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Под классическими вопросами теории при-
ближений мы понимаем вопросы существования,
единственности, устойчивости и солнечности.
Понятие солнечности – это, на самом деле, гео-
метрическая переформулировка известного кри-
терия Колмогорова элемента наилучшего при-
ближения. Ниже X – действительное линейное
нормированное пространство. Множество  на-
зывается множеством существования, если для
каждой точки x множество  =
= ρ(x, M) :=  ее ближайших элемен-
тов непусто. Множество  называется
строгим протосолнцем, если из условия ,

 вытекает, что  для
всех . Строгие протосолнца (а также солнца
и строгие солнца, см. [1], [2]) являются наиболее
естественными объектами, для которых выпол-
нен обобщенный критерий Колмогорова элемен-
та наилучшего приближения (см. [2], [1, § 3.1]) и
для них выполнены те или иные свойства отдели-
мости. Важность исследования вопросов суще-
ствования и солнечности (характеризацией эле-

M

∈ −:={ | || ||MP x y M x y

∈ −inf || ||}y M x y
⊂M X

∈ \x X M
∈ My P x ∈ − λ + λ((1 ) )My P y x

λ ≥ 0

ментов наилучшего приближения) обобщенных
дробно-рациональных функций связана с их
многочисленными приложениями в теории при-
ближений и вычислительной математике (см.,
например, [3, 4]).

Рассмотрим следующее классическое семей-
ство рациональных функций в C[a, b]:  =
= , , , где  –
подпространство алгебраических многочленов
степени не выше n. Хорошо известно, что  –

чебышёвское солнце в C[a, b]. Однако в ,
, Н.В. Ефимовым и С.Б. Стечкиным из

общих теорем геометрической теории приближе-
ний было установлено, что , , является
множеством существования, но не единственно-
сти. В случае  ими же было показано отсут-
ствие единственности наилучшего приближения
классом . И.Г. Царьков, используя общие теоре-
мы геометрической теории приближений, доказал
отсутствие единственности наилучшего приближе-
ния в  для всех классов дробей , .
Рассмотрим более общий класс рациональных
функций: , здесь Q –
метрический компакт, V,  – выпуклые
множества, причем W состоит из положительных
функций. Известно, что множество  является
строгим протосолнцем в .

,n mR

∈, [ , ] := { / |n m na b p q pR P ∈ mq P ≠ 0}q nP

,n mR

[ , ]pL a b
< ∞1 <p

,n mR ≥ 1m

1[ , ]L a b

0,2R

1[ , ]L a b ,n mR ≥ 1m

= = ∈ ∈: { / | , }V
W r w V w Wv vR

⊂ ( )W C Q

V
WR

( )C Q
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АЛИМОВ, ЦАРЬКОВ

Изучим следующее обобщение классов  и

. Пусть  и пусть  – не-
пустое выпуклое множество. Определим следую-
щий класс обобщенных дробно-рациональных
функций

(1)
Т е о р е м а  1. Множество обобщенных дробно-

рациональных функций  является строгим про-
тосолнцем в .

Теорема 1 означает, что дроби наилучшего
приближения из класса  характеризуются в
терминах критерия Колмогорова элемента наи-
лучшего приближения, что позволяет строить ал-
горитмы нахождения наилучших дробей (см., на-
пример, [3, 5[).

Устойчивость элементов (почти) наилучшего
приближения традиционно связана со свойства-
ми аппроксимативной компактности множества
или существования непрерывных ε-выборок.
Пусть ε > 0, . Отображение  на-
зывается аддитивной (соответственно мультипли-
кативной) ε-выборкой, если для всех  выпол-
няется неравенство  (соот-
ветственно . Хорошо
известно, что в невырожденных случаях (т.е. при

) метрическая проекция на (чебышёвское)
множество  имеет точки разрыва в , но
при этом, как, в частности, доказал С.В. Конягин
[6], для любого ε > 0 на  существует непрерыв-
ная ε-выборка. Следующий результат обобщает и
расширяет результат С.В. Конягина (см. также
К.С. Рютин [7, 8]).

Т е о р е м а  2. Множество обобщенных рацио-
нальных дробей  (при выпуклом U; см. (1)) явля-
ется устойчиво монотонно линейно связным мно-
жеством (см. [9]) в C(Q), и, следовательно, на это
множество существует непрерывная аддитивная

-выборка для любого ε > 0. В случае замкнутости
 для каждого ε > 0 существует непрерывная

мультипликативная -выборка на . Кроме того,
 имеет стягиваемые пересечения с замкнутыми

и открытыми шарами в .
Изучение вопросов существования наилучшего

приближения обобщенными рациональными функ-
циями было начато в работах Э. Чини, Х.Л. Лоеба,
Г.Ш. Рубинштейна, Б. Бёма, Ч. Данхема и др. (см.
[1, § 11.1]). В отличие от классического случая
приближения классом  в C[a, b], существова-
ние (и единственность) элементов обобщенного
рационального приближения в пространстве не-
прерывных функций, вообще говоря, не имеет
места.

Пусть Q – хаусдорфов компакт и пусть
. Будем говорить, что множество  :=

,n mR

V
WR ⊂, ( )V W C Q ⊂ ×U V W

∈ > ∈v v:= { ( ) | = , 0,( , ) }.U r C Q rw w w UR

UR

( )C Q

UR

⊂M X ϕ →: X M

∈x X
ϕ − ≤ ρ + ε|| ( ) || ( , )x x x M

ϕ − ≤ + ε ρ|| ( ) || (1 ) ( , ))x x x M

≥ 1m
,n mR [ , ]C a b

,n mR

UR

ε
UR

ε UR

UR

( )C Q

,n mR

⊂ ×U V W UR

:= , ,  алгебраиче-
ски полно, если условия: (a)  в

, где , , и (b) существу-
ет функция  такая, что  для
всех , где  – множество нулей
функции w, эквиваленты тому, что .

Направленность (xδ) -сходится к 

( ), если найдется плотное подмножество
:   (см. [10]). Подмноже-

ство  называется ограниченно -ком-
пактным, если любая ограниченная направлен-
ность из M содержит поднаправленность, -схо-
дящуюся к точке из M (см. [1, 10]).

Пусть далее Q – компакт,  – огра-
ниченно компактные множества, и пусть

 – непустое множество. Рассмотрим
класс обобщенных дробно-рациональных функ-
ций 

Т е о р е м а  3. Пусть множество  алгебраи-
чески полно и для любой ненулевой функции из W до-
полнение ее множества нулей в Q всюду плотно. То-
гда множество  ограниченно -компактно в
пространстве  и, как следствие, является
множеством существования в .

Утверждение теоремы 3 также верно в про-
странстве , где  – -аддитивная борелев-
ская мера на Q, где Q – единица -алгебры боре-
левских множеств.

Пусть D – компактная область в , V,
 – непустые ограниченно компактные

множества, состоящие из вещественно-аналити-
ческих функций, и пусть  – непустое мно-
жество. Рассмотрим класс обобщенных дробно-раци-
ональных функций , ,

.
С л е д с т в и е  1. Если множество  алгеб-

раически полно, то оно ограниченно -компактно в
пространстве . Как следствие,  являет-
ся множеством существования в пространстве

 и множество  -компактно для любого
.

Из теоремы 3 вытекает один из результатов
Ф. Дойча [10], именно: множество  :=
:= , , ,  является
множеством существования в  где  –
конечномерные подпространства пространства

, состоящие из вещественно-аналитических
функций.

Случай, рассмотренный в следствии 1, вклю-
чает в себя случай многомерных алгебраических
дробно-рациональных функций  при условии

∈{ ( ) | =r C Q rw v ≡/ 0w ∈v( , ) }w U
→v v( , ) ( , )k kw w

×( ) ( )C Q C Q ∈v( , )k kw U ≡/ 0w
∈ ( )r C Q v( ) = ( )/ ( )r t t w t

∈ \Z( )t Q w Z( )w
∈v( , )w U

Δ ∈ ( )x C Q
Δ

δ →x x
⊂0Q Q δ →( ) ( )x t x t ∀ ∈ 0t Q

⊂ ( )M C Q Δ

Δ

⊂, ( )V W C Q

⊂ ×U V W

∈ ≡ ∈/v v:= { ( ) | = , 0,( , ) }.U r C Q rw w w UR

UR

UR Δ
( )C Q

( )C Q

∞ μ( , )L Q μ σ
σ

n
R

⊂ ( )W C D

⊂ ×U V W

= ∈ =( ): { ( ) |U D r C D rw vR ≡/ 0w
∈v( , ) }w U

( )U DR

Δ
( )C D ( )U DR

( )C D
U

P xR Δ
∈ ( )x C D

W
VR

∈ ={ [ , ]|r C a b rw v ∈w W ≡/ 0w ∈v }V
[ , ],C a b ,V W

[ , ]C a b

UR
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их алгебраической полноты. Из теоремы 3 мы
также получаем следующий классический ре-
зультат (в котором проксиминальность множе-
ства  доказана независимо Н.И. Ахиезером и
Дж. Уолшем): множество дробно-рациональных
функций  ограниченно Δ-компактно в .
В частности,  – множество существования и
множество  -компактно для любого

.
Рассмотрим вопрос существования наилучше-

го дробно-рационального приближения в Lp =
= , . Хорошо известно (см., на-
пример, [1, § 11.3], [2]), что множество  ап-

проксимативно компактно в , , и,
следовательно, является множеством существо-
вания. Пусть  – -алгебра на ,  – -конечная
мера на Σ. Будем говорить, что последователь-
ность функций  (где ) aes-сходится
к функции , если для любого множества

, , найдется подпоследовательность
номеров (nk) такая, что  сходится почти всюду
на A к функции x (здесь “aes” – сокращение от
англ. “almost everywhere convergence of a subse-
quence”). Множество M aes-компактно, если из
любой последовательности  можно вы-
делить подпоследовательность, aes-сходящуюся к
элементу . Множество M ограниченно aes-
компактно, если пересечение M с любым замкну-
тым шаром aes-компактно.

Пусть  – -конечная мера на пространстве ,
, . Пусть ,  –

конечномерные подпространства ( ,
, ; если p = 1, то ), и пусть

 – непустое множество. Будем говорить,
что множество , ,

 алгебраически полно, если условия:
 в , где , , су-

ществует функция  такая, что r(t) = 
для всех , где  – множество нулей
функции w, эквивалентны тому, что .

Т е о р е м а  4 .  Пусть множество  алгеб-
раически полно и для любой ненулевой функции из W
множество ее нулей в  имеет меру нуль. Тогда
множество  ограниченно aes-компактно и
аппроксимативно компактно в  при любом

. Как следствие,  – множество су-
ществования.

Пусть D – ограниченная область в , граница
которой имеет нулевую меру Лебега, пусть  –
мера Лебега на D, , . Пусть

,n mR

,n mR [ , ]C a b
,n mR

,n m
P xR Δ

∈ [ , ]x C a b

Ω Σ μ( , , )pL ≤ ∞1 <p
,n mR

[ , ]pL a b ≤ ∞1 <p

Σ σ Ω μ σ

( )nx Ω →:nx R

Ω →:x R

∈ ΣA μ ∞( ) <A
( )

knx

⊂( )nx M

∈x M

μ σ Ω
Ω Σ μ= ( , , )p pL L ≤ ∞1 <p ⊂ 1V L ⊂ qW L

+1/ 1/ = 1p q
1 < p ∞<q ∞=q

⊂ ×U V W
Ω ∈ v( ) := { | =p

U r L rwR ≡/ 0w
∈v( , ) }w U

→v v( , ) ( , )k kw w ×1 qL L ∈v( , )k kw U ≡/ 0w
∈ pr L ( )/ ( )t w tv

∈ Ω\Z( )t w Z( )w
∈v( , ) }w U

Ω( )UR

Ω
Ω( )UR

Ω( )pL
≤ ∞1 <p Ω( )UR

n
R

μ
μ= ( , )p pL L D ≤ ∞1 <p

,  – конечномерные подпростран-
ства, состоящие из вещественно-аналитических
функций ( ,  ; если p = 1, то

), и пусть  – непустое множество.
Рассмотрим класс обобщенных дробно-рацио-
нальных функций , ,

.

С л е д с т в и е  2. Пусть множество  ал-
гебраически полно. Тогда  ограниченно aes-
компактно. Как следствие,  аппроксиматив-
но компактно и является множеством существо-
вания в  при любом .

Отметим, что если , то класс раци-
ональных функций  с  совпадает с
классом   .
С учетом этого из следствия 2 вытекает следую-
щий известный результат Ф. Дойча–Р. Э. Хаффа
[10]): множество  аппроксимативно ком-
пактно в  при любом  и, как след-
ствие, является множеством существования; здесь
V, W – конечномерные подпространства про-
странства , состоящие из вещественно-
аналитических функций.
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Изучаются задачи Коши для симметричной гиперболической системы уравнений 1-го порядка с
переменными коэффициентами и ее сингулярных возмущений – сильно параболической и гипер-
болической 2-го порядка систем уравнений с малым параметром  при вторых производных по
x и t. Формулируются свойства решений всех трех систем и даются оценки разности решений исход-
ной системы и систем с возмущениями порядка  при начальной функции w0 гладкости α в

смысле , . При  охватывается широкий класс разрывных w0. Дается приложе-
ние к линеаризованным системе уравнений газовой динамики и параболической и гиперболиче-
ской 2-го порядка квазигазодинамическим системам уравнений.

Ключевые слова: линейные системы уравнений в частных производных, малый параметр, оценки
разности решений, квазигазодинамические системы уравнений
DOI: 10.31857/S2686954322050198

τ > 0

ατ /2( )O
2( )nL R α ≤0 < 2 α = 1/2

В данном сообщении изучаются задачи Коши
для n-мерной симметричной гиперболической
системы уравнений 1-го порядка с переменны-
ми коэффициентами и ее сингулярных возму-
щений – сильно параболической и гиперболи-
ческой 2-го порядка систем уравнений с малым
параметром  при вторых производных по x
и . Возмущения со вторыми производными по 
имеют дивергентный вид и содержат матрицы с
переменными коэффициентами. Подобные воз-
мущения много лет применяются на практике
при построении сеточных методов решения ква-
зилинейной системы уравнений газовой динами-
ки [1–3]. Существует много иных приложений
анализа подобных возмущений, см. в том числе
[4–6] и цитированную там литературу.

Формулируются результаты о слабых и сильных
решениях исходной системы и систем с возмуще-
ниями, в том числе равномерные по  оценки сла-
бых решений последних систем. Они дополняют
известные, и при их выводе используются в том

τ > 0
t x

τ

числе методы из [6–10]. Для разностей  решений
исходной системы и систем с возмущениями вы-
водятся оценки порядка , , в том
числе в норме , при начальных дан-
ных w0 и свободном члене f из соответствующих
пространств Соболева и Никольского гладкости
порядка  по x (для f также порядка  по  для ги-
перболического возмущения). При  охваты-
вается широкий класс разрывных функций w0,
что важно для приложений.

Приводятся также оценки производных любого
порядка по x для решений всех рассматриваемых
систем и разностей  порядка ,  в
случае, когда коэффициенты систем не зависят от x.

Описывается приложение результатов к линеа-
ризованным на постоянном решении системе урав-
нений газовой динамики и ее возмущениям – пара-
болической и гиперболической 2-го порядка ква-
зигазодинамическим (КГД) системам уравнений
[11, 12].

Введем гильбертовы пространство Лебега
 и Соболева ,  (все

пространства считаем вещественными) со скалярны-

ми произведениями  = ,

. Здесь , а  –

τr

ατ /2( )O α ≤0 < 2
2(0, ; ( ))nC T L R

α α/2 t
α = 1/2

τr
ατ /2( )O α ≤0 < 2

2 0( ) = ( )n nL HR R
1( )nH R

2( )nH R

( )( , ) l nHwv
R

≤ ≤
∇ ⋅ ∇  v

0 n

k k

k l

wdx
R

= 0,1,2l ∇ ∂ ∂…1= ( , )n ∇ ∂ ∂2
, =1= { }n

i j i j
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ЗЛОТНИК, ЧЕТВЕРУШКИН

матрица вторых производных по x, , и сим-
вол  обозначает скалярное произведение векто-
ров или матриц (если не указано иное).

Будем использовать пространство Соболева
,  – слой, и обозначим че-

рез  и ,  с , l = 1,
2 анизотропные пространства Лебега и Соболева
с нормами  и

Пусть  – пространство функций
 с  [8, 9], а 

состоит из непрерывных функций :
 и .

Введем произведения ,

 для вектор-функций v, w та-

ких, что  или  соответственно.
Ниже все векторы и вектор-функции считаем
столбцами, а операторы , , l = 1, 2 применяют-
ся к вектор- и матрицам-функциям поэлементно.
Если не указано противное, то лебеговы нормы
вектор-функций v,  и квадратных матриц-
функций A вводятся как нормы в этих простран-
ствах от евклидовых норм , 
и спектральной нормы . Далее, лебеговы нор-
мы  и ,  понимаются как суммы норм
соответствующих частных производных v и A. Для
составных прямоугольных матриц-функций и их
производных суммируются соответствующие
нормы составляющих квадратных матриц.

Введем задачу Коши для симметричной гипер-
болической системы 1-го порядка

(1)

Здесь : , :  –
искомая и заданные вектор-функции, а Bi(x, t) =

= , ,  – коэффициенты-матри-
цы-функции порядка m. Предполагается суммиро-
вание по повторяющимся индексам i, .

Пусть выполнены условия

(2)

≥ 1n
⋅

Π1( )TH Π ×:= (0, )n
T TR

Π2, ( )q
TL Π,0

2, ( )l
q TW Π,1

2, ( )l
q TW ≤ ≤ ∞1 q

Πv v
R

2, 2( ) ( ) (0, )
|| || = || ( , )||q n qTL L L T

x t

Π Π Π Π∇ ≡ + ∇v v v v v1,0 2, 2, 2,
2, ( ) ( ) ( ) ( )|| || = ||{ , }|| || || || || ,q q q

q T T T TW L L L

Π Π

Π Π Π

∇ ∇

+ ∂

v v v v

v v v

2,0 2,
2,

,1 ,0 2,
2, 2,

2
( ) ( )

( ) ( ) ( )

|| || = ||{ , , }|| ,

|| || = || || || || .

q
q T T

l l q
q T q T T

W L

tW W L

Π2( )TV
∞∈ Πv

2, ( )TL ∇ ∈ Πv
2( )TL 2(0, ; ( ))nC T L R

v

→ 2[0, ] ( )nT L R
≤ ≤

⋅v v2 2(0, ; ( )) ( )0
|| || = || (, )||maxn nC T L Lt T

t
R R

⋅( , ) =n n
dxv w v w

R
R

Π
Π

⋅( , ) =
T

T

dxdtv w v w

⋅ ∈ 1( )nLv w R Π1( )TL

∇l ∂l
t

∇v

| |v ∂ + + ∂…

2 2 1/2
1(| | | | )nv v

|| ||A
∇2v ∇A ∇2A

∂ + ∂ + Π*

=0 0

:= = в ,

| = в .
t i i T

n
t

B Cw w w w f

w w R

( , ), ( , )x t x tw f Π → m
T R 0( )xw →n m

R R

( , )T
iB x t = 1,i n ( , )C x t

= 1,j n

∞∈ Π ∈ Π
∈

2,1

2
0

,div , ( ), ( ),

( ),
T T

n

C L L

L

B B f

w R

где  – составная матрица старших
коэффициентов размеров  и .
Здесь и ниже принадлежность матриц- и вектор-
функций какому-либо пространству означает,
что всех их элементы принадлежат этому про-
странству. Для упрощения условия на коэффици-
енты и их производные формулируются в основ-
ном в терминах .

Слабым решением задачи Коши (1) назовем
функцию , удовлетворяющую инте-
гральному тождеству

Здесь и ниже 
определяет сопряженный по Лагранжу к  опе-
ратор, а :  и .

Сильным решением этой задачи Коши назовем
функцию , имеющую ,

 и удовлетворяющую уравнению в
(1) в  и начальному условию  в

.

Ниже используются условия типа ,
где  – параметр, и для краткости в них всегда
автоматически подразумевается, что .
Возникают постоянные , ,
…, неубывающие по N, T, причем разные посто-
янные могут обозначаться одинаково. Пусть Im –
единичная матрица порядка m.

Т е о р е м а  1. 1. а) Пусть выполнены условия (2)
и  почти всюду (п.в.) в  с по-
стоянной  (например, c0 = ).
Тогда существует слабое решение w задачи Коши
(1) и для него верна оценка

б) Более того, если ,

 = 0, где  –
– C(x, t), то слабое решение единственно. Оно так-
же обладает свойством  и по-
этому в указанной оценке .

2. Пусть  и f,

, . Тогда слабое решение 
является сильным решением, оно единственно и для
него верна оценка

…1= ( , , )nB BB
×m mn ∂div := i iBB

∞ Π( )TL

∞∈ Π2, ( )TLw

Π Π+

∀ ∈ Π

�* 0 0 0
1,1

2,1 =

( , * ) = ( , ; ) := ( , ) ( , )

( ), | = 0.

n
T T

T t TW

w φ w f φ w φ f φ

φ φ
R

−∂ − ∂ − −* = (div )T
t i iB Cφ φ φ B φ*

*

( , )x tφ Π → m
T R 0 =0:= |tφ φ

∞∈ Π2, ( )TLw ∞∇ ∈ Π2, ( )TLw
∂ ∈ Π2,1( )t TLw

Π2,1( )TL =0 0| =tw w
2(0, ; ( ))nC T L R

∞ Π ≤( )|| ||
TL NB

≥ 1N
∞∈ Π( )TLB

≥( , ) 0C N T ≥1( , ) 0C N T

− ≤ 00.5div mC c IB ΠT

≥0 0c ∞ Π− ( )||0.5div ||
TLCB

∞ Π Π≤ +0
2, 2 2,10( ) ( ) ( )|| || (|| || 2|| || ).n

T T

c T
L L L

ew w f
R

∞∇ ∈ Π( )TLB

∞ξ→ ξΔ0 ( )0
lim || || n

T

LC dt
R ξΔ = + ξ( , ): ( , )C x t C x t

∈ 2(0, ; ( ))nC T Lw R

∞ Π2, 2( ) (0, ; ( ))|| || = || || n
TL C T Lw w

R
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Если также  при некотором
, то  и

3. а) Пусть дополнительно 

и , . Тогда для сильного ре-

шения w существуют , 
и

б) Если также  и f,

 при некотором , то до-
полнительно существует  и

Введем теперь задачу Коши для параболиче-
ской системы уравнений 2-го порядка – возму-
щения системы в (1) с малым параметром

 при вторых производных по :

(3)

Здесь   : , :
 – искомая и заданные вектор-функции,

 – коэффициенты-матрицы-функ-
ции порядка , а .

Следуя [9, гл. V, § 1], будем предполагать, что
выполнено условие

(4)

с некоторыми постоянными  и . Оно

шире, чем алгебраическое условие  · w

для всех  п.в. в ΠT с блочной матрицей

.
Пусть выполнены условия

(5)
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q
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R
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τ τ τ

τ

− τ∂ ∂ + τ∂ Π3 *

=0 0
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n
t
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T R τ0 ( )xy
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R R

∞∈ Π( )ij TA L
m , = 1,i j n

ν ∇ − μ ≤ ∂ ∂

∀ ∈

2 2
2 2
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1

|| || || || ( , )

( ) п.в. в (0, )

n n nij j iL L
n

A

H T

v v v v

v
R R R

R

ν > 0 μ ≥ 0

ν ≤2| | ( ( , ) )A x tw w

∈ mnw R

, =1:= { }n
ij i jA A

∞

τ τ

∈ Π
∈ Π ∈2,1 2

0

, , ( ), , = 1, ,

( ), ( )
i ij T

n
T

B C A L i j n

L Lf y R

и . Слабым решением за-
дачи Коши (3) назовем функцию , удо-
влетворяющую интегральному тождеству

для любой , . Положим
.

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (4), (5),
,  п.в. в  и

. Тогда существует единственное слабое
решение  задачи Коши (3), причем

 и верна его энергетическая оцен-
ка

Введем также задачу Коши для гиперболиче-
ской системы уравнений 2-го порядка – возму-
щения исходной системы в (1) с параметром

 при старших производных

(6)

где : , :  –
искомая и заданные функции.

Пусть выполнены условия (5) и .
Слабым решением задачи Коши (6) назовем функ-
цию , удовлетворяющую интеграль-
ному тождеству

для любой ,  и начальному

условию  в .
Ниже потребуется следующее условие преоб-

ладания матрицы  старших коэффициентов си-
стемы 2-го порядка над матрицей B старших ко-
эффициентов системы 1-го порядка

(7)

с некоторыми , , где .
Оно шире, чем более простое алгебраическое
условие  при

всех  п.в. в , с тем же δ и
. Подобные условия известны, см. в

том числе [4].
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− ∂ ϕ + ∂ + ϕ + τ ∂ ∂ ϕ
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∀ ∈

2 2
2 2 2

1( ) ( )
1

|| || (1 ) [( , ) || || ]

( )

n n nij j iL L
n

A
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ЗЛОТНИК, ЧЕТВЕРУШКИН

Введем также условие  п.в. в , т.е.

(8)

с некоторым , например, , где
.

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (4), (5),
(7), (8) и , , ,

 п.в. в , , 

и . Тогда существует единственное слабое
решение  задачи Коши (6) и верна оценка

где ν0 = ,  + (1 –

– δ)μ1) + , а  таково,
что  п.в. в  (например, cA1 = ,
ср. с (8)).

Выведем оценки разности решений задач Ко-
ши для системы уравнений 1-го порядка и ее воз-
мущений. Введем банаховы пространства, по-
строенные с помощью -метода вещественной
интерполяции банаховых пространств, 
(см., например, [13], гл. 3)

Т е о р е м а  4. 1. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1, пп. 1, 2 с q = 1 и теоремы 2 на матрицы-
коэффициенты и . Для разности

 решений задач Коши (1) и (3) верна оценка

Здесь и ниже  не зависит от τ. В частности,
при , ,  имеем

(9)

≤ A mnA c I ΠT

⋅ ≤ ∀ ∈ Π2( ( , ) ) | | п.в. вmn
A TA x t cw w w w R

> 0Ac ∞ Π( )= || ||
T

A Lc n A
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∞
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TC T L Lr r

R
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Π
α

τ
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≤ τ +
* 0
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|| || ( , ) (|| || || || ),

n
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n

H W

C T L

C N T

C N T

w f

r w f
R

R

α0 < < 1.

2. Пусть выполнены также условия теоремы 1,
п. 3а на матрицы-коэффициенты, ,

 для  и снова , ,
. Для  верны также оценки

Введем усреднение по Стеклову  :=

:=  по  с шагом  и ин-

терполяционные пространства ,

, .
Т е о р е м а  5. Пусть выполнены все усло-

вия теоремы  1  с  q = 1 и  теоремы 3 на  мат-
рицы-коэффициенты, а также ,

, . Для разности 
решений задач Коши (1) и (6) верна оценка

При , , а также  либо
, верны соответственно оценки

(10)

В оценках теорем 4 и 5 автоматически
предполагается, что данные w0, y0τ, y1τ, f, fτ, gτ
принадлежат тем пространствам, в нормах
которых они стоят. Оценки теоремы 5 родствен-
ны полученным в иных условиях и другим мето-
дом в [4].

При ,  пространство  сов-
падает с пространством Никольского  (с
точностью до эквивалентности норм) [13], раздел
6.2, [15]. Верны включения ,

, , α ≠ 1, и  :=

∞⋅ Π ≤( )||div ||
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:= ,  (случай
).

Пространство  содержит ,

где  – пространство функций ограничен-
ной вариации на  (см., например, [14, гл. 37, 38]).
Аналогично, пространство  заведомо

содержит пространство . Это
обеспечивает оценку  в (9) и (10) при α = 1/2
для широкого класса разрывных функций w0 и f.

Ниже ограничимся случаем, когда матрицы
 не зависят от x и  п.в. на

. Это ограничение позволяет уточнить и за-
метно упростить формулировку результатов (ко-
торые вытекают из предыдущих теорем), хотя
принципиальным оно не является. Введем произ-
водную по Соболеву любого порядка 
по x, ,  + ... + kn.

Т е о р е м а  6. Пусть  с  и  лю-
бые.

1. а) Пусть , . Тогда для
слабого решения w задачи Коши (1) верна оценка

(11)

Подробнее говоря, оценка (11) означает, что ес-
ли дополнительно , , то

существует  и верна указанная
оценка. Для краткости формулировок все оценки в
данной теореме и теоремах 7, 8 ниже понимаются
аналогичным образом.

б) Пусть m = 1, 2. Если , w0 ∈
∈ , то для сильного решения w задачи Коши
(1) верны оценки

Если также , то при m = 1, 2 со-
ответственно верны оценки

Если m = 2 и дополнительно ,

, то верна оценка
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∂ ∈ Π2,1( )t TLf

2. Пусть выполнены условия (4) с ,
, , . Тогда для

слабого решения  задачи Коши (3) верна оцен-
ка

3. Пусть выполнены условия (4) с , (7) с
, (8) и , , , а

также , , . То-
гда для слабого решения  задачи Коши (6) вер-
на оценка

где , c1 = max{2(c0 + ,

, а  прежнее.
Оценки последней теоремы верны и при

, когда .
Перейдем к оценкам производных разностей

решений рассматриваемых систем. При 
это будут те же оценки, что и выше, но с уточнен-
ными постоянными.

Т е о р е м а  7. Пусть выполнены условия теоре-
мы 6, пп. 1, 2, кроме условий на  и , и

. Пусть для краткости , ,
 и . Тогда для разности 

решений задач Коши (1) и (3) верны оценки
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ЗЛОТНИК, ЧЕТВЕРУШКИН

Т е о р е м а  8. Пусть выполнены все условия
теоремы 6, п. 1 с  и п. 3, а также .
Пусть ,  и . Тогда для разности

 решений задач Коши (1) и (6) при
 либо  верны соответственно

оценки

Каждую из оценок в теоремах 6–8 можно про-
суммировать по всем  с , что приводит к
аналогичным оценкам с заменой  на  с лю-
бым . В частности, из таких оценок  при

 в силу теоремы вложения следуют оценки
в норме .

Обратимся к линеаризованным на постоян-
ном решении КГД системам уравнений. Запишем
их относительно нормированного (безразмерно-
го) вектора малых возмущений (x, t)
плотности, скорости и удельной внутренней
энергии газа, где , . Они
представляют собой систему дифференциальных
уравнений -го порядка по  и 2-го порядка по

 с постоянными коэффициентами, где  для
параболической и  для гиперболической
КГД систем. В симметризованной матричной
форме задача Коши для них примет вид

(12)

(13)

где  и  – постоянные симметричные матри-
цы конвективных и вязких слагаемых порядка

, , ср. с [11, 12],  – фоно-
вая скорость звука,  – параметр релаксации.
Эти матрицы выписаны явно в [12] (в  в бло-
ках ,  у  следует убрать ). Сво-
бодный член  дописан формально для общности
анализа.
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При  эта задача переходит в задачу Коши
для линеаризованной системы уравнений газо-
вой динамики 1-го порядка

(14)

Для   введем би-
линейную форму

Здесь  – нормированная на  фо-
новая скорость и поэтому  – фоновое число

Маха, , , , при-

чем  – показатель адиабаты в уравнении со-
стояния газа, , ,  – постоянные
КГД-параметры в искусственных коэффициен-
тах вязкости и теплопроводности. Формально эта
форма получается умножением  на ,

интегрированием по  и по частям.
Следующий результат родственен получен-

ным недавно в [12, 16]. Пусть .
Л е м м а  1. Верны свойства симметричности

 и неотрицательной определен-
ности

для любых , с δ0 := ,

Все предыдущие теоремы применимы к зада-
чам Коши для системы уравнений газовой
динамики (14) и КГД систем (12), (13) в силу лем-
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мы 1. Это непосредственно приводит к заключи-
тельному результату.

Т е о р е м а  9. 1. Для задачи Коши для линеаризо-
ванной системы уравнений газовой динамики (14)
верны теоремы 1 и 6, п. 1 с .

2. Пусть , . Для задач Коши для ли-
неаризованных КГД систем (12), (13) верны свой-
ства (4) с ,  и (5) с , и по-
этому верны теоремы 2 и 6, п. 2 с  при

 либо теоремы 3 и 6, п. 3 с  при .

Для разности  решений задач Коши для
линеаризованных системы уравнений газовой дина-
мики (14) и КГД систем (12), (13) верны оценки тео-
рем 4 и 7 с  при  либо теорем 5 и 8 с

 при .

Указанное равенство постоянных ,  нулю
важно, т.к. означает ограниченность или степен-
ной (вместо экспоненциального) рост по T по-
стоянных в соответствующих оценках.
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ON PARABOLIC AND HYPERBOLIC 2ND ORDER PERTURBATIONS 
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a Higher School of Economics University, Moscow, Russian Federation
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We study the Cauchy problems for a symmetric hyperbolic system of equations of the 1st order with variable
coefficients and its singular perturbations which are strongly parabolic and 2nd order hyperbolic systems of
equations with a small parameter  in front of the second derivatives with respect to  and . The prop-

erties of the solutions of all three systems are formulated, and estimates of the order  are given for the
difference between solutions of the original system and systems with perturbations, for an initial function w0

of smoothness  in the sense of , . For , a broad class of discontinuous w0 is cov-
ered. We give an application to the linearized system of gas dynamics equations and parabolic and 2nd order
hyperbolic quasi-gasdynamic systems of equations.

Keywords: linear systems of partial differential equations, small parameter, estimates for the difference of
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ML ML

§ 1. Банахово пространство E измеримых на
[0, 1] функций называется перестановочно-инва-
риантным (кратко r.i.), или симметричным, если
1) из того, что x измерима,  для всех

 и , следует  и ; 2) из
равноизмеримости функций x и y (это означает,
что

для каждого , где mes – мера Лебега на ),
и  следует, что  и . В частно-
сти, всякая измеримая функция x равноизмерима
со своей невозрастающей на (0, 1] перестановкой

, . Тео-
рия r.i. пространств изложена в монографиях [1–3].

Самый известный пример r.i. пространств –
пространства , . Их естественным
обобщением являются пространства Орлича [4, 5].
Пусть M – непрерывная выпуклая возрастающая
функция на , . Пространство Орли-
ча  состоит из всех измеримых на [0, 1] функ-
ций, для которых конечна норма Люксембурга

≤| ( )| | ( )|x t y t
∈ [0,1]t ∈y E ∈x E ≤|| || || ||E Ex y

: τ : τmes{ | ( )| > } = mes{ | ( )| > }t x t t y t
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ML

Если , то  изометрически. Про-
странство LM сепарабельно тогда и только тогда,
когда M удовлетворяет -условию в бесконечно-
сти ( ), т.е.  для некоторого
C > 0 и всех достаточно больших u.

Для каждой функции Орлича M определим
следующие непустые компактные подмножества
пространства :

где convU – выпуклая оболочка множества U, а за-
мыкание берется в , а также индексы Мату-
шевской-Орлича в бесконечности:

Множество  определяет структуру подпро-
странств, порожденных последовательностями
попарно дизъюнктных функций в пространстве
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LM [6] (измеримые функции  и  дизъюнктны,
если  = 0). Легко

проверить, что .

Аналогично, если  – функция Орлича, то
пространство Орлича последовательностей  со-

стоит из всех последовательностей , для ко-
торых

Если ,  – непрерывная возрастаю-
щая вогнутая на [0, 1] функция, , то про-
странство Лоренца  состоит из всех измери-
мых на [0, 1] функций, для которых  :=

:=  < ∞.

Говорят, что (замкнутое линейное) подпро-
странство H r.i. пространства X сильно вложено в X,
если сходимость в X-норме и по мере на H экви-
валентны. В частности, в силу неравенства Хин-
чина [7, глава V, теорема 8.4] функции Радемахера

, , , порождают
сильно вложенное подпространство в Lp для каж-
дого 

Множество  имеет равностепенно непре-
рывные нормы в r.i. пространстве X, если

 = 0. Нетрудно пока-
зать, что подпространство H сильно вложено в X,
если его единичный шар 
имеет равностепенно непрерывные нормы в X.

Введенные понятия тесно связаны со свой-
ствами величины

где X – r.i. пространство, ,  – характери-
стическая функция измеримого подмножества

. Величина  в явном виде была вве-
дена Е.В. Токаревым в [8], хотя в случае 
она возникла гораздо раньше в классической ра-
боте М.И. Кадеца и А. Пелчинского [9]. Позднее
эта величина изучалась в работах [10] и [11].

Ясно, что всегда . Если H – под-
пространство r.i. пространства X и , то H
сильно вложено в X. Кроме того,  тогда
и только тогда, когда единичный шар  имеет
равностепенно непрерывные нормы в X.
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η ( ) < 1X H

η ( ) = 0X H
HB

Вслед за [11] назовем r.i. пространство X бинар-
ным, если  принимает на его подпростран-
ствах H только два значения: 0 и 1. Как легко ви-
деть, r.i. пространство  бинарно, если единич-
ный шар  всякого сильно вложенного в X
подпространства  имеет равностепенно непре-
рывные нормы в X.

Согласно известной теореме Х.П. Розенталя
[12, теорема 13] пространство  бинарно, если

 (нетрудно показать, что последнее усло-
вие необходимо). В [11] (см. также [10]) этот ре-
зультат (при таком же условии на p) был распро-
странен на пространства Лоренца .

Будучи тесно связанной со свойствами под-
пространств, величина  является важной
геометрической характеристикой r.i. простран-
ства X. Как выяснено в настоящей работе, вопрос
о бинарности r.i. пространства X определяется
структурой подпространств X, порождаемых по-
следовательностями попарно дизъюнктных
функций в нем. Если в пространствах Лоренца

 она достаточно проста (всякая такая нор-
мированная последовательность содержит под-
последовательность, эквивалентную стандартно-
му базису в lp [13]), то в пространствах Орлича она
гораздо сложнее. В работе получены необходи-
мые и достаточные условия бинарности про-
странств Орлича.

§ 2. Всюду далее функция Орлича M удовле-
творяет условию: .

В доказательстве следующего ключевого
утверждения используются конструкции из рабо-
ты [14].

П р е д л о ж е н и е  1. Если в пространстве Ор-
лича  существует сильно вложенное подпро-
странство, единичный шар которого имеет не
равностепенно непрерывные нормы в , то для
некоторой  выполнено: .

Применяя предложение 1 вместе с результата-
ми работ [6] и [15], получаем

Т е о р е м а  1. Предположим, что 

для всякой функции . Тогда, если H – под-
пространство , то следующие условия эквива-
лентны:

(i) H не содержит бесконечномерных подпро-
странств, изоморфных подпространствам, порож-
денным в  попарно дизъюнктными функциями;

η ( )X H

X
HB

H

pL
≤1 < 2p

Λ ϕ( )p

η ( )X K

Λ ϕ( )p

∞ ∞α ≤ β1 < < 2M M

ML

ML
∞ψ ∈ MC −ψ ∈11/ ML

−ψ ∈11/ ML
∞ψ ∈ MC

ML

ML
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(ii) H сильно вложено в ;

(iii) единичный шар  имеет равностепенно не-
прерывные нормы в .

Следующее утверждение содержит легко про-
веряемые достаточные условия на функцию M,
при которых  для каждой .

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть M – функция Ор-
лича, . Предположим, что выпол-
нено хотя бы одно из следующих условий:

(a)  для некоторого 
и всех ;

(b)  и для некоторого 

(1)

Тогда  для каждой функции .
Как следствие, получаем вариант упоминав-

шейся теоремы Х.П. Розенталя о структуре под-
пространств -пространств для пространств Ор-
лича: если функция Орлича M удовлетворяет хотя
бы одному из условий (a) или (b) предложения 2 и
H – подпространство пространства Орлича LM, то
условия (i), (ii) и (iii) эквивалентны. Таким обра-
зом (см. § 1), в этом случае пространство LM би-
нарно.

Напомним, что функция Орлича M, ,
называется правильно меняющейся на бесконеч-
ности порядка p, если  = up.
Примером является функция M(u) =
=  где , а
вещественные числа  произвольны. Если
M – правильно меняющаяся на бесконечности
функция порядка p, то . Поэтому в силу
предложения 2 построенное по такой функции
пространство Орлича LM бинарно.

В следующей теореме приведено необходимое
условие бинарности пространства Орлича, кото-
рое зачастую также и достаточно.

Т е о р е м а  2. Если пространство Орлича 

бинарно, то . Если дополнительно вы-
полнено (1), то верно также обратное: из того, что

, вытекает бинарность LM.
Для подпространств, изоморфных простран-

ствам Орлича последовательностей, получен более
точный результат.

Т е о р е м а  3. Для того, чтобы единичный шар
 произвольного сильно вложенного подпростран-

ства H пространства Орлича LM, изоморфного не-
которому пространству Орлича последовательно-

стей, имел в LM равностепенно непрерывные нормы,

необходимо и достаточно, чтобы .
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A subspace H of a rearrangement invariant space X is strongly embedded in X if, on H, convergence in
the X-norm is equivalent to convergence in measure. Necessary and sufficient conditions on an Orlicz func-
tion M are obtained, under which the unit ball of any subspace, strongly embedded in the Orlicz space LM,
has equi-absolutely continuous norms in LM.

Keywords: rearrangement invariant space, strongly embedded subspace, Orlicz function, Orlicz space, Ma-
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В заметке развивается новая аналитическая версия преобразования Звонкина коэффициента сноса
стационарного уравнения Колмогорова и это преобразование применяется к выводу неравенства
Харнака для неотрицательных решений в случае, когда матрица диффузии не является локально со-
болевской. Получено также обобщение известной теоремы Хасьминского о существовании вероят-
ностного решения стационарного уравнения Колмогорова.

Ключевые слова: стационарное уравнение Колмогорова, условие Дини, класс VMO, преобразование
Звонкина
DOI: 10.31857/S2686954322050046

В заметке развивается новая аналитическая
версия преобразования Звонкина [1] коэффици-
ента сноса стационарного уравнения Колмогоро-
ва на  и это преобразование применяется к вы-
воду неравенства Харнака для неотрицательных
решений при условии, что матрица диффузии A
невырождена и удовлетворяет условию Дини
средней осцилляции, а коэффициент сноса b ло-
кально интегрируем в некоторой степени .
Получено также обобщение известной теоремы
Хасьминского о существовании вероятностного
решения стационарного уравнения Колмогорова
на случай, когда матрица A удовлетворяет усло-
вию Дини или принадлежит классу VMO.

Рассмотрим стационарное уравнение Колмо-
горова

(1)

на открытом множестве , где коэффици-
енты  и  – борелевские функции, а матрица

d
R

>p d

∂ ∂ − ∂( ) ( ) = 0
i j i

ij i
x x xa b� �

Ω ⊂ d
R

ija ib

 симметрична и положительно определе-
на. Пусть

Тогда уравнение (1) можно записать в более ко-
ротком виде . Функция  назы-
вается решением уравнения (1), если

и для каждой функции  выполнено ра-
венство

Неотрицательное решение  уравнения Колмого-
рова (1) с единичным интегралом называется ве-
роятностным решением. Уравнения типа (1) на-
зывают также уравнениями двойного дивергент-
ного вида.

Важным стимулом для изучения таких уравне-
ний является то, что они выполнены для инвари-
антных мер диффузионных процессов.

В случае локально липшицевых коэффициен-
тов существование вероятностного решения да-
ется классической теоремой Хасьминского [2]
при условии существования функции Ляпунова.
Эта теорема был обобщена в [3–5], где либо ко-
эффициент диффузии невырожден и является ло-
кально соболевским с порядком интегрируемо-

= ( )ijA a

ϕ ∂ ∂ ϕ + ∂ ϕ

ϕ ∂ ∂ ϕ − ∂ ϕ

= ,
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сти выше размерности вместе с такой же локаль-
ной интегрируемостью коэффициента сноса, либо
коэффициенты диффузии и сноса непрерывны.
Согласно [6], в первом случае решение является
локально соболевским и его непрерывная версия
локально отделена от нуля. В работах [7] и [8] бы-
ло доказано, что в случае, когда матрица 
невырождена и удовлетворяет условию Дини и
коэффициенты  ограничены, решение имеет
непрерывную версию, а если коэффициенты 
гёльдеровы, то решение имеет гёльдерову версию.
Эти результаты были обобщены в [9] на случай
локально интегрируемых . Аналогичные ре-
зультаты были получены в [10] и [11] при предпо-
ложении, что A удовлетворяет условию Дини
средней осцилляции (см. определение ниже), ко-
торое слабее, чем классическое условие Дини.
Напомним, что отображение удовлетворяет усло-
вию Дини, если для его модуля непрерывности 
имеем

Некоторые интересные контрпримеры были по-
строены в [12] и [13], в частности, пример поло-
жительно определенной и непрерывной матрицы
диффузии A, для которой уравнение  = 0
имеет локально неограниченное решение. Нера-
венство Харнака для уравнений двойного дивер-
гентного вида с матрицей A, принадлежащей
классу Соболева с достаточно высоким порядком
интегрируемости, является следствием неравен-
ства Харнака для эллиптических уравнений ди-
вергентного вида (см. [4, гл. 3]). В том случае, ко-
гда матрица A удовлетворяет условию Дини, не-
равенство Харнака было получено в [14] для

; для ограниченного сноса b оно было уста-
новлено в [9], причем доказательство существен-
но использовало ограниченность b. Другой спо-
соб доказательства неравенства Харнака для

 был предложен в [11]. В работах [6] и [9] (см.
также [4, гл. 1]) интегрируемость решений иссле-
довалась без условия Дини. В частности, было по-
казано, что если  и коэффициент b ло-
кально интегрируем в некоторой степени ,
то решение принадлежит всем .

Наша работа содержит следующие новые ре-
зультаты: (i) неравенство Харнака для неотрица-
тельных решений, если матрица A невырождена и
удовлетворяет условию Дини средней осцилля-
ции, а коэффициент  локально интегрируем в
некоторой степени , (ii) достаточные усло-
вия для локальной экспоненциальной интегри-
руемости , (iii) обобщение теоремы Хасьминско-
го о существовании вероятностного решения ста-

= ( )ijA a

ib
ija

ib
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( ) < .t dt
t
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= 0b
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>p d
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ционарного уравнения Колмогорова на случай,
когда матрица A удовлетворяет условию Дини, а
снос не является локально ограниченным.

Эти результаты основаны на новом результате
о преобразованиях типа Звонкина. Так называе-
мое преобразование Звонкина, введенное в [1],
является эффективным методом в теории диффу-
зионных процессов для сглаживания коэффици-
ента сноса. Мы применяем преобразование Звон-
кина не к диффузионным процессам, а к решени-
ям уравнения Колмогорова, более того, мы не
предполагаем какой-либо связи решений с диф-
фузионными процессами. Нами показано, что с
помощью подходящей замены координат инте-
грируемый снос может быть преобразован в не-
прерывно дифференцируемый снос, для которо-
го новая матрица диффузии позволяет применять
известные результаты о регулярности решений.

Будем предполагать, что выполнены следую-
щие условия.

Для удобства считаем, что коэффициенты 
определены на  и для некоторого числа  и
всех  выполнены следующие неравенства:

 (Ha)

Кроме того, коэффициенты  принадлежат
классу , т.е. существует такая непрерывная
возрастающая функция  на , что 
и

где  – шар радиуса r с центром z,

  (Hb)

что означает, что для каждого шара  най-
дется такое число , что ограничение

 на  входит в .
Теперь построим преобразование Звонкина .
Пусть  и , если

, 4R), , если . Тогда
 и  Пусть .

Рассмотрим на  эллиптическое уравнение

(2)

Можно показать, что для каждого  существу-
ет такое λ > 0, что для всякого  уравнение (2)
имеет решение , для кото-
рого

ija
d
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где постоянная M зависит только от d, ,  и
. Пусть  с упомянутыми

выше решениями uk уравнения (2). Ниже  и 
обозначают матрицы Якоби отображений  и .
Возьмем достаточно малое  так, что для всех

Положим

П р е д л о ж е н и е  1. (i) Отображение  явля-
ется диффеоморфизмом  класса , более того,
функции  локально гёльдеровы. (ii) Верны
неравенства

Напомним, что . Пусть  и
. Рассмотрим шар . Согласно

неравенствам в (ii) выше, имеем

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть  – реше-
ние уравнения (1). Тогда функция

на  удовлетворяет уравнению , где

и коэффициенты имеют вид

Заметим, что векторное поле 
непрерывно дифференцируемо на шаре .
Кроме того, производная  также удовлетворяет
условию Гёльдера. Следовательно, функция  на

 удовлетворяет уравнению , в ко-

тором коэффициенты  при производных вто-
рого порядка образуют невырожденную матрицу
и принадлежат классу VMO, а коэффициенты hk

непрерывны на . Это позволяет приме-
нить результаты работ [7–9, 11] к функции  и за-
тем перенести их на . Приведем пример, демон-
стрирующий простой вывод известного результа-
та [9, теорема 3.1]) из случая хорошего сноса.

П р и м е р  1. Если выполнены условия  и
 и матрица A удовлетворяет условию Дини, то

всякое решение  уравнения (1) имеет
непрерывную версию.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверим существова-
ние непрерывной версии функции  на шаре B(x0,

, . Пусть  – диффеоморфизм,
построенный выше. В силу предложения 2 функ-
ция  удовлетворяет на

, 2R) уравнению с некоторыми коэффициен-
тами, для которых выполнены предположения из
[8, теорема 1], т.е. матрица  невырождена и
функции , hk удовлетворяют условию Дини.
Значит,  имеет непрерывную версию на .
Поскольку  – диффеоморфизм класса C1, отоб-
ражения  и  переводят множества меры нуль в
множества меры нуль и модификация функции 
на множестве меры нуль приводит к изменению
функции  на множестве меры нуль. Следова-
тельно, функция  имеет непрерывную версию на

.
Теперь приведем наши новые результаты о ре-

шениях стационарных уравнений Колмогорова,
полученные с помощью преобразования Звонки-
на, построенного выше.

Следуя [10] и [11], будет говорить, что измери-
мая функция f на  удовлетворяет условию Дини
средней осцилляции, если

где

Классическое условие Дини влечет условие Дини
средней осцилляции.

Следующее утверждение обобщает неравен-
ство Харнака на случай, когда матрица диффузии
удовлетворяет условию Дини средней осцилля-
ции и коэффициент сноса локально неограничен
(а лишь интегрируем в некоторой степени выше
размерности). В известных результатах коэффи-
циент сноса либо равен нулю, либо локально
ограничен.

Т е о р е м а  1. Предположим, что выполнено
условие , на каждом шаре матрица A удовле-
творяет условию Дини средней осцилляции с неко-
торой функцией , . Предположим так-
же, что  – решение уравнения (1). Тогда
функция  имеет непрерывную версию. Более того,
если , то непрерывная версия функции  удо-
влетворяет неравенству Харнака: для каждого ша-
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ра  существует такое
число C, что

где  зависит от , , , , p и , но не
зависит от . Модуль непрерывности функции  на

 зависит от тех же объектов.

Согласно [9, теорема 2.1], если  и  удовле-
творяют условиям  и , причем ,
то всякое решение  локально интегри-
руемо во всякой степени . Если функции 
удовлетворяют условию Дини средней осцилля-
ции, то решение локально ограничено и даже не-
прерывно. Рассмотрим промежуточный случай,
когда A лежит в более узком классе, чем VMO, но
не удовлетворяют условию Дини. Предположим,
что aij и  удовлетворяют условиям  и  и

где  – возрастающая непрерывная функция на
 с . Предположим также, что для

некоторого  и всех  мы имеем

Например, подходит функция 
около нуля, для которой условие Дини не выпол-
нено.

Т е о р е м а  2. Пусть  удовлетворяет
уравнению (1). Тогда для всякого замкнутого шара

 верны следующие утверждения.
(i) Если , то

(ii) Если функция  ограничена на (0, 1],
то существуют такие числа , что

(iii) Если для некоторого  функция
 ограничена на (0, 1], то для некоторого

 имеем

Следующая теорема обобщает утверждение (i)
теоремы 2.4.1 в книге [4] на случай, когда коэф-
фициенты  удовлетворяют условию Дини сред-
ней осцилляции. В цитированной теореме пред-
полагалось, что функции  принадлежат локаль-
но к классу Соболева  с некоторым .
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Т е о р е м а  3. Предположим, что коэффициен-
ты  и  определены на , , причем для
каждого шара B найдутся такие число  и не-
прерывная неотрицательная возрастающая функ-
ция  на [0, 1], что , функция  ин-
тегрируема на [0, 1],  для всех
x, а также для всех  имеем

Тогда существует непрерывное положительное ре-
шение  уравнения (1) на .

Этот результат дает следующее обобщение
теоремы Хасьминского.

С л е д с т в и е  1. Если в дополнение к предполо-
жениям теоремы 3 имеются функция V класса

 и числа  и , для которых

то существует непрерывное положительное веро-
ятностное решение  уравнения (1) на .
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In this note we develop a new analytic version of Zvonkin’s transform of the drift coefficient of a stationary
Kolmogorov equation and apply this transform to derive the Harnack inequality for nonnegative solutions in
the case where the diffusion matrix is not locally Sobolev. We also obtain a generalization of the known the-
orem of Hasminskii on existence of a probability solution to the stationary Kolmogorov equation.
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Приводится целый ряд примеров систем дифференциальных уравнений, обладающих в некотором
смысле противоположными свойствами устойчивости или неустойчивости различного типа: ляпу-
новскими, перроновскими и верхнепредельными. Так, все ненулевые решения одной из этих си-
стем стремятся к нулю (при неограниченном росте времени), удаляясь, тем не менее, от него хотя
бы однажды на конкретное единое для них всех расстояние. К примеру, у другой системы все нену-
левые решения, начинающиеся в фиксированной окрестности нуля, стремятся по норме к беско-
нечности, а все остальные – наоборот, к нулю.

Ключевые слова: дифференциальная система, устойчивость по Ляпунову, устойчивость по Перрону,
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свойства решений
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ВВЕДЕНИЕ

В классическом примере Р.Э. Винограда [1,
§ 6.3] (или его упрощенной модификации
А.Ф. Филиппова [2, § 18]) все решения конкрет-
ной двумерной автономной дифференциальной
системы стремятся к нулю (здесь и всюду ниже –
при неограниченном росте времени), но, тем не
менее, нулевое решение этой системы является
неустойчивым по Ляпунову.

Еще одним примером необычного сочетания
свойств решений может послужить двумерная
дифференциальная система [3, теорема 1], все не-
нулевые решения которой, начинающиеся доста-
точно близко к нулю, со временем навсегда уда-
ляются от него на почтительное расстояние, что
не мешает, однако, некоторому ее специальному
решению стремиться к нулю.

В теоремах 1–5 настоящей работы (см. также
работы [4, 5]) описан целый ряд усиленных вари-
антов этих сочетаний, также реализуемых на диф-
ференциальных системах, а кроме того, представ-
лены и некоторые их разновидности, допустимые

и при более жестких ограничениях на систему.
Некоторые из этих сочетаний настолько экзотич-
ны и контрастны, что на первый взгляд могут по-
казаться даже внутренне противоречивыми.

Существенным подспорьем для настоящего
исследования служат недавно введенные опреде-
ления [5] перроновских и верхнепредельных
свойств устойчивости и неустойчивости, разви-
вающие и варьирующие известные ляпуновские
понятия. Перроновские свойства связаны со зна-
ками показателей Перрона [6, § 2] точно так же,
как соответствующие ляпуновские свойства – со
знаками показателей Ляпунова [6, § 1]. При этом
перроновские свойства оказываются нижнепре-
дельными, что позволяет рассматривать к тому же
и их верхнепредельные аналоги, занимающие ло-
гически промежуточное положение между ляпу-
новскими и перроновскими свойствами.

ЛЯПУНОВСКИЕ, ПЕРРОНОВСКИЕ
И ВЕРХНЕПРЕДЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА

Для числа  и области G евклидова про-
странства  (с нормой ), содержащей начало
координат, рассмотрим систему

(1)

∈n N

n
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с правой частью  удовлетворяю-
щей условиям

а значит, обеспечивающей существование и
единственность решений задач Коши и допуска-
ющей нулевое решение. Обозначим через 
множество всех непродолжаемых ненулевых ре-
шений системы (1), а через  и  – его
подмножества, состоящие из тех решений x, ко-
торые удовлетворяют начальному условию  < δ
и  соответственно.

О п р е д е л е н и е  1 [5]. Будем говорить, что
для системы (1) (точнее, для ее нулевого решения,
о чем мы для краткости не будем далее упоми-
нать) имеет место верхнепредельная:

1) устойчивость, если для любого ε > 0 суще-
ствует такое δ > 0, что любое решение 
удовлетворяет требованию

(2)

и неустойчивость – в противном случае;
2) полная неустойчивость, если для некоторых

 ни одно решение  не удовлетво-
ряет требованию (2);

3) глобальная неустойчивость, если для некото-
рого ε > 0 ни одно решение  не удовле-
творяет требованию (2), и частная устойчивость – в
противном случае;

4) глобальная устойчивость, если все решения
 удовлетворяют требованию

(3)

5) массивная частная устойчивость, если суще-
ствует такое  что любое решение 
удовлетворяет требованию (3).

О п р е д е л е н и е  2 [5]. Со всеми введенными
в определении 1 верхнепредельными свойствами
системы (1) сопоставим одноименные свойства
перроновского типа, которые получаются из верх-
непредельных механической заменой во всех
пунктах 1–5 определения 1 требований (2) и (3)
требованиями

(4)

и, соответственно,

(5)

О п р е д е л е н и е  3 [7, гл. IV]. С введенными в
пп. 1–4 определений 1 и 2 верхнепредельными и
перроновскими свойствами системы (1) сопоста-
вим одноименные свойства ляпуновского типа,
которые получаются из верхнепредельных заме-

+: × → ,nf GR R

+ +∈ × ∈', ( ), ( ,0) = 0, ,xf f C G f t tR R

6 ( )* f

δ6 ( )f δ
6 ( )f

| (0)|x
δ| (0)| >x

δ∈ 6 ( )x f

→+∞
εlim | ( )| <

t
x t

ε δ, > 0 δ∈ 6 ( )x f

∈ 6 ( )*x f

∈ 6 ( )*x f

→+∞
lim | ( )| = 0;

t
x t

δ > 0, δ∈ 6 ( )x f

→+∞
ε| ( )| < ,lim

t
x t

→+∞
| ( )| = 0.lim

t
x t

ной в пунктах 1–3 определения 1 требования (2)
требованием

(6)

а в п. 4 определения 1 – добавлением требования
ляпуновской устойчивости системы (1).

Подчеркнем, что требования (2)–(6) в опреде-
лениях 1–3 считаются невыполненными для ре-
шения x, в частности, уже тогда, когда оно попро-
сту определено не на всей полуоси  т.е. когда
соответствующая ему фазовая кривая за конечное
время выходит к границе области  (согласно
теореме о продолжаемости решений; см., напри-
мер, [8, § 22]).

Мы не привели здесь такие (не менее интерес-
ные [5], но не фигурирующие в нашей работе)
разновидности верхнепредельных, перроновских
и ляпуновских свойств, как асимптотическая
устойчивость (неустойчивость), частичная устой-
чивость или частная неустойчивость. Одни из
них являются массивными прямо по определе-
нию, а другие – точечны, но допускают усиление
до массивных (что и было применено по отноше-
нию к частной устойчивости в определениях 1 и
2). Представляют интерес также и сочетания ор-
битальных [7, гл. IV, § 19] вариантов всех перечис-
ленных свойств применительно, скажем, к пре-
дельному циклу.

Если система (1) автономна, то ее ляпуновская
и верхнепредельная устойчивости могут ассоции-
роваться с устойчивостью по Лагранжу [9, гл. IV,
§§ 4, 5], означающей предкомпактность фазовой
траектории, выходящей из данной точки (что,
кстати, в случае ее неподвижности выполнено ав-
томатически). Понятия же устойчивости и не-
устойчивости по Перрону весьма отдаленно на-
поминают, соответственно, устойчивость по
Пуассону и блуждаемость [9, гл. IV, §§ 4, 5],
первую из которых, состоящую в сколь угодно
позднем возвращении траектории в любую напе-
ред заданную окрестность своей начальной точ-
ки, зачастую искусственно отождествляют с
устойчивостью по Перрону, не делая различия
между окрестностями начальной точки и иссле-
дуемой неподвижной точки (см., например, [10]).

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

A. Прежде всего, сформулируем явно, в терми-
нах определений 1–3, следующий факт, вытекаю-
щий из упомянутого выше примера [1, 2] двумер-
ной автономной системы.

У т в е р ж д е н и е  A. Ни перроновская, ни даже
верхнепредельная глобальная устойчивость двумер-
ной автономной системы (1) не влечет за собой ля-
пуновскую устойчивость.

+∈
ε| ( )| < ,sup

t
x t

R

+,R

G
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Первый результат настоящей работы состоит в
том, что если в утверждении A снять с системы
требование ее автономности, то может случиться,
что у нее:

– с одной стороны, сразу все решения при не-
ограниченном росте времени стремятся к нулю,
следовательно, она обладает и перроновской, и
верхнепредельной глобальной устойчивостью;

– с другой стороны, абсолютно каждое нену-
левое решение хотя бы однажды покидает неко-
торую фиксированную трубку нулевого решения,
т.е. эта же система обладает ляпуновской не просто
неустойчивостью, а глобальной неустойчивостью.

Т е о р е м а  1. При n = 2 и  существует
такая система (1), что ее правая часть удовлетво-
ряет условию

(7)

и все решения  сразу:
1) удовлетворяют равенству (3);
2) не удовлетворяют неравенству (6) при ε = 1.
B. Далее, подчеркнем особо некоторые логи-

ческие связи, действующие между полной и гло-
бальной неустойчивостью какого-либо одного
типа.

У т в е р ж д е н и е  B. Для системы (1):
a) ляпуновская полная неустойчивость эквива-

лентна ляпуновской глобальной неустойчивости;
b) [3] ни ляпуновская, ни верхнепредельная, ни

даже перроновская полная неустойчивость не вле-
чет за собой ни верхнепредельную, ни перроновскую
глобальную неустойчивость.

Следующий результат настоящей работы раз-
вивает заключительную часть утверждения B и
представляет систему, у которой при неограни-
ченном росте времени:

– все ненулевые решения, начинающиеся в
некоторой окрестности нуля (и отчасти на ее гра-
нице), стремятся по норме к бесконечности, сле-
довательно, имеет место как перроновская, так и
верхнепредельная полная неустойчивость (и стало
быть, ляпуновская глобальная неустойчивость);

– однако все остальные решения стремятся к
нулю, т.е. имеет место и перроновская, и верхнепре-
дельная частная устойчивость, причем не просто
частная, а даже массивная.

Т е о р е м а  2 [4]. При  и  существу-
ет такая система (1), что ее правая часть удовле-
творяет условию (7) и при δ = 1 верны следующие
два утверждения:

1) все решения , а также все решения
 с начальными условиями

2=G R

+∈'( ,0) = 0, ,xf t t R

∈ 6 ( )*x f

= 2n 2=G R

δ∈ 6 ( )x f
≡ ∈ 61 2( , ) ( )*

Tx x x f

где ≤ ≠ −1 2| (0)| = 1, (0) 0, (0) 1,x x x

удовлетворяют равенству

2) все решения , а также все решения
 с начальными условиями

удовлетворяют равенству (3).
C. Заметим, что описанные в теоремах 1 и 2 си-

стемы неавтономны, и это не случайно, посколь-
ку в автономном случае полные и глобальные не-
устойчивости всех типов сразу логически нераз-
личимы.

У т в е р ж д е н и е  C [5]. Если система (1) ав-
тономна и обладает хотя бы одним из шести следу-
ющих свойств: ляпуновской, перроновской или верх-
непредельной полной или глобальной неустойчиво-
стью, – то она обладает и остальными пятью
свойствами.

Итак, системы, существование которых утвер-
ждается в теоремах 1 и 2, не могут быть сделаны
еще и автономными. Тем не менее несколько
упрощенные примеры таких автономных систем
предлагают ниже теоремы 3 и 4 соответственно.

Во-первых, существует двумерная автономная
система, у которой:

– каждое ненулевое решение хотя бы по неко-
торой неограниченной последовательности мо-
ментов времени стремится к нулю, следователь-
но, система обладает перроновской глобальной
устойчивостью;

– каждое же решение, за исключением тех, что
начинаются на конкретной окружности (прохо-
дящей через начало координат), по некоторой
другой неограниченной последовательности мо-
ментов времени выходит за пределы фиксирован-
ной трубки нулевого решения, т.е. система обла-
дает и ляпуновской, и верхнепредельной неустойчи-
востью, которая при этом, так сказать, даже
почти глобальна (глобальной она не может быть в
силу утверждения C).

Т е о р е м а  3 [5]. При  и 
существует такая автономная система (1), что
каждое решение :

1) удовлетворяет равенству (5);
2) не удовлетворяет ни одному из неравенств (2)

и (6) при  и при выполнении начального условия

Во-вторых, существует двумерная автономная
система, у которой:

– все решения, начинающиеся вне некоторой
окрестности нуля, при неограниченном росте
времени стремятся к нулю, следовательно, систе-

→+∞
+∞lim | ( )| = ;

t
x t

δ∈ 6 ( )x f
∈ 6 ( )*x f

где ≥ ≠1 2| (0)| = 1, (0) 0, (0) 1,x x x

= 2n 2= \{(0,1) }TG R

≡ ∈ 61 2( , ) ( )*
Tx x x f

ε = 1

+ − ≠2 2
1 2(0) ( (0) 1) 1.x x
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ма обладает и перроновской, и верхнепредельной
массивной частной устойчивостью;

– однако сколь угодно близко к нулю начина-
ются такие решения, которые с некоторого мо-
мента (вообще говоря, своего для каждого реше-
ния) навсегда выходят за пределы фиксирован-
ной трубки нулевого решения, т.е. система
обладает и ляпуновской, и верхнепредельной, и пер-
роновской неустойчивостью (заведомо не полной,
в силу утверждения C).

Т е о р е м а  4 [5]. При n = 2 и  существу-
ет такая автономная система (1), что верны сле-
дующие два утверждения:

1) при  все ее решения  удовлетво-
ряют равенству (3);

2) для каждого  хотя бы одно решение
 не удовлетворяет неравенству (4) при

.
D. В заключение заметим, что описанные в

теоремах 1, 2 и 4 системы неодномерны и нели-
нейны, и это также не случайно, поскольку в линей-
ном (однородном) и одномерном случаях некото-
рые (к примеру, любые одноименные верхнепре-
дельные и ляпуновские) свойства логически
неразличимы.

У т в е р ж д е н и е  D [3]. Если система (1) – од-
номерна или линейна, то она:

a) обладает каким-либо верхнепредельным свой-
ством тогда и только тогда, когда она обладает
одноименным ляпуновским свойством;

b) обладает полной неустойчивостью какого-
либо типа тогда и только тогда, когда она облада-
ет глобальной неустойчивостью того же типа;

c) обладает массивной частной устойчивостью
какого-либо типа тогда и только тогда, когда она
обладает устойчивостью того же типа.

Зато результат теоремы 3 как раз в неавтоном-
ном случае допускает конкретное усиление, со-
стоящее в существовании линейной однородной
ограниченной дифференциальной системы про-
извольной размерности (в том числе и одномер-
ной) и, так сказать, скалярного типа, у которой при
неограниченном росте времени все ненулевые
решения сразу:

– по некоторой одной последовательности мо-
ментов стремятся к нулю, а значит, имеет место
перроновская глобальная устойчивость;

– по некоторой другой последовательности
моментов стремятся по норме к бесконечности;
таким образом, имеет место как ляпуновская, так
и верхнепредельная глобальная неустойчивость.

Т е о р е м а  5 [3]. При любом  и  су-
ществует такая линейная система (1), что ее пра-
вая часть удовлетворяет условию

и все решения  удовлетворяют:

1) равенству (5);

2) равенству
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EXAMPLES OF DIFFERENTIAL SYSTEMS WITH CONTRASTING 
COMBINATIONS OF LYAPUNOV, PERRON AND UPPER-LIMIT PROPERTIES

A. A. Bondareva and I. N. Sergeeva

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

A number of examples of systems of differential equations are given that have, in a sense, opposite properties
of stability or instability of various types: Lyapunov, Perron, and upper-limit. So, all non-zero solutions of
one of these systems tend to zero (with an unlimited growth of time), nevertheless moving away from it at least
once at a specific distance common for all of them. For example, in another system, all non-zero solutions
starting in a fixed neighborhood of zero tend to infinity in norm, and all the rest, on the contrary, tend to zero.

Keywords: differential system, Lyapunov stability, Perron stability, upper limit stability, autonomous systems,
nonlinear systems, asymptotic properties of solutions
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Разработан метод численного решения нелинейного уравнения, описывающего диффузионный пе-
ренос энергии излучения. Метод основан на введении в параболическое уравнение второй произ-
водной по времени с малым параметром и явной разностной схеме. Явная аппроксимация исходно-
го уравнения позволяет реализовать на ее основе алгоритм, эффективно адаптированный к архи-
тектуре высокопроизводительных вычислительных систем. Новая схема обеспечивает разрешение
нелинейности со вторым порядком по времени с приемлемым временным шагом. Предложен эври-
стический алгоритм выбора параметров трехслойной разностной схемы. Перспективной областью
приложений метода могут быть задачи астрофизики, например, такие, как расчет выхода сильноиз-
лучающей ударной волны к поверхности звезды в стадии ее эволюции, известной как “вспышка
сверхновой”.

Ключевые слова: лучистый теплообмен, модель диффузии излучения, нелинейное параболическое
уравнение, явная разностная схема, высокопроизводительные вычисления
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1. ВВЕДЕНИЕ

Численное моделирование является одним из
важнейших методов теоретической астрофизики,
а моделирование процессов переноса излучения,
механизмов излучения электромагнитных волн и
его взаимодействия с веществом образует само-
стоятельное направление в круге вычислитель-
ных астрофизических задач. Результаты расчетов
процессов взаимодействия излучения с веществом
при сопоставлении с информацией, поступающей
от звезд и галактик в виде электромагнитного из-
лучения, позволяют определить температуру и хи-
мический состав звездных атмосфер, размеры и
массы звезд. Тем самым создается основа для
предсказаний эволюции астрофизических объек-
тов и вселенной в целом.

В астрофизических исследованиях находят
применение различные модели переноса энергии
излучением. Задача расчета поля излучения, рас-
пространяющегося в космосе, весьма сложна. В
общем виде она решается в многогрупповой по
спектру модели радиационной плазмодинамики
и включает учет релятивистских факторов – охла-
ждения электронной компоненты плазмы за счет

обратного комптон-эффекта, влияния эффекта
Допплера, аберрации и т.д. [1, 2]. В тех случаях,
когда можно использовать приближение оптиче-
ски толстой среды, лучистый поток энергии мож-
но рассчитывать по упрощенным моделям – диф-
фузии излучения либо лучистой теплопроводно-
сти. В таких моделях можно выделить задачу для
параболического уравнения с коэффициентом,
нелинейно зависящим от температуры (энергии)
излучения. Часто необходимо также учитывать
нелинейные граничные условия, например, усло-
вия на поверхности излучающего тела (задачи с
внешней нелинейностью).

Для постановок задач радиационной гидроди-
намики, возникающих при анализе взрывов
сверхновых, характерна существенная простран-
ственно-временная разномасштабность. Про-
странственные сетки для аппроксимации таких
задач в трехмерной постановке могут состоять из
десятков миллиардов узлов. Для решения этих за-
дач за приемлемое время необходимо использо-
вать вычислительные мощности современных су-
перкомпьютеров с большим числом независимых
вычислителей (процессоров, ядер, тредов).

Моделирование на вычислительных системах
высокой и сверхвысокой производительности
требует разработки эффективных и надежных
численных методов и алгоритмов, масштабируе-
мых на современные и перспективные компью-
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терные архитектуры. Неявные схемы для уравне-
ний диффузионного типа обладают абсолютной
устойчивостью и позволяют вести расчет на по-
дробных пространственных сетках с приемлемым
шагом по времени. Однако для нахождения реше-
ния на их основе необходимо прибегать к тем или
иным итерационным процессам, которые связа-
ны с логическими процедурами и плохо адапти-
руются на архитектуру систем с экстрамассивным
параллелизмом. Эффективность параллельной
обработки падает при одновременном использо-
вании большого числа вычислителей. Особенно
чувствительны оказываются перспективные гете-
рогенные системы, использующие в качестве
ускорителей графические платы (GP GPU). В не-
линейных задачах итерационные процедуры
усложняются, что приводит к резкому увеличе-
нию объема вычислений. Использование локаль-
но-адаптивных сеток, в частности сеток древо-
видной структуры с дроблением/слиянием ячеек
позволяет аккуратно воспроизводить тонкие про-
странственные структуры. Однако при этом ухуд-
шается обусловленность системы линейных урав-
нений на верхнем слое, тем самым также увели-
чивая число итераций. Вычислительные затраты
такого рода можно сократить, заметно уменьшив
шаг по времени. Тем самым теряется преимуще-
ство неявных схем – возможность вести расчеты с
“гидродинамическим” шагом по времени.

Явные схемы идеальны для параллельной об-
работки. Однако для их устойчивости требуется
жесткое ограничение на шаг по времени τ: τ ≤
≤ h2/2κ (h – характерный размер пространствен-
ной сетки, κ – эффективный коэффициент диф-
фузии). Как правило, величина κ резко возраста-
ет с ростом температуры, что еще больше ограни-
чивает τ.

Таким образом, численное решение нелиней-
ного параболического уравнения на подробных
пространственных сетках, для которого собствен-
но и нужны высокопроизводительные системы с
экстрамассивным параллелизмом, реально за-
труднено. Ранее нами была предложена гипербо-
лическая модель для лучистой теплопроводности
[3], позволяющая применять для расчетов на
многопроцессорных системах явную схему с бо-
лее мягким условием устойчивости. Подобный
подход представляется эффективным и для дру-
гих задач, описываемых нелинейным параболи-
ческим уравнением, в частности для моделирова-
ния переноса излучения.

2. НЕЛИНЕЙНОЕ ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ 
УРАВНЕНИЕ С РЕГУЛЯРИЗАЦИЕЙ

Рассмотрим квазилинейное параболическое
уравнение

(1)

Например, для лучистой теплопроводности

 (T – температура среды, ρ –

плотность, σ – постоянная Стефана-Больцмана,
l – длина свободного пробега фотона, осредненная
по Росселанду), при этом для многих сред .
Для электронной теплопроводности в горячей
плазме . При расчетах необходимо учиты-
вать особенности поверхностного излучения для
твердых тел и объемного излучения для излучаю-
щих и поглощающих газов. Граничное условие на
излучающей поверхности (закон Стефана-Больц-

мана) есть , где 0 < ε ≤ 1 – степень

черноты (0 – излучение отсутствует, 1 – излуче-
ние абсолютно черного тела).

По аналогии с гиперболической моделью теп-
лопроводности [3] вместо уравнения (1) предла-
гается рассматривать уравнение (2) с малым пара-
метром ω:

(2)

Трехслойная разностная схема уравнения (2)
для сеточной функции {Un} c постоянным шагом
по времени Δt строится следующим образом:

(3)

Здесь n – обобщенный индекс пространствен-
ной ячейки, m – номер шага по времени. Про-
странственный член, включающий нелинейный по
температуре коэффициент, аппроксимируется на
на m-м слое по времени с использованием извест-
ного значения Um. Итерации не нужны, в этом пре-
имущество предложенной схемы. Схема (3) обеспе-
чивает второй порядок точности по времени.

Гиперболизированное уравнение может ис-
пользоваться также и в лагранжевых схемах.

Рассмотрим уравнение в форме:

(4)

В лагранжевых координатах реализуется урав-
нение (4) без второй производной по времени

(5)
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ЧЕТВЕРУШКИН и др.

Как вписать в лагранжеву схему член ?

Его исходная разностная аппроксимация в эйле-
ровых координатах приведена в формуле (3):

В лагранжевых координатах аппроксимация бу-
дет иметь вид:

(6)

Здесь точки n' и n'' смещены за счет газодинами-
ческого переноса.

Определим с учетом этого переноса величины
Un' и Un''.

(7)

С учетом (7) выражение (6) для лагранжевой
аппроксимации второй производной по времени
можно представить в виде:

(8)

Таким образом, лагранжева аппроксимация (6)
отличается от исходной эйлеровой аппроксима-
ции (3) дополнительным членом , кото-
рый надо вычесть из члена  в уравнении
(4):

(9)

Ввиду малости ω ( , Vхар – характерная
скорость процесса, см. [4]) и большого коэффи-
циента теплопроводности κ в выражении (9) по-
следним членом , имеющим ту же
функциональную структуру, что и член ,
можно пренебречь.

Поэтому для уравнения (4) можно использовать
лагранжеву аппроксимацию (5) с добавлением ре-
гуляризатора в той же форме, как и в схеме (3)

где  и  заменяют сдвинутые за счет газо-
динамического движения значения  и .

Такой подход может быть полезен для астро-
физических расчетов, где вещество движется с
огромными скоростями и решение уравнений пе-
реноса излучения осуществляется в лаборатор-
ной системе отсчета [5].
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3. ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ ТРЕХСЛОЙНОЙ 
РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

В ряде работ [4, 6–9], выполненных в ИПМ
РАН, был проведен анализ гиперболического
уравнения теплопроводности и трехслойной раз-
ностной схемы для его численного решения.
Оценки, полученные из математической теории,
включая разницу между решениями уравнения
(1) и уравнения (2), ограничение величины мало-
го параметра ω и ограничение шага по времени
для явной схемы (3), относятся в основном к ли-
нейному уравнению и одномерной по простран-
ству разностной схеме. В работе [10] представле-
ны результаты тестовых расчетов задачи о мгно-
венном источнике тепла в линейной постановке,
на которой в полной мере проявляется отличие
гиперболизованной теплопроводности от клас-
сической. Вычислительные эксперименты [3, 11]
показали применимость этих оценок для нели-
нейного уравнения со степенной зависимостью
коэффициента теплопроводности от температу-
ры и для разностных схем на трехмерных сетках
регулярной и нерегулярной структуры. На осно-
вании этих исследований предложен эвристиче-
ский алгоритм выбора параметров разностной
схемы.

3.1. Диссипация и дисперсия сеточного решения
Рассмотрим одномерное линейное гиперболи-

ческое уравнение теплопроводности:

(10)

Здесь κ – коэффициент температуропровод-
ности, ω – малый параметр, имеющий размер-
ность времени и много меньший характерного
времени процесса.

Трехслойная потоковая схема, аппроксимиру-
ющая уравнение (10) на равномерной простран-
ственной сетке с постоянным шагом по времени:

(11)

Здесь τ – шаг интегрирования по времени, n –
номер шага по времени, h – шаг пространствен-
ной сетки, m – номер узла пространственной сет-
ки, κ+ = κm + 1/2 относится к точке хm + 1/2 = h · m +
+ h/2, κ– = κm – 1/2 – к точке хm – 1/2 = h · m – h/2.

Подставляя в схему (11) решение в виде

где i2 = –1, построим дисперсионное соотноше-
ние:
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(12)

Анализ дисперсионного уравнения (12) пока-
зывает, что дисперсия в схеме присутствует при

всех ω > 0, однако при  флуктуации

затухают. Здесь  соответствует скорости

распространения волны с волновым числом k.
Величину флуктуаций можно оценить как раз-

ницу решений параболического и гиперболиче-
ского уравнений, поскольку для классического
параболического уравнения дисперсия отсут-
ствует. Оценка этой разницы δ была выполнена в
работе [6].

В интегральной норме:

(13)

Здесь D – расчетная область, Т – полное время
решения.

В равномерной норме для одномерного урав-
нения теплопроводности с постоянными коэф-
фициентами:

(14)

Здесь также Т – полное время решения.
Аналогичные оценки для разностных схем бы-

ли получены в работе [7]. Из этих оценок следует,
что, поскольку в разностной задаче вариации по
времени связаны с коротковолновыми измене-
ниями по пространству, всегда ограниченными
размером ячейки сетки, возмущение, которое
вносит малый параметр в численное решение,
можно считать регулярным.

3.2. Условие устойчивости и выбор малого 
параметра ω

Анализ устойчивости трехслойной схемы для
линейного уравнения был проведен в статье [5].
В этой работе показано, что при ω = h/V для обес-
печения устойчивости трехслойной схемы (3) не-
обходимо выполнение условия

(15)
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Здесь h – шаг пространственной сетки; V – ха-
рактерная скорость процесса, описываемого
уравнением (10), например, скорость света в слу-
чае распространения излучения в вакууме или
скорость волны в среде; κ – коэффициент диффу-
зии.

В практических задачах характерная скорость
распространения тепловой волны часто бывает
заранее неизвестна.

В книге [12] предлагается следующая оценка
скорости распространения тепла для нелинейной

теплопроводности вида :

Координата фронта волны 

Скорость перемещения границы х0

(16)

Здесь Q [Дж/м2] – количество теплоты, выде-
ляемое источником на границе х = 0.

В задаче о нагреве лазерной мишени, описан-
ной в статье [11], оценка скорости тепловой вол-
ны при лучистой теплопроводности была сделана
на основании предварительного одномерного
расчета.

При нарушении критерия

(17)
из-за сеточной дисперсии на фронте температур-
ной волны развиваются незатухающие нефизиче-
ские осцилляции.

3.3. Алгоритм выбора параметров схемы

Таким образом, предлагается следующий под-
ход к выбору параметров трехслойной разност-
ной схемы (3) для гиперболизированного нели-
нейного уравнения (2).

1) Построить пространственную разностную
сетку, исходя из необходимой точности решения
и имеющихся вычислительных мощностей, оце-
нить характерный линейный размер сетки h.

2) Оценить характерную скорость процесса V,
исходя из размерностной оценки (16), на основа-
нии физических данных или с помощью предва-
рительного одномерного расчета.

3) Задать малый параметр в соответствии с
критерием (17): ω = qh/V, 0 < q < 1.

4) Оценить допустимый шаг интегрирования
по времени τ из условия устойчивости (15):

 = 

∂ρ = α
∂v

div ( )gradnTC T T
t

+ +  α ρ 
∼

v

1
2 2

0 ( )

n
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1 1
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4. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ТРЕХСЛОЙНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С целью численной проверки алгоритма 3.3 ре-

шалось одномерное нелинейное уравнение тепло-
проводности в форме

(18)

со следующими параметрами: α = 3,0; начальные
условия T(t = 0, x) = 10–4; граничное условие T(x = 0,
t) = 0.1; время решения tmax = 100.

В этом случае максимальное значение коэф-
фициента теплопроводности κmax = 10–3. Оценка
скорости распространения тепловой волны была
получена в результате численного решения пара-
болического уравнения теплопроводности по
классической схеме, V = 2.75 × 10–4. Для расчетов
использовалась равномерная пространственная
сетка из 200 узлов, h = 0.002. Таким образом, мак-
симальное допустимое значение параметра ω:
ωmax = h/V = 7.27.

Численное решение уравнения (18) на момент
времени t = tmax = 100 представлено на рис. 1.

Кривая 1 – решение параболического уравне-
ния, ω = 0 в (18). Двухслойная явная схема, расчет
с максимальным допустимым шагом по времени
τ = h2/(2κ) = 0.002.

Кривая 2 (серые точки) – решение гиперболи-
ческого уравнения (18) с ω = 1 < ωmax. Трехслой-
ная явная схема. Найденный максимально допу-
стимый шаг по времени τ = 0.038 в 19 раз больше,
чем для параболического уравнения. Оценка ша-

( )α∂ ∂ ∂ ∂+ ω =
∂ ∂ ∂∂

2

2
T T TT
t x xt

га по времени, полученная из линейной теории:

, немного выше фактически до-

стигнутого значения.
Кривая 3 – решение гиперболического урав-

нения (18) при нарушении критерия ω ≤ h/V.
Трехслойная явная схема, ω =10 > ωmax. Числен-
ная дисперсия приводит к нефизическим осцил-
ляциям даже при очень маленьком шаге по вре-
мени τ = 0.001 (меньше, чем для параболического
уравнения).

На рис. 2 сплошная кривая и точки соответ-
ствуют тем же численным решениям параболиче-
ского и гиперболического уравнений теплопро-
водности, а кривая 1 (штриховая) показывает их
разность δТ = |Тпар – Тгип|. Относительная разница
решений в норме L2 составила 1.66 × 10–5.

Таким образом, показано, что при выборе ма-
лого параметра и шага по времени в соответствии
с предложенным алгоритмом 3.3 трехслойная
разностная схема (3) аппроксимирует нелиней-
ное уравнение (1) и позволяет вести расчет с ша-
гом по времени, существенно большим, чем до-
пускается для явной схемы без регуляризации.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Регуляризация нелинейного параболического

уравнения введением второй производной по
времени с малым параметром ω является полез-
ным инструментом численного решения таких
уравнений с использованием явной по времени
разностной схемы. Эти преимущества особенно
ярко проявляются по сравнению с параболиче-

ω≤ =
κ

τ 0.0632h

Рис. 1. Решение нелинейного уравнения теплопро-
водности.
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Рис. 2. Разность решений параболического и гипер-
болического уравнений теплопроводности.

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10
T

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

10�5

10�4

10�3

�T

x

1



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 506  2022

О СТАБИЛИЗАЦИИ ЯВНОЙ СХЕМЫ РЕШЕНИЯ 35

ской моделью, когда использование подробных
пространственных сеток поддерживается высо-
копроизводительными системами с гибридной
архитектурой. Одной из перспективных областей
приложения разработанной численной методики
является моделирование переноса излучения в
актуальных задачах астрофизики.

Явная трехслойная схема позволяет точно мо-
делировать быстрые процессы с сильно нелиней-
ным коэффициентом диффузии. Предложен и
протестирован эвристический алгоритм выбора
параметров схемы, основанный на априорной
оценке скорости распространения тепла. Показа-
но, что выполнение критерия ω ≤ h/V обеспечива-
ет как близость к классическому параболическо-
му решению, так и заметную вычислительную
эффективность при использовании явных схем.

Явные схемы хорошо вписываются в архитек-
туру высокопроизводительных вычислительных
систем, включая многоуровневый параллелизм с
использованием MPI/OpenMP/Cuda для класте-
ров CPU-GPU. Нами уже накоплен богатый опыт
пространственной аппроксимации диффузион-
ных операторов на разного рода неструктуриро-
ванных пространственных сетках и сетках типа
“восьмеричное дерево” с локальной адаптацией.
В этих случаях неявная схема приводит к системе
линейных алгебраических уравнений с распреде-
ленной разреженной матрицей сложной структу-
ры. Итерационная процедура решения такой си-
стемы требует дополнительных обменов данны-
ми, и ее сходимость не всегда может быть
очевидной. Сильная нелинейность, характерная
для астрофизических моделей, в свою очередь
требует очень мелкого шага интегрирования по
времени или дополнительных итераций. Поэтому
предложенная явная схема предпочтительнее,
особенно для численного исследования тонких
структур и/или быстрых процессов.

Созданные алгоритмы и программное обеспе-
чение предназначаются для вычислительных экс-
периментов в астрофизике и лабораторной астро-
физике [13], для моделирования технологических
процессов, связанных с использованием плотной
лазерной плазмы, для исследований в области
управляемого термоядерного синтеза.
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ABOUT REGULATION OF AN EXPLICIT DIFFERENCE SCHEME 
FOR NON-LINEAR PARABOLIC-TYPE EQUATION

Academician of the RAS B. N. Chetverushkina, O. G. Olkhovskayaa, and V. A. Gasilova

а Keldysh Institute of Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

We developed a technique for the numerical solution of a nonlinear equation describing the diffusion transfer
of radiation energy. The method is based on the introduction of the second time derivative with a small pa-
rameter into the parabolic equation and an explicit difference scheme. Explicit approximation of the original
equation makes it possible to implement on its basis an algorithm that is effectively adapted to the architecture
of high-performance computing systems. The new scheme provides resolution of second-order nonlinearity
in time with an acceptable time step. A heuristic algorithm for choosing the parameters of a three-layer dif-
ference scheme is proposed. Perspective applications of the method are the problems of astrophysics, for ex-
ample, such as simulation of the exit of a strongly radiating shock wave breakout at the surface of a star at the
stage of its evolution known as a “supernova explosion”.

Keywords: radiative heat exchange, radiation diffusion model, non-linear parabolic equation, explicit differ-
ence scheme, high-performance computing
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В работе рассматривается задача Коши для гамильтоновой системы, состоящей из поля Клейна–
Гордона и бесконечного гармонического кристалла. Предполагается, что начальные данные задачи
являются случайной функцией, и изучается сходимость распределений решений к некоторой пре-
дельной гауссовой мере при больших временах. При условии, что начальная случайная функция в
“левой” и “правой” частях пространства имеет гиббсовское распределение с различными темпера-
турами, найдены стационарные состояния системы, в которых предельная плотность потока энер-
гии не обращается в нуль. Таким образом, для данной системы построен класс стационарных нерав-
новесных состояний.

Ключевые слова: поле Клейна–Гордона, взаимодействующее с кристаллом, задача Коши, преобра-
зование Зака, случайные начальные данные, слабая сходимость мер, гауссовские и гиббсовские ме-
ры, плотность потока энергии, стационарные неравновесные состояния
DOI: 10.31857/S2686954322050083

1. МОДЕЛЬ

В работе изучается линейная гамильтонова си-
стема, состоящая из поля Клейна–Гордона ,

, и кристаллической решетки, описывае-
мой отклонениями , , , ча-
стиц (атомов, молекул, ионов и т.п.) от их поло-
жения равновесия. Гамильтониан рассматривае-
мой системы имеет вид

(1)

где  обозначает гамильтониан поля Клей-
на–Гордона,  – гамильтониан решетки,

 – член взаимодействия между полем и
решеткой:

ψ( )x
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Здесь m0,  > 0, функция взаимодействия  –
гладкая векторнозначная функция, экспоненци-
ально убывающая на бесконечности, “ ” обозначает
скалярное произведение в ,  – вектор с

координатами . Вычисляя вариационные
производные от гамильтониана (1), получаем
следующую систему динамических уравнений

(2)

Здесь  обозначает дискретный оператор Лапла-
са на решетке , .

Заметим, что в случае n = d и  слага-
емое  в гамильтониане (1) является линеаризо-
ванной аппроксимацией Паули–Фирца трансля-
ционно-инвариантного взаимодействия вида
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 (здесь и ниже мы

опускаем обозначение  в нижнем пределе ин-
теграла). Поэтому система (2) может служить мо-
делью для описания движения блоховских элек-
тронов в периодической среде, порожденной
ионными ядрами (т.е.  описывает движение
электронного облака, а  – малые отклоне-
ния ионных ядер от их положения равновесия).
Понимание этого движения является одной из
центральных проблем физики твердого тела, см.,
например, [1, главы 8, 22]. Отметим также, что в
литературе большое развитие получила и квази-
классическая модель твердого тела, например,
квазиклассическая динамика блоховских элек-
тронов изучается в [2, 3].

Для системы (2) мы изучаем задачу Коши с на-
чальными данными

(3)

Введем фазовое пространство начальных данных
. Для этого сначала через

, , обозначим весовые про-
странства Соболева, т.е. гильбертовы простран-
ства распределений  с конечной нор-

мой , где ,

,  обозначает преоб-
разование Фурье обобщенной функции умеренно-
го роста . Если , то .

Через , , обозначим гильбертово
пространство векторнозначных последователь-
ностей , , с конечной нормой ||u||α :=

:= . Наконец, через 
обозначим гильбертово пространство функций

 с нормой .

О п р е д е л е н и е. Фазовое пространство
 ( ) – это гильбертово про-

странство векторов , где ,
, с конечной нормой  +

+ .

Обозначим решение системы (2) через Y(t) =
= , где , Y 1(t) =

= , и , где ,
. Таким образом,  и  являются

функциями на пространстве . На-

( )
∈
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0 ( )Y

= ∪:d d d
P R Z

пример, , если , и  =
= u0(k), если . Аналогично определяют-

ся функции  и , ,
. Тогда задача (2)–(3) принимает вид

(4)

где , , (Su)(x) :=

:= ,  := .

Заметим, что динамика задачи (4) инвариантна
относительно сдвигов в . Поэтому удобнее пе-
реписать ее, используя преобразование Блоха–
Флоке–Зака.

О п р е д е л е н и е. Через  обозначим дис-
кретное преобразование Фурье,  = ,

. Представим  в виде
, , , и введем преобра-

зование Блоха–Флоке–Зака функции  следу-
ющим образом:  =
= ,  (ниже для

краткости будем называть это преобразованием
Зака, см. [4]). Заметим, что  является пе-
риодической функцией по  и ква-
зипериодической по , т.е.  =
=  при  и 
при .

Применим преобразование Зака к решению
 задачи (4) и обозначим  :=

:= , где

, . Тогда задача

(4) сводится к задаче Блоха на торе  с парамет-
ром :

Здесь  – преобразование Зака на-

чальных данных Y0,  = ,  :=

:=  – (самосопряженный) оператор “Шре-

дингера–Блоха” на торе вида  =

= , где  =

= ψ0
0 0( ) ( )Y p x = ∈ dp x R
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= ,  = ,

. Предполагается, что

 для всех , что соответствует ги-
перболичности задачи (2). Следовательно, опера-
тор  имеет дискретный, положительный
спектр , 

Л е м м а. Для любых начальных данных ,
, существует, и притом единственное, ре-

шение задачи (4) .
Ниже полагаем, что .

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Введем сначала гиббсовские меры для мо-

дели (1). Формально гиббсовские меры опре-
деляются следующим образом, gβ(dY) =

= , где  – нормиру-

ющий множитель,  – гамильтониан, ,
T – соответствующая абсолютная температура,

. Так как гамильтониан, определенный в
(1), квадратичен, то мы можем определить гибб-
совские меры  как гауссовские борелевские ве-

роятностные меры  на

пространстве , где меры  и  име-
ют характеристические функционалы вида

, . Меры gβ существуют

на  для любых  в силу теоремы Мин-
лоса. Кроме того, корреляционная матрица меры
gβ имеет вид , ,

где , причем

 = 0 при , а при i = j матрицы  удовле-

творяют условию  = 

. Более того, матрицы , j = 0, 1, в пре-

образовании Зака имеют вид ,

, , где через  обозначается
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интегральный оператор с ядром  :=

:= , r, .

Предполагается, что начальные данные ,
, – это случайная функция вида

, где “срезающие” неотрица-

тельные функции  равны  при 
и  при  с некоторым , при-
чем случайные функции  имеют гиббсовские
распределения  ( ) с температура-
ми  и корреляционными матрицами ,
определенными выше. Обозначим через μ0 веро-

ятностную борелевскую меру на , которая яв-
ляется распределением функции , а через Q0(p,

p') =  – ее корреляционную матрицу,

где  := , .

Тогда  при  и Q0(p, p') =
=  при . Таким образом, началь-
ная мера  не является, вообще говоря, трансля-
ционно-инвариантной относительно сдвигов в

. Через , , обозначим вероятностную бо-
релевскую меру на пространстве , которая яв-
ляется распределением решений Y(t) задачи (4),
т.е.  для любого борелевского
множества . Основным результатом явля-
ется следующая теорема.

Т е о р е м а. (1) Корреляционные функции мер 
сходятся к пределу при . (2) Меры  слабо схо-
дятся при  на пространстве , т.е. для вся-
кой ограниченной непрерывной функции f на  спра-
ведлива сходимость  → 

при . При этом предельная мера  является
гауссовой мерой, трансляционно-инвариантной от-
носительно сдвигов в . Характеристический
функционал меры  имеет вид  ≡

≡  = , Z ∈

∈ , где  – действительная
неотрицательная квадратичная форма на про-
странстве , равная  =

=   Z(p'),  =

= (dY). Предельная корреляцион-

ная матрица  является
трансляционно-инвариантной относительно сдви-
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гов в , т.е.  , а

функции ,  = 0,
1, имеют вид (в преобразовании Зака)

где  – проектор на собственное подпростран-
ство, соответствующее собственному значению

 оператора ,  .
Заметим, что наша модель может быть рас-

смотрена как “открытая система, взаимодейству-
ющая с двумя тепловыми резервуарами”, где “ре-
зервуары” – это две части модели, состоящие из
решений  с  и , а “открытая си-
стема” – остальная ее часть. В начальный момент
времени “резервуары” находятся в тепловом рав-
новесии с температурами  и  (т.е. имеют гибб-
совские распределения ). Используя явные
формулы для предельных корреляционных функ-
ций, вычисляем предельную среднюю плотность
потока энергии J и при дополнительных условиях
на функцию взаимодействия R получаем

(5)

что соответствует Второму закону термодинами-
ки, т.е. тепло передается от “горячего” резервуара
к “холодному”. Таким образом, доказано, что су-
ществуют стационарные неравновесные состоя-
ния, при которых в изучаемой модели имеется
ненулевой поток тепла.

Сходимость мер  была доказана в [5] в част-
ном случае, когда начальные меры являются
трансляционно-инвариантными относительно
сдвигов в  вероятностными мерами на про-
странстве . Формулы, аналогичные (5), были
получены для поля Клейна–Гордона в [6, 7] и для
гармонического кристалла в [8, 9]. Обзор откры-
тых проблем и результатов, касающихся неравно-
весных систем, см., например, в статье [10], в ко-
торой также содержится обзор численных резуль-
татов.
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In the paper, we consider the Cauchy problem for a Hamiltonian system consisting of a Klein–Gordon field
and an infinite harmonic crystal. We assume that the initial data of the problem are a random function and
study the convergence of the distributions of the solutions to a limiting measure for large times. Under the
condition that the initial random function in the “left” and “right” parts of the space has the Gibbs distribu-
tion with different temperatures, we find the stationary states of the system in which the limiting energy cur-
rent density does not vanish. Thus, for this system, a class of stationary non-equilibrium states is constructed.
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Рассмотрим задачу (уравнение)
(1)

где , ,  – банаховы пространства,
F – достаточно гладкое отображение,  =
=  = 0} – множество решений урав-
нения (1). Наряду с (1) будем рассматривать при-
ближенное уравнение

(2)

где  при , т.е.  – приближение
отображения F. Пусть  – некоторая окрест-
ность точки x*, а . Введем

О п p е д е л е н и е  1. Будем говорить, что зада-
ча (1) некорректна в точке x*, если существуют
отображения  такие, что для 
достаточно малых будет

(3)

– так называемое условие аппроксимации, но для
множеств X(ε) =  решений

( ) = 0,F x

→:F X Y X Y

*X
∈{ * | ( *)x X F x

ε( ) = 0,F x

ε →( ) ( )F x F x ε → 0 εF
( *)U x

0( ) ( )F x F x�

ε ∈ 1( ) ( )F x C X ε > 0

при

ε ε− → − →
ε → ∈

'|| ( ) ( )|| 0, || ( ) '( )|| 0,
0, ( *)

F x F x F x F x
x U x

εε ∈ ε{ ( ) | ( ( )) = 0}x X F x

уравнения (2) существует последовательность
,  при  такая, что либо

либо

Задачу (1) мы будем называть идеальной, а за-
дачу (2) ε-возмущенной (или ε-приближенной).
Отображением F аналогично называем идеаль-
ным, а отображение  – -возмущенным (или ε-
приближенным) отображением.

О п p е д е л е н и е  2. Будем говорить, что зада-
ча (1) вырождена в точке x*, если  – вырож-
дена, т.е. .

Наряду с определением 1 введем понятие сла-
бо некорректной задачи (1).

О п p е д е л е н и е  3. Будем говорить, что зада-
ча (1) является слабо некорректной в точке x*, если
существует отображение  такое, что

(4)

и задача  – некорректна.
Очевидно, что определению 3 удовлетворяет

существенно более широкий класс отображений,
чем определению 1. Отметим, что определение 1
некорректности фактически совпадает с класси-
ческим определением некорректности (см., на-
пример, [7]), за исключением добавленного здесь
условия гладкости отображений и условия ап-

проксимации на производные  и . Так-
же рассматриваемый в статье класс задач суще-

ε{ }k ε → 0k → ∞k

∩ ε ∅( *) ( ) = ,kU x X

ρ ε ≥ Δ → ∞( ( ), ) > 0, .*kX X при k

εF ε

'( *)F x
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ственно шире классического класса условно-кор-
ректных задач [7].

В реальной ситуации отображение F часто не
известно, но известна его аппроксимация , по-
этому такие проблемы мы называем обратными.
Однако подразумевается, что идеальное отобра-
жение F существует (иначе нельзя говорить о ре-
шаемой задаче). Взаимосвязь между приближен-
ными и вырожденными задачами в классе доста-
точно гладких отображений устанавливает
следующий результат.

Т е о p е м а  1. Пусть  и . То-
гда задача (1) слабо некорректна в точке x* тогда и
только тогда, когда задача (1) вырождена в точке x*.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть задача (1) некор-
ректна. Покажем, что отображение  вырожде-
но в точке x*. Действительно, если  не вы-
рождена, то по теореме о неявной функции [1]
применительно к отображениям ,
получаем существование  такого, что

 = 0 и  → 0 при
 равномерно по всем , удовлетворяю-

щих условию аппроксимации (3). Это, в свою
очередь, означает корректность задачи (1).

Предположим теперь, что  вырождена.
Тогда существует  и , .
Покажем, что задача (1) слабо некорректна. Рас-
смотрим отображения (x – x*)
и . Очевидно, что  =
= o(||x – x*||), но уравнение (2)  не имеет
решения при , так как , а

. То есть задача 
не корректна, что означает слабую некоррект-
ность исходной задачи (1).

С л е д с т в и е  1. Пусть F – линейное отобра-
жение . Тогда задача (1) некорректна в
точке  тогда и только тогда, когда задача (1)
вырождена в точке .

Причем, если отображение F некорректно в
точке x*, то  – вырожденно, а линейность
нужна только при обратной импликации.

Таким образом, при решении приближенных
задач целесообразно использовать методы, адап-
тированные для вырожденных задач, описание и
основные конструкции которых предложены в
теории p-регулярности (см., например, [2–4]).

1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ p-РЕГУЛЯРНОСТИ
Будем рассматривать уравнение (1), причем

отображение F вырождено в точке решения x*.
Пусть

εF

∈ 2( )F C X ( *) = 0F x

⋅( )F
'( *)F x

εε( , ) ( )F x F x�

ε ∈( ) ( *)x U x
ε ε( ( ), )F x ρ ε ≤ ε( ( ), *) || ( *, )||x x K F x

ε → 0 ε( )F x

'( *)F x
ξ ∈Y ξ ∈ Im '( *)F x ξ|| || = 1

+( ) = ( *) '( *)F x F x F x

ε + εξ( ) = ( )F x F x −|| ( ) ( )||F x F x
ε( ) = 0F x

∈ ( *)x U x εξ ∈ Im '( *)F x
− ∈'( *)( *) Im '( *)F x x x F x ( ) = 0F x

∈ 1( )F C X
*x

*x

'( *)F x

(5)

где  и . Через  обозна-
чим замкнутое дополнение  до  (если такое су-
ществует) и  – оператор проектиро-
вания на  параллельно . Тогда  – замыкание
линейной оболочки образа квадратичной формы

. И далее индуктивно

где Zi – замкнутое дополнение  до Y и
 – операторы проектирования на Zi

параллельно , . Оконча-
тельно, . При этом порядок p выбирается
как минимальное число (если такое существует),
для которого выполнено представление (5).

Определим следующие отображения:

(6)

где  оператор проектирования на  па-
раллельно . Тогда
отображение F может быть представлено как

или в векторном виде

О п p е д е л е н и е  4. Линейный оператор Ψp =
=

(7)

называется p-фактор оператором, определенным
элементом h, или просто p-фактор оператором,
если это ясно из контекста.

Введем в рассмотрение нелинейный оператор
 так, что

Заметим, что .

О п p е д е л е н и е  5. -ядро оператора  есть
множество

Заметим, что , где

 – k-ядро отоб-

ражения .

⊕ ⊕…1= ,pY Y Y

1 = Cl(Im '( *))Y F x 1 =Z Y 2Z
1Y Y

→
2 2:ZP Y Z
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О п p е д е л е н и е  6. Отображение F называет-
ся p-регулярным в точке x* на элементе h, если

.
О п p е д е л е н и е  7. Отображение F называет-

ся p-регулярным в точке x*, если оно p-регулярно на
каждом элементе  или .

2. p-ФАКТОР МЕТОД РЕШЕНИЯ 
ВЫРОЖДЕННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим уравнение (1) при  и Y = 
в случае вырождения  в решении x*. Тогда
принципиальная схема p-фактор метода будет
следующая:

(8)

где ,  и элемент h,  выбира-
ется таким образом, что p-фактор оператор

 +  был
невырожденным, что означает p-регулярность
отображения F в точке x* на элементе h.

Для p-фактор метода (8) будет справедлива
следующая

Т е о p е м а  2. Пусть  и существу-
ет элемент h,  такой, что p-фактор опера-
тор  не вырожден. Тогда для 
(  – достаточно малое), последовательность

, определенная схемой (8), сходится к решению
x* и верна оценка скорости сходимости

(9)

где  – независимая константа.

3. -ФАКТОР МЕТОД РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
( -ФАКТОР РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ)

Пусть x* является решением идеальной задачи
(уравнения) (1). При этом регулярность (не вы-
рожденность) F в точке x* не предполагается. Од-
новременно рассматриваем приближенное урав-
нение

(10)

, где  – достаточно малое и
. При этом считаем . Основ-

ная идея p-фактор регуляризации состоит в сле-
дующем. Нужно заменить уравнение (1) другим
уравнением, которое гарантированно имело бы

ΨIm ( ) =p h Y
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�( ) = 0,F x
� − ≤ ε|| ( ) ( )||F x F x ε > 0
∈ ( *)x U x �

+∈ 1( )pF C X

x* своим решением и было бы невырождено в
точке x*. Здесь предлагается реализация данной
идеи, основанной на конструкции p-регулярно-
сти. Базовым результатом является

Т е о p е м а  3. Пусть ,  – банаховы
пространства,  , ,  и  –
p-регулярно на элементе , , причем

, где  – достаточно малое, а  –
некоторая окрестность точки x*.

Тогда отображение 

является p-фактор регуляризующим для прибли-
женного уравнения (10), т.е.

(11)

и

(12)

Здесь через  обозначим прообраз точки

 для отображения , т.е.  =
=  = 0}.

З а м е ч а н и е  1. Если p-фактор оператор
 биективен,

то существует локально единственное решение
уравнения (10):  в окрестности , ко-
торое мы обозначим через . Тогда основной ре-
зультат выглядит следующим образом

(13)

и

(14)

Например, условие биекции заведомо будем вы-
полнено, если X, Y – конечномерные евклидовы
пространства одинаковой размерности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим  =
= . Тогда, применяя классическую теорему
о неявной функции [1] к отображению  в
точке  и , получаем, что оператор

 не вырожден в этой точке  и, сле-
довательно, существует функция , кото-
рая является локальным решением уравнения

 и справедливы оцен-
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ки (12) и (14), т.к.  для
 – независимой констранты.

Использование в конструкции отображения
 точных операторов Pk,  сделано

заведемо специально, так как этот аспект не явля-
ется главным в идеологии предложенного подхо-
да, а скорее техническим в практической реализа-
ции метода. Тем более, что уже существуют спо-
собы построения операторов Pk,  на
основе приближенной информации (см., напри-
мер, [5, 6]). В общем случае построение операто-
ров Pk или их приближений с нужными свойства-
ми требует использования специфики рассматри-
ваемой задачи (см. [2]).
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In this paper it is shown the equivalence of singular and ill-posed problems from the points of view of ap-
proach to their solution. Justifies the use of the so-called p-factor method for approximate problems and a
construction is proposed that makes it possible to regularize the approximate equation even in the case of de-
generacy in the solution. A theorem on convergence of the proposed method of the p-factor regularization is
proved and an estimate for the approximate solution is obtained.
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максимальной метрикой. В первой задаче мы показываем, что максимальный размер равноудален-

ной вправо последовательности точек в  есть . Здесь последовательность называется равно-
удаленной вправо, если каждая точка равноудалена от всех последующих. Во второй задаче мы дока-

зываем, что наибольшее число точек в  с попарно нечетными расстояниями есть 2n. Также полу-

чены частичные результаты для обеих задач в .
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для метрического пространства  назовем его
равносторонней размерностью наибольшее число
равноудаленных друг от друга точек в  и обозна-
чим это число через . Эта величина активно
изучалась для пространств  при . На-
помним, что -расстояние между двумя точками

 определяется по формуле

для любого вещественного , а в случае  –
по формуле
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Нетрудно проверить (см. [12]), что в евклидовом
случае , а в случае максимальной нор-
мы . Нижние оценки представляются
соответственно вершинами правильного тетраэд-
ра и гиперкуба. Однако про  известно на-
много меньше, когда . Например, для
Манхеттенской метрики  Алон и Пудлак [1] пока-
зали, что  для некоторой положи-
тельной константы c, в то время, как наилучшая из-
вестная нижняя оценка  получается из
рассмотрения вершин стандартного кроссполитопа
(т.е. точек, у которых все координаты нулевые,
кроме одной, равной ). Каснер [9] выдвинул
гипотезу о том, что нижняя оценка точна. Эта ги-
потеза была подтверждена лишь для n = 3 [2] и для
n = 4 [10]. Лучшие известные оценки для других
значений p на данный момент можно найти в [1,
14, 16, 17].

В настоящей работе мы рассматриваем две зада-
чи, связанные с равносторонней размерностью.
В первой задаче рассматриваются равноудаленные
вправо последовательности. Последовательность
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x(1), ...,  назовем равноудаленной вправо, ес-

ли  для всех  <
< . Неформально говоря, каждая точка
равноудалена от всех последующих.

В работе [11, Следствие 14] была доказана сле-
дующая общая теорема:

Т е о р е м а  1. Во всяком нормированном про-
странстве размерности  размер наибольшей рав-
ноудаленной вправо последовательности не превос-
ходит .

Позднее Полянский [13] улучшил эту оценку
до . Этот результат можно применить, в
частности, для доказательства верхней оценки на
размер множества с  различными расстояниями.

Нетрудно видеть, что максимальный размер
равноудаленной вправо последовательности в ев-
клидовом пространстве  равен n + 2. В качестве
примера можно привести центр правильного тет-
раэдра, после которого идут вершины тетраэдра в
произвольном порядке1. Иные результаты для
других  пока неизвестны.

В настоящей работе мы получаем оценки для
равноудаленных вправо последовательностей с
метриками  и .

Т е о р е м а  2. Для любого  максимальный
размер равноудаленной вправо последовательности

точек из  равен .

Т е о р е м а  3, Для любого  существует
равноудаленная вправо последовательность из

 точки в .

Вторая задача, которую мы рассматриваем, про-
исходит из работы [8]. Для данных  и 
можно построить  точек в  с попарно еди-
ничными расстояниями. В частности, наиболь-
шее число точек в  с попарно нечетными рассто-

яниями не меньше . В работе [8] показано, что
эта тривиальная нижняя оценка в сущности опти-
мальна в евклидовом случае. В частности, авторы
работы доказали следующее.

Т е о р е м а  4 ([8]). Наибольшее число точек в 
с попарно нечетными расстояниями равно n + 2, ес-
ли , и  в противном случае.

1 Этот пример не единственен. Более того, существует кон-
тинуально много попарно неизометричных последова-
тельностей максимального размера.
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Мы доказываем следующий аналогичный ре-
зультат для максимальной нормы. В частности,
это показывает, что естественная конфигурация,
заданная вершинами единичного гиперкуба, оп-
тимальна в любой размерности.

Т е о р е м а  5. Для любого  наибольшее чис-

ло точек в  с попарно нечетными расстояниями
есть 2n.

Случай с Манхеттенской метрикой не так про-
зрачен. Для всех  мы нашли явную кон-
струкцию из 7n точек в  с попарно нечетными
расстояниями. Из этого следует, что вершины
стандартного кроссполитопа не представляют
оптимальную конструкцию. С другой стороны,
лучшая верхняя оценка, которую мы получаем,
растет асимптотически как 

Т е о р е м а  6. Число точек  с попарно нечет-
ными расстояниями не превосходит  +
+ o(1)) при .

Вообще говоря, найденная нами верхняя
оценка также является верхней оценкой хрома-

тического числа пространства  с запрещенными
нечетными расстояниями. Интересно, что для ев-
клидовой плоскости неизвестно, конечно ли ее
хроматическое число с запрещенными нечетны-
ми расстояниями (см. [7]).

2. ИДЕИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ 
ВЕРХНИХ ОЦЕНОК

При работе с метрикой  в обоих результатах
используется следующий инструмент. Напом-
ним, что частично упорядоченным множеством
(сокращенно чум) называется пара , где
S есть множество, а  – рефлексивное антисим-
метричное транзитивное отношение на его эле-
ментах. Назовем  сравнимыми, если 
или . В противном случае будем называть их
несравнимыми. Множество попарно сравнимых
элементов будем называть цепью, а попарно не-
сравнимых – антицепью.

Теорема Дилворта [4] утверждает, что размер
наибольшей антицепи во всяком чуме равен наи-
меньшему количеству цепей, в объединении даю-
щих все множество. Для доказательства наших
результатов в метрике  мы строим чумы, в кото-
ром нет больших цепей, а антицепями служат
конструкции меньшей размерности. В частности,
мы говорим, что , если  или если

 для всех  и при этом xn < yn.
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Например, в случае множеств с нечетными
расстояниями при таком построении всякая ан-
тицепь есть пример для размерности n – 1, а все
цепи имеют размеры не более 2. В таком случае
теорема Дилворта дает рекуррентное соотноше-
ние  на искомую оценку, что эк-
вивалентно . В случае равноудаленных
вправо последовательностей может найтись одна
цепь длины 3, после удаления которой все цепи
имеют длины не более 2, что приводит к похоже-
му соотношению , которое эк-
вивалентно .

Для доказательства верхней оценки случая не-
четных расстояний в  рассматривается решетка ,
порожденная векторами , 2en,
где  есть i-й базисный вектор. В каждой точке
этой решетки устанавливается копия уменьшен-
ного кроссполитопа . Ока-
зывается, что никакие две точки объединения ко-
пий этого тела не находятся на нечетном расстоя-
нии друг от друга. Также оказывается, что

асимптотически достаточно 

копий этого объединения, чтобы покрыть все
пространство, см. [5]. Из этого наблюдения и по-
лучается верхняя оценка.

3. ПОСТРОЕНИЕ КОНФИГУРАЦИИ, 
ДАЮЩЕЙ НИЖНЮЮ ОЦЕНКУ

Для того, чтобы построить пример равноуда-
ленной вправо последовательности в  или в

, достаточно рассмотреть вершины соответ-
ственно правильного гиперкуба или кроссполи-
топа. Если у этого многогранника m вершин, то
последовательность размера  можно по-
строить, зафиксировав вершину x, которая будет
последней, и затем в некотором порядке для каж-
дой из остальных вершин y добавлять в последо-
вательность  и , постоянно уменьшая λ. По-
рядок выбора вершин задается отдельно в каж-
дом случае. Оказывается, что при достаточном
уменьшении λ (например, на каждом шаге в
2 раза) полученная последовательность действи-
тельно оказывается равноудаленной вправо в
данной метрике.
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We solve two related extremal-geometric questions in the n-dimensional space  equipped with the maxi-

mum metric. First, we prove that the maximum size of a right-equidistant sequence of points in  equals

. A sequence is right-equidistant if each of the points is at the same distance from all the succeeding

points. Second, we prove that the maximum number of points in  with pairwise odd distances equals 2n.

We also obtain partial results for both questions in the n-dimensional space  with the Manhattan distance.

Keywords: maximum metric, Manhattan metric, equilateral dimension, odd-distance sets, right-equidistant
sequences
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КВАЗИНОРМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ В ЗАДАЧЕ О КОЛЕБАНИЯХ 
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От дискретной модели, описывающей колебания пешеходного моста, осуществлен переход к систе-
ме нелинейных интегро-дифференциальных уравнений, непрерывно зависящей от временной и
пространственной переменных. Выделены критические случаи в задаче об устойчивости стациона-
ра. Исследована локальная динамика получившейся модели, опирающаяся на формализм метода
нормальных форм. Как следствие бесконечномерности критических случаев показано, что роль
нормальной формы играет специальная эволюционная краевая задача. Построены семейства про-
стейших ступенчатых периодических по времени решений этой краевой задачи.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе [1] в связи с изучением вопросов
устойчивости пешеходных висячих мостов была
предложена модель, учитывающая влияние пе-
шеходов на колебания конструкций

(1)

где  Здесь величина uj определяет от-
клонение “пешехода” относительно моста, а  за-
дает отклонение моста. Все параметры этой моде-
ли “шагоход–мост” положительны. Они описа-
ны в [1] и [2]. Ряд интересных результатов о
динамических свойствах такого типа моделей, ба-
зирующихся на исследованиях явлений синхро-
низации, приведены в [3–12].

В настоящей работе приведены несколько
аналитических результатов о коллективном пове-
дении цепочки связанных осцилляторов (1).
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Значения  можно ассоциировать со значе-
ниями функций двух переменных . Здесь

 – равномерно распределенные на неко-
торой окружности точки с угловой координатой

 При таком определении точек xj
естественным образом возникают периодические
краевые условия по переменной x. Отметим, что
можно было бы рассмотреть и равномерно рас-
пределенные на отрезке [0, 1] точки xj. Тогда бо-
лее естественно использовать краевые условия
типа Неймана. Поскольку этот случай отрезка су-
щественно не отличается от случая окружности,
то ограничимся рассмотрением случая периоди-
ческих краевых условий.

Основных предположений, которые открыва-
ют путь к применению аналитических методов,
два. Во-первых, предполагаем, что количество
осцилляторов (пешеходов) в (1) достаточно велико,
т.е.  Это дает основание перейти от дискрет-
ной системы относительно ,  к непрерыв-
ной пространственно-распределенной краевой за-
даче для величин  

(2)

(3)
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Второе ограничение состоит в том, что пара-
метр  является достаточно малым:

(4)
Отметим, что при этом условии уравнение Ван–
дер–Поля

имеет устойчивый цикл u0(t, ε) =  +

+ O(ε))) + O(ε3/2) с периодом  где

При условии (4) рассмотрим вопрос о поведе-
нии всех решений краевой задачи (2), (3) с на-
чальными условиями из некоторой достаточно
малой и не зависящей от ε окрестности нулевого
состояния равновесия.

Введем обозначение. Пусть

Положим в (2), (3)

В результате приходим к системе

(5)

(6)

С учетом краевых условий (3) имеем равенства

(7)

При изучении локальной динамики решений
важную роль играет поведение решений при ε = 0
линеаризованных систем, линейных относитель-
но  и y:

(8)

(9)

ε
ε0 < 1.!

+ λ + − ε + ω�� � �

2 2 2[ ] = 0u u u u u

ε ρ ω1/2
0cos( (1t

−π ω + ε 12 ( ( )) ,O
−ρ ω +2 1/2

0 = (3 1) .

v v

1

0

( ( )) = ( ) .M x x dx

+0 1 1( , ) = ( ) ( , ), ( ) = 0.u t x u t u t x M u

( )   ∂ ∂ ∂+ λ + −   ∂ ∂∂   
 − λε + ω −

 + + Ω −


2 2
20

2

2
20

0 2

22
2 0

2 2

= ,

2 = ,

u u uM u
t tt

du d yu
dt dt

d ud y dyh y r
dtdt dt

( )
( )

 ∂ ∂ ∂+ λ + −  ∂ ∂∂  

   ∂∂ ∂− + − λε + ω  ∂ ∂ ∂  

2 2
21

2

2
2 21

1 = 0.

u u uu
t tt

uu uM u u
t t t

+ ≡1 1( , 1) ( , ).u t x u t x

0 1,u u


+ ω −


 + + Ω −


2 2
20

02 2

22
2 0

2 2

= ,

2 = ,

d u d yu
dt dt

d ud y dyh y r
dtdt dt

∂ + ω
∂

2
21

12 = 0.u u
t

Рассмотрим отдельно два случая, когда параметр r
является малым, и когда он не является малым.

2. ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ
Пусть параметр r является малым, т.е. для не-

которого фиксированного значения  имеем ра-
венство

(10)
В краевой задаче (7)–(9) реализуется критиче-
ский случай бесконечного множества пар чисто
мнимых корней  Им соответствуют периоди-
ческие решения

(11)

Используем методику построения квазинормаль-
ных форм, разработанную в [13, 14]. Будем искать
асимптотику решений краевой задачи (5)–(7), ба-
зирующихся на решении (11). Для этого исполь-
зуем формальное асимптотическое представле-
ние

(12)

Здесь  – медленное время, от x зависимость
1-периодическая,  – неизвестные амплиту-
ды, функции  и  – -периодичны по t.

Подставим (12) в (5), (6) и будем приравнивать
коэффициенты при одинаковых степенях  При
ε1/2 получаем верное равенство, а собирая коэф-
фициенты при ε3/2, приходим к системе уравне-
ний для  Условие разрешимости этой систе-
мы в указанном классе функций состоит в выпол-
нении равенства

(13)

и краевых условий
(14)

Для коэффициентов  и b имеем выражения

Следующее утверждение является центральным.
Оно говорит о том, что краевая задача (13)–(14)
является квазинормальной формой.

Т е о р е м а  2.1. Пусть выполнено условие (10) и
краевая задача (13)–(14) имеет ограниченное при

  решение  Тогда -периоди-
ческие по x функции
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(15)

(16)

удовлетворяет исходной системе (2) с точностью
до 

Рассмотрим вопрос о построении точных ре-
шений краевой задачи (13), (14). Положим γ =

=   .

При условии  имеем бесконечно

много периодических решений

.

Более интересно построить периодические по
τ и кусочно-постоянные по пространственной
переменной решения. Например, фиксируем
произвольное (конечное) количество интервалов
из отрезка [0, 1] суммарной длиной 1/2 и поло-
жим на них  а
для остальных значений x из [0, 1] положим ξ(τ, x) =
=

Можно сконструировать семейства -пе-
риодические по τ и 1-периодические и кусочно-
непрерывные по x решения ξ(τ, x, α, k1, k2) =
=  где

Более интересны циклы, состоящие из двух
различных по “амплитуде” ступенек на отрезке
[0, 1]. Для их построения фиксируем произвольно
параметры  и  Положим

Подставим это выражение в (13). Тогда получим
систему четырех алгебраических уравнений отно-
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сительно пяти вещественных переменных
 и 

(17)

где

(18)

(19)

Условие вещественности собственных значений
 и  и отвечающих им собственных векторов в

(17) состоит в выполнении неравенства

(20)

Тогда

и

(21)

С учетом (20) и (21) выражения (18) и (19) прини-
мают вид

(22)

(23)

Фиксируем произвольно параметр  Че-
рез  обозначим множество всех таких значе-
ний  для которых выполнены неравен-
ства (20) и  . Приравнивая правые
части в (22) и (23), приходим к равенству

(24)

которое рассматриваем как уравнение относи-
тельно  В том случае, когда корень

 этого уравнения существует и принадлежит
соответственно множеству  определяем все
элементы ступенчатого периодического решения

 краевой задачи (13), (14).
Численные эксперименты позволили устано-

вить, что при определенных значениях коэффи-
циентов в (13) существуют однопараметрические
семейства таких ступенчатых периодических ре-
шений.
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3. ВТОРОЙ СЛУЧАЙ
Здесь рассматриваем ситуацию, когда пара-

метр  и как-то фиксирован. Предполагаем,
что все корни характеристического уравнения

для линейной системы (8) имеют отрицательные
вещественные части. Тогда краевая задача (9), (7)
имеет бесконечно много периодических решений
(11), где индекс k принимает значения 
В силу того, что  в выражении (12) появля-
ется дополнительное условие

(25)
Подставляя (12) в (2), (3) и собирая коэффициен-
ты при одинаковых степенях , получаем систему
уравнений относительно -периодических по
t функций  и  Из условия разрешимости этой
системы приходим к уравнению

(26)

с условиями
(27)

Т е о р е м а  3.1. Пусть выполнено условие  и
краевая задача (26), (27) имеет ограниченное при

 решение  Тогда -периоди-
ческие по x функции (15) и  удовлетворя-
ют исходной системе (2) с точностью до 

Тем самым полученная краевая задача являет-
ся квазинормальной формой в рассматриваемой
ситуации.

Периодическими решениями (26), (27) явля-
ются, например, функции ,
k = ±1, ±2, ….

Состояниями равновесия для (26), (27) являет-
ся зависещее от параметра  семейство
ступенчатых функций

(28)

З а м е ч а н и е  3.1. Построенные выше ступен-
чатые решения допускают асимптотическое ис-
следование их устойчивости. Здесь на этом не
останавливаемся. Отметим лишь, что некоторые
результаты об устойчивости решений вида (28)
приведены в [15].

З а м е ч а н и е  3.2. В более общем случае, ко-
гда в исходной системе (2) в левой части первого
уравнения присутствует, например, слагаемое

 приходим к квазинормальной форме, кото-
рая отличается от (26) только наличием еще одно-
го чисто мнимого слагаемого  Это приво-
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дит к тому, что вместо семейства состояний рав-
новесия в (26), (27) появляются континуальные
семейства периодических по  решений с различ-
ными периодами.

З а м е ч а н и е  3.3. При рассмотрении вопроса
о построении трех, четырех и т.д. ступенчатых на
отрезке [0, 1] решений с различными амплитуда-
ми возникают многопараметрические семейства
таких решений.

В качестве важного вывода отметим, что дина-
мические свойства краевых задач (13), (14) и (26),
(27) являются достаточно богатыми.

В порядке обсуждения результатов отметим,
что на том же пути рассматривается квазилиней-
ный случай, когда первое уравнение в (2) заменя-
ется на

В этом случае аналогичная (13) квазинормальная
форма имеет вид

(29)

и для   имеют место асимптотиче-
ские представления

Можно так подобрать функцию f, например, в ви-
де многочлена по  и  степени 5, чтобы коле-
бания носили кластерный характер: краевая зада-
ча (29), (27) имела такие ступенчатые решения,
что различные “ступени” колебались с различны-
ми периодами по t.
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OF PEDESTRIAN BRIDGES
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From a discrete model describing the oscillations of a pedestrian bridge, a transition was made to a system of
nonlinear integro-differential equations that continuously depends on time and space variables. Critical cases
are singled out in the problem of stationary stability. The local dynamics of the resulting model based on the
formalism of the method of normal forms is investigated. As a consequence of the infinite-dimensionality of
the critical cases, it is shown that the role of the normal form is played by a special evolutionary boundary
value problem. Families of the simplest stepwise time-periodic solutions of this boundary value problem are
constructed.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача Нельсона о хроматическом числе плос-
кости является одной из центральных проблем
современной комбинаторной геометрии. Одна из
наиболее общих ее постановок звучит следую-
щим образом. Для n-мерного нормированного
пространства  требуется найти его хроматиче-
ское число , определяемое как наименьшее r,
для которого существует раскраска точек  в r
цветов, так называемая r-раскраска, при которой
никакая пара точек на единичном расстоянии не
оказалась бы покрашена в один и тот же цвет.
Наиболее активно эта проблема изучалась для -

пространств . Напомним, что -норма точки

 определяется равенством 
при всех действительных , а при  – ра-
венством . Известно, что при всех

 величина  растет экспоненциально
с ростом n. Подробнее об этой и родственных за-
дачах см. [1–11].

В качестве еще более далеко идущего обобще-
ния Пол Эрдёш и соавт. в работах [12–14] предло-
жили запрещать одноцветность более сложных

n
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конфигураций. Для подмножества , его
N-изометричной копией называется такое под-
множество , что существует биекция

 такая, что ||x – y||N = =

при всех . Хроматическим числом 
пространства  с запрещенным одноцветным
множеством  называют наименьшее r, для ко-
торого существует r-раскраска , при которой
ни одна N-изометричная копия  не оказалась
бы полностью одноцветной. Систематическому
изучению данной задачи посвящены статьи [15–
25].

Одними из наиболее естественных для рас-
смотрения в данной задаче в качестве запрета 
множеств являются арифметические прогрессии

. В [12] было показано, что для ев-
клидова пространства уже при k = 2 величина

 не только не стремится к бесконечности
экспоненциально быстро c ростом n, но и не стре-
мится к ней вовсе, так как во всех размерностях
справедливо неравенство . Более то-
го, верно, что  при всех  и при
всех натуральных n. Отметим, что открытым оста-
ется вопрос об оптимальности констант 4 и 5 в
последних двух утверждениях, см. [19].

Целью настоящего исследования являлось
обобщение последних неравенств со случая ев-
клидова пространства на случай -пространств
при . Основным полученным нами резуль-
татом является следующий.
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Т е о р е м а  1. Для любого  и любого на-
турального n, существует достаточно большое

 такое, что .

2. ЭСКИЗ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ
Для случая  доказательство проводится с

использованием явной, но технически сложной
двухцветной раскраски, состоящей из одинако-
вых расположенных друг над другом слоев-‘зме-
ек’, цвета которых мы чередуем. Показывается,
что данная раскраска пространства  не содер-
жит одноцветных -изометричных копий про-
грессий  при .

Предположим теперь, что . Известно,
что единичный шар  нормы в этом случае явля-
ется строго выпуклым. А значит, всякая -изо-
метричная копия множества  лежит на некото-
рой прямой. Как следствие, она является ариф-
метической прогрессией в пространстве ,
длину звена (а значит – и диаметр) которой мож-
но контролировать в терминах n и p. Здесь мы ис-
пользуем тот факт, что - и -нормы на  ‘эк-
вивалентны’ друг другу, т.е. при некоторых поло-
жительных  и  верно, что

 при всех . А значит, из
отсутствия в некоторой раскраске пространства

 с нормой  достаточно длинных одноцветных
арифметических прогрессий действительно сле-
дует и отсутствие в ней одноцветных -изомет-
ричных копий множеств  при всех достаточно
больших значениях k.

Наконец, мы рассмотрим случай p = 1. Эта си-
туация в некотором смысле диаметрально проти-
воположна предыдущей, так как единичным ша-
ром -нормы является выпуклый центрально сим-
метричный многогранник (точнее – гипероктаэдр
или кросс-политоп). Известно, что всякий такой
многогранник с f парами противоположных граней
является центральным сечением f-мерного гипер-
куба некоторой гиперплоскостью. А значит, про-
странство  может быть изометрично вложено в

 при . Следовательно, для построения
искомой двухцветной раскраски пространства 
достаточно рассмотреть такую раскраску , а за-
тем просто индуцировать ее на соответствующее
подпространство.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Наше доказательство оставляет открытым во-

прос об асимптотическом повелении оптималь-
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ной константы  из теоремы 1. Наилучшие оцен-
ки для , которых нам удалось добиться в рамках
известных методов, таковы: . При
каждом фиксированном  можно пока-
зать, что  при , однако не ясно,
стремится ли эта величина к бесконечности с ро-
стом n. Напомним, что в евклидовом случае это
стремление отсутствует, так как из вышеупомя-
нутых результатов Эрдёша следует, что 
при всех . С учетом возросшего в последние
годы интереса специалистов к так называемым
полихроматическим раскраскам, уместным было
бы рассмотреть следущее обобщение исходной
задачи. Доказать, что для любого  и любых
натуральных n и , существует достаточно большое
натуральное  и раскраска пространства

 в t цветов такая, что всякая -изометричная ко-

пия прогрессии  в  содержит точки всех t цве-
тов. Отметим, что даже для евклидова случая во-
прос об асимптотическом поведении величины

 остается открытым.
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Given  and , we construct the two-coloring of the n-dimensional space  equipped with
the  norm such that all sufficiently long unit arithmetic progressions contain points of both colors.
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В работе доказывается следующий результат. Пусть полное метрическое пространство X веса w(X) и
множество  таковы, что . Тогда не существует непрерывной биекции подпро-
странства  на -компактное пространство. Как следствие, не существует непрерывной биек-
ции подпространства  на польское пространство. Таким образом, доказано, что метрические
компакты не являются -пространствами ни для какого несчетного кардинального числа τ. Этот
результат является ответом на вопрос, поставленный Е.Г. Пыткеевым в работе (О свойствах под-
классов слабо диадических компактов, Сиб. мат. журнал.).
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [6] И.Л. Раухваргер доказала, что для
всякого метрического компакта X и любого счет-
ного множества  существует уплотнение
(т.е. непрерывная биекция) подпространства 
на метрический компакт.

Пусть  – кардинальное число.

 Компактное пространство X называют -про-
странством, если для любого  существу-
ет уплотнение пространства  на компакт [3].
В частности, -пространство называется a-про-
странством.

 Компактное пространство X называют стро-
гим -пространством, если для любого 
существует уплотнение пространства  на
компакт, которое продолжается до непрерыв-
ного отображения на X [3]. В частности, строгое

-пространство называется строгим a-простран-
ством.

⊆H X
\X H

τ

• τa
≤τ∈ [ ]H X

\X H
ωa

•

τa ≤τ∈ [ ]H X
\X H

ωa

Любой метрический компакт является стро-
гим a-пространством [6]. Различные свойства

-пространств и строгих -пространств можно
найти в работах [1–4].

В работе [1] был предложен следующий во-
прос.

В о п р о с  1. Предположим, что X – метриче-
ский компакт. Для каких , , X – (стро-
гое) -пространство?

Основной результат работы – доказательство
следующего утверждения.

Т е о р е м а  1. Пусть X – полное метрическое
пространство и для множества  выполня-
ется . Тогда подпространство 
невозможно уплотнить на -компактное про-
странство.

Отметим, что в предположении континуум-
гипотезы посылка теоремы 1 несовместна, так
что в этом случае теорема тривиальна (как, впро-
чем, и вопрос 1).

Е.Г. Пыткеев доказал, что любое сепарабель-
ное метрическое пространство мощности  мож-
но разбить на два множества мощности , каждое
из которых не уплотняется на полное простран-
ство ([8], Предложение 2). Таким образом, по тео-
реме 1 и результату Пыткеева, мы получаем ответ
на вопрос 1: метрические компакты не являются

-пространствами ни для какого несчетного кар-
динального числа .

τa τa

τ ω τ c< <
τa

⊆H X
c( ) < | | <w X H \X H

σ

c

c

τa
τ
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2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Под пространствами понимаются хаусдорфо-
вы топологические пространства. В работе ис-
пользуются следующие обозначения и термины:

•  – первый бесконечный ординал и первый
бесконечный кардинал;

•  – кардинал континуум;

•  – следующий за  кардинал;
• для всяких множества A и кардинала  через
 ( , , ) обозначается семейство всех

подмножеств множества A мощности ровно (не
большей, строго меньшей, строго большей) ;

•  – дизъюнктное объединение, т.е. объедине-
ние, аргументы которого не пересекаются;

•  – множество всех конечных последова-
тельностей над множеством {0, 1};

•  – множество всех последовательностей
порядкового типа  над множеством ;

• если  и , то  обозначается
конечная последовательность, получаемая из 
добавлением в конец элемента c;

• если  и , то запись  означа-
ет, что u есть начало s;

• уплотнение – непрерывная биекция;
• сумма пространств понимается, как в [11]

(раздел 2.2);
• польское пространство – пространство счет-

ного веса, обладающее полной метрикой;
• абсолютно борелевское пространство – про-

странство, гомеоморфное борелевскому подмно-
жеству некоторого полного метрического про-
странства;

• ядро пространства X,  – объединение
всех плотных в себе подмножеств пространства X;

•  – вес пространства X.
В работе нам несколько раз пригодится следу-

ющий, вероятно известный, результат.
П р ед л о же н и е  1.  Для всякого пространства X

его ядро  замкнуто и плотно в себе, а также
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всякого простан-
ства Y обозначим Iso(Y) множество изолирован-
ных точек Y. Для каждого ординала α определим
множество  следующим образом:

; если , то ; и ес-
ли α предельный, то . Так как при

 выполняется , то для некоторого
ординала  верно . Будем считать, что  –
наименьший ординал с этим свойством.

ω

c

+κ κ
τ

τ[ ]A ≤τ[ ]A τ<[ ]A τ>[ ]A

τ
�

ω<2

ω2
ω {0,1}

ω∈ <2u ∈ {0,1}c uc
u

ω∈ <2u ω∈ 2s ≺u s

Ker( )X

( )w X

Ker( )X
≤| \Ker( )| ( )X X w X

α ⊆X X
0 :=X X α β += 1 α β β:= \Iso( )X X X

α ββ α∩ <
:=X X

α β< α β⊇X X
γ γ γ+1=X X γ

Легко видеть, что , и это множе-
ство замкнуто и плотно в себе. Для всякой точки

 обозначим  тот ординал α, при ко-
тором . Очевидно, что при любом вы-
боре базы пространства X всякой точке 
можно сопоставить базисную окрестность O(x)
такую, что для всех точек , не равных ,
верно . Тогда все выбранные O(x) по-
парно различны, откуда . □

3. ЛЕММА О НЕСЧЕТНОМ ИНЪЕКТИВНОМ 
БИНАРНОМ ОТНОШЕНИИ НА ПОЛНОМ 

МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ МАЛОГО 
ВЕСА

Цель этого раздела состоит в доказательстве
следующей леммы.

Л е м м а  1. Пусть X – полное метрическое про-
странство, ,  и функция 
инъективна. Тогда существуют континуальное
множество  и инъекция  такие,
что график функции g содержится в замыкании
графика f в пространстве .

Если при этом функция f не имеет неподвижных
точек, то C и g можно выбрать так, что g также
не будет обладать неподвижными точками.

Обозначим  условие “X – полное метриче-
ское пространство, ,  и функ-
ция  инъективна”.

Центральную роль в доказательстве леммы 1
сыграет следующее понятие.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть . Для всяких
множеств  обозначим Af(M, N) :=
:=  и Bf(M, N) := {f(x) :
: .

Пару  замкнутых плотных в себе подмно-
жеств X будем называть f-существенной, если

.
Из предложения 1 вытекает следующее
П р е д л о ж е н и е  2. Если , то пара

 f-существенна.
Напомним, что во всяком полном метриче-

ском пространстве X для любого замкнутого мно-
жества  выполняется или  (если C
разрежено; это следует из предложения 1), или

 (если C содержит плотное в себе подмно-
жество) (Теорема 6 в [10]).

Для всяких  и  обозначим  ми-
нимум мощностей  по всем окрестностям
O(x) точки x (так называемый дисперсионный характер
подпространства  в точке x). Для всякого кар-

γ = Ker( )X X

γ∈ \x X X ( )r x
α∈ Iso( )x X

γ∈ \x X X

∈ ( )y O x x
( ) < ( )r y r x

≤| \Ker( )| ( )X X w X

<( )w X c ∈ > ( )[ ] w XA X →:f A X

⊆C X →:g C X

×X X

(*)
c( ) <w X ∈ > ( )[ ] w XA X

→:f A X

(*)
⊆,M N X

∈ ∈ ∈{ : , ( ) }x A x M f x N
∈ ( , )}fx A M N

( , )K L

| ( , )| > ( )fA K L w X

(*)
( )Ker( ),Ker( )X X

⊆C X ≤| | ( )C w X

≥ c| |C

⊆A X ∈x X Δ( , )A x
∩| ( ) |O x A
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динала  обозначим  := . Сле-
дующее предложение, вероятно, известно.

П р е д л о ж е н и е  3. Если X – пространство и

, то .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим U := .
Всякой точке  сопоставим произвольную ее
окрестность O(x) такую, что .
Очевидно, что , и так как из семей-
ства всех O(x) можно выделить подпокрытие мно-
жества U мощности не более w(X), то

. Тогда . Так как

множество  замкнуто, получаем .
□

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть (*), пара  
f-существенна и . Тогда найдутся такие мно-
жества  и , что пары

 и  f-существенны, а диаметр мно-
жеств  меньше .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в  любые две

точки множества  и отделим их за-
мкнутыми окрестностями  диаметра мень-
ше . Очевидно, пары  и  f-суще-
ственны. Теперь выберем в  любые две точки

множества  и отделим их замкнуты-
ми окрестностями M, N диаметра меньше  и ле-
жащими на положительном расстоянии друг от
друга. Наконец, выберем в  любую точку множе-

ства  и обозначим  любую ее на-
столько малую замкнутую окрестность, что  не
может пересекать одновременно  и , а диа-
метр  меньше . Обозначим  то из множеств
M, N, которое не пересекается с . Легко видеть,
что  искомые. □

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1. По предло-
жению 2 существует хотя бы одна f-существенная
пара. Итерированно применяя предложение 4,
выберем для всех  f-существенные пары

 так, что ,  и

диаметры множеств  и  меньше .

Заметим, что для всякой последовательности
 множества  и  одноэлемент-

ны в силу стремящихся к нулю диаметров  и 
при  и полноты метрики. Единственную
точку множества  обозначим , соберем

 и для каждой  обозначим 

τ τ�A ∈ : Δ ≥ τ{ ( , ) }x X A x
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L

uK uL
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≺
∩ uu s

K sy
ω∈:= { : 2 }sC y s sy ( )sg y

единственную точку множества . Легко ви-
деть, что C и g искомые.

Теперь пусть f не имеет неподвижных точек.
Для каждого  обозначим  множество таких

, что расстояние между  и  больше .

Поскольку  и , то найдется
такое , что . Применим к паре

 уже доказанное первое утверждение леммы
и получим некоторые C и g. Покажем, что эти C и
g искомые, т.е. что инъекция g не имеет непо-
движных точек. От противного: для некоторой
точки  оказалось, что . Обозначим

 любую окрестность точки y диаметра менее

. Очевидно, такая окрестность не может одно-

временно содержать x и f(x) ни для какого ,
откуда точка  пространства  не при-
надлежит замыканию графика функции f. Проти-
воречие. □

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ
Обозначим (**) условие “X – пространство,

 и  есть уплотнение подпространства 
на пространство Z”.

Основным инструментом доказательства ста-
нет следующая конструкция.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть (**). Обозначим:

(1)  множество пар  таких, что
при любом выборе окрестности  точки p точ-
ка z предельна для множества ;

(2)  множество ;

(3)  для каждой .

Л е м м а  2. Если (**), то множество 
замкнуто в пространстве .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть точка  × X
предельна для . Возможны два случая:

(1) a = p для некоторой . Возьмем любую
окрестность U точки p и положим ,

;
(2) a = x для некоторой . Возьмем любую

окрестность W точки  и положим .
Обозначим U произвольное открытое в X множе-
ство такое, что .

В обоих случаях множество U открыто в ,
,  и .

Обозначим A множество тех , для кото-
рых существует точка  такая, что (w,

. Из определения  легко следует,

≺
∩ uu s

L

∈ ωn nA

∈x A x ( )f x 1
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∈ω∪ =nn
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что . При этом z предельна для A. Значит,
точка z предельна для .

Тогда в случае (1) получаем по определению
, а в случае (2) точки z и  не отдели-

мы в Z, откуда  и . □
С л е д с т в и е  1. Пусть  и . Тогда мно-

жество  замкнуто.
О п р е д е л е н и е  3. Пусть . Обозначим 

множество тех , для которых существует хо-
тя бы одна точка  такая, что . Обо-
значим .

П р е д л о ж е н и е  5. Пусть ,  и
. Тогда существуют множество 

и инъекция  такие, что .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать,

что для любого множества  и инъек-
ции , , найдутся точки  и

 такие, что .
По следствию 1 множество  замкнуто в

 для каждого . Тогда или , или
. При этом  и , откуда

. Тогда и . Значит, най-
дется точка  такая, что ни для какого 
не выполняется , и в частности

. Наконец, по определению Hs существует

точка , для которой . □
Л е м м а  3. Пусть (**), пространство  обла-

дает полной метрикой и . Тогда .
Д о к а з а т е л ь с т в о. От противного: пусть

. Из предложения 5 следует существова-

ние множества  и инъекции 
таких, что . Отметим,
что инъекция f не имеет неподвижных точек, так
как ее области определения и значений не пере-
секаются. Тогда по лемме 1 найдутся континуаль-
ное множество  и инъекция  та-
кие, что g не имеет неподвижных точек и график
функции g содержится в замыкании графика f. По
лемме 2 для каждой  выполняется

. Но тогда множество H содержит
континуальное подмножество , что про-
тиворечит условию . □

П р е д л о ж е н и е  6. Если , , X обла-
дает полной метрикой и Z – компакт, то

.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть .

Так как всякое плотное в себе полное метриче-

⊆A W
W

ϕ∈ Π( , ) Xz p ϕ( )x
ϕ= ( )z x ϕ∈ Δ( , )z x

(**) ∈z Z
∪ { }zP z

(**) sH
∈p H
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ское пространство имеет мощность не менее , то
и любая окрестность O(p) точки p содержит не ме-
нее  точек. Тогда, так как , то множество

 непусто. Значит, можно выбрать после-
довательность S элементов множества Y, сходя-
щуюся к точке p. Так как Z – компакт, то после-
довательность  обладает хотя бы одной пре-
дельной точкой . Легко видеть, что по
определению , т.е. . □

Л е м м а  4. Пусть X – полное метрическое про-
странство и для множества  выполняется

. Тогда подпространство  не-
возможно уплотнить на компакт.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (**), , про-
странство X обладает полной метрикой и Z – ком-
пакт. По предложению 6 множество Hf содержит-
ся в , откуда . По лемме 3
также , и отсюда . □

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. От про-
тивного: подпространство  уплотняется
на пространство , где все множества
Kn компактны. Для всякого  обозначим Xn за-

мыкание множества  в пространстве X и по-
ложим . Очевидно, . Из лем-
мы 4 следует, что для каждого  имеет место

. Тогда  <
< |H|, и отсюда . Но  – борелев-
ское множество в X, и тогда по теореме 6 в работе
[10] неравенство  невозможно.
Противоречие. □

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Теорема 1 вместе с результатом Е.Г. Пыткеева

порождает следующее
С л е д с т в и е  2. Пусть  – полное метриче-

ское пространство и для множества  выпол-
няется . Тогда подпространство

 невозможно уплотнить на сепарабельное аб-
солютно борелевское пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В работе [9] Е.Г. Пыткеев
доказал, что всякое сепарабельное абсолютно боре-
левское не -компактное пространство уплотняет-
ся на компакт. Тогда если бы подпространство

 уплотнялось на сепарабельное абсолютно
борелевское пространство, то уплотнялось бы и
на -компактное пространство.

Заметим, что в работе [7] А.С. Пархоменко по-
строил пример (польского) -компактного мет-
рического пространства, которое не уплотняется
на компакт.

Укажем также одну переформулировку теоре-
мы 1 для сепарабельных пространств.

c
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С л е д с т в и е  3. Предположим, что сепара-
бельное метрическое пространство Y уплотняется
на сепарабельное абсолютно борелевское простран-
ство. Тогда либо Y польское, либо для всякого попол-
нения X пространства Y выполняется .

Отметим, что свойство метрической полноты
пространства X в теореме 1 существенно.

П р е д л о ж е н и е  7. Для всякого , такого,
что , существуют метрическое сепара-
бельное пространство X и множество 
мощности  такие, что X и  гомеоморфны и
уплотняются на метрический компакт.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть , 

и . Положим . Зафик-
сируем на множествах A и B их естественную то-
пологию как подпространств прямой и плоскости
соответственно. Обозначим X сумму простран-
ства B и счетного числа копий  простран-
ства A. Легко видеть, что X – метрическое сепара-
бельное пространство, которое уплотняется на
компакт , и для  подпространство

 гомеоморфно X. □
В о п р о с  2. Существуют ли полное метриче-

ское пространство X и множество  такие,
что  и подпространство  уплот-
няется на полное метрическое пространство?

В о п р о с  3. Существуют ли абсолютно боре-
левское пространство X и множество  та-
кие, что  и подпространство 

уплотняется на абсолютно борелевское про-
странство? В частности, может ли такое X быть
польским?
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Целью работы являлась разработка гибридного численного метода, объединяющего сеточно-харак-
теристический метод на структурированных регулярных сетках с разрывным методом Галеркина на
неструктурированных тетраэдральных сетках. Предложенный метод позволяет описывать сложную
форму границ и контактных границ области интегрирования, в том числе, выполнять расчет сей-
смических полей с учетом топографии поверхности Земли, и при этом экономить вычислительные
ресурсы. Данная модификация численных методов в трехмерной постановке впервые предложена
в данной работе. Приведены примеры использования разработанного метода для расчета возника-
ющих при сейсмической разведке упругих волновых явлений. Для тестирования было проведено
сравнение с расчетом сеточно-характеристическим методом на структурированных криволиней-
ных сетках. Предложенный гибридный численный метод может применяться не только для задач
сейсмической разведки, но и для расчета волновых явлений в других объектах сложной формы.

Ключевые слова: математическое моделирование, сеточно-характеристический метод, разрывный
метод Галеркина, сейсморазведка, тетраэдральные сетки, комбинирование численных методов,
учет топографии поверхности, криволинейные структурированные сетки
DOI: 10.31857/S2686954322050150

В наши дни поиск и уточнение запасов углево-
дородов требуют применения вычислительных
методов для обработки данных сейсмической
разведки [1, 2]. В том числе необходима разработ-
ка высокоточных методов прямого численного
моделирования волновых явлений в геологиче-
ских средах.

Наиболее часто употребимыми современными
методами моделирования распространения упру-
гих волн являются различные модификации ко-
нечно-разностных методов [3, 4], метод спектраль-
ных элементов [5, 6] и разрывный метод Галеркина
[7, 8]. Сеточно-характеристический метод также
успешно применим для моделирования упругих
волн в геологических породах [9, 10]. Кроме того,
разрабатывают и гибридные подходы [11–13].

В данной работе предложено использовать се-
точно-характеристический метод на структури-
рованных расчетных сетках с постоянными шага-

ми интегрирования по координатам [10] совместно
с разрывным методом Галеркина на тетраэдраль-
ных сетках. Где это возможно, используются струк-
турированные расчетные сетки и сеточно-харак-
теристический метод, а рядом с границами и кон-
тактными границами криволинейной формы
применяется тетраэдральная сетка и использует-
ся разрывный метод Галеркина.

Для моделирования распространения сейсмиче-
ских волн в геологических породах ищется решение
следующей начально-краевой задачи упругого вол-
нового уравнения:

(1)

(2)

Здесь  − скорость (производная смеще-
ния),  − симметричный тензор напряжений
Коши,  − радиус-вектор,  − время,  − вектор-
градиент,  − плотность, ,  − скорости про-
дольных и поперечных волн соответственно,  −

( ) ( )( )∂ = ∇ ⋅
∂

Tρ , , ,t t
t

v r σ r

( ) ( )( )

( ) ( )( )

∂ = − ∇ ⋅ +
∂

+ ∇ ⊗ + ∇ ⊗

I
2 2
P S

T2
S

, (ρ 2ρ ) ,

ρ ( , , ).

t c c t
t

c t t

σ r v r

v r v r

( ),tv r
( ),tσ r
r t ∇

ρ Pc Sc
I

УДК 519.63

МАТЕМАТИКА

1 Московский физико-технический институт 
(национальный исследовательский университет), 
Долгопрудный, Московская обл., Россия
*E-mail: petrov@mipt.ru
**E-mail: favorskaya@phystech.edu

EDN: JVFUUD



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 506  2022

О СОВМЕСТНОМ МОДЕЛИРОВАНИИ 63

единичный тензор второго ранга,  − тензорное
произведение векторов, .

На поверхности Земли ставилось условие сво-
бодной границы, на всех остальных внешних гра-
ницах области интегрирования – неотражающие
граничные условия. В качестве источника сей-
смических волн рассматривались точечный ис-
точник и импульс Риккера с частотой 20 Гц.

Рассмотрим подробнее расчет решения систе-
мы (1), (2) в точках между на границах между под-
областями, в которых используются сеточно-ха-
рактеристический метод и разрывный метод Га-
леркина.

При использовании сеточно-характеристиче-
ского метода вначале выполняется расщепление
по пространственным координатам. Затем вы-
полняют переход к инвариантам Римана каждой
из трех полученных одномерных гиперболиче-
ских систем уравнений, используя следующие
выражения:

Здесь n0 – единичный вектор, направленный
вдоль рассматриваемой оси координат, n1, n2 обра-

зуют с ним правый базис, Nij = ,

 = .

Затем решают полученные уравнения перено-
са с набором коэффициентов ,
0, 0, 0} с использованием их характеристических
свойств, и выполняют обратный переход к неиз-
вестным функциям  и , используя сле-
дующие выражения:
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При использовании разрывного метода Галер-
кина функции неизвестных раскладывают по вы-
бранному базису ортогональных функций 
в единичном тетраэдре 

(3)

и получают полудискретную форму записи систе-
мы (1), (2):

(4)

Здесь  – коэффициенты в разложении ре-
шения по базису ортогональных функций в тет-
раэдре m, причем первый индекс соответствует
компоненте вектора неизвестных,  – якобиан
из координат узлов рассматриваемого тетраэдра,

 и  – выходящий и входящий потоки,
 – площадь j-й грани тетраэдра , матри-

цы ,  и  выражаются через коэффициен-
ты решаемой гиперболической системы уравне-
ний (1), (2) и координаты рассматриваемого тет-
раэдра. В уравнении (4) интегралы вычисляются
аналитически и заранее, так как набор ортого-
нальных базисных функций известен, а итоговую
систему решают итерационным методом по вре-
мени, например, методами Рунге–Кутты.

Ниже приведем метод вычисления решения
вблизи границы между подобластями, в которых
используются разрывный метод Галеркина на
тетраэдральных сетках и сеточно-характеристи-
ческий метод на регулярных сетках.

В предположении об одинаковой ориентации
тетраэдров вдоль данной границы с регулярной
сеткой можно получить следующее упрощенное
выражение для входящих потоков граничных тет-
раэдров:
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Здесь  – матрица поворота j-й грани,  –
матрица, составленная из собственных векторов
рассматриваемой гиперболической системы (1),
(2), ,  –
a-я компонента вектора неизвестных  в точке регу-
лярной сетки с индексами ,  по осям OX, OY
соответственно. Причем точки , ,

 совпадают с точками горизонтальной
грани тетраэдра.

А для расчета неизвестных функций  и
 сеточно-характеристическим методом не-

обходимо знать их значения вдоль характеристик,
попадающих в зону тетраэдральной сетки. Эти
значения вдоль характеристик восстанавливают-
ся по формуле (3) в граничном тетраэдре, в кото-
рый попадает рассматриваемая характеристика.
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Далее мы приводим результаты тестовых рас-
четов. На рис. 1, 2 изображена трехмерная геоло-
гическая модель, с использованием которой про-
водились тестовые расчеты. На рис. 1 изображе-
ны границы раздела геологических пород, а на
рис. 2 приведено распределение скорости про-
дольных волн. Соответствующие распределения
остальных упругих параметров можно найти в
табл. 1.

На рис. 3 изображены тетраэдральные расчет-
ные сетки, прилегающие к поверхности Земли и
криволинейным границам раздела геологических
пород, и регулярные расчетные сетки. Шаг сетки
вдоль направлений OX и OY брался равным 12.5 м,
вдоль OZ – 10 м в регулярных сетках и приблизи-
тельно 10 м в криволинейных структурированных
сетках. Шаг по времени брался равным 0.4 мс,
было выполнено 2800 шагов по времени в обоих
расчетах.

На рис. 4, 5 представлен результат визуализа-
ции волновых полей модуля скорости (волновые
картины [14]). Результаты на рис. 4 получены с
помощью комбинированного метода, а результа-
ты на рис. 5 – с помощью сеточно-характеристи-
ческого метода на криволинейных структуриро-
ванных сетках [9].

В табл. 2, 3 приведены результаты исследова-
ния на сходимость предложенного в настоящей
работе комбинированного метода и сеточно-ха-

Рис. 1. Геологическая модель, границы раздела геоло-
гических пород.

Рис. 2. Геологическая модель, распределение скоро-
сти продольных волн.

3600

3000

2500

2000

cP

Таблица 1. Отдельные расчетные сетки, типы рассмат-
риваемых сред, упругие параметры каждого слоя гео-
логической породы

Слой
Скорость 

продольных 
волн, м/c

Скорость 
поперечных 

волн, м/c

Плотность, 
кг/м3

1 2000 1000 2000
2 2700 1300 2200
3 3600 1700 2500
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Таблица 2. Результаты исследования сходимости сеточно-характеристического метода на криволинейных струк-
турированных расчетных сетках [9]

Шаг по
координате, м

Ошибка 
по норме L1

Ошибка
по норме L∞

Порядок сходимости 
по норме L1

Порядок сходимости 
по норме L∞

25 4927 0.249 – –
12.5 1460 0.076 1.755 1.720
6.25 440 0.023 1.730 1.713
3.125 132 0.007 1.733 1.712

Рис. 3. Тетраэдральные (1, 2) и структурированные
регулярные (3) расчетные сетки при использовании
комбинированного метода.

1
2
3

Таблица 3. Результаты исследования сходимости предложенного в работе комбинированного метода

Шаг по 
координате, м

Ошибка по норме L1 Ошибка по норме L∞
Порядок сходимости 

по норме L1

Порядок сходимости 
по норме L∞

25 5145 0.280 – –
12.5 1258 0.067 2.032 2.070
6.25 339 0.019 1.890 1.807
3.125 92 0.005 1.879 1.809

Рис. 4. Волновая картина модуля скорости, расчет с
помощью совместного использования сеточно-ха-
рактеристического метода на регулярных сетках и раз-
рывного метода Галеркина на тетраэдральных сетках.

1.0
v

0.5

0

Таблица 4. Сравнение затрат вычислительных ресурсов

Шаг по 
координате, м

Сеточно-характеристический метод 
на структурированных криволинейных 

сетках [9]

Предложенный в работе 
комбинированный метод

Затраты оперативной 
памяти, Гб

Затраты времени
на вычисления

Затраты оперативной 
памяти, Гб

Затраты времени 
на вычисления

25 0.56 11 мин 1.808 41 мин
12.5 4.16 2 ч 43 мин 7.616 5 ч
6.25 33.8 1 день 19 ч 27.9 1 день 11 ч
3.125 241.7 30 дней 6 ч 170.5 20 дней 15 ч

рактеристического метода на криволинейных
структурированных расчетных сетках, а в табл. 4 –
соответствующие затраты оперативной памяти и
времени на вычисления. Под шагом по коорди-

нате мы понимали шаг в регулярных расчетных
сетках для комбинированного метода и шаг вдоль
осей OX и OY для метода на криволинейных
структурированных сетках (так как в рассматри-
ваемой постановке задачи он брался фиксиро-
ванным). Тестирование проводилось для числа
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Куранта 0.4. Можно видеть, что при достаточно
крупном шаге интегрирования предложенный
комбинированный метод еще не дает выигрыша
по затратам вычислительных ресурсов, но при
дальнейшем измельчении расчетной сетки доля
объема вблизи криволинейных границ, разбивае-
мого на тетраэдры, уменьшается, и затраты ста-
новятся меньше. Также предложенный комбини-
рованный метод обладает более высоким поряд-
ком сходимости по обеим нормам.

Полученные результаты численных экспери-
ментов позволяют сделать вывод о перспективах
применения разработанного численного метода
для высокоточного решения трехмерных задач
сейсмической разведки углеводородов и других
полезных ископаемых. Разработанный гибрид-
ный метод позволяет одновременно описывать
границы сложной формы за счет построения тет-
раэдральных сеток вблизи них и использования
разрывного метода Галеркина, и экономить вы-
числительные ресурсы за счет применения сеточ-
но-характеристического метода на структуриро-
ванных регулярных сетках в остальной подобла-
сти интегрирования. Также заметим, что
предложенный в работе гибридный метод приме-
ним для моделирования волновых явлений в дру-
гих объектах сложной формы.
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ON JOINT MODELING OF WAVE PHENOMENA
BY THE GRID-CHARACTERISTIC METHOD 

AND THE DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD
Corresponding Member of the RAS I. B. Petrova and A. V. Favorskayaa

a Moscow Institute of Physics and Technology (National Research University),
Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation

The aim of the work is to develop a hybrid computational method that combines the grid-characteristic nu-
merical method on structured regular grids with the discontinuous Galerkin method on unstructured tetra-
hedral grids. The proposed method makes it possible to describe the complex shape of the boundaries and
contact boundaries of the integration domain, including the calculation of seismic fields taking into account
the topography of the Earth’s surface, and to save computational resources. This modification of the compu-
tational method in the three-dimensional case is first proposed in this paper. Examples of using the developed
method for calculating elastic wave phenomena arising during seismic prospecting are given. For testing, a
comparison was made with the calculation by the grid-characteristic method on structured curvilinear grids.
The proposed hybrid computational method can be used not only for seismic prospecting problems, but also
for calculating wave phenomena in other objects of complex shape.

Keywords: mathematical modeling, grid-characteristic method, discontinuous Galerkin method, seismic ex-
ploration, tetrahedral grids, combination of numerical methods, taking into account surface topography,
curved regular grids
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(5)

причем  с константами эквива-
лентности, зависящими только от параметров p и q.

Отметим, что в одномерном случае аналоги
условий (3)–(5) эквивалентны друг другу [8]. При
n = 2 это, вообще говоря, неверно. Более того, как
показано в [1, § 4] для , никакие два
условия из (3)–(5) не гарантируют выполнение
(2). Однако конструкция второго контрпримера
из [1, § 4] не переносится на случай 

Цель настоящей работы – получить новые
критерии выполнения неравенства Харди (2) при
n = 2 и , а также исследовать ком-
пактность  для всех .
Решение первой задачи содержится в теоремах 2 и 3
(см.  1). В теореме 4 найдены альтернативные до-
статочные условия на  и w для выполнения (2) в
случае  и . Напомним, что кри-
терий Е. Сойера ограниченности I2 из  в

 при  выражается конечно-
стью трех независимых функционалов (см. теоре-
му 1). В теореме 2 показано, что при  нера-
венство (2) характеризуется конечностью только
одного функционала. С некоторым ограничени-
ем на  и w аналогичное утверждение получено и
для  (см. теорему 3). В  2 представлены
условия компактности оператора I2 из  в

, а также характеризуется мера некомпакт-
ности  в случае .

Аналоги теорем 2 и 3 также справедливы для
двойственного оператора  и смешанных операто-
ров Харди, относительно деталей см. [1, Remark 1].

Билинейные весовые неравенства с прямо-
угольными операторами интегрирования изуче-
ны в [9]. Также некоторые аспекты многомерных
неравенств рассматривались в работах [10–13].

На протяжении всей работы запись вида
 означает  с некоторой константой

, зависящей только от параметров суммиро-
вания p и q. Мы пишем  в случае

. Символ  обозначает характери-
стическую функцию множества  Значки  и 
применяются для определения новых величин.

1. УСЛОВИЯ ОГРАНИЧЕННОСТИ
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 и

где последние два равенства получаются интегри-
рованием по частям.

Введем обозначения

Усилением теоремы 1 для  является сле-
дующее утверждение.

Т е о р е м а  2 [14]. Пусть . Нера-
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где  и .
Напомним, что в случае  наилучшая кон-

станта C2 двумерного неравенства (6) эквивалент-

на  (см. теорему 1). Однако для  имеют
место неравенства

(7)

При этом . Таким
образом, правое неравенство в (7) и оценка сверху
в теореме 2 при  имеют blow-up эффект.

Новый результат в случае  формулирует
следующее утверждение.

Т е о р е м а  3. Пусть . Предполо-
жим, что весовая функция  удовлетворяет усло-
вию:

(8)

Кроме этого, для веса w выполнено условие:

(9)

Тогда неравенство (6) выполнено тогда и только
тогда, когда , при этом
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где  и .
З а м е ч а н и е  1. Оценка снизу в (10) справед-

лива без требований (8) и (9) на весовые функции
 и w. В качестве весов, удовлетворяющих (8)

и (9), подходят, к примеру, , ,
и w(x, y) = , .

В завершение параграфа представим альтерна-
тивные достаточные условия выполнения неравен-
ства (6) без дополнительных ограничений на  и w.

Т е о р е м а  4. Пусть . Неравен-
ство (6) выполнено, если
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причем .
Верна также двойственная формулировка по-

следней теоремы с функционалом

вместо .
З а м е ч а н и е  2. Если веса  и w факторизуемы,

т.е. представляются в виде произведения одномер-
ных функций, то условие  (или ) не-
обходимо и достаточно для выполнения (6) в случае

, при этом  [4].

2. КОМПАКТНОСТЬ И МЕРА 
НЕКОМПАКТНОСТИ

Предположим, что   и оператор I2

ограничен из  в .

Пусть  такие, что  и .
Обозначим

Для формулировки критерия компактности
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В случае p = q оператор 
компактен, если и только если  и вы-
полнены условия (12)–(14).

Для q < p достаточное условие и необходимое
условие компактности  пред-
ставлены в следующей теореме.

Т е о р е м а  6. Пусть . Оператор
 компактен, если выполнено (11).

Если  компактен, то .
З а м е ч а н и е  3. С условиями (8) и (9) на весо-

вые функции  и , соответственно, оператор
 компактен, если и только ес-

ли .
Далее, определим

где инфимум берется по всем ограниченным ли-
нейным отображениям  конеч-
ного ранга. Величина  совпадает с так называе-
мым множеством меры некомпактности опера-
тора T, действующего ограниченно из  в

 (см. [15, § 2] и [16, Proposition 3.1]).

Так как для  оператор I2 из  в

 компактен тогда и только тогда, когда он
ограничен (см. [17, 18, § 5.3]), то в таком случае

. Это следует из аппроксимационного
свойства пространства  [19, § 10.2.3/1]. Для
пространств Y, обладающих таким свойством, из-
вестно, что  тогда и только тогда, когда

 компактен [19, § 10.1.3].
Рассмотрим ситуацию, когда . По-

ложим

Пусть

(15)

в случае ; для p = q мы полагаем
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Для  мера некомпактности
 охарактеризована в следую-

щем утверждении.
Т е о р е м а  7. Пусть  и I2 ограни-

чен из  в . Тогда
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Criteria in terms of weight functions  and w on  are obtained for the two-dimensional rectangular inte-
gration operator to be bounded and compact from a weighted Lebesgue space  to  if 

. For p < q the boundedness criterion significantly enhances the classical result by E. Saywer (see In-
troduction) given for . The case q < p is also discussed.

Keywords: weighted Lebesgue space, Hardy inequality, two-dimensional rectangular integration operator,
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В данной работе доказывается критерий наличия у алгебраической цепной дроби собственной па-
линдромической симметрии в размерности 4. В качестве многомерного обобщения цепных дробей
рассматриваются полиэдры Клейна.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обыкновенная цепная дробь действительного

числа имеет весьма изящную геометрическую ин-
терпретацию, позволяющую перейти от класси-
ческого случая к многомерному (см. [1] и, напри-
мер, [2–4]). Для описания такого обобщения рас-
смотрим  – одномерные подпространства
пространства , линейная оболочка которых
совпадает со всем . Гиперпространства, натя-
нутые на всевозможные (n – 1)-наборы из этих
подпространств, разбивают  на 2n симплици-
альных конусов. Будем обозначать множество
этих конусов через

Симплициальный конус с вершиной в начале
координат 0 будем называть иррациональным, ес-
ли линейная оболочка любой его гиперграни не
содержит целых точек, кроме начала координат 0.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть C – иррациональ-
ный конус, . Выпуклая оболочка

 и его граница  на-
зываются соответственно полиэдром Клейна и па-
русом Клейна, соответствующими конусу C. Объ-
единение же всех 2n парусов

…1, , nl l
n

R

n
R

n
R

…# 1( , , ).nl l

∈ …# 1( , , )nC l l
= ∩( ) conv( \{ })nC C 0_ Z ∂ _( ( ))C

∈
∂

…

… ∪
#

_

1

1
( , , )

CF( , , ) = ( ( ))
n

n
C l l

l l C

называется (n – 1)-мерной цепной дробью.
Особенный интерес представляет так называе-

мый алгебраический случай. Напомним, что опе-
ратор из  с вещественными собственными
значениями, характеристический многочлен ко-
торого неприводим над , называется гиперболи-
ческим. Справедливо следующее утверждение о
связи гиперболических операторов с алгебраиче-
скими числами в случае произвольного n (по-
дробности см., например, в [5]).

П р е д л о ж е н и е  1. Числа  обра-
зуют базис некоторого вполне вещественного рас-
ширения K поля  тогда и только тогда, когда век-
тор  является собственным для неко-
торого гиперболического оператора .
При этом вектора , ,
где  – все вложения K в , образу-
ют собственный базис оператора A.

В случае n = 2 предложение 1 позволяет геомет-
рически проинтерпретировать классическую тео-
рему Лагранжа о периодичности обыкновенной
цепной дроби. Геометрически теорема Лагранжа
означает, что последовательность целочисленных
длин и углов паруса одномерной цепной дроби

 периодична тогда и только тогда, когда
направления l1 и l2 являются собственными для не-
которого  оператора с различными веще-
ственными собственными значениями (см., на-
пример [6]).

О п р е д е л е н и е  2. Пусть  – собствен-
ные подпространства некоторого гиперболическо-
го оператора . Тогда -мерная цеп-
ная дробь  называется алгебраической.
Мы будем также говорить, что эта дробь ассоцииро-

GL ( )n Z

Q

−α α…1 11, , , n

Q

−α α…1 1(1, , , )n

∈ SL ( )nA Z

−σ α σ α…1 1(1, ( ), , ( ))i i n …= 1, ,i n
σ σ σ…1 2(= id), , , n R

1 2CF( , )l l
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…1CF( , , )nl l
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вана с оператором A и писать CF(A) = .
Множество всех -мерных алгебраических
цепных дробей будем обозначать .

Будем называть группой симметрий алгебраи-
ческой цепной дроби  множе-
ство

Из соображений непрерывности ясно, что для
каждого  однозначно определе-
на перестановка , такая что

(1.1)

И обратно, если для  существует такая
перестановка , что выполняются соотношения
(1.1), то .

Благодаря теореме Дирихле об алгебраических
единицах существует изоморфная  подгруппа
группы  (см., например, [5]). Отно-
сительно действия этой подгруппы на любом из
2n парусов возникает фундаментальная область,
которую можно отождествить с -мерным
тором (см. [2]). Для каждого элемента G, принад-
лежащего этой подгруппе, . Однако в

, вообще говоря, могут существовать
такие элементы G, для которых .

О п р е д е л е н и е  3. Оператор 
такой, что , будем называть симметрией
Дирихле дроби .

О п р е д е л е н и е  4. Оператор ,
не являющийся симметрией Дирихле, будем на-
зывать палиндромической симметрией дроби

. Если множество палиндромических сим-
метрией цепной дроби непусто, то такую цепную
дробь будем называть палиндромичной.

О п р е д е л е н и е  5. Палиндромическая сим-
метрия  называется собственной,
если у оператора G существует неподвижная точ-
ка на некотором парусе цепной дроби . Па-
линдромическая симметрия , не
являющаяся собственной, называется несоб-
ственной.

В данной работе нас будут интересовать соб-
ственные палиндромические симметрии  в
размерности n = 4. А именно, мы докажем крите-
рий наличия такого рода симметрий у цепной
дроби . Для размерностей n = 2 и n = 3 ана-
логичные критерии уже существуют.

Для n = 2, т.е. для одномерных цепных дробей,
палиндромичность напрямую связана с симмет-
ричностью периодов обыкновенных цепных дро-
бей квадратичных иррациональностей. Критерий

…1CF( , , )nl l
−( 1)n

−A 1n

…1CF( ) = CF( , , )nA l l

=
= ∈

Sym (CF( ))
{ GL ( ) | (CF( )) = CF( )}.n

A
G G A A

Z

Z
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σG
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Gi iG l l i n

∈ GL ( )nG Z

σG

∈ Sym (CF( ))G AZ

−1n
Z

Sym (CF( ))AZ

−( 1)n

σ = idG

Sym (CF( ))AZ

σ ≠ idG

∈Sym (CF( ))G AZ

σ = idG

−∈A 1CF( ) nA
∈Sym (CF( ))G AZ

CF( )A

∈ Sym (CF( ))G AZ

CF( )A
∈ Sym (CF( ))G AZ

CF( )A

CF( )A

симметричности периода цепной дроби квадра-
тичной иррациональности восходит к результа-
там Галуа [7], Лежандра [8], Перрона [9] и Крайт-
чика [10]. В работе [6] дано геометрическое дока-
зательство этого критерия. Аналог этого
критерия для n = 3 был получен в работе [5]. Упо-
мянутые критерии выглядят следующим образом:

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть  и
пусть подпространство  порождено вектором

. Тогда  имеет собственную симмет-
рию в том и только в том случае, если существует
такое алгебраическое число  степени 2 со своим
сопряженным , что выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

(а) : ;
(б) : .
П р е д л о ж е н и е  3. Пусть  и

пусть подпространство  порождено вектором
. Тогда  имеет собственную сим-

метрию в том и только в том случае, если суще-
ствует такое алгебраическое число  степени  со
своими сопряженными  и , что выполнено
хотя бы одно из следующих условий:

(а) : ;
(б) : .
При выполнении утверждения (а) или (б) ку-

бическое расширение  будет нормальным.

В этих формулировках  для векторов из 
означает существование такого оператора 
и такого ненулевого , что .

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 
РЕЗУЛЬТАТА

Основным результатом данной работы являет-
ся следующая

Т е о р е м а  1. Пусть  и пусть
подпространство l1 порождено вектором .
Пусть  и   – все вло-
жения поля K в  (см. предложение 1). Тогда

 имеет собственную палиндромиче-
скую симметрию в том и только в том случае, если
(с точностью до перестановки индексов) выполня-
ется

и существуют такие алгебраические числа  и 
степени 4, принадлежащие полю K, что выполнено
хотя бы одно из следующих условий:

(1) : ;
(2) : ;

∈A1 2 1CF( , )l l
1l

α(1, ) 1 2CF( , )l l

ω
ω '

α ω(1, ) (1, )∼ ω ω + ωTr( ) = ' = 0
α ω(1, ) (1, )∼ ω ω + ωTr( ) = ' = 1

∈A1 2 3 2CF( , , )l l l
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α β(1, , ) 1 2 3CF( , , )l l l

ω 3
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μ ∈R μ1 2=Xv v
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R
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σ σ σ
σ σ σ σ σ

3 4 2
2
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= = id, =
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ω ψ

α β γ ω ψ ω(1, , , ) (1, , , ')∼ ψ + ψ − ω + ω' = ( ')
α β γ ω ψ ω(1, , , ) (1, , , ')∼ ψ + ψ − ω + ω' = 1 ( ')
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(3) : ;

(4) : ;

(5) : ;

(6) : ;

(7) : ;

(8) : ;

(9) : ;

(10) : ,

где  .
В работе [11] исследуются циклические симмет-

рии, т.е. такие симметрии , ко-
торые циклически переставляют направления

. А именно, в этой работе доказывается,
что цепная дробь  имеет соб-
ственную циклическую симметрию тогда и толь-
ко тогда, когда  – циклическое расширение Га-
луа,  и выполняется один из
пунктов (1)–(7) теоремы 1 для . Следу-
ющее утверждение показывает, что не всякая па-
линдромичная цепная дробь обладает собствен-
ными циклическими симметриями:

П р е д л о ж е н и е  4. Существуют такие веще-
ственные числа , , , что подпространство l1
порождено вектором , вполне веще-
ственное расширение  поля  не яв-
ляется нормальным и  – палин-
дромичная цепная дробь, не обладающая соб-
ственными циклическими симметриями.

Любопытно, что критерий наличия собствен-
ных циклических симметрий не следует непо-
средственно из теоремы 1. В связи с этим возни-
кает естественный

В о п р о с. Верно ли, что существует такая па-
линдромичная алгебраическая цепная дробь

, l3, l4), для которой поле K является цик-
лическим расширением Галуа и у которой не су-
ществует собственных циклических палиндроми-
ческих симметрий?

Оставшаяся часть статьи имеет следующую
структуру: в параграфе 3 мы анализируем то, как
у собственных симметрий трехмерных цепных
дробей устроены собственные подпространства и
перестановки из соотношения (1.1); в параграфе 4

α β γ ω ψ ω(1, , , ) (1, , , ')∼ ψ + ψ − ω + ω' = 2 ( ')

ω+ ω α β γ ω ψ 
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∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l

1 2 3 4, , ,l l l l
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σ 2Gal( / ) =K Q

ψ σ ω2= ( )

α β γ
α β γ(1, , , )

α β γ= ( , , )K Q Q

∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l

1 2CF( ,l l

мы изучаем геометрию трехмерных цепных дро-
бей, обладающих собственными симметриями; в
параграфе 5 мы устанавливаем связь между опре-
деленными классами цепных дробей и матрица-
ми их собственных симметрий; параграф 6 посвя-
щен доказательству теоремы 1; наконец, в пара-
графе 7 мы доказываем предложение 4.

3. СОБСТВЕННЫЕ СИММЕТРИИ И 
СОБСТВЕННЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА

Если задана дробь ,
будем считать, что подпространство l1 порождается
вектором  (данное допущение
корректно в силу предложения 1). Тогда из предло-
жения 1 следует, что числа  образуют
базис поля  над  и каждое li по-
рождается вектором li = , где

 – все вложения K в . Заметим,
что верна следующая

Л е м м а  3.1. Пусть  и CF(A) =
= . Пусть  и . Тогда

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что
. Поскольку  и , то

. Так как , то ка-
кие-то числа из набора 1,  выражаются
через оставшиеся числа этого набора в виде неко-
торой линейной комбинации с коэффициентами
из . В силу предложения 1 получаем противоре-
чие. □

Отныне будем считать, что n = 4, т.е. будем
рассматривать трехмерные цепные дроби. На-
помним также, что для каждого 
соотношением (1.1) определена перестановка .

Л е м м а  3.2. Пусть G – палиндромическая сим-
метрия , ассоциированной с (ги-
перболическим) оператором A. Тогда существует
такая нумерация подпространств , что

 или .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай  невоз-
можен в силу того, что оператор  не является
симметрией Дирихле .

Предположим, существует такая нумерация под-
пространств , что . Таким
образом, существуют такие вещественные числа ,

, , , что матрица оператора G в базисе
 имеет вид
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−α α…1 1 1= (1, , , )nl
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Тогда характеристический многочлен оператора G
имеет вид

Следовательно,  – целое число, и при этом  –
корень уравнения , т.е. . Стало
быть, l1 – собственное подпространство операто-
ра G, соответствующее собственному значению

. То есть l1 рационально, что противоречит
гиперболичности оператора A.

Предположим, существует такая нумерация
подпространств , что .
Таким образом, существуют такие вещественные
числа , , , , что матрица оператора G в ба-
зисе  имеет вид

Тогда характеристический многочлен оператора G,
коэффициенты которого целочисленны, имеет
вид

Так как , то . Тогда существу-
ют такие взаимно-простые целые числа  и

, что , , а значит

Итак, p2 делится на q и q2 делится на p, т.е.
 и . Таким образом, матрица

оператора G2 в базисе  имеет вид

μ 
 μ
 

μ 
 μ 

1

2

3

4

0 0 0
0 0 0

.
0 0 0
0 0 0

χ − μ − μ μ μ
= − μ − μ μ μ ± ∈

3
1 2 3 4

4 3
1 2 3 4

( ) = ( )( ) =

1 [ ].
G x x x

x x x xZ

μ1 μ1

χ ( ) = 0G x μ ±1 = 1

μ ±1 = 1

1 2 3 4, , ,l l l l σ = (1)(2)(3,4)G

μ1 μ2 μ3 μ4

1 2 3 4, , ,l l l l

μ 
 μ
 

μ 
 μ 

1

2

3

4

0 0 0
0 0 0

.
0 0 0
0 0 0

− μ − μ − μ μ
− μ + μ + μ μ − μ μ +
+ μ + μ μ μ − μ μ μ μ

2
1 2 3 4

4 3 2
1 2 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

( )( )( ) =

= ( ) ( )
( ) .

x x x

x x x
x

μ + μ ∈1 2 Z μ μ ∈3 4 Q

≥ 1p

≥ 1q μ μ3 4| | = p
q

μ μ1 2| | = q
p

± ±μ μ − μ μ
2 2

1 2 3 4| | = .p q
pq

= = 1p q μ μ ±3 4 = 1
1 2 3 4, , ,l l l l

 μ
 

μ 
 ±
  ± 

2
1

2
2

0 0 0

0 0 0 .
0 0 1 0
0 0 0 1

Из леммы 3.1 следует, что , т.е. .
Вновь применяя лемму 3.1, получаем, что

, чего не может быть.
Таким образом, существует такая нумерация

подпространств , что  или
. □

С л е д с т в и е  1. Пусть  – палиндромическия
симметрия . Пусть , если

, и , если . Тогда  –
палиндромическия симметрия  и

.
Пусть G – палиндромическия симметрия

. Изменив при необходимости
нумерацию подпространств , в силу лем-
мы 3.2 можно рассмотреть такие вещественные
числа , , , , что матрица оператора G в ба-
зисе  имеет вид

(3.1)

или вид

(3.2)

Пусть G – палиндромическая симметрия
 и матрица оператора G в базисе

 имеет вид (3.1). В работе [11] доказыва-
ется, что  является собственной симметрией
CF(l1,  тогда и только тогда, когда  = 1
(см. следствие 1 в [11]). Для палиндромических
симметрий вида (3.2) справедливо аналогичное
утверждение:

Л е м м а  3.3. Пусть  – палиндромическая сим-
метрия  и матрица оператора 
в базисе  имеет вид (3.2). Тогда  являет-
ся собственной симметрией дроби  в
том и только том случае, если .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G является соб-
ственной симметрией цепной дроби .
Тогда существуют такие числа , , ,  из мно-
жества , что

и выполняются неравенства

2
4=G I μ ±1 = 1

± 4=G I

1 2 3 4, , ,l l l l σ = (1,2)(3,4)G

σ = (1,2,3,4)G

G
∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l 2' =G G

σord( ) = 4G ' =G G σord( ) = 2G 'G
1 2 3 4CF( , , , )l l l l

′σord( ) = 2G

∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l
1 2 3 4, , ,l l l l

μ1 μ2 μ3 μ4

1 2 3 4, , ,l l l l
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 μ
 
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.
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G
∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l G
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1 2 3 4CF( , , , )l l l l

μ μ μ μ1 3 2 4= = 1

1 2 3 4CF( , , , )l l l l
ε1 ε2 ε3 ε4
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Стало быть,  и . Так как у опера-
тора G существует неподвижная точка на некото-
ром парусе, то у оператора G существует одномер-
ное собственное подпространство, соответствую-
щее собственному значению 1. Теперь, поскольку
характеристический многочлен оператора G име-
ет вид , то  или  = 1.
Тогда .

Если , то, опять же, характери-
стический многочлен оператора G имеет вид

. Стало быть, у оператора G существу-
ет целочисленный собственный вектор, соответ-
ствующий собственному значению 1. Этот вектор
лежит внутри некоторого конуса ,
поскольку цепная дробь  является ал-
гебраической. □

С л е д с т в и е  2. Пусть G – палиндромическия
симметрия . Тогда G является
собственной симметрией в том и только том слу-
чае, если  (см. следствие 1) является собственной
симметрией.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G является соб-
ственной симметрией , то, очевидно,
оператор  также является собственной симмет-
рией цепной дроби .

Обратно, предположим  – собственная сим-
метрия . Если , то, изменив
при необходимости нумерацию подпространств

, можно считать, что матрица оператора G
в базисе  имеет вид (3.2). Тогда матрица

оператора  в базисе  имеет вид

Стало быть, в силу леммы 3.3 , а зна-
чит G – собственная симметрия цепной дроби

 (см. следствие 1 в [11]). □
Л е м м а  3.4. Пусть G – собственная симмет-

рия  и . Тогда суще-
ствуют такие одномерные рациональные подпро-
странства , ,  и , что , ,

,  и . При этом
подпространства  и  соответствуют собствен-
ному значению 1, а подпространства  и  соот-
ветствуют собственному значению –1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Изменив при необхо-
димости нумерацию подпространств , в
силу леммы 3.3 можно считать, что существуют

μ μ1 3 > 0 μ μ2 4 > 0

− μ μ − μ μ2 2
1 3 2 4( )( )x x μ μ1 3 = 1 μ μ2 4

μ μ μ μ1 3 2 4= = 1
μ μ μ μ1 3 2 4= = 1

− +4 22 1x x

∈ 1 2 3 4( , , , )C l l l lC

1 2 3 4CF( , , , )l l l l

∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l

'G

1 2 3 4CF( , , , )l l l l
'G

1 2 3 4CF( , , , )l l l l
'G

1 2 3 4CF( , , , )l l l l σord( ) = 4G

1 2 3 4, , ,l l l l
1 2 3 4, , ,l l l l

2' =G G 1 2 3 4, , ,l l l l

μ μ 
 μ μ
 
μ μ 
 μ μ 

1 4

2 1

3 2

4 3

0 0 0
0 0 0

.
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0 0 0

μ μ μ μ1 2 3 4 = 1

1 2 3 4CF( , , , )l l l l

∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l σord( ) = 2G

+
1l +

2l −
1l −

2l + +
1 1=Gl l + +

2 2=Gl l

− −
1 1=Gl l − −

2 2=Gl l + + − −+ + +1 2 1 2 4=l l l l R

+
1l +

2l

−
1l −

2l

1 2 3 4, , ,l l l l

такие вещественные числа  и , что матрица
оператора G в базисе  имеет вид

Так как , то у оператора G
есть двумерное инвариантное подпространство ,
соответствующее собственному значению 1, и
двумерное инвариантное подпространство , со-
ответствующее собственному значению –1. По-
кажем рациональность подпространств  и ,
из чего будет следовать утверждение леммы.

Поскольку подпространство  совпадает с ре-
шением системы линейных уравнений

то фундаментальная система решений данной си-
стемы линейных уравнений имеет размерность 2.
Рассмотрев в качестве значений свободных пере-
менных наборы (0, 1) и (1, 0), мы определим два
линейно-независимых рациональных решения
данной системы, из чего следует рациональность .
Рациональность подпространства  доказывает-
ся аналогичным способом. □

4. ГЕОМЕТРИЯ СОБСТВЕННЫХ 
СИММЕТРИЙ

Л е м м а  4.1. Пусть  – собственная симмет-
рия дроби . Пусть  (см. след-
ствие 1) – собственная симметрия  (см.
следствие 2). Тогда существуют , та-
кие что

и выполняется хотя бы одно из следующих одинна-
дцати утверждений:

(1) вектора , , ,  образу-

ют базис решетки ;

(2) вектора , , ,  образуют базис решет-
ки ;

(3) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

μ1 μ2

1 2 3 4, , ,l l l l

μ 
 μ
 
 
 μ
 
 
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2
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2

0 0 0
0 0 0
1 .0 0 0

10 0 0
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G
∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l = 'F G
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∈ 4
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(4) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

(5) вектора , , ,  образу-

ют базис решетки ;

(6) вектора , , ,  образу-

ют базис решетки ;

(7) вектора , , ,  – z2)

образуют базис решетки ;

(8) вектора , , ,  образуют базис

решетки ;

(9) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

(10) вектора , , , 

образуют базис решетки ;

(11) вектора , , , 

образуют базис решетки .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем называть плос-

кость рациональной, если множество содержащих-
ся в нем целых точек является (аффинной) ре-
шеткой ранга, равного размерности этой плоско-
сти.

Рассмотрим для собственной симметрии F
подпространства , ,  и  из леммы 3.4 и поло-
жим . Обозначим через  ближай-
шую к  рациональную гиперплоскость, парал-
лельную  и не совпадающую с S (любую из двух).
Тогда . Также обозначим через p точку
пересечения гиперплоскости  и , а через  и 
прямую и плоскость, проходящие через точку p и
параллельные  и  соответственно.
При этом ,  и .

Плоскость  разделяет гиперплоскость  на два
множества  и . Пусть  и R – рациональные
плоскости, ближайшие к , параллельные  и не
совпадающие с , принадлежащие множествам 
и  соответственно. Отметим, что, вообще говоря,
расстояния от  до Q и от  до R не обязательно рав-
ны. Положим  и .
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2l

+ − −+ +2 1 2=S l l l 1S
S

S
1 1( ) =G S S

1S +
1l l π

+
2l − − −+1 2=L l l

( ) =F l l π π( ) =F ( ) =F p p

π 1S
+

1S −
1S Q

π π
π +

1S
−

1S
π π

∩=Q Q lp ∩=R R lp

Пусть  – такая пара точек решетки ,
что  , вектора  и  некол-
линеарны. Тогда можно построить точки

Рассмотренные точки определяют тройку парал-
лелограммов , где

При помощи метода спуска можно построить
такую пару , что (см. рис. 1)

и  является подмножеством множества

Аккуратно перебирая возможные расположе-
ния точек решетки  в тройке параллелограммов

, мы попадаем в одну из одиннадцати
ситуаций, соответствующей одному из утвержде-
ний (1)–(11).

5. МАТРИЦЫ СОБСТВЕННЫХ СИММЕТРИЙ

Напомним, что если задана дробь CF(l1, l2,
, будем считать, что подпро-

странство l1 порождается вектором .
Тогда из предложения 1 следует, что числа 1,

 образуют базис поля  над  и
каждое li порождается вектором li = (1, σi(α),

, где  – все вложения
K в . То есть, если через  обозначить
матрицу со столбцами , получим
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Мы будем обозначать через  множество всех
трехмерных алгебраических цепных дробей, для
которых

Для каждого  определим  как
класс дробей из , удовлетворяющих паре соот-
ношений , где

: , ;

: , ;

: , ;

: , ;

: , ;

 
 α σ α σ α σ α
 =

β σ β σ β σ β 
 γ σ γ σ γ σ γ 

2 3 4
1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

1 1 1 1
( ) ( ) ( )

( , , , ) .
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( ) ( ) ( )

l l l l

�A3

σ σ σ
σ σ σ σ

3 4 2
2
3 4 2 3

( ) = , ( ) = ( ),

= id, = .

K K K K

…= 1,2, ,10i iCF
�A3

ℜi

ℜ1 β + σ β − α + σ α3 3( ) = ( ( )) γ σ α3= ( )

ℜ2 β + σ β − α + σ α3 3( ) = 1 ( ( )) γ σ α3= ( )

ℜ3 β + σ β − α + σ α3 3( ) = 2 ( ( )) γ σ α3= ( )

ℜ4 β + σ β − α + σ α3 3( ) = ( ( )) α + σ αγ 3( )=
2

ℜ5 β + σ β − α + σ α3 3( ) = 2 ( ( )) α + σ αγ 3( )=
2

: , ;

: , ;

: , ;

: , ;

: , .

Покажем, что все дроби из классов , палин-
дромичны для каждого . Положим

 равными соответственно матрицам

ℜ6 β + σ β − α + σ α3 3( ) = ( ( )) α + σ α +γ 3( ) 1=
2

ℜ7 β + σ β − α + σ α3 3( ) = 2 ( ( )) α + σ α +γ 3( ) 1=
2

ℜ8
α + σ αβ + σ β − 3

3
( )( ) = 1

2
α + σ αγ 3( )=

2

ℜ9
α + σ αβ + σ β − 3

3
( )( ) = 2

2
α + σ αγ 3( )=

2

ℜ10
α + σ αβ + σ β − 3

3
( )( ) = 2

2
σ α − αγ 3( )=

4

iCF
…= 1,2, ,10i

…1 2 10, , ,G G G

     
     
     
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   
   − −
   

− − − −   
   
   
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0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
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, ,
0 0 1 2 2 0 1 2
0 0 0 1 0 0 0 1

Рис. 1. Возможное расположение точек решетки  в параллелограммах из построенной тройки .
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Л е м м а  5.1. Пусть  и
, ..., 10}. Тогда цепная дробь 

принадлежит классу  в том и только в том случае,
если  – ее собственная симметрия и  = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что CF(l1, l2,
 принадлежит классу  в том и только в том

случае, если  – ее собственная симметрия и
.

В силу леммы 3.3 оператор  являет-
ся собственной симметрией дроби  и

 = 2 тогда и только тогда, когда с точностью
до перестановки индексов существуют такие дей-
ствительные числа , что  =
=  и .

Пусть . Заметим, что σ2 =

= , , ,
, =

 =  =  и
. Тогда

     
     − − − − −
     

− − − − − −     
     
     

   
   −
   

− − − − −   
   −   

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 2 1 1 0 2 0 1 0 2

, , ,
1 0 1 2 3 0 1 2 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 2 0 1 0 4

, .
2 0 1 1 2 1 1 2
0 0 0 1 0 0 0 1

∈A1 2 3 4 3CF( , , , )l l l l
∈ {1,2i 1 2 3 4CF( , , , )l l l l

iCF
iG σord( )

iG

3 4, )l l 1CF
1G

σ
1

ord( ) = 2G

∈ 4GL ( )G Z
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μ μ μ μ1 2 3 4, , , 1 2 3 4( , , , )G l l l l
μ μ μ μ3 3 4 4 1 1 2 2( , , , )l l l l μ μ μ μ1 3 2 4= = 1
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σ σ = σ σ2
2 3 4 3 σ γ σ σ α2 2 3( ) = ( ) σ γ σ α α2

3 3( ) = ( ) =
σ γ σ σ α σ α4 4 3 2( ) = ( ) = ( ) σ β + σ σ β2 2 3( ) ( ) σ β +2(
+ σ β3( )) σ − α + σ α2 3( ( ( ))) − σ α + σ σ α2 2 3( ( ) ( ))
σ β σ σ β4 2 3( ) = ( )

 
 σ α
 =
−β − α + σ α 
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l
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l

то есть . Следовательно,
G1 – собственная симметрия  и

. Обратно, предположим, G1 – соб-
ственная симметрия  и .
Тогда существует  такое, что с точностью до пе-
рестановки индексов

откуда  = 1, ,  = α,
 = γ, β + ,

 =  – (α + σ3(α)) =
= β.Существует μ4 такое, что

откуда , , σ4(γ) =
= ,  =
= . Следовательно, CF(l1,
l2, , так как числа 1,  образуют ба-
зис поля .

Для  рассуждения аналогичны. □

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Обозначим для каждого  через 
образ CFi при действии группы :

Л е м м а  6.1. Для дроби  вы-
полняется условие (i) теоремы 1 тогда и только
тогда, когда  принадлежит классу

, где .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого 

гиперболичность оператора  равно-
сильна гиперболичности оператора . При
этом собственные подпространства гиперболиче-
ского оператора однозначно восстанавливаются
по любому его собственному вектору. Остается
воспользоваться определением эквивалентности
из параграфа 1. □

Теорему 1 при помощи леммы 6.1 можно пере-
формулировать следующим образом: дробь

 имеет собственную симметрию 

=1 1 2 3 4 3 4 1 2( , , , ) ( , , , )G l l l l l l l l
1 2 3 4CF( , , , )l l l l

σ
1

ord( ) = 2G
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3 3( ) ( ) σ β − α + σ α3 3( ) = ( ( ))
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тогда и только тогда, когда она принадлежит од-
ному из классов , где .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Если
 принадлежит какому-то , то по

лемме 5.1 она имеет собственную симметрию ,
ибо действие оператора из  сохраняет
свойство существования у алгебраической цеп-
ной дроби собственной симметрии.

Обратно, пусть дробь  имеет
собственную симметрию . Положим  и
рассмотрим точки , , ,  из леммы 4.1. Обо-
значим также через , , ,  стандартный ба-
зис . Для точек , , ,  выполняется хотя
бы одно из утверждений (1)–(11) леммы 4.1.

Пусть выполняется утверждение (1) леммы 4.1.
Рассмотрим такой оператор , что

Тогда  =   =

=  и , так как по лемме 4.1

Стало быть, , т.е.
.

Рассуждения аналогичны для случаев, когда
выполняется утверждение (i) леммы 4.1, где

.
Если выполняется утверждение (11) леммы 4.1,

то, как и при выполнении утверждения (2) лем-
мы 4.1, вновь . Действительно,
пусть выполняется утверждение (11) леммы 4.1.
Рассмотрим такой оператор , что

Тогда X11(z2) = ,

 = X11  =

=  и , так как по лемме 4.1

Стало быть, , т.е.
. □

iCF ∈ …{1,2, ,10}i
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∈11 1 2 3 4 2(CF( , , , ))X l l l l CF
∈ 21 2 3 4CF( , , , )l l l l CF

7. ПРИМЕР ПАЛИНДРОМИЧНОЙ ЦЕПНОЙ 
ДРОБИ, НЕ ОБЛАДАЮЩЕЙ 

СОБСТВЕННЫМИ ЦИКЛИЧЕСКИМИ 
СИММЕТРИЯМИ

Рассмотрим вещественные числа 

и . Заметим, что , а значит
 является корнем уравнения . В

силу критерия Эйзенштейна для p = 2 многочлен
 неприводим над . Таким

образом, f(x) – минимальный многочлен для  и

Рассмотрим такие вложения  вполне
вещественного поля , что ,  =
= θ2, , . Пусть ,

, ,  – сопря-
женные поля над . Ясно, что ,  и

, .
Предположим, что . Поскольку (x –

‒ θ1) , то  – нор-
мальное расширение степени 2 поля . При
этом  = .
Пусть . Тогда φ(θ1θ2) =  =
= θ1θ2, а значит , чего не может
быть. Таким образом, .

Поскольку  – примитивный элемент
расширения , то набор чисел 1,  является

базисом K1. Положим  и .

Тогда , .

Заметим, что  и набор
чисел 1, , ,  является базисом , поскольку

Теперь, полагая, что , , , с
помощью предложения 1 можно построить алгеб-
раическую цепную дробь , где
подпространство l1 порождено вектором (1, α,

. Поскольку выполняется утверждение (1)
теоремы 1, то  – палиндромичная
цепная дробь. При этом, поскольку , то

 не обладает циклическими симмет-
риями (см. работу [11]).
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1. ВВЕДЕНИЕ

В этой статье мы будем рассматривать неодно-
родные марковские цепи, интенсивности кото-
рых при  стремятся к некоторым заранее за-
данным. Точнее, мы будем предполагать, что ин-
финитезимальная матрица  представима в
виде , где  при . Так
что если назвать цепь с матрицей интенсивностей
Q(t) исходной, а цепь с матрицей интенсивностей

 – возмущенной, то мы будем изучать так назы-
ваемую ситуацию с исчезающими возмущениями.
Такие модели возникают прежде всего в ситуации,
когда интенсивности обслуживания и/или по-
ступления требований асимптотически прибли-

→ ∞t

( )Q t
= +( ) ( ( )ˆ)Q t Q t Q t →ˆ( ) 0Q t → ∞t

( )Q t

жаются к некоторым “оптимальным”. Подобным
цепям посвящено достаточно много работ, начи-
ная с 1970-х годов. Однако круг нерешенных во-
просов по-прежнему остается широким (см., на-
пример, работы [1–5], результаты которых носят
качественный характер). Здесь мы докажем, что
при некоторых естественных условиях предель-
ные режимы исходной и возмущенной цепей сов-
падают, в отличие от предыдущих работ получим
явную оценку для построения предельного режи-
ма возмущенной цепи, а также рассмотрим при-
менение полученных результатов для нескольких
классов систем массового обслуживания.

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть X(t), , – вообще говоря, неоднород-
ная марковская цепь с непрерывным временем и
не более чем счетным пространством состояний

,  Переходные вероятности для
X(t) будем обозначать pij(s, t) =  = i},

. Пусть  –
вероятность соответствующего состояния цепи, а

 – вектор вероятностей
состояний. Предполагается, что

(1)

≥ 0t

…{0,1,  , }S < ≤ ∞0 .S
=Pr{ ( ) | ( )X t j X s

≤ ≤ ≤ ≤0 , , 0i j S s t ( ) ( ){ }= =Prip t X t i
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Sp t p t p t p t
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где  – локально интегрируемые на полуоси
 функции (интенсивности переходов), h –

“малое” приращение времени, а все  есть
 равномерно по i, т.е. .

Положим  при , aii(t) =
=  и введем в рассмотрение

матрицу , составленную из функций
. Предполагая, что

почти при всех  (т.е. за исключением множе-
ства нулевой меры), справедлива прямая система
дифференциальных уравнений Колмогорова, ко-
торая может быть записана в виде одного вектор-
ного уравнения

(2)

Заметим, что – транспонированная
инфинитезимальная матрица марковской цепи X(t).

Условимся далее через ||⋅|| (или ||⋅||1) обозначать
обычную l1-норму, т.е. для любого век-

тора x, а , если .

Пусть  т.е. множество всех
векторов с неотрицательными координатами и
единичной -нормой. Поскольку

почти при всех , то можно использовать соот-
ветствующую теорию (см., например, [6]), рас-
сматривая (2) как уравнение в пространстве l1.
В частности, задача Коши для уравнения (2) име-
ет единственное решение при любом начальном
условии, а если , то  при любом

 и любом начальном условии p(s). Обо-
значая , из (2) полу-
чаем уравнение

(3)

где ,

Пусть теперь  – “возмущенная” марков-
ская цепь с тем же пространством состояний, что и
X(t), вероятностями состояний  и транспониро-
ванной инфинитезимальной матрицей .
Отклонения возмущенных характеристик от ис-
ходных условимся обозначать соответственно

 и .

Напомним, что марковская цепь X(t) слабо эр-
годична, если для любой пары векторов ,

 – решений (2) с различными начальными
условиями имеет место  при

Пусть  и  – решения (2). Тогда из
определения вектора z(t) следуют неравенства

где z*(t) и z**(t) – векторы, соответствующие 
и .

Далее мы будем рассматривать уравнение (3)
не только в пространстве , но и в содержащемся
в нем подпространстве

(при подходящем линейном операторе ; более
подробно см. далее в разделе 3), которое будем
обозначать , а норму в нем – через . Тогда,
если при некоторых ,  и любых на-
чальных условиях  ,  неравенство

(4)

выполняется для всех , то такую марков-
скую цепь X(t) будем называть 1D-экспоненциаль-
но эргодичной (см. [7]). Заметим, что если при этом
у цепи X(t) есть стационарный (т.е. не зависящий от
времени) режим, то она является 1D-экспоненци-
ально эргодичной. Условия эргодичности, соответ-
ствующие оценки скорости сходимости, и связь их
с оценками устойчивости изучалась многими ав-
торами (см., например, [5, 7, 8, 10, 11, 13, 15, 16, 18,
19, 21, 22]).

( )ijq t
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3. ОБЩИЕ ОЦЕНКИ
Стандартные подходы для исследования мар-

ковских цепей с непрерывным временем опи-
саны в работе [7]. Однако применить их непо-
средственно в ситуации с исчезающими возму-
щениями не удается. В этом разделе впервые
приводится оценка решений уравнения (3), кото-
рая делает дальнейшие исследования возможны-
ми. При этом для большей наглядности получае-
мые результаты сформулированы в явном виде
после проведенных оценок.

Рассмотрим соответствующее (3) уравнение
для возмущенной цепи

, (5)

которое можно переписать в виде

(6)

Если обозначить через  оператор Коши
уравнения (3), то решения уравнений (3) и (6) мо-
гут быть записаны в виде:

и

Предполагая -экспоненциальную эргодич-
ность, получаем . Вводя обо-
значение , имеем в норме  сле-
дующую оценку сверху:

(7)

Первое слагаемое, очевидно, стремится к ну-
лю при . Для оценки второго и третьего сла-
гаемых будем предполагать выполненными сле-
дующие условия:

(А)  где “возмущение” 
при , причем без ограничения общности
можно предполагать, что функция χ непрерывна,
ограничена и убывает монотонно;

(В) 
З а м е ч а н и е .  Отметим, что при сделанном

дополнительном предположении о монотонно-
сти возмущений сходимость интеграла от нормы

( ) ( ) ( ) ( )= +d z t B t z t f t
dt
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dt
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DB t t ( )χ → 0t

→ ∞t

( ) ( )≤ χ1|| || .ˆ
Df t t

возмущения по промежутку от нуля до бесконеч-
ности (этот случай изучался, например, в работах
[5, 8]) является более сильным условием, чем
стремление к нулю.

Положим для сокращения записи .
Отметим, что без ограничения общности можно
считать, что , в противном случае можно
взять начальный момент времени .

Для оценки нормы решения возмущенного
уравнения обозначим оператор Коши этого урав-
нения через . Тогда в норме  имеют место
неравенства

Далее, записывая решение уравнения (6) в виде

и предполагая, что  (при некотором
) почти при всех , получаем в норме

1D неравенство

(8)

Выберем произвольно  и момент вре-
мени  так, чтобы . Поскольку

то из (7) и (8) следует искомая оценка:

(9)

Неравенство (9), с учетом произвольности ,
гарантирует стремление к нулю нормы возмуще-
ния при  и дает оценку скорости этого
стремления.

Таким образом, справедлива
Т е о р е м а  1. Пусть марковская цепь X(t) явля-

ется -экспоненциально эргодичной в некотором
подпространстве , а для возмущенной цепи

 норма возмущения стремится к нулю при
 так, что выполнены условия (A) и (B). Тогда

цепь  слабо эргодична, имеет тот же предель-
ный режим и справедлива оценка (9).

С л е д с т в и е  1. Пусть при выполнении условий
Теоремы 1 интенсивности исходной цепи X(t) явля-
ются 1-периодическими. Тогда предельный режим
возмущенной цепи  также 1-периодичен.
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С л е д с т в и е  2. Пусть при выполнении условий
Теоремы 1 интенсивности исходной цепи X(t) явля-
ются пропорциональными, т.е. все . То-
гда и невозмущенная цепь X(t) и возмущенная цепь

 сильно эргодичны и имеют одинаковые стаци-
онарные распределения.

4. ПОЛУЧЕНИЕ ОЦЕНОК ДЛЯ 
МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ 

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
При анализе моделей систем массового обслу-

живания для получения конкретных значений,
входящих в оценку (9), основную роль играет не-
равенство (4). Здесь сравнительно простым и
весьма удобным методом является метод, осно-
ванный на логарифмической норме линейной
операторной функции (см. [6, 9, 10]). Если матри-
ца линейной системы ) является су-
щественно неотрицательной (т.е. неотрицатель-
ны все ее внедиагональные элементы), то ее лога-
рифмическая норма  вычисляется по
формуле . При этом для
соответствующего оператора Коши справедлива

оценка .
Если же матрица K(t) не является существенно

неотрицательной, то чаще всего действовать при-
ходится следующим образом. Рассмотрим матри-
цу вида

(11)

и соответствующую (3) однородную систему

(12)

Полагая , приходим к уравнению

(13)

где , в отличие от B(t), для широ-
кого класса моделей систем массового обслужива-
ния уже можно сделать существенно неотрицатель-
ной за счет подбора отделенной от нуля “весовой”
последовательности  (что гарантирует вы-
полнение условия ). Отметим, что если B*(t)
может быть сделана существенно неотрицатель-
ной, то дальше основная сложность оказывается
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связанной с выбором такой “весовой” последова-
тельности, что дает точные оценки скорости схо-
димости (см. [10]). Заметим, что именно точные
оценки скорости сходимости соответствуют наи-
более точным оценкам устойчивости [22].

Опишем теперь соответствующие построения
для некоторых классических моделей.

Начнем с модели Эрланга, описывающей си-
стему с потерями , см. [1, 2, 5, 7, 10].
В этом случае число требований X(t) в системе
описывается процессом рождения и гибели с ко-
нечным числом состояний, т.е. интенсивности
переходов имеют вид:  при всех , ес-
ли , а  и ,

 Как известно, для слабой эргодич-
ности процесса X(t) необходимо и достаточно,

чтобы . Рассмотрим для опре-

деленности случай существенной интенсивности
обслуживания. Матрица преобразования в этом
случае конечна. Положим , . Тогда соот-
ветствующая логарифмическая норма оказывается

равной  и, значит, . Если, в
частности, интенсивность обслуживания  явля-
ется 1-периодической функцией времени, то фигу-
рирующие в оценке (4) параметры оцениваются

следующим образом: ; .

Рассмотрим теперь нестационарную модель об-
служивания с неограниченным числом мест ожида-
ния и S серверами , (см., например, [12,
16]) с интенсивностями поступления требований

 и обслуживания (k, S).
Как известно (см. [16]), процесс, описывающий
число требований X(t) в системе, является слабо
эргодичным, если найдется d > 1 такое, что

. Пусть S = 2 (этот случай, в

отличие от случая , является более сложным;
см., например, [9]). Положим в (11) , 
где , получаем для логарифмической нор-

мы  оценку .

В случае 1-периодических интенсивностей оцен-

ка (4) выполнена при a = , и

соответствующем значении M.
Интересно отметить, что такая же “весовая”

последовательность  позволяет ис-
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следовать совершенно другую модель системы с
неординарным входящим потоком, управляю-
щим размером очереди (см., например, [15, 17,

23]). Несмотря на сложную структуру инфините-
зимальной матрицы интенсивностей, имеющей
вид

при экспоненциальном убывании вероятностей
 поступления группы требований размера i (т.е. при

) слабая эргодичность гарантируется с оцен-

кой логарифмической нормы 

для . Тогда при 1-периодической интен-

сивности обслуживания оценка (4) выполнена

при a =  и соответствующем значе-

нии M.
Отметим, что с помощью аналогичных преоб-

разований (с существенно более сложным выбо-
ром весовой последовательности) и метода лога-
рифмической нормы удается получить явные
оценки скорости сходимости, а следовательно, и
оценки в случае исчезающих возмущений для
других классов марковских нестационарных си-
стем обслуживания, в том числе для моделей типа

 (см. [7, 20]), систем обслуживания с ка-
тастрофами (см. [9]), систем с поглощением в ну-
ле (см. [13]), систем с групповым поступлением и
обслуживанием требований и управлением, зави-
сящим от состояния (см. [9, 14]).
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We consider inhomogeneous continuous-time Markov chains with vanishing perturbations. It is proved that
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Выполняются регуляризация двух типов и агрегирование системы уравнений движения многоско-
ростной смеси вязких несжимаемых жидкостей и строятся новые многоскоростные и односкорост-
ные системы. Для всех них выводятся эллиптические уравнения для давления и диссипативные
уравнения баланса полной энергии смеси (суммы кинетической и потенциальной энергий смеси).
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Задачи динамики несжимаемых смесей имеют
многочисленные и разнообразные научные и тех-
нические приложения, и для их описания разра-
ботаны различные системы уравнений движения
несжимаемых смесей, см., в частности, [1, 2], в
том числе с регуляризацией [3]. Регуляризован-
ные квазигазодинамические (КГД) и квазигидро-
динамические (КГидД) системы уравнений вна-
чале были построены для однокомпонентных га-
зов и жидкостей [4–6], а для сжимаемых смесей
они строились и применялись для численного ре-
шения в [5, 7–10] и др. работах, для несжимаемых
смесей – недавно в [11].

В этом сообщении выполняются КГД и КГидД
регуляризация и агрегирование [9] системы урав-
нений движения многоскоростной смеси вязких
несжимаемых жидкостей из [2, 3] и последова-
тельно строятся новые многоскоростные и одно-
скоростные системы, причем последние – как со
многими, так и общей регуляризующими скоро-
стями. Для всех них выводятся уравнения баланса
полной массы, эллиптические уравнения для дав-
ления и диссипативные уравнения баланса пол-
ной энергии смеси с учетом потенциального сла-
гаемого внешних сил, причем это делается едино-
образно для регуляризаций обоих типов.

Система уравнений движения многоскорост-
ной смеси вязких несжимаемых жидкостей в [2, 3]
состоит из уравнений баланса массы и импульса
компонент

(1)

(2)

В них основные искомые функции ,
 – это объемные концентрации и

скорости k-й компоненты смеси, а также общее
давление p (определенное с точностью до адди-
тивной функции времени), зависящие от x =
= , где  – область в , и t ≥ 0, при-
чем K ≥ 2 и . Постоянные плотности ком-
понент  и плотности внешних сил  за-
даны, 1 ≤ k ≤ K. Операторы div и  бе-
рутся по x, а , . Символы  и 
обозначают тензорное и скалярное произведения
векторов, а дивергенция тензора берется по его
первому индексу.

Тензор вязкости Навье–Стокса k-й компо-
ненты смеси имеет стандартный вид

с коэффициентами вязкости  и λk ≥ 0. Здесь
 – единичный тензор порядка n.
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ЗЛОТНИК

Деление первых уравнений (1) на  приводит
к эквивалентным уравнениям баланса объемных
концентраций

(3)

Так как , то применение к ним операции
 (т.е. суммирование по ) дает важное

уравнение неразрывности

(4)

Введем плотность смеси , явля-
ющуюся функцией  (и поэтому ).
Применение операции  к первому уравнению
(1) приводит к уравнению баланса полной массы

(5)

по форме аналогичному соответствующему урав-
нению для сжимаемого газа, где u – средняя
“массовая” (т.е. с учетом плотностей компонент)
скорость смеси.

Применение операции  к уравнению (2)

дает уравнение

Применение div к нему с учетом уравнения (4)
приводит к уравнению для p

(6)

Оно равномерно эллиптическое в  (с парамет-
ром t), поскольку

Первоначальную регуляризацию первых урав-
нений (1) и уравнений (2) выполним, применив
предложенный в [12] формализм, посредством
следующих замен в них

где  – малый параметр (он может зависеть от
искомых функций); при этом здесь функция p за-
мене не подвергается. Воспользуемся формулой
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Далее имеем  согласно уравне-
нию (3). Запишем также приближенно

согласно уравнению (2), опустив в нем слагаемое
 (считая вязкость малой).

Эта процедура приводит к регуляризованной
КГД типа системе уравнений многоскоростной
смеси вязких несжимаемых жидкостей вида

(7)

В них основные искомые функции те же, а воз-
никшие регуляризующие скорости таковы

(8)

(9)

Хорошо известное КГидД типа упрощение по-
строенной регуляризованной системы уравнений
выполняется посредством замены в ней  на

 и отбрасывания слагаемого  слева в
уравнении баланса импульса (7). Положив 
для первой системы и  для второй, обе систе-
мы можно записать единообразно с параметром 

(10)

(11)

Применение операций  и  к первым
уравнениям (10) приводит к уравнению нераз-
рывности и уравнению баланса полной массы
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(13)

где по-прежнему , а  – средняя
“массовая” регуляризующая скорость смеси.
Cредняя регуляризующая скорость смеси такова

и уравнение (12) можно переписать как важное
эллиптическое уравнение для p

(14)

При  и  после деления на  оно отли-
чается от уравнения (6) только заменой в P первого
слагаемого намного более простым  без
вторых производных по x. При этом, например,
краевое условие  на  эквива-

лентно краевому условию  = –g на

, где n означает взятие нормальной компонен-
ты. Ниже для других регуляризованных систем
ситуация с краевым условием аналогичная.

Т е о р е м а  1. Пусть , где .
Для системы уравнений (10), (11) и (8), (9) при

 верно уравнение баланса полной энергии сме-
си , где  – полная
энергия k-й компоненты:

(15)

с диссипацией , где

В самом деле, пусть . В силу первого
уравнения (10) имеем
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(16)

Уравнение баланса импульса (11) умножим
скалярно на . Воспользуемся формулой

(17)

где r – скалярная функция, а v, y – вектор-функ-
ции со значениями в . Тогда с помощью перво-
го уравнения (10), умноженного на  (т.е. урав-
нения баланса массы k-й компоненты), получим

(18)

Сложим равенства (16) и (18). Выполним пре-
образования с учетом определения :

(19)

при  учтем, что 
в слагаемом с  и получим

Применим к результату операцию , вос-
пользуемся также формулами

(20)

где  означает скалярное произведение тензоров,
и с учетом уравнения (12) выведем (15).

Теорема сохраняет силу при τ = 0, когда следу-
ет обнулить ,  и , и тогда она относится к
исходной системе уравнений (1), (2).

Перейдем к агрегированным регуляризован-
ным системам уравнений односкоростной вязкой
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ЗЛОТНИК

несжимаемой смеси. Для этого аналогично [9,
раздел 2] применим операцию  к уравнению ба-
ланса импульса (11), в результате и остальных
уравнениях (10) и (8), (9) положим ,

 и выведем следующую систему с пара-
метром 

(21)

(22)

Основными искомыми функциями теперь яв-
ляются . Снова .

Возникший средний тензор вязкости Навье–
Стокса имеет стандартный вид

где средние коэффициенты вязкости  и  явля-
ются функциями  (и поэтому ), даже
если  (или ) – постоянные, не все равные друг
другу.

Регуляризующие скорости  и  при
,  переходят в следующие

(23)

(24)

Средние “массовые” регуляризующие скорости,
возникшие в уравнении (22), таковы

(25)

(26)

Выписанная система уравнений при  фор-
мально возникает из той же системы при , ес-
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ли упростить  до , w1 до w0 и отбросить 
и  в (22).

Применение операций  и  к первым
уравнениям (21) приводит к уравнениям нераз-
рывности и баланса полной массы вида

(27)

(28)

Из формул (23), (24) вытекает выражение для
средней регуляризующей скорости

(29)

Поэтому уравнение неразрывности (27) эквива-
лентно уравнению для p вида (14) c

Уравнение (28) и последнее уравнение для p ана-
логичны (13) и (14) и формально получаются из
них при , .

Для сравнения укажем, что процедура агреги-
рования в применении к исходным уравнениям
(3) и (2) приводит к следующей системе уравне-
ний

(30)

(31)

Она же возникает из системы (21), (22) при τ = 0
(в том числе обнулении ). Для нее урав-
нение неразрывности (самого стандартного вида)
и уравнения для  и p таковы

(32)

Выше в выражении для  уже учтено уравне-
ние . Уравнение для p получается исполь-
зованием в уравнении (31) вытекающей из второ-
го уравнения (32) формулы  =
=  и применения  к резуль-
тату.

Т е о р е м а  2. Пусть , где
. Для системы уравнений (21)–(26) при

 верно уравнение баланса полной энергии сме-
си :
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(33)

с диссипацией , где

Действительно, в силу уравнения баланса пол-
ной массы (28) имеем

Уравнение баланса импульса (22) умножим
скалярно на u и с помощью формулы (17) и урав-
нения (28) для ρ выведем

Сложим последние два равенства, выполним
преобразования типа (19)

с учетом определения w0, см. (26), и выведем

(34)

Преобразуем слагаемое с ∇p. Заметим сначала,
что в силу формул (26) и (29) имеем

Последняя формула позволяет записать

и далее в силу уравнения неразрывности (27) име-
ем также
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Наконец, воспользуемся формулами

(35)

и выведем уравнение баланса полной энергии
(33). В нем  в силу неравенства Коши

Уравнение (33) сохраняет силу и при τ = 0, в
том числе при обнулении , , w0 и , и тогда
оно относится к системе уравнений (30), (31).

Рассмотрим также семейство систем уравне-
ний с общей регуляризующей скоростью

(36)

(37)

(38)

где w0 дается формулой (26), а  – произ-
вольные функции (их размерность должна быть
сек–1). При  система принимает
самый простой вид

При  имеем  и

, см. (25). При  имеем

 = divu и  =
=  .

Применение операций  и  к первым
уравнениям (36) с учетом (38) и (26) приводит к
уравнениям неразрывности и баланса полной
массы и затем уравнению для p
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ЗЛОТНИК

(40)

В первых двух уравнениях теперь стоит одна и
та же регуляризующая скорость  в отличие от
предыдущих систем.

Т е о р е м а  3. Пусть , где
. Для системы уравнений (36)–(38) и (26)

верно уравнение баланса полной энергии смеси

с  и диссипацией .
Схема вывода указанного уравнения прежняя.

В силу уравнений (40) и (37) для последней систе-
мы уравнений равенство типа (34) приобретает
вид

Далее с помощью уравнений (38) и (39) имеем

Эти формулы вместе с (35) завершают вывод.
Отметим, что в данном кратком сообщении

исходное уравнение (2) было взято не в самом об-
щем виде (в том числе опущены обменные слага-

емые). Более общие варианты планируется рас-
смотреть в дальнейшем.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В статье доказываются теоремы, сформулиро-

ванные в статье [1]. В них установлена арифмети-
ческая природа значений обобщенных гипергео-
метрических рядов вида

(1)

где символ Похгаммера γn определяется равен-
ствами γ0 = 1 и  при .

Частные случай этой задачи, относящиеся к
рядам

рассмотрены в работах [1–3].
Во всех этих работах существенно использованы

аппроксимации Эрмита-Паде из работы Ю.В. Не-
стеренко [4].

Дадим необходимые для дальнейшего опреде-
ления. Символ  обозначает степень, в кото-
рой простое число p входит в разложение рацио-
нального числа a на множители. p – адическая
норма числа a определяется равенством |a|p =

( ) ( )
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−
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α … α 1 1
0

,n
mn n

n
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= λ = λ + 0 1
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, 1n n
n n
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f z z f z z

ord pa

=  Поле p – адических чисел  представ-
ляет собой пополнение поля рациональных чисел
по p – адической норме. Кольцом целых полиа-
дических чисел называется прямое произведение
колец целых p – адических чисел по всем про-
стым числам p. Теория полиадических чисел из-
ложена в книге [5]. Элементы θ кольца целых по-
лиадических чисел можно рассматривать как бес-
конечномерные векторы, координаты которых в
соответствующем поле p – адических чисел 

обозначаем . Бесконечная линейная незави-
симость полиадических чисел означает,
что для любой ненулевой линейной формы

 с целыми коэффициентами h1, ...,
 существует бесконечное множество простых

чисел p таких, что в поле  выполняется нера-

венство 

Вместе с тем представляют интерес задачи, в
которых рассматриваются простые числа только
из некоторых собственных подмножеств множе-
ства простых чисел. Будем говорить в таком слу-
чае о бесконечной линейной независимости с
ограничениями на указанное множество. Огра-
ничения на подмножества простых чисел получе-
ны при рассмотрении простых чисел из совокуп-
ностей арифметических прогрессий. Этот подход
был использован в работах В.В. Зудилина, Т. Ма-
тала-ахо, А.-М. Эрнвалл-Хитонен, Т. Сеппала [6,
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7], относящихся к так называемому ряду Эйлера

.

Каноническое представление элемента θ коль-
ца целых полиадических чисел имеет вид ряда

Разумеется, ряд, члены которого – целые числа,
сходящийся во всех полях p – адических чисел,
представляет собой целое полиадическое число.

Будем называть полиадическое число θ полиа-
дическим числом Лиувилля (или лиувиллевым по-
лиадическим числом), если для любых чисел n и P
существует натуральное число A такое, что для
всех простых чисел p, удовлетворяющих неравен-
ству , выполнено неравенство 
Легко доказать, что полиадическое число Ли-
увилля является трансцендентным элементом
любого поля p – адических чисел.

Дадим краткое описание места рассматривае-
мой задачи в общем направлении исследования
арифметической природы значений обобщенных
гипергеометрических рядов, т.е. рядов вида

Если такие ряды имеют рациональные пара-
метры, то они сводятся к E- или G-функциям Зи-
геля или к F-рядам. Это позволяет применить к
ним метод Зигеля-Шидловского в теории транс-
цендентных чисел и его модификации, см. [8–15].
Если среди параметров содержатся алгебраиче-
ские иррациональные числа, то к исследованию
арифметических свойств рядов применимы ап-
проксимации Эрмита-Паде, см. [16–18]. Этот
краткий обзор не претендует на полноту, но поз-
воляет получить представление о характере ос-
новных результатов.

Еще раз отметим, что цель работы – исследо-
вание арифметических свойств значений рядов (1),
среди параметров которых – трансцендентные
полиадические числа Лиувилля. Значения рас-
сматриваемых рядов вычисляются в точке ξ, яв-
ляющейся натуральным числом, либо в точке Ξ,
которая представляет собой полиадическое число
Лиувилля.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть λ0 – произвольное натуральное число.
Положим
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Здесь и далее символ [a] обозначает целую часть
числа a. Пусть  обозначает степень, в кото-
рой простое число p входит в разложение целого
числа a на простые множители.

Пусть λ1 – произвольное натуральное число,
удовлетворяющее условию: для любого простого
числа  выполняется неравенство

 и пусть  Здесь и
всюду далее символами Cr,  обозначены
некоторые положительные абсолютные постоян-
ные.

При  пусть λk – произвольное натураль-
ное число, удовлетворяющее условию: для любо-
го простого числа  выполняется
неравенство

(2)

и пусть

(3)

Пусть  – натуральные числа.
Пусть для любых  числа  –
неотрицательные целые и удовлетворяют нера-
венству

(4)

Пусть

(5)

(6)

Далее числа  – натуральные. Для всех
 ввиду (2)–(5) выполняется неравенство

(7)

Если для всех  выполняются равенства
, то  – натуральное число.

Докажем, что в противном случае ряд, опреде-
ленный равенством (6), представляет собой по-
лиадическое число Лиувилля. Этот ряд сходится в
любом поле  согласно (2), (3) и его сумма в
этом поле представляет собой целое p – адиче-
ское число.

Более того, наложенные условия означают, что
для любых натуральных чисел n и P существует на-
туральное число A такое, что для всех простых чи-
сел p, удовлетворяющих неравенству  выпол-

нено неравенство  Действительно,
для всех простых чисел p, удовлетворяющих нера-
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венству  при  ввиду (2)–(7),
имеем

При всех k положим

(8)

а при 

(9)

Кроме того, будем рассматривать (имеющие
вид (1)) ряды

(10)

а при 
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Коэффициенты рядов (8), (9) – натуральные чис-
ла, поэтому в любом поле  они сходятся при

 Поскольку  можно рас-
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 с некоторой постоянной C.

Следовательно,  Это неравен-
ство доказывает сформулированное утверждение.
Поэтому ряды (10), (11) также сходятся при

.

Отметим важное для дальнейшего тождество,
которое легко следует из определений (8):

(12)

Сформулируем основные результаты работы.
Пусть M – натуральное число. Рассмотрим при-
веденную систему вычетов по  Как обыч-
но, число элементов этой системы обозначается

, где  – функция Эйлера. Пусть произ-
вольным образом выбраны ρ различных элемен-
тов  этой приведенной системы вычетов.
Будем обозначать  множества натураль-
ных значений, принимаемых прогрессиями ai + Mk,

. Используя стандартное обозначение  для
множества простых чисел, будем обозначать

( ) множество простых чисел, входящих
в объединение множеств .

Т е о р е м а  1. Пусть  – натуральные
числа. Пусть

Тогда для любых целых чисел , не рав-
ных нулю одновременно и любого натурального чис-
ла ξ существует бесконечное множество простых
чисел p из множества ( ) таких, что в поле

 выполняется неравенство

(13)

Пусть натуральные числа  удовлетворяют при
любом k неравенству

(14)

Пусть

(15)

Т е о р е м а  2. Пусть  – натуральные
числа. Пусть

Тогда для любых целых чисел , не равных
нулю одновременно и числа Ξ, определенного равен-
ством (15) и условиями (14), существует бесконеч-
ное множество простых чисел p из множества

 − + − ≤
ln

1( )   
n C n

p
n n pA p

 − + − ω ≤
ln

1( ) . 
n C n

p
n p p

−
−<

1
1

m
p

pz p

− −= + α …α0, 1, 1, 1,( ) 1 ( ). k k m k m kf z zf z

mod( ).M

( )ϕ M ( )ϕ M

ρ…1  , ,a a
ρ…1  , ,a a

∈k Z P

P ρ…1  , ,a a

ρ…1  , ,a a

≥ ρ3, , m M

( ) ( ) ( )ϕ > ρ > ϕ −, 1 .M m m M m

−…0 1, , mh h

P ρ…1  , ,a a

pQ

( ) ( ) ( )− −ξ = ξ + … + ξ >0 0 1 1 0.m mp pL h f h f

ϑk

ϑ ≤ λ .k k

∞

=
Ξ = ϑ λ

0

.l l
l

≥ ρ3, , m M

( ) ( ) ( )ϕ > ρ > ϕ −, 1 .M m m M m

−…0 1, , mh h
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( ) таких, что в поле  выполняется не-
равенство

(16)

Отметим, что в неравенствах (13) и (16) символы
, …,  , …,  означают сум-

мы этих рядов в поле .

3. АППРОКСИМАЦИИ ЭРМИТА-ПАДЕ
Приведенные выше формулировки теорем от-

личаются от формулировок из статьи [1] тем, что
здесь используется обозначение m – 1 для числа,
обозначенного m в работе [1]. Это связано с тем,
что в доказательстве существенно использованы
результаты и сохранены соответствующие обо-
значения из работы Ю.В. Нестеренко [4].

При каждом натуральном k рассмотрим числа
(5) и обозначим . Для любого ,
где  полагаем

(17)

Число t определим равенством  Ис-

пользуя обычное обозначение

положим

(18)

Обозначим

(19)

Л е м м а  1. Для любого N существуют многочле-
ны  такие, что выполняет-
ся равенство

(20)
При этом степени многочленов PN,i,k(z),

 не превосходят числа , ряды
 линейно независимы над (z) и

выполняются рекуррентные соотношения:

(21)

если N = 0 или  и число N не делится на число
m – 1,

(22)

если  и число N делится на число m – 1, и для
любого 

(23)

P ρ…1  , ,a a pQ

( ) ( ) ( )− −= + … + >0 0 1 1Ξ Ξ Ξ 0.m mp pL h f h f

( )ξ0 f ( )− ξ1 ,mf ( )0  Ξf ( )−1 Ξ  mf

pQ

α =, 1m k = +N ms r
≤ ≤1  ,r m

α = α +, , .N k r k s

− =
  −

1 .
1

Nt
m

( ) ( ) ( )∞

=

α … α
α … α = 

1
0 1

0

, , , ,
!

m nn n
m m

n

F z z
n

( ) ( )+ += α … α, 0 1, ,, , , .N k m N k N m kf z F z

( ) ( )= α …α, 1, , , .t
N k k N k N ku z z f z

( ) = … −, , ,  0,1, , 1N i kP z i m

− −= + … +, ,0, 0, , 1, 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N k N k k N m k m ku z P z u z P z u z

= … −0,1, , 1i m −t s
( ) ( )−…0, 1,,  , k m kf z f z C

( ) ( ) ( )+ + += − α, 1, 1, , ,N m k N k N k N ku z u z u z

≥ 1N

( ) ( ) ( )+ + += − α, 1, 1, , ,N m k N k N k N ku z u z zu z

≥ 1N
= −0,1,..., 1i m

( ) ( ) ( )+ + += − α, , 1, , 1, , ,N m i k N i k N k N kP z P z P z

если N = 0 или  и число N не делится на число
m – 1,

(24)

если  и число N делится на число m – 1.
При этом для всех неотрицательных целых зна-

чений N имеет место равенство

(25)
где

(26)

Эта лемма доказана в работе [18]. Она является
непосредственным следствием результатов рабо-
ты [4]. Точнее говоря, все равенства (20)–(26) мо-
гут быть получены способом, указанным в работе
[18] из части утверждений, доказанных в [4] (лем-
ма 1, следствие 2, теорема 2, лемма 2).

Отметим, что из равенства (20) следуют равен-
ства

… (27)

4. ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ПРИБЛИЖАЮЩИХ ФОРМ

Рассмотрим при каждом k величину ,
..., αm, k). Из (5) и (7) следует, что

(28)
с независящей от числа k постоянной C2.

По определению, высотой H(P(z)) многочлена
P(z) с целыми коэффициентами называется мак-
симум абсолютных величин его коэффициентов.

Л е м м а  2. Пусть ,
где число sk определено равенством (3). Пусть N =
= . Тогда высота  мно-
гочлена PN,i,k(z),  не превосходит
числа

(29)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем метод мате-

матической индукции и докажем сначала, что

(30)
Основание индукции сразу следует из равенств
(27) при . При r = m получаем, ввиду
(23)

и справедливость утверждения следует из нера-
венства (28).

≥ 1N

( ) ( ) ( )+ + += − α, , 1, , 1, , ,N m i k N i k N k N kP z P z zP z

≥ 1N

( ) ( )Δ = − α …α, 1, ,1 ,mN t
N k k N kz z
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( ) ( ) ( )−= = … =1,0, 1,1, 1, 1,0, 1, , 0,k k m kP z P z P z

( ) ( ) ( )− − − −= = … =1,0, 1,1, 1, 1,0, 0, , 1.m k m k m m kP z P z P z

α1,max( k

( ) ( ) ( )≤ α … α + ≤ = 2
1, , 0 22 max , , 1 lnk m k kc k C s

∈ ≥ ∈ =4, , , kk k K s s sN N

+ ≤ ≤,1 kms r r m ( ), ,( )N i kH P z
= … −  0,1, , 1i m

( )+ 3exp ln ln ln .k k k ks s C s s

( ) ( ) ( )≤ + … +, , 0 0 0( ) 1 .N
N i kH P z c c c s
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Индуктивное предположение – пусть при не-
котором  и всех  и всех r,

 справедливы неравенства

(31)

При каждом  выполняется одно
из равенств

(32)

(33)

Из (17), (28) получаем

(34)

Если  то и в случае (32) и в случае (33) по-
лучаем

(35)

Используя (31), (34), (35), получаем, поскольку

(36)
Рассмотрим случай r = m. При каждом i,

 выполняется одно из равенств

(37)

(38)

Из (17), (28) получаем

(39)
Как в случае (37), так и в случае (38) получаем

(40)

По уже доказанному, имеем

(41)
По предположению индукции,

(42)

Из соотношений (39)–(42) получаем

≥, 1 s s = − , 0,..., 1i i m
= 1,...,  r m

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− +
− + ≤ + … + −1

1 , , 0 0 0( ) 1 1 .m s r
m s r i kH P z c c c s
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( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

+

− + + − + + − +

=
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, ,

1 1, , 1 1, 1 , , ,
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≤ − 1,r m
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( ) ( ) ( )

+
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≤
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, ,
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( ( )) ( ( )).
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H P z H P z

≤0 02 ,mc c
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( ) ( ) ( )
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+
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1 1
, , 0 0 0

1
0 0 0

1 1

1

m s r
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1
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1
0 0 0

1 1 2

2 1
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1, , 0 0 01ms
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( ) ( )

− += ≤

≤ + … + −
, , 1 , ,

0 0 0

( )

  1 1 .
ms i k m s m i k

ms

H P z H P z

c c c s

(43)

поскольку 
Индукция проведена и неравенство (30) дока-

зано.
Величина  выражается через

значения гамма-функции Эйлера равенством

(44)

Известно, что для любой постоянной величины a
и любого δ > 0 при  равномерно при

 имеет место равенство

(45)

Из (44),(45) сразу следует, что при 
(что равносильно условию: при ), имеем

(46)

Величина  с учетом (28) имеет при 
оценку сверху .

Вместе с равенством (46) и неравенствами (43)
и (36) это доказывает оценку (29) и утверждение
леммы.

С л е д с т в и е  1. Пусть  При условиях
леммы при всех  выполняется неравенство

(47)
С л е д с т в и е  2. Пусть Ξ определено равенством

(15). Пусть Ξk =  При условиях леммы при всех

 выполняется неравенство

(48)
Доказательства этих следствий практически ана-
логичны. В следствии 1 точка ξ – фиксированное
натуральное число. По лемме 1 степень много-
члена (z) равна t – s, т.е. не превосходит чис-
ла , поэтому, при 

В следствии 2 число Ξk удовлетворяет неравенству

, поэтому при 
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5. ОЦЕНКИ ДЛЯ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ 
ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

Вместе с формой L(ξ), определенной форму-
лой (13), рассмотрим форму

(49)
и связанную с ней форму

(50)

где функции  определены равенством (19).
По условию, не все из целых чисел  рав-
ны нулю. Пусть . Тогда

Ввиду неравенств (28),

(51)
По лемме 1, равенство (25) означает, что опре-

делитель (26), составленный из вычисленных в
точке ξ коэффициентов линейных форм ,
...,  определенных равенством (19), отли-
чен от 0. Поэтому среди этих форм найдутся m – 1
форм, линейно независимых с формой lk(ξ),
определенной в (50). Пусть это – формы

где

(52)
Рассмотрим определитель полученной системы
форм

(53)

представляющий собой, согласно сказанному
выше, отличное от 0 целое число.

Рассмотрим формы (49) и (50) в точке Ξk =

=  Для формы  тоже существуют m – 1

линейных форм среди форм , ...,
 линейно независимых с ней. Пусть это –

формы

где
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Отметим, что теперь выбор чисел  мо-
жет быть отличен от того выбора (52), что ранее
соответствовал определителю (53). Тем не менее
мы сохраним для определителя вновь полученной
системы из m линейно независимых форм преж-
нее обозначение .

Далее числа Ki зависят от числа h, постоянного
для рассматриваемой формы 

Л е м м а  3. Для любого  выполняются не-
равенства

(54)

(55)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По следствию 1 леммы 2,
(неравенство (47)), при 

(56)

Из неравенств (51) и (56) сразу следует (54).
Доказательство неравенства (55) дословно сов-

падает с доказательством неравенства (54). Един-
ственное различие состоит в использовании след-
ствия 2 леммы 2 (неравенства (48)). При этом K7 –
наибольшее из чисел K5 и K6.

6. ОЦЕНКИ СВЕРХУ ПРОИЗВЕДЕНИЯ НОРМ 
ПРИБЛИЖАЮЩИХ ФОРМ

Лемма 4. Пусть  где K8 – эффек-
тивная постоянная,  причем s = sk. Пусть M,

ρ – натуральные числа. Пусть 

Тогда для любого  спра-
ведливы неравенства

(57)

где произведение в левой части этого неравенства
взято по всем простым числам p из множества

( ), удовлетворяющим неравенствам

(58)

Л е м м а  5. Пусть  где K9 – эф-
фективная постоянная,  причем s = sk. Пусть

M, ρ – натуральные числа. Пусть 

Тогда для любого 
справедливы неравенства
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(59)

где произведение в левой части этого неравенства
взято по всем простым числам p из множества

( ), удовлетворяющим неравенствам (58).
Доказательство леммы 4. Из равенств (18), (19)

следует, что

Так как для любого простого числа p величина
 представляет собой це-

лое p – адическое число, то

поскольку все  – целые числа и, ввиду (52),
. Следовательно,

(60)

где произведения взяты по любому множеству
простых чисел p.

Согласно (17),

(61)

В разложение величины α1,k … αN,k на простые
множители, согласно (28), (3), входят только про-
стые числа p с условием

(62)
Оценим сверху величину произведения

(63)

взятого по всем простым числам p из множества
(a1, …, aρ), удовлетворяющим неравенствам (62).

Рассмотрим произведение

(64)

Простое число p входит в произведение (64) в сте-
пени

( )
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(65)

где символом Sx для натурального числа x обозна-
чена сумма цифр разложения этого числа по сте-
пеням p и, следовательно,

Поэтому

Поэтому степень (65), с учетом неравенств (28),
при  лежит в пределах

(66)

Рассмотрим произведение

(67)

Для каждого из произведений (67) аналогично
(66) получаем, что простое число p при 
входит в это произведение в степени, удовлетво-
ряющей неравенствам

(68)

Таким образом, из неравенств (66), (68) и равен-
ства (61) следует, что для всех рассматриваемых
простых чисел p при  выполняется нера-
венство

(69)

Неравенство (69) означает, что имеет место нера-
венство

(70)
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где произведение и сумма взяты по всем простым
числам p из множества ( ), удовлетворя-
ющим неравенствам (62). Для этих значений p
имеем оценку

(71)

Используем равенство

(72)

а также известную оценку (см. [19], стр. 129)

где суммирование ведется по всем простым чис-
лам  принадлежащим множеству ai значе-
ний любой из рассматриваемых арифметических
прогрессий. Следовательно, ввиду (62) и (72), для
таких p при  имеем

и, следовательно, ввиду (70) и (71),

(73)

где произведение взято по всем простым числам p
из множества ( ), удовлетворяющим не-
равенствам (62).

Оценим снизу произведение (63), взятое по
всем простым числам p, удовлетворяющим нера-
венству

(74)

Ввиду неравенств (66), (68) для этого произведе-
ния имеем оценку снизу

(75)

где произведение и сумма взяты по всем простым
числам p, удовлетворяющим неравенству (74).
Используя равенство (72) и следующую из (74)
оценку

оценим сумму
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(76)

Известно, что

где суммирование ведется по всем простым чис-
лам  Поэтому при  выполнено нера-
венство

(77)

Поэтому, ввиду неравенств (74)–(77), при 
имеем

(78)

Из неравенств (75) и (78) сразу следует, что

(79)

где произведение и сумма взяты по всем простым
числам p, удовлетворяющим неравенству (74).

Неравенства (73) и (79) дают справедливое при
 неравенство

где произведение взято по всем простым числам p
из множества ( ), удовлетворяющим не-
равенствам (58).

Но тогда из неравенства (60) следует, что при
условиях, что K8 – наибольшее из чисел K1,

 и , а  выполнено нера-
венство (57), т.е.

где произведение взято по всем простым числам p
из множества ( ), удовлетворяющим не-
равенствам (58). Лемма 4 доказана. 

Доказательство неравенства (59) леммы 5 до-
словно повторяет доказательство леммы 4.
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8. ОЦЕНКИ СНИЗУ ВЕЛИЧИН 

Проделаем с определителем (53) такие преоб-
разования: умножим его первый столбец на вели-
чину  и прибавим к полученному первому
столбцу остальные столбцы определителя, умно-
женные на соответствующие uj, k(ξ), , ..., m – 1.
С учетом равенств (20) и (50) получаем

(80)

Аналогично, умножим последний столбец опре-
делителя (53) на величину  и прибавим к
полученному последнему столбцу остальные
столбцы определителя, умноженные на соответ-
ствующие . С учетом ра-
венств (20) и (50), получаем

(81)

Из равенств (12) и (19) следует, что

(82)

Обозначая  алгебраическое дополнение эле-
мента, стоящего на пересечении строки с номе-
ром i и столбца с номером j определителя (80) и

 алгебраическое дополнение соответствую-
щего элемента определителя (81), соответствен-
но, получаем

(83)

(84)

Из равенств (82), (83), (84) следует

(85)

Л е м м а  6. Пусть . Тогда суще-
ствует простое число pk, удовлетворяющее нера-
венствам (58), для которого справедливы оценки

(86)

(87)
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k k k k kpL m s s C s s

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала, что
существует простое число pk, удовлетворяющее
неравенствам (58), для которого выполнено нера-
венство (86). Предположим противное, т.е. что
для всех простых чисел p, удовлетворяющее нера-
венствам (58), имеем неравенство

(88)

В равенстве (85) коэффициент при форме lk(ξ) –
целое число. Определитель (53) отличен от нуля.
Для отличных от нуля целых чисел A выполнено
неравенство

,

из которого, с учетом (54) следует, что для всех
рассматриваемых простых чисел p выполнено не-
равенство

что, вместе с (88) при  дает

(89)

Тогда равенства (85) и неравенство (89) означают,
согласно известным свойствам p – адического
нормирования, что для всех рассматриваемых
простых чисел p выполнено равенство

(90)

Так как числа  – целые, получа-
ем справедливые для всех рассматриваемых про-
стых чисел p неравенства

и из равенства (90) следует

.

Поэтому

(91)

Из (91) следует, что для любого подмножества 
множества простых чисел  имеет место неравен-
ство

(92)

По лемме 4, неравенство (57),
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где произведение в левой части этого неравенства
взято по всем простым числам p из множества

( ), удовлетворяющим неравенствам (58).
Известна формула произведения: для рацио-

нального числа 

Поэтому из неравенства (54) следует неравенство

(93)

где произведение в левой части этого неравенства
взято по всем простым числам p из множества

( ), удовлетворяющим неравенствам (58).
Полученные оценки (92), (57), (93) противоре-

чат друг другу при  ввиду неравенства

 > m – 1. При  это опро-

вергает сделанное предположение и доказывает
справедливость неравенства (86) при некотором
pk, удовлетворяющем неравенствам (58). Поскольку
lk(ξ), определенная равенством (50), отличается от
Lk(ξ), определенной равенством (49), лишь множи-
телем , из неравенств (86), (51) следует
неравенство (81) и лемма 6 доказана.

Л е м м а  7. Пусть . Тогда суще-
ствует простое число pk, удовлетворяющее нера-
венствам (58), для которого справедливы оценки

(94)

(95)

Доказательство неравенств (94), (95) дословно
повторяет доказательство леммы 6. Единственное
отличие состоит в использовании неравенства
(59) вместо неравенства (57) и неравенства (55)
вместо неравенства (54).

6. ЗАВЕРШЕНИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ 
ТЕОРЕМ 1 И 2

Рассматриваем простое число pk, удовлетворя-
ющее неравенствам (58).

Рассмотрим линейную форму

Как отмечено выше, она представляет собой це-
лое pk – адическое число, поэтому разность форм

(96)

тоже представляет собой целое pk – адическое
число. Согласно равенствам (5), (6), (8), (10)
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и при  ввиду (9) и (11),
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Рассмотрим величины
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и, при 
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При n = 0 все разности (100)–(102) равны 0.
При  представим разность (100) в виде
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Рассмотрим входящие в (103) величины

(104)

Величину
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можно рассматривать, как разность значений
многочлена  в точках  и αj.
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из неравенства (2) следует, что для любого
 выполняется неравенство

Следовательно, для определенной равенством
(105) величины выполнено неравенство

(106)

Так как  –
целое pk – адическое число, из (106) следует, что
pk – адическая норма величины (104) не превос-
ходит числа

(107)
Поэтому представленная в виде суммы (103) ве-
личина (100) удовлетворяет неравенству

(108)

Легко видеть, что для разности (101) выполняется
такая же оценка. Это означает, что все члены схо-
дящихся pk – адических рядов (97) и (98) оценива-
ются сверху величиной (107). Поэтому

(109)

Представим разность (100) в виде, аналогичном
(101), и заметим, что

Проводя аналогичные приведенным выше вы-
кладки (103)–(109), находим, что для любого

 выполняется неравенство

(110)

Из равенства (96) следует, что

(111)

поэтому неравенства (109) и (110) дают

(112)

В лемме 6 доказано, что для любого  вы-
полнено неравенство (87), т.е.

Вместе с неравенством (110) это дает

(113)
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Неравенство (113) и является доказываемым
неравенством (13).

Рассмотрим линейную форму

Как отмечено выше, она представляет собой це-
лое pk – адическое число.

Рассмотрим разность

(114)

Рассмотрим величину ( ) – ( ) и повторим
для нее рассуждения из предыдущего пункта,
проведенные для разности (111). Хотя ξ – нату-
ральное число, а Ξ – полиадическое число, при
получении оценки (112) использовалось лишь то,
что ξ – целое pk – адическое число, поэтому заме-
на ξ на Ξ не повлияет на справедливость получен-
ной оценки, иными словами, имеет место нера-
венство

(115)

Рассмотрим величину . Она имеет
вид

(116)

Каждую из разностей  предста-
вим в виде

(117)

и заметим, что величина  равна произве-
дению числа  на целое pk – адическое чис-
ло, поэтому, согласно (2) и (15)

(118)

Равенства (116), (117) и неравенство (118) означа-
ют, что

(119)

Равенство (114) и неравенства (115) и (119) дают
неравенство

(120)

Неравенства (95) леммы 7 и (120) показывают, что
при  выполняются соотношения

иными словами, доказано неравенство (16).
Для завершения доказательства теорем оста-

лось проверить, что при  справедливо не-
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равенство  Для этого, ввиду (58), доста-
точно доказать, что при  выполняется не-
равенство

Согласно (2) и (3),  и

Здесь была использована грубая оценка

Таким образом, ввиду (3),

следовательно,

что и требовалось доказать.
Таким образом, доказано, что для любых ли-

нейных форм L(ξ)и L(Ξ) существуют бесконеч-
ные множества чисел k и простых чисел pk, для
которых  и  что и утвержда-
лось в теоремах.

7. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
Из доказанных теорем не следует линейная не-

зависимость p-адических чисел 
и, соответственно,  для заданного
простого числа p.

Можно высказать гипотезу о том, что для лю-
бого простого числа p эти p-адические числа f0(ξ),
...,  и, соответственно, f0(Ξ), ...,  ли-
нейно независимы и даже алгебраически незави-
симы при определенных условиях на параметры
этих рядов.

Однако задачи доказательства этих утвержде-
ний весьма трудны и для их решения требуются
принципиально новые подходы.

Вместе с тем теорию F-рядов [14, 15] обобщен-
ного метода Зигеля–Шидловского можно уси-
лить и получить общие теоремы о бесконечной
алгебраической независимости значений рядов
из более широкого класса, содержащего ряды с
некоторыми трансцендентными параметрами.
Использование подходов работ [9–11] позволит
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( ) ( )−ξ … ξ0 1, , mf f
−Ξ … Ξ0 1( ), , ( ),mf f

− ξ1( )mf − Ξ1( ), mf

доказать бесконечную алгебраическую независи-
мость значений рассмотренных рядов вида (1).

Еще одно интересное направление исследова-
ний – исследование статистических свойств
цифр натуральных чисел, представляющих собой
частичные суммы полиадических рядов.
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Theorems on the infinite linear independence of the values of generalized hypergeometric series of the form

 are proved, among the parameters of which are transcendental polyadic Liouville num-

bers.
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В нескольких сериях независимых испытаний образцов сеноманских песчаников на установке ис-
тинно трехосного нагружения обнаружена прочностная анизотропия нетипичного вида, проявляю-
щаяся в монотонном уменьшении прочности с уменьшением угла между максимальными сжимаю-
щими напряжениями и плоскостью, соответствующей напластованию. При анизотропии данного
вида равнокомпонентное поле напряжений в массиве может вызвать вывалы на стенках скважин в
двух противоположных направлениях. Подобные вывалы наблюдались при прямом физическом
моделировании в образцах с отверстиями под действием равнокомпонентного сжатия. При анализе
каротажных измерений наличие подобных вывалов в скважинах, как правило, интерпретируется
как вызванное наличием неравнокомпонентного поля напряжений в массиве. Приведенные дан-
ные говорят о возможности иных интерпретаций.

Ключевые слова: анизотропия прочности, критерии разрушения, истинно трехосные испытания,
интерпретация данных каротажа, вывалы в скважинах, измерения напряжений в массиве горных
пород
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1. ВВЕДЕНИЕ

Осадочные горные породы представляют со-
бой гетерогенную среду, часто обладающую слои-
стой структурой, эффективные свойства которой
описываются в приближении трансверсально изо-
тропного континуума с плоскостью изотропии,
параллельной напластованию. Обычно анизотро-
пию прочности связывают с наличием площадок
ослабления, параллельных слоистости [1–4]. При
этом зависимость прочности при сжатии от угла
между максимальными сжимающими напряжени-
ями и плоскостью изотропии имеет минимум, со-
ответствующий примерно 30 градусам, и два мак-
симума, соответствующие максимальным сжима-
ющим напряжениям, приложенным по нормали и
вдоль данной плоскости, первый из которых
обычно более ярко выражен [5, 4].

Учет прочностной анизотропии необходим
при прогнозировании устойчивости скважин [6],
а также используется при анализе данных о выва-
лах в скважинах в ходе их проводки и эксплуата-
ции для оценки величин действующих в массиве
напряжений [3, 7]. Однако, помимо этого, с обра-

зованием вывалов породы на стенках скважин
связано проявление массированного пескопро-
явления в газовых скважинах и скважинах под-
земных хранилищ газа, пробуренных в слабосце-
ментированных песчаниках. Поэтому, чтобы ми-
нимизировать риск пескопроявлений и их
интенсивность, необходимо разобраться в меха-
низме появления вывалов в скважинах и понять,
какие условия залегания и деформационно-проч-
ностные свойства горных пород оказывают ос-
новное влияние на их возникновение.

2. ЭКСПЕРИМЕНТЫ: ПРИБОРЫ, 
МАТЕРИАЛЫ, ИЗМЕРЕНИЯ

Эксперименты проводились на Испытательной
системе трехосного назависимого нагружения Ин-
ститута проблем механики РАН (ИСТНН) [8, 4].
Исследовались породы сеноманского горизонта
пласта ПК1 газового и газоконденсатного место-
рождений Арктического шельфа России. Керно-
вый материал представлял собой высокопрони-
цаемый высокопористый песчаник со слабо вы-
раженной структурой напластования. Керн был
отобран из трех интервалов, в пределах каждого
интервала свойства материала были однородны-
ми, свойства пород каждого из интервалов были
также близки. Из керна для испытаний с высокой
точностью вырезались кубические образцы с реб-
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ром 40 мм, непараллельность граней не превы-
шала 20 мкм. Для каждой серии опытов образцы
по возможности изготовлялись из одного куска
керна.

Было проведено три типа испытаний. Первым
типом были так называемые трехосные испыта-
ния, каждое из которых состояло из трех циклов.
В данных опытах сначала к образцу прикладыва-
лась равная по всем граням нагрузка, далее на-
грузка по двум осям образца поддерживалась по-
стоянной, а по третьей оси s3 увеличивалась до
уровня начала неупругого деформирования ,
после чего напряжение по данной оси снижалось
до исходного уровня. На втором цикле нагрузка
по всем осям увеличивалась до следующего зна-
чения, далее шли нагружение по третьей оси до
перехода к неупругому деформированию и раз-
грузка по ней до уровня равномерного обжатия.
Аналогичным образом осуществлялось нагруже-
ние на третьем цикле, но уже при большем обжа-
тии. Напряжение обжатия на циклах составляло
2, 10 и 20 МПА, либо 1, 5 и 10 МПа. В ходе опытов
измерялись критические значения напряжения
сжатия  по третьей оси для трех величин всесто-
роннего обжатия, также определялись упругие
характеристики. Опыты данного типа проводи-
лись для трех направлений максимального на-
пряжения  относительно плоскости залегания
породы: вдоль нее, по нормали и под углом 45°.

Второй тип испытаний соответствовал воссо-
зданию в образцах напряженного состояния на
контуре горизонтальной скважины. В данном ти-
пе опытов на первом этапе образец доводился до со-
стояния всестороннего сжатия, соответствующего
исходному напряжению от горного давления, дей-
ствующему на грунтовый скелет. На втором этапе
по одной из осей напряжение (s2) продолжало уве-
личиваться, по другой (s3) – уменьшаться на ту же
величину, по третьей (s1) – сохранялось постоян-
ным: образец приводился в состояние, когда сква-
жина пробурена и давление в ней равно пластовому.
На третьем этапе моделировалось уменьшение дав-
ления на забое скважины путем роста компоненты
напряжений s2, соответствующей кольцевому на-
пряжению. Образцы вырезались и нагружались
так, чтобы угол между максимальным сжимаю-
щим напряжением и нормалью к залеганию по-
роды составлял для различных образцов 0°, 30°,
45° и 90° (что соответствовало состоянию в точках
контура горизонтальной скважины, отстоящих от
вертикальной оси на соответствующий угол). По-
дробно данный тип испытаний и программы на-
гружения описаны в [4]. В ходе этих опытов опре-
делялась величина давления на забое скважины,
при которой в данной точке контура горизонталь-
ной скважины начиналось разрушение.

3*s

3*s

3s

Третий тип испытаний состоял в прямом моде-
лировании вывалов в скважинах. Для этого в каж-
дом образце, параллельно плоскости залегания по-
роды, просверливалось центральное сквозное от-
верстие диаметром 10 мм. Во время испытаний
поток воздуха с избыточным давлением 0.01–
0.02 МПа подавался в отверстие в образце через
коаксиальный канал диаметром 9 мм в нагружаю-
щей плите. Поток воздуха выводился через анало-
гичный канал в противоположной нагружающей
плите. Нагружение осуществлялось согласно од-
ному из трех вариантов. В первом варианте при-
кладывалась одинаковая нагрузка по всем трем
осям. Второй вариант состоял в воспроизведении
условий, близких к условиям плоской деформа-
ции: образцы нагружали, как в предыдущем вари-
анте, до напряжений, приблизительно соответ-
ствующих горному давлению, затем напряжения
вдоль сторон, параллельных оси отверстия, уве-
личивались, а на гранях, нормальных оси отвер-
стия, сохранялись постоянными. Третий вариант
соответствовал условию плоского напряженного
состояния: нагрузка прикладывалась к боковым
граням образца, а грань с отверстием оставалась
свободной, что позволяло осуществлять видеоза-
пись процесса образования вывала. Поток возду-
ха в образец в этом случае не подавался, таким об-
разом, исключался фактор влияния потока на
форму образующегося вывала. Во всех вариантах,
во избежание возникновения касательных напря-
жений, способных привести к изменению кон-
фигурации вывалов, образцы разгружались одно-
временно по всем осям.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
И ОБСУЖДЕНИЕ

Было испытано 40 образцов: 12 образцов по
программе трехосных испытаний; 20 образцов по
программе, моделирующей напряженное состоя-
ние в различных точках контура горизонтальной
скважины при уменьшении давления на ее забое;
на 8 образцах осуществлялось прямое моделиро-
вание вывалов.

Основные результаты испытаний двух серий
из трех образцов по программе трехосных опытов
представлены в табл. 1. Образцы были вырезаны
из двух кусков керна, отобранных из интервалов 1
и 2 соответственно. Значения максимальных
сжимающих напряжений в зависимости от угла
их приложения относительно залегания в серии
опытов второго типа представлены в табл. 2. Пред-
ставленные в табл. 2 результаты получены на об-
разцах, вырезанных из одного куска керна интер-
вала 2.

При прямом моделировании вывалов в гори-
зонтальной скважине во всех случаях наблюда-
лось образование вывалов, ориентированных
вдоль оси керна, т.е. перпендикулярно плоскости
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залегания. Типичный результат представлен на
фото рис. 1a. Отличий в форме вывалов в случае
всестороннего трехосного сжатия и двухосного
нагружения в условиях, близких к условиям плос-
кой деформации, не выявлено. Опыты в условиях
плоского напряженного состояния продемон-
стрировали образование вывалов при более низ-
ких значениях напряжений, а также появление
сквозных трещин, параллельных свободной гра-
нице, наряду с вывалами, наблюдаемыми в дру-
гих испытаниях. Отметим, что подобные формы
вывалов в условиях равнокомпонентного нагру-
жения образцов наблюдались в экспериментах,
проводимых на ИСТНН и ранее. Так, на рис. 1б
представлена фотография образца песчаника,
отобранного из юрских отложений, после прове-
дения подобного теста. Интересно отметить, что
в этом образце отверстие было ориентировано

вдоль оси керна (по нормали к плоскости залега-
ния) и ориентация вывала не связана с направле-
нием напластования. Подобные формы разруше-
ния вблизи отверстий при сходных условиях на-
гружения наблюдались ранее также в образцах
угля [9].

Две независимых серии экспериментов, а
именно моделирование напряженного состояния
в различных точках контура горизонтальной
скважины и трехосные испытания, продемон-
стрировали наличие анизотропии прочности ис-
следуемых пород, проявляемой в монотонном из-
менении предельных напряжений при измене-
нии угла между направлением приложения
максимальных сжимающих напряжений и плос-
костью залегания породы. При этом максимум
соответствовал сжатию, приложенному по нор-
мали к данной плоскости, а минимум соответ-

Таблица 1. Результаты трехосных испытаний

Интервал 1 Интервал 2

цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E 10–3 MПa цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E 10–3 MПa

0°
1 1 18.2 1.9 1 1 14 1.6
2 5 29 3.3 2 5 26 2.7
3 10 38.2 4.1 3 10 36 4.0

90°
1 1 20 2.1 1 1 22 2.4
2 5 30 4.1 2 5 34 4.0
3 10 42 5.4 3 10 45 4.4

45°
1 1 24 2.4 1 1 23 2.3
2 5 38 4.1 2 5 33 3.8
3 10 49 5.3 3 10 44 4.3

Таблица 2. Результаты испытаний по программе, моделирующей напряженное состояние на контуре горизон-
тальной скважины
Угол между максимальными напряжениями и плоскостью залегания, град 0 30 45 90
Предельное максимальное напряжение s2, МПа 29.5 34.2 34.7 40.1

Рис. 1. Отверстия с вывалами после испытания образцов из месторождения: (а) сеноманский песчаник, отверстие
вдоль плоскости залегания; (б) юрский песчаник, отверстие по нормали к плоскости залегания.

(a) (б)
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ствовал сжатию вдоль данной плоскости. В опы-
тах по прямому моделированию разрушения во-
круг цилиндрического отверстия разрушения
наблюдались именно в точках, соответствующих
минимальной прочности.

Полученный результат, состоящий в монотон-
ном изменении прочности породы при измене-
нии угла между направлением действия макси-
мальных сжимающих напряжений и плоскостью
залегания, достаточно неожиданен. Дело в том,
что проявление анизотропии прочности горных
пород обычно связывают исключительно с нали-
чием в породе плоскостей ослабления, обуслов-
ленных обычно наличием напластования в плос-
костях залегания [2, 3]. В этом случае наимень-
шая прочность должна отвечать точкам, где
преобладают напряжения сдвига вдоль плоско-
стей ослабления, что соответствует, в зависимо-
сти от коэффициента внутреннего трения, углам
около 30°. В описанных выше опытах подобного
не наблюдалось.

Возможность проявления обнаруженного ти-
па прочностной анизотропии в породах необхо-
димо учитывать при проектировании и эксплуа-
тации скважин для предотвращения разрушения
и пескопроявлений, а также при анализе сква-
жинных измерений, поскольку наличие несим-
метричных вывалов, подобно наблюдаемых в
описанных экспериментах, как правило, тракту-
ется как вызванное наличием неравнокомпо-
нентного поля напряжений [7], подобная интер-
претация может быть не всегда верной.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
При испытаниях образцов слабосцементиро-

ванных песчаников обнаружена прочностная
анизотропия нетипичного вида, проявляющаяся в
монотонном уменьшении прочности с уменьшени-
ем угла между максимальными сжимающими на-
пряжениями и плоскостью залегания породы. Для
сеноманских песчаников данный феномен наблю-
дался в нескольких сериях независимых опытов с
использованием различных программ нагруже-
ния.

Анизотропия данного вида способна вызывать
вывалы в скважинах, направленные в двух проти-
воположных направлениях, под действием рав-
нокомпонентного поля напряжений в массиве.
Появление подобных вывалов наблюдалось при
прямом физическом моделировании на образцах
с отверстиями под действием равнокомпонент-
ного сжатия как исследуемых сеноманских пес-
чаников, так и других пород.

Поскольку появление подобных вывалов в
скважинах и их направление при анализе каро-
тажных измерений, как правило, интерпретиру-
ется как вызванное наличием неравнокомпо-

нентного поля напряжений в массиве и использу-
ется для определения их ориентации и величины,
полученные данные заставляют по-иному взгля-
нуть на проблему интерпретации скважинных из-
мерений: по крайней мере, заставляют учитывать
возможность иных интерпретаций, кроме разли-
чия в величинах действующих напряжений.

Наличие прочностной анизотропии, особенно
данного типа, необходимо учитывать при проек-
тировании и эксплуатации скважин с целью сни-
жения риска разрушения и предотвращения или
минимизации пескопроявлений, вызванных раз-
рушением породы. В особенности это относится
к слабосцементированным высокопроницаемым
породам коллекторов газовых, газоконденсатных
месторождений, пластов-объектов хранения газа
ПХГ.
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ON THE ATYPICAL STRENGTH ANISOTROPY
OF WEAKLY CEMENTED SANDSTONES

Academician of the RAS D. M. Klimova, V. I. Kareva, Yu. F. Kovalenkoa, and K. B. Ustinova

a Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

An atypical strength anisotropy manifesting itself in a monotonous decrease in strength with a decrease in the
angle between the maximum compressive stresses and the plane corresponding to the bedding was found in
several series of independent tests of samples of Cenomanian sandstones on a true triaxial loading facility. An
equal component stress field in the massif can cause breakouts on wells walls in two opposite directions. Such
breakouts were observed in direct physical modeling in samples with holes under the action of equal compo-
nent compression. Such breakouts in wells is usually interpreted in the analysis of logging measurements, as
caused by the presence of an unequal component stress field in the rock mass. The data given indicate the
possibility of other interpretations.
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