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Введение

Сопряженные уравнения все более активно начинают проникать
в различные области математики и ее приложений. Первоначаль-
но определенные Лагранжем сопряженные операторы нашли глубо-
кое теоретическое обоснование и широкое применение при решении
многих задач математической физики. Но истинное значение теории
сопряженных уравнений, пожалуй, было впервые оценено физиками
при развитии квантовой механики. Уравнение Шредингера потребова-
ло развития аппарата сопряженных уравнений и функций по крайней
мере для задач на собственные значения [275]. Здесь впервые сопря-
женные уравнения становятся необходимым математическим аппара-
том для формулирования теории малых возмущений в спектральных
проблемах.

В дальнейшем теория возмущений привлекала внимание многих
исследователей. Первая математически строгая теория возмущений,
по-видимому, начинается с работ Ф. Реллиха [264, 265]. Дальней-
шее развитие математическая теория возмущений получила в работах
К. О. Фридрихса, Т. Като [212], Н. Н. Боголюбова и Ю. А. Митро-
польского [14], А. Б. Васильевой и В. Ф. Бутузова [24], М. И. Виши-
ка и Л. А. Люстерника [26–28], Б. Секефальви-Надя, С. А. Ломова
[71], Н. Н. Моисеева [131], В. П. Маслова [125], В. А. Треногина
[157], Р. Беллмана [187], М. Д. ван Дейка [285], А. Н. Филатова
и многих других. Эти работы продолжили развитие теории возмуще-
ний в применении к широким классам задач математической физики.
Однако объединяющей идеей всех этих работ, как правило, являлась
возможность разложения решения по малому параметру и обоснова-
ния сходимости полученного ряда к точному решению задачи.

Следующий этап активного интереса к сопряженным уравнениям
и теории малых возмущений следует отнести к теории ядерных реак-
торов, где сложные задачи теории переноса нейтронов с замедлением
их в средах потребовали формулирования соответствующих сопря-
женных уравнений и решения основных и сопряженных уравнений
применительно к оценке первого собственного числа спектральной
задачи, связанной с реализацией стационарной цепной реакции. Эти
работы начались с исследований А. Вайнберга и Е. Вигнера для про-
стейших так называемых диффузионно-возрастных моделей переноса
и замедления нейтронов и были в дальнейшем обобщены на кинети-
ческие уравнения реактора в работах Л. Н. Усачева [159], Г. И. Мар-
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чука и В. В. Орлова [116], А. И. Могильнера и В. Я. Пупко (см.
[148]) и др. Созданная на базе основных и сопряженных уравнений
теория малых возмущений сыграла большую роль в развитии физики
реакторов и в реализации проектов атомных электростанций.

Новый подход к сопряженным задачам сформулирован в работе
Б. Б. Кадомцева [55] для точечного источника в задаче переноса
нейтронов. В работе Г. И. Марчука и В. В. Орлова [116] дана об-
щая формулировка сопряженных задач, по отношению к линейным
функционалам, которыми, в частности, могут быть измерения физи-
ческих процессов, свойственных теории переноса излучения. Это уже
не спектральные задачи, а задачи математической физики с задан-
ными источниками в самих уравнениях, начальных данных или в
граничных условиях.

В дальнейшем в работах автора было дано развитие теории сопря-
женных задач по отношению к заданным функционалам для неко-
торых классов задач математической физики. Оно оказалось плодо-
творным и для многих других направлений науки. В результате по-
явились более или менее общие подходы к исследованию сложных
систем и математических моделей. Эти подходы явились основным
содержанием многолетних исследований автора в различных обла-
стях математики и ее приложениях к проблемам диффузии, моделям
охраны окружающей среды, теории климата и его изменений, мате-
матическим проблемам обработки информации со спутников, матема-
тическим моделям в иммунологии и др. Вместе с развитием методов
сопряженных уравнений формировался рациональный подход к реше-
нию обратных задач и к планированию математического эксперимен-
та. Вопросы планирования были исследованы автором в сотрудниче-
стве с С. М. Ермаковым [106].

Теперь несколько слов о нелинейных задачах математической фи-
зики. Как известно, математический аппарат сопряженных уравне-
ний в своей классической форме развит только для линейных задач
и основан на тождестве Лагранжа. При рассмотрении уравнений гид-
ротермодинамики процессов в атмосфере и океане автор столкнулся
с нелинейными задачами, которые требовали развития специального
аппарата сопряженных уравнений. Эта задача нашла неожиданное ре-
шение на основе построения обычных сопряженных в смысле Лагран-
жа уравнений, которые в своих коэффициентах требовали использо-
вания решения основных уравнений. В результате последовательное
решение основных и затем сопряженных уравнений позволило раз-
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вить теорию малых возмущений.
В последние годы нелинейные задачи становятся объектом широ-

кого фронта исследований. И, естественно, при этом возникают те
или иные обобщения теории сопряженных уравнений, имеющие ори-
гинальное значение для классов задач. Большой интерес здесь вы-
зывают подходы, сформулированные в работах В. П. Маслова [124],
а также В. С. Владимирова и И. В. Воловича [34, 35]. По-видимому,
плодотворной окажется также теория нелинейных сопряженных урав-
нений, предложенных М.М. Вайнбергом [20]. Исследованию данных
вопросов посвящены также работы автора совместно с В. И. Агошко-
вым [97, 243, 244].

Естественно, что столь широкий набор проблем, связанных с при-
менением сопряженных уравнений, нуждался в математическом обос-
новании. Этому посвящена специальная монография, написанная ав-
тором совместно с В. И. Агошковым и В. П. Шутяевым [100]. В ней
не только рассмотрены вопросы сопряженных уравнений и задач, но
и исследована теория возмущений в довольно общем виде со строгим
математическим обоснованием новых проблем.

Так как теоретическое обоснование сопряженных уравнений и их
применение к решению задач математической физики продвинуты
в специальной литературе достаточно глубоко, автор в настоящем из-
дании делает попытку привлечь внимание к этим новым подходам
более или менее широкого круга научных сотрудников, инженеров-
исследователей и студентов старших курсов, которые, возможно, по-
лучат некоторый импульс к созданию технологии проектирования или
планирования экспериментов при решении прикладных задач. Эти
подходы позволяют во многих случаях получить необходимые све-
дения о физических процессах и неизвестных параметрах сложных
систем. Имея в виду этот круг читателей, автор будет стремиться
к простой форме изложения. Обобщение обсуждаемых методов и их
строгое математическое обоснование могут быть проведены на осно-
ве специальной литературы, список которой читатель найдет в конце
книги.

И в заключение хотелось бы отметить еще одну важную особен-
ность рассматриваемой теории сопряженных задач. Именно с их по-
мощью удается вплотную подойти к проблемам оптимального управ-
ления, широко продвинутым в трудах Р. Беллмана [187], Л. С. Понт-
рягина [146], Н. Н. Красовского [59], Ж.-Л. Лионса [229], Р. Гло-
винского [208] и многих других исследователей, и проблеме чувстви-

10



11

тельности решения основных задач или функционалов от их реше-
ний по отношению к входным данным. А это, в свою очередь, поз-
волит глубже проникнуть в природу моделируемых процессов и уточ-
нить математические постановки задач. Особенно это важно в случае
нелинейных задач, которые обычно чрезвычайно трудны для анализа
и интерпретаций. И здесь значение теории сопряженных задач трудно
переоценить.

11



12

Часть I

Сопряженные уравнения
и теория возмущений

В этой части книги излагаются основы теории сопряженных урав-
нений и алгоритмов возмущений и их применение для решения задач
математической физики. Рассмотрены вопросы, связанные с исполь-
зованием сопряженных уравнений и алгоритмов возмущений для ре-
шения неоднородных стационарных и нестационарных задач, задач на
собственные значения, вычисления линейных функционалов (гл. 1, 2).
Отдельная глава посвящена изложению материала по теории сопря-
женных уравнений и алгоритмов возмущений в нелинейных задачах
(гл. 3). В главе 4 рассматриваются постановки обратных задач мате-
матической физики на основе методов сопряженных уравнений и тео-
рии возмущений. Излагаемый материал иллюстрирован конкретными
примерами, которые также могут быть полезными при рассмотрении
более сложных практических задач.

12



Глава 1

Основные и сопряженные
уравнения. Теория
возмущений

В настоящей главе будут рассмотрены простейшие задачи мате-
матической физики, даны элементы теории самосопряженных и со-
пряженных задач в применении к дифференциальным уравнениям
и сформулированы основные принципы теории возмущений. Основ-
ным математическим аппаратом для построения сопряженных урав-
нений будет являться тождество Лагранжа. В настоящей главе бу-
дут рассмотрены простейшие задачи математической физики, даны
элементы теории самосопряженных и сопряженных задач в примене-
нии к дифференциальным уравнениям и сформулированы основные
принципы теории возмущений. Основным математическим аппаратом
для построения сопряженных уравнений будет являться тождество
Лагранжа.

1.1. Основные и сопряженные операторы
в линейных задачах. Элементы теории

Рассмотрим пример простейшего дифференциального оператора вто-
рого порядка

A = − d2

dx2
, (1.1.1)

13

13



14

действующего на вещественные функции υ, которые обладают следу-
ющими свойствами:

а) υ(x) определены в области Ω = (0, 1), они непрерывны и дважды
дифференцируемы во всех внутренних точках этой области;

б) υ(x) квадратично суммируемы на Ω вместе со своими производ-
ными dυ/dx и d2υ/dx2, т. е.

1∫

0

{(
d2υ

dx2

)2

+

(
dυ

dx

)2

+ υ2(x)

}
dx < ∞. (1.1.2)

Известно, что вещественные функции υ(x), обладающие свойством
1∫
0

υ2(x) dx < ∞, образуют гильбертово пространство функций H =

= L2(Ω). Далее предположим, что функции υ(x) принимают задан-
ные значения на границе области Ω при x = 0 и x = 1, например

υ(0) = υ(1) = 0. (1.1.3)

Обозначим множество функций υ(x), удовлетворяющих условиям
а), б) и (1.1.3), через D(A). Будем называть это множество областью
определения оператора A.

Для функций υ(x) и ω(x) в гильбертовом пространстве H с обла-
стью определения Ω = (0, 1) введем в рассмотрение скалярное произ-
ведение

(υ, ω) =

1∫

0

υω dx. (1.1.4)

Подействуем теперь оператором A на функцию υ(x)∈D(A). В ре-
зультате будем иметь новую функцию Aυ, также определенную
в Ω = (0, 1) и принадлежащую H. Рассмотрим скалярное произве-
дение функции Aυ и ω:

(Aυ, ω) = −
1∫

0

ω
d2υ

dx2
dx (1.1.5)

и проинтегрируем полученное выражение (1.1.5) по частям, тогда

(Aυ, ω) = −ω
dυ

dx

∣∣∣∣
x=1

x=0

+

1∫

0

dω

dx

dυ

dx
dx. (1.1.6)
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Внеинтегральный член в правой части (1.1.6) обращается в нуль,
в силу того что υ ∈ D(A), а каждая функция этого множества по
предположению (1.1.3) равна нулю на границах интервалов. В ре-
зультате соотношение (1.1.6) перейдет в следующее:

(Aυ, ω) =

1∫

0

dω

dx

dυ

dx
dx. (1.1.7)

Интеграл в (1.1.7) еще раз возьмем по частям. Получим

(Aυ, ω) =
dω

dx
υ

∣∣∣∣
x=1

x=0

−
1∫

0

υ
d2ω

dx2
dx. (1.1.8)

Внеинтегральный член в этом соотношении в силу условия (1.1.3)
также обратится в нуль. И в результате мы будем иметь

(Aυ, ω) = −
1∫

0

υ
d2ω

dx2
dx. (1.1.9)

Сравнивая соотношения (1.1.5) и (1.1.9), мы приходим к выводу,
что

(Aυ, ω) = (υ,Aω). (1.1.10)

Выражение (1.1.10) является тождеством Лагранжа для симмет-
ричных операторов. Иначе говоря, если для функций υ, ω ∈ D(A)
имеет место равенство (1.1.10), то оператор A является симметрич-
ным. Оператор A можно назвать также формально самосопряженным.

Напомним далее некоторые положения из теории спектральных за-
дач для самосопряженных операторов. Пусть мы имеем спектральную
задачу

Aυ = λυ, (1.1.11)

где оператор A по-прежнему определен в виде (1.1.1), а функция
υ ∈ D(A) и, следовательно, удовлетворяет однородным граничным
условиям (1.1.3). В случае рассматриваемой простейшей задачи опе-
раторная запись (1.1.11) может быть заменена дифференциальной:

d2υ

dx2
+ λυ = 0, υ(0) = υ(1) = 0. (1.1.12)

15



16

Требуется найти все ненулевые решения задачи (1.1.12). Известно,
что такими решениями являются функции

υk(x) = sin kπx, k = 1, 2, . . . , (1.1.13)

при этом
λk = k2π2.

Нетрудно показать, что система собственных функций (1.1.13) ор-
тогональна, т. е.

1∫

0

υk(x)υn(x) dx =

{
1/2, если k = n,
0, если k �= n.

(1.1.14)

Известно, что функции (1.1.13) образуют полную систему, которая
позволяет представить в виде ряда любую функцию из H = L2(Ω).

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение

Aυ = f, (1.1.15)

где A по-прежнему определен в виде (1.1.1), а f – функция источни-
ка, принадлежащая гильбертову пространству H, с областью опреде-
ления Ω = (0, 1). В дифференциальной форме мы будем иметь задачу

−d2υ

dx2
= f, υ(0) = υ(1) = 0. (1.1.16)

Уравнение из (1.1.16) умножим на функцию υk(x) из (1.1.13) и ре-
зультаты проинтегрируем по всей области определения решения Ω.
Получим

−
1∫

0

υk
d2υ

dx2
dx =

1∫

0

fvk dx. (1.1.17)

Введем обозначение
1∫

0

fvk dx = fk

и функцию υ(x) представим в виде ряда Фурье

υ =
∞∑
n=1

αnvn. (1.1.18)
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Подставим (1.1.18) в соотношение (1.1.17) и воспользуемся тем,
что любая функция υk(x) удовлетворяет задаче

Aυn = λnvn. (1.1.19)

Тогда
∞∑
n=1

αnλn

1∫

0

υn(x)υk(x) dx = fk.

Используя условие ортогональности (1.1.14), получаем выражение
для коэффициентов Фурье

λkαk

2
= fk,

или

αk =
2fk
λk

.

Таким образом, решение задачи (1.1.16) будет иметь вид

υ = 2
∞∑
n=1

fnυn(x)

λn

. (1.1.20)

Приведем конкретный пример. Пусть f(x) = sin πx. В этом случае
задача (1.1.15) имеет вид

−d2υ

dx2
= sin πx, x ∈ (0, 1),

υ(0) = υ(1) = 0.

Используя функции υk(x) из (1.1.13), вычисляем fk:

fk =

1∫

0

fυk dx =

1∫

0

sin πx sin πkx dx =
1

2
δ1k,

где

δ1k =

{
0, k �= 1,
1, k = 1.

Теперь, зная fk и λk = k2π2, по формуле (1.1.20) определяем реше-
ние υ. Оно имеет вид

υ = 2
∞∑
n=1

fnυn(x)

λn

=
∞∑
n=1

δ1nυn(x)

n2π2
=

1

π2
υ1(x) =

1

π2
sin πx,
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в чем нетрудно убедиться непосредственной проверкой.
Переходим теперь к рассмотрению частного примера несамосопря-

женного оператора. Предположим, что

A = − d2

dx2
+

d

dx
.

Так же как и раньше, предположим, что A действует на функции
υ, принадлежащие множеству D(A), определенному выше свойствами
а) и б) и условием (1.1.3).

Составим скалярное произведение функции Aυ, где υ ∈ D(A),
и ω ∈ D(A∗) с областью определения Ω = (0, 1). Заметим, что множе-
ство D(A∗), которому принадлежат элементы ω, пока не определено.
Свойства этого множества будут уточнены в процессе дальнейших
преобразований, которые должны привести нас к тождеству Лагран-
жа. Итак, рассмотрим соотношение

(Aυ, ω) = −
1∫

0

ω
d2υ

dx2
dx+

1∫

0

ω
dυ

dx
dx. (1.1.21)

Выполним двукратное интегрирование по частям первого из вы-
ражений в правой части (1.1.21) и однократное интегрирование по
частям второго с учетом условий (1.1.3):

υ(0) = υ(1) = 0. (1.1.22)

Потребуем далее, чтобы для ω(x) также выполнялись аналогичные
условия

ω(0) = ω(1) = 0. (1.1.23)

Тогда внеинтегральные члены обратятся в нуль и мы получим вы-
ражение (1.1.21) в виде

(Aυ, ω) = −
1∫

0

υ
d2ω

dx2
dx−

1∫

0

υ
dω

dx
dx. (1.1.24)

Итак, в процессе получения соотношения (1.1.24) мы выполнили
ряд преобразований, которые требуют не только квадратичной сум-
мируемости на Ω = (0, 1) функции ω(x), но и ее производных dω/dx,
d2ω/dx2, т. е.
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1∫

0

{(
d2ω

dx2

)2

+

(
dω

dx

)2

+ ω2(x)

}
dx < ∞.

Если к этим свойствам еще добавить условие на границе (1.1.23)
для функции ω(x), т. е.

ω(0) = ω(1) = 0,

то мы приходим к множеству D(A∗). Если далее ввести обозначение

A∗ = − d2

dx2
− d

dx
,

то соотношение (1.1.24) окончательно запишем в виде

(Aυ, ω) = (υ,A∗ω), υ ∈ D(A), ω ∈ D(A∗). (1.1.25)

Соотношение (1.1.25) является тождеством Лагранжа. В этом слу-
чае мы уже имеем два оператора: основной A и сопряженный
к нему A∗.

Уравнение вида
Aυ = f

с оператором A и некоторой правой частью f ∈ H будем называть
основным уравнением, а неоднородное уравнение с оператором A∗

вида
A∗ω = p

будем называть сопряженным уравнением. Здесь p – пока произволь-
ная функция, вид и свойства которой будут определяться в зависимо-
сти от решаемой задачи. Уравнения Aυ = f и A∗ω = p в дифференци-
альной форме имеют вид

−d2υ

dx2
+

dυ

dx
= f(x), x ∈ (0, 1),

υ(0) = υ(1) = 0,

−d2ω

dx2
− dω

dx
= p(x), x ∈ (0, 1),

ω(0) = ω(1) = 0
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и называются основной и сопряженной задачами соответственно.
Приведем численный пример. Рассмотрим f(x) = x(1−x), p(x) = 1.

Тогда задачи Aυ = f и A∗ω = p принимают вид

−d2υ

dx2
+

dυ

dx
= x(1− x), x ∈ (0, 1),

υ(0) = υ(1) = 0,

−d2ω

dx2
− dω

dx
= 1, x ∈ (0, 1),

ω(0) = ω(1) = 0.

Для численного решения этих задач был применен метод конечных
разностей на равномерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , N, h = 1/N,
и построены схемы второго порядка аппроксимации по h. Полученные
при этом трехдиагональные системы линейных алгебраических урав-
нений были решены методом факторизации, или прогонки (см., на-
пример, [79]). Графики решений основной и сопряженной задач при-
ведены на рисунке 1.1.

Рис. 1.1

В случае несамосопряженного оператора видоизменяется и форму-
лировка спектральной задачи. В самом деле, для вещественных υ и ω
рассматриваются теперь две задачи: основная

Aυ = λυ (1.1.26)
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и сопряженная
A∗ω = λω. (1.1.27)

В дифференциальном представлении имеем основную задачу

−d2υ

dx2
+

dυ

dx
= λυ, υ(0) = υ(1) = 0, (1.1.28)

и сопряженную к ней

−d2ω

dx2
− dω

dx
= λω, ω(0) = ω(1) = 0. (1.1.29)

Нетрудно найти все решения задач (1.1.28), (1.1.29):

υk(x) = ex/2 sin kπx, k = 1, 2, . . . , (1.1.30)

ωn(x) = e−x/2 sinnπx, n = 1, 2, . . . ; (1.1.31)

они отвечают собственным значениям λk = 1/4 + π2k2. Очевидно, что
υk(x) не ортогональны друг другу, так же как не ортогональны друг
другу ωn(x). Однако имеет место биортогональность функций υk(x)
и ωn(x), т. е.

(υk, ωn) = 0 при k �= n, (1.1.32)

и отличным от нуля это скалярное произведение будет только при
k = n. Для простейшего нашего случая оно равно

(υn, ωn) = 1/2. (1.1.33)

Итак, мы пришли к условию биортогональности. Биортогональ-
ность и полнота функций {υk} и {ωn} потребуются нам при разло-
жении функций из H в ряды Фурье.

Обратим внимание на метод определения множества D(A∗) по за-
данному основному оператору A. Указанные свойства D(A∗) будем
определять всякий раз, имея в виду конкретную постановку зада-
чи в дифференциальной или интегро-дифференциальной постановке.
Метод проиллюстрируем на простейшем примере оператора

A = − d2

dx2
+

d

dx
. (1.1.34)
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На этот раз предположим, что оператор A действует на функции
υ ∈ D(A) ⊂ H, которые удовлетворяют только свойствам а) и б). Что
касается граничных условий, то мы их выберем в виде

dυ

dx
+ βυ = 0 x = 0,

υ = 0 x = 1,
(1.1.35)

где β – некоторая заданная константа. Пусть функции ω ∈ D(A∗)
(свойства которых нам пока неизвестны). Будем определять их после-
довательно, предположив, что все дальнейшие преобразования с функ-
циями ω обоснованны. А в заключение сформулируем апостериори те
свойства, которые обеспечивают такое предположение.

Итак, рассмотрим, как и прежде, выражение (1.1.21):

(Aυ, ω) = −
1∫

0

ω
d2υ

dx2
dx+

1∫

0

ω
dυ

dx
dx. (1.1.36)

Выражение справа в (1.1.36) проинтегрируем по частям: первый
член – дважды, а второй – один раз. Тогда

(Aυ, ω) = − ω(1)
dυ

dx

∣∣∣∣
x=1

+ ω(0)
dυ

dx

∣∣∣∣
x=0

+
dω

dx

∣∣∣∣
x=1

υ(1) −

− dω

dx

∣∣∣∣
x=0

υ(0) + ω(1)υ(1)− ω(0)υ(0) + (υ,A∗ω),

(1.1.37)

где

A∗ = − d2

dx2
− d

dx
.

Для того чтобы имело место строгое тождество Лагранжа (1.1.24):
(Aυ, ω) = (ω,A∗ω), необходимо, чтобы внеинтегральные члены
в (1.1.37) обратились в нуль, т. е. чтобы выполнялось соотношение

−ω(1)
dυ

dx

∣∣∣∣
x=1

+ ω(0)
dυ

dx

∣∣∣∣
x=0

+
dω

dx

∣∣∣∣
x=1

υ(1) −

− dω

dx

∣∣∣∣
x=0

υ(0) + ω(1)υ(1)− ω(0)υ(0) = 0.

(1.1.38)
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Выражение (1.1.38) несколько упростим, использовав условия
(1.1.35) на функции υ ∈ D(A), т. е.

dυ

dx

∣∣∣∣
x=0

+ βυ(0) = 0, υ(1) = 0. (1.1.39)

Исключим
dυ

dx
(0) в (1.1.38), приняв

dυ

dx
(0) = −βυ(0). И, положив

υ(1) = 0, соотношение (1.1.38) запишем в виде

−ω(1)
dυ

dx

∣∣∣∣
x=1

− βω(0)υ(0)− dω

dx

∣∣∣∣
x=0

υ(0)− ω(0)υ(0) = 0. (1.1.40)

Приведя подобные члены при
dυ

dx
|x=1 и υ(0), получим

−ω(1)
dυ

dx

∣∣∣∣
x=1

−
[
(β + 1)ω(0) +

dω

dx

∣∣∣∣
x=0

]
υ(0) = 0. (1.1.41)

Равенство (1.1.41) должно выполняться при произвольных
dυ

dx
(1)

и υ(0). В этом случае необходимо положить

ω(1) = 0, (β + 1) ω(0) +
dω

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0.

В результате приходим к граничным условиям для всех функций
ω ∈ D(A∗):

dω

dx
+ (β + 1)ω = 0 x = 0,

ω = 0 x = 1.
(1.1.42)

Теперь подведем итог и сформулируем все требования к функци-
ям ω ∈ D(A∗). При получении тождества Лагранжа мы выполнили
ряд преобразований, которые требуют квадратичной суммируемости
на Ω = (0, 1) функции ω(x) вместе с ее производными dω/dx, d2ω/dx2.
Кроме того, каждая функция ω ∈ D(A∗) должна удовлетворять гра-
ничным условиям (1.1.42). При выполнении этих условий имеет место
тождество Лагранжа и оператор A∗ на ω ∈ D(A∗) является сопряжен-
ным к A.

В этом случае неоднородное уравнение

Aυ = f (1.1.43)
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с оператором A из (1.1.34) представляет собой краевую задачу вида

−d2υ

dx2
+

dυ

dx
= f(x), x ∈ (0, 1),

dυ

dx
+ βυ = 0 x = 0,

υ = 0 x = 1,

(1.1.44)

а сопряженное уравнение
A∗ω = p (1.1.45)

с некоторой правой частью p(x) имеет соответственно вид

−d2ω

dx2
− dω

dx
= p(x), x ∈ (0, 1),

dω

dx
+ (β + 1)ω = 0 x = 0,

ω = 0 x = 1.

(1.1.46)

Для иллюстрации приведем два численных примера. Рассмотрим

β = −5, f(x) =

{
1, x ∈ [0; 0, 3],
0, x �∈ [0; 0, 3];

p(x) =

{
1, x ∈ [0, 8; 1],
0, x �∈ [0, 8; 1].

Тогда задачи (1.1.44) и (1.1.46) принимают вид

−d2υ

dx2
+

dυ

dx
= f(x), x ∈ (0, 1),

dυ

dx
− 5υ = 0 x = 0,

υ = 0 x = 1,

(1.1.47)

−d2ω

dx2
− dω

dx
= p(x), x ∈ (0, 1),

dω

dx
− 4ω = 0 x = 0,

ω = 0 x = 1.

(1.1.48)

Для численного решения этих задач были использованы простей-
шие конечно-разностные схемы второго порядка аппроксимации на
равномерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , N, h = 1/N. Полученные
при этом трехдиагональные системы линейных уравнений были ре-
шены методом факторизации [79]. Графики решений основной и со-
пряженной задач (1.1.47) и (1.1.48) приведены на рисунке 1.2.
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Рис. 1.2

Пусть теперь

β = −1, f(x) =

{
1, x ∈ [0, 7; 1],
0, x �∈ [0, 7; 1];

p(x) =

{
1, x ∈ [0; 0, 3],
0, x �∈ [0; 0, 3].

Тогда задачи (1.1.44) и (1.1.46) принимают вид

−d2υ

dx2
+

dυ

dx
= f(x), x ∈ (0, 1),

dυ

dx
− υ = 0 x = 0,

υ = 0 x = 1,

(1.1.49)

−d2ω

dx2
− dω

dx
= p(x), x ∈ (0, 1),

dω

dx
= 0 x = 0,

ω = 0 x = 1.

(1.1.50)

На рисунке 1.3 приведены для сравнения графики численного ре-
шения основной и сопряженной задач (1.1.49) и (1.1.50).
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Рис. 1.3

1.2. Сопряженные операторы в спектральных
задачах. Метод Фурье

Сформулируем некоторые общие положения теории сопряженных
операторов, которыми будем пользоваться при анализе прикладных
задач. С этой целью введем в рассмотрение вещественные функции,
квадратично суммируемые в некоторой области определения
Ω ⊂ Rn, (n ≥ 1), т. е.

∫

Ω

u2(x) dx ≤ c < ∞, (1.2.1)

где x – обобщенная координата. Как известно, класс таких функций
образует гильбертово пространство H = L2(Ω). В этом пространстве
определим скалярное произведение

(u, ω) =

∫

Ω

υω dx. (1.2.2)

Рассмотрим далее линейный оператор A, действующий на функции
υ, принадлежащие множеству D(A), каждый элемент которого наряду
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с условием (1.2.1) удовлетворяет таким условиям гладкости, что опе-
ратор A, действующий на функции υ, имеет смысл и Aυ принадлежит
гильбертову пространству H = L2(Ω). Кроме того, предположим, что
функции υ удовлетворяют определенным граничным условиям и D(A)
плотно в H.

Введем теперь в рассмотрение функции ω, принадлежащие ново-
му множеству D(A∗), свойства которого будут установлены в даль-
нейшем.

Наряду с основным оператором A введем в рассмотрение сопря-
женный оператор A∗, удовлетворяющий следующему тождеству Ла-
гранжа:

(Aυ, ω) = (υ,A∗ω), (1.2.3)

где υ ∈ D(A), ω ∈ D(A∗). Здесь и всюду в дальнейшем ради про-
стоты предполагается, что оператор A и функции υ, ω вещественны.
Алгоритмически левую часть выражения (1.2.3) обычно удается пре-
образовать в выражение, стоящее в правой части, на основе интегро-
дифференциальных преобразований типа формулы Грина, интегриро-
вания по частям и т. д. При этих преобразованиях появляются неко-
торые дополнительные члены, не входящие в структуру выражения
(υ,A∗ω) и зависящие от функций u и ω на границе области Ω. Сово-
купность этих дополнительных членов необходимо положить равной
нулю. Используя граничные условия для функции υ, можно получить
те граничные условия для ω, которые позволяют выполнить тожде-
ство (1.2.3). В процессе преобразования (Aυ, ω) в (υ,A∗ω) требует-
ся наложение определенных условий гладкости на функцию ω, что-
бы выражение A∗ω имело смысл и являлось функцией пространства
H = L2(Ω).

Таким образом, квадратичная суммируемость функции ω вместе
с соответствующими требованиями к гладкости и граничные условия
позволяют определить апостериори множество D(A∗). Такова общая
схема определения сопряженного оператора A∗ и его области опреде-
ления D(A∗).

В том случае, когда A∗ = A и D(A∗) = D(A), оператор A является
самосопряженным. Класс таких операторов достаточно широк и имеет
большой самостоятельный интерес.

До сих пор мы изучали свойства основных и сопряженных операто-
ров и классов функций. Теперь мы рассмотрим спектральную задачу.
Для несамосопряженных операторов необходимо рассматривать два
однородных уравнения:
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Aυ = λυ, υ ∈ D(A),
A∗ω = λω, ω ∈ D(A∗).

(1.2.4)

Предположим, что обе спектральные задачи (1.2.4) допускают су-
ществование двух полных в H вещественных систем собственных
функций: основных {υk} и сопряженных {ωk}, соответствующих соб-
ственным значениям {λk} (k = 1, 2, . . . )1. Полнота собственных функ-
ций в дальнейшем потребуется нам для разложения функций в ряды
Фурье. А пока мы покажем, что имеет место условие биортогональ-
ности. С этой целью рассмотрим две собственные функции υk и ωn,
удовлетворяющие соответственно задачам

Aυk = λkυk,
A∗ωn = λnωn.

(1.2.5)

Умножим скалярно первое из уравнений (1.2.5) на ωn, а второе на
υk и результаты вычтем один из другого. Получим

(Aυk, ωn)− (υk, A
∗ωn) = (λk − λn)(υk, ωn),

n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . .
(1.2.6)

Поскольку операторы A и A∗ сопряженные, то левая часть соот-
ношения (1.2.6) обращается в нуль вследствие тождества Лагранжа,
и мы будем иметь

(λk − λn)(υk, ωn) = 0. (1.2.7)

Если k �= n и λk �= λn, то для выполнения этого соотношения
необходимо, чтобы

(υk, ωn) =

{
0, k �= n,
(υn, ωn), k = n.

(1.2.8)

Условия (1.2.8) называют соотношением биортогональности. Оно
необходимо для разложения функции в ряд Фурье по собственным
функциям основной или сопряженной спектральной задачи.

1Этому условию удовлетворяет оператор A, имеющий вполне непрерывный об-
ратный оператор со счетным множеством собственных значений, в частности все
линейные дифференциальные операторы в граничных задачах теории дифференци-
альных уравнений и в задачах математической физики, имеющие обратные опера-
торы, представляющие собой операторы Гильберта – Шмидта.

28



29

В самом деле, предположим, что нам необходимо функцию f из H
представить в виде ряда Фурье

f =
∞∑
n=1

fnυn, (1.2.9)

где fn – искомые коэффициенты Фурье. Эти коэффициенты получим
следующим образом. Умножим ряд (1.2.9) почленно на функцию ωk.
Тогда

(f, ωk) =
∞∑
n=1

fn(υn, ωk). (1.2.10)

С учетом соотношения биортогональности (1.2.8) все члены ряда,
кроме n = k, обратятся в нуль, и в результате получим

(f, ωk) = fk(υk, ωk). (1.2.11)

Отсюда следует, что

fk = (f, ωk)/(υk, ωk). (1.2.12)

Естественно, что при разложении функции f в ряд необходимо
доказать, что ряд (1.2.9) сходится к этой функции.

Аналогичным образом можно осуществить разложение любой функ-
ции g ∈ H в ряд по собственным функциям ωn сопряженного опера-
тора:

g =
∞∑
n=1

gnωn. (1.2.13)

Рассуждая аналогично предыдущему, мы приходим к выражению
для коэффициента Фурье gn:

gn = (υn, g)/(υn, ωn). (1.2.14)

Наконец, мы переходим к уравнению с источниками. Пусть рас-
сматривается задача

Aϕ = f, (1.2.15)

где ϕ ∈ D(A), а f ∈ H.
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Решим задачу (1.2.15) с помощью ряда Фурье, имея в виду, что
в нашем распоряжении уже имеются функции {υn} и {ωn}, являющи-
еся решениями спектральных задач (1.2.5). Решение ϕ и функцию f
представим в виде рядов Фурье:

ϕ =
∞∑
n=1

ϕnυn, f =
∞∑
n=1

fnυn. (1.2.16)

Умножим скалярно уравнение (1.2.15) на ωk и получим

(Aϕ, ωk) = (f, ωk). (1.2.17)

В это соотношение подставим ряды (1.2.16). Тогда

∞∑
n=1

ϕn(Aυn, ωk) =
∞∑
n=1

fn(υn, ωk). (1.2.18)

В соответствии с (1.2.5) имеем

Aυn = λnυn,

а используя биортогональность функции υn и ωn, получаем

λkϕk(υk, ωk) = fk(υk, ωk). (1.2.19)

Отсюда следует, что
ϕk = fk/λk.

Таким образом, решение задачи найдется в виде

ϕ =
∞∑
n=1

fnυn
λn

. (1.2.20)

Далее, исходя из свойств оператора A, необходимо доказать схо-
димость ряда к решению задачи (1.2.15). Это каждый раз делается
конкретно, на основе общих или частных результатов функциональ-
ного анализа.

В качестве иллюстрирующего примера рассмотрим следующую за-
дачу:

−d2ϕ

dx2
+

dϕ

dx
= ex/2 sin 2πx, x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0. (1.2.21)

30



31

Эту задачу можно записать в операторном виде (1.2.15), где
f(x) = ex/2 sin 2πx, а оператор A = −d2/dx2 + d/dx определен в лек-
ции 1 (см. (1.1.34)).

Решение задачи (1.2.21) можно найти методом Фурье по формуле
(1.2.20):

ϕ =
∞∑
n=1

fnυn
λn

, (1.2.22)

где fn = (f, ωn)/(υn, ωn). Здесь υk и ωk – собственные функции задач
(1.2.5), которые в данном случае имеют вид

−d2υk
dx2

+
dυk
dx

= λkvk, x ∈ (0, 1), υk(0) = υk(1) = 0; (1.2.23)

−d2ωn

dx2
− dωn

dx
= λnωn, x ∈ (0, 1), ωn(0) = ωn(1) = 0. (1.2.24)

При этом, как следует из § 1.1 (см. (1.1.30), (1.1.31)),

λk = 1/4 + π2k2, υk(x) = ex/2 sin πkx, ωn(x) = e−x/2 sin πnx,

(υk, ωn) =
1

2
δkn, δkn =

{
1, k = n,
0, k �= n.

Используя эти равенства, вычислим fn:

fn =
(f, ωn)

(υn, ωn)
= 2

1∫

0

f(x)ωn(x) dx = 2

1∫

0

sin2πx sinπnx dx = δ2n.

Тогда по формуле (1.2.22) определяем решение ϕ задачи (1.2.21):

ϕ =
∞∑
n=1

fnυn
λn

=
∞∑
n=1

δ2nυn
λn

=
υ2(x)

λ2

=
ex/2sin2πx

1/4 + 4π2
=

=
4

1 + 16π2
ex/2 sin 2πx,

(1.2.25)

что можно проверить непосредственной подстановкой ϕ в (1.2.21).
Пусть теперь рассматривается сопряженная задача с оператором A∗:

A∗ϕ∗ = p, (1.2.26)
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где ϕ∗ ∈ D(A∗), p ∈ H. Эту задачу также можно решить с помощью
метода Фурье. Решение ϕ∗ и функцию p представим в виде рядов
Фурье по собственным функциям {ωn} сопряженного оператора A∗:

ϕ∗ =
∞∑
n=1

ϕnωn, p =
∞∑
n=1

pnωn, (1.2.27)

где ϕn – неизвестные коэффициенты, а pn = (υn, p)/(υn, ωn) (см.
(1.2.14)).

Умножив уравнение (1.2.26) скалярно на υk, получим

(υk, A
∗ϕ∗) = (υk, p). (1.2.28)

Подставив в это соотношение ряды (1.2.27), будем иметь

∞∑
n=1

ϕn(υk, A
∗ωn) =

∞∑
n=1

pn(υk, ωn). (1.2.29)

Поскольку (см. (1.2.5))

A∗ωn = λnωn

и выполнено условие биортогональности (1.2.8), то из (1.2.29) следу-
ет, что

λkϕk(υk, ωk) = pk(υk, ωk).

Отсюда следует, что

ϕk =
pk
λk

, (1.2.30)

и согласно (1.2.27) решение сопряженной задачи будет иметь вид

ϕ∗ =
∞∑
n=1

pnωn

λn

. (1.2.31)

Далее, как и в случае основной задачи, необходимо доказать сходи-
мость ряда (1.2.31) к решению задачи (1.2.26), что делается в каждом
конкретном случае на основе теорем функционального анализа, исхо-
дя из свойств оператора A∗. В случае, если λn – комплексные числа,
то в сопряженной спектральной задаче для ωn, как известно, вместо
λn будут присутствовать комплексно сопряженные числа λn.
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1.3. Сопряженные уравнения
и функционалы. Элементы теории

Переходим к рассмотрению основных и сопряженных уравнений
с источниками. Начнем с простейших примеров. Рассмотрим задачу

−d2ϕ

dx2
= f(x), x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0. (1.3.1)

Пусть решение задачи (1.3.1) ϕ(x) принадлежит множеству D(A),
введенному в § 1.1, а f(x) принадлежит H = L2(0, 1) – простран-
ству вещественных интегрируемых с квадратом функций. Оператор
A = −d2/dx2 на функциях из D(A) является симметричным. Решение
задачи нетрудно получить в явном виде:

ϕ(x) = x

1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′ −
x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′. (1.3.2)

Предположим, что нам требуется знание не самого решения u(x)
в Ω = (0, 1), а лишь конкретного функционала от этого решения.
Пусть это будет

J =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx, (1.3.3)

где p(x) – характеристика прибора или измерения. Например, если

p(x) =

{
1 при 0 ≤ α ≤ x ≤ β ≤ 1,
0 вне этого интервала,

(1.3.4)

то это означает, что прибор интегрирует значение решения лишь в
интервале α ≤ x ≤ β и не реагирует на решение в оставшейся части
интервала.

Теперь покажем, что тот же функционал J можно получить на
основе специальным образом сформулированной сопряженной задачи.
Рассмотрим сопряженную задачу

−d2ϕ∗

dx2
= p(x), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0, (1.3.5)

где p(x) определено в функционале (1.3.3). Будем считать, что ϕ∗(x)
принадлежит тому же множеству D(A), что и решение основной за-
дачи. Тогда умножим уравнение из (1.3.1) на ϕ∗, уравнение из (1.3.5)
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на ϕ, результаты вычтем один из другого и проинтегрируем по всей
области определения решения:

−
1∫

0

ϕ∗d
2ϕ

dx2
dx+

1∫

0

ϕ
d2ϕ∗

dx2
dx =

1∫

0

fϕ∗ dx−
1∫

0

pϕ dx. (1.3.6)

Интегрированием по частям дважды одного из членов в левой ча-
сти (1.3.6) с учетом граничных условий легко показать, что левая
часть равна нулю. Это получаем и непосредственно, имея в виду тож-
дество Лагранжа. Тогда (1.3.6) переходит в следующее соотношение:

1∫

0

fϕ∗ dx−
1∫

0

pϕ dx = 0. (1.3.7)

Но второй член в (1.3.7) является искомым функционалом. Тогда
две эквивалентные формулы для его определения имеют вид

J =

1∫

0

pϕ dx, J =

1∫

0

fϕ∗ dx. (1.3.8)

Таким образом, мы получили двойственную формулу для опреде-
ления одного и того же функционала. Во многих сложных задачах
оказывается более предпочтительно пользоваться второй формулой из
(1.3.8), особенно в тех случаях, когда функция источника f(x) в ва-
риациях задачи меняется, а оператор и граничные условия остаются
прежними.

Приведем численный пример. Пусть основная задача имеет вид

−d2ϕ/dx2 = f(x),
ϕ(0) = ϕ(1) = 0;

f(x) =

{
1, x ∈ [0; 0, 4],
0, x �∈ [0; 0, 4],

и нам требуется вычислить функционал (1.3.3), где

p(x) =

{
1, x ∈ [0, 7; 1],
0, x �∈ [0, 7; 1].

Этот же функционал мы можем вычислить и по формуле

J =

1∫

0

f(x)ϕ∗(x) dx =

0,4∫

0

ϕ∗(x) dx,
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где ϕ∗(x) – решение сопряженной задачи:

−d2ϕ∗

dx2
= p(x), x ∈ (0, 1), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0.

Рис. 1.4

Основная и сопряженная задачи были решены численно методом
конечных элементов на равномерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , N ,
h = 1/N . Графики решений этих задач приведены на рисунке 1.4.
С помощью квадратурной формулы Симпсона были вычислены значе-
ния функционалов

J (1) =

1∫

0,7

ϕ(x) dx, J (2) =

0,4∫

0

ϕ∗(x) dx

и установлено, что

J (1) = 0, 003 599 722 9, J (2) = 0, 003 599 722 1.

Таким образом, в данном случае значения функционалов J (1) и J (2)

различаются лишь в десятом знаке после запятой (здесь h = 10−2).
Если теперь меняется физическое измерение, то меняется и функ-

ционал, и, следовательно, требуется решать новую задачу (1.3.5), т. е.
с другой характеристикой прибора p(x).

Рассмотрим теперь на нашем простейшем примере проблему чув-
ствительности функционала J к источнику f(x). С этой целью пред-
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положим, что вместо задачи (1.3.1), которую будем называть невоз-
мущенной, рассмотрим новую возмущенную задачу

−d2ϕ′

dx2
= f ′(x), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0. (1.3.9)

Здесь предположено, что f ′(x) = f(x)+δf . Поскольку задача (1.3.9)
линейна, то ее решение имеет вид

ϕ′(x) = ϕ(x) + δϕ(x),

где штрихом обозначается возмущенная функция. Тогда для вариаций
функционала в формуле

J ′ = J + δJ

получим два эквивалентных соотношения:

δJ =

1∫

0

pδϕ(x) dx, δJ =

1∫

0

δf(x)ϕ∗(x) dx. (1.3.10)

Вторая из формул (1.3.10) замечательна тем, что позволяет непо-
средственно связать вариацию источника в основной задаче с вари-
ацией исследуемого функционала. Кроме того, для этого не нужно
решать возмущенную задачу (1.3.9) и находить δϕ. Здесь ϕ∗(x) игра-
ет роль весовой функции, которая ответственна за чувствительность
функционала. В связи с этим сопряженную функцию ϕ∗(x) иногда
называют функцией ценности информации, или просто ценностью.

Важно отметить, что при введенных функционалах исходные зада-
чи даже с самосопряженными операторами порождают задачи просто
сопряженные. Такие задачи удобно называть сопряженными по отно-
шению к выбранным функционалам.

Приведем численный пример. Пусть f(x) = x и p(x) ≡ 1. Тогда
основная задача (1.3.1) примет вид

−d2ϕ

dx2
= x, x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0,

и нам требуется вычислить функционал (1.3.3)

J =

1∫

0

ϕ(x) dx.
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Пусть далее f ′(x) = f(x)+ δf , где δf = ε sin πx, тогда возмущенная
задача (1.3.9) примет вид

−d2ϕ′

dx2
= x+ ε sin πx, x ∈ (0, 1), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0.

Для вычисления поправки δJ = J ′ − J воспользуемся формулами

δJ (1) =

1∫

0

δϕ dx, δJ (2) = ε

1∫

0

sin πxϕ∗(x) dx,

где ϕ∗(x) – решение сопряженной задачи (1.3.5), которая в данном
случае имеет вид

−d2ϕ∗

dx2
= 1, x ∈ (0, 1), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0.

Рис. 1.5

Методом конечных разностей были решены все три задачи (ос-
новная, возмущенная и сопряженная) и найдены значения решений
ϕ, ϕ′, ϕ∗ в узлах сетки xi = ih, где i = 0, . . . , N , h = 1/N с шагом
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h = 0, 01. Рассматривались значения ε = 1, ε = 0, 1 и ε = 0, 01. Гра-
фики функций ϕ, ϕ

′
и ϕ∗ приведены на рисунке 1.5. Как показали

численные расчеты, ϕ′ → ϕ при ε → 0.
Сравнение значений функционалов δJ (1) и δJ (2) при различных ε

приведено в таблице 1. Отметим, что различия в значениях функцио-
налов δJ (1) и δJ (2) обусловлены ошибками аппроксимации, допущен-
ными при реализации вычислительного алгоритма2.

Таблица 1. Сравнение значений функционалов δJ (1) и δJ (2) при
различных ε

ε = 1 ε = 0, 1 ε = 0, 01 ε = 0

δJ (1) 5, 590 95 · 10−2 5, 59 096 · 10−3 5, 590 94 · 10−4 0
δJ (2) 5, 594 17 · 10−2 5, 594 17 · 10−3 5, 594 18 · 10−4 0

Рассмотрим теперь пример несамосопряженного оператора. Пусть

A = − d2

dx2
+

d

dx
(1.3.11)

есть оператор, введенный в § 1.1, действующий в H на функции,
принадлежащие D(A). Рассмотрим основную задачу в виде

−d2ϕ

dx2
+

dϕ

dx
= f(x), x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0. (1.3.12)

Пусть нам требуется найти значение функционала

J =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx, (1.3.13)

где p(x) – заданная функция из H. Покажем, что этот же функци-
онал J можно получить и по другой формуле, используя решение
соответствующей сопряженной задачи.

В § 1.1 было показано, что сопряженный по отношению к A опера-
тор A∗ имеет вид

A∗ = − d2

dx2
− d

dx
; (1.3.14)

2Здесь и в дальнейшем в численных примерах под ϕ,ϕ′, ϕ∗ понимаются прибли-
женные решения соответствующих задач.
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он определен на функциях ϕ∗ множества D(A∗), удовлетворяющих
условию на границе ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0.

Рассмотрим сопряженную (по отношению к (1.3.12)) задачу

−d2ϕ∗

dx2
− dϕ∗

dx
= p(x), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0 (1.3.15)

с правой частью p(x), которая определяет функционал (1.3.13).
Уравнение из (1.3.12) умножим на ϕ∗, а уравнение из (1.3.15) –

на ϕ, результаты вычтем один из другого и проинтегрируем по x на
[0,1]. Тогда

1∫

0

(
−ϕ∗d

2ϕ

dx2
+ ϕ∗dϕ

dx

)
dx+

1∫

0

(
ϕ
d2ϕ∗

dx2
+ ϕ

dϕ∗

dx

)
dx =

=

1∫

0

fϕ∗ dx−
1∫

0

pϕ dx.

(1.3.16)

Интегрируя дважды по частям один из членов в левой части (1.3.16)
с учетом граничных условий, убеждаемся, что левая часть (1.3.16)
равна нулю. (Это также следует из тождества Лагранжа, использо-
ванного в § 1.1 для отыскания сопряженного оператора A∗.) Тогда из
(1.3.16) получаем, что

1∫

0

fϕ∗ dx =

1∫

0

pϕ dx,

т. е. наряду с (1.3.13) имеет место следующая формула для определе-
ния функционала J :

J =

1∫

0

f(x)ϕ∗ dx. (1.3.17)

Приведем численный пример. Основную задачу рассмотрим в виде

−2
d2ϕ

dx2
+

dϕ

dx
+ 3ϕ = f(x), x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0,

где

f(x) =

{
1, x ∈ [1/2, 2/3],
0, x �∈ [1/2, 2/3].
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Пусть требуется вычислить функционал

J =

1/3∫

1/4

ϕ(x) dx.

Введем сопряженную задачу

−2
d2ϕ∗

dx2
− dϕ∗

dx
+ 3ϕ∗ = p(x), x ∈ (0, 1), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0,

где

p(x) =

{
1, x ∈ [1/4, 1/3],
0, x �∈ [1/4, 1/3].

Основная и сопряженная задачи были решены методом конечных
разностей на сетке с шагом h = 0, 01. Графики функций ϕ и ϕ∗ приве-
дены на рисунке 1.6. Функционал J был вычислен двумя способами –
по формуле (1.3.13) и по формуле (1.3.17):

J ≈ 0, 150 47 · 10−2, J ≈ 0, 149 99 · 10−2.

Рис. 1.6

Как мы видим, расхождения в значениях функционалов – порядка
0(h2). (Интегралы вычислялись с помощью квадратурной формулы
Симпсона с шагом h = 0, 01.)
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Рассмотрим теперь чувствительность функционала J к источнику
f(x). Пусть вместо задачи (1.3.12), которую будем называть невозму-
щенной, имеем другую задачу – возмущенную:

−d2ϕ′

dx2
+

dϕ′

dx
= f ′(x), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0, (1.3.18)

где f ′(x) = f(x) + δf(x).
Представим ϕ′(x) в виде

ϕ′(x) = ϕ(x) + δϕ(x),

где ϕ(x) – решение невозмущенной задачи (1.3.12), а δϕ = ϕ′ − ϕ.
Тогда для вариации функционала δJ = J ′ − J получим аналогично
(1.3.10) две эквивалентные формулы:

δJ =

1∫

0

p(x)δϕ(x) dx, (1.3.19)

δJ =

1∫

0

δf(x)ϕ∗(x) dx. (1.3.20)

Приведем численный пример. Пусть

f(x) = sin πx, δf(x) = ε sin 2πx,

p(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1/2,
2(1− x), 1/2 < x ≤ 1.

Задачи (1.3.12), (1.3.15), (1.3.18) были решены методом конечных
элементов на равномерной сетке с шагом h = 0, 01. Были рассчитаны
значения функционалов

δJ (1) =

1∫

0

p(x)δϕ(x) dx, δJ (2) =

1∫

0

δf(x)ϕ∗(x) dx

при ε = 1, ε = 0, 1 и ε = 0, 01. Сравнение этих значений приведено
в таблице 2.
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Таблица 2. Сравнение значений функционалов при различ-
ных ε

ε = 1 ε = 0, 1 ε = 0, 01 ε = 0

δJ (1) 0, 7227 · 10−2 0, 7229 · 10−3 0, 7231 · 10−4 0
δJ (2) 0, 7241 · 10−2 0, 7240 · 10−3 0, 7239 · 10−4 0

В заключение данной лекции отметим, что формулы вида (1.3.19),
(1.3.20) получаются и в общем случае, когда рассматривается произ-
вольный несамосопряженный оператор A. (На этом мы более подроб-
но остановимся в § 1.5.)

1.4. Сопряженные уравнения
и ценность информации

Рассмотрим теперь сопряженные уравнения с общих позиций. Сфор-
мулируем следующую задачу:

Aϕ(x) = f(x), (1.4.1)

где A – линейный оператор; ϕ(x) принадлежит множеству функций
D(A) с областью определения Ω ⊂ Rn (n ≥ 1). Функции Aϕ, так
же как и f(x), предположим квадратично суммируемыми, принадле-
жащими вещественному гильбертову пространству H = L2(Ω). При
этом под x будем понимать совокупность всех переменных задачи.

Введем в рассмотрение скалярное произведение функций g(x)
и h(x) из H:

(g, h) =

∫

Ω

g(x)h(x) dx. (1.4.2)

Как было отмечено выше, при решении многих прикладных задач
обычно нужно получить значение величины, являющейся функциона-
лом от ϕ(x). Любая величина, являющаяся линейным непрерывным
функционалом от ϕ(x), может быть выражена в виде скалярного про-
изведения

Jp[ϕ] =

∫

Ω

p(x)ϕ(x) dx = (p, ϕ). (1.4.3)
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Здесь Jp[ϕ] – рассматриваемый функционал, а p(x) – характери-
стика прибора, измеряющего данный физический процесс.

Таким образом, будем рассматривать физические величины, кото-
рые могут быть выражены в виде линейного непрерывного функцио-
нала от ϕ(x):

Jp[ϕ] = (p, ϕ). (1.4.4)

Введем далее, наряду с оператором A, сопряженный к нему опера-
тор A∗, определяемый тождеством Лагранжа

(Ah, g) = (h,A∗g) (1.4.5)

для любых функций g и h, которые принадлежат множествам D(A)
и D(A∗) соответственно. Как уже было отмечено в § 1.2, свойства
функций из множества D(A) дополнительно задаются на основе ана-
лиза исходной задачи (1.4.1) условием гладкости и краевыми усло-
виями, а свойства множества D(A∗) определяются в процессе пре-
образования левой части соотношения (1.4.5) в правую так, чтобы
тождество Лагранжа имело смысл. Отсюда получаются требования
и к гладкости, и к краевым условиям для функций из D(A∗).

Наряду с уравнением (1.4.1), которое будем называть основным,
введем в рассмотрение сопряженное уравнение

A∗ϕ∗(x) = p(x), (1.4.6)

где p(x) – та же функция измерительного прибора, которая содержит-
ся в функционале (1.4.4).

Умножим скалярно уравнение (1.4.1) на ϕ∗, а уравнение (1.4.6) –
на ϕ и результаты вычтем один из другого. Тогда

(Aϕ,ϕ∗)− (ϕ,A∗ϕ∗) = (f, ϕ∗)− (p, ϕ). (1.4.7)

Левая часть соотношения (1.4.7) обращается в нуль, поскольку для
ϕ и ϕ∗, так же как и для g и h, принадлежащих D(A) и D(A∗)
соответственно, имеет место тождество Лагранжа. Тогда

(f, ϕ∗)− (p, ϕ) = 0. (1.4.8)

Или с учетом (1.4.4) из этого соотношения получим две эквива-
лентные формулы:

Jp[ϕ] = (p, ϕ), Jf [ϕ
∗] = (f, ϕ∗), (1.4.9)
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при этом
Jp[ϕ] = Jf [ϕ

∗]. (1.4.10)

Таким образом, если нам нужно найти значение функционала Jp[ϕ],
мы можем получить его двумя способами: либо решить уравнение
(1.4.1) и определить эту величину по формуле

Jp[ϕ] = (p, ϕ),

либо решить уравнение (1.4.6) и найти ту же величину по формуле

Jp[ϕ] = Jf [ϕ
∗] = (f, ϕ∗).

Поскольку Jp = Jf , то в дальнейшем эти функционалы будем обо-
значать Jp.

Следовательно, каждому линейному функционалу Jp[ϕ] = (p, ϕ) мо-
жет быть поставлена в соответствие функция ϕ∗(x), удовлетворяющая
уравнению (1.4.6), причем в качестве свободного члена этого уравне-
ния следует использовать именно функцию p(x), характеризующую
интересующий нас физический процесс или измерение.

Пусть в среде имеется «источник единичной мощности», помещен-
ный в точку x = x0, т. е.

f(x) = δ(x− x0). (1.4.11)

Поскольку3

(ϕ(x), δ(x− x0)) = ϕ(x0),

то в этом случае

Jp[ϕ] = Jf=δ(x−x0)[ϕ
∗] = ϕ∗(x0). (1.4.12)

Отсюда следует, что сопряженная функция ϕ∗ описывает зависи-
мость функционала Jp[ϕ] = (p, ϕ) от точки помещения источника еди-
ничной мощности.

Представим себе физическую систему, в которой измеряется неко-
торая величина Jp[ϕ], являющаяся линейным функционалом от ре-
шения, связанного, например, с плотностью частиц ϕ(x) в фазовом
пространстве. Если в некоторую точку системы впустить определен-
ное количество частиц или, наоборот, извлечь из нее эти частицы,

3Строго говоря, соотношение (ϕ(x), δ(x−x0)) = ϕ(x0) следует понимать в смысле
теории обобщенных функций.
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то измеряемое значение величины Jp[ϕ] будет соответственно увели-
чиваться или уменьшаться, причем это измерение будет зависеть от
точки, в которой мы производим изменение числа частиц. Как видно
из предыдущего, эта зависимость описывается сопряженной функци-
ей ϕ∗(x), удовлетворяющей уравнению (1.4.6). Следовательно, сопря-
женная функция ϕ∗(x) дает вклад частиц, находящихся в той или
иной точке системы, в интересующий нас функционал Jp[ϕ]. Поэто-
му функцию ϕ∗ иногда называют ценностью субстанции в точке x0

по отношению к функционалу задачи. Естественно, что функционалы
могут быть различными. Поэтому для каждого функционала долж-
на быть сформулирована своя собственная задача (1.4.6) с заданной
функцией p(x).

Рассмотрим иллюстрирующий пример. Пусть основная задача (1.4.1)
описывает простейший процесс диффузии и имеет вид

−d2ϕ

dx2
= f(x), x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0, (1.4.13)

где f(x) – заданная функция.
Предположим, что имеется прибор, который измеряет некоторую

величину

Jp[ϕ] = (p, ϕ) ≡
1∫

0

p(x)ϕ(x) dx, (1.4.14)

являющуюся линейным функционалом от решения ϕ задачи (1.4.13).
Функция p(x) связана с характеристикой прибора; пусть она задается
формулой

p(x) = p0 sin πx, p0 = const > 0. (1.4.15)

Тогда

Jp[ϕ] = p0

1∫

0

sin πxϕ(x) dx. (1.4.16)

Значение функционала (1.4.16), как мы видим, можно вычислить и
другим способом. Для этого рассмотрим сопряженную задачу (1.4.6)
с правой частью p(x) из (1.4.15). В нашем примере она имеет вид

−d2ϕ∗

dx2
= p0 sin πx, x ∈ (0, 1), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0. (1.4.17)

45



46

Решение сопряженной задачи (1.4.17) может быть легко найдено
в данном случае в явном виде:

ϕ∗(x) =
p0
π2

sin πx. (1.4.18)

Тогда значение функционала Jp[ϕ] можно найти по второй из фор-
мул (1.4.9):

Jp[ϕ] = Jf [ϕ
∗] = (f, ϕ∗),

или, используя (1.4.18), получим

Jp[ϕ] =
p0
π2

1∫

0

f(x) sin πx dx. (1.4.19)

При вычислении Jp[ϕ] по формуле (1.4.19) нам не нужно решать
задачу (1.4.13) и находить ϕ, нужно лишь подставить заданную функ-
цию f(x) в (1.4.19).

Пусть в среде имеется «источник единичной мощности», помещен-
ный в точку x = x0, т. е.

f(x) = δ(x− x0).

Тогда из (1.4.19) получаем

Jp[ϕ] =
p0
π2

sin πx0. (1.4.20)

Как следует из (1.4.12), правая часть (1.4.20) есть не что иное, как
ценность информации о решении в точке x0 по отношению к функ-
ционалу Jp[ϕ] = (p0 sin πx, ϕ). Из (1.4.20) легко сделать следующий
вывод: если мы хотим поместить источник частиц в такую точку x0,
чтобы вклад их в функционал Jp[ϕ] (или чтобы число частиц, реги-
стрируемых прибором с заданной характеристикой p = p0 sin πx) был
максимальным, то надо поместить этот источник в точку x0 = 1/2,
поскольку

max
x0

Jp[ϕ] = max
x0

p0
π2

sin πx0 =
p0
π2

.

Отметим, что, несмотря на тривиальность рассмотренного примера,
описанный принцип анализа эффективности размещения источников
(или стоков, систем управления и т. п.) в той или иной точке (обла-
сти и т. д.) на основе изучения поведения решений соответствующих

46



47

сопряженных уравнений может быть положен в основу алгоритмов ре-
шения многих важных прикладных задач оптимального управления,
охраны окружающей среды и др. Об этом подробнее будет рассказано
в следующих лекциях.

Толкование сопряженной функции ϕ∗(x) как ценности субстанции
позволяет дать ясную трактовку и теории возмущений для любого
функционала Jp[ϕ]. Действительно, если в элементе объема ∆x около
точки x мы изменим число частиц на величину δN , то соответствую-
щее изменение величины Jp будет выражено следующим уравнением:

δJp = δNϕ∗(x). (1.4.21)

Если в рассматриваемой системе произведены некоторые малые из-
менения параметров, так что оператор A из (1.4.1) переходит в опера-
тор A + δA, то это соответствует изменению числа частиц в каждом
элементе ∆x на величину δN = −∆xδAϕ. Общее изменение функци-
онала Jp при таком изменении запишем в виде

δJp = −
∫

ϕ∗(x)δAϕ(x) dx. (1.4.22)

Вывод этого соотношения будет дан ниже в конкретных приложе-
ниях.

Соотношение (1.4.21) позволяет измерять распределение функции
ценности в системе, изменяя известным образом число частиц в раз-
ных точках x системы и измеряя при этом соответствующее измене-
ние величины Jp.

Введенное понятие ценности может быть полезным в теории раз-
личных измерительных приборов. Действительно, прибор обычно пред-
назначен для измерения какой-либо одной величины Jp. Поэтому для
каждого прибора может быть введена вполне определенная функция
ценности ϕ∗(x), которая может быть однажды измерена или рассчи-
тана. Если распределение субстанции и ее ценности известны, то со-
отношение (1.4.22) может быть использовано для измерений двояким
образом. Во-первых, измеряя величины δJp при различных изменени-
ях параметров среды δA, мы можем при помощи соотношения (1.4.22)
определять величины δA, т. е. различные характеристики взаимодей-
ствия частиц с веществом. Например, таким образом можно измерить
(по существу, так и делается) сечения взаимодействия нейтронов с ве-
ществом для различных образцов в теории переноса излучения, по-
мещая эти образцы в прибор и определяя δΣ = δA по изменению
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величины Jp. Во-вторых, соотношение (1.4.22) позволяет вводить по-
правки в измеряемую величину Jp за счет различных возмущающих
факторов в приборе. Наконец, определение понятия ценности позво-
ляет получать уравнения для функции ϕ∗(x), исходя непосредственно
из физического смысла этой величины, точно так же как уравнение
для потока нейтронов получается из закона сохранения числа ней-
тронов.

1.5. Сопряженные уравнения и теория
возмущений для линейных функционалов

В § 1.3 на простейших примерах мы рассмотрели проблему чув-
ствительности функционала Jp = (p, ϕ) к источнику f(x). Здесь мы
рассмотрим более общий случай и сформулируем основные формулы
теории возмущений для линейных функционалов. Начнем с конкрет-
ного примера.

Пусть рассматривается задача вида

−d2ϕ

dx2
+

dϕ

dx
= f(x), x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0, (1.5.1)

где решение ϕ принадлежит множеству D(A), введенному в § 1.2,
а f(x) – пространству H = L2(0, 1). Оператор A = −d2/dx2 + d/dx
действует в H и определен на функциях из D(A). Задачу (1.5.1) будем
называть невозмущенной.

Предположим, что нас интересует значение не самого решения ϕ(x)
задачи (1.5.1), а лишь конкретного функционала от этого решения

Jp[ϕ] =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx, (1.5.2)

где p(x) – заданная функция из H.
Как мы видели в § 1.3, значение функционала (1.5.2) может быть

найдено и по другой формуле:

Jp[ϕ] =

1∫

0

f(x)ϕ∗(x) dx, (1.5.3)
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где ϕ∗(x) – решение следующей сопряженной задачи:

−d2ϕ∗

dx2
− dϕ∗

dx
= p(x), x ∈ (0, 1), ϕ∗(0) = ϕ∗(1) = 0. (1.5.4)

Пусть вместо задачи (1.5.1) мы имеем возмущенную задачу вида

−d2ϕ′

dx2
+

dϕ′

dx
+ δg(x)ϕ′(x) = f ′(x),

x ∈ (0, 1), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0,
(1.5.5)

где f ′(x) = f(x) + δf ; δg(x), δf(x) – некоторые заданные возмущения
функции.

Представим решение ϕ′ возмущенной задачи (1.5.5) в виде

ϕ′(x) = ϕ(x) + δϕ, (1.5.6)

где ϕ(x) – решение невозмущенной задачи (1.5.1); δϕ = ϕ′ − ϕ. При
этом изменится и значение функционала, и мы будем иметь

J ′
p = Jp + δJp, (1.5.7)

где

δJp =

1∫

0

p(x)δϕ(x) dx.

Установим связь между изменением функций δg(x), δf(x) и изме-
нением функционала δJp. Для этого воспользуемся решением сопря-
женной задачи (1.5.4). Уравнение из (1.5.5) умножим на ϕ∗(x), а урав-
нение (1.5.4) – на ϕ′(x), результаты проинтегрируем по x на (0,1)
и вычтем один из другого. Тогда

1∫

0

(
−d2ϕ′

dx2
ϕ∗ +

dϕ′

dx
ϕ∗ + δg(x)ϕ′ϕ∗

)
dx +

+

1∫

0

(
d2ϕ∗

dx2
ϕ′ +

dϕ∗

dx
ϕ′
)

dx =

1∫

0

f ′(x)ϕ∗(x) dx −

−
1∫

0

p(x)ϕ′(x) dx.

(1.5.8)

49



50

Предположим, что ϕ, ϕ′, ϕ∗ ∈ D(A). Интегрированием по частям
одного из выражений в левой части (1.5.8) преобразуем эту часть
к виду

1∫

0

(
−d2ϕ′

dx2
ϕ∗ +

dϕ′

dx
ϕ∗ + δg(x)ϕ′ϕ∗

)
dx +

+

1∫

0

(
d2ϕ∗

dx2
ϕ′ +

dϕ∗

dx
ϕ′
)

dx =

1∫

0

δgϕ∗ϕ′ dx,

(1.5.9)

а в правой части (1.5.8) с учетом (1.5.6), (1.5.7) имеем

1∫

0

f ′(x)ϕ∗(x) dx−
1∫

0

p(x)ϕ′(x) dx =

1∫

0

f(x)ϕ∗(x) dx−

−
1∫
0

p(x)ϕ(x) dx+
1∫
0

δf(x)ϕ∗(x) dx−
1∫
0

p(x)δϕ(x) dx =

=

1∫

0

δf(x)ϕ∗(x) dx− δJp.

(1.5.10)

Здесь мы воспользовались полученным в § 1.3 соотношением со-
пряженности

1∫

0

f(x)ϕ∗(x) dx =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx. (1.5.11)

Из (1.5.8)–(1.5.10) получаем

1∫

0

δg(x)ϕ∗(x)ϕ′(x) dx =

1∫

0

δf(x)ϕ∗(x) dx− δJp. (1.5.12)

Отсюда приходим к формуле теории возмущений для отыскания
изменения функционала δJp через δg, δf :

δJp =

1∫

0

ϕ∗(x)(δf(x)− δg(x)ϕ′(x)) dx. (1.5.13)

Если в данной задаче δg = 0, то формула (1.5.13) переходит в фор-
мулу (1.3.20), полученную в § 1.3.

50



51

Предположим, что возмущения малые и в формуле (1.5.13) мож-
но приближенно положить ϕ′(x) ≈ ϕ(x). Тогда приходим к формуле
теории малых возмущений

δJp ≈
1∫

0

ϕ∗(x)(δf(x)− δg(x)ϕ(x)) dx. (1.5.14)

Приведем численный пример. Пусть в рассмотренной задаче f(x) =
sin πx, δf(x) ≡ 0,

p(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/2),
2(1− x), x ∈ [1/2, 1].

В качестве δg(x) рассмотрим постоянную δg(x) ≡ ε. Будем менять
ε следующим образом:

ε = 1, ε = 0, 1, ε = 0, 01.

Рис. 1.7
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Для каждого из этих случаев численно (методом конечных разно-
стей на равномерной сетке с шагом h = 0, 01) были решены задачи
(1.5.1), (1.5.4) и (1.5.5). Графики функций ϕ(x), ϕ∗(x) и ϕ(x)

′
при

ε = 1 приведены на рисунке 1.7. Было проведено сравнение значе-
ний функционала J ′

p при различных ε. Для этой цели использовались
эквивалентные формулы для возмущенной задачи:

J (1)
p =

1∫

0

p(x)ϕ′(x) dx ≡ J ′
p,

J (2)
p =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx−
1∫

0

ϕ∗(x)δg(x)ϕ′(x) dx

(см. формулу (1.5.13)).
Если в J

(2)
p приближенно заменить ϕ′ на ϕ, то с учетом малых

возмущений получим

J (3)
p =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx−
1∫

0

ϕ∗(x)δg(x)ϕ(x) dx

(см. формулу (1.5.14)).
Значения J

(i)
p (i = 1, 2, 3) для различных ε приведены в таблице 3.

Таблица 3. Значения J
(i)
p (i = 1, 2, 3) для различных ε

ε = 1 ε = 0, 1 ε = 0, 01 ε = 0

J
(1)
p 0,055 075 5 0,059 739 5 0,060 250 4 0,060 316 6

J
(2)
p 0,055 103 7 0,059 782 9 0,060 294 8 0,060 316 6

J
(3)
p 0,054 604 7 0,059 777 5 0,060 294 7 0,060 316 6

Из таблицы видно, что численные результаты (для любых ε) под-
тверждают правильность формулы теории возмущений (1.5.13), полу-
ченной теоретически. Кроме того, из таблицы видно, что при малых ε
эффективно работает формула теории малых возмущений (1.5.14), что
и следовало ожидать.

Теперь приступим к получению формулы теории возмущений ви-
да (1.5.13) в общем случае. Пусть рассматривается основная задача
в виде (1.4.1):
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Aϕ(x) = f(x), (1.5.15)

которую будем считать невозмущенной.
Если свойства среды, с которой взаимодействует поле функции ϕ,

изменяются, т. е. если оператор уравнения A переходит в

A′ = A+ δA,

то изменяется и само решение ϕ(x), и значение функционала

ϕ′(x) = ϕ(x) + δϕ(x), J ′
p = Jp + δJp.

Установим связь между изменением оператора δA и изменением
функционала δJp. Возмущенная задача, соответствующая задаче
(1.5.15), имеет вид

A′ϕ′ = f ′, (1.5.16)

где
f ′ = f + δf.

К задаче (1.5.16) присоединим сопряженное уравнение, соответ-
ствующее невозмущенной задаче

A∗ϕ∗ = p, (1.5.17)

где A∗ – сопряженный оператор, определяемый тождеством Лагран-
жа (1.4.5). Умножим скалярно уравнение (1.5.16) на ϕ∗, а уравнение
(1.5.17) на ϕ′ и результаты вычтем один из другого. Получим

(A′ϕ′, ϕ∗) = (ϕ′, A∗ϕ∗) = (f ′, ϕ∗)− (p, ϕ′). (1.5.18)

Предположим, что D(A) = D(A∗) и ϕ, ϕ′ ∈ D(A∗), ϕ∗ ∈ D(A∗).
Левую часть соотношения (1.5.18), имея в виду, что A′ = A + δA,
преобразуем к виду

(Aϕ′, ϕ∗)− (ϕ′, A∗ϕ∗) + (δAϕ′, ϕ∗) = (δAϕ′, ϕ∗). (1.5.19)

Здесь мы воспользовались тождеством Лагранжа

(Aϕ′, ϕ∗)− (ϕ′, A∗ϕ∗) = 0.

Правую часть соотношения (1.5.18) приведем к виду

(f, ϕ∗)− (p, ϕ) + (δf, ϕ∗)− (p, δϕ) = (δf, ϕ∗)− δJp. (1.5.20)
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При упрощении левой части (1.5.20) было использовано равенство
(1.4.8), т. е.

(f, ϕ∗)− (p, ϕ) = 0.

Принимая во внимание соотношения (1.5.19) и (1.5.20), выражение
(1.5.18) записываем в виде

(δAϕ′, ϕ∗) = (δf, ϕ∗)− δJp. (1.5.21)

Отсюда приходим к формуле теории возмущений

δJp = (δf − δAϕ′, ϕ∗). (1.5.22)

Если возмущения считать малыми, то, положив приближенно
ϕ′ = ϕ, приходим к формуле теории малых возмущений

δJp = (δf − δAϕ, ϕ∗). (1.5.23)

Мы до сих пор использовали метод построения сопряженных урав-
нений для дифференциальных постановок задач. Но можно сначала
основную задачу аппроксимировать и превратить в систему линейных
алгебраических уравнений

Ahvh = fh (1.5.24)

и определить функционал

Jh
p = (ph, υh). (1.5.25)

Сопряженную задачу получим в виде

(Ah)∗ωh = ph. (1.5.26)

Так что Ah и (Ah)∗ должны удовлетворять тождеству Лагранжа
в конечномерном пространстве

(Ahυh, ωh) = ((Ah)∗ωh, υh).

В результате получим

Jh
f = (fh, ωh). (1.5.27)

Тогда в численных расчетах мы всегда будем иметь

Jh
p = Jh

f . (1.5.28)

54



55

1.6. Простейшие нелинейные задачи

В настоящем параграфе на простейших примерах мы укажем путь
к обобщению теории сопряженных уравнений и теории возмущений
на нелинейные задачи. Общие формулировки для нелинейных задач
будут даны в главе 3.

Пусть в вещественном гильбертовом пространстве H = = L2(0, 1)
рассматривается оператор A(υ):

A(υ) = − d

dx
υ

d

dx
, (1.6.1)

действующий на функции υ(x), определенные на Ω = (0, 1) и при-
надлежащие множеству D(A) ⊂ H. Будем предполагать, что функции
υ ∈ D(A) достаточно гладкие, так что

A(υ)υ = − d

dx
υ
dυ

dx
∈ H, (1.6.2)

и υ удовлетворяют некоторым однородным граничным условиям,
скажем

dυ

dx
= 0 при x = 0,

dυ

dx
= 0 при x = 1.

(1.6.3)

Рассмотрим формально скалярное произведение

(A(υ)υ, ω) = −
1∫

0

ω
d

dx
υ
dυ

dx
dx. (1.6.4)

Правую часть в (1.6.4) проинтегрируем по частям. Будем иметь

(A(υ)υ, ω) = −ωυ
dυ

dx

∣∣∣∣
x=1

x=0

+

1∫

0

υ
dω

dx

dυ

dx
dx. (1.6.5)

В силу условий (1.6.3) внеинтегральный член в (1.6.5) обращается
в нуль. Поэтому

(A(υ)υ, ω) =

1∫

0

dυ

dx

(
υ
dω

dx

)
dx. (1.6.6)
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Правую часть (1.6.6) снова проинтегрируем по частям. Тогда

(A(υ)υ, ω) = υ

(
υ
dω

dx

)∣∣∣∣
x=1

x=0

−
1∫

0

υ
d

dx
υ
dω

dx
dx. (1.6.7)

Теперь введем в рассмотрение множество функций D(A∗) ⊂ H.
Будем предполагать, что функции ω ∈ D(A∗) достаточно гладкие, так
что оператор (d/dx) υ (d/dx) на ω имеет смысл, и

d

dx
υ
dω

dx
∈ H, υ ∈ D(A), ω ∈ D(A∗).

Кроме того, предположим, что функции ω ∈ D(A∗) на границе
области Ω = (0, 1) удовлетворяют условиям

dω

dx
= 0 при x = 0,

dω

dx
= 0 при x = 1.

(1.6.8)

В том случае, когда ω ∈ D(A∗), внеинтегральный член в формуле
(1.6.7) обратится в нуль, и мы имеем

(A(υ)υ, ω) = −
1∫

0

υ
d

dx
υ
dω

dx
dx. (1.6.9)

Введем теперь в рассмотрение оператор по формуле

A∗(υ) = − d

dx
υ

d

dx
. (1.6.10)

Он действует в H на функции ω ∈ D(A∗). В этом случае соотно-
шение (1.6.9) превращается в тождество Лагранжа

(A(υ)υ, ω) = (υ,A∗(υ)ω) υ ∈ D(A), ω ∈ D(A∗), (1.6.11)

а оператор A∗(υ) является сопряженным по отношению к A(υ). Одна-
ко теперь по сравнению с линейным сопряженный оператор зависит
и от самой функции υ из множества D(A). Тем не менее предлагае-
мый метод позволяет распространить теорию сопряженных линейных

56



57

операторов на класс операторов нелинейных для задач с заданными
функционалами

Jp[ϕ] = (p, ϕ),

где p является характеристикой измерения – функцией x ∈ (0, 1) или
функцией x и решения ϕ.

Итак, рассмотрим основную задачу в виде

− d

dx
ϕ
dϕ

dx
= f(x),

dϕ

dx
= 0 при x = 0,

dϕ

dx
= 0 при x = 1,

(1.6.12)

где f(x) – заданная функция из H.
Предположим, что решение задачи (1.6.12) существует и является

достаточно гладкой функцией ϕ ∈ D(A). Пусть нам требуется найти
значение функционала

Jp[ϕ] =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx, p ∈ H. (1.6.13)

Наряду с задачей (1.6.12) введем в рассмотрение сопряженную
задачу

− d

dx
ϕ
dϕ∗

dx
= p(x),

dϕ∗

dx
= 0 при x = 0,

dϕ∗

dx
= 0 при x = 1.

(1.6.14)

где p – функция, определяющая функционал (1.6.13). Будем предпо-
лагать, что решение (1.6.14) существует и является достаточно глад-
кой функцией ϕ∗ ∈ D(A∗).

Теперь можно отметить существенное отличие сопряженной зада-
чи для нелинейного уравнения от уравнения линейного. В самом де-
ле, при формулировании линейной сопряженной задачи в нее входят
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только величины, входящие в основное уравнение. Это коэффициен-
ты и параметры. Кроме того, правой частью сопряженного уравнения
является функция прибора p(x). Так что основную и сопряженную
задачи можно было решать независимо друг от друга.

В случае нелинейной задачи ситуация меняется. Здесь необходи-
мо сначала найти решение основного уравнения и только после это-
го перейти к решению задачи сопряженной, поскольку сопряженный
оператор теперь зависит от решения ϕ(x) основной задачи.

Получим теперь представление функционала Jp[ϕ] через решение
сопряженной задачи (1.6.14). Умножим уравнение (1.6.12) на ϕ∗,
а уравнение (1.6.14) на ϕ, проинтегрируем результаты по x на (0,1)
и результаты вычтем один из другого. Тогда

−
1∫

0

ϕ∗ d

dx
ϕ
dϕ

dx
dx+

1∫

0

ϕ
d

dx
ϕ
dϕ∗

dx
dx =

1∫

0

f(x)ϕ∗dx−
1∫

0

p(x)ϕdx.

Левая часть последнего соотношения обращается в нуль в силу
тождества Лагранжа (1.6.11). Тогда будем иметь соотношение сопря-
женности

1∫

0

f(x)ϕ∗ dx =

1∫

0

p(x)ϕdx. (1.6.15)

Отсюда с учетом (1.6.13) получаем для вычисления функционала
Jp две эквивалентные формулы:

Jp =

1∫

0

p(x)ϕdx, Jp =

1∫

0

f(x)ϕ∗ dx.

До сих пор мы считали функцию p не зависящей от решения ϕ.
Однако такое предположение можно снять. Тогда будем иметь

Jp =

1∫

0

p(ϕ, x)ϕdx, Jp =

1∫

0

f(x)ϕ∗ dx. (1.6.16)

В частности, если принять

p(ϕ, x) = ϕ,
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то придем к энергетическому функционалу

Jp =

1∫

0

ϕ2 dx. (1.6.17)

Что касается второй формулы из (1.6.16), то Jp по-прежнему будет
выражаться в виде линейного функционала от решения сопряженной
задачи

Jp =

1∫

0

fϕ∗ dx.

Приведем конкретный пример. Пусть f(x) = cos 2πx, тогда основ-
ная задача (1.6.12) имеет вид

− d

dx
ϕ
dϕ

dx
= cos 2πx, x ∈ (0, 1),

dϕ

dx
= 0 при x = 0,

dϕ

dx
= 0 при x = 1.

Эта задача имеет решение ϕ = (1/π) cos πx. Пусть требуется вы-
числить энергетический функционал (1.6.17). В данном случае это
нетрудно сделать:

Jp =

1∫

0

ϕ2 dx =
1

π2

1∫

0

cos2 πx dx =
1

2π2
.

Вычислим теперь этот же функционал, используя вторую форму-
лу из (1.6.16). Для этого следует рассмотреть сопряженную задачу
(1.6.14) при p = ϕ = (1/π) cos πx:

− d

dx

1

π
cos πx

dϕ∗

dx
=

1

π
cos πx, x ∈ (0, 1),

dϕ∗

dx
= 0 при x = 0,

dϕ∗

dx
= 0 при x = 1.
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Эта задача линейна относительно ϕ∗. Нетрудно видеть, что она
имеет решение из L2(0, 1):

ϕ∗(x) =
1

π2
ln | cos πx|, x �= 1

2
,

которое является почти всюду дифференцируемой функцией с непре-
рывным «потоком» ϕ(dϕ∗/dx). Из (1.6.16) имеем

Jp =

1∫

0

f(x)ϕ∗(x) dx =
1

π2

1∫

0

cos 2πx ln | cos πx| dx.

Интегрированием по частям легко убеждаемся, что

Jp =
2

π2

1/2∫

0

cos 2πx ln(cosπx) dx =
1

2π2
;

это совпадает со значением Jp =

1∫

0

ϕ2 dx.

Заметим, что в рассматриваемом примере решение сопряженной
задачи (1.6.14) не является единственным и в формуле (1.6.16) в ка-
честве ϕ∗ можно взять любое из решений (1.6.14).

Теперь перейдем к получению формулы теории возмущений для
функционала Jp. Наряду с задачей (1.6.12), которую будем называть
невозмущенной, введем в рассмотрение задачу возмущенную:

− d

dx
ϕ′ dϕ

′

dx
= f ′(x),

dϕ
′

dx
= 0 при x = 0,

dϕ
′

dx
= 0 при x = 1.

(1.6.18)

Здесь примем обозначения

ϕ′ = ϕ+ δϕ, f ′ = f + δf, (1.6.19)
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где δϕ – вариация возмущенной задачи в зависимости от возмущения
источника δf . Будем считать, что решение ϕ′ задачи (1.6.18) суще-
ствует и является достаточно гладкой функцией.

Рассмотрим далее сопряженную невозмущенную задачу (1.6.14),
имея в виду функционал (1.6.13):

− d

dx
ϕ
dϕ∗

dx
= p(x),

dϕ∗

dx
= 0 при x = 0,

dϕ∗

dx
= 0 при x = 1.

(1.6.20)

Умножим уравнение из (1.6.18) на ϕ∗, а уравнение из (1.6.20) на
ϕ′, результаты проинтегрируем по x на отрезке (0,1) и вычтем один
из другого. Тогда

−
1∫

0

ϕ∗ d

dx
(ϕ+ δϕ)

dϕ′

dx
dx+

1∫

0

ϕ′ d

dx
ϕ
dϕ∗

dx
dx =

=

1∫

0

f ′(x)ϕ∗dx−
1∫

0

p(x)ϕ′dx.

(1.6.21)

В силу тождества Лагранжа (1.6.11) левая часть соотношения (1.6.21)
упростится и примет вид

−
1∫

0

ϕ∗ d

dx
δϕ

dϕ′

dx
dx, (1.6.22)

а правая часть выражения (1.6.21) с учетом соотношения сопряжен-
ности (1.6.15) запишется следующим образом:

1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

pδϕ dx. (1.6.23)
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Используя (1.6.22) и (1.6.23), соотношение (1.6.21) представим
в виде

−
1∫

0

ϕ∗ d

dx
δϕ

dϕ′

dx
dx =

1∫

0

δfϕ∗ dx− δJp.

Здесь мы использовали обозначение

δJp =

1∫

0

pδϕ dx.

Отсюда получаем выражение

δJp =

1∫

0

δfϕ∗ dx+

1∫

0

ϕ∗ d

dx
δϕ

dϕ′

dx
dx. (1.6.24)

Второй из интегралов в правой части (1.6.24) проинтегрируем
по частям, учитывая тот факт, что функция ϕ′ удовлетворяет гра-
ничным условиям из (1.6.18). Тогда внеинтегральный член обратится
в нуль, и мы окончательно получаем

δJp =

1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

δϕ
dϕ′

dx

dϕ∗

dx
dx. (1.6.25)

Если возмущения малые, т. е. можно приближенно положить
ϕ′ ≈ ϕ с точностью до малых величин первого порядка, получаем
формулу теории малых возмущений

δJp ∼=
1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

δϕ
dϕ

dx

dϕ∗

dx
dx. (1.6.26)

Формула (1.6.26) для своего применения требует знания решения
кроме невозмущенных задач ϕ и ϕ∗ еще и возмущенной, поскольку
под знаком интеграла присутствует множитель δϕ = ϕ′ − ϕ. В даль-
нейшем будет показано, что при обработке экспериментальных дан-
ных с целью оценки функционала δJp на фактическом материале на-
блюдений за сложными физическими процессами эта формула или ее
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обобщения будут играть большую роль, поскольку для нее потребует-
ся лишь приближенное знание вариации δϕ, которое можно получить
на основе простейших оценок.

Рассмотрим конкретный пример. Пусть f(x) = cos 2πx. Тогда, как
мы видели выше, основная задача (1.6.12) имеет решение
ϕ(x) = (1/π) cos πx. Будем рассматривать функционал (1.6.13), где
p(x) = (1/π) cos πx. В данном случае

Jp =

1∫

0

p(x)ϕ(x) dx = 1/2π2.

В качестве f ′(x) возьмем функцию

f ′(x) = f(x) + δf(x),

где δf(x) = επ cos πx; ε = const > 0. Тогда возмущенная задача
(1.6.18) примет вид

− d

dx
ϕ′ dϕ

′

dx
= cos 2πx+ επ cos πx, x ∈ (0, 1),

dϕ
′

dx
= 0 при x = 0,

dϕ
′

dx
= 0 при x = 1.

Как изменится при этом функционал Jp? Для вычисления J ′
p вос-

пользуемся полученной выше формулой теории малых возмущений

J ′
p = Jp + δJp,

где δJp определяется по формуле (1.6.26). Для отыскания δJp из
(1.6.26) нам требуется знать решение ϕ∗ сопряженной задачи (1.6.20),
которая в данном случае имеет вид

− d

dx

1

π
cos πx

dϕ∗

dx
=

1

π
cos πx, x ∈ (0, 1),

dϕ∗

dx
= 0 при x = 0,

dϕ∗

dx
= 0 при x = 1.
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Как мы видели в предыдущем примере, решением этой задачи яв-
ляется функция

ϕ∗(x) =
1

π2
ln | cos πx|, x �= 1

2
,

почти всюду дифференцируемая, принадлежащая L2(0, 1) и почти всю-
ду удовлетворяющая (1.6.20). Кроме того, в формулу (1.6.26) для δJp

входит величина δϕ = ϕ′ − ϕ. Как правило, найти ее в явном виде
довольно трудно, но в данном примере это несложно. Возмущенная
задача имеет решение ϕ′ = (1/π) cos πx + ε, поэтому δϕ = ϕ′ − ϕ = ε.
Отсюда и из (1.6.26) имеем

δJp =

1∫

0

επ cos πx · 1

π2
ln | cos πx|dx−

1∫

0

ε(− sin πx) ×

×
(
− 1

π

sin πx

cos πx

)
dx =

ε

π




1∫

0

cos π x ln | cos πx|dx− −
1∫

0

sin2 πx

cos πx
dx


 .

Интегрированием по частям легко получаем, что

1∫

0

cos πx ln | cos πx| dx =

1∫

0

sin2 πx

cos πx
dx,

т. е.
δJp ≡ 0.

Таким образом, независимо от величины параметра ε значение
функционала Jp при переходе от основной задачи к возмущенной не
меняется.

Этот же результат в данном случае мы могли бы получить сразу,
использовав другое представление для δJp:

δJp =

1∫

0

pδϕ dx =

1∫

0

1

π
cos πx · ε dx ≡ 0.

Рассмотренные выше простейшие примеры нелинейных задач ука-
зывают путь к обобщениям, которые будут даны в главе 3.
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1.7. Сопряженные уравнения
для нестационарных задач

Методы, развитые в предыдущих параграфах для стационарных
задач математической физики, можно обобщить и на нестационарные
задачи.

Рассмотрим сначала следующую нестационарную задачу:

∂ϕ

∂t
− ∂2ϕ

∂x2
= f(t, x), 0 < t ≤ T, 0 < x < 1,

ϕ(t, 0) = ϕ(t, 1) = 0, ϕ(0, x) = g(x),

(1.7.1)

где

f ∈ L2((0, T )× (0, 1)); g ∈ L2(0, 1).

Будем предполагать, что решение ϕ задачи (1.7.1) достаточно глад-
кое. Пусть оно непрерывно дифференцируемо по t на [0, T ] и дважды
непрерывно дифференцируемо по x на [0, 1]. Задачу (1.7.1) будем на-
зывать основной или невозмущенной задачей.

Следуя § 1.1, задаче (1.7.1) поставим в соответствие формально
сопряженную задачу

−∂ϕ∗

∂t
− ∂2ϕ∗

∂x2
= f ∗(t, x), 0 ≤ t < T, 0 < x < 1,

ϕ∗(t, 0) = ϕ∗(t, 1) = 0, ϕ∗(T, x) = g∗(x),

(1.7.2)

где функции f ∗, g∗ пока не определены. Пусть f ∗ ∈ L2((0, T ) ×
× (0, 1)), g∗ ∈ L2(0, 1).

Заметим, что в отличие от основной задачи (1.7.1) в сопряженной
задаче (1.7.2) начальное условие ставится при t = T > 0. Пусть ре-
шение ϕ∗ задачи (1.7.2) существует и является достаточно гладкой
функцией.

Проведем некоторые преобразования. Уравнение из (1.7.1) умно-
жим на ϕ∗, а уравнение из (1.7.2) на ϕ; полученные результаты вы-
чтем один из другого и проинтегрируем по t на [0, T ] и по x на [0, 1].
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Тогда получим

T∫

0

∂

∂t




1∫

0

ϕ∗ϕdx


 dt+

T∫

0




1∫

0

(
−∂2ϕ

∂x2
ϕ∗ +

∂2ϕ∗

∂x2
ϕ

)
dx


 ×

× dt =

T∫

0




1∫

0

(fϕ∗ − f ∗ϕ) dx


 dt.

(1.7.3)

Второе слагаемое в левой части (1.7.3) равно нулю. Это проверяет-
ся непосредственно интегрированием по частям с учетом граничных
условий из (1.7.1), (1.7.2). Тогда, использовав начальные условия, ра-
венство (1.7.3) перепишем в виде

1∫

0

g∗(x)ϕT (x) dx−
1∫

0

ϕ∗
0(x)g(x) dx =

T∫

0




1∫

0

(fϕ∗ − f ∗ϕ) dx


dt, (1.7.4)

где
ϕT (x) = ϕ(T, x) = 0; ϕ∗

0(x) = ϕ∗(0, x).

Теперь предположим, что нам требуется найти значение не само-
го решения ϕ, а лишь конкретного функционала от этого решения
следующего вида:

J =

1∫

0

g∗(x)ϕT (x) dx+

T∫

0




1∫

0

f ∗(t, x)ϕ(t, x) dx


 dt, (1.7.5)

где g∗, ϕ∗ – заданные функции.
Используя соотношение (1.7.4), мы можем получить другую фор-

мулу для вычисления J . Как и в случае стационарных задач, эта фор-
мула будет связывать значение J с решением ϕ∗ сопряженной задачи.
В самом деле, из (1.7.4), (1.7.5) имеем

J =

1∫

0

ϕ∗
0(x)g(x) dx+

T∫

0




1∫

0

f(t, x)ϕ∗(t, x) dx


 dt. (1.7.6)

Как и в стационарном случае, формула (1.7.6) оказывается пред-
почтительнее для вычислений, чем (1.7.5), особенно в тех случаях,
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когда приходится вычислять значения J для большого набора различ-
ных f .

В некоторых случаях, когда, например, функции f(t, x) и g(x) име-
ют сложный вид и трудно найти решение ϕ задачи (1.7.1), для вы-
числения функционала J также проще пользоваться формулой (1.7.6).
Приведем конкретный пример. Пусть

f(t, x) =
4
√

1 + t2/3e−t sin 2πx, g(x) = 2 sin πx+ sin 3πx.

Тогда основная задача (1.7.1) примет вид

∂ϕ

∂t
− ∂2ϕ

∂x2
=

4
√

1 + t2/3e−t sin 2πx, 0 < t ≤ T, 0 < x < 1,

ϕ(t, 0) = ϕ(t, 1) = 0, ϕ(0, x) = 2 sin πx+ sin 3πx.

(1.7.7)

Предположим, что нам требуется вычислить значение не самого
решения ϕ, а функционала от этого решения вида

J =

1∫

0

sin πx ϕ(T, x) dx. (1.7.8)

Для вычисления J по формуле (1.7.8) необходимо знать значение
решения ϕ(t, x) задачи (1.7.7) при t = T , которое трудно найти в силу
сложного вида функций f и g. Воспользуемся для этого формулой
(1.7.6). Прежде всего, запишем (1.7.8) в виде (1.7.5), где нужно поло-
жить

g∗(x) = sin πx, ϕ∗(t, x) ≡ 0. (1.7.9)

Составим сопряженную задачу (1.7.2)

−∂ϕ∗

∂t
− ∂2ϕ∗

∂x2
= 0, 0 ≤ t < T, 0 < x < 1,

ϕ∗(t, 0) = ϕ∗(t, 1) = 0, ϕ∗(T, x) = sin πx.

(1.7.10)

Нетрудно найти решение сопряженной задачи (1.7.10) (например,
методом Фурье). Оно будет иметь вид

ϕ∗(t, x) = eπ
2(t−T ) sin πx. (1.7.11)
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Теперь, зная ϕ∗, воспользуемся для вычисления функционала J
формулой (1.7.6):

J =

1∫

0

e−π2T sin πx(2 sin πx+ sin 3πx) dx +

+

T∫

0




1∫

0

4
√

1 + t2/3e−t sin 2πxeπ
2(t−T ) sin πx dx


 dt =

= 2

1∫

0

e−π2T sin2 πx dx =
1

π
e−π2T .

(1.7.12)

Таким образом, в данном случае значение J из (1.7.8) найдено
с помощью сопряженной функции (1.7.11) в явном виде:

J =

1∫

0

sin πx ϕ(T, x) dx =
1

π
e−π2T . (1.7.13)

Рассмотрим теперь вопрос о чувствительности функционала J к ис-
точнику f(t, x). С этой целью предположим, что входные данные в за-
даче (1.7.1) возмущены, т. е. вместо f и g рассматриваются функции

f ′ = f + δf, g′ = g + δg.

Мы приходим, таким образом, к возмущенной задаче

−∂ϕ′

∂t
− ∂2ϕ

′

∂x2
= f

′
(t, x), 0 < t ≤ T, 0 < x < 1,

ϕ′(t, 0) = ϕ′(t, 1) = 0, ϕ′(0, x) = g′(x).

(1.7.14)

Ее решение можно представить в виде

ϕ′(t, x) = ϕ(t, x) + δϕ(t, x).

Тогда для вариаций функционала в формуле

J ′ = J + δJ
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из (1.7.5) и (1.7.6) получим два эквивалентных соотношения:

δJ =

1∫

0

g∗(x)δϕT dx+

T∫

0




1∫

0

f ∗δϕ dx


 dt, (1.7.15)

δJ =

1∫

0

ϕ∗
0g dx+

T∫

0

1∫

0

δfϕ∗ dxdt. (1.7.16)

Формула (1.7.16) непосредственно связывает вариацию функциона-
ла с вариациями входных данных δϕ и δg. Она позволяет вычислить
δJ сразу, не решая дополнительно возмущенной задачи (1.7.14). Ана-
логичные формулы были получены нами и в случае стационарной
задачи.

Приведем пример. Пусть

f(t, x) = (1 + 4π2t) sin 2πx, g(x) = 0.

Тогда основная задача примет вид

∂ϕ

∂t
− ∂2ϕ

∂x2
= (1 + 4π2t) sin 2πx,

ϕ(t, 0) = ϕ(t, 1) = 0, ϕ(0, x) = 0.

(1.7.17)

В качестве функционала J из (1.7.5) выберем следующий:

J =

1∫

0

sin πx ϕ(T, x) dx; (1.7.18)

здесь
g∗(x) = sin πx, f ∗(t, x) ≡ 0.

В данном случае нетрудно найти решение задачи (1.7.17); оно име-
ет вид

ϕ(t, x) = t sin 2πx. (1.7.19)

Поэтому из (1.7.18) получаем

J = T

1∫

0

sin πx sin 2πx dx = 0. (1.7.20)
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Предположим, что начальное условие в задаче (1.7.17) изменилось
и вместо (1.7.17) мы имеем возмущенную задачу

∂ϕ′

∂t
− ∂2ϕ′

∂x2
= (1 + 4π2t) sin 2πx,

ϕ′(t, 0) = ϕ′(t, 1) = 0, ϕ′(0, x) = eπ
2T sin2 πx.

(1.7.21)

Как изменится при этом функционал J? Воспользуемся формулой
(1.7.16). Нам следует положить δf ≡ 0, δg = eπ

2T sin πx. Тогда из
(1.7.18) и (1.7.16) получаем

J ′ = J + δJ = δJ =

1∫

0

ϕ∗
0δg dx =

1∫

0

ϕ∗
0(x)e

π2T sin πx dx, (1.7.22)

где ϕ∗
0(x) = ϕ∗(0, x), а ϕ∗(t, x) – решение сопряженной задачи

−∂ϕ∗

∂t
− ∂2ϕ∗

∂x2
= 0,

ϕ∗(t, 0) = ϕ∗(t, 1) = 0, ϕ∗(T, x) = sin πx.

(1.7.23)

Эта задача, как мы уже видели выше, имеет решение

ϕ∗(t, x) = eπ
2(t−T ) sin πx. (1.7.24)

Поэтому из (1.7.22) получаем

J ′ =

1∫

0

e−π2T sin πxeπ
2T sin πx dx =

1∫

0

sin2 πx dx =
1

2
. (1.7.25)

Таким образом, мы вычислили значение возмущенного функциона-
ла J ′, не решая возмущенной задачи (1.7.21).

В заключение обратимся к более общему случаю. Рассмотрим неста-
ционарную задачу вида

∂ϕ

∂t
+ Aϕ = f в (0, T ]× Ω,

ϕ = g, при t = 0,

(1.7.26)
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где A – линейный оператор; ϕ(t, x) для каждого t принадлежит неко-
торому множеству функций D(A) с областью определения Ω ⊂ Rn

(n ≥ 1). Функции f(t, x), g(x) для каждого t ∈ [0, T ] предположим
квадратично суммируемыми по x на Ω и принадлежащими веществен-
ному гильбертову пространству H = L2(Ω), в котором задано обычное
скалярное произведение (·, ·).

Задаче (1.7.26), которую будем называть основной (или невозму-
щенной), поставим в соответствие сопряженную задачу вида

−∂ϕ∗

∂t
+ A∗ϕ∗ = f ∗ в (0, T ]× Ω,

ϕ∗ = g∗ при t = T,

(1.7.27)

где функции f ∗, g∗ пока не определены; A∗ – оператор, сопряженный
к A, удовлетворяющий для каждого t тождеству Лагранжа

(Aϕ,ϕ∗) = (ϕ,A∗ϕ∗), ϕ ∈ D(A), ϕ∗ ∈ D(A∗). (1.7.28)

Заметим, что решение задачи (1.7.27) начинается с t = T в сторону
убывания t вплоть до t = 0. В этом случае вычисления будут кор-
ректными, если оператор A∗ положительно определенный, т. е. если
(A∗ϕ∗, ϕ∗) ≥ γ2(ϕ∗, ϕ∗) для ϕ∗ ∈ D(A∗), где γ > 0.

Предположим, что решения ϕ и ϕ∗ задач (1.7.26), (1.7.27) явля-
ются достаточно гладкими функциями. Проведем некоторые преоб-
разования. Уравнение из (1.7.26) умножим на ϕ∗ скалярно в L2(Ω),
а уравнение (1.7.27) – на ϕ; полученные результаты вычтем один
из другого и проинтегрируем по t на отрезке 0 ≤ t ≤ T . Тогда по-
лучим

T∫

0

∂

∂t
(ϕ∗, ϕ) dt+

T∫

0

[(Aϕ,ϕ∗)− (ϕ,A∗ϕ∗)] dt =

=

T∫

0

[(f, ϕ∗)− (f ∗, ϕ)] dt.

(1.7.29)

В силу (1.7.28) второе слагаемое в левой части выражения (1.7.29)
обращается в нуль. Тогда выражение (1.7.29) с учетом начальных
условий представляется в виде

(g, ϕT )− (g, ϕ∗
0) =

T∫

0

[(f, ϕ∗)− (f ∗, ϕ)] dt, (1.7.30)
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где
ϕT = ϕ(T, x), ϕ∗

0 = ϕ∗(0, x).

Теперь предположим, что нам требуется найти линейный функци-
онал от решения ϕ, имеющий вид

J = (g∗, ϕT ) +

T∫

0

(f ∗, ϕ) dt, (1.7.31)

где f ∗, g∗ – некоторые заданные функции. Используя соотношение
(1.7.30), мы можем получить другую формулу для вычисления J . Из
(1.7.30), (1.7.31) имеем

J = (g, ϕ∗
0) +

T∫

0

(f, ϕ∗) dt. (1.7.32)

Эта формула связывает значение J с решением ϕ∗
0 сопряженной за-

дачи (1.7.27). Как мы видели выше, в некоторых случаях эта формула
оказывается более предпочтительной для вычислений по сравнению
с (1.7.31).

Рассмотрим теперь проблему чувствительности функционала J к ис-
ходным данным f и g. Предположим, что входные данные в задаче
(1.7.26) возмущены, т. е. вместо f и g мы имеем функции

f ′ = f + δf, g′ = g + δg.

Возникает следующая возмущенная задача:

∂ϕ′

∂t
+ Aϕ′ = f ′ в (0, T ]× Ω,

ϕ′ = g′ при t = 0.

(1.7.33)

Как изменится при этом функционал J из (1.7.31)? Решение задачи
(1.7.33) представим в виде

ϕ′(t, x) = ϕ(t, x) + δϕ(t, x).

Тогда, учитывая выражение (1.7.32), будем искать

J ′ = J + δJ, (1.7.34)
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где

δJ = (δg, ϕ∗
0) +

T∫

0

(δf, ϕ∗) dt, (1.7.35)

или, с другой стороны,

δJ = (g∗, δϕT ) +

T∫

0

(f ∗, δϕ) dt. (1.7.36)

Формулы (1.7.35), (1.7.36) дают нам два эквивалентных соотно-
шения для определения вариации функционала δJ . Однако форму-
ла (1.7.35) оказывается более предпочтительной для вычислений, по-
скольку она непосредственно связывает вариацию функционала с ва-
риациями входных данных δf, δg и не использует значение δϕ. Таким
образом, для вычисления отклонения функционала J , соответству-
ющего различным изменениям во входных данных, как и в случае
стационарных задач, не нужно решать большого числа возмущенных
задач вида (1.7.33) с различными f ′ и g′. Достаточно решить одну
сопряженную задачу (1.7.27) и воспользоваться формулой (1.7.35).

Если в возмущенной задаче (1.7.33) изменяется оператор задачи,
т. е. A заменяется на A′ = A + δA, то формула (1.7.35) для вариации
δJ перейдет в следующую:

δJ = (δg, ϕ∗
0) +

T∫

0

(δf, ϕ∗) dt−
T∫

0

(δAϕ′, ϕ∗) dt. (1.7.37)

Это доказывается аналогично соотношению (1.5.22), полученному
в § 1.5 для стационарной задачи.

Когда возмущения являются малыми и можно положить прибли-
женно ϕ′ = ϕ, мы приходим из (1.7.37) к формуле теории малых
возмущений:

δJ = (δg, ϕ∗
0) +

T∫

0

(δf, ϕ∗) dt−
T∫

0

(δAϕ, ϕ∗) dt. (1.7.38)
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1.8. Сопряженные уравнения и простейшие
обратные задачи

Особое значение для приложений имеют сопряженные уравнения
при решении обратных задач. Они позволяют наиболее корректно
сформулировать алгоритм вычисления неизвестных параметров (на-
пример, коэффициентов) дифференциальных операторов.

Рассмотрим сначала одномерную задачу

− d

dx
k
dϕ

dx
= f, x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0, (1.8.1)

где f ∈ L2(0, 1). Предположим сначала, что k = k(x) – неизвестная
функция, которую необходимо определить. Пусть имеется априорная
информация, что k(x) – кусочно-постоянна, т. е.

k(x) =

{
k1, 0 ≤ x ≤ 1/2,
k2, 1/2 < x ≤ 1,

(1.8.2)

где k1, k2 – пока неизвестные числа. Предположим также, что ϕ(x) –
непрерывная функция, обладающая непрерывным «потоком» k dϕ

dx

и удовлетворяющая почти всюду уравнению (1.8.1) и граничным усло-
виям ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

Пусть далее мы имеем измерения двух функционалов:

J1 =

1∫

0

p1ϕdx, J2 =

1∫

0

p2ϕdx, (1.8.3)

где p1 и p2 – две функции измерения. Введем теперь в рассмотрение
две сопряженные задачи, соответствующие функционалам J1 и J2.
Так, первая задача имеет вид

− d

dx
k
dϕ∗

1

dx
= p1, ϕ∗

1(0) = ϕ∗
1(1) = 0, (1.8.4)

а вторая

− d

dx
k
dϕ∗

2

dx
= p2, ϕ∗

2(0) = ϕ∗
2(1) = 0. (1.8.5)

Пусть функции ϕ∗
1, ϕ

∗
2 непрерывны, обладают непрерывными «по-

токами» k
dϕ∗

1

dx
, k

dϕ∗
2

dx
и удовлетворяют почти всюду уравнениям (1.8.4)

и (1.8.5) соответственно.
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Для определения k(x) в формуле (1.8.2) поступим следующим об-
разом: умножим (1.8.1) на ϕ∗

1 и результат проинтегрируем по всему
интервалу 0 ≤ x ≤ 1. Будем иметь

−
1∫

0

ϕ∗
1

d

dx
k
dϕ

dx
dx =

1∫

0

fϕ∗
1 dx. (1.8.6)

Левую часть выражения (1.8.6) преобразуем интегрированием по
частям:

−
1∫

0

ϕ∗
1

d

dx
k
dϕ

dx
dx = −k

dϕ

dx
ϕ∗
1

∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

+

1∫

0

k
dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx. (1.8.7)

Внеинтегральный член в правой части (1.8.7) равен нулю вслед-
ствие граничного условия для ϕ∗

1. Тогда выражение (1.8.6) примет
вид

1∫

0

k
dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx =

1∫

0

fϕ∗
1 dx. (1.8.8)

Аналогичным образом умножим уравнение (1.8.1) на ϕ∗
2 и произве-

дем те же преобразования. Тогда получим соотношение

1∫

0

k
dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx =

1∫

0

fϕ∗
2 dx. (1.8.9)

Используем теперь соотношения (1.8.8), (1.8.9) для нахождения
k(x), имея в виду, что функционалы

J1 =

1∫

0

fϕ∗
1 dx, J2 =

1∫

0

fϕ∗
2 dx (1.8.10)

известны из экспериментальных измерений. С учетом (1.8.10) соот-
ношения (1.8.8), (1.8.9) запишутся в виде

1∫

0

k
dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx = J1,

1∫

0

k
dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx = J2. (1.8.11)
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Поскольку вид k(x) в форме кусочно-постоянной функции задан
формулой (1.8.2), то представление (1.8.2) используем в соотношени-
ях (1.8.11). Будем иметь

k1

1/2∫

0

dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx+ k2

1∫

1/2

dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx = J1,

k1

1/2∫

0

dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx+ k2

1∫

1/2

dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx = J2.

(1.8.12)

Введем обозначения

1/2∫

0

dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx = a11,

1/2∫

0

dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx = a21,

1∫

1/2

dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx = a12,

1∫

1/2

dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx = a22.

(1.8.13)

Предположим, что функции ϕ, ϕ∗
1, ϕ

∗
2 (или хотя бы их производные,

фигурирующие в (1.8.12), нам известны заранее. Тогда из (1.8.12)
будем иметь систему двух уравнений для определения неизвестных
k1 и k2:

a11k1 + a12k2 = J1,
a21k1 + a22k2 = J2.

(1.8.14)

Если определитель системы

∆ =

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ �= 0,

то решение задачи (1.8.14) существует. Результат будет тем более
точным, чем более превалирующими будут диагональные члены
в (1.8.14).

Имея в виду оптимальное планирование эксперимента по нахожде-
нию k1 и k2, функции p1 и p2 можно выбрать в виде

p1(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1/2,
0, 1/2 < x ≤ 1,

p2(x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ 1/2,
1, 1/2 < x ≤ 1.

(1.8.15)
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Таким образом решается простейшая обратная задача по определе-
нию коэффициента диффузии.

Рассмотрим конкретный пример. Пусть функции p1(x), p2(x) заданы
в виде (1.8.15). Предположим, что функции ϕ(x), ϕ∗

1(x), ϕ
∗
2(x) также

заданы и имеют вид (рис. 1.8)

ϕ(x) = sin πx,

ϕ∗
1(x) =




−x2 +
5

6
x, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

−x

3
+

1

3
, 1

2
< x ≤ 1,

ϕ∗
2(x) =




x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

−2x2 +
8

3
x− 2

3
, 1

2
< x ≤ 1.

Рис. 1.8
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Требуется определить функцию k(x) в (1.8.2). Найдем значения
функционалов J1, J2 по формуле (1.8.3):

J1 =

1∫

0

p1ϕdx =

1/2∫

0

ϕ(x) dx =

1/2∫

0

sin πx dx =
1

π
,

J2 =

1∫

0

p2ϕdx =

1∫

1/2

ϕ(x) dx =

1∫

1/2

sin πx dx =
1

π
.

Вычислим aij (i, j = 1, 2) из (1.8.13):

a11 =

1/2∫

0

dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx =

1/2∫

0

π cos πx

(
−2x+

5

6

)
dx =

2

π
− 1

6
,

a12 =

1∫

1/2

dϕ

dx

dϕ∗
1

dx
dx =

1∫

1/2

π cos πx

(
−1

3

)
dx =

1

3
,

a21 =

1/2∫

0

dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx =

1/2∫

0

π cos πx · 1
3
dx =

1

3
,

a22 =

1∫

1/2

dϕ

dx

dϕ∗
2

dx
dx =

1∫

1/2

π cos πx

(
−4x+

8

3

)
dx =

4

π
− 2

3
.

Составим систему (1.8.14):
(
2

π
− 1

6

)
k1 +

1

3
k2 =

1

π
,

1

3
k1 +

(
4

π
− 2

3

)
k2 =

1

π
.

(1.8.16)

Определитель системы отличен от нуля:

∆ =

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

2

π
− 1

6
1
3

1

3
4
π
− 2

3

∣∣∣∣∣∣∣
=

8

π2
− 2

π
�= 0,
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поэтому она имеет единственное решение. Из (1.8.16) легко находим
k1 = 1/2, k2 = 1/4.

Таким образом, обратная задача решена и функция k(x) найдена.
Она имеет вид

k(x) =

{
1/2, 0 ≤ x ≤ 1/2,
1/4, 1/2 < x ≤ 1.

Естественно, что функция k(x) в других случаях может быть струк-
турно более сложной, чем принята в (1.8.2). Если она непрерывна на
отрезке 0 ≤ x ≤ 1 и имеется некоторая априорная информация о ней,
то ее обычно удается представить в виде

k(x) =
m∑
s=1

αsωs(x), (1.8.17)

где ωs(x) – заданные аппроксимирующие функции. В этом случае для
определения αs необходимо предварительно решить m сопряженных
задач вида

− d

dx
k
dϕ∗

s

dx
= ps(x), ϕ∗

s(0) = ϕ∗
s(1) = 0, s = 1, 2, . . . ,m, (1.8.18)

где ps(x) – функция, связанная с измерением функционала

Js =

1∫

0

psϕdx. (1.8.19)

Зная решения m сопряженных задач (1.8.18), мы можем перейти к
определению αs. С этой целью уравнение (1.8.18) умножим на ϕ∗

s(x)
и проинтегрируем по x на отрезке [0,1]. Тогда получим

−
1∫

0

ϕ∗
s

d

dx
k
dϕ

dx
dx =

1∫

0

fϕ∗
s dx. (1.8.20)

Имея в виду преобразование левой части выражения (1.8.20) с по-
мощью интегрирования по частям и однородных граничных условий
для ϕ∗

s из (1.8.18), будем иметь

1∫

0

k
dϕ∗

s

dx

dϕ

dx
dx =

1∫

0

fϕ∗
s dx. (1.8.21)
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Нетрудно показать, что одновременно имеет место представление
для функционала Js:

Js =

1∫

0

fϕ∗
s dx. (1.8.22)

Это проверяется непосредственно следующим образом. Умножим
уравнение из (1.8.1) – на ϕ∗

s, а уравнение из (1.8.18) на ϕ. Результаты
проинтегрируем по x на отрезке [0,1] и вычтем один из другого. Тогда
получим

0 =

1∫

0

fϕ∗
s dx−

1∫

0

psϕdx.

Отсюда и из (1.8.19) следует наше утверждение.
Вернемся теперь к соотношению (1.8.21). С учетом представления

(1.8.17) запишем его в виде

m∑
s′=1

αs′ass′ = Js, s = 1, 2, . . . ,m, (1.8.23)

где

ass′ =

1∫

0

ωs′
dϕ∗

s

dx

dϕ

dx
dx.

Решая m уравнений (1.8.23), получаем неизвестные αs и, следова-
тельно, представление для k(x).

Если ошибки измерений достаточно велики, то значение m функ-
ционалов оказывается недостаточным для получения αs с нужной
точностью. Для повышения точности обычно требуют привлечения
большего, чем m, числа функционалов Js. Тогда система уравнений

m∑
s′=1

αs′ass′ = Js, s = 1, 2, . . . ,m,m+ 1, . . . ,m+ n, (1.8.24)

становится переопределенной, и ее решение находится с помощью
метода наименьших квадратов.

Приведем здесь алгоритм метода наименьших квадратов. Согласно
этому методу (см., например, [127]), вместо точного решения задачи
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(1.8.24) выбираются такие величины α′
s, для которых сумма квадратов

отклонений

E =
m+n∑
s=1

(
Js −

m∑
s′=1

αs′ass′

)2

будет наименьшей. Сумма квадратов E представляет собой квадра-
тичный многочлен относительно переменных α′

s. Этот многочлен до-
стигает минимума при таких значениях α1, . . . , αm, при которых
обращаются в нуль все первые частные производные:

∂E

∂αl

= −2
m+n∑
s=1

asl

(
Js −

m∑
s′=1

αs′ass′

)
= 0, l = 1, 2, . . . ,m.

Отсюда следует, что α′
s удовлетворяют системе

m+n∑
s=1

asl

m∑
s′=1

ass′αs′ =
m+n∑
s=1

aslJs, l = 1, 2, . . . ,m.

Эту систему можно записать в матричном виде, если ввести сле-
дующие обозначения:

A =




a11 . . . a1m
. . . . . . . . .
am1 . . . amm

. . . . . . . . .
am+n,1 . . . am+n,n



, α =




α1

. . .
αm


 , β =




J1

. . .
Jm+n


 .

Тогда будем иметь систему

ATAα = ATβ,

где AT – матрица, транспонированная по отношению к A. Если столб-
цы матрицы A являются линейно независимыми, то эта система имеет
единственное решение.

Теперь перейдем к рассмотрению общей схемы решения обратных
задач с помощью сопряженных уравнений. Пусть имеется задача

Aϕ = f, (1.8.25)

где A – линейный оператор, действующий в гильбертовом простран-
стве H, с областью определения D(A). Пусть в H задано некоторое
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скалярное произведение (u, υ). Функцию f ∈ H будем считать из-
вестной. Что касается оператора A, то априори будем считать его
неизвестным, так что

A =
m∑

s′=1

αs′As′ , (1.8.26)

где элементы оператора As известны, а коэффициенты αs неизвестны.
Задача состоит в нахождении αs (s = 1, 2, . . . ,m) по заданным функ-
ционалам от решения, которые определяются на основе измерений

Js = (ps, ϕ), (1.8.27)

где ps – характеристика измерений (или прибора).
Введем в рассмотрение набор сопряженных уравнений

A∗ϕ∗
s = ps, s = 1, 2, . . . ,m,m+ 1, . . . ,m+ n. (1.8.28)

Умножим скалярно в H уравнение (1.8.25) – на ϕ∗
s; а уравнения

(1.8.28) на ϕ, вычитая одно соотношение из другого, получим

(Aϕ,ϕ∗
s)− (ϕ,A∗ϕ∗

s) = (f, ϕ∗
s)− (ps, ϕ). (1.8.29)

Вследствие тождества Лагранжа левая часть этого соотношения
обратится в нуль, и мы получим

(ps, ϕ) = (f, ϕ∗
s),

или с учетом (1.8.27) имеем двойственное представление

Js = (ps, ϕ), Js = (f, ϕ∗
s). (1.8.30)

Далее, уравнение (1.8.25) снова скалярно в H умножим на ϕ∗
s.

Получим
(Aϕ,ϕ∗

s) = (f, ϕ∗
s). (1.8.31)

Используем представление (1.8.26). Тогда

m∑
s′=1

αs′ass′ = Js, s = 1, 2, . . . ,m,m+ 1, . . . ,m+ n, (1.8.32)

где ass′ = (As′ϕ, ϕ
∗
s).
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Система (1.8.32) переопределена. Решая ее методом наименьших
квадратов, получаем неизвестные αs (s = 1, . . . ,m). Так решается об-
ратная задача по восстановлению коэффициентов αs в операторе A
из (1.8.26). Отметим, что при ее решении описанным в данном па-
раграфе способом предполагалось, что функции ϕ, ϕ∗

s известны. Ведь
именно они определяют коэффициенты ass′ в системе (1.8.32). Однако
эти функции не всегда можно знать заранее. Оказывается, что в ряде
случаев их можно заменить на некоторые «невозмущенные» функ-
ции – решения модельных задач, соответствующих задачам (1.8.25),
(1.8.28). Это можно сделать на основе методов теории возмущений,
о чем будет подробно рассказано в дальнейшем.

Возможны и другие модификации решения обратных задач. Опыт
показывает, что во всех случаях применение сопряженных уравнений
является весьма эффективным при решении обратных задач.

1.9. Теория возмущений

До сих пор мы рассматривали теорию малых возмущений примени-
тельно к задачам математической физики. Однако во многих случаях
нам требуется получение результата и при возмущениях, которые не
являются малыми. Именно эти вопросы будут предметом исследова-
ний настоящей и следующей лекций.

Основным математическим аппаратом здесь являются разложения
по степеням малого параметра и последовательное решение получаю-
щихся при этом задач.

Начнем с рассмотрения общей схемы алгоритмов возмущений.
Пусть имеется неоднородное уравнение

Au = f, (1.9.1)

где A – линейный оператор, действующий в гильбертовом простран-
стве H, с областью определения D(A) ⊂ H. Предположим, что за-
дача (1.9.1) разрешима, т. е. существует обратный оператор A−1 на
элементах f ∈ H. Наряду с задачей (1.9.1), которую назовем невоз-
мущенной, введем в рассмотрение задачу возмущенную:

Aεuε = fε, (1.9.2)

где возмущенный оператор имеет ту же область определения
D(A), fs ⊂ H.
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Предположим, что

Aε = A+ εδA, fε = f + εδf, (1.9.3)

где ε – числовой параметр, который в возмущенную задачу вводится
формально и лишь в конце всех преобразований может быть положен
равным единице. Может случиться, что в той или иной задаче пара-
метр ε выделяется численно, и тогда после проведения исследований
нужно его положить равным заданному значению.

Приходим к рассмотрению алгоритма теории возмущений. С этой
целью решение возмущенной задачи представим в виде ряда

uε = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (1.9.4)

Подставим (1.9.4) в (1.9.2). Тогда получим выражение

(A+ εδA)(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) = f + εδf. (1.9.5)

Приравнивая, как это делается обычно, коэффициенты при одина-
ковых степенях ε, получаем систему уравнений

Au0 = f,
Au1 = δf − δAu0,
Aui = −δAui−1, i = 2, 3, . . . .

(1.9.6)

Последовательно решая эти уравнения, мы приходим к решению
(1.9.4). Если ряд (1.9.4) ограничен некоторым числом членов, на-
пример

u(N)
ε = u0 + εu1 + · · ·+ εNuN , (1.9.7)

то функцию u
(N)
ε называют N -м приближением к uε.

Вопросы разрешимости уравнения (1.9.2), представимости решения
uε в виде ряда (1.9.4), разрешимости схемы (1.9.6), сходимости ряда
(1.9.4) и решение уравнения (1.9.2) должны рассматриваться исходя
из конкретных постановок задач.

Ради простоты изложения алгоритмов будем здесь и в дальнейшем
предполагать, что все наши рассуждения и алгоритмические преобра-
зования обоснованны. Это поможет нам сконцентрировать внимание
на принципиальных моментах теории и разработки алгоритмов.

Рассмотрим далее общую схему алгоритма возмущения в примене-
нии к возмущенному уравнению (1.9.2) в случае, когда Aε и fε имеют
соответственно вид
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Aε =
∞∑
i=0

εiAi, A0 = A,

fε =
∞∑
i=0

εifi, f0 = f,

(1.9.8)

где Ai : H → H – заданные линейные операторы, fi ∈ H.
Будем считать, что возмущенное решение задачи (1.9.2) представи-

мо в виде (1.9.4). Тогда аналогично предыдущему, приравнивая члены
при одинаковых степенях ε, получим систему уравнений

Au0 = f,
Au1 = f1 − A1u0,
Au2 = f2 − A1u1 − A2u0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aun = fn −
n∑

k=1

Akun−k.

(1.9.9)

Последовательно решая эти уравнения, находим u0, u1, u2, . . . , а сле-
довательно, и uε, если ряд (1.9.4) сходится.

Рассмотрим теперь простейшую невозмущенную задачу

−d2u

dx2
= f, x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

(1.9.10)

где f ∈ L2(0, 1).
Рассмотрим далее возмущенную задачу

−d2uε

dx2
+ εg(x)uε = fε, x ∈ (0, 1),

uε(0) = uε(1) = 0,

(1.9.11)

где fε = f + εδf, ε ≥ 0. Здесь δf ∈ L2(0, 1), g – кусочно-непрерывная
функция, удовлетворяющая условию

g(x) ≥ 0. (1.9.12)

85



86

Нетрудно показать, что при этих условиях возмущенная задача
имеет единственное решение на отрезке [0,1]. Чтобы найти решение
этой задачи с помощью алгоритма возмущения, последовательно ре-
шим систему уравнений

−d2u0

dx2
= f, u0(0) = u0(1) = 0,

−d2u1

dx2
= δf − gu0, u1(0) = u1(1) = 0,

−d2ui

dx2
= −gui−1, ui(0) = ui(1) = 0, i = 2, 3, . . . .

(1.9.13)

Тогда решение возмущенной задачи найдем в форме

uε = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (1.9.14)

Решение невозмущенной задачи (1.9.10) записывается в явном
виде:

u = x

1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′ −
x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′. (1.9.15)

Отсюда без труда можно найти все члены ряда (1.9.14) вплоть до
n = N , имея в виду получение решения N -го порядка точности по ε.

Приведем численный пример. Невозмущенную задачу (1.9.10) рас-
смотрим в виде

−d2u

dx2
= 100x, x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

(1.9.16)

а в качестве возмущенной задачи (1.9.11) возьмем следующую:

−d2uε

dx2
+ ε sin πxuε(x) = 100x+ ε100 sinπx, x ∈ (0, 1),

uε(0) = uε(1) = 0.

(1.9.17)

Таким образом, здесь f = 100x, δf = 100 sin πx, g(x) = sin πx.
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Применим описанный алгоритм возмущений для отыскания реше-
ния задачи (1.9.17). Система уравнений (1.9.13) (для i = 0, 1, 2) в дан-
ном случае имеет вид

−d2u0

dx2
= 100x, u0(0) = u0(1) = 0,

−d2u1

dx2
= 100 sin πx− sin πx u0(x), u1(0) = u1(1) = 0,

−d2u2

dx2
= − sin πx u1(x), u2(0) = u2(1) = 0.

(1.9.18)

Задачи (1.9.18) решались методом конечных разностей на равно-
мерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , n, h = 1/n, n = 100. Были
рассмотрены простейшие конечно-разностные схемы второго поряд-
ка аппроксимации по h. Полученные системы с трехдиагональными
матрицами решались методом факторизации [79]. Рассматривались
случаи ε = 10, ε = 1, ε = 0.1, приведенные соответственно на рисун-
ках 1.9–1.11, где, согласно (1.9.7)

u(1)
ε = u0 + εu1, u(2)

ε = u0 + εu1 + ε2u2.

Рис. 1.9
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Кроме того, для проверки численно была решена и возмущенная
задача (1.9.17) тем же методом конечных разностей. Как видно из
рисунков 1.9–1.11, во всех случаях эмпирически имеет место схо-
димость используемого алгоритма возмущений. На рисунке 1.11 гра-
фики uε(x) и u1

ε(x) практически совпадают. Это означает, что для
отыскания решения возмущенной задачи (1.9.17) с точностью O(h2)
в данном случае достаточно найти u1 из (1.9.18) и построить функ-
цию u1

ε(x) = u0 + εu1. При ε = 1 и ε = 10 сходимость алгоритма
возмущений более медленная (см. рис. 1.9 и 1.10).

Рис. 1.10

На рисунке 1.12 приведен случай ε = 100, где наблюдается уже
расходимость метода возмущений, поскольку ε очень велико.

В данном простом примере несложно найти условие на параметр
ε, при котором можно гарантировать сходимость ряда возмущений
(1.9.14). Чтобы получить такое условие, оценим нормы функций ui,
которые определяются из системы (1.9.13). Для u0 ≡ u имеет место
формула (1.9.15). Докажем, что справедлива оценка

‖u‖ ≤ 1

c
‖f‖, (1.9.19)
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где

‖u‖ =




1∫

0

u2(x) dx




1/2

, ‖f‖ =




1∫

0

f 2(x) dx




1/2

, c =

√
189

43
.

Рис. 1.11

Рис. 1.12
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В самом деле, из (1.9.15) получаем равенство

‖u‖2 =
1∫

0



x

1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′ −
x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′





2

×

× dx = I1 + I2 + I3,

(1.9.20)

где

I1 =

1∫

0

x2




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

dx,

I2 =

1∫

0




x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

dx,

I3 = −2




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




1∫

0

x




x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′


 dx.

Для I1 имеем

I1 =
1

3




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

. (1.9.21)

Для I2 справедливо неравенство

I2 ≤
2

3




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

+
1

3

1∫

0




x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

dx.

Поскольку

1∫

0




x∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

dx ≤
1∫

0

dx




x∫

0




x′∫

0

dx′′




1/2

×

×




x′∫

0

f 2(x′′) dx′′




1/2

dx′




2

≤ ‖f‖2

9
,
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то

I2 ≤
2

3




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

+
‖f‖2

27
. (1.9.22)

Для I3 интегрированием по частям получаем

I3 = −2




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′





1

2

1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′−

−
1∫

0

x2

2




x∫

0

f(x′′) dx′′


 dx


 = −




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′




2

+

+

1∫

0

x2




x∫

0

f(x′′) dx′′


 dx ·

1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′) dx′′.

Поскольку по неравенству Коши – Буняковского для интегралов

1∫

0

x2




x∫

0

f(x′′)dx′′


 dx≤

1∫

0

x2




x∫

0

dx′′




1/2

×

×




x∫

0

f 2(x′′)dx′′




1/2

dx≤ ‖f‖
1∫

0

x5/2dx =
2

7
‖f‖,

1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′)dx′′≤
1∫

0




x′∫

0

dx′′




1/2


x′∫

0

f 2(x′′)dx′′




1/2

×

× dx′≤ ‖f‖
1∫

0

(x′)1/2dx′ =
2

3
‖f‖,

то

I3 ≤ −




1∫

0

dx′

x′∫

0

f(x′′)dx′′




2

+
4

21
‖f‖2. (1.9.23)
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Подставляя оценки (1.9.21)–(1.9.23) в (1.9.20), получаем

‖u‖2 ≤
(

1

27
+

4

21

)
‖f‖2 = 43

189
‖f‖2,

откуда следует неравенство (1.9.19).
Аналогичные оценки получаются и для u1, u2, . . . из (1.9.13):

‖u1‖ ≤ 1

c
‖δf − gu0‖,

‖ui‖ ≤ 1

c
‖gui−1‖, i = 2, 3, . . . .

(1.9.24)

Поскольку в нашем примере g = sin πx ≤ 1, то

‖ui‖ ≤ 1

c
‖ui−1‖, i = 2, 3, . . . .

Отсюда последовательно получаем

‖u2‖ ≤ 1

c
‖u1‖, ‖u3‖ ≤ 1

c
‖u2‖ ≤ 1

c2
‖u1‖, . . . , ‖un‖ ≤ 1

cn−1
‖u1‖, . . . .

Тогда ряд (1.9.14) мажорируется сверху числовым рядом

‖uε‖ ≤ ‖u0‖+ |ε| ‖u1‖+ c‖u1‖
∞∑
i=2

(
|ε|
c

)n

, (1.9.25)

который сходится при |ε| < c.
Таким образом, достаточным условием сходимости ряда возмуще-

ний (1.9.14) является условие

|ε| < c, (1.9.26)

где c =
√
189/43.

1.10. Сопряженные уравнения.
Алгоритмы возмущений

Рассмотрим теперь сопряженную невозмущенную задачу (см. [100])

A∗u∗ = p, (1.10.1)

92



93

соответствующую основной задаче (1.9.1). Здесь A∗ – оператор, со-
пряженный к A, с областью определения D(A∗) ⊂ H, p ∈ H. Задачу
(1.10.1) будем считать разрешимой.

Так же как и в случае основной задачи, введем возмущенную со-
пряженную задачу

A∗
εu

∗
ε = pε, (1.10.2)

где

A∗
ε = A∗ + εδA∗, pε = p+ εδp, (1.10.3)

причем δA∗ – заданный оператор, действующий в H, с областью опре-
деления D(A∗), δp ∈ H. Здесь мы ради общности считаем, что воз-
мущается не только оператор A∗, но и функция измерения p. Обыч-
но измерение физической величины (прибора) не меняется, и потому
в большинстве практически интересных случаев δp = 0, т. е. pε = p.
Но этого может и не быть.

Решение возмущенной задачи будем искать в виде

u∗
ε = u∗

0 + εu∗
1 + ε2u∗

2 + . . . . (1.10.4)

Подставляя (1.10.4), (1.10.3) в (1.10.2) и приравнивая члены при
одинаковых степенях ε, получаем систему уравнений для определе-
ния u∗

i :

A∗u∗
0 = p,

A∗u∗
1 = δp− δA∗u∗

0,

A∗u∗
i = −δA∗u∗

i−1, i = 2, 3, . . . .

(1.10.5)

Если найти лишь функции {u∗
i }Ni=1, то функцию

u∗(N)
ε = u∗

0 + εu∗
1 + · · ·+ εNu∗

N (1.10.6)

можно принять за приближение N -го порядка к решению возмущен-
ной задачи (1.10.2).

Рассмотрим далее сопряженное возмущенное уравнение в общей
форме

A∗
εu

∗
ε = pε, (1.10.7)
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где

A∗
ε =

∞∑
i=0

εiA∗
i , A∗

0 = A∗,

pε =
∞∑
i=0

εipi, p0 = p.

(1.10.8)

Здесь A∗
i – заданные операторы, pi → H. Решение задачи (1.10.7)

вновь будем искать в виде ряда

u∗
ε = u∗

0 + εu∗
1 + ε2u∗

2 + . . .

Тогда обычным приемом приходим к системе уравнений

A∗u∗
0 = p,

A∗u∗
1 = p1 − A∗

1u
∗
0,

A∗u∗
2 = p2 − A∗

1u
∗
1 − A∗

2u
∗
0,

A∗u∗
n = pn −

n∑
k=1

A∗
ku

∗
n−k.

(1.10.9)

Последовательно решая эти уравнения, можно найти u
∗(N)
ε по фор-

муле (1.10.6).
Вопросы обоснования алгоритмов возмущений для сопряженных

задач рассмотрены в работе [100].
В заключение приведем пример. Пусть в пространстве H = L2(0, 1)

действует оператор A, определенный дифференциальным выражением

Au = −d2u

dx2
+

du

dx
,

с областью определения D(A), введенной в § 1.1. Тогда задача (1.9.1)
будет иметь вид

−d2u

dx2
+

du

dx
= f, x ∈ (0, 1), u(0) = u(1) = 0. (1.10.10)

Сопряженная задача (1.10.1), соответствующая (1.10.10), как мы
видели в § 1.1, запишется в виде

−d2u∗

dx2
− du∗

dx
= p, x ∈ (0, 1), u∗(0) = u∗(1) = 0. (1.10.11)
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Пусть при заданной функции p ∈ H = L2(0, 1) решение задачи
(1.10.11) нам известно. Наряду с (1.10.11) рассмотрим возмущенную
сопряженную задачу (1.10.12) в виде

−d2u∗
ε

dx2
− (1 + εg(x))

du∗
ε

dx
= p, u∗

ε(0) = u∗
ε(1) = 0. (1.10.12)

Здесь pε = p, δA∗u∗
ε = −g(x)(du∗

ε)/(dx), g(x) – достаточно гладкая
функция.

Для отыскания решения u∗
ε задачи (1.10.12) с точностью O(ε2)

воспользуемся описанным выше алгоритмом возмущений. Используя
разложение (1.10.4), приходим к системе (1.10.5), которая в данном
случае имеет вид

−d2u∗
0

dx2
− du∗

0

dx
= p, u∗

0(0) = u∗
0(1) = 0,

−d2u∗
1

dx2
− du∗

1

dx
= g(x)

du∗
0

dx
, u∗

1(0) = u∗
1(1) = 0,

−d2u∗
i

dx2
− du∗

i

dx
= g(x)

du∗
i−1

dx
, u∗

i (0) = u∗
i (1) = 0, i = 2, 3, . . . .

(1.10.13)

Первое уравнение системы (1.10.13) есть не что иное, как невозму-
щенная сопряженная задача (1.10.11), решение которой нам известно:
u∗
0 = u∗. Решая второе уравнение из (1.10.13), находим u∗. Тогда со-

гласно (1.10.6) мы можем построить u
∗(1)
ε :

u∗(1)
ε = u∗

0 + εu∗
1.

Это и есть приближение первого порядка к uε – решению возму-
щенной задачи (1.10.12).

1.11. Алгоритмы возмущений для задач
на собственные значения

Рассмотрим алгоритмы решения линейных задач на собственные
значения. Пусть A – линейный оператор, действующий в веществен-
ном гильбертовом пространстве H, с областью определения
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D(A) ⊂ H. Предполагается, что функции множества D(A) удовлетво-
ряют некоторым однородным граничным условиям. Остальные свой-
ства функций ϕ ∈ D(A) вытекают из требования, чтобы уравнение

Aϕ = λϕ (1.11.1)

допускало полный набор собственных функций {ϕi} (базис в H), со-
ответствующих собственным значениям {λi}.

Если же оператор A несамосопряженный, то следует ввести в рас-
смотрение оператор, сопряженный A∗, согласно тождеству Лагранжа

(Aϕ,ϕ∗) = (ϕ,A∗ϕ∗). (1.11.2)

Тогда приходим к сопряженной задаче на собственные значения

A∗ϕ∗ = λϕ∗. (1.11.3)

Здесь считаем, что ϕ∗ принадлежит D(A∗) – области определения
оператора A∗. Граничные условия для ϕ∗ ∈ D(A∗) находятся из пред-
положения, что имеет место тождество Лагранжа, и при образовании
левой части этого тождества в правую внеинтегральные члены сле-
дует полагать равными нулю. Отсюда приходим к граничным услови-
ям для ϕ∗. Другие свойства функций множества D(A∗) вытекают из
обоснованности упомянутых выше преобразований, связанных с тож-
деством Лагранжа.

Уравнения (1.11.1) и (1.11.3) будем называть невозмущенными.
Введем далее в рассмотрение возмущенное уравнение, соответствую-
щее (1.11.1). Будем иметь

Aεϕε = λεϕε, (1.11.4)

где Aε – некоторый линейный оператор, действующий в H. Приве-
дем формальную схему алгоритма нахождения собственных векторов
и собственных значений ϕε и λε по заданным возмущениям в опера-
торе задачи Aε.

Рассмотрим сначала неоднородное уравнение, соответствующее од-
нородному невозмущенному уравнению (1.11.1),

Aϕ = λϕ+ f (1.11.5)

и однородную сопряженную задачу, также соответствующую невоз-
мущенной задаче (1.11.1),

A∗ϕ∗ = λϕ∗, (1.11.6)
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где функции ϕ, ϕ∗, так же как и λ, будем считать вещественными.
Умножим скалярно уравнение (1.11.5) на ϕ∗, а уравнение (1.11.6)

на ϕ. Тогда с помощью тождества Лагранжа приходим к условию

(f, ϕ∗) = 0. (1.11.7)

Это значит, что для решения задачи (1.11.5) требуется ортогональ-
ность собственных функций сопряженной задачи к правой части урав-
нения (1.11.5). Итак, будем считать, что соотношение ортогонально-
сти имеет место. Предположим далее, что возмущение оператора A
определяется некоторым параметром и имеет место представление

Aε =
∞∑
i=0

εiA(i), (1.11.8)

где A(0) = A, а A(i) (i = 1, 2, . . . ) – некоторые линейные операторы,
действующие в H, с областью определения D(A).

Допустим, что ϕε и λε представимы в виде рядов по параметру ε:

λε =
∞∑
i=0

εiλ(i), λ(0) = λ,

ϕε =
∞∑
i=0

εiϕ(i), ϕ(0) = ϕ,

(1.11.9)

сходящихся в некоторой области ε = 0.
Здесь λ – собственное значение, а ϕ – соответствующая ему соб-

ственная функция невозмущенной задачи (1.11.1).
Подставляя ряды (1.10.12) в уравнение (1.11.4) и приравнивая чле-

ны при одинаковых степенях ε, получаем систему

(A− λ(0)E)ϕ(0) = 0, λ(0) = λ, ϕ(0) = ϕ,

(A− λ(0)E)ϕ(1) = λ(1)ϕ(0) − A(1)ϕ(0),

(A− λ(0)E)ϕ(n) =
n∑

i=1

λ(i)ϕ(n−i) −
n∑

i=1

A(i)ϕ(n−i),

(1.11.10)
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где E – тождественный оператор, т. е. Eϕ = ϕ. Систему уравнений
(1.11.10) перепишем в виде

(A− λ(0)E)ϕ(0) = 0,

(A− λ(0)E)ϕ(1) = f1,

(A− λ(0)E)ϕ(n) = fn.

(1.11.11)

Здесь fn (n = 1, 2, . . . ) определяется формулой

fn =
n∑

i=1

λ(i)ϕ(n−i) −
n∑

i=1

A(i)ϕ(n−i). (1.11.12)

Уравнения системы (1.11.10) последовательно умножим скаляр-
но на функцию ϕ∗ – решение сопряженного уравнения (1.11.6) –
и из каждого соотношения вычтем выражение, получаемое с помо-
щью скалярного умножения уравнения (1.11.6) соответственно на
ϕ(0), ϕ(1), ϕ(2), . . . . Тогда, используя тождества Лагранжа, получим ра-
венства

λ(1)(ϕ(0), ϕ∗)− (A(1)ϕ(0), ϕ∗) = 0,

λ(2)(ϕ(0), ϕ∗) + λ(1)(ϕ(1), ϕ∗)− (A(2)ϕ(0) + A(1)ϕ(1), ϕ∗) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1.11.13)

В результате приходим к следующему алгоритму. Сначала решают-
ся две невозмущенные задачи:

Aϕ(0) = λ(0)ϕ(0), A∗ϕ∗ = λ(0)ϕ∗. (1.11.14)

Затем по найденным ϕ(0) и ϕ∗ с помощью первого из соотношений
(1.11.13) находится

λ(1) =
(A(1)ϕ(0), ϕ∗)

(ϕ(0), ϕ∗)
. (1.11.15)

После этого мы имеем возможность рассчитать правую часть вто-
рого из уравнений (1.11.10) или (1.11.11):

f1 = λ(1)ϕ(0) − A(1)ϕ(0). (1.11.16)
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Далее решается второе из уравнений (1.11.11) и находится ϕ(1).
Теперь известными являются ϕ(0), ϕ(1), ϕ∗ и величины λ(0), λ(1). С по-
мощью второго из уравнений (1.11.10) найдем λ(2):

λ(2) =
(A(2)ϕ(0) + A(1)ϕ(1), ϕ∗)− λ(1)(ϕ(1), ϕ∗)

(ϕ(0), ϕ∗)
. (1.11.17)

Зная λ(2), мы можем вычислить

f2 = λ(2)ϕ(0) + λ(1)ϕ(1) − A(2)ϕ(0) − A(1)ϕ(1) (1.11.18)

и решить следующую задачу:

(A− λ(0)E)ϕ(2) = f2. (1.11.19)

Отсюда найдем ϕ(2) и т. д. Таким образом, удается последова-
тельно найти все поправки ϕ(n), λ(n) и, следовательно, ϕε – собствен-
ную функцию невозмущенной задачи, соответствующую возмущенно-
му собственному значению λε. Так можно уточнить любое собствен-
ное значение.

Приведем иллюстрирующий пример. Пусть H = L2(0, 1) – гиль-
бертово пространство вещественных функций u(x), определенных на
0 ≤ x ≤ 1 и интегрируемых с квадратом, со скалярным произведением

(u, υ) =

1∫

0

u(x)υ(x) dx, u, υ ∈ H. (1.11.20)

В качестве A рассмотрим простейший дифференциальный оператор

Aϕ = −2
d2ϕ

dx2
+ ϕ, ϕ ∈ D(A), (1.11.21)

с областью определения D(A), введенной в § 1.1.
Рассмотрим задачу (1.11.1) для данного оператора A. Ее можно

переписать в виде следующей краевой задачи:

−2
d2ϕ

dx2
+ ϕ = λϕ, x ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 0. (1.11.22)

Это есть не что иное, как простейшая задача Штурма – Лиувил-
ля. Известно, что оператор A обладает счетным множеством простых
собственных значений λi:

λi = 2π2i2 + 1, (1.11.23)
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каждому из которых соответствует собственная функция
ϕi =

√
2 sin πix, причем элементы {ϕi} (i = 1, 2, . . . ) образуют пол-

ную ортонормированную систему в H = L2(0, 1).
Вместе с A рассмотрим возмущенный оператор Aε, действующий

в H, с областью определения D(A), который определяется по формуле

Aε = A+ εA(1), (1.11.24)

где −1 ≤ ε ≤ 1, A(1) – линейный оператор вида

A(1)ϕ = − d

dx
p(x)

dϕ

dx
+ q(x)ϕ(x), ϕ ∈ D(A), (1.11.25)

а функции p(x), q(x) пусть заданы в виде

p(x) = 1 + sin πx, q(x) = −2π2 sin πx.

Таким образом, согласно формуле (1.11.3), в нашем случае Ai ≡ 0
(i = 2, 3, . . . ).

Для возмущенного оператора Aε также рассмотрим задачу на соб-
ственные значения (1.11.4), которую можно записать в виде краевой
задачи Штурма – Лиувилля

− d

dx
(2 + εp(x))

dϕε

dx
+ (1 + εq(x))ϕε(x) = λu,

x ∈ (0, 1), ϕε(0) = ϕε(1) = 0.

(1.11.26)

Из общей теории для таких уравнений известно, что эта задача
имеет счетное число простых собственных значений λ

(1)
ε , λ

(2)
ε , . . . . Од-

нако найти эти собственные значения в явном виде не удается. Ока-
зывается, в данном случае можно воспользоваться описанным выше
алгоритмом возмущений. Проиллюстрируем применение этого алго-
ритма для отыскания первого собственного значения λε = λ

(1)
ε с точ-

ностью O(ε3). Предположим, что разложения (1.11.9) имеют место.
Поскольку оператор A самосопряжен (A = A∗), то невозмущенные

задачи в (1.11.14) совпадают и имеют вид (1.11.22). Мы имеем

λ(0) = 2π2 + 1, ϕ(0) = ϕ∗ =
√
2 sin πx. (1.11.27)
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Используя ϕ(0) и ϕ∗, находим λ(1) по формуле (1.11.15):

λ(1) = (A(1)ϕ(0), ϕ∗) =

1∫

0

p(x)

(
dϕ(0)

dx

)2

dx +

+

1∫

0

q(x)(ϕ(0))2dx = 2π2

1∫

0

(1 + sin πx) cos2 πx dx +

+ 2

1∫

0

(−2π2 sin πx) sin2 πx dx = π2 − 4π.

(1.11.28)

(Здесь мы учли, что (ϕ(0), ϕ∗) = 1.) По формуле (1.11.16) вычислим
правую часть f1:

f1 = λ(1)ϕ(0) − A(1)ϕ(0) = λ(1)
√
2sinπx +

+
√
2π

d

dx
(p(x)cosπx)−

√
2q(x)sinπx =

=
√
2π2 − 4

√
2π sin πx,

(1.11.29)

а затем решим второе из уравнений (1.11.11), которое можно записать
в виде краевой задачи

−2
d2ϕ(1)

dx2
+ ϕ(1) − (2π2 + 1)ϕ(1) = f1, ϕ(1)(0) = ϕ(1)(1) = 0. (1.11.30)

Нетрудно показать, что решением этой задачи будет функция

ϕ(1) =
1

2π

x∫

0

f1(τ) sin π(τ−x) dτ =

√
2

π
sin πx−

√
2

2
−
(√

2x−
√
2

2

)
cos πx;

она удовлетворяет условию

(ϕ(1), ϕ(0)) =

1∫

0

ϕ(1)(x)ϕ(0)(x) dx = 0. (1.11.31)

Используя ϕ(0), ϕ(1) и условие (1.11.31), по формуле (1.11.17) най-
дем λ(2):

λ(2) = (A(1)ϕ(1), ϕ∗) =

1∫

0

p(x)
dϕ(1)

dx

dϕ(0)

dx
dx+

1∫

0

q(x)ϕ(1)(x)ϕ(2)(x)dx =
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=

1∫

0

(1 + sin πx)
(π
2
(2
√
2x−

√
2) sin πx

)
(
√
2π cos πx)dx +

+

1∫

0

(−2π2 sin πx)

(
−
√
2

2
+

√
2

π
sin πx−

(
√
2x−

√
2

2

)
cos πx

)
×

× (
√
2 sin πx) dx = −(π2 + 8).

Итак, с точностью до O(ε3) мы можем написать

λε ≈ λ(0) + ελ(1) + ε2λ(2) = 2π2 + 1 + ε(π2 − 4π)− ε2(π2 + 8). (1.11.32)

Далее, зная λ(2), мы можем вычислить f2 по формуле (10.31), ре-
шить задачу (1.11.18) и найти ϕ(2), а затем λ(3) и т. д.

Таким образом, описанный алгоритм возмущений позволяет найти
возмущенное собственное значение λε = λ

(1)
ε с любой наперед задан-

ной точностью по ε. Аналогичным образом можно вычислить любое
собственное значение λ

(k)
ε (k = 2, 3, . . . ) задачи (1.11.26).
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Глава 2

Простейшие основные
и сопряженные задачи
математической физики

Спектр возможных применений основных и сопряженных задач до-
статочно широк. Это прежде всего теория возмущений для функцио-
налов и их чувствительности по отношению к различным вариациям
входных параметров задач. Особенно важными эти проблемы оказы-
ваются для сложных систем, где прямые и обратные связи процессов
особенно завуалированы многочисленными деталями, которые затруд-
няют оценку связей различных факторов. А между тем оценка чув-
ствительности функционалов к тем или иным вариациям параметров
во многих случаях дает ответ на правильную постановку эксперимен-
та или создание оптимального управления процессами.

Этим проблемам посвящена вся монография. Но для простоты вос-
приятия основных идей мы начнем рассмотрения с простейших задач
математической физики.

2.1. Уравнение диффузии

Задачи диффузии субстанций являются, пожалуй, наиболее рас-
пространенными проблемами математической физики и применений.
Одновременно они являются достаточно простым объектом для ана-
лиза. Поэтому применение сопряженных уравнений мы начнем имен-
но с проблем диффузии – простейших одномерных задач, имея в ви-
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ду, что распространение теории на многомерный случай будет дано
в дальнейшем в конкретных приложениях.

Рассмотрим задачу диффузии в следующем виде:

− d

dx
k
dϕ

dx
+ qϕ = f, x ∈ (0, 1), (2.1.33)

где k(x) ≥ 0, q(x) ≥ 0, f(x) – кусочно-непрерывные функции
в Ω = (0, 1), ϕ ∈ D(A). Каждый элемент множества D(A) непре-
рывен, имеет непрерывную и дифференцируемую производную k dϕ

dx

так, что производная d
dx

(
k dϕ

dx

)
кусочно-непрерывна в Ω. Предположим

далее, что все функции множества D(A) удовлетворяют однородным
граничным условиям

α
dϕ

dx
+ βϕ = 0 при x = 0,

γ
dϕ

dx
+ σϕ = 0 при x = 1,

(2.1.34)

где α, β, γ и δ – заданные числа, причем α, γ �= 0.
Задачу (2.1.33), (2.1.34) будем рассматривать в вещественном гиль-

бертовом пространстве H = L2(Ω) со скалярным произведением

(υ, ω) =

1∫

0

υ(x)ω(x) dx,

где υ, ω ∈ H. Эту задачу можно записать в операторном виде

Aϕ = f, (2.1.35)

где A – линейный оператор, действующий в H, с областью определе-
ния D(A) и

Aϕ = − d

dx
k
dϕ

dx
+ qϕ.

Заметим попутно, что если граничные условия в (2.1.34) неодно-
родны, то соответствующим линейным преобразованием решения ϕ
их можно сделать однородными, изменив при этом функцию f(x) на
новую.
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Имея в виду основную задачу (2.1.33), (2.1.34), сформулируем те-
перь сопряженную задачу по отношению к функционалу:

Jp =

1∫

0

pϕ dx, (2.1.36)

где p(x) – заданная функция, связанная с измерением поля ϕ. В неко-
торых случаях она, как отмечалось выше, называется функцией раз-
решения прибора. С этой целью введем в рассмотрение сопряженную
функцию ϕ∗, умножим уравнение (2.1.33) на ϕ∗ и результат проинте-
грируем по всей области Ω = (0, 1). Получим

−
1∫

0

ϕ∗ d

dx
k
dϕ

dx
dx+

1∫

0

qϕ∗ϕdx =

1∫

0

fϕ∗ dx. (2.1.37)

Первый из интегралов в (2.1.37) преобразуем так, чтобы множите-
лем оказалась функция ϕ. Для этого проинтегрируем это выражение
по частям дважды. Получим

−
1∫

0

ϕ∗ d

dx
k
dϕ

dx
dx = −kϕ∗dϕ

dx

∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

+

1∫

0

k
dϕ∗

dx

dϕ

dx
dx =

= −kϕ∗dϕ

dx

∣∣∣∣
x=1

x=0

+ kϕ
dϕ∗

dx

∣∣∣∣∣
x=1

x=0

−
1∫

0

ϕ
d

dx
k
dϕ∗

dx
dx.

(2.1.38)

Подставим (2.1.38) в выражение (2.1.37). Тогда получим

1∫

0

ϕ

(
− d

dx
k
dϕ∗

dx
+ qϕ∗

)
dx −

− kϕ∗dϕ

dx

∣∣∣∣
x=1

x=0

+ kϕ
dϕ∗

dx

∣∣∣∣∣
x=1

x=0

=

1∫

0

fϕ∗ dx.

(2.1.39)

До сих пор мы не определили множества функций ϕ∗ ∈ D(A∗).
Теперь мы предположим, что ϕ∗ непрерывна, обладает непрерывным
и дифференцируемым «потоком» k dϕ∗

dx
, таким, что d

dx
k dϕ

dx
кусочно
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непрерывна. Потребуем, чтобы внеинтегральное выражение в левой
части (2.1.39) обратилось в нуль:

−k

(
ϕ∗dϕ

dx
− ϕ

dϕ∗

dx

)∣∣∣∣
x=1

+ k

(
ϕ∗dϕ

dx
− ϕ

dϕ∗

dx

)∣∣∣∣
x=0

= 0. (2.1.40)

Достаточными условиями для выполнения этого равенства будут

ϕ∗dϕ

dx
− ϕ

dϕ∗

dx
= 0 при x = 0,

ϕ∗dϕ

dx
− ϕ

dϕ∗

dx
= 0 при x = 1.

(2.1.41)

Производные dϕ/dx в (2.1.41) исключим, выразив их через ϕ с по-
мощью граничных условий (2.1.34), т. е.

dϕ

dx
= −β

α
ϕ при x = 0,

dϕ

dx
= −σ

γ
ϕ при x = 1.

(2.1.42)

Тогда условия (2.1.41) перейдут в следующие:

ϕ

(
−β

α
ϕ∗ − dϕ∗

dx

)
= 0 при x = 0,

ϕ

(
−σ

γ
ϕ∗ − dϕ∗

dx

)
= 0 при x = 1.

(2.1.43)

Отсюда следует, что (2.1.40) будет иметь место, если наряду с усло-
виями (2.1.34) для функции ϕ будут иметь место условия для функ-
ции ϕ∗ в виде

α
dϕ∗

dx
+ βϕ∗ = 0 при x = 0,

γ
dϕ∗

dx
+ σϕ∗ = 0 при x = 1.

(2.1.44)

С учетом условий (2.1.44) внеинтегральные члены в (2.1.39) обра-
тятся в нуль, и мы получим

1∫

0

ϕ

(
− d

dx
k
dϕ∗

dx
+ qϕ∗

)
dx =

1∫

0

fϕ∗ dx. (2.1.45)
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Предположим теперь, что функция ϕ∗ удовлетворяет уравнению

− d

dx
k
dϕ∗

dx
+ qϕ∗ = p. (2.1.46)

Тогда соотношение (2.1.45) примет вид

1∫

0

pϕ dx =

1∫

0

fϕ∗ dx,

и мы приходим к двойственному представлению функционала Jp:

Jp =

1∫

0

pϕ dx, Jp =

1∫

0

fϕ∗ dx. (2.1.47)

Итак, сопряженная задача, соответствующая основной задаче диф-
фузии (2.1.33), (2.1.34), окончательно примет вид

− d

dx
k
dϕ∗

dx
+ qϕ∗ = p; (2.1.48)

α
dϕ∗

dx
+ βϕ∗ = 0 при x = 0,

γ
dϕ∗

dx
+ σϕ∗ = 0 при x = 1.

(2.1.49)

Это значит, что искомый функционал Jp можно получить, решая
либо основную задачу (2.1.33), (2.1.34), либо сопряженную задачу
(2.1.48), (2.1.49), используя одно из эквивалентных представлений
(2.1.47). При этом решение задачи (2.1.48), (2.1.49) ищется среди
функций множества D(A∗), совпадающего с D(A).

Переходим теперь к формулировке теории чувствительности. С этой
целью рассмотрим возмущенную задачу диффузии, соответствующую
(2.1.33). Имеем

− d

dx
k′ dϕ

′

dx
+ q′ϕ′ = f ′; (2.1.50)

α′dϕ
′

dx
+ β′ϕ′ = 0 при x = 0,

γ′dϕ
′

dx
+ σ′ϕ′ = 0 при x = 1,

(2.1.51)
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где величины со штрихом могут быть представлены в виде сумм ос-
новных значений и вариаций:

k′ = k + δk, ϕ′ = ϕ+ δϕ,

q′ = q + δq, α′ = α + δα,

f ′ = f + δf, β′ = β + δβ,

σ′ = σ + δσ, γ′ = γ + δγ,

причем α
′
γ

′ �= 0. В качестве исследуемого функционала задачи выбе-
рем следующий:

J ′ =

1∫

0

pϕ′ dx = Jp + δJ, δJ =

1∫

0

pδϕ dx. (2.1.52)

Уравнение (2.1.50) умножим на ϕ∗ – решение сопряженной задачи
(2.1.48), (2.1.39), а уравнение (2.1.48) умножим на ϕ′ – решение за-
дачи (2.1.50), (2.1.51); результаты проинтегрируем по x в пределах от
x = 0 до x = 1 и вычтем один из другого. Тогда получим

1∫

0

ϕ∗
(
− d

dx
k′ dϕ

′

dx
+ q′ϕ′

)
dx−

−
1∫

0

ϕ′
(
− d

dx
k
dϕ∗

dx
+ qϕ∗

)
dx =

1∫

0

f
′
ϕ∗ dx−

1∫

0

pϕ
′
dx.

(2.1.53)

Первый и второй интегралы в левой части выражения (2.1.53) ин-
тегрированием по частям преобразуем к виду

1∫

0

ϕ∗
(
− d

dx
k′ dϕ

′

dx
+ q′ϕ′

)
dx =

= −k′ϕ∗dϕ
′

dx

∣∣∣∣
x=1

x=0

+

1∫

0

(
k′dϕ

′

dx

dϕ∗

dx
+ q′ϕ′ϕ∗

)
dx,

(2.1.54)
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1∫

0

ϕ′
(
− d

dx
k
dϕ∗

dx
+ qϕ∗

)
dx =

= −kϕ′dϕ
∗

dx

∣∣∣∣
x=1

x=0

+

1∫

0

(
k
dϕ′

dx

dϕ∗

dx
+ qϕ′ϕ∗

)
dx.

Используя условия (2.1.49) и (2.1.51) и подставляя (2.1.54) в (2.1.53),
получаем

1∫

0

δk
dϕ′

dx

dϕ∗

dx
+

1∫

0

δqϕ′ϕdx +

+ δ

(
kσ

γ

)∣∣∣∣
x=1

ϕ′(1)ϕ∗(1) −δ

(
kβ

α

)∣∣∣∣
x=0

ϕ′(0)ϕ∗(0) =

=

1∫

0

f ′ϕ∗dx−
1∫

0

pϕ′dx.

(2.1.55)

Здесь

δ

(
kσ

γ

)
=

k′σ′

γ′ − kσ

γ
, δ

(
kβ

α

)
=

k′β′

α′ − kβ

α
.

Теперь несколько преобразуем правую часть в (2.1.55), имея в виду,
что

1∫

0

f ′ϕ∗ dx =

1∫

0

fϕ∗ dx+

1∫

0

δfϕ∗ dx = Jp +

1∫

0

δfϕ∗ dx,

1∫

0

pϕ′ dx =

1∫

0

pϕ dx+

1∫

0

pδϕ dx = Jp + δJ,

(2.1.56)

где δJ =
1∫
0

pδϕ dx. В результате приходим к формуле теории возму-

щений
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δJ = −δ

(
kσ

γ

)∣∣∣∣
x=1

ϕ′(1)ϕ∗(1) + δ

(
kβ

α

)∣∣∣∣
x=0

ϕ′(0)ϕ∗(0) −

−
1∫

0

δqϕ′ϕdx+

1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

δk
dϕ′

dx

dϕ∗

dx
dx.

(2.1.57)

Если возмущенное решение ϕ′ приближенно заменить на невозму-
щенное ϕ, то приходим к формуле теории малых возмущений

δJ = −δ

(
kσ

γ

)∣∣∣∣
x=1

ϕ(1)ϕ∗(1) + δ

(
kβ

α

)∣∣∣∣
x=0

ϕ(0)ϕ∗(0) +

+

1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

δqϕ′ϕdx−
1∫

0

δk
dϕ

dx

dϕ∗

dx
dx.

(2.1.58)

Напомним, что здесь

δ

(
kσ

γ

)
=

k′σ′

γ′ − kσ

γ
, δ

(
kβ

α

)
=

k′β′

α′ − kβ

α
.

Формула (2.1.58) дает оценку чувствительности вариации функцио-
нала δJ к вариациям входных данных.

Отметим, что если граничные условия в задаче (2.1.50), (2.1.51)
не возмущаются, то α′ = α, β′ = β, γ′ = γ, σ′ = σ и формула (2.1.58)
принимает вид

δJ = −σ

γ
δk(1)ϕ(1)ϕ∗(1) +

β

α
δk(0)ϕ(0)ϕ∗(0)+

+

1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

δqϕ′ϕdx−
1∫

0

δk
dϕ

dx

dϕ∗

dx
dx.

(2.1.59)

Приведем конкретный пример. Невозмущенную задачу (2.1.33),
(2.1.34) рассмотрим в виде

−d2ϕ

dx2
+ ϕ = ex, x ∈ (0, 1); (2.1.60)
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−dϕ

dx
+ ϕ = 0 при x = 0,

dϕ

dx
+ ϕ = 0 при x = 1.

(2.1.61)

Здесь k = q = 1, f(x) = ex, α = −1, β = γ = σ = 1. Решение ϕ
задачи (2.1.60), (2.1.61) легко находится в явном виде:

ϕ(x) =
3

4
ex − 1

4
e−x − 1

2
xex. (2.1.62)

Функционал (2.1.36) будем рассматривать в виде

Jp =

1∫

0

ϕ(x) dx. (2.1.63)

В данном случае p(x) ≡ 1 и

Jp =

1∫

0

(
3

4
ex − 1

4
e−x − 1

2
xex

)
dx =

3

4
e+

1

4
e−1 − 3

2
.

Запишем сопряженную задачу (2.1.48), (2.1.49), соответствующую
основной задаче (2.1.60), (2.1.61), по отношению к функционалу
(2.1.63):

−d2ϕ∗

dx2
+ ϕ∗ = 1, x ∈ (0, 1); (2.1.64)

−dϕ∗

dx
+ ϕ∗ = 0 при x = 0,

dϕ∗

dx
+ ϕ∗ = 0 при x = 1.

(2.1.65)

Эта задача имеет решение

ϕ∗(x) = 1− 1

2
ex−1 − 1

2
e−x. (2.1.66)

Рассмотрим возмущенную задачу диффузии (2.1.50), (2.1.51), со-
ответствующую задаче (2.1.60), (2.1.61), в виде

− d

dx
(1 + εex)

dϕ′

dx
+ ϕ′ = ex + εex + ε(1 + ε)xe2x, x ∈ (0, 1); (2.1.67)
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−dϕ′

dx
+ ϕ′ = 0 при x = 0,

dϕ′

dx
+ ϕ′ = 0 при x = 1.

(2.1.68)

Здесь мы положили k′ = 1 + δk, δk = εex, f ′(x) = f(x) + δf ,
δf = εex+ ε(1+ ε)xe2x, δq = 0, δα = δβ = δγ = δσ = 0. Для отыскания
значения функционала (2.1.52) воспользуемся формулой

J ′ =

1∫

0

ϕ′(x) dx = Jp + δJ

теории малых возмущений (2.1.59). Имеем

J ′ ≈ J ′
(1) ≡ Jp − δk(1)ϕ(1)ϕ∗(1)− δk(0)ϕ(0)ϕ∗(0) +

+

1∫

0

δfϕ∗ dx−
1∫

0

δk
dϕ

dx

dϕ∗

dx
dx.

(2.1.69)

Все функции, входящие в правую часть выражения (2.1.69), извест-
ны. Поэтому формула (2.1.69) позволяет при малых ε найти прибли-
женное значение J ′, не решая возмущенной задачи (2.1.67), (2.1.68).
В данном конкретном случае можно оценить, насколько велика по-
грешность применения этой формулы, поскольку известно точное ре-
шение невозмущенной задачи (2.1.67), (2.1.68); оно имеет вид

ϕ
′
(x) = ϕ(x) + εϕ1(x), (2.1.70)

где ϕ1(x) =
3
4
ex − 1

4
e−x − 1

2
xex.

Тогда, используя формулы (2.1.57) и (2.1.69), для разности J
′ −J

′

(1)

получаем

J
′ − J

′

(1) = −ε2k1(1)ϕ1(1)ϕ
∗(1) −

− ε2k1(0)ϕ1(0)ϕ
∗(0)− ε2

1∫

0

k1(x)
dϕ

dx

dϕ∗

dx
dx.

(2.1.71)
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Здесь k1(x) = ex.
Таким образом, формула (2.1.69) позволяет вычислять значение

функционала J
′
с точностью до O(ε2). Используя вид функций ϕ1(x),

ϕ∗(x), k1(x), разность J
′ − J

′

(1) в данном случае легко вычислить по
формуле (2.1.71) в явном виде:

J
′ − J

′

(1) = −ε2(10e2 − 13e−1 − 18)/72 ≈ −0, 71ε2.

2.2. Уравнение теплопроводности

Задача теплопроводности является одной из типичных нестацио-
нарных задач математической физики. Исторически сложилось так,
что именно благодаря уравнению теплопроводности были поставле-
ны и решены многие принципиальные вопросы теории вычислений
и построены первоклассные алгоритмы решения задач математиче-
ской физики. Мы рассмотрим здесь простейшую задачу о распро-
странении тепла в однородном ограниченном стержне, нагреваемом
за счет внутренних источников:

∂ϕ

∂t
− ∂

∂x
k
∂ϕ

∂x
+ qϕ = f(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.2.1)

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0, (2.2.2)

ϕ(x, 0) = g(x). (2.2.3)

Величины k(x, t), q(x, t), f(x, t) будем, например, считать неотрица-
тельными кусочно-непрерывными функциями координаты x и времени
t, а g(x) – координаты x. Это наиболее распространенная в приложе-
ниях постановка задачи4.

Примем Ω = (0, 1), Ωt = (0, T ). Будем предполагать, что решение ϕ
задачи (2.2.1)–(2.2.3) для каждого t принадлежит множеству функ-
ций D(A) с областью определения Ω. Каждый элемент множества
D(A) непрерывен, имеет непрерывно дифференцируемую производ-
ную k ∂ϕ

∂x
, такую, что производная ∂

∂x
k ∂ϕ

∂x
квадратично суммируема

на Ω× Ωt
5. Кроме того, все функции множества D(A) удовлетворяют

4На самом деле в уравнениях распространения тепла, как правило, q ≡ 0, од-
нако в нестационарных процессах диффузии частиц коэффициент q играет важную
роль – он характеризует поглощение среды.

5Здесь и в дальнейшем под Ω × Ωt мы понимаем множество таких точек (x, t),
что x ∈ Ω, t ∈ Ωt.
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однородным граничным условиям (2.2.2). Предполагается также, что
решение ϕ задачи (2.2.1)–(2.2.3) обладает производной ∂ϕ

∂t
, квадра-

тично суммируемой на Ω× Ωt.
Установим условия, при которых решение ϕ задачи (2.2.1)–(2.2.3)

единственно. Пусть эта задача допускает два решения ϕ1 и ϕ2. Рас-
смотрим разность

ω = ϕ1 − ϕ2.

Тогда для функции ω имеем однородную задачу

∂ω

∂t
− ∂

∂x
k
∂ω

∂x
+ qw = 0, (2.2.4)

ω(0, t) = ω(1, t) = 0, (2.2.5)

ω(x, 0) = 0. (2.2.6)

Умножим далее уравнение (2.2.4) на ω и проинтегрируем по Ω×Ωt.
Тогда будем иметь соотношение

T∫

0

dt

1∫

0

ω

(
∂ω

∂t
− ∂

∂x
k
∂ω

∂x
+ qw

)
dx = 0. (2.2.7)

С помощью интегрирования по частям и с учетом граничных зна-
чений (2.2.5) и начальных данных (2.2.6) соотношение (2.2.7) преоб-
разуем к виду

T∫

0

dt

1∫

0

[
1

2

∂ω2

∂t
+ k

(
∂ω

∂x

)2

+ qw2

]
dx = 0. (2.2.8)

Проинтегрируем первый член в (2.2.8) по t. Тогда окончательно
получим

1

2

1∫

0

ω2(x, T )dx+

T∫

0

dt

1∫

0

[
k

(
∂ω

∂x

)2

+ qw2

]
dx = 0. (2.2.9)

Поскольку по предположению k ≥ 0, q ≥ 0, то выполнение соотно-
шения (2.2.9) возможно только при условии

ω ≡ 0. (2.2.10)
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А это значит, что ϕ1 ≡ ϕ2, т. е. решение задачи (2.2.1)–(2.2.3)
единственно.

Переходим теперь к формулировке сопряженной задачи. С этой
целью уравнение (2.2.1) умножим на функцию ϕ∗, которую будем
называть сопряженной, и результат проинтегрируем по Ω× Ωt. Тогда

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ∗
(
∂ϕ

∂t
− ∂

∂x
k
∂ϕ

∂x
+ qϕ

)
dx =

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx. (2.2.11)

Используя преобразования

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ∗∂ϕ

∂t
dx =

1∫

0

ϕ∗(x, T )ϕ(x, T )dx −

−
1∫

0

ϕ∗(x, 0)ϕ(x, 0)dx −
T∫

0

dt

1∫

0

ϕ
∂ϕ∗

∂t
dx,

(2.2.12)

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ∗ ∂

∂x
k
∂ϕ

∂x
dx =

T∫

0

(
k
∂ϕ

∂x
ϕ∗ − k

∂ϕ∗

∂x
ϕ

)∣∣∣∣
x=1

x=0

dt −

−
T∫

0

dt

1∫

0

ϕ
∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x
dx,

(2.2.13)

соотношение (2.2.11) приведем к виду

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ

(
−∂ϕ∗

∂t
− ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x
+ qϕ∗

)
dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx−
1∫

0

ϕ∗(x, T )ϕ(x, T )dx+

1∫

0

ϕ∗(x, 0)ϕ(x, 0)dx+

T∫

0

k
∂ϕ

∂x
ϕ∗

∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

dt−
T∫

0

k
∂ϕ∗

∂x
ϕ

∣∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

dt.

(2.2.14)
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Положим

−∂ϕ∗

∂t
− ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x
+ qϕ∗ = p(x, t), (2.2.15)

ϕ∗(0, t) = ϕ∗(1, t) = 0, (2.2.16)

ϕ∗(x, T ) = h(x), (2.2.17)

где p(x, t), h(x) – пока произвольные функции. Будем предполагать,
что решение ϕ∗ задачи (2.2.15)–(2.2.17) для каждого t принадлежит
множеству D(A∗), совпадающему с D(A). С учетом (2.2.15)–(2.2.17)
и граничных начальных данных для функции ϕ из (2.2.2), (2.2.3)
соотношение (2.2.14) приводится к виду

T∫

0

dt

1∫

0

pϕ dx =

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx −

−
1∫

0

h(x)ϕ(x, T )dx+

1∫

0

g(x)ϕ∗(x, 0)dx,

(2.2.18)

или
T∫
0

dt
1∫
0

pϕ dx+
1∫
0

h(x)ϕ(x, T )dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx+

1∫

0

g(x)ϕ∗(x, 0)dx.

(2.2.19)

Введем в рассмотрение исследуемый функционал задачи

J =

T∫

0

dt

1∫

0

pϕ dx+

1∫

0

h(x)ϕ(x, T )dx. (2.2.20)

Тогда на основе (2.2.19) приходим к тому же значению функцио-
нала (2.2.20), но выраженному через решение сопряженной задачи:

J =

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗ dx+

1∫

0

g(x)ϕ∗(x, 0)dx. (2.2.21)
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Заметим, что в функционале J , определенном соотношением
(2.2.20), функции p(x, t) и h(x) определяются характеристикой из-
мерения прибора. Важно отметить еще одну особенность двойствен-
ности формулы для функционала J : многократное решение задачи
(2.2.1)–(2.2.3) для получения значений функционала J в виде (2.2.20)
при различных f(x, t) и g(x) можно заменить однократным решени-
ем задачи (2.2.15)–(2.2.17), т. е. получить ϕ∗ и затем использовать
выражение функционала J в виде (2.2.21), изменяя входные функ-
ции f и g.

Теперь несколько слов о теории возмущений при фиксированных
коэффициентах задачи k(x, t) и q(x, t). Предположим, что вместо функ-
ций f и g мы имеем функции f + δf и g+ δg. Тогда значение функци-
онала J изменится на величину δJ , которую легко найти, используя
формулы (2.2.20), (2.2.21):

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

pδϕ dx+

1∫

0

h(x)δϕ(x, T )dx,

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

δfϕ∗ dx+

1∫

0

δg(x)ϕ∗(x, 0)dx,

(2.2.22)

где δϕ – величина, на которую изменится решение задачи (2.2.1)–
(2.2.3). По второй из формул (2.2.22) следует оценка чувствитель-
ности функционала δJ от вариаций δf и δg. Здесь функции ϕ∗(x, t)
и ϕ∗(x, 0) выступают как веса в формулах теории возмущений.

Пусть теперь изменяются не только входные данные f(x, t) и g(x),
но и коэффициенты уравнения k(x, t) и q(x, t), т. е. мы имеем возму-
щенную задачу – аналог (2.2.1)–(2.2.3) в виде

∂ϕ′

∂t
− ∂

∂x
k′ ∂ϕ

′

∂x
+ q′ϕ′ = f ′, (2.2.23)

ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t) = 0, (2.2.24)

ϕ′(x, 0) = g′, (2.2.25)

где k′ = k + δk, q′ = q + δq, f ′ = f + δf и g′ = g + δg.
Найдем формулу δJ в этом случае. Как было отмечено ранее, для

этой цели следует к системе уравнений (2.2.23)–(2.2.25) присоеди-
нить сопряженную невозмущенную задачу (2.2.15)–(2.2.17). Умно-
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жим далее уравнение (2.2.23) на ϕ∗ и проинтегрируем по всей об-
ласти Ω × Ωt. Далее умножим сопряженное уравнение (2.2.15) на ϕ′

и также проинтегрируем по области Ω× Ωt. Результаты вычтем один
из другого. Тогда будем иметь

T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗∂ϕ

′

∂t
+ ϕ′∂ϕ

∗

∂t

)
dx −

−
T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗ ∂

∂x
k′∂ϕ

′

∂x
− ϕ′ ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x

)
dx +

+

T∫

0

dt

1∫

0

(q′ϕ∗ϕ′ −−qϕ∗ϕ′)dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx−
T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx.

(2.2.26)

Интегралы в (2.2.26) последовательно преобразуем с учетом гра-
ничных условий и начальных данных для функций ϕ′ и ϕ∗. Тогда

T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗∂ϕ

′

∂t
+ ϕ′∂ϕ

∗

∂t

)
dx =

1∫

0

ϕ′ϕ∗dx

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

=

=

1∫

0

hϕ′(x, T )dx−
1∫

0

g′ϕ∗(x, 0)dx,

(2.2.27)

T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗ ∂

∂x
k′∂ϕ

′

∂x
− ϕ′ ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x

)
dx =

=

T∫

0

[
ϕ∗

(
k′∂ϕ

′

∂x

)
− ϕ′

(
k
∂ϕ∗

∂x

)]∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

dt −
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−
T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx = −

T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx. (2.2.28)

Подставляя (2.2.27), (2.2.28) в (2.2.26), получаем

1∫

0

hϕ′(x, T )dx−
1∫

0

g′ϕ∗(x, 0)dx+

T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx +

+

T∫

0

dt

1∫

0

δqϕ′ϕ∗dx =

T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx−
T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx.

(2.2.29)

Перепишем это соотношение в виде

T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx+

T∫

0

dt

1∫

0

δqϕ′ϕ∗dx =

=




T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx+

1∫

0

g′ϕ∗(x, 0)dx


 −

−




T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx+

1∫

0

hϕ′(x, T )dx


 .

(2.2.30)

Преобразуем далее выражение в круглых скобках справа в (2.2.30)
к виду

T∫
0

dt
1∫
0

f ′ϕ∗dx+
1∫
0

g′ϕ∗(x, 0)dx =

− J +

T∫

0

dt

1∫

0

δfϕ∗dx+

1∫

0

δgϕ∗(x, 0)dx,

(2.2.31)

где J – исследуемый функционал, определяемый формулой (2.2.21).
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Далее,

T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx+

1∫

0

hϕ′(x, T )dx = J ′ = J + δJ, (2.2.32)

где J определено формулой (2.2.20), а

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

pδϕdx+

1∫

0

hδϕ(x, T )dx.

С учетом соотношений (2.2.31) и (2.2.32) выражение (2.2.30) при-
ведем к виду формулы теории возмущений для функционала δJ :

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

(
δk

∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ δqϕ′ϕ∗ − δfϕ∗

)
dx +

+

1∫

0

δgϕ∗(x, 0)dx.

(2.2.33)

В случае малых возмущений в (2.2.33) ϕ′ можно заменить на ϕ,
и мы получим формулу теории малых возмущений

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

(
δk

∂ϕ

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ δqϕϕ∗ − δfϕ∗

)
dx +

1∫

0

δgϕ∗(x, 0)dx.

(2.2.34)

Что касается выбора функционала J , то он связан с конкретным
изменением и фиксируется выбором функций p(x, t) и h(x). Формула
(2.2.34) позволяет оценить чувствительность функционала к малым
изменениям входных данных задачи.

Для иллюстрации изложенного рассмотрим конкретный пример.
Пусть k = 1, q = 0, f(x, t) = 0, g(x) = sin πx; тогда задача (2.2.1)–
(2.2.3) имеет вид

∂ϕ

∂t
− ∂2ϕ

∂x2
= 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.2.35)
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ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0, (2.2.36)

ϕ(x, 0) = sin πx. (2.2.37)

Эта задача имеет решение

ϕ(x, t) = sin πx · e−π2t. (2.2.38)

Функционал (2.2.20) рассмотрим в виде

J =

1∫

0

sin πx · ϕ(x, T )dx; (2.2.39)

здесь p(x, t) ≡ 0, h(x) = sin πx. Из (2.2.38), (2.2.39) имеем

J = e−π2T

1∫

0

sin2 πx dx =
1

2
e−π2T . (2.2.40)

Этот же функционал можно вычислить и по формуле (2.2.21) при
f(x, t) ≡ 0, g(x) = sin πx:

J =

1∫

0

sin πx · ϕ∗(x, 0)dx, (2.2.41)

где ϕ∗(x, t) – решение сопряженной задачи (2.2.15)–(2.2.17), которая
в данном случае имеет вид

−∂ϕ∗

∂t
− ∂2ϕ∗

∂x2
= 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.2.42)

ϕ∗(0, t) = ϕ∗(1, t) = 0, (2.2.43)

ϕ∗(x, T ) = sin πx. (2.2.44)

В самом деле, задача (2.2.42)–(2.2.44) имеет решение

ϕ∗(x, t) = sin πx · eπ2(t−T ), (2.2.45)

поэтому из (2.2.41) получаем

J =

1∫

0

sin2 πx · e−π2T dx =
1

2
e−π2T , (2.2.46)
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что совпадает с (2.2.40).
Предположим теперь, что исходные данные задачи (2.2.35)–(2.2.37)

изменились и мы рассматриваем возмущенную задачу (2.2.23)–(2.2.25)
при k′ = k = 1, q′ = q = 0, f ′ = f + δf , δf = sin πx cos2 πx,
g′(x) = g(x) + δg = sin πx + δg, δg = x(1 − x). В этом случае воз-
мущенная задача имеет вид

∂ϕ′

∂t
− ∂2ϕ′

∂x2
= sin πx cos3 πx, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.2.47)

ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t) = 0, (2.2.48)

ϕ′(x, 0) = sin πx+ x(1− x). (2.2.49)

Функционал

J ′ =

1∫

0

sin πx · ϕ′(x, T ) dx (2.2.50)

в явном виде найти здесь трудно, поскольку ϕ′(x, t) нам не извест-
на, однако мы можем воспользоваться формулой теории возмущений
(2.2.33) при δk = δq = 0, δf = sin πx cos3 πx, δg = x(1− x). Тогда для
J ′ имеем

J ′ = J + δJ, (2.2.51)

где

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

δfϕ∗(x, t)dx+

1∫

0

δgϕ∗(x, 0)dx, (2.2.52)

а ϕ∗(x, t) – решение невозмущенной сопряженной задачи (2.2.42)–
(2.2.44). Из (2.2.45),(2.2.52) получаем для δJ

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

sin πx cos2 πx sin πx · eπ2(t−T )dx +

+

1∫

0

x(1−x) sin πx·e−π2Tdx =




T∫

0

eπ
2(t−T )dt






1∫

0

sin2 πx cos2 πxdx


 +

+ e−π2T

1∫

0

x(1− x) sin πx dx.
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Поскольку

1∫

0

sin2 πx cos2 πx dx =
1

π

π∫

0

sin2 y cos3 y dy =
1

π

(
sin3 y

3
− sin5 y

5

)∣∣∣∣∣∣

π

0

= 0,

1∫

0

x(1− x) sin πx dx =
2

π2

1∫

0

sin πx dx =
4

π2
,

то
δJ =

4

π2
e−π2T , (2.2.53)

J ′ = J + δJ =
1

2
e−π2T 4

π2
e−π2T . (2.2.54)

Таким образом, в данном случае формула теории возмущений (2.2.33)
позволяет нам, используя решение невозмущенной сопряженной зада-
чи, сразу найти значение возмущенного функционала J ′.

2.3. Уравнение колебаний

В приложениях существенное место занимают уравнения гипербо-
лического типа. Их отличительной чертой является то, что область
зависимости решения таких уравнений ограничена характеристиче-
ским конусом, так что область пространства Ω × Ωt, расположенная
вне этого конуса, не влияет на решение в рассматриваемой точке.

Многие задачи механики (колебания струн, стержней) описывают-
ся уравнением колебаний вида

1

c2
∂2ϕ

∂t2
=

∂

∂x
k
∂ϕ

∂x
− qu+ f(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.3.1)

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0, (2.3.2)

ϕ(x, 0) = g(x),
∂ϕ

∂t
(x, 0) = g(x). (2.3.3)

Здесь c = const; коэффициенты k и q определяются свойствами
среды, где происходит колебательный процесс; свободный член f(x, t)
выражает интенсивность внешнего воздействия; g(x) – начальная ско-
рость смещения. Величины k(x, t), q(x, t), f(x, t) и g(x) будем считать
неотрицательными кусочно-непрерывными функциями.
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Одномерная теория колебаний изучена весьма полно. Нашей зада-
чей является обсуждение вопросов, связанных с применением
к (2.3.1)–(2.3.3) аппарата сопряженных уравнений и теории возму-
щений.

Примем Ω = (0, 1), Ωt = (0, T ). Будем предполагать, что решение
ϕ задачи (2.3.1)–(2.3.3) для каждого t принадлежит множеству функ-
ций D(A) с областью определения Ω. Каждый элемент множества
D(A) непрерывен, имеет непрерывно дифференцируемую производ-
ную k ∂ϕ

∂x
, такую, что производная ∂

∂x
k ∂ϕ

∂x
квадратично суммируема

на Ω × Ωt. Кроме того, все функции множества D(A) удовлетворя-
ют однородным граничным условиям (2.3.2). Предполагается также,
что решение ϕ задачи (2.3.1)–(2.3.3) обладает производными ∂ϕ

∂t
, ∂2ϕ

∂t2
,

квадратично суммируемыми на Ω× Ωt.
Чтобы сформулировать сопряженную по отношению к (2.3.1)–(2.3.3)

задачу, умножим уравнение (2.3.1) на некоторую функцию ϕ∗(x, t) и
результат проинтегрируем по Ω× Ωt. Тогда получим

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ∗
(

1

c2
∂2ϕ

∂t2
− ∂

∂x
k
∂ϕ

∂x
+ qϕ

)
dx =

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx. (2.3.4)

Используя формулы интегрирования по частям

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ∗∂
2ϕ

∂t2
dx =

1∫

0

(
ϕ∗∂ϕ

∂t
− ϕ

∂ϕ∗

∂t

)∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dx −

−
T∫

0

dt

1∫

0

ϕ
∂2ϕ∗

∂t2
dx,

(2.3.5)

T∫
0

dt
1∫
0

ϕ∗ ( ∂
∂x
k ∂ϕ

∂x

)
dx =

=

T∫

0

(
kϕ∗∂ϕ

∂x
− kϕ

∂ϕ∗

∂x

)∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

dt+

T∫

0

dt

1∫

0

ϕ
∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x
dx,

(2.3.6)

соотношение (2.3.4) приведем к виду
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T∫

0

dt

1∫

0

ϕ

(
1

c2
∂2ϕ∗

∂t2
− ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x
+ qϕ∗

)
dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx− 1

c2

1∫

0

ϕ∗∂ϕ

∂t

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dx+

+
1

c2

1∫

0

ϕ
∂ϕ∗

∂t

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dx+

T∫

0

kϕ∗∂ϕ

∂x

∣∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

dt−
T∫

0

kϕ
∂ϕ∗

∂x

∣∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

dt.

(2.3.7)

Положим

1

c2
∂2ϕ∗

∂t2
=

∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x
− qϕ∗ + p(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ), (2.3.8)

ϕ∗(0, t) = ϕ∗(1, t) = 0; (2.3.9)

ϕ∗(x, T ) = 0,
∂ϕ∗

∂t
(x, T ) = h(x), (2.3.10)

где p(x, t) и h(x) – пока произвольные функции. С учетом (2.3.8)–
(2.3.10) и условий (2.3.2), (2.3.3) из (2.3.7) получаем, что

T∫

0

dt

1∫

0

pϕdx =

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx+

1

c2

1∫

0

ϕ∗(x, 0)g(x) dx+
1

c2

1∫

0

ϕ(x, T )h(x) dx,

или

T∫

0

dt

1∫

0

pϕdx− 1

c2

1∫

0

ϕ(x, T )h(x) dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx+
1

c2

1∫

0

ϕ∗(x, 0)g(x) dx.

(2.3.11)
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Введем в рассмотрение функционал J от решения задачи (2.3.1)–
(2.3.3) в виде

J =

T∫

0

dt

1∫

0

pϕdx− 1

c2

1∫

0

h(x)ϕ(x, T ) dx. (2.3.12)

Это же значение функционала можно получить и другим способом,
используя решение сопряженной задачи (2.3.8)–(2.3.10). В самом де-
ле, из (2.3.11), (2.3.12) получаем, что

J =

T∫

0

dt

1∫

0

fϕ∗dx+
1

c2

1∫

0

g(x)ϕ∗(x, 0) dx. (2.3.13)

Здесь ϕ∗ = ϕ∗(x, t) – решение сопряженной задачи (2.3.8)–(2.3.10),
которое зависит от функций p(x, t) и h(x), определяющих функционал
(2.3.12).

Как мы видели ранее, формула (2.3.13) оказывается в некоторых
случаях более предпочтительной для вычислений, нежели (2.3.12)
(например, в случае, когда необходимо многократное решение за-
дачи (2.3.1)–(2.3.3) для получения значений функционала J в виде
(2.3.12)).

Рассмотрим теперь вопрос о чувствительности функционала J к ис-
ходным данным f и g задачи (2.3.1)–(2.3.3). С этой целью предполо-
жим, что f и g возмущены и вместо них рассматриваются функции

f ′ = f + δf, g′ = g + δg.

Таким образом мы приходим к возмущенной задаче

1

c2
∂2ϕ′

∂t2
=

∂

∂x
k
∂ϕ′

∂x
− qϕ′ + f ′, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.3.14)

ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t) = 0, (2.3.15)

ϕ′(x, 0) = 0,
∂ϕ′

∂t
(x, 0) = g′. (2.3.16)

Ее решение можно представить в виде

ϕ′(x, t) = ϕ(x, t) + δϕ(x, t).
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Тогда для вариаций функционала в формуле

J ′ = J + δJ

из (2.3.12) и (2.3.13) получим два эквивалентных соотношения:

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

pδϕdx− 1

c2

1∫

0

h(x)δϕ(x, T ) dx, (2.3.17)

δJ =

T∫

0

dt

1∫

0

δfϕ∗dx+
1

c2

1∫

0

δg(x)ϕ∗(x, 0) dx. (2.3.18)

Формула (2.3.18) непосредственно связывает вариацию функциона-
ла с вариациями входных данных δf и δg. По этой формуле мы можем
вычислить вариацию δJ , не решая дополнительно возмущенной зада-
чи (2.3.14)–(2.3.16).

Обратимся к более общему случаю возмущения. Пусть теперь из-
меняются не только входные данные f(x, t) и g(x), но и коэффициенты
k(x, t) и q(x), т. е. мы имеем невозмущенную задачу в виде

1

c2
∂2ϕ′

∂t2
=

∂

∂x
k′ ∂ϕ

′

∂x
− q′ϕ′ + f ′, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.3.19)

ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t) = 0, (2.3.20)

ϕ′(x, 0) = 0,
∂ϕ′

∂t
(x, 0) = g′, (2.3.21)

где k′ = k + δk, q′ = q + δq, f ′ = f + δf , g′ = g + δg.
Найдем формулу для δJ в данном случае. Для этой цели к си-

стеме уравнений (2.3.19)–(2.3.21) присоединим сопряженную невоз-
мущенную задачу (2.3.8)–(2.3.10). Умножим уравнение (2.3.19) на ϕ∗

и проинтегрируем по всей области Ω×Ωt. Далее умножим сопряжен-
ное уравнение (2.3.8) на ϕ′ и также проинтегрируем по области Ω×Ωt.
Вычитая результаты один из другого, получаем соотношение
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T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗ 1

c2
∂2ϕ′

∂t2
− ϕ′ 1

c2
∂2ϕ∗

∂t2

)
dx −

−
T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗ ∂

∂x
k′∂ϕ

′

∂x
− ϕ′ ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x

)
dx +

+

T∫

0

dt

1∫

0

(q′ϕ∗ϕ′−qϕ∗ϕ′) dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx−
T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx.

(2.3.22)

Интегралы в (2.3.22) преобразуем с учетом граничных условий
и начальных данных для функций ϕ′ и ϕ∗. Имеем

T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗ 1

c2
∂2ϕ′

∂t2
− ϕ′ 1

c2
∂2ϕ∗

∂t2

)
dx =

=
1

c2

1∫

0

(
ϕ∗∂ϕ

′

∂t
− ϕ′∂ϕ

∗

∂t

)∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dx =

= − 1

c2

1∫

0

ϕ∗(x, 0)g′(x)dx− 1

c2

1∫

0

ϕ′(x, T )h(x)dx,

(2.3.23)

T∫

0

dt

1∫

0

(
ϕ∗ ∂

∂x
k′∂ϕ

′

∂x
− ϕ′ ∂

∂x
k
∂ϕ∗

∂x

)
dx =

=

T∫

0

(
ϕ∗

(
k′∂ϕ

′

∂x

)
− ϕ′

(
k
∂ϕ∗

∂x

))∣∣∣∣
x=1

x=0

dt −
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−
T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx= −

T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx. (2.3.24)

С учетом соотношений (2.3.23) и (2.3.24) выражение (2.3.22) при-
мет вид

− 1

c2

1∫

0

h(x)ϕ′(x, T )dx− 1

c2

1∫

0

g′(x)ϕ∗(x, 0)dx +

+

T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx+

T∫

0

dt

1∫

0

δqϕ′ϕ∗dx =

=

T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx−
T∫

0

dt

1∫

0

pϕ
′
dx, (2.3.25)

или

T∫

0

dt

1∫

0

δk
∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
dx+

T∫

0

dt

1∫

0

δqϕ′ϕ∗dx =

=




T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx+
1

c2

1∫

0

g′(x)ϕ∗(x, 0)dx


 −

−




T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx− 1

c2

1∫

0

h(x)ϕ′(x, T )dx


 .

(2.3.26)

В силу (2.3.13) имеем

T∫

0

dt

1∫

0

f ′ϕ∗dx+
1

c2

1∫

0

g′(x)ϕ∗(x, 0)dx =

= J +

T∫

0

dt

1∫

0

δfϕ∗dx+
1

c2

1∫

0

δgu∗(x, 0)dx.

(2.3.27)
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Далее имеем

T∫

0

dt

1∫

0

pϕ′dx−
1∫

0

h(x)ϕ′(x, T )dx = J ′ = J + δJ, (2.3.28)

где J определено формулой (2.3.12), а δJ – формулой (2.3.17).
Подставляя соотношения (2.3.27) и (2.3.28) в выражение (2.3.26),

получаем формулу теории возмущений

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

(
δk

∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ δqϕ′ϕ∗ − δfϕ∗

)
dx +

=
1

c2

1∫

0

δgϕ∗(x, 0)dx.

(2.3.29)

Если возмущения считать малыми, то, положив приближенно
ϕ′ = ϕ в (2.3.29), приходим к формуле теории малых возмущений

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

(
δk

∂ϕ

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ δqϕϕ∗ − δfϕ∗

)
dx +

+
1

c2

1∫

0

δgϕ∗(x, 0)dx.

(2.3.30)

Эта формула позволяет оценивать чувствительность функционала
J к малым изменениям входных данных k, q, f и g задачи (2.3.1)–
(2.3.3).

Рассмотрим конкретный пример. Пусть k = 1, q = 0, f(x, t) = 0
и g(x) = sin πx. Тогда задача (2.3.1)–(2.3.3) будет иметь вид

1

c2
∂2ϕ

∂t2
=

∂2ϕ

∂x2
, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ], (2.3.31)

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0, (2.3.32)

ϕ(x, 0) = 0,
∂ϕ

∂t
(x, 0) = sin πx. (2.3.33)
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Нетрудно видеть, что решением этой задачи является синусоидаль-
ная стоячая волна:

ϕ(x, t) =
1

πc
sin πct sin πx. (2.3.34)

Введем в рассмотрение функционал от решения ϕ(x, t) в виде

J =
1

c2

1∫

0

sin πx · ϕ(x, T ) dx. (2.3.35)

Этот функционал совпадает с (2.3.12) при p ≡ 0, h(x) = − sin πx.
Из (2.3.34), (2.3.35) имеем

J =
1

c2

1∫

0

1

πc
sin πx sin πcT sin πx dx =

sin πcT

2πc3
. (2.3.36)

Этот же функционал, как мы видели, можно вычислить и другим
способом – с использованием решения сопряженной задачи (2.3.8)–
(2.3.10), которая в данном случае имеет вид

1

c2
∂2ϕ∗

∂t2
=

∂2ϕ∗

∂x2
, x ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ), (2.3.37)

ϕ∗(0, t) = ϕ∗(1, t) = 0, (2.3.38)

ϕ∗(x, T ) = 0,
∂ϕ∗

∂t
(x, T ) = sin πx. (2.3.39)

Решением этой задачи является функция

ϕ∗(x, t) =
1

πc
sin πc(T − t) sin πx. (2.3.40)

Тогда с учетом f ≡ 0, g(x) = sin πx по формуле (2.3.13) будем
иметь

J =
1

c2

1∫

0

sin πx · ϕ∗(x, 0) dx =

=
1

c2

1∫

0

1

πc
sinπcT sin2πx dx =

sin πcT

2πc3
,

(2.3.41)
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что совпадает с (2.3.36).
Теперь предположим, что вместо задачи (2.3.31)–(2.3.33) рассмат-

ривается возмущенная задача вида

1

c2
∂2ϕ′

∂t2
=

∂

∂x
(1 + ε cos πx)

∂ϕ′

∂x
− ε sin πx cosπx · ϕ′(x, t), (2.3.42)

ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t) = 0, (2.3.43)

ϕ′(x, 0) = 0,
∂ϕ′

∂t
(x, 0) = sin πx, (2.3.44)

где ε ∈ [0, 1], и нам требуется определить функционал

J ′ =

1∫

0

sin πx · ϕ′(x, T ) dx. (2.3.45)

Решить возмущенную задачу (2.3.42)–(2.3.44) в явном виде в дан-
ном случае не удается. Однако мы можем воспользоваться выведен-
ными выше формулами теории возмущений. Задача (2.3.42)–(2.3.44)
совпадает с (2.3.19)–(2.3.21) при

k′ = 1 + δk = 1 + ε cos πx, f ′ = f = 0,
q′ = δq = ε sin πx cos πx, g′ = g = sin πx.

Поскольку входные данные f и g не возмущаются, т. е. δf = δg = 0,
то из формулы теории возмущений (2.3.29) получаем для функциона-
ла

J ′ = J + δJ, (2.3.46)

где

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

(
δk

∂ϕ′

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ δqϕ′ϕ∗

)
dx. (2.3.47)

Считая, что ε мало, мы можем положить в (2.3.47) приближен-
но ϕ′ = ϕ, получив тем самым формулу теории малых возмущений,
в данном случае

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

(
δk

∂ϕ

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ δqϕϕ∗

)
dx. (2.3.48)

132



133

Подставим значения δk = ε cos πx, δq = ε sin πx cos πx в (2.3.48)
с учетом вида функций ϕ(x, t) и ϕ∗(x, t) из (2.3.34) и (2.3.40). Тогда

δJ = −
T∫

0

dt

1∫

0

{
εcosπx

(
1

c
sinπct cosπx

)(
1

c
sinπc(T − t) cosπx

)
+

+ εsinπx cosπx

(
1

πc
sinπct sinπx

)(
1

πc
sinπc(T − t)sinπx

)}
=

= − ε

c2

T∫

0

sin πct sin πc(T − t) dt×

×




1∫

0

cos3 πx dx +
1

π2

1∫

0

sin2 πx cos πx dx


 .

Отсюда легко получить, что

δJ = 0. (2.3.49)

Таким образом, с точностью до величины второго порядка малости
(относительно ε) из (2.3.46) и (2.2.41) мы получаем

J ′ ≈ J =
sin πcT

2πc3
.

Предположим теперь, что решение ϕ задачи (2.3.42)–(2.3.44) пред-
ставляется в виде ряда

ϕ′ = ϕ+ εϕ1 + ε2ϕ2 + . . . , (2.3.50)

и построим для функционала J ′ формулу возмущений более высокого
порядка точности.

Подставляя (2.3.50) в (2.3.46), имеем

J ′ = J + εJ1 + ε2J2 + . . . , (2.3.51)

где

J1 = 0,

Jk =

T∫

0

dt

1∫

0

(
cos πx

∂ϕk−1

∂x

∂ϕ∗

∂x
+ sin πx cos πx · ϕk−1ϕ

∗
)
dx,

k = 2, 3, . . . .
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Чтобы получить уравнения для ϕk, следует (2.3.50) подставить
в (2.3.42)–(2.3.44), приравнивая члены при одинаковых степенях ε.
Тогда приходим к системе

1

c2
∂2ϕk

∂t2
=

∂2ϕk

∂x2
+

∂

∂x
cos πx

∂ϕk−1

∂x
−

− sin πx cos πx · ϕk−1(x, t),

(2.3.52)

ϕk(0, t) = ϕk(1, t) = 0, (2.3.53)

ϕk(x, 0) =
∂ϕk

∂t
(x, 0) = 0, (2.3.54)

где k = 1, 2, . . . , ϕ0 = ϕ.
Решая последовательно задачи (2.3.52)–(2.3.54) и подставляя ϕk

в (2.3.51), мы будем находить поправки J2, J3, . . . и тем самым опре-
делять J ′ с более высоким порядком точности.

Легко показать, что, подставляя (2.3.51) непосредственно в (2.3.45),
в силу соотношения сопряженности мы получаем для J1, J2, J3, . . .
те же самые формулы.
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Глава 3

Нелинейные уравнения

Оценка чувствительности моделей по отношению к функционалам
задач на основе теории возмущений поставила перед исследователя-
ми проблему изучения линейных уравнений, которые все более ши-
роко используются в приложениях. Однако на нелинейные операторы
невозможно прямо распространить формализм, связанный с тожде-
ством Лагранжа. Этот факт стал решающим в дальнейшем развитии
теории, которая пошла по пути линеаризации исходных задач с после-
дующим применением тождества Лагранжа. Если задача корректна
и имеется непрерывная зависимость решения от параметров задачи
и входных данных, то метод линеаризации во многих случаях стано-
вится хорошим инструментом для анализа нелинейных задач.

Однако во многих случаях, особенно когда мы имеем дело с неста-
ционарными нелинейными задачами, дело осложняется, и тогда лине-
аризация оказывается просто невозможной, поскольку может приве-
сти к грубым просчетам. В этом случае необходима теория нелиней-
ных процессов без каких бы то ни было упрощений. Для этой цели мы
дадим обобщение теории сопряженных задач и теории возмущений на
основе специальным образом обобщенного тождества Лагранжа.

В 1974 г. при изучении гидротермодинамики атмосферных процес-
сов автор ввел в рассмотрение сопряженные уравнения, соответству-
ющие квазилинейным уравнениям [82]. В последнее время автор сов-
местно с В. И. Агошковым рассмотрел общие вопросы теории и мето-
дов построения теории возмущений, эти вопросы подробно изложены
в монографии [100]. Здесь же мы остановимся на методологической
стороне дела. С этой целью начнем исследование с простейшей ста-
ционарной задачи.
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3.1. Нелинейные уравнения и сопряженные
задачи

Пусть рассматривается следующая задача:

−ν
d2u

dx2
+ u

du

dx
= f(x), 0 < x < 1, (3.1.55)

u(0) = u(1) = 0. (3.1.56)

Будем предполагать, что решение u этой задачи непрерывно и два-
жды дифференцируемо в области 0 ≤ x ≤ 1, коэффициент ν постоян-
ный, а функция f(x) интегрируема с квадратом в области 0 ≤ x ≤ 1,
т. е.

1∫

0

f 2(x) dx ≤ c < ∞,

и, следовательно, является элементом вещественного гильбертова про-
странства H = L2(0, 1). Скалярное произведение для функций υ,
ω ∈ H введем обычным образом:

(υ, ω) =

1∫

0

υω dx.

Для функций u введем в рассмотрение множество D(A) ⊂ H, каж-
дый элемент которого непрерывен, и дважды дифференцируем, и об-
ращается в нуль на границах области 0 ≤ x ≤ 1. Задачу (3.1.55),
(3.1.56) на функциях из D(A) формально запишем в виде

A(u)u = f, (3.1.57)

где A(u) – оператор, имеющий вид

A(u) = −ν
d2

dx2
+ u

d

dx
(3.1.58)

и действующий в H, с областью определения D(A). Важным отличи-
ем оператора A(u) от линейного случая является то, что он зависит
от самого решения задачи (3.1.55), (3.1.56), или, что то же самое,
(3.1.57). Поэтому построение сопряженного по Лагранжу оператора,
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соответствующего (3.1.57), должно быть видоизменено, поскольку со-
пряженные операторы, строго говоря, определены лишь для линейных
операторов, не зависящих от решения u.

Однако если предположить, что решение исходной задачи нами
определено и функцию u можно считать известной, то при построении
сопряженной задачи оператор становится уже известным, и для него
обычным приемом с помощью тождества Лагранжа можно опреде-
лить оператор сопряженный. А именно, пусть имеются два элемента:
υ ∈ D(A) и ω ∈ D(A∗), где D(A∗) – область определения сопряженно-
го оператора, свойства которой можно найти из условия выполнения
тождества Лагранжа. Тогда имеем соотношение

(A(u)υ, ω) = (υ,A∗(u)ω), υ ∈ D(A), ω ∈ D(A∗). (3.1.59)

Покажем, при каких условиях тождество (3.1.59) выполняется при-
менительно к оператору (3.1.58). Рассмотрим левую часть тождества
(3.1.59). Имеем

1∫

0

(
u
dυ

dx
− ν

d2υ

dx2

)
ω dx = uυω

∣∣∣∣
x=1

x=0

−

− ν
dυ

dx
ω

∣∣∣∣
x=1

x=0

−
1∫

0

υ
duω

dx
dx+ ν

1∫

0

dυ

dx

dω

dx
dx.

(3.1.60)

Здесь мы провели интегрирование по частям. Имея в виду, что
υ ∈ D(A), а каждый элемент множества D(A) непрерывен, дважды
дифференцируется и обращается в нуль на границе области при x = 0
и x = 1, первый внеинтегральный член в правой части соотношения
(3.1.60) обратится в нуль. Второй внеинтегральный член мы обратим
в нуль, положив

ω(0) = ω(1) = 0. (3.1.61)
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Тогда будем иметь

1∫

0

(
u
dυ

dx
− ν

d2υ

dx2

)
ω dx =

1∫

0

υ
duω

dx
dx+ ν

1∫

0

dυ

dx

dω

dx
dx =

= −
1∫

0

υ
duω

dx
dx+ νυ

dω

dx

∣∣∣∣∣∣

x=1

x=0

− ν

1∫

0

υ
d2ω

dx2
dx =

=
1∫
0

υ
(
−duω

dx
− ν d2ω

dx2

)
dx.

(3.1.62)

В (3.1.62) внеинтегральные члены при интегрировании по частям
обращаются в нуль, поскольку υ(x) ∈ D(A) и, следовательно,
υ(0) = υ(1) = 0.

В процессе получения соотношения (3.1.62) мы выполнили ряд пре-
образований, которые требуют не только квадратичной суммируемо-
сти на (0,1) функции ω(x), но и ее производных dω

dx
, d

2ω
dx2 , т. е.

1∫

0

{(
d2ω

dx2

)2

+

(
dω

dx

)2

+ ω2(x)

}
dx < +∞.

Если к этим свойствам еще добавить условие на границе (3.1.61)
для функции ω(x), то мы приходим к множеству D(A∗).

Введем обозначение

A∗(u)· = −ν
d2·
dx2

− d

dx
u · . (3.1.63)

Тогда на основе соотношения (3.1.62) имеем тождество

1∫

0

(
u
dυ

dx
− ν

d2υ

dx2

)
ω dx =

1∫

0

υ

(
−duω

dx
− ν

d2ω

dx2

)
dx, (3.1.64)

или в формальном виде тождество Лагранжа (3.1.59). Теперь следу-
ет лишь добавить, что сопряженный оператор A∗(u), определенный
равенством (3.1.63), действует в H с областью определения D(A∗).

Итак, предполагая u(x) известной функцией из решения основ-
ной задачи, мы имеем возможность построить сопряженный оператор,
удовлетворяющий тождеству Лагранжа.
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Поскольку теперь можно говорить о существовании сопряженного
оператора, подойдем к более важному вопросу – построению сопря-
женных задач, связанных с заданными функционалами от решения
u(x). Предположим, что нас интересует не само решение u(x), а неко-
торый функционал от него:

J =

1∫

0

pu dx = (p, u), (3.1.65)

где p(x) – заданная характеристика измерения поля u(x).
Пусть p ∈ H = L2(0, 1). Введем формально следующую сопряжен-

ную задачу:

−ν
d2u∗

dx2
− duu∗

dx
= p(x), x ∈ (0, 1), (3.1.66)

при условиях
u∗(0) = 0, u∗(1) = 0. (3.1.67)

Будем предполагать, что u∗ ∈ D(A∗). Проведем некоторые преобра-
зования. С этой целью уравнение (3.1.55) скалярно умножим на u∗,
а уравнение (3.1.66) – на u и результаты вычтем один из другого.
Тогда получим

1∫

0

u∗
(
u
du

dx
− ν

d2u

dx2

)
dx−

1∫

0

u

(
−duu∗

dx
+

d2u∗

dx2

)
dx =

=

1∫

0

fu∗ dx−
1∫

0

pu dx.

(3.1.68)

Левая часть соотношения (3.1.68) обращается в нуль в связи с тож-
деством Лагранжа. Это устанавливается легко с помощью (3.1.64),
где в качестве υ следует выбрать u, а в качестве ω – решение u∗.
Тогда из (3.1.68) следует, что

1∫

0

fu∗ dx =

1∫

0

pu dx. (3.1.69)

Или с учетом (3.1.65) имеем формулы взаимности

J =

1∫

0

pu dx, (3.1.70)

139



140

J =

1∫

0

fu∗ dx. (3.1.71)

Итак, искомое значение функционала J можно найти с помощью
решения или основной задачи, или сопряженной. Однако при решении
сопряженной задачи нам необходимо также знание решения и основ-
ной задачи.

Рассмотрим конкретный пример. Пусть f(x) = π2 sin πx+π/2 sin 2πx,
ν = 1. Тогда основная задача (3.1.55), (3.1.56) имеет вид

−d2u

dx2
+ u

du

dx
= π2 sin πx+

π

2
sin 2πx, x ∈ (0, 1), (3.1.72)

u(0) = u(1) = 0. (3.1.73)

Нетрудно видеть, что эта задача имеет решение

u(x) = sin πx. (3.1.74)

Рассмотрим функционал (3.1.65) при

p(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/3],
0, x �∈ [0, 1/3].

(3.1.75)

Тогда

J =

1∫

0

pu dx =

1/3∫

0

u(x) dx. (3.1.76)

В силу (3.1.74) из (3.1.76) имеем

J = − 1

π

(
cos

π

3
− cos 0

)
=

1

π

(
1− 1

2

)
=

1

2π
≈ 0, 159 155. (3.1.77)

Этот же функционал, как мы видели, можно вычислить и другим
способом, используя формулу (3.1.71):

J =

1∫

0

f(x)u∗(x) dx, (3.1.78)

где u∗(x) – решение сопряженной задачи (3.1.66), (3.1.67), которая
в данном случае имеет вид

−d2u∗

dx2
− sin πx

du∗

dx
− π cos πxu∗ = p(x), x ∈ (0, 1), (3.1.79)
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Рис. 3.1

u∗(0) = u∗(1) = 0. (3.1.80)

Решение этой задачи было найдено численно методом конечного
элемента с использованием кусочно-линейных базисных функций на
равномерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , N, h = 10−2. График функ-
ции u∗(x) приведен на рисунке 3.1. Вычисляя J из (3.1.78) с исполь-
зованием квадратурной формулы Симпсона, получаем

J ≈ 0, 159 150, (3.1.81)

что совпадает с (3.1.77) с точностью до пятого знака после запятой.

3.2. Общая формулировка сопряженной
задачи

Рассмотрим теперь общую основную нелинейную задачу

A(u)u = f, (3.2.1)

где A(u) – линейный оператор, действующий в гильбертовом про-
странстве H, с областью определения D(A), u ∈ D(A), f ∈ H. За-
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метим, что функции из D(A) удовлетворяют однородным граничным
условиям, свойственным задаче6.

Рассмотрим далее некоторый функционал от решения задачи u.
Пусть

J = (u, p), (3.2.2)

где функция p ∈ H – характеристика изменения поля u, (·, ·) – ска-
лярное произведение, определенное в H.

Сопряженную задачу по отношению к основной (3.2.1) с учетом
необходимости нахождения функционала (3.2.2) определим следую-
щим образом:

A∗(u)u∗ = p, (3.2.3)

где сопряженный оператор A∗(u) удовлетворяет тождеству Лагранжа
(3.1.59)

(A(u)υ, ω) = (υ,A∗(u)ω), υ ∈ D(A), ω ∈ D(A∗). (3.2.4)

Заметим, что сопряженный оператор в (3.2.3) зависит от реше-
ния основной задачи. Необходимо подчеркнуть, что, преобразуя ле-
вую часть соотношения (3.2.4) к виду выражения, стоящего в правой
части тождества Лагранжа (3.2.4), мы одновременно определяем мно-
жество функций ω ∈ D(A∗), их гладкость и удовлетворение гранич-
ным условиям. Это множество будет являться областью определения
сопряженного оператора A∗(u).

Теперь совершим некоторые преобразования. С этой целью основ-
ное уравнение (3.2.1) умножим на u∗ скалярно в H, сопряженное
уравнение (3.2.3) – на u, а результаты вычтем один из другого. Тогда
будем иметь

(A(u)u, u∗)− (u,A∗(u)u∗) = (f, u∗)− (u, p). (3.2.5)

Левая часть этого соотношения вследствие тождества Лагранжа
(3.2.4) обращается в нуль, и мы получаем

(f, u∗) = (u, p). (3.2.6)

Имея в виду, что в правой части (3.2.6) стоит функционал J , при-
ходим к формулам взаимности

J = (u, p), (3.2.7)

J = (f, u∗). (3.2.8)
6Если граничные условия в исходной задаче неоднородны, то, как отмечалось

выше, их можно привести к однородным соответствующей заменой функции – ре-
шения задачи.
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3.3. Теория малых возмущений

Теперь перейдем к рассмотрению теории малых возмущений для
функционалов нелинейных задач. Сначала предположим, что при
f = f0 ∈ H исходная задача (3.2.1) имеет решение u0 ∈ D(A):

A(u0)u0 = f0. (3.3.1)

Эту задачу мы будем называть невозмущенной. Предположим да-
лее, что задача (3.3.1) заменяется на возмущенную

A(u)u = f, (3.3.2)

где
f = f0 + εf1, f1 ∈ H, (3.3.3)

ε – малый параметр. Будем считать далее, что εf1 предполагается
малой по сравнению с f0:

ε‖f1‖ � ‖f0‖, (3.3.4)

где ‖fi‖ = (fi, fi)
1/2, т. е. возмущения в источниках малые.

Предположим, что решение возмущенной задачи (3.3.2) представи-
мо в виде ряда

u = u0 + εu1 + . . . , (3.3.5)

и подставим (3.3.3), (3.3.5) в (3.3.2). Тогда будем иметь

A(u0 + εu1 + . . . )(u0 + εu1 + . . . ) = f0 + εf1. (3.3.6)

В предположении достаточной гладкости оператора A(u) проведем
его разложение в окрестности элемента u = u0 и ограничимся члена-
ми первого порядка малости. Тогда

A(u0 + εu1 + . . . ) = A(u0) + ε
dA(u0)

du0

u1 +O(ε2), (3.3.7)

где dA(u0)
du0

u1 ≡ F (u0, u1) – оператор, действующий из H в H, линей-
ный по u1. Далее, подставляя (3.3.7) в (3.3.6) и приравнивая члены
с одинаковыми степенями параметра ε, получаем

A(u0)u0 = f0, A(u0)u1 + F (u0, u1)u0 = f1, (3.3.8)
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или

A(u0)u0 = f0, A(u0)u1 +

(
dA(u0)

du0

u1

)
u0 = f1. (3.3.9)

Итак, вместе с основным невозмущенным уравнением (3.3.1) мы
получили уравнение для первой вариации. Решая это уравнение, с по-
мощью (3.3.5) получаем приближенное решение возмущенной задачи.

Переходим теперь к формулировке теории возмущений для функ-
ционала J исследуемой задачи. С этой целью введем обозначения

J0 = (u0, p), J1 = (u1, p); (3.3.10)

тогда
J ≈ J0 + εJ1. (3.3.11)

Введем в рассмотрение линейный оператор

A1(u0)· = A(u0) ·+F (u0, ·)u0 ≡ A(u0) ·+
(
dA(u0)

du0

·
)
u0, (3.3.12)

действующий из H в H. Тогда уравнение для u1 из (3.3.8) запишется
в виде

A1(u0)u1 = f1 (3.3.13)

Рассмотрим сопряженное уравнение

A∗
1(u0)u

∗
1 = p, (3.3.14)

где A∗
1(u0) – оператор, сопряженный по отношению к A1(u0); p –

элемент, определяющий функционал J0. Умножим уравнение (3.3.13)
на u∗

1 скалярно в H, а уравнение (3.3.14) – на u1 и результаты вычтем
один из другого. Получим

(A1(u0)u1, u
∗
1)− (u1, A

∗
1(u0)u

∗
1) = (f1, u

∗
1)− (u1, p). (3.3.15)

В силу сопряженности операторы A1(u0) и A∗
1(u0) удовлетворяют

тождеству Лагранжа, и поэтому левая часть в соотношении (3.3.15)
обратится в нуль. Тогда будем иметь

(f1, u
∗
1)− (u1, p) = 0.

Отсюда с учетом второго из выражений (3.3.10) получим две экви-
валентные формулы

J1 = (u1, p), (3.3.16)
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J1 = (f1, u
∗). (3.3.17)

Мы получили формулы теории малых возмущений в виде (3.3.16),
(3.3.17). Особенно важна в приложениях формула (3.3.17), поскольку
она непосредственно связывает вариации функционалов с вариацией
функции f , т. е. δf = εf1, и может быть многократно использова-
на для оценок, имея в виду, что решение u∗

1 остается неизменным.
Конечно, все исследования проводятся в условиях теории малых воз-
мущений.

Итак, при решении нелинейных задач по расчету вариаций функ-
ционалов с учетом малых возмущений правой части f необходимо
последовательно решить две задачи. Сначала решается невозмущен-
ная нелинейная задача

A(u0)u0 = f0, (3.3.18)

затем находится оператор

A1(u0)· = A(u0) ·+
(
dA(u0)

du0

·
)
u0 (3.3.19)

и решается сопряженная задача

A∗
1(u0)u

∗
1 = p. (3.3.20)

После этого рассчитывается вариация исследуемого функционала
по формуле

δJ = ε(f1, u
∗). (3.3.21)

Если параметр ε явно в f не выделяется, но функция f1 в некото-
ром смысле мала по сравнению с f , то всюду можно положить ε = 1.

В качестве примера рассмотрим простейшую стационарную зада-
чу (3.1.55), (3.1.56). Пусть при f = f0 эта задача имеет решение
u0 ∈ D(A):

−ν
d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= f0(x), x ∈ (0, 1); (3.3.22)

u0(0) = u0(1) = 0. (3.3.23)

Предположим теперь, что задача (3.3.22), (3.3.23) заменяется на
возмущенную

−ν
d2u

dx2
+ u

du

dx
= f(x), x ∈ (0, 1); (3.3.24)

u(0) = u(1) = 0, (3.3.25)
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где f(x) = f0(x) + εf1(x), f1(x) – заданная функция, ε ∈ [0, 1]. Опера-
тор A(u) из (3.3.1), (3.3.2) в данном случае имеет вид

A(u)· = −ν
d2·
dx2

+ u
d·
dx

; (3.3.26)

он действует в H = L2(0, 1) с областью определения D(A), введенной
выше.

В предположении, что функция εf1 мала по сравнению с f0, реше-
ние u возмущенной задачи (3.3.24), (3.3.25) будем искать в виде

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (3.3.27)

Тогда справедливо равенство (3.3.6), которое в данном случае име-
ет вид

−ν
d2

dx2
(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) + (u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) ×

× d

dx
(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) = f0 + εf1;

(3.3.28)

ui(0) = ui(1) = 0, i = 0, 1, 2. (3.3.29)

Раскроем скобки в левой части выражения (3.3.28) и соберем чле-
ны при одинаковых степенях ε. Тогда, ограничиваясь членами первого
порядка малости относительно ε, приходим к задачам

−ν
d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= f0, u0(0) = u0(1) = 0,

−ν
d2u1

dx2
+ u0

du1

dx
+

du0

dx
u1 = f1, u1(0) = u1(1) = 0.

(3.3.30)

Таким образом, вместе с основной невозмущенной задачей (3.3.22),
(3.3.23) мы получили уравнение для первой вариации u1. Система
уравнений (3.3.30) есть не что иное, как система (3.3.9), где оператор

F (u0, u1) =
dA(u0)

du0

u1 имеет вид

F (u0, u1) =
dA(u0)

du0

u1 = u1
d

dx
. (3.3.31)

Зная решения u0, u1 уравнений (3.3.30), найдем приближенное ре-
шение возмущенной задачи (3.3.24), (3.3.25) по формуле

u ≈ u0 + εu1. (3.3.32)
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Теперь рассмотрим теорию возмущений для функционала J рас-
сматриваемой задачи. Пусть, как и ранее, этот функционал имеет вид
(см. (3.1.65))

J = (u, p) =

1∫

0

up dx, (3.3.33)

где p(x) – заданная функция.
Получив решения u0, u1 задач (3.3.30), мы можем определить при-

ближенное значение функционала J по формуле

J ≈ J0 + εJ1, (3.3.34)

где

J0 =

1∫

0

u0p dx, J1 =

1∫

0

u1p dx.

Как мы видели выше, чтобы связать вариацию функционала с ва-
риацией функции источника f , необходимо пользоваться другой фор-
мулой для J1, а именно формулой (3.3.17):

J1 =

1∫

0

f1u
∗
1 dx, (3.3.35)

где u∗
1 – решение сопряженной задачи (3.3.14).

В уравнении (3.3.14) фигурирует оператор A∗
1(u0), сопряженный

к оператору A1(u0). Из (3.3.12), (3.3.26) и (3.3.31) получаем, что
в данном случае

A1(u0) = −ν
d2·
dx2

+ u0
d·
dx

+
du0

dx
· ≡ −ν

d2·
dx2

+
d(u0·)
dx

. (3.3.36)

Этот оператор действует в H с областью определения D(A). Нетруд-
но убедиться в том, что с помощью техники, изложенной в § 3.1, мы
получаем

A∗
1(u0)· = −ν

d2·
dx2

− u0
d·
dx

. (3.3.37)

Сопряженный оператор A∗
1(u0) действует в H с областью определе-

ния D(A∗), введенной в § 3.1. Тогда задача (3.3.14) принимает вид

−ν
d2u∗

1

dx2
− u0

du∗
1

dx
= p, (3.3.38)
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u∗
1(0) = u∗

1(1) = 0. (3.3.39)

Зная решение u∗
1 сопряженной задачи (3.3.38), (3.3.39), мы опреде-

лим вариацию J1 по формуле (3.3.35), которая непосредственно свя-
зывает вариацию функционала с вариацией функции f .

Рассмотрим численный пример. Пусть f0(x)π
2 sin πx +

π

2
sin 2πx,

ν = 1, тогда невозмущенная задача (3.3.22),(3.3.23) имеет вид

−d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= π2 sin πx+

π

2
sin 2πx, x ∈ (0, 1); (3.3.40)

u0(0) = u0(1) = 0. (3.3.41)

Как мы видели в § 3.1, эта задача имеет решение

u0(x) = sin πx.

Рассмотрим функционал

J0 =

1∫

0

pu0 dx, (3.3.42)

где

p(x) =

{
1, x ∈ [2/3, 1],
0, x �∈ [2/3, 1].

(3.3.43)

Из (3.3.20) легко получаем, что

J0 =

1∫

2/3

u0(x) dx = − 1

π
cos πx

∣∣∣∣
1

2/3

=
1

2π
≈ 0, 159 155. (3.3.44)

В качестве возмущенной задачи рассмотрим задачу (3.3.24), (3.3.25)
при f = f0 + εf1, f1 ≡ 1, т. е. задачу

−d2u

dx2
+ u

du

dx
= π2 sin πx+

π

2
sin 2πx+ ε, (3.3.45)

u(0) = u(1) = 0. (3.3.46)

Предположим, что нам необходимо вычислить функционал (3.3.33):

J =

1∫

0

pu dx. (3.3.47)
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Для этого воспользуемся формулой (3.3.34):

J ≈ J0 + εJ1, (3.3.48)

где J1 определяется формулой (3.3.35):

J1 =

1∫

0

f1u
∗
1 dx. (3.3.49)

Поскольку f1 ≡ 1, то

J1 =

1∫

0

u∗
1(x) dx, (3.3.50)

т. е. нам необходимо лишь вычислить интеграл от функции u∗
1 –

решения сопряженной задачи (3.3.38), (3.3.39). Эта задача в данном
случае имеет вид

−d2u∗
1

dx2
− sin πx

du∗
1

dx
= p, (3.3.51)

u∗
1(0) = u∗

1(1) = 0. (3.3.52)

Рис. 3.2

Задача (3.3.51), (3.3.52) была решена численно методом конечного
элемента с использованием кусочно-линейных базисных функций на
равномерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , N, h = 10−2. График функ-
ции u∗

1(x), приведен на рисунке 3.2. Зная u∗
1(x), мы можем получить

J1 по формуле (3.3.50). Используя квадратурную формулу Симпсона,
имеем

J1 ≈ 0, 022 875. (3.3.53)

Тогда из (3.3.44) и (3.3.48) окончательно получаем

J ≈ 0, 159 155 + ε0, 022 875.
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3.4. Случай возмущения оператора задачи

Переходим теперь к рассмотрению более общего случая, когда ва-
рьируется не только функция f , но и сам оператор A, где, например,
изменяются параметры или другие входные данные. Пусть исходная
невозмущенная задача имеет вид

A0(u0)u0 = f0, (3.4.1)

где A0(u0) – линейный оператор, действующий в H, с областью опре-
деления D(A0), u0 ∈ D(A0), f ∈ H.

Рассмотрим далее возмущенную задачу

A(u)u = f, (3.4.2)

где
f = f0 + εf1,

u = u0 + εu1 + . . . ,
A(u) = A0(u) + εδA(u),

(3.4.3)

δA(u) – заданный оператор, действующий в H, D(δA) = D(A0).
В предположении достаточной гладкости оператора A(u) с точно-

стью до величин второго порядка получим

A(u) ≈ A0(u0) + εδA(u0) + ε
dA0(u0)

du0

u1. (3.4.4)

Пусть

A1(u0)· = A0(u0) ·+
(
dA0(u0)

du0

·
)
u0 ≡ A0(u0) ·+F (u0, ·)u0. (3.4.5)

Подставляя разложения (3.4.4) и (3.4.3) в (3.4.2) и приравнивая
члены при одинаковых степенях ε, приходим к следующим уравнени-
ям для u0 и u1:

A0(u0)u0 = f0, A1(u0)u1 + δA(u0)u0 = f1.

Таким образом, опять вместе с основным невозмущенным уравне-
нием (3.4.1) мы получили уравнение для первой вариации u1. Решая
это уравнение, мы можем приближенно найти решение возмущенной
задачи (3.4.2) по формуле

u ≈ u0 + εu1.
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Теперь перейдем к формулировке теории возмущений для функци-
онала J рассматриваемой задачи. Пусть по-прежнему

J0 = (u0, p), J1 = (u1, p),

тогда
J ≈ J0 + δJ = J0 + εJ1.

Рассмотрим теперь две задачи

A1(u0)u1 + δA(u0)u0 = f1, (3.4.6)

A∗
1(u0)u

∗
1 = p. (3.4.7)

Далее умножим уравнение (3.4.6) на u∗
1 скалярно в H, уравнение

(3.4.7) – на u1, результаты вычтем один из другого и воспользуемся
тождеством Лагранжа. В результате получим

(δA(u0)u0, u
∗
1) = (f1, u

∗
1)− (u1, p). (3.4.8)

Отсюда, имея в виду, что (u1, p) = J1, приходим к формуле теории
возмущений

J1 = (f1, u
∗
1)− (δA(u0)u0, u

∗
1), (3.4.9)

или
δJ = ε(f1 − δA(u0)u0, u

∗
1). (3.4.10)

Напомним, что
δJ = εJ1. (3.4.11)

Формула теории малых возмущений (3.4.10) позволяет варьировать
не только функцию f , но и сам оператор A.

В качестве примера рассмотрим опять стационарную задачу (3.4.1),
(3.4.2). Пусть невозмущенная задача имеет вид

−ν0
d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= f0(x), x ∈ (0, 1); (3.4.12)

u0(0) = u0(1) = 0, (3.4.13)

где оператор A0(u0) из (3.4.1) задается следующим образом:

A0(u0) = −ν0
d2

dx2
+ u0

d

dx
, ν0 = const > 0. (3.4.14)

151



152

Возмущенную задачу (3.4.2) рассмотрим в виде

−ν
d2u

dx2
+ u

du

dx
= f(x), x ∈ (0, 1); (3.4.15)

u(0) = u(1) = 0, (3.4.16)

где f(x) = f0(x) + εf1(x), ν = ν0 + εν1, ν = const, f1(x) – заданная
функция. Оператор δA(u) из (3.4.3) в данном случае имеет простой
вид:

δA(u) = −ν1
d2

dx2
. (3.4.17)

Будем считать, что операторы A0(u), δA(u), A(u) действуют в ве-
щественном гильбертовом пространстве H = L2(0, 1) и имеют область
определения D(A), введенную в § 3.1. Предположим, что решение u
возмущенной задачи (3.4.15), (3.4.16) представимо в виде

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . .

Подставляя это разложение в (3.4.15), (3.4.16), используя вид f(x)
и ν и ограничиваясь членами первого порядка малости относительно
ε, мы приходим к задачам для u0 и u1:

−ν0
d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= f0, u0(0) = u0(1) = 0, (3.4.18)

−ν0
d2u1

dx2
+

d(u0u1)

dx
− ν

d2u0

dx2
= f1, u1(0) = u1(1) = 0. (3.4.19)

Последнее уравнение можно записать в виде

A1(u0)u1 + δA(u0)u0 = f1, (3.4.20)

где оператор A1(u0) определен формулой (3.4.5) и в данном случае
записывается следующим образом:

A1(u0) = −ν0
d2·
dx2

+ u0
d·
dx

+
du0

dx
· = −ν

d2

dx2
+

d(u0·)
dx

. (3.4.21)

Этот оператор действует в H = L2(0, 1) с областью определения
D(A). Зная решение задач (3.4.18), (3.4.19), можно определить при-
ближенное решение возмущенной задачи (3.4.15), (3.4.16) по формуле

u ≈ u0 + εu1. (3.4.22)
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Предположим теперь, что нас интересует значение функционала J
от решения возмущенной задачи

J = (u, p) =

1∫

0

up dx, (3.4.23)

где p(x) – известная функция.
С одной стороны, мы можем записать, что

J ≈ J0 + εJ1, (3.4.24)

где

J0 = (u0, p) =

1∫

0

u0p dx, J1 =

1∫

0

u1p dx; (3.4.25)

здесь u0, u1 – решения задач (3.4.18), (3.4.19). А с другой стороны,
как мы видели выше, поправку J1 можно найти и другим способом –
через решение сопряженной задачи. Для этого воспользуемся форму-
лой (3.4.9), где u∗

1 – решение задачи (3.4.7). Нетрудно видеть, что
в нашем случае эта задача имеет вид

−ν0
d2u∗

1

dx2
− u0

du∗
1

dx
= p, x ∈ (0, 1); (3.4.26)

u∗
1(0) = u∗

1(1) = 0. (3.4.27)

Зная u∗
1, мы найдем J1 по формуле (3.4.9) с учетом (3.4.17):

J1 = (f1, u
∗
1)− (δA(u0)u0, u

∗
1) =

1∫

0

(
f1 + ν1

∂2u0

∂x2

)
u∗
1 dx. (3.4.28)

Приведем еще один пример. Невозмущенную задачу будем по-прежнему
рассматривать в виде (3.4.12), (3.4.13) при

f0(x) = π2 · sin πx+
π

2
sin 2πx, ν0 = 1.

Таким образом, задача (3.4.1) в данном случае имеет вид

−d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= π2 sin πx+

π

2
sin 2πx, x ∈ (0, 1); (3.4.29)
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u0(0) = u0(1) = 0. (3.4.30)

Здесь оператор A0(u0) определяется по формуле (3.4.14):

A0(u0) = − d2

dx2
+ u0

d

dx
. (3.4.31)

Решение задачи (3.4.29), (3.4.30) имеет вид

u0(x) = sin πx. (3.4.32)

Возмущенную задачу рассмотрим в виде (3.4.2) при

f = f0 + εf1, A(u) = A0(u) + εδA(u),

где

f1(x) = 2 + (1− 2x) sin πx+ 200π cos πx+ 200ε(1− 2x);

δA(u) = (x2 − x+ 200)
∂

∂x
.

(3.4.33)

Таким образом, возмущенная задача в данном случае записывается
следующим образом:

−d2u

dx2
+ u

du

dx
+ ε(x2 − x+ 200)

du

dx
= π2 sin πx+

π

2
sin 2πx +

+ ε[2 + (1− 2x) sin πx+ 200π cos πx+ 200ε(1− 2x)];

(3.4.34)

u(0) = u(1) = 0. (3.4.35)

Предполагая, что решение u этой задачи представляется в виде
ряда по ступеням ε:

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . , (3.4.36)

подставляя (3.4.36) в (3.4.34) и ограничиваясь членами первого по-
рядка малости относительно ε, мы придем к задачам для u0, u1. При
этом задачей для u0 будет невозмущенная задача (3.4.29), (3.4.30),
а задача для u1 имеет вид (3.4.20):

A1(u0)u1 + δA(u0)u0 = f1. (3.4.37)

Здесь оператор A1(u0) определяется формулой (3.4.21):

A1(u0)· = − d2

dx2
+

d(u0·)
dx

, (3.4.38)
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а оператор δA(u0) задан в (3.4.33). С учетом этого уравнение (3.4.37)
перепишем в виде

−d2u1

dx2
+

d(u0u1)

dx
= f1 − δA(u0)u0; u1(0) = u1(1) = 0, (3.4.39)

или

−d2u1

dx2
+ sin πx

du1

dx
+ π cos πxu1 =

= 2 + (1− 2x) sin πx+ x(1− x)π cos πx+ 200ε(1− 2x);

(3.4.40)

u1(0) = u1(1) = 0. (3.4.41)

Зная решение u1 этой задачи, мы можем найти решение возмущен-
ной (3.4.34), (3.4.35) по формуле

u ≈ u(1) = u0 + εu1. (3.4.42)

Рис. 3.3

Задача (3.4.40), (3.4.41) была решена численно методом конечного
элемента с использованием кусочно-линейных базисных функций на
равномерной сетке xi = ih, где i = 0, . . . , N, h = 10−2. При различ-
ных ε (ε = 1, ε = 0, 1, ε = 0, 01) были построены значения функции

155



156

u(1) = u0 + εu1. Функция u(1) сравнивалась с точным решением u воз-
мущенной задачи (3.4.34), (3.4.35), которое в данном случае известно
в явном виде:

u(x) = sin πx+ εx(1− x).

Рис. 3.4

Рис. 3.5

На рисунках 3.3–3.5 приведены графики функций u(1) и u при
различных ε. Как видно из рисунков и показали численные расчеты,
в данном случае наблюдается сходимость u(1) к u при ε → 0. При
ε = 0, 001 графики функций u(1) и u почти совпадают (см. рис. 3.5).
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3.5. О теории возмущений высшего порядка

Теперь несколько слов о теории более высокого порядка, чем пер-
вый. В этом случае следует применить алгоритм, суть которого со-
стоит в следующем.

Рассмотрим основное нелинейное уравнение

A(u)u = f, (3.5.1)

и пусть

A(u) = A0(u) + εδA(u), f = f0 + εf1 + ε2f2 + . . . , (3.5.2)

где fi ∈ H (i = 1, 2, . . . ), а операторы A0(u) и δA(u) определены выше.
Решение u также представим в виде

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . , (3.5.3)

где ε – формальный параметр. Используя разложение (3.5.2) и (3.5.3),
основное уравнение (3.5.1) запишем в виде

A(u0+εu1+ε2u2+. . . )(u0+εu1+ε2u2+. . . )=f0+εf1+ε2f2+. . . . (3.5.4)

Выражение, стоящее слева в этом соотношении, после конкретных
преобразований, связанных с видом оператора A, можно представить
в виде разложения по степеням ε. Приравнивая члены при одинаковых
степенях ε слева и справа в этом соотношении, получаем

A0(u0)u0 = f0,
A1(u0)u1 = f1 + B1(u0),
A1(u0)u2 = f2 + B2(u0, u1),
A1(u0)u3 = f3 + B3(u0, u1, u2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(3.5.5)

где

A1(u0)· = A0(u0) ·+
(
dA0(u0)

dx
·
)
u0,

а B1(u0), B2(u0, u1), B3(u0, u1, u2) и т. д. – выражения, не зависящие
от соответствующих решений, а зависящие лишь от уже полученных.

Решая последовательно уравнения (3.5.5), мы можем построить ре-
шение возмущенной задачи (3.5.1) в виде (3.5.3) (при условии, что
ряд (3.5.3) сходится в H).
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Рассмотрим далее теорию возмущений для функционала

J = (u, p),

где u – решение задачи (3.5.1). Использовав представление (3.5.3),
запишем J в виде

J = J0 + εJ1 + ε2J2 + . . . ,

где
Ji = (ui, p), i = 0, 1, 2, . . . .

Зная u0, u1, u2, . . . (которые определяются из системы (3.5.5)), мы
сможем определить и значение функционала J по формуле

J =
∞∑
i=0

εi(ui, p).

Иногда может быть полезным другое представление для поправок
Ji – через решения соответствующих сопряженных задач. В данном
случае достаточно рассмотреть лишь одно сопряженное уравнение

A∗
1(u0)u

∗
1 = p, (3.5.6)

где A∗
1(u0) – оператор, сопряженный к A1(u0) из (3.5.5). Пусть u∗

1 –
решение сопряженной задачи (3.5.6). Каждое из уравнений (3.5.5),
начиная со второго, умножим на u∗

1 скалярно в H, а уравнение (3.5.6)
последовательно умножим на u1, u2, . . . ; соответствующие соотноше-
ния вычтем одно из другого. Тогда получим

0 = (f1 + B1(u0), u
∗
1)− (u1, p),

0 = (f2 + B2(u0, u1), u
∗
1)− (u2, p),

0 = (f3 + B3(u0, u1, u2), u
∗
1)− (u3, p),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Отсюда, имея в виду, что Ji = (ui, p), приходим к формулам

J0 = (u0, p),
J1 = (f1 + B1(u0), u

∗
1),

J2 = (f2 + B2(u0, u1), u
∗
1),

J3 = (f3 + B3(u0, u1, u2), u
∗
1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Такие представления для Ji могут быть полезным тем, что здесь
каждая поправка Ji непосредственно связана с соответствующей по-
правкой fi заданной правой части f .

В качестве простейшего примера рассмотрим задачу

du

dx
+ au2 = f(x), x ∈ (0, 1);

u(0) = 0,
(3.5.7)

где a = const; f(x) – заданная функция. Пусть f = f0 + εf1. Решение
задачи (3.5.7) представим в виде

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (3.5.8)

Подставляя выражения для f и для u в исходную задачу, получаем

d

dx
(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) + a(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . )2 = f0 + εf1.

Произведем необходимые вычисления и левую часть полученного
соотношения представим в виде ряда по степеням ε. Тогда получим

(
du0

dx
+ au2

0

)
+ ε

(
du1

dx
+ 2au0u1

)
+

+ ε2
(
du2

dx
+ 2au0u2 + au2

1

)
+ · · · = f0 + εf1.

(3.5.9)

Приравнивая члены при одинаковых степенях ε, получаем систему
задач

du0

dx
+ au2

0 = f0; u0 = 0 при x = 0,

du1

dx
+ 2au0u1 = f1; u1 = 0 при x = 0,

du2

dx
+ 2au0u2 = −au2

1; u2 = 0 при x = 0.

(3.5.10)

Решая эти уравнения последовательно, получаем

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (3.5.11)

Если этот ряд при заданном в правой части f параметре ε сходится,
то это и будет искомым решением задачи.
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Заметим, что в данном случае оператор A(u) задачи (3.5.1) имеет
вид

A(u)· = A0(u)· =
d·
dx

+ au·,

а оператор δA(u) из (3.5.2) тождественно равен нулевому:

δA(u) ≡ 0.

Оператор A1(u0) из (3.5.5) формально записывается следующим
образом:

A1(u0)· =
d·
dx

+ 2au0 · .

Рассмотрим еще один пример. Пусть это будет задача (3.1.55),
(3.1.56), т. е.

−ν
d2u

dx2
+ u

du

dx
= f(x), 0 < x < 1;

u(0) = u(1) = 0.
(3.5.12)

Предположим, что невозмущенная задача имеет вид

−ν0
d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= f0, 0 < x < 1;

u0(0) = u0(1) = 0.
(3.5.13)

Будем считать, что функция f и параметр ν в возмущенной задаче
представлены в виде рядов по степеням ε:

f = f0 + εf1 + ε2f2 + . . . , ν = ν0 + εν1. (3.5.14)

Тогда решение задачи (3.5.12) будем искать в виде

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (3.5.15)

Разложения (3.5.14) и (3.5.15) подставим в (3.5.12). Тогда имеем

−(ν0 + εν1)
d2

dx2
(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) +

+ (u0 + εu1 + ε2u2 + . . . )
d

dx
(u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ) =

= f0 + εf1 + ε2f2 + . . . .

(3.5.16)
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Раскрывая выражения в скобках и собирая члены в левой части
(3.5.16) с одинаковыми степенями ε, будем иметь

u0
du0

dx
− ν0

d2u

dx2
+ ε

(
u0

du1

dx
+ u1

du0

dx
− ν0

d2u1

dx2
−

−ν1
d2u0

dx2

)
+ ε2

(
u0

du2

dx
+ u1

du1

dx
+ u2

du0

dx
− ν0

d2u2

dx2
−

− ν1
d2u1

dx2

)
= f0 + εf1 + ε2f2 + . . . .

(3.5.17)

Приравнивая слева и справа в (3.5.17) члены одного порядка ε,
приходим к системе уравнений

−ν0
d2u0

dx2
+ u0

du0

dx
= f0, u0(0) = u0(1) = 0;

−ν0
d2u1

dx2
+

du0u1

dx
= f1 + ν1

d2u0

dx2
, u1(0) = u1(1) = 0;

−ν0
d2u2

dx2
+

du0u2

dx
=f2 + ν1

d2u1

dx2
− u1

du1

dx
, u2(0)=u2(1) = 0.

(3.5.18)

Решая эти уравнения, мы последовательно находим u0, u1, u2, . . . .
Подставляя их в (3.5.15), мы определяем решение u возмущенной
задачи (3.5.12). Заметим, что в данном случае, согласно (3.5.16), опе-
раторы A0(u), δA(u) из (3.5.2) имеют вид

A0(u)· = −ν0
d2·
dx2

+ u
d·
dx

, δA(u)· = −ν1
d2·
dx2

,

а оператор A1(u0) из (3.5.5) записывается следующим образом:

A1(u0)· = −ν0
d2·
dx2

+ u0
d·
dx

+
du0

dx
· = −ν0

d2·
dx2

+
d(u0·)
dx

.

Рассмотрим далее теорию возмущений для функционала

J = (u, p) = (u0, p) + ε(u1, p) + ε2(u2, p) + . . . ≡

≡ J0 + εJ1 + ε2J2 + . . . .
(3.5.19)
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Введем сопряженные уравнения, соответствующие уравнениям
(3.5.18). Нетрудно убедиться, что с помощью техники, изложенной
выше, мы получим

−ν0
d2u∗

0

dx2
− d(u0u

∗
0)

dx
= p, u∗

0(0) = u∗
0(1) = 0;

−ν0
d2u∗

1

dx2
− u0

du∗
1

dx
= p, u∗

1(0) = u∗
1(1) = 0;

−ν0
d2u∗

2

dx2
− u0

du∗
2

dx
= p, u∗

2(0) = u∗
2(1) = 0.

(3.5.20)

Отсюда видим, что u∗
1 = u∗

2 = u∗
3 = . . . .

Теперь найдем вариации функционалов через решения сопряжен-
ных уравнений. С этой целью каждое уравнение из (3.5.18) скаляр-
но помножим на u∗

0, u
∗
1, u

∗
2, . . . , а каждое уравнение из (3.5.20) – на

u0, u1, u2, . . . , после чего из каждого из полученных соотношений из
(3.5.18) вычтем соответствующие равенства из (3.5.20). Тогда с ис-
пользованием тождеств Лагранжа получим

0 = (f0, u
∗
0)− (u0, p),

0 =

(
f1 + ν1

d2u0

dx2
, u∗

1

)
− (u1, p),

0 =

(
f2 + ν1

d2u1

dx2
− u1

du1

dx
, u∗

2

)
− (u2, p).

(3.5.21)

Отсюда, имея в виду обозначения

(u0, p) = J0, (u1, p) = J1, (u2, p) = J2, . . . ,

с учетом u∗
2 = u∗

3 = · · · = u∗
1 приходим к формулам

J0 = (f0, u
∗
0),

J1 =

(
f1 + ν1

d2u0

dx2
, u∗

1

)
= (f1, u

∗
1)− ν1

(
du0

dx
,
du∗

1

dx

)
,

J2 =
(
f2 + ν1

d2u1

dx2 − u1
du1

dx
, u∗

1

)
=

= (f2, u
∗
1)− ν1

(
du1

dx
,
du∗

1

dx

)
−

(
u1

du1

dx
, u∗

1

)
.

(3.5.22)

Если все Ji получены, то

J = J0 + εJ1 + ε2J2 + . . . . (3.5.23)
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На первый взгляд может показаться, что, решая сопряженную за-
дачу, соответствующую основной нелинейной, мы ничего не выигры-
ваем, поскольку, прежде чем решать сопряженную задачу, нам нужно
найти решение основной нелинейной задачи. А если решение основ-
ной задачи найдено, то могут быть вычислены все интересующие нас
функционалы. Формально это верно, но только формально.

На самом деле исследователю очень сложных задач (а именно
такими мы и занимаемся) необходимо установить чувствительность
функционала по отношению к различным подобластям определения
решения, где заданы те или иные входные данные. Вот такую зави-
симость мы другим способом получить не сможем, а именно иссле-
дование чувствительности во многих случаях открывает путь к по-
ниманию сложнейших процессов, происходящих в рассматриваемой
системе, и, следовательно, акцентирует наше внимание на самые важ-
ные процессы, которые требуют к себе особого внимания. В конечном
итоге мы приходим к более полным и обоснованным новым постанов-
кам задач. И именно в этом заключается особая значимость аппарата
сопряженных уравнений как для линейных, так и для нелинейных
задач.

3.6. О других подходах к построению
сопряженных операторов в нелинейных
задачах

В § 3.1–3.5 мы рассмотрели элементы теории операторов и их при-
ложения в алгоритмах возмущений для нелинейных задач. Насколько
известно автору, в научной литературе отсутствует систематическое
изложение этих вопросов. Более того, даже само определение сопря-
женного оператора при рассмотрении нелинейных уравнений не явля-
ется общепринятым. Поэтому в настоящем параграфе мы остановимся
на других подходах к построению сопряженных операторов в нели-
нейных задачах, предложенных В. С. Владимировым и И. В. Во-
ловичем [34, 35], В. П. Масловым [124], М. М. Вайнбергом [20],
Г. И. Марчуком и В. И. Агошковым [243].

В работах В. С. Владимирова и И. В. Воловича [34, 35] при постро-
ении различных законов сохранения аналогичным описанному в § 3.2
способом был введен сопряженный линейный дифференциальный опе-
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ратор для весьма общей системы нелинейных уравнений с многими
неизвестными переменными. В работе [34] рассматривалась нелиней-
ная система уравнений вида

P(u)u = 0, (3.6.1)

где P(u) – линейный дифференциальный оператор, зависящий от u
(вообще говоря, нелинейно).

При фиксированном u обычным образом (как это делается для ли-
нейных дифференциальных операторов) был построен оператор
P̃(u) = (P(u))∗ – (формально) сопряженный по отношению к P(u).
Отметим, что P̃(u) – также линейный дифференциальный оператор,
зависящий от u.

Для построения законов сохранения в [34] рассматривалась линей-
ная система дифференциальных уравнений вида

(P(u))∗υ = 0, (3.6.2)

которая была названа ассоциированной к уравнению (3.6.1).
Другими словами, уравнение (3.6.2) является сопряженным урав-

нением по отношению к основному уравнению (3.6.1).
Проиллюстрируем изложенное на примере уравнения Кортевега –

де Фриза

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+

∂3u

∂x3
= 0, t ∈ [0, T ], x ∈ (a, b). (3.6.3)

Перепишем его в виде
(

∂

∂t
− 6u

∂

∂x
+

∂3

∂x3

)
u = 0

или в виде (3.6.1)
P(u)u = 0,

где

P(u) =

(
∂

∂t
− 6u

∂

∂x
+

∂3

∂x3

)
.

Формально сопряженный оператор P̃(u) = (P(u))∗ будет, очевидно,
иметь вид

(P(u))∗· = −∂·
∂t

+ 6
∂(u·)
∂x

− ∂3·
∂x3

.
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Тогда ассоциированная система (3.6.2) запишется в виде

∂υ

∂t
− 6

∂uυ

∂x
+

∂3υ

∂x3
= 0. (3.6.4)

Решение υ ассоциированной задачи (3.6.4) зависит от u – решения
уравнения Кортевега – де Фриза (3.6.3). Так, если u – решение урав-
нения (3.6.3), то υ = ∂u/∂x является решением сопряженной задачи
(3.6.4). Этот факт, в частности, использован в [34] для построения
законов сохранения для уравнения Кортевега – де Фриза.

Другой подход к построению сопряженных операторов в нелиней-
ных задачах был предложен В. П. Масловым (см. [1]). Суть этого
подхода заключается в сведении нелинейного уравнения к линейно-
му. Дело в том, что некоторые нелинейные уравнения математической
физики можно подходящей заменой свести к линейным. Если такой
замены не существует, то в ряде случаев можно ввести в рассмат-
риваемых линейных функциональных пространствах новые операции
сложения и умножения на число, такие, что нелинейное уравнение
превращается в линейное относительно этих операций. Для преоб-
разованных уравнений уже применима линейная теория. В частно-
сти, можно ввести сопряженное уравнение, провести соответствую-
щие рассуждения, получить нужные формулы, а после этого, исполь-
зуя замену, вернуться к решению исходной нелинейной задачи. Та-
кой подход к построению сопряженных операторов был использован
В. П. Масловым для исследования некоторых нелинейных задач ма-
тематической физики.

Мы проиллюстрируем здесь этот подход на простом примере. Рас-
смотрим нелинейную задачу вида

∂ω

∂t
=

h

2

∂2ω

∂x2
− 1

2

(
∂ω

∂x

)2

, t ∈ (0, T ], x ∈ (0, 1), (3.6.5)

ω(t, 0) = ω(t, 1) = 0, (3.6.6)

ω|t=0 = ω0(x), (3.6.7)

h = const > 0, ω0(x) – заданная функция. Будем предполагать, что ре-
шение задачи (3.6.5)–(3.6.7) существует и является достаточно глад-
кой функцией из H = L2(G), где G = (0, 1)× (0, T ). Пусть нам требу-
ется вычислить функционал J(ω) от решения ω вида
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J(ω) =

T∫

0

1∫

0

p(t, x) exp

{
−ω(t, x)

h

}
dx dt, (3.6.8)

где p ∈ H – заданная функция.
Как можно вычислить этот функционал, не решая нелинейной за-

дачи (3.6.5)–(3.6.7)? Оказывается, что это можно сделать, используя
решение некоторой сопряженной задачи, соответствующей (3.6.5)–
(3.6.7). Сделаем в уравнении (3.6.5) замену неизвестной функции.
Пусть

u = e−ω/h. (3.6.9)

Поскольку

∂u

∂t
= −1

h
e−ω/h ∂ω

∂t
,

∂u

∂x
= −1

h
e−ω/h ∂ω

∂x
,

∂2u

∂x2
= −1

h
e−ω/h ∂2ω

∂x2
+

1

h2
e−ω/h

(
∂ω

∂x

)2

,

то задача (3.6.5)–(3.6.7) заменой (3.6.9) сводится к линейной задаче
вида

∂u

∂t
=

h

2

∂2u

∂x2
, t ∈ (0, T ], x ∈ (0, 1), (3.6.10)

u(t, 0) = u(t, 1) = 1, (3.6.11)

u|t=0 = u0(x), (3.6.12)

где u0(x) = exp{−ω0(x)/h}. При этом функционал J(ω) принимает
вид

J(ω) =

T∫

0

1∫

0

p(t, x)u(t, x)dx dt. (3.6.13)

Теперь для уравнения (3.6.10) можно построить обычным образом
сопряженное уравнение и использовать его для вычисления функци-
онала (3.6.13) способом, описанным в главе 1.

Сопряженную по отношению к (3.6.10)–(3.6.12) задачу рассмотрим
в виде

−∂u∗

∂t
=

h

2

∂2u∗

∂x2
+ p(t, x), t ∈ [0, T ), x ∈ (0, 1), (3.6.14)

u∗(t, 0) = u∗(t, 1) = 0, (3.6.15)
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u∗|t=T = 0, (3.6.16)

где функция p(t, x) определяет функционал J(ω) из (3.6.8).
Умножим уравнение (3.6.10) на u∗ скалярно в H, а уравнение

(3.6.14) – на u и результаты вычтем один из другого. Используя
интегрирование по частям, а также начальные и граничные условия
(3.6.11), (3.6.12), (3.6.15), (3.6.16), получаем формулу для вычисле-
ния функционала J(ω):

J(ω) =

1∫

0

u∗(0, x) exp{−ω0(x)h}dx −

− h

2

T∫

0

[
∂u∗

∂x
(t, 1)− ∂u∗

∂x
(t, 0)

]
dt.

(3.6.17)

Таким образом, в данном случае значение J(ω) удается выразить
через решение u∗ сопряженной задачи (3.6.14)–(3.6.16), которая яв-
ляется линейной.

Однако таким методом построения сопряженного оператора не все-
гда можно воспользоваться. Дело в том, что, во-первых, не всегда уда-
ется нелинейную задачу свести к линейной. Во-вторых, часто бывает
так, что исходное уравнение нелинейно, а рассматриваемый функци-
онал является линейным, и при соответствующей замене уравнение
перейдет в линейное, а функционал окажется нелинейным. Послед-
нее обстоятельство не позволяет нам воспользоваться сопряженным
уравнением для вычисления значения функционала.

Тем не менее этот метод построения сопряженного оператора на-
шел свое применение при исследовании ряда нелинейных задач мате-
матической физики (см. [1]). Особое внимание в работе [1] уделяется
задачам, для которых в рассматриваемых функциональных простран-
ствах можно ввести новые операции сложения и умножения на число
и превратить исследуемое нелинейное уравнение в линейное относи-
тельно этих операций.

Сопряженные операторы в нелинейных задачах рассматривались
также М. М. Вайнбергом [20]. Он ввел определение сопряженного
оператора для некоторого класса нелинейных операторов, обладаю-
щих определенными свойствами. Мы приведем здесь это определение
и проиллюстрируем его примером.
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Для простоты будем работать в гильбертовом пространстве X. Бу-
дем рассматривать нелинейные операторы F , действующие в X и удо-
влетворяющие условию F (0) = 0. Предположим, что каждый оператор
F дифференцируем в смысле Гато. Это означает, что для всех h ∈ X
существует предел

lim
t→0

F (u+ th)− F (u)

t
= Th, (3.6.18)

где x ∈ X, T – линейный ограниченный оператор, действующий в X,
с областью определения D(T ) = X. Оператор T называется производ-
ной Гато оператора F в точке u ∈ X и обозначается F ′(u):

T = F ′(u).

Из множества рассмотренных операторов F выделим класс U, та-
ких, что для каждого F ∈ U существует оператор G ∈ U, для которого
выполнено равенство

(F ′(u)υ, ω) = (υ,G′(u)ω) (3.6.19)

для всех u, υ, ω ∈ X. Здесь F ′(u), G′(u) – производные Гато от F,G
соответственно, а (·, ·) – скалярное произведение в гильбертовом про-
странстве X.

Определение 1 (М. М. Вайнберг). Оператор G ∈ U, удовлетворя-
ющий (3.6.19) при любых u, υ, ω ∈ X, называется сопряженным с F .

При выполнении (3.6.19) будем писать

G = F ∗. (3.6.20)

Сопряженный оператор в смысле этого определения является един-
ственным. Вайнбергом изучены различные свойства таких сопряжен-
ных операторов.

Приведем пример. Пусть X = L2(a, b) – пространство веществен-
ных функций, суммируемых с квадратом на отрезке [a, b]. В качестве
F (u) рассмотрим простейший нелинейный оператор

F (u) = sin u, (3.6.21)

действующий в X = L2(a, b), с областью определения D(F ) = X.
Нетрудно видеть, что этот оператор дифференцируем в смысле Гато.
В самом деле, согласно (3.6.18), имеем

lim
t→0

F (u+ th)− F (u)

t
= lim

t→0

sin(u+ th)− sin(u)

t
= (cosu)h,
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то есть производная Гато равна

F ′(u) = cos u. (3.6.22)

Теперь нам нужно найти такой оператор G(u), для которого вы-
полнено равенство (3.6.19). В нашем случае это равенство запишется
в виде

(F ′(u)υ, ω) = (υ,G′(u)ω), (3.6.23)

где (·, ·) – скалярное произведение в X = L2(a, b), а именно

(u, υ) =

b∫

a

u(x)υ(x) dx, u, υ ∈ X.

Нетрудно видеть, что если

G(u) = sinu,

то G′(u) = cos u и равенство (3.6.23) будет выполнено:

(u sin u, ω) = (υ, ω sin u) =

b∫

a

υω sin u dx. (3.6.24)

Таким образом, согласно определению 1, оператор G(u) = sin u яв-
ляется сопряженным к оператору F (u), причем этот оператор един-
ственный. В данном простом примере мы получили, что F (u) = G(u),
т. е. оператор F самосопряжен.

Как видно из определения 1, сопряженные операторы определены
только для тех нелинейных операторов, которые составляют класс U.
Если же оператор F не принадлежит классу U, то F не имеет со-
пряженного оператора в смысле определения 1. Это обстоятельство
затрудняет использование определения 1, так как в целом ряде прак-
тических задач возникают как раз такие нелинейные операторы, ко-
торые не принадлежат классу U (см. [100]).

В работах Г. И. Марчука, В. И. Агошкова [243] дан обзор спо-
собов построения сопряженных операторов в нелинейных задачах
и одновременно с этим предложено новое определение сопряженно-
го оператора, которое имеет смысл для достаточно широкого класса
нелинейных операторов. Мы также приведем здесь это определение
и проиллюстрируем его примером.
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Для простоты будем считать, что нелинейный оператор F действу-
ет в гильбертовом пространстве X с областью определения D(F ),
плотной в X. Пусть также F (0) = 0. Будем предполагать, что опера-
тор F обладает производной Гато F ′(u) в любой точке u ∈ D(F ), т. е.
в точке u ∈ D(F ) существует предел (3.6.18) для всякого h ∈ D(F )
и F ′(u) = T , где T – линейный ограниченный оператор, действующий
в X, с областью определения D(F ) = X.

При сделанных ограничениях для оператора F справедлива про-
стейшая формула Тейлора с остаточным членом в интегральной форме
(см. [158]):

F (u) = F (u0)+

1∫

0

F ′(u0+ t(u−u0))(u−u0) dt, u, u0 ∈ D(F ). (3.6.25)

Если в (3.6.25) принять u0 = 0, то с учетом F (0) = 0 получаем
следующее выражение:

F (u) =

1∫

0

F ′(tu)u dt, u ∈ D(F ). (3.6.26)

Последнее выражение можно записать в виде

F (u) = A(u)u, (3.6.27)

где A(u) =
1∫
0

F ′(tu) dt – линейный ограниченный оператор, действую-

щий в X, с областью определения D(A) = D(F ′).
Формула (3.6.26) была положена в [243] в основу определения со-

пряженного оператора. Так, фиксируя элемент u ∈ D(F ) обычным
образом (как это мы делали в линейном случае в главе 1), вводим
сопряженный оператор A∗(u) = (A(u))∗, удовлетворяющий тождеству
Лагранжа

(A(u)υ, ω) = (υ,A∗(u)ω) (3.6.28)

для всех υ, ω ∈ X.
Определение 2 (Г. И. Марчук, В. И. Агошков). Оператор

F ∗(u) = A∗(u)u =
( 1∫

0

F ′(tu) dt,
)∗
u называется сопряженным к F .

Сопряженный оператор, построенный согласно определению 2, яв-
ляется единственным [243]. В работах [243] изучены свойства таких

170



171

сопряженных операторов, исследованы вопросы разрешимости соот-
ветствующих сопряженных уравнений. Изучена также взаимосвязь
определений 1 и 2. Так, в [243] доказано, что если оператор при-
надлежит классу U, то сопряженные операторы к F , построенные по
определениям 1 и 2, совпадают.

Приведем пример. Пусть X = L2(a, b), а в качестве F (u) возьмем
оператор

F (u) = sinu,

рассмотренный в предыдущем примере. В данном случае D(F ) ≡ X.
Построим сопряженный оператор F ∗(u) согласно определению 2. По-
скольку

F ′(u) = cos u,

то

A(u) =

1∫

0

F ′(tu) dt =

1∫

0

cos tu dt =
sin u

u
.

Тогда представление (3.6.27) для оператора F (u) запишется в виде

F (u) = A(u)u,

где
A(u) = sinu/u.

Введем сопряженный оператор A∗(u), удовлетворяющий тождеству
(3.6.28). Нетрудно видеть, что A∗(u) = sin u/u, т. е. оператор A(u) са-
мосопряжен. Значит, согласно определению 2, сопряженный оператор
F ∗(u) будет иметь вид

F ∗(u) = A∗(u)u =
sin u

u
u = sin u,

то есть F ∗(u) cнова совпадает с F (u). Этого результата и следова-
ло ожидать. Дело в том, что в предыдущем примере мы показали
фактически, что оператор F (u) = sin u принадлежит классу U, а это
означает, что сопряженные операторы к F , построенные по определе-
ниям 1 и 2, совпадают, в чем мы и убедились. Однако, как уже отме-
чалось выше, нелинейные операторы F часто не принадлежат классу
U, и в этом случае можно воспользоваться лишь определением 2.
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Отметим, кроме того, следующее. При формулировке определе-
ния 2 предполагалось, что производная Гато F ′(u) оператора F явля-
ется линейным ограниченным оператором, действующим в X, с обла-
стью определения D(F ′) = X. На самом деле это ограничение можно
ослабить. Так, в [243] рассматривается определение 2 сопряженно-
го к F оператора, когда F ′(u) может быть, вообще говоря, неогра-
ниченным оператором в X с областью определения D(F ′) ⊃ D(F ).
В этом случае формула (3.6.25) будет также справедлива в предполо-
жении, что производная F ′(u) непрерывна (как функция u) при всех
u ∈ D(F ). Это дает возможность пользоваться определением 2 для
более широкого класса нелинейных задач.

В связи с этим приведем следующий пример. Пусть (t, x) ∈ Ω =
= (0, 1)× (0, 1), X = L2(Ω) – пространство вещественных периодиче-
ских по t и по x функций с периодом, равным единице по каждой из
переменных. Скалярное произведение в X = L2(a, b) имеет обычный
вид:

(u, υ) =

∫

Ω

uυ dtdx.

Рассмотрим оператор F в виде

F (u) =
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ au, a = const > 0. (3.6.29)

Пусть F действует в X с областью определения D(F ) = C1(Ω) ⊂
⊂ X. Здесь C1(Ω) – множество функций, непрерывно дифференци-
руемых на Ω. Нетрудно убедиться в том (см. [100]), что оператор F
имеет производную Гато в любой точке:

F ′(u)υ =
∂υ

∂t
+ u

∂υ

∂x
+

(
a+

∂u

∂x

)
υ, (3.6.30)

причем D(F ′) = D(F ) = C1(Ω). Отметим, что в данном случае опера-
тор F ′(u) не является ограниченным оператором из X в X.

Построим сопряженный оператор F ∗(u), пользуясь определением 2.
Для этого представим F (u) в виде (3.6.27). Для A(u) имеем

A(u)υ=

1∫

0

F ′(τu)υ dτ =

1∫

0

(
∂υ

∂t
+ τu

∂υ

∂t
+

(
a+

∂τu

∂x

)
υ

)
dτ =

=
∂υ

∂t
+

u

2

∂υ

∂x
+

(
a+

1

2

∂u

∂x

)
υ.
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Теперь построим оператор A∗(u), удовлетворяющий тождеству Ла-
гранжа (3.6.28). При ω ∈ C1(Ω) интегрированием по частям (с учетом
периодичности функций из X) получаем

(A(u)υ, ω) =

(
∂υ

∂t
+

u

2

∂υ

∂x
+

(
a+

1

2

∂u

∂x

)
υ, ω

)
=

=

(
υ,−∂ω

∂t
− u

2

∂ω

∂x
+ aω

)
.

Таким образом, на функциях ω ∈ C1(Ω) оператор A∗(u) имеет вид

A∗(u)ω = −∂ω

∂t
− u

2

∂ω

∂x
+ aω. (3.6.31)

Тогда, согласно определению 2, сопряженный оператор F ∗(u) запи-
сывается в виде

F ∗(u) = A∗(u)u = −∂u

∂t
− u

2

∂u

∂x
+ au, u ∈ C1(Ω). (3.6.32)

Итак, определение 2 приводит нас к сопряженному оператору F ∗(u)
в виде (3.6.32). Отметим, что в данном случае определением 1 вос-
пользоваться нельзя, так как оператор F , определенный равенством
(3.6.29), не принадлежит классу U (см. [100]).

В настоящей лекции мы рассмотрели различные подходы к опреде-
лению сопряженных операторов в нелинейных задачах. Каждый из
этих подходов может быть использован (в условиях его примени-
мости) при исследовании тех или иных нелинейных задач матема-
тической физики. Многообразие таких подходов позволяет выбирать
тот или иной способ построения сопряженного оператора в зависимо-
сти от целей исследования (построение законов сохранения, вычисле-
ние функционала, формулировка алгоритма возмущений, исследова-
ние разрешимости нелинейной задачи и т. п.).

Автор надеется, что приведенный здесь краткий обзор подходов
к построению сопряженных операторов в нелинейных задачах помо-
жет читателю ориентироваться в научной литературе по этому на-
правлению.
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Глава 4

Обратные задачи
и сопряженные уравнения

Богатейший опыт, который был внесен в науку методами мате-
матического моделирования сложных задач, одновременно позволил
поставить перед исследователями ряд теоретических проблем, из ко-
торых основными являются идентификация процессов и решение об-
ратных задач по определению коэффициентов и других параметров
моделей на основе информации о функционалах задач. Эти иссле-
дования играют первостепенное значение в сложных моделях, когда
причинно-следственные связи проследить особенно трудно.

Автор в своих исследованиях пришел к выводу, что в известном
смысле наилучшими здесь оказываются алгоритмы постановок и ре-
шения, основанные на формулах теории возмущений для функцио-
налов с использованием сопряженных уравнений. Это связано с тем,
что сопряженные задачи обладают большой информативностью о про-
цессе в целом по отношению к тому или иному функционалу. Их ре-
шения (сопряженные функции), являясь весовыми множителями при
неизвестных параметрах, отражают вклад тех или иных процессов,
происходящих в системе с учетом их влияния на исследуемые функ-
ционалы задач.

В современной литературе термин «обратные задачи» используется
для различных типов задач математической физики.

Мы рассмотрим два типа обратных задач. Первый тип – это задачи
определения состояния некоторого процесса в предыдущие моменты
времени. Примером может служить задача об определении начального
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распределения температуры в теле, если известно поле тепла к дан-
ному моменту времени. Другой тип – это задачи, в которых требует-
ся определить оператор с известной структурой, но с неизвестными
коэффициентами, подлежащими определению на основе информации
о функционалах от решений. Примером может служить обратная за-
дача для уравнения Штурма – Лиувилля, в которой требуется опреде-
лить коэффициенты в дифференциальном уравнении второго порядка
по свойствам спектральной функции некоторой краевой задачи.

Обратным задачи математической физики часто оказываются
в классическом смысле поставленными некорректно. Малым изме-
нениям в регистрируемых функционалах могут соответствовать боль-
шие изменения в решениях задач. Понятие корректности и пример
некорректной задачи математической физики – задачи Коши для урав-
нения Лапласа – были приведены в начале нашего века Адамаром.

Долгое время так называемые некорректные задачи математиче-
ской физики считались неинтересными и исследовались мало. Интен-
сивное исследование этих задач началось в связи с необходимостью
решения задач интерпретации геофизических данных. Большой вклад
в развитие теории и методов решения задач математической физи-
ки, не являющихся корректными в классическом смысле (по Адама-
ру), внесли советские математики С. Г. Крейн [61], М. М. Лаврен-
тьев [62], А. Н. Тихонов [154] и др.

Как было показано, решение некорректных в классическом смыс-
ле задач становится устойчивым по отношению к изменениям дан-
ных, если наложить на множество допустимых решений некоторые
дополнительные ограничения. Поэтому задачи такого типа получили
название «условно корректные».

В связи с необходимостью построения приближенных решений ус-
ловно корректных задач по приближенным данным было введено по-
нятие регуляризирующего семейства по Тихонову, суть которого в сле-
дующем. Условно корректной задаче сопоставляется семейство клас-
сически корректных задач (регуляризирующее семейство), зависящее
от параметра, причем при стремлении параметра к некоторому преде-
лу последовательность решений классически корректных задач долж-
на стремиться к решению интересующей нас условно корректной за-
дачи. Было показано, что при соответствующем выборе параметра
(параметра регуляризации), зависящего по приближенным данным
будет являться приближенным решением нашей условно корректной
задачи.
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В работах многих авторов исследован широкий круг условно кор-
ректных задач. Мы рассмотрим только некоторые из них. Здесь § 4.1
вводит в круг основных понятий общей теории условно корректных
задач. В § 4.2, 4.3 рассмотрена регуляризация задачи определения
входных (начальных) данных эволюционных уравнений. В оставшей-
ся части главы методами теории возмущений исследуются задачи вос-
становления структуры линейных и нелинейных операторов. Эти ис-
следования примыкают к работам А.В. Балакришнана и Ж.-Л. Лионса
по теории идентификации [182–184, 229].

4.1. Основные определения и примеры

Рассмотрим задачу решения уравнения

Aϕ = f, (4.1.1)

где A – некоторый линейный оператор, действующий в банаховом
пространстве F и имеющий неограниченный обратный оператор. В этом
случае задача (4.1.1) может быть поставлена некорректно, так как, с
одной стороны, для произвольного элемента f ∈ F решение уравне-
ния (4.1.1) может не существовать, а с другой – малым изменениям
правой части f могут соответствовать сколь угодно большие вариации
решения ϕ. Однако часто бывает так, что на некотором подпростран-
стве Φ ⊂ F задача (4.1.1) является корректной. Это означает, что
оператор A имеет ограниченный на Φ обратный оператор, т. е. для
всех ϕ ∈ Φ справедлива оценка

‖ϕ‖ ≤ c‖Aϕ‖, ϕ ∈ Φ, c = const > 0. (4.1.2)

В этом случае задача (4.1.1) называется условно корректной. При-
менительно к этой ситуации проанализируем простейший пример ор-
ганизации итерационного алгоритма вычислений, который не выво-
дит последовательность приближенных решений из заданного под-
пространства Φ.

Пусть F – гильбертово пространство, каждый элемент f которого
представи́м в виде ряда Фурье по некоторой полной биортогональной
системе функций {un}, {u∗

n}. Таким образом,

f =
∞∑
n=1

fnun, (4.1.3)
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где
fn = (f, u∗

n).

Подпространство Φ зададим таким образом, чтобы в него были
включены только такие элементы f гильбертова пространства, у ко-
торых в разложении (4.1.3) отлично от нуля не больше N гармоник,
соответствующих наиболее крупномасштабным возмущениям:

f =
N∑

n=1

fnun.

Будем решать уравнение (4.1.1) с помощью итерационного про-
цесса

ϕj+1 = ϕj − τ(Aϕj − f), ϕ0 = 0, (4.1.4)

или короче
ϕj+1 = Tϕj + τf, ϕ0 = 0,

где T = E − τA – оператор шага.
Предположим, что решение задачи (4.1.1) существует, единственно

и принадлежит подпространству Φ. Предположим далее, что на всем
гильбертовом пространстве норма ‖T‖F определена равенством

‖T‖2F = sup
ϕ∈F

(Tϕ, Tϕ)

(ϕ, ϕ)
= β(T ∗T ) > 1,

а на подпространстве Φ

‖T‖2Φ = sup
ϕ∈Φ

(Tϕ, Tϕ)

(ϕ, ϕ)
< 1.

При этих предположениях итерационный процесс (4.1.4) на функ-
циях ϕj из Φ будет сходиться, а на функциях всего пространства
F – расходиться. Поэтому, если мы хотим реализовать сходящийся
итерационный процесс, нам необходимо позаботиться о том, чтобы
на каждом шаге итерационного процесса приближенное решение ϕj

принадлежало Φ. Конструктивно это сделать весьма просто.
Положим на некотором шаге ϕj−1 ∈ Φ. Тогда с помощью рекур-

рентного соотношения (4.1.4) получим новый элемент ϕj. Функция
Tϕj−1 уже может не принадлежать подпространству Φ. Для того что-
бы ϕj ∈ Φ, необходимо разложить эти функции в ряд Фурье

ϕj =
∞∑
n=1

ϕj
nun
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и отбросить в этом ряду все члены с номерами n > N . Алгоритми-
чески наиболее просто для этой цели определить только N первых
коэффициентов Фурье

ϕj
k = (ϕj, u∗

k), k = 1, 2, . . . , N,

и построить конечную сумму

ϕj =
N∑
k=1

ϕj
kuk.

Если описанный процесс продолжить как итерационный, то все
функции ϕj – приближенные решения задачи – будут принадлежать
подпространству Φ. При некоторых дополнительных предположени-
ях (например, ортогональности базиса {un}) последовательность {ϕj}
будет сходиться к некоторой функции ϕ∞, которая принимается за
приближенное решение уравнения (4.1.1).

Обратим теперь внимание на другую сторону проблемы решения
условно корректных задач, а именно на точность задания входных
данных. Обычно при решении задач математической физики прихо-
дится иметь дело по крайней мере с погрешностью за счет аппрокси-
мации задачи (4.1.1) разностной задачей или за счет неточных сведе-
ний об операторе A и функции f .

Пусть A – оператор, соответствующий некоторой стандартной мо-
дели, f – заданный вектор, а ϕ – решение задачи

Aϕ = f,

причем
A = A+ δA, f = f + δf,

и задача Aϕ = f корректна на подпространстве Φ гильбертова про-
странства F , AΦ ⊆ Φ, A – симметричный положительный оператор.
Относительно δA и δf на подпространстве Φ известна их априорная
погрешность:

‖δA‖Φ ≤ ε1, ‖δf‖Φ ≤ ε2. (4.1.5)

Тогда решение уравнения Aϕ = f сводится к организации такого
итерационного процесса, который порождал бы новые приближения,
принадлежащие подпространству Φ. Если оператором A является по-
ложительно определенная матрица, то существует целый набор ите-
рационных процессов, сходящихся к решению задачи Aϕ = f . При
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этом подпространство приближенных решений Φ совпадает со всем
гильбертовым (евклидовым) пространством F . В этом, кстати ска-
зать, состоит одна из приятных особенностей задач с положительно
определенными матрицами. Итерационный процесс (4.1.4) при соот-
ветствующем выборе параметра τ будет сходиться, а оптимизация
процесса может быть произведена, например, с учетом априорной ин-
формации (4.1.5) выбором числа шагов j0 итерационного процесса.

Предположим теперь, что в уравнении Aϕ = f оператор A симмет-
ричен и его спектр имеет как положительную, так и отрицательную
часть. Анализ показывает, что итерационный процесс (4.1.4) в ука-
занных предположениях будет расходиться. В самом деле, пусть

ϕ =
∑
n

ϕnun, f =
∑
n

fnun (4.1.6)

и {un} – полная ортонормированная система собственных функций
оператора A. Подставляя (4.1.6) в (4.1.4) и скалярно умножая резуль-
тат на un, приходим к рекуррентным соотношениям для коэффициен-
тов Фурье

ϕj+1
n = ϕj

n − τ(λnϕ
j
n − fn), ϕ0

n = 0,

или для невязки ξj = Aϕj − f

ξj+1
n = (1− τλn)ξ

j
n, ξ0n = −fn. (4.1.7)

Решая уравнение (4.1.7), получаем

ξjn = −(1− τλn)
jfn.

Следовательно,
ξj = −

∑
n

(1− τλn)
jfnun.

Естественно, что итерационный процесс (4.1.4) будет сходиться
только в том случае, когда

lim
j→∞

ξj = 0.

Если оператор A своими собственными числами имеет только по-
ложительные числа из промежутка

α(A) ≤ λn(A) ≤ β(A),
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то выбором τ из интервала

0 < τ <
2

β
(4.1.8)

процесс (4.1.4) можно сделать сходящимся. Однако в рассматривае-
мом случае симметричный оператор A имеет как положительные, так
и отрицательные собственные числа. Пусть τ выбрано из интервала
(4.1.8). Тогда все гармоники невязки, соответствующие положитель-
ным λ, будут от итерации к итерации подавляться со скоростью T j

n,
где Tn = (1− τλn)

j < 1 и j – показатель степени. Что касается гармо-
ник, соответствующих отрицательным собственным числам, то, так
как такие компоненты невязки будут расти, для них

T j
n = (1− τλn)

j > 1. (4.1.9)

Это приводит к расходимости итерационного процесса. Таким об-
разом, итерационный процесс (4.1.4) с последовательностью пробных
функций ϕj, принадлежащих всему гильбертову пространству, расхо-
дится.

Сделаем несколько замечаний о практическом подходе к численно-
му решению условно корректных задач. Такие задачи обычно сводятся
к системам линейных уравнений с плохо обусловленными матрицами
общей структуры. Как правило, они решаются с помощью многоша-
гового метода минимальных невязок, который обеспечивает быструю
сходимость итерационного процесса. Возможно также применение ме-
тода сопряженных градиентов после симметризации уравнений с по-
мощью трансформации Гаусса. Этот второй метод мы рассмотрим ни-
же в связи с решением обратных эволюционных задач. При решении
задачи итерационными методами процесс следует оборвать на шаге,
где норма невязки приближенно окажется равной априорной погреш-
ности входных данных, т. е. ‖ξj‖ ≈ ε1+ε2. В этом случае мы приходим
к максимально достижимой точности решения при заданных априор-
ных погрешностях.

Итак, мы видели выше, что обеспечить устойчивость уравнению
(4.1.1) можно за счет сужения решений {ϕ}. Дадим теперь более
общее определение условной корректности задачи (4.1.1). Уравнение
(4.1.1) будем рассматривать в банаховом пространстве F . Пусть M –
некоторое множество из F . Задачу (4.1.1) будем называть условно
корректной (корректной на M), если для всех ϕ ∈ M имеет место
априорная оценка

180



181

‖ϕ‖ ≤ ω(‖Aϕ‖), ϕ ∈ M, (4.1.10)

где ω(ε) – непрерывная функция, ω(0) = 0. Множество M называется
множеством корректности.

На выбор множества M влияют как физические соображения, свя-
занные с самой постановкой задачи, так и возможности ЭВМ и тре-
бования к точности получения результатов.

Это определение подсказывает также один из способов устойчивого
решения уравнения (4.1.1) – минимизацию функционала ‖Aϕ− f‖ на
множестве корректности M . Элемент ϕ0, доставляющий минимум это-
му функционалу, называется квазирешением. Можно показать (см.
[52]), что при некоторых дополнительных предположениях (M – вы-
пуклый компакт, пространство F строго выпукло, в частности гиль-
бертово) квазирешение существует, единственно и непрерывно зави-
сит от правой части f ∈ F . Тем самым понятие квазирешения как
бы возвращает задаче (4.1.1) корректность. Например, на рисунке 4.1
изображена ситуация, когда правая часть f �∈ AM. В этом случае
квазирешение ϕ0 находится из уравнения Aϕ0 = g, где g – проекция
элемента f на множестве AM .

Приведенные выше итерационные и вариационные способы устой-
чивого решения уравнения (4.1.1) являются частным случаем так на-
зываемых регуляризирующих алгоритмов. Дадим общее определение.

Рис. 4.1

Семейство линейных операторов Rα в пространстве F , зависящее
от числового параметра α, 0 < α ≤ α0, называется регуляризирующим
семейством (алгоритмом) для уравнения (4.1.1) на множестве MR,
если выполняются следующие условия:

‖Rα‖ < ∞ (4.1.11)
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для любого α ∈ (0, α0] и

‖RαAϕ− ϕ‖ → 0 (4.1.12)

при α → 0 и всех ϕ ∈ MR. При этом множество MR, на котором
имеет место соотношение (4.1.12), может быть шире множества кор-
ректности M задачи (4.1.1). В случае же, когда стремление к нулю
в соотношении (4.1.12) имеет место равномерно по ϕ ∈ MR, эти мно-
жества обычно совпадают.

Покажем, как с помощью регуляризирующего семейства Rα мож-
но устойчивым образом находить приближенное решение уравнения
(4.1.1) при условии, что точное решение ϕ ∈ MR, а вместо точной
правой части f известно ее ε-приближение fε : ‖f − fε‖ ≤ ε.

Положим ϕαε = Rαfε и оценим ‖ϕ−ϕαε‖. Из неравенства треуголь-
ника имеем

‖ϕ− ϕαε‖ = ‖ϕ−Rαf +Rα(f − fε)‖ ≤ ‖ϕ−RαAϕ‖ +

+ ‖Rα‖ ‖f − fε‖ ≤ ‖ϕ−RαAϕ‖+ ‖Rα‖ε.
(4.1.13)

Выберем α(ε) так, чтобы ‖Rα‖ε → 0 и α(ε) → 0 при ε → 0. Тогда
первое слагаемое в (4.1.13) стремится к нулю при ε → 0 в силу
условия (4.1.12), а второе – по построению функции α(ε). В итоге
ϕα(ε)ε → ϕ при ε → 0.

Таким образом, регуляризирующее семейство Rα дает принципи-
альную возможность устойчивого решения условно-корректной зада-
чи (4.1.1) с приближенно заданной правой частью. Параметр α на-
зывается параметром регуляризации. В итерационном методе (4.1.6)
роль параметра регуляризации играет номер итерации j.

Для одной и той же задачи (4.1.1) может быть обычно найдено
бесконечно много регуляризирующих алгоритмов. При практических
вычислениях естественно учитывать такие их характеристики, как
простота организации вычислительного процесса, учет особенностей
исходной задачи, оптимальность в том или ином смысле и т. д.

Проиллюстрируем введенные выше понятия на простейшем приме-
ре интегрального уравнения первого рода – уравнения Вольтерра:

Aϕ(t) ≡
t∫

0

A(t, τ)ϕ(τ) dτ = f(t), t ∈ [0, T ]. (4.1.14)
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К решению уравнения (4.1.14) сводятся многие задачи интерпрета-
ции показаний физических приборов. Рассмотрим оператор A, опреде-
ленный формулой (4.1.14), в пространстве C[0, T ] непрерывных функ-
ций ϕ с нормой

‖ϕ‖ ≡ ‖ϕ‖T = max
t∈[0,T ]

|ϕ(t)|.

Ядро A(t, τ) предполагается непрерывно дифференцируемым по t,
непрерывным по τ и отличным от нуля на диагонали t = τ . Для
простоты анализа будем считать, что

A(t, t) ≡ 1. (4.1.15)

При этих условиях уравнение (4.1.14) дифференцированием по t
приводится к уравнению Вольтерра второго рода

ϕ(t) +

1∫

0

d

dt
A(t, τ)ϕ(τ) dτ =

d

dt
f(t), (4.1.16)

которое, как известно, может быть решено методом последовательных
приближений. Однако если вместо f известно лишь его ε-приближение
fε в норме C[0, T ] : ‖f − fε‖ ≤ ε, то задача дифференцирования ста-
новится некорректной. Покажем, что семейство операторов Rα, ставя-
щих в соответствие функции f(t) решение ϕα уравнения

ϕα(t) +

1∫

0

∆αA(t, τ)ϕα(τ) dτ = ∆αf(t), t ∈ [0, T0],

T0 = T − α0, α ∈ (0, α0], α0 < T,

(4.1.17)

где

∆αf(t) =
f(t+ α)− f(t)

α
, ∆αA(t, τ)ϕα(τ) =

=
A(t+ α, τ)ϕα(τ)− A(t, τ)ϕα(τ)

α
,

будет регуляризирующим на интервале [0, T0] для всех непрерывно
дифференцируемых решений ϕ уравнения (4.1.14). В самом деле,
решение ϕα уравнения Вольтерра второго рода (4.1.17) существует,
единственно и удовлетворяет оценке

‖ϕα‖T0 ≤ eKT0‖∆αf‖T0 ,

183



184

где
K = max

0≤τ≤t≤T0

|∆αA(t, τ)|,

а так как
‖∆αf‖T0 ≤

2

α
‖f‖T ,

то

‖ϕα‖T0 ≡ ‖Rαf‖T0 ≤
2eKT0

α
‖f‖T < ∞ (4.1.18)

для α > 0, и, следовательно, условие (4.1.11) выполнено. Для провер-
ки условия (4.1.12) достаточно показать, что

||ϕα − ϕ||T0 → 0 при α → 0.

Применив к уравнению (4.1.14) оператор �α с учетом условия
(4.1.15), легко получить равенство

ϕ(t) +

1∫

0

∆αA(t, τ)ϕ(τ) dτ = ∆αf(t)− gα(t), (4.1.19)

где

gα(t) =
1

α

t+α∫

t

(A(t+ α, τ)− A(τ, τ))ϕ(τ) dτ +

+
1

α

t+α∫

t

(ϕ(τ)− ϕ(t)) dτ.

(4.1.20)

Вычитая равенство (4.1.19) из (4.1.17), приходим к уравнению для
невязки uα = ϕα − ϕ:

uα +

1∫

0

∆αA(t, τ)uα(τ) dτ = gα(t), t ∈ [0, T0]. (4.1.21)

Из (4.1.21), (4.1.20) следует, что

‖ϕ− ϕα‖T0 ≡ ‖uα‖T0 ≤ eKT0‖gα‖T0 , (4.1.22)

‖gα‖T0 ≤
1

α
K‖ϕ‖Tα2 +

1

α

∥∥∥dϕ
dt

∥∥∥
T
α2 =

= α

(
K‖ϕ‖T +

∥∥∥dϕ
dt

∥∥∥
T

)
→ 0

(4.1.23)
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при α → 0. Таким образом, мы показали, что операторы {Rα} образу-
ют регуляризирующее семейство для уравнения (4.1.14) на множестве
непрерывно дифференцируемых функций ϕ. Важной особенностью
этого регуляризирующего алгоритма является то, что он в отличие
от общих вариационных алгоритмов сохраняет свойство вольтеррово-
сти исходного уравнения.

4.2. Решение обратных эволюционных задач
с постоянным оператором

В этом параграфе мы рассмотрим два устойчивых метода решения
обратной эволюционной задачи:

dϕ

dt
− Aϕ = 0, ϕ(0) = g, A ≥ 0.

Первый основан на методе Фурье и сводится фактически к реше-
нию некоторой спектральной задачи, а во втором исходная некоррект-
ная задача редуцируется к решению последовательности корректных
(прямых) эволюционных задач:

dϕ

dt
+ Aϕ = 0, ϕ(0) = g, A ≥ 0.

Сначала рассмотрим метод Фурье. Пусть A – положительно опре-
деленная матрица, не зависящая от времени и имеющая веществен-
ный спектр в промежутке α(A) ≤ λ ≤ β(A), а вектор-функция ϕ –
решение следующей задачи Коши:

dϕ

dt
− Aϕ = 0, 0 ≤ t ≤ t0,

ϕ = g при t = 0,
(4.2.1)

где g – заданное значение вектора в начальный момент времени. Рас-
смотрим две спектральные задачи:

Au = λu, A∗u∗ = λu∗. (4.2.2)

Предположим, что они определяют два биортогональных базиса
собственных функций {un} и {u∗

n}. Функции ϕ и g представим в виде
сумм Фурье

ϕ =
∑
n

ϕnun, g =
∑
n

gnun. (4.2.3)
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Подставим эти суммы в (4.2.1) и результат скалярно умножим на
u∗
n. Получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

для коэффициентов Фурье:

dϕn

dt
− λnϕn = 0,

ϕn = gn при t = 0, n = 1, 2, . . . , N.
(4.2.4)

Решение каждого уравнения (4.2.4) имеет вид

ϕn = gne
λnt, n = 1, 2, . . . , N, (4.2.5)

и, следовательно, решение задачи (4.2.1) представимо суммой

ϕ(t) =
N∑

n=1

gne
λntun. (4.2.6)

Итак, мы установили, что решение задачи (4.2.1) представлено
в виде суммы Фурье, каждый член которой по времени экспонен-
циально растет в зависимости от величины n-го собственного числа
λn. Предположим, что нас интересует физически определенное реше-
ние этой задачи в интервале времени 0 ≤ t ≤ t0. Рассмотрим задачу,
аналогичную (4.2.1), но уже корректную:

dϕ

dt
− Aϕ = 0, 0 ≤ t ≤ t0, ϕ = h при t = t0. (4.2.7)

Поступая аналогично предыдущему, получаем

ϕ =
N∑

n=1

hne
−λn(t0−t)un. (4.2.8)

Потребуем, чтобы решение (4.2.8) при t = 0 совпадало с вектором
g из задачи (4.2.1). Отсюда получим связь между коэффициентами
Фурье функции h и функции g:

gn = hne
−λnt0 . (4.2.9)

Таким образом, функция g восстанавливается с помощью функции
h вполне просто:

g =
N∑

n=1

hne
−λnt0un. (4.2.10)
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Более того, малым ошибкам в h (или hn) будут соответствовать
малые ошибки в функции g. Однако наша задача обратна к рассмот-
ренной. Мы располагаем информацией о функции g, а нам требуется
восстановить функцию h по формуле

h =
N∑

n=1

gne
λnt0un. (4.2.11)

Если бы мы располагали точной информацией о функции g и име-
ли возможность вести расчет с бесконечным числом значащих цифр,
то восстановление функции h по формуле (4.2.11) не представляло
бы труда. В данной ситуации, однако, функцию g мы знаем с опреде-
ленной погрешностью, которая априори считается известной, и расчет
проводится на ЭВМ с ограниченным числом знаков (слов), поэтому
в процессе вычислений появляются ошибки округления. Эти два об-
стоятельства делают задачу вычисления h по формуле (4.2.11) уже не
такой простой.

Прежде всего предположим, что исследователю, пытающемуся про-
извести обработку экспериментальных данных на основе решения об-
ратной эволюционной задачи (4.2.1), заранее известна система соб-
ственных функций un и он имеет возможность в результате разло-
жения исходных данных (функций g) по этой системе выделить по-
лезную информацию и с достаточной точностью оценить погрешность
в каждой компоненте Фурье gn.

Если задача носит статистический характер и допускает много-
кратное повторение, то на основе хорошо разработанных методов
корреляционного анализа в этом случае удается существенно повы-
сить точность данных в gn, даже если в единичном измерении по-
грешность значительно превышает полезную информацию. Во всяком
случае предварительная обработка материалов наблюдения позволяет
сделать заключение о величине систематической (или случайной, ес-
ли речь идет о единичном измерении) погрешности в gn. Поэтому для
любого n будем иметь

gn = gn (1 + δn),

где gn – точное значение (априори нам неизвестное!), а δn – относи-
тельная погрешность, которую будем считать известной.

Обычно погрешность δn оказывается минимальной для наиболее
длинных волн возмущений и быстро растет в направлении высоких
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гармоник, описывающих, как правило, мелкомасштабные особенно-
сти решения. Поэтому, начиная с некоторого номера, коэффициенты
gn в основном описывают погрешность во входных данных. Из фор-
мулы (4.2.11) следует, что именно самые высокочастотные компонен-
ты имеют наибольший экспоненциальный вес. Следовательно, если
мы не позаботимся заранее о том, чтобы исключить из рассмотре-
ния паразитические гармоники, то в итоге можем получить заведомо
неверный результат, так как для таких гармоник gn практически не
содержат полезной информации, но, будучи умноженными на большие
коэффициенты eλnt0, они могут внести крупный вклад в h и тем са-
мым исказить (иногда непоправимо!) решение задачи. Таким образом,
первая и основная задача состоит в определении информативности
коэффициентов gn.

Предположим, что на основе априорной информации установлено,
что n0 первых коэффициентов gn имеют относительную погрешность
меньше η, т. е. δn < η, где η – максимально допустимая погреш-
ность. Тогда алгоритм восстановления функции (4.2.11) оказывается
аналогичным уже рассмотренному при построении элементов подпро-
странства Φ в задаче (4.2.1). Нам просто нужно исключить из ряда
(4.2.11) те гармоники, которые являются паразитическими. В резуль-
тате будем иметь

h =

n0∑
n=1

gne
λnt0un. (4.2.12)

За основу алгоритма решения частной спектральной задачи при-
мем итерационный метод. Если необходимо построить набор первых
(наиболее крупномасштабных) собственных функций un или u∗

n и со-
ответствующих им собственных чисел, то для этой цели можно вос-
пользоваться алгоритмом ортогонализации.

Рассмотрим опять задачу Коши

dϕ

dt
− Aϕ = 0, ϕ(0) = g, 0 ≤ t ≤ t0, (4.2.13)

где A – самосопряженный, неограниченный, положительный опера-
тор, действующий в гильбертовом пространстве F . Другими слова-
ми, в отличие от вышеизложенного мы не делаем предварительно
конечно-разностную аппроксимацию по пространственным перемен-
ным. В этом случае задача (4.2.13) классически некорректна. Мы
считаем, что решение ϕ задачи (4.2.13) существует и принадлежит
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множеству M = {ϕ(t) : ‖ϕ(t)‖ ≤ m, t ∈ [0, t0]}, однако вместо точного
начального условия g нам задано такое приближение gε, что

‖g − gε‖ ≤ ε. (4.2.14)

Известно неравенство

‖ϕ(t)‖ ≤ ‖ϕ(0)‖1−t/t0‖ϕ(t0)‖t/t0 , (4.2.15)

поэтому для любого фиксированного t ∈ (0, t0) задача определения
ϕ(t) условно корректна на множестве M , так как в силу (4.2.15)

‖ϕ(t)‖ ≤ mt/t0‖g‖1−t/t0 , ϕ ∈ M. (4.2.16)

Покажем, что операторы Rα, определенные формулой

Rα = (e−At0 + αE)−t/t0 , α > 0, (4.2.17)

образуют регуляризирующее семейство на множестве корректности
M . В самом деле, так как оператор Rα, согласно (4.2.17), есть функ-
ция самосопряженного положительного оператора A, то, используя
спектральное разложение, получаем

‖Rα‖ ≤ max
λ≥0

(e−λt0 + α)t/t0 = αt/t0 < ∞. (4.2.18)

Для проверки условия (4.2.12) (роль оператора A в нем играет
оператор e−At и f ≡ g, так как e−Atϕ(t) = g) достаточно показать, что

|Rαe
−Atϕ(t)− ϕ(t)| → 0 при α → 0, ϕ ∈ M. (4.2.19)

Снова, используя спектральное разложение оператора A, имеем

‖ϕ(t)−Rαe
−Atϕ(t)‖ = ‖eAtg −Rαg‖ ≤

≤ max
λ≥0

eλ(t−t0)[1− (1 + αeλt0)−t/t0 ]‖eAt0g‖.

Для оценки этой величины воспользуемся неравенством

(1 + x)τ − 1 ≤ τx(1 + x)τ (1 + τx)−1,

которое справедливо для x ≥ 0 и τ ∈ [0, 1]. Учитывая также, что
ϕ ∈ M , т. е. ‖ϕ(t0)‖ = ‖eAt0g‖ ≤ m, получаем
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max
λ≥0

eλ(t−t0)[1− (1 + αeλt0)−t/t0 ]‖eAt0g‖ ≤

≤ α1−t/t0 max
α≤x≤∞

xt/t0−1[1− (1 + x)−t/t0 ]m ≤

≤ α1−t/t0 max
α≤x≤∞

t

t0
xt/t0(1 +

t

t0
x)−1m=

t

t0
(1− t

t0
)1−t/t0α1−t/t0m.

Итак,

‖ϕ(t)−Rαg‖ ≤ t

t0
(1− t

t0
)1−t/t0α1−t/t0m → 0 (4.2.20)

при α → 0, t < t0. Тем самым доказано, что {Rα} – регуляризирующее
семейство. Используя оценки (4.2.14), (4.2.18), (4.2.20) и неравенство
треугольника, имеем

‖ϕ(t)−Rαgε‖ ≤ ‖ϕ(t)−Rαg‖+ ‖Rαg‖ · ‖g − gε‖ ≤

≤ t

t0
(1− t

t0
)1−t/t0α1−t/t0m+ α−t/t0ε.

Элементарные выкладки показывают, что наименьшее значение пра-
вой части этого неравенства достигается при

α0 = (1− t

t0
)−2+t/t0

ε

m
.

Так как для t ∈ (0, t0)

(1− t

t0
)−(1−t/t0)2 ≤ e1/(2e),

то
‖ϕ(t)−Rα0g‖ ≤ e1/(2e)mt/t0ε1−t/t0 . (4.2.21)

Оценка (4.2.21) уклонения приближенного решения задачи (4.2.13),
построенного с помощью оператора Rα0, от точного решения ϕ(t) от-
личается от априорной оценки (4.2.16) устойчивости на M лишь мно-
жителем e1/(2e) ≈ 1, 21. В этом смысле предлагаемый метод решения
задачи (4.2.13) оптимален.

Для практического вычисления элемента

Rα0gε ≡ (e−At0 + α0)
−t/t0gε
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уместно положить
Rα0gε ≈ Qn(e

−At0)gε,

где Qn(x) – многочлен наилучшего приближения степени n к функции
(x+ α0)

−t/t0 на отрезке 0 ≤ x ≤ 1, т. е.

max
x∈[a,b]

|(x+ α0)
−t/t0 −Qn(x)| = inf max

x∈[a,b]
|(x+ α0)

−t/t0 − Pn(x)|,

а точная нижняя грань берется по всем алгебраическим многочленам
Pn n-й степени. Оператор Qn(e

−At0) есть многочлен по e−At0, т. е. для
вычисления элемента Qn(e

−At0)gε достаточно уметь вычислять эле-
менты e−kAt0 при k = 1, 2, . . . , n. Но e−kAt0gε есть решение корректной
задачи Коши

dψ

dt
+ Aψ = 0, ψ(0) = gε, t ≥ 0, (4.2.22)

при t = kt0. Таким образом, мы свели некорректную задачу (4.2.13)
к последовательности корректных задач (4.2.22). Можно показать,
что окончательная погрешность ‖ϕ(t) − Qn(e

−At0gε‖ метода оценива-
ется сверху величиной

(
1− t

t0

)−(1−t/t0)2

ε1−t/t0mt/t0 +

+
22

t/t0+1

Γ(t/t0)
(n+ 1)t/t0−1 βn+1+t/t0

(1− β2)1+t/t0
‖gε‖,

(4.2.23)

где β = 1 + 2α0 − 2
√
α0 + α2

0, Γ – гамма-функция. Важно подчерк-
нуть, что в практически интересных случаях степень многочленов Qn

невелика. Так, из (4.2.23) следует, что, например, при

ε

‖gε‖
= 0, 1,

‖gε‖
m

= 0, 1

для получения точности 2ε1−t/t0mt/t0 достаточно воспользоваться мно-
гочленом Q2; при

ε

‖gε‖
= 0, 05,

‖gε‖
m

= 0, 1

достаточно воспользоваться многочленом Q4. Для вычисления коэф-
фициентов многочлена Qn имеются явные формулы, которые зависят
только от отношений ε/m, t/t0 и не зависят от оператора A и входных
данных gε.

191



192

4.3. Обратная эволюционная задача
с оператором, зависящим от времени

Рассмотрим эволюционную задачу

dϕ

dt
− A(t)ϕ = 0, 0 ≤ t ≤ t0,

ϕ = g при t = 0
(4.3.1)

с оператором A > 0, зависящим от времени. Как и раньше, предпо-
лагается, что задача (4.3.1) является результатом редукции задачи
математической физики по пространственным переменным к системе
обыкновенных дифференциальных уравнений. В этом случае метод
Фурье уже неприменим, и для решения задачи (4.3.1) необходимо
использовать численные методы.

Переходим к обсуждению одного из возможных алгоритмов чис-
ленного решения. Задаче (4.3.1) поставим в соответствие модельную
задачу, в известном смысле близкую:

dϕ

dt
− Aϕ = 0, 0 ≤ t ≤ t0,

ϕ = g при t = 0,
(4.3.2)

где A > 0 – оператор, не зависящий от времени, имеющий положи-
тельный спектр

α(A) ≤ λ(A) ≤ β(A)

и в некотором смысле близкий к оператору A(t). Ради определенности
будем полагать, что

A(t) = A+ δA(t), (4.3.3)

где
‖δA(t)‖ � ‖A‖ (4.3.4)

для любых t в интервале 0 ≤ t ≤ t0.
Задача (4.3.2) в дальнейшем позволит нам получить необходимую

априорную информацию для организации вычислительного процесса
решения основной задачи (4.3.1).

Определим m информативных (с точки зрения ошибок во вход-
ных данных) собственных элементов un, u

∗
n и собственных чисел λn

(n = 1, 2, . . . ,m). Остальные гармоники ряда Фурье для gn
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(n = m + 1,m + 2, . . . , N) должны быть отброшены, так как ошиб-
ки при определении этих коэффициентов превышают (иногда весь-
ма значительно) полезную информацию. Тогда в качестве g возьмем
функцию

g =
m∑

n=1

gnun, (4.3.5)

где gn = (g, u∗
n). В результате решения модельной задачи ϕ на проме-

жутке 0 ≤ t ≤ t0 может быть представлено в виде

ϕ(t) =
m∑

n=1

gne
λntun. (4.3.6)

Попытаемся теперь решить модельную задачу (4.3.2) численно.
С этой целью рассмотрим, например, разностную схему второго по-
рядка точности относительно ∆t = τ :

ϕj+1 − ϕj

τ
− A

ϕj+1 + ϕj

2
= 0, j = 1, 2, . . . , j0,

ϕ0 = g.
(4.3.7)

Решение задачи (4.3.7) будем искать с помощью метода Фурье,
предполагая, что имеется весь набор собственных элементов un и u∗

n.
Такое предположение делается только с целью теоретического анали-
за и получения некоторой априорной информации о поведении реше-
ния. Тогда будем иметь

ϕj =
N∑

n=1

ϕj
nun. (4.3.8)

В результате для коэффициентов Фурье с помощью (4.3.7) прихо-
дим к рекуррентным соотношениям

ϕj+1
n =

1 + τλn/2

1− τλn/2
ϕj
n, j = 1, 2, . . . , j0,

ϕ0
n = gn.

(4.3.9)

Следовательно,

ϕj
n =

[
1 + τλn/2

1− τλn/2

]j
gn. (4.3.10)
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Таким образом,

ϕj =
N∑

n=1

T j
ngnun, (4.3.11)

где

Tn =
1 + τλn/2

1− τλn/2
.

Предположим, что шаг τ выбран из условия, чтобы знаменатель
в выражении для Tn не обращался в нуль ни для одного значения n.
Например,

τ <
2

β(A)
. (4.3.12)

Заметим, что условие согласовано с условием аппроксимации круп-
номасштабных возмущений.

Формальный анализ решения модельной задачи в виде (4.3.11) по-
казывает, что все Tn > 1 и высокочастотные гармоники, соответству-
ющие большим номерам n, имеют быстро растущие с номером ампли-
туды. Следовательно, для них Tn � 1 и тем более T j

n � 1. Поскольку
при обработке входных данных g мы отбросили все гармоники ряда
Фурье (4.3.5) начиная с n = m+ 1, то на первый взгляд кажется, что
этого достаточно для того, чтобы сумма Фурье Tn > 1

g =
m∑

n=1

gnun

порождала решение с таким же числом членов

ϕj =
m∑

n=1

T j
ngnun. (4.3.13)

Такое положение было бы в действительности, если бы наши ЭВМ
позволяли вести расчет с бесконечным числом значащих цифр. Од-
нако из-за ограниченности машинного слова в процессе вычисления
вследствие ошибок округления сразу же появятся компоненты gn для
n > m. И хотя они малы, однако имеют большой «вес» в решении,
пропорциональный T j

n � 1. Эти ошибки в конце концов могут су-
щественно исказить основное решение задачи. Чтобы избежать ка-
тастрофического роста ошибок высокочастотных компонент ряда Фу-
рье, необходимо найти такую конструкцию, которая автоматически
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переводила бы любой элемент векторного пространства F в элемент
некоторого подпространства Φ.

Определим Φ следующим образом: будем считать, что элемент при-
надлежит подпространству Φ, если амплитуды последних N −m гар-
моник суммы Фурье этого элемента по системе функции un в процес-
се численного решения задачи возрастают от шага к шагу не быстрее,
чем несколько амплитуд последней информативной гармоники с но-
мером m. При конструкции такого подпространства ошибки округле-
ния на его элементах будут возрастать не быстрее амплитуды m-й
гармоники. Это обеспечит корректность вычислительной схемы. Ряд
авторов предложил вместо оператора A в модельной задаче (4.3.2)
рассматривать оператор Aε = A − εA

2
. В этом случае вместо задачи

(18.25) будем иметь

dϕε

dt
− Aϕε = −εA

2
ϕε, 0 ≤ t ≤ t0,

ϕε = g при t = 0,
(4.3.14)

где ε – пока произвольный параметр. Этот параметр выберем из усло-
вия, чтобы решение задачи не выходило из множества Φ. Ради про-
стоты анализа предположим, что A = A

∗
. Рассмотрим разностную

схему

ϕj+1
ε − ϕj

ε

τ
− (A− εA

2
)
ϕj+1
ε + ϕj

ε

2
= 0, ϕ0

ε = g. (4.3.15)

Решение задачи (4.3.15) будем искать с помощью ряда Фурье по
собственным функциям оператора A. Тогда получим

ϕj
ε =

N∑
n=1

[
1 + τλn/2− ετλ2

n/2

1− τλn/2 + ετλ2
n/2

]j
gnun. (4.3.16)

Параметр ε выберем из условия, чтобы относительная ошибка в гар-
монике с номером m за счет введения оператора εA

2
на превышала

η (обычно в качестве η можно брать η < 1 в зависимости от того,
каково соотношение в гармонике n ≡ m между полезной информаци-
ей и неучитываемыми погрешностями («шумом»)). Из этого условия
получаем соотношение

η
τλm

2
= ε

τλ2
m

2
, (4.3.17)

откуда
ε = η/λm. (4.3.18)
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Таким образом, мы приходим к определению одной из важнейших
априорных величин, необходимых для дальнейшего численного расче-
та. Легко видеть, что при заданном параметре ε из (4.3.18) амплитуды
всех гармоник n > m будут возрастать со временем не быстрее T j

m.
Наконец, нам понадобится еще одна априорная величина. Для ее

нахождения рассмотрим

ϕj =
m∑

n=1

gne
λntun, (4.3.19)

ϕj
ε =

N∑
n=1

gnT
j
n(ε)un, (4.3.20)

или

Tn(ε) =
1 + τλn/2− ετλ2

n/2

1− τλn/2 + ετλ2
n/2

.

Поскольку решение ϕj
ε принадлежит Φ, то без большой погрешно-

сти его можно заменить на

ϕj
ε =

m∑
n=1

gnT
j
n(ε)un, (4.3.21)

где мы ограничились только первыми m членами. Решение в виде
(4.3.21) находится конструктивно с помощью уже полученной систе-
мы функций un и u∗

n(n = 1, 2, . . . ,m). Из выражений (4.3.19) и (4.3.21)
найдем величины ϕj и ϕj

ε при j = 1, 2, . . . , j0. После этого введем
в рассмотрение векторы

ϕ =




ϕ1

ϕ2

. . .
ϕj0


 , ϕε =




ϕ1
ε

ϕ2
ε

. . .
ϕj0
ε




и подсчитаем норму
‖ϕ− ϕε‖ = δ. (4.3.22)

Это и будет последняя из искомых априорных величин. Две другие
(τ и ε) определены формулами (4.3.12) и (4.3.18).

Сформулируем численный алгоритм решения исходной задачи
(4.3.1). С учетом изложенного выше анализа построим следующую
аппроксимацию задачи:

ϕj+1 − ϕj

τ
− (Aj − εA2

j)
ϕj+1 + ϕj

2
= 0, ϕ0 = g, (4.3.23)
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где τ и ε выбираются на основе анализа априори изученной простой
модели:

τ < 2/β(A), ε = η/λm(A). (4.3.24)

Введем в рассмотрение векторы

ϕ =




ϕ1

ϕ2

. . .
ϕj0


 , f =




−R0g
0
. . .
0




и матрицу

λ =




−S0 0 0 0 . . . 0 0
R1 −S1 0 0 . . . 0 0
0 R2 −S2 0 . . . 0 0
0 0 R3 −S3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . Rj0−1 −Sj0−1



,

где

Sj = E − τ

2
(Aj − εA2

j), Rj = E +
τ

2
(Aj − εA2

j), Aj = A(tj+1/2).

Тогда приходим к задаче

Λϕ = f. (4.3.25)

Задачу (18.48) симметризуем, умножив на Λ∗:

Λ∗Λϕ = Λ∗f, (4.3.26)

и сформулируем некоторый итерационный процесс. В частности, для
этой цели используется метод сопряженных градиентов, не требую-
щий априорного знания границ спектра Λ∗Λ.

Формулировкой метода последовательных приближений описание
алгоритма не исчерпывается. Необходимо еще определить оптималь-
ное число итераций k0, которые приводят к максимально достижимой
точности при заданных априорных условиях. Поскольку такое число
может быть найдено не с очень большой точностью, будем полагать,
что априорная оценка аппроксимации (4.3.22), полученная для мо-
дельной задачи, оказывается применимой и для задачи (4.3.1). Пред-
положим поэтому, что

‖ϕ− ϕε‖ = δ, (4.3.27)

197



198

где ϕ – точное решение задачи (4.3.1) в узлах сетки’ ϕε – решение
разностной задачи с регуляризирующим оператором. Тогда используе-
мый итерационный процесс естественно продолжать до тех пор, пока
ошибка итерационного процесса оказывается больше ошибки аппрок-
симации (4.3.27), и процесс следует закончить при равенстве этих
ошибок. Алгоритмически это сделать наиболее просто следующим об-
разом. Введем в рассмотрение вектор невязки ξk по формуле

ξk = Λ∗(Λϕk − f) = Λ∗Λ(ϕk − ϕ). (4.3.28)

Тогда имеет место оценка

‖ξk‖ ≤ ‖Λ∗Λ‖‖ϕk − ϕ‖. (4.3.29)

Очевидно, величина ‖ϕk −ϕ‖ должна быть эквивалентна величине
δ, что приводит к требованию

‖ξk‖ ≤ δ‖Λ∗Λ‖. (4.3.30)

Это означает, что вычислительный процесс следует продолжать до
тех пор, пока норма невязки ‖ξk‖ не будет сравнима с величиной
в правой части неравенства (4.3.30). Таким образом, приходим к па-
раметрической оценке для k0:

‖ξk0‖ ≤ β(Λ∗Λ)δ. (4.3.31)

Как видно, решение обратных эволюционных задач требует боль-
шой подготовительной работы по изучению различных простых моде-
лей, которые позволяют получать необходимую априорную информа-
цию для конструирования качественного вычислительного алгоритма.
В отдельных случаях возникают и более сложные ситуации. Однако
проведенное рассмотрение дает представление о некоторых принципах
формирования численных методов на основе изучения возникающих
погрешностей и анализа алгоритма с помощью простых моделей. На-
ми обсуждена только одна точка зрения на процесс регуляризации, но
и она уже дает представление о возможных подходах к численному
решению обратных задач.

В заключение следует отметить, что изложенные методы и идеи мо-
гут быть также применимы к численному решению задачи Коши для
уравнений эллиптического типа. Эти задачи в классическом смысле
поставлены некорректно и для своего решения требуют привлечения
методов, разработанных в теории условно корректных задач.
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4.4. Постановка обратных задач
на основе методов сопряженных уравнений
и теории возмущений

Постановки некоторых обратных задач на основе сопряженных
функций и методов теории возмущений начинают играть все боль-
шую роль в формировании вычислительных алгоритмов, особенно при
решении сложных задач математической физики, в которых априори
трудно оценить влияние тех или иных факторов на решение задачи.
Особое значение эти проблемы приобретают в планировании экспери-
ментов с целью получения наиболее информативного набора функци-
оналов.

Рассмотрим сначала некоторые вопросы линейной теории изме-
рений.

В настоящее время теория измерений приобретает большое значе-
ние в организации информационной системы. Измерительная техника
позволяет получить набор сведений (функционалов) о процессе, ана-
лизировать процесс и направлять его. С помощью таких функциона-
лов интерпретируется физический процесс.

Мы не будем говорить об отдельных элементарных измерениях,
таких как измерение напряжения, силы тока в отдельных участках
электрической цепи и т. д. Нас будут интересовать только сложные
физические явления и процессы, которые должны быть поняты и ко-
личественно оценены с требуемой точностью. Аналогичные задачи
возникают постоянно, особенно в новых областях техники. К приме-
ру, нельзя разработать методы измерений коэффициента размноже-
ния нейтронов в реакторе, если в деталях не ясен физический про-
цесс ценной реакции и диффузии нейтронов, не известны уравнения,
описывающие поведение ядерного реактора при измерении различных
условий.

Несомненно, методы измерений и сами приборы существенно со-
вершенствуются вместе с развитием теории физического процесса.
Разработка теории и эксперимента, как правило, сопровождается со-
зданием новых или усовершенствованных прежних методов измере-
ний.

Возникает вопрос, нельзя ли в настоящее время сформулировать
более или менее общий подход к методам измерения применительно
к различным процессам с возможностью формального математиче-
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ского описания алгоритма. Оказывается, такой подход можно сфор-
мулировать по крайней мере для задач с линейными операторами.
В дальнейшем речь будет идти именно об этом классе задач.

Представляется, что основой теории измерений вариаций физиче-
ских величин может служить теория возмущений. Суть дела состо-
ит в следующем. Предположим, что мы изучаем сложный физиче-
ский процесс с помощью прибора, имеющего определенные физиче-
ские характеристики. Показания такого прибора связаны с исследу-
емым полем физической величины и являются функционалами поля.
В большинстве случаев, однако, экспериментатора интересует не само
поле физической величины, а отклонения от него под влиянием ма-
лых возмущений. Это значит, что измерения должны быть проведены
с достаточной точностью, чтобы зарегистрировать указанные откло-
нения поля от некоторого «стандартного» состояния. Предположим,
что это первое необходимое требование к прибору выполнено и мы
располагаем измерениями отклонений показания прибора от нормы
с требуемой точностью. Спрашивается, достаточно ли этой информа-
ции для удовлетворительной интерпретации эксперимента и можем ли
мы с достаточной точностью восстановить информацию о возмущен-
ном состоянии системы. К сожалению, на этот вопрос обычно дать
ответ очень трудно. Объясняется это тем, что задачи восстановления
информации о поле физической величины с помощью измерительных
приборов являются, как правило, некорректно поставленными задача-
ми математической физики.

Для того чтобы обойти эту принципиальную трудность обработ-
ки экспериментальных данных, необходимо с самого начала связать
отклонения прибора непосредственно с отклонениями излучаемых фи-
зических параметров процесса. В этом случае ошибка в исследуемой
характеристике будет прямо пропорциональна ошибке в отклонении
показания прибора – вариации функционала, и, следовательно, при
интерпретации мы используем максимальную информацию измери-
тельного прибора. Именно с этих позиций мы приходим к излагаемой
ниже теории, которая несколько повторит и расширит ранее приве-
денные рассмотрения.

Рассмотрим функцию ϕ(x), удовлетворяющую уравнению

Aϕ(x) = q(x), (4.4.1)

где A – некоторый линейный оператор, а q(x) – распределение ис-
точников в среде. При этом под x будем понимать совокупность всех
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переменных задачи (временная и пространственные координаты, энер-
гия, направление скорости), считая, что функции ϕ и q являются дей-
ствительными. Ради определенности будем полагать, например, что
исследуемый процесс связан с диффузией или переносом субстанции,
хотя выводы теории выходят далеко за рамки такого рода задач.

Введем гильбертово пространство вещественных функций H со
скалярным произведением

(g, h) =

∫
g(x)h(x) dx, (4.4.2)

где интегрирование ведется по всей области Ω определения функций
g и h. Будем считать, что D(A) ⊂ H – заданная область определения
оператора A – множество функций, среди которых ищется решение
задачи (4.4.1).

При решении тех или иных физических задач обычно нужно полу-
чить в результате значение некоторой величины, являющейся функ-
ционалом от ϕ(x). Любая величина, являющаяся линейным непре-
рывным функционалом от ϕ(x), может быть выражена в виде такого
скалярного произведения. Например, если нас интересует результат
измерения некоторого процесса в среде с характеристикой прибора
Σ(x), то это значение есть

JΣ[ϕ] =

∫
ϕ(x)Σ(x) dx = (ϕ,Σ). (4.4.3)

Таким образом, будем рассматривать физические величины, кото-
рые могут быть выражены в виде линейного непрерывного функцио-
нала от ϕ(x):

Jp[ϕ] = (ϕ, p),

где величина p характеризует интересующий нас физический процесс.
Как и раньше, введем вместе с оператором A сопряженный к нему
оператор A∗, определяющийся из условия

(g, Ah) = (h,A∗g), (4.4.4)

для любых функций g ∈ D(A) и h ∈ D(A∗), где D(A) и D(A∗) – обла-
сти определения операторов A и A∗ соответственно. Наряду с основ-
ным уравнением (4.4.1) введем формально неоднородное сопряженное
уравнение

A∗ϕ∗
p = p(x), (4.4.5)
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где p(x) – некоторая пока произвольная функция, а ϕ∗
p ∈ D(A∗). Под-

ставляя в формулу (4.4.4) вместо функций h и g решения уравнений
(4.4.1) и (4.4.5) ϕ и

(ϕ∗
p, Aϕ) = (ϕ,A∗ϕ∗

p) (4.4.6)

или, воспользовавшись уравнениями (4.4.1)–(4.4.5),

(ϕ∗
p, q) = (ϕ, p), (4.4.7)

иначе говоря,
Jq[ϕ

∗
p] = Jp[ϕ].

Поэтому функционал Jp[ϕ] мы можем получить двояко: либо ре-
шить уравнение (4.4.1) и определить эту величину по формуле

Jp[ϕ] = (ϕ, p), (4.4.8)

либо решить уравнение (4.4.5) и определить ту же величину по фор-
муле

Jp[ϕ] = Jq[ϕ
∗
p] = (ϕ∗

p, q). (4.4.9)

Следовательно, каждому линейному функционалу Jp[ϕ] = (ϕ, p) мо-
жет быть поставлена в соответствие функция ϕ∗

p(x), удовлетворяющая
уравнению (4.4.5), причем в качестве свободного члена этого уравне-
ния следует использовать именно функцию p(x), характеризующую
интересующий нас процесс.

Пусть в среде имеется «источник единичной мощности», помещен-
ный в точку x0, т. е.

q(x) = δ(x− x0). (4.4.10)

Так как7

(ϕ(x), δ(x− x0)) = ϕ(x0), (4.4.11)

то в этом случае

Jp[ϕ] = Jq=δ(x−x0)[ϕ
∗
p] = ϕ∗

p(x0). (4.4.12)

Следовательно, сопряженная функция ϕ∗
p(x) описывает зависимость

функционала Jp[ϕ] = (ϕ, p) от точки помещения источника единичной
мощности.

7Строго говоря, соотношение (4.4.11) следует понимать в смысле теории обоб-
щенных функций. Не вдаваясь в детали, мы будем предполагать, что функции
ϕ ∈ D(A∗) достаточно гладкие и Jp[ϕ] = (ϕ, δ(x − x0)) = ϕ(x0) есть линейный
непрерывный функционал на D(A).
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Представим себе физическую систему (или прибор), в которой из-
меряется некоторая величина Jp[ϕ], являющаяся линейным функцио-
налом от решения, связанного, например, с плотностью частиц суб-
станции ϕ. Если в некоторую точку системы впустить определенное
количество частиц (или, наоборот, извлечь из нее эти частицы), то
измеряемое значение величины Jp[ϕ] будет соответственно увеличи-
ваться (или уменьшаться), причем это изменение будет зависеть от
той точки, в которой мы производим изменение числа частиц. Как
видно из предыдущего, эта зависимость описывается сопряженной
функцией ϕ∗

p(x), удовлетворяющей уравнению (4.4.5). Следовательно,
сопряженная функция ϕ∗

p(x) дает вклад частиц, находящихся в той
или иной точке системы, в интересующий нас функционал Jp.

Как мы уже указывали ранее, толкование сопряженной функции
ϕ∗
p(x) как ценности субстанции позволяет дать ясную трактовку и тео-

рии возмущений для любого функционала Jp[ϕ]. Действительно, если
в элементе объема ∆x около точки x мы изменим число частиц на
величину δN , то соответствующее изменение величины Jp будет вы-
ражено следующим уравнением:

δJp = δNϕ∗
p(x). (4.4.13)

Если в рассматриваемой системе произведены некоторые малые из-
менения параметров так, что оператор A переходит в оператор A+δA,
то это соответствует изменению числа частиц в каждом элементе ∆x
на величину δN = −∆xδAϕ. Общее изменение функционала Jp при
таком изменении запишем в виде

δJp = −
∫

ϕ∗
p(x)δAϕ(x) dx. (4.4.14)

Соотношение (4.4.13) позволяет измерять распределение функции
ценности в системе, изменяя число частиц в разных точках x системы
и измеряя при этом соответствующее изменение величины Jp. Введен-
ное понятие ценности может быть полезным в теории различных из-
мерительных приборов. Действительно, прибор обычно предназначен
для измерения какой-либо одной величины Jp. Поэтому для каждо-
го прибора может быть введена вполне определенная функция цен-
ности ϕ∗

p(x), которая может быть однажды измерена или сосчитана.
Если распределение субстанции и ее ценности известны, то соотно-
шение (19.14) может быть использовано для измерений двояким об-
разом. Во-первых, измеряя величины δJp при различных изменениях
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параметров среды δA, мы можем при помощи соотношения (4.4.14)
определять величины δA, если известна структура оператора A, но
неизвестны входящие в него параметры, т. е. различные характери-
стики взаимодействия частиц с веществом. Например, таким образом
можно измерить (по существу, так и делается) сечения взаимодей-
ствия нейтронов с веществом для различных образцов, помещая эти
образцы в прибор и определяя δΣ = δA по изменению величины Jp.
Во-вторых, соотношение (4.4.14) позволяет вводить поправки в из-
меряемую величину Jp за счет различных возмущающих факторов
в приборе.

Приведенные выше формулы позволяют также получить теорему
взаимности для функций Грина основного и сопряженного уравне-
ний – соответственно G(x, x0) и G∗(x, x1). Функция G(x, x0) удовле-
творяет уравнению (4.4.1) при q(x) = δ(x− x0), а функция G∗(x, x1) –
уравнению (4.4.5) при p(x) = δ(x− x1). Подставляя в формулу (4.4.7)

ϕ(x) = G(x, x0), ϕ∗
p(x) = G∗(x, x1)

и приведенные выражения для q и p, получаем

G(x1, x0) = G∗(x0, x1), (4.4.15)

что и является формулировкой теоремы взаимности.
Теперь несколько слов о теории возмущений для линейных функ-

ционалов. Если свойства среды, с которой взаимодействует поле, из-
меняются, т. е. если оператор уравнения (4.4.1) переходит в

A′ = A+ δA,

то изменяются и поле ϕ(x), и значение функционала Jp[ϕ]:

ϕ(x) → ϕ′(x), Jp[ϕ] → J ′
p = Jp + δJp.

Установим связь между изменением оператора δA и изменением
функционала δJp. Возмущенная система описывается уравнением

A′ϕ′ = (A+ δA)ϕ′ = q. (4.4.16)

Сопряженная функция невозмущенной системы, соответствующая
функционалу Jp, описывается уравнением

A∗ϕ∗
p = p. (4.4.17)
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Умножая скалярно уравнение (4.4.16) на ϕ∗, а уравнение (4.4.17) на
ϕ′, вычитая одно из другого и пользуясь определением сопряженного
оператора уравнения (4.4.4), получаем слева

(ϕ∗
p, A

′ϕ′)− (ϕ′, A∗ϕ∗
p) = (ϕ∗

p, δAϕ
′), (4.4.18)

а справа в соответствии с уравнением (4.4.7) будем иметь

(ϕ∗
p, q)− (ϕ′, p) = Jp[ϕ]− Jp[ϕ

′] = −δJp. (4.4.19)

Приравнивая выражения (4.4.18) и (4.4.19), получаем общее соот-
ношение для приращения функционала

δJp = −(ϕ∗
p, δAϕ

′). (4.4.20)

Если вместо уравнений (4.4.16) и (4.4.17) рассмотреть возмущен-
ное сопряженное уравнение

(A∗ + δA∗)ϕ∗′
p = p (4.4.21)

и невозмущенное основное уравнение (4.4.1), то аналогичным путем
можно получить также соотношение

δJp = −(ϕ, δA∗ϕ∗′
p ), (4.4.22)

которое, конечно, эквивалентно соотношению (4.4.20).
Отметим важную особенность применения формул теории возму-

щений: так как эти формулы пишутся для вариации функционала,
погрешность в которой обычно допустима в пределах нескольких про-
центов, то для вычисления указанных вариаций нет необходимости
знать точные решения основной и сопряженной задач, достаточно вос-
пользоваться их приближенными решениями.

Если возмущение оператора A (а следовательно, и A∗) столь мало,
что оно не очень сильно искажает функции ϕ и ϕ∗

p, то в формулах
(4.4.20) и (4.4.22) можно заменить приближенно ϕ′ на ϕ и ϕ∗′ на ϕ∗.
При этом мы получим две эквивалентные друг другу формулы теории
малых возмущений:

δJp = −(ϕ∗
p, δAϕ), (4.4.23)

δJp = −(ϕ, δA∗ϕ∗
p). (4.4.24)

Полученные формулы теории возмущений, кроме их прямого ис-
пользования для оценки различных эффектов и для анализа измере-
ний, могут иметь еще одно весьма важное применение.
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При теоретическом рассмотрении и в практических расчетах часто
пользуются методом замены исследуемой сложной системы упрощен-
ной моделью. Необходимым условием такой замены является, очевид-
но, требование, чтобы она не приводила к изменению некоторых ос-
новных для рассматриваемого вопроса характеристик системы. При-
мером может служить замена в дифференциальных уравнениях пе-
ременных коэффициентов постоянными. К числу таких методов от-
носится и метод эффективных граничных условий, заключающийся
в замене истинных условий некоторыми упрощенными, но такими,
которые приводят к правильному значению некоторого избранного
функционала.

Полученные выше формулы теории возмущений позволяют сфор-
мулировать весьма общий подход к различным задачам. Пусть рас-
сматриваемая система характеризуется оператором A, причем наибо-
лее существенной величиной является функционал Jp[ϕ]. Если ис-
комая простая модель характеризуется оператором A′ = A + δA, то
для того, чтобы величина Jp не изменялась при переходе от истинной
системы к модели, необходимо выполнение условия

δJp = −(ϕ∗
p, [A

′ − A]ϕ′) = 0, т. е. (ϕ∗
p, A

′ϕ′) = (ϕ∗
p, Aϕ

′). (4.4.25)

Если мы интересуемся несколькими величинами Jp1 , Jp2 и т. д., то
получим несколько условий типа (4.4.25) с решениями ϕ∗

p1
, ϕ∗

p2
и т. д.

Требование (4.4.25) не определяет однозначно искомой эквивалент-
ной модели, но является ее необходимым условием и вместе с другими
может помочь ее нахождению. В частности, если оператор модели A′,
вид которого может быть найден из физических соображений, содер-
жит один или несколько параметров, то условия (4.4.25) могут быть
использованы для определения значений этих параметров.

Теперь переходим к численным методам решения обратных задач
и проблеме планирования эксперимента. Предположим, что мы распо-
лагаем набором функционалов (измерений) Jpi(i = 1, 2, . . . , n). Будем
считать, что измерения по своему характеру разнообразны, например,
измерение производится одним и тем же прибором в разных «точ-
ках» области определения решения или приборы регистрируют раз-
ные характеристики исследуемого явления. Ради простоты полагаем,
что статистические погрешности в измерениях устранены и мы имеем
дело уже с предварительно обработанной системой данных.

Каждому функционалу Jpi поставим в соответствие функцию цен-
ности для невозмущенной задачи, т. е. модели, в которой оператор A
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и область его определения считаются известными. Решим n различ-
ных задач

A∗ϕ∗
pi
= pi, i = 1, 2, . . . , n. (4.4.26)

Найдем заранее n функций ценности ϕ∗
pi

и решим одну основ-
ную задачу с модельным «невозмущенным» оператором A, сопряжен-
ным A∗:

Aϕ = q. (4.4.27)

Будем считать, что ϕ ∈ D(A) и ϕ∗ ∈ D(A∗). Построим n формул
теории малых возмущений:

(ϕ∗
pi
, δAϕ) = −δJpi , i = 1, 2, . . . , n, (4.4.28)

где δA – разность между изучаемым оператором A′ и модельным A.
Предположим, что оператор A известен:

A =
m∑
k=1

[αkAk + Bk(βkCk)], (4.4.29)

где Ak, Bk и Ck – элементарные линейные операторы, например, диф-
ференцирования или интегрирования либо комбинации тех и других;
αk(x) и βk(x) – искомые коэффициенты, известные для невозмущен-
ной (модельной) задачи.

Теперь нашей целью является восстановление коэффициентов α′
k

и β′
k в выражении

A′ =
m∑
k=1

[α′
kAk + Bk(β

′
kCk)]. (4.4.30)

С помощью выражений (4.4.29) и (4.4.30) получим

δA =
m∑
k=1

[δαkAk + Bk(δβkCk)], (4.4.31)

где
δαk = α′

k − αk, δβk = β′
k − βk.

Подставим (4.4.31) в (4.4.28). Тогда при соответствующих условиях
приходим к системе уравнений

m∑
k=1

[(ϕ∗
pi
, δαkAkϕ) + (B∗

kϕ
∗
pi
, δβkCkϕ)] = −δJpi , i = 1, 2, . . . , n. (4.4.32)
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Дальнейшая задача состоит в параметризации вариаций δαk и δβk.
Сначала рассмотрим простейший случай, когда δβk = 0, а δαk – посто-
янные. В этих условиях (19.32) переходит в задачу линейной алгебры

m∑
k=1

δαk(ϕ
∗
pi
, Akϕ) = −δJpi , i = 1, 2, . . . , n. (4.4.33)

Здесь (ϕ∗
pi
, Akϕ) – элементы матрицы, которые при заданных ϕ, ϕpi

и Ak могут быть рассчитаны.
Пусть y – вектор с компонентами δαk, F – вектор с компонента-

ми δJpi и aik = (ϕ∗
pi
, Akϕ) – элементы матрицы Λ. Тогда приходим

к уравнению
Λy = F. (4.4.34)

Если число функционалов n равно числу определяемых вариаций
коэффициентов αk, то система (4.4.34) в принципе позволяет найти
δαk. Если число n больше m, то система (4.4.34) оказывается пере-
определенной, а ее решение (если оно существует) обычно находится
с помощью метода наименьших квадратов в предположении, что y
доставляет минимум квадратичному функционалу

‖Λy − F‖2 = min . (4.4.35)

Вектор y, минимизирующий этот функционал, иногда называют
квазирешением уравнения (4.4.34).

Если δαk(x) и δβk(x) – функции, то решение обратной задачи мож-
но находить с помощью тех или иных методов параметризации, сущ-
ность которых состоит в следующем. Предположим, что на основа-
нии априорного анализа поведения физических параметров (обычно
в результате статистического и корреляционного анализа) находятся
некоторые полные ортогональные системы функций uk,l(x) и vk,l(x),
такие, что с их помощью возможно достаточно хорошее приближение
к функциям αk и βk при малом числе n(k), так что

δαk(x) =

n(k)∑
l=1

ak,luk,l(x),

δβk(x) =

n(k)∑
l=1

bk,lvk,l(x),

(4.4.36)
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где ak,l и bk,l – коэффициенты, подлежащие определению. Подставив
выражения (4.4.36) и (4.4.32), получим

m∑
k=1

n(k)∑
l=1

[ak,l(ϕ
∗
pi
, uk,lAkϕ) + bk,l(B

∗
kϕ

∗
pi
, υk,lCkϕ)] = −δJp1 ,

i = 1, 2, . . . , n.

(4.4.37)

Упорядочим теперь величины ak,l и bk,l и переобозначим их через
yj (j = 1, 2, . . . ). Введем в рассмотрение матрицу Λ такую, что урав-
нение

Λy = F

эквивалентно системе (4.4.37). Тогда мы снова приходим к задаче
линейной алгебры, решая которую находим ak,l и bk,l, а следовательно,
δαk и δβk.

Мы рассмотрели только тот случай, когда решение модельной за-
дачи близко к реальному, т. е. можно заменить ϕ′ на ϕ и, таким
образом, воспользоваться теорией малых возмущений. Если невозму-
щенное (модельное) состояние процесса существенно отличается от
истинного, то рассмотренный выше алгоритм можно считать только
первым приближением к решению обратной задачи. После того как
вариации δαk и δβk найдены, можно исправить коэффициенты αk, βk

и найти
α′
k = αk + δαk, β′

k = βk + δβk.

После этого необходимо решить «возмущенную» задачу

A′ϕ′ = f (4.4.38)

с оператором

A′ =
m∑
k=1

[α′
kAk + Bk(β

′
kCk)],

перейти к новому приближению в решении обратной задачи, приняв
вместо (4.4.32) более общую формулу возмущений

m∑
k=1

[(ϕ∗
pi
, δαkAkϕ

′) + (B∗
kϕ

∗
pi
, δβkCkϕ

′)] = −δJp,

i = 1, 2, . . . , n,

(4.4.39)

209



210

и повторить цикл вычислений для уточнения вариаций δαk, δβk. Это
мы будем называть вторым приближением в решении обратной зада-
чи. Разумеется, указанный процесс может быть продолжен. Сходи-
мость методов последовательных приближений может быть доказана
с учетом конкретной информации об элементарных операторах задачи
Ak и областей определения операторов D(A), D(A∗).

Проиллюстрируем наш алгоритм на простом примере. Предполо-
жим, что рассматривается задача

− d

dx
β(x)

dϕ′

dx
+ α(x)ϕ′ = f(x), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0, (4.4.40)

с неизвестными коэффициентами α(x) и β(x), относительно которых
делается априорное допущение. Предполагается, например, что они
являются непрерывными функциями в области определения решения
0 ≤ x ≤ 1 и известны их приближенные значения ᾱ и β̄, т. е.

α(x) = α + δα(x), β(x) = β + δβ(x). (4.4.41)

Если на основе априорной информации можно выбрать значения
α(x) и β(x) в модели более точно, то не обязательно предполагать,
что они равны постоянным ᾱ и β̄.

Кроме того, на основе предварительного изучения делается вывод
о возможности представления δα(x) и δβ(x) в виде конечных сумм:

δα(x) =

n(1)∑
l=1

alul(x), δβ(x) =

n(1)∑
l=1

blvl(x), (4.4.42)

где {vl(x)} и {ul(x)} – некоторые полные ортонормированные сис-
темы функций (например, тригонометрические полиномы, полиномы
Лежандра и т. д.).

Пусть p1(x), p2(x), . . . , pn(x) – характеристики измерений, так что
в каждом из измерений регистрируется функционал

J ′
pi
[ϕ′] =

1∫

0

pi(x)ϕ
′(x) dx, i = 1, 2, . . . , n. (4.4.43)

Функции pi(x) можно назвать характеристиками прибора в данном
измерении.
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Введем в рассмотрение невозмущенную (модельную) задачу, соот-
ветствующую задаче (4.4.40):

− d

dx
β
dϕ

dx
+ αϕ = f, ϕ(0) = ϕ(1) = 0. (4.4.44)

Наряду с задачей (4.4.44) сформулируем n сопряженных задач, со-
ответствующих избранной модели

− d

dx
β
dϕ∗

pi

dx
+ αϕ∗

pi
= pi(x),

ϕ∗
pi
(0) = ϕ∗

pi
(1) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

(4.4.45)

Согласно общей теории будем иметь

J ′
pi
[ϕ] =

1∫

0

pi(x)ϕ(x) dx =

1∫

0

f(x)ϕ∗
pi
(x) dx. (4.4.46)

Предположим теперь, что модельные задачи (4.4.44), (4.4.45) ре-
шены. Далее находим вариации функционала δJpi по формуле

δJpi = J ′
pi
− Jpi , i = 1, 2, . . . , n, (4.4.47)

где J ′
pi

– измерение прибора с характеристикой pi, соответствующее
(4.4.43)(в котором ϕ′ нам не известно); Jpi – функционал, теоретиче-
ски рассчитываемый на основе любого соотношения в (4.4.46). Здесь
требуется такая точность в измерении, которая гарантировала бы рас-
чет вариаций δJpi .

Рассмотрим теперь формулы теории малых возмущений (4.4.32):

Ak = E, Bk = − d

dx
, Ck = − d

dx
, m = 1.

С учетом граничных условий для ϕ∗
pi

и ϕ получим

1∫

0

(
δαϕϕ∗

pi
+ δβ

dϕ

dx

dϕ∗
pi

dx

)
dx = −δJpi . (4.4.48)

Подставив выражения для δα(x) и δβ(x) из (4.4.42) в (4.4.48), по-
лучим

n(1)∑
l=1


al

1∫

0

ulϕϕ
∗
pi
dx+ bl

l∫

0

vl
dϕ

dx

dϕ∗
pi

dx
dx


 = −δJpi ,

i = 1, 2, . . . , n.

(4.4.49)
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Если n = 2n(1), то система уравнений (4.4.49) полностью опреде-
лена. Решая эту систему, находим коэффициенты al, bl и на основе
представления (4.4.42) получаем первое приближение для величин α′

и β′. Эти величины можно уточнять, используя метод последователь-
ных приближений, рассмотренный выше. Точно так же могут быть
поставлены и решены более сложные обратные задачи, и в том числе
задача по определению возмущений δf в источниках.

Обсудим теперь проблему планирования сложного эксперимента.
Ее можно сформулировать следующим образом. Среди всевозможно-
го (практически реализуемого) набора измерений необходимо выбрать
тот, который оказывается наиболее информативным с точки зрения
решения конкретной обратной задачи по восстановлению требуемых
характеристик среды (коэффициентов уравнений). В общем плане оп-
тимизации эта задача оказывается очень сложной. Однако можно рас-
смотреть некоторые частные подходы к ее решению.

Допустим, что перед осуществлением эксперимента строится мо-
дель невозмущенной задачи, с ее помощью описываются линейные
функционалы от решения и с учетом априорной информации о точ-
ности измерений делается вывод о необходимой точности измерения
функционалов. Предположим, что необходимые требования к точно-
сти измерений функционалов δJpi обеспечены. Далее рассматривают-
ся различные совокупности измерений и выбираются те из них, кото-
рые приводят к наилучшей обусловленности матрицы Λ. Полученная
система линейных уравнений в этом случае хорошо решается, и та-
кой план эксперимента является в известном смысле оптимальным из
данной совокупности (конечно, здесь не рассматриваются экономиче-
ские вопросы, оказывающиеся иногда решающими при планировании
эксперимента). Если же при заданном наборе информативных функ-
ционалов, обеспечивающих наилучшую обусловленность матрицы Λ,
не удается реализовать высокие требования к точности измерений
функционалов δJpi, то возникает более сложная задача о планирова-
нии эксперимента при заданных ограничениях на точность измерений,
допустимых разрешением приборной техники. Это уже своеобразная
задача на оптимизацию с ограничениями.
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4.5. Формулировка теории возмущений
для сложных нелинейных моделей

Обычно довольно непросто конструировать математическую мо-
дель, описывающую сложные процессы и явления. Такие модели долж-
ны учитывать, как правило, много различных эффектов, не все из
которых описаны с требуемой точностью. Это значит, что в тот или
иной момент времени мы используем ту или иную упрощенную ма-
тематическую формулировку, которая позволяет нам описать лишь
небольшое число характеристик процесса, абстрагируясь от многих,
иногда очень важных деталей. Однако такие рассмотрения позволяют
в общем описать физические процессы, как правило, с необходимой
точностью. Что касается оценки влияния эффекта, не учтенного ма-
тематической моделью, то она, как это было показано в § 4.4, может
быть осуществлена с помощью специальным образом определенной
теории возмущения.

В настоящем параграфе мы рассмотрим более или менее общий
подход к конструированию математических моделей и их анализу.

Новым в этом параграфе, по сравнению с рассмотренными выше
задачами, является переход от линейных процессов к процессам, опи-
сываемым нелинейными уравнениями. Мы покажем, что в известных
приближениях нелинейные процессы также допускают для своего ре-
шения и анализа подходы, свойственные задачам линейным. Разуме-
ется, такие подходы возможны на базе различных способов линеари-
зации.

Рассмотрим стационарный процесс, который описывается уравне-
нием в следующей операторной форме:

Aϕ = f, (4.5.1)

где A – матрично-дифференциальный оператор, зависящий от реше-
ния вектор-функции ϕ ∈ D(A) и входных данных α1, α2, ..., αn –
функций координат; f является заданным вектором источников – функ-
ций координат и заданных параметров β1, β2, ..., βm. Следовательно,

A = A(ϕ, α1, α2, ..., αn), f = f(β1, β2, ..., βm).

Пусть α1, α2, . . . , αn и β1, β2, . . . , βm – данные, соответствующие
некоторому стандартному состоянию системы. Это состояние будем
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называть невозмущенным. Естественно, что невозмущенное состоя-
ние системы будет описываться уравнением

A(ϕ, α1, α2, . . . , αn)ϕ = f(β1, β2, . . . , βn). (4.5.2)

Если принять обозначение

A = A(ϕ, α1, α2, . . . , αn)ϕ, f = f(β1, β2, . . . , βn),

то уравнение (4.5.2) перепишется в виде

Aϕ = f. (4.5.3)

Мы предположим, что решение уравнения (4.5.3) нам известно.
Примем далее, что истинное состояние системы, или как мы будем

в дальнейшем называть возмущенное состояние системы, описывает-
ся уравнением (4.5.1), входные данные которого мало отличаются от
стандартных, т. е.

αi = αi + δαi, βj = βj + δβj,

где отклонения δαi и δβi предполагаются в известном смысле малыми
по сравнению с αi и βi соответственно.

Тогда вместо (4.5.2) имеем

A(ϕ+ δϕ, αi + δαi)(ϕ+ δϕ) = f(βj + δβj). (4.5.4)

Здесь используется следующее представление:

ϕ = ϕ+ δϕ.

Априори предположим, что δϕ «много меньше» ϕ. В представлении
достаточной гладкости оператора A, решения ϕ и входных данных
рассмотрим разложения

A(ϕ+ δϕ, αi + δαi) = A+
∂A

∂ϕ
δϕ+

∂A

∂αi

δαi + . . . ,

f(βj + δβj) = f +
∂f

∂βj

δβj.

(4.5.5)
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Подставляя (4.5.5) в (4.5.4) и ограничиваясь членами первого по-
рядка, получаем8

Aϕ+

(
A+

∂A

∂ϕ
ϕ

)
δϕ+

∂A

∂αi

ϕδαi = f +
∂f

∂βj

δβj. (4.5.6)

Используя уравнение (4.5.3), имеем

(
A+

∂A

∂ϕ
ϕ

)
δϕ =

∂f

∂βj

δβj −
∂A

∂αi

ϕδαi. (4.5.7)

Это – основное уравнение для определения малых отклонений ре-
шения ϕ от невозмущенного состояния.

Мы предположим теперь, что оператор невозмущенного состояния
A и источник f известны с ограниченной точностью, т. е.

A = Λ + ε, f = F + ξ. (4.5.8)

Здесь ε – оператор ошибки модели

ε = A− Λ

и ξ – ошибка вектор-функции источников

ξ = f − F .

Пусть
||A|| >> ||ε||, ||f || >> ||ξ||. (4.5.9)

Здесь нормы оператора и вектор-функции определены в соответ-
ствующих метрических пространствах.

Подставляя (4.5.8) в (4.5.7), имеем

(
Λ +

∂Λ

∂ϕ
ϕ

)
δϕ =

∂F

∂βj

δβj −
∂Λ

∂αi

ϕδαi + η, (4.5.10)

где

η =
∂ξ

∂βj

δβj −
∂ε

∂αi

ϕδαi −
(
ε+

∂ε

∂ϕ
ϕ

)
δϕ. (4.5.11)

8Здесь и далее предполагается, что
(

∂A
∂ϕ δϕ

)
ϕ =

(
∂A
∂ϕ δϕ

)
δϕ, где ∂A

∂ϕ – производ-

ная Гато от оператора A в точке ϕ (см. гл. 3).
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В предположении (4.5.9) уравнение (4.5.10) можно переписать
в виде

(
Λ +

∂Λ

∂ϕ
ϕ

)
δϕ =

∂F

∂βj

δβj −
∂Λ

∂αi

ϕδαi +O(||ε||+ ||ξ||).

Следовательно, с точностью до малых величин имеем
(
Λ +

∂Λ

∂ϕ
ϕ

)
δϕ =

∂F

∂βj

δβj −
∂Λ

∂αi

ϕδαi. (4.5.12)

Уравнение (4.5.12) есть модель для вычисления отклонения от невоз-
мущенного состояния системы при изменении входных данных на ве-
личины δαi и δβj.

Введем следующие обозначения:

L = Λ +
∂Λ

∂ϕ
ϕ, δF =

∂F

∂βj

δβj −
∂Λ

∂αi

ϕδαi. (4.5.13)

Тогда окончательно имеем

Lδϕ = δF, (4.5.14)

и формальное решение этой задачи записывается в виде

ϕ = L−1δF. (4.5.15)

Формула (4.5.15) в теории возмущений наиболее удобна для слу-
чая, когда необходимо определить отклонения решения только для од-
ного набора вводных данных. При планировании направленных изме-
нений состояния модели весьма важно бывает сделать серию тестовых
вычислений. Мы должны принимать во внимание тот факт, что для
оценки чувствительности модели на изменение различных парамет-
ров или для получения оптимального соотношения между параметра-
ми нужно иметь большое число различных решений. Следовательно,
нам необходимо попытаться построить более универсальные теории
возмущений для функционалов, которые позволят нам всесторонне
изучить математическую модель при изменении входных данных.

Вместе с основным уравнением

Lδϕ = δF, (4.5.16)
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так же как и в линейном случае, введем сопряженное уравнение

L∗ϕ∗ = p, (4.5.17)

где L и L∗ – операторы, сопряженные в смысле Лагранжа:

(Lg, h) = (g, L∗h). (4.5.18)

Здесь g и h – элементы гильбертова пространства из области опре-
деления операторов L и L∗ соответственно. Функцию p пока будем
предполагать неопределенной.

Умножим скалярно (4.5.16) и (4.5.17) на ϕ∗ и δϕ соотвественно
и вычтем результаты один из другого. Тогда получаем

(Lδϕ, ϕ∗)− (δϕ, L∗ϕ∗) = (δF, ϕ∗)− (δϕ, p). (4.5.19)

Выражение, стоящее в левой части равенства (4.5.19) с учетом
(4.5.18), равно нулю. Следовательно,

(δϕ, p) = (δF, ϕ∗). (4.5.20)

Рассмотрим теперь набор линейных функционалов

δJn = (δϕ, pn). (4.5.21)

Если, в частности, pn = δ(x− xn), то

δJn = δϕ(xn). (4.5.22)

Функцию ϕ∗, соответствующую pn, будем обозначать через ϕ∗
n.

Таким образом, на основе равенства (4.5.20) будем иметь набор
функционалов

δJn = (δF, ϕ∗
n). (4.5.23)

Предположим, что мы заранее выбрали N функционалов J1, J2, . . . ,
Jn, а также соответственно решили N сопряженных задач

L∗ϕ∗
n = pn, n = 1, 2, . . . , N. (4.5.24)

Из (4.5.23) следует, что нет необходимости вычислять вариации
δϕ, соответствующие различным наборам параметров δαi и δβj, по-
скольку, задавая ϕ∗

n(n = 1, 2, . . . , N), можно непосредственно вычис-
лять значения функционалов δJn при любых возмущениях во входных
данных.
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Часть II

Глобальные проблемы окружающей
среды и методы оптимизации

на основе сопряженных уравнений
Количество сложных проблем, которые могут быть исследованы

с помощью аппарата сопряженных уравнений, изложенного в части I
монографии, поистине огромно. Это проблемы и квантовой механики,
и ядерной энергетики, и нелинейных кинетических процессов в химии
и многое другое.

Однако в настоящей части книги мы подробно обсудим лишь про-
блемы окружающей среды и климата. Они взаимосвязаны и становят-
ся центральными для жизни на Земле.

Первая проблема – это окружающая среда и ее охрана. Для того
чтобы «охранять», надо познать процессы диффузии и распростране-
ния субстанции в реальной атмосфере с реальными выбросами загряз-
няющих субстанций, которые в течение дальнейшей миграции в ат-
мосфере превращаются из невредных компонентов во вредные или,
наоборот, обычно загрязняя и океаны, и континенты. Необходимо со-
ставить полную систему кинетики этих процессов.

Эти вопросы были в центре нашего внимания в течение многих лет.
Была выдвинута концепция, которая состоит в следующем: посколь-
ку мир будет непрерывно совершенствоваться, а цивилизация будет
развиваться, необходимо знать заранее, всевозрастающую индустри-
альную мощь, порождаемую цивилизацией, сочетать с проблемами со-
хранения природы, окружающей среды. Концепция связана с тем, что,
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приступая к выполнению любого проекта, надо прежде всего предвы-
числить те изменения в окружающей среде, которые будут связаны с
его осуществлением. Надо уже сейчас делать необходимые капитало-
вложения, чтобы не только компенсировать утрачиваемые в природе
ценности и ресурсы, но и облагораживать ее, улучшая окружающую
среду. Конечно, это потребует больших затрат. Но проблема настоль-
ко важная, что требуемые глобальные усилия будут оправданы. В са-
мом деле, о запрещении ядерного оружия можно договориться вооб-
ще. И еще как можно быстрее нужно договориться о сохранении той
экосистемы, с помощью которой поддерживается жизнь на Земле.
Поэтому этот вопрос становится общечеловеческим. Такие вопросы
уже прорабатываются в мировом научном сообществе. Организация
Объединенных Наций призывает даже создать соглашения об исполь-
зовании природы всех стран в интересах всего человечества. Приро-
да каждой страны, ее экологические компоненты являются составной
частью достояния всего человечества. И, когда это будет понято все-
ми, могут появиться действенные методы для решения упомянутых
проблем. Они позволят и развивать цивилизацию, и сохранять и при-
умножать природные богатства.

Именно для решения этих вопросов создаются математический ап-
парат и имитационные модели. Большие возможности здесь дают
и сопряженные уравнения, рассматриваемые в настоящей моногра-
фии, с помощью которых можно оценить степень воздействия загряз-
няющих субстанций на биосферу и изменение экологического режима
планеты в целом. Фактически ученые уже подготовили математиче-
ский аппарат для имитационных расчетов и в локальном, и в гло-
бальном плане. Сейчас задача состоит в том, чтобы с помощью ис-
следований показать адекватность этих моделей в системе измерений
ресурсов планеты под влиянием человеческой деятельности.

Вторая проблема – взаимодействие атмосферы и океана. Посте-
пенно приближаясь к постановке задач взаимодействия атмосферы
и океана, исследователи постепенно накапливали знания о динами-
ке атмосферы и динамике океана как двух более или менее неза-
висимых систем. В дальнейшем по мере накопления знаний об этих
системах использовался и новый математический аппарат, с помо-
щью которого оказалось возможным более детальное описание слож-
ных процессов. Далее произошел переход с помощью использования
электронно-вычислительной техники от простых моделей к сложным
моделям гидротермодинамики этих двух систем, который завершился
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созданием моделей взаимодействия атмосферы и океана. Ключ к ре-
шению проблемы изменения климата на нашей планете находится
именно на фоне взаимодействия двух систем. В свое время автором
была предложена модель взаимодействия атмосферы и океана с уче-
том особенностей этой сложнейшей системы. Смысл ее состоит в сле-
дующем.

Нагретые в экваториальных зонах Атлантики, в районе Карибско-
го бассейна, воды с помощью течения Гольфстрим транспортируются
в северные широты Атлантики, в район Исландии. Они там соседству-
ют с холодными водами и, перемешиваясь, представляют собой вер-
тикально неустойчивую систему. Возникает механизм передачи мощ-
ного потока тепла, запасенного в экваториальных водах, в атмосферу
северных районов Атлантики. Прогретые океанскими водами воздуш-
ные массы в этой области океана, соседствуя с полярными холодны-
ми воздушными течениями, образуют гидротермодинамически сильно
неустойчивую систему. Для разрешения появляющихся неустойчиво-
стей в этой области возникают циклоны и антициклоны, которые под
влиянием планетарного западно-восточного переноса направляют эти
атмосферные образования, а с ними запасы тепла и влаги на Европу
и Азиатский континент.

То же самое происходит и в Тихом океане. Там действует та же схе-
ма. Но главным инструментом передачи энергии уже является течение
Куросио. А областью, где освобождается тепло, запасенное этим те-
чением в Южно-Китайском море, является акватория районов Тихого
океана вблизи Алеутских островов. Там циклоническая деятельность
направлена на Северо-Американский континент.

Оказалось, что интенсивность циклональной глобальной деятель-
ности существенно зависит от того, сколько тепловой энергии накопят
Гольфстрим и Куросио в зонах своего формирования.

Эта модель дала возможность перейти к формированию концепции
так называемых энергоактивных зон в океане. На базе этой концеп-
ции был создан национальный проект СССР, который осуществлял-
ся с 1981 г. Он изучал те зоны океана, в которых наиболее суще-
ственно происходят его взаимодействия с атмосферой. Мы надеемся,
что дальнейшее развитие эксперимента с крупными динамическими
факторами, которые происходят в атмосфере, в системе океан – кон-
тинент, позволят подойти к решению задачи об изменении климата.
Представляется, что эта проблема будет все более значимой. И к это-
му имеются все возможности – электронные машины, спутниковые
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наблюдения, исследовательские корабли и большой интерес ученых
всех стран к познанию глобальных проблем. Эти исследования, по
существу, становятся международными.

Имея в виду все возрастающее значение спутниковых измерений
характеристик атмосферы, океана и всей окружающей среды, автор
счел возможным поместить в монографии свои исследования по при-
менению сопряженных задач для уравнений переноса излучения, на
основе которых наиболее корректно ставятся обратные задачи по вос-
становлению параметров атмосферы и подстилающей поверхности.
Эти постановки должны прийти на смену простейшим моделям, ко-
торые применяются в настоящее время и основаны на анализе так
называемых функций пропускания.

В заключение настоящей части книги мы включили главу 8, по-
священную решению обратных задач спутниковой метеорологии на
основе как основных, так и сопряженных уравнений. Проблемы это-
го плана носят глобальный характер, и их бурное развитие в связи
с космическими исследованиями уже начались. Нет сомнения, что
слежение за Землей как за планетой, ее ресурсами, состоянием атмо-
сферы, океана и континентов в равной степени потребуется и для це-
лей охраны окружающей среды и геофизического мониторинга, и для
целей анализа климата и его изменений.

Хотелось бы призвать к тому, чтобы эти проблемы еще больше все-
сторонне развивались. Они очень трудны, экономически дороги, но на
этом экономить человечество не может. Исправление наших экологи-
ческих ошибок станет во много раз дороже, а иногда их исправить
вообще будет просто невозможно. Поэтому мы имеем дело с большой
наукой о глобальных процессах, которая все более становится всеоб-
щей как по проблемам, так и по последствиям для жизни на нашей
планете. Эта проблема должна объединить всех людей на Земле.

В заключение отметим, что строгий математический анализ поста-
новок задач в рассматриваемых глобальных проблемах мы будем за-
трагивать лишь в минимальной форме, концентрируя все внимание на
их алгоритмических аспектах. Читатель, пользуясь исследованиями
части I книги, без труда может провести необходимые исследования.
С этой целью необходимо ввести в рассмотрение соответствующие
пространства функций, дать их подробное описание, имея в виду, что-
бы все используемые для построения алгоритмы имели смысл и были
полностью обоснованы.
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Глава 5

Анализ математических
моделей в проблеме
окружающей среды

Окружающая среда, ее состояние и борьба с загрязнением стано-
вятся едва ли не центральной проблемой науки, поскольку жизне-
обеспечение на планете в целом и в ее отдельных районах является
практической задачей деятельности людей. Индустриальные выбросы
загрязняющих субстанций в атмосферу и океан становятся столь зна-
чительными, что они оказывают отрицательное воздействие на эко-
логию больших промышленных зон и начинают воздействовать на
глобальные процессы через изменения радиационного баланса Земли
в связи с повышением концентрации углекислого газа, других аэро-
золей и состоянием озонного слоя атмосферы. Более значительные
изменения экологических процессов наблюдаются в промышленных
регионах за счет вредных выбросов и образования «кислотных до-
ждей».

Перенос загрязняющих субстанций в атмосфере осуществляется
ветровыми потоками воздуха с учетом их мелкомасштабных флук-
туаций. Осредненный поток субстанций, переносимый воздушными
массами, как правило, имеет адвективную и конвективную составля-
ющие, а осредненные флуктуационные их движения можно интерпре-
тировать как диффузию на фоне основного осредненного движения.

В настоящей главе будут рассмотрены различные модели переноса
и диффузии субстанций, основные и сопряженные уравнения, изло-

222

222



223

жены подходы к теории возмущений и решению обратных задач, воз-
никающих как при формулировке моделей, так и при решении прак-
тических задач по минимизации загрязнений.

5.1. Уравнение переноса примесей
в атмосфере. Единственность решения

Пусть ϕ(x, y, z, t) – интенсивность аэрозольной субстанции, ми-
грирующей вместе с потоком воздуха в атмосфере. Решение задачи
определим в цилиндрической области G с поверхностью S, состоящей
из боковой поверхности цилиндра

∑
, нижнего основания

∑
0 (при

z = 0) и верхнего основания
∑

H (при z = H). Если u = ui + υj +
+ ωk, ( где i, j, k – единичные векторы в направлении осей x, y, z), то
перенос субстанции вдоль траектории частиц воздуха с сохранением
ее интенсивности запишется простейшим образом:

dϕ

dt
= 0,

или в развернутом виде

∂ϕ

∂t
+ u

∂ϕ

∂x
+ υ

∂ϕ

∂y
+ ω

∂ϕ

∂z
= 0. (5.1.1)

Поскольку для нижней части атмосферы с хорошей точностью вы-
полняется закон сохранения массы, выраженный уравнением нераз-
рывности

∂u

∂x
+

∂υ

∂y
+

∂ω

∂z
= 0, (5.1.2)

то в результате приходим к уравнению

∂ϕ

∂t
+ divuϕ = 0. (5.1.3)

В дальнейшем, если это не оговорено особо, будем считать, что
divu = 0. Кроме того, будем предполагать, что

ω = 0 при z = 0, z = H. (5.1.4)

При выводе (5.1.3) мы воспользовались тождеством, имеющим ме-
сто при условии дифференцируемости функции ϕ и u:

u
∂ϕ

∂x
+ υ

∂ϕ

∂y
+ ω

∂ϕ

∂z
= divuϕ− ϕdivu. (5.1.5)
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С учетом (5.1.2) последний член в равенстве (5.1.5) обращается
в нуль, и оно принимает вид

u
∂ϕ

∂x
+ υ

∂ϕ

∂y
+ ω

∂ϕ

∂z
= divuϕ. (5.1.5′)

В дальнейшем мы неоднократно будем использовать это важное
соотношение.

К уравнению (5.1.3) присоединим начальные данные

ϕ = ϕ0 при t = 0 (5.1.6)

и условия на границе S области G

ϕ = ϕs на S при un < 0, (5.1.7)

где ϕ0 и ϕS – заданные функции; un – проекция вектора u на внеш-
нюю нормаль к поверхности S. Соотношение (5.1.7) задает решение
на той части S, где воздушные массы вместе с исследуемой субстан-
цией «втекают» в область G. Точное решение задачи (5.1.3) возможно
в том случае, когда известны значения функций u, υ и ω в простран-
стве и во все моменты времени. Если же информации о компонентах
вектора скорости недостаточно, то в этом случае удобно пользоваться
различными приближениями, о которых речь пойдет ниже.

Уравнение (5.1.3) может быть обобщено. Так, если в процессе рас-
пространения часть субстанции входит в реакцию с внешней средой
или распадается, то этот процесс можно интерпретировать как по-
глощение субстанции пропорционально величине σ. В этом случае
уравнение (5.1.3) перейдет в следующее:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = 0, (5.1.8)

где σ ≥ 0 – величина, обратно пропорциональная времени. Смысл
этой величины будет особенно понятен, если в (5.1.8) положить
u = ϕ = ω = 0. Тогда (5.1.8) переходит в уравнение ∂ϕ

∂t
+ σϕ = 0,

решением которого будет функция ϕ = ϕ0e
−σt. Отсюда видно, что σ

есть величина, обратная интервалу времени, за который интенсив-
ность субстанции по сравнению с начальной интенсивностью умень-
шится в е раз.
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Если в области определения решения имеются источники рассмат-
риваемой загрязняющей субстанции ϕ, описываемые функцией
f(x, y, z, t), то уравнение (5.1.8) примет вид

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = f. (5.1.9)

Переходим теперь к исследованию постановки задачи и связанных
с уравнением (5.1.9) условий. Умножим это уравнение на ϕ и ре-
зультат проинтегрируем по времени на интервале 0 ≤ t ≤ T и по
пространству в области G. Получим тождество

∫

G

ϕ2

2
dG

∣∣∣∣∣∣
t=T

−
∫

G

ϕ2

2
dG

∣∣∣∣∣∣
t=0

+

T∫

0

dt

∫

G

div
uϕ2

2
dG +

+ σ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ2dG =

T∫

0

dt

∫

G

fϕdG.

(5.1.10)

По формуле Остроградского – Гаусса имеем
∫

G

div
uϕ2

2
dG =

∫

S

unϕ
2

2
dS. (5.1.11)

Заметим, что в силу (5.1.4) un при z = 0, z = H обращается в нуль,
поэтому в (5.1.11) интегрирование по S можно заменить интегрирова-
нием по боковой поверхности Σ. Однако ради общности мы сохраним
здесь обозначение S, поскольку имеет место условие (5.1.4). Полагая

ϕ = ϕ0 при t = 0,
ϕ = ϕs на S при un < 0,

(5.1.12)

где ϕ0 и ϕS – заданные функции, и подставляя эти функции в (5.1.10),
получаем тождество

∫

G

ϕ2
T

2
dG+

T∫

0

dt

∫

S

u+
nϕ

2

2
dS + σ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ2dG =

=

∫

G

ϕ2
0

2
dG−

T∫

0

dt

∫

S

u−
nϕ

2

2
dS +

T∫

0

dt

∫

G

fϕdG,

(5.1.13)
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где

u+
n =

{
un, un > 0,
0, un < 0;

u−
n = un − u+

n .

Тождество (5.1.13) будет основным при исследовании единственно-
сти решения задачи (5.1.9), (5.1.12). В самом деле, предположим, что
уравнениям (5.1.9) и одним и тем же условиям (5.1.12) удовлетворя-
ют два разных решения задачи – пусть это будут ϕ1 и ϕ2. Для их
разности ω = ϕ1 − ϕ2 получим задачу

∂ω

∂t
+ divuω + σω = 0, (5.1.14)

ω = 0 при t = 0,
ω = 0 на S при un < 0.

(5.1.15)

Для функции ω множество (5.1.13) примет вид

∫

G

ω2
T

2
dG+

T∫

0

dt

∫

S

u+
nω

2

2
dS + σ

T∫

0

dt

∫

G

ω2dG = 0. (5.1.16)

Поскольку все члены (5.1.16) при ω �= 0 положительны, то это выра-
жение равно нулю, только если ω = 0, т. е. ϕ1 = ϕ2. Таким образом,
единственность решения доказана.

Естественно, что это заключение имеет место, если все операции
и преобразования, использованные в процессе доказательства, закон-
ны. Нетрудно видеть, что для этого достаточно предположить диффе-
ренцируемость решения задачи ϕ, функций u, υ, ω и существование
интегралов в (5.1.13).

Итак, задача
∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = 0, (5.1.17)

ϕ = ϕ0 при t = 0,
ϕ = ϕs на S при un < 0,

(5.1.18)

имеет единственное решение в классе функций ϕ(x, y, z, t), непре-
рывно дифференцируемых по всем переменным, с непрерывными на-
чальными данными ϕ0(x, y, z), граничными условиями ϕS(x, y, z, t)
и непрерывными и дифференцируемыми коэффициентами u(x, y, z, t),
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удовлетворяющими условию divu = 0, и кусочно-непрерывной функ-
цией σ. В дальнейшем будем предполагать, что все эти условия вы-
полнены.

Уравнение (5.1.17) можно записать в виде

∂ϕ

∂t
+ Aϕ = f, (5.1.19)

где Aϕ = divuϕ + σϕ. Можно считать, что оператор А действует
в вещественном гильбертовом пространстве L2(G) с областью опре-
деления D(A), которая является множеством непрерывно дифферен-
цируемых по x, y, z функций.

5.2. Стационарное уравнение
распространения субстанций

Перейдем теперь к описанию стационарного процесса распростра-
нения субстанций. Если коэффициенты уравнений u, υ и ω вместе
с другими входными данными задачи f и ϕs не зависят от времени,
то стационарная задача, соответствующая (5.1.17), (5.1.18), формули-
руется весьма просто:

divuϕ+ σϕ = f, (5.2.1)

ϕ = ϕs на S при un < 0. (5.2.2)

Как нетрудно убедиться, тождество, соответствующее (5.1.13), име-
ет вид

∫

S

u+
nϕ

2

2
dS + σ

∫

G

ϕ2dG = −
∫

S

u−
nϕ

2

2
dS +

∫

G

fϕdG. (5.2.3)

Методом, изложенным в § 5.1, можно показать, что задача (5.2.1),
(5.2.2) имеет единственное решение.

Итак, задача (5.2.1), (5.2.2) описывает частный процесс переноса
субстанций с неизменными во времени входными данными. Однако
набор таких частных решений, соответствующих различным стацио-
нарным входным данным задачи u, f, ϕs, может использоваться и при
описании более сложных физических ситуаций, реализуемых на прак-
тике. Чтобы это показать, предположим, что в различные периоды
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времени в атмосфере в данном регионе реализуются те или иные ти-
пы движений воздушных масс, которые за период характерного вре-
мени существования можно считать стационарными. После каждого
такого периода происходит перестройка движения воздушных масс
и наступает новое стационарное состояние. Поскольку перестройка
циркуляций происходит за период намного короче времени существо-
вания данного типа движений, то можно предположить, что перемена
типов движений происходит мгновенно. Пусть этих типов будет n.
Таким образом, мы приходим к системе независимых уравнений

divuiϕi + σϕi = f, (5.2.4)

ϕi = ϕis на S при uin < 0, i = 1, . . . , n. (5.2.5)

Задача (5.2.4), (5.2.5), где ϕis – значение функции ϕi на границе S;
uin – проекция вектора скорости ветра i-го типа на внешнюю нормаль
к границе, соответствует каждому из интервалов ti < t < ti+1, длина
которого равна �ti.

Предположим, что все задачи (5.2.4), (5.2.5) решены. Тогда реше-

ние задачи о среднем за период T =
n∑

i=1

∆ti распределении примеси

найдем в виде линейной комбинации

ϕ̃ =
1

T

n∑
i=1

ϕi∆ti. (5.2.6)

Задачу (5.2.4)–(5.2.6) можно назвать статистической моделью.
Решение стационарных задач вида (5.2.1), (5.2.2) и (5.2.4), (5.2.5)

имеет много общего с решением задачи о среднем за некоторый пе-
риод времени T распределении субстанции на основе специальным
образом поставленных нестационарных задач. В самом деле, рассмот-
рим задачу

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = f, (5.2.7)

ϕ = ϕs на S при un < 0,
ϕ(r, T ) = ϕ(r, 0), r = (x, y, z) ∈ G.

(5.2.8)

Функции u и ϕs, как и в (5.2.1), (5.2.2), будем считать не завися-
щими от t.

Единственность решения задачи (5.2.7), (5.2.8) при соответствую-
щих предположениях о гладкости функций устанавливается так же,
как в § 5.1.
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Интегрируя уравнение (5.2.7) в пределах [0, T], получаем уравне-
ние

divuϕ+ σϕ = f, ϕ =
1

T

T∫

0

ϕdt, (5.2.9)

из которого в силу единственности решения задачи (5.2.1), (5.2.2)
следует, что среднее за период T решение задачи (5.2.7), (5.2.8) сов-
падает с решением задачи (5.2.1), (5.2.2).

Рассмотрим более сложный случай. Пусть достаточно гладкая на
[0, T] функция u на каждом из интервалов ti + τ ≤ t ≤ ti+1

(i = 0, . . . , n − 1) не зависит от времени и совпадает с ui из (5.2.4).
Время перестройки циркуляции τ будем считать много меньшим вре-
мени ∆ti, т. е.

τ � ∆ti. (5.2.10)

Решим нестационарную задачу (5.2.7), (5.2.8), соответствующую
определенному вектору u:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = f, divu = 0, (5.2.11)

ϕ = ϕs на S при un < 0, (5.2.12)

где ϕs связано с ϕis из (5.2.5) так же, как и u с ui из (5.2.4). Пред-
положим далее, что u и ϕs – периодические по времени функции с
периодом T, равным году. Задачу (5.2.11), (5.2.12) рассмотрим при
условии

ϕ(r, T ) = ϕ(r, 0), r = (x, y, z). (5.2.13)

Тогда решив задачу (5.2.11)–(5.2.13), построим среднегодовое рас-
пределение субстанции в виде

ϕ =
1

T

T∫

0

ϕdt. (5.2.14)

Нетрудно видеть, что имеется довольно тесная связь постановки
нестационарной задачи (5.2.11)–(5.2.13) с рассмотренной выше зада-
чей (5.2.4), (5.2.5).

Рассмотрим в интервале [ti + τ, ti+1] уравнение (5.2.11):

∂ϕ

∂t
+ divuiϕ+ σϕ = f (5.2.15)
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с условием (5.2.12):

ϕ = ϕs на S при uin < 0. (5.2.16)

Пусть в момент времени t = ti + τ функция ϕ принимает значение

ϕ(ti + τ) = ϕ0. (5.2.17)

Обозначим через ωi функцию вида

ωi = ϕ− ϕi, (5.2.18)

где ϕi – решение задачи (5.2.4), (5.2.5). Эта функция для
t ∈ [ti + τ, ti+1] является решением задачи

∂ωi

∂t
+ divuiωi + σωi = 0,

ωi = 0 на S при uin < 0,

ωi(ti + τ) = ϕ0 − ϕi.

(5.2.19)

Умножим первое уравнение из (5.2.19) на ωi и результат проинте-
грируем по области G. В итоге получим

‖ωi‖(
d

dt
‖ωi‖+ σ|ωi‖) +

∫

S

ω2
i u

+
in

2
dS = 0, (5.2.20)

где ‖ω‖ = (
∫
G

ω2dG)
1
2 . Из (5.2.20) следует неравенство

‖ωi‖ ≤ exp{−σ(t− ti − τ)}‖ϕ0 − ϕi‖. (5.2.21)

Таким образом, решение задачи (5.2.11)–(5.2.13) на каждом из ин-
тервалов ti ≤ t ≤ ti+1, начиная с некоторого момента времени, мо-
жет достаточно мало отличаться от решения соответствующей задачи
(5.2.4), (5.2.5). В целом степень отличия этих функций существенно
зависит от величины �ti. Для рассматриваемого класса задач есте-
ственна такая величина �ti(i = 1, . . . , n), что бы интервал, на котором
функции ϕ и ϕi различаются незначительно, существенно превос-
ходил его дополнение до �ti. Учитывая это обстоятельство, введем
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в рассмотрение величину ε и будем считать распределения плотностей
ϕ1 и ϕ2 загрязняющей субстанции совпадающими, если

‖ϕ1 − ϕ2‖ ≤ ε. (5.2.22)

Обозначим через τi время, необходимое для установления в смыс-
ле определения (5.2.22) процесса распространения субстанции ϕ на
интервале ti + τ ≤ t ≤ ti+1. Тогда

τi =
1

σ
ln
‖ϕ0 − ϕi‖

ε
� �ti. (5.2.23)

Действуя аналогично изложенному выше, с учетом неравенства
(5.2.21) получаем оценку для функции ϕ в интервале ti ≤ t ≤ ti + τ :

‖ϕ‖ ≤ e−σ(t−ti)(‖ϕi−1‖+ ε) +
‖f‖
σ

(1− e−σ(t−ti)). (5.2.24)

Рассмотрим среднегодовое значение субстанции ϕ:

ϕ =
1

T

T∫

0

ϕdt =
1

T

n∑
i=1

ϕi∆ti +
1

T

n−1∑
i=1

ti+1∫

ti+τ+τi

ωidt −

− 1

T

n∑
i=1

ϕi(τ + τi) +
n−1∑
i=0

ti+τ+τi∫

ti

ϕdt.

(5.2.25)

Отсюда в силу соотношений (5.2.21)–(5.2.24) следует, что разность
между осредненными по интервалу [0, T] решениями задач (5.2.4),
(5.2.5) и (5.2.11)–(5.2.13) удовлетворяет неравенству

‖ϕ− ϕ̃‖ ≤ ε+ (ε+ 3‖f‖/σ) r

∆t
,

где r = max(τ + τi),∆t = T
n
. Учитывая условие (5.2.10) и выбирая

∆t, τi так, чтобы r/∆t ≤ ε, получаем

‖ϕ− ϕ̃‖ ≤ (1 + 3‖f‖/σ)ε+ ε2. (5.2.26)

Таким образом, решения задач о среднем за период T распределе-
нии субстанций с помощью статистической модели и нестационарной
задачи (5.2.11)–(5.2.13) при сделанных предположениях достаточно
близки друг к другу.

В заключение отметим, что, решая задачу (5.2.4), (5.2.5) или
(5.2.11)–(5.2.13) и осредняя результаты с помощью (5.2.6) или (5.2.14)
соответственно, мы учитываем процесс диффузии субстанций, вы-
званный флуктуацией входных данных.
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5.3. Диффузионное приближение.
Единственность решения

Рассмотренные в § 5.2 модели распространения примесей в ат-
мосфере от источников загрязнения описывают существо процесса,
но в некоторой степени идеализируют реальные процессы, которые
сложнее и богаче по своему физическому содержанию. Представим
себе случай, когда адвективное и конвективное движения в атмосфе-
ре отсутствуют, т. е. u = υ = ω = 0. Тогда в соответствии с нашими
моделями нестационарная задача переноса субстанций принимает вид

∂ϕ

∂t
+ σϕ = f,

ϕ = ϕ0 при t = 0.
(5.3.1)

Если f не зависит от t, то решение задачи имеет вид

ϕ = ϕ0e
−σt +

f

σ
(1− e−σt) (5.3.2)

и при t −→ ∞ переходит в решение соответствующей стационарной

задачи σϕ = f , т. е. ϕ =
f

σ
.

Известно, что такая простейшая модель не описывает основных
особенностей переноса субстанций от источника f. На самом деле
мы знаем, что в атмосфере примесь как бы расплывается, образуя
довольно сложное распределение аэрозолей в значительной окрестно-
сти от выброса. И это неудивительно, поскольку даже в безветрен-
ную погоду атмосфера является средой турбулентной, где спонтанно
образуются мелкомасштабные флуктуации (обычно вихри), которые
диссипируют и создают условия новых образований.

Спектр таких флуктуаций изучен достаточно хорошо, и именно
ими обусловлено размывание источника выбросов в атмосфере. По-
скольку такие флуктуации проявляются лишь статистически, у нас
нет возможности предвычислять или даже фиксировать их в реаль-
ной обстановке. Если бы это было возможно, то расплывания источ-
ника аэрозоля и его распространения можно было бы предвычислить
на основе модели (5.2.4), (5.2.5) или более точной модели (5.2.7),
(5.2.12), (5.2.13). Однако такая возможность исключается, и поэто-
му необходимо модифицировать модели так, чтобы они статистически
учитывали постоянно генерируемые атмосферные флуктуации.
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Физика флуктуационных эффектов изучена к настоящему времени
достаточно хорошо, но их математическое описание до сих пор в боль-
шинстве случаев основывается на полуэмпирических соотношениях.
Рассмотрим кратко эту простейшую теорию.

Предположим, что некоторая функция a представима в виде суммы
осредненной a и флуктуационной a′ компонент, т. е. a = a + a′; при
этом считаем, что

a′ � a, (5.3.3)

т. е. флуктуации субстанции a малы. Будем далее полагать, что a
осредняется по достаточно большому интервалу времени T:

a =
1

T

t+T∫

t

adt′, (5.3.4)

и на этом интервале

a′ =
1

T

t+T∫

t

a′dt′ = 0. (5.3.5)

Если наш процесс удовлетворяет условиям (5.3.3)–(5.3.5), то воз-
можен следующий подход к построению нужных нам уравнений, опи-
сывающих распространение субстанции в разных ситуациях.

Проинтегрируем уравнение (5.1.8) в пределах t ≤ τ ≤ t+ T :

ϕ(t+ T )− ϕ(t) + div

t+T∫

t

uϕdt′ + σ

t+T∫

t

ϕdt′ = 0. (5.3.6)

Пусть ϕ = ϕ+ϕ′,u = u+ u′. Тогда (5.3.6) переходит в соотношение

ϕ(t+ T )− ϕ(t)

T
+ divu ϕ+ divu′ϕ′ + σϕ = 0, (5.3.7)

или
ϕ(t+ T )− ϕ(t)

T
+ divuϕ+ divu′ϕ′ + σϕ =

=
−ϕ′(t+ T ) + ϕ′(t)

T
.

(5.3.8)

Введем масштабирование основных величин. Пусть ϕ = AΦ
и ϕ′ = aΦ′, где Φ и Φ′ уже одного порядка. По предположению ϕ′ � ϕ,
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поэтому a � A. Пусть a/A = ε. Тогда (5.3.8) можно переписать в виде

Φ(t+ T )− Φ(t)

T
+ divuΦ+ εdivu′Φ′ + σΦ =

ε

T
O(1), (5.3.9)

где O(1) означает величину порядка Φ′. Таким образом, правая часть
уравнения (5.3.9) является малой величиной порядка ε/T и может
быть отброшена, а мы приходим к уравнению

ϕ(t+ T )− ϕ(t)

T
+ divu ϕ+ divu′ϕ′ + σϕ = 0. (5.3.10)

Если T – интервал времени, на котором функция ϕ(t) изменяется
мало, то (ϕ(t + T ) − ϕ(t))/T можно приближенно заменить на про-
изводную ∂ϕ/∂t и получить в результате уравнение для осредненной
составляющей:

∂ϕ

∂t
+ divu ϕ+ divu′ϕ′ + σϕ = 0, (5.3.11)

которое отличается от уравнения (5.1.3) флуктуационным моментом
divu′ϕ′. Именно этот член ответствен за размывание потока воздуш-
ных масс, увлекающего частицы загрязняющих субстанций.

Установлено, что для атмосферных процессов возможно следую-
щее полуэмпирическое представление компонент вектора u′ϕ′ через
осредненные поля субстанций:

u′ϕ′ = −µ
∂ϕ

∂x
, υ′ϕ′ = −µ

∂ϕ

∂y
, u′ω′ = −ν

∂ϕ

∂z
. (5.3.12)

Здесь µ ≥ 0 и ν ≥ 0 – соответственно горизонтальный и вертикаль-
ный коэффициенты диффузии; они определяются экспериментально.

Если соотношения (5.3.12) учесть в (5.3.11), то получим диффузи-
онное приближение уравнения распространения субстанций в атмо-
сфере:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = Kϕ, (5.3.13)

где

Kϕ =
∂

∂x
µ
∂ϕ

∂x
+

∂

∂y
µ
∂ϕ

∂y
+

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
. (5.3.14)

Естественно, что к уравнению (5.3.13) необходимо присоединить
соотношение неразрывности

divu = 0 (5.3.15)
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и начальные данные

ϕ = ϕ0 при t = 0. (5.3.16)

Что касается граничных условий, то их набор получается при ис-
следовании единственности решения задачи.

В дальнейшем ради удобства черту сверху при функциях ϕ бу-
дем опускать, предполагая при этом, что имеем дело с осредненной
составляющей. Итак, умножим уравнение (5.3.13) на ϕ и результат
проинтегрируем как по времени 0 ≤ t ≤ T , так и по пространству:

∫

G

ϕ2
T

2
dG−

∫

G

ϕ2
0

2
dG+

T∫

0

dt

∫

S

unϕ
2

2
dS + σ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ2dG =

= −
T∫

0

dt

∫

G

{
µ

[(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2
]
+ ν

(
∂ϕ

∂z

)2
}
dG +

+

T∫

0

dt


µ

∫

Σ

ϕ
∂ϕ

∂n
dΣ + ν



∫

ΣH

ϕ
∂ϕ

∂z
dΣ−

∫

Σ0

ϕ
∂ϕ

∂z
dΣ




 .

(5.3.17)

Здесь ϕT = ϕ(T ), ϕ0 = ϕ(0), ∂ϕ/∂n – производная по направлению
внешней нормали к Σ. Напомним также, что S – полная поверхность
области G; Σ – боковая цилиндрическая поверхность; ΣH – сечение
цилиндрической поверхности на уровне z = H; Σ0 – на уровне z = 0.
Перепишем (5.3.17) в виде

∫

G

ϕ2
T

2
dG+

T∫

0

dt

∫

S

u+
nϕ

2

2
dS +

+

T∫

0

dt

∫

G

{
µ

[(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2
]
+ ν

(
∂ϕ

∂z

)2
}
dG +

+ σ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ2dG =

∫

G

ϕ2
0

2
dG−

T∫

0

dt

∫

S

u−
nϕ

2

2
dS +
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+

T∫

0

dt


µ

∫

Σ

ϕ
∂ϕ

∂n
dΣ + ν



∫

ΣH

ϕ
∂ϕ

∂z
dΣ−

∫

Σ0

ϕ
∂ϕ

∂z
dΣ




 . (5.3.18)

Поставим следующие граничные условия:

ϕ = ϕs на Σ при un < 0,

∂ϕ/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH ;

(5.3.19)

здесь α ≥ 0 – некоторая функция, характеризующая взаимодействие
примесей с подстилающей поверхностью. Кроме того,

ω = 0 при z = 0, z = H. (5.3.20)

Покажем, что условия (5.3.19), (5.3.20) вместе с условиями глад-
кости решения и входных данных и начальными условиями (5.3.16)
обеспечивают единственность решения задачи. В самом деле, исполь-
зуя (5.3.19), получаем основное соотношение

∫

G

ϕ2
T

2
dG+

T∫

0

dt

∫

S

u+
nϕ

2

2
dS +

+

T∫

0

dt

∫

G

{
µ

[(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2
]
+ ν

(
∂ϕ

∂z

)2
}
dG +

+ σ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ2dG+ ν

T∫

0

dt

∫

Σ0

αϕ2dΣ =

=

∫

G

ϕ2
0

2
dG−

T∫

0

dt

∫

S

u−
nϕ

2

2
dS + µ

T∫

0

dt

∫

Σ

ϕS
∂ϕ

∂n
dΣ.

(5.3.21)

Здесь мы перешли от S к Σ, используя (5.3.20).
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Докажем теперь единственность решения задачи. Как и в § 5.2,
предположим, что имеется два решения ϕ1 и ϕ2, удовлетворяющие
уравнению (5.3.13), начальным данным (5.3.16), граничным условиям
(5.3.19) и дополнительным условиям (5.3.15) и (5.3.20). Тогда для
разности ω = ϕ1 − ϕ2 получаем уравнение

∂ω

∂t
+ divuω + σω = Kω, (5.3.22)

начальные данные
ω = 0 при t = 0 (5.3.23)

и граничные условия

ω = 0 на Σ при un < 0,

∂ω/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0,

∂ω/∂z = αω на Σ0,

∂ω/∂z = 0 на ΣH .

(5.3.24)

Для такой постановки задачи соотношение типа (5.3.21) будет иметь
вид

∫

G

ω2
T

2
dG +

T∫

0

dt

∫

Σ

u+
nω

2

2
dΣ +

+

T∫

0

dt

∫

G

{
µ

[(
∂ω

∂x

)2

+

(
∂ω

∂y

)2
]
+ ν

(
∂ω

∂z

)2
}
dG +

+ σ

T∫

0

dt

∫

G

ω2dG+ ν

T∫

0

dt

∫

Σ0

αω2dΣ = 0.

(5.3.25)

Поскольку величины u+
n , µ, ν, σ, α в (5.3.25) неотрицательны, то это

соотношение равно нулю только в том случае, если ω = 0, т. е. если
ϕ1 = ϕ2. А это и обеспечивает единственность решения задачи. Ради
простоты в постановке задачи предполагалось f = 0. Учет источника
осуществляется так же, как и в § 5.1.
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Если учитывать возможность такого обобщения, то возможен и пе-
реход к следующей постановке задачи, обеспечивающей единствен-
ность решения задачи в диффузионном приближении при гладких
входных данных:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = Kϕ+ f,

ϕ = ϕ0 при t = 0,

ϕ = ϕs на Σ при un < 0,

∂ϕ/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(5.3.26)

Здесь также предположим, что

divu = 0, ω = 0 при z = 0, z = H.

Заметим, что наряду с (5.3.26) единственное решение допускает
и следующая постановка задачи, которая часто используется при рас-
четах:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ = Kϕ+ f,

ϕ = ϕ0 при t = 0,

ϕ = ϕs на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(5.3.27)

Естественно, что возможны и другие постановки задач, обеспечи-
вающие единственность решения.

Для дальнейших рассуждений оператор K, введенный соотношени-
ем (5.3.14), удобно представить в виде суммы двух операторов:

K = µ(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂

∂z
ν
∂

∂z
) ≡ µ∆+

∂

∂z
ν
∂

∂z
.

В этом представлении коэффициент диффузии µ ради простоты бу-
дем считать не зависящим от пространственных координат и времени.

Выше была рассмотрена общая трехмерная постановка задачи, од-
нако во многих случаях целесообразно использование двумерных
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(x, y) – приближений, которые могут быть получены с помощью по-
становки (5.3.26) или (5.3.27). Рассмотрим, например, (5.3.27). Про-
интегрировав уравнение диффузии по высоте, получим

∂

∂t

H∫

0

ϕdz +

H∫

0

divuϕ dz + σ

H∫

0

ϕdz =

=

H∫

0

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
dz + µ∆

H∫

0

ϕdz +

H∫

0

fdz.

(5.3.28)

Распишем более подробно второй член слева и первый член справа.
Предполагая, что компоненты u и υ вектора скорости не меняются
по высоте в деятельном слое переноса субстанции и ее диффузии,
получаем

H∫

0

divuϕ dz =
∂

∂x
(u

H∫

0

ϕdz) +
∂

∂y
(υ

H∫

0

ϕdz) + ωϕ

∣∣∣∣∣∣

z=H

z=0

. (5.3.29)

В силу того, что ω = 0 при z = 0 и z = H, последний член равен
нулю, и, следовательно,

H∫

0

divuϕ dz =
∂

∂x
(u

H∫

0

ϕdz) +
∂

∂y
(υ

H∫

0

ϕdz). (5.3.30)

Теперь рассмотрим равенства

H∫

0

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
dz = ν

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣∣∣

z=H

z=0

= −ν
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣∣∣∣
z=0

. (5.3.31)

С учетом граничного условия ∂ϕ/∂z = αϕ при z = 0 упростим
(5.3.31), записав

H∫

0

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
dz = −ανϕ

∣∣∣∣∣∣
z=0

.
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В предположении, что приближенно имеет место равенство

ϕ|z=0 =
1

H

H∫

0

ϕdz,

окончательно имеем

H∫

0

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
dz = −αν

H

H∫

0

ϕdz. (5.3.32)

Введем в рассмотрение интегральную интенсивность аэрозолей и ис-
точника

ϕ =

H∫

0

ϕdz, f =

H∫

0

fdz.

Соотношение (5.3.28) при этом запишется в виде

∂ϕ

∂t
+

∂uϕ

∂x
+

∂υϕ

∂y
+ σ ϕ = µ∆ϕ+ f, (5.3.33)

где σ = σ + αν/H. Заметим, что если σϕ – интегральное по высоте
количество распадающегося аэрозоля в процессе его миграции в ат-
мосфере, то (αν/H)ϕ – количество аэрозоля, выпадающего на поверх-
ность земли. Отбрасывая ради простоты черту сверху над решением
ϕ, функцией f и величиной σ, приходим к двумерной постановке за-
дачи:

∂ϕ

∂t
+

∂uϕ

∂x
+

∂υϕ

∂y
+ σϕ = µ∆ϕ+ f,

ϕ = ϕ0 при t = 0,

ϕ = ϕs на Σ при un < 0,

∂ϕ/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0.

(5.3.34)

Возможна и другая постановка двумерной задачи:

∂ϕ

∂t
+

∂uϕ

∂x
+

∂υϕ

∂y
+ σϕ = µ∆ϕ+ f,

ϕ = ϕ0 при t = 0,

ϕ = ϕs на Σ.

(5.3.35)
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Сделаем еще одно важное замечание: все соображения § 5.2 оста-
ются справедливыми и для диффузионного приближения. Это касает-
ся и стационарного решения задачи, когда с точностью до переход-
ных процессов решение основной задачи находится осреднением по
ансамблю частных задач вида

divuiϕi + σϕi = Kϕi + f, divui = 0 (5.3.36)

с условиями
ϕi = ϕis на Σ при uin < 0,

∂ϕi/∂n = 0 на Σ при uin ≥ 0,

∂ϕi/∂z = αiϕi на Σ0,

∂iϕ/∂z = 0 на ΣH .

(5.3.37)

При этом решение задачи о среднем за период T распределении
субстанции находится в виде

ϕ =
1

T

n∑
i=1

ϕi�ti, (5.3.38)

где T =
n∑

i=1

�ti, а �ti – время устойчивого режима движения воздуш-

ных масс данного типа.

5.4. Простейшее диффузионное уравнение

Процесс переноса и диффузии субстанции удобнее рассмотреть
сначала на простых примерах одномерных задач, постепенно услож-
няя их математическую постановку. Поэтому прежде всего рассмот-
рим простейшую диффузионную постановку задачи

σϕ = µ
d2ϕ

dx2
+Qδ(x− x0) (5.4.1)

в бесконечной среде −∞ < x < ∞, где Q – мощность источника, вы-
брасывающего в атмосферу аэрозоль. В качестве граничных условий
в этом случае следует использовать предположение об ограниченно-
сти решения во всей области определения. Отметим, что в уравнении
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(5.4.1) функция f конкретизирована и представлена в виде, характер-
ном для задач рассматриваемого класса. Задачу (5.4.1) удобно приве-
сти к эквивалентной форме без δ-функции. Для этого проинтегрируем
уравнение (5.4.1) в точке x = x0:

σ

x0+ε/2∫

x0−ε/2

ϕ dx = µ
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣∣∣∣
x0+ε/2

− µ
dϕ

dx

∣∣∣∣∣∣∣
x0−ε/2

+Q.

Переходя к пределу ε → 0, получаем важное соотношение

µ
dϕ

dx

∣∣∣∣
x0+

− µ
dϕ

dx

∣∣∣∣∣
x0−

+Q = 0. (5.4.2)

Теперь будем рассматривать две области: −∞ < x ≤ x0,
x0 ≤ x < ∞, а решения будем обозначать ϕ− и ϕ+ соответственно,
т.е. будем рассматривать две задачи:

µ
d2ϕ+

dx2
− σϕ+ = 0,

ϕ+ = 0 при x → ∞;

(5.4.3)

µ
d2ϕ−

dx2
− σϕ− = 0,

ϕ− = 0 при x → −∞;

(5.4.4)

Связь решений задач (5.4.3) и (5.4.4) осуществляется с помощью
соотношения

µ
dϕ+

dx
− µ

dϕ−

dx
+Q = 0 при x = x0. (5.4.5)

Предполагая решение задачи непрерывным во всех точках области,
включая x = x0, приходим ко второму условию:

ϕ+ = ϕ− при x = x0. (5.4.6)

Нетрудно видеть, что решениями задач (5.4.3) и (5.4.4) соответ-
ственно будут

ϕ+ = c+exp{−
√

σ/µ(x− x0)}, ϕ− = c−exp{−
√

σ/µ(x0 − x)}. (5.4.7)
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Подставляя (5.4.7) в (5.4.5) и (5.4.6) и решая линейные уравнения
относительно c+ и c−, получаем

c+ = c− =
Q

2
√
µσ

.

Таким образом, решение задачи (5.4.1) имеет вид

ϕ(x) =
Q

2
√
σµ

{
exp{−

√
σ/µ(x− x0)} при x ≥ x0,

exp{−
√

σ/µ(x0 − x)} при x ≤ x0.
(5.4.8)

Рис. 5.1

График функции ϕ(x) приведен на рис. 5.1. Из него видно, что
в результате диффузионного процесса устанавливается решение, экс-
поненциально и симметрично убывающее в оба направления x = x0.
Легко проверить, что

∞∫

−∞

dx =
Q

σ
.

Рассмотрим теперь более интересный случай, когда скорость пото-
ка воздушных масс отлична от нуля. Предположим, что она постоянна
и положительна. Тогда имеем уравнение

u
dϕ

dx
+ σϕ = µ

d2ϕ

dx2
+Qδ(x− x0) (5.4.9)

на прямой −∞ < x < ∞. Аналогично рассмотренному случаю (5.4.9)
с условием на бесконечности сведем к двум задачам:

µ
d2ϕ+

dx2
− u

dϕ+

dx
− σϕ+ = 0,

ϕ+ = 0 при x → ∞;

(5.4.10)
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µ
d2ϕ−

dx2
− u

dϕ−

dx
− σϕ− = 0,

ϕ− = 0 при x → −∞.

(5.4.11)

Связь решений задач (5.4.10), (5.4.11), как нетрудно убедиться,
осуществляется с помощью соотношений

µ
dϕ+

dx
− µ

dϕ−

dx
+Q = 0,

ϕ+ = ϕ− при x = x0.

(5.4.12)

Решения задач (5.4.10), (5.4.11) представим в форме

ϕ+ = c+ exp{−(

√
σ

µ
+

u2

4µ2
− u

2µ
)(x− x0)} при x ≥ x0,

ϕ+ = c− exp{−(

√
σ

µ
+

u2

4µ2
+

u

2µ
)(x0 − x)} при x ≤ x0.

(5.4.13)

Подставляя (5.4.13) в (5.4.12), получим c+ = c− = c и

c+ = c− = c = Q/
√

4σµ+ u2.

В результате имеем решение задачи в виде

ϕ(x) =
Q√

4σµ+ u2




exp{−(

√
σ

µ
+

u2

4µ2
− u

2µ
)(x− x0)} при x ≥ x0,

exp{−(

√
σ

µ
+

u2

4µ2
+

u

2µ
)(x0 − x)} при x ≤ x0.

(5.4.14)
График функции ϕ(x) приведен на рисунке 5.2. Рисунок показыва-

ет, что при u > 0 левая (по отношению к x = x0) часть экспоненты
прижимается к x = x0, а правая, наоборот, расплывается, что как раз
характеризует снос субстанции ветром с одновременной диффузией.

Рассмотрим более сложную ситуацию: длительное время ветер дул
в сторону положительных значений x (u1 > 0), затем переменился
и стал дуть в противоположном, отрицательном направлении (u2 < 0).
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Рис. 5.2 Рис. 5.3

В этом случае имеем два решения:

ϕ1 =
Q√

4σµ+ u2
1




exp{−(

√
σ

µ
+

u2
1

4µ2
− |u1|

2µ
)(x− x0)} x ≥ x0,

exp{−(

√
σ

µ
+

u2
1

4µ2
+

|u1|
2µ

)(x0 − x)} x ≤ x0;

(5.4.15)

ϕ2 =
Q√

4σµ+ u2
2




exp{−(

√
σ

µ
+

u2
2

4µ2
+

|u2|
2µ

)(x− x0)} x ≥ x0,

exp{−(

√
σ

µ
+

u2
2

4µ2
− |u2|

2µ
)(x0 − x)} x ≤ x0.

(5.4.16)

Если в сторону положительных значений x(u1 > 0) ветер дул �t1
суток, а в сторону отрицательных значений x(u2 < 0) он дул �t2
суток, то среднее значение субстанции находится по формуле

ϕ(x) =
�t1

�t1 +�t2
ϕ1(x) +

�t2
�t1 +�t2

ϕ2(x). (5.4.17)
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Схематически решение (5.4.17) изображено на рисунке 5.3. Заме-
тим, что в данной постановке использовался метод прямого модели-
рования без учета переходных процессов.

Наконец, рассмотрим статистическую модель, когда и ветер зада-
ется статистически. Пусть

u(ξ) = up(ξ), (5.4.18)

где ξ – случайная величина в интервале 0 ≤ ξ ≤ 1, а p(ξ) – плотность

вероятности, нормированная на единицу, т. е.
1∫
0

p(ξ)dξ = 1. Если те-

чения приспосабливаются к перемене ветра мгновенно, то аналогич-
но предыдущему решение задачи (5.4.9) при условии (5.4.15) будет
иметь вид

ϕ(x) =
Q

2µ

1∫

0

ω(x− x0, u(ξ))√
σ
µ
+ u2(ξ)

4µ2

dξ, (5.4.19)

ω(x− x0, u(ξ)) =




exp{−(

√
σ

µ
+

u2(ξ)

4µ2
− u(ξ)

2µ
)(x− x0)} при x ≥ x0,

exp{−(

√
σ

µ
+

u2(ξ)

4µ2
+

u(ξ)

2µ
)(x0 − x)} при x ≤ x0.

(5.4.20)
Интегрирование в (5.4.19) при каждом фиксированном значении

x производится методом статистических испытаний (методом Монте-
Карло).

5.5. Перенос и диффузия тяжелых аэрозолей

Особый интерес при изучении задач локального загрязнения окру-
жающей среды представляют тяжелые аэрозоли. Распространяясь в ат-
мосфере, такой аэрозоль диффундирует и под действием силы тяже-
сти опускается на землю. Скорость такого опускания предвычисляет-
ся из задачи Стокса и является величиной постоянной, направленной
вниз. Поэтому, если обозначить через ωg абсолютную величину верти-
кальной скорости частиц под действием силы тяжести, в уравнениях
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переноса аэрозолей появляется новое слагаемое ωg ∂ϕ/∂z, и задача
(5.3.27) переноса и диффузии принимает вид

∂ϕ

∂t
+

∂uϕ

∂x
+

∂υϕ

∂y
+

∂(ω − ωg)ϕ

∂z
+ σϕ =

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
+ µ�ϕ+ f,

ϕ = ϕ0 при t = 0,

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(5.5.1)

Определим количество выпавшего на площади Σi ⊂ Σ0 аэрозоля
за интервал времени 0 ≤ t ≤ T на плоскости z = 0. С этой целью
проинтегрируем уравнение(5.5.1) по z в пределах 0 ≤ z ≤ H. Полагая
H∫
0

ϕdz = ϕ,
H∫
0

fdz = F и считая u и υ в «действующей» зоне не

зависящими от z, получаем

∂ϕ

∂t
+

∂uϕ

∂x
+

∂υϕ

∂y
+ σϕ = µ�ϕ− (ωg + να)ϕg + F, (5.5.2)

где ϕg = ϕ|z=0. При выводе (5.5.2) были использованы условия

ω = 0 при z = 0, z = H,

∂ϕ/∂z = αϕ при z = 0

и естественное в данном случае условие

ϕ → 0 при z → H.

Из уравнения (5.5.2) следует, что в каждую единицу времени ко-
личество аэрозоля в атмосфере над точкой (x, y) уменьшается на
величину (ωg + να)ϕg. При этом ωgϕg – часть аэрозолей, связанная
с падением частиц под действием сил тяжести, а ναϕg – часть аэро-
золей, связанная с турбулентным обменом в приграничной зоне около
земной поверхности. Заметим, что если ωg � να, то при решении
задачи о количестве выпавшего на некоторую поверхность Σi ⊂ Σ0

аэрозоля можно величиной ωg в уравнении (5.5.1) пренебречь. Если
же ωg сравнима с величиной να или превосходит ее, то вместо задачи
(5.3.27) необходимо рассматривать задачу (5.5.1).
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Теперь несколько слов об основных функционалах задач. Такими
функционалами обычно являются либо полное количество аэрозолей
в заданной области Gi:

Ji =
1

T

T∫

0

dt

∫

Gi

ϕdGi, (5.5.3)

либо полное количество выпавшего на землю аэрозоля на площади Σi

цилиндрической области G:

Ji = a

T∫

0

dt

∫

Σi

ϕgdΣi. (5.5.4)

Константа a связана с гравитационным и диффузионным механиз-
мами выпадения аэрозоля. С учетом изложенного имеем

a = ωg + να. (5.5.5)

Итак, основные функционалы определены.
В дальнейшем случай тяжелых аэрозолей специально отмечаться

не будет, однако если гравитационный эффект окажется существен-
ным, то постановку задачи следует несколько изменить с учетом ре-
зультатов настоящего параграфа. Поэтому мы этот вопрос специаль-
но рассматривать не будем, имея в виду, что необходимое обобщение
осуществляется тривиально.

5.6. О структуре и моделировании
турбулентных движений в атмосфере

При изучении процесса распространения пассивных примесей в ат-
мосфере большое значение имеет согласование адвективно-конвектив-
ных процессов переноса с процессами диффузии субстанции. Пра-
вильное совместное моделирование этих двух факторов может дать
адекватное описание физических процессов распространения приме-
сей в атмосфере. Неправильный (точнее, несогласованный) их учет
может привести к большим ошибкам. Рассмотрим более подробно
проблему согласования адвективно-конвективного переноса и диффу-
зии.
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Предположим, что мы имеем дело с мезомасштабными процесса-
ми переноса с характерным временем в несколько часов. Это значит,
что в течение нескольких часов изменчивостью метеорологических
элементов можно пренебречь и в первом приближении считать их
постоянными; в нашем случае это u, υ, ω. Если мы будем решать за-
дачу распространения субстанции от источника без учета диффузии,
то в результате получим единственную траекторию, вдоль которой
перемещается исследуемая примесь. Естественно, такая постановка
немедленно входит в противоречие с логикой физического процес-
са. Поскольку известно, что от точки, где субстанция выбрасывается
в атмосферу, вдоль траектории будет наблюдаться некоторое размыва-
ние субстанции, то мы будем иметь дело не с отдельной траекторией,
а с целой областью ненулевых значений плотности загрязняющего
аэрозоля. Чем же определяются характеристики такого размывания?
В первую очередь – мелкомасштабными флуктуациями скорости вет-
ра, свойственными статистической природе атмосферных движений.
Измеряя конус расхождения, можно на основе решения модельных
задач определить коэффициенты диффузии, свойственные движени-
ям данного пространственно-временного масштаба. Поясним это на
следующем примере.

Пусть процесс переноса субстанции является двумерным и описы-
вается уравнением

Aϕ ≡ u
∂ϕ

∂x
+ υ

∂ϕ

∂y
− µ�ϕ = Qδ(r− r0), (5.6.1)

где u, υ – заданные скорости, которые ради простоты будем считать
постоянными, а µ – пока неизвестный коэффициент диффузии. Реше-
ние уравнения (5.6.1) для бесконечной области имеет вид

ϕ =
Q

2πµ
exp

{
u(x− x0) + υ(y − y0)

2µ

}
×

×K0

(√
u2 + υ2

2µ
|r− r0|

)
,

(5.6.2)

где K0(x) – функция Макдональда:

K0(x) =

∞∫

0

e−x chydy, x > 0.
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Преобразуем координаты так, чтобы начало x = 0 находилось в точ-
ке r0, а направление новой оси x было параллельно направлению век-
тора скорости u. Тогда формула (5.6.2) примет вид

ϕ =
Q

2πµ
exp

{
ũx

2µ

}
K0

(
ũ

2µ
|r|

)
, (5.6.3)

где ũ =
√
u2 + υ2.

Рис. 5.4 Рис. 5.5

Пусть теперь конус расхождения моделируемой плотности примеси
таков, что на расстоянии x1 от точки выброса примеси его ширина
равна 2y1 (рис. 5.4). Полагая величину x1 достаточной для асимпто-
тического представления функции K0(x) и задаваясь точностью изме-
рения плотности примеси в конусе расхождения порядка ε, получаем
уравнение для определения величины µ:

ϕ(x1, y1, µ) = ε, (5.6.4)

или в развернутом виде – уравнение

Q

2
√
πµ(x2

1 + y21)
exp

{
ũx

2µ
(x1 −

√
x2
1 + y21)

}
= ε. (5.6.5)

Графическое решение задачи (5.6.5) представлено на рисунке 5.5.
Предположим теперь, что мы имеем дело с процессом переноса,

временные масштабы которого составляют несколько дней (средне-
масштабные процессы). Рассуждая аналогично, усредняя метеоэле-
менты с учетом их типизации за указанный характерный масштаб

250



251

времени и пренебрегая диффузионными процессами, приходим к ус-
редненной траектории. Естественно, что такое решение не будет от-
ражать физических процессов распространения примеси, поскольку
данный средний интервал будет состоять из набора ансамблей ме-
зопроцессов переноса с характерным временем в несколько часов,
в пределах которого их можно считать слабоизменчивыми. Между
тем набор таких мезопроцессов будет определять их изменчивость
в течение нескольких суток.

Если теперь иметь информацию о типах мезопроцессов изменчиво-
сти ветра в течение нескольких дней, то необходимо решить набор
соответствующих мезомасштабных задач переноса, получить конусы
расхождения загрязняющей субстанции в процессе переноса с харак-
терными масштабами в несколько суток. Данную синтезированную
задачу можно решить и сопоставить решение с реальной формой обла-
ка аэрозоля, наблюдаемого экспериментально. Это дает возможность
судить о том, насколько адекватно отражает набор типичных мезо-
процессов физический характер моделируемого явления.

Ясно, что в данном случае нет необходимости вводить коэффици-
ент макродиффузии и можно ограничиться лишь информацией о ста-
тистической природе мезопроцессов, из которых и составляется об-
щий процесс переноса. Однако в некоторых случаях все же можно
воспользоваться приближением макродиффузии. В самом деле, при-
меним формально уравнение диффузии для описания процесса рас-
пространения примеси:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ− µ∆ϕ = f. (5.6.6)

Используя в данной модели вектор u как результат осреднения за
несколько суток и считая µ неизвестным, с помощью методов теории
возмущений можно найти соответствующее значение µ, которое бу-
дет давать наилучшее в известном смысле значение некоторого функ-
ционала. Однако при решении основной задачи (5.6.6) с выбранным
µ может оказаться, что, хотя избранный функционал и будет полу-
чен правильно, дифференциальное поле решений может отличаться от
фактического (или модельного, полученного на основе набора мезоза-
дач). Отсюда следует вывод, что если нас интересует единственный
заданный функционал, то модель переноса субстанции с выбранным
коэффициентом диффузии будет хорошим инструментом для исследо-
вателей.

251



252

Если нас интересуют более детальные характеристики поля загряз-
нения или различные функционалы, то в данном случае предпочти-
тельнее моделирование процесса с помощью набора мелкомасштаб-
ных моделей. Поэтому при решении оптимизационных задач, изуча-
емых в настоящей монографии, будем исходить из предположения
о возможности использования модели в приближении макродиффузи-
онного процесса. Однако для более детальной проработки и проверки
надежности полученных результатов требуется найти решение набора
задач, соответствующих мелкомасштабным флуктуациям.

Математически этот формализм сводится к следующему. Рассмот-
рим уравнение переноса субстанции с помощью элементарного урав-
нения диффузии

∂ϕ

∂t
+ u

∂ϕ

∂x
+ υ

∂ϕ

∂y
+ ω

∂ϕ

∂z
= µ′∆ϕ+ ν ′∂

2ϕ

∂z2
+Qδ(r− r0). (5.6.7)

Будем считать, что здесь u, υ, ω – функции вида

u = u+ u′, υ = υ + υ′, ω = ω + ω′, (5.6.8)

где u′, υ′, ω′ – компоненты изменяющегося в течение нескольких часов
вектора скорости, представляющие собой отклонения от основного по-
тока соответственно u, υ, ω с априори известной нормой отклонения;
µ′, ν ′ – коэффициенты диффузии, соотвествующие мезопроцессам. За-
дача решается как периодическая с периодом T, свойственным харак-
терному времени процесса и граничными условиями

∂ϕ/∂z = 0 при z = H,
∂ϕ/∂z = αϕ при z = 0,
ϕ → 0 при x, y → ±∞.

(5.6.9)

В результате решения набора сформулированных таким образом
задач будут учтены все статистические особенности мезопроцессов.
Следовательно, здесь нам потребуется моделирование функций u′, υ′,
ω′. Поскольку рассматриваемый процесс линеен, то при моделиро-
вании этих величин учтем их повторяемость, что соответствует их
действию на более длительных по отношению к T интервалах време-
ни. Окончательный результат решения задачи необходимо усреднять
на интервале [0, T].

Таким образом, все рассматриваемые в книге модели естественным
образом обобщаются для более точного учета статистической струк-
туры входных данных.
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Проиллюстрируем изложенное на следующем простом примере.
Пусть, как и выше, процесс переноса субстанции описывается уравне-
нием (5.6.1), решение которого имеет вид (5.6.2). Представим функ-
ции u, υ в виде

u = u+ u′(α), υ = υ + υ′(α), (5.6.10)

где отклонения u′, υ′ от основного потока u, υ, зависящие от пара-
метра α, рассматриваются как случайные флуктуации ограниченной
априори величины. Подставляя выражения (5.6.10) в (5.6.2), находим

ϕ(x, y, α) =
Q

2πµ
exp

{
u(x− x0) + υ(y − y0)

2µ

}
×

×exp

{
u′(α)(x− x0) + υ′(α)(y − y0)

2µ

}
×

×K0

{√
(u+ u′(α))2 + (υ + υ′(α))2

2µ
|r− r0|

}
.

(5.6.11)

Рис. 5.6

Функция ϕ(x, y, α) представляет собой множество возможных реа-
лизаций аэрозольного облака в зависимости от статистической струк-
туры флуктуаций. Осредненные по параметру α изолинии функции
ϕ в предположении о нормальном законе распределения флуктуаций
приведены на рисунке 5.6. Для сравнения здесь представлены изоли-
нии функции ϕ при u′ = υ′ = 0 (сплошные линии).
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При изучении глобальных процессов, период формирования кото-
рых оценивается неделями и месяцами, указанная выше методология
позволяет построить иерархию моделей, идентификация которых воз-
можна, например, с помощью космических снимков.

5.7. Сопряженное уравнение
для простейшего уравнения диффузии

Интерес к сопряженным уравнениям применительно к тем или
иным функционалам задач в математической физике возник уже дав-
но. Однако инструментом для решения задач сопряженные уравнения
становятся довольно редко. Стимулом к построению сопряженных за-
дач явилась теория возмущений, корректная формулировка которой
использует как основную, так и сопряженные задачи. Что касается
решения задач на отыскание тех или иных функционалов, то и здесь
сопряженная формулировка, отражая принцип двойственности, позво-
ляет сформулировать ряд алгоритмов, которые в тех или иных усло-
виях оказываются наилучшими как при анализе задач, так и при их
реализации.

Рассмотрим сначала простейшее уравнение диффузии

∂ϕ

∂t
+ σϕ− µ

∂2ϕ

∂x2
= Qδ(x− x0) (5.7.1)

при условии
ϕ = ϕ0 при t = 0, (5.7.2)

где ϕ – заданная функция от x, и в предположении об ограниченности
решения ϕ на всем интервале изменения x (−∞ < x < ∞).

Строго говоря, задачу (5.7.1), (5.7.2) следует рассматривать в обоб-
щенном смысле, поскольку в правой части уравнения (5.7.1) содер-
жится δ-функция. Не вдаваясь в детали, будем предполагать, что со-
ответствующая обобщенная постановка задачи сформулирована и ее
решение ϕ существует в некотором классе функций, и будем счи-
тать, что уравнение (5.7.1) есть формальная запись этой обобщенной
постановки.

Теперь приступим к построению сопряженной задачи. С этой це-
лью умножим уравнение (5.7.1) на некоторую функцию ϕ∗ (ее свой-
ства уточним в дальнейшем) и результат проинтегрируем по времени
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и пространству:

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ∗
(
∂ϕ

∂t
+ σϕ− µ

∂2ϕ

∂x2

)
dx =

= Q

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ∗ δ(x− x0)dx.

(5.7.3)

Будем далее предполагать, что функции ϕ и ϕ∗ таковы, что ин-
тегралы в (5.7.3) и все дальнейшие преобразования имеют смысл.
Заметим, что

Q

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ∗δ(x− x0)dx = Q

∫ T

0

ϕ∗(x0, t) dt. (5.7.4)

Левую часть равенства (5.7.3) постараемся преобразовать так, что-
бы за знаком скобки под интегралом стояла функция ϕ, а в скобках
– дифференциальное соотношение, содержащее функцию ϕ∗. С этой
целью воспользуемся интегрированием по частям:

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ∗∂ϕ

∂t
dx =

∞∫

−∞

ϕϕ∗

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dx−
T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ
∂ϕ∗

∂t
dx, (5.7.5)

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ∗∂
2ϕ

∂x2
dx =

T∫

0

(
ϕ∗∂ϕ

∂x
− ϕ

∂ϕ∗

∂x

)∣∣∣∣∣∣

x=∞

x=−∞

dt +

+

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ
∂2ϕ∗

∂x2
dx.

(5.7.6)

Подставив (5.7.5) и (5.7.6) в (5.7.3), получим

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ

(
−∂ϕ∗

∂t
+ σϕ∗ − µ

∂2ϕ∗

∂x2

)
dx+

255



256

∞∫

−∞

ϕϕ∗

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dx− µ

T∫

0

(
ϕ∗∂ϕ

∂x
− ϕ

∂ϕ∗

∂x

)∣∣∣∣∣∣

x=∞

x=−∞

dt =

= Q

T∫

0

ϕ∗(x0, t)dt.

(5.7.7)

Предположим, что

ϕ∗ = 0 при x → ±∞. (5.7.8)

Тогда соотношение (5.7.7) упростится:

T∫

0

dt

∞∫

−∞

ϕ

(
−∂ϕ∗

∂t
+ σϕ∗ − µ

∂2ϕ∗

∂x2

)
dx+

∞∫

−∞

(ϕTϕ
∗
T − ϕ0ϕ

∗
0)dx = Q

T∫

0

ϕ∗(x0, t)dt.

(5.7.9)

Предположим теперь, что ϕ∗ удовлетворяет уравнению

−∂ϕ∗

∂t
+ σϕ∗ − µ

∂2ϕ∗

∂x2
= p (5.7.10)

при начальных данных

ϕ∗ = 0 при t = T (5.7.11)

и граничных условиях (5.7.8). Здесь p – пока не определенная функ-
ция от x и t. Эту задачу будем называть сопряженной. Учитывая
(5.7.10), приведем соотношение (5.7.9) к виду

T∫

0

dt

∞∫

−∞

pϕdx = Q

∫ T

0

ϕ∗(x0, t)dt+

∫ ∞

−∞
ϕ(x, 0) ϕ∗(x, 0) dx. (5.7.12)

Пусть

J =

T∫

0

dt

∞∫

−∞

pϕdx (5.7.13)
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есть некоторый линейный функционал от ϕ, который необходимо рас-
считать в результате решения основной задачи (5.7.1), (5.7.2). Из
(5.7.12) следует, что этот же функционал может быть вычислен путем
решения сопряженной задачи (5.7.10), (5.7.11):

J = Q

T∫

0

ϕ∗(x0, t)dt+

∞∫

−∞

ϕ(x, 0)ϕ∗(x, 0)dx. (5.7.14)

Именно в этом заключается принцип двойственности.
Рассмотрим проблему функционалов. Функционал (5.7.13) допус-

кает самое различное физическое содержание. Пусть

p(x, t) = δ(x− ξ) δ(t− τ). (5.7.15)

Подставляя (5.7.15) в (5.7.13), получаем функционал

J = ϕ(ξ, τ), (5.7.16)

т. е. значение решения в точке x = ξ, t = τ. Заметим, что то же самое
мы получим с помощью (5.7.14), если в сопряженной задаче (5.7.10),
(5.7.11) в качестве p выберем выражение (5.7.15).

Рассмотрим другой случай. Пусть требуется найти интегральное
количество субстанции на a ≤ x ≤ b. В этом случае функцию p(x, t)
выберем в виде

p(x, t) =

{
1, x ∈ [a, b],

0, x �∈ [a, b].
(5.7.17)

Подставляя (5.7.17) в (5.7.13), находим

J =

T∫

0

dt

b∫

a

ϕdx. (5.7.18)

Этот же функционал может быть получен с помощью (5.7.14).
Предположим далее, что измеряется интегральное содержание суб-

станции ϕ на [a, b] и в интервале времени [τ1, τ2], причем разрешение
измеряющего эту субстанцию прибора зависит от x и t, т. е. прибор-
ная характеристика описывается функцией X = V (t)χ(x). Требует-
ся сопоставить измеряемый функционал с расчетным. Тогда, выбирая
функцию p(x, t) в виде

p(x, t) =

{
V (t)χ(x), x ∈ [a, b] и t ∈ [τ1, τ2],

0, x �∈ [a, b] или t �∈ [τ1, τ2],
(5.7.19)
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приходим к функционалу

J =

τ2∫

τ1

dt

b∫

a

χ(x)V (t)ϕdx. (5.7.20)

Набор возможных функционалов можно было бы расширить. Важ-
но отметить, что таким способом можно представить любой линей-
ный функционал от решения и, следовательно, для каждого из них
построить свою сопряженную задачу.

Итак, если объектом нашего рассмотрения будет не само решение,
а его некоторые функционалы, то для каждого из них может быть
сформулирована своя собственная сопряженная задача. На первый
взгляд кажется, что наиболее естественный путь состоит в решении
основной задачи, с помощью которой по формуле (5.7.13) можно рас-
считать любой функционал. В некоторых случаях такой подход дей-
ствительно оказывается наиболее целесообразным. Однако при пла-
нировании сооружений, связанных с выбросом аэрозолей, или при
оценке чувствительности функционала на изменение параметров сре-
ды и решении других аналогичных вопросов аппарат сопряженных
уравнений оказывается незаменимым средством анализа. В качестве
примера рассмотрим следующую задачу.

Пусть процесс распространения загрязняющей примеси в области
G = (−∞,∞) описывается уравнением (5.7.1). Требуется найти та-
кую область ω ⊂ G, чтобы при размещении источника загрязняющей
мощностью Q в точке x0 ∈ ω функционал вида (5.7.16) – количество
загрязняющей примеси в точке x = ξ1 в момент времени t = τ1 –
не превышал некоторой заданной константы c. Начальное значение
функции ϕ для такой задачи можно выбрать нулевым:

ϕ = 0 при t = 0. (5.7.21)

Решение сформулированной задачи может быть получено по край-
ней мере двумя способами.

Первый состоит в многократном решении уравнения (5.7.1) с раз-
личными значениями x0 ∈ G, определении значений функционала
(5.7.16) и выделении на этой основе искомой зоны ω. Однако та-
кой путь требует решения значительного числа задач типа (5.7.1) и,
очевидно, неприемлем для практической реализации.

Другой способ основан на двойственном представлении функци-
онала (5.7.16) с использованием решения сопряженного уравнения.
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Для данной задачи такое представление имеет вид

J = Q

T∫

0

ϕ∗(x0, t) dt, (5.7.22)

где ϕ∗ – решение уравнения

−∂ϕ∗

∂t
+ σϕ∗ − µ

∂2ϕ∗

∂x2
= δ(x− ξ1) δ(t− τ1), (5.7.23)

при начальных условиях

ϕ∗ = 0 при t = T. (5.7.24)

Таким образом, выделение допустимой для размещения источни-
ка загрязнения зоны ω ⊂ G на основе двойственного представления
(5.7.22) функционала (5.7.16) требует только однократного решения
задачи, сопряженной к (5.7.1).

Определим функцию ϕ∗, удовлетворяющую (5.7.23), (5.7.24). С этой
целью введем новую переменную

t1 ⊂ T − t, t1 ∈ [0, T ]. (5.7.25)

При этом задача (5.7.23), (5.7.24) перейдет в задачу

∂ϕ∗

∂t1
+ σϕ∗ − µ

∂2ϕ∗

∂x2
= δ(x− ξ1) δ(T − t1 − τ1),

ϕ∗ = 0 при t1 = 0.
(5.7.26)

Отметим, что оператор задачи (5.7.26) формально совпадает с опе-
ратором задачи (5.7.1). Решение задачи (5.7.26) дается формулой

ϕ∗(x, t1) =

t1∫

0

∞∫

−∞

ϕ̃(x− ξ, t1 − τ)δ(x− ξ1) δ(T − t1 − τ1)dξ dτ, (5.7.27)

где ϕ̃(x, t) – фундаментальное решение оператора задачи (5.7.26):

ϕ̃(x, t) =
θ(t)

2
√
µπt

exp

{
−
(
σt+

x2

4µt

)}
;

θ – функция Хевисайда:

θ(t) =

{
0, t ≤ 0,
1, t > 0.
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Возвращаясь к старым переменным, находим

ϕ∗(x, t) =





1

2
√

µπ(τ1−t)
exp

{
−
[
σ(τ1 − t) + (x−ξ)2

4µ(τ1−t)

]}
при t ∈ [0, τ1),

0, при t ∈ [τ1, T ).
(5.7.28)

В соответствии с формулой (5.7.27) двойственное представление
(5.7.22) функционала (5.7.16) имеет вид

J =
Q

2
√
µπ

τ1∫

0

exp
{
−
[
σ(τ1 − t) + (x0−ξ1)2

4µ(τ1−t)

]}
√
τ1 − t

dt, (5.7.29)

или

J =
Q

2
√
µπ

K−1∑
j=0

exp
{
−
[
σ(τ1 − tj) +

(x0−ξ1)2

4µ(τ1−tj)

]}
√
τ1 − tj

�t+O(�t), (5.7.30)

где tj = j�t, �t = τ1/K.

Рис. 5.7

Рассмотрим далее функционал (5.7.29) как функцию J(x0) при x0 ∈
G и построим график этой функции. Допустимая для размещения
источника загрязненная область ω определится из неравенства J(x) <
c. Графическое решение рассмотренного примера дано на рис. 5.7, где
область ω на оси абсцисс выделена двойной линией.

Распределение загрязняющей примеси для каждого конкретного
x0 ∈ ω находится из решения задачи (5.7.1), (5.7.2), которое, учи-
тывая предыдущее изложение, запишем в виде

ϕ(x, t) =
Q

2
√
µπ

K−1∑
j=0

exp
{
−
[
σ(t− tj) +

(x−x0)2

4µ(t−tj)

]}
√
t− tj

�t+O(�t). (5.7.31)
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Мы рассмотрели случай нестационарной задачи. Если основная за-
дача стационарна:

µ
d2ϕ

dx2
− σϕ = Qδ(x− x0), ϕ = 0 при x → ±∞, (5.7.32)

то и сопряженная задача будет стационарной:

µ
d2ϕ∗

dx2
− σϕ∗ = p(x), ϕ∗ = 0 при x → ±∞. (5.7.33)

Ясно, что линейный функционал J в этом случае имеет вид

J =

∞∫

−∞

p(x)ϕdx, (5.7.34)

или
J = Qϕ∗(x0). (5.7.35)

Если в качестве функции p(x) выбрать

p(x) = δ(x− ξ), (5.7.36)

то решение сопряженной задачи (5.7.33) аналогично (5.4.8) будет
иметь вид

ϕ∗(x, ξ) =
1

2µ
√
σ/µ




exp{−
√
σ/µ(x− ξ)} при x ≥ ξ,

exp{−
√
σ/µ(ξ − x)} при x ≤ ξ.

(5.7.37)

Допустим, что мы хотим найти любое другое решение с p(x), от-
личным от (5.7.36). Тогда

ϕ∗(x) =

∞∫

−∞

p(x)ϕ∗(x, ξ)dξ, (5.7.38)

где ϕ∗(x, ξ) – фундаментальное решение (5.7.37). В частности, если
p(x) выбрать в виде (5.7.17), то

ϕ∗(x) =

b∫

a

ϕ∗(x, ξ)dξ.
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Подставляя в это выражение (5.7.37), получаем

ϕ∗(x) =
1

2σ

(
2− exp{−

√
σ/µ(b− x)} −

− exp{−
√
σ/µ(x− a)}

)
.

(5.7.39)

График этой функции представлен на рисунке 5.8.

Рис. 5.8

Рассмотрим случай диффузионного переноса субстанции с учетом
адвекции. Основная задача здесь имеет вид

∂ϕ

∂t
+ u

∂ϕ

∂x
+ σϕ− µ

∂2ϕ

∂x2
= Qδ(x− x0),

ϕ = ϕ0 при t = 0,
ϕ = 0 при x → ±∞.

(5.7.40)

Аналогично предыдущему можно получить сопряженную задачу
в виде

−∂ϕ∗

∂t
− u

∂ϕ∗

∂x
+ σϕ∗ − µ

∂2ϕ∗

∂x2
= p,

ϕ∗ = 0 при t = T, x → ±∞.

(5.7.41)

Основным функционалом задачи будет функционал

J =

T∫

0

dt

∞∫

−∞

pϕdx, (5.7.42)
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а его двойственным представлением – функционал

J = Q

T∫

0

ϕ∗(x0, t)dt+

∞∫

−∞

ϕ0ϕ
∗(x, 0)dx. (5.7.43)

Рассмотрим еще один пример, связанный с планированием соору-
жений. Пусть процесс распространения загрязняющей примеси ϕ в об-
ласти G описывается задачей (5.7.40) при u = const > 0 и ϕ0 = 0.
Требуется определить точку x0 для такого размещения источника за-
грязнения, чтобы

ϕ(ξ1, τ1) < c, (5.7.44)

|x0 − ξ1| = min
x0∈G

, (5.7.45)

где ξ1, τ1, c – заданные константы.
Для решения данной задачи снова используем двойственное пред-

ставление функционала (5.7.16):

J = Q

T∫

0

ϕ∗(x0, t)dt. (5.7.46)

В этом случае ϕ∗ есть решение уравнения (5.7.41) с правой частью,
имеющей вид (5.7.15). Найдем фундаментальное решение (5.7.41),
применив преобразование Фурье к уравнению

∂ϕ

∂t1
− u

∂ϕ

∂x
+ σϕ− µ

∂2ϕ

∂x2
= δ(t1)δ(x), (5.7.47)

где t1 = T − t. В результате получим

∂F [ϕ]

∂t1
+ (iuξ + σ + µξ2)F [ϕ] = δ(t1), (5.7.48)

где

F [ϕ] =

∞∫

−∞

ϕ(x, t)eiξxdx.

Решением уравнения (5.7.48) является функция

F [ϕ](ξ, t1) = θ(t1)exp{−(iuξ + σ + µξ2)t1}.
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С помощью обратного преобразования Фурье находим искомое фун-
даментальное решение:

ϕ(x, t1) =
θ(t1)

2
√
µπt1

exp

{
−
[
σt1 +

(x+ ut1)
2

4µt1

]}
. (5.7.49)

Воспользовавшись (5.7.27) и старыми переменными, получаем ре-
шение задачи, сопряженной к (5.7.40), с правой частью p = δ ×
× (x− ξ1)δ(t− τ1):

ϕ∗(x, t) =




1

2
√

µπ(τ1 − t)
exp

{
−

[
σ(τ1 − t) +

(x− ξ1 + u(τ1 − t))2

4µ(τ1 − t)

]}
при t ∈ [0, τ1),

0, при t ∈ [τ1, T ).

(5.7.50)

Подставив (5.7.50) в (5.7.46), получим выражение для исследуемого
функционала:

J =
Q

2
√
µπ

K−1∑
j=0

exp
{
−
[
σ(τ1 − tj) +

(x0−ξ1+u(τ1−tj))
2

4µ(τ1−tj)

]}
√
τ1 − tj

�t+O(�t),

(5.7.51)

где tj = j�t, �t = τ1/K.

Рис. 5.9

Действуя аналогично изложенному выше, определяем область
ω ⊂ G, для которой неравенство (5.7.44) справедливо. Искомую точ-
ку x0 найдем из условия (5.7.45). Графическое решение этой задачи
представлено на рисунке 5.9.
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Аналитическое выражение для функции ϕ(x, t) с учетом формаль-
ного совпадения операторов задач (5.7.40) и (5.7.47) может быть дано
формулой

ϕ(x, t) =
Q�t

2
√
µπ

K−1∑
j=0

exp
{
−
[
σ(t− tj) +

(x−x0−u(t−tj))
2

4µ(t−tj)

]}
√
t− tj

+O(�t),

(5.7.52)
где K = [t/�t].

Если задача (5.7.40) стационарна:

u
∂ϕ

∂x
+ σϕ = µ

∂2ϕ

∂x2
+Qδ(x− x0),

ϕ = 0 при x → ±∞,

(5.7.53)

то она порождает также стационарную сопряженную задачу:

−u
∂ϕ∗

∂x
+ σϕ∗ = µ

∂2ϕ∗

∂x2
+ p(x),

ϕ∗ = 0 при x → ±∞.

(5.7.53′)

Решение основной задачи (5.7.53) было получено в § 5.4 (см.
(5.4.14)).

Решим сопряженную задачу. С этой целью найдем сначала фунда-
ментальное решение (5.7.53′) при p(x) = δ(x− ξ). Аналогично (5.4.14)
получим

ϕ∗(x, ξ) =
1

2µ
√

σ
µ
+ u2

4µ2




exp{−(
√

σ
µ
+ u2

4µ2 +
u
2µ
)(x− ξ)}, x ≥ ξ,

exp{−(
√

σ
µ
+ u2

4µ2 − u
2µ
)(ξ − x)}, x ≤ ξ.

(5.7.54)

Всякое другое решение задачи (5.7.53′) может быть получено с по-
мощью фундаментального решения:

ϕ∗(x) =

∞∫

−∞

p(ξ)ϕ∗(x, ξ)dξ. (5.7.55)

В частности, если p(x) взять в виде (5.7.17), то

ϕ∗(x) =

b∫

a

ϕ∗(x, ξ)dξ. (5.7.56)
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Подставляя (5.7.54) в (5.7.56), получим

ϕ∗(x) =
1

2µ
√

σ
µ
+ u2

4µ2


 1√

σ
µ
+ u2

4µ2 − u
2µ

×

×

(
1− exp

{
−

(√
σ

µ
+

u2

4µ2
− u

2µ

)
(x− a)

})
+

+
1√

σ
µ
+ u2

4µ2 +
u
2µ

(
1− exp

{
−

(√
σ

µ
+

u2

4µ2
+

u

2µ

)
(b− x)

})
 .

(5.7.57)

График функции ϕ∗(x) изображен на рисунке 5.10.

Рис. 5.10

Если рассматривается набор основных стационарных задач, соот-
ветствующих различным типам движения с различными значениями
скоростей потока воздушных масс, то им должен соответствовать на-
бор сопряженных задач. При этом исследуемый функционал находит-
ся с помощью либо основных уравнений:

J =
1

T

n∑
i=1

∞∫

−∞

p(x)ϕi(x)dx, (5.7.58)

либо с помощью сопряженных уравнений:
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J =
Q

T

n∑
i=1

ϕ∗
i (x0)dx. (5.7.59)

5.8. Общий случай сопряженной задачи
для трехмерной области

Рассмотрим общую трехмерную задачу

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ = f,

ϕ = 0 на Σ при un < 0,

∂ϕ/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(5.8.1)

Будем предполагать, что решение ϕ(x, y, z, t) задачи (5.8.1) непре-
рывно в G× [0, T ] и является дифференцируемой и периодической по
t (с периодом T) функцией. Кроме того, пусть для каждого t функция
ϕ(x, y, z, t) принадлежит множеству D(A) функций из вещественного
гильбертова пространства L2(G), непрерывных в дифференцируемых
в G, таких, что − ∂

∂z
ν ∂ϕ

∂z
− µ�ϕ ∈ L2(G). При этом каждая функция

из D(A) удовлетворяет граничным условиям (5.8.1). Относительно ко-
эффициента u сделаем предположение, что компоненты этого векто-
ра непрерывны и дифференцируемы, причем divu = 0. Относительно
других функций и параметров задачи сделаем предположение, что их
гладкость достаточна для единственности решения ϕ.

В этих предположениях основную задачу (5.8.1) можно записать
в виде

∂ϕ

∂t
+ Aϕ = f,

где оператор A с областью определения D(A) действует в гильберто-
вом пространстве L2(G) и задается равенством

Aϕ = divuϕ+ σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ,

а функция ϕ предполагается периодической по t.
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Построим теперь сопряженную задачу.
Умножим уравнение (5.8.1) на некоторую функцию ϕ∗ и проинте-

грируем результат по всей области определения решения. Получим

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗∂ϕ

∂t
dG+

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗divuϕ dG +

+ σ

T∫

0

dt

∫

G

ϕϕ∗ dG−
T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗ ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
dG −

−µ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗�ϕ dG =

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗f dG.

(5.8.2)

С помощью интегрирования по частям, формулы Остроградского –
Гаусса и с учетом отношения divu = 0 отдельные выражения в (5.8.2)
преобразуем к виду

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗∂ϕ

∂t
dG =

∫

G

ϕ∗ϕ dG

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

−
T∫

0

dt

∫

G

ϕ
∂ϕ∗

∂t
dG, (5.8.3)

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗divuϕ dG =

T∫

0

dt

∫

S

unϕϕ
∗ dS −

−
T∫

0

dt

∫

G

ϕdivuϕ∗ dG,

(5.8.4)

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗ ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
dG =

∫ T

0

dt

∫

ΣH

ν

(
ϕ∗∂ϕ

∂z
− ϕ

∂ϕ∗

∂z

)
dΣ −

−
∫ T

0

dt

∫

Σ0

ν

(
ϕ∗∂ϕ

∂z
− ϕ

∂ϕ∗

∂z

)
dΣ +

∫ T

0

dt

∫

G

ϕ
∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
dG,

(5.8.5)
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µ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗�ϕ dG = µ

∫ T

0

dt

∫

Σ

(
ϕ∗∂ϕ

∂n
− ϕ

∂ϕ∗

∂n

)
dΣ +

+ µ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ�ϕ∗dG.

(5.8.6)

Подставив (5.8.3)–(5.8.6) в (5.8.2), получим

T∫

0

dt

∫

G

ϕ

(
−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ + σϕ∗ −

− ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗

)
dG =

=

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗f dG−
∫

G

ϕTϕ
∗
T dG+

∫

G

ϕ0ϕ
∗
0 dG −

−
T∫

0

dt

∫

S

unϕϕ
∗ dS +

∫ T

0

dt

∫

ΣH

ν

(
ϕ∗∂ϕ

∂z
− ϕ

∂ϕ∗

∂z

)
dΣ−

−
∫ T

0

dt

∫

Σ0

ν

(
ϕ∗∂ϕ

∂z
− ϕ

∂ϕ∗

∂z

)
dΣ +

+ µ

∫ T

0

dt

∫

Σ

(
ϕ∗∂ϕ

∂n
− ϕ

∂ϕ∗

∂n

)
dΣ.

(5.8.7)

Предположим теперь, что ϕ∗ удовлетворяет уравнению

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ + σϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ = p, (5.8.8)

и преобразуем правую часть равенства (5.8.7). Для этого воспользу-
емся граничными условиями для функции ϕ из (5.8.1) и условием
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периодичности функции ϕ по времени. Функцию ϕ∗ будем также счи-
тать периодической по времени с периодом T. Тогда

−
∫

G

ϕTϕ
∗
T dG+

∫

G

ϕ0ϕ
∗
0 dG = 0. (5.8.9)

Поскольку по предположению

ϕ = 0 на S при un < 0,

то
T∫

0

dt

∫

S

unϕϕ
∗ dS =

T∫

0

dt

∫

Σ

u+
nϕϕ

∗ dΣ. (5.8.10)

Здесь использовано также условие ω = 0 при z = 0, z = H.
Далее,
∫ T

0

dt

∫

ΣH

ν

(
ϕ∗∂ϕ

∂z
− ϕ

∂ϕ∗

∂z

)
dΣ = −

∫ T

0

dt

∫

ΣH

νϕ
∂ϕ∗

∂z
dΣ, (5.8.11)

∫ T

0

dt

∫

Σ0

ν

(
ϕ∗∂ϕ

∂z
− ϕ

∂ϕ∗

∂z

)
dΣ =

= −
∫ T

0

dt

∫

Σ0

νϕ

(
∂ϕ∗

∂z
− αϕ∗

)
dΣ.

(5.8.12)

В (5.8.11) и (5.8.12) использованы граничные условия из (5.8.1)
при z = H и z = 0 соответственно. Наконец, используя условие ϕ = 0
на Σ при un < 0 и ∂ϕ/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0 получаем

µ

∫ T

0

dt

∫

Σ

(
ϕ
∂ϕ∗

∂n
− ϕ∗∂ϕ

∂n

)
dΣ =

= µ

∫ T

0

dt

∫

Σ+

ϕ
∂ϕ∗

∂n
dΣ− µ

∫ T

0

dt

∫

Σ−

ϕ∗∂ϕ

∂n
dΣ,

(5.8.13)

где

Σ+ = {(x, y, z) ∈ Σ|un ≥ 0}, Σ− = {(x, y, z) ∈ Σ|un < 0}.
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Учитывая теперь выражения (5.8.8)–(5.8.13), имеем

T∫

0

dt

∫

G

pϕdG =

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗fdG−
T∫

0

dt

∫

Σ

u+
nϕϕ

∗dΣ −

−
T∫

0

dt

∫

ΣH

νϕ
∂ϕ∗

∂z
dΣ +

T∫

0

dt

∫

Σ0

νϕ

(
∂ϕ∗

∂z
− αϕ∗

)
dΣ −

− µ

T∫

0

dt

∫

Σ+

ϕ
∂ϕ∗

∂n
dΣ + µ

T∫

0

dt

∫

Σ−

ϕ∗∂ϕ

∂n
dΣ.

(5.8.14)

До сих пор граничные условия для решения сопряженной задач
зафиксированы не были. Теперь (вместе с уравнением (5.8.8) положим

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ + σϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ = p,

µ
∂ϕ∗

∂n
+ unϕ

∗ = 0 на Σ при un ≥ 0,

ϕ∗ = 0 на Σ при un < 0,

∂ϕ∗/∂z = αϕ∗ на Σ0,

∂ϕ∗/∂z = 0 на ΣH .

(5.8.15)

В этом случае двойственное соотношение принимает вид
∫ T

0

dt

∫

G

pϕdG =

∫ T

0

dt

∫

G

ϕ∗fdG. (5.8.16)

Если мы основной функционал определим равенством

J =

∫ T

0

dt

∫

G

pϕdG, (5.8.17)

то его тождественное двойственное представление будет иметь вид

J =

∫ T

0

dt

∫

G

ϕ∗fdG. (5.8.18)
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Выбирая различные функции p можно получить различные функ-
ционалы и соответствующие сопряженные уравнения.

Сопряженную задачу (5.8.15) можно записать в виде

−∂ϕ∗

∂t
+ A∗ϕ∗ = p,

где A∗ – оператор, сопряженный к введенному выше оператору A; он
действует в вещественном гильбертовом пространстве L2(G) и опре-
деляется равенством

A∗ϕ∗ = −divuϕ∗ + σϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗.

В качестве области определения D(A∗) оператора A∗ можно рас-
сматривать множество функций ϕ∗ из L2(G), непрерывных и диффе-
ренцируемых в G и таких, что − ∂

∂z
ν ∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ ∈ L2(G). При этом

каждая функция D(A∗) удовлетворяет граничным условиям (5.8.15).
Предполагается, что решение ϕ∗(x, y, z, t) сопряженной задачи яв-

ляется дифференцируемой и периодической по t функцией.
Следует отметить, что для случая основных уравнений в форме

(5.3.27) методом, изложенным выше, можно получить несколько иную
сопряженную задачу:

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ + σϕ∗ = Kϕ∗ + p,

ϕ∗ = 0 при t = T,

ϕ∗ = 0 на Σ,

∂ϕ∗/∂z = αϕ∗ на Σ0,

∂ϕ∗/∂z = 0 на ΣH .

Дополнительными требованиями к постановке задачи, как было
указано, являются условия divu = 0 и ω = 0 при z = 0, z = H.

В заключение отметим, что наша исходная задача была однород-
на по граничным условиям и начальным данным. Проведенный ана-
лиз может быть легко распространен на случай неоднородных усло-
вий в основной задаче. При этом изменится только вид функционала
(5.8.18), в котором будут присутствовать дополнительные слагаемые,
связанные с указаной неоднородностью.

Отметим особенности двумерных постановок задачи. Поскольку
двумерные основные уравнения уже определены в виде (5.3.34)
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и (5.3.35), то методами, изложенными выше, мы можем прийти к со-
ответствующим сопряженным задачам. Так, сопряженной задачей по
отношению к задаче (5.3.34) будет задача

−∂ϕ∗

∂t
− ∂uϕ∗

∂x
− ∂υϕ∗

∂y
+ σϕ∗ = µ∆ϕ∗ + p,

∂ϕ∗

∂n
+ unϕ

∗ = 0 на Σ при un ≥ 0,

ϕ∗ = 0 на Σ при un < 0,

ϕ∗ = ϕ∗
T при t = T,

(5.8.19)

а к (5.3.35) – сопряженная задача

−∂ϕ∗

∂t
− ∂uϕ∗

∂x
− ∂υϕ∗

∂y
+ σϕ∗ = µ∆ϕ∗ + p,

ϕ∗ = ϕ∗
T при t = T,

ϕ∗ = 0 на Σ.
(5.8.20)

Функционалы для них имеют вид

J =

T∫

0

∫

G

pϕdG, (5.8.21)

J =

T∫

0

∫

G

fϕ∗dG. (5.8.22)

В заключение рассмотрим задачу об определении количества выпа-
дающей на подстилающую поверхность загрязняющей примеси. Как
показано выше, ее решение в предположении

ϕ ≈ 1

H

H∫

0

ϕ dz, (5.8.23)

где H – высота цилиндрической области, может быть получено на
основе двумерной модели.

Задачу сформулируем следующим образом. Пусть в точке r0 ∈ G
в момент времени τ0 ∈ [0, T ] произведен разовый выброс мощностью Q
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загрязняющей примеси ϕ. Требуется найти полное количество приме-
си, выпавшей на подстилающую поверхность в точке r1 ∈ G в момент
времени τ1 ∈ [τ0, T ]. В соответствии с результатами предыдущей гла-
вы и формулировкой задачи основной функционал (5.8.21) принимает
вид

J =
ωg + αν

H
ϕ(r1, τ1), (5.8.24)

где ωg – абсолютная величина скорости опускания частиц под дей-
ствием силы тяжести, а его тождественное двойственное представле-
ние имеет вид

J = Qϕ∗(r0, τ0). (5.8.25)

Будем считать, что граница области G достаточно удалена от рас-
сматриваемых точек r0, r1 и влиянием выброса в окрестности границы
можно пренебречь. Тогда приходим к следующей модели:

∂ϕ

∂t
+

∂uϕ

∂x
+

∂υϕ

∂y
+ (σ + σ)ϕ− µ∆ϕ = Qδ(r− r0)δ(t− τ0),

ϕ = 0 при t = 0,

ϕ → 0 при |r| → ∞,

σ = (ωg + αν)/H.

(5.8.26)

Соответствующая задаче (5.8.26) сопряженная задача записывает-
ся в форме

−∂ϕ∗

∂t
− ∂uϕ∗

∂x
− ∂υϕ∗

∂y
+ (σ + σ)ϕ∗ − µ∆ϕ∗ =

= σδ(r− r1)δ(t− τ1),

ϕ∗ = 0 при t = T,

ϕ → 0 при |r| → ∞.

(5.8.27)

Решения задач (5.8.26), (5.8.27) получим на основе соответству-
ющих фундаментальных решений. Для одномерных уравнений диф-
фузии с учетом адвективных членов фундаментальные решения были
получены в § 5.7. Аналогичным образом находим фундаментальные
решения ϕ̃, ϕ̃∗ для задач (5.8.26), (5.8.27):

ϕ̃(x, y, t) =
θ(t)

4µπt
exp

{
−
[
(σ + σ)t+

(x− ut)2 + (y − νt)2

4µt

]}
, (5.8.28)
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ϕ̃∗(x, y, t1) =
θ(t)

4µπt1
×

× exp

{
−
[
(σ + σ)t1 +

(x+ ut1)
2 + (y + νt1)

2

4µt1

]}
,

(5.8.29)

где t1 = T − t. При выводе формул (5.8.28), (5.8.29) предполагалось,
что u = const > 0, ν = const > 0.

Решения прямой и сопряженной задач на основании последних со-
отношений имеют соответственно вид

ϕ(x, y, t) =




Q
4πµ(t−τ0)

exp{−α(r− r0, t− τ0)}, t ∈ (τ0, T ],

0, t ∈ [0, τ0],
(5.8.30)

ϕ∗(x, y, t) =




σ
4πµ(τ1−t)

exp{−β(r− r1, τ1 − t)}, t ∈ [0, τ1),

0, t ∈ [τ1, T ];
(5.8.31)

здесь

α(r, t) = (σ + σ)t+
(x− ut)2 + (y − νt)2

4µt
,

β(r, t) = (σ + σ)t1 +
(x+ ut1)

2 + (y + νt1)
2

4µt1
.

Таким образом, определить количество загрязняющей примеси, вы-
падающей в заданной точке, можно в результате подстановки выра-
жения (5.8.30) в (5.8.24) либо выражения (5.8.31) в (5.8.25).

Следует подчеркнуть, что, хотя окончательный результат и не за-
висит от того, какой из функционалов используется – основной или
его двойственное представление, – качество информации, получаемой
в результате решения прямой и сопряженной задач, различно. Так, ре-
шение основной задачи имеет полную информацию о распределении
в пространстве и времени загрязняющей примеси при фиксирован-
ном месте и времени разового выброса аэрозоля. Решение же сопря-
женной задачи в данном случае содержит информацию о том, какое
количество примеси выпадает в фиксированной точке пространства
и времени при произвольном месте и времени выброса. Отсюда, на-
пример, следует, что если при решении подобной задачи для точки
(r1, τ1) время и координаты разового выброса загрязняющей примеси
заранее не известны, то предпочтение при ее решении следует отдать
двойственному представлению (5.8.25) исследуемого функционала.
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5.9. Единственность решения сопряженной
задачи

Покажем теперь, что решение сопряженной задачи (5.8.15) един-
ственно. Будем предполагать, что ϕ∗(x, y, z, t) непрерывно в G× [0, T ]
и является дифференцируемой и периодической по t функцией. Кроме
того, пусть для каждого t функция ϕ∗(x, y, z, t) принадлежит множе-
ству D(A∗) ⊂ L2(G), введенному выше. Умножим уравнение (5.8.15)
на ϕ∗ и результат проинтегрируем по всей области определения реше-
ния. Тогда

−
T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗∂ϕ
∗

∂t
dG−

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗divuϕ∗dG +

+

T∫

0

dt

∫

G

σϕ∗2dG−
T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗ ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
dG −

− µ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗�ϕ∗dG =

T∫

0

dt

∫

G

pϕ∗dG.

(5.9.1)

Аналогично предыдущему преобразуем интегралы

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗divuϕ∗dG =

T∫

0

dt

∫

G

divu
ϕ∗2

2
dG =

T∫

0

dt

∫

Σ

unϕ
∗2

2
dΣ, (5.9.2)

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗ ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
dG =

T∫

0

dt

∫

ΣH

νϕ∗∂ϕ
∗

∂z
dΣ −

−
T∫

0

dt

∫

Σ0

νϕ∗∂ϕ
∗

∂z
dΣ−

T∫

0

dt

∫

G

ν

(
∂ϕ∗

∂z

)2

dG,

(5.9.3)

µ

T∫

0

dt

∫

G

ϕ∗�ϕ∗dG = µ

T∫

0

dt

∫

Σ

ϕ∗∂ϕ
∗

∂n
dΣ −
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− µ

T∫

0

dt

∫

G

(∇ϕ∗)2dG, (5.9.4)

где

∇ϕ =
∂ϕ

∂x
i+

∂ϕ

∂y
j, (∇ϕ)2 =

(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

.

Используя (5.9.2)–(5.9.4), соотношение (5.9.1) приведем к виду

−
T∫

0

dt

∫

G

1

2

∂ϕ∗2

∂t
dG+

T∫

0

dt



∫

G

(σϕ∗2 + ν

(
∂ϕ∗

∂z

)2

+

+ µ(∇ϕ∗)2)dG−
∫

Σ

ϕ∗
(
−unϕ

∗

2
+ unϕ

∗ + µ
∂ϕ∗

∂n

)
dΣ−

−
∫

ΣH

νϕ∗∂ϕ
∗

∂z
dΣ +

∫

Σ0

νϕ∗∂ϕ
∗

∂z
dΣ


 =

T∫

0

dt

∫

G

pϕ∗dG.

(5.9.5)

Поскольку наша задача периодическая, то

T∫

0

dt

∫

G

∂ϕ∗2

∂t
dG = 0. (5.9.6)

Далее, в силу условия

ϕ∗ = 0 на Σ при un < 0 (5.9.7)

имеем
T∫

0

dt

∫

Σ−

ϕ∗
(
−u−

nϕ
∗

2
+ u−

nϕ
∗ + µ

∂ϕ∗

∂n

)
dΣ = 0, (5.9.8)

а в силу условия

unϕ
∗ + µ

∂ϕ∗

∂n
= 0 на Σ при un ≥ 0 (5.9.9)

получаем

T∫

0

dt

∫

Σ+

u+
nϕ

∗2dΣ +

T∫

0

dt

∫

Σ+

µϕ∗∂ϕ
∗

∂n
dΣ = 0. (5.9.10)
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Что касается последних членов в левой части (5.9.5), то в соответ-
ствии с граничными условиями на Σ0 и ΣH имеем

T∫

0

dt

∫

ΣH

νϕ∗∂ϕ
∗

∂z
dΣ = 0,

T∫

0

dt

∫

Σ0

νϕ∗∂ϕ
∗

∂z
dΣ =

T∫

0

dt

∫

Σ0

ναϕ∗2dΣ.

(5.9.11)

Таким образом, с учетом (5.9.7)–(5.9.11) соотношение (5.9.5) при-
нимает вид

T∫

0

dt

∫

Σ

u+
nϕ

∗2

2
dΣ +

T∫

0

dt

∫

G

σϕ∗2dG +

+

T∫

0

dt

∫

G

ν

(
∂ϕ∗

∂z

)2

dG+ µ

T∫

0

dt

∫

G

(∇ϕ∗)2dG +

+ αν

T∫

0

dt

∫

Σ0

ϕ∗2dΣ =

T∫

0

dt

∫

G

pϕ∗dG.

(5.9.12)

Соотношение (5.9.12) будет основным при доказательстве един-
ственности решения задачи (5.8.15). В самом деле, допустим, что за-
дача (5.8.15) имеет два разных решения: ϕ∗

1 и ϕ∗
2. Составим разность

ω∗ = ϕ∗
1 − ϕ∗

2. Тогда для ω∗ имеем однородную задачу

−∂ω∗

∂t
− divuω∗ + σω∗ − ∂

∂z
ν
∂ω∗

∂z
− µ�ω∗ = 0,

µ
∂ω∗

∂n
+ unω

∗ = 0 на Σ при un ≥ 0,

ω∗ = 0 на Σ при un < 0,

∂ω∗/∂z = αω∗ на Σ0,

∂ω∗/∂z = 0 на ΣH .

(5.9.13)
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Соответствующее этой задаче соотношение типа (5.9.12) имеет вид

T∫

0

dt

∫

Σ

u+
nω

∗2

2
dΣ +

T∫

0

dt

∫

G

σω∗2dG +

+

T∫

0

dt

∫

G

ν

(
∂ω∗

∂z

)2

dG+ µ

T∫

0

dt

∫

G

(∇ω∗)2dG +

+ αν

T∫

0

dt

∫

θ0

ω∗2dΣ = 0.

(5.9.14)

Поскольку в этом соотношении σ, ν, µ, α ≥ 0, То оно выполняется
только при условии ω∗ = 0, т. е. ϕ∗

1 = ϕ∗
2. Таким образом, единствен-

ность решения задачи установлена. Естественно, что для этой цели
мы неявно предположили необходимую гладкость, обеспечивающую
законность всех указанных выше преобразований.

Отметим, что аналогичным образом могла бы быть доказана тео-
рема единственности для смешанной задачи, однако в этом случае
следовало бы положить ϕ∗ = ϕT при t = T и решение задачи ве-
сти в сторону убывающих t. Именно в том случае алгоритм решения
обеспечивает корректность реализации.

В заключение следует отметить, что основная и сопряженная зада-
чи допускают единственное решение и в этом случае, когда в (5.8.1)
вместо условий ϕ = 0 на Σ при un < 0 и ∂ϕ/∂n = 0 на Σ при un ≥ 0
и в (5.8.15) вместо условий µ∂ϕ∗/∂n + unϕ

∗ = 0 на Σ при un ≥ 0
и ϕ∗ = 0 на Σ при un < 0 будут рассматриваться условия ϕ = 0 на Σ
и ϕ∗ = 0 на Σ для всех un.

5.10. Сопряженное уравнение
и тождество Лагранжа

В этой главе был предложен метод построения сопряженных урав-
нений, соответствующих уравнению переноса и диффузии аэрозолей.
Эти же уравнения можно получить из общих соображений на основе
тождества Лагранжа. Рассмотрим технику получения сопряженных
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уравнений на этом пути для общего эволюционного уравнения. Итак,
рассмотрим задачу

∂ϕ

∂t
+ Aϕ = f, (5.10.1)

где A – линейный оператор в гильбертовом пространстве H = L2(G),
заданный на множестве функций D(A) ∈ H, каждый элемент которо-
го удовлетворяет соответствующим условиям гладкости, дополнитель-
ным условиям (например, граничным) и другим требованиям, выте-
кающим из существа задачи. Здесь G – область изменения простран-
ственных переменных. Мы считаем задачу (5.10.1) периодической по
t с периодом T.

Введем гильбертово пространство Φ = L2(G× [0, T ]) вещественных
периодических по t функций, суммируемых с квадратом по r и t на
G× [0, T ], со скалярным произведением

(g, h) =

T∫

0

dt

∫

G

gh dr, g, h ∈ Φ. (5.10.2)

Задачу (5.10.1) еще более формализуем, записав ее в виде

Lϕ = f, (5.10.3)

где оператор L действует в гильбертовом пространстве Φ и определя-
ется равенством L = ∂/∂t+ A.

В качестве области определения D(L) оператора L мы можем рас-
сматривать множество функций ϕ ∈ Φ, непрерывно дифференцируе-
мых по t и таких, что для каждого t, ϕ ∈ D(A).

Линейному оператору L поставим в соответствие сопряженный опе-
ратор L∗ с областью определения D(L∗) на основе тождества Лагран-
жа:

(Lh, g) = (h, L∗g), (5.10.4)

где оператор L и функции h ∈ D(L), g ∈ D(L∗) предполагаются веще-
ственными. Полагая h = ϕ, g = ϕ∗, имеем

(Lϕ, ϕ∗) = (ϕ,L∗ϕ∗). (5.10.5)

Поскольку имеет место уравнение (5.10.3), то при формальной за-
писи

L∗ϕ∗ = p, (5.10.6)
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где p – пока неопределенная функция, соотношение (5.10.5) прини-
мает вид

(ϕ∗, f) = (ϕ, p). (5.10.7)

Если p – характеристика измерения (например, прибора) или сис-
темы измерений (например, сумма измерений), то нашим основным
функционалом будет

J = (ϕ, p). (5.10.8)

Из (5.10.7) следует двойственная формула

J = (ϕ∗, f). (5.10.9)

Применим теперь этот метод к конкретной задаче:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ = f,

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(5.10.10)

Как и ранее, будем предполагать, что компоненты u, υ и ω удовле-
творяют условиям

divu = 0,

ω = 0 при z = 0, z = H.

Будем предполагать, что решение ϕ(x, y, z, t) задачи (5.10.10) непре-
рывно в G× [0, T ] и является дифференцируемой и периодической по
t функцией. Кроме того, пусть для каждого t функция ϕ(x, y, z, t)
принадлежит множеству функций D(A) из гильбертова пространства
H = L2(G), непрерывных и дифференцируемых в G и таких, что
− ∂

∂z
ν ∂ϕ

∂z
−µ�ϕ ∈ L2(G). При этом каждая функция из D(A) удовлетво-

ряет граничным условиям (5.10.10). Тогда основную задачу (5.10.10)
можно записать в виде

∂ϕ

∂t
+ Aϕ = f, (5.10.11)

где оператор A действует в гильбертовом пространстве H = L2(G)
с областью определения D(A) и задается равенством

Aϕ = div(uϕ) + σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ.
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Как мы видели выше, задача (5.10.11) может быть записана в виде
(5.10.3):

Lϕ = f, (5.10.12)

где оператор L действует в вещественном гильбертовом пространстве
Φ = L2(G × [0, T ]) с областью определения D(L) и определяется ра-
венством L = ∂/∂t+ A.

Для построения сопряженного оператора L∗ используем тождество
Лагранжа (5.10.4) и распишем в явной форме его левую часть при
h, g ∈ D(L):

(Lh, g) =

T∫

0

dt

∫

G

g

(
∂h

∂t
+ div uh+ σh− ∂

∂z
ν
∂h

∂z
− µ�h

)
dG =

=

∫

G

gThT dG−
∫

G

g0h0 dG+

T∫

0

dt

∫

Σ

ungh dΣ + σ

T∫

0

dt

∫

G

gh dG −

−
T∫

0

dt

∫

ΣH

νg
∂h

∂z
dΣ +

T∫

0

dt

∫

Σ0

νg
∂h

∂z
dΣ +

+

T∫

0

dt

∫

ΣH

νh
∂g

∂z
dΣ−

T∫

0

dt

∫

Σ0

νh
∂g

∂z
dΣ −

−
T∫

0

dt

∫

G

h
∂

∂z
ν
∂g

∂z
dG− µ

T∫

0

dt

∫

Σ

g
∂h

∂n
dΣ +

+ µ

T∫

0

dt

∫

Σ

h
∂g

∂n
dΣ−

T∫

0

dt

∫

G

µh�g dG −

−
T∫

0

dt

∫

G

h
∂g

∂t
dG−

T∫

0

dt

∫

G

h divug dG.

(5.10.13)
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Тождество (5.10.13) переходит в выражение

(Lh, g) =

T∫

0

dt

∫

G

h

(
−∂g

∂t
− divug +

+ σg − ∂

∂z
ν
∂g

∂z
− µ�g

)
dG.

(5.10.14)

Оператор, действующий на функцию g в выражении в круглых
скобках, обозначим через

L∗· = −∂·
∂t

− div(u·) + σ · − ∂

∂z
ν
∂·
∂z

− µ� · . (5.10.15)

Тогда правая часть выражения (5.10.14) будет скалярным произве-
дением вида (h, L∗g). В результате естественно приходим к тождеству
(5.10.4) и сопряженному оператору (5.10.15), действующему в гиль-
бертовом пространстве Φ = L2(G × [0, T ]) с областью определения
D(L∗) = D(L).

Формально определим сопряженную задачу

L∗ϕ∗ = p, (5.10.16)

или в развернутом виде

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ + σϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ = p,

ϕ∗ = 0 на Σ,

∂ϕ∗/∂z = αϕ∗ на Σ0,

∂ϕ∗/∂z = 0 на ΣH ,

(5.10.17)

причем функция ϕ∗(x, y, z, t) предполагается периодической по t с пе-
риодом T. Тогда в зависимости от выбранного p приходим к тому или
иному функционалу J. В самом деле, если выберем h = ϕ, g = ϕ∗, то
в соответствии с (5.10.7) приходим к функционалам (5.10.8), (5.10.9).

В заключение отметим, что при использовании тождества Лагран-
жа (5.10.4) для построения сопряженного оператора существенно ис-
пользовался тот факт, что начальные и граничные условия основной
задачи являются однородными. Именно этим условиям удовлетворя-
ют функции из множества D(L), которое в силу однородности этих
условий является линейным.
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Глава 6

Сопряженные уравнения,
оптимизация и проблема
минимакса

Современные темпы развития экономики требуют строительства
все более мощных индустриальных объектов и комплексов. В связи
с распределением трудовых ресурсов такие объекты обычно соору-
жаются в густонаселенных районах или вблизи от них. Это обстоя-
тельство накладывает особые ограничения на размещение объектов,
выбрасывающих в атмосферу аэрозоли, вредные для здоровья лю-
дей и нарушающие экологические системы, исторически сложившиеся
в данном регионе. Проблема оптимального размещения предприятий
является многоаспектной и алгоритмически весьма сложной задачей.
Для ее решения автору потребовалось развить математический ап-
парат сопряженных задач, решения которых являются своеобразными
функциями влияния аэрозольного загрязнения на окружающую среду.
В настоящей главе результаты исследований, изложенные в главе 5,
применены к конкретному объекту исследований оптимального разме-
щения предприятий, рассмотрены различные математические модели
наиболее типичных ситуаций, указаны методы решения задач опти-
мизации и дана интерпретация результатов.
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6.1. Постановка задачи

Предположим, что требуется разместить новое промышленное пред-
приятие вблизи населенных пунктов, зон отдыха и других экологиче-
ски значимых зон с таким условием, чтобы суммарное годовое их
загрязнение от вредных промышленных выбросов не превышало до-
пустимых санитарных норм и чтобы общая экологическая нагрузка
на весь регион Σ0 за счет его загрязнения была минимальной или
в пределах глобальных санитарных норм.

Пусть промышленное предприятие выбрасывает в атмосферу в еди-
ницу времени на высоте z = h вредный аэрозоль с интенсивностью
Q, который затем переносится воздушными массами и диффундирует
под влиянием мелкомасштабной турбулентности. Предположим, что
источник аэрозоля располагается в окрестности точки r0 = (x0, y0, h).
Тогда он может быть описан функцией

f(r) = Qδ(r− r0), (6.1.1)

и мы приходим к уравнению

∂ϕ

∂t
+ div(uϕ) + σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ = Qδ(r− r0). (6.1.2)

В качестве граничных условий примем

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(6.1.3)

Решение задачи (6.1.2), (6.1.3) будем искать на множестве доста-
точно гладких периодичных функций с периодом T по переменной t.
Тогда

ϕ(r, T ) = ϕ(r, 0). (6.1.4)

Задача состоит том, чтобы выбрать для размещения предприятия
такую зону ωG ⊂ G, в которой будут соблюдены глобальные и ло-
кальные санитарные нормы загрязнения как всего региона Σ0, так
и его специально выбранных зон Ωk. При решении задачи о переносе
и диффузии загрязняющих субстанций компоненты вектора скорости
в планетарном пограничном слое атмосферы в заданном регионе вы-
числяются методами мезометеорологии. После получения необходи-
мой информации о поле ветра для решения задачи о распространении
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промышленного аэрозоля, выбрасываемого в заданной точке r0 ∈ G,
используем методы прямого моделирования. С этой целью возьмем
средненедельные климатические данные о компонентах скорости вет-
ра, полученные методами мезометеорологии. После этого решается
задача (6.1.2)–(6.1.4).

Рис. 6.1

Рис. 6.2

Примеры решения задачи (6.1.2)–(6.1.4) на основе изложенной
в главе 5 статистической модели представлены на рисунках 6.1–6.4,
где изображены изолинии функций

ϕ(x, y) =
1

TH

T∫

0

H∫

0

ϕ(x, y, z, t) dzdt

для различных типов движения воздушных масс. Здесь рисунок 6.1
соответствует случаю u = υ = ω = 0, а рисунок 6.2 – случаю
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u = 5 м/с, υ = ω = 0; рисунок 6.3 иллюстрирует ситуацию, ко-
гда в интервале [0, T/2] компоненты вектора скорости ветра равны
u = 5 м/с, υ = ω = 0, а в интервале [T/2, T], u = 0 они составля-
ют υ = 5 м/с, ω = 0. Рисунок 6.4 получен при следующем задании
компонент вектора скорости ветра:

u =





5, t ∈ [0, T/3),
0, t ∈ [T/3, 2T/3),
−5, t ∈ [2T/3, T ];

υ =




0, t ∈ [0, T/3),
5, t ∈ [T/3, 2T/3),
0, t ∈ [2T/3, T ];

ω = 0.

Рис. 6.3

Рис. 6.4
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Полученное решение интегрируется в пределах годового интервала
0 ≤ t ≤ T, и подсчитывается либо среднее за период T количество
аэрозоля в единичном цилиндре над экологически значимой зоной
Ωk ⊂ Σ0:

JB
k = b

T∫

0

dt

∫

Gk

ϕ dG, (6.1.5)

либо полное количество аэрозоля, осевшего на земной поверхности
в той же зоне Ωk ⊂ Σ0:

JA
k = a

T∫

0

dt

∫

Ωk

ϕ dΣ. (6.1.6)

Здесь b = 1/T ; константа a отражает ту часть аэрозоля, которая
попадает в почву, – прежде всего это тяжелые аэрозоли, которые
выпадают на землю под действием собственного веса, а также часть
легких, попадающих на поверхность земли за счет вертикальной диф-
фузии. Как было показано в § 5.5, в этом случае a можно выбрать
следующим образом:

a = ωg + αν. (6.1.7)

Заметим, что оба функционала важны для оценки загрязнения
и его воздействия на экологические условия зоны Ωk. Так, функци-
онал (6.1.5) важен для статистической оценки прямого влияния на
живую природу, потребляющую кислород, а (6.1.6) – для суждения
о загрязнении почвенного покрова и водоемов, влияние которых на
экологию окружающей среды может быть также значительным, но
опосредованным в рамках соответствующих линий биоценоза. Как
отмечено выше, функционалы (6.1.5) и (6.1.6) являются частными
случаями более общего функционала

Jp =

T∫

0

dt

∫

G

pϕ dG, (6.1.8)

который целесообразно применять при оценке загрязнений в разных
случаях с заданными p. Если выбрать

p =

{
b, r ∈ Gk,
0, r �∈ Gk,
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то придем к функционалу (6.1.5). Если же принять

p =

{
αδ(z), r ∈ Ωk,
0, r �∈ Ωk,

то придем к функционалу (6.1.6). Напомним, что Ωk ∈ Σ0 является
основанием цилиндрической области Gk на плоскости z = 0.

Если же промышленный объект поместить в точку r1 ∈ G, то весь
расчет следует повторить. Это значит, что решение вопроса об оп-
тимальном размещении предприятия требует большого перебора ва-
риантов и последующего сравнения функционалов JA

k и JB
k или их

линейных комбинаций с определенными константами a и b:

Jk = JA
k + JB

k . (6.1.9)

Имея в виду, что оценка загрязнения в конечном итоге связана
с комбинацией функционалов JA

k и JB
k , введем в рассмотрение обоб-

щенный функционал

Jk =

T∫

0

dt

∫

Gk

[b+ αδ(z)] ϕ dGk, (6.1.10)

который записывается в форме функционала (6.1.6) при условии, что

pk =

{
b+ αδ(z) в Gk,

0 вне Gk,

Поэтому в дальнейшем будем иметь дело только с функционалом
(6.1.10).

Введем еще один важный функционал Jpk:

Jpk =
m∑
k=1

T∫

0

dt

∫

Gk

[bk + αkδ(z)] ϕ dG. (6.1.11)

Здесь мы предположим, что константы ak и bk могут быть раз-
ными для различных (непересекающихся) зон Gk и могут зависеть,
например, от характера подстилающей поверхности. Тогда функцио-
нал (6.1.11) можно снова записать в форме

Jp =

T∫

0

dt

∫

G

pϕ dG, (6.1.12)
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где

p =





bk + αkδ(z) на Gk, k = 1, . . . ,m,

0 вне
m⋃
k=1

Gk.

Физическая интерпретация функционала Jp следующая: функцио-
нал дает интегральный по всем экологически значимым областям Gk

эффект загрязнения окружающей среды при условии, что источник
промышленных выбросов находится в точке r0 ∈ G. Этот функционал
является в известном смысле глобальным для всей области G и всех
регионов Gk.

Наряду с (6.1.11) рассмотрим другой глобальный функционал:

Yp =

T∫

0

dt

∫

G

pcϕ dG, (6.1.13)

где

pc =




Bk + Akδ(z), r ∈ Gk, k = 1, . . . ,m,

0 вне
m⋃
k=1

Gk.

Здесь Ak и Bk – величины, связанные с санитарным (физиологи-
ческим) воздействием выбрасываемых промышленных аэрозолей на
все области Gk ⊂ G. Они могут быть выбраны различными способа-
ми. Например, константы Bk могут выражать корреляционные связи
между количеством аэрозолей в Gk и санитарной его вредностью ли-
бо прямым способом воздействия на те или иные объекты (включая
и живые) в области Gk. Аналогично дело обстоит и с константами Ak.
Такие сведения получаются на основе экспериментальных данных за
несколько лет.

Наконец, приведем еще одно обобщение. Предположим, что мы
располагаем всеми сведениями о физиологических зонах Ωk, но и во
всех других точках r ∈ Σ0. Тогда величины A и B становятся уже
функциями: A = A(x, y), B = B(x, y). Составим функционал Yp с ве-
личиной

pc = B + Aδ(z) в G. (6.1.14)

Функционалы (6.1.13), (6.1.14) будем использовать для оценки эко-
логической нагрузки на регион от загрязнения. Задача состоит в на-
хождении такой точки r0 ∈ G, что

Yp = min
r0∈ G

. (6.1.15)
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Эта проблема, как было отмечено выше, решается с помощью ос-
новной задачи (6.1.2)–(6.1.4) методом перебора r0 в области G. Та-
кой перебор требует огромных вычислений и труден в реализации
даже на современных вычислительных машинах. Поэтому на практи-
ке осуществляется целенаправленный перебор с учетом розы ветров
и других соображений статистического характера. Однако, как бу-
дет показано далее, задача (6.1.15) может быть решена однозначно
с помощью всего лишь одного варианта расчета сопряженной задачи.
В этом заключается одно из замечательных свойств двойственности.
Переходим к рассмотрению этого алгоритма.

6.2. Сопряженные уравнения
и проблема оптимизации

Поскольку основной функционал задачи мы выбрали в форме

Yp =

T∫

0

dt

∫

G

pcϕ dG, pc = B + Aδ(z) в G, (6.2.1)

то в соответствии с результатами главе 5 сопряженной задачей по
отношению к основной будет следующая задача:

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ + σϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ = pc,

ϕ∗ = 0 на Σ,

∂ϕ∗/∂z = αϕ∗ на Σ0,

∂ϕ∗/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ∗(r, T ) = ϕ∗(r, 0).

(6.2.2)

Если уравнение (6.1.2) умножить на ϕ∗, уравнение (6.2.2) – на
ϕ, результаты проинтегрировать по всему интервалу и области G,
вычесть одно из другого и воспользоваться граничными значениями
и начальными данными (6.1.3), (6.1.4) и (6.2.2), то в силу сопряжен-
ности задач (см. гл. 5) после преобразований и упрощений придем
к двойственному виду функционала Yp (см. (5.8.17) и (5.8.18)):

Yp =

T∫

0

dt

∫

G

pcϕ dG, pc = B + Aδ(z) в G, (6.2.3)
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Yp = Q

T∫

0

ϕ∗(r0, t)dt. (6.2.4)

Величину Yp обозначим через Yp(r0), поскольку этот функционал
параметрически зависит от местоположения r0 ∈ G промышленного
объекта.

Предположим, что сопряженная задача (6.2.2) решена и найдена
функция ϕ∗(r, t). Подставляя ее в (6.2.4), получаем

Yp(r) = Q

T∫

0

ϕ∗(r, t)dt. (6.2.5)

Вспомогательную функцию Yp(r) используем для нахождения r0 из
условия

Yp(r) = min
r∈ G

. (6.2.6)

Точкой, минимизирующей Yp(r), и будет r0.
Дальнейший план действий очевиден. Необходимо построить поле

функций Yp(x, y, h), где h – высота выброса, лимитируемая техноло-
гией строительства. В результате на плоскости (x, y) получим поле
изолиний Yp(x, y, h) = const.

Однако во многих случаях единственного решения задачи оптими-
зации не требуется, поскольку при окончательном решении необхо-
димо обеспечить ряд ограничений, определяемых геологией региона,
близостью трудовых ресурсов, воды и всевозможных коммуникаций.
Поэтому важно выбрать целую область допустимых значений сани-
тарных норм. Обозначим через ωc область, где выполняется условие

Yp ≤ c, (6.2.7)

которая и будет решением нашей задачи.
Теперь вернемся к классическому решению проблемы оптимизации.

Пусть r0 найдена. Тогда необходимо для этой фиксированной точки
решить основную задачу (6.1.2)–(6.1.4) (см. рис. 6.1–6.4) и полу-
чить полную информацию о полях загрязнений уже не в глобальном,
а в локальном смысле, т. е. информацию о загрязнении отдельных
зон. Если для всех зон удовлетворяются предельно допустимые сани-
тарные дозы загрязнения, то задача решена; если нет, то требуется
решать более сложную задачу, о которой речь пойдет в § 6.3.
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6.3. Многокритериальная задача
оптимизации

При глобальной оценке санитарного загрязнения всего региона Σ0

вредными промышленными выбросами некоторые экологически важ-
ные зоны Ωk могут оказаться загрязненными сверх предельно допу-
стимых норм. Для того чтобы найти метод расчета, позволяющий
избегать этого, решим следующую многокритериальную задачу.

Пусть Ωk(k = 1, 2, . . . ,m) – несколько выбранных на плоскость
z = 0 в области Σ0 экологически наиболее значимых зон: населенные
пункты, зоны отдыха, резервуары воды и т. п. Требуется определить
область расположения нового промышленного объекта с таким расче-
том, чтобы загрязнение всех m зон Ωk не превышало предельно допу-
стимых значений (если вообще такая область Σ0 существует). Если
такой области на Σ0 найти не удается, то можно сформулировать
такие ограничения на мощность выбросов Q, при которых область
возможного размещения предприятия появится.

Сначала рассмотрим более простую задачу, когда область Ωk ⊂ Σ0

единственна. Априори потребуем, чтобы санитарное загрязнение в ее
пределах было меньше предельно допустимой нормы ck, т. е.

Ypk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pckϕ dGk ≤ ck, (6.3.1)

pck =

{
bk + αkδ(z) на Gk,

0 вне Gk.
(6.3.2)

В отличие от случая, рассмотренного в § 6.2, интегрирование
в (6.3.1) проводится уже не по всей области G, а лишь в ее части
Gk. Тогда вместо задач (6.2.2) имеем следующую:

−∂ϕ∗
k

∂t
− divuϕ∗

k + σϕ∗
k −

∂

∂z
ν
∂ϕ∗

k

∂z
− µ�ϕ∗

k = pck,

ϕ∗
k = 0 на Σ,

∂ϕ∗
k/∂z = αϕ∗

k на Σ0,

∂ϕ∗
k/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ∗
k(r, T ) = ϕ∗

k(r, 0),

(6.3.3)
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где pck – функция вида (6.3.2). Поскольку имеет место принцип двой-
ственности:

Ypk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pckϕ dGk, Ypk = Q

T∫

0

ϕ∗
k(r0, t) dt, (6.3.4)

то наряду с (6.3.1) имеет место и эквивалентное условие

Ypk(r0) = Q

T∫

0

ϕ∗
k(r0, t) dt ≤ ck. (6.3.5)

Именно этим соотношением мы воспользуемся для определения об-
ласти возможного размещения предприятия. В самом деле, предполо-
жим, что задача (6.3.3) решена и мы имеем ϕ∗

k(r, t). Найдем величину
Ypk(r) по формуле

Ypk(r) = Q

T∫

0

ϕ∗(r, t) dt (6.3.6)

и проведем изолинии Ypk(r) = const.
Искомую область обозначим ωk ⊂ Σ0. Таким образом, мы в явном

виде получили область ωk, где возможно размещение промышленно-
го предприятия. Далее вступают в действие экологические и другие
критерии выбора наиболее благоприятного места для строительства.
Если окажется, что области ωk внутри Σ0 не существует, то, умень-
шая Q, мы всегда добьемся ее появления. Это, естественно, накла-
дывает определенные ограничения на выбросы, а возможно, и на тех-
нологию предприятия. Предположим далее, что таких экологически
значимых зон Ωk несколько (k = 1, 2, . . . ,m). В таком случае тре-
буется решить уже m сопряженных задач вида (6.3.3) и получить
ϕ∗
1, ϕ

∗
2, . . . , ϕ

∗
m. С помощью этих решений сформулируем m функцио-

налов

Ypk(r0) = Q

T∫

0

ϕ∗
k(r0, t) dt, k = 1, 2, . . . ,m, (6.3.7)

и получим соответственно m ограничений

Ypk(r0) ≤ ck, k = 1, 2, . . . ,m. (6.3.7′)
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Далее, для каждой зоны Ωk найдем область возможного размеще-
ния предприятия ωk. Пересечение всех областей ωk (k = 1, 2, . . . ,m)
и даст нам область ω для сооружения предприятия, в котором будут
соблюдены санитарные нормы загрязнения всех зон Ωk. Эта ситуация
представлена на рисунке 6.5, где изображены поля изолиний, полу-
ченные при наличии нескольких охраняемых зон.

Рис. 6.5

Итак, область ω возможного расположения промышленного пред-
приятия найдена. Если при заданном Q ее не существует, то, умень-
шая Q, мы всегда можем добиться ее появления.

С учетом изложенного, в настоящее время в целях охраны окружа-
ющей среды реальна постановка задачи по составлению для каждого
экологического района программы размещения промышленных пред-
приятий, выбрасывающих часть отходов производства в виде аэро-
золей в атмосферу. Для каждого региона Σ0 необходимо составить
климатические карты полей ветра с учетом особенностей рельефа.
На основе этих данных следует решить сопряженные задачи и найти
функции ϕ∗

1, ϕ
∗
2, . . . , ϕ

∗
m; последние используются для получения функ-

ционалов Ypk(r), которые определят области возможного строитель-
ства объектов и допустимые нормы выбросов. Эту работу в первую
очередь нужно осуществлять при планировании строительства объ-
ектов во вновь развиваемых экономических регионах, где возможно
принятие разумных, с точки зрения охраны окружающей среды, ре-
шений; этот критерий в будущем будет становиться приоритетным.
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6.4. Проблема минимакса

Сформулированные в § 6.3 принципы позволяют подойти к ре-
шению проблемы минимакса, которую опишем следующим образом.
Пусть G – замкнутая область пространства с границей S = Σ∪Σ0∪ΣH .
Внутри области G на Σ0 располагается m экологически значимых зон,
подлежащих особой охране от промышленных загрязнений; обозна-
чим их Ω1,Ω2, . . . ,Ωm. Для каждой из них с помощью решения сопря-
женных задач (6.3.3) построим функционалы Yp1, Yp2, . . . , Ypm. Далее
для любой точки M(r0) ∈ G возможного расположения промышлен-
ного предприятия, выбрасывающего аэрозоль мощностью Q в единицу
времени на высоте h, рассмотрим функционал

Yp(r) = max
k

Ypk(r). (6.4.1)

Рис. 6.6

Тогда минимальное для всех зон Ωk загрязнение будет иметь место
в том случае, когда точка M(r) выбирается из условия

max
k

Ypk(r) = min
M∈ω

, (6.4.2)

откуда прямым перебором значений функционала max
k

Ypk(r) во всех

точках области ω находим точку M0(r0), где выполняется условие
(6.4.2). Это тот весьма редкий случай, когда проблема минимакса
для сложной задачи математической физики с помощью сопряжен-
ной задачи решается в явном виде на основе однократного перебора
функционалов. Изолинии функционала Yp(x, y), характеризующие ка-
чественную сторону дела при наличии трех экологически значимых
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зон, представлены на рисунке 6.6. Типы ветровых циркуляций здесь
те же, что и для рисунка 6.5.

6.5. Обобщенная задача оптимизации
размещения промышленного предприятия

Итак, мы пришли к двум постановкам задачи выбора региона до-
пустимого расположения предприятия с учетом его промышленных
выбросов. Глобальная оценка загрязнения в задаче на оптимизацию
решается для всего региона Σ0, но она может не удовлетворять спе-
цифическим условиям для всех его экологически значимых зон Ωk.
Многокритериальная задача решается в отношении всех экологически
значимых зон, но она не полностью учитывает опасность загрязнения
в остальных областях этого региона, хотя в принципе весь регион Σ0

можно покрыть зонами Ωk, так что ∪Ωk = Σ0, и для всех зон решить
сопряженные задачи. Это путь возможный, но трудный, поскольку
таких зон может быть очень много. Между тем комбинация обеих
задач может привести нас к успеху. В самом деле, сначала решается
многокритериальная задача и находится область ωk возможного рас-
положения промышленного объекта при условии соблюдения санитар-
ных норм для всех зон Ωk. После этого решается задача о глобальной
оценке загрязнения всего региона. В результате получаем область до-
пустимого размещения предприятий из условия ограничения экологи-
ческой нагрузки от загрязнения на всю окружающую среду региона
Σ0. Пусть это будет область ωG. Тогда пересечение областей ωk, ωG

даст область расположения объекта, для которой удовлетворены оба
условия. Обозначим ее ωc.

На рисунке 6.7 иллюстрируется указанная методика. Здесь пред-
ставлены изолинии функционалов, полученных в результате решени-
ях сопряженных задач с правыми частями вида

p1 = 1 при (x, y) ∈ G,
p2 = 1 при (x, y) ∈ G1,

где G1 – охраняемая зона в центре рисунка. Сплошные линии соответ-
ствуют локальному критерию, штриховые – глобальному (1-й уровень
1,0602, 10-й уровень 2,0584). Компоненты вектора скорости полага-
лись равными u = 10 м/с, υ = 0.
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Рис. 6.7

В заключение отметим, что к проблеме оптимизации мы будем воз-
вращаться еще не раз, усиливая ограничения за счет факторов, свя-
занных с восстановлением экологии загрязненной среды, ее аморти-
зацией. Но все это – уже проблемы экономического характера, и они
будут изложены в § 6.7–6.9.

6.6. Некоторые общие замечания

До сих пор предполагалось, что на границе области G (на Σ) плот-
ность аэрозолей равна нулю. Во многих случаях это условие неоправ-
данно, поскольку через границу Σ аэрозоли одного региона могут
транспортироваться в другой. Поэтому такой эффект внешнего за-
грязнения промышленности объектами, расположенными в соседних
регионах, должен учитываться. В данном регионе могут уже рабо-
тать промышленные предприятия, выбрасывающие в атмосферу ана-
логичный аэрозоль. Учет этого фактора может быть произведен без
нарушения принципиальной схемы решения оптимизационных задач,
изложенных в § 6.1–6.5. Рассмотрим задачу

∂ϕ
′

∂t
+ divuϕ

′
+ σϕ

′ − ∂

∂z
ν
∂ϕ

′

∂z
− µ�ϕ

′
= q +Qδ(r− r0),

ϕ
′
= fs на Σ,

∂ϕ
′
/∂z = αϕ

′
на Σ0,

∂ϕ
′
/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ
′
(r, T ) = ϕ

′
(r, 0),

(6.6.1)
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где q(x, y, z) – источник аэрозоля от действующих промышленных
объектов, а fs– интенсивность аэрозоля, транспортируемого через
границу области G из областей, соседних с Σ0. Тогда в силу ли-
нейности задачи решение задачи (6.6.1) представимо в виде суммы
ϕ

′
= ϕ0 + ϕ, где ϕ0 – удовлетворяет задаче

∂ϕ0

∂t
+ divuϕ0 + σϕ0 − ∂

∂z
ν
∂ϕ0

∂z
− µ�ϕ0 = q,

ϕ0 = fs на Σ,

∂ϕ0/∂z = αϕ0 на Σ0,

∂ϕ0/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ0(r, T ) = ϕ0(r, 0),

(6.6.2)

а ϕ удовлетворяет уже знакомой задаче

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ = Qδ(r− r0),

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ(r, T ) = ϕ(r, 0).

(6.6.3)

Теперь необходимо связать функционалы задачи (6.6.1) с аналогич-
ными функционалами задач (6.6.2), (6.6.3). Рассмотрим функционал

Y
′

pk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pckϕ
′
dGk, (6.6.4)

где

pck =

{
bk + αkδ(z) на Gk,

0 вне Gk,
k = 1, 2, . . . ,m.

Предположим, что для функционалов Y
′

pk имеются ограничения

Y
′

pk ≤ ck. (6.6.5)

Подставим теперь в (6.6.4) вместо ϕ
′
сумму ϕ0 + ϕ. Получим

Y
′

pk = Y 0
pk + Ypk, (6.6.6)
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где

Y 0
pk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pckϕ
0 dGk, Ypk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pckϕ dGk. (6.6.7)

С учетом (6.6.6) ограничение (6.6.5) перепишется в виде

Y 0
pk + Ypk ≤ ck, (6.6.8)

или Ypk ≤ ck − Y 0
pk. Приняв ck − Y 0

pk = ck, придем к искомому ограни-
чению для задачи (6.6.3)

Ypk ≤ ck (6.6.9)

и к уже изученной нами задаче, но с новыми ограничениями. Функ-
ционалы Y 0 находятся в результате решения задачи (6.6.2).

Следующее замечание относится к локальным по времени функци-
оналам. Всюду предполагалось, что основные функционалы являются
интегральными величинами по всему интервалу времени 0 ≤ t ≤ T,
т. е. мы исходили из предположения, что оптимизирующий функцио-
нал связан с суммарной годовой дозой выпавшего и находящегося во
взвешенном состоянии над зоной Σk аэрозоля. В этом предположе-
нии, однако, не были учтены возможные кратковременные, но очень
интенсивные аэрозольные выбросы, связанные с внезапной переме-
ной направления и скорости движения воздушных масс. Они могут
существенно влиять на загрязнения зон области Σ0, хотя в среднем
годовая санитарная доза загрязнения от такого аэрозоля не будет пре-
вышать установленной. Это значит, что наряду с исследуемыми функ-
ционалами суммарной годовой нормы можно ввести в рассмотрение
локальные по времени функционалы (за периоды, характерные для
изменчивости метеорологических ситуаций).

Пусть в данном регионе осуществляется j0 типичных метеороло-
гических ситуаций, причем суммарная годовая длительность каждой
равна ∆tj. Суммируя по всем j = 1, 2, . . . , j0, получаем

j0∑
j=1

�tj = T.

Пренебрегая переходными процессами, в предположении аддитив-
ности можно считать общий процесс непрерывным во времени с про-
извольным чередованием метеорологических ситуаций различного ти-
па и решить j0 различных основных задач (см. гл. 5):

divuϕj + σϕj −
∂

∂z
ν
∂ϕj

∂z
− µ�ϕj = Qδ(r− r0),
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ϕj = 0 на Σ,

∂ϕj/∂z = αϕj на Σ0,

∂ϕj/∂z = 0 на ΣH .

(6.6.10)

Заметим, что если пренебречь переходными эффектами, то ре-
шение задачи (6.6.10) может быть получено с помощью следующей
нестационарной задачи:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ = Qδ(r− r0),

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ(r, tj+1) = ϕ(r, tj),

(6.6.11)

где tj, tj+1 – границы обобщенного временного интервала �tj, на ко-
тором развивается типичная метеорологическая ситуация.

Тогда

ϕj =
1

�tj

tj+1∫

tj

ϕ dt. (6.6.12)

Наряду с основной задачей (6.6.10) рассмотрим сопряженную за-
дачу

−divuϕ∗
jk + σϕ∗

jk −
∂

∂z
ν
∂ϕ∗

jk

∂z
− µ�ϕ∗

jk = pck,

ϕ∗
jk = 0 на Σ,

∂ϕ∗
jk/∂z = αϕ∗

jk на Σ0,

∂ϕ∗
jk/∂z = 0 на ΣH ,

(6.6.13)

где

pck =

{
bk + αkδ(z) на Gk,
0 вне Gk.

Решение задачи (6.6.13) также может быть найдено с помощью
нестационарной задачи

−∂ϕ∗
k

∂t
− divuϕ∗

k + σϕ∗
k −

∂

∂z
ν
∂ϕ∗

k

∂z
− µ�ϕ∗

k = pck,
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ϕ∗
k = 0 на Σ,

∂ϕ∗
k/∂z = αϕ∗

k на Σ0,

∂ϕ∗
k/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ∗
k(r, tj+1) = ϕ∗

k(r, tj).

(6.6.14)

Тогда

ϕ∗
jk =

1

�tj

tj+1∫

tj

ϕ∗
k dt.

Введем в рассмотрение функционалы

Ypjk =

∫

Gk

pckϕj dGk, Ypjk = Qϕ∗
jk(r0), (6.6.15)

j = 1, 2, . . . , j0; k = 1, 2, . . . ,m.

Имея набор сопряженных задач, введем аналогично предыдущему
неравенство

Ypjh ≤ cjk, (6.6.16)

где cjk – предельно допустимые санитарные дозы загрязнения. В ре-
зультате задача сводится к нахождению областей ωkj, в пределах ко-
торых возможно строительство объекта по санитарным нормам в от-
ношении к зоне Ωk. Пересечение областей ωkj (j = 1, 2, . . . , j0) обо-
значим через ωk. Именно эта область будет удовлетворять всем тре-
бованиям с учетом всех типов метеорологических процессов, участ-
вующих в переносе и диффузии аэрозоля.

Отсюда следует, что пересечение всех ωk(k = 1, 2, . . . ,m) дает об-
ласть ωc, в которой с точки зрения санитарных норм и с учетом типи-
зации метеорологических процессов можно безопасно выбирать место
расположения объекта.

6.7. Стоимость потерь продуктов биосферы
при загрязнении окружающей среды
промышленными выбросами

В предыдущих параграфах была рассмотрена проблема размещения
промышленных предприятий с учетом предельно допустимых сани-
тарных доз данного региона. В настоящем параграфе вводится новый
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функционал, связанный с экономическими затратами на восстанов-
ление окружающей среды, нарушаемой загрязнениями предприятий.
Этот функционал вместе с рассмотренными выше дает достаточно
полное представление о возможных последствиях загрязнения био-
сферы и экономических затратах на экологическое восстановление
окружающей среды.

Поскольку, за редким исключением, промышленные выбросы при-
водят к угнетению жизни растительного и животного мира – птиц,
рыб, моллюсков, насекомых, полезных бактерий и других компонен-
тов биосферы, представляется естественным дать некоторую инте-
гральную по всему региону Σ0 оценку стоимости потерь от загряз-
нений промышленными выбросами.

С этой целью введем в рассмотрение дифференциальные характе-
ристики, описывающие количество биомассы данного компонента l,
которое теряется в результате загрязнения аэрозолем j в расчете на
единицу площади в единицу времени единичной концентрацией аэро-
золя. Обозначим эту величину через nlbjl (j = 1, 2, . . . ,m; l = 1, . . . , s),
где nl(x, y) – плотность l-й популяции в регионе Σ0; bjl – потеря в
биомассе этой популяции в расчете на единичную плотность. Тогда
полные потери компоненты биомассы l от загрязнения аэрозолем с
концентрацией ϕj в регионе Σ0 за год определяются формулой

βlj =

T∫

0

dt

∫

Σ0

nl blj ϕj dΣ0. (6.7.1)

Пусть βl – цена единицы компоненты биомассы. Тогда стоимость
потерь в результате загрязнения будет равна

clj =

T∫

0

dt

∫

Σ0

βl nl blj ϕj dΣ0. (6.7.2)

Просуммируем clj по всем компонентам l:

cj =

T∫

0

dt

∫

Σ0

pj0ϕj dΣ0, (6.7.3)

где

pj0 =
s∑

l=1

nlβlbjl. (6.7.4)
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Величины bjl, характеризующие оценку физиологического угнете-
ния компонентов биосферы аэрозолями данного сорта, получаются
на основе экспериментальных исследований. Заметим лишь, что при
больших концентрациях загрязнений, функции bjl перестают быть ли-
нейными. Если теперь просуммировать результат по всем компонен-
там аэрозолей, выбрасываемых промышленным предприятием, то по-
лучим полную стоимость потерь биосферы в регионе Σ0:

c =
m∑
j=1

T∫

0

dt

∫

Σ0

pj0ϕj dΣ0. (6.7.5)

Переходим теперь к формулировке задачи на оптимизацию. Рас-
смотрим m задач, соответствующих основным компонентам выбросов:

∂ϕj

∂t
+ divuϕj + σϕj −

∂

∂z
ν
∂ϕj

∂z
− µ�ϕj = Qδ(r− r0),

ϕj = 0 на Σ,

∂ϕj/∂z = αϕj на Σ0,

∂ϕj/∂z = 0 на ΣH ,

ϕj(r, T ) = ϕj(r, 0), j = 1, 2, . . . ,m,

(6.7.6)

и m сопряженных задач:

−
∂ϕ∗

j

∂t
− divuϕ∗

j + σϕ∗
j −

∂

∂z
ν
∂ϕ∗

j

∂z
− µ�ϕ∗

j = pj0δ(z),

ϕ∗
j = 0 на Σ,

∂ϕ∗
j/∂z = αϕ∗

j на Σ0,

∂ϕ∗
j/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ∗
j(r, T ) = ϕ0(r, 0), j = 1, 2, . . . ,m.

(6.7.7)

Будем считать, что задачи (6.7.6) и (6.7.7) решены. Рассмотрим
функционал

Ij =

T∫

0

dt

∫

Σ0

pj0ϕj dΣ0. (6.7.8)
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Двойственная его форма записывается с помощью решения сопря-
женного уравнения и имеет вид

Ij = Qj

T∫

0

ϕ∗
j(r0, t) dt. (6.7.9)

Важно отметить, что в случае рассматриваемого функционала для
фиксированного аэрозоля задача (6.7.7) решается всего один раз. Да-
лее вычисляется функция ϕ∗(r, t) и находится область ωB, где обеспе-
чивается минимальная потеря биомассы при загрязнении окружающей
среды. Так, наряду с введенной в предыдущих параграфах областью
ωc, обеспечивающей удовлетворение санитарных норм для наиболее
значимых экологических объектов, появляется область ωB, обеспечи-
вающая выполнение условия допустимой стоимости потерь окружа-
ющей среды региона Σ0. Пересечение этих областей дает наиболее
благоприятный район для размещения нового промышленного объек-
та (рис. 6.8).

Рис. 6.8

Рассмотрим теперь многокомпонентную смесь пассивного аэрозоля,
который при распространении не переходит в другие химические со-
единения, и поэтому σj = 0. Предположим, что аэрозоль легкий и со-
стоит из окислов различных соединений. Это значит, что вся смесь
распространяется по одному закону. В этом случае задачи (6.7.6)
и (6.7.7) можно сформулировать сразу для плотности смеси.

Пусть выход источников Qj данных компонентов аэрозоля нам из-
вестен и

Qj/Q = γj, j = 1, . . . ,m. (6.7.10)

Аналогично полагаем

ϕj = γjϕ, ϕ∗
j = γjϕ

∗, (6.7.11)
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где
m∑
j=1

γj = 1. (6.7.12)

Из (6.7.10), (6.7.11) с учетом (6.7.12) следует, что

ϕ =
m∑
j=1

ϕj, ϕ∗ =
m∑
j=1

ϕ∗
j , Q =

m∑
j=1

Qj. (6.7.13)

Просуммируем теперь каждое из соотношений (6.7.6) по j с исполь-
зованием (6.7.4). Получим задачу распространения смеси аэрозолей:

∂ϕ

∂t
+ divuϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ = Qδ(r− r0),

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,

∂ϕ/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ(r, T ) = ϕ(r, 0).

(6.7.14)

Аналогично приходим к сопряженной задаче для смеси:

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ = p0δ(z),

ϕ∗ = 0 на Σ,

∂ϕ∗/∂z = αϕ∗ на Σ0,

∂ϕ∗/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ∗(r, T ) = ϕ0(r, 0),

(6.7.15)

где p0 =
m∑
j=1

pj0.

Таким образом, исследуемый функционал – стоимость потерь био-
сферы в регионе Σ0 – имеет вид

I =

T∫

0

dt

∫

Σ0

p0ϕ dΣ0, (6.7.16)
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или

I = Q

T∫

0

ϕ∗(r0, t) dt; (6.7.17)

здесь

p0 =
m∑
j=1

s∑
l=1

nlβlbjl =
s∑

l=1

nlβlbl, bl =
m∑
j=1

bjl. (6.7.18)

После того как задача (6.7.15) решена и расположение планируемо-
го объекта определено, находится решение ϕ задачи (6.7.14) и далее
с помощью (6.7.11) производится пересчет на покомпонентные плот-
ности ϕj = γjϕ (j = 1, . . . ,m). Вместе с этим уточняется диффе-
ренциальное распределение плотности аэрозолей в рассматриваемом
регионе Σ0. Если законы распространения аэрозолей ϕj различны, то
задача нахождения полной дозы c потребует решения m задач.

В заключение отметим следующее. Для проведения указанных рас-
четов наиболее существенным звеном во входных задачах является
определение коэффициентов blj. Эта задача весьма нетривиальна, по-
скольку требует либо одновременного слежения за всеми компонента-
ми биосферы, находящимися в зоне загрязнений в течение многих лет,
либо построения сложных биоценозных математических моделей, ко-
торые учитывали бы взаимодействие компонентов биосферы возмож-
но полнее. Приведем пример. Предположим, что аэрозоль ϕj оказался
губительным для насекомых. Это повлечет за собой резкое уменьше-
ние популяции насекомоядных птиц, что в свою очередь отразится на
хищных птицах, питающихся насекомоядными птицами и грызуна-
ми. В результате возрастет популяция грызунов и увеличатся потери
зерна на полях и т. д. Поэтому проблеме определения коэффициен-
тов bjl следует уделить самое пристальное внимание, поскольку она
имеет важное значение для планирования развития промышленности
и прогноза экологического ее воздействия на окружающую среду.

6.8. Экономика природных ресурсов

Мы коснулись вопроса стоимости потерь в различных компонентах
биосферы при загрязнении окружающей среды. Но это только одна
сторона дела. Другая состоит в проведении восстановительных работ
по улучшению или по крайней мере по сохранению экологического
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режима регионов. В самом деле, если, например, загрязнение водое-
мов уменьшает воспроизводство рыбы в результате угнетения нереста,
то строятся рыбзаводы по выращиванию молоди, которая пополняет
популяцию рыбы в водоеме до оптимальных масштабов, связанных
с ресурсом корма для рыб. Если уменьшается урожай сельскохозяй-
ственных культур, то он должен быть поднят улучшением агротехни-
ки, внесением органических и минеральных удобрений, мелиорацией.
Если уменьшается популяция зверей, то создаются особые условия
подкормки, ухода, устанавливается запрет на отстрел и т. д.

Таким образом, ущерб, нанесенный природе (особенно живой) за
счет загрязнения, должен компенсироваться планируемыми дополни-
тельными отчислениями предприятий из прибыли от производства.
Эти отчисления должны быть так же обязательны, как и отчисления
на амортизацию оборудования.

Сформулируем математическую модель оценки таких обязательных
затрат. Пусть pl – стоимость мероприятий, направленных на вос-
становление единицы массы l-го компонента биосферы, угнетенного
вредными промышленными выбросами, до первоначального уровня.
Подсчитаем потерю j-го компонента биомассы:

�M =

T∫

0

dt

∫

Σ0

nlbjlϕj dΣ. (6.8.1)

Тогда стоимость восстановительных мероприятий будет равна

Rjl =

T∫

0

dt

∫

Σ0

plnlbjlϕj dΣ0. (6.8.2)

Суммируя (6.8.2) по l и j, получаем

Rg =
m∑
j=1

s∑
l=1

T∫

0

dt

∫

Σ0

plnlbjlϕj dΣ0. (6.8.3)

Это выражение запишем в виде

Rg =
m∑
j=1

T∫

0

dt

∫

Σ0

ξjϕj dΣ0, (6.8.4)
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где

ξj =
s∑

l=1

plnlbjl. (6.8.5)

Если предположить, что вредные промышленные выбросы легкие
и неразложимые, то σj = 0 (j = 1, 2, . . . ,m). Тогда с учетом (6.7.11)
запишем

Rg =

T∫

0

dt

∫

Σ0

ξϕ dΣ0, (6.8.6)

где

ξ =
m∑
j=1

γjξj. (6.8.7)

Теперь можно сформулировать сопряженную задачу по отношению
к функционалу Rg:

−∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ − ∂

∂z
ν
∂ϕ∗

∂z
− µ�ϕ∗ = ξδ(z),

ϕ∗ = 0 на Σ,

∂ϕ∗/∂z = αϕ∗ на Σ0,

∂ϕ∗/∂z = 0 на ΣH ,

ϕ∗(r, T ) = ϕ∗(r, 0).

(6.8.8)

Тогда на основе общей теории имеем два равенства:

Rg =

T∫

0

dt

∫

Σ0

ξϕ dΣ, Rg = Q

T∫

0

ϕ∗(r0, t)dt. (6.8.9)

Для решения ϕ∗(r, t) построим график функции Rg(r0), представ-
ленный на рис. 6.9.

С помощью указанного алгоритма найдем область ωR, для которой
при эксплуатации промышленного объекта амортизационные расхо-
ды по восстановлению загрязнений окружающей среды будут мень-
ше некоторой установленной нормы: Rg ≤ BR. Итак, при планирова-
нии размещения индустриального объекта, выбрасывающего вредные
аэрозоли, приходим к трем критериям.
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1. Загрязнение наиболее важных в экологическом аспекте зон долж-
но удовлетворить предельно допустимым санитарным нормам. В ре-
зультате приходим к области ωc ⊂ Σ0.

2. Стоимость потерь биологических ресурсов при загрязнении долж-
на быть минимальной. Здесь приходим к области ωB ⊂ Σ0.

3. Стоимость амортизационных расходов на восстановление биоло-
гических ресурсов, сниженных за счет загрязнения окружающей сре-
ды, должна быть минимальной. Отсюда приходим к области ωR ⊂ Σ0.

Рис. 6.9 Рис. 6.10

При пересечении названных областей получаем наиболее удобную
для строительства нового промышленного предприятия область, кото-
рая на рисунке 6.10 заштрихована. Если пересечение областей пусто,
то необходимо изменить предельно допустимые экономические кри-
терии.

Был рассмотрен случай, когда каждый компонент аэрозоля ведет
себя как вся смесь. Если имеется разнообразие в распространении
отдельных компонентов аэрозоля, то необходимо все задачи решать
для каждого компонента j. В результате приходим к более сложной,
но более общей задаче пересечения 3j отдельных областей.

6.9. Общий экономический критерий

Может случиться, что пересечение областей, для которых в задан-
ном регионе Σ0 выполняются все критерии оптимизации, пусто. Тогда
необходимо либо ослаблять те или иные ограничения на исследуемые
функционалы, либо увеличивать размеры рассматриваемого региона.
Такие изменения оптимизационной задачи в принципе носят эвристи-
ческий характер и не являются строго детерменированным процессом.
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С другой стороны, сформулированные в предыдущих главах кри-
терии оптимизации, строго говоря, позволяют однозначно выделить
зоны, в которых размещение промышленных предприятий недопусти-
мо. Для локализации областей, в которых размещение промышлен-
ных предприятий экономически оправдано, необходима дополнитель-
ная информация. Поэтому в настоящем параграфе введем в рассмот-
рение единый экономический критерий полных затрат на восстанов-
ление окружающей среды, нарушаемой в результате промышленных
загрязнений, с учетом оптимального взаимного расположения инду-
стриальных объектов и экологически важных зон.

Проблема оптимальности взаимного расположения объектов вклю-
чает в себя учет значительного числа факторов, связанных с экономи-
ческими затратами на строительство в данном месте, стоимостью со-
оружения и эксплуатации коммуникационных линий (железных и ав-
томобильных дорог, водопроводов, линий связи и т. д.) в конкретных
условиях, перспективами развития региона в целом. Методологически
эта проблема может быть типизирована следующим образом:

– планирование размещения индустриальных объектов в регионе
в соответствии со сформировавшейся экологической структурой (на-
пример, строительство крупного комбината в окрестностях того или
иного города);

– формирование экологической структуры вокруг промышленных
объектов (например, строительство населенных пунктов в связи
с предполагаемым сооружением индустриальных объектов, эксплуа-
тирующих месторождения полезных ископаемых и поэтому «привя-
занных» к той или иной местности);

– одновременное планирование размещения индустриальных объ-
ектов и экологически значимых зон.

Сформулируем общий экономический критерий с учетом ситуации
первого типа. Итак, обратимся к затратам на восстановление окружа-
ющей среды, в которые включаются отчисления на охрану здоровья
людей, проживающих в рассматриваемом регионе, на дополнительное
питание и повышение его качественного содержания, на профилакто-
рии, дома отдыха, пансионаты и лечебные учреждения.

Обозначим через ajk затраты на восстановление здоровья людей
в экологически значимом регионе с номером k в расчете на одного
человека в год и на единичную концентрацию аэрозоля j. Пусть Nk –
общая численность населения в данном регионе. Тогда стоимость вос-
становления здоровья людей в связи с загрязнением будет равна
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cjk =

T∫

0

dt

∫

Σk

ajkNkϕj dΣk. (6.9.1)

Просуммируем это выражение по всем экологически важным реги-
онам. В результате получим

Rpj =
n∑

k=1

cjk =
n∑

k=1

T∫

0

dt

∫

Σk

ajkNkϕj dΣk, (6.9.2)

или

Rpj =

T∫

0

dt

∫

Σ0

P j
pϕj dΣ0, (6.9.3)

где

P j
p =




n∑
k=1

ajkNk, r ∈
⋃
k=1

Σk,

0, вне области .

Вторая часть затрат связана с уменьшением биомассы всех компо-
нентов окружающей среды (животного мира, растительного покрова
и т. д.) за счет уменьшения площадей продуктивного покрова почвы.
Обозначим их через Rbj. В соответствии с результатами § 6.7 запишем

Rbj =

T∫

0

dt

∫

Σ0

P j
b ϕj dΣ0, (6.9.4)

где P j
b =

s∑
l=1

nlβlbjl.

Третья часть затрат связана с постоянным поддержанием продук-
тивности биоресурсов на заданном уровне:

Rgj =

T∫

0

dt

∫

Σ0

P j
gϕj dΣ0, (6.9.5)

где P j
g =

s∑
l=1

plnlbjl.
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Тогда для m различных компонентов токсических примесей полу-
чим m функционалов

Rj = Rpj +Rbj +Rgj. (6.9.6)

После суммирования имеем

R =
m∑
j=1

Rj. (6.9.7)

Обозначим через ci(r) стоимость сооружения в точке r области Σ0

промышленного предприятия с номером i, через cik(r) – стоимость
сооружения и эксплуатации коммуникационных линий в расчете на
единицу кратчайшего расстояния между точкой r сооружения i-го
объекта и k-й охранной зоной (включая среднюю стоимость планиру-
емых перевозок грузов и пассажиров), а через rik(r) – совокупность
таких расстояний. Рассмотрим функционал

Eik(r) = ci(r) + cik(r)rik(r), (6.9.8)

характеризующий стоимость сооружений i-го предприятия и необхо-
димых его связей с k-й экологической зоной. Значение функциона-
ла возрастает по мере удаления точки расположения предприятия от
охраняемой зоны. Суммируя (6.9.8) по всем k и учитывая функционал
(6.9.7), приходим к единому функционалу

Ii(r0) = R(r0) +
n∑

k=1

Eik(r0), (6.9.9)

линии уровней которого I(r) = const дают нам локализованную об-
ласть, наиболее подходящую для размещения промышленного пред-
приятия.

Рассмотрим следующую модельную ситуацию. В точках (x1, y1)
и (x2, y2) расположены два населенных пункта, причем население пер-
вого вдвое больше населения второго. Преобладающим в рассматри-
ваемом регионе в течение временного цикла [0, T] является ветер,
параллельный оси x. Точка с координатами (x2, y1) – место, где стои-
мость возведения промышленного предприятия минимальна. По мере
удаления от этой точки стоимость увеличивается пропорционально
функции вида Ψ(x, y) = 2− exp{−α[(x− x2)

2 + (y− y1)
2]}. И наконец,
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стоимость коммуникационных линий в области x > (x1 + x2)/2 вдвое
превышает стоимость коммуникаций в области [0, (x1 + x2)/2].

На рисунках 6.11–6.14 показаны изолинии функционала вида
(6.9.9). Разные варианты соответствуют преобладанию различных ви-
дов рассмотренных стоимостей. Рисунок 6.11 соответствует преобла-
данию стоимости проведения коммуникаций, т. е.

Ii(r0) = R(r0) +
n∑

k=1

(2ci(r0) + 20cik(r0)rik(r0)).

Рис. 6.11

Рис. 6.12

Рисунок 6.12 соответствует большему весу стоимости возведения
предприятия, причем стоимость коммуникаций сравнима со стоимо-
стью возведения, т. е.
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Ii(r0) = R(r0) +
n∑

k=1

(10ci(r0) + 8cik(r0)rik(r0)).

На рисунке 6.13 изображена ситуация, при которой стоимость ком-
муникаций почти не превосходит остальных стоимостей, т. е.

Ii(r0) = R(r0) +
n∑

k=1

(2ci(r0) + 4cik(r0)rik(r0)).

Рис. 6.13

Рис. 6.14

Наконец, рисунок 6.14 соответствует случаю равенства всех видов
стоимости. Места расположения предприятий, в которых общие за-
траты с учетом перечисленных факторов минимальны, отмечены на
рисунках крестиком с указанием суммарных для этой точки затрат
в выбранных единицах измерения.
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6.10. Математические проблемы
оптимизации выбросов действующих
промышленных предприятий

Охрана окружающей среды от загрязнений промышленными пред-
приятиями становится одной из наиболее актуальных проблем науки
и техники. В предыдущих параграфах был рассмотрен аспект пробле-
мы, связанный с размещением новых индустриальных объектов, вы-
брасывающих в атмосферу вредные аэрозоли, с учетом минимального
загрязнения близлежащих населенных пунктов, зон отдыха, сельско-
хозяйственных угодий и других экологически важных объектов. В на-
стоящем параграфе будет рассмотрен другой аспект проблемы. Будем
предполагать, что все промышленные предприятия в данном районе
уже существуют и выбрасывают в атмосферу заданное количество
вредных аэрозолей. Задача состоит в определении для каждого пред-
приятия такого допустимого количества выбрасываемых аэрозолей,
чтобы их сумма не превышала санитарно допустимых норм. В то же
время существенно занижать суммарные выбросы нельзя, поскольку
это приведет к снижению экономических показателей деятельности
индустриальных объектов. Таким образом, речь будет идти о таких
ограничениях на выбросы, которые все же обеспечат максимум эко-
номического эффекта при заданных ограничениях.

Рис. 6.15

Пусть в заданном регионе G с границей S в точках ri (i = 1, 2, . . . , n)
расположены n промышленных объектов Ai, ежесекундно выбрасыва-
ющих Qi (i = 1, 2, . . . , n) аэрозолей, состав которых для простоты
будем считать одинаковым (рис. 6.15). В области G выделим m эко-
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логических зон Gk (k = 1, 2, . . . ,m), для каждой из которых заданы
предельно допустимые концентрации выпавшего за интервал времени
[0, T] аэрозоля. В результате приходим к следующей математической
постановке задачи.

Дано уравнение диффузии субстанций от n индустриальных объ-
ектов

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ− ∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
− µ�ϕ =

n∑
i=1

Qiδ(r− ri) (6.10.1)

при условии
ϕ = fs на Σ,

∂ϕ/∂z = αϕ на Σ0,
∂ϕ/∂z = 0 на ΣH .

(6.10.2)

Считая задачу (6.10.1), (6.10.2) климатически периодической (с пе-
риодом, равным году), получаем

ϕ(r, T ) = ϕ(r, 0). (6.10.3)

Здесь компоненты вектора скорости ветра u связаны в каждый
момент времени соотношением неразрывности

∂u

∂x
+

∂υ

∂y
+

∂ω

∂z
= 0

при условии, что ω = 0 при z = 0, z = zH ; ν, µ – коэффициенты вер-
тикального и горизонтального турбулентного обмена, ri = (xi, yi, zi)

T .
Коэффициент α характеризует вероятность выпавшей на поверхность
земли субстанции аэрозоля снова попасть в атмосферу, а fs – источ-
ники аэрозоля на Σ.

Рассмотрим функционал

Yk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pcϕ dGk, (6.10.4)

который характеризует санитарную долю аэрозоля, выпавшего на по-
верхность земли (z = 0) в области экологической зоны Gk. Задача
состоит в том, чтобы найти такую совокупность планируемых выбро-
сов аэрозолей Qi, которая обеспечивала бы среднегодовые предельно
допустимые дозы аэрозольного загрязнения

Yk ≤ ck, k = 1, 2, . . . ,m, (6.10.5)
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при минимальных экономических затратах на технологическую рекон-
струкцию предприятий, обеспечивающую установленный объем вы-
пуска продукции при заданном уменьшении выбросов.

Естественно, что в данной задаче наряду с ограничениями (6.10.5)
необходимо ввести в рассмотрение минимизирующий функционал;
в качества такового примем

I =
n∑

i=1

ξi(Qi −Qi), (6.10.6)

где Qi – исходная, а Qi – планируемая мощность выбросов, коэффи-
циент ξi определяет капитальные вложения в технологию, обеспечи-
вающую выпуск того же объема продукции при уменьшении выбро-
сов (в расчете на единицу мощности выбросов). Тогда функционал I
представляет собой полные затраты, необходимые для улучшения тех-
нологии всех предприятий Ai при переходе от выбросов Qi к плани-
руемым выбросам Qi. В результате приходим к задаче о нахождении
в (6.10.1)–(6.10.3) таких выбросов Qi, чтобы выполнялись условия

I =
n∑

i=1

ξi(Qi −Qi) = min,

Yk ≤ ck, k = 1, 2, . . . ,m.

(6.10.7)

Задачу (6.10.1)–(6.10.3), (6.10.7) можно свести к задаче линейного
программирования. При этом возможны два различных подхода, один
из которых реализуем с помощью основных уравнений, другой – с по-
мощью сопряженных уравнений.

Сначала осуществим оптимизацию с помощью основных уравне-
ний. С этой целью решение задачи (6.10.1)–(6.10.3) представим в ви-
де суперпозиции решений элементарных задач. Пусть

ϕ =
n∑

i=1

Qiϕi(r, t) + ϕS, (6.10.8)

где ϕi(r, t) есть решение задачи

∂ϕi

∂t
+ u

∂ϕi

∂x
+ υ

∂ϕi

∂y
+ ω

∂ϕi

∂z
+ σϕi −

− ∂

∂z
ν
∂ϕi

∂z
− µ�ϕi = δ(r− ri)

(6.10.9)
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с граничными условиями

ϕi = 0 на Σ,

∂ϕi/∂z = αϕi на Σ0,

∂ϕi/∂z = 0 на ΣH

(6.10.10)

и условием
ϕi(r, T ) = ϕi(r, 0). (6.10.11)

Наряду с задачей (6.10.9)–(6.10.11) для i = 1, 2, . . . , n, введем
в рассмотрение еще одну задачу для определения фона аэрозолей,
приходящих в область G через границу S:

∂ϕS

∂t
+ divuϕS + σϕS − ∂

∂z
ν
∂ϕS

∂z
− µ�ϕS = 0 (6.10.12)

при условиях
ϕs = fs на Σ,

∂ϕs/∂z = αϕs на Σ0,

∂ϕs/∂z = 0 на ΣH ;

(6.10.13)

ϕs(r, T ) = ϕs(r, 0). (6.10.14)

Предположим, что каждая из задач (6.10.9)–(6.10.11) при
i = 1, 2, . . . , n, а также задача (6.10.12)–(6.10.14) решены. Тогда пра-
вомочно представление (6.10.8), которое теперь используем для вы-
числения функционалов Yk. В самом деле, подставляя (6.10.8)
в (6.10.4), получаем

Yk =
n∑

i=1

Qiaik + bk, (6.10.15)

где

aik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pcϕi(r, t) dGk, bk =

T∫

0

dt

∫

Gk

pcϕS(r, t) dGk,

i = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . ,m.

Теперь aik, bk – уже известные константы. Объединяя (6.10.14)
и (6.10.15), приходим к задаче

n∑
i=1

ξi(Qi −Qi) = min,

n∑
i=1

Qiaik + bk ≤ ck, k = 1, 2, . . . ,m.

(6.10.16)
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От Qi удобно перейти к qi = Qi −Qi ≥ 0. Тогда приходим к задаче
линейного программирования по отысканию оптимального набора на
основе решения задачи

n∑
i=1

ξiqi = min,

n∑
i=1

aikqi =≥ Rk, k = 1, 2, . . . ,m, (6.10.17)

qi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

где

Rk =
N∑
i=1

aikQi + bk − ck.

Естественно, что количество ограничений может быть увеличено
за счет требований социального и экономического характера, вытека-
ющих из тех или иных приоритетных соображений. Теперь проведем
оптимизацию с помощью сопряженной задачи. В соответствии с ре-
зультатами главе 5 сопряженная по отношению к (6.10.9)–(6.10.11)
задача имеет вид

−∂ϕ∗
k

∂t
− div(uϕ∗

k)−
∂

∂z
ν
∂ϕ∗

k

∂z
− µ�ϕ∗

k = pk, (6.10.18)

ϕ∗
k = 0 на Σ,

∂ϕ∗
k/∂z = αϕ∗

k на Σ0,

∂ϕ∗
k/∂z = 0 на ΣH ;

(6.10.19)

ϕ∗
k(r, T ) = ϕ∗

k(r, 0).

Правая часть pk уравнения (6.10.18) определяет функционал Yp из
(6.10.4), так что

pk =

{
pc на Gk,
0 вне Gk.

Рассмотрим функционал aik из (6.10.15):

aik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pcϕi(r, t) dGk, (6.10.20)

где ϕi – решение основной задачи (6.10.9)–(6.10.11). Обычным об-
разом (см. гл. 5) приходим к двойственному виду для функционала
(6.10.20):
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aik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pcϕi(r, t) dGk =

T∫

0

ϕ∗
k(ri, t) dt, (6.10.21)

где ϕ∗
k – решение сопряженной задачи (6.10.18), (6.10.19). Примем

обозначения

a∗ik =

T∫

0

ϕ∗
k(ri, t) dt, b∗k =

T∫

0

dt

∫

G

pkϕS(r, t) dG. (6.10.22)

Тогда из (6.10.15) приходим к другой формуле для вычисления
функционала Yk:

Yk =
n∑

i=1

a∗ikQi + b∗k. (6.10.23)

Таким образом, аналогично случаю основной задачи, приходим к оп-
тимизационной задаче для сопряженных уравнений:

n∑
i=1

ξi(Qi −Qi) = min,
n∑

i=1

Qia
∗
ik + b∗k ≤ ck, k = 1, 2, . . . ,m, (6.10.24)

или, вводя qi = Qi − Qi ≥ 0, преобразуем задачу (6.10.24) в следую-
щую:

n∑
i=1

ξiqi = min,
n∑

i=1

a∗ikqi ≤ R∗
k, k = 1, 2, . . . ,m, (6.10.25)

qi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

где R∗
k =

n∑
i=1

a∗ikQ+ b∗k− ck. Итак, мы снова пришли к задаче линейного

программирования.
В различных случаях удобно формулировать оптимизационную за-

дачу с помощью решения либо основных уравнений, либо сопря-
женных. Если количество предприятий, выбрасывающих в атмосферу
аэрозоль, невелико, а количество экологически значимых зон боль-
шое, то удобнее пользоваться основными уравнениями; если же на-
оборот, то удобнее брать сопряженные уравнения.
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6.11. Теория возмущений

Ценность сопряженной задачи далеко не исчерпывается возмож-
ностью независимой формулировки оптимизационной проблемы. Во
многих случаях, не решая проблему в целом, можно получить очень
ценную информацию о чувствительности функционалов вида Yk к от-
клонению отдельных параметров задачи от «нормы». Рассмотрим про-
стейший случай теории возмущений, используя вариации выбросов
аэрозолей.

Пусть вместо Qi предприятие выбрасывает Q
′
i = Qi+δQi аэрозолей.

Тогда мы имеем задачу

∂ϕ
′
i

∂t
+u

∂ϕ
′
i

∂x
+υ

∂ϕ
′
i

∂y
+ω

∂ϕ
′
i

∂z
+σϕ

′

i−
∂

∂z
ν
∂ϕ

′
i

∂z
−µ�ϕ

′

i = Q
′

iδ(r− ri), (6.11.1)

ϕ
′

i = 0 на Σ,

∂ϕ
′

i/∂z = αϕ
′

i на Σ0,

∂ϕ
′

i/∂z = 0 на ΣH ;

(6.11.2)

ϕ
′

i(r, T ) = ϕ
′

i(r, 0),

где ϕ
′
i = ϕi + δϕi.

Рассмотрим функционал

Yik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pkϕi dGk, (6.11.3)

для Y
′

ik имеем

Y
′

ik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pkϕ
′

i dGk = Yik + δYik, (6.11.4)

где

δYik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pkδϕi dG. (6.11.5)

Функционал δYk можно вычислить и другим способом – через ре-
шение ϕ∗

k сопряженной задачи, которая в данном случае имеет вид

−∂ϕ∗
k

∂t
− div(uϕ∗

k)−
∂

∂z
ν
∂ϕ∗

k

∂z
− µ�ϕ∗

k = pk, (6.11.6)
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ϕ∗
k = 0 на Σ,

∂ϕ∗
k/∂z = αϕ∗

k на Σ0,

∂ϕ∗
k/∂z = 0 на ΣH ;

(6.11.7)

ϕ∗
k(r, T ) = ϕ∗

k(r, 0).

Из (6.11.1), (6.11.2), (6.11.6), (6.11.7) обычным образом получаем
соотношение двойственности

(Qi + δQi)

T∫

0

ϕ∗
kdt−

T∫

0

dt

∫

Gk

pk(ϕi + δϕi) dGk = 0. (6.11.8)

Поскольку

Qi

T∫

0

ϕ∗
k dt =

T∫

0

dt

∫

Gk

pkϕi dGk = Yik,

δYik =

T∫

0

dt

∫

Gk

pkδϕi dGk,

(6.11.9)

то с помощью (6.11.8) приходим к формуле теории возмущений

δYik = δQi

T∫

0

ϕ∗
k dt, i = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . ,m. (6.11.10)

Подсчитав величины
T∫
0

ϕ∗
k dt и построив изолинии

T∫
0

ϕ∗
k dt = const,

можно определить области максимальной опасности аэрозольного за-
грязнения. Предприятия, расположенные именно в этих областях,
вносят наибольший вклад в аэрозольное загрязнение. Поэтому для
них предельно допустимые выбросы необходимо рассчитывать в пер-
вую очередь. Конечно, это не решает всей проблемы оптимизации,
однако в некоторой степени проясняет суть дела.

Наконец, обсудим еще один важный вопрос. До сих пор мы пред-
полагали, что входные параметры основной и сопряженной задач по-
стоянны. Однако при решении оптимизационных задач концентрация
аэрозолей над областью G изменяется, что обусловливает некоторое
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изменение локальной циркуляции атмосферы. Это значит, что могут
измениться компоненты вектора u: u

′
= u+ δu, а также коэффици-

енты турбулентного обмена: ν
′
= ν + δν, µ

′
= µ + δµ. В результате

возмущений основная задача принимает вид

∂ϕ
′
i

∂t
+ divu

′
ϕ

′

i + σϕ
′

i −
∂

∂z
ν

′ ∂ϕ
′
i

∂z
− µ

′�ϕ
′

i = δ(r− ri), (6.11.11)

ϕ
′

i = 0 на Σ,

∂ϕ
′

i/∂z = αϕ
′

i на Σ0,

∂ϕ
′

i/∂z = 0 на ΣH ;

(6.11.12)

ϕ
′

i(r, T ) = ϕ
′

i(r, 0),

К этой задаче присоединим невозмущенную сопряженную зада-
чу (6.11.6), (6.11.7). Умножим решение (6.11.11) на ϕ∗

k, уравнение
(6.11.6) – на ϕ

′
i, результаты проинтегрируем по всей области изме-

нения переменных и вычтем один из другого. Затем, пользуясь гра-
ничными условиями (6.11.12), (6.11.7), интегрированием по частям
получаем соотношение

T∫

0

dt

∫

G

(
div δuϕ

′

i −
∂

∂z
δν

∂ϕ
′
i

∂z
− δµ�ϕ

′

i

)
ϕ∗
k dG =

= δQi

T∫

0

ϕ∗
k(ri, t) dt− δYik;

(6.11.13)

следовательно,

δYik = δQi

T∫

0

ϕ∗
k(ri, t) dt −

−
T∫

0

dt

∫

G

(
div δuϕ

′

i −
∂

∂z
δν

∂ϕ
′
i

∂z
− δµ�ϕ

′

i

)
ϕ∗
k dG.

(6.11.14)

Если считать возмущения δϕi, δu, δν, δµ малыми, то с точностью
до малых второго порядка придем к формуле теории малых возму-
щений
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δYik = δQi

T∫

0

ϕ∗
k(ri, t) dt −

−
T∫

0

dt

∫

G

(
div δuϕi −

∂

∂z
δν

∂ϕi

∂z
− δµ�ϕi

)
ϕ∗
k dG.

(6.11.15)

Полученная формула для δYik позволяет оценивать «обратную
связь» атмосферных процессов, порождаемую изменением аэрозоль-
ного фона в G.

Рассматриваемую в § 6.10 и в настоящем параграфе проблему оп-
тимизации можно распространить на функционалы подобно тому, как
это было сделано в § 6.1–6.6.

В заключение скажем несколько слов о численной реализации ал-
горитмов. Поскольку основная и сопряженная задачи линейные и пе-
риодические по времени, то их можно решить методом периодизации,
начиная с некоторых начальных данных и продолжая до наступле-
ния периодичности. Обычно для этого достаточно 2–3-годовых цик-
лов расчета. Важно отметить, что сопряженная задача должна ре-
шаться в обратном направлении времени, поскольку, как уже отме-
чалось ранее, в этом случае при счете будет соблюдена корректность
задачи. Что касается задач линейного программирования, то они ре-
шаются стандартными приемами. Поскольку qi ≥ 0 и все коэффи-
циенты aik, a∗ik также положительны, решение задачи находится на
гранях многогранников, образующихся при построении области огра-
ничений.
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Глава 7

Сопряженные уравнения
и модели общей циркуляции
атмосферы и океана

Проблема изменения климата принадлежит к числу наиболее слож-
ных задач современной науки. Это объясняется тем, что в форми-
ровании климата участвует большое число различных процессов, та-
ких как гидродинамические течения, турбулентный обмен, взаимодей-
ствие процессов в атмосфере и океане, радиационный режим системы,
фазовые переходы воды из одних состояний в другие с выделением
или поглощением тепла и многие другие. Более того, гидротермоди-
намические процессы, происходящие в атмосфере и океане, чрезвы-
чайно нелинейны и слабо неустойчивы. Причем потеря устойчивости
решений может произойти в результате весьма слабых возмущений.
Неустойчивые движения обычно разрешаются в виде волновых дви-
жений циклонического масштаба в атмосфере и мезомасштабах вих-
рей в океане. Все это делает задачу предвычисления изменений кли-
мата особенно сложной.

Однако если речь идет о фоновом изменении климатических со-
стояний атмосферы и океана, осредненном по большим регионам –
порядка нескольких тысяч квадратных километров – за срок от ме-
сяца до сезона, то в этом случае атмосферные и океанические про-
цессы масштабов циклонов и типичных океанических вихрей мож-
но рассматривать в среднестатистическом смысле. Поэтому можно
ожидать, что быстрая изменчивость атмосферных процессов с учетом
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непрерывного взаимодействия с океаном уже не окажет существенно-
го влияния на осредненный фон, который будет определяться в основ-
ном медленно протекающими и устойчивыми процессами, и именно
этот компонент должен быть выделен как решающий на изменение
климатического состояния системы.

Но и в этом случае климатическая система атмосфера – океан
называется все еще очень сложной и требует тщательного анализа
чувствительности к различным действующим факторам. Прямой рас-
чет прогностической задачи обычно здесь не может дать ответа на
этот вопрос. Именно поэтому мы снова, как и в проблеме окружаю-
щей среды, сталкиваемся с необходимостью включить в рассмотрение
новый математический аппарат сопряженных уравнений.

Наше рассмотрение проблемы чувствительности климата мы нач-
нем с простейших моделей и, постепенно усложняя их, придем к прак-
тически интересным математическим описаниям.

Поскольку задача исследования вариаций климата является очень
сложной, то в настоящей главе мы ограничимся предположением, что
составляющие вектора скорости воздуха в атмосфере и вектора ско-
рости течений в океане нам заранее известны из наблюдений, и свою
задачу сведем к расчету аномалий температуры на определенных бо-
лее или менее крупных регионах континентов и за длительный период
времени – порядка месяца.

Решение такой задачи позволит нам оценить чувствительность кли-
матических изменений в поле температуры на основе эксперименталь-
ных данных наблюдений в зависимости от различных входных пара-
метров задачи – скоростей ветра и течений, радиационного потока
тепла, турбулентного обмена и др.

Изложение мы начнем с простейшей диагностической задачи кли-
мата, которая будет рассмотрена в § 7.1, 7.2.

Дальше в этой главе будут рассмотрены проблемы, связанные с об-
щей циркуляцией атмосферы и океана.

Решение проблем общей циркуляции атмосферы и океана, а так-
же влияния деятельности человека на изменения климата требует
создания такого математического аппарата, который бы позволил на
основе решения задач динамики атмосферы и океана, а также исполь-
зования априорной информации о климатическом состоянии атмосфе-
ры и фактической информации об отклонениях полей метеорологиче-
ских элементов от климатических дать оценку аномалий температу-
ры и других элементов в заданных районах земного шара. Районы,
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для которых дается эта оценка, должны иметь характерный размер,
уточняющийся на основе анализа чувствительности. Важно отметить
лишь то, что локальная метеорологическая информация очень чув-
ствительна к непрогнозируемым «метеорологическим шумам», кото-
рые свойственны любой, даже самой «богатой» модели. Такие шумы
обычно являются результатом разрешения физических неустойчиво-
стей, непрерывно реализуемых в атмосфере. Потеря информации про-
исходит и за счет не очень точных моделей, используемых в расчете.
Эту потерю также можно условно отнести к метеорологическим шу-
мам. Поэтому выбор характерных масштабов регионов является одной
из центральных задач теории предсказуемости.

Другой задачей является построение таких теорий, которые позво-
лили бы исследователям получить результаты оценки вариации общей
циркуляции непосредственно для отклонений некоторых функциона-
лов от метеорологических элементов в сопоставлении с их климати-
ческими значениями. Если для линейных моделей такая постановка
задачи является тривиальной, то для полной нелинейной задачи она
требует разработки нового математического аппарата на основе спе-
циальным образом определенных сопряженных уравнений, связанных
с прогнозируемыми функционалами задач.

В настоящей главе (в § 7.3–7.6) мы изложим более или менее об-
щий подход к построению сопряженных уравнений общей циркуляции
атмосферы и океана и получим формулы теории возмущений, которые
будут основными как для анализа предсказуемости, так и для оценки
аномалий.

В качестве основного функционала мы будем рассматривать анома-
лию температуры на земной поверхности для того или иного региона.
Распространение теории на другие линейные функционалы от полей
метеорологических элементов не представляет большого труда. Рас-
смотрим как линейную, так и нелинейную постановку задачи.

Следует также подчеркнуть, что в настоящей главе сначала рас-
сматриваются довольно простые модели динамики атмосферы и океа-
на, а затем они постепенно усложняются. Конечно, в реальных задача
они будут еще более сложными и разнообразными. Автор полага-
ет, что общие идеи легче воспринять на простых моделях, а переход
к более сложным, реальным уже не внесет принципиально новых про-
блем, и они могут быть рассмотрены с учетом предложенных идей.

При изложении настоящей главы мы акцентировали внимание на
алгебраической стороне дела. Что касается теоретического обоснова-
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ния этих алгоритмов, то они могут быть выполнены, как и в главе 1,
начиная от формирования гильбертовых пространств функций, в ко-
торых содержатся решения основных и сопряженных задач, и пред-
положений о гладкости функций, обеспечивающих указанные в этой
главе преобразования. Мы будем полагать, что все эти требования
выполнены.

7.1. Температурные аномалии атмосферы

Простейшей постановкой задачи о температурных аномалиях в ат-
мосфере может быть следующая.

Рассмотрим сначала уравнение

Lϑ ≡ ∂ϑ

∂t
+ u

∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z
− µ

∂2ϑ

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

∂z
= q (7.1.1)

при граничных условиях

ϑ(0, z, t) = ϑ(l, z, t),

ν
∂ϑ

∂z
= f(x, t) при z = 0,

ν
∂ϑ

∂z
= 0 при z = h

(7.1.2)

и начальных данных
ϑ(x, z, 0) = g(x, z). (7.1.3)

Будем считать, что заданные периодические по x с периодом l
функции u и ω удовлетворяют следующим условиям:

∂u

∂x
+

∂ω

∂z
= 0 при всех (x, z, t),

ω(x, 0, t) = ω(x, h, t) = 0.

(7.1.4)

Функции q(x, z, t), f(x, t) и g(x, z) будем считать заданными. Отно-
сительно решения ϑ, функций u, ω, f и g будем полагать, что они об-
ладают достаточной гладкостью, так что задача (7.1.1)–(7.1.4) имеет
единственное решение в некотором классе периодических по x функ-
ций D(L), свойства элементов которого определим ниже.
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Итак, сначала остановимся на вопросе о единственности решения
указанной задачи. С этой целью, как обычно, предположим, что суще-
ствует два решения ϑ1 и ϑ2, удовлетворяющих задаче (7.1.1)–(7.1.4).
Рассмотрим их разность

ψ = ϑ1 − ϑ2.

Тогда для ψ получаем следующую однородную задачу:

∂ψ

∂t
+ u

∂ψ

∂x
+ ω

∂ψ

∂z
− µ

∂2ψ

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ψ

∂z
= 0,

ϑ(0, z, t) = ϑ(l, z, t),

ν
∂ψ

∂z
= 0 при z = 0,

ν
∂ψ

∂z
= 0 при z = h,

ψ = 0 при t = 0.

(7.1.5)

Уравнение из (7.1.5) умножим почленно на ψ и результат проинте-
грируем по всей области определения решения:

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ

(
∂ψ

∂t
+ u

∂ψ

∂x
+ ω

∂ψ

∂z
−

− µ
∂2ψ

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ψ

∂z

)
dz = 0.

(7.1.6)

Примем далее во внимание следующее соотношение:

l∫

0

dx

h∫

0

dz

T∫

0

ψ
∂ψ

∂t
dt =

=
1

2

l∫

0

dx

h∫

0

[
ψ2(x, z, T )− ψ2(x, z, 0)

]
dz =

=
1

2

l∫

0

dx

h∫

0

ψ2(x, z, T ) dz.

(7.1.7)
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Здесь мы воспользовались начальным значением ψ = 0 при t=0.
Далее рассмотрим выражение

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ

(
u
∂ψ

∂x
+ ω

∂ψ

∂z

)
dz =

=
1

2

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
u
∂ψ2

∂x
+ ω

∂ψ2

∂z

)
dz =

=
1

2

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

[(
∂(uψ2)

∂x
+

∂(ωψ2)

∂z

)
−

− ψ2

(
∂u

∂x
+

∂ω

∂z

)]
dz.

(7.1.8)

Поскольку компоненты u и ω удовлетворяют уравнению неразрывно-
сти (7.1.4), то окончательно соотношение (7.1.8) запишем в виде

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ

(
u
∂ψ

∂x
+ ω

∂ψ

∂z

)
dz =

=
1

2

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
u
∂ψ2

∂x
+ ω

∂ψ2

∂z

)
dz =

1

2

T∫

0

dt

h∫

0

uψ2

∣∣∣∣∣∣

x=l

x=0

dz +
1

2

T∫

0

dt

l∫

0

ωψ2

∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dx.

(7.1.9)

Действительно, каждое из последних двух слагаемых в (7.1.9) об-
ращается в нуль: первое вследствие периодичности подыинтегральной
функции, а второе вследствие равенства нулю ω при z = 0 и z = h.

Преобразуя остальные слагаемые в (7.1.6), имеем

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ
∂2ψ

∂x2
dz =
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=

T∫

0

dt

h∫

0

ψ
∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣∣

x=l

x=0

dz −
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
∂ψ

∂x

)2

dz. (7.1.10)

Внеинтегральный член в (7.1.10) вследствие периодичности обра-
щается в нуль. Поэтому

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ
∂2ψ

∂x2
dz = −

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
∂ψ

∂x

)2

dz. (7.1.11)

И, наконец,

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ
∂

∂z
ν
∂ψ

∂z
dz =

=

T∫

0

dt

l∫

0

νψ
∂ψ

∂z

∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dx−
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ν

(
∂ψ

∂z

)2

dz,

(7.1.12)

первый интеграл справа в (7.1.12) обращается в нуль вследствие усло-
вия

ν
∂ψ

∂z
= 0 при z = 0, z = h.

В результате получим

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ψ
∂

∂z
ν
∂ψ

∂z
dz = −

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ν

(
∂ψ

∂z

)2

dz. (7.1.13)

Принимая во внимание соотношения (7.1.7), (7.1.9), (7.1.11) и (7.1.13),
соотношение (7.1.6) переписываем в виде

1

2

l∫

o

dx

h∫

0

ψ2(x, z, T ) dz +

+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

[
µ

(
∂ψ

∂x

)2

+ ν

(
∂ψ

∂z

)2
]

dz = 0.

(7.1.14)
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Очевидно, что в классе функций непрерывных, квадратично-сум-
мируемых вместе со своими первыми и вторыми производными по про-
странственным переменным, из соотношения (7.1.14) следует, что ра-
венство нулю левой части (7.1.14) возможно только в случае ψ = 0,
т. е. при ϑ1 = ϑ2. А это доказывает единственность решения по-
ставленной задачи. Вместе с тем при установлении единственности
решения мы определили множество функций ϕ ⊂ D(L) – область
определения оператора задачи. Дополнительные условия на функции
из D(L) определяются однородными граничными условиями из (7.1.2),
включая условие периодичности.

Итак, снова возвратимся к исходной задаче (7.1.1)–(7.1.4). Мы ви-
дели, что единственное решение этой задачи определяется начальным
условием ϑ(x, z, 0) = g(x, z) и потоком тепла на границе

ν
∂ϑ

∂z
= f(x, t) при z = 0.

Что касается начального поля тепла в атмосфере, то его влияние на
термический режим атмосферы затухает через одну-две недели, им
в большинстве случаев можно пренебречь. Это значит, что в данной
модели установление температурного режима в атмосфере в основ-
ном определяется потоками тепла через поверхность z = 0, главным
образом в энергоактивных областях Мирового океана, и реальными
потоками воздушных масс, которые будут перемещать воспринятое
тепло от океана со скоростями атмосферных движений. Поскольку
мы ставим своей задачей не прогноз поля температуры в атмосфере,
а лишь анализ чувствительности модели к тем или иным возмущаю-
щим факторам, то компоненты вектора скорости воздушных потоков
в атмосфере u и ω мы можем брать из реальных наблюдений. Кро-
ме того, теплообмен между океаном и атмосферой осуществляется не
только регулярными течениями в океане типа Гольфстрим и Куросио,
транспортирующими тепло в северные широты, где из-за неустойчи-
вой стратификации океана в северных широтах они отдают свой запас
тепловой энергии в атмосферу, но и штормовыми процессами, когда
теплопередача на границе атмосфера – океан резко увеличивается,
она должна быть учтена в наших моделях. Ведь известно, что в зо-
нах штормов атмосфера получается до 40% всей энергии передавае-
мой океаном.

Переходим теперь к построению теории возмущений для избран-
ных функционалов и оценке чувствительности модели. С этой це-
лью прежде всего определим функционал, которым будем заниматься.
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Наш исследуемый функционал определим пока в общем виде, поло-
жив

J =

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ(x, z, T ) dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)ϑ(x, 0, t) dx+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗ϑ dz,

(7.1.15)

где g ∗ (x, z), f∗(x, t) и p∗(x, z, t) – некоторые пока неопределенные
функции, конкретный вид которых мы предложим исходя из физи-
ческого смысла измеряемых полей. А пока мы их будем называть
функциями, связанными с характеристиками измерений поля темпе-
ратуры ϑ.

Для построения формулы теории возмущений для J необходимо
прежде всего сформулировать сопряженную задачу. Для этого урав-
нение (7.1.1) умножим на сопряженную функцию ϑ∗ ∈ D(L∗), причем
свойства множества D(L∗) определим в дальнейшем по мере выполне-
ния преобразований. Потребуем лишь, чтобы ϑ∗ была периодической
по x с периодом l. Результат проинтегрируем по всей области опреде-
ления функций ϑ и ϑ∗. Получим соотношение

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗
(
∂ϑ

∂t
+ u

∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z
−

− µ
∂2ϑ

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

∂z
− q

)
dz = 0.

(7.1.16)

Рассмотрим последовательно слагаемые в формуле (7.1.16) и пре-
образуем их к виду, удобному для определения сопряженной задачи:

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗∂ϑ

∂t
dz =

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗ϑ

∣∣∣∣∣∣

t=T

t=0

dz −
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
∂ϑ∗

∂t
dz =
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=

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ(x, z, T ) dz −

−
l∫

0

dx

h∫

0

g(x, z)ϑ∗(x, z, 0) dz −
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
∂ϑ∗

∂t
dz.

(7.1.17)

Здесь мы ввели обозначение

ϑ∗(x, z, T ) = g∗(x, z). (7.1.18)

Пусть g∗ будет пока неопределенной функцией.
Рассмотрим другое слагаемое:

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗
(
u
∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z

)
dz =

=

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
∂

∂x
(uϑϑ∗) +

∂

∂z
(ωϑϑ∗)

)
dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ

(
∂uϑ∗

∂x
+

∂ωϑ∗

∂z

)
dz.

(7.1.19)

Первый интеграл справа после интегрирования обратится в нуль
вследствие условия периодичности функций u, ϑ и ϑ∗ по x и того, что
ω = 0 при z = 0 и z = h. Тогда получим

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗
(
u
∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z

)
dz =

= −
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ

(
∂uϑ∗

∂x
+

∂ωϑ∗

∂z

)
dz =
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= −
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ

[(
u
∂ϑ∗

∂x
+ ω

∂ϑ∗

∂z

)
+

+ ϑ∗
(
∂u

∂x
+

∂ω

∂z

)]
dz.

(7.1.20)

Имея в виду, что ∂u
∂x

+ ∂ω
∂z

= 0, окончательно получаем

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗
(
u
∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z

)
dz =

= −
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ

(
u
∂ϑ∗

∂x
+ ω

∂ϑ∗

∂z

)
dz.

(7.1.21)

Преобразуем теперь следующее слагаемое:

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗∂
2ϑ

∂x2
dz =

=

T∫

0

dt

h∫

0

ϑ∗∂ϑ

∂x
dz

∣∣∣∣∣∣

x=l

x=0

−
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

∂ϑ

∂x

∂ϑ∗

∂x
dz =

=

T∫

0

dt

l∫

0

ϑ∗∂ϑ

∂x
dz

∣∣∣∣∣∣

x=l

x=0

−
T∫

0

dt

h∫

0

ϑ
∂ϑ∗

∂x
dz

∣∣∣∣∣∣

x=l

x=0

+

+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
∂2θ∗

∂x2
dx.

(7.1.22)

Первые два интеграла в правой части (7.1.22) обращаются в нуль
вследствие условия периодичности по x, и мы имеем

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗∂
2ϑ

∂x2
dz =

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
∂2θ∗

∂x2
dx. (7.1.23)
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Наконец, преобразуем последнее слагаемое:

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗ ∂

∂z
ν
∂ϑ

∂z
dz =

T∫

0

dt

l∫

0

ϑ∗
(
ν
∂ϑ

∂z

)∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dx −

−
T∫

0

dt

l∫

0

ϑ

(
ν
∂ϑ∗

∂z

)∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
dz.

(7.1.24)

Введем обозначение

ν
∂ϑ∗

∂z
= f ∗ при z = 0 (7.1.25)

и потребуем, чтобы

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = h. (7.1.26)

Функцию f ∗ пока будем считать произвольной. Ее конкретный вид
свяжем в дальнейшем с выбором интересующего нас функционала.
Будем иметь

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗ ∂

∂z
ν
∂ϑ

∂z
dz = −

T∫

0

dt

l∫

0

f(x, t) ϑ∗(x, 0, t) dx+

+

T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t) ϑ(x, 0, t) dx+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
dz.

Имея в виду последнее соотношение, а также преобразования (7.1.17),
(7.1.21), (7.1.23), выражение (7.1.16) представим в виде

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ

(
−∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
−

− µ
∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
− p∗

)
dz +
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+

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ(x, z, T )dz −
l∫

0

dx

h∫

0

g(x, z)ϑ∗(x, z, 0)dz +

+

T∫

0

dt

l∫

0

f(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dx −
T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)ϑ(x, 0, t) dx −

−
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

qϑ∗ dz +

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗ϑ dz = 0.

(7.1.27)

Здесь мы вычли и добавили член
T∫
0

dt
l∫
0

dx
h∫
0

p∗ϑ dz.

Полагая
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ

(
−∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
−

− µ
∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
− p∗

)
dz = 0

(7.1.28)

и учитывая обозначение для J в форме (7.1.15), из (7.1.27) получаем
формулу взаимности для J:

J =

l∫

0

dx

h∫

0

g(x, z)ϑ∗(x, z, 0) dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

f(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dt+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

qϑ∗ dz.

(7.1.29)

Итак, формулы (7.1.15) и (7.1.29) эквивалентны, но для вычисле-
ния функционала J по формуле (7.1.15) необходимо знание самого
поля температуры ϑ, тогда как при использовании формулы (7.1.29)
требуется знание сопряженной функции ϑ∗. Соотношение (7.1.28) бу-
дет выполнено, если мы положим

L∗ϑ∗ ≡ −∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
− µ

∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
= p∗. (7.1.30)
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К уравнению (7.1.30) присоединим условия, которые по ходу преоб-
разований были введены в рассмотрение. Это прежде всего граничные
условия

ϑ∗(0, z, t) = ϑ∗(l, z, t),

ν
∂ϑ∗

∂z
= f ∗ при z = 0,

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = h

(7.1.31)

и начальные данные
ϑ∗ = g∗ при t = T. (7.1.32)

Теперь несколько слов о множестве функций D(L∗). Можно ана-
логично основной задаче показать, что решение сопряженной задачи
единственно в классе непрерывных функций, квадратично суммиру-
емых вместе со своими первыми и вторыми производными по про-
странственным переменным. Дополнительные условия на эти функ-
ции определяются граничными условиями, включая условие перио-
дичности.

Переходим к формулировке теории возмущений. С этой целью бу-
дем считать, что наряду с невозмущенной задачей (7.1.1)–(7.1.4) рас-
сматривается задача возмущенная

∂ϑ
′

∂t
+ u

′ ∂ϑ
′

∂x
+ ω

′ ∂ϑ
′

∂z
− µ

∂2ϑ
′

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

′

∂z
= q

′
(7.1.33)

при граничных условиях

ϑ
′
(0, z, t) = ϑ

′
(l, z, t),

ν
∂ϑ

′

∂z
= f

′
при z = 0,

ν
∂ϑ

′

∂z
= 0 при z = h

(7.1.34)

и начальных данных
ϑ

′
(x, z, 0) = g

′
(x, z). (7.1.35)

Будем полагать, что компоненты возмущенного вектора скорости
также удовлетворяют уравнению неразрывности

∂u
′

∂x
+

∂ω
′

∂z
= 0. (7.1.36)
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Задачу (7.1.33)–(7.1.36) будем рассматривать вместе с невозмущен-
ной задачей для сопряженного уравнения

L∗ϑ∗ ≡ −∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
− µ

∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
= p∗. (7.1.37)

при граничных условиях

ϑ∗(0, z, t) = ϑ∗(l, z, t),

ν
∂ϑ∗

∂z
= f ∗ при z = 0,

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = h

(7.1.38)

и начальных данных

ϑ∗(x, z, T ) = g∗(x, z). (7.1.39)

Пусть ϑ ∈ D(L), ϑ
′ ∈ D(L) и ϑ∗ ∈ D(L∗). Уравнение (7.1.33) умно-

жим на ϑ∗, а уравнение (7.1.37) – на ϑ
′
, результаты вычтем один

из другого и проинтегрируем по всей области определения решения.
Тогда будем иметь

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗
(
∂ϑ

′

∂t
+ u

′ ∂ϑ
′

∂x
+ ω

′ ∂ϑ
′

∂z
−

− µ
∂2ϑ

′

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

′

∂z
− q

′
)

dz−

−
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
′
(
−∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
−

− µ
∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
− p∗

)
dz = 0.

(7.1.40)

Первый интеграл в (7.1.40) преобразуем таким же образом, как
и (7.1.16), где лишь вместо ϑ, u, ω, f , g и q теперь будем иметь ϑ

′
,

u
′
, ω

′
, f

′
, g

′
и q

′
. В результате получим
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T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ∗
(
∂ϑ

′

∂t
+ u

′ ∂ϑ
′

∂x
+ ω

′ ∂ϑ
′

∂z
−

− µ
∂2ϑ

′

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

′

∂z
− q

′
)

dz =

=

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
′
(
−∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
−

− µ
∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
− p∗

)
dz +

+

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ
′
(x, z, T )dz −

l∫

0

dx

h∫

0

g
′
(x, z)ϑ∗(x, z, 0) dz+

+

T∫

0

dt

l∫

0

f
′
(x, t)ϑ∗(x, 0, t)dx −

−
T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)ϑ
′
(x, 0, t) dx−

−
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

q
′
ϑ∗ dz +

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗ϑ
′
dz.

(7.1.41)

Из (7.1.40) и (7.1.41) приходим к соотношению

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

ϑ
′
(
−(u

′ − u)
∂ϑ∗

∂x
− (ω

′ − ω)
∂ϑ∗

∂z

)
dz+

341



342

+

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ
′
(x, z, T ) dz −

T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)ϑ
′
(x, 0, t)dx +

+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗ϑ
′
dz −

l∫

0

dx

h∫

0

g
′
(x, z)ϑ∗(x, z, 0)dz +

+

T∫

0

dt

l∫

0

f
′
(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dx−

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

q
′
ϑ∗ dz = 0.

(7.1.42)
Примем обозначение

J
′
=

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ
′
(x, z, T )dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)ϑ
′
(x, 0, t) dx+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗ϑ
′
dz.

(7.1.43)

Имея в виду выражение для J из (7.1.15), получаем

J
′
= J + δJ, (7.1.44)

где

δJ =

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)δϑ(x, z, T )dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)δϑ(x, 0, t) dx+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗δϑ dz, δϑ = ϑ
′ − ϑ.

Далее, используя формулу двойственности (7.1.29), имеем

l∫

0

dx

h∫

0

g
′
(x, z)ϑ∗(x, z, 0) dz −

T∫

0

dt

l∫

0

f
′
(x, t)ϑ∗(x, 0, t)dx +
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+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

q
′
ϑ∗ dz = J +

l∫

0

dx

h∫

0

δgϑ∗(x, z, 0)dz −

T∫

0

dt

l∫

0

δfϑ∗(x, 0, t) dx+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

δqϑ∗ dz,

(7.1.45)

где δg = g
′ − g, δf = f

′ − f, δq = q
′ − q. Учитывая (7.1.42)–(7.1.45)

и полагая u
′
= u+ δu, ω

′
= ω+ δω, после простейших преобразований

получаем формулу теории возмущений

δJ =

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
δuϑ

′ ∂ϑ∗

∂x
+ δωϑ

′ ∂ϑ∗

∂z

)
+

+

l∫

0

dx

h∫

0

δgϑ∗(x, z, 0)dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

δfϑ∗(x, 0, t) dt+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

δqϑ∗ dz.

(7.1.46)

Если в (7.1.46) возмущения δϑ будут малыми, то ϑ
′
всюду можно

заменить на ϑ, и мы приходим к формуле малых возмущений

δJ =

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

(
δuϑ

∂ϑ∗

∂x
+ δωϑ

∂ϑ∗

∂z

)
+

+

l∫

0

dx

h∫

0

δgϑ∗(x, z, 0) dz−

−
T∫

0

dt

l∫

0

δfϑ∗(x, 0, t) dt+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

δqϑ∗ dz.

(7.1.47)
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До сих пор мы не фиксировали конкретного вида функционала J
и принимали лишь

J
′
=

l∫

0

dx

h∫

0

g∗(x, z)ϑ(x, z, T )dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

f ∗(x, t)ϑ(x, 0, t) dx+

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

0

p∗ϑ dz.

(7.1.48)

Предположим теперь, что нас интересует средняя за интервал вре-
мени T − τ ≤ t ≤ T и по области x1 ≤ x ≤ x2 температура на
поверхности z = 0. Тогда нашим функционалом будет

J =
1

�xτ

T∫

T−τ

dt

x2∫

x1

ϑ(x, 0, t) dx. (7.1.49)

Это значит, что мы должны «функции измерений» g∗, f ∗ и p∗ вы-
брать следующим образом:

g∗(x, z) = 0, p∗ = 0,

f ∗ =




1

τ�x
при T − τ ≤ t ≤ T, x1 ≤ x ≤ x2,

0 в противном случае.
(7.1.50)

Решая сопряженную задачу (7.1.37)–(7.1.39) с «источником» f ∗ из
(7.1.50), получаем функцию ϑ∗, которая будет отражать чувствитель-
ность вариации функционала δJ , вычисляемого по формуле (7.1.46),
в зависимости от вариаций входных данных основной задачи.

7.2. Температурные аномалии
в атмосфере и океане

В § 7.1 мы на простейшей модели провели исследование основной
и сопряженной задач в атмосфере, считая заданными на нижней гра-
нице атмосферы при z = 0 потоки тепла. Такая постановка задачи не
дает возможности определить те наиболее важные регионы океана,
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где аккумулируется тепло и затем с течениями переносится в зоны
его выброса в атмосферу. В исследуемой ранее задаче мы лишь име-
ем некоторую интегральную функцию потока тепла f как обобщенный
результат в проблеме взаимодействия атмосферы и океана.

Поэтому нам исходную математическую модель следует обобщить,
рассматривая атмосферу и океан совместно. С этой целью рассмотрим
следующую модельную задачу:

Lϑ ≡ ∂ϑ

∂t
+ u

∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z
− µ

∂2ϑ

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

∂z
= q(x, t) δ(z) (7.2.1)

при условиях
ϑ(0, z, t) = ϑ(l, z, t),

ν
∂ϑ

∂z
= 0 при z = h,

ν
∂ϑ

∂z
= 0 при z = −h0

(7.2.2)

и начальных данных

ϑ = g(x, z) при t = 0. (7.2.3)

Как и прежде, будем полагать, что вектор скорости течений в ат-
мосфере при z ≥ 0 и в океане при z < 0 удовлетворяет уравнению
неразрывности

∂u

∂x
+

∂ω

∂z
= 0 при всех (x, z, t) (7.2.4)

и, кроме того,
ω = 0 при z = h и z = −h0. (7.2.5)

Относительно функций u, ω, µ и ν будем ради простоты считать,
что они непрерывны, хотя и быстро меняются при переходе через
поверхность океана.

Отметим, что в данной модельной задаче предполагается, что вся
нижняя поверхность атмосферы граничит с океаном постоянной глу-
бины h0.

Переходим теперь к рассмотрению сопряженной задачи. С этой це-
лью будем считать, что решение основной задачи принадлежит мно-
жеству периодических по x функций D(L), свойства которого при
заданных условиях относительно коэффициентов уравнения и дру-
гих входных параметров предполагают существование единственного
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решения. Такое множество D(L) можно определить методом, изло-
женным в § 7.1.

Умножим теперь уравнение (7.2.1) на функцию ϑ∗ из множества
D(L∗), свойства которого будут уточнены в дальнейшем, и проинте-
грируем по всей области определения решения. Получим

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

−h0

ϑ∗
(
∂ϑ

∂t
+ u

∂ϑ

∂x
+ ω

∂ϑ

∂z
− µ

∂2ϑ

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ

∂z

)
dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

q(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dx = 0.

(7.2.6)

При сделанных предположениях относительно решения ϑ, гранич-
ных условиях и начальных данных (7.2.2), (7.2.3) методом интегриро-
вания по частям выражение (7.2.6) преобразуем к виду

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

−h0

ϑ

(
−∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
− µ

∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z

)
dz −

−
T∫

0

dt

l∫

0

q(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dx+

l∫

0

dx

h∫

−h0

g∗(x, z)ϑ(x, z, t)dz −

−
l∫

0

dx

h∫

−h0

g(x, z)ϑ∗(x, z, 0) dz = 0.

(7.2.7)

Здесь мы воспользовались необходимой гладкостью ϑ∗ и ее перио-
дичностью и ввели обозначение

ϑ∗ = g∗(x, z) при t = T. (7.2.8)

Кроме того, при получении (7.2.7) мы предполагаем выполненными
условия

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = h,

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = −h0.
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Введем в рассмотрение основной функционал

J =

l∫

0

dz

h∫

−h0

g∗(x, z)ϑ(x, z, T ) dz +

T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

−h0

p∗ϑ dz (7.2.9)

и положим

L∗ϑ∗ ≡ −∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
− µ

∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
= p∗. (7.2.10)

Тогда соотношение (7.2.7) будет иметь вид
T∫

0

dt

l∫

0

dx

h∫

−h0

p∗ϑ dz +

l∫

0

dx

h∫

−h0

g∗ϑ(x, z, t) dz =

=

T∫

0

dt

l∫

0

q(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dx+

l∫

0

dx

h∫

−h0

gϑ∗(x, z, 0) dz.

(7.2.11)

Имея в виду обозначение (7.2.9), приходим к формуле двойствен-
ности для функционала J:

J =

l∫

0

dx

h∫

−h0

g(x, z)ϑ∗(x, z, 0) dz +

T∫

0

dt

l∫

0

q(x, t)ϑ∗(x, 0, t) dx. (7.2.12)

Итак, функционал J, определяемый формулой (7.2.12), выражается
через начальные поля функции ϑ, т. е. g(x, z) и поток радиации на
поверхности океана q(x, t), взятые с соответствующими весами, кото-
рые являются значениями сопряженной функции ϑ∗(x, z, 0) и ϑ∗(x, 0, t)
соответственно.

Суммируя все сказанное выше в этом параграфе, мы приходим
к следующей сопряженной задаче:

L∗ϑ∗ ≡ −∂ϑ∗

∂t
− u

∂ϑ∗

∂x
− ω

∂ϑ∗

∂z
− µ

∂2ϑ∗

∂x2
− ∂

∂z
ν
∂ϑ∗

∂z
= p∗ (7.2.13)

при граничных условиях

ϑ∗(0, z, t) = ϑ∗(l, z, t),

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = h,

ν
∂ϑ∗

∂z
= 0 при z = −h0

(7.2.14)
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и начальных данных

ϑ∗(x, z, T ) = g∗(x, z). (7.2.15)

В качестве функций g∗ и p∗ выберем, например, следующие:

g∗(x, z) = 0,

p∗(x, z, t) =




1

τh�x
при T − τ ≤ t ≤ T, x1 ≤ x ≤ x2, 0 ≤ z ≤ h,

0 в противном случае.
(7.2.16)

В этом случае

J =
1

τh�x

T∫

T−τ

dt

x2∫

x1

dx

h∫

0

ϑ(x, z, t) dz (7.2.17)

и функционал (7.2.17) описывает среднюю температуру области

R (T − τ ≤ t ≤ T, x1 ≤ x ≤ x2, 0 ≤ z ≤ h).

Для того, чтобы воспользоваться формулой (7.2.12), теперь следует
найти решение ϑ∗ сопряженной задачи (7.2.13)–(7.2.15), где в правой
части уравнения (7.2.13) следует взять в качестве «источника» функ-
цию p∗ из (7.2.16).

7.3. Сопряженные функции в задаче
формирования среднемесячных аномалий
температуры воздуха

В этом параграфе рассматривается упрощенная модель теплового
взаимодействия атмосферы, океана и почвы, с помощью которой мож-
но изучать механизм формирования среднемесячных аномалий темпе-
ратуры воздуха ограниченных регионов (см. [236, 120–122]).

Приведем математическую постановку упрощенной задачи теплово-
го взаимодействия атмосферы с океанами и почвой (см. [121]). Введем
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сферическую систему координат (λ, ϑ, z), где λ – долгота; ϑ – допол-
нение до широты; z – высота, отсчитываемая от поверхности Зем-
ли. Будем обозначать через x точку области с координатами (λ, ϑ, z).
Пусть D1 = {x : (λ, ϑ) ∈ S; 0 < z < H} – область атмосферы,
D2 = {x : (λ, ϑ) ∈ S0; −h0 < z < 0} – область верхнего деятель-
ного слоя океана; S – поверхность Земли; S0 – поверхность океанов
(S0 ∈ S); H – высота слоя атмосферы и h0 – глубина слоя океана.
На интервале времени (0, t) в областях D1 и D2 рассматривается
задача переноса и турбулентной диффузии тепла для малых откло-
нений T(x, t) поля температуры от некоторого базисного состояния
u(x, t), T̃ (x, t):

αTt + div(αuT )− (νTz)z − µ�T = 0, (7.3.1)

T (x, 0) = δg(x). (7.3.2)

Здесь Tt = ∂T/∂t; Tz = ∂T/∂z; � – оператор Лапласа на сфе-
ре; µ(z) и ν(x, t) – горизонтальный и вертикальный коэффициенты
турбулентного обмена тепла; α = cpρ(z) (где cp – удельная теплоем-
кость среды, ρ(z) – стандартная плотность); u(x, t) – поле скорости
ветра в D1 и течений в D2 базисного состояния системы. Кроме то-
го, в области D3 = {x : (λ, ϑ) ∈ Sk; −hk < z < 0} (т.е. в верхнем
слое почвы) решается одномерное (по z) уравнение теплопроводности
почвы, которое совпадает по своей структуре с уравнением (7.3.1),
если в последнем положить u ≡ 0 и µ ≡ 0. Здесь Sk – часть поверх-
ности S, принадлежащая континентам и свободная от снега и льда;
hk – глубина слоя почвы.

Считается, что на интервале времени (0, t) все поля α(z), u(x, t),
ν(x, t) и µ(z) – известные функции. Поле u(x, t) удовлетворяет в об-
ластях D1 и D2 уравнению неразрывности

div(αu) = 0, (7.3.3)

и его нормальная компонента un равна нулю на боковой поверхности
океанов и на поверхностях z = 0, z = −h0 и z = H.

На поверхности раздела атмосфера – океан (атмосфера – почва),
т. е. при z = 0 и одновременно (λ, ϑ) ∈ S0 ∪ Sk, ставятся условия
сопряжения (см. [121])

[T ] = 0, [νTz] = δF, (7.3.4)
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типичные для задач дифракции. Здесь [f ] = f(−0)−f(+0) есть скачок
функции f по z в точке z = 0, а δF (λ, ϑ, t) – малые возмущения тех
притоков тепла, которые поступают в систему, когда она находится
в основном состоянии. Таким образом, равенства (7.3.4) представляют
собой соответственно условие непрерывности по z функции T (x, t)
в точке z = 0 и уравнение баланса тепла на поверхности раздела двух
сред.

Граничные условия задачи имеют вид

νTz = 0 при z = H, z = −h0, z = −hk, (7.3.5)

νTz + δF = 0 при z = 0, (λ, ϑ) ∈ Sл, (7.3.6)

где Sл = S\(S0 ∪ Sk) – часть Земли, покрытая снегом и льдом.
Изложим кратко подход к изучению чувствительности и модели

(7.3.1)–(7.3.6), основанный на применении сопряженных уравнений.
Задавая конкретную структуру характеристик p∗(x, t) и F ∗(λ, ϑ, t),
определяем два вида линейных функционалов:

Jp∗(T ) =

t∫

0

∫

D

p∗(x, t) T (x, t) dx dt, (7.3.7)

JF ∗(T ) =

t∫

0

∫

S

F ∗(λ, ϑ, t) T (λ, ϑ, 0, t) dS dt. (7.3.8)

В области (0, t) × D рассмотрим сопряженную задачу (см. [121])
с оператором, сопряженным к оператору задачи (7.3.1) – (7.3.6):

−αT ∗
t − div(αuT ∗)− (νT ∗

z )z − µ�T ∗ = p∗, (7.3.9)

T ∗(x, t) = 0; (7.3.10)

[T ∗] = 0, [νT ∗
z ] = F ∗ при z = 0 и (λ, ϑ) ∈ S0 ∪ Sk; (7.3.11)

νT ∗
z = 0 при z = H, z = −h0, z = −hk; (7.3.12)

νT ∗
z + F ∗ = 0 при z = 0 и (λ, ϑ) ∈ Sл. (7.3.13)

Отметим, что в формулировке сопряженной задачи (7.3.9) – (7.3.13)
учтено условие (7.3.3) бездивиргентности полей скорости ветра и те-
чений.
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Нетрудно показать, что для основной и сопряженной задач спра-
ведливы соотношения (см. [121])

∂

∂t

∫

D

αT dx =

∫

S

δF dS, − ∂

∂t

∫

D

αT ∗ dx =

∫

S

δF ∗ dS, (7.3.14)

∂

∂t

∫

D

αT 2 dx ≤
∫

S

TδF dS, − ∂

∂t

∫

D

α(T ∗)2 dx ≤
∫

S

T ∗F ∗ dS. (7.3.15)

Уравнения (7.3.14) представляют собой интегральные балансные
соотношения. В силу неравенств (7.3.15) прямая задача поставлена
корректно, если решается на интервале времени (0, t) от момента t = 0
до момента t = t, а сопряженная задача будет корректной, если реша-
ется в обратном направлении времени, т е. от t = t до t = 0.

В работе [121] доказана теорема существования и единственно-
сти обобщенного решения задачи (7.3.1)–(7.3.6) и построена баланс-
ная, абсолютно устойчивая конечно-разностная схема второго поряд-
ка точности, основанная на двуциклическом методе покоординатно-
го расщепления и применения схемы Кранка-Николсона на каждом
дробном шаге по временной переменной.

Умножая уравнение (7.3.1) и (7.3.9) на функции T ∗ и T соответ-
ственно, вычитая один результат из другого и интегрируя полученное
соотношение по области (0, t)×D, имеем

J(T ) =

t∫

0

∫

S

T ∗(λ, ϑ, 0, t)δF (λ, ϑ, t) dS dt +

+

∫

D

αT ∗(x, 0)δg(x) dx,

(7.3.16)

где
J(T ) ≡ JF ∗(T ) + Jp∗(T ). (7.3.17)

Следовательно, функционалы Jp∗(T ) и JF ∗(T ) можно вычислить
способом, отличным от (7.3.7) и (7.3.8). Первый интеграл в пра-
вой части (7.3.16) отражает вклад аномалий внешних притоков тепла
в величину функционала J(T), а второй интеграл учитывает влияние
возмущений начальных данных. Чтобы определить только функцио-
нал JF ∗(T ) (или только функционал Jp∗(T )), необходимо в уравнении
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(7.3.16) использовать решение сопряженной задачи (7.3.9)–(7.3.13),
вычисленное при условии, что p∗(x, t) ≡ 0 (или F ∗(λ, ϑ, t) ≡ 0).

Если интервал (0, t) разбить на N подынтервалов In = (t − nτ ,
t − (n − 1)τ) малой длины τ (n = 1, . . . , N ; t = Nτ), то функционал
(7.3.16) можно аппроксимировать функционалом

Jτ (T ) = τ

N∑
n=1

∫

S

T ∗
n(λ, ϑ)δFn(λ, ϑ) dS +

∫

D

αT ∗(x, 0)δg(x) dx, (7.3.18)

где T ∗
n(λ, ϑ) и δF (λ, ϑ) – средние на интервале In значения функций

T ∗(λ, ϑ, 0, t) и δF (λ, ϑ, t) соответственно, а интегрирование по сфе-
ре S сводится к интегрированию только по зоне влияния Sn ⊂ S,
содержащей ненулевые значения функций T ∗

n(λ, ϑ) и δFn(λ, ϑ) одно-
временно (n = 1, . . . , N). Отметим, что размеры зон влияния в зна-
чительной степени зависят от стуктуры функций F ∗(λ, ϑ, t) и p∗(x, t),
т. е. от природы функционалов (7.3.7) и (7.3.8), а также от величин
коэффициентов турбулентного обмена тепла.

Формулы (7.3.16), (7.3.18) показывают, что пространственно-вре-
менная структура решения сопряженной задачи позволяет понять ме-
ханизм формирования линейного отклика системы. Действительно,
для фиксированного n рассмотрим интервал времени IN ⊂ (0, t). Вклад
возмущений внешних притоков тепла на этом интервале в значение
функционала (7.3.18) определяется скалярным произведением (в про-
странстве L2(S))

(T ∗
n , δF ) =

∫

S

T ∗
n(λ, ϑ)δFn(λ, ϑ) dS =

∫

Sn

T ∗
nδFn dS. (7.3.19)

Поэтому, если пространственные структуры сопряженной функции
T ∗
n(λ, ϑ) и соответствующих аномалий притоков тепла δFn(λ, ϑ) тако-

вы, что они ортогональны в смысле скалярного произведения (7.3.19),
то аномалии притоков тепла на интервале времени In не вносят ни-
какого вклада в формирование функционала (7.3.18). Другой пре-
дельный случай, когда локальные максимумы (и минимумы) функций
T ∗
n(λ, ϑ) и δFn(λ, ϑ) совпадают и имеют одинаковый знак, соответству-

ет наибольшему вкладу интеграла (7.3.19) в величину функционала
(7.3.18).

В связи с этим решение T ∗(x, t) сопряженной задачи (7.3.9)–(7.3.13)
называется функцией влияния возмущений начальных данных δg(x)
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и притоков тепла δF (λ, ϑ, t) на величину функционала J(T), или функ-
цией чувствительности.

Сделаем несколько замечаний.
1. Для оценки чувствительности модели обычно необходимо ис-

пользовать набор функционалов Jk(T ) (k = 1, 2, . . . , K) и множество
пар входных данных {δgm, δFm}, а затем вычислить функционалы
Jk(T ) по формулам (7.3.7), (7.3.8). Однако при изучении чувстви-
тельности модели к вариациям входных данных зачастую K << M.
В этом случае проще найти K решений сопряженных задач (7.3.9)–
(7.3.13), а потом вычислить функционалы Jk(T ) для каждой пары
{δgm, δFm}, используя формулу (7.3.18).

2. Задача (7.3.1)–(7.3.6) рассматривается для отклонений T (x, t)
поля температуры от базисного состояния, в качестве которого мо-
гут рассматриваться некоторые климатические, аналитические или
полученные в результате наблюдений реальные поля {u(x, t), T̃ (x, t)}.
С этой точки зрения изучения возможностей прогноза среднемесяч-
ных аномалий полезно проанализировать предлагаемым методом ти-
пичные, т. е. наиболее часто повторяющиеся, состояния физической
системы {u, T̃}, чтобы изучить их устойчивость, структуру откли-
ка системы на локализованные возмущения, оценить относительный
вклад возмущений притоков тепла различной физической природы
в формирование среднемесячных аномалий и определить разумную
длину рассматриваемого интервала времени (0, t).

3. Источник возмущений δF можно ввести в модель (7.3.1)–(7.3.6)
не через условия (7.4.4), (7.4.6), а через правую часть уравнения
(7.3.1) (см. [120]). В этом случае в общей ситуации первый интеграл
в правой части равенства (7.3.16) имеет вид

t∫

0

∫

D

T ∗(x, t) δF (x, t) dx dt. (7.3.20)

7.4. Сопряженные уравнения
динамики атмосферы

Рассмотрим систему уравнений динамики атмосферных процессов
в адиабатическом приближении и исследуем структуру оператора за-
дачи. Исследования начнем с простейшего случая баротропной атмо-
сферы. В этом случае имеем задачу
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∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ υ

∂u

∂y
− lυ +RT

∂ϕ

∂x
= 0,

∂υ

∂t
+ u

∂υ

∂x
+ υ

∂υ

∂y
+ lu+RT

∂ϕ

∂y
= 0,

∂u

∂x
+

∂υ

∂y
= 0.

(7.4.1)

Здесь предполагается, что u, υ известны за счет линеаризации и удо-
влетворяют уравнению неразрывности ∂u

∂x
+ ∂υ

∂y
= 0, RT = const,

а ϕ(x, y, t) играет роль относительного отклонения давления от стан-
дартного. Будем считать, что областью определения решения является
квадрат Ω. На границе ∂Ω предположим, что поставлены условия пе-
риодичности решения. Введем в рассмотрение вектор решения и мат-
рицу

ϕ =




u
υ

RTϕ


 , A =

∥∥∥∥∥∥∥

Λ −l ∂
∂x

l Λ ∂
∂y

∂

∂x
∂
∂y

0

∥∥∥∥∥∥∥
.

Здесь l – параметр Кориолиса,

Λ =
∂

∂x
u ·+ ∂

∂y
υ · .

Используя это обозначение, имеем

Λu = divuu, Λυ = divuυ, u =

(
u
υ

)
.

Тогда систему уравнений (7.4.1) можно записать в операторной
форме

Lϕ ≡ B
∂ϕ

∂t
+Aϕ = 0, (7.4.2)

где B – матрица следующего вида:

B =

∥∥∥∥∥∥
1 0 0
0 1 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
.
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Скалярное произведение в вещественном гильбертовом простран-
стве H введем следующим соотношением при любом t ∈ [0, T ]:

(g,h)Ω =
3∑

i=1

∫

Ω

gi hi dΩ.

Здесь gi и hi – соответственно компоненты вектор-функций g и h
из H.

Найдем теперь сопряженный оператор по отношению к A. С этой
целью рассмотрим тождество Лагранжа

(Ah,g)Ω = (h,A∗g)Ω,

или

(Ah,g)Ω =

∫

Ω

[(
Λu+ lυ +RT

∂ϕ

∂x

)
u∗ +

+

(
lu+ Λυ +RT

∂ϕ

∂y

)
υ∗ +

(
∂u

∂x
+

∂υ

∂y

)
RTϕ∗

]
dΩ.

(7.4.3)

Для простоты примем

h =




u
υ

RTϕ


 , g =




u∗

υ∗

RTϕ∗


 .

В (7.4.3) предполагается, что h при любом t ∈ [0, T ] принадле-
жит D(A) – области определения оператора A. Относительно свойств
функций, принадлежащих множеству D(A), предположим, что они
имеют такую необходимую гладкость, что все последующие преобра-
зования в области Ω имеют смысл. Мы не будем точно формулировать
эти свойства, имея в виду, что они могут быть получены без труда
аналогично тому, как это имело место в предыдущих параграфах.

С помощью интегрирования по частям в предположении о перио-
дичности решений и некоторых очевидных преобразований интеграл
в правой части (7.4.3) можно привести к виду

(Ah,g)Ω =

∫

Ω

[(
Λ∗u∗ + lυ∗ −RT

∂ϕ∗

∂x

)
u +
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+

(
−lu∗ + Λ∗υ∗ −RT

∂ϕ∗

∂y

)
υ −

−
(
∂u∗

∂x
+

∂υ∗

∂y

)
RTϕ

]
dΩ = (h,A∗g)Ω, (7.4.4)

где

Λ∗ = −
(

∂

∂x
u ·+ ∂

∂y
υ·
)

= −
(
u
∂ ·
∂x

+ υ
∂ ·
∂y

)
= −Λ. (7.4.5)

Здесь мы воспользовались тем, что u и υ удовлетворяют уравне-
нию неразрывности ∂u/∂x+∂υ/∂y = 0. Учитывая соотношения (7.4.4)
и (7.4.5), приходим к выражениям

ϕ∗ =




u∗

υ∗

RTϕ∗


 , A∗ =

∥∥∥∥∥∥∥

−Λ l − ∂
∂x

−l −Λ − ∂
∂y

− ∂

∂x
− ∂

∂y
0

∥∥∥∥∥∥∥
= −A.

Функция ϕ∗ при любом t ∈ [0, T ] принадлежит множеству D(A∗)
– области определения оператора A∗. Свойства элементов из D(A∗)
нетрудно получить, анализируя необходимые требования для выпол-
нения преобразований при получении оператора A∗ из A.

До сих пор предполагалось, что u и υ – заданные функции x, y
и времени. И это было серьезным ограничением построения теории
сопряженных задач. Автор в 1974 г. в монографии [76] построил со-
пряженные уравнения для нелинейных задач гидродинамики. Суть
метода в следующем. Предположим, что мы имеем дело с квазили-
нейной системой

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ υ

∂u

∂y
− lυ +RT

∂ϕ

∂x
= 0,

∂υ

∂t
+ u

∂υ

∂x
+ υ

∂υ

∂y
+ lu+RT

∂ϕ

∂y
= 0,

∂u

∂x
+

∂υ

∂y
= 0

(7.4.6)

и нашли решение этой системы при условии периодичности на грани-
це с учетом начальных данных

u = u0, υ = υ0 при t = 0. (7.4.7)
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Полученные при решении этой задачи функции u и υ будем рас-
сматривать в качестве коэффициентов в нелинейных операторах A
и A∗. В результате получим

A =

∥∥∥∥∥∥∥

Λ −l ∂
∂x

l Λ ∂
∂y

∂

∂x
∂
∂y

0

∥∥∥∥∥∥∥
, A∗ = −A,

где Λ теперь оператор вида

Λ =
∂

∂x
u ·+ ∂

∂y
υ · .

Наряду с задачей (7.4.6) введем в рассмотрение сопряженную
задачу

−∂u∗

∂t
− u

∂u∗

∂x
− υ

∂u∗

∂y
+ lυ∗ −RT

∂ϕ∗

∂x
= 0,

−∂υ∗

∂t
− u

∂υ∗

∂x
− υ

∂υ∗

∂y
− lu∗ −RT

∂ϕ∗

∂y
= 0,

−∂u∗

∂x
− ∂υ∗

∂y
= 0

(7.4.8)

при условии
u∗ = u∗

T , υ∗ = υ∗
T при t = T. (7.4.9)

Задачи (7.4.6), (7.4.7) и (7.4.8), (7.4.9) запишем в операторной
форме.

Тогда

Lϕ ≡ B
∂ϕ

∂t
+Aϕ = 0, Bϕ = Bϕ0 при t = 0, (7.4.10)

L∗ϕ∗ ≡ −B
∂ϕ∗

∂t
−Aϕ∗ = 0, Bϕ∗ = Bϕ∗

T при t = T. (7.4.11)

Умножим далее уравнение (7.4.10) скалярно на ϕ∗, уравнение
(7.4.11) – на ϕ и результаты вычтем один из другого. Тогда приходим
к уравнению

d

dt
(Bϕ, ϕ∗) = 0. (7.4.12)
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Интегрируя это уравнение при заданных условиях при t = 0 и t = T,
имеем

(BϕT , ϕ
∗
T )Ω = (Bϕ0, ϕ

∗
0)Ω . (7.4.13)

Это условие нам пригодится в дальнейшем. А пока перепишем его
в покомпонентной форме:

∫

Ω

(uTu
∗
T + υTυ

∗
T ) dΩ =

∫

Ω

(u0u
∗
0 + υ0υ

∗
0) dΩ. (7.4.14)

Следует отметить, что если в качестве u∗
T и υ∗

T выбрать uT и υT , то
мы приходим к закону сохранения кинетической энергии:

∫

Ω

ET dΩ =

∫

Ω

E0 dΩ.

В этом случае имеет место полная обратимость решения. Это зна-
чит, что, решив задачу (7.4.6), (7.4.7) и положив u∗

T = uT , υ∗
T = υT ,

можно решить задачу (7.4.8), (7.4.9) в обратном направлении (по вре-
мени). В результате приходим к тем же решениям основной системы,
что и при решении основной задачи.

В заключение покажем, что для наших исследований иногда пред-
почтительно пользоваться более общим вещественным фазовым про-
странством H со скалярным произведением

(g,h)Ω×Ωt =
3∑

i=1

∫

Ω

dΩ

T∫

0

gihi dt.

Введем в рассмотрение операторы

L = B
∂

∂t
+A, L∗ = −B

∂

∂t
−A.

Тогда нетрудно проверить, что имеет место соотношение

(Lϕ, ϕ∗)Ω×Ωt
= (ϕ,L∗ϕ∗)Ω×Ωt

− (BϕT , ϕ
∗
T )Ω + (Bϕ0, ϕ

∗
0)Ω . (7.4.15)

Учитывая равенство (7.4.13), окончательно приходим к

(Lϕ, ϕ∗)Ω×Ωt
= (ϕ,L∗ϕ∗)Ω×Ωt

, (7.4.16)
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где
L∗ = −L.

Переходим теперь к рассмотрению системы основных уравнений
с вязкостью, т. е. пусть

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ υ

∂u

∂y
− lυ +RT

∂ϕ

∂x
− µ�u = 0,

∂υ

∂t
+ u

∂υ

∂x
+ υ

∂υ

∂y
+ lu+RT

∂ϕ

∂y
− µ�υ = 0,

∂u

∂x
+

∂υ

∂y
= 0

(7.4.17)

при условии
u = u0, υ = υ0 при t = 0 (7.4.18)

и в предположении о периодическом характере решений. Тогда мето-
дом, изложенным выше, полагая

Λ = u
∂

∂x
+ υ

∂

∂y
− µ�, Λ∗ = −u

∂

∂x
− υ

∂

∂y
− µ�,

приходим к системе сопряженных уравнений

−∂u∗

∂t
− u

∂u∗

∂x
− υ

∂u∗

∂y
+ lυ∗ −RT

∂ϕ∗

∂x
− µ�u∗ = 0,

−∂υ∗

∂t
− u

∂υ∗

∂x
− υ

∂υ∗

∂y
− lu∗ −RT

∂ϕ∗

∂y
− µ�υ∗ = 0,

−∂u∗

∂x
− ∂υ∗

∂y
= 0

(7.4.19)

при условии
u∗ = u∗

T , υ∗ = υ∗
T при t = T. (7.4.20)

Анализ задач (7.4.17), (7.4.18) и (7.4.19), (7.4.20) показывает, что
основная задача должна решаться при возрастании t в интервале
0 ≤ t ≤ T, а сопряженная задача – при убывании t в интервале
T ≥ t ≥ 0. Только такой счет будет корректным для каждой из задач.
Это связано с наличием в уравнениях сил вязкости. Смысл введения
сопряженных задач нам будет ясен в дальнейшем из анализа формул
теории возмущений.
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7.5. Сопряженные уравнения
для бароклинной атмосферы

Рассмотрим теперь модель бароклинной атмосферы в адиабатиче-
ском приближении:

∂ρu

∂t
+ Λu− lρυ + p

∂ϕ

∂x
= 0,

∂ρυ

∂t
+ Λυ + lρu+ p

∂ρ

∂y
= 0,

−gρϑ+ p
∂ϕ

∂z
= 0,

∂ρu

∂x
+

∂ρυ

∂y
+

∂ρω

∂z
= 0,

∂ρϑ

∂t
+ Λϑ+

γα − γ

T
ρω = 0

(7.5.1)

при условии
ρω = 0 при z = 0,

ρω = 0 при z = H.
(7.5.2)

Решение предполагается периодическим в плоскости (x, y) и удо-
влетворяет начальным данным

u = u0, υ = υ0, ϑ = ϑ0 при t = 0. (7.5.3)

Предположим далее, что RT = const, (γα− γ)/T = const, p = RρT .
Оператор Λ определим формулой

Λ =
∂

∂x
ρu+

∂

∂y
ρυ +

∂

∂z
ρω.

Следовательно,

Λu = divρuu, Λυ = divρuυ, Λϑ = divρuϑ.

Введем далее в рассмотрение следующие вектор-функции
и матрицы:
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ϕ =




u
υ
ω
ϕ
ϑ



, A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Λ −ρl 0 p ∂
∂x

0

ρl Λ 0 p ∂
∂y

0

0 0 0 p ∂
∂z

−gρ

∂

∂x
p ∂

∂y
p ∂

∂z
p 0 0

0 0 gρ 0 Tg
γα−γ

Λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

Bϕ0 =




ρu0

ρυ0
0
0

Tg

γα − γ
ρϑ0



, B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ρ 0 0 0 0
0 ρl 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 Tg
γα−γ

ρ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тогда задача (7.5.1), (7.5.2) перепишется в виде

Lϕ ≡ B
∂ϕ

∂t
+Aϕ = 0, Bϕ = Bϕ0 при t = 0. (7.5.4)

Здесь предполагается, что решение принадлежит множеству непре-
рывных и дифференцируемых функций, удовлетворяющих граничным
условиям (7.5.2) и предположению о периодичности. Скалярное про-
изведение для вещественных g и h введем соотношением

(g,h)Ω =
5∑

i=1

∫

Ω

gihi dΩ.

Рассмотрим оператор A и найдем ему сопряженный с помощью
тождества Лагранжа.

В результате выкладок, аналогичных рассмотренным ранее, полу-
чим

ϕ∗ =




u∗

υ∗

ω∗

ϕ∗

ϑ∗



, A∗ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−Λ ρl 0 −p ∂
∂x

0

−ρl −Λ 0 −p ∂
∂y

0

0 0 0 −p ∂
∂z

gρ

− ∂

∂x
p − ∂

∂y
p − ∂

∂z
p 0 0

0 0 −gρ 0 − Tg
γα−γ

Λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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При построении сопряженного оператора мы воспользовались лег-
ко проверяемым фактом, что имеет место соотношение

∫

Ω

(u∗divρuu+ υ∗divρuυ + ω∗divρuω) dΩ =

= −
∫

Ω

(udivρuu∗ + υdivρuυ∗ + ωdivρuω∗) dΩ.

Это соотношение справедливо при выполнении нескольких усло-
вий: предположения, что

divρu = 0,

divρu∗ = 0;

требования, чтобы компоненты решения ϕ∗ удовлетворяли условиям
гладкости, предельным соотношениям

ρω∗ = 0 при z = 0,

ρω∗ = 0 при z = H;
(7.5.5)

наконец, условия периодичности решений в плоскости (x, y). Мы ви-
дим, что в этом случае имеет место соотношение

A∗ = −A. (7.5.6)

Таким образом, оператор A является кососимметричным. Нашей
задачей является построение сопряженных уравнений, соответствую-
щих эволюционным задачам. С этой целью наряду с (7.5.4) введем
в рассмотрение сопряженную задачу

L∗ϕ∗ ≡ −B
∂ϕ∗

∂t
−Aϕ∗ = 0, (7.5.7)

ϕ∗ = ϕ∗
T при t = T. (7.5.8)

Для нее, как нетрудно убедиться, будем иметь тождество, ана-
логичное (7.4.13), однако же для нового пятимерного фазового про-
странства

(BϕT , ϕ
∗
T )Ω = (Bϕ0, ϕ

∗
0)Ω . (7.5.9)
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Это соотношение в развернутой форме имеет вид
∫

Ω

(
ρuTu

∗
T + ρυTυ

∗
T +

gT

γα − γ
ρϑTϑ

∗
T

)
dΩ =

=

∫

Ω

(
ρu0u

∗
0 + ρυ0υ

∗
0 +

gT

γα − γ
ρϑ0ϑ

∗
0

)
dΩ.

(7.5.10)

Если выбрать u∗
T = uT , υ∗

T = υT , ϑ∗
T = ϑT , то приходим к закону

сохранения полной энергии
∫

Ω

ρπT dΩ =

∫

Ω

ρπ0 dΩ,

где

π = u2 + υ2 +
gT

γα − γ
ρϑ2.

Предположим, что значения u∗
T , υ∗

T и ϑ∗
T выбраны следующим об-

разом:

u∗
T = 0, υ∗

T = 0, ϑ∗
T =

γα − γ

gT
δ(x− x0, y − y0, z − z0). (7.5.11)

Тогда на основе (7.4.10) получаем

ρϑT (x0, y0, z0) =

∫

Ω

(
ρu0u

∗
0 + ρυ0υ

∗
0 +

gT

γα − γ
ρϑ0ϑ

∗
0

)
dΩ. (7.5.12)

Эта формула указывает на связь между температурой в заданной
точке пространства в момент времени t = T и начальным (при t = 0)
состоянием атмосферы. Напомним, что в формуле (7.5.12) u0, υ0 и ϑ0

заданы в начальный момент времени, а u∗
0, υ

∗
0 и ϑ∗

0 – решения сопря-
женных уравнений при условии (7.5.11).

7.6. Задачи чувствительности климатической
изменчивости для различных регионов мира

При математическом моделировании изменений климата для раз-
личных регионов Земли, чувствительность выбранного функционала
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связана с континентами, Мировым океаном, начальными данными,
внешними источниками и внутренними параметрами задачи. Задача
чувствительности климата позволяет, основываясь на реальных дан-
ных, ретроспективно устанавливать качество моделей и находить но-
вые механизмы, ответственные за формирование климата.

В этом параграфе мы обсудим общие подходы к оценке чувстви-
тельности на примере простых теоретических моделей. Эти результа-
ты далее могут быть обобщены для более сложных постановок задач.

Рассмотрим термическое взаимодействие атмосферы с Мировым
океаном и континентами. Рассмотрим трехмерную модельную область
Ω в сферической системе координат (λ, ψ, z), где λ – долгота,
ψ – широта и z – высота, отсчитываемая от Земной поверхности,
которая считается сферической, как и океан. Пусть h1 – высота ат-
мосферного слоя; h2 – толщина деятельного океанического слоя; h3 –
толщина слоя почвы; S – земная поверхность; S = S1 ∪ S2 ∪ S3; S1 –
часть Земли, покрытая льдом и/или снегом; S2 – океаническая по-
верхность; S3 – континентальная поверхность, свободная ото льда
и снега.

Область Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 состоит из:
– атмосферного слоя

Ω1 = {(λ, ψ, z) : (λ, ψ) ∈ S1, 0 < z < h1};

– активного океанического слоя

Ω2 = {(λ, ψ, z) : (λ, ψ) ∈ S2, −h2 < z < 0};

– верхнего слоя почвы

Ω3 = {(λ, ψ, z) : (λ, ψ) ∈ S3,−h3 < z < 0}.

Рассмотрим следующую задачу для поля температуры T (λ, ψ, z, t)
на интервале Ωt = (0, T ):

α
∂T

∂t
+ div(αuT )− ∂

∂z
(ν

∂T

∂z
)− µ∆T = ε (7.6.1)

с начальным условием

T = T0(r) при t = 0, (7.6.2)

где r = (λ, ψ, z)T , ν = αν, µ = αµ и ν, µ – коэффициенты вертикаль-
ного и горизонтального турбулентного обмена соответственно, зави-
сящие от высоты z в связи с их различием для атмосферы и океана.
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Функция ν зависит также от горизонтальных координат и времени.
Значения других величин в уравнении (7.6.1): ε – источник радиаци-
онной энергии, функция которой отлична от нуля только в области
Ω1; α = cpρ(z), где cp удельная теплоемкость среды, а ρ(z) – стандарт-
ная плотность атмосферы (при z > 0) и океана (при z < 0); u(r, t) –
вектор скорости воздушных потоков в области Ω1 и течений в океане
в области Ω2.

Предположим, что u, ν и µ заданы в области решения задачи
с u(r, t) = 0, µ = 0 в Ω3. Предположим также, что вектор-функция
u(r, t) удовлетворяет в атмосфере и океане простейшему уравнению
неразрывности

div(ρu) = 0 (7.6.3)

и ее нормальный компонент равен нулю на боковой поверхности Ми-
рового океана, а также на поверхностях z = 0, z = h1, z = −h2.
Конечно, для атмосферы, если необходимо, может быть рассмотрено
нестационарное уравнение неразрывности.

Уравнение (7.6.1) рассматривается в области Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 при
t ∈ Ωt = (0, t). Граничные условия должны быть сформулированы
на границе области Ω при z = 0, z = h1, z = −h2, z = −h3 и на
поверхности раздела атмосфера-континент, что обеспечит существо-
вание единственного решения данной начально-краевой задачи.

На поверхности раздела атмосфера – океан и атмосфера – конти-
нент задаются условия равенства температур и скачок потоков теп-
ла(z = 0):

[T ] = 0, [ν
∂T

∂z
] = F (λ, ψ, z) при z = 0, (λ, ψ) ∈ S2 ∪ S3, (7.6.4)

где [f ] = f |z=−0 − f |z=+0 – скачок функции f по z в точке z = 0,
а F (λ, ψ, z) – известная функция из данных наблюдений.

На границе атмосферы и части земной поверхности, покрытой льдом
и/или снегом, ставится следующее условие:

ν
∂T

∂z
+ F = 0 при z = 0, (λ, ψ) ∈ S1. (7.6.5)

На верхней границе атмосферы (при z = h1), на нижней границе
деятельного океана и нижнем слое почвы задаются условия отсут-
ствия потоков тепла:

ν
∂T

∂z
= 0 при z = h1, z = −h2, z = −h3. (7.6.6)
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Предположим, для упрощения, что границы между континентами
и Мировым океаном – цилиндрические и

µ
∂T

∂n
= 0 при ∂Ω2, (7.6.7)

где ∂Ω2 – боковая поверхность области Ω2 и n – нормаль к ∂Ω2.
Итак, задача (7.6.1)–(7.6.7) поставлена полностью, и мы предпо-

ложим, что начальные условия задачи определяют ее единственное
решение, которое принадлежит Гильбертову пространству L2(Ω×Ωt).
Предположим, что решение является достаточно гладкой функцией,
так что все дальнейшие преобразования справедливы. Вопросы суще-
ствования и единственности решения задачи (7.6.1)–(7.6.7) обсужде-
ны в [121].

Перейдем к рассмотрению чувствительности решения задачи
(7.6.1)–(7.6.7).

Рассмотрим следующий, наиболее интересный для нас функцио-
нал:

J =

t∫

0

dt

∫

S

F ∗(λ, ψ, t)T (λ, ψ, 0, t) dS, (7.6.8)

где F ∗(λ, ψ, t) – некоторая весовая функция, связанная с полем тем-
пературы на поверхности z = 0. Например, если мы хотим определить
среднюю температуру в некотором выделенном регионе континента ω
при z = 0 на интервале времени t − τ ≤ t ≤ t, то выберем в качестве
F ∗ функцию

F ∗(λ, ψ, t) =

{
1/(τ mes ω), если (λ, ψ) ∈ ω, t− τ ≤ t ≤ t

0, иначе ,
(7.6.9)

где mes ω означает, как обычно, площадь региона ω. Тогда функцио-
нал (7.6.8) может быть переписан в форме

J =
1

τ

t∫

t−τ

dt


 1

τ mes ω

∫

ω

T (λ, ψ, 0, t) dS


 . (7.6.10)

Выражение (7.6.10) описывает среднюю температуру на интервале
t − τ ≤ t ≤ t для выбранного региона ω. Эти типы функционалов
наиболее интересны в теории изменений климата.
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После того, как мы определили функционал задачи в виде (7.6.8)
или (7.6.10), мы можем сформулировать сопряженную задачу
к (7.6.1)–(7.6.7), используя методы, которые мы рассматривали
в предыдущих главах. Она будет иметь следующий вид:

−α
∂T ∗

∂t
− div(αuT ∗)− ∂

∂z
(ν

∂T ∗

∂z
)− µ∆T ∗ = ε (7.6.11)

с «начальным» условием

T ∗(r, t) = 0 при t = t. (7.6.12)

Уравнение (7.6.11) рассматривается в области Ω = Ω1 ∪Ω2 ∪Ω3 при
t ∈ Ωt. Как для поверхности z = 0, так и для других «специальных»
поверхностей, где не требуется выполнения условий дифференцируе-
мости решения T ∗ и его производных, следует определить дополни-
тельные граничные условия:

[T ∗] = 0, [ν
∂T ∗

∂z
] = F ∗ при z = 0, (λ, ψ) ∈ S2 ∪ S3, (7.6.13)

где F ∗ задается функционалом (7.6.8) или, в частности, (7.6.10).
На границе между атмосферой и частью Земной поверхности по-

крытой льдом и/или снегом задается следующее условие:

ν
∂T ∗

∂z
+ F ∗ = 0 при z = 0, (λ, ψ) ∈ S1. (7.6.14)

Условия на верхней границе атмосферы (при z = h1) и на нижних
границах деятельных слоев океана и почвы следующие:

ν
∂T ∗

∂z
= 0 при z = h1, z = −h2, z = −h3. (7.6.15)

Предположим, что на границах между континентами и Мировым
океаном выполняется

µ
∂T ∗

∂n
= 0 при ∂Ω2, (7.6.16)

где n – внешняя нормаль к границе цилиндрической поверхности
«океан – континент».

В [121] доказана теорема существования и единственности обоб-
щенного решения прямой задачи (7.6.1)–(7.6.7) и сопряженной задачи
(7.6.11)–(7.6.16).
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С учетом (7.6.3) и того, что решения прямой и сопряженной задач
принадлежат L2(Ω×Ωt), обладают необходимой гладкостью и удовле-
творяют сформулированным граничным условиям, вытекают следую-
щие соотношения:

d

dt

∫

Ω

αT dΩ =

∫

S

F dS −
∫

Ω1

ε dΩ1,

− d

dt

∫

Ω

αT ∗ dΩ =

∫

S

F ∗ dS,

(7.6.17)

d

dt

∫

Ω

αT 2 dΩ ≤
∫

S

FT dS −
∫

Ω1

εT dΩ1;

− d

dt

∫

Ω

αT ∗2 dΩ =

∫

S

F ∗T ∗ dS.

(7.6.18)

В (7.6.17), (7.6.18) учтен тот факт, что нормальный компонент век-
тора скорости на границе континентов и океанов обращается в ноль.

Из (7.6.18) следует, что решение прямой задачи устойчиво, так же
как и сопряженной, которая решается в обратном времени от t = t до
t = 0.

Рассмотрим теперь другую форму функционала (7.6.8), выражен-
ную через решение сопряженной задачи T ∗. Умножим уравнение
(7.6.1) на T ∗ и уравнение (7.6.11) на T , проинтегрируем по време-
ни в Ωt и по всей области Ω с учетом начальных данных (7.6.2),
(7.6.12) и граничных условий (7.6.4)–(7.6.7), (7.6.13)–(7.6.16), а затем
возьмем разность результатов. Интегрируя по частям, получим:

J =

∫

Ω

αT ∗(r, 0)T0(r) dΩ +

+

t∫

0

dt

∫

S

F (λ, ψ, t) T ∗(λ, ψ, 0, t)dS +

+

t∫

0

dt

∫

Ω1

εT ∗(λ, ψ, z, t) dΩ1.

(7.6.19)
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Заметим, что левая часть соотношения точно совпадает с функци-
оналом, определенным формулой (7.6.8).

Выражение (7.6.19) описывает функционал чувствительности J
к локальным регионам и входным данным, поскольку весовая функ-
ция T ∗ отражает влияние начальных данных T0(r), потоков тепла
F (λ, ψ, t) на границе z = 0 и источников радиации в атмосфере ε.

Представляя функции T, u, ε, F исходной задачи (7.6.1)–(7.6.7)
как сумму стандартных климатических величин и отклонений

T = T + δT, u = u+ δu, ε = ε+ δε, F = F + δF, (7.6.20)

придем к более сложной формуле для этого функционала, основанной
на теории возмущений.

Предположим, что климатические величины удовлетворяют задаче

α
∂T

∂t
+ div(αuT )− ∂

∂z
(ν

∂T

∂z
)− µ∆T = ε (7.6.21)

с начальными условиями

T = T 0 при t = 0 (7.6.22)

и граничными условиями

[T ] = 0,

[
ν
∂T

∂z

]
= F (λ, ψ, z) при z = 0, (λ, ψ) ∈ S2 ∪ S3;

ν
∂T

∂z
+ F = 0 при z = 0, (λ, ψ) ∈ S1;

ν
∂T

∂z
= 0 при z = h1, z = −h2, z = −h3;

(7.6.23)

µ
∂T

∂n
= 0 на ∂Ω2. (7.6.24)

Сформулируем задачу для отклонений δT следующим образом:

α
∂δT

∂t
+ div(αuδT )− ∂

∂z
(ν

∂δT

∂z
)− µ∆δT = ε1, (7.6.25)

где
ε1 = δε− div(αTδu). (7.6.26)
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Добавим к (7.6.25) соответствующие начальные условия

δT = δT0 при t = 0 (7.6.27)

и граничные условия

[δT ] = 0,

[
ν
∂δT

∂z

]
= δF при z = 0, (λ, ψ) ∈ S2 ∪ S3;

ν
∂δT

∂z
+ δF = 0 при z = 0, (λ, ψ) ∈ S1;

ν
∂δT

∂z
= 0 при z = h1, z = −h2, z = −h3;

(7.6.28)

µ
∂δT

∂n
= 0 на ∂Ω2. (7.6.29)

Разложим функцию u = u + δu, стоящую во втором слагаемом
уравнения (7.6.25) под знаком дивергенции. Запишем вариацию функ-
ционала δJ = J − J в следующем виде:

δJ = J − J =

t∫

0

dt

∫

S

F ∗(λ, ψ, t) δT (λ, ψ, 0, t) dS, (7.6.30)

или, используя предыдущие преобразования,

δJ =

∫

Ω

αT ∗(r, 0) δT0(r) dΩ +

+

t∫

0

dt

∫

S

δF (λ, ψ, t) T ∗(λ, ψ, 0, t) dS+

+

t∫

0

dt

∫

Ω1

δεT ∗(λ, ψ, z, t) dΩ1 −

−
t∫

0

dt

∫

Ω

div(αTδu) T ∗(λ, ψ, z, t) dΩ.

(7.6.31)
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Если вариации вектора скорости δu малы, т. е. u ≈ u, то последним
слагаемым в (7.6.31) можно пренебречь, и мы получим приближенную
формулу:

δJ =

∫

Ω

αT ∗(r, 0) δT0(r) dΩ +

+

t∫

0

dt

∫

S

δF (λ, ψ, t) T ∗(λ, ψ, 0, t) dS+

+

t∫

0

dt

∫

Ω1

δεT ∗(λ, ψ, z, t) dΩ1.

(7.6.32)

Будем использовать эту упрощенную формулу в дальнейшем для
иллюстрации результатов простых моделей, в которых вариация δu
в океане неизвестна. Более того, как для океана, так и для атмо-
сферы мы будем использовать согласованные климатические данные
и предполагать, что u = u.

Представляя временной интервал в уравнении (7.6.32) как сумму
подынтервалов Ik = (tk, tk−1), перепишем формулу (7.6.32) в виде

δJ =

∫

Ω

αT ∗(r, 0) δT0(r, 0) dΩ +

+
N∑
k=1

tk−1∫

tk

dt

∫

S

δF T ∗ dS +
N∑
k=1

tk−1∫

tk

dt

∫

Ω1

δεT ∗ dΩ1,

(7.6.33)

где t0 = t, tN = 0, tk = tk−1 − τk, k = 1, N .
Рассмотрим теперь проблему вертикального турбулентного обмена

в системе атмосфера – океан, которая играет важную роль во взаи-
модействии двух сред.

В численных экспериментах с моделью термического взаимодей-
ствия между атмосферой и подстилающей поверхностью, мы учитыва-
ли поля коэффициентов вертикальной турбулентной диффузии в оке-
ане рассчитанные с помощью метода, изложенного в [113]. Опишем
этот метод для верхнего деятельного слоя океана.
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Введем оператор осреднения для произвольной интегрируемой функ-
ции b = b(t) на характерном временном масштабе τ :

b =
1

τ

t+τ/2∫

t−τ/2

b(t
′
) dt

′
(7.6.34)

и представим b = b + b
′
, где средняя величина обозначена чертой,

а отклонение от среднего - штрихом.
Пусть интегральный коэффициент вертикального перемешивания

в океане определяется на сезонном масштабе времени (τ ∼1–3 меся-
цев) вертикальным сдвигом скорости течений Σ, вертикальным гра-
диентом температуры γ, его сезонной изменчивостью σ и параметром
плавучести λ таким образом, что можно записать

Σ =

[(
∂u

∂z

)2

+

(
∂υ

∂z

)2
]1/2

, γ =
∂T

∂z
,

σ = (T ′2)1/2, λ = gαT ,

(7.6.35)

где g – ускорение силы тяжести; αT – коэффициент термического рас-
ширения воды; λ = 0,2 см/(c2 град.); u и υ – средние горизонтальные
компоненты вектора скорости течений.

Из набора этих параметров может быть получен только один без-
размерный параметр – число Ричардсона:

Ri =
λγ

Σ2
(7.6.36)

и только одна размерная комбинация для коэффициента перемешива-
ния (см2/с):

ν = C(Ri)λ1/2|γ|−3/2σ2, ν = αν, (7.6.37)

где C – безразмерная величина, зависящая от Ri.
Оценка коэффициента C(Ri) в (7.6.37) получена в работе [113]

в предположении о малости его вариаций для крупномасштабных ха-
рактеристик σ и γ и с использованием данных наблюдений в некото-
рых точках в океане. Оценка параметра дает величину C = 2 · 10−5.

Используем формулу (7.6.37) для расчета коэффициента верти-
кального перемешивания (для сезонного масштаба времени) на ос-
нове наблюдений крупномасштабных характеристик верхнего погра-
ничного слоя океана и диагностического метода. Используем данные
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пространственного распределения сезонной изменчивости температу-
ры поверхности моря σ в узлах сетки 10◦ × 10◦ [136] и рассчитаем
температурный градиент γ в верхнем слое океана для климатических
полей температуры в зимний и летний сезоны по данным Хеллермана
(версия нефильтрованных данных опубликована в [222]).

Рис. 7.1

Рисунок 7.16 отражает результаты расчета пространственного рас-
пределения коэффициента ν в зимний сезон (изолинии ln(1 + ν) при-
ведены в верхнем слое океана, контуры нумеруются от 0 с интервалом
0,7). Максимум величины ν(λ, ϑ) расположен в зимний период в Ат-
лантике, южнее острова Ньюфаунленд. Можно видеть, что положение
локальных максимумов коэффициента ν совпадает с известными кли-
матическими энергоактивными зонами Мирового океана: Ньюфаун-
лендской, Норвежской, Алеутской и энергоактивными зонами течений
Гольфстрим и Куросио, где теплообмен между атмосферой и океаном
(в Северном полушарии) наиболее активный.

Для вычисления термических функций влияния была выбрана чис-
ленная модель основанная, на методе расщепления. Исходная трех-
мерная задача (7.6.1)–(7.6.7) была сведена к набору простых одно-
мерных задач переноса-диффузии вдоль направлений λ, ψ, z и ре-
шалась с помощью безытерационных алгоритмов. Для решения зада-
чи по времени был использован двуциклический метод расщепления
с аппроксимацией Кранка – Николсона, что дает устойчивый алго-
ритм второго порядка точности по времени.

При решении одномерной задачи переноса-диффузии вдоль λ и ϑ,
использован метод ричардсоновской экстраполяции [79] для увели-
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чения порядка аппроксимации, в котором соответствующая линейная
комбинация двух решений на сетках с шагами h и h/3 обеспечивает
точность порядка O(h4). В модели использована широтно-долготная
сетка разрешением 5◦ × 4◦. В вертикальном направлении использова-
на неравномерная сетка с расчетными уровнями на геопотенциальных
поверхностях 850, 500, 300 мб в атмосфере, на глубинах 25, 75, 150 м
в океане и на глубинах 0,5, 1,0 и 2,0 м в почве.

Основные параметры модели были следующими:

h1 = 2 · 106 см , h2 = 2 · 104 см , h3 = 300 см;

в атмосфере:

cp = 107
эрг

г · град
, 0 ≤ ρ ≤ 1.2 · 10−3 г

см3
, µ = 109

см2

c
, 104 ≤ ν ≤ 105

см2

c
;

в океане:

cp = 4, 2 · 107 эрг
г · град

, ρ = 1, 0
г

см3
, µ = 108

см2

c
, ν = ν(λ, ψ, t);

в почве:

cp = 107
эрг

г · град
, ρ = 2, 7

г
см3

, µ = 0, ν = 3 · 10−3 см
2

c
.

Поле океанических течений, использованное в этих расчетах, было
рассчитано на основе климатических данных о температуре и соле-
ности [272], среднемесячных полей u и υ в атмосфере по данным
наблюдений 1961–1970 гг., из массива Мирового центра данных (Об-
нинск, Российская Федерация).

Представим результаты решения сопряженных задач для климати-
ческих среднедекабрьских аномалий температуры поверхности земли
для территорий Европы и Северной Америки. Было изучено пове-
дение функционалов вида (7.6.8) с характеристическими функциями
(7.6.9). Интервал I1 = (t − τ, t) равнялся одному месяцу – декабрю.
Полный временной интервал (0, t) соответствовал 12 месяцам, так что
в формуле (7.6.33) N = 12, τk = 30 дней.

Для того чтобы проиллюстрировать картину, ограничимся осред-
ненными характеристиками для всего атмосферного слоя (0 < z < h1):

T ∗
k =

1

τk

1

h1

tk−1∫

tk

h1∫

0

T ∗(λ, ψ, z, t) dzdt (7.6.38)
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и для океанического слоя (−h2 < z < 0):

T ∗
k =

1

τk

1

h2

tk−1∫

tk

0∫

−h2

T ∗(λ, ψ, z, t) dzdt, (7.6.39)

хотя, конечно, интерес представляет также структура функций T ∗
k

на всех уровнях атмосферы и океана. Изучим структуру функций
влияния (7.6.38), (7.6.39) для атмосферы и океана.

Рис. 7.2

Рис. 7.3
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Рис. 7.4

Рис. 7.5

Рис. 7.6
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Рис. 7.7

Рис. 7.8

Рис. 7.9
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Рассмотрим два эксперимента. В первом эксперименте источник
F ∗(λ, ψ, t) (см. (7.6.9)) ненулевой в декабре в Европе, во втором –
в Северной Америке. Рисунки 7.17, 7.19, 7.21, 7.23 отражают функции
влияния для атмосферы в первом эксперименте при k = 1, 3, 6, 9
соответственно. Рисунки 7.18, 7.20, 7.22, 7.24 показывают эволюцию
интегральной функции влияния в верхнем 200-метровом слое океана
в этом же эксперименте (изолинии нумеруются от 0 с интервалом
0,2).

Так как сопряженная задача решалась в обратном направлении вре-
мени, локальные максимумы функции T ∗

k (и, соответственно, зоны
влияния) развиваются назад по времени (с ростом k), следуя движе-
нию потоков воздушных и водных масс.

В соответствии с (7.6.9) источник F ∗(λ, ψ, t) расположен в регионе
ω и отличается от нуля только на интервале I1 = (t − τ, t). Функ-
ция атмосферного влияния в первом эксперименте для этого времени
простирается на всю Европу, часть Атлантики и Северной Америки
(см. рис. 7.17). Функция атмосферного влияния T ∗

3 (см. рис. 7.19)
посредством западно-восточного переноса в атмосфере распространя-
ется по всей широтной зоне между 35◦ и 65◦ с небольшим локальным
максимумом в Европе (в окрестности 52◦ и 25◦ Е) и в регионе Мон-
голии (48◦ С и 105◦ В). Первый максимум появляется в результате
остаточного воздействия источника F ∗(λ, ψ, t), а второй – в резуль-
тате локальной конвергенции климатического ветра в этом регионе.
Ввиду большой диссипации в атмосфере наблюдается уменьшение
амплитуды на шестом временном интервале в 5 раз, по сравнению
с амплитудой T ∗

1 на девятом временном интервале (отсчет интервалов
идет в обратном времени). Как можно видеть на рисунке 7.23, инте-
гральная функция влияния для атмосферы диссипирует практически
полностью в течении девяти интервалов по времени.

Пространственно-временная структура функции T ∗
k в верхнем 200-

метровом слое океана (рис. 7.18, 7.20, 7.22, 7.24) с ростом числа
k обусловлена процессами адвекции, турбулентным перемешивани-
ем и вертикальным обменом на поверхности раздела взаимодейству-
ющих сред. Следует отметить совпадение расположений локальных
максимумов сопряженной задачи и пространственного распределения
вертикального турбулентного коэффициента перемешивания ν в оке-
ане (см. рис. 7.16). Поэтому в течениe первого интервала по времени
начинается постепенное «проникновение» функции влияния в верх-
ние слои океана Северной Атлантики (см. рис. 7.18). В течение трех
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интервалов по времени локальные максимумы T ∗
3 в океане (см. рис.

7.20) начинают отчетливо проявляться в главных энергоактивных зо-
нах (Ньюфаунленд, Гольфстрим, Куросио). Таким образом, энерго-
активные зоны отчетливо влияют на расположение и развитие ло-
кальных максимумов функций T ∗

k и, как следствие, на формирование
среднемесячных аномалий температуры воздуха в Европе.

Рисунки 7.18, 7.20, 7.22, 7.24 показывают эволюцию функции вли-
яния в океане в соответствии с основными течениями, что особенно
проявляется вдоль восточных берегов Северной Америки в окрестно-
сти течения Гольфстрим. Амплитуды T ∗

k постепенно уменьшаются, их
интенсивности в Северной Атлантике и Западной части Тихого океана
становятся сравнимыми (при k = 6, 9; см. рис. 7.22, 7.24).

Аналогичные процессы наблюдаются во втором эксперименте, про-
веденном для территории Северной Америки. На рис. 7.25 показана
функция влияния в атмосфере для первого интервала по времени. Ее
структура соответствует структуре климатического ветра над Севе-
роамериканским континентом. Затем она заполняет широтный пояс
20◦–65◦ N (k = 3, рис. 7.27) и постепенно диссипирует при k = 6, 9
(рис. 7.29, 7.31). На рис. 7.26, 7.28, 7.30, 7.32 показана динамика
функции влияния во втором эксперименте в верхнем слое океана при
k = 1, 3, 6, 9 соответственно (контуры нумеруются от 0 с интерва-
лом 0,2). Она растет на всем первом интервале по времени в Тихом
океане в регионе Куросио и Алеутских островов. При k = 3, 6, 9
функция влияния распространяется вдоль широтного пояса в атмо-
сфере и начинает проникать в Северную Атлантику, хотя максимумы
ее амплитуды остаются в энергоактивных зонах Тихого океана.

Анализ результатов расчетов показывает, что в течении первого ин-
тервала по времени в формировании аномалий над Европой и Север-
ной Америкой доминируют атмосферные процессы, затем постепенно
растет роль океана, а с шестого интервала по времени амплитуда
численного решения начинает уменьшаться.

Вычисляя T ∗ на всех уровнях в атмосфере, океане и континен-
тах, можно получить более точную информацию о чувствительности
регионов. Естественно, вычисления требуют знания текущих полей
скорости ветра и океанических течений, радиационных потоков тепла
при z = 0 и величин коэффициентов ν и µ.

Анализируя результаты расчетов пространственно-временной струк-
туры решений сопряженных задач, можно определить, какая энер-
гоактивная зона Мирового океана и в какой промежуток времени
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воздействует на формирование среднемесячных аномалий темпера-
туры в выбранном регионе. Это открывает возможность определить
пространственно-временные характеристики процессов формирования
линейного отклика совместной системы атмосфера – океан – почва
к возмущениям начальных полей температуры и внешних источников.
Это также дает основу для развития оптимальной сети наблюдений
в Мировом океане и адаптации этих данных к процессам, протекаю-
щим в атмосфере.

Рис. 7.10

Рис. 7.11
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Рис. 7.12

Рис. 7.13

Рис. 7.14
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Рис. 7.15

Рис. 7.16

Рис. 7.17
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7.7. Применение теории чувствительности
к сравнению математических моделей

Спектр исследований, проводимых с помощью различных матема-
тических моделей, описывающих те или иные процессы в науке и тех-
нике, очень широк, и исследователи используют для решения одной
задачи разные модели, параметризации и численные алгоритмы. На-
пример, для изучения процессов общей циркуляции атмосферы ис-
пользуются более 30 различных моделей. Хотя они дают различные
результаты, многие из них адекватно отображают основные особенно-
сти атмосферной динамики. В. Л. Гейтс [205] предложил идею срав-
нения результатов моделей и сформулировал для этого несколько об-
щих принципов. Под его руководством в Ливерморской национальной
лаборатории (США) проведены многочисленные эксперименты с раз-
личными моделями и дано сравнение результатов их расчетов. В лабо-
ратории собран обширный материал, позволяющий оценить качество
и особенности этих моделей. Так, например, отмечено, что выпол-
нение законов сохранения является важной характеристикой модели
и позволяет улучшить оценку их качества. Таким образом, успешно
начато сравнение результатов решения сложных задач.

В связи с этим рассмотрим две различные линейные модели
с несколько отличающимися друг от друга операторами. Пусть с их
помощью решаются эволюционные задачи

∂ϕ1

∂t
+ A1ϕ1 = f, t ∈ (0, t)

ϕ1 = g при t = 0,
(7.7.1)

и
∂ϕ2

∂t
+ A2ϕ2 = f, t ∈ (0, t)

ϕ2 = g при t = 0.
(7.7.2)

Предположим, что правые части уравнений, описывающие внешние
источники, совпадают и равны f. Начальные условия также пусть
совпадают и равны g. Пусть f = f(t) и g – заданные функции из
гильбертова пространства H. Пусть A1, A2 – линейные операторы из
гильбертова пространства H c областями определения D(A1) и D(A2)
соответственно. Пусть каждый элемент множеств D(A1) и D(A2) удо-
влетворяет условиям гладкости, дополнительным условиям (напри-
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мер, граничным) и некоторым другим требованиям, отражающим спе-
цифику задачи. Предположим, что решения ϕ1(t) и ϕ2(t) задач (7.7.1)
и (7.7.2) существуют, единственны, лежат в D(A1) и D(A2) соответ-
ственно при любом t ∈ [0, t] и достаточно гладки.

Рассмотрим следующий функционал:

J =

t∫

0

(p, ϕ) dt, (7.7.3)

где ϕ – решение задачи (7.7.1) или (7.7.2); p – фиксированный элемент
из H, отражающий характеристическую функцию измерений; (·, ·) –
скалярное произведение в H. Пусть

J1 =

t∫

0

(p, ϕ1) dt, (7.7.4)

J2 =

t∫

0

(p, ϕ2) dt. (7.7.5)

В соответствии с общей теорией, построим сопряженные уравнения
отвечающие задачам (7.7.1) и (7.7.2):

−∂ϕ∗
1

∂t
+ A∗

1ϕ
∗
1 = p, t ∈ (0, t),

ϕ∗
1 = 0 при t = t,

(7.7.6)

и

−∂ϕ∗
2

∂t
+ A∗

2ϕ
∗
2 = p, t ∈ (0, t),

ϕ∗
2 = 0 при t = t,

(7.7.7)

где p – функция, фигурирующая в функционале (7.7.3); A∗
1 и A∗

2 –
сопряженные операторы к A1 и A2 соответственно, удовлетворяющие
тождеству Лагранжа

(Aαu, υ) = (u,A∗
αυ), u ∈ D(Aα), υ ∈ D(A∗

α), α = 1, 2.

Предположим, что решения ϕ∗
1(t) и ϕ∗

2(t) сопряженных задач (7.7.6)
и (7.7.7) существуют, единственны, принадлежат D(A∗

1) и D(A∗
2) со-

ответственно при любом t ∈ [0, t] и достаточно гладки.
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Сделаем несколько преобразований. Умножим уравнение (7.7.1) на
ϕ∗
1 в H, уравнение (7.7.6) на ϕ1 и вычтем результаты друг из друга.

После интегрирования по t на интервале 0 ≤ t ≤ t получим

t∫

0

∂

∂t
(ϕ1, ϕ

∗
1) dt+

t∫

0

[(Aϕ1, ϕ
∗
1)− (ϕ1, A

∗
1ϕ

∗
1)]dt =

=

t∫

0

(f, ϕ∗
1) dt−

t∫

0

(ϕ1, p) dt.

(7.7.8)

В силу тождества Лагранжа имеем

(A1ϕ1, ϕ
∗
1)− (ϕ1, A

∗
1ϕ

∗
1) = 0

для всех t ∈ [0, t]. Что касается первого слагаемого в левой части
(7.7.8), если ϕ1, ϕ∗

1 достаточно гладкие, то будет верно равенство

t∫

0

∂

∂t
(ϕ1, ϕ

∗
1) dt = (ϕ1, ϕ∗

1)|t=t − (ϕ1, ϕ∗
1)|t=0 . (7.7.9)

Так как ϕ∗
1 = 0 при t = t, то первое слагаемое в правой части (7.7.9)

обращается в нуль, а второе слагаемое, в виду условия ϕ1 = g при
t = 0, равно

−(ϕ1, ϕ∗
1)|t=0 = −(g, ϕ∗

1)|t=0 .

В результате из (7.7.8) следует, что

J1 =

t∫

0

(f, ϕ∗
1) dt+ (g, ϕ∗

1|t=0). (7.7.10)

Аналогичное (7.7.10) выражение может быть получено для вто-
рой пары задач (7.7.2) и (7.7.7). Таким образом, функционал J2 будет
иметь вид

J2 =

t∫

0

(f, ϕ∗
2) dt+ (g, ϕ∗

2|t=0). (7.7.11)

Вычтем выражение (7.7.11) из (7.7.10) и получим формулу для
δJ = J1 − J2.

δJ =

t∫

0

(f, δϕ∗) dt+ (g, δϕ∗|t=0), (7.7.12)
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где δϕ∗ = ϕ∗
1 − ϕ∗

2.
Разность δJ = J1 − J2 функционалов для двух моделей при этом

будет определяться функцией δϕ∗ = ϕ∗
1 − ϕ∗

2. Функция δϕ∗ будет яв-
ляться функцией влияния на δJ или весовой функцией, определяю-
щей вклад внешнего источника f и начального значения g в значение
функционала δJ. Проще говоря, чем меньше δJ , тем меньше разница
между двумя моделями (исходя из вида функционала J).

Но, что еще более важно, формула (7.7.12) позволяет находить ре-
гионы в пространстве и времени, где различие между функциями δϕ∗

наибольшее, что очень важно для дальнейшего анализа и совершен-
ствования моделей.

Мы рассмотрели случай, когда источник f одинаков для обeих
моделей. Если источники различны, то задачи (7.7.1) и (7.7.2) могут
быть записаны как

∂ϕ1

∂t
+ A1ϕ1 = f1, t ∈ (0, t),

ϕ1 = g при t = 0,
(7.7.13)

и
∂ϕ2

∂t
+ A2ϕ2 = f2, t ∈ (0, t),

ϕ2 = g при t = 0,
(7.7.14)

где f1 = f1(t), f2 = f2(t) ∈ H. Мы предположили здесь, что начальные
данные в обеих задачах совпадают, т. е. ϕ1 = ϕ2 = g при t = 0.

Рассмотрим, как и раньше, значения функционалов

J1 =

t∫

0

(p, ϕ1) dt, (7.7.15)

J2 =

t∫

0

(p, ϕ2) dt. (7.7.16)

Предположим опять, что функция p ∈ H, которая характеризует
функционал J, одинакова для обеих задач.

Рассмотрим сопряженные задачи

−∂ϕ∗
1

∂t
+ A∗

1ϕ
∗
1 = p, t ∈ (0, t),

ϕ∗
1 = 0 при t = t,

(7.7.17)
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и

−∂ϕ∗
2

∂t
+ A∗

2ϕ
∗
2 = p, t ∈ (0, t),

ϕ∗
2 = 0 при t = t,

(7.7.18)

Получим, как раньше, выражения вида (7.7.10) и (7.7.11):

J1 =

t∫

0

(f1, ϕ
∗
1) dt+ (g, ϕ∗

1|t=0), (7.7.19)

J2 =

t∫

0

(f2, ϕ
∗
1) dt+ (g, ϕ∗

2|t=0). (7.7.20)

Вычтем их друг из друга и получим

δJ =

t∫

0

[(f1, ϕ
∗
1)− (f2, ϕ

∗
2)] dt+ (g, δϕ∗|t=0), (7.7.21)

где δϕ∗ = ϕ∗
1 − ϕ∗

2. Пусть

f1 = f + δf1,

f2 = f + δf2,
(7.7.22)

где f = f(t), δf1 = δf1(t), δf2 = δf2(t) – заданные функции из H.
Например, в качестве f может быть взята f = (f1 + f2)/2, или одна
из функций fi, например, f = f1 (тогда δf1 = 0), или среднеклимати-
ческие значения этих функций. Тогда

δJ =

t∫

0

(f, δϕ∗)dt+ (g, δϕ∗|t=0) +

t∫

0

[(δf1, ϕ
∗
1)− (δf2, ϕ

∗
2)] dt. (7.7.23)

Эта только что полученная формула имеет более сложный вид по
сравнению с (7.7.12), но более информативна, поскольку позволяет
анализировать две более сложные модели.

Если функции p взять различными, тогда сравнение моделей может
быть проведено с помощью различных функционалов, что важно при
более сложном сравнении.
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В заключение несколько слов о нелинейных моделях. Рассмотрим
задачи

∂ϕ1

∂t
+ A1(ϕ1)ϕ1 = f, t ∈ (0, t),

ϕ1 = g при t = 0,
(7.7.24)

и
∂ϕ2

∂t
+ A2(ϕ2)ϕ2 = f, t ∈ (0, t),

ϕ2 = g при t = 0,
(7.7.25)

где A1(ϕ1), A2(ϕ2) – линейные операторы в гильбертовом простран-
стве H с областями определения D(A1), D(A2) соответственно,
f = f(t), g – заданные функции из H. Области определения D(A1),
D(A2) операторов A1, A2 определяются смыслом задачи. Предполо-
жим, что решения ϕ1(t) и ϕ2(t) задач (7.7.24) и (7.7.25) при любом
t ∈ [0, t] принадлежат областям D(A1) или D(A2), соответственно,
и обладают достаточной гладкостью.

Рассмотрим функционалы

J1 =

t∫

0

(p, ϕ1)dt, (7.7.26)

J2 =

t∫

0

(p, ϕ2)dt, (7.7.27)

где p – функция из H.
Запишем сопряженные задачи

−∂ϕ∗
1

∂t
+ A∗

1(ϕ1)ϕ
∗
1 = p, t ∈ (0, t)

ϕ∗
1 = 0 при t = t,

(7.7.28)

и

−∂ϕ∗
2

∂t
+ A∗

2(ϕ2)ϕ
∗
2 = p, t ∈ (0, t)

ϕ∗
2 = 0 при t = t,

(7.7.29)

где A∗
1(ϕ1) и A∗

2(ϕ2) – операторы, сопряженные к A1(ϕ2) и A2(ϕ2),
соответственно, удовлетворяющие тождествам Лагранжа:

(Aα(u)υ, ω) = (υ,A∗
α(u)ω), u, υ ∈ D(Aα),

ω ∈ D(A∗
α), α = 1, 2.

(7.7.30)
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Пусть решения ϕ∗
1(t) и ϕ∗

2(t) задач (7.7.6) и (7.7.7) существуют при
известных ϕ1(t) и ϕ2(t), единственны, принадлежат D(A∗

1) и D(A∗
2)

соответственно при каждом t ∈ [0, t] и являются достаточно гладкими
функциями.

Получим новые выражения для J1 и J2 через ϕ∗
1 и ϕ∗

2 с учетом
тождества Лагранжа (7.7.30):

J1 =

t∫

0

(f, ϕ∗
1)dt+ (g, ϕ∗

1|t=0), (7.7.31)

J2 =

t∫

0

(f, ϕ∗
2)dt+ (g, ϕ∗

2|t=0) (7.7.32)

и в результате придем к формуле, аналогичной (7.7.12):

δJ =

t∫

0

(f, δϕ∗) dt+ (g, δϕ∗|t=0), (7.7.33)

где δJ1 = J1 − J2, δϕ∗ = ϕ∗
1 − ϕ∗

2.
Возможны также обобщения формулы для δJ при соответствую-

щих предположениях о различии моделей.
Мы обсудили только дифференциальные постановки задачи, одна-

ко можно сравнивать также модели, основанные на различных раз-
ностных аппроксимациях задач с учетом используемых в них пара-
метризаций.

Рассмотрим еще один важный вопрос моделирования процессов.
Предположим для определенности, что мы имеем дело с оценкой из-
менения некоторой климатической характеристики, заданной функци-
оналом типа (7.7.3):

J =

t∫

0

(p, ϕ)dt. (7.7.34)

Пусть значение функционала, рассчитываемого по формуле (7.7.34),
отличается от значения функционала, полученного по данным прямых
измерений. Нам необходимо найти причину различия.

Так как на функционал J влияют несколько факторов, то практи-
чески невозможно получить точный ответ, используя основные урав-
нения, за исключением, возможно, некоторых простых случаев.
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В этом случае очень удобно решать сопряженную задачу и рассчи-
тывать функционал следующим образом:

J =

t∫

0

(f, δϕ∗) dt+ (g, δϕ∗|t=0). (7.7.35)

Функция ценности ϕ∗ позволяет определить наиболее важные (чув-
ствительные) регионы, а также входные данные, которые вносят ос-
новной вклад в значение функционала J. Эта функция помогает по-
нять причины тех или иных изменений J , которые иногда непред-
сказуемы. В то же время, этот анализ показывает пути улучшения
математической модели, которая более или менее адекватно отражает
реальные процессы.

390



Глава 8

Уравнение
для ценности информации
с метеорологических
спутников и постановка
обратных задач

В настоящей главе будет сформулировано уравнение для ценно-
сти информации, получаемой с метеорологических спутников Земли.
Предполагается, что на спутнике имеется комплекс приборов, реги-
стрирующих определенные характеристики поля излучения. Показа-
ния приборов являются функционалами соответствующих задач. Бу-
дем рассматривать процесс переноса радиации заданных частот в диа-
пазоне от ультрафиолетового до длинноволнового излучений.

Введем в рассмотрение стандартную атмосферу, которая характе-
ризуется заданным распределением метеорологических элементов –
температуры, влажности, плотности, аэрозолей и т. п. При помощи
уравнения переноса для стандартной атмосферы можно сформули-
ровать задачу о переносе радиации. Такую задачу будем называть
невозмущенной.

Приборы, установленные на метеорологическом спутнике, будут ре-
гистрировать истинные функционалы задач, отличающиеся от функ-
ционалов невозмущенных задач на определенную величины, которую
будем называть вариацией функционала. Основная задача состоит
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в определении вариаций характеристик атмосферы по заданным ва-
риациям функционалов.

В дальнейшем будет изложена общая точка зрения на обратные
задачи, связанные с интерпретацией данных метеорологических спут-
ников, и даны алгоритмы решения некоторых обратных задач.

8.1. Постановка обратных задач

Пусть ϕ – интенсивность излучения, f – источники излучения.
Тогда задача о переносе радиации в операторной форме примет сле-
дующий вид:

Lϕ = f, (8.1.1)

где L – интегро-дифференциальный оператор переноса излучения.
Функции ϕ и f принадлежат к классам функций, на которых урав-
нение (8.1.1) имеет смысл. Областью определения оператора L пусть
будут функции ϕ ∈ D(L) ∈ H. Все функции из области D(L) удовле-
творяют однородным граничным условиям.

Как и прежде, в вещественном гильбертовом пространстве H вве-
дем в рассмотрение скалярное произведение (g, h) как интеграл по
всей области переменных задач от произведения функций g и h и опре-
делим сопряженный оператор L∗ в смысле Лагранжа:

(h, Lg) = (g, L∗h). (8.1.2)

Рассмотрим некоторый линейный непрерывный функционал поля
излучения, который всегда можно представить в виде следующего
произведения:

Jp(ϕ) = (p, ϕ), (8.1.3)

и введем в рассмотрение сопряженное уравнение по отношению к это-
му функционалу:

L∗ϕ∗
p = p, (8.1.4)

где ϕ∗
p принадлежит к классу функций, удовлетворяющих граничным

условиям и определенным свойствам дифференцируемости.
Умножим скалярно уравнение (8.1.1) на ϕ∗

p , а уравнение (8.1.4) –
на ϕ и возьмем разность полученных выражений

(ϕ∗
p, Lϕ)− (ϕ, L∗ϕ∗

p) = (f, ϕ∗
p)− (p, ϕ). (8.1.5)
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С учетом соотношения (8.1.2) левая часть равенства (8.1.5) равна
нулю, поэтому имеет место формула

Jp(ϕ) = (f, ϕ∗
p). (8.1.6)

Таким образом, рассматриваемый функционал Jp(ϕ) может быть
вычислен либо по формуле (8.1.3), либо по формуле (8.1.6).

Это значит, что вычисление функционала Jp(ϕ) может быть произ-
ведено двумя совершенно различными способами: либо при помощи
решения основной задачи (8.1.1), либо при помощи сопряженной за-
дачи (8.1.4).

Рассмотренный подход к определению линейных функционалов осо-
бенно интенсивно развивался в ядерной физике в работах Л. Н. Уса-
чева [159], Б. Б. Кадомцева [55], Г. И. Марчука и В. В. Орлова
[116], Г. И. Марчука [87], Г. И. Марчука и Ж. Н. Бельской [103]
и др. Общая постановка задачи была сформулирована в работе [116],
в которой дан вывод формул теории возмущений для функционала
Jp(ϕ).

Задачи (8.1.1) и (8.1.4) будем считать невозмущенными; решения
их находятся для стандартных характеристик поля излучения.

Поскольку в нашем распоряжении имеется набор вариаций функ-
ционалов, используем их для отыскания возмущений в основных ха-
рактеристиках атмосферы. Для этой цели построим соответствующие
формулы теории возмущений для функционалов.

Введем в рассмотрение возмущенную задачу

L
′
ϕ

′
= f

′
, (8.1.7)

где
L

′
= L+ δL, f

′
= f + δf. (8.1.8)

Умножим скалярно уравнение (8.1.7) на функцию ϕ∗
p, а уравнение

(8.1.4) на функцию ϕ
′

и результаты вычтем один из другого. Тогда
будем иметь

(ϕ∗
p, L

′
ϕ

′
)− (ϕ

′
, L∗ϕ∗

p) = (f
′
, ϕ∗

p)− (p, ϕ
′
). (8.1.9)

С учетом соотношений (8.1.5) и (8.1.8) равенство (8.1.9) перепи-
шем в виде

(ϕ∗
p, δLϕ

′
) = (ϕ∗

p, δf)− δJp, (8.1.10)
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где
δJp = Jp(ϕ

′
)− Jp(ϕ).

Соотношение (8.1.10) окончательно перепишем в следующем виде:

(ϕ∗
p, δLϕ

′ − δf) = −δJp. (8.1.11)

Формулу (8.1.11) можно записать для любого линейного функцио-
нала из набора (n=1, 2, . . . , N):

(ϕ∗
pn , δLϕ

′ − δf) = −δJpn . (8.1.12)

Функции ϕ∗
pn являются статическими весами в формулах (8.1.12)

и характеризуют область влияния возмущения δLϕ
′−δf во всем фазо-

вом пространстве. Учитывая это обстоятельство, функции ϕ∗
pn можно

назвать функциями ценности информации по отношению к функцио-
налу Jpn .

Рассмотрим далее разность вариаций функционалов при различных
параметрах n. Тогда получим

(
ϕ∗
pn − ϕ∗

pm , δLϕ
′ − δf

)
= δJpm − δJpn . (8.1.13)

Очевидно, информация в различных функционалах должна быть
независимой, т. е.

ϕ∗
pn �≡ ϕ∗

pm .

Зафиксируем некоторый функционал Jpn . Этому функционалу со-
ответствует сопряженная функция ϕ∗

pn, являющаяся решением урав-
нения (8.1.4). Чтобы оценить меру независимой информации, содер-
жащейся в ϕ∗

pm , удобно рассматривать функции

ϕ∗
pnpm = ϕ∗

pn − ϕ∗
pm .

Таким образом, приходим к набору следующих задач:

L∗ϕ∗
pn = pn, L∗ϕpnpm = pn − pm. (8.1.14)

8.2. Обратные задачи атмосферной оптики

При интерпретации результатов наблюдений с метеорологических
спутников по полю излучения в видимой части спектра могут быть
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поставлены различные обратные задачи по определению некоторых
важных характеристик атмосферы. Ради простоты предположим, что
неизвестной характеристикой атмосферы является отклонение плот-
ности некоторой субстанции, поглощающей и рассеивающей радиа-
цию, от нормального распределения. Атмосферу будем считать плос-
ким слоем; внешним источником излучения является Солнце (см.
[56, 57]). Тогда приходим к следующему уравнению:

µ
∂ϕ

∂z
+ ανϕ− 1

2

1∫

−1

ϕαsνγν(µ, µ
′
) dµ

′
= f, (8.2.1)

где
f = −Sνδ(µ− µ�) δ(z − h)µ�,

которое может быть записано в операторной форме

Lϕ = f. (8.2.2)

Здесь использовано предположение о независимости решения зада-
чи от азимута и введены следующие обозначения: ϕ – интенсивность
излучения с частотой ν, αν = αsν+αcν (αsν – сечение рассеяния, αcν –
сечение поглощения); Sν – спектр солнечного излучения, µ� = cosϑ�
(ϑ⊙ – высота Солнца); z – вертикальная координата с началом отсче-
та на поверхности Земли; h – верхняя граница атмосферы; µ = cosϑ
(ϑ – высотный угол); γν(µ, µ

′
) – индикатриса рассеяния:

γν(µ, µ
′
) =

∑
n

2n+ 1

2
γνpn(µ)pn(µ

′
). (8.2.3)

Граничными условиями для функции ϕ выберем следующие. На
верхней границе атмосферы – условие отсутствия приходящего извне
излучения. Поскольку излучение Солнца учтено в самом уравнении
переноса, будем иметь

ϕ(h, µ) = 0 при µ < 0. (8.2.4)

На поверхности Земли будем считать, что приходящее излучение
диффузно отражается от земной поверхности с заданным альбедо αν .
Тогда приходим к условию

1

2
ϕ(0, µ) = αν

0∫

−1

ϕ(0, µ
′
)µ

′
dµ

′
при µ > 0. (8.2.5)
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Введем в рассмотрение функционал Jp(ϕ), который связан с по-
казанием прибора на метеорологическом спутнике, регистрирующего
поток приходящего из атмосферы излучения со спектральной харак-
теристикой ξ(ν). Очевидно, имеет место следующее равенство:

Jp(ϕ) =

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

pϕ dµ, (8.2.6)

где
p = µg(µ)ξ(ν)δ(z − h),

g(µ) =

{
1, µ > 0,
0, µ < 0.

(8.2.7)

С учетом вида функции p выражение для функционала Jp(ϕ) несколь-
ко упростится:

Jp(ϕ) =

∞∫

0

dν

1∫

0

ξ(ν)ϕµ dµ, z = h. (8.2.8)

Очевидно, в рассматриваемом фазовом пространстве скалярное про-
изведение определено следующим образом:

(ϕ, ϕ∗) =

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕϕ∗ dµ. (8.2.9)

Введем в рассмотрение сопряженное уравнение

L∗ϕ∗
p = p, (8.2.10)

где p определено формулой (8.2.7), а L∗ – сопряженный в смысле
Лагранжа оператор, удовлетворяющий условию (8.1.2). При помощи
непосредственной проверки можно убедиться, что вид оператора L∗

дается формулой

L∗ϕ∗
p = −µ

∂ϕ∗
p

∂z
+ ανϕ

∗
p −

αsν

2

1∫

−1

ϕ∗
pγν(µ, µ

′
) dµ

′
. (8.2.11)
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Таким образом, сопряженное уравнение переноса излучения будет
иметь вид

−µ
∂ϕ∗

p

∂z
+ ανϕ

∗
p −

αsν

2

1∫

−1

ϕ∗
pγν(µ, µ

′
) dµ

′
= p. (8.2.12)

Заметим, однако, что условие (8.1.2) будет выполнено тождествен-
но только в том случае, если, кроме того, функцию ϕ∗

p связать допол-
нительными условиями, которые играют роль граничных условий для
уравнения (8.2.12): на верхней границе атмосферы

ϕ∗
p(h, µ) = 0 при µ > 0; (8.2.13)

на поверхности Земли

1

2
ϕ∗
p(0, µ) = −αν

1∫

0

µ
′
ϕ∗
p dµ

′
. (8.2.14)

В соответствии с общей теорией функционал задачи может быть
определен также при помощи решения сопряженного уравнения

Jp(ϕ) =

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

fϕ∗
p dµ (8.2.15)

или с учетом вида функции f

Jp(ϕ) =

∞∫

0

Sνϕ
∗
p(h, µ�) dν. (8.2.16)

Отметим, что ϕ и ϕ∗
p являются функциями ν, хотя этот факт и не

упоминается специально. Предположим теперь, что метеорологиче-
ский прибор фиксирует отклонение функционала Jp от значения, со-
ответствующего стандартной атмосфере, т. е. фиксируется величина

δJp = Jp(ϕ
′
)− Jp(ϕ). (8.2.17)

Указанное отклонение вызвано изменением плотности излучаемой
субстанции в атмосфере. Задача теперь состоит в том, чтобы свя-
зать изменения характеристик атмосферы с вариацией функционала
и найти вариации плотности субстанции.
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С этой целью рассмотрим возмущенное уравнение (8.2.1):

µ
∂ϕ

′

∂z
+ α

′

νϕ
′ − 1

2

1∫

−1

ϕ
′
α

′

sνγν(µ, µ
′
) dµ

′
= f. (8.2.18)

Предполагается, что решение ϕ
′
удовлетворяет граничным услови-

ям (8.2.4), (8.2.5).
Умножим далее уравнение (8.2.18) на ϕ∗

p, уравнение (8.2.12) на ϕ
′
,

вычтем одно выражение из другого и результат проинтегрируем по
всей области определения решения.

Тогда, полагая
L

′
= L+ δL,

где

L = µ
∂

∂z
+ αν −

1

2

1∫

−1

αsνγν(µ, µ
′
) dµ

′
,

δL = δαν −
1

2

1∫

−1

δαsνγν(µ, µ
′
) dµ

′
,

и учитывая соотношение (8.1.2), приходим к формуле теории возму-
щений для функционала Jp(ϕ):

(ϕ∗
p, δLϕ

′
) = −δJp. (8.2.19)

В развернутом виде формула (8.2.19) имеет вид

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
p [δανϕ −

− 1

2

1∫

−1

ϕ
′
δαsνγν(µ, µ

′
) dµ

′


 dµ = −δJp.

(8.2.20)

Функции αν , αsν связаны с плотностью ρ поглощающей и рассеи-
вающей субстанции

αν = ρσν , αsν = ρσsν ,

где σ – сечение, отнесенное к единице массы субстанции.
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Тогда будем иметь

δαν = δρ(z)σν , δαsν = δρ(z)σsν .

Подставим эти соотношения в формулу (8.2.20) и получим

h∫

0

δρ(z)Fp(z) dz = −δJp, (8.2.21)

где

Fp(z) =

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
p


σνϕ

′ − 1

2

1∫

−1

σsνϕ
′
γν(µ, µ

′
) dµ

′


 dµ. (8.2.22)

В том случае, когда возмущение решения мало, т. е. приближенно
можно положить ϕ

′
= ϕ, функция Fp(z) будет определена полностью:

Fp(z) =

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
p


σνϕ− 1

2

1∫

−1

σsνϕγν(µ, µ
′
) dµ

′


 dµ (8.2.23)

и может быть протабулирована заранее.
Если имеется набор функционалов Jpn, то аналогично предыдуще-

му приходим к системе уравнений

h∫

0

δρ(z)Fpn dz = −δJpn , n = 1, 2, . . . , N, (8.2.24)

где

Fpn =

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
pn


σνϕ

′ − 1

2

1∫

−1

σsνϕ
′
γν(µ, µ

′
) dµ

′


 dµ. (8.2.25)

Система уравнений (8.2.24) может быть использована для нахожде-
ния функции δρ(z). Имеются по крайней мере два подхода к решению
этой задачи.

Первый подход состоит в следующем. Предположим, что стандарт-
ное распределение плотности субстанции может быть описано интер-
поляционной формулой вида

ρ(z) =
∑
i

ℵigi(βiz), (8.2.26)
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где ℵi, βi – параметры, а gi(x) – заданные интерполяционные
функции.

В предположении, что возмущенная плотность ρ
′
(z) может быть

описана формулой (8.2.26) с измененными параметрами ℵ′
i, β

′
i, можно

приближенно записать

δρ(z) =
∑
i

[
δℵigi(βiz) + δβiℵi

∂gi
∂βi

]
. (8.2.27)

Строго говоря, представление (8.2.27) справедливо при малых вари-
ациях δℵi, δβi. Однако в дальнейшем будет введен в рассмотрение ме-
тод последовательных приближений, который расширит область при-
менения (8.2.27).

Формулу (8.2.27) удобно записать в виде

δρ(z) =
∑
i

δεiψi(z), (8.2.28)

где {δεi} – совокупность параметров {δℵi} и {δβi}, а {ψi} – совокуп-
ность функций {gi} и ℵi

∂gi
∂βi

.
Подставим выражение (8.2.28) в систему (8.2.24). Тогда получим

∑
i

δεiani = −bn, i, n = 1, 2, . . . , N, (8.2.29)

где

ani =

h∫

0

ϕiFpn dz, bn = δJpn . (8.2.30)

Если матрица A = ‖ani‖ хорошо обусловлена, то система линейных
уравнений разрешается эффективно и решение находится в виде

δε = A−1b. (8.2.31)

Если возмущения не малы, то можно сформулировать следующий
метод последовательных приближений:

δε(m+1) = A−1
m b(m), (8.2.32)

где

a(m)
n =

h∫

0

ψ
(m)
i F (m)

pn dz, b(m)
n = −δJ (m)

pn = Jpn(ϕ)− JpnI
(ϕ(m)), (8.2.33)
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F (m)
pn =

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
pn


σνϕ

(m) − 1

2

1∫

−1

σsνϕ
(m)γν(µ, µ

′
) dµ

′


 dµ.

Здесь ϕ(m) – решение уравнения (8.2.1) при

ρ = ρ(m)(z), ψ
(m)
i = ψi(z; β(m)).

Второй подход связан с построением подходящей квадратурной
формулы для интеграла в левой части формулы (8.2.24). Положим

h∫

0

δρ(z) Fpn(z) dz =
∑
i

cinδρi, (8.2.34)

где δρi = δρ(zi), а ci – коэффициенты квадратурной формулы с учетом
множителя Fpn(z). Очевидно, такая постановка обратной задачи прин-
ципиально не отличается от рассмотренной выше. Аналогично здесь
определяется метод последовательных приближений.

Сделаем одно важное замечание: если бы прибор фиксировал мо-
нохроматическое излучение, то интегрирование по ν можно было бы
не проводить. В этом случае нетрудно убедиться, что и сопряжен-
ная функция была бы отличная от нуля только при ν = ν0. Однако
разрешение приборов, как правило, не позволяет делать указанного
предположения, поскольку в интервале разрешения прибора функция
σν может изменяться весьма существенно, а это обстоятельство долж-
но быть тщательно учтено, ибо ценность информации по отношению
к функционалу Jp в этом случае может существенно измениться по
сравнению с монохроматическим приближением.

Сформулированный алгоритм постановки обратных задач триви-
ально обобщается на различные случаи. Так, например, можно счи-
тать, что атмосфера состоит из смеси веществ и одновременно воз-
мущается плотность многих субстанций. Далее, предполагалось, что
индикатриса рассеяния и альбедо не изменялись. Если происходит
изменение этих величин, то можно для них сформулировать анало-
гичные формулы теории возмущений. Возможны и другие обобщения.

В заключение обратим внимание на некоторые упрощения матема-
тической постановки задачи. А именно, в предыдущем рассмотрении
правые части уравнений (8.2.1) и (8.2.12) включали в себя источники,
отличные от нуля только на верхней границе атмосферы при z = h.
Можно дать эквивалентные постановки задач, где источники будут
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учтены в граничных условиях. В этом случае задача для основных
и сопряженных функций формулируется в следующем виде:

µ∂ϕ
∂z

+ ανϕ− 1
2

1∫
−1

ϕαsνγν(µ, µ
′
) dµ

′
= 0,

ϕ(h, µ) = Sνδ(µ− µ�) при µ < 0,

1
2
ϕ(0, µ) = αν

0∫
−1

ϕ(0, µ
′
)µ

′
dµ

′
при µ > 0

(8.2.35)

для интенсивности излучения и

−µ
∂ϕ∗

p

∂z
+ ανϕ

∗
p − αsν

2

1∫
−1

ϕ∗
pγν(µ, µ

′
) dµ

′
= 0,

ϕ∗
p(h, µ) = g(µ)ξ(µ) при µ > 0,

1
2
ϕ∗
p(0, µ) = −αν

0∫
−1

ϕ∗
p(0, µ

′
)µ

′
dµ

′
при µ < 0

(8.2.36)

для сопряженных функций.
В § 8.3 на примере длинноволнового излучения будет показана эк-

вивалентность этих двух подходов к формулировке системы основных
и сопряженных уравнений переноса излучения.

8.3. Обратные задачи
длинноволнового излучения

В настоящем параграфе будет сформулирована задача восстановле-
ния температуры в атмосфере по полю уходящего длинноволнового
излучения, регистрируемого приборами, установленными на метеоро-
логическом спутнике.

По-прежнему функционалом поля излучения будем считать пока-
зания прибора, регистрирующего полный поток длинноволнового из-
лучения в диапазоне частот с характеристикой прибора ξ(ν). Тогда
будем иметь

Jp =

∞∫

0

dν

1∫

0

ξ(ν)ϕµ dµ, z = h. (8.3.1)
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Уравнение переноса длинноволнового излучения в атмосфере запи-
шем в следующем виде:

µ
∂ϕ

∂z
+ ανϕ− 1

2

1∫

−1

ϕαsνγν(µ, µ
′
) dµ

′
= f ; (8.3.2)

здесь f – собственное излучение атмосферы, определяемое в виде

f =
1

2
αcνην(T ), (8.3.3)

где ην(T ) определяется формулой Планка

ην(T ) = 2π
2hν3

c2
1

ehν/(kT ) − 1

со следующей нормировкой:

∞∫

0

ην(T ) dν = 2πσT 4,

где σ – постоянная Больцмана; h – постоянная Планка; c – скорость
света в вакууме; kT – внутренняя энергия среды.

В качестве условий на верхней границе атмосферы возьмем

ϕ(h, µ) = 0 при µ < 0, (8.3.4)

а на поверхности Земли

1

2
ϕ(0, µ) = αν

0∫

−1

µ
′
ϕ(0, µ

′
) dµ

′
+

1

2
ην(T0) при µ > 0, (8.3.5)

где T0 – температура поверхностного слоя Земли. Существенным от-
личием рассматриваемой задачи от случая переноса коротковолновой
радиации является то, что граничное условие не поверхности Земли
(8.3.5) теперь оказалось неоднородным вследствие учета собственного
излучения Земли. Если T0 задано, то прямая задача (8.3.2), (8.3.4),
(8.3.5) поставлена полностью, а ее решение может быть выполнено
при помощи хорошо разработанных методов.
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Переходим далее к формулировке сопряженной задачи по отноше-
нию к функционалу Jp. Для этого рассмотрим соотношение

(ϕ∗, Lϕ) = (ϕ, L∗ϕ∗), (8.3.6)

где ϕ и ϕ∗ – функции из соответствующих областей определения D(L)
и D(L∗) соответственно операторов L и L∗.

Пусть ϕ∗ = ϕ∗
p, а ϕ – решение задачи (8.3.2), (8.3.4), (8.3.5). Рас-

смотрим выражение

(ϕ∗
p, Lϕ) =

∞∫

0

dν

1∫

−1

dµ

h∫

0

ϕ∗
p

[
µ
∂ϕ

∂z
+ ανϕ −

− 1

2

1∫

−1

ϕαsνγν(µ, µ
′
) dµ

′


 dz.

(8.3.7)

Первое слагаемое в правой части перепишем в виде

∞∫

0

dν

1∫

−1

dµ

h∫

0

ϕ∗
pµ

∂ϕ

∂z
dz =

=

∞∫

0

dν

1∫

−1

µϕ∗
pϕ

∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dµ−
∞∫

0

dν

1∫

−1

dµ

h∫

0

ϕµ
∂ϕ∗

p

∂z
dz.

(8.3.8)

Переставляя порядки интегрирования в остальных членах соотно-
шения (8.3.7), получаем

(ϕ∗
p, Lϕ) =

∞∫

0

dν

1∫

−1

dµ

h∫

0

ϕ

[
−µ

∂ϕ∗
p

∂z
+ ανϕ

∗
p −

− αsν

2

1∫

−1

ϕ∗
pγν(µ, µ

′
) dµ

′


 dz +

∞∫

0

dν

1∫

−1

µϕ∗
pϕ

∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dµ.

(8.3.9)

Введем далее обозначение

L∗ϕ∗
p = −µ

∂ϕ∗
p

∂z
+ ανϕ

∗
p −

αsν

2

1∫

−1

ϕ∗
pγν(µ, µ

′
) dµ

′
. (8.3.10)
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Тогда соотношение (8.3.9) записывается в виде

(ϕ∗, Lϕ) = (ϕ,L∗ϕ∗
p) +

∞∫

0

dν

1∫

−1

µϕ∗
pϕ

∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dµ. (8.3.11)

Потребуем теперь, чтобы выполнялось равенство

L∗ϕ∗
p = 0. (8.3.12)

Тогда с учетом уравнения (8.3.2) соотношение (8.3.11) перепишем
в виде

(ϕ∗
p, f) =

∞∫

0

dν

1∫

−1

µϕ∗
pϕ

∣∣∣∣∣∣

z=h

z=0

dµ. (8.3.13)

Выражение (8.3.13) представим в виде

(ϕ∗
p, f) = a− b, (8.3.14)

где

a =

∞∫

0

dν

1∫

−1

µϕ∗
p(h, µ)ϕ(h, µ) dµ,

b =

∞∫

0

dν

1∫

−1

µϕ∗
p(0, µ)ϕ(0, µ) dµ.

Рассмотрим выражение для величины b в следующем виде:

b =

∞∫

0

dν

0∫

−1

µϕ∗
p(0, µ)ϕ(0, µ) dµ+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ϕ(0, µ) dµ. (8.3.15)

Вспомним теперь, что решение ϕ(0, µ) удовлетворяет граничному
условию (8.3.5), которое представим в виде

ϕ(0, µ) = 2αν

0∫

−1

µ
′
ϕ(0, µ

′
) dµ

′
+ ην(T0) при µ > 0. (8.3.16)
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Подставим выражение (8.3.16) во второй интеграл формулы (8.3.15).
Тогда получим

b =

∞∫

0

dν

0∫

−1

µϕ(0, µ)


ϕ∗

p(0, µ) + 2αν

1∫

0

µ
′
ϕ∗
p(0, µ

′
) dµ

′


 dµ +

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0) dµ.

(8.3.17)
Потребуем, чтобы выполнялось условие

1

2
ϕ∗
p(0, µ) = −αν

1∫

0

µ
′
ϕ∗
p(0, µ) dµ

′
. (8.3.18)

Тогда получим

b =

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0) dµ. (8.3.19)

Рассмотрим выражение для величины

a =

∞∫

0

dν

0∫

−1

µϕ∗
p(h, µ)ϕ(h, µ) dµ+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(h, µ)ϕ(h, µ) dµ. (8.3.20)

Из условия (8.3.4) можно считать, что первый интеграл равен ну-
лю, поскольку ϕ(h, µ) = 0. Потребуем, чтобы второй интеграл в фор-
муле (8.3.20) был равен функционалу Jp, т. е.

Jp =

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(h, µ)ϕ(h, µ) dµ. (8.3.21)

Чтобы выражение (8.3.21) совпало с (8.3.1), необходимо положить

ϕ∗
p(h, µ) = g(µ)ξ(ν).
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С учетом изложенного выше выражение (8.3.14) будет иметь вид

(ϕ∗
p, f) = Jp −

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0) dµ,

откуда непосредственно следует, что

Jp = (ϕ∗
p, f) +

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0) dµ,

или в развернутом виде

Jp =
1

2

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
pαcνην(T ) dµ +

+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0) dµ.

(8.3.22)

Итак, сопряженная задача по отношению к функционалу будет
иметь вид

−µ
∂ϕ∗

p

∂z
+ ανϕ

∗
p − αsν

2

1∫
−1

ϕ∗
pγν(µ, µ

′
) dµ

′
= 0,

ϕ∗
p(h, µ) = g(µ)ξ(ν) при µ > 0,

1
2
ϕ∗
p(0, µ) = −αν

1∫
0

µ
′
ϕ∗
p(0, µ

′
) dµ

′
при µ < 0.

(8.3.23)

Причем функционал Jp вычисляется при помощи одной из двух
следующих формул:

Jp =

∞∫

0

dν

1∫

0

ξ(ν)ϕ(h, µ) µ dµ,

Jp =
1
2

h∫
0

dz
∞∫
0

dν
1∫

−1

ϕ∗
pαcνην(T ) dµ +

+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0) dµ.

(8.3.24)
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Предположим теперь, что функционалы (8.3.24) соответствуют
стандартным характеристикам температурного поля в атмосфере. Рас-
смотрим возмущенное состояние атмосферы, характеризующееся от-
клонением температуры от стандартного состояния. В формулах для
функционалов это отразится на то, что они несколько изменят вели-
чину:

Jp + δJp =

∞∫

0

dν

1∫

0

ξ(ν)ϕ
′
(h, µ) µ dµ,

Jp + δJp =
1
2

h∫
0

dz
∞∫
0

dν
1∫

−1

ϕ∗
pαcνην(T + δT ) dµ +

+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)ην(T0 + δT0) dµ.

(8.3.25)

Воспользуемся второй формулой из (8.3.25). Исключая Jp при по-
мощи второй формулы из (8.3.24), получаем

1

2

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
pαcνδην(T ) dµ +

+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)δην(T0) dµ = δJp,

(8.3.26)

где
δην(T ) = ην(T + δT )− ην(T ). (8.3.27)

Поскольку отклонения температуры от стандартного распределе-
ния, как правило, не превышает 10–20% абсолютной температуры,
то можно воспользоваться разложением функции ην(T + δT ) в ряд
Тейлора и ограничиться двумя первыми членами. Тогда приближенно
будем иметь

ην(T + δT ) = ην(T ) + (∂ην/∂T )δT.

Отсюда
δην(T ) = (∂ην/∂T )δT. (8.3.28)
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Подставляя выражение (8.3.28) в формулу (8.3.26), получаем

1

2

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
pαcν

∂ην
∂T

δT dµ +

+

∞∫

0

dν

1∫

0

µϕ∗
p(0, µ)

∂ην
∂T0

δT0 dµ = δJp.

(8.3.29)

Таким образом, формула (8.3.29) позволяет связать вариации функ-
ционала δJp с вариациями температуры. Формулу (8.3.29) удобно пе-
реписать в следующем виде:

h∫

0

δT (z)ψ(z) dz +ΨδT0 = δJp, (8.3.30)

где

ψ(z) = 1
2

h∫
0

dz
∞∫
0

dν
1∫

−1

ϕ∗
pαcν

∂ην
∂T

dµ,

Ψ =
∞∫
0

dν
1∫
0

µϕ∗
p(0, µ)

∂ην
∂T0

dµ.

(8.3.31)

Предположим, что на спутнике имеются N приборов, которые ре-
гистрируют различные характеристики длинноволновой радиации. То-
гда имеем N функционалов:

Jpn =

∞∫

0

dν

1∫

0

ξn(ν)ϕ(h, µ)µ dµ. (8.3.32)

В этом случае получим N уравнений вида (8.3.30):

h∫

0

δT (z)ψn(z) dz +ΨnδT0 = δJpn . (8.3.33)

Здесь ψn и Ψ определяются при помощи формул (8.3.31), где функ-
цию ϕ∗

p следует заменить на ϕ∗
pn .
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Таким образом, приходим к системе уравнений для определения
отклонений δT. Поскольку системы уравнений (8.3.33) и (8.2.24) фор-
мально эквивалентны друг другу, для решения системы (8.3.33) при-
меним методы, уже разработанные применительно к решению систе-
мы (8.2.24). В результате приходим к решению обратной задачи для
поля температуры.

Следует обратить внимание на некоторые детали расчета. А имен-
но, поскольку функция ψn(z) и величины Ψ выражаются только через
решения невозмущенных сопряженных уравнений, то задача для ϕ∗

pn

решается один раз при заданных функциях ξn(ν). Здесь нет необходи-
мости использовать метод последовательных приближений, который
был необходим при решении обратных задач атмосферной оптики.
Даже величина ∂ην/∂T может быть затабулирована при фиксирован-
ных значениях стандартных температур. В том случае, когда

ξn(ν) = ξnδ(ν − νn),

задача становится монохроматической, а все интегрирования по ν ис-
ключаются.

В заключение отметим, что одновременно с вариациями темпера-
туры может возникнуть необходимость учета вариаций других харак-
теристик атмосферы, например плотности водяного пара и др.

В этом случае можно сначала решить обратную задачу, аналогично
рассмотренной для атмосферной оптики, и найти вариацию плотно-
стей субстанций, а следовательно, и вид невозмущенного уравнения
для стандартного распределения температуры. Для найденных опера-
торов решается задача нахождения ϕ∗

pn, а затем при помощи формул
(8.3.33) ставится и решается обратная задача.

8.4. Уравнение для ценности информации
для метеорологических спутников

В предыдущих параграфах были введены сопряженные функции,
которыми мы широко пользовались при постановке обратных задач.
Ввиду особой важности этих функций остановимся на их качествен-
ном анализе более подробно. Значение сопряженных функций особен-
но наглядно проявляется при изучении формул теории возмущений.
С этой целью рассмотрим формулу (8.2.21) при некоторых упрощаю-
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щих предположениях. А именно, будем считать, что задача монохро-
матическая, рассеяние излучения отсутствует и функция ϕ

′ ≈ ϕ не
зависит от µ. Тогда формулы (8.2.21), (8.2.22) представляются в виде

h∫

0

δα(z)ϕ(z)ϕ∗
p(z) dz = −δJp, (8.4.1)

где

ϕ(z) =

1∫

−1

ϕ(z, µ) dµ, ϕ∗
p(z) =

1

2

1∫

−1

ϕ∗
p(z, µ) dµ. (8.4.2)

Заметим, что в формулу (8.4.1) входит уже не интенсивность из-
лучения, а поток.

Проанализируем формулу (8.4.1). Очевидно, величина δαϕ описы-
вает число актов поглощения радиации на единицу высоты атмосфе-
ры.

Пронормируем величину ϕ∗
p(z) следующим образом:

h∫

0

ϕ∗
p(z) dz = 1. (8.4.3)

Это всегда можно сделать подходящей нормировкой Jp, т. е. вместо
Jp рассматривать cJp, где c – константа, которую можно выбирать
произвольно. При такой замене, очевидно, изменится только масштаб
функционала.

Формула (8.4.1) указывает на следующий факт: чем больше про-
изойдет актов поглощения радиации, тем меньше будет функционал
Jp, поскольку меньшее количество радиации будет зарегистрировано
прибором. С учетом нормировки (8.4.3) функцию ϕ∗

p(z) можно считать
плотностью вероятности. В самом деле, пусть

δαϕ = δ(z − z0),

т. е. произошло полное поглощение радиации при z = z0, а при z �= z0
никаких дополнительных поглощений не происходит. Тогда формула
(8.4.1) приводит к выражению

ϕ∗
p(z0) = −δJp. (8.4.4)
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Формула (8.4.4) указывает на тот факт, что

|δJp| = ϕ∗
p(z0), (8.4.5)

т. е. абсолютное значение вариации функционала равно значению со-
пряженной функции. С учетом нормировки (8.4.3) формула (8.4.5)
интерпретируется следующим образом. Величина ϕ∗

p(z0) есть вероят-
ность при осуществлении поглощения радиации в точке z = z0 изме-
нения в функционале на величину ϕ∗

p(z0) . Это значит, что вариация
функционала будет зависеть от того, какова в этой точке величина ϕ∗

p.
Если ϕ∗

p в точке z0 исчезающе мала, то какие бы акты поглощения
в окрестности этой точки ни происходили, они не приведут к суще-
ственным изменениям δJp, и наоборот, в точках максимума функции
ϕ∗
p даже не очень интенсивные акты поглощения радиации приведут

к значительным отклонениям δJp. Это значит, что функция ϕ∗
p мо-

жет быть проинтерпретирована как ценность информации в области
0 ≤ z ≤ h по отношению к показанию прибора, или, что то же самое,
по отношению к функционалу Jp. В тех областях, где функция ϕ∗

p ма-
ла, мала и ценность информации по отношению к показанию прибора,
и наоборот.

Разумеется, все сформулированные соображения остаются в силе
в общем случае, когда не делается каких-либо упрощающих предпо-
ложений.

Следует, однако, иметь в виду, что, хотя ценность информации име-
ет исключительное значение при планировании экспериментов и ин-
терпретации данных, необходимо еще учитывать абсолютные величи-
ны актов взаимодействия радиации со средой, т. е. величины δαϕ,
которые могут быть большими как раз в области малых значений
функции ценности информации. В этом случае необходимо учиты-
вать характер и величину коэффициентов матрицы A−1 в решении
(8.2.31) с учетом требований, чтобы матрица коэффициентов A была
хорошо обусловлена.

Аналогичный анализ может быть выполнен и при помощи уравне-
ния (8.3.30) с той только разницей, что этот случай является более
простым, поскольку в формулу не входит решение основных уравне-
ний, а функции ψ(z) и величины Ψ связаны с изменениями темпе-
ратуры и являются ценностями информации по отношению к своему
функционалу. В рассматриваемой задаче функция ценности информа-
ции является единственной существенной характеристикой задачи.
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Особое значение функции ценности информации по отношению
к соответствующим функционалам имеют при планировании програм-
мы исследований при помощи метеорологических спутников.

В этом случае необходимо провести серию решений уравнений для
ценности информации и дать анализ независимой информации, полу-
чаемой при помощи различных приборов.

Если функции ϕ∗
pn в некоторых двух задачах будут различаться

мало, то это значит, что ценность информации в обеих задачах од-
на и та же и, следовательно, нет смысла рассматривать два прибо-
ра, а можно ограничиться только одним. Если же разница в функ-
циях ϕ∗

pn будет существенной, по крайней мере на части интервала
0 ≤ z ≤ h, то второй прибор дает нам новую информацию по сравне-
нию с первым прибором.

Такая информация будет полезной независимой информацией. Со-
поставление ценности информации следует производить в условиях
нормировки функций ϕ∗

pn, т. е.

h∫

0

dz

∞∫

0

dν

1∫

−1

ϕ∗
pn dµ = 1,

и рассматривать не сами функции ϕ∗
pn, а разности ϕ∗

pnpm = ϕ∗
pn − ϕ∗

pm,
выбирая из них только линейно независимые. Если функции ϕ∗

pnpm

имеют частичные области максимального значения ценности инфор-
мации, которые покрывают более или менее равномерно всю область
0 ≤ z ≤ h, то соответствующий этим функциям набор функционалов
Jpnpm будет эффективен для решения обратных задач. Если же неко-
торые области не будут должным образом представлены при анализе,
поскольку ценность информации в них будет мала, то обратная зада-
ча для таких областей с использованием фиксированных приборов не
может быть решена достаточно эффективно. Поэтому следует отыс-
кивать другие функционалы, которые позволяют «осветить» и такие
частичные области.

Рассмотренные в настоящей главе методы могут быть использова-
ны в постановке различных прямых и обратных задач метеорологии.
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Глава 9

Сопряженные уравнения
в задачах обработки данных

Задача получения и обработки данных измерений в различных об-
ластях науки становится все более важной и актуальной. Она может
быть математически интерпретирована как многомерное (по простран-
ству и времени) усвоение данных и их обработка. Это – одна из задач
теории управления.

Задачи этого вида привлекали внимание многих специалистов, при-
меняющих методы оптимального управления при решении различ-
ного рода вопросов, и были изучены в работах R. Bellman [186],
Л. С. Понтрягин [145, 262], Н. Н. Красовский [58, 59], J.-L. Lions
[226–230], R. Glowinski [208, 209], A. Balakrishnan [181], Г. И. Мар-
чук [80, 85, 237]. Наибольшее развитие эти методы получили в ядер-
ной энергетике, физике атмосферы и океана, защите окружающей сре-
ды (см. Г. И. Марчук [76, 87, 94], V. V. Penenko, N. N. Obraztsov
[260], G.R. Kontarev [215], J. Lewis, J. Derber [197, 198, 225], F. X. Le
Dimet et al. [219, 220, 287, 295], P. Courtier, O. Talagrand [196, 283],
A. C. Lorenc [234], G. I. Marchuk, V. I. Agoshkov [6, 101, 245],
G. I. Marchuk, V. B. Zalesny [251], J. M. Wallace [286]).

Было показано, что формулировку и решение этих задач можно
провести на основе правильно выбранных сопряженных уравнений.
В этой главе мы будем рассматривать роль сопряженных уравнений
в задачах обработки данных. Мы начнем с простого иллюстративного
примера – эволюционной задачи, а затем рассмотрим общий числен-
ный алгоритм решения задачи ассимиляции данных. Материал этой
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главы основан на совместных работах автора с В. И. Агошковым,
В. Б. Залесным и В. П. Шутяевым [245, 250, 251].

9.1. Задача ассимиляции данных
для эволюционного уравнения

Рассмотрим эволюционную задачу

∂ϕ
∂t

+ A(t)ϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0,
(9.1.1)

где A(t) – линейный оператор, ϕ(x, t) для каждого t принадлежит се-
мейству функций из D(A) с областью определения Ω ⊂ Rn, n ≥ 1.
Функции f(x, t), u(x) при каждом t ∈ [0, t] предполагаются квад-
ратично суммируемыми по x на Ω и принадлежат вещественному
гильбертовому пространству H = L2(Ω) со скалярным произведением
(·, ·)1/2 и нормой ‖ · ‖ = (·, ·)1/2. Оператор A(t) действует в гильберто-
вом пространстве H с областью определения D(A). Предположим, что
ϕ(x, t) – достаточно гладкая функция, такая, что ϕ, ∂ϕ/∂t и A(t)ϕ
квадратично суммируемы на Ω× (0, t).

Рассмотрим функционал S(ϕ) вида

S(ϕ) =
α

2
‖ϕ

∣∣∣
t=0

‖2 + β

2

t∫

0

‖ϕ− ϕ̂‖2 dt, (9.1.2)

где α, β = const, ϕ̂ = ϕ̂(x, t) – заданная функция.
Функция ϕ̂(x, t) известна априори, как правило, по результатам

наблюдений. В некоторых случаях ϕ̂ может быть получена интер-
поляцией данных измерений, заданных в дискретных точках (xi, tj)
[251, 295]. Величины α, β – весовые коэффициенты, обычно рас-
сматриваемые как параметры регуляризации [155, 245].

Рассмотрим задачу (9.1.1) с неизвестной функцией u ∈ H (т. е.
с неизвестным управлением u) в начальном условии:

∂ϕ
∂t

+ A(t)ϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0.
(9.1.3)
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Задача усвоения данных может быть сформулирована следующим
образом: найти функции u, ϕ, удовлетворяющие (9.1.3), при которых
функционал S(ϕ) принимает минимальное значение:

S(ϕ) = inf
u
S(ϕ).

Предположим, что эта задача имеет решение, и сформулируем сис-
тему уравнений для функций ϕ, u, используя сопряженную задачу.
Допустим, что вместо u в задаче (9.1.3) фигурирует функция u1 =
u+ εu0, u0 ∈ H, ε > 0 с соответствующим решением ϕ1:

∂ϕ1

∂t
+ A(t)ϕ1 = f в Ω× (0, t),

ϕ1 = u1 при t = 0.
(9.1.4)

Так как задача (9.1.4) линейна, то

ϕ1 = ϕ+ εϕ0,

где ϕ – решение задачи (9.1.3), а ϕ0 – решение задачи

∂ϕ0

∂t
+ A(t)ϕ0 = f в Ω× (0, t),

ϕ0 = u0 при t = 0.
(9.1.5)

Таким образом, мы приходим к следующему функционалу S1(ϕ1):

S1(ϕ1) =
α

2
‖u+ εu0‖2 +

β

2

t∫

0

‖ϕ+ εϕ0 − ϕ̂‖2 dt. (9.1.6)

Поскольку по предположению u, ϕ являются решением задачи ас-
симиляции данных, функционал S1(ϕ1) имеет минимум при ϕ1 = ϕ,
т. е. при ε = 0. Это означает что

dS1

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0. (9.1.7)

Так как

‖u+ εu0‖2 = (u+ εu0, u+ εu0) = (u, u) + 2ε(u0, u) + ε2(u0, u0),

‖ϕ+ εϕ0 − ϕ̂‖2 = (ϕ− ϕ̂, ϕ− ϕ̂) + 2ε(ϕ0, ϕ− ϕ̂) + ε2(ϕ0, ϕ0),
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то из (9.1.6) получим

dS1

dε
= α(u0, u) + αε(u0, u0) + β

t∫

0

(ϕ0, ϕ− ϕ̂) dt+ βε

t∫

0

(ϕ0, ϕ0) dt.

Учитывая выражение (9.1.7), получим уравнение

α(u0, u)− J(ϕ0) = 0, (9.1.8)

где функционал J(ϕ0) определен равенством

J(ϕ0) =

t∫

0

(ϕ0, p) dt (9.1.9)

при p = β(ϕ̂− ϕ).
Уравнение (9.1.8) содержит функцию ϕ0, являющуюся решением

задачи (9.1.5). Будем использовать двойственное представление функ-
ционала J(ϕ0) в левой части уравнения (9.1.8) через решение сопря-
женной задачи, рассматривая (9.1.5) как прямую задачу. Согласно
§ 1.7 из главы 1, последнему соответствует сопряженное уравнение
вида

−∂ϕ∗

∂t
+ A∗ϕ∗ = p в Ω× (0, t),

ϕ∗ = 0 при t = t,
(9.1.10)

где p – функция, фигурирующая в (9.1.9), A∗ – сопряженный оператор
к A(t), удовлетворяющий для каждого t тождеству Лагранжа:

(Aϕ,ϕ∗) = (ϕ,A∗ϕ∗), ϕ ∈ D(A), ϕ∗ ∈ D(A∗).

Предположим, что решение задач (9.1.5) и (9.1.10) достаточно
гладкое, такое, что функции ϕ0, ∂ϕ0/∂t, A(t)ϕ0, ϕ∗, ∂ϕ∗/∂t, A∗ϕ∗

квадратично суммируемы на Ω × (0, t). Как и в § 1.7, проделаем
несколько преобразований. Умножим уравнение (9.1.5) на ϕ∗, а урав-
нение (9.1.10) – на ϕ0, вычтем один результат из другого и проин-
тегрируем на интервале 0 ≤ t ≤ t. Используя тождество Лагранжа,
получим связь с сопряженной задачей

t∫

0

(ϕ0, p) dt = (u0, ϕ
∗|t=0) . (9.1.11)
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Используя (9.1.11), получим другое представление функционала
J(ϕ0), определяемого формулой (9.1.9):

J(ϕ0) = (u0, ϕ
∗|t=0). (9.1.12)

С учетом (9.1.12) перепишем (9.1.8) в виде

α(u0, u)− (u0, ϕ
∗|t=0) = 0,

или
(u0, αu− ϕ∗|t=0) = 0. (9.1.13)

Так как функция u0 ∈ H произвольная, то (9.1.13) можно перепи-
сать как

αu− ϕ∗|t=0 = 0. (9.1.14)

Таким образом, если ϕ, u являются решением задачи сформулиро-
ванной выше, то они удовлетворяют задаче (9.1.3) и условию (9.1.14),
где ϕ∗ – решение сопряженной задачи (9.1.10). С учетом выражения
для p (см. (9.1.9)) получим для ϕ, u систему уравнений

∂ϕ
∂t

+ A(t)ϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0;
(9.1.15)

−∂ϕ∗

∂t
+ A∗ϕ∗ = β(ϕ̂− ϕ) в Ω× (0, t),

ϕ∗ = 0 при t = t;
(9.1.16)

αu− ϕ∗|t=0 = 0. (9.1.17)

Таким образом, задача усвоения данных сведена к системе
(9.1.15)–(9.1.17) для функций ϕ и u.

Если функция u найдена, то ϕ может быть найдена как решение
прямой задачи (9.1.15). Уравнение для управления u легко получает-
ся путем исключения из системы (9.1.15)–(9.1.17) функций ϕ и ϕ∗.
Выбор метода решения задачи (9.1.15)–(9.1.17) может зависеть от
уравнения для управления.

В этом параграфе мы рассмотрели простую задачу ассимиляции
данных для эволюционного уравнения. Более общие утверждения мо-
гут быть найдены в работах J.-L. Lions [226–230], а также Г. И. Мар-
чука и В. И. Агошкова [6, 245]. В последних работах рассмотрены
задачи усвоения данных для эволюционных уравнений в случае нели-
нейного оператора, изучена разрешимость этих задач в специальных
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функциональных пространствах, предложены и обоснованы числен-
ные алгоритмы, их решения.

В следующем параграфе мы обсудим один из алгоритмов решения
задачи усвоения данных.

9.2. Численный алгоритм решения задачи
ассимиляции данных

Рассмотрим численный алгоритм решения задачи усвоения данных.
Как и ранее, в качестве объекта исследования рассмотрим эволюци-
онную задачу типа (9.1.1). Для простоты предположим, что мы уже
аппроксимировали исходную задачу (9.1.1) по всем переменным (за
исключением t) и получили систему

∂ϕh

∂t
+ Ah(t)ϕh = fh в Ωh × (0, t),

ϕh = uh при t = 0,
(9.2.1)

где Ωh есть сеточная область; Ah(t) – вещественная квадратная мат-
рица порядка n; ϕh, fh, uh – сеточные вектор-функции длины n.
Пусть H – пространство вещественных сеточных функций с нормой
‖ · ‖h = (·, ·)1/2h . Сеточный параметр h в дальнейшем для простоты
изложения будет опускаться.

Запишем функционал S(ϕ), как и ранее, в виде

S(ϕ) = α
2
‖ϕ

∣∣
t=0

‖2 + β
2

t∫
0

‖ϕ− ϕ̂‖2 dt. (9.2.2)

Задача усвоения данных состоит в нахождении вектор-функции
ϕ(t) и вектора управления u и формируется в виде

∂ϕ
∂t

+ A(t)ϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0,

S(ϕ) = inf
u
S(ϕ).

(9.2.3)

Как и ранее, ее можно свести к системе

∂ϕ
∂t

+ A(t)ϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0;
(9.2.4)
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−∂ϕ∗

∂t
+ A∗ϕ∗ = β(ϕ̂− ϕ) в Ω× (0, t),

ϕ∗ = 0 при t = t;
(9.2.5)

αu− ϕ∗|t=0 = 0, (9.2.6)

где A∗ = AT – матрица транспонированная к A.
Предположим, что вектор-функции f(t) и ϕ̂(t) непрерывны на ин-

тервале [0, T], матрица A(t) из (9.2.3) положительно определена и не
зависит от t, т. е. A(t) = A > 0. Легко показать [23], что в этом
простом случае задачи (9.2.3) и (9.2.4)–(9.2.6) эквиваленты и имеют
одинаковые решения. Здесь решения основной и сопряженной задач
понимаются в классическом смысле.

Перед тем как мы сформулируем алгоритм для численного решения
задачи (9.2.4)–(9.2.6), получим уравнение для неизвестной вектор-
функции u. Предполагая непрерывность f(t), запишем решение задачи
(9.2.4) с учетом A(t) = A в явном виде [39]:

ϕ(t) = e−Atu+ ϕ1(t), (9.2.7)

где

ϕ1(t) =

t∫

0

e−A(t−s)f(s) ds.

Здесь e−At – функция от матрицы, которая может быть представ-
лена [39] в виде

e−At =
∞∑
k=0

(−At)k

k!
, (A0 = E),

где E – единичная матрица. Аналогичным образом получим из (9.2.5)

ϕ∗(t) =

t∫

t

e−A(t−s)β[ϕ̂(s)− ϕ(s)] ds. (9.2.8)

Подставим (9.2.7) в (9.2.8) и получим

ϕ∗(t) = β

t∫

t

eA
∗(t−s)[ϕ̂(s)− ϕ1(s)] ds− β

t∫

t

e−A∗(t−s)e−Asu ds.
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Отсюда, считая, что A есть нормальная матрица (т. е. AA∗ = A∗A),
мы приходим к равенству

ϕ∗(0) = β

t∫

t

eA
∗s[ϕ̂(s)− ϕ1(s)] ds− β

t∫

t

e−(A+A∗)su ds. (9.2.9)

С учетом (9.2.6) и (9.2.9) получим уравнение для управления u:

Lu = F, (9.2.10)

где

F = β

t∫

0

e−A∗s[ϕ̂(s)− ϕ1(s)] ds;

L = αE + β

t∫

0

e−(A+A∗)s ds = αE + β(A+ A∗)−1(E − e−(A∗+A)t).

Запишем матрицу L системы (9.2.10) в виде

L = αE + βM−1(E − e−Mt), (9.2.11)

где
M = A+ A∗.

Обычно при α, β > 0 матрица L симметрична и положительно
определена. Поэтому уравнение (9.2.10) обладает единственным ре-
шением, даже если один из регуляризирующих параметров (α или β)
равен нулю. В дальнейшем мы будем считать, что β > 0.

Если α = 0, то параметр β в исходной постановке может быть равен
единице, и уравнение для управления u примет вид

L1u = F1 (9.2.12)

с симметричной положительно определенной матрицей L1 = M−1(E−
e−Mt) и правой частью

F1 =

t∫

0

e−A∗s[ϕ̂(s)− ϕ1(s)] ds.
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Рассмотрим задачу на собственные значения матрицы M:

Muk = λkuk. (9.2.13)

При сделанных предположениях матрица M имеет положительные
собственные значения λk и соответствующие собственные векторы,
составляющие базис в пространстве H. Легко показать, что uk явля-
ются также собственными векторами матрицы L, т. е. они являются
решениями задачи

Luk = µkuk (9.2.14)

при

µk = α + β
1− e−λkt

λk

, (9.2.15)

где λk – собственные значения матрицы M.
Так как матрица L симметрична, то выполняется неравенство

(Lu, u) ≥ µmin(u, u), u ∈ H, (9.2.16)

где

µmin = α + β
1− e−λmaxt

λmax

и λmax = λmax(M) – максимальное собственное значение матрицы
M = A+ A∗.

Имеет место следующая оценка для решения u задачи (9.2.10),
вытекающая из (9.2.16):

‖u‖ ≤ 1

µmin

‖F‖. (9.2.17)

Уравнение (9.2.10) переходит в уравнение (9.2.12) при α = 0. Пусть
u = u – решение уравнения (9.2.12), для которого выполняется оценка

‖u‖ ≤ 1

µmin

‖F1‖, (9.2.18)

где

µmin =
1− e−λmaxt

λmax

.

Из (9.2.12) и (9.2.10) получаем уравнение для разности ξ = u− u:

βL1(u− u) = −αu. (9.2.19)
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Поэтому из оценок (9.2.17) и (9.2.18) следует неравенство

‖u− u‖ ≤ α

µminµmin

‖F1‖,

или

‖u− u‖ ≤ α‖F1‖
1−e−λmaxt

λmax

(
α + β 1−e−λmaxt

λmax

) . (9.2.20)

Таким образом, решение u задачи (9.2.10) при α → 0 сходится
к решению u задачи (9.2.12).

Рассмотрим итерационный метод для решения системы (9.2.10).
Большинство итерационных методов, применяемых для решения ли-
нейных систем, может быть описано простой универсальной форму-
лой:

Bj
uj+1 − uj

τj
= −(Luj − F ), (9.2.21)

где {Bj} – последовательность невырожденных матриц и {τj} – по-
следовательность вещественных параметров. Как правило, на матри-
цы Bj налагается несколько существенных ограничений. Мы обсудим
их позже. Итерационный процесс (9.2.21) может быть записан в виде

uj+1 = Tju
j + F j, (9.2.22)

где
Tj = E − τjB

−1
j L, F j = τjB

−1
j F.

Рассмотрим стационарные итерационные методы (когда τj, Bj не
зависят от номера итерации j) следующего типа:

B
uj+1 − uj

τ
= −(Luj − F ) (9.2.23)

с начальным вектором u0 ∈ H и вещественным параметром τ.
Для сходимости итерационного метода (9.2.23) необходимо и до-

статочно следующее условие [79]:

max
k

|λk(Tτ )| < 1, (9.2.24)

где Tτ = E − τB−1L и λk(Tτ ) обозначает собственные значения мат-
рицы Tτ . Пусть далее B есть симметричная и положительно опреде-
ленная матрица.
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Если собственные векторы матриц L и B совпадают, то из (9.2.24)
вытекает следующее условие на параметр τ :

0 < τ <
2λk(B)

µk

, (9.2.25)

где λk(B) – собственные значения матрицы B, а µk – собственные
значения матрицы L. В этом случае задача оптимального выбора па-
раметра τ легко решается (см. [79]).

Используя (9.2.24) и явный вид оператора L, запишем итерацион-
ный процесс для системы: (9.2.4)–(9.2.6):

dϕj

dt
+ Aϕj = f,

ϕj|t=0 = uj;
(9.2.26)

−dϕ∗j

dt
+ A∗ϕ∗j = β(ϕ̂− ϕj),

ϕ∗j|t=t = 0;
(9.2.27)

B
uj+1 − uj

τ
= ϕ∗j∣∣

t=0
− αuj. (9.2.28)

Если собственные векторы матриц B и M = A + A∗ совпадают, то
условие (9.2.25) необходимо и достаточно для сходимости итерацион-
ного процесса (9.2.26)–(9.2.28).

Рассмотрим более детально случай B = E. Здесь итерационный
процесс (9.2.26)–(9.2.28) может быть записан в виде

dϕj

dt
+ Aϕj = f,

ϕj|t=0 = uj;
(9.2.29)

−dϕ∗j

dt
+ A∗ϕ∗j = β(ϕ̂− ϕj),

ϕ∗j|t=t = 0;
(9.2.30)

uj+1 = uj + τ(ϕ∗j∣∣
t=0

− αuj). (9.2.31)

Принимая во внимание (9.2.25) и используя представление µk из
(9.2.15), получим, что для сходимости этого итерационного процесса
необходимо и достаточно следующее условие:

0 < τ <
2

α + β 1−e−λmint

λmin

, (9.2.32)
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где λmin = λmin(M) – минимальное собственное значение матрицы
M = A+ A∗.

Используя стандартную технику [79], легко показать, что для ошиб-
ки ψj = uj − u выполняется неравенство

‖ψj‖ ≤ qj(τ)‖ψ0‖, (9.2.33)

где

q(τ) = max

{∣∣∣∣∣1− τ

(
α + β

1− e−λmint

λmin

)∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣1− τ

(
α + β

1− e−λmaxt

λmax

)∣∣∣∣∣

}
.

Оптимальный параметр τ определяется формулой

τ = τopt = 1/

{
α +

β

2

(
1− e−λmint

λmin

+
1− e−λmaxt

λmax

)}
.

Он удовлетворяет (9.2.32), что гарантирует сходимость. В этом
случае

qopt = q(τopt) =
β
(

1−e−λmint

λmin
− 1−e−λmaxt

λmax

)

2α + β
(

1−e−λmint

λmin
+ 1−e−λmaxt

λmax

) . (9.2.34)

Величина q(τ) характеризует скорость сходимости итерационного
процесса (см. (9.2.32)). Чем меньше q(τ), тем быстрее итерационный
процесс сходится. Это видно из (9.2.34), например, если α = 0, тогда
qopt возрастает, т. е. итерационный процесс сходится более медленно.
При α = 0 и большом значении λmax величина q(τ) близка к единице,
что также говорит о медленной сходимости алгоритма. Поэтому роль
регуляризатора состоит в том, чтобы при α > 0 итерационный процесс
сходился быстрее.

Мы обсудили здесь только случай B = E. Выбирая B в (9.2.26)–
(9.2.28) другим образом, мы получим другие итерационные методы.
Для выбранного итерационного алгоритма мы можем решить основ-
ную и сопряженную задачи (9.2.26) и (9.2.27) на каждой итерации
стандартными методами, используя различные конечно-разностные схе-
мы по времени, метод расщепления и др.
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9.3. Численный алгоритм решения задачи
ассимиляции геофизических данных
на основе метода расщепления

Задача ассимиляции данных наблюдений в математических моде-
лях, описывающих геофизические процессы, – это одна из важнейших
задач современной геофизической гидродинамики. Проблема согласо-
вания данных наблюдений и результатов численных экспериментов
важна и интересна в связи со следующими теоретическими и практи-
ческими вопросами:

– реконструкцией массивов данных наблюдений в пространственно-
временной области и четырехмерный анализ данных;

– построением начальных геофизических полей с использованием
архивной информации и краткосрочных данных наблюдений в пред-
шествующие периоды;

– обработкой данных наблюдений и результатов численных экс-
периментов и созданием единой наблюдательно-вычислительной базы
данных.

Проблема ассимиляции данных особенно важна в динамике оке-
ана, что объясняется прежде всего высокой стоимостью океаногра-
фических наблюдений и сложным характером реальной океанической
изменчивости.

Математические методы, основанные на теории сопряженных урав-
нений [76, 215, 247] и теории оптимального управления [23, 145, 228],
в настоящее время стали очень популярными как один из эффек-
тивных инструментов анализа и ассимиляции данных наблюдений.
В связи с этим возникает ряд проблем математического, физического
и вычислительного характера, связанных с решением сложных нели-
нейных задач усвоения данных на основе теории сопряженных урав-
нений и теории оптимального уравнения. Это касается:

– физических аспектов задач, связанных с физической формули-
ровкой задачи и выбором оптимальных информативных функционалов
[278];

– математических аспектов, связанных с эквивалентностью исход-
ных вариационных задач и дифференциальных задач, полученных
в результате преобразований и их разрешимости [23, 245];
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– численных аспектов, связанных с выбором хорошей дискретной
аппроксимации высокой точности и эффективных алгоритмов реше-
ния дискретных задач [101].

В этом параграфе мы обсудим численный метод решения задачи
ассимиляции данных. Мы будем рассматривать задачу динамики оке-
ана, хотя метод может быть использован в различных областях гео-
графической гидродинамики. Крупномасштабная динамика океана об-
ладает рядом особенностей:

– океан представляет собой вынужденную систему, находящуюся
под действием атмосферы;

– крупномасштабные океанические процессы хорошо описываются
в рамках линейного приближения;

– океан скудно освещен синхронными данными наблюдений, одна-
ко это система с «долгой памятью».

Эти особенности океана определяют постановку задач и методы
усвоения данных, которые мы будем рассматривать в этом параграфе.

Рассмотрим эволюционную задачу
dϕ
dt

+ Aϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0.
(9.3.1)

Рассмотрим, как в § 9.2, задачу, аппроксимирующую (9.3.1) по
всем пространственным переменным, где Ω – сеточная область; A –
вещественная квадратная матрица порядка n, рассматриваемая как
результат аппроксимации некоторого линейного оператора; ϕ = ϕ(t),
f = f(t), u – сеточные функции – векторы длиной n. Индекс h будем
опускать для простоты изложения. Пусть H обозначает вещественное
пространство сеточных функций с нормой ‖ · ‖ = (·, ·)1/2.

Яркой особенностью задачи ассимиляции данных в океане являет-
ся практически полное отсутствие информации в начальный момент
времени. Однако часто вместо недостающих начальных данных мож-
но использовать информацию о решении ϕ. Пусть мы знаем вектор-
функцию ϕ̂ = ϕ̂(t) ∈ H, связанную с данными наблюдений.

Рассмотрим функционал S в следующем виде:

S(ϕ) =
C1

2
‖ ϕ|t=0 − ϕ̂0‖2 + C2

2

t∫

0

‖ϕ− ϕ̂‖2 dt, (9.3.2)

где C1, C2 – некоторые положительные константы, независящие от
t, ϕ̂0 = ϕ̂|t=0 .
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Сформулируем задачу ассимиляции данных следующим образом:
найти пару вектор-функций ϕ, u, удовлетворяющих (9.3.1) и достав-
ляющих минимум функционалу S(ϕ) на множестве решений (9.3.1):

S(ϕ) = inf
u
S(ϕ).

Эта задача сводится к системе уравнений для двух вектор-функций
ϕ = ϕ(t), ϕ∗ = ϕ∗(t) и вектора управления u методом, рассмотренным
в § 9.1. Эта система иногда называется системой оптимальности. В на-
шем случае она имеет вид

dϕ
dt

+ Aϕ = f в Ω× (0, t),

ϕ = u при t = 0;
(9.3.3)

−dϕ∗

dt
+ A∗ϕ∗ = C2(ϕ̂− ϕ) в Ω× (0, t),

ϕ∗ = 0 при t = t;
(9.3.4)

C1(u− ϕ̂0)− ϕ∗|t=0 = 0, (9.3.5)

где A∗ = AT .
Предположим, что вектор-функции f(t) и ϕ̂(t) непрерывны на ин-

тервале [0, t] и матрица A из (9.3.1) положительно определена
и не зависит от t. Легко показать [23], что в этом случае задача
(9.3.3)–(9.3.5) имеет единственное решение. Решения прямой и со-
пряженной задач понимаются в классическом смысле.

Обратим внимание, что система (9.3.3)–(9.3.5) представляет фак-
торизованную форму краевой задачи по времени. Действительно, так
как ϕ∗, ϕ̂ достаточно гладкие, то (9.3.3)–(9.3.5) можно переписать
как (

d
dt
+ A

)
C−1

2

(
d
dt
− A∗)ϕ∗ = f1;

C1C
−1
2

(
−dϕ∗

dt
+ A∗ϕ∗)+ ϕ∗ = 0 при t = 0;

ϕ∗ = 0 при t = t,

(9.3.6)

где f1 = f − dϕ̂
dt

− Aϕ̂.
Отсюда следует, что аппроксимация краевой задачи по времени

(9.3.6) может служить естественным путем проверки численной схе-
мы для исходных уравнений (9.3.3)–(9.3.5).

Опишем алгоритм решения задачи (9.3.3)–(9.3.5). Введем равно-
мерную сетку с шагом τ на интервале 0 ≤ t ≤ t, и пусть tj = jτ ,
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j = 0, J, J = t/τ. Аппроксимируем (9.3.3)–(9.3.5) с помощью схемы
Кранка – Николсона:

ϕj+1 − ϕj

τ
+ A

ϕj+1 + ϕj

2
= f j+1/2; (9.3.7)

−ψj+1 − ψj

τ
+ A∗ψ

j+1 + ψj

2
+ C2

ϕj+1 + ϕj

2
= C2ϕ̂

j+1/2,

j = 0, ..., J − 1;

(9.3.8)

C1(ϕ
0 − ϕ̂0)− ψ0 = 0, ψJ = 0, (9.3.9)

где ψ = ϕ∗, ϕ0 = u, f j+1/2 = f(tj+1/2), tj+1/2 = (j + 1/2)τ.
В [251] показано, что система (9.3.7)–(9.3.9) имеет единственное

решение и аппроксимирует исходную задачу (9.3.3)–(9.3.5) с точно-
стью O(τ 2). Система (9.3.7)–(9.3.9) аппроксимирует также краевую
задачу (9.3.6), по крайней мере при C1 = 0 [251].

Модифицируем аппроксимацию (9.3.7)–(9.3.9), используя метод рас-
щепления. Предположим, что выполняется следующее:

A = A1 + A2, A∗ = A∗
1 + A∗

2, (9.3.10)

где Ai, A∗
i – положительно полуопределенные матрицы, i = 1, 2. Ис-

пользуем двуциклическую схему расщепления, сохраняя второй по-
рядок аппроксимации по времени в исходной задаче (9.3.3)–(9.3.5)
[251]. Имеем

(
E + τ

4
A1

)
ϕ1 =

(
E − τ

4
A1

)
ϕj;(

E + τ
4
A2

) (
ϕ2 − τ

2
f j+1/2

)
=

(
E − τ

4
A2

)
ϕ1;(

E + τ
4
A2

)
ϕ3 =

(
E − τ

4
A2

) (
ϕ2 +

τ
2
f j+1/2

)
;(

E + τ
4
A1

)
ϕj+1 =

(
E − τ

4
A1

)
ϕ3, j = 0, . . . , J − 1;

(9.3.11)

(
E − τ

4
A∗

1

)
ψ1 =

(
E + τ

4
A∗

1

)
ψj;

(
E − τ

4
A∗

2

) [
ψ2 − τC2

2

(
ϕj+1+ϕj

2
− ϕ̂j+1/2

)]
=

(
E + τ

4
A∗

2

)
ψ1;

(
E − τ

4
A∗

2

)
ψ3 =

(
E + τ

4
A∗

2

) [
ψ2 +

τC2

2

(
ϕj+1+ϕj

2
− ϕ̂j+1/2

)]
;

(
E − τ

4
A∗

1

)
ψj+1 =

(
E + τ

4
A∗

1

)
ψ3, j = 0, . . . , J − 1,

(9.3.12)

C1(ϕ
0 − ϕ̂0)− ψ0 = 0, ψJ = 0. (9.3.13)
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Исключая промежуточные величины ϕ1, . . . , ψ3 из (9.3.11) и (9.3.12),
получим

ϕj+1 = T1T2T2T1ϕ
j + τT1T2f

j+1/2; (9.3.14)

ψj+1 = S1S2S2S1ψ
j + τC2S1S2

(
ϕj+1 + ϕj

2
− ϕ̂j+1/2

)
,

j = 0, . . . , J − 1,

(9.3.15)

где

Ti =
(
E +

τ

4
Ai

)−1 (
E − τ

4
Ai

)
,

Si =
(
E − τ

4
A∗

i

)−1 (
E +

τ

4
A∗

i

)
, i = 1, 2.

Сформулируем итерационный алгоритм для решения основной и со-
пряженной задач (9.3.14), (9.3.15). Предположим, что мы получили
несколько значений вектора ϕ(ν−1) на (ν − 1)-й итерации, включая
значение в начальный момент времени ϕj

(ν−1) = ϕj при j = 0. Тогда
ν-я итерация содержит следующие шаги:

1. Из (9.3.14) имеем (из решения основного уравнения «вперед» по
времени)

ϕj+1 = T1T2(T2T1ϕ
j + τf j+1/2), j = 0, . . . , J − 1,

или

ϕj+1 = T j+1
τ ϕ0 +

j∑
i=0

T i
τ (τT1T2f

j−i+1/2), j = 0, . . . , J − 1, (9.3.16)

где Tτ = T1T2T2T1.
2. Из (9.3.15) имеем (из решения сопряженного уравнения «назад»

по времени)
ψJ = 0,

ψj−1 = S−1
1 S−1

2 S−1
2 S−1

1 ψj − τC2S
−1
1 S−1

2

(
ϕj−1 + ϕj

2
− ϕ̂j−1/2

)
,

j = J, . . . , 2,

или

ψj−1 = −τC2

J∑
i=j

Si−jS−1
1 S−1

2

(
ϕi + ϕi−1

2
− ϕ̂i−1/2

)
,

j = J, . . . , 2,

(9.3.17)
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где S = S−1
1 S−1

2 S−1
2 S−1

1 . Подставляя выражение для ϕ из (9.3.16)
в (9.3.17), получим

ψj−1 = − τC2

2

J∑
i=j

Si−jS−1
1 S−1

2 [T i
τϕ

0 + T i−1
τ ϕ0 +

+ τ
i−1∑
k=0

T k
τ (T1T2f

i−1−k+1/2) + τ
i−2∑
k=0

T k
τ (T1T2f

i−2−k+1/2) −

− 2ϕ̂i−1/2
]
, j = J, . . . , 2.

(9.3.18)

3. Завершающий шаг на ν-й итерации состоит в нахождении нового
значения ϕ0

(ν) как результата решения уравнений

τ

2
C2S

−1
1 S−1

2 ϕ0
(ν) + ψ0

(ν) = Sψ1
(ν−1) −

τ

2
C2S

−1
1 S−1

2

(
ϕ1
(ν−1) − 2ϕ̂1/2

)
,

C1ϕ
0
(ν) − ψ0

(ν) = C1ϕ̂
0.

Отсюда мы получаем для ϕ0
(ν)(τ

2
C2S

−1
1 S−1

2 + C1E
)
ϕ0
(ν) =

= C1ϕ̂
0 + Sψ1

(ν−1) −
τ

2
C2S

−1
1 S−1

2

(
ϕ1
(ν−1) − 2ϕ̂1/2

)
.

(9.3.19)

После нахождения ϕ0
(ν) повторяется цикл вычислений (см. пункт 1)

до достижения сходимости.
Покажем, что при некотором условии на τ имеет место сходимость

описанного выше итерационного алгоритма. Оценим норму оператора
перехода при вычислении ϕ0 с (ν − 1)-й на ν-й шаг итерации.

Из (9.3.19) имеем

S̃ϕ0
(ν) + ψ0

(ν) = Sψ1
(ν−1) − S̃

(
ϕ1
(ν−1) − 2ϕ̂1/2

)
,

ϕ0
(ν) − C−1

1 ψ0 = ϕ0
ν ,

(9.3.20)

где S̃ = τ
2
C2S

−1
1 S−1

2 , отсюда

ϕ0
(ν) = (E + C−1

1 S̃)−1
{
ϕ̂0 − C−1

1

[
SJ−1S̃

(
ϕJ
(ν−1) + ϕJ−1

(ν−1) −

− 2ϕ̂J−1/2
)
+ . . .+ SS̃

(
ϕ2
(ν−1) + ϕ1

(ν−1) − 2ϕ̂3/2
)]

−

− C−1
1 S̃

(
Tτϕ

0
(ν−1) + τT1T2f

1/2 − 2ϕ̂1/2
)}

.

(9.3.21)
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Здесь мы воспользовались тем, что (9.3.16) и (9.3.18) представляют
соответственно ϕ1

(ν−1) и ψ1
(ν−1). Оценивая ‖ϕ0

(ν−1)‖, согласно (9.3.21)
получим

‖ϕ0
(ν)‖ ≤ ‖(E + C−1

1 S̃)−1‖
{
‖ϕ̂0‖+ |C−1

1 |
[
‖SJ−1‖ ×

× ‖S̃‖
(
‖ϕJ

(ν−1)‖+ ‖ϕJ−1
(ν−1)‖+ 2‖ϕ̂J−1/2‖

)
+ . . . +

+ ‖S‖ · ‖S̃‖
(
‖ϕ2

(ν−1)‖+ ‖ϕ1
(ν−1)‖+ 2‖ϕ̂3/2‖

) ]
+ |C−1

1 | ×

× ‖S̃‖
(
‖Tτ‖ · ‖ϕ0

(ν−1)‖+ τ‖T1T2‖ · ‖f 1/2‖+ 2‖ϕ̂1/2‖
)}

.

(9.3.22)

По лемме Келлога [79]

‖S‖ = ‖S−1
1 S−1

2 S−1
2 S−1

1 ‖ ≤ ‖
(
E +

τ

4
A∗

1

)−1 (
E − τ

4
A∗

1

)
‖ ×

× ‖
(
E +

τ

4
A∗

2

)−1 (
E − τ

4
A∗

2

)
‖ · ‖

(
E +

τ

4
A∗

2

)−1 (
E − τ

4
A∗

2

)
‖ ×

× ‖
(
E +

τ

4
A∗

1

)−1 (
E − τ

4
A∗

1

)
‖ ≤ 1, ‖Tτ‖ ≤ 1.

Продолжим неравенство (9.3.22), используя оценку ‖ϕj
(ν−1)‖,

j = 1, . . . , J, равенство (9.3.16), а также (9.3.20). Получим

‖ϕ0
(ν)‖ ≤ τ

2
C2C

−1
1 (2J − 1)‖

(
E +

τ

2
C2C

−1
1 S−1

1 S−1
2

)−1

‖ ×

× ‖ϕ0
(ν−1)‖+ ‖G‖,

(9.3.23)

где G – вектор-функция, зависящая только от заданных векторов
f j+1/2 и ϕ̂j+1/2. Для сходимости итерационного процесса достаточно,
чтобы норма оператора перехода была меньше единицы:

τ

2
C2C

−1
1 (2J − 1)‖

(
E +

τ

2
C2C

−1
1 S−1

1 S−1
2

)−1

‖ < 1. (9.3.24)

Так как
‖
(
E +

τ

2
C2C

−1
1 S−1

1 S−1
2

)−1

‖ ≤ 1,

то достаточно потребовать, чтобы

τ

2
C2C

−1
1 (2J − 1) < 1.
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Таким образом, итерационный процесс сходится при условии

τ <
2

2J − 1
C1C

−1
2 . (9.3.25)

Поскольку t = τJ, неравенство (9.3.25) может быть усилено и пере-
писано в терминах t – интервала ассимиляции данных. Тогда можно
сказать, что итерационный процесс процесс сходится при условии

t < C1C
−1
2

независимо от числа точек на интервале ассимиляции.

9.4. Моделирование циркуляции
Мирового океана с 4-мерной вариационной
ассимиляцией полей температуры
и солености

В связи с исследованиями глобальных климатических изменений
Земли возрастает интерес к задачам усвоения и обработки данных
наблюдений в моделях динамики атмосферы и океана. В задачах гео-
физической гидродинамики математические модели используются для
исследования общей структуры гидродинамических течений, а так-
же для предсказания их изменчивости [37, 41, 49, 149, 252, 273].
Гидродинамика океана описывается сложными системами нелиней-
ных дифференциальных уравнений в частных производных. Для того
чтобы использовать эти уравнения для прогноза гидрофизических по-
лей, необходимо дополнить их начальными и граничными условиями
и идентифицировать входные параметры. Эту дополнительную инфор-
мацию можно получить с помощью данных наблюдений.

Отличительные характеристики гидродинамики Мирового океана –
это важность данных наблюдений и отсутствие их полноты. Одной из
главных проблем здесь является построение начальных полей, или
инициализация океана. Измерить прогностические поля океана – те-
чения, температуру и соленость в каждой точке трехмерной области
в фиксированный момент времени нереально. Современные измери-
тельные системы позволяют получить лишь некоторую информацию
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об их структуре. Например, система плавающих буев Арго измеря-
ет поля температуры и солености на нерегулярной пространственно-
временной сетке. Требуется построить алгоритм решения прогности-
ческой задачи в условиях неполноты информации о начальном состо-
янии океана, внешнем воздействии и входных параметрах.

Для решения таких задач разрабатываются методы ассимиляции
данных. Они позволяют связать разные источники информации – на-
блюдения и модельные расчеты – в рамках единой задачи. В этом
параграфе мы рассматриваем задачу численного моделирования и про-
гноза динамики Мирового океана. Одним из фундаментальных тре-
бований к успешному прогнозу является достаточно точное описание
начальных условий и потоков на поверхности океана. Прежде чем
проводить прогноз с помощью численной модели, необходимо описать
начальное состояние системы, комбинируя данные наблюдений и чис-
ленных расчетов. Другими словами, решить задачу инициализации
для заданной численной модели динамики океана.

Наиболее распространенными методами ассимиляции данных на-
блюдений в современных моделях являются динамико-стохастический
[214, 275] и вариационный [220, 245, 247, 250]. Вариационный метод
состоит в условной минимизации функционала ценности в 4-мерной
пространственно-временной подобласти при наличии связей, описы-
ваемых модельными уравнениями. Функционал отражает отклонение
модельного решения от данных наблюдений в заданной подобласти.
Задача ассимиляции данных наблюдений формулируется как задача
оптимального управления [233, 237, 242, 262].

При решении задач минимизации возникает необходимость вычис-
лять градиент исходного функционала. Важным шагом в этом направ-
лении было использование теории сопряженных уравнений. Начиная
с работ [247], [220], применение сопряженных уравнений для реше-
ния задач ассимиляции данных используется во многих исследовани-
ях [25, 178–180, 192, 245, 250, 253, 291] и др.

Наши исследования связаны с построением иерархически развивае-
мой модели, описывающей крупномасштабную циркуляцию Мирового
океана [291]. Структура модели основана на методе ее численного
решения – методе многокомпонентного расщепления. Метод включа-
ет расщепление по физическим процессам и геометрическим коор-
динатам [241, 252, 291]. Программной реализации модели присущ
модульный принцип: отдельный этап расщепления представляется от-
дельным программным модулем. В результате расщепления сложная
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система уравнений динамики океана разбивается на ряд отдельных
подсистем – модулей более простой структуры. Прямая модель может
состоять из разного набора модулей, описывая физический процесс
с определенной степенью полноты.

Сопряженная модель включает совокупность сопряженных подси-
стем (модулей) в соответствии с модулями прямой модели. Для каж-
дой расщепленной подсистемы прямой модели строится сопряженная
подсистема. Полная сопряженная модель описывается соответствую-
щим набором сопряженных расщепленных подсистем [292, 293]. Про-
цедура вариационной ассимиляции состоит в решении системы оп-
тимальности – двух связанных друг с другом задач на интервале
усвоения по времени: прямой прогностической задачи и сопряженной
задачи в обратном времени.

9.4.1. Постановка задачи моделирования динамики Мирового океа-
на с вариационной ассимиляцией данных наблюдений

Сформулируем уравнения модели в σ-системе координат с приве-
денной глубиной

σ =
z − ζ

H − ζ
, (9.4.1)

где z – направленная вниз вертикальная координата; ζ – уровень
океана; H – глубина океана.

После некоторых упрощений уравнений имеем [293]

du

dt
− (l + ξ) v = − 1

ρ0rx

(
Zσ

∂p

∂x
− Zx

∂p

∂σ

)
+ Λu, (9.4.2)

dv

dt
+ (l + ξ)u = − 1

ρ0ry

(
Zσ

∂p

∂y
− Zy

∂p

∂σ

)
+ Λυ, (9.4.3)

∂p

∂σ
= gZσρ; (9.4.4)

−∂ζ

∂t
+

1

rxry

[
∂

∂x
(Zσryu) +

∂

∂y
(Zσrxv)

]
+

∂ω

∂σ
= 0; (9.4.5)

∂ZσT

∂t
+

1

ryrx

∂

∂x
(ZσryuT ) +

1

rxry

∂

∂y
(ZσrxvT ) +

∂

∂σ
(ωT ) = ΛT, (9.4.6)

∂ZσS

∂t
+

1

ryrx

∂

∂x
(ZσryuS) +

1

rxry

∂

∂y
(ZσrxvS) +

∂

∂σ
(ωS) = ΛS, (9.4.7)
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ρ = ρ(T, S, Z). (9.4.8)

Здесь
d

dt
=

∂

∂t
+

u

rx

∂

∂x
+

v

ry

∂

∂y
+

ω

Zσ

∂

∂σ
, l – параметр Кориолиса,

rx, ry – метрические коэффициенты,

Z = σ (H(x, y)− ζ(t, x, y)) + ζ(t, x, y) ≈ σH(x, y),

Zσ = H, Zx = σ
∂H

∂x
, Zy = σ

∂H

∂y
, ξ =

1

rxry

(
∂ry
∂x

υ − ∂rx
∂y

u

)
,

ρ (T, S, p) = ρ̃ (T, S, p)− ρ̃
(
T̄ , S̄, 0

)
,

ρpot = ρ (T, S, 0) ≡ ρ̃ (T, S, 0)− ρ̃
(
T̄ , S̄, 0

)
, (9.4.9)

ω = w −
[
(1− σ)

∂ζ

∂t
+

1

rx

∂Z

∂x
u+

1

ry

∂Z

∂y
v

]
, (9.4.10)

w – вертикальная скорость в z-системе координат.
Оператор турбулентного обмена Λ имеет вид

Λ =
1

ryrx

[
∂

∂x

(
ry
rx
µZσ

∂

∂x

)
− ∂

∂x

(
ry
rx
µZx

∂

∂σ

)
−

− ∂

∂σ

(
ry
rx
µZx

∂

∂x

)
+

∂

∂σ

(
ry
rx
µ
Z2

x

Zσ

∂

∂σ

)]
+

+
1

rxry

[
∂

∂y

(
rx
ry
µZσ

∂

∂y

)
− ∂

∂y

(
rx
ry
µZy

∂

∂σ

)
−

− ∂

∂σ

(
rx
ry
µZy

∂

∂y

)
+

∂

∂σ

(
rx
ry
µ
Z2

y

Zσ

∂

∂σ

)]
+

+
1

Zσ

∂

∂σ
ν(

∂ρpot
∂σ

)
∂

∂σ
.

(9.4.11)

В последнем слагаемом в операторе диффузии (9.4.11) учтена зави-
симость коэффициента диффузии ν от вертикальной стратификации
потенциальной плотности ρpot:

ν =




νmin при
∂ρpot
∂σ

≥ 0,

νmax при
∂ρpot
∂σ

< 0,

(9.4.12)
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νmax >> νmin.

Она введена для того, чтобы исключить случаи инверсии потенци-
альной плотности по вертикали и обеспечить всюду в области выпол-
нение условия

∂ρpot
∂σ

≥ 0. (9.4.13)

При решении задачи вариационной инициализации мы будем ис-
пользовать расщепление сложной исходной системы уравнений на ряд
подсистем более простой структуры. Расщепление будем производить
как по физическим процессам, так и по отдельным координатам. Ос-
новным условием, которое необходимо выполнить при представлении
исходной системы в виде суммы расщепленных подсистем, является
выполнение свойства неотрицательности оператора каждой подсисте-
мы. Другими словами, это означает, что если для исходной сложной
системы уравнений выполняется, при некоторых предположениях, за-
кон сохранения полной энергии, то этот же закон должен выполнять-
ся для каждой подсистемы.

Известно, что сформулированную систему уравнений (9.4.2)–(9.4.8)
можно переписать в нескольких эквивалентных формах. Например,
в адвективной форме, в дивергентной форме и в полудивергентной,
или симметризованной, форме. Именно последняя форма удобна при
расщеплении системы по отдельным пространственным координатам.

Симметризованная форма модельной системы уравнений. Пе-
реписывая уравнения (9.4.2)–(9.4.11) в симметризованной форме,
имеем

H
∂u

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(Huryu) +

Hu

rx

∂u

∂x
+

+
1

rxry

∂

∂y
(Hvrxu) +

Hv

ry

∂u

∂y
+

∂

∂σ
(ωu) + ω

∂u

∂σ

]
−

−H (l + ξ) v = − H

ρ0rx

∂

∂x

(
p− g

2
ρZ

)
+

+
gH

2ρ0rx

(
ρ
∂Z

∂x
− Z

∂ρ

∂x

)
+ Λuu,

(9.4.14)

437



438

H
∂v

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(Huryv) +

Hu

rx

∂v

∂x
+

1

rxry

∂

∂y
(Hvrxv) +

+
Hv

ry

∂v

∂y
+

∂

∂σ
(ωv) + ω

∂v

∂σ

]
+

+ H (l + ξ)u = − H

ρ0ry

∂

∂y

(
p− g

2
ρZ

)
+

+
gH

2ρ0ry

(
ρ
∂Z

∂y
− Z

∂ρ

∂y

)
+ Λuυ,

(9.4.15)

∂

∂σ

(
p− g

2
ρZ

)
=

g

2

(
ρ
∂Z

∂σ
− Z

∂ρ

∂σ

)
, (9.4.16)

−∂ζ

∂t
+

1

rxry

[
∂

∂x
(Hryu) +

∂

∂y
(Hrxυ)

]
+

∂ω

∂σ
= 0, (9.4.17)

H
∂T

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(HuryT ) +

Hu

rx

∂T

∂x
+

+
1

rxry

∂

∂y
(HvrxT ) +

Hv

ry

∂T

∂y
+

∂

∂σ
(ωT ) + ω

∂T

∂σ

]
= ΛT,

(9.4.18)

H
∂S

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(HuryS) +

Hu

rx

∂S

∂x
+

1

rxry

∂

∂y
(HvrxS)+

+
Hv

ry

∂S

∂y
+

∂

∂σ
(ωS) + ω

∂S

∂σ

]
= ΛS,

(9.4.19)

ρ = ρ(T, S, Z). (9.4.20)

Отметим, что здесь и далее оператор турбулентного обмена момен-
том Λu в (9.4.14), (9.4.15) выбран в простом виде: все смешанные
производные по координатам x, σ и y, σ опущены. В (9.4.14)–(9.4.20)
принято приближение H � ζ, уравнения рассматриваются в 3-мерной
области Ω с единичной высотой.

Граничные и начальные условия в новых переменных для системы
уравнений (9.4.14)–(9.4.20) имеют вид
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на свободной поверхности океана σ = 0:

νu
Zσ

∂u

∂σ
= −τx

ρ0
,
νu
Zσ

∂υ

∂σ
= − τy

ρ0
, ω = 0, p = patm,

(DTT, n) = −QT , (DSS, n) = −QS,

(9.4.21)

на дне σ = 1:

νu
Zσ

∂u

∂σ
= Ru,

νu
Zσ

∂υ

∂σ
= Rv, ω = 0,

µT

rx · rx

(
−∂Z

∂σ

∂T

∂x
+

∂Z

∂x

∂T

∂σ

)
∂Z∂x

∂Z/∂σ
+

+
µT

ry · ry

(
−∂Z

∂σ

∂T

∂y
+

∂Z

∂y

∂T

∂σ

)
∂Z/∂y

∂Z/∂σ
+

νT
Zσ

∂T

∂σ
= 0,

µS

rx · rx

(
−∂Z

∂σ

∂S

∂x
+

∂Z

∂x

∂S

∂σ

)
∂Z∂x

∂Z/∂σ
+

+
µS

ry · ry

(
−∂Z

∂σ

∂S

∂y
+

∂Z

∂y

∂S

∂σ

)
∂Z/∂y

∂Z/∂σ
+

νS
Zσ

∂S

∂σ
= 0,

(9.4.22)

на береговой поверхности Σ:

(	u, nΣ) = 0, µu (∇uu, nΣ) = 0, µu (∇uv, nΣ) = 0,

µT (∇TT, nΣ) = 0, µS (∇SS, nΣ) = 0.
(9.4.23)

Здесь ∇u =
(

1
rx

∂
∂x
, 1

ry
∂
∂y

)
, nΣ =

(
cos

(
nΣ,	i1

)
, cos

(
nΣ,	i2

))
,

−→u = (u, υ),

∇T,S =

(
1

rx

(
∂Z

∂σ

∂

∂x
− ∂Z

∂x

∂

∂σ

)
,

1

ry

(
∂Z

∂σ

∂

∂y
− ∂Z

∂y

∂

∂σ

))
.

Начальные условия для задачи (9.4.14)–(9.4.23) имеют вид:
при t = 0

u = u0, v = v0, ζ = ζ0, T = T 0, S = S0. (9.4.24)

В модели используются специальные параметризации подсеточных
процессов [252]. Основными являются: параметризация вертикальной
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турбулентной вязкости, глубокой конвекции и бокового турбулентного
обмена, который описывается дифференциальными операторами 2-го
и 4-го порядка. К модели общей циркуляции океана (9.4.14)–(9.4.24)
присоединена модель термодинамики морского льда [177].

Численный алгоритм решения прямой задачи. Основные эта-
пы многокомпонентного расщепления. Решение системы уравне-
ний (9.4.14)–(9.4.24) производится с помощью метода многокомпо-
нентного расщепления [241, 252]. На отдельном этапе расщепления
решается более простая система уравнений по сравнению с исход-
ной системой. Вычисленное на текущем этапе решение использует-
ся как начальное условие при решении последующего этапа. Чис-
ленная процедура решения системы на каждом временном интервале
tj ≤ t ≤ tj+1 описана в [294]. Она включает следующие модули.

1. Модуль переноса-диффузии полей температуры и солености:

H
∂T

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(HuryT ) +

Hu

rx

∂T

∂x
+

+
1

rxry

∂

∂y
(HvrxT )

Hv

ry

∂T

∂y
+

∂

∂σ
(ωT ) + ω

∂T

∂σ

]
= ΛT,

H
∂S

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(HuryS) +

Hu

rx

∂S

∂x
+

+
1

rxry

∂

∂y
(HvrxS)

Hv

ry

∂S

∂y
+

∂

∂σ
(ωS) + ω

∂S

∂σ

]
= ΛS.

(9.4.25)

Решение уравнений для температуры и солености (9.4.25) на каж-
дом интервале по времени tj ≤ t ≤ tj+1 проводится методом расщеп-
ления 3-мерных операторов переноса-диффузии по отдельным про-
странственным координатам x, y, σ. При решении пространственно-
одномерных уравнений используются неявные схемы по времени.

2. Модуль переноса-диффузии момента:

H
∂u

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(Huryu) +

Hu

rx

∂u

∂x
+

+
1

rxry

∂

∂y
(Hvrxu) +

Hv

ry

∂u

∂y
+

∂

∂σ
(ωu) + ω

∂u

∂σ

]
= Λuu,

(9.4.26)

H
∂υ

∂t
+

1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(Huryv) +

Hu

rx

∂υ

∂x
+
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+
1

rxry

∂

∂y
(Hυrxv) +

Hυ

ry

∂υ

∂y
+

∂

∂σ
(ωυ) + ω

∂υ

∂σ

]
= Λuυ.

Как и для уравнений температуры и солености, уравнения (9.4.26)
расщепляются по отдельным координатам x, y, σ и решаются с помо-
щью неявных схем.

3. Модуль адаптации течений к полю плотности:

∂u

∂t
− lv =

g

2rx

∂ζ

∂x
+

g

2ρ0rx

[(
ρ
∂Z

∂x
− Z

∂ρ

∂x

)
−

− ∂

∂x

σ∫

0

(
ρ
∂Z

∂σ1

− Z
∂ρ

∂σ1

)
dσ1

]
− 1

ρ0rx

∂patm
∂x

,

∂v

∂t
+ lu =

g

2ry

∂ζ

∂y
+

g

2ρ0ry

[(
ρ
∂Z

∂y
− Z

∂ρ

∂y

)
−

− ∂

∂y

σ∫

0

(
ρ
∂Z

∂σ1

− Z
∂ρ

∂σ1

)
dσ1

]
− 1

ρ0ry

∂patm
∂y

,

−∂ζ

∂t
+

1

rxry

[
∂

∂x
(Hryū) +

∂

∂y
(Hrxv̄)

]
= 0,

(9.4.27)

ū =

1∫

0

udσ, v̄ =

1∫

0

vdσ,

ω =
1

rxry

1∫

σ

{
∂

∂x
[Hry (u− ū)] +

∂

∂y
[Hrx (v − v̄)]

}
dσ1.

Решение уравнений адаптации (9.4.27) осуществляется при извест-
ном поле плотности, рассчитанном на предыдущем этапе. Искомыми
функциями здесь являются компоненты вектора скорости и уровень
моря. Уровень моря есть функция, независящая от вертикальной ко-
ординаты. Это позволяет внутри этапа адаптации выделить задачу
баротропной динамики, формулируемой в терминах ū, v̄, ζ [291].
Уравнения баротропной динамики аппроксимируются неявно на сетке
В. И. Лебедева [67] и решаются с помощью прямого алгоритма.
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Инициализация гидрофизических полей. При решении прогно-
стических задач термохалинной динамики океана требуется задание
начального условия для горизонтальных компонент скорости, уровня
моря, температуры и солености. Таких данных наблюдений для всех
прогностических функций в один момент времени в 3-мерной аква-
тории Мирового океана нет. Возникает задача построения начальных
полей в океане на основе комбинации измерений и модельных расче-
тов. Для решения этой задачи используем метод вариационной асси-
миляции данных наблюдений [179, 253, 254, 292].

Задача состоит в следующем. На основе комбинации расчетных
модельных полей и данных наблюдений температуры и солености по-
строить динамически согласованные гидрофизические поля на задан-
ном интервале по времени в Мировом океане. В качестве наблюдений
можно использовать среднемесячные климатические характеристики
полей температуры и солености [223], заданные в каждой точке об-
ласти, а также данные буев Арго.

Основу системы 4-мерной вариационной ассимиляции данных бу-
дет составлять модуль переноса-диффузии полей температуры и соле-
ности, линеаризованный на расчетной модельной траектории (компо-
ненты вектора скорости – известные функции). Сформулируем мате-
матическую постановку вариационной задачи.

Найти минимум функционала J

J =
1

2 ·mes (Ω)

∫

Ω

{
1

(t1 − t0)
×

×
t1∫

t0

[
αT

(
T − T̂

)2

+ αS

(
S − Ŝ

)2
]
dt +

+

[
α0
T

(
T 0 − T̂ 0

)2

+ α0
S

(
S0 − Ŝ0

)2
] }

dΩ+

+
1

2 ·mes (Ω0) (t1 − t0)
×

×
∫

Ω0

t1∫

t0

[
βT

(
QT − Q̂T

)2

+ βS

(
QS − Q̂S

)
2

]
dt dΩ0,

(9.4.28)

на множестве решений следующей системы уравнений:

ρ− ρpot (T, S) = 0, (9.4.29)
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ν − ν

(
∂ρpot
∂σ

)
= 0, (9.4.30)

H
∂T

∂t
+

1

2

[
∂

∂σ
(ωT ) + ω

∂T

∂σ

]
+Nx,yT =

=
1

H

∂

∂σ
ν
∂T

∂σ
+ Λx,y,σT,

(9.4.31)

H
∂S

∂t
+

1

2

[
∂

∂σ
(ω S) + ω

∂S

∂σ

]
+Nx,yS =

=
1

H

∂

∂σ
ν
∂S

∂σ
+ Λx,y,σS, 0 < σ < 1,

(9.4.32)

ν

H

∂T

∂σ
= −Q0

T ,
ν

H

∂S

∂σ
= −Q0

S при σ = 0, (9.4.33)

µT

rx · rx
(ZxTσ − ZσTx)Zx +

+
µT

ry · ry
(ZyTσ − ZσTy)Zy + ν

∂T

∂σ
= 0,

µS

rx · rx
(ZxSσ − ZσSx)Zx+

+
µS

ry · ry
(ZySσ − ZσSy)Zy + ν

∂S

∂σ
= 0 при σ = 1,

Nx,ya =
1

2

[
1

ryrx

∂

∂x
(Hurya) +

Hu

rx

∂a

∂x
+

+
1

rxry

∂

∂y
(Hvrxa) +

Hv

ry

∂a

∂y

]
,

Λx,y,σ = Λx,x + Λy,y + Λx,σ + Λy,σ.

(9.4.34)

Здесь Nx,y, Λx,y,σ – операторы, описывающие горизонтальную ад-
векцию и боковой турбулентный обмен; T̂ , Ŝ – данные наблюдений;
αT , αS, α0

T , α0
S, βT , βS – заданные весовые функции; νT = νS ≡ ν. Два
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последних слагаемых в (9.4.28) при ненулевых коэффициентах α0
T ,

α0
S, βT , βS отражают регуляризацию по Тихонову [156]. Уравнения

(9.4.29)–(9.4.34) рассматриваются в 3-мерной цилиндрической обла-
сти Ω (x, y, σ) с основанием Ω0 (x, y), на интервале усвоения (t0, t1)
при произвольных начальных полях температуры и солености T 0, S0

и потоках на поверхности QT , QS.
Решение вариационной задачи рассмотренным ранее образом с уче-

том (9.4.26) сводится к решению системы оптимальности. Система
оптимальности включает уравнения прямой модели (9.4.29)–(9.4.34)
и систему сопряженных уравнений. Система сопряженных уравнений
и граничных условий имеет вид

−H
∂S∗

∂t
− 1

2

[
∂

∂σ
(ω S∗) + ω

∂S∗

∂σ

]
+ αS

(
S − Ŝ

)
−

− Nx,yS
∗ =

1

H

∂

∂σ
ν
∂S∗

∂σ
+ Λx,y,σS

∗ +
∂ρ

∂S
· ρ∗,

(9.4.35)

−H
∂T ∗

∂t
− 1

2

[
∂

∂σ
(ω T ∗) + ω

∂T ∗

∂σ

]
+ αT

(
T − T̂

)
−

− Nx,yT
∗ =

1

H

∂

∂σ
ν
∂T ∗

∂σ
+ Λx,y,σT

∗ +
∂ρ

∂T
· ρ∗,

(9.4.36)

ν∗ − 1

H

(
∂T

∂σ

∂T ∗

∂σ
+

∂S

∂σ

∂S∗

∂σ

)
= 0, (9.4.37)

ρ∗ − ∂

∂σ
(ν ′ · ν∗) = 0, (9.4.38)

ν
∂T ∗

∂σ
= 0, −T ∗ + βT

(
QT − Q̂T

)
= 0,

ν
∂S∗

∂σ
= 0, −S∗ + βS

(
QS − Q̂S

)
= 0 при σ = 0,

(9.4.39)

µT

rx · rx
(ZxT

∗
σ − ZσT

∗
x )Zx +

+
µT

ry · ry
(
ZyT

∗
σ − ZσT

∗
y

)
Zy + ν

∂T ∗

∂σ
= 0,
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µS

rx · rx
(ZxS

∗
σ − ZσS

∗
x)Zx +

+
µS

ry · ry
(
ZyS

∗
σ − ZσS

∗
y

)
Zy + ν

∂S∗

∂σ
= 0 при σ = 1,

(9.4.40)

где ν ′ – производная по аргументу.
Краевые условия по времени для уравнений (9.4.29)–(9.4.40) будут

T ∗ = S∗ = 0 при t = t1,

−H T ∗ + α0
T

(
T 0 − T̂ 0

)
= 0,

−H S∗ + α0
S

(
S0 − Ŝ0

)
= 0 при t = t0.

(9.4.41)

Решение задачи вариационной ассимиляции заключается в нахож-
дении T , S, T 0, S0, QT , QS, при которых выполняются уравнения
оптимальности (9.4.29)–(9.4.41) и достигается минимум функциона-
ла (9.4.28). Численное решение прямых и сопряженных уравнений
оптимальности проводится на основе метода покоординатного рас-
щепления и абсолютно устойчивых неявных схем по времени. Метод
расщепления дает возможность, по сравнению с явными схемами, ис-
пользовать больший шаг по времени. Это, в свою очередь, приводит
к уменьшению размерности вариационной задачи и чувствительности
ее решения к погрешностям входной информации [25]. В качестве
итерационного процесса используется метод, изложенный в [206].

Отметим, что система (9.4.29)–(9.4.34) в общем случае нелиней-
ная. Она включает нелинейные уравнения для потенциальной плот-
ности и коэффициента вертикального турбулентного обмена (9.4.29),
(9.4.30). Из-за нелинейности появляются соответствующие им сопря-
женные уравнения (9.4.37), (9.4.38), а также дополнительные слагае-
мые в правых частях уравнений (9.4.35), (9.4.36). В том случае, если
коэффициент вертикального турбулентного обмена ν (x, y, σ, t) задан,
то система оптимальности сводится к линейной. Из нее исключаются
уравнения (9.4.29), (9.4.30), (9.4.37), (9.4.38) и последние слагаемые
в (9.4.35), (9.4.36).

Численные эксперименты по решению задач вариационной асси-
миляции проводятся с помощью разработанной в ИВМ РАН модели
гидродинамики Мирового океана, основанной на уравнениях (9.4.14)–
(9.4.24). Уравнения модели формулируются на сфере со сдвинутым на
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материк северным координатным полюсом. Вводятся новые криволи-
нейные ортогональные координаты «долгота» и «широта». Положение
нового северного полюса соответствует точке (60◦ в. д., 60, 5◦ с. ш.)
в географической системе координат. На поверхности океана задает-
ся климатическое атмосферное воздействие. Оно рассчитывается по
данным нормализованного года CORE, предназначенным для экспе-
риментов с моделями океана [210].

Разрешение модели по «долготе», «широте» и число вертикальных
σ-уровней составляют 2, 5◦×2◦×33. Шаг по времени – 6 часов, он вы-
бирается в соответствии с дискретностью атмосферного воздействия.
Коэффициент горизонтальной вязкости µu = 5.e + 04 см2/с; коэффи-
циент горизонтальной вязкости 4-го порядка 1.e + 22 см4/с; коэф-
фициент горизонтальной диффузии µT = 1.e+ 07 см2/с; коэффициент
вертикальной вязкости νu = 10 см2/с; коэффициенты вертикальной
диффузии νmin = 1 см2/с, νmax = 1.e + 03 см2/с. В некоторых слу-
чаях на этапе адаптации полей течений и плотности используется
ε-регуляризация: при расчете средних по вертикали компонент скоро-
сти ū, v̄ в правую часть уравнений вводятся слагаемые −Rb ū, −Rb, v̄,
Rb = ε � 1 [255, 274].

9.4.2. Решение тестовой задачи 4-мерной вариационной ассимиля-
ции полей температуры и солености с восстановлением начальных усло-
вий и потоков.

Рассматривается задача 4-мерной вариационной ассимиляции по-
лей температуры и солености с восстановлением начальных условий
T 0, S0 и потоков на поверхности океана QT , QS. В качестве прямой
модели используются уравнения (9.4.14)–(9.4.24), в качестве систе-
мы оптимальности 3-мерные уравнения (9.4.29)–(9.4.41). В качестве
модельной траектории – точного решения задачи выбирается равно-
весное решение, полученное интегрированием прямой модели на 3000
лет [294]. Коэффициент ε-регуляризации Rb равен нулю.

Вариант 1. «Идентичные» близнецы (см. табл. 9.1). Ассимилируе-
мые данные T̂ , Ŝ, а также T̂ 0, Ŝ0, Q̂T , Q̂S генерируются прямой моде-
лью, начиная с равновесного решения T3000, S3000, и задаются во всей
области Мирового океана (МО). Интервал ассимиляции составляет
1–5 января, затем расчет на 1 год. Оптимальное решение сравнива-
ется с точным T3001, S3001 – контрольным расчетом по прямой модели
на 1 год (3001-й). Первые приближения начальных условий T 0

1−st guess,
S0
1−st guess – возмущенные: T 0

1−st guess = T3000+2, S0
1−st guess = S3000+0.5.
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Коэффициенты регуляризации α0
T , α0

S, βT , βS в (9.4.28) равны нулю.
Оптимизируются начальные условия, потоки тепла и соли. Система
оптимальности (9.4.31)–(9.4.36), (9.4.39)–(9.4.41) линейная, компо-
ненты скорости и коэффициенты вертикального турбулентного обме-
на на интервале ассимиляции заданы. При прогностическом расчете
прямой модели на 1 год, после оптимизации, начальные условия для
течений и уровня – нулевые.

Таблица 9.1. Тестовый эксперимент

Вариант и
оптимальная
задача

1-е прибл.
T 0
1−st guess,

S0
1−st guess

Область
зада-
ния
данных

J на первой
и последней
итерации

Коэф.
ре-
гул.

Примечание

0. Кон-
трольный
расчет,
прямая
модель

Расчет без
оптимизации

1. 4Dvar,
линейная

T 0
1−st guess =

T3000 + 2;

S0
1−st guess =

S3000 + 0, 5

МО J(1) = 1,07
J(49) = 2,49е-
04

0. Оптимизация
T 0, S0,
QT , QS ;
ν задано

2. 4Dvar,
нелинейная
по ν

T 0
1−st guess =

T3000 + 2;

S0
1−st guess =

S3000 + 0, 5

МО J(1) = 1,06
J(79) = 4,56е-
04

0 Оптимизация
T 0, S0,
QT , QS

3. 3Dvar,
линейная

T 0
1−st guess =

T3000 + 2;

S0
1−st guess =

S3000 + 0, 5

МО J(1) = 1,07
J(45) = 2,32е-
04

0 Оптимизация
T 0, S0,
QT , QS ;
ν задано;
u = v = w = 0

4. 4DVar,
нелинейная
по ν

T 0
1−st guess =

4, 65;
S0
1−st guess =

34, 93

МО J(1) = 23,02
J(81) = 4,95е-
04

0 Оптимизация
T 0, S0,
QT , QS
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Вариант 2. В отличие от варианта 1 делается пересчет коэффици-
ента вертикального турбулентного обмена ν. Таким образом, в данном
случае система оптимальности (9.4.29)–(9.4.41) нелинейная.

Вариант 3. В отличие от варианта 1: при решении оптимальной
задачи компоненты скорости – нулевые; при расчете прямой моде-
ли, после оптимизации, начальные условия для течений и уровня –
нулевые. Для температуры и солености начальные условия – ре-
зультат решения линейной системы оптимальности (9.4.31)–(9.4.36),
(9.4.39)–(9.4.41) с нулевыми скоростями (уравнения диффузии). Этот
вариант близок к методу 3-мерной ассимиляции.

Вариант 4. В отличие от варианта 1 первые приближения T 0
1−st guess,

S0
1−st guess при решении задачи оптимизации – константы, система оп-

тимальности (9.4.29)–(9.4.41) нелинейная. В качестве T 0
1−st guess, S

0
1−st guess

выбраны средние по Мировому океану равновесные значения темпе-
ратуры и солености.

Рис. 9.1. Тестовый эксперимент. Средние по Мировому океану
температура (а) и соленость (б). Контрольный расчет (сплошная

линия), вариант 1 (штриховая), вариант 2 (пунктир). По оси
абсцисс – время (в мес.), расчет на 1 год

Суммируя результаты тестовых расчетов, можно отметить высокую
устойчивость вычислений и точность восстановления начальных по-
лей и потоков температуры и солености. В результате решения систе-
мы оптимальности минимизируемый функционал уменьшается на 3–4
порядка от исходного возмущенного значения. Поведение средних по
объему значений температуры и солености показывает, что потеря ин-
формации о начальных полях покрывается процедурой вариационной
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ассимиляции температуры и солености достаточно успешно. Для тем-
пературы точность восстановления годового хода порядка тысячной,
для солености несколько выше (рис. 9.1).

Рис. 9.2. Тестовый эксперимент. Средние на 1-м - уровне температура
(а) и соленость (б). Контрольный расчет (сплошная линия), вариант 1
(штриховая), вариант 2 (пунктир). По оси абсцисс - время (в мес.),

расчет на 1 год

Рис. 9.3. Тестовый эксперимент. Уровень океана, июнь: контрольный
расчет (а), вариант 1 (б). Здесь и далее результаты приведены в

проекции на географическую сетку

Поведение средних по первому расчетному σ-уровню значений тем-
пературы и солености показывает, что период адаптации характе-
ристик верхнего слоя к возмущению начальных условий составля-
ет для температуры примерно 1,5 месяца, а для солености – 3,5
(рис. 9.2). Хотя качество восстановления гидрофизических полей до-
статочно высокое, следует отметить, что точность их восстановления
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заметно уменьшается в высоких широтах Северного и Южного по-
лушарий. Этот эффект хорошо проявляется при сравнении уровня
океана в контрольном расчете и варианте 1 (рис. 9.3). В основной
области точность воспроизведения уровня океана порядка 1–2 см.
В Северном Ледовитом океане, однако, максимальная погрешность
составляет около 10, а в Южном океане имеются локальные макси-
мумы погрешностью несколько десятков см. Максимумы отмечаются
в районах глубокой конвекции, расположенных в тихоокеанском сек-
торе Южного океана и в Южной Атлантике, за проливом Дрейка.

9.4.3. 4-мерная вариационная ассимиляция климатических полей
температуры и солености Левитуса

Проводится численный расчет термохалинной динамики Мирово-
го океана в течение годового периода c ассимиляцией климатиче-
ских данных температуры и солености [223]. На поверхности океана
рассчитывается атмосферное воздействие по нормализованному году
CORE [210], изменяющееся по времени с определенной дискретно-
стью от 6 часов (ветер, давление и др.) до 1 месяца (осадки). Каж-
дый месяц разбивается на 4-суточные интервалы (t0, t1), в течение
каждого из которых проводятся расчеты в режиме «инициализация –
прогноз». Расчеты проводятся в три шага.

1. На каждом интервале (t0, t1) решается прямая задача (9.4.14)–
(9.4.24) с текущими (невозмущенными) начальными условиями u0, v0,
ζ0, T 0, S0 и внешним воздействием по данным CORE [210]. Вычис-
ляются и запоминаются компоненты вектора скорости и коэффициен-
ты вертикального турбулентного обмена теплом и солью u (x, y, σ, t),
v (x, y, σ, t), w (x, y, σ, t), νT = νS ≡ ν (x, y, σ, t).

2. На 2-м шаге на интервале [t0, t1] решается задача 4-мерной ва-
риационной ассимиляции полей температуры и солености (9.4.31)–
(9.4.36) с соответствующими граничными условиями и найденными
на 1-м шаге коэффициентами u (x, y, σ, t), v (x, y, σ, t), w (x, y, σ, t),
ν (x, y, σ, t). Коэффициент ν (x, y, σ, t) задан, система оптимальности –
линейная (9.4.31)–(9.4.36), (9.4.39)–(9.4.41). В качестве ассимилиру-
емых наблюдений T̂ , Ŝ используются данные Левитуса; в качестве
T̂ 0 (x, y, σ, t0), Ŝ0 (x, y, σ, t0) – модельные поля; потоки Q̂T (x, y, t),
Q̂S (x, y, t), t ∈ (t0, t1) рассчитываются по нормализованному году
CORE [210]. Вычисляются новые начальные поля в момент време-
ни t = t0: T 0

opti (x, y, σ), S0
opti (x, y, σ) и новые потоки QT,opti (x, y, t),

QS,opti (x, y, t) при t ∈ (t0, t1).
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3. На 3-м шаге на этом же временном интервале (t0, t1) пере-
считывается прямая задача с начальными условиями u0, v0, ζ0, T 0

opti,
S0
opti и с новыми потоками QT,opti, QS,opti, вычисленными на 2-м ша-

ге. Решение задачи, полученное на 3-м шаге u (x, y, σ, t), v (x, y, σ, t),
ζ (x, y, t), T (x, y, σ, t), S (x, y, σ, t), на интервале t ∈ (t0, t1), и являет-
ся искомым численным решением задачи (9.4.14)–(9.4.24) с 4-мерной
ассимиляцией данных наблюдений.

На каждом последующем интервале по времени описанная 3-шаго-
вая процедура повторяется. В качестве невозмущенных начальных
условий u0, v0, ζ0, T 0, S0 на новом временном интервале исполь-
зуется решение, полученное при t = t1 на предыдущем интервале.
Коэффициенты регуляризации в (9.4.28) α0

T = α0
S = 0.6, βT = βS = 0,

коэффициент ε-регуляризации Rb = 10−6 (sec−1).
Численный эксперимент начинается с 1-го января и продолжается

в течение одного года. Начальные условия для температуры и со-
лености – климатические среднеянварские [223], компоненты скоро-
сти и отклонение уровня равны нулю. На первом интервале расчета
1–5 января ассимиляция не производится. Процедура 4-мерной вари-
ационной ассимиляции с пересчетом начальных полей температуры
и солености включается начиная с интервала 6–9 января.

Численный расчет показывает, что после пяти суток расчета
(с 1-го по 5-е января) значение среднеквадратического отклонения мо-
дельных полей от наблюденных равно ∼ 0,025. В результате решения
вариационной задачи на следующем расчетном интервале (6–9 янва-
ря) функционал ошибки уменьшается, примерно, в 5 раз до величины
0,005. Далее на всех остальных интервалах расчета до конца года на-
блюдается аналогичное изменение функционала ошибки: увеличение
примерно в 5 раз на прогностическом этапе и подобное уменьшение
в результате вариационной ассимиляции.

В эксперименте с ассимиляцией данных Левитуса рассчитывается
сезонный ход течений, уровня моря, температуры и солености с вре-
менной дискретностью 6 часов. Пространственно-временная структу-
ра модельных полей формируется под влиянием физических особен-
ностей модели и данных натурных наблюдений. Задача состоит в том,
чтобы модель и данные дополняли друг друга и приближали харак-
теристики численного решения к наблюдаемым.
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Рис. 9.4. Ассимиляция климатических данных. Средняя по объему
Мирового океана кинетическая энергия. По оси абсцисс – время

(в мес.), расчет на 1 год

Рис. 9.5. Ассимиляция климатических данных. Мировой океан (а)
и Северная Атлантика (б). Температура и течения на глубине 50 м,

июнь

При анализе результатов численных экспериментов особое внима-
ние уделяют поведению составляющих энергетического обмена. Ин-
тенсивность обмена энергией между осредненными по вертикали (ба-
ротропными) и бароклинными течениями являются информативны-
ми характеристиками динамической активности модельной динами-
ки. При повышении пространственного разрешения численной модели
происходит увеличение уровня динамической активности. Это явля-
ется отражением способности высокоразрешающей модели воспроиз-
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водить фронтальные зоны, струйные течения и мезомасштабные осо-
бенности океанской динамики. Подобный эффект наблюдается и при
ассимиляции данных натурных наблюдений. В процессе ассимиля-
ции реальных данных градиентная структура полей температуры, со-
лености, плотности генерирует динамическую активность модельных
полей течений и уровня моря. Наши расчеты показывают, что асси-
миляция климатических данных температуры и солености приводит
к заметному увеличению кинетической энергии и при невысоком про-
странственном разрешении (рис. 9.4). Средняя по объему Мирового
океана кинетическая энергия

KE =
1

mes (Ω)

∫

Ω

u2 + v2

2
dΩ

в течение первого расчетного месяца достигает максимального значе-
ния ∼ 20 см2/с2. Далее ее величина изменяется в пределах
16–20 см2/с2 в течение всего годового периода.

Рис. 9.6. Ассимиляция климатических данных. Температура (а)
и соленость (б), разрез вдоль модельной долготы 180◦,

Тихий океан, июнь

Расчетные поля течений и уровень моря динамически согласова-
ны с полями температуры и солености. Они соответствуют современ-
ным представлениям об их реальных крупномасштабных особенно-
стях (рис. 9.5). Динамические характеристики формируются в про-
цессе адаптации полей течений и плотности, которые в свою очередь
зависят от ассимилируемых данных наблюдений температуры и со-
лености. Расчетные поля температуры и солености, являясь комбина-
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цией модельных данных и данных измерений, адекватно описывают
наблюдаемую крупномасштабную структуру (рис. 9.5, 9.6).

9.4.4. 4-мерная вариационная ассимиляция климатических полей
температуры и солености и данных буев Арго

Эксперимент посвящен ассимиляции климатических полей темпе-
ратуры и солености Левитуса [223] и данных буев Арго за 2008 г. Ал-
горитм интерполяции данных буев Арго описан в [50, 294]. Проводит-
ся численный расчет термохалинной динамики Мирового океана в те-
чение годового периода в режиме «ассимиляция – прогноз». Основное
отличие от предыдущего эксперимента состоит в том, что в процеду-
ре вариационной ассимиляции поочередно используются климатиче-
ские данные и данные наблюдений буев Арго. Каждый месяц разби-
вается на 5-суточные интервалы по времени. В течение первых двух,
1–5-х и 6–10-х суток каждого месяца, ассимилируются данные бу-
ев Арго, затем проводится расчет прямой модели до середины меся-
ца. В течение следующих двух интервалов каждого месяца, 16–20-х
и 21–25-х, ассимилируются климатические данные, затем проводится
расчет по прямой модели до конца месяца. При ассимиляции дан-
ных на всех 5-суточных интервалах расчеты проводятся в три шага
по вышеописанной процедуре в режиме «инициализация – прогноз».
В качестве начальных условий (на 1-е января) используются поля
течений, уровня, температуры и солености, полученные в результате
решения предыдущего эксперимента. Коэффициенты регуляризации
в (9.4.28) α0

T = α0
S = 0.5, βT = βS = 0, коэффициент ε-регуляризации

Rb = 10−6 (sec−1). При ассимиляции данных буев Арго в подобла-
стях Северного Ледовитого океана и Южного океана в функционале
(9.4.28) данные измерений заменяются модельными значениями. Это
связано с крайне малым количеством данных наблюдений в указан-
ных подобластях.

Данный эксперимент можно рассматривать как построение гидро-
физических полей Мирового океана на основе комбинации трех ти-
пов информации: расчетных модельных полей, климатических дан-
ных и текущих наблюдений буев Арго. Каждый тип информации
имеет свои особенности, положительные и отрицательные стороны.
Модельные поля, как правило, полны во всей 4-мерной рассматрива-
емой пространственно-временной области, однако могут иметь замет-
ные ошибки при описании реальных характеристик. Ошибки связаны
с невысоким пространственным разрешением модели, погрешностями

454



455

параметризаций подсеточных физических процессов, численными ме-
тодами решения задачи и т. д. Климатические данные температуры
и солености описывают лишь среднюю структуру природных полей
и имеют недостаточное разрешение во времени. Данные буев Арго
содержат измерения температуры и солености высокой точности, од-
нако нерегулярны и ограничены в пространстве. Кроме того, оба типа
данных наблюдений содержат информацию лишь о полях температу-
ры и солености, в то время как численная модель рассчитывает и ди-
намические характеристики: скорости течений и уровень моря. Как
и ранее, ставится задача расчета динамически согласованных полей
Мирового океана на основе компиляции данных наблюдений и чис-
ленного эксперимента.

Заключительный эксперимент направлен на решение этой задачи
и имеет две особенности. В качестве математического метода исполь-
зуется 4-мерная вариационная ассимиляция, а в качестве данных на-
блюдений – два источника: климатические массивы и измерения бу-
ев Арго. В целом расчеты приводят к положительным результатам.
С алгоритмической точки зрения, разработанный метод достаточно
эффективен. Использование процедуры 4-мерной вариационной асси-
миляции дает возможность удерживать невысокую погрешность от-
клонения модельных полей от данных наблюдений в течение всего
годового цикла. В результате вариационной инициализации средне-
квадратическое отклонение модельных полей снижается в 4–5 раз.
Значение функционала ценности (9.4.28), описывающего отклонение
расчетных полей от данных Левитуса, равно ∼ 0.01, а от данных Арго
составляет ∼ 0.02.

Поведение энергетических характеристик показывает, что в мо-
дельной системе поддерживается достаточно высокий уровень баро-
тропной и бароклинной кинетической энергии (рис. 9.7). Структура
расчетных полей температуры и солености содержит отчетливый от-
печаток данных наблюдений обоих типов. Результаты расчетов с ас-
симиляцией климатических полей температуры и солености, а так-
же их комбинации с данными буев Арго показывают подобие об-
щей структуры модельных полей и наличие некоторых особенностей
(рис. 9.8–9.10). Можно отметить, например, не только близкий ха-
рактер термоклина в низких широтах Тихого и Атлантического океа-
нов, но и наличие флуктуаций при учете текущих данных буев Арго
(рис. 9.8). Хорошо проявляются локальные отличия термохалинной
циркуляции двух экспериментов в восточной тропической подобла-

455



456

сти Тихого океана – зоне Эль Ниньо (рис. 9.9) и в Южном океане
(рис. 9.10).

Рис. 9.7. Ассимиляция климатических данных и буев Арго. Средняя
по объему Мирового океана кинетическая энергия. По оси абсцисс –

время (в мес.), расчет на 1 год

Рис. 9.8. Ассимиляция климатических данных (а), климатических
данных и буев Арго (б). Температура, разрез вдоль 30◦ с.ш., июнь
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Рис. 9.9. Ассимиляция климатических данных (а), климатических
данных и буев Арго (б). Тихий океан, температура и течения на

глубине 50 м, декабрь

Рис. 9.10. Ассимиляция климатических данных (а), климатических
данных и буев Арго (б). Температура, разрез вдоль 60◦ ю. ш., июнь
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Комментарии к книге
«Сопряженные уравнения
и анализ сложных систем»
В. И. Агошков,
В. Б. Залесный, В. П. Шутяев

Метод сопряженных уравнений интенсивно развивается в послед-
ние годы и все более активно проникает в различные области ма-
тематики, математической физики и их приложений. Особое место
он занимает при решении широкого класса прямых и обратных за-
дач, описываемых сложными математическими моделями. Основная
идея метода состоит в том, что при исследовании некоторой пробле-
мы для исходной системы уравнений строится сопряженная система
и поставленная проблема изучается с использованием решений со-
пряженной задачи. Развитие метода сопряженных уравнений в зна-
чительной степени основано на трудах Гурия Ивановича Марчука
в течение его 65-летней научной деятельности. В этой книге изложе-
на развиваемая им и его научной школой методология решения задач
математической физики с помощью теории сопряженных уравнений.
Методология применяется к требующим глубокого анализа сложным
системам, с помощью которых изучаются проблемы глобальных из-
менений климата, охраны окружающей среды, атомной энергетики,
иммунологии, сохранения биосферы с учетом интенсивного развития
промышленности и многие другие. В рамках единого подхода фор-
мулируются новые постановки задач, стимулируемые развитием но-
вых технологий. Становятся необходимыми совместный анализ мо-
дельных решений и данных измерений, например спутниковых; поиск

458

458



459

решения обратных задач – начальных и граничных условий; оценка
функционалов от решения прямых и обратных задач. Объединяются
в общую сложную систему проблемы локальных и глобальных воз-
мущений и чувствительности моделей к входным данным. Все это
требует комплексного изучения больших систем с применением тео-
рии сопряженных уравнений. Именно эти сложные системы и теория
чувствительности в применении к их исследованию дают новый им-
пульс развитию теории сопряженных уравнений.

Теория чувствительности на основе сопряженных уравнений может
быть применена не только к ретроспективному изучению процессов,
описываемых имитационными моделями, но и к исследованию самих
моделей, реализуемых с помощью современных вычислительных тех-
нологий. Если к этому добавить проблему четырехмерного анализа
данных наблюдений и решение обратных задач, то становится ясным
большое значение сопряженных задач в современной науке.

Первоначально определенные Лагранжем сопряженные операторы
нашли глубокое теоретическое обоснование и широкое применение
при решении многих задач математической физики. Возможно, впер-
вые значение теории сопряженных уравнений было оценено физиками
при развитии квантовой механики. Уравнение Шредингера потребова-
ло развития аппарата самосопряженных расширений симметрических
операторов. Здесь самосопряженные уравнения становятся необходи-
мым математическим аппаратом для формулирования теории малых
возмущений в спектральных проблемах. Важный этап активного ин-
тереса к сопряженным уравнениям и теории малых возмущений от-
носится к теории ядерных реакторов. Сложные задачи теории перено-
са нейтронов с замедлением их в средах потребовали формулировки
сопряженных уравнений и решения основных и сопряженных урав-
нений для оценки первого собственного числа спектральной задачи,
связанной с реализацией стационарной цепной реакции. Созданная
здесь на базе основных и сопряженных уравнений реактора теория
малых возмущений сыграла большую роль в развитии физики реак-
торов и в реализации проектов атомных электростанций.

Одной из насущных проблем в теории ядерных реакторов, изу-
ченных Г. И. Марчуком, была проблема корректной замены интегро-
дифференциального уравнения Больцмана эффективными малогруп-
повыми моделями. На основе теории сопряженных уравнений и алго-
ритмов возмущений Г. И. Марчук разработал методы построения та-
ких моделей, им были получены выражения для групповых констант,
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которые в определенном смысле являются оптимальными. Г. И. Мар-
чуком и сотрудниками возглавляемого им отдела в Физико-энергети-
ческом институте в 50-е гг. были созданы эффективные малогруппо-
вые модели реактора в различных приближениях метода сферических
гармоник. Эти модели широко использовались для серийных расчетов
критических масс ядерных реакторов. Отмеченные научные результа-
ты вошли в монографию Г. И. Марчука «Численные методы расчета
ядерных реакторов», вышедшую в свет в 1958 г. и переизданную за-
тем под названием «Методы расчета ядерных реакторов» (1961). Эти
монографии вызвали большой научный интерес, а изложенные в них
результаты с использованием теории сопряженных уравнений стали
основополагающими для развития методов расчета ядерных реакто-
ров в нашей стране.

В дальнейшем было дано развитие теории сопряженных задач по
отношению к заданным функционалам для некоторых классов задач
математической физики. Оно оказалось плодотворным и для многих
других направлений науки. В результате появились общие подходы
к исследованию сложных систем и математических моделей. Разра-
ботке этих подходов в различных областях математики и ее приложе-
ний посвящены многолетние исследования Г. И. Марчука и его науч-
ной школы. Они относятся к проблемам ядерной энергетики, охраны
окружающей среды, теории климата и его изменений, математическим
проблемам обработки информации со спутников, математическим мо-
делям в иммунологии и др.

Вместе с развитием метода сопряженных уравнений формировал-
ся рациональный подход к решению обратных задач и к планиро-
ванию математического эксперимента. Во многом благодаря работам
Г. И. Марчука и его научной школы теория сопряженных уравнений
стала одним из наиболее мощных математических средств изучения
разнообразных физических процессов и явлений. Им выполнен ряд
исследований, оказавших значительное влияние на развитие теории
и алгоритмов решения сопряженных уравнений и методов возмуще-
ний. В статье Г. И. Марчука и В. В. Орлова «К теории сопряженных
функций» (1961) был в общем виде сформулирован метод получения
сопряженных функций (или функций ценности) для широкого класса
неоднородных линейных уравнений и получены формулы теории воз-
мущений для линейных функционалов, которые впоследствии нашли
применение при исследовании сложных систем.
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На основе метода сопряженных уравнений и теории возмущений
Г. И. Марчуком была разработана общая постановка обратных задач,
связанных с восстановлением параметров оператора исходной задачи
(Марчук, 1964). С помощью формул малых возмущений Г. И. Мар-
чук предложил алгоритм определения искомых поправок к известным
коэффициентам невозмущенной задачи. В результате обратная задача
была сведена к задачам линейной алгебры. Было дано развитие тео-
рии и на случай, когда невозмущенное состояние значительно отлича-
ется от реального. На основе сформулированных постановок обратных
задач Г. И. Марчук предложил пути решения проблемы планирования
сложного эксперимента, позволяющие среди всевозможных (практи-
чески реализуемых) наборов измерений выбрать те, которые оказы-
ваются наиболее информативными с точки зрения решения обратной
задачи (Марчук, 1964–1982).

Конкретным приложением общих постановок обратных задач с ис-
пользованием сопряженных уравнений была постановка задач атмо-
сферной оптики, сформулированная в статье Г. И. Марчука «Уравне-
ние для ценности информации с метеорологических спутников и по-
становка обратных задач» (1964). Эта статья и другие работы
Г. И. Марчука по применению метода статистических испытаний (ме-
тод Монте-Карло), выполненные совместно с его учениками, стали
основополагающими в атмосферной оптике и теории обратных задач
в ней.

Г. И. Марчуком были выполнены важные исследования по теории
и приложениям сопряженных уравнений в связи с решением актуаль-
ных задач моделирования окружающей среды и оптимизации (с эко-
логической точки зрения) территориального размещения промышлен-
ных объектов (Марчук, 1970–1982). Основу созданной Г. И. Мар-
чуком теории математического моделирования оптимизационных про-
блем в охране окружающей среды составляет разработанный им мате-
матический аппарат сопряженных задач, решения которых являются
функциями влияния загрязняющей примеси на окружающую среду.
На основе теории сопряженных уравнений Г. И. Марчуком в общем
виде решены сложные оптимизационные проблемы размещения про-
мышленных предприятий, при котором соблюдаются ограничитель-
ные нормы на загрязнение экологически значимых зон и учитыва-
ются последствия воздействий примесей на биосферу, проблемы оп-
тимальных ограничений на выбросы предприятий, обеспечивающих
максимум экономического эффекта. Это сделало реальной постанов-
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ку задачи по составлению для крупных регионов страны программ по
оптимальному в эколого-экономическом смысле размещению и функ-
ционированию промышленных предприятий. Основные результаты ис-
следований Г. И. Марчука в этом направлении изложены в моногра-
фии «Математическое моделирование в проблеме окружающей среды»
(1982).

В последние годы нелинейные задачи становятся объектом широко-
го фронта исследований. И, естественно, при этом возникают те или
иные обобщения теории сопряженных уравнений, приспособленные
для новых классов задач. Большой интерес здесь вызывают подходы,
сформулированные в работах Ямамуро (1979), Вайнберг (1968), Мас-
лов (1984), Владимиров, Волович (1984), Марчука, Агошков (1988),
Треногин (1966). Впоследствии были предложены и исследованы но-
вые подходы к построению сопряженных операторов в нелинейных
задачах математической физики на основе применения групп преоб-
разований, законов сохранения, общих теорем вариационного исчис-
ления (Марчук, Агошков, Шутяев, 1993; Владимиров, Марчук, 2000;
Дымников, 2001).

Особое место в развитии методов теории сопряженных уравнений
занимают работы Г. И. Марчука и его учеников в области динами-
ки атмосферы и океана, теории климата. В данной области им со-
здано новое направление исследований, связанное с решением ши-
рокого класса задач по оценке чувствительности климатических мо-
делей и четырехмерной ассимиляции данных натурных наблюдений
в современных моделях гидродинамики океана. Яркой чертой это-
го направления является сочетание фундаментальных теоретических
исследований и натурных экспериментов, что отразилось в проведе-
нии в 1980–1990 гг. крупнейшей в истории развития науки о кли-
мате программы исследования климатической изменчивости земли –
научно-наблюдательной программы «Разрезы». Первоначально теория
сопряженных уравнений динамики атмосферы и океана использова-
лась Г. И. Марчуком для постановки и решения задач апостериорного
анализа. Это, например, задача о формировании температурных ано-
малий в атмосфере и океане, задача о чувствительности изменчивости
климата для различных регионов Земли, рассмотренная в главе хх.
Подчеркнем, что именно решение сопряженной задачи о чувствитель-
ности климата явилось теоретической основой проведения программы
«Разрезы».
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С использованием двойственного представления функционала, опи-
сывающего среднюю приземную температуру выбранного региона Зем-
ли, он записывается в терминах решения сопряженного уравнения.
Для сопряженного уравнения ставится задача нахождения локали-
зованных в пространстве подобластей океана, в которых процессы
его теплообмена с атмосферой вносят максимальный вклад в зна-
чение изучаемого функционала. Сопряженная задача для уравнения
конвекции-диффузии тепла решается в обратном времени, данные
натурных наблюдений используются для вычисления скорости атмо-
сферных потоков, океанических течений и коэффициентов турбулент-
ного теплообмена. Вычисленные подобласти получили название энер-
гоактивных зон океана, и именно в них были сосредоточена наблюда-
тельная часть программы «Разрезы».

Впоследствии метод сопряженных уравнений получил существен-
ное развитие при решении обратных задач динамики атмосферы и оке-
ана и задач четырехмерной вариационной ассимиляции данных на-
блюдений. В последние десятилетия в связи с исследованиями гло-
бальных изменений на нашей планете очень важной является про-
блема получения и рационального использования данных измерений
с целью ретроспективного анализа в различных областях знаний. Ма-
тематическая модель данной проблемы может быть сформулирована
как задача об усвоении и обработке многомерных (включающих за-
висимость от временной и пространственных переменных) данных,
представляющая собой одну из задач оптимального управления (data
assimilation problem). Эта проблема фактически сводится к задаче
вычисления распределенных параметров процессов, описываемых эво-
люционными уравнениями, по результатам наблюдений. Постановки
и изучение таких задач на основе теории сопряженных уравнений
позволили получить ряд новых результатов в этом направлении.

В работах Г. И. Марчука и его учеников на базе теории сопряжен-
ных уравнений и алгоритмов возмущений исследована разрешимость
ряда задач ассимиляции данных, разработаны и обоснованы итера-
ционные алгоритмы решения этих задач с использованием сопряжен-
ных уравнений, проведена оптимизация итерационных процессов на
основе спектральных свойств операторов управления (Агошков, Мар-
чук, 1993; Марчук, Залесный, 1993; Марчук, Шутяев, 1994; Агошков,
2003; Шутяев, 2001). Характерной особенностью современных работ
в данном направлении Г. И. Марчука и его учеников является сочета-
ние многокомпонентного метода расщепления и метода сопряженных
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уравнений (Агошков и др., 2010; Марчук, Залесный, 2012; Agoshkov,
Zalesny, 2012).

В заключение отметим, что в книге отражены основные идеи, неко-
торые общие аспекты теории сопряженных уравнений и их прило-
жения в конкретных областях, развитые в работах Г. И. Марчука
и его научной школы. Надеемся, что они привлекут внимание широ-
кого круга студентов, аспирантов, научных сотрудников и инженеров-
исследователей к применению данных методов для постановки и ре-
шения новых прямых и обратных задач, возникающих в различных
областях современной науки и техники. В дополнение к цитируемым
в книге изложение некоторых подходов, методов и алгоритмов анали-
за сложных систем с помощью сопряженных уравнений и их матема-
тического обоснования можно найти в специальной литературе, ссыл-
ки на которую помещены в конце комментария. Здесь представлены
известные монографии по теории сопряженных уравнений, некоторые
оригинальные работы, в которых изучаются специальные положения
этой теории и приложения теории сопряженных операторов и уравне-
ний, не нашедших полного отражения в настоящей книге.
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