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Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 7, 2020Íåëèíåéíûå ñèñòåìû
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ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ çàìåíèòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèíöèïàìàêñèìóìà ýêâèâàëåíòíûìè êîíå÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè.�ðóïïîâîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå êîíñòðóèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, îáåñ-ïå÷èâàþùèõ èíâàðèàíòíîñòü õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê âíåø-íèì âîçìóùåíèÿì, ïðåäëîæåí â [19, 20, 22, 26℄.Çàäà÷å ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [25, 27, 28℄.Â ÷àñòíîñòè, â [27℄ ââåäåíî ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà èîïðåäåëåíû óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (âûðàæàþùèå èíâàðèàíòíîñòü ìíî-ãîîáðàçèÿ è �óíêöèîíàëà îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå ãðóïïû ïðåîáðàçî-âàíèé), ÷òî ïîçâîëèëî ñâåñòè ïðîáëåìó ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ê îïòèìàëüíîéçàäà÷å ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ ïðè ñîõðàíåíèè ýêñòðåìàëüíîãî çíà-÷åíèÿ �óíêöèîíàëà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííîå ñ ãðóï-ïîâûì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïà-ðàìåòðàìè, ðàçâèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî, òî â îòíîøåíèè ñèñòåìñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè èìåþòñÿ òîëüêî åäèíè÷íûå ïóáëèêàöèè[15, 27, 29, 30�33℄.2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è ïðèâîäèìîñòè îïòèìàëüíîãî ïðîöåññàÏóñòü ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ íà îòðåçêå [t0, tk] îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dxi

dt
= f i (t, x, u) (i = 1, . . . , n)(1)ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè xi (t0) = xi0.Êà÷åñòâî óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà îöåíèâàåòñÿ �óíêöèîíàëîì
J =

tk∫

t0

ϕ (t, x, u) dt,(2)îïðåäåëåííûì íà äâèæåíèÿõ ñèñòåìû (1). Çäåñü x =
(
x1, . . . , xn

) � �àçîâûåêîîðäèíàòû; u =
(
u1, . . . , um

) � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ; f i, ϕ � íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè; îòðåçîê âðåìåíè [t0, tk] ïðåäïîëàãàåòñÿ�èêñèðîâàííûì.Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå u, ðåàëèçóþùåå íà äâèæåíèÿõ ñèñòåìû (1)ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (2).Ñëåäóÿ [27℄, áóäåì íàçûâàòü èññëåäóåìûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïòèìàëü-íî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè ñ îïåðàòîðîì
U = ξt (t, x, u)

∂

∂t
+ ξix (t, x, u)

∂

∂xi
+ ξju (t, x, u)

∂

∂uj
,

(i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m) ,åñëè �óíêöèîíàë J ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ýòîé ãðóïïû(â ñìûñëå Ëè�×åáîòàðåâà [34, 35℄) è åñëè ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò ýòó æå ãðóïïóíåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.4



Äðóãèìè ñëîâàìè: è óðàâíåíèÿ (1), è �óíêöèîíàë (2) èíâàðèàíòíû îò-íîñèòåëüíî îïåðàòîðà U . Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîéèíâàðèàíòíîñòè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ñîãëàñíî [34, 36℄ ìîæíî çàïèñàòü ââèäå
ξt
∂fk

∂t
+ ξlx

∂fk

∂xl
+ ξiu

∂fk

∂ui
=
∂ξkx
∂t

+ f l
∂ξkx
∂xl

− fk
∂ξt
∂t

− fkf l
∂ξt
∂xl

,(3)
U (ϕ) + ϕDt (ξt) = 0,(4)ãäå

Dt =
∂

∂t
+ xl

∂

∂xl
+ ui

∂

∂ui
(k, l = 1, . . . , n; i = 1, . . . ,m) .Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè (3), (4) ïîçâîëÿþò, âîîáùå ãîâîðÿ,ðåøàòü äâå ñàìîñòîÿòåëüíûå çàäà÷è.Ïðÿìàÿ çàäà÷à. Ôóíêöèè f i è ϕ çàäàíû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ãðóïïó Gr.Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Çàäàíà ãðóïïà Gr. Òðåáóåòñÿ íàéòè f i è ϕ (îòûñêàíèå�óíêöèè ϕ Í.�. ×åáîòàðåâ íàçûâàåò çàäà÷åé êîíñòðóèðîâàíèÿ îáúåìîâ).Çàäàíèå ïðîöåññà (1), (2) áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå ëèáî ïðÿìîé, ëèáîîáðàòíîé çàäà÷.Îäíèì èç êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíî èíâàðèàíò-íûõ ïðîöåññîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäëàãàåìûé çäåñü ìåòîä ðåäóöèðîâàíèÿ(ïðèâîäèìîñòè) îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-ùåì. Íàõîäÿòñÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîäíîé çàäà÷è ê íî-âûì ïåðåìåííûì â íåêîòîðîì âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì îï-òèìàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â çàäà÷ó, ðåøàåìóþ â ðÿäå ñëó÷àåâïðîùå èñõîäíîé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ìåõàíèêèòåë ïåðåìåííîé ìàññû çàäà÷à ïðèâîäèìîñòè áûëà âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíàÈ.Â. Ìåùåðñêèì â �îðìå ìåòîäà ¾îòîáðàæåíèÿ äâèæåíèÿ¿ [37℄. Ñ ìàòåìà-òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä ïðèâîäèìîñòè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàäà÷å.Òðåáóåòñÿ íàéòè ãëàäêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (äè��åîìîð-�èçì) T

t̄ = t̄ (t, x) , x̄i = x̄i (t, x) , ūj = ūj (t, x, u)(5)
(i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m) ,ïåðåâîäÿùåå îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó (1) â ñèñòåìó âèäà

dx̄i

dt
= f̄ i (t̄, x̄, ū) ,(6)à �óíêöèîíàë (2) � â �óíêöèîíàë

J =

t̄k∫

t̄0

ϕ̄ (t̄, x̄, ū) dt̄,(7)ãäå f̄ i è ϕ̄ � �óíêöèè, ñòðóêòóðà êîòîðûõ çàäàåòñÿ çàðàíåå. 5



Åñëè, íàïðèìåð, �óíêöèè f̄ i è ϕ̄ íå ñîäåðæàò â ÿâíîì âèäå t̄, òî èìå-åò ìåñòî ÷àñòíàÿ çàäà÷à ðåäóöèðîâàíèÿ: òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå T ,ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1) â àâòîíîìíóþ ñèñòåìó, à �óíêöèîíàë (2) � â èíâà-ðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé �óíêöèîíàë. Òîãäàåñëè îòîáðàæåíèå T � äè��åîìîð�èçì, òî â ñëó÷àå ïðîãðàììíîãî óïðàâëå-íèÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà áóäåò äîïóñêàòü ïåðâûé èíòåãðàë [38℄, à â çàäà÷åñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Áåëëìàíà áó-äåò óðàâíåíèåì ñ íåçàâèñÿùèìè îò íîâîãî ¾âðåìåíè¿ t̄ êîý��èöèåíòàìè [39℄;ïðè ýòîì â ñëó÷àå �èêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé ñèñòåìûè ñâîáîäíîãî âðåìåíè ïåðåõîäà åãî ðåøåíèå íå áóäåò çàâèñåòü ÿâíûì îáðà-çîì îò t̄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåóïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ çàäà÷à àâòîíîìèçàöèèëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàìêàõ ìåòîäà �àêòîðèçàöèè äè��åðåí-öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëà ðàññìîòðåíà â [40℄.Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ (1), (2) èí-âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî èíòðàíçèòèâíîé ãðóïïû Gr (ò.å. ãðóïïû, èìåþùåéíåòðèâèàëüíûå è �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû)ñ îïåðàòîðîì U , à ïðîöåññ (6), (7) � îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Gr ñ îïåðàòîðîì
U = ξt̄ (t̄, x̄, ū)

∂

∂t̄
+ ξix̄ (t̄, x̄, ū)

∂

∂x̄i
+ ξjū (t̄, x̄, ū)

∂

∂ūj
.(8)Ïóñòü Ta (a � ãðóïïîâîé ïàðàìåòð) � ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû G1.Åñëè îòîáðàæåíèå (5) � äè��åîìîð�èçì, òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò (t, x, u)îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé T̄a, îïðåäåëÿåìîå ðàâåí-ñòâîì T̄a = TTaT

−1 ñîãëàñíî Ñ. Ëè [35℄, âíîâü îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ ãðóï-ïó Ëè Ḡ1, ïîëó÷àåìóþ èç Ta ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ T .Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (t̄, x̄, ū) îïåðàòîð U ïðèíèìàåò âèä
Ū = U (t̄)

∂

∂t̄
+ U

(
x̄i
) ∂

∂x̄i
+ U

(
ūj
) ∂

∂ūj
,(9)êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (5) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (t̄, x̄, ū).Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå T , îñóùåñòâëÿþùåå ðåäóöèðîâàíèå îïòè-ìàëüíûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

U (t̄) = ξt̄ (t̄, x̄, ū) , U
(
x̄i
)
= ξix̄ (t̄, x̄, ū) , U

(
ūi
)
= ξjū (t̄, x̄, ū)(10)

(i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m) .Ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòíàÿ çàäà÷à ïðèâîäèìîñòè, ïîñòàâëåííàÿ âûøå, ÿâëÿåò-ñÿ ðàçðåøèìîé. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ξt = 1, ξix = ξju = 0, òîèç óðàâíåíèÿ (10) â ñèëó èíòðàíçèòèâíîñòè ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî íîâûå �à-çîâûå êîîðäèíàòû x̄i è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ūj ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-ñêèìè èíâàðèàíòàìè, à íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t̄ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ U (t̄) = 1. Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òîåñëè èçâåñòíî ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îïòèìàëüíûé ïðîöåññ (1), (2) âîïòèìàëüíûé ïðîöåññ (6), (7), òî óðàâíåíèÿ (10) ïîçâîëÿþò íàéòè ãðóïïó,äîïóñêàåìóþ èñõîäíûì îïòèìàëüíî èíâàðèàíòíûì ïðîöåññîì (1), (2).6



3. ÏðèìåðÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿïðîöåññîì, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
x(n) = F

(
t, x, x(1), . . . , x(n−1)

)
+ b (t)u, t ∈ [t0, tn](11)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(i−1) (t0) = xi0 (i = 1, . . . , n).Çàïèøåì (11) â ðàâíîñèëüíîé �îðìå (x = x1

):
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= x3, . . . ,

dxn−1

dt
= xn;

dxn

dt
= F

(
t, x1, x2, . . . , xn

)
+ b (t)u.

(12)Ôóíêöèîíàë (2) çàäàäèì â âèäå
J =

tk∫

t0

[
S (t, x) +m (t)u2

]
dt (m (t) > 0) .(13)Îïåðàòîð ãðóïïû G, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðî-öåññ (12), (13), áóäåì èñêàòü â âèäå (ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à)

U = ξt (t)
∂

∂t
+ a (t) x1

∂

∂x1
+ ξix (t, x)

∂

∂xi
+ g (t) u

∂

∂u
(i = 2, . . . , n) ,ãäå ξt (t), a (t), ξix (t, x), g (t) � ïðîèçâîëüíûå äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè.Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (3) çàïèøóòñÿ òàê:

ξk+1
x =

∂ξkx
∂t

+ xl+1∂ξ
k
x

∂xl
− xk+1ξ̇t (l = 1, . . . , k; k = 1, . . . , n− 1) ,(14)

∂ξnx
∂t

+ xk+1 ∂ξ
n
x

∂xk
+ (F + bu)

(
∂ξnx
∂xn

− ξ̇t

)
= ξt

∂F

∂t
+ ξix

∂F

∂xi
+ ḃuξt + bgu(15)

(k = 1, . . . , n− 1; i = 1, . . . , n) .Òàê êàê êîîðäèíàòû ξix è �óíêöèÿ F ïî óñëîâèþ íå çàâèñÿò îò u, òî óðàâ-íåíèå (15) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ
∂ξnx
∂t

+ xk+1 ∂ξ
n
x

∂xk
+ F

(
∂ξnx
∂xn

− ξ̇t

)
= ξt

∂F

∂t
+ ξix

∂F

∂xi
(16)

(k = 1, . . . , n− 1; i = 1, . . . , n) ;

b

(
∂ξnx
∂xn

− ξ̇t

)
= ḃξt + bg.(17) 7



�åøàÿ ñèñòåìó (14), ïîëó÷èì
ξix = x1ai−1 + P ijx

j,(18)
P ij = Cj−1

i−1 a
(i−j) − Cj−2

i−1 ξ
(i+1−j)
t (j = 2, . . . , i; i = 2, . . . , n) ,(19)ãäå ÷åðåç Cmn îáîçíà÷åíî ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m. ×àñòíîå ðå-øåíèå óðàâíåíèé (10) äëÿ ñëó÷àÿ ξt̄ = 1, ξix̄ = 0, ξū = 0 âûáåðåì â âèäå

t̄ =

t∫

t0

dt

ξt (t)
, x̄k = mk

i x
i, ū = ubξnt exp


−

t∫

t0

a

ξt
dt


(20)

(i = 1, . . . , k; k = 1, . . . , n) ,ãäå �óíêöèè mk
i (t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè

ξtṁ
k
1 +mk

i a
(i−1) = 0 (i = 1, . . . , k) ;

ξtṁ
k
2 + P i2m

k
i = 0 (i = 2, . . . , k) ;

. . . . . . . . . . . . . . .

ξtṁ
k
k−1 + P in−1m

k
i = 0 (i = k − 1, . . . , k) ;

ξtṁ
k
k + P kkm

k
k = 0 (k = 1, . . . , n) ,

(21)êîòîðàÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé ξt(t) è a(t) âñåãäà èìååò îáùååðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (íà÷èíàÿ ñïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû). Òàê êàê çäåñü ïîäõîäèò ëþáîå ÷àñòíîå ðåøå-íèå, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê ýòîé ñèñòåìå óäîáíî çàäàòü â âèäå mk
i (t0) = δkiòàê, ÷òî x̄k (0) = xk (t0) è èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

mk
k (t) =

[
ξt (t)

ξt (t0)

]k−1

exp


−

t∫

t0

a (t)

ξt (t)
dt


(22)(δki � ñèìâîë Êðîíåêåðà).�åøåíèÿ óðàâíåíèé (16) è (17) èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

F (t) = ξ1−nt exp




t∫

t0

a

ξt
dt



[
ω
(
m1
ix
i, . . . ,mn

i x
n
)

ξt
− ṁn

i x
i −mn

j−1x
j

](23)
(i = 1, . . . , n; j = 2, . . . , n) ,

g = a− nξ̇t − ξtḃ/b.(24)Çäåñü ω � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ñâîèõàðãóìåíòîâ; b è ξt � ïðîèçâîëüíûå äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðóåìûå�óíêöèè ïåðåìåííîãî t.8



Ïîäâåðãàÿ (12) ïðåîáðàçîâàíèÿì (20), ïîëó÷èì
dx̄1

dt̄
= x̄2,

dx̄2

dt̄
= x̄3, . . . ,

dx̄n−1

dt̄
= x̄n;

dx̄n

dt̄
= ω

(
x̄1, . . . , x̄n

)
+ ū.(25)Ñë å ä ñ ò â è å. Åñëè â �îðìóëå (23) ïîëîæèòü ω = βkx̄

k, ãäå βk � ïîñòî-ÿííûå, òî
F = ξ1−nt exp




t∫

t0

a

ξt
dt



[
x1
(
βkm

k
1

ξt
− ṁn

1

)
+ xi

(
βkm

k
i

ξt
− ṁn

i −mn
i−1

)](26)
(i = 2, . . . , n; k = 1, . . . , n) .Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ F çàäàíà â âèäå (26), òî ëèíåéíîå îäíî-ðîäíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñ ïîìîùüþïîäñòàíîâêè (20) ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-�èöèåíòàìè. Åñëè a = 0, òî mk

i = const è ïîäñòàíîâêà (20) ñîâïàäàåò ñ îäíîéèç ïîäñòàíîâîê, óêàçàííûõ â [41℄.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íåóïðàâëÿåìîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïî-ðÿäêà èç (25) ñëåäóåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [42℄.Ôóíêöèè S (t, x) , m (t), äîïóñêàþùèå ïðèâîäèìîñòü îïòèìàëüíîé çàäà÷è,â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
ξt

(
∂S

∂t
+ ṁu2

)
+ ax1

∂S

∂x1
+ P ijx

j ∂S

∂xi
+ 2muξu +

(
S +mu2

)
ξ̇t = 0(27)

(j = 2, . . . , i; i = 2, . . . , n) ,îòêóäà ñ ó÷åòîì (19), (24) ñëåäóåò
S (t, x) = ψ

(
x̄1, . . . , x̄n

)
/ξt,(28)ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ;

m (t) = cb2ξ2n−1
t exp


−2

t∫

t0

a

ξt
dt


 .(29)Ôóíêöèîíàë (13) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä

J =

t̄k∫

t̄0

[
ψ (x̄) + cū2

]
dt̄,(30)ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è

t̄k =

tk∫

t0

dt

ξt (t)
. 9



Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååÓòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü â ñèñòåìå (12) �óíêöèÿ F (t, x) çàäàíà ðàâåí-ñòâîì (23), à â �óíêöèîíàëå (13) �óíêöèè S (t, x) è m (t) îïðåäåëÿþòñÿñîîòâåòñòâåííî �îðìóëàìè (28) è (29). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå T (20) îñó-ùåñòâëÿåò ïðèâîäèìîñòü óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (12), (13) â èíâàðèàíòíûéîòíîñèòåëüíî ¾âðåìåíè¿ t̄ ïðîöåññ (25), (30).Ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå T ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì; äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åãî ÿêîáèàí
J (T ) =

α (t)

ξt (t)
|M | , M =

∣∣∣mk
i

∣∣∣ , α = bξnt exp


−

t∫

t0

a

ξt
dt


íå ðàâåí íóëþ: J (t) 6= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü |M | 6= 0. Òàê êàê i < k,òî ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, M =

n∏
k=1

mk
n (t), ãäå

mk
n (t) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (22). Òàêèì îáðàçîì, ïðè åñòåñòâåííîì ïðåä-ïîëîæåíèè b (t) 6= 0, ξt (t) 6= 0 ïðåîáðàçîâàíèå T åñòü äè��åîìîð�èçì.Ñëåäóÿ [43℄, ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.Îïð å ä å ë å í è å. Óðàâíåíèå �. Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëü-íîìó ïðîöåññó (12), (13), èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T (20),åñëè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå,ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì �. Áåëëìàíà, ñîñòàâëåííûì äëÿ îïòèìàëüíîãîïðîöåññà (25), (30).Óòâ å ðæä å í è å 2. Óðàâíåíèå �. Áåëëìàíà äëÿ îïòèìàëüíîé çàäà÷è(12), (13) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (20).Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå �. Áåëëìàíà äëÿ îïòèìàëüíîé çàäà÷è (12), (13)ñîãëàñíî [39℄ èìååò âèä

−∂ω
∂t

= max

[
S +mu2 + xk+1 ∂ω

∂xk
+ (F + bu)

∂ω

∂xn

]
(k = 1, . . . , n− 1) .(31)Ïîäâåðãàÿ óðàâíåíèå (31) ïðåîáðàçîâàíèÿì (20), ïîëó÷èì

−∂ω
∂t̄

= max

[
ψ + cū2 + x̄k+1 ∂ω

∂x̄k
+ (ω + ū)

∂ω

∂x̄n

]
(k = 1, . . . , n− 1) .(32)Íî ðàâåíñòâî (32) åñòü óðàâíåíèå �. Áåëëìàíà äëÿ îïòèìàëüíîé çàäà÷è(25), (30), ÷òî è äîêàçûâàåò ýòî óòâåðæäåíèå.4. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèìîñòè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ ññîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè è ïðåäëîæåí ìåòîä åå ðåøåíèÿ ñ ïðèâëå÷å-íèåì òåîðèè ãðóïï Ñ. Ëè.10
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ïîðîãà. Ýòîò âåðîÿòíîñòíûé êðèòåðèé áûë èñïîëüçîâàí Áàõàäóðîì äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ïîíÿòèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ý��åêòèâíîñòè [1℄. Â îò-ëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî Ôèøåðîì è ðàçâèòîãî �àîè Êðàìåðîì, ýòî ïîíÿòèå îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè âåðîÿòíîñòè îøèáêè, à íåñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè [2℄. Íåàñèìïòîòè÷åñêèå ãðàíèöû äëÿ âå-ðîÿòíîñòè îøèáêè áûëè ïîëó÷åíû ïðè ðåøåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàñ-ïîçíàâàíèÿ è îáó÷åíèÿ [3℄. Ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàêñíûõ ëèíåéíûõ îöåíîêñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ â [4℄ èñ-ïîëüçîâàëîñü îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Äëÿ îöåíèâàíèÿ ìíîãîìåð-íûõ ïàðàìåòðîâ, áëèçêèõ ê ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè îøèáêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîääîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ, ïðè êîòîðîì òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíîåìíîæåñòâî íàèìåíüøåãî ðàçìåðà. Äëÿ ìîäåëåé, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííîãàóññîâñêèå ïîìåõè è íåîïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû, ìåòîä íåëèíåéíîãî äîâåðè-òåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ðàçðàáîòàí â [5, 6℄. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìíîãîøàãîâûõñèñòåì ìåòîä ìóëüòèîöåíîê ðàçðàáîòàí â [7℄. Çàäà÷à ìèíèìàêñíîãî îöåíè-âàíèÿ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ ïðè íàëè÷èè íåîãðàíè÷åííûõ íåèçâåñò-íûõ ïàðàìåòðîâ è ñëó÷àéíûõ îøèáîê ñ íåîïðåäåëåííûì ðàñïðåäåëåíèåì è÷àñòè÷íî çàäàííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ðàññìàòðèâàëàñü â [8℄. Â ñðàâ-íåíèè ñ ýòîé ðàáîòîé ñïåöè�èêà äàííîé ñòàòüè îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî íàíåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû íàêëàäûâàþòñÿ àïðèîðíûå îãðàíè÷åíèÿ, à ñîâìåñò-íîå ðàñïðåäåëåíèå ïîìåõ ïðèíàäëåæèò êëàññó óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàêñíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðå-äåëåííîñòè, îïèñûâàåìîé ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åíèé íà ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-äàíèÿ è êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäîëîãèÿ ïîëóîïðåäåëåí-íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òåõíèêà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ [9, 10℄.Îäíàêî íàèõóäøèå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà íà êëàñ-ñå ðàñïðåäåëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ëèøü óñëîâèÿìè íà ìîìåíòíûå õàðàêòå-ðèñòèêè âòîðîãî ïîðÿäêà, îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ïåññèìèñòè÷íûìè. Ýòîëåãêî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ íåðàâåíñòâ ×åáûø¼âà è �àóññà: ñóæåíèå êëàññàäî óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîçâîëÿåò ñíèçèòü âåðîÿòíîñòíóþ ãðàíèöóâ 9/4 ðàç [11℄.Âàæíûå �àêòû îá óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñîáðàíû â [12℄. Óòâåðæ-äåíèå î òîì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âåðîÿòíî-ñòè ïîïàäàíèÿ â âûïóêëîå ìíîæåñòâî íà êëàññå óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëå-íèé, îáîñíîâàíî â [13�15℄. Åñëè äîïîëíèòåëüíî íàëîæåíû ìîìåíòíûå îãðà-íè÷åíèÿ, òî ýòó îïòèìèçàöèîííóþ ïîñòàíîâêó äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõêëàññîâ óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ïîëóîïðåäå-ëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [16℄.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìàêñíîãî îöåíèâàíèÿ ëè-íåéíîé êîìáèíàöèè îãðàíè÷åííûõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèèïðè íàëè÷èè öåíòðèðîâàííûõ ïîìåõ ñ íåîïðåäåëåííûì ðàñïðåäåëåíèåì, íî�èêñèðîâàííûìè äèñïåðñèÿìè è êîâàðèàöèÿìè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿ-åòñÿ ñëó÷àþ ñèììåòðè÷íîãî óíèìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî êëàñ-ñà ïîìåõ ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåàñèìïòîòè÷åñêèõ äîâåðèòåëüíûõìíîæåñòâ [17, 18℄. Áëàãîäàðÿ [19℄, ðàäèóñ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìîæíîâûáèðàòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì íà îñíîâå íåóëó÷øàåìîé ãðàíèöû äëÿ âåðî-ÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ñèììåòðè÷íîé óíèìîäàëüíîé âåëè÷èíîé çàäàííîãî ïî-15



ðîãà. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìàêñíîãî îöåíèâàíèÿ äëÿ ðàçíûõêëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ èçâåñòíûõ âåðîÿò-íîñòíûõ ãðàíèö, ñëåäóþùèõ èç íåðàâåíñòâ Ñåëáåðãà, �àóññà, Âûñî÷àíñêîãî�Ïåòóíèíà è äð. 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü
X = 〈a, θ〉, Y = Bθ + η,(1)â êîòîðîé ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà X ïîäëåæèò îöåíèâàíèþ ïî �èêñèðîâàííîìóíàáîðó íàáëþäåíèé, ïðåäñòàâëåííîìó â âèäå âåêòîðà Y ∈ R

n (ñêîáêè 〈·, ·〉îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).Äîïóñòèì, ÷òî âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ θ ïðèíàäëåæèò çàäàííî-ìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó Θ⊂ R
p, à âåêòîð ñëó÷àéíûõ ïîìåõ η ∈ R

n èìååòíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è èçâåñòíóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþìàòðèöó êîâàðèàöèé K:
Mη = 0, cov{η, η} = K ≻ O.(2)Ìàòðèöà ðåãðåññèè B ∈ R

n×p è âåêòîð êîý��èöèåíòîâ a ∈ R
p ïðåäïîëàãà-þòñÿ çàäàííûìè, à èí�îðìàöèîííàÿ ìàòðèöà D = B∗K−1B � íåâûðîæäåí-íîé (ñèìâîë ∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå).�àñïðåäåëåíèå âåêòîðà ïîìåõ Pη áóäåì ñ÷èòàòü íåîïðåäåëåííûì ñ òî÷íî-ñòüþ äî ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîìó êëàññó H(K), êîòîðûé ñîäåðæèò n-ìåð-íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ìîìåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè (2).Ýòî óñëîâèå áóäåì çàïèñûâàòü êðàòêî â âèäå η ∼ H(K).Â êà÷åñòâå H(K) áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ:1) êëàññ U(K) ñèììåòðè÷íûõ óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé;2) êëàññ V(K) óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé;3) êëàññ P(K) âñåâîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé.Óñëîâèå óíèìîäàëüíîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ∈ R

n îçíà÷àåò, ÷òî ïðèëþáîì âûáîðå âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ g ∈ R
n óíèìîäàëüíîé áóäåò âåëè÷è-íà 〈η, g〉. Â [12℄ ýòî ñâîéñòâî ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìåíóåòñÿ ëèíåéíîéóíèìîäàëüíîñòüþ. Âûáîð ýòîãî ïîíÿòèÿ ñâÿçàí ñ äâóìÿ ïðè÷èíàìè. Âî-ïåð-âûõ, åãî ïðîâåðêà òðåáóåò ëèøü àíàëèçà ëèíåéíûõ �îðì ñëó÷àéíîãî âåêòîðàâìåñòî èçó÷åíèÿ ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ïîíÿòèå ëèíåéíîéóíèìîäàëüíîñòè â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè âèäàìè ìíîãîìåðíîé óíèìîäàëüíîñòèîïðåäåëÿåò íàèáîëåå øèðîêèé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, â êîòîðîì ñîáëþäàåòñÿèíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.Ïî îïðåäåëåíèþ

η ∼ U(K) ⇐⇒ 〈η, b〉 ∼ U(d) ∀ b ∈ R
n, d > 0: d = 〈Kb, b〉,(3)ãäå U(d) îáîçíà÷àåò êëàññ ñèììåòðè÷íûõ óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿìîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé d. Äëÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû óñëî-âèå ξ ∼ U(d), ïîìèìî ðàâåíñòâà Dξ = d, îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ16



â ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
P{ξ ∈ B} = (1− q)δm(B) + q

∫

B

f(x) dx,(4)ãäå q � ÷èñëî èç îòðåçêà [0, 1], δm � ìåðà Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷-êå m = 0, f(x) � ÷åòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, íåâîçðàñòàþùàÿ íà ïîëó-îñè (0,∞). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåëè÷èíû ξ ∼ U(d) òî÷êà m = 0 ÿâëÿåòñÿ îä-íîâðåìåííî öåíòðîì ñèììåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìîäîé.Â ñëó÷àå ξ ∼ V(d) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (4), â êîòîðîì ïëîòíîñòü âå-ðîÿòíîñòè f(x) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïðè x > m è ìîíîòîííî íå óáûâàåòïðè x < m, õîòÿ òî÷êà m íå îáÿçàíà ñîâïàäàòü ñ íóëåì, à ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòè f(x) ìîæåò áûòü íåñèììåòðè÷íîé. Ïîýòîìó óíèìîäàëüíàÿ âåëè÷èíà
ξ ∼ V(d) èìååò òå æå ìîìåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè Mξ = 0, Dξ = d, íî ïðîèç-âîëüíóþ ìîäó m. Òåïåðü �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êëàññà V(K) ìîæíî äàòüàíàëîãè÷íî (3).Îïèñàííûå êëàññû ðàñïðåäåëåíèé ñâÿçàíû âêëþ÷åíèÿìè

U(K)⊂ V(K)⊂ P(K).Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê óñëîâèå η ∼ U(K) áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷å-ñòâå îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ïîìåõ, à êëàññû V(K) è P(K)áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àíàëèçà êîíñåðâàòèâíîñòè ïîñòðîåííûõ îöåíîê.�àññìîòðèì ëèíåéíóþ îöåíêó âåëè÷èíû X

X̃ = 〈f, Y 〉+ c,(5)ãäå f ∈ R
n � âåêòîð êîý��èöèåíòîâ (îöåíèâàòåëü), à c ∈ R � êîý��èöèåíòñäâèãà.Ïóñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ïîðîãà, ïðåâûøåíèåêîòîðîãî ìîäóëåì îøèáêè îöåíèâàíèÿ X̃ −X ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåæåëàòåëü-íûì ñîáûòèåì. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ

P

{
|X̃ −X| > h

}
,(6)íàçûâàåìàÿ äàëåå âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, õàðàêòåðèçóåò íàäåæíîñòü îöåíêè:÷åì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü (6), òåì áîëåå íàäåæíà îöåíêà X̃. Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå íàäåæíîé îöåíêè âåðîÿòíîñòü îøèáêè òðåáóåòñÿìèíèìèçèðîâàòü. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííî ñäåëàòü ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê(6) çàâèñèò è îò íåîïðåäåëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïîìåõ, è îò âåêòîðàíåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ïîïîëíèòü èëè óòî÷íèòü èí�îðìàöèþ îáýòèõ õàðàêòåðèñòèêàõ íåâîçìîæíî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà íàáëþäå-íèé. Ïîýòîìó äëÿ �îðìóëèðîâêè êîððåêòíîé îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêèçàäà÷è îöåíèâàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìèíèìàêñíûé ïîäõîä .Èòàê, òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòèîøèáêè â ðàìêàõ èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé èí�îðìàöèè çà ñ÷åò âûáîðà êîý�-�èöèåíòîâ îöåíêè:

sup
θ∈Θ

sup
η∼H(K)

P

{
|X̃ −X| > h

}
→ min

f∈Rn,c∈R
.(7) 17



Åñëè ïàðà (f̂ , ĉ) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì â (7), òî ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó
X̂ = 〈f̂ , Y 〉+ ĉ áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàêñíîé, à âåêòîð f̂ ïðè ĉ = 0 � ìèíè-ìàêñíûì îöåíèâàòåëåì.Òàêèì îáðàçîì, öåëü äàííîé ðàáîòû � ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìàêñíîãî îöå-íèâàíèÿ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ (7) ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åííûõ íåèç-âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è ñëó÷àéíûõ ïîìåõ ñ íåîïðåäåëåííûì óíèìîäàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì.Ïîìèìî ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàêñíîé îöåíêè X̂ , âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà-õîæäåíèå íàèõóäøåãî ðàñïðåäåëåíèÿ P̂η, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóìâåðîÿòíîñòè îøèáêè íà êëàññå H(K):

sup
η∼H(K)

P

{
|X̂ −X| > h

}
= P̂

{
|X̂ −X| > h

}
,ãäå P̂ � ñèìâîë âåðîÿòíîñòè, âû÷èñëÿåìîé â ïðåäëîæåíèè η ∼ P̂η.Çàì å ÷ à í è å 1. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåê-òîðà ïîìåõ �èêñèðîâàíà, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Óñëîâèå (2) ìîæíîáåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè çàìåíèòü íà ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî cov{η, η} 4 K,êîòîðîå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü îãðàíè÷åííîñòü äèñïåðñèé è íåîïðåäåëåííîñòü êî-âàðèàöèé. Îäíàêî ðàññìîòðåíèå áîëåå îáùèõ ìíîæåñòâ íåîïðåäåëåííîñòè äëÿìàòðèö cov{η, η} âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.3. Âåðîÿòíîñòíûå ãðàíèöûÎïðåäåëèì ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè

sup
η∼H(K)

P

{
|X̃ −X| > h

}(8)ïðè óñëîâèè, ÷òî çàäàíî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ. Â ýòîìñëó÷àå äèñïåðñèÿ è ñìåùåíèå îöåíêè (5) òàêæå áóäóò �èêñèðîâàíû:
d = DX̃ = 〈Kf, f〉, r = M{X̃ −X} = c+ 〈B∗f − a, θ〉.(9)Òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà P{|ε + r| > h}, ãäå ε � öåíòðèðîâàííàÿîøèáêà. Îíà èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ d è ðàñïðå-äåëåíèå èç ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü êàê H(d).Åñëè H(d) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç îïðåäåëåííûõ âûøå êëàññîâ U(d), V(d)èëè P(d), òî óñëîâèÿ ε ∼ H(d) è−ε ∼ H(d) ðàâíîñèëüíû, ïîýòîìó çíàê ñìåùå-íèÿ r íå èìååò çíà÷åíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó �àêòó, îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþãðàíèöó

πHh (d, r
2) = sup

ε∼H(d)
P{|ε+ r| > h}(10)êàê �óíêöèþ ïàðû àðãóìåíòîâ: äèñïåðñèè d è êâàäðàòà ñìåùåíèÿ r2.18



Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìàêñíîãî îöåíèâàíèÿ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðè-òåðèþ ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: �Ñîâïàäàåò ëè ãðàíè-öà (10) ñ ãàðàíòèðîâàííûì çíà÷åíèåì âåðîÿòíîñòè îøèáêè (8)?�Êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæè-òåëåí, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ äâóõ êëàññîâ U(K) èëè P(K).Òå î ð åì à 1. Äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé îöåíêè (5) ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèåâåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θ ðàâíî ñîîòâåòñòâóþ-ùåé âåðîÿòíîñòíîé ãðàíèöå:
sup

η∼H(K)
P

{
|X̃ −X| > h

}
= πHh (d, r

2),(11)ãäå d, r îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (9), à H(K) � ëþáîé èç äâóõ êëàññîâðàñïðåäåëåíèé U(K) èëè P(K).Äîêàçàòåëüñòâà ýòîé è ïîñëåäóþùèõ òåîðåì âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèå.Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ âåêòî-ðà ïîìåõ, èìåþùåãî íàèõóäøåå ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû óòâåð-æäàòü, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðèíàäëåæèò êëàññó V(K), íåõâàòàåò �àêòà îá óíèìîäàëüíîñòè ñâåðòêè óíèìîäàëüíîãî è ñèììåòðè÷íîãîóíèìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé. Íî òàêîå óòâåðæäåíèå áåç äîïîëíèòåëüíûõïðåäïîëîæåíèé íåâåðíî. Ê òîìó æå âèä íàèõóäøåãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðè-ðîâàííîé îøèáêè â çàäà÷å (10) â ñëó÷àå H = V íå èçâåñòåí. Ïîýòîìó äëÿêëàññà óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé V(K) ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü íåðà-âåíñòâî
sup

η∼V(K)
P

{
|X̃ −X| > h

}
6 πVh (d, r

2).Î âåðîÿòíîñòíûõ ãðàíèöàõ èçâåñòíî ñëåäóþùåå:
πUh (d, r

2) =





4d/(9h2), d 6 3h2/4, |r| 6 (1− 1/
√
2)h,

1− h/
√
3d, d > 3h2/4, |r| 6 (1− 1/

√
2)h,

1, |r| > h,

(12)
πVh (d, r

2) 6 πVh (d, r
2) =





4(d + r2)/(9h2), d+ r2 6 3h2/8,

4(d + r2)/(3h2)− 1/3, 3h2/8 6 d+ r2 6 h2,

1, d+ r2 > h2;

(13)
πPh (d, r

2) =





d/(d + (h− |r|)2), d+ r2 6 |r|h,
(d+ r2)/h2, |r|h 6 d+ r2 6 h2,

1, d+ r2 > h2.

(14) 19



�èñ. 1. Ëèíèè óðîâíÿ à � âåðîÿòíîñòè íîðìàëüíîé îøèáêè πN
h (s2, r2) = α èâåðîÿòíîñòíûõ ãðàíèö á � πU

h (s
2, r2) = α, â � πV

h (s
2, r2) = α, ã � πP

h (s
2, r2) =

= α äëÿ α = k/36, k = 1, . . . , 35.Ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàíèöû πUh íà êëàññå ñèììåòðè÷íûõ óíèìîäàëü-íûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîêàçàíî â [19℄. Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ â (12) ñîîòâåòñòâóþòñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé ñìåùåíèå îöåíêè ñîñòàâëÿåò ìåíüøå 29% îò ïîðîãàîøèáêè h. Ïðè ýòîì πUh ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà �àóññà, êîòî-ðîå îïèñûâàåò íåóëó÷øàåìóþ ãðàíèöó â ñèòóàöèè íóëåâîãî ñìåùåíèÿ [11℄.Ê ñîæàëåíèþ, çàìêíóòîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàíèöû πVh íà êëàññå óíèìî-äàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íå èçâåñòíî. Òåì íå ìåíåå âìåñòî πVh ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü åå îöåíêó ñâåðõó πVh , èçâåñòíóþ èç íåðàâåíñòâà Âûñî÷àíñêîãî�Ïåòóíèíà [20, 21℄. Âûðàæåíèå (13) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ìîìåíòîì
M(ε+ r)2 = d+ r2, â òî âðåìÿ êàê ìîäà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Â ïåðâîìñëó÷àå èç (13) ãðàíèöà πVh ïî �îðìå ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî äàâàëî áû íåðàâåí-ñòâî �àóññà äëÿ âåëè÷èíû ñ íóëåâîé ìîäîé.20



Íàêîíåö, πPh ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Ñåëáåðãà, îïè-ñûâàþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ ãðàíèöó äëÿ âåëè÷èíû ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäå-ëåíèåì, íî �èêñèðîâàííûìè ñðåäíèì è äèñïåðñèåé [11℄. Âî âòîðîì ñëó÷àåèç (14) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà, â êî-òîðîì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî âòîðîé ìîìåíò.Â äîïîëíåíèå ê óêàçàííûì âûøå âåðîÿòíîñòíûì ãðàíèöàì ïðèâåäåì âûðà-æåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè πNh (d, r2) = P{|ε + r| > h} â ñëó÷àå íîðìàëü-íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε ∼ N (0, d):
πNh (d, r2) = Ψ

(
h− r√
d

)
+Ψ

(
h+ r√
d

)
, ãäå Ψ(x) =

∞∫

x

e−t
2/2

√
2π

dt.(15)Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè â ÷åòûðåõ ñëó÷à-ÿõ íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (s, r), ãäå s � ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå(ñ.ê.î.), à r � ñìåùåíèå. Ñëó÷àé a ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëå-íèþ, à ñëó÷àè á, â è ã îïèñûâàþò ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà êëàñ-ñàõ ðàñïðåäåëåíèé U , V è P ñîîòâåòñòâåííî. Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþòóðîâíÿì α = 1/36 ≈ 0,028, 1/18 ≈ 0,056, 1/12 ≈ 0,083, 1/9 ≈ 0,111 è äàëåå ñ øà-ãîì 1/36. Íà ãðà�èêàõ îíè èäóò ñëåâà íàïðàâî. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ îïðåäåëÿåòãðàíèöó îáëàñòè, âíå êîòîðîé âåðîÿòíîñòíàÿ ãðàíèöà ðàâíà åäèíèöå.Îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöà πVh èç íåðàâåíñòâà Âûñî÷àíñêîãî�Ïåòóíèíà ÿâëÿ-åòñÿ ïåðåñòðàõîâî÷íîé. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà âêëþ÷åíèå V ⊂ P , íåðàâåíñòâî
πVh 6 πPh íàðóøàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ñìåùåíèè r < h.4. �åîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìàêñíîãî îöåíèâàíèÿÒåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èñõîäíàÿ ìèíè-ìàêñíàÿ çàäà÷à (7) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòíîé ãðà-íèöû

min
(d,ρ)∈Q

πHh (d, ρ)(16)ïî îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê îøèáêè:(17) Q =
{
(d, ρ) : ∃ (f, c) ∈ R

n × R :

d > 〈Kf, f〉, ρ > (c+ 〈B∗f − a, θ〉)2 ∀θ ∈ Θ
}
.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáëàñòü Q îáðàçîâàíà ïàðàìè (d, ρ), ãäå d � äèñïåð-ñèÿ, à ρ = r2 � êâàäðàò ñìåùåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé îöåíêè. Ñâîéñòâàîáëàñòè (17) îïèñàíû íèæå.Òå î ð åì à 2. Íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (d, ρ) îáëàñòü Q ïðåäñòàâëÿåòñîáîé íàäãðà�èê âûïóêëîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè

ρ(d) = min
(f,c)∈Rn×R

{
max
θ∈Θ

(c+ 〈B∗f − a, θ〉)2 : 〈Kf, f〉 6 d

}
, d > 0.(18) 21



Äëÿ λ > 0 ïðÿìàÿ ρ+ λd = γλ áóäåò îïîðíîé ê Q òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà
γλ = min

(f,c)∈Rn×R

{
λ〈Kf, f〉+max

θ∈Θ
(c+ 〈B∗f − a, θ〉)2

}
.(19)Åñëè (fλ, cλ) � ðåøåíèå çàäà÷è (19), òî òî÷êà

dλ = 〈Kfλ, fλ〉, ρλ = max
θ∈Θ

(cλ + 〈B∗fλ − a, θ〉)2(20)ëåæèò íà êðèâîé (18).Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå íèæíåé îãèáàþùåé ìíîæåñòâà Q ñâÿçàíî ñ ðå-øåíèåì ñåìåéñòâà ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ (18), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò â ìè-íèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ ïðè îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèè îøèáêè.Áëàãîäàðÿ âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè, ìíîæåñòâî Q ìîæíî îïèñàòü íàáîðîìîïîðíûõ ïðÿìûõ ρ+ λd = γλ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà γλ ðàâíà ìèíèìàêñíîìóçíà÷åíèþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé (ñ.ê.) îøèáêè â èñõîäíîé ìîäåëè (1) ïðè óñëî-âèè, ÷òî êîý��èöèåíò λ çàäàåò óðîâåíü ïîìåõ: cov{η, η} = λK.Îòìåòèì, ÷òî ïðè λ = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå γ0 ðàâíî ìèíèìàëüíî âîçìîæ-íîìó çíà÷åíèþ ìàêñèìóìà êâàäðàòà ñìåùåíèÿ. Íî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòèèí�îðìàöèîííîé ìàòðèöû D ñóùåñòâóþò íåñìåùåííûå îöåíêè, ïîýòîìó óêà-çàííîå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ: γ0 = ρ(d) = 0 ïðè d > d0, ãäå d0 = 〈D−1a, a〉 �äèñïåðñèÿ íàèëó÷øåé ëèíåéíîé íåñìåùåííîé îöåíêè
X̃0 = 〈f0, Y 〉, f0 = K−1BD−1a.Åñëè æå λ > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî γλ = R2, ãäå R � ðàäèóñ èíòåðâàëàâîçìîæíûõ çíà÷åíèé îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû X, ò.å.
R =

1

2

(
max
θ∈Θ

〈a, θ〉 −min
θ∈Θ

〈a, θ〉
)
.Äëÿ ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è (19) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû äâîé-ñòâåííîé îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 3.4.1 èç [22℄).Åñëè H(K) � îäèí èç êëàññîâ N (0,K), U(K) èëè P(K), òî ñâÿçü ìåæäóçàäà÷åé ìèíèìàêñíîãî îöåíèâàíèÿ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ (7) è äâó-ìåðíîé îïòèìèçàöèåé âåðîÿòíîñòíîé ãðàíèöû (16) ðàñêðûòà â ñëåäóþùåéòåîðåìå.Òå î ð åì à 3. Åñëè òî÷êà (d̂, ρ̂) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âåðîÿòíîñòíîéãðàíèöå â (16), à ïàðà (f̂ , ĉ) îáðàçóåò ðåøåíèå ìèíèìàêñíîé çàäà÷è (19) 
 ïà-ðàìåòðîì λ > 0, ðàâíûì êîý��èöèåíòó îïîðíîé ïðÿìîé ê îáëàñòè Q â òî÷-êå (d̂, ρ̂), òî îöåíêà X̂ = 〈f̂ , Y 〉+ ĉ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíîé ïî âåðîÿòíîñò-íîìó êðèòåðèþ, ïðè÷åì

πHh (d̂, ρ̂) = sup
θ∈Θ

sup
η∼H(K)

P

{
|X̂ −X| > h

}
.(21)22



Çàì å ÷ à í è å 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 äëÿ ñëó÷àÿ H = P �àêòè÷åñêèñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 7.13.1 èç [4℄.Çàì å ÷ à í è å 3. Åñëè âìåñòî πVh âçÿòü ãðàíèöó Âûñî÷àíñêîãî�Ïåòóíè-íà πVh , òî âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ êëàññà óíèìîäàëü-íûõ ðàñïðåäåëåíèé V(K), êðîìå ðàâåíñòâà (21).Çàì å ÷ à í è å 4. Òåîðåìû 1�3 äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà áåñêîíå÷íîìåðíûéñëó÷àé, êîãäà Θ îáðàçóåò îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî íîðìèðî-âàííîãî ïðîñòðàíñòâà T, 〈a, ·〉 îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé �óíêöèî-íàë íà T, à B ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç T â Rn. Â ýòîìñëó÷àå â �îðìóëèðîâêàõ òåîðåì âñå ìàêñèìóìû ïî ìíîæåñòâó Θ íåîáõîäèìîçàìåíèòü íà ñóïðåìóìû.�åîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ñïîñîáà ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â òåîðå-ìå 3, îïèñàíà â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.Ïðèì å ð 1. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-ðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä
Θ =

{
θ ∈ R

p : 〈Σθ, θ〉 6 1
}
,(22)ãäå Σ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p× p.Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à (19) ìîæåò áûòü ðåøåíà íåïîñðåä-ñòâåííî. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

max
θ∈Θ

〈u, θ〉2 = 〈Σ−1u, u〉.(23)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (19) ïðèíèìàåò âèä
γλ = min

f∈Rn

{
λ〈Kf, f〉+

〈
Σ−1(B∗f − a), B∗f − a

〉}
.Òîãäà åå ðåøåíèåì áóäåò

fλ = K−1B(D + λΣ)−1a, γλ = λ
〈
(D + λΣ)−1a, a

〉
,(24)ãäå âåêòîð fλ èçâåñòåí êàê îöåíèâàòåëü Êóêñà�Îëüìàíà.Óêàæåì âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè è êâàäðàòà ñìåùåíèÿ ñ ïîìîùüþ (20)è (23):

dλ =
〈
(D + λΣ)−1D(D + λΣ)−1a, a

〉
,

ρλ = λ2
〈
(D + λΣ)−1Σ(D + λΣ)−1a, a

〉
.Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà a ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû

DΣ−1, äàííûå âûðàæåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü:
dλ = d0

(
1 + λd0/R

2
)−2

, ρλ = R2
(
1 +R2/(λd0)

)−2
. 23



�èñ. 2. �ðàíèöà îáëàñòè Q ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ ãðàíèö:
πU
h (d, ρ) (ñëåâà) è πV

h (d, ρ) (ñïðàâà).Îòñþäà ïîëó÷àåì ÿâíîå óðàâíåíèå êðèâîé, îïðåäåëÿþùåé ëåâóþ íèæíþþ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè Q:
ρ = R2

(
1−

√
d/d0

)2
, 0 6 d 6 d0.Äàííàÿ êðèâàÿ âûõîäèò ïðè λ = 0 èç íèæíåé òî÷êè (d0, 0), ñîîòâåò-ñòâóþùåé íåñìåùåííîé îöåíêå ñ íàèìåíüøåé äèñïåðñèåé d0 = 〈D−1a, a〉,è çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè λ→ ∞ â âåðõíåé òî÷êå 
 êîîðäèíàòàìè (0, R2), ãäå

R = 〈Σ−1a, a〉1/2 � ðàäèóñ èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îöåíèâàåìîé âå-ëè÷èíû X = 〈a, θ〉. Ïðè ýòîì êàñàòåëüíàÿ ê ãðàíèöå â òî÷êå (d0, 0) áóäåò ãî-ðèçîíòàëüíà, à â òî÷êå (0, R2) � âåðòèêàëüíà.�åîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ýòèõ �àêòîâ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Íà îáîèõãðà�èêàõ ñïëîøíîé æèðíîé êðèâîé ïîêàçàíà ãðàíèöà îáëàñòè Q â ïåðåìåí-íûõ d, ρ, à òîíêèìè ñïëîøíûìè � ëèíèè óðîâíÿ äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ ãðà-íèö. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì ãðà�èêå îòìå÷åíû òðè òî÷êè, äâå èç êîòîðûõ
(d0, 0) è (0, R2) ëåæàò íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ, à òðåòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéòî÷êó ìèíèìóìà (d̂, ρ̂) ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòíîé ãðàíèöû πUh èëè πVh .Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè Q â òî÷êå ìèíèìóìà πUh èçîáðàæåíà øòðèõ-ïóíêòèðîì, à äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ãðàíèöû πVh êàñàòåëüíàÿ ñîâïàäàåò ñ ëèíèåéóðîâíÿ.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ îöåíêè, ìèíèìàêñíîé ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòå-ðèþ íà êëàññå ñèììåòðè÷íûõ óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé U , ìàêñèìàëüíîåñìåùåíèå íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 29% ïîðîãà îøèáêè h. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,24



÷òî íèæå ïðÿìîé ρ = β2h2, ãäå β = 1− 1/
√
2≈ 0,29, ëèíèè óðîâíÿ âåðîÿò-íîñòíîé ãðàíèöû πUh ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðòèêàëüíûå îòðåçêè (ñì. ëåâûéãðà�èê ðèñ. 2).Äëÿ îöåíêè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ãðàíèöû íà êëàñ-ñå V, îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè d̂ è êâàäðàòà ñìåùåíèÿ ρ̂ ëåæàò íàïðÿìîé ρ+ d = const, ïîýòîìó êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (d̂, ρ̂) áóäåò èìåòü êîý�-�èöèåíò íàêëîíà λ = 1. Â ñèëó òåîðåìû 2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ îöåíêàáóäåò èäåíòè÷íà ñ.ê. ìèíèìàêñíîé îöåíêå.Äëÿ âèçóàëüíîãî ñðàâíåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ãðàíèö áûëè âçÿòû íåñêîëü-êî óðîâíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè, ñîñòàâëÿþùèõ àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

α1 < . . . < α7, ãäå πUh = α3 è πVh = α5 � îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ (íà ðèñ. 2 ýòèìóðîâíÿì ñîîòâåòñòâóþò òðåòüÿ è ïÿòàÿ ëèíèè, åñëè ñ÷èòàòü ñëåâà íàïðàâî).5. Îöåíèâàíèå òåðìèíàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìàíåâðèðóþùåé öåëèÄàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí íàõîæäåíèþ õàðàêòåðèñòèê îöåíîê, ìèíèìàêñ-íûõ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ â çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ìàíåâðè-ðóþùåé öåëè.Äâèæåíèå öåëè îïèñûâàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé�óíêöèåé x(t) ∈ R, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå öåëè â ìîìåíò t ∈ [0, T ].Äëÿ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ẋ(0) èçâåñòíû äèàïà-çîíû
|x(0)− x0| 6 δx, |ẋ(0)− v0| 6 δv,à óñêîðåíèå öåëè ïîä÷èíåíî îãðàíè÷åíèþ

|ẍ(t)| 6 δw.(25)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ èçìåðåíèÿ Y1, . . . , Yn, ïðîâåäåííûå â çàäàííûåìîìåíòû âðåìåíè 0 < t1 < . . . < tn < T :
Yk = x(tk) + ηk, k = 1, . . . , n,ñ öåíòðèðîâàííûìè íåêîððåëèðîâàííûìè îøèáêàìè îäèíàêîâîé äèñïåð-ñèè σ2.Äîïóñòèì, ÷òî îöåíèâàíèþ ïîäëåæèò òåðìèíàëüíîå ïîëîæåíèå öåëè

X = x(T ), à êðèòåðèåì êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóì âåðîÿòíîñòè îøèáêè
P{|X̃ −X| > h} ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîìåõè èìåþò íåîïðåäåëåííîå ñîâìåñòíîåðàñïðåäåëåíèå (çäåñü h � çàäàííûé ïîðîã îøèáêè, à X̃ � èñêîìàÿ îöåíêà).Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñî ñ.ê. êðèòåðèåì êà÷åñòâà è íåïðåðûâíûì ïðîöåññîìíàáëþäåíèé ðàññìàòðèâàëàñü â [23℄.Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 4 îïèñàííóþ ìîäåëü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (1), åñëè:� îáîçíà÷èòü âåêòîð íàáëþäåíèÿ, âåêòîð ïîìåõ è îöåíèâàåìóþ âåëè÷èíóêàê

Y = 
ol [Y1, . . . , Yn], η = 
ol [η1, . . . , ηn] ∈ R
n, X = x(T ) ∈ R; 25



� îïðåäåëèòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ
θ = (θ0, θ1, θ2), θ0 = x(0), θ1 = ẋ(0), θ2(t) = ẍ(t)êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà T = R× R× C[0, T ];� çàäàòü ìíîæåñòâî íåîïðåäåëåííîñòè

Θ = [x0 − δx, x0 + δx]× [v0 − δv, v0 + δv ]× B,ãäå B � øàð ðàäèóñà δw â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[0, T ];� ââåñòè îïåðàòîð B : T → R
n è �óíêöèîíàë 〈a, ·〉 íà T

(Bθ)k = θ0 + θ1tk +

T∫

0

(tk − τ)+θ2(τ) dτ, k = 1, . . . , n,

〈a, θ〉 = θ0 + θ1T +

T∫

0

(T − τ)θ2(τ) dτ,ãäå (·)+ = max{·, 0}.Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà Θ îòíîñèòåëüíî òî÷êè θo = (x0, v0, 0)îöåíêó ìîæíî èñêàòü â âèäå
X̃ = x0 + v0T +

n∑

k=1

fk(Yk − (x0 + v0tk)), f = 
ol [f1, . . . , fn].(26)Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð B∗:
M{X̃ −X} = 〈B∗f − a, θ − θo〉 =

=

{
n∑

k=1

fk − 1

}
(θ0 − x0) +

{
n∑

k=1

fktk − T

}
(θ1 − v0) +

+

T∫

0

{
n∑

k=1

fk(tk − τ)+ − (T − τ)

}
θ2(τ) dτ.Åñëè ê äàííîìó âûðàæåíèþ ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî

sup
φ∈B

T∫

0

φ(τ)ψ(τ) dτ = δw

T∫

0

|ψ(τ)| dτ,òî ïîëó÷èì òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ñìåùåíèÿ(27) r(f) = sup
θ∈Θ

M{X̃ −X} =

= δx

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk − 1

∣∣∣∣∣+ δv

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fktk − T

∣∣∣∣∣+ δw

T∫

0

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk(tk − τ)+ − (T − τ)

∣∣∣∣∣ dτ.26



Òåïåðü çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ãàðàíòèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ñìåùåíèÿ ïðèîãðàíè÷åíèè íà äèñïåðñèþ (18) ïðèíèìàåò âèä
ρ(s2) = min

f∈Rn

{
r2(f) : σ2〈f, f〉 6 s2

}
.(28)Åñëè ðàçáèòü [0, T ] íà èíòåðâàëû ìåæäó íàáëþäåíèÿìè, âêëþ÷àÿ òî÷êè

t0 = 0 è tn+1 = T , òî ïîëó÷èòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
r(f) = δx|g1|+ δv|u1|+ δw

n∑

l=1

tl∫

tl−1

|ul − glτ | dτ + δw
(T − tn)

2

2
,

gl =
n∑

k=l

fk − 1, ul =
n∑

k=l

fktk − T.Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
tl∫

tl−1

|ul − glτ | dτ =
tl − tl−1

2
µ(pl, ql), pl = ul − gltl, ql = ul − gltl−1,

µ(p, q) = 2

1∫

0

|(1 − t)p + tq| dt =
{
|p+ q|, pq > 0,

(p2 + q2)/|p − q|, pq 6 0.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè r(f) êóñî÷íî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè ìîæíî èñïîëü-çîâàòü ïðèáëèæåíèå, îñíîâàííîå íà �îðìóëå òðàïåöèé:
r(f)≈ δx

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk − 1

∣∣∣∣∣+

+

(
δv +

δw∆

2

) ∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fktk − T

∣∣∣∣∣+ δw∆
M−1∑

m=1

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk(tk − τm)+ − (T − τm)

∣∣∣∣∣ ,ãäå 0 = τ0 < τ1 < . . . < τM = T � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà [0, T ] ñ øàãîì ∆ < t1.Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷à (28) ïðèñïîñîáëåíà äëÿ ðåøåíèÿ â ïàêåòå
vx, ðåàëèçîâàííîì íà ïëàò�îðìå MATLAB [24℄.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïàêåòà 
vx áûëî ñâÿçàíî ñ íåêîòî-ðûìè îãðàíè÷åíèÿìè: ïðè êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé n > 10 ðåøàòåëü íå ìîãîïðåäåëèòü çíà÷èìîãî íàïðàâëåíèÿ ìèíèìèçàöèè. ×àñòè÷íî ýòî îáúÿñíÿåò-ñÿ ñòðóêòóðîé ðåøåíèÿ çàäà÷è ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ ñ íåïðåðûâíûìïðîöåññîì íàáëþäåíèé è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè âîçìóùåíèÿìè. Â òà-êèõ çàäà÷àõ, çà÷àñòóþ, õâàòàåò íåáîëüøîãî ÷èñëà èçìåðåíèé äëÿ äîñòàòî÷íîòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàêñíîé îöåíêè [23℄. Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è (28) áîëåå ïðèñïîñîáëåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ℓ1-îïòèìèçàöèè [25℄.27
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêè p îò ñ.ê.î. s (ì) (ñëåâà) è ñìåùå-íèÿ r (ì) (ñïðàâà) íà ãðàíèöå îáëàñòè Q äëÿ ÷åòûðåõ ãèïîòåç à�ã.Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
n = 5, δx = 50ì, δv = 10ì/ñ, δw = 5ì/ñ2,
σ = 100ì, h = 300ì, t1 = 2 ñ, t2 = 6,25 ñ,
t3 = 10,5 ñ, t4 = 14,75 ñ, t5 = 19 ñ, T = 20 ñ.Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïîìåõ η = 
ol [η1, . . . , ηn] ââåäåíû ÷å-òûðå ãèïîòåçû:a) η∼N (0,K), á) η∼U(K), â) η∼V(K), ã) η∼P(K), ãäå K = σ2In.Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ãðàíèöà îáëàñòè Q, òî÷êè êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ïàðû (s2, r2), ãäå r =√ρ(s2) � ìèíèìóì ãàðàíòèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ñìå-ùåíèÿ (28) ïðè îãðàíè÷åíèè íà äèñïåðñèþ îöåíîê s2. Òî÷êà LS ñîîòâåòñòâóåòîöåíêå X̃LS, ïîëó÷åííîé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) â óïðîùåí-íîé ìîäåëè áåç ó÷åòà óñêîðåíèÿ öåëè: x(t) = θ0 + θ1t. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,28



Çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà íåñêîëüêèõ îöåíêàõ�èïîòåçà H ŝ (ì) r̂ (ì) πH
h (ŝ2, r̂2) πH

h (s2LS, r
2
LS) πH

h (s2MB, r
2
MB)à) N (0,K) 97,87 50,20 0,005520 0,013810 0,021324á) U(K) 88,66 85,63 0,038821 0,045803 0,083008â) V(K) 100,37 43,95 0,059290 0,100724 0,083859ã) P(K) 98,70 47,99 0,132998 0,170892 0,188684ÌÍÊ-îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñìåùåííîé: åå ñìåùåíèå â íàèõóäøåì ñëó÷àåáóäåò rLS ≈ 135 ì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â èñõîäíîé ìîäåëè îöåíèâàå-ìàÿ òðàåêòîðèÿ x(t) çàâèñèò îò ýëåìåíòà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

θ2 = ẍ(t), ïîýòîìó íåñìåùåííûõ îöåíîê ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó íàáëþäåíèé íåñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå â ñèëó óñëîâèÿ (25) ñìåùåíèÿ îöåíîê áóäóò îãðàíè-÷åíû. Ìîæíî âûáðàòü îöåíêó X̃MB 
 ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé âåðõíåé ãðàíüþñìåùåíèÿ rMB ≈ 13 ì. Ýòî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ÌÍÊ-îöåíêè,õîòÿ ñ.ê.î. îêàçûâàåòñÿ áîëüøå: sMB ≈ 125 ì è sLS ≈ 84 ì.Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ãàðàíòèðîâàííûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòèîøèáêè P{|X̃ −X| > h} íà îöåíêàõ (26), (28) ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå äèñïåð-ñèè s2. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòèêàì ÌÍÊ-îöåíêè.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà òðåõ îöåíêàõ: ìè-íèìàêñíîé, ÌÍÊ è îöåíêå ñ ìèíèìàëüíûì ñìåùåíèåì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1õàðàêòåðèñòèêè ìèíèìàêñíîé îöåíêè ŝ2, r̂2 îáðàçóþò òî÷êó ìèíèìóìà âåðî-ÿòíîñòíîé ãðàíèöû πHh íà ãðàíèöå îáëàñòè Q. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êëàñ-ñà H ýòè õàðàêòåðèñòèêè áóäóò ðàçíûìè, ÷òî âèäíî èç ðèñ. 4 è òàáëèöû.6. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå îïèñàí ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìàêñíî-ãî îöåíèâàíèÿ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ â ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèèñ îãðàíè÷åííûìè ïàðàìåòðàìè è ñèììåòðè÷íûìè óíèìîäàëüíûìè ïîìåõà-ìè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìèíèìàêñíûõ îöåíîê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåèç-âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî-ìåõ. Ñïîñîá îïèñàíèÿ àïðèîðíîé èí�îðìàöèè î íåîïðåäåëåííîì ìíîãîìåð-íîì ðàñïðåäåëåíèè â âèäå íàáîðà óñëîâèé íà ñèììåòðè÷íîñòü, óíèìîäàëü-íîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïðèâîäèò ê ðî-áàñòíûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðåøåíèÿì, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ìåíåå êîíñåðâà-òèâíûìè, ÷åì èçâåñòíûå ðàíåå. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ îöåíêó X̃ , îïðå-äåëÿåìóþ âåêòîðîì êîý��èöèåíòîâ f ∈ R
n è ñäâèãîì c ∈ R ñîãëàñíî (5).Åñëè îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíà X è âåêòîð íàáëþäåíèé Y óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì ìîäåëè ðåãðåññèè (1) ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ θ ∈ Θ è âåêòîðîì ïî-ìåõ η ∼ H(K), òî îøèáêà X̃ −X äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ε+ r, ãäå ε ∼ H(d),à d, r óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (9). Ñëåäîâàòåëüíî, â (11) èìååò ìåñòîçíàê íåðàâåíñòâà ¾6¿. 29



×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, äîñòàòî÷íî äëÿ çàäàííîãî âåê-òîðà ïàðàìåòðîâ θ ∈ Θ è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε ∼ H(d), ãäå d è r èìåþòâèä (9), ïîäîáðàòü ñëó÷àéíûé âåêòîð η ∼ H(K), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó
ε+ r = X̃ −X ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Â ñèëó (1) è (9) òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ðàâíî-ñèëüíî ñëåäóþùåìó:

ε = 〈f, η〉.Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê â [26℄, îïðåäåëèì èñêîìûé âåêòîð ïî ïðàâèëó
η = K1/2

{
ε|g|−2g + Pζ

}
,ãäå P = In − |g|−2gg∗, g = K1/2f , In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n, à

ζ � ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû ε. Ïðîâåðêà óñëîâèé ε = 〈f, η〉, Mη = 0 è cov{η, η} = K èäåíòè÷íàâûêëàäêàì èç [26℄.Â ñëó÷àå H = P äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ.Ïðè H = U îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà η ñèììåòðè÷íîè ëèíåéíî óíèìîäàëüíî. Ñîãëàñíî [12℄ ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîìâûáîðå âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ b ∈ R
n ðàñïðåäåëåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

〈b, η〉 = ε|g|−2〈b, T g〉 + 〈b, TPζ〉ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì óíèìîäàëüíûì. À ýòîò �àêò ñëåäóåò èç óíèìîäàëü-íîñòè ñâåðòêè äâóõ ñèììåòðè÷íûõ óíèìîäàëüíûõ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-íèé, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáîèõ ñëàãàåìûõ â ñèëó ε ∼ U(d) è
ζ ∼ N (0, In) (ñì. òåîðåìó 1.6 èç òîãî æå èñòî÷íèêà).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Âûïóêëîñòü îáëàñòè Q íåïîñðåäñòâåí-íî ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ïî (f, c) ∈ R

n × R äâóõ �óíêöèé
〈Kf, f〉 è max

θ∈Θ
(c+ 〈B∗f − a, θ〉)2.Ïîýòîìó �óíêöèÿ ρ(d) êàê íèæíÿÿ îãèáàþùàÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Q òîæåáóäåò âûïóêëîé (ñì. òåîðåìó I.5.3 èç [27℄). À â ñèëó òîãî, ÷òî îíà âñþäóêîíå÷íà, îíà áóäåò íåïðåðûâíîé.Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïîðíîé ïðÿìîé äëÿ âû-ïóêëîãî ìíîæåñòâà. Ïðè �èêñèðîâàííîì λ > 0 ïðÿìàÿ ρ+ λd = γλ ÿâëÿåòñÿîïîðíîé ê îáëàñòè Q â òî÷êå (dλ, ρλ), åñëè ëèíåéíàÿ �îðìà ρ+ λd äîñòèãà-åò íà Q ìèíèìóìà (èëè ìàêñèìóìà) â óêàçàííîé òî÷êå. Ñëó÷àé ìàêñèìóìàìîæíî îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó óêàçàííàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà íà îáëàñòè Q íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðåáóåìûå �àêòû (19) è (20).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Èç òåîðåìû 1 â ñèëó ìîíîòîííîé çàâè-ñèìîñòè πHh (d, ρ) ïî ρ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

sup
θ∈Θ

sup
η∼H(K)

P

{
|X̃ −X| > h

}
= πHh (d, ρ),(1)ãäå d = 〈Kf, f〉 è ρ = supθ∈Θ

(
c+ 〈B∗f − a, θ〉

)2.30



Ïóñòü (d̂, ρ̂) � òî÷êà ìèíèìóìà πHh (d, ρ) ïî (d, ρ) ∈ Q, à (f̂ , ĉ) � ðåøåíèåìèíèìàêñíîé çàäà÷è (19) 
 ïàðàìåòðîì λ, ðàâíûì êîý��èöèåíòó îïîðíîéïðÿìîé ê îáëàñòè Q â òî÷êå (d̂, ρ̂). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2 áóäóò èìåòüìåñòî ðàâåíñòâà
d̂ = 〈Kf̂, f̂〉, ρ̂ = max

θ∈Θ

(
ĉ+ 〈B∗f̂ − a, θ〉

)2
.Ïîýòîìó íà îöåíêå X̂ = 〈f̂ , Y 〉+ ĉ ðåàëèçóåòñÿ ðàâåíñòâî

sup
θ∈Θ

sup
η∼H(K)

P

{
|X̂ −X| > h

}
= πHh (d̂, ρ̂).(2)Òåïåðü â ñèëó πHh (d̂, ρ̂) 6 πHh (d, ρ) ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (2) íå ïðåâîñ-õîäèò ëåâóþ ÷àñòü (1). Ñëåäîâàòåëüíî, X̂ � ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà ïî âåðîÿò-íîñòíîìó êðèòåðèþ íà êëàññå H(K), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Bahadur R.R. On the Asymptoti
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ìîìåíò ïðåäúÿâëåíèÿ êîíòðàêòà ê èñïîëíåíèþ (îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ìîìåíò,â êîòîðûé äîõîä âëàäåëüöà ìàêñèìàëåí) [3℄, 2) â çàäà÷àõ ñòèìóëèðîâàíèÿèíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ [4℄, 3) â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðè-ìåíòîâ [5℄.Èçâåñòíî [2, 3, 6℄, ÷òî çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå ñëó÷àéíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó òðóäíîðåøàåìûõ. Îáùåé òåîðèè îïòèìàëü-íûõ ïðàâèë îñòàíîâêè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîñâÿùåíî áîëüøîåêîëè÷åñòâî ðàáîò. Ïî-âèäèìîìó âïåðâûå òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòà-íîâêè áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà â [7℄, â íåé òàêæå îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå ýòîéòåîðèè ê çàäà÷àì ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà. Äîñòàòî÷íîïîëíîå èçëîæåíèå àêòóàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòà-íîâêè ìîæíî íàéòè â [3, 8, 9℄, äëÿ ñëó÷àÿ ìàðêîâñêèõ íàáëþäàåìûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé � â [2℄. Âìåñòå ñ òåì, íà íàñòîÿùèé ìîìåíò èçâåñòíî î÷åíüìàëî ïðèìåðîâ ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé îñòàíîâ-êè. Íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ ìîæíî íàéòè â [8℄.Â ýòîé ñòàòüå ïîëó÷åíû íîâûå ïðèìåðû òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îá îï-òèìàëüíîé îñòàíîâêå, à èìåííî àíàëèòè÷åñêè ðåøåíû äâå çàäà÷è îá îï-òèìàëüíîé îñòàíîâêå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñî ñòåïåííîé�óíêöèåé âûèãðûøà íàáëþäàòåëÿ ñ êîíå÷íûì è ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì.Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ âûèãðûøà èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèëîæåíèÿõ:â ýêîíîìèêå (ñòàíäàðòíàÿ �óíêöèè ïîëåçíîñòè ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé àáñîëþò-íîé íåñêëîííîñòüþ ê ðèñêó, ñòàíäàðòíàÿ �óíêöèÿ ñïðîñà ñ ïîñòîÿííîé ýëà-ñòè÷íîñòüþ), â òåõíèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ, ãäå âîçíèêàåò çàäà÷à î ðàçëàäêåñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî íàáëþäàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷åííûå ïðèìåðû èíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðè-êëàäíûõ çàäà÷.Íå íàéäåíî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷àì îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè â äàííîéïîñòàíîâêå. Âìåñòå ñ òåì ê çàäà÷å ýòîé ñòàòüè ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ïðè-ìåíèìû ðåçóëüòàòû ñòàòåé [10�12℄, â êîòîðûõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàáëþäàåòñÿìàðêîâñêèé ïðîöåññ, �óíêöèÿ âûèãðûøà íåïðåðûâíà è ìîíîòîííà, äîêàçà-íî, ÷òî îáëàñòü ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé îòäåëåíà îò âíóòðåííîñòè îáëàñòèîñòàíîâêè åäèíñòâåííîé òî÷êîé (âèä êîòîðîé íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ). Â ñòàòüåýòîò ðåçóëüòàò íå èñïîëüçîâàëñÿ, íî îí ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì çäåñü; òàêæåïðèâåäåíà �îðìóëà äëÿ ýòîé òî÷êè â ñëó÷àå ñòåïåííîé �óíêöèè âûèãðûøà.Ïðèâåäåì åùå ðàáîòû, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü çàäà÷è, íàèáîëåå áëèç-êèå ê ðàññìàòðèâàåìîé â ñòàòüå. Â [13℄ ðåøåíà çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé îñòà-íîâêå ñëó÷àéíîãî îäíîìåðíîãî áëóæäàíèÿ, êîãäà: 1) íåçàâèñèìûå îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîðîæäàþùèå ýòî áëóæäàíèå, èìåþòîòðèöàòåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, 2) �óíêöèÿ âûèãðûøà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéöåëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü ñòàíäàðòíîãî îïöèîíà 
all, 3) ãîðèçîíò áåñ-êîíå÷åí, 4) îïòèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè åäèíñòâåííûé. Äîêàçàíî, ÷òî âîïèñàííîé ñèòóàöèè ìîìåíò ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíÿ, êîòîðûé ñîâïàäàåòñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ïîëèíîìà Àïïåëÿ, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìîìåíòîìîñòàíîâêè. Â [3℄ òàêæå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè ñ êî-íå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì, ãäå íàáëþäàåòñÿ îäíîìåðíîå ñëó÷àéíîåáëóæäàíèå è �óíêöèÿ âûèãðûøà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàíäàðòíîìó îïöèîíó
all. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ãîðèçîíòà ïðåäúÿâëåíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,35



êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò óðåçàííûå öåíû çàäà÷è; äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãîìîìåíòà âðåìåíè îáëàñòü îñòàíîâêè îòäåëåíà îò îáëàñòè íàáëþäåíèÿ îäíîéòî÷êîé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìîíîòîííî óáûâàåò ïîâðåìåíè, íî âèä òî÷åê íå íàéäåí. Äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî ãîðèçîíòà óñòà-íîâëåí âèä çàâèñèìîñòè öåíû çàäà÷è îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàåìîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äàæå â íàèáîëåå áëèçêèõ ïî ïîñòàíîâ-êå çàäà÷àõ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíûõ �îðìóë äëÿðåøåíèÿ.Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Êàæäîé èç çàäà÷ ïîñâÿùåí îòäåëü-íûé ðàçäåë: äëÿ çàäà÷è ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì � ðàçäåë 2, à ñ áåñêîíå÷-íûì � ðàçäåë 3. Â ðàçäåëå 2 ñíà÷àëà ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåî-ðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì (ïîäðàçäåë 2.1),çàòåì � ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èçâåñòíûå ñâîéñòâà åå ðåøåíèÿ (ïîäðàçäåë 2.2)è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû (ðàçäåë 2.3) � òåîðåìû 1 è 2, â êîòîðûõ óñòàíîâëå-íû ÿâíûé âèä óðåçàííûõ öåí è îáëàñòåé îñòàíîâêè (ïðîäîëæåíèÿ) íàáëþ-äåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. �àçäåë 3 âêëþ÷àåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è è íåîáõîäèìûåèçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè ñ áåñêîíå÷íûìãîðèçîíòîì (ïîäðàçäåë 3.1) è ðàçäåë 3.2, ãäå ïðèâåäåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò �òåîðåìà 3, äàþùàÿ ÿâíûé âèä öåíû îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè è îáëàñòåé îñòà-íîâêè (ïðîäîëæåíèÿ) íàáëþäåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé âûíå-ñåíû â Ïðèëîæåíèÿ. 2. Çàäà÷à ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì2.1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêèÏîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðèâåäåííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ è èõ äîêàçàòåëüñòâàìîæíî íàéòè â [3℄.Ïóñòü íà ñòîõàñòè÷åñêîì áàçèñå (Ω,F , (Fn)n∈N0
,P
), ãäå N0 , {0, . . . , N},

N <∞ � ãîðèçîíò, çàäàíà ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn,Fn)n∈N0
. Áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Fn , σ {S0, . . . , Sn}.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Eξ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-äàíèå (èíòåãðàë Ëåáåãà îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P) F-èçìåðèìîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, à E (ξ| Fn) � åå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåîòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû Fn è ìåðû P, n ∈ N0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà

A ∈ F îïðåäåëèì èíäèêàòîð
1{A}(ω) ,

{
1, åñëè ω ∈ A,
0, åñëè ω 6∈ A.Ïîëîæèì, ÷òî (fn,Fn)n∈N0

� ñîãëàñîâàííîå ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí, ýëåìåíòû êîòîðîãî fn áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çíà÷åíèÿ �óíêöèèâûèãðûøà â ìîìåíò âðåìåíè n ∈ N0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî ñëå-äóþùåå.Ó ñ ë î â è å (f): Emax
n∈N0

|fn| <∞.Ïóñòü τ � ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî �èëüòðàöèè (Fn)n∈N0
.36
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i=0

fi1{τ=i}(ω)

(
Sτ (ω) ,
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Si1{τ=i}(ω)

)
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç TNn , n ∈ N0, ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ îñòàíîâêè τ òàêèõ, ÷òî

n 6 τ(ω) 6 N , ω ∈ Ω. Óñëîâèå (f) ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ TN0 îïðå-äåëåíî E |fτ | <∞. Âåëè÷èíà Efτ � ýòî îæèäàåìîå çíà÷åíèå âûèãðûøà â ìî-ìåíò τ .Çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè:
Efτ → sup

τ∈TN
0

.(1)Âåëè÷èíà sup
τ∈TN

0

Efτ åñòü öåíà çàäà÷è (1). Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé τ0 ∈ TN0 ,÷òî sup
τ∈TN

0

Efτ = Efτ0 , òî åãî íàçûâàþò îïòèìàëüíûì ìîìåíòîì îñòàíîâêè âçàäà÷å (1).Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (f) ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
vNn ,Fn

}
n∈N0

:

{
vNn = max

[
fn,E

(
vNn+1

∣∣Fn
)]
,

vNn |n=N = fN .
(2)Ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû vNn ÿâëÿþòñÿ Fn-èçìåðèìûìè. Èõ íà-çûâàþò óðåçàííîé öåíîé îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè â ìîìåíò n èëè îãèáàþùåéÑíåëëà. Èçâåñòíî, ÷òî vN0 = sup

τ∈TN
0

Efτ = Efτ0 , ãäå
τ0 = min

{
n ∈ N0 : v

N
n = fn

}
.(3)Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó (1), äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå ðåêóð-ðåíòíîãî óðàâíåíèÿ (2). Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ òðóäíî-ðåøàåìîé.Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

vNn > fn, vNn > E

(
vNn+1

∣∣Fn
)
, n ∈ N0,ïî÷òè íàâåðíîå îòíîñèòåëüíî ìåðû P (äàëåå ïî òåêñòó � P-ï.í.) Èç óñëîâèÿ (f)è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî {vNn ,Fn}n∈N0

� ñóïåðìàðòèíãàë îòíî-ñèòåëüíî �èëüòðàöèè {Fn}n∈N0
è âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîèç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ {0, . . . , N − 1}:1) íà ìíîæåñòâå {ω ∈Ω : fn > E(vNn+1

∣∣Fn)
} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî vNn = fn

P -ï.í.;2) íà ìíîæåñòâå {ω ∈Ω : fn < E(vNn+1

∣∣Fn)
} � ðàâåíñòâî vNn = E(vNn+1|Fn)

P -ï.í.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî n ∈ {0, . . . , N − 1} âåëè÷èíà vNn äîïóñêàåò ïðåä-ñòàâëåíèå P-ï.í.
vNn = fn1{fn>E( vNn+1|Fn)} + E

(
vNn+1

∣∣Fn
)
1{fn<E(vNn+1|Fn)}.(4) 37



2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîìè íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà åå ðåøåíèÿÏóñòü {Sn,Fn}n∈N0
çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

{
Sn+1 = Snλ

ρn+1 ,

Sn|n=0 = S0 > 0,
(5)ãäå 1 < λ <∞ � ïàðàìåòð, à {ρn}n>1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõâ ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàí-íîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fρ (x). Èçâåñòíî [6℄, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Sn,Fn}n∈N0

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé è îïèñûâàåò îäíîìåðíîå ãåî-ìåòðè÷åñêîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ïðè÷åì P-ï.í. Sn > 0, n ∈ N0. Îïèñàííàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}n>0 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìàðêîâñêîé [6℄.Çàì å ÷ à í è å 1. Óñëîâèå λ > 1 � òåõíè÷åñêîå, îíî áóäåò èñïîëüçîâàíî âäîêàçàòåëüñòâàõ íèæå. Âìåñòå ñ òåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáù-íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè: ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëó÷àé 0 < λ < 1, äîñòà-òî÷íî âìåñòî (5) ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
S̃n,Fn

}
n∈N0

: S̃n+1 = S̃nλ
θn+1 , S̃0 = S0,ãäå θn+1 = −ρn+1, n ∈ {0, . . . , N − 1}. Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ èíòåðåñ-íû îáà ñëó÷àÿ.Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè äëÿ äèñêîíòèðîâàííîé ñòå-ïåííîé �óíêöèè âûèãðûøà:

fn(x) = βn (Axσ +B) , x > 0(6)ñ ïàðàìåòðàìè: β ∈ (0, 1] � êîý��èöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ [3℄, A, B, σ(σ > 0).Çàì å ÷ à í è å 2. Çàäà÷è îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè ñ �óíêöèåé âûèãðûøàâèäà (6) âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Òàê, ïðè A = σ�óíêöèÿ (6) ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîé �óíêöèè ïîëåçíîñòè ñ ãèïåðáîëè-÷åñêîé àáñîëþòíîé íåñêëîííîñòüþ ê ðèñêó (HARA) [9℄. Â çàäà÷àõ ìèêðîýêî-íîìèêè â ñëó÷àÿõ, êîãäà ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå ìîæíî ñ÷èòàòü ïî-ñòîÿííîé, ñïðîñ îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé [14℄. Çàäà÷à î ðàçëàäêåäëÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî òàêæå èìååò ñòåïåííóþ�óíêöèþ âûèãðûøà. Ïîñêîëüêó ñòåïåííûå �óíêöèè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïè-ñàíèÿ ÿâëåíèé â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü çàäà÷óîïòèìàëüíîé îñòàíîâêè ñî ñòåïåííîé �óíêöèåé íàèáîëåå îáùåãî âèäà (6).Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:
Eβτ (A (Sτ )

σ +B) → sup
τ∈TN

0

.(7)Èçâåñòíî [2℄, ÷òî â ñëó÷àå ñòðîãî ìàðêîâñêîé íàáëþäàåìîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè {Sn,Fn}n∈N0
è �óíêöèè âûèãðûøà, çàâèñÿùåé îò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà38



òîëüêî â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, óðåçàííûå öåíû vNn ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâ-ñêèìè �óíêöèÿìè, ò.å. äëÿ ëþáîãî n ∈ N0 ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ,äåéñòâóþùàÿ èç R
+ â R

+, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç vNn (x), òàêàÿ ÷òî
vNn = vNn (x)

∣∣∣
x=Sn

= vNn (Sn) P -ï.í.Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vNn (x)}n∈N0 îäíîðîäíà ïî n, ò.å. äëÿ ëþáûõ
x ∈ R

+ è k ∈ N0 ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ vk (x), òàêàÿ÷òî
vNn (x) = vN−n

0 (x) = βkvk (x)
∣∣∣
k=N−n

.(8)Äëÿ çàäà÷è (7) èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â ïîäðàçäåëå 2.1, è ñäåëàí-íûõ çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R
+ ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü áîðåëåâñêèõ �óíêöèé {vk (x)}
k∈N0

(ãäå k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
N,N − 1, . . . , 0), êîòîðàÿ:1) óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

{
vk (x) = max

[
Axσ +B, βEvk+1 (xλρ1)

]
,

vk (x) |k=N = Axσ +B;
(9)2) v0 (x) |x=S0 = vN0 = sup

τ∈TN
0

Eβτ (ASστ +B) = Eβτ
0 (
ASστ0 +B

), ãäå
τ0 = min

[
k ∈ N0 : v

k (Sk) = ASσk +B
](10)åñòü îïòèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè â çàäà÷å (7);3) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ R

+ èìååò ìåñòî íåðàâåí-ñòâî
vk (x) > vk+1 (x) , k ∈ {0, . . . , N − 1}.(11)Èç (9), â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ëþáûõ x ∈ R

+, k ∈ N0 è β ∈ (0, 1] ñëåäóþòíåðàâåíñòâà
vk (x) > Axσ +B, vk (x) > βEvk+1 (xλρ1) .(12)Àíàëîãè÷íî [2℄, ââåäåì îáëàñòè îñòàíîâêè è ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé.Äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 ìíîæåñòâî Γk ⊆ R

+ íàçîâåì ìíîæåñòâîì (îáëàñòüþ) îñòà-íîâêè, åñëè
Γk ,

{
x∈R

+ : vk(x) =Axσ+B
}
=
{
x∈R

+ :Axσ+B> βEvk+1(xλρ1)
}
.(13)Ìíîæåñòâî Ck , R

+\Γk íàçîâåì ìíîæåñòâîì ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé:
Ck =

{
x∈R

+ : vk(x)>Axσ+B
}
=
{
x∈R

+ :Axσ+B <βEvk+1(xλρ1)
}
.(14) 39



Èç îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâ îáëàñòåé {Ck}k∈N0
è {Γk}k∈N0

, à òàêæå ñâîéñòâà ìî-íîòîííîñòè (äëÿ ëþáûõ x ∈ R
+) ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk (x)}

k∈N0ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ
R
+ = ΓN ⊇ ΓN−1 ⊇ . . .⊇ Γk ⊇ . . .⊇ Γ0,(15)

∅ = CN ⊆ CN−1 ⊆ . . .⊆ Ck ⊆ . . .⊆ C0.(16)Â ñîâîêóïíîñòè (9), (13)�(16) äàþò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ vk (x), ãäå k ∈ N0,
x ∈ R

+:
vk (x) =

{
βEvk+1 (xλρ1) , åñëè x ∈ Ck,

Axσ +B, åñëè x ∈ Γk.
(17)Ñ ó÷åòîì (17) èìååì ïðè ëþáûõ k ∈ N0 è x ∈ R

+ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ vk (x):
vk (x) = (Axσ +B) 1{x∈Γk} + βEvk+1 (xλρ1) 1{x∈Ck}.(18)Èòàê, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (7), íåîáõîäèìî ðåøèòü ðåêóððåíòíîåóðàâíåíèå (9) è äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 ïîñòðîèòü îáëàñòè Γk è Ck. Ýòî áóäåòñäåëàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.2.3. �åøåíèå çàäà÷è ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîìÑëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ � îñíîâíûå äëÿ ýòîãî ðàçäåëà, îíè äàþòðåøåíèå çàäà÷è (7). Â íèõ áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

Ak , A (βEλσρ1)N−k , Bk , βN−kB,(19)ãäå k ∈ N0 � ëþáîå, A > 0, B ∈ R
1, à σ > 0. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî Ak è Bk óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

Ak = Ak+1βEλ
σρ1 , Ak|k=N = A; Bk = βBk+1, Bk|k=N = B.(20)Ó ñ ë î â è å (ϕ):

0 < Eλσρ1 <∞, σ > 0.(21)Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk,Fk}k∈N0

óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîò-íîøåíèþ (5);
2) óñëîâèå (ϕ);
3) äèñêîíòèðîâàííàÿ �óíêöèÿ âûèãðûøà èìååò âèä (6);
4) äëÿ ëþáûõ (k, x) ∈ N0 × R

+ óðåçàííàÿ öåíà vk (x) óäîâëåòâîðÿåò ðå-êóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (9).Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:à) äëÿ ëþáûõ k ∈ N0 è σ > 0 ìíîæåñòâà Ck è Γk äîïóñêàþò ïðåäñòàâëå-íèÿ ñîîòâåòñòâåííî
Ck =

{
x ∈ R

+ : Akx
σ +Bk > Axσ +B

}
,(22)

Γk =
{
x ∈ R

+ : Akx
σ +Bk 6 Axσ +B

}
.(23)40



á) äëÿ ëþáûõ k ∈ N0, x ∈ R
+ è σ > 0 ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-íèÿ (9) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

vk (x) = Axσ +B +max [Akx
σ +Bk −Axσ −B, 0] .(24)Óñòàíîâèì òåïåðü âèä îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè â çàäà÷å (7). Ïðåä-âàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî èç (13), (22) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 âíóò-ðåííîñòü Γk, îáîçíà÷àåìàÿ êàê int Γk, äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

int Γk ,
{
x ∈ R

+ : Akx
σ +Bk < Axσ +B

}
.(25)Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî

∂Γk , Γk\ int Γk =
{
x ∈ R

+ : Akx
σ +Bk = Axσ +B

}
.(26)Åñëè ∂Γk 6= ∅, òî (26) îïðåäåëÿåò ãðàíèöó, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî k äåëèò R

+íà îáëàñòü îñòàíîâêè Γk è îáëàñòü ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé Ck. Èç (26)òàêæå ñëåäóåò, ÷òî èç ðàçðåøèìîñòè äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 óðàâíåíèÿ
Akx

σ +Bk = Axσ +Bîòíîñèòåëüíî x (ò.å. ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà x (k) ∈ R
+, îáðàùàþùåãî (26)â òîæäåñòâî) ñëåäóåò ∂Γk 6= ∅. ×àñòè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (k)}k∈N0

âçàäà÷å îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå íàçûâàþò ñâîáîäíîé ãðàíèöåé [3℄.Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
k ∈ N0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:I. åñëè β = 1,1) à σ > 0, ϕ (σ) 6 1, òî Γk = [0,∞);2) à σ > 0, ϕ (σ) > 1, òî Γk = {0};II. åñëè β ∈ (0, 1) è B = 0,1) à σ > 0, βϕ (σ) 6 1, òî Γk = [0,∞);2) à σ > 0, βϕ (σ) > 1, òî Γk = {0};III. åñëè β ∈ (0, 1) è B < 0,1) à σ1 > 0 � åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ϕ (σ) = 1è βϕ (σ) <1, òî Γk = [x(k),∞);2) à σ > 0, βϕ (σ) < 1 è ϕ (σ) 6= 1, òî Γk = [x(k),∞), ãäå ÷àñòè÷íàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {x (k)}k∈N0 îïèñûâàåò ñâîáîäíóþ ãðàíèöó, à åå ýëåìåíòûäëÿ ëþáîãî k ∈ N0 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

x (k)≡max



(
B

A

1− βk

(βϕ (σ))k − 1

) 1
σ

, 0


 ;(27)3) à σ > 0, βϕ (σ) > 1, òî Γk = {0};IV. åñëè β ∈ (0, 1) è B > 0,1) à σ > 0, βϕ (σ) 6 1, òî Γk = [0,∞); 41



2) à σ > 0, βϕ (σ) > 1, òî Γk = [x(k),∞), ãäå ÷àñòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {x (k)}k∈N0 îïèñûâàåò ñâîáîäíóþ ãðàíèöó, à åå ýëåìåíòû äëÿ ëþáîãî
k ∈ N0 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (27);V. ïóñòü {Γk}k∈N0

� íàáîð ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííûé â ïóíêòàõ I�IV.Òîãäà îïòèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè τ0 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå τ0 =
= min {k ∈ N0 : Sk ∈ Γk} P-ï.í.Çàì å ÷ à í è å 3. 1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî â óòâåðæäå-íèÿõ I�IV òåîðåìû 2 ýëåìåíòû ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x (k)}k∈N0îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.2. Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A è B�óíêöèè âûèãðûøà ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è (7). Òàê, ïðè
B = 0 ïîëó÷àþòñÿ ëèøü òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Òàêîé ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ òåì,÷òî ñëàãàåìîå B â êàæäûé ìîìåíò óìíîæàåòñÿ íà äèñêîíòèðóþùèé ìíîæè-òåëü. Ýòîò �àêò ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè âûáîðå êîíêðåòíîãî âèäà �óíêöèèâûèãðûøà â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð â çàäà÷àõ ìàêñèìèçàöèè îæè-äàåìîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïîëåçíîñòè, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, îïðåäåëÿåòñÿñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.Èòàê, òåîðåìû 1, 2 äàþò ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è (7): öåíà çàäà÷è äîïóñ-êàåò ïðåäñòàâëåíèå vN (x) = Axσ +B +max [ANx

σ +BN −Axσ −B, 0], à îï-òèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè èìååò âèä, óêàçàííûé â ï. V òåîðåìû 2.3. Çàäà÷à ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîìè íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà åå ðåøåíèÿÏóñòü òåïåðü T∞
0 � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ τ .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (ϕ). Òîãäà çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé îñòà-íîâêå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ äèñêîíòèðîâàííîé ñòåïåííîé�óíêöèåé âûèãðûøà è áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Eβτ (ASστ +B) → sup
τ∈T∞

0

,(28)ãäå ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ β ∈ (0, 1]è A, B, σ (σ > 0).Ìîìåíò îñòàíîâêè τ0 ∈ T∞
0 íàçûâàþò îïòèìàëüíûì, åñëè

sup
τ∈T∞

0

Eβτ (ASστ +B) = Eβτ
0 (
ASστ0 +B

)
.Ïóñòü áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ v̂ : R+ → R

1, îáîçíà÷àåìàÿ êàê v̂ (x), îïðåäå-ëåíà ðàâåíñòâîì
v̂ (x) = sup

τ∈T∞

0

Eβτ (ASστ +B) .Ýòó �óíêöèþ íàçûâàþò öåíîé îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè.42



Êàê áûëî óêàçàíî â ðàçäåëå 2, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðåçàííûõ öåí{
vk (x)

}
k>1

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (ñì. íåðàâåíñòâî (11)). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
x ∈ R

+ ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk (x)}
k>1

ñóùåñòâóåò ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë
v̂ (x) , lim

k→∞
vk (x) .Èçâåñòíî òàêæå [2℄, ÷òî â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (9) â ñèëó òåîðåìû îìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè k → ∞.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ R

+ öåíà v̂ (x) óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìóóðàâíåíèþ
v̂ (x) = max

[
Axσ +B, βEv̂ (xλρ1)

]
.(29)Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

+ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
v̂ (x) > Axσ +B, v̂ (x) > βEv̂ (xλρ1) .(30)Êðîìå òîãî, èç (29) ñëåäóåò, ÷òî ïðèâîäèìûå íèæå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäå-ëÿþò îáëàñòè â R

+:à)
Γ ,

{
x ∈ R

+ : v̂ (x) = Axσ +B
}
=
{
x ∈ R

+ : Axσ +B > βEv̂ (xλρ1)
}
,(31)á)

C ,
{
x ∈ R

+ : v̂ (x) = βEv̂ (xλρ1)
}
=
{
x ∈ R

+ : Axσ +B < βEv̂ (xλρ1)
}
,(32)êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò [2℄ ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòüþ îñòàíîâêè è îáëàñòüþïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé. Èç (31), (32) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Γ ∪ C = R
+, Γ ∩ C = ∅.(33)Ôîðìóëû (29), (31)�(33) äàþò òàêæå ïðåäñòàâëåíèå

v̂ (x) =

{
Axσ +B ïðè x ∈ Γ,

βEv̂ (xλρ1) ïðè x ∈ C.
(34)Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (33) è (34) ñëåäóþò ðàâåíñòâà äëÿ ëþáûõ x ∈ R

+:
v̂ (x) = (Axσ +B) 1{x∈Γ} + βEv̂ (xλρ1) 1{x∈C} =

= Axσ +B + [βEv̂ (xλρ1)−Axσ −B] 1{x∈C}.
(35) 3.2. �åøåíèå çàäà÷è ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîìÈç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (28) áó-äåò íàéäåíî, åñëè óñòàíîâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-íèå (29) èìååò ðåøåíèå. Âèä ýòîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå îáëàñòåé îñòàíîâêè èïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé äëÿ çàäà÷è (28) ïîëó÷åíû â ñëåäóþùåì óòâåðæäå-íèè. 43



Òå î ð åì à 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (ϕ). Ïóñòü σ 1
β
> 0óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

βEλ
σ 1

β
ρ1

= 1,(36)ïðè÷åì
σ 6= σ 1

β
.(37)Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:à)

σ > σ 1
β

è B > 0,(38)á)
σ < σ 1

β
è B < 0,(39)òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Äëÿ ëþáûõ x ∈ R
+ è β ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (29),êîòîðîå èìååò âèä

v (x) = Axσ +B +max [A∗xσ −Axσ −B, 0] ,(40)ãäå êîíñòàíòà A∗ > 0 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
A∗ , B

σ

σ − σ 1
β

(
A

B

σ − σ 1
β

σ 1
β

)
σ 1
β

σ

.(41)
2. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî

xΓ =

(
B

A

σ 1
β

σ − σ 1
β

) 1
σ

> 0,(42)îòäåëÿþùåå îáëàñòü îñòàíîâêè îò âíóòðåííîñòè îáëàñòè ïðîäîëæåíèÿíàáëþäåíèÿ:à) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (38), òî
Γ = [0, xΓ] , C = (xΓ,∞) .(43)á) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (39), òî
Γ = [xΓ,∞) , C = [0, xΓ) .(44)

3. Ìîìåíò îñòàíîâêè
τ0 =

{
inf {n > 0 : Sn ∈ Γ}
∞, åñëè Sn 6∈ Γ äëÿ ëþáîãî n(45)ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çàäà÷å (28).44



Çàì å ÷ à í è å 4. Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
A è B ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà âèä ðåøåíèÿ â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ãîðèçîíòà.Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3, ðåøåíèå çàäà÷è âñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ãîðèçîíòà ïðè B = 0 íå ñóùåñòâóåò.4. Çàêëþ÷åíèåÈç óòâåðæäåíèé òåîðåì 1�3 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî îäíîðîä-íîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ äèñêîíòèðîâàííîé ñòåïåííîé�óíêöèåé âûèãðûøà â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå:1) íå âñåãäà ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå îáëàñòè îñòàíîâêè è ïðîäîëæåíèÿíàáëþäåíèé;2) ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (êîãäà ãîðèçîíò êîíå÷åí)èëè óðàâíåíèå (êîãäà ãîðèçîíò áåñêîíå÷åí) äîïóñêàþò ÿâíîå ðåøåíèå;3) óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è âèä ðåøåíèé.Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ïîñòðîåíû íîâûå òî÷íî ðåøàåìûå ïðèìåðû çàäà-÷è îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâàõ îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ïîòðåáóþòñÿ óñëîâèÿ ñó-ùåñòâîâàíèÿ è ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ Fρ1 (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ρ1. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðå-äåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ.Ïóñòü áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ ϕ : R1 → R

+ (îáîçíà÷àåìàÿ êàê ϕ (σ)) îïðå-äåëåíà ðàâåíñòâîì
ϕ (σ) = Eλσρ1 ,(Ï.1.1)ãäå 1 < λ <∞ � ïàðàìåòð, σ ∈ R

1 � ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà. Ôóíêöèþ ϕ (σ)íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ρ1 [6℄. Îáî-çíà÷èì:
M+ , sup

x∈R1

{
x ∈ R

1 : Fρ1 (x) < 1
} (

M− , inf
x∈R1

{
x ∈ R

1 : Fρ1 (x) > 0
})

.Âåëè÷èíà M+ (M−) � ýòî ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû ρ1 [6℄, à ìíîæåñòâî âèäà [M−,M+] � åå íîñèòåëü [6℄.Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, ïî-âèäèìîìó, èçâåñòíî, íî, ê ñîæàëå-íèþ, â äîñòóïíûõ èñòî÷íèêàõ íå áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî.Ïðå äë îæåíè å 1. Ïóñòü M− > −∞ è M+ <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâûóòâåðæäåíèÿ:
1) äëÿ ëþáîãî σ ∈ R

1 âûïîëíåíî (21);
2) äëÿ ëþáîãî σ ∈ R

1 ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû ïðîèçâîäíûå dl

dσl
ϕ (σ), ãäå

l ∈ N � ëþáîå, ïðè÷åì d2

dσ2
ϕ (σ) > 0, ò.å. ϕ (σ) � ñòðîãî âûïóêëàÿ �óíêöèÿ;45



3) åñëè m (σ) , d
dσ lnϕ (σ), òî

M+ = lim
σ→∞

m (σ)

lnλ
,(Ï.1.2)

M− = lim
σ→−∞

m (σ)

lnλ
.(Ï.1.3)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï ð å ä ë îæåíè ÿ 1. Ïî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 1

M− è M+ êîíå÷íû, ïîýòîìó â äîêàçàòåëüñòâå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèìîæíî ïîëàãàòü ρ1 > c P-ï.í., ãäå c > 0 � êîíñòàíòà.1. Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû M+ ñïðà-âåäëèâû íåðàâåíñòâà c 6 ρ1 6M+ <∞ P-ï.í. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî σ > 0 èìå-åì P-ï.í.
0 < λ−|σ|c 6 λ−|σ|ρ1 6 λσρ1 6 λ|σ|ρ1 6 λ|σ|M

+
<∞.(Ï.1.4)Ñîîòíîøåíèÿ (Ï.1.4) äàþò èñêîìûå íåðàâåíñòâà 0 < ϕ (σ) <∞.2. Ïóñòü l ∈ N. Òîãäà èç (Ï.1.4) äëÿ ëþáîãî σ > 0 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

P-ï.í.
0 < clλσc 6 |ρ1|l λσρ1 6

(
M+

)l
λ|σ|M

+
<∞.(Ï.1.5)Îòñþäà

0 < E |ρ1|l λσρ1 <∞.Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî l ∈ N ñóùåñòâóåò l-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèèìîìåíòîâ
dlϕ

dσl
(σ) = (lnλ)l Eρl1λ

σρ1 ,ïðè÷åì
∣∣∣∣
dlϕ

dσl
(σ)

∣∣∣∣ <∞.(Ï.1.6)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî σ > 0 èìååì
d

dσ
ϕ (σ) = (lnλ)Eρ1λ

σρ1 ,(Ï.1.7)
d2ϕ

dσ2
(σ) = (lnλ)2 Eρ21λ

σρ1 > 0,(Ï.1.8)
m (σ) = (lnλ)

Eρ1λ
σρ1

Eλσρ1
.(Ï.1.9)Èç (Ï.1.6)�(Ï.1.8) ñëåäóåò, ÷òî ϕ (σ) � ñòðîãî âûïóêëàÿ �óíêöèÿ.46



3. Óñòàíîâèì ðàâåíñòâà (Ï.1.2)�(Ï.1.3). Ïóñòü P
σ′ (A) � âåðîÿòíîñòíàÿìåðà, îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýøåðà (ñì., íàïðèìåð, [3℄)ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ρ1:

P
σ′ (A) , E

λσ
′ρ1

Eλσ′ρ1
1A (ω) ,(Ï.1.10)ãäå A ∈ F � ëþáîå, à σ′ > 0. Èçâåñòíî, ÷òî P
σ′ ýêâèâàëåíòíà P [3℄. Òîãäà èç(Ï.1.9)�(Ï.1.10) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

m (σ′)
lnλ

= E
P

σ′

ρ1,(Ï.1.11)ãäå EP
σ′

ρ1 � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ρ1 îòíîñèòåëüíîìåðû P
σ
′ . Èç (Ï.1.11) ñ ó÷åòîì ρ1 6M+ <∞ P-ï.í. ñëåäóåò, ÷òî äëÿ σ > 0èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

m (σ′)
lnλ

= E
P

σ′

ρ1 6M+.(Ï.1.12)Ïóñòü {Mn}n>1 � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî 0 < Mn < M+è lim
n→∞

Mn =M+. Òîãäà m(σ′)
lnλ = E

P
σ′

ρ1 > E
P

σ′

ρ11[Mn,∞) (ρ1) >Mn, ãäå
1[Mn,∞) (x) ,

{
1, x ∈ [Mn,∞) ,

0, x /∈ [Mn,∞) .Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
σ′→∞

m (σ′)
lnλ

>Mn →
n→∞

M+.Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà â ñîâîêóïíîñòè ñ (Ï.1.12) äàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî
lim
σ′→∞

m(σ′)
lnλ =M+.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî lim

σ′→−∞
m(σ′)
lnλ =M−. Äî-êàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1. Òîãäà ïðîèç-âîäÿùàÿ �óíêöèÿ ìîìåíòîâ ϕ (σ) ïðè σ > 0 îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè.

1. Åñëè M+ < 0, òî �óíêöèÿ ϕ(σ) ìîíîòîííî óáûâàåò îò çíà÷åíèÿ 1 êíóëþ.
2. Åñëè M+ > 0 è Eρ1 < 0, òî ñóùåñòâóþò 0 < σ0 < σ1 < σ 1

β
<∞ òàêèå,÷òî:à) 0 < ϕ (σ0) = min

σ∈R+
ϕ (σ) < 1, ò.å. σ0 � åäèíñòâåííûé íåîòðèöàòåëüíûéêîðåíü óðàâíåíèÿ

d

dσ
ϕ (σ0) = 0; 47



á) ϕ (0) = ϕ (σ1) = 1, ãäå σ1 6= 0 � åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé êîðåíüóðàâíåíèÿ ϕ (σ) = 1, ïðè÷åì� äëÿ ëþáîãî σ ∈ (0, σ1) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 0 < ϕ (σ) < 1,� äëÿ ëþáîãî σ > σ1 �óíêöèÿ ϕ (σ) > 1;â) äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü σ 1
β
óðàâíåíèÿ

ϕ (σ) = 1
β , ïðè÷åì� åñëè σ < σ 1

β
, òî ϕ (σ) < 1

β ,� åñëè σ > σ 1
β
, òî ϕ (σ) > 1

β .
3. Åñëè Eρ1 > 0, òî äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûéíåòðèâèàëüíûé êîðåíü σ 1

β
óðàâíåíèÿ ϕ(σ 1

β

)
= 1

β , ïðè÷åì ïðè σ > σ 1
β
�óíê-öèÿ ϕ (σ) > 1

β .Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñ ë å ä ñ ò â è ÿ 1. Ñîãëàñíî ï. 2 ïðåäëîæåíèÿ 1 (ñì.òàêæå (Ï.1.8)) ϕ (σ) � ñòðîãî âûïóêëàÿ �óíêöèÿ. Èçâåñòíî [15℄, ÷òî ïðîèç-âîäíàÿ ñòðîãî âûïóêëîé �óíêöèè, â ÷àñòíîñòè d
dσϕ (σ), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-íîé è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðîèçâîäíûå dϕ

dσ (0) è
d2ϕ
dσ2 (0) îïðåäåëåíû êàê ïðàâûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå íóëü è èìåþò âèä

dϕ

dσ
(0) = lnλEρ1,

d2ϕ

dσ2
(0) = (lnλ)2 Eρ21.Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ìîìåíòîâ (�îðìóëà (Ï.1.1)) ïàðà-ìåòð lnλ > 1, ïîýòîìó çíàê dϕ

dσ (0) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì Eρ1. Ñëåäîâàòåëüíî,âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû çàâèñèìîñòè ϕ (σ) îò σ.Âàðèàíò 1: M+ < 0. Òîãäà Eρ1 < 0, dϕ
dσ (0) < 0 è dϕ

dσ (σ) ↑ 0 ïðè σ → ∞.Èíûìè ñëîâàìè, ïðè σ > 0 �óíêöèÿ ϕ(σ) ìîíîòîííî óáûâàåò îò çíà÷åíèÿ 1(ïîñêîëüêó ϕ (0) = 1) ê íóëþ.Âàðèàíò 2. Ïóñòü M+ > 0, íî Eρ1 < 0 (ò.å. dϕdσ (0) < 0). Êðîìå òîãî, â ýòîìñëó÷àå lim
σ→∞

dϕ
dσ (σ) > lnλ lim

σ→∞

{
Eρ1λ

σρ11{OM+(ε)∩(0,∞)}
}
= ∞, ãäå OM+(ε) �

ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè M+, ε > 0 � ëþáîå. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷è-ñåë σ0, σ1, σ 1
β
∈ R

+ òàêèõ, ÷òî:2.1) σ0 � ýòî (â ñèëó òåîðåìû Êîøè) åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíå-íèÿ dϕ
dσ (σ) = 0 (äåéñòâèòåëüíî, dϕ

dσ (0) < 0, lim
σ→∞

dϕ
dσ (σ) = +∞ è dϕ

dσ (σ) ìîíî-òîííî âîçðàñòàåò ïî σ), ïðè÷åì íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ôåðìà 0 < ϕ (σ0) =
= min

σ∈R1
ϕ (σ) < ϕ (0) = 1;2.2) σ1 > 0� ýòî åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ϕ (σ) = 1

(= ϕ (0)), ïðè÷åì åñëè: à) σ ∈ (0, σ1], òî ϕ (σ) 6 1, á) σ > σ1, òî ϕ (σ) > 1;2.3) σ 1
β
> 0 � ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ ϕ (σ) = 1

β , ãäå β ∈ (0, 1), ïðè÷åì σ1 <

< σ 1
β
è åñëè σ > σ 1

β
, òî ϕ (σ) > ϕ

(
σ 1

β

).48



Âàðèàíò 3. Ïóñòü Eρ1 > 0. Òîãäà dϕ
dσ (0) > 0 è, ïîñêîëüêó dϕ

dσ (σ) ìîíîòîííîâîçðàñòàåò ïî σ, î÷åâèäíî, ÷òî è ϕ (σ) > 1 ìîíîòîííà è âîçðàñòàåò ïî σ, σ > 0.Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü σ 1
β
óðàâíåíèÿ

ϕ
(
σ 1

β

)
= 1

β , ïðè÷åì ïðè σ > σ 1
β
�óíêöèÿ ϕ (σ) > 1

β .Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 2Â ýòîì ïðèëîæåíèè äîêàçàíû òåîðåìû 1 è 2.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âñïîìîãàòåëü-íûì óòâåðæäåíèåì î âèäå ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (îòíîñèòåëü-íî wk : R+ → R
+):

{
wk (x) = βEwk+1 (xλρ1) ,

wk (x) |k=N = Axσ +B.
(Ï.2.1)Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ñåìåéñòâî {wk(x)}k∈N0ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì (Ï.2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

wk (x) = Akx
σ +Bk, k ∈ N0,(Ï.2.2)ãäå {Ak}k∈N0 è {Bk}k∈N0 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (19).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì, ÷òî ñåìåé-ñòâî �óíêöèé (Ï.2.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (Ï.2.1). Äîêàçàòåëüñòâîïðîâåäåì ìåòîäîì èíäóêöèè. Ïðè k = N èç (Ï.2.1) ñëåäóåò, ÷òî wk (x) |k=N =

= Axσ +B, x ∈ R
+.Ïóñòü

wk+1 (x) = Ak+1x
σ +Bk+1,ãäå

Ak+1 = A (βEλσρ1)N−k−1, Bk+1 = βN−k−1B.Óñòàíîâèì, ÷òî wk (x) = Akx
σ +Bk. Äåéñòâèòåëüíî, èç (Ï.2.1) è ïðåäïîëîæå-íèÿ èíäóêöèè äëÿ ëþáûõ x ∈ R

+ ñëåäóþò ðàâåíñòâà
wk (x) = βEwk+1 (xλρ1) = βE (Ak+1x

σλσρ1 +Bk+1) =

= βAk+1x
σ
Eλσρ1 + βBk+1 = A (βEλσρ1)N−k xσ + βN−kB = Akx

σ +Bk.Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé øàã èíäóêöèè îáîñíîâàí, à âìåñòå ñ íèì óñòàíîâ-ëåíà íåîáõîäèìîñòü.2. Äîñòàòî÷íîñòü. Óñòàíîâèì, ÷òî ñåìåéñòâî �óíêöèé (Ï.2.2) óäîâëåòâî-ðÿåò (Ï.2.1). Èç (Ï.2.2) èìååì wk+1 (xλρ1) , Ak+1x
σλσρ1 +Bk+1. Îò ëåâîéè ïðàâîé ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,óìíîæåííîå íà β. Ó÷èòûâàÿ (20), ïîëó÷èì

βEwk+1 (xλρ1) = βE (Ak+1x
σλσρ1 +Bk+1) =

= (βAk+1Eλ
σρ1)xσ + βBk+1 = Akx

σ +Bk = wk (x) .Óñòàíîâèëè äîñòàòî÷íîñòü. 49



Åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíà. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Èçâåñòíî [3℄, ÷òî ðåøåíèå ðåêóððåíò-íîãî ñîîòíîøåíèÿ (9) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (18). Èç (18), â ñâîþ î÷åðåäü,ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ∈ N0 èìåþòñÿ òðè âçàèìîèñêëþ÷àþùèå âîçìîæíî-ñòè: 1) Γk = ∅ (Ck = R
+), 2) Ck = ∅ (Γk = R

+), 3) Ck 6= ∅, Γk 6= ∅, ïðè÷åì
Ck ∪ Γk = R

+. �àññìîòðèì êàæäóþ èç íèõ.Âîçìîæíîñòü 1. Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðåçàííàÿ öåíà vk (x)äëÿ ëþáîãî x ∈ R
+ óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

{
vk (x) = βEvk+1 (xλρ1) ,

vk (x) |k=N = Axσ +B.
(Ï.2.3)Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå (Ï.2.3), â ñèëó åãî åäèí-ñòâåííîñòè, èìååò âèä

vk (x) = Akx
σ +Bk,(Ï.2.4)ïðè÷åì Ak è Bk óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (20).Âîçìîæíîñòü 2. Â ýòîì ñëó÷àå èç (18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

+ðåøåíèå (9) èìååò âèä
vk (x) = Axσ +B.(Ï.2.5)Âîçìîæíîñòü 3. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ Ck 6= ∅, òî èç (15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿëþáîãî 0 6 n 6 k ìíîæåñòâî Cn 6= ∅. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn óðåçàííàÿöåíà vn (x) óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (Ï.2.3), ðåøåíèå êî-òîðîãî èìååò âèä (Ï.2.4). Ñëåäîâàòåëüíî, (18) ñ ó÷åòîì (15) äëÿ ëþáûõ n 6 kè x ∈ R

+ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
vn (x) = (Axσ +B) 1{x∈Γn} + (Anx

σ +Bn) 1{x∈Cn} =

= (Axσ +B) + [Anx
σ +Bn −Axσ −B] 1{x∈Cn}.

(Ï.2.6)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Cn è Γn.Èç (Ï.2.6) è (12) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ R
+ âû-ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

vn (x)−Axσ −B = [Anx
σ +Bn −Axσ −B] 1{x∈Cn} > 0.(Ï.2.7)Ïî óñëîâèþ èìååì Cn 6= ∅. Òîãäà èç (Ï.2.7) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Cn (n 6 k)äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Cn =
{
x ∈ R

+ : vn (x)−Axσ −B
}
=

=
{
x ∈ R

+ : [Anx
σ +Bn −Axσ −B] 1{x∈Cn} > 0

}
=

=
{
x ∈ R

+ : Anx
σ +Bn > Axσ +B

}
,

(Ï.2.8)÷òî è äîêàçûâàåò (22). Ïîýòîìó â ñèëó (Ï.2.8) ìíîæåñòâî Γn = R
+\Cn äîïóñ-êàåò ïðåäñòàâëåíèå (23).50



�àññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (Ï.2.7). Â ñèëó (Ï.2.8) äëÿ ëþáîãî
x ∈ R

+ èìååì
[Anx

σ +Bn −Axσ −B] 1{x∈R+:Anxσ+Bn>Axσ+B} =

= max {Anxσ +Bn −Axσ −B, 0} .Ïîýòîìó èç (Ï.2.5) ñ ó÷åòîì (23) è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà óñòàíàâëèâàåòñÿðàâåíñòâî (24). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äëÿ ëþáîãî k ∈ N0ìíîæåñòâî îñòàíîâêè Γk èìååò âèä (23), èç êîòîðîãî ñëåäóåò çàìêíóòîñòüýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó åãî âíóòðåííîñòü (int Γk) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëå-íèå (25). ßñíî, ÷òî ∂Γk, îïðåäåëÿåìîå (26), � ýòî ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî-÷åê ìíîæåñòâà Γk è ïðè ëþáûõ k ∈ N0 ãðàíèöà ∂Γk 6= ∅. Ïîýòîìó ýëåìåíòû
x (k) ∈ ∂Γk äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

Akx
σ +Bk = Axσ +B.(Ï.2.9)Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé I�IV òåîðå-ìû 2, òî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ î÷åâèäíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãîíåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ x (k) óðàâíåíèÿ (Ï.2.9). Ñòàëî áûòü, ∂Γk � îäíî-òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî (ò.å. ∂Γk = {x (k)}). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêîóáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé I�IV òåîðåìû 2.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 3Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé òåîðåìû 3 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå âñïîìî-ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3, ãäå x ∈ R

+, à áîðåëåâ-ñêàÿ �óíêöèÿ w : R+ → R
1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (îòíîñèòåëüíî w (x)):

w (x) = βEw (xλρ1) .(Ï.3.1)Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R
+ óðàâíåíèå (Ï.3.1) èìååò åäèíñòâåííîå íåòðè-âèàëüíîå ðåøåíèå

w (x) = A∗x
σ 1

β ,(Ï.3.2)ãäå A∗ > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à σ 1
β
� åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

βϕ (σ) = 1.Çàì å ÷ à í è å 5. Ëåììà 2 óñòàíàâëèâàåò ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(Ï.3.1). Îäíàêî, èç íåãî íå ñëåäóåò, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò êîíñòàíòà A∗.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.�àññìîòðèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, k > 1
{
wk (x) = βEwk−1 (xλρ1) ,

wk (x) |k=0 = A∗x
σ 1

β ,
(Ï.3.3)ãäå x ∈ R

+, à A∗ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. 51



Èç (Ï.3.3) ñëåäóåò, ÷òî
w1 (x) = βEw0 (xλρ1) = βEA∗ (xλρ1)

σ 1
β = βA∗x

σ 1
σ ϕ
(
σ 1

σ

)
.Èç óñëîâèÿ βϕ(σ 1

β

)
= 1 ñëåäóåò, ÷òî w1 (x) = A∗x

σ 1
β . Ïóñòü òåïåðü wk−1(x) =

= A∗x
σ 1

β . Óñòàíîâèì, ÷òî èç (Ï.3.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî wk(x) = A∗x
σ 1

β . Äåé-ñòâèòåëüíî, èç (Ï.3.3) èìååì
wk (x) = βEA∗ (xλρ1)

σ 1
β = βA∗x

σ 1
β ϕ
(
σ 1

σ

)
= A∗x

σ 1
β .Îñíîâíîé øàã èíäóêöèè îáîñíîâàí. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ k > 1, x ∈ R

+è β ∈ (0, 1] èìååì ðàâåíñòâî wk (x) = A∗x
σ 1

β . Ïîýòîìó
w (x) , lim

k→∞
wk (x) = A∗x

σ 1
β .Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ï.3.1) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ïðå-äåëà. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (Ï.3.1) èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå (Ï.3.2) äëÿ ëþáîãî x ∈ R

+, òî îíî èìååò òàêîå æå ðå-øåíèå è äëÿ ëþáîãî x ∈ C ⊆ R
+. Ñòàëî áûòü, â ñèëó (35) è óòâåðæäåíèÿëåììû 2 èìååì äëÿ ëþáîãî x ∈ C ðàâåíñòâà

v (x) = w (x) = A∗x
σ 1

β .(Ï.3.4)Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (34) è (35) â ñèëó (Ï.3.4) äëÿ ëþáîãî x ∈ R
+ ñëåäóþòðàâåíñòâà

v (x) = (Axσ +B) 1{x∈Γ} + βEv (xλρ1) 1{x∈C} =

= (Axσ +B)1{x∈Γ} + v(x)1{x∈C} =

= (Axσ +B)1{x∈Γ} +A∗x
σ 1

β 1{x∈C}.

(Ï.3.5)Òàê êàê 1{x∈Γ} = 1− 1{x∈C}, òî èç (Ï.3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ R
+

v (x)−Axσ −B =
(
A∗x

σ 1
β −Axσ −B

)
1{x∈C} > 0.(Ï.3.6)Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (Ï.3.6) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (30). Íåïîñðåäñòâåí-íîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

+ â ñèëó (Ï.3.6)èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(
A∗x

σ 1
β −Axσ −B

)
1{x∈C} = max

[
A∗x

σ 1
β −Axσ −B, 0

]
.(Ï.3.7)Èç (Ï.3.6) è (Ï.3.7) ñëåäóåò (40).52



Òåïåðü óñòàíîâèì ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâ C è Γ. Äåéñòâèòåëüíî, èç (40)è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà C èìååì
C =

{
x ∈ R

+ : v (x)−Axσ +B > 0
}
=
{
x ∈ R

+ : A∗x
σ 1

β > Axσ +B
}
.Îòñþäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Γ = R

+\C ïîëó÷àåì
Γ =

{
x ∈ R

+ : A∗x
σ 1

β 6 Axσ +B
}
.(Ï.3.8)Òåïåðü íàéäåì çíà÷åíèå êîíñòàíòû A∗. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî èçíåðàâåíñòâà (30) è (Ï.3.7) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

(v (x)−Axσ −B) → inf
x∈R+

.(Ï.3.9)Èç ðàâåíñòâà (Ï.3.6) âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à (Ï.3.9) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåéçàäà÷å:
max

[
A∗x

σ 1
β −Axσ −B, 0

]
→ inf

x∈R+
.(Ï.3.10)Èç (Ï.3.6) è (Ï.3.7) ñëåäóåò, ÷òî

inf
x∈R+

max
[
A∗x

σ 1
β −Axσ −B, 0

]
= 0.(Ï.3.11)Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, äîñòèãàåòñÿ ëè íèæíÿÿ ãðàíü â (Ï.3.11), ò.å. ñó-ùåñòâóåò ëè òàêîå xΓ > 0, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

A∗x
σ 1

β

Γ = AxσΓ +B.(Ï.3.12)Èç òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî xΓ > 0 íåîáõîäèìî,÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
d
(
A∗x

σ 1
β −Axσ −B

)
/dx = 0.Ñëåäîâàòåëüíî,

σ 1
β
A∗x

σ 1
β
−1

Γ = σAxσ−1
Γ .(Ï.3.13)Òàêèì îáðàçîì, (Ï.3.12) è (Ï.3.13) äàþò ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî A∗ è xΓ




A∗x

σ 1
β

Γ = AxσΓ +B,

σ 1
β
A∗x

σ 1
β

Γ = σAxσΓ.
(Ï.3.14)Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 (ò.å. ïðè âûïîëíåíèè (37) è (38) èëè (39)), êàê ëåã-êî óñòàíîâèòü, ñèñòåìà (Ï.3.14) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (41), (42).53



Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî xΓ > 0, îïðåäåëÿåìîå (42), ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñâî-áîäíîé ãðàíèöåé. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Γ â ñèëó (Ï.3.8) ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå Γ = ∂Γ ∪ int Γ, ãäå
int Γ ,

{
x > 0 : A∗x

σ 1
β < Axσ +B

}� âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà Γ, à
∂Γ =

{
x > 0 : A∗x

σ 1
β = Axσ +B

}� ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà, îòäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî C îò int Γ.Î÷åâèäíî, ÷òî Γ 6= ∅, åñëè int Γ 6= ∅, ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí
x > 0 òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

A∗x
σ 1

β < Axσ +B,ëèáî åñëè ∂Γ 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (îòíîñè-òåëüíî x ∈ R
+) (Ï.3.12). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (Ï.3.9), ñóùåñòâóåò xΓ > 0òàêàÿ, ÷òî

xΓ = arg
{
x > 0 : A∗x

σ 1
β = Axσ +B

}
,ò.å. xΓ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà Γ. Ïîýòîìó Γ äî-ïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (44).Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (45) ñëåäóåò èçîïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ0 è ðàâåíñòâà

τ0 = inf {n > 0 : Sn ∈ Γ} =

{
inf
n

{n > 0, Sn ∈ Γ} ,
∞, åñëè Sn 6∈ Γ äëÿ ëþáîãî n.Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. �îçîâ À.Ê. Îïòèìàëüíûå ïðàâèëà îñòàíîâêè è èõ ïðèìåíåíèÿ. ÑÏá.: Ïîëèòåõ-íèêà, 2009.2. Øèðÿåâ À.Í. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1976.3. Øèðÿåâ À.Í. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé �èíàíñîâîé ìàòåìàòèêè. Ò. 2. Òåîðèÿ. Ì.:Ôàçèñ, 1998.4. Àðêèí Â.È., Ñëàñòíèêîâ À.Ä. Àðêèíà Ñ.Â. Ñòèìóëèðîâàíèå èíâåñòèöèîííûõïðîåêòîâ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà àìîðòèçàöèè / Íàó÷íûé äîêëàä � 02/05. Êîí-ñîðöèóì ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è îáðàçîâàíèÿ. Ñåðèÿ ¾Íàó÷íûå äîêëà-äû¿. Ì.: EERC, 2002.5. Åðìàêîâ Ñ.Ì., Æèãëÿâñêèé À.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî ýêñïå-ðèìåíòà. Ì.: Íàóêà, 1987.6. Øèðÿåâ À.Í. Âåðîÿòíîñòü � 1. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004.7. Wald A. Sequential analysis. N.Y.: John Wiley and Sons, 1947.54



8. Ferguson T. S. Optimal Stopping and Appli
ations. � unpublished manus
ript, 2000,URL: http://www.math.u
la.edu/ tom/Stopping/Contents.html (äàòà îáðàùåíèÿ:10.07.2014).9. Ô�eëüìåð �., Øèä À. Ââåäåíèå â ñòîõàñòè÷åñêèå �èíàíñû. Äèñêðåòíîå âðåìÿ.Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2008.10. J�onsson H., Kukush A.G., Silvestrov D.S. Threshold stru
ture of optimal stoppingstrategies for ameri
an type option. I // Theory Probab. Math. Statist. 2005. No. 71.P. 93�103.11. J�onsson H., Kukush A.G., Silvestrov D.S. Threshold stru
ture of optimal stoppingstrategies for ameri
an type option. II // Theory Probab. Math. Statist. 2006. No. 72.P. 47�58.12. Kukush A.G., Silvestrov D.S. Optimal pri
ing of Ameri
an type options with dis
retetime // Theory Sto
h. Pro
es. 2004. V. 10(26). No. 1�2. P. 72�96.13. Íîâèêîâ À.À., Øèðÿåâ À.Í. Îá îäíîì ý��åêòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷èîá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è ååïðèìåí. 2004. Ò. 49. Âûï. 2. Ñ. 373�382.14. Ñèëàåâà Ì.Â., Ñèëàåâ À.Ì. Ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå. Í. Íîâãîðîä: Íèæåãîðîä.�èëèàë �Ó-ÂØÝ, 2006.15. �îêà�åëëàð �. Âûïóêëûé àíàëèç. Ì.: Ìèð, 1973.Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëåíà ê ïóáëèêàöèè ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè À.È. Êèáçóíîì.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11.12.2019Ïîñëå äîðàáîòêè 16.01.2020Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 30.01.2020

55



Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 7, 2020�îáàñòíîå, àäàïòèâíîå è ñåòåâîåóïðàâëåíèå
© 2020 ã. Ï.Ø. �ÅÉÄÀ�ÎÂ, êàíä. òåõí. íàóê (plbaku2010�gmail.
om)(Èíñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ÍÀÍ Àçåðáàéäæàíà, Áàêó)Ñ�ÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÎÁÓ×ÅÍÈÉÍÅÉ�ÎÍÍÎÉ ÑÅÒÈ Ñ ÂÛ×ÈÑËÅÍÍÛÌÈ ÂÅÑÎÂÛÌÈÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ È Ñ �ÅÍÅ�ÀÖÈÅÉ ÂÅÑÎÂÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉÑËÓ×ÀÉÍÛÌ ÎÁ�ÀÇÎÌÍåéðîííûå ñåòè íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ïîçâî-ëÿþò íà îñíîâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, òàêèõ êàê êî-ëè÷åñòâî îáðàçîâ è ýòàëîíîâ, îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó íåéðîííîé ñåòè (êî-ëè÷åñòâî íåéðîíîâ, ñëîåâ, ñâÿçåé), à òàêæå ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷åñêè âû-÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ âåñîâ ñâÿçåé íåéðîííîé ñåòè. Áóäó÷è íåéðîííûìè ñåòÿ-ìè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ýòè ñåòè ìîãóò òàêæå îáó÷àòüñÿ êëàññè÷å-ñêèìè àëãîðèòìàìè îáó÷åíèÿ. Âîçìîæíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëå-íèÿ çíà÷åíèé âåñîâ íåéðîííîé ñåòè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîöåäóðàñîçäàíèÿ è äîîáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ óñêîðÿ-åòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ñõåìîé ñîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ íåéðîííîéñåòè, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ âåñîâ ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â ñòà-òüå âûïîëíÿþòñÿ äâà ýêñïåðèìåíòà íà áàçå ðóêîïèñíûõ öè�ð MNIST,ïîäòâåðæäàþùèå ýòî óòâåðæäåíèå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåéðîííûå ñåòè, ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ,ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà, àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè,ñëó÷àéíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ âåñîâ.DOI: 10.31857/S00052310200700411. ÂâåäåíèåÂ ñîâðåìåííîì ìèðå ïðèìåíåíèå íåéðîííûõ ñåòåé ïîëó÷èëî øèðîêîå ïðè-ìåíåíèå, â îñîáåííîñòè â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Íåñìîòðÿ íà ýòî,íà ïðàêòèêå ñîçäàíèå è îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé îñòàåòñÿ ñëîæíîé è ÷àñòîíåïðåäñêàçóåìîé ðàáîòîé. Ýòî ãëàâíûì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîöåñññîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé [1, 2℄ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îïðåäåëåííûì,÷òî ñîçäàåò ðÿä ñëîæíîñòåé è äåëàåò ýòîò ïðîöåññ òðóäîåìêèì. Ñëîæíîñòèçàêëþ÷àþòñÿ êàê â âûáîðå ñàìîé ñòðóêòóðû íåéðîííîé ñåòè, òàê è â âûáîðåïàðàìåòðîâ îáó÷åíèÿ.Â ïóáëèêàöèÿõ [3, 4℄ ïðåäëîæåíà àðõèòåêòóðà íåéðîííîé ñåòè, ðåàëè-çóþùàÿ ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ [5℄. Ñòðóêòóðà ýòèõ íåéðîííûõñåòåé: êîëè÷åñòâà íåéðîíîâ, ñâÿçåé, ñëîåâ ñòðîãî îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâåíà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ [5℄, òàêèõ56
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êàê êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ýòàëîíîâ è êîëè÷åñòâî ðàñïîçíàâàåìûõ îáðà-çîâ. Çíà÷åíèÿ âåñîâ ñâÿçåé äëÿ ýòèõ ñåòåé òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-ñêè íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåð áëèçîñòè [5℄. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü óæå ïîç-âîëÿåò ïîëó÷èòü ðàáîòàþùóþ íåéðîííóþ ñåòü áåç ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâîáó÷åíèÿ. Íåéðîííûå ñåòè íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâ-ëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîãî òðåõ�÷åòûðåõñëîéíîãî ìíîãîñëîéíî-ãî ïåðöåïòðîíà, íî ïðè ýòîì àðõèòåêòóðû ýòèõ ñåòåé ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòüñòðóêòóðó íåéðîííîé ñåòè è àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ âåñîâ. Êðî-ìå òîãî, àðõèòåêòóðà ýòèõ ñåòåé ïîçâîëÿåò êàñêàäíî äîáàâëÿòü â íåéðîííóþñåòü íîâûå ýòàëîíû è ðàñïîçíàâàåìûå îáðàçû áåç èçìåíåíèÿ ïðåäûäóùèõ âå-ñîâûõ çíà÷åíèé, ÷òî òàêæå âûãîäíî îòëè÷àåò ýòè ñåòè îò êëàññè÷åñêèõ ñåòåéïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, â òîì ÷èñëå è îò ãëóáîêèõ ñâåðòî÷íûõ ñåòåé [6, 7℄.Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íåéðîííûå ñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíî îïðå-äåëÿåìûìè âåñàìè, òàêèå, íàïðèìåð, êàê ñåòè Õîï�èëäà è Õåììèíãà [1, 2℄.Íî ýòè ñåòè íå ÿâëÿþòñÿ ñåòÿìè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, èìåþò îáðàòíûåñâÿçè è â ñâÿçè ñ ýòèì èìåþò ðÿä ñëîæíîñòåé è íåðåøåííûõ ïðîáëåì, ñðåäèêîòîðûõ è òàêèå, êàê ïðîáëåìà íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñåòåé. Ïîìèìî ýòîãî,ïðåäâàðèòåëüíîå �èêñèðîâàíèå çíà÷åíèé âåñîâ èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ è â íåé-ðîííûõ ñåòÿõ ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ïîäõîä �çàìî-ðàæèâàíèÿ âåñîâ� [8℄, ÷òî, íàïðèìåð, ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäè-ìî ñîêðàòèòü âðåìÿ îáó÷åíèÿ ïóòåì çàìîðàæèâàíèÿ âåñà ñêðûòîãî íåéðîíà,åñëè åãî âûõîä íå èçìåíÿåòñÿ ñóùåñòâåííî â òå÷åíèå îáó÷åíèÿ, èëè êîãäàíåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåèìóùåñòâàìè ðàíåå îáó÷åííîé íåéðîííîé ñå-òè è èñïîëüçîâàòü åå âåñà äëÿ äàëüíåéøåé íàñòðîéêè äàííîé íåéðîííîé ñåòè.Íî ýòè ïîäõîäû íå îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ âåñîâ, à íàïðàâëåíû íà êîððåêòè-ðîâàíèå è óñêîðåíèå ïðîöåññà àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ.Ïîñêîëüêó íåéðîííûå ñåòè íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿÿâëÿþòñÿ ñåòÿìè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, òî ýòè ñåòè ìîãóò òàêæå îáó÷àòü-ñÿ è êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè îáó÷åíèÿ [1, 2℄. Â [9, 10℄ áûë ïðèâåäåí îáîá-ùåííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé âåñîâ äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîÿïîëíîñâÿçíîé íåéðîííîé ñåòè, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå íåéðîííîé ñåòè íà îñíî-âå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ (ðèñ. 1). Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåòâû÷èñëÿòü âñåâîçìîæíûå äèàïàçîíû çíà÷åíèé âåñîâ è ïîðîãîâ íåéðîííîé ñå-òè âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ, ïðè êîòîðûõ ëîãèêà ðàáîòû íåéðîííîé ñåòè íàðèñ. 1 ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé. Òàì æå áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òîïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ è ïîñëåäóþùåå çà ýòèì äîîáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè áó-äåò âûïîëíÿòüñÿ áûñòðåå, ÷åì ýòî ïðîèñõîäèò êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì, êîãäàîáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõçíà÷åíèé âåñîâ. Íî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ìîãëî áûòü è îøèáî÷íûì, ïîñêîëüêóíå èñêëþ÷àåò òîãî, ÷òî ïðîöåññ äîîáó÷åíèÿ ìîæåò, íàîáîðîò, óíè÷òîæàòü ðå-çóëüòàòèâíîñòü, îñíîâàííóþ íà ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ âå-ñîâ, è â ðåçóëüòàòå, âîçìîæíî, åùå áîëüøå óäëèíÿòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ. Äðó-ãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîâåðêè ïðåäïîëîæåíèÿ â ïóáëèêàöèÿõ [9, 10℄ íåîáõîäèìîíàëè÷èå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ â äàííîé ñòàòüåâûïîëíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà áàçå MNIST îáó÷åíèé îäíîé èòîé æå íåéðîííîé ñåòè êàê ñ âû÷èñëåííûìè, òàê è ñî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàí-íûìè âåñîâûìè çíà÷åíèÿìè. Êðîìå òîãî, òàêîé ýêñïåðèìåíò òàêæå ïîçâîëèò58



ïðîâåðèòü ðàáîòîñïîñîáíîñòü íåéðîííûõ ñåòåé íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåòî-äîâ ðàñïîçíàâàíèÿ íà áîëüøîé òåñòèðóåìîé áàçå, òàêîé êàê áàçà MNIST, àòàêæå ïðîâåðèòü âîçìîæíîñòü ðàáîòû äàííûõ ñåòåé ñ íåïðåðûâíûìè �óíê-öèÿìè àêòèâàöèé è ñîîòâåòñòâåííî âîçìîæíîñòü äîîáó÷åíèÿ ýòèõ ñåòåé àë-ãîðèòìîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà îòêëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè òàêîì ïîäõîäå áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â óñêîðåíèè ïðî-öåäóðû ñîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè áëàãîäàðÿ ïðåäâàðèòåëüíîìóâû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé âåñîâ ñâÿçåé íåéðîíîâ, òîãäà êàê â êëàññè÷åñêèõ ñõå-ìàõ ñîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè óñêîðåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùèèñïîëüçîâàíèÿ áîëåå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñî ñëó-÷àéíîé èíèöèàëèçàöèåé âåñîâ.Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü óñêîðåíèÿ ñîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòèïîñðåäñòâîì ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ âåñîâ ìîæåò áûòü îñîáî àêòóàëü-íîé äëÿ áóäóùèõ íåéðîííûõ ñåòåé, áëèçêèõ ê âîçìîæíîñòÿì áèîëîãè÷åñêèõíåéðîííûõ ñåòåé, ãäå êîëè÷åñòâî ðàñïîçíàâàåìûõ îáðàçîâ áóäåò çíà÷èòåëü-íûì èëè äàæå îãðîìíûì.Öåëü ñòàòüè � âûïîëíèòü äâà ýêñïåðèìåíòà ïî îáó÷åíèþ îäíîé è òîé æåíåéðîííîé ñåòè ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ýïîõ îáó÷åíèÿ êàê ñ ïðåäâàðè-òåëüíî âû÷èñëåííûìè âåñàìè, òàê è ñ èíèöèàëèçàöèåé çíà÷åíèé âåñîâ ñëó-÷àéíûìè ÷èñëàìè. Â êà÷åñòâå áàçû äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ áàçà MNIST èçîá-ðàæåíèé ðóêîïèñíûõ öè�ð. Îêîí÷àòåëüíàÿ öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèèïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ öåëüþ îöåíêè êàê ïî ðåçóëü-òàòèâíîñòè ðàñïîçíàííûõ öè�ð áàçû MNIST, òàê è ïî îáùåìó ïîòðà÷åííîìóâðåìåíè ñîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè.2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé íà îñíîâåìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿÌåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ � ýòî ìåòîäû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòïðèíàäëåæíîñòü ðàñïîçíàâàåìîãî îáúåêòà ê òîìó èëè èíîìó îáðàçó â íåêî-òîðîé îïðåäåëåííîé ïðèçíàêîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà îñíîâå íàèìåíüøåãîçíà÷åíèÿ ìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè áëèçîñòè ê ýòàëîíó èëè ê ãðóïïå ýòà-ëîíîâ îáðàçà [5℄. Çäåñü ïîä �ýòàëîíàìè� ïîíèìàþòñÿ âûáðàííûå (âûäåëåííûå)îáðàçöû îò êàæäîãî îáðàçà â ñóùåñòâóþùåé âûáîðêå äàííûõ. �àáîòîñïîñîá-íîñòü ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îñíîâàíà íà ãèïîòåçå êîìïàêòíî-ñòè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýëåìåíòû îäíîãî êëàññà (îáðàçà) â íåêîòîðîéïðèçíàêîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàõîäÿòñÿ êîìïàêòíî äðóã ê äðóãó. Â êà÷å-ñòâå ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áëèçîñòè äëÿ îäíîé òî÷êè (ÿ÷åéêè òàáëèöû,ïèêñåëÿ) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçíûå ìåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, íàïðèìåðâûðàæåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ðàçíîñòè (2.1), (2.2):
wij,k = (yetal − j)2 ,(2.1)ãäå wij,k � çíà÷åíèå âåñà òàáëèöû âåñîâ ñ êîîðäèíàòàìè i, j äëÿ k-ãî íåéðî-íà íóëåâîãî ñëîÿ, yetal � áëèæàéøàÿ ïî âåðòèêàëè ê êîîðäèíàòå j àêòèâíàÿÿ÷åéêà áèíàðíîé ìàòðèöû. Âûðàæåíèå (2.1) ïðèìåíèìî, íàïðèìåð, äëÿ çà-59
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0�èñ. 2. Ïðèìåð òàáëèöû âåñîâ ñ ðàçìåðíîñòüþ 5× 7 äëÿ ïàðû ýòàëîíîâ {7, 2}:à � �îðìèðîâàíèå òàáëèöû âåñîâ äëÿ íóëåâîãî ñëîÿ; á � òàáëèöà âåñîâ äëÿíåéðîíà ïåðâîãî ñëîÿ; â � íåéðîí ïåðâîãî ñëîÿ.äà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ êðèâûõ
w(0)
c,r = d21 =

(
(c1 − cp)

2 + (r1 − rp)
2
)
.(2.2)Ôîðìóëà (2.2) � åùå îäíî âîçìîæíîå âûðàæåíèå îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ âåñàäëÿ íåéðîíà íóëåâîãî ñëîÿ, ãäå (cp, rp) � êîîðäèíàòû òî÷êè (ÿ÷åéêè òàáëèöûâåñîâ), äëÿ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âåñà, (c1, r1) � áëèæàéøèå êîîð-äèíàòû àêòèâíûõ òî÷åê (ÿ÷ååê òàáëèöû âåñîâ) äëÿ òî÷êè (ÿ÷åéêè) ñ êîîðäè-íàòàìè (cp, rp) (ðèñ. 2,à).Ê ìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ òàêèå ìåòîäû, êàê: ìåòîä ïîñòðîåíèÿýòàëîíîâ (ìåòîä ýòàëîíà), ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà, ìåòîä áëèæàéøèõ N ñî-ñåäåé, ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé è ò.ä. [5℄. Ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1 ñõåìàíåéðîííîé ñåòè ðåàëèçóåò ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà, àëãîðèòì êîòîðîãî ðåà-ëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà (êîý��èöèåíò) áëèçîñòè, íàïðèìåð ïî âû-ðàæåíèÿì (2.1), (2.2), äëÿ êàæäîãî ýòàëîíà;
• Îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà áëèçîñòè;
• Ïî ïðèíàäëåæíîñòè áëèæàéøåãî ýòàëîíà ê òîìó èëè èíîìó îáðàçó îïðå-äåëÿåòñÿ íàèìåíîâàíèå áëèæàéøåãî îáðàçà (êëàññà).Â íåéðîííîé ñåòè íà ðèñ. 1 êàæäîìó âûáðàííîìó ýòàëîíó ñîîòâåòñòâóåòîäèí íåéðîí â íóëåâîì ñëîå è ñîãëàñíî ï. 1 àëãîðèòìà ìåòîäà áëèæàéøåãîñîñåäà â êàæäîì íåéðîíå íóëåâîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàðíîå çíà÷åíèåêîý��èöèåíòà áëèçîñòè ìåæäó âõîäíûì ýëåìåíòîì X è ýòàëîíîì, êîòîðîìóñîîòâåòñòâóåò äàííûé íåéðîí:

Sn
(0)
k =

R∑

i=1

C∑

j=1

xijwi,j,(2.3)ãäå Sn(0)k � çíà÷åíèå �óíêöèè ñîñòîÿíèÿ k-ãî íåéðîíà íóëåâîãî ñëîÿ, xij �çíà÷åíèå ÿ÷åéêè áèíàðíîé ìàòðèöû âõîäíîãî ðàñïîçíàâàåìîãî ýëåìåíòà.
R, C � ÷èñëî êîëîíîê è ðÿäîâ òàáëèöû âåñîâ è áèíàðíîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì60



çäåñü íåéðîíû íóëåâîãî ñëîÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íåéðîíàìè, ò.å. íåéðîíà-ìè, äëÿ êîòîðûõ �óíêöèÿ àêòèâàöèè ðàâíà �óíêöèè ñîñòîÿíèÿ íåéðîíà:
f(Sn

(0)
k ) = Sn

(0)
k .(2.4)Äàëåå, ñîãëàñíî ï. 2 àëãîðèòìà ìåòîäà áëèæàéøåãî ñîñåäà îïðåäåëÿåòñÿýòàëîí (íóëåâîé íåéðîí) ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì êîý��èöèåíòà áëèçî-ñòè Sn(0)k , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñàìîìó áëèæàéøåìó ýòàëîíó ê ðàñïîçíàâàå-ìîìó ýëåìåíòó X. Äëÿ ýòîãî â ïåðâîì ñëîå âûïîëíÿåòñÿ ïîïàðíîå ñðàâíåíèåâñåõ âûõîäîâ íóëåâîãî ñëîÿ, ðèñ. 1,á , íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî íåéðîíà ïåðâîãîñëîÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Sn
(1)
1 = w

(1)
2 f

(
Sn

(0)
2

)
− w

(1)
1 f

(
Sn

(0)
1

)
,(2.5)ãäå w(1)

2 = w
(1)
1 = 1, à �óíêöèÿ àêòèâàöèè äëÿ ýòîãî íåéðîíà îïðåäåëÿåòñÿóñëîâèÿìè:

f
(
Sn

(1)
1

)
= 1, åñëè Sn

(1)
1 < 0,

f
(
Sn

(1)
1

)
= 0, åñëè Sn

(1)
1 > 0.

(2.6)À â íåéðîíå âòîðîãî ñëîÿ (ðèñ. 1,â) âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå âñåõ âû-õîäîâ ïåðâîãî ñëîÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó ýòàëîíó (îäíîìó íåéðîíó íóëå-âîãî ñëîÿ):
Sn

(2)
k =

N∑

j=1,j 6=k
f
(
Sn

(1)
k,j

)
,(2.7)ãäå àêòèâíûé âûõîä âòîðîãî ñëîÿ âûäåëÿåòñÿ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì H(2) =

= N − 1 è îïðåäåëÿåò áëèæàéøèé ýòàëîí ê ðàñïîçíàâàåìîìó îáúåêòó X:
f
(
Sn

(2)
k

)
= 1, åñëè Sn

(2)
k ≥ (N − 1) = H(2),

f
(
Sn

(2)
k

)
= 0, åñëè Sn

(2)
k < (N − 1) = H(2).

(2.8)Êàæäûé k-é íåéðîí òðåòüåãî ñëîÿ íåéðîííîé ñåòè ñóììèðóåò âûõîäû íåé-ðîíîâ âòîðîãî ñëîÿ, ïðèíàäëåæàùèõ ê ýòàëîíàì îäíîãî k-ãî îáðàçà
Sn

(3)
k =

Kk∑

i∈k
f
(
Sn

(2)
i

)
,(2.9)ãäå Kk � êîëè÷åñòâî ýòàëîíîâ äëÿ k-ãî ðàñïîçíàâàåìîãî îáðàçà, è ïðîâåðÿåòíà àêòèâíîñòü õîòÿ áû îäèí âõîä íåéðîíà ïðè ïîìîùè �óíêöèè àêòèâàöèè:

f
(
Sn

(3)
k

)
= 1, åñëè Sn

(3)
k > 0,

f
(
Sn

(3)
k

)
= 0, åñëè Sn(3)k ≤ 0.

(2.10) 61



Çíà÷åíèÿ âåñîâ äëÿ êàæäîãî âõîäà íåéðîíîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ âû-÷èñëÿþòñÿ ëèáî ïî ïðèâåäåííîìó â [9, 10℄ îáîáùåííîìó àëãîðèòìó îïðåäå-ëåíèÿ çíà÷åíèÿ âåñîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîÿ, ëèáî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àåïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå:
w

(2)
i,j = w

(3)
i,j = 1.(2.11)Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ï. 3 àëãîðèòìà ìåòîäà áëèæàéøåãî ñîñåäà ïîðÿä-êîâûé íîìåð àêòèâíîãî âûõîäà òðåòüåãî ñëîÿ îïðåäåëÿåò áëèæàéøèé îáðàçäëÿ ðàñïîçíàâàåìîãî ýëåìåíòà X.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà ðàñøèðåííàÿ ñõåìà íåéðîííîé ñåòè íà îñíîâå ìåò-ðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ, ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà.Íåéðîííàÿ ñåòü ñòðîèòñÿ íà îñíîâå íàáîðà âûáðàííûõ ýòàëîíîâ è êîëè÷å-ñòâà ðàñïîçíàâàåìûõ â çàäà÷å îáðàçîâ (êëàññîâ).Íà ñõåìå ðèñ. 1 êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ âòîðîãî ñëîÿ ðàâíî êîëè÷åñòâó èñ-ïîëüçóåìûõ ýòàëîíîâ n(2) = N , à êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ òðåòüåãî ñëîÿ ñîîòâåò-ñòâóåò êîëè÷åñòâó ðàñïîçíàâàåìûõ îáðàçîâ n(3) = Nîáð. Êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ1-ãî ñëîÿ â ðàñøèðåííîé ñõåìå íà ðèñ. 1,á îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âñåâîç-ìîæíûõ ïàð ýòàëîíîâ:

n(1) = N(N − 1).(2.12)Íåéðîííàÿ ñåòü íà ðèñ. 1 ìîæåò áûòü è áåç íóëåâîãî ñëîÿ, òîãäà äëÿ êàæ-äîãî íåéðîíà ïåðâîãî ñëîÿ âû÷èñëÿåòñÿ òàáëèöà âåñîâ, ãäå çíà÷åíèÿ âåñîâñâÿçåé íåéðîíîâ ïåðâîãî ñëîÿ âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè íà îñíîâå ìåòðè÷å-ñêèõ âûðàæåíèé áëèçîñòè äâóõ íåéðîíîâ íóëåâîãî ñëîÿ, íàïðèìåð, âûðàæå-íèåì
w(1)
c,r = d21 − d22 =

(
(c1 − cp)

2 + (r1 − rp)
2
)
−
(
(c2 − cp)

2 + (r2 − rp)
2
)
,(2.13)ãäå (cp, rp) � êîîðäèíàòû òî÷êè (ÿ÷åéêè òàáëèöû âåñîâ), äëÿ êîòîðîé âû-÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âåñà, (c1, r1) è (c2, r2) � áëèæàéøèå êîîðäèíàòû àêòèâ-íûõ òî÷åê (ÿ÷ååê òàáëèöû âåñîâ) äëÿ òî÷êè (ÿ÷åéêè) ñ êîîðäèíàòàìè (cp, rp)(ðèñ. 2,à è 2,á ). Â êà÷åñòâå âûðàæåíèé ìåðû áëèçîñòè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ èäðóãèå áîëåå ïðîñòûå èëè ñëîæíûå âûðàæåíèÿ, îòëè÷íûå îò (2.13). Â äàííîéñòàòüå ïðè ñîçäàíèè íåéðîííîé ñåòè èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå (2.13).Îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâå ñõåìû íà ðèñ. 1 ñ íåçíà÷èòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìèè ïîïðàâêàìè ìîãóò áûòü òàêæå ðåàëèçîâàíû äðóãèå ìåòðè÷åñêèå ìåòîäûðàñïîçíàâàíèÿ.3. Ñîçäàíèå íåéðîííîé ñåòè è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé âåñîâÂ äàííîé ñòàòüå íåéðîííàÿ ñåòü ñîçäàåòñÿ íà áàçå MNIST. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî íàáîð ýòàëîíîâ íàáèðàåòñÿ èç áàçû MNIST (ðèñ. 3), ðàçìåðíîñòü òàáëèöûâåñîâ îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå íà îñíîâå ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû èçîáðàæåíèé áàçûMNIST, ïðåâûøàÿ åå â äâà ðàçà è áóäåò ðàâíà 28×56. Äàëüíåéøåå äîîáó÷åíèåñåòè âûïîëíÿåòñÿ òàêæå íà áàçå MNIST.62



�èñ. 3. Ïðîãðàììíûé ìîäóëü äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ è îáó÷åíèÿ èçîáðàæåíèé áà-çû MNIST, ðåàëèçîâàííûé â ñðåäå Builder C++.
0_157

0

1

2

1_135 2_172 3_32 4_121 5_102 6_21 7_0 8_128 9_125

0_25 1_2 2_35 3_51 4_24 5_120 6_217 7_64 8_61 9_151

0_28 1_46 2_77 3_63 4_56 5_23 6_22 7_97 8_84 9_20�èñ. 4. Âûáðàííûå ýòàëîíû èç êîíòðîëüíîé áàçû MNIST, íàèìåíîâàíèå èçîá-ðàæåíèÿ âêëþ÷àåò íàçâàíèå îáðàçà è ïîðÿäêîâûé íîìåð èçîáðàæåíèÿ â áàçåMNIST.Íàïîìíèì, ÷òî áàçà MNIST ñîñòîèò èç îáó÷àþùåé áàçû, â êîòîðûé âõî-äÿò 60000 èçîáðàæåíèé ðóêîïèñíûõ öè�ð, è êîíòðîëüíîé (òåñòîâîé) áàçû,ñîñòîÿùåé èç 10000 îáðàçöîâ èçîáðàæåíèé öè�ð. Êàæäîé áàçå òàêæå ïðèëà-ãàåòñÿ ñâîÿ áàçà íàèìåíîâàíèé öè�ð, ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ êîòîðûõ òàêîéæå, êàê è ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ èçîáðàæåíèé öè�ð â îáó÷àþùåé è êîí-òðîëüíîé áàçàõ. Èçîáðàæåíèÿ öè�ð â áàçàõ îïèñàíû â âèäå ìàòðèöû öè�ððàçìåðíîñòüþ 28× 28. Êàæäàÿ öè�ðà ìàòðèöû îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå òîíàëü-íîñòè îäíîãî ïèêñåëÿ èçîáðàæåíèÿ öè�ðû â äèàïàçîíå [0, 255℄.Â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ áûëî âûáðàíî ïî òðè îáðàçöà èçîáðàæåíèé öè�ð îòêàæäîãî îáðàçà. Èòîãî èñïîëüçîâàëîñü 30 ýòàëîíîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4.Ýòàëîíû áûëè âûáðàíû èíòóèòèâíî èç ïåðâûõ 250 èçîáðàæåíèé öè�ð êîí-òðîëüíîé áàçû MNIST. Íà ðèñ. 4 íàä êàæäûì âûáðàííûì ýòàëîíîì ïðèâå-63



äåíî íàèìåíîâàíèå èçîáðàæåíèÿ, íàïðèìåð 2_1, â êîòîðîì ïåðâàÿ öè�ðàóêàçûâàåò îáðàç, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èçîáðàæåíèå öè�ðû, âòîðàÿ öè�-ðà óêàçûâàåò ïîðÿäêîâûé íîìåð äàííîãî èçîáðàæåíèÿ öè�ðû â áàçå MNIST.Äàëåå ïî òåêñòó èçîáðàæåíèÿ áàçû MNIST áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ òàê, êàê ïðåä-ñòàâëåíî. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ýòàëîíîâ ðàâíî 30, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ àð-õèòåêòóðîé íåéðîííûõ ñåòåé, ðåàëèçóþùèõ ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíà-âàíèÿ, êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ âòîðîãî ñëîÿ áóäåò ðàâíî òîæå 30, ãäå êàæäûé
i-é âûõîä ñîîòâåòñòâóåò i-ìó ýòàëîíó è îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü ðàñïîçíà-âàåìîãî èçîáðàæåíèÿ ê i-ìó ýòàëîíó.Äëÿ ýòàëîíîâ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âûáðàí ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿâ òîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûé ïðèâåäåí íà ðèñ. 4. Ñíà÷àëà ñòîëáåö ñèçîáðàæåíèÿìè öè�ðû �0�, ïîòîì � öè�ðû �1� è ò.ä. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìñõåìà ñåòè íà ðèñ. 1 îïðåäåëÿåò è âûõîäû âòîðîãî ñëîÿ. Íàïðèìåð, ýòàëîíó0_157 ñîîòâåòñòâóåò k = 0 âûõîä âòîðîãî ñëîÿ, à ýòàëîíó 5_23 ñîîòâåòñòâóåò
k = 5 · 3 + 3− 1 = 17 âûõîä âòîðîãî ñëîÿ è ò.ä. Êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ òðåòüå-ãî ñëîÿ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàñïîçíàâàåìûõ îáðàçîâ öè�ð, n(3) = 10. Êàæäûé
i-é âûõîä òðåòüåãî ñëîÿ îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü ðàñïîçíàâàåìîãî ýëåìåí-òà ê i-ìó îáðàçó öè�ðû. Ïîðÿäîê îáðàçîâ öè�ð îïðåäåëåí ïîñëåäîâàòåëüíîîò 0 äî 9.Êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ ïåðâîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.12):

n(1) = 30 · 29 = 870.(3.1)Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü è óñêîðèòü âû÷èñëåíèå òàáëèö âåñîâ ïåðâîãîñëîÿ, âû÷èñëÿþòñÿ òàáëèöû âåñîâ íóëåâîãî ñëîÿ [4℄ ïî �îðìóëå (2.2), íà îñ-íîâå êîòîðûõ äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ òàáëèöû âåñîâ ïåðâîãî ñëîÿ (2.13).Â ïðîöåññå ðàñïîçíàâàíèÿ èëè îáó÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî âõîäíîãî ðàñïîçíà-âàåìîãî èçîáðàæåíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ áèíàðíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èçäâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè áèíàðíîé ìàòðèöû åäèíèöû îïðåäåëÿþò ñâåò-ëûå ïèêñåëè èçîáðàæåíèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ >150 è, íàîáîðîò, íóëè îïðå-äåëÿþò çàòåìíåííûå ïèêñåëè èçîáðàæåíèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ <150. Äðóãàÿ÷àñòü ìàòðèöû çåðêàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà, îïðåäåëÿåò àêòèâíûìè (=1) òåì-íûå ïèêñåëè èçîáðàæåíèé (<150) è íåàêòèâíûìè (=0) � ñâåòëûå ïèêñåëèèçîáðàæåíèé (>150). �àçìåðíîñòü áèíàðíîé ìàòðèöû ðàâíà 28× 56. Ñîîò-âåòñòâåííî êàæäàÿ òàáëèöà âåñîâ íóëåâîãî ñëîÿ ñîðàçìåðíà ñ áèíàðíîé ìàò-ðèöåé è ñîñòîèò òîæå èç äâóõ ÷àñòåé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 5. Íà ðèñ. 5 ìîæíîâèäåòü, ÷òî â îòëè÷èå îò âõîäíîé áèíàðíîé ìàòðèöû ðàñïîçíàâàåìûõ èçîá-ðàæåíèé â òàáëèöàõ âåñîâ íóëåâîãî ñëîÿ àêòèâíûì ïèêñåëÿì èçîáðàæåíèÿñîîòâåòñòâóþò íóëè. Äëÿ êàæäîãî ýòàëîíà âû÷èñëÿåòñÿ ñâîÿ òàáëèöà âåñîâíóëåâîãî ñëîÿ, ïîäîáíàÿ òàáëèöå íà ðèñ. 5.Òàáëèöà âåñîâ ïåðâîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå òàáëèö âåñîâ íóëåâîãîñëîÿ ïóòåì âû÷èòàíèÿ äâóõ ïîïàðíî ñðàâíèâàåìûõ òàáëèö âåñîâ íåéðîíîâíóëåâîãî ñëîÿ âûðàæåíèåì
W

(1)
i,j =W

(0)
i − W

(0)
j .(3.2)64
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�èñ. 6. Òàáëèöà âåñîâ ïåðâîãî ñëîÿ äëÿ íåéðîíà, âûïîëíÿþùåãî ñðàâíåíèåýòàëîíîâ 2_172 è 5_102: à � äëÿ ÷àñòè áèíàðíîé ìàòðèöû, â êîòîðîé ñâåò-ëûì ïèêñåëÿì èçîáðàæåíèÿ (>150) ñîîòâåòñòâóåò 1; á � äëÿ ÷àñòè áèíàðíîéìàòðèöû, â êîòîðîé çàòåìíåííûì ïèêñåëÿì èçîáðàæåíèÿ (<150) ñîîòâåòñòâó-åò 1.Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âåñîâ ïåðâîãî ñëîÿ ïîëó÷àþòñÿ áîëüøèìè, â îñíîâ-íîì ðàñïîëàãàþùèåñÿ â äèàïàçîíå [0, 100], ÷òî íååñòåñòâåííî äëÿ àëãîðèòìàba
k propagation, òî êàæäîå çíà÷åíèå âåñà ïåðâîãî ñëîÿ äåëèòñÿ íà 100. Íàðèñ. 6 ïðèâåäåí ïðèìåð òàáëèöû âåñîâ ïåðâîãî ñëîÿ, âû÷èñëåííûõ äëÿ ïà-ðû ýòàëîíîâ 2_172 è 5_102. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íåéðîíà ïåðâîãîñëîÿ âû÷èñëÿåòñÿ òàáëèöà âåñîâ. Èòîãî âû÷èñëÿåòñÿ 870 òàáëèö âåñîâ äëÿïåðâîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì íóæíî ñêàçàòü, ÷òî â äàëüíåéøåì ïðè îáó÷åíèè íåé-ðîííîé ñåòè íåéðîíû íóëåâîãî ñëîÿ äàëåå íå èñïîëüçóþòñÿ, ðàññìàòðèâàòüñÿáóäåò òîëüêî ïîëó÷åííàÿ òðåõñëîéíàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâîãî, âòîðîãî èòðåòüåãî ñëîåâ (ðèñ. 1,á , 1,â è 1,ã).66
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�èñ. 7. à � �ðàãìåíò âåñîâ äëÿ âòîðîãî ñëîÿ; á � âñå âåñà òðåòüåãî ñëîÿ.Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè íà ðèñ. 1 àëãîðèòìîì ba
kpropagation, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñåòè. Íàðèñ. 1,á , 1,â è 1,ã íåéðîííàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ,íî ïðè ýòîì âòîðîé è òðåòèé ñëîè ñåòè íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñâÿçíûìè, ñîîòâåò-ñòâåííî è ñàìà ñåòü íåïîëíîñâÿçíàÿ. Â [9, 10℄ áûë ïðèâåäåí îáîáùåííûé àë-ãîðèòì ñîçäàíèÿ ïîëíîñâÿçíîé íåéðîííîé ñåòè è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âåñîââòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ ëîãèêàðàáîòû ñåòè. Íî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èç ñõåìû íà ðèñ. 1 ïîëíîñâÿçíóþ íåé-ðîííóþ ñåòü ìîæíî ïîëó÷èòü äîáàâëåíèåì âñåõ íåäîñòàþùèõ ñâÿçåé âòîðîãîè òðåòüåãî ñëîåâ, çíà÷åíèÿ âåñîâ êîòîðûõ áóäóò ïðèðàâíåíû íóëþ. Â òî âðå-ìÿ êàê çíà÷åíèÿ ñâÿçåé (íå äîáàâëåííûõ) âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîÿ íà ðèñ. 1îñòàíóòñÿ, êàê è ïðåæäå, ðàâíûìè åäèíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ëîãèêà ðàáîòû ñå-òè íà ðèñ. 1 òàêæå íå èçìåíèòñÿ. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåñîâ ñâÿçåéíåéðîíîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ, ðàñïîëîæåííûõ ãîðèçîíòàëüíî â ñòðîêàõ.Êàæäîìó íåéðîíó âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè çíà÷åíèé âåñîâ ñâÿçåé: åäèíèö è íóëåé. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 7,á êî-ëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ åäèíèö â ñòðîêå îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ýòà-ëîíîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó îáðàçó öè�ðû. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðåýòî çíà÷åíèå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ îáðàçîâ è ðàâíî òðåì (ðèñ. 4). Íà ðèñ. 7 íàäêàæäîé ñòðîêîé ïðèâåäåíû òàêæå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ íåéðîíîâ. Äëÿ âòîðî-ãî ñëîÿ ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.8) ýòî çíà÷åíèå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ íåéðîíîâ67



2_174 4_19 6_22 2_1�èñ. 8. Îáðàçöû èçîáðàæåíèé öè�ð èç êîíòðîëüíîé áàçû MNIST.âòîðîãî ñëîåâ è ðàâíîH(2) = N − 1 = 30− 1 = 29, äëÿ òðåòüåãî ñëîÿ H(3) = 0.Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, ïðåäñòàâëåííîå â êà÷åñòâå âåñà, ïðîòèâîïîëîæíî ïî çíà-êó ïîðîãîâîìó çíà÷åíèþ H, (Wh2 = −H = −29).Â êà÷åñòâå �óíêöèè àêòèâàöèè íåéðîíîâ èñïîëüçîâàëàñü ñèãìîèäíàÿ�óíêöèÿ àêòèâàöèè
f (Sw) =

1

1 + e−Sw
.(3.3)Ïîñêîëüêó äëÿ ñõåìû ñåòè íà ðèñ. 1 âñå âåñîâûå çíà÷åíèÿ íåéðîíîâ âòîðîãîè òðåòüåãî ñëîåâ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òî ñîîòâåòñòâåííî è âñå âûõî-äû íåéðîíîâ òðåòüåãî ñëîÿ, âû÷èñëåííûå ñ ñèãìîèäíîé �óíêöèåé àêòèâàöèè,Òàáëèöà 1. Âûõîäû òðåòüåãî ñëîÿ íåéðîííîé ñåòè ñ ïîðîãîâîé è ñèãìîèäàëüíîé�óíêöèåé àêòèâàöèè ïðè ðàñïîçíàâàíèè ñèìâîëà 2_174 (ðèñ. 8) èç êîíòðîëüíîéáàçû MNIST ñ ïîðîãîâîé �óíêöèåé àêòèâàöèè0 Sw3 = 0 Yout = 01 Sw3 = 0 Yout = 02 Sw3 = 1 Yout = 13 Sw3 = 0 Yout = 04 Sw3 = 0 Yout = 05 Sw3 = 0 Yout = 06 Sw3 = 0 Yout = 07 Sw3 = 0 Yout = 08 Sw3 = 0 Yout = 09 Sw3 = 0 Yout = 0ñ ñèãìîèäíîé �óíêöèåé àêòèâàöèè0 Sw3 = 0,000270242677595017 Yout = 0,5000675606689881 Sw3 = 3,43951083407716E-6 Yout = 0,5000008598777082 Sw3 = 0,0526576299057448 Yout = 0,5131613664353983 Sw3 = 0,0109778057331013 Yout = 0,5027444238719474 Sw3 = 9,28464982946175E-6 Yout = 0,5000023211624575 Sw3 = 0,000934588149375769 Yout = 0,5002336470203376 Sw3 = 0,000250751415905857 Yout = 0,5000626878536487 Sw3 = 1,20144980966343E-7 Yout = 0,5000000300362458 Sw3 = 0,014626235919069 Yout = 0,5036564937948399 Sw3 = 0,00149247436075622 Yout = 0,5003731185209368



Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ðàñïîçíàâàíèÿ êîíòðîëüíîé áàçû MNIST(10000 ñèìâîëîâ) áåç îáó÷åíèÿs0 = 834 i0 = 980 p0 = 85%s1 = 968 i1 = 1135 p1 = 85%s2 = 530 i2 = 1032 p2 = 51%s3 = 454 i3 = 1010 p3 = 44%s4 = 410 i4 = 982 p4 = 41%s5 = 411 i5 = 892 p5 = 46%s6 = 586 i6 = 958 p6 = 61%s7 = 556 i7 = 1028 p7 = 54%s8 = 773 i8 = 974 p8 = 79%s9 = 750 i9 = 1009 p9 = 74%Èòîãî: i = 10000, s = 6272, p = 62%áîëüøå 0,5. Ýòî ìîæíî íàáëþäàòü â òàáë. 1, ãäå ïðèâåäåíû âûõîäû òðåòüåãîñëîÿ ïðè ðàñïîçíàâàíèè èçîáðàæåíèÿ 2_174 (ðèñ. 8). Â äàííûõ ýêñïåðèìåí-òàõ â êà÷åñòâå ïðàâèëà ñðàâíåíèÿ íà âûõîäå íåéðîííîé ñåòè áûëî èñïîëüçî-âàíî îïðåäåëåíèå àêòèâíîñòè âûõîäà íåéðîíà òðåòüåãî ñëîÿ ïî íàèáîëüøåìóçíà÷åíèþ âûõîäà Yi íåéðîííîé ñåòè, íàïðèìåð â òàáë. 1 íàèáîëüøèé âûõîäñîîòâåòñòâóåò âûõîäó 2.Âñå âû÷èñëåíèÿ, îïèñàííûå â äàííîé ñòàòüå, ïðîâîäèëèñü íà îäíîì êîì-ïüþòåðå â ïðîãðàììíîì ìîäóëå, ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 3, ðåàëèçîâàííîì â ñðå-äå Builder C++. Íà âåñü ïðîöåññ ñîçäàíèÿ íåéðîííîé ñåòè è âû÷èñëåíèÿ âñåõâåñîâ â ïðîãðàììíîì ìîäóëå íà ðèñ. 3 áûëî çà�èêñèðîâàíî îáùåå ïîòðà÷åí-íîå âðåìÿ tñîçä = 0,5469 ñ, ò.å. ìåíüøå ñåêóíäû.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñïîçíàâàíèÿ êîíòðîëüíîé áàçû MNIST(10000 èçîáðàæåíèé) íà îñíîâå ïîëó÷åííîé íåéðîííîé ñåòè ñ èñïîëüçîâàíèåìêàê ïîðîãîâîé, òàê è ñèãìîèäíîé �óíêöèè àêòèâàöèè. Òàêæå ïðèâåäåíû êî-ëè÷åñòâî è ïðîöåíò ïðàâèëüíî èäåíòè�èöèðîâàííûõ îáúåêòîâ êîíòðîëüíîéáàçû MNIST îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî îáðàçà öè�ðû (sj, pj, ãäå j � íàèìå-íîâàíèå îáðàçà), à òàêæå ïðèâîäèòñÿ îáùåå êîëè÷åñòâî èçîáðàæåíèé ij äëÿêàæäîãî j îáðàçà â êîíòðîëüíîé áàçå MNIST.Ïî äàííûì òàáë. 2 ìîæíî âèäåòü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíî èäåí-òè�èöèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé MNIST ñîñòàâèëî 62% äëÿ íåéðîííîé ñåòèñ ïîðîãîâîé �óíêöèåé àêòèâàöèè. �åçóëüòàò âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé âåñîâñîõðàíÿåòñÿ è ñ ñèãìîèäíîé �óíêöèåé àêòèâàöèè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ òàê-æå ðàñïîçíàâàíèåì êîíòðîëüíîé áàçû MNIST íåéðîííîé ñåòè ñ ñèãìîèäíîé�óíêöèåé àêòèâàöèåé è ñ ïðîâåðêîé íà âûõîäå íåéðîííîé ñåòè ïî íàèáîëüøå-ìó çíà÷åíèþ âûõîäà Yi. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò íåéðîííîé ñåòè ñ ñèãìîèä-íîé �óíêöèåé àêòèâàöèè èäåíòè÷åí ðåçóëüòàòó íåéðîííîé ñåòè ñ ïîðîãîâîé�óíêöèåé àêòèâàöèè è ðàâåí òàêæå 62%.Íóæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî â äàííûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ ñèãìîèäíîé �óíê-öèè àêòèâàöèè çíà÷åíèå âåñà-ïîðîãà Wh2 = −29 óâåëè÷èâàëàñü äî çíà÷åíèÿ
Wh2 = −27, ÷òî áûëî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîá-íîñòü íåéðîíîâ âòîðîãî ñëîÿ, ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ïîðîãîâîé69



�óíêöèè àêòèâàöèè ñèãìîèäíàÿ �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, íî íå äîñòè-ãàåò åå.Âîçìîæíî, â ýòîì èçìåíåíèè è íå áûëî íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêóïðîöåíò ðàñïîçíàâàíèÿ ïî êîíòðîëüíîé áàçå MNIST ñ ñèãìîèäíîé �óíêöèåéàêòèâàöèè è ñ ïðîâåðêîé íà âûõîäå íåéðîííîé ñåòè ïî íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþâûõîäà ñåòè îäèíàêîâ ïî ðåçóëüòàòó è äëÿ ñëó÷àÿ Wh2 = −27 è äëÿ ñëó÷àÿ
Wh2 = −29 è ðàâåí 62%, ò.å. ðàâåí ðåçóëüòàòó òåñòèðîâàíèÿ íåéðîííîé ñåòèñ ïîðîãîâîé �óíêöèåé àêòèâàöèè.Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè âûïîëíÿëîñü ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì îáðàò-íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè (ba
k propagation) ñ èñïîëüçîâàíèåì îáó÷àþ-ùåé âûáîðêè MNIST (60000 èçîáðàæåíèé). Ïîïðàâêè âíîñèëèñü ïîñëå êàæ-äîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íîâîãî îáúåêòà íà âõîäû ñåòè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îøèá-êè ðàñïîçíàâàíèÿ íà âûõîäå íåéðîííîé ñåòè. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îøèáêèðàñïîçíàâàíèÿ ïðàâêè íå âíîñèëèñü. Ïðè îáðàòíîì ðàñïðîñòðàíåíèè â êà÷å-ñòâå ïðàâèëüíîãî àêòèâíîãî âûõîäà íåéðîííîé ñåòè ðàññìàòðèâàëîñü çíà÷å-íèå ycorr = 0,7, à äëÿ ïðàâèëüíîãî íåàêòèâíîãî âûõîäà � çíà÷åíèå ycorr = 0,2,ò.å. â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ âûõîäîâ íåéðîííîé ñåòè ïîäòÿãèâàëèñü êýòèì çíà÷åíèÿì. Äëÿ êàæäîãî ýêñïåðèìåíòà îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè èñïîëü-çîâàëèñü òðè ýïîõè, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ îáó÷àëèñü ñî ñêîðîñòüþ nk = 0,1,à ïîñëåäíÿÿ ýïîõà � ñî ñêîðîñòüþ nk = 0,02. Îøèáêà îáó÷åíèÿ Serr âû÷èñ-ëÿëàñü äëÿ êàæäîé ýïîõè ïî �îðìóëå:

Serr =
1

2

P∑

i=0

Nîáð−1∑

k=0

(
y
(corr)
k − f

(
Sn

(3)
k

))2
,(3.4)ãäå y(corr)k � ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå k-ãî âûõîäà òðåòüåãî ñëîÿ äëÿ àêòèâíîãîâûõîäà y(corr)k = 0,7, à äëÿ íåàêòèâíîãî y(corr)k = 0,2; P � êîëè÷åñòâî íåïðà-âèëüíî èäåíòè�èöèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé îáó÷àþùåé áàçû MNIST, äëÿ êî-òîðûõ â ïðîöåññå ýïîõè äåëàëèñü ïðàâêè âåñîâ àëãîðèòìîì îáðàòíîãî ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå òàêæå âûïîëíÿëîñü îáó÷å-íèå ïîëó÷åííîé âûøå íåéðîííîé ñåòè, íî íà ýòîò ðàç çíà÷åíèÿ âñåõ âåñîâãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äèàïàçîíå [−0,5; 0,5].Ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè, ðåàëèçî-âàííûé â ïðîãðàììíîì ìîäóëå ðèñ. 3, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîðÿäêå âûáèðàåòñÿ èç îáó÷àþùåé áàçû MNISTèçîáðàæåíèå îáó÷àþùåé âûáîðêè, äëÿ êîòîðîé ñîçäàåòñÿ áèíàðíàÿ ìàòðèöàèçîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ïîäàåòñÿ íà âõîä íåéðîííîé ñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíîâû÷èñëåííûìè èëè ñãåíåðèðîâàííûìè ñëó÷àéíûìè âåñîâûìè çíà÷åíèÿìè;2. Âûïîëíÿåòñÿ ïðÿìîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïî íåéðîííîé ñåòè ñ ïîñëåäîâà-òåëüíûì âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé �óíêöèé ñîñòîÿíèé è àêòèâàöèé íåéðîíîâïî âûðàæåíèÿì (2.5)�(2.10), íà÷èíàÿ 
 ïåðâîãî ñëîÿ è êîí÷àÿ òðåòüèì;3. Ïðîâåðÿþòñÿ âûõîäû íåéðîííîé ñåòè ïî ïðàâèëó íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿâûõîäà ñåòè. Åñëè àêòèâíûé âûõîä íåéðîííîé ñåòè ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâëåí-íîìó âûõîäó îáðàçà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èçîáðàæåíèå, òî âûïîëíÿåòñÿâîçâðàùåíèå ê ï. 1, åñëè íå ñîîòâåòñòâóåò, òî ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíîå ðàñïðî-70



ñòðàíåíèå îøèáêè ïî ñåòè îò òðåòüåãî ñëîÿ ê ïåðâîìó, äëÿ ÷åãî âûïîëíÿåòñÿïåðåõîä ê ï. 4;4. Äëÿ êàæäîãî i-ãî íåéðîíà òðåòüåãî ñëîÿ âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå âåñîâîå ïî-ðîãîâîå çíà÷åíèå (ñìåùåíèå):
Wh3[i][0] = Wh3[i][0] + dWh3[i][0],(3.5)ãäå dWh3[i][0] � ïðèðàùåíèå âåñîâîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ i-ãî íåéðîíà òðå-òüåãî ñëîÿ

dWh3[i][0] = nk · Sig3[i],(3.6)çäåñü nk � êîý��èöèåíò ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ (íà ðèñ. 3 ïîëå nk), à Sig3[i] �îøèáêà äëÿ i-ãî âûõîäà òðåòüåãî ñëîÿ íåéðîííîé ñåòè, îïðåäåëÿåìàÿ ïî âû-ðàæåíèþ:
Sig3[i] = (Ycorr −Yout[i]) ·Yout[i] · (1−Yout[i]),(3.7)ãäå Yout[i] � òåêóùåå i-å âûõîäíîå çíà÷åíèå òðåòüåãî ñëîÿ, Y
orr � îæè-äàåìîå i-å âûõîäíîå çíà÷åíèå òðåòüåãî ñëîÿ. Äëÿ îæèäàåìîãî ïðàâèëüíîãîâûõîäà Ycorr = 0,7, äëÿ îæèäàåìîãî íåïðàâèëüíîãî âûõîäà íåéðîííîé ñå-òè Ycorr = 0,2. Íà ýòîì æå ýòàïå âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ïîïðàâêà ñóììàðíîéêâàäðàòè÷íîé îøèáêè (3.4) Serr äëÿ äàííîãî èçîáðàæåíèÿ è äîáàâëÿåòñÿ êïðåäûäóùåìó çíà÷åíèþ Serr:

Serr = Serr +

Nîáð−1∑

i=0

(Ycorr−Yout[i])2 ;(3.8)5. Âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå âåñîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ òðåòüåãî ñëîÿ ïî âûðàæåíèþ:
W3[i][k] = W3[i][k] + dW3[i][k],(3.9)çäåñü dW3[i][k] � ïðèðàùåíèå çíà÷åíèÿ âåñà W3[i][k], ñâÿçûâàþùåãî k-é íåé-ðîí âòîðîãî ñëîÿ è i-é íåéðîí òðåòüåãî ñëîÿ, è îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûðàæåíèþ:
dW3[i][k] = nk · Sig3[i] · F2[k],(3.10)ãäå F2[k]� âûõîä k-ãî íåéðîíà âòîðîãî ñëîÿ. Âû÷èñëÿþòñÿ âåñîâûå ïîðîãîâûåçíà÷åíèÿ íåéðîíîâ âòîðîãî ñëîÿ:

Wh2[k][0] = Wh2[k][0] + dWh2[k][0],(3.11)ãäå dWh2[k][0] � ïðèðàùåíèå âåñîâîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ Wh2[k][0] äëÿk-ãî íåéðîíà âòîðîãî ñëîÿ, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì:
dWh2[k][0] = nk · Sig2[k],(3.12)çäåñü îøèáêà

Sig2 [k] =

Nîáð−1∑

i=0

(Sig3 [i] ·W3 [i] [k]) ;(3.13) 71



6. Âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå âåñîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ âòîðîãî ñëîÿ ïî âûðàæåíèþ:
W2[i][k][k1] = W2[i][k][k1] + dW2[i][k][k1],(3.14)ãäå dW2[i][k][k1] � ïðèðàùåíèå çíà÷åíèÿ âåñà W2[i][k][k1] äëÿ ñâÿçè, ñâÿçû-âàþùåãî i-é íåéðîí âòîðîãî ñëîÿ è íåéðîí ïåðâîãî ñëîÿ, êîòîðûé âûïîëíÿåòèäåíòè�èêàöèþ ïàðû ýòàëîíîâ ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè k è k1. dW2[i][k][k1]âû÷èñëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

dW2[i][k][k1] = nk · Sig2[i] · F1[k][k1],(3.15)ãäå F1[k][k1] � âûõîä íåéðîíà ïåðâîãî ñëîÿ, âûïîëíÿþùèé ñðàâíåíèå k è k1ýòàëîíîâ.Âû÷èñëÿþòñÿ âåñîâûå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåéðîíîâ ïåðâîãî ñëîÿ:
Wh1[k][k1][0] = Wh1[k][k1][0] + dWh1[k][k1][0],(3.16)ãäå dWh1[k][k1][0] � ïðèðàùåíèå âåñîâîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âåñà

Wh1[k][k1][0] äëÿ íåéðîíà ïåðâîãî ñëîÿ, âûïîëíÿþùåå ðàñïîçíàâàíèå k è k1ýòàëîíîâ
dWh1[k][k1][0] = nk · Sig1[k][k1],(3.17)ãäå îøèáêà

Sig1 [k] [k1] =

N−1∑

i=0

(Sig2 [i] ·W2 [i] [k] [k1]) ;(3.18)7. Âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå âåñîâûå çíà÷åíèÿ îòäåëüíî äëÿ äâóõ ÷àñòåé òàáëèöâåñîâ ïåðâîãî ñëîÿ ïî âûðàæåíèÿì:
W1[k][k1][0] [r] [c] = W1[k][k1][0] [r] [c] + dW1[k][k1][0] [r] [c] ,(3.19)
W1[k][k1][1] [r] [c] = W1[k][k1][1] [r] [c] + dW1[k][k1][1] [r] [c] ,(3.20)ãäå dW1[k][k1][0] [r] [c] � ïðèðàùåíèå âåñîâîãî çíà÷åíèÿ W1[k][k1][0] [r] [c] äëÿñâÿçè, ñâÿçûâàþùåãî ÿ÷åéêó ïåðâîé ÷àñòè òàáëèöû âåñîâ ñ êîîðäèíàòàìè(r, 
) ñ íåéðîíîì ïåðâîãî ñëîÿ, êîòîðûé âûïîëíÿåò ïîïàðíóþ èäåíòè�èêà-öèþ ýòàëîíîâ ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè k è k1, à dW1[k][k1][1] [r] [c] � ïðèðà-ùåíèå âåñîâîãî çíà÷åíèÿ W1[k][k1][1] [r] [c] äëÿ ñâÿçè, ñâÿçûâàþùåãî ÿ÷åéêóâòîðîé ÷àñòè òàáëèöû âåñîâ ñ êîîðäèíàòàìè (r, 
) ñ íåéðîíîì ïåðâîãî ñëîÿ,êîòîðûé âûïîëíÿåò ïîïàðíóþ èäåíòè�èêàöèþ ýòàëîíîâ ñ ïîðÿäêîâûìè íî-ìåðàìè k è k1. Çíà÷åíèÿ dW1[k][k1][0] [r] [c] è dW1[k][k1][1] [r] [c] îïðåäåëÿþòñÿâûðàæåíèÿìè:
dW1[k][k1][0] [r] [c] = nk · Sig1[k][k1] · BinX[0] [r] [c] ,(3.21)
dW1[k][k1][1] [r] [c] = nk · Sig1[k][k1] · BinX[1] [r] [c] ,(3.22)ãäå BinX[0] [r] [c], BinX[1] [r] [c] � çíà÷åíèÿ ÿ÷ååê ñ êîîðäèíàòàìè (r, 
) äëÿïåðâîé è âòîðîé ÷àñòåé áèíàðíîé ìàòðèöû âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ îáó÷àþùåéáàçû MNIST;72



Òàáëèöà 3. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ïî îáó÷àþùåéâûáîðêå MNIST (60000 èçîáðàæåíèé) äëÿ êàæäîé ýïîõè îáó÷åíèÿÎáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíîâû÷èñëåííûìè âåñàìè�ýïîõè Ñêîðîñòüîáó÷åíèÿ Êîëè÷åñòâîóçíàííûõèçîáðàæåíèé Ïðîöåíòóçíàííûõèçîáðàæåíèé Serr
âðåìÿ âìèíóòàõ1 0,1 43932 73% 1199 1592 0,1 49748 83% 737 983 0,02 52285 87% 545 72Îáùåå âðåìÿ îáó÷åíèÿ â ìèíóòàõ 329Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè ñ ñëó÷àéíîéèíèöèàëèçàöèåé âåñîâ â äèàïàçîíå [−0,5; 0,5]�ýïîõè Ñêîðîñòüîáó÷åíèÿ Êîëè÷åñòâîóçíàííûõèçîáðàæåíèé Ïðîöåíòóçíàííûõèçîáðàæåíèé Serr
âðåìÿ âìèíóòàõ1 0,1 35370 59% 1935 2562 0,1 46033 76% 1051 1393 0,02 49195 82% 784 104Îáùåå âðåìÿ îáó÷åíèÿ â ìèíóòàõ 499Òàáëèöà 4. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ ïðîâåðêîéíà êîíòðîëüíîé âûáîðêå MNIST (10000 èçîáðàæåíèé) äëÿ êàæäîé ýïîõèîáó÷åíèÿ�ýïîõè Ñêîðîñòüîáó÷åíèÿâ ýïîõå Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòèñ ïðåäâàðèòåëüíîâû÷èñëåííûìè âåñàìè Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòèñ ñëó÷àéíîéèíèöèàëèçàöèåé âåñîâ1 0,1 9145 88942 0,1 9282 91163 0,02 9449 92568. Åñëè áûëè ïîñëåäíåå, 60000-å, èçîáðàæåíèå îáó÷àþùåé áàçû MNISTè ïîñëåäíÿÿ çàäàííàÿ ýïîõà (ðèñ. 3), òî àëãîðèòì íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ, âïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ï. 1.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íåéðîííûõ ñåòåé íà îñíîâåìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ â êàêîé-ëèáî ïðîãðàììíîé ñðåäå, öåëå-ñîîáðàçíî è óäîáíî íóìåðàöèþ íåéðîíîâ ïåðâîãî ñëîÿ âåñòè íå ïî êîëè÷åñòâóíåéðîíîâ, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè êëàññè÷åñêèõ ñõåì, à ïî íîìåðàìäâóõ ýòàëîíîâ, êîòîðûå ñðàâíèâàþòñÿ â äàííîì íåéðîíå, êàê ýòî áûëî ïî-êàçàíî âûøå, íàïðèìåð W1[k][k1][0] [r] [c]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óäîáíî èïîíÿòíî ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðó ñõåìû íà ðèñ. 1, à òàêæå �óíêöèè: ïðåäâàðè-òåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âåñîâ, ðàñïîçíàâàíèÿ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ,îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè, âûâîäà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ò.ä.Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáó÷åíèé ïîëó÷åííîé íåéðîííîé ñåòè êàêñ ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè âåñîâ íåéðîííîé ñåòè, òàê èêëàññè÷åñêèì îáðàçîì � ñî ñëó÷àéíîé èíèöèàëèçàöèåé âåñîâ. 73



Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ïîëó÷åííîé íåéðîííîé ñåòè ïî-ñëå êàæäîé ýïîõè îáó÷åíèÿ íà êîíòðîëüíîé áàçå MNIST (10000 èçîáðàæåíèé).4. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äâóõ ýêñïåðèìåíòîâÏî ðåçóëüòàòàì òàáë. 3 è 4 ïîñòðîèì äèàãðàììû êàê äëÿ êîíòðîëüíîé áà-çû MNIST (ðèñ. 9), òàê è äëÿ îáó÷àþùåé áàçû MNIST (ðèñ. 10). Íà äèàãðàì-ìàõ ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòèâíîñòü íåéðîííîé ñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíîâû÷èñëåííûìè âåñàìè âûøå ïîñëå êàæäîé ýïîõè îáó÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñðåçóëüòàòèâíîñòüþ îáó÷åííîé ñåòè, äëÿ êîòîðîé íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåñîâãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîâ. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ó
100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

0
Результат

до обучения
Эпоха 1 Эпоха 2 Эпоха 3�èñ. 9. Äèàãðàììà ïðîöåíòîâ êîëè÷åñòâà ïðàâèëüíî óçíàííûõ èçîáðàæåíèéêîíòðîëüíîé áàçû MNIST (10000 èçîáðàæåíèé): ñâåòëûå ñòîëáöû � ðåçóëüòà-òû îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ íóëÿ áåç ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé çíà÷å-íèé âåñîâ; òåìíûå ñòîëáöû � ðåçóëüòàòû îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ ïðåäâà-ðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè âåñîâ.

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

0
Результат

до обучения
Эпоха 1 Эпоха 2 Эпоха 3�èñ. 10. Äèàãðàììà ïðîöåíòîâ êîëè÷åñòâà ïðàâèëüíî óçíàííûõ èçîáðàæåíèé,âûïîëíåííûõ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå MNIST (60000 èçîáðàæåíèé) äëÿ äâóõýêñïåðèìåíòîâ: ñâåòëûå ñòîëáöû � ðåçóëüòàòû îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñíóëÿ áåç ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé âåñîâ; òåìíûå ñòîëáöû � ðåçóëüòàòûîáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè âåñàìè.74



2500

1500

500

0
Эпоха 1 Эпоха 2 Эпоха 3

1000

2000

�èñ. 11. �ðà�èêè èçìåíåíèé îøèáêè Serr ïîñëå êàæäîé ýïîõè äëÿ äâóõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ: ñâåòëàÿ êðèâàÿ � îøèáêà Serr ïðè îáó÷åíèè ñ íóëÿ áåç ïðåäâà-ðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé âåñîâ; òåìíàÿ êðèâàÿ � îøèáêà Serr äî îáó÷åíèè ñïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè âåñàìè.
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Эпоха 2 Эпоха 3�èñ. 12. Äèàãðàììà ñðàâíåíèÿ çàòðà÷åííîãî âðåìåíè (â ÷àñàõ) íà êàæäóþ ýïî-õó äëÿ äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ: ñâåòëûå ñòîëáöû � îáó÷åíèå ñ íóëÿ áåç ïðåäâàðè-òåëüíûõ âû÷èñëåíèé âåñîâ; òåìíûå ñòîëáöû � äî îáó÷åíèå ñ ïðåäâàðèòåëüíîâû÷èñëåííûìè âåñàìè.íåéðîííîé ñåòè ñ âû÷èñëåííûìè âåñîâûìè çíà÷åíèÿìè, ñîãëàñíî ãðà�èêàìíà ðèñ. 9 è 10, â çàïàñå áîëüøå âðåìåíè è â òî æå âðåìÿ êîðî÷å ïóòü, êîòî-ðûé òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî áîëåå ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ êàêïî êîëè÷åñòâó ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûõ èçîáðàæåíèé áàçû MNIST, òàê è äëÿäîñòèæåíèÿ áîëåå íèçêèõ çíà÷åíèé îøèáîê Serr (ðèñ. 11).Âðåìÿ, ïîòðà÷åííîå íà îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè ñ âû÷èñëåííûìè âåñî-âûìè çíà÷åíèÿìè, òàêæå ìåíüøå íà âñåõ ýïîõàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåéðîííîéñåòüþ, îáó÷àåìîé ñ íóëÿ (ðèñ. 12). Ïðè ýòîì íà äèàãðàììå (ðèñ. 12) ìîæíîòàêæå íàáëþäàòü, ÷òî îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïî âðåìåíè íàêàïëèâàåòñÿ âïåðâîé ýïîõå. Â öåëîì, íà îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè ñ âû÷èñëåííûìè âåñîâû-ìè çíà÷åíèÿìè áûëî çàòðà÷åíî 329 ìèí = 5 ÷. 29 ìèí, à ïðè îáó÷åíèè íåé-ðîííîé ñåòè ñ íóëÿ îáùåå âðåìÿ îáó÷åíèÿ ñîñòàâèëî 499 ìèí = 8 ÷. 19 ìèí,ò.å. äëÿ âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà ïîíàäîáèëîñü ïî÷òè íà 3 ÷àñà áîëüøå.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè íàáîðåýòàëîíîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4, êîòîðûé ïî-âèäèìîìó íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì75



�èñ. 13. Ôðàãìåíòû çíà÷åíèé âåñîâ ïîñëå òðåòüåé ýïîõè îáó÷åíèÿ äëÿ íåéðîí-íîé ñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè âåñîâ: à � äëÿ âòîðîãîñëîÿ; á � äëÿ òðåòüåãî ñëîÿ.ëó÷øèì íè ïî êà÷åñòâó, íè ïî êîëè÷åñòâó. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè áîëåå êà÷å-ñòâåííîì è ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå ýòàëîíîâ ðåçóëüòàòû ìîãëè áû áûòü åùåáîëåå çàìåòíûìè. Èòîãîâàÿ ðåçóëüòàòèâíîñòü îáó÷åíèÿ ìîæåò òàêæå áûòüâûøå ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ [1℄, êîòîðûå äàþò ëó÷øèå ðå-çóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàííûì â ýêñïåðèìåíòàõ ñòîõàñòè÷åñêèìàëãîðèòìîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè.�åçóëüòàòû íà ðèñ. 9�12, â öåëîì, ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî àëãîðèòì îáó÷å-íèÿ îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ íå óíè÷òîæàåò ðåçóëüòàòèâíîñòü íåéðîííîéñåòè ñ ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè âåñîâûìè çíà÷åíèÿìè, à èùåò ðåøåíèååùå ëó÷øå, îòòàëêèâàÿñü îò óæå ñóùåñòâóþùåãî íà÷àëüíîãî ðåçóëüòàòà.Ýòî æå ïîäòâåðæäàþò è âåñîâûå çíà÷åíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ, ïðè-âåäåííûå íà ðèñ. 13. Íà ðèñ. 13 ìîæíî âèäåòü, ÷òî èçíà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ76



Òàáëèöà 5. Ôðàãìåíò (9 èç 30) âûõîäîâ âòîðîãî ñëîÿ ïðè ðàñïîçíàâàíèèñèìâîëà 2_1 (ðèñ. 8) èç êîíòðîëüíîé âûáîðêè MNIST. Ñåòü äîîáó÷åíà âòðåõ ýïîõàõ� Y2 Ýòàëîíû Sw2 F20 0_157 Sw2 = −2,25757884565147 F2 = 0,09469773109829471 0_25 Sw2 = −14,7120863080901 F2 = 4,07964075748757E− 72 0_28 Sw2 = −2,45988516820271 F2 = 0,07871866460346263 1_135 Sw2 = −16,1987387416131 F2 = 9,22522804629833E− 84 1_2 Sw2 = −21,1151249699638 F2 = 6,75799304608105E− 105 1_46 Sw2 = −14,8256166236525 F2 = 3,64180217856173E− 76 2_172 Sw2 = 1,78349180153865 F2 = 0,856127497362497 2_35 Sw2 = −0,45514766242243 F2 = 0,3881375625436138 2_77 Sw2 = −6,77250084528418 F2 = 0,001143518897640619 3_32 Sw2 = −0,268545411318517 F2 = 0,433264229225887âåñîâ � åäèíèö è íóëåé, à òàêæå óñòàíîâëåííûõ ïîðîãîâ âòîðîãî è òðåòüåãîñëîåâ â ïðîöåññå âñåãî îáó÷åíèÿ èçìåíèëèñü íåçíà÷èòåëüíî â ïîëîæèòåëü-íóþ èëè îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó, ñîõðàíèâ ïðè ýòîì îñíîâíóþ ëîãèêó ñåòè.Òî æå ñàìîå ïîäòâåðæäàþò è âûõîäû âòîðîãî ñëîÿ íåéðîííîé ñåòè, íàïðèìåð,ïðèâåäåííûõ â òàáë. 5 äëÿ èçîáðàæåíèÿ 2_1 èç êîíòðîëüíîé áàçû (ðèñ. 8).Â òàáë. 5 ìîæíî âèäåòü, ÷òî àêòèâíûé âûõîä âòîðîãî ñëîÿ äëÿ ðàñïîçíàâà-åìîãî èçîáðàæåíèÿ 2_1 ñîîòâåòñòâóåò òîìó æå âûõîäó, êîòîðûé áûë èçíà-÷àëüíî óñòàíîâëåí â ñõåìå ñåòè äëÿ ýòàëîíà 2_172 íà ðèñ. 1,â. Äðóãèìè ñëî-âàìè, êàêèõ-ëèáî çíà÷èòåëüíûõ èçìåíåíèé â ñòðóêòóðå è ëîãèêå îáó÷åííîéíåéðîííîé ñåòè íå íàáëþäàåòñÿ.5. Çàêëþ÷åíèåÍà îñíîâå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíîñäåëàòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ:1. Âðåìÿ ñîçäàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ âñåõ âåñîâûõ çíà÷åíèé íåéðîííîé ñåòè,âêëþ÷àÿ âåñà íóëåâîãî ñëîÿ, äëÿ �îðìàòà èçîáðàæåíèé áàçû MNIST ñîñòàâ-ëÿåò äîëè ñåêóíä (äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà tñîçä = 0,5469 ñ). Ìîæíî ñêà-çàòü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ çàòðàòàìè âðåìåíè íà îáó÷åíèå ñåòè ñîçäàíèå íåé-ðîííîé ñåòè è âû÷èñëåíèå âñåõ âåñîâûõ çíà÷åíèé âûïîëíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêèìãíîâåííî;2. Íåéðîíû íåéðîííîé ñåòè íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâà-íèÿ ìîãóò èìåòü è íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ àêòèâàöèè, íàïðèìåð ñèãìîèäíóþ�óíêöèþ àêòèâàöèè;3. Íåéðîííàÿ ñåòü íà îñíîâå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáó÷àåìààëãîðèòìîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè (ba
k propagation);4. Ïðîöåññ äîîáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ âû÷èñëåííûìè âåñàìè òðåáóåòìåíüøå âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì îáó÷åíèåì íåéðîííîé ñåòè ñãåíåðèðîâàíèåì ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé âåñîâ. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âûèã-ðûø ïî âðåìåíè ñîñòàâèë 2 ÷. 50 ìèí; 77



5. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçàë òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàòèâíîñòü íåéðîííîéñåòè ñ âû÷èñëåííûìè âåñàìè íà âñåõ òðåõ ýïîõàõ èìååò áîëåå õîðîøèé ðå-çóëüòàò ðàñïîçíàâàíèÿ ïî áàçå MNIST. Íàèáîëüøèé ðåçóëüòàò ðàñïîçíàâàíèÿêîíòðîëüíîé áàçû MNIST ïî ðåçóëüòàòàì òðåõ ýïîõ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòèñ âû÷èñëåííûìè âåñàìè ñîñòàâèë 94%;6. Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî ïðè áîëåå êà÷åñòâåííîì ïîäáîðå ýòàëîííîãî íàáîðà, à òàêæå ïðèáîëüøåì êîëè÷åñòâå âûáðàííûõ ýòàëîíîâ â ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 9�12 äèà-ãðàììàõ è ãðà�èêàõ ïðåèìóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ ìîãóò áûòü åùå áîëåå çíà-÷èìûìè;7. Ïðèâåäåííàÿ òåõíîëîãèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âåñîâìîæåò áûòü ïðåäïîëîæèòåëüíî èñïîëüçîâàíà è â äðóãèõ àðõèòåêòóðàõ íåé-ðîííûõ ñåòåé ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íàïðèìåð â ãëóáîêèõ ñåòÿõ [6, 7℄, ÷òîìîæåò ïîçâîëèòü óñêîðèòü ïðîöåäóðó ñîçäàíèÿ è îáó÷åíèÿ ýòèõ ñåòåé.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Êðóãëîâ Â.Â., Áîðèñîâ Â.Â. Èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà.Ì.: �îðÿ÷àÿ ëèíèÿ�Òåëåêîì, 2001.2. Óîññåðìýí Ô. Íåéðîêîìïüþòåðíàÿ òåõíèêà. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà. Ì.: Ìèð, 1992.3. Geidarov P.Sh. Neural Networks on the Basis of the Sample Method // Automat.Contr. Comput. S
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òðàåêòîðèåé, îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, çà ñ÷åò èòåðàòèâ-íîãî óòî÷íåíèÿ ýòîãî ñèãíàëà. Òàêîé òèï óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåò èí�îðìà-öèþ îá îøèáêå, èí�îðìàöèþ ñ ïðåäûäóùèõ ïîâòîðåíèé, à òàêæå íåêîòîðóþïðåäâàðèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ñèñòåìå, ÷òîáû ïîëó÷èòü òàêîé âõîäíîé ñèã-íàë, êîòîðûé îáåñïå÷èò ñõîäèìîñòü îøèáêè îáó÷åíèÿ ê íóëþ ïî ìåðå óâåëè-÷åíèÿ ÷èñëà ïîâòîðåíèé. Â îòëè÷èå îò àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðûñèñòåìû çäåñü îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.Îáçîðíûå ïóáëèêàöèè [1, 2℄ ìîãóò ñëóæèòü îòïðàâíîé òî÷êîé. Óïðàâëåíèåñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ â îãðîìíîì ÷èñëå ïðèëîæå-íèé îò ìåäèöèíñêèõ ðîáîòîâ äëÿ ðåàáèëèòàöèè ïîñëå èíñóëüòà [3, 4℄ è äëÿïîääåðæêè æåëóäî÷êà ñåðäöà [5℄ äî ëàçåðíîãî íàïûëåíèÿ ìåòàëëà [6℄, ìîð-ñêèõ ñèñòåì [7℄ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì [8℄.Íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêîé ïóáëèêàöèè [9℄ îòìå÷åíî, ÷òî óïðàâëåíèå ñ èòåðà-òèâíûì îáó÷åíèåì àäåêâàòíî ìîäåëèðóåòñÿ äâóìåðíîé (2D) ñèñòåìîé. Äåé-ñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, óïðàâëåíèå ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì çàñòàâ-ëÿåò ñèñòåìó ìíîãîêðàòíî âûïîëíÿòü îäíó è òó æå êîìàíäó íà êîíå÷íîìèíòåðâàëå âðåìåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óïðàâëåíèå ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåìèñïðàâëÿåò êîìàíäó îò ïîâòîðåíèÿ ê ïîâòîðåíèþ, ÷òîáû óìåíüøèòü îøèáêóîáó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûñòó-ïàþò øàã ïî îñè âðåìåíè è íîìåð ïîâòîðåíèÿ ïî îñè èòåðàöèé.Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè äâóìåðíûìè (2D) ìîäåëÿìè óïðàâëåíèÿ ñèòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðîöåññû. Ñâåäåíèÿ îáýòèõ ïðîöåññàõ, âêëþ÷àÿ òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ ëèíåéíîé äèíàìèêèñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëåé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî íàéòè â [10℄ è âèñòî÷íèêàõ èç ïðèâåäåííîé òàì áèáëèîãðà�èè. Òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è äèñ-ñèïàòèâíîñòè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûå íà âåêòîðíûõ �óíêöè-ÿõ Ëÿïóíîâà è âåêòîðíûõ �óíêöèÿõ íàêîïëåíèÿ, áûëè ðàçðàáîòàíû â [11℄ èâ ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ òåõ æå àâòîðîâ, ïðèâåäåííûõ â ñïèñêå ëè-òåðàòóðû. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîäëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè âìåñòî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé èëè ïîë-íîãî ïðèðàùåíèÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà èñïîëüçóåòñÿ äèâåðãåíöèÿâåêòîðíîé �óíêöèè èëè åå äèñêðåòíûé àíàëîã.Êàê ïðàâèëî, â àëãîðèòìàõ óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì íå èñ-ïîëüçóþòñÿ íè ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, íè èõ îöåíêè. Â òî æå âðåìÿÿñíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü áîëåå âûñî-êîå êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ â ñìûñëå óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðîöåññàîáó÷åíèÿ è â ñìûñëå äîñòèæåíèÿ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîäåìîíñòðèðóåò ïóáëèêàöèÿ [12℄, â êîòîðîé ðåçóëüòàòû áûëè ïîäòâåðæäåíûýêñïåðèìåíòîì. Àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì ñ îöåíêàìèñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííûìè íàáëþäàòåëåì ïîëíîãî ïîðÿäêà, áûëè ïðåäëîæåíûâ [13�15℄, ãäå ðàññìàòðèâàëèñü äåòåðìèíèðîâàííûå ñèñòåìû ñ èçìåðÿåìûìâûõîäîì.Â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà [14℄ ïîëó÷åí àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâ-íûì îáó÷åíèåì, èñïîëüçóþùèé èí�îðìàöèþ î âûõîäíîé ïåðåìåííîé è îöåí-êàõ ñîñòîÿíèÿ íà òåêóùåì è ïðåäûäóùåì ïîâòîðåíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïà-80



ðàìåòðû ñèñòåìû òî÷íî èçâåñòíû. Äàííàÿ ñòàòüÿ ðàçâèâàåò ýòè ðåçóëüòàòûíà ñëó÷àé ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.Â [14℄ áûëè îòìå÷åíû òðóäíîñòè ïîäõîäà â ðàìêàõ äè��åðåíöèàëüíûõìîäåëåé � êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ìîäè�èöèðîâàí-íîãî íåðàâåíñòâà �èêêàòè, êîòîðîå â èçâåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ íå èçó÷àëîñü,è äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî ðåøåíèÿ ïîêà ìîæíî ïðåäëîæèòü ëèøü ýâðèñòè÷å-ñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííûìèïàðàìåòðàìè èñïîëüçîâàíèå äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ïðåäïî÷òèòåëüíî,ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîñòè ó÷èòûâàþòñÿ ïðîùå è íàãëÿäíåå.Ïîïûòêè ïðåîäîëåòü ýòè òðóäíîñòè ïðèâåëè ê ðàçðàáîòêå íîâîãî ïîäõîäà,ïîçâîëÿþùåãî â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ñâåñòè çàäà÷ó êðåøåíèþ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà âìåñòî óïîìÿíóòîãî ñëîæíîãîíåðàâåíñòâà òèïà �èêêàòè. Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðà-ìè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå çàòðóäíåíèå óäàåòñÿ îáîéòè íå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ,èçó÷àåìîãî â [14℄, íî è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðå-ìåíåì ñ à��èííîé ìîäåëüþ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè. Íà îñíîâåïðåäëîæåííîãî íîâîãî ïîäõîäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñ èòå-ðàòèâíûì îáó÷åíèåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþäîñòóïåí òîëüêî âåêòîð âûõîäà. Çàêîí óïðàâëåíèÿ �îðìèðóåòñÿ íà îñíîâåýòîãî âåêòîðà è îöåíîê âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íîìèíàëüíîé ìîäåëè. Âûáîð ïàðà-ìåòðîâ çàêîíà óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü ïðîöåññà îáó÷åíèÿ,îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè âñïîìîãàòåëüíîé 2D-ìîäåëèâ �îðìå äè��åðåíöèàëüíîãî ïîâòîðÿþùåãîñÿ ïðîöåññà, êîòîðûå âûâîäÿòñÿíà îñíîâå äèâåðãåíòíîãî ìåòîäà âåêòîðíûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà [11℄ è âûðà-æàþòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ïðèâåäåí ïðèìåð,äåìîíñòðèðóþùèé ý��åêòèâíîñòü è ïðåèìóùåñòâà íîâîãî ìåòîäà.2. Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåìäè��åðåíöèàëüíûìè ïîâòîðÿþùèìèñÿ ïðîöåññàìè2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðàÿ�óíêöèîíèðóåò â ïîâòîðÿþùåìñÿ ðåæèìå è îïèñûâàåòñÿ íà k-ì ïîâòîðåíèèìîäåëüþ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé
ẋk(t) = A(δ(t))xk(t) +B(δ(t))uk(t),

yk(t) = Cxk(t), t ∈ [0, T ], k = 0, 1, . . . ,(1)ãäå xk(t) ∈ R
nx � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, uk(t) ∈ R

nu � âåêòîð óïðàâëåíèÿ è
yk(t) ∈ R

ny � âåêòîð âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåìûé ïðî�èëåì ïîâòî-ðåíèÿ, k � íîìåð ïîâòîðåíèÿ, T � ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîâòîðåíèÿ. Ìîäåëüíåîïðåäåëåííîñòè çàäàåòñÿ â �îðìå
A(δ(t)) = A+

l∑

j=1

δj(t)Aj , B(δ(t)) = B +

l∑

j=1

δj(t)Bj ,(2) 81



ãäå A è B � ìàòðèöû íîìèíàëüíîé ìîäåëè, Aj è Bj (j = 1, 2, . . . , l) � ïîñòî-ÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ è δj(t) ∈ [δj, δj]. Äàëåå ïîâñþäóäëÿ êîìïàêòíîñòè çàïèñè çàâèñèìîñòü δ îò t íå óêàçûâàåòñÿ.Îáîçíà÷èì
D =

{
δ = [δ1 . . . δl]

T, δj ∈ [δj , δj ]
}
,

Dv =
{
δ = [δ1 . . . δl]

T, δj ∈ {δj, δj}
}
,ãäå Dv � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç 2l ýëåìåíòîâ.Ïóñòü yref(t), 0 6 t 6 T , � çàäàííàÿ æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ. Òîãäà

ek(t) = yref(t)− yk(t)(3)ÿâëÿåòñÿ îøèáêîé îáó÷åíèÿ íà ïîâòîðåíèè k. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèèòàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé uk(t), k = 0, 1, . . . , êîòîðàÿ îáåñïå÷è-âàåò äîñòèæåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðî�èëÿ çà êîíå÷íîå÷èñëî ïîâòîðåíèé kfin è ñîõðàíåíèå ýòîé òî÷íîñòè ïðè äàëüíåéøèõ ïîâòîðå-íèÿõ, ò.å.
||ek(t)|| 6 e∗, k > kfin, 0 6 t 6 T.(4)Âåëè÷èíà kfin îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ, è âñåãäà æåëàòåëüíî,÷òîáû ýòà âåëè÷èíà áûëà êàê ìîæíî ìåíüøå. Ïðÿìîé ìåòîä âûáîðà ýòîé âå-ëè÷èíû íåèçâåñòåí, è çäåñü ïðîñëåæèâàåòñÿ ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ äîñòèæåíèåìòðåáóåìîãî âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ óïðàâëå-íèÿ.Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, åñëè óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

uk(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
lim
k→∞

||ek(t)|| = 0, lim
k→∞

||uk(t)− u∞(t)|| = 0,(5)ãäå u∞(p)� îãðàíè÷åííàÿ ïåðåìåííàÿ, îáû÷íî íàçûâàåìàÿ îáó÷åííûì óïðàâ-ëåíèåì.Çàêîí óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì íà òåêóùåì ïîâòîðåíèè �îð-ìèðóåòñÿ â âèäå
uk+1(t) = uk(t) + ∆uk+1(t),(6)ãäå ∆uk+1(t) � êîððåêòèðóþùàÿ ïîïðàâêà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ñèíòåçèðî-âàíà òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè (5).Âûáîð çàêîíà óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî òåêóùåìó ïîâòîðåíèþäàåò îäèíàêîâóþ îøèáêó íà êàæäîì ïîâòîðåíèè. Çàêîí óïðàâëåíèÿ ñ èòå-ðàòèâíûì îáó÷åíèåì äîëæåí èçìåíÿòü âõîäíîé ñèãíàë íà îñíîâå ñîñòîÿíèÿíà òåêóùåì ïîâòîðåíèè (xk+1(t)) è óïðåæäàþùèõ çíà÷åíèé âûõîäíîé ïåðå-ìåííîé íà ïðåäûäóùåì ïîâòîðåíèè (yk(t)). Â äàííîé ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íåäîñòóïåí äëÿ èçìåðåíèÿ è âìåñòî íåãî èñïîëüçóåòñÿîöåíêà.82



Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ î÷åâèäíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåò-ñÿ èñïîëüçîâàíèå íàáëþäàòåëÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà; íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïîîöåíêå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðè óïðàâëåíèè ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì äëÿ ñè-ñòåì ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè áûëè îïóáëèêîâàíû â [13�15℄ äëÿ ñèñòåì ñèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Â [14℄ íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñî-÷åòàíèè ñ ïîäõîäîì íà îñíîâå äèññèïàòèâíîñòè 2D-ìîäåëåé è äèâåðãåíòíîãîìåòîäà âåêòîðíûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà. Êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíûâ âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Â [13℄, íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ èñ-ïîëüçîâàëñÿ â ñî÷åòàíèè ñ ñèíòåçîì óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåìíà îñíîâå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ â êîíå÷íûõ ÷àñòîòíûõ îáëàñòÿõ.Â [15℄ êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ õîðîøî èçâåñòíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ñ èòåðà-òèâíûì îáó÷åíèåì P -òèïà îáíîâëÿëñÿ íà êàæäîì ïîâòîðåíèè ïóòåì ðåøåíèÿñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè. Äàííàÿ ñòàòüÿ ðàçâèâàåòðåçóëüòàòû [14℄ íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.Çàäàäèì íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) â âèäå ìîäåëè â ïðî-ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñ íîìèíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè
dx̂k(t)

dt
= Ax̂k(t) +Buk(t) + F [yk(t)− Cx̂k(t)],(7)ãäå x̂k(t) � îöåíêà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ïîâòîðåíèè k; F � ìàòðèöà óñè-ëåíèÿ íàáëþäàòåëÿ; è, êàê îáû÷íî, x̃k(t) = xk(t)− x̂k(t) îáîçíà÷àåò îøèáêóîöåíèâàíèÿ.Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàòåëÿ âûïîëíÿëîñüñîîòíîøåíèå

ŷk(0) = Cx̂k(0) = yref (0).(8) 2.2. Äè��åðåíöèàëüíàÿ 2D-ìîäåëüÄëÿ óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì ñèíòåçó ïîäëåæèò êîððåêòè-ðóþùàÿ ïîïðàâêà ∆uk+1(p), êîòîðàÿ ñèíòåçèðóåòñÿ êàê îáû÷íîå óïðàâëåíèå ñîáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ ââîäèìîé äàëåå â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòå-ìû îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé ïåðåìåííûõ � ïðèðàùåíèÿ îöåíêè è îøèáêèîöåíèâàíèÿ:
ξ̂k+1(t) = x̂k+1(t)− x̂k(t), ξ̃k+1(t) = x̃k+1(t)− x̃k(t).Â òåðìèíàõ ýòèõ ïåðåìåííûõ äèíàìèêà ñèñòåìû (1) ñ íàáëþäàòåëåì (7)ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèÿìè

dξ̂k+1(t)

dt
= Aξ̂k+1(t) + FCξ̃k+1(t) +Bvk+1(t),

dξ̃k+1(t)

dt
= Aa(δ)ξ̂k+1(t) + (A(δ) − FC)ξ̃k+1(t) +Ba(δ)vk+1(t),

(9) 83



ãäå
Aa(δ) =

l∑

j=1

δjAj , Ba(δ) =
l∑

j=1

δjBj, vk+1(t) = ∆uk+1(t).Äèíàìèêó ïðîöåññà èçìåíåíèÿ îøèáêè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé k ìîæíîîïèñàòü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíîé îò îøèáêè, êîòîðàÿ â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå íåäîñòóïíà èçìåðåíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì èñïîëüçîâàòüîöåíêó ïðîèçâîäíîé îøèáêè̇̂
ek(t) = ẏref(t)− C ˆ̇xk(t).Îáîçíà÷èì εk(t) = ˆ̇e(t). Ñ ó÷åòîì (9) èçìåíåíèå îöåíêè îøèáêè îáó÷å-íèÿ (3) â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîâòîðåíèé k îïèøåòñÿ óðàâíåíèåì

εk+1(t) = εk(t)− CA(δ)ξ̂k+1(t)−CFC(δ)ξ̃k+1(t)− CB(δ)vk+1(t).(10)Îáîçíà÷èì ηk+1(t) =
[
ξ̂k+1(t)

T ξ̃k+1(t)
T
]T è çàïèøåì (9), (10) â ñòàíäàðò-íîé �îðìå äè��åðåíöèàëüíîãî ïîâòîðÿþùåãîñÿ ïðîöåññà

η̇k+1(t) = A11(δ)ηk+1(t) +A12εk(t) +B1(δ)vk+1(t),

εk+1(t) = A21ηk+1(t) +A22εk(t) +B2vk+1(t),
(11)ãäå

A11(δ) =

[
A FC

Aa(δ) A(δ) − FC

]
, A12 = 0,

A21 =
[
−CA −CFC

]
, A22 = I,

B1(δ) =

[
B

Ba(δ)

]
, B2 = −CB.Âûáåðåì êîððåêòèðóþùóþ ïîïðàâêó â âèäå

∆uk+1(t) = K1ξ̂k+1(t) +K2εk(t),(12)è òîãäà (9), (10) ñ ó÷åòîì (12) çàïèøåòñÿ óðàâíåíèÿìè
dξ̂k+1(t)

dt
= (A+BK1)ξ̂k+1(t) + FCξ̃k+1(t) +BK2εk(t),

dξ̃k+1(t)

dt
= (Aa(δ) +Ba(δ)K1)ξ̂k+1(t) + (A(δ) − FC)ξ̃k+1(t) +

+Ba(δ)K2εk(t),

εk+1(t) = −C(A+BK1)ξ̂k+1(t)− CFCξ̃k+1(t) + (I − CBK2)εk(t),

(13)
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êîòîðûå â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå èìåþò âèä
η̇k+1(t) = Ac11(δ)ηk+1(t) +Ac12εk(t),

εk+1(t) = Ac21ηk+1(t) +Ac22εk(t),
(14)ãäå

Ac11(δ) =

[
A+BK1 FC

(Aa(δ) +Ba(δ)K1) A(δ) − FC

]
, Ac12 =

[
BK2

Ba(δ)K2

]
,

Ac21 =
[
−C(A+BK1) −CFC

]
, Ac22 = I − CBK2.2.3. �åøåíèå íà îñíîâå äèâåðãåíòíîãî ìåòîäàâåêòîðíûõ �óíêöèé ËÿïóíîâàÇàêîí óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì (12) äîëæåí îáåñïå÷èâàòüóñëîâèÿ ñõîäèìîñòè (5). ×òîáû íàéòè ìàòðèöû K1 è K2, ãàðàíòèðóþùèå ýòîñâîéñòâî, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âåêòîðíûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ äè��å-ðåíöèàëüíûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ [11℄.Îïð å ä å ë å í è å. Äè��åðåíöèàëüíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ (14) íàçû-âàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå÷èñëà κ > 0, λ > 0 è 0 < ζ < 1 òàêèå, ÷òî

‖ηk(t)‖2 + ‖εk(t)‖2 6 κe−λtζk,(15)ãäå κ, ζ è λ íå çàâèñÿò îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîâòîðåíèÿ T .�àññìîòðèì âåêòîðíóþ �óíêöèþ Ëÿïóíîâà âèäà
V (ηk(t), ek(t)) =

[
V1(ηk(t))

V2(εk(t))

]
,(16)ãäå

V1(η) > 0, η 6= 0, V2(ε) > 0, e 6= 0, V1(0) = 0, V2(0) = 0.Àíàëîã îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü äàëåå äèâåðãåíöèåé,äëÿ ýòîé �óíêöèè âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (13) çàäàåòñÿ â âèäå
DcV (ηk(t), εk(t)) =

dV1(ηk(t))

dt
+∆kV2(εk(t)),(17)ãäå

∆kV2(εk(t)) = V2(εk+1(t))− V2(εk(t)).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâî-ñòè. 85



Òå î ð åì à [11℄. Äè��åðåíöèàëüíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ (14) ýêñïî-íåíöèàëüíî óñòîé÷èâ, åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà (16)è ïîëîæèòåëüíûå ñêàëÿðû c1, c2 è c3, òàêèå ÷òî
c1‖ηk(t)‖2 6 V1(ηk(t)) 6 c2‖ηk(t)‖2,
c1‖εk(t)‖2 6 V2(εk(t)) 6 c2‖εk(t)‖2,

DcV (ηk(t), εk(t)) 6 −c3(‖ηk(t)‖|2 + ‖εk(t)‖2),
∥∥∥∥
∂V1(ηk(t))

∂η

∥∥∥∥ 6 −c4‖ηk(t)‖.Åñëè ñèñòåìà (14) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òî εk(t) → 0 ïðè k → ∞.Òîãäà ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ (8), òî êk(t) → 0 ïðè k → ∞, è åñëè ïðè ýòîì
ek = êk + ẽk áóäåò óäîâëåòâîðÿòü çàäàííûì òðåáîâàíèÿì òî÷íîñòè, òî ïîñòàâ-ëåííàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Ā(δ) =

[
A11(δ) A12

A21 A22

]
, Āc(δ) =

[
Ac11(δ) Ac12

Ac21 Ac22

]
,

Acij(δ) = Aij(δ) +Bi(δ)Kj , i, j = 1, 2,

I(1,0) =

[
I 0

0 0

]
, I(0,1) =

[
0 0

0 I

]
, B̄(δ) =

[
B1(δ)

B2

]
.Ïóñòü ìàòðèöû P = diag[P1 P2] è K = [K1 K2] óäîâëåòâîðÿþò áèëèíåéíî-ìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

ĀT
c (δ)I

(1,0)P + PI(1,0)Āc(δ) + ĀT
c (δ)I

(0,1)PĀc(δ)− I(0,1)P +

+Q+KTRK � 0, δ ∈ D,
(18)ãäå Q = diag[Q1 Q2] ≻ 0 è R ≻ 0 � âåñîâûå ìàòðèöû, êîòîðûåïîäëåæàò âû-áîðó. Îíè àíàëîãè÷íû âåñîâûì ìàòðèöàì â òåîðèè ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãîðåãóëÿòîðà, è èõ âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè.Ïîñêîëüêó ξ̃ íåäîñòóïíà, òî äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ìàòðèöû
Ac11(δ), Ac21 íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ac11(δ) = A11 +B1(δ)K1C0,

Ac21 = A21 +B2K1C0,
(19)ãäå

C0 = [I 0] .Âûáåðåì êîìïîíåíòû âåêòîðíîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà (16) â âèäå êâàäðà-òè÷íûõ �îðì V1(ηk(t)) = ηTk (t)P1ηk(t), V2(εk(t)) = εTk (t)P2εk(t), ãäå P1 ≻ 0 è86



P2 ≻ 0. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ DcV , ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (18)
DcV 6 −Q−KTRK è âñå óñëîâèÿ òåîðåìû îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè, ÷òîãàðàíòèðóåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü (11). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó äî-ïîëíåíèÿ Øóðà, ó÷èòûâàÿ (19) è ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ Z1êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ C0X1 = Z1C0, ñâåäåì (18) ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íî-ìó íåðàâåíñòâó îòíîñèòåëüíî X = diag[X1 X2], ãäå X1 = P−1

1 è X2 = P−1
2 è

Y1 = K1Z1, Y2 = K2X2:



(A11(δ)X1 +B1(δ)(Y1C0))+ (A11(δ)X1 +B1(δ)(Y1C0))
T (A12X2+B1(δ)Y2)

(A12X2 +B1(δ)Y2)
T −X2

0 0

(A21X1 +B2(Y1C0)) (A22X2 +B2Y2)

X1 0

0 X2

(Y1C0) Y2

0 (A21X1 +B2(Y1C0))
T X1 0 (Y1C0)

T

0 (A22X2 +B2Y2)
T 0 X2 Y T

2

−X1 0 0 0 0

0 −X2 0 0 0

0 0 −Q−1
1 0 0

0 0 0 −Q−1
2 0

0 0 0 0 −R−1




� 0, δ ∈ D,(20)
C0X1 = Z1C0, X1 ≻ 0, X2 ≻ 0.Ïîñêîëüêó (20) � ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî è çàâèñèìîñòü îò δ à��èííàÿ,òî (20) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ δ ∈ D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíîâûïîëíÿåòñÿ äëÿ δ ∈ Dv.Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåðàâåíñòâî (20) ðàçðåøèìî äëÿ δ ∈ Dv, òî K =

= [K1C0 K2], K2 = Y2X
−1
2 è ïîñêîëüêó ìàòðèöà C0 èìååò ðàíã, ñîâïàäàþ-ùèé ñ ðàíãîì åäèíè÷íîé ìàòðèöû åå ïåðâîãî áëîêà, òî ìàòðèöà Z1 áóäåòíåâûðîæäåííîé è K1 = Y1Z

−1
1 .Çàì å ÷ à í è å. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì íàõîæäåíèè ìàòðèöû K öåëåñîîáðàçíîâìåñòî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (20) ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçà-öèè ñëåäà ìàòðèöû X ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå ýòîãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãîíåðàâåíñòâà. Ýòî ïîçâîëèò óñêîðèòü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ.3. Ïðèìåð�àññìîòðèì ìîäåëü îäíîçâåííîãî ãèáêîãî ìàíèïóëÿòîðà [16℄, �óíêöèîíè-ðóþùåãî â ïîâòîðÿþùåìñÿ ðåæèìå ñ ïîñòîÿííûì ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ. Äè-íàìèêà äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâ-87



íåíèÿìè (1), ãäå x =
[
θ α θ̇ α̇

]T
, θ � óãîë ïîâîðîòà ñåðâîïðèâîäà, α �óãîë îòêëîíåíèÿ ãèáêîãî çâåíà,

A =




0 0 1 0

0 0 0 1

0
Ks

Jeq
−Beq
Jeq

0

0 −Ks(Jl + Jeq)

JlJeq

Beq
Jeq

0




,

B =




0

0

1

Jeq

− 1

Jeq




, C = [1 0 0 0] ,

Beq � êîý��èöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ ñåðâîïðèâîäà, Ks � æåñòêîñòü ãèáêîãîçâåíà, Jl � ìîìåíò èíåðöèè ãèáêîãî çâåíà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, Jeq �ìîìåíò èíåðöèè ñåðâîïðèâîäà. Äâèæåíèå ãèáêîãî çâåíà ïðîèñõîäèò â ãîðè-çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûìîáó÷åíèåì, ïðè êîòîðîì âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ y(t) âîñïðîèçâîäèëà áû æå-ëàåìóþ òðàåêòîðèþ yref (t) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ e∗. Íåïîñðåäñòâåííîìó èç-ìåðåíèþ äîñòóïåí òîëüêî óãîë θ.Äëÿ ðàñ÷åòîâ è ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðîâ èç [16℄: Beq = 0,004 Í·ì/(ðàä/ñ), Ks = 1,3 Í·ì/ðàä, Jl = 0,038 êã·ì2,
Jeq = 2,08 · 10−3 êã·ì2. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü öèêëà ïîâòîðåíèÿ 3 
, òðåáóåìàÿòî÷íîñòü e∗ = 0,005 ðàä. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ýéëåðà ñ øà-ãîì Ts = 0,001 
.Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ çâåíà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1 è îïèñûâà-åòñÿ óðàâíåíèåì

yref(t) =
πt2

6
− πt3

27
, t ∈ [0, T ].Â äàííîì ïðèìåðå CB = 0, à ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òîáû

CB 6= 0. Ñ öåëüþ îáîéòè ýòî çàòðóäíåíèå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ äàííîéñèñòåìû
ẏk = Cẋk = C1xk,ãäå C1 = [0 0 1 0] .Ïîñêîëüêó íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿåòñÿ òîëüêî óãîë, òî âìåñòî ïðîèçâîä-íîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü åå îöåíêó ˆ̇yk = C1x̂k, ãäå x̂k îïðåäåëÿåòñÿ íà-áëþäàòåëåì (7). Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêó ïðîöåññà èçìåíåíèÿ îøèáêè îòíîñè-òåëüíî ïåðåìåííîé k ìîæíî îïèñàòü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè âòîðîé88
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�èñ. 1. Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ.ïðîèçâîäíîé
ˆ̈ek = ÿref − C1

ˆ̇xk.Îáîçíà÷èì ǫk = ˆ̈ek, è òîãäà îøèáêà îáó÷åíèÿ îïèøåòñÿ óðàâíåíèåì
ǫk+1 = ǫk −C1Aξ̂k+1 − C1FCξ̃k+1 − C1B∆uk+1.(21)Äèíàìèêà ñèñòåìû ñ ó÷åòîì íàáëþäàòåëÿ òåïåðü áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâ-íåíèÿìè
η̇k+1(t) = A11(δ)ηk+1(t) +A12ǫk(t) +B1vk+1(t),

ǫk+1(t) = A21ηk+1(t) +A22ǫk(t) +B2vk+1(t),
(22)ãäå

A11(δ) =

[
A FC

Aa(δ) A(δ) − FC

]
, A12 = 0, A21 =

[
−C1A −C1FC

]
,

A22 = I, B1 =

[
B

0

]
, B2 = −C1B.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íàáëþäàòåëÿ â äîïîëíåíèå ê (8) äîëæíû óäîâëå-òâîðÿòü óñëîâèþ

ˆ̇yk(0) = C ˆ̇xk(0) = ẏref (0).Âûáåðåì êîððåêòèðóþùóþ ïîïðàâêó â âèäå
∆uk+1 = K1ξ̂k+1 +K2ǫk. 89
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�èñ. 2. Cðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îáó÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçáðîñàõíåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ Jl è Ks.Òîãäà çàêîí óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì áóäåò èìåòü âèä
uk+1 = uk +∆uk+1 = uk +K1(x̂k+1 − x̂k) +K2(ÿref − C1

ˆ̇xk) =

= uk +K1(x̂k+1 − x̂k) +K2(ÿref − C1Ax̂k − C1Buk − C1F (yk − Cx̂k)).
(23)×òîáû îöåíèòü ý��åêòèâíîñòü ýòîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûìîáó÷åíèåì, äëÿ êàæäîãî ïîâòîðåíèÿ k ââåäåì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-íåíèå îøèáêè îáó÷åíèÿ

E(k) =

√√√√√ 1

T

T∫

0

|ek(t)|2dt.(24)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè ãèáêîãî çâåíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷å-íèÿ îò Jl +∆Jl äî Jl +∆Jl, ÷òî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæåò îçíà÷àòüíàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ãðóçà íà ãèáêîì çâåíå èëè íàëè÷èå ðàçëè÷íûõ ãðó-çîâ. Òàêæå äîáàâèì íåîïðåäåëåííîñòü ïî æåñòêîñòè Ks, ïîëàãàÿ, ÷òî æåñò-êîñòü ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò Ks +∆Ks äî Ks +∆Ks. Â ýòîì ñëó÷àåìàòðèöà ïàðàìåòðîâ A(δ) áóäåò èìåòü âèä
A(δ) = A+Aa(δ), Aa(δ) = δA, δ = {δ1; δ2} ,

δ1 = [Jl;Jl], δ2 = [Ks;Ks].Ïàðàìåòðû �èëüòðà âûáåðåì ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé �óíêöèè lqrïàêåòà MATLAB èç óñëîâèÿ, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéìàòðèöû (A− FC) ìåíüøå −0,15. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ìàòðèöà
F = [0,1881 − 0,0026 0,0127 − 0,0055]. �åøàÿ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè tr[X]ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå íåðàâåíñòâà (20), ñ ó÷åòîì î÷åâèäíûõ èçìåíåíèé90
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�èñ. 3. Èçìåíåíèå îøèáêè îáó÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîâòîðåíèé.
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�èñ. 4. Èçìåíåíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîâòîðåíèé.ìàòðèö A11(δ), A12, A21, A22, B1(δ), B2, è çàäàâàÿ
∆Jl = 0,3Jl, ∆Jl = −0,3Jl, ∆Ks = 0,1Ks, ∆Ks = −0,1Ks,

Q = diag[Q1 Q2], Q1 = 10−2I, Q2 = 10−3I,R = 1,ïîëó÷èì
K1 = [−0,0000 − 1,2385 0,0019 − 0,0004], K2 = 0,0020.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê èçìåíåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêèîáó÷åíèÿ (24) â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîâòîðåíèé k ïðè óêàçàííîì ðàçáðî-ñå ïàðàìåòðîâ Jl è Ks (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïðè ìåíüøåì ðàçáðîñåýòèõ ïàðàìåòðîâ ∆Jl = 0,1Jl, ∆Jl = −0,1Jl, ∆Ks = 0,005Ks, ∆Ks = −0,005Ks91
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�èñ. 6. Cðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îáó÷åíèÿ â ñëó÷àå ñî÷åòàíèÿ íåîïðåäå-ëåííûõ ïàðàìåòðîâ Jl è Ks íà âåðõíåé ãðàíèöå (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) èíà íèæíåé ãðàíèöå.îøèáêà ñõîäèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü
e∗ = 0,005 ðàä äîñòèãàåòñÿ çà 8 ïîâòîðåíèé (kfin = 8, E(8) = 0,003454 ðàä≈
≈ 0,2◦). Ïðè áîëüøåì ðàçáðîñå íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà ìîæåò íåòîëüêî íå äîñòè÷ü òðåáóåìîé òî÷íîñòè, íî è íå ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ, ýòî âïîëíåîáúÿñíèìî � ýíåðãèè óïðàâëåíèÿ íå õâàòàåò äëÿ êîìïåíñàöèè íåîïðåäåëåí-íîñòè.Íà ðèñ. 3�5 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ îøèáêè, âûõîäíîé ïåðåìåííîé èóïðàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íà òåêóùåì ïîâòîðåíèè è ÷èñëà ïî-âòîðåíèé.92
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�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ è âðåìåíè ìåæäó îòêàçà-ìè èìåþò îáùèé âèä. Â [5℄ ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ãðóïïîâîé ïîëèòè-êè âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøèõ îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ. Â [6℄ èññëåäîâàíàäèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ â äâóõêàíàëüíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå îáñëóæè-âàíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè íàäåæíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è èíòåíñèâíîñòÿìèîáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòûïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëó÷àéíûå �àêòîðû, îïèñûâàþùèå íåíàäåæíûåñèñòåìû, èìåþò ïîêàçàòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìîäåëè íåíàäåæíûõ îäíîêà-íàëüíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ â ñëó÷àå îáùåãî âèäà ðàñïðåäåëåíèé ïîñòðîå-íû â [7, 8℄. Óïîìÿíóòûå ïóáëèêàöèè � äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê èññëåäîâàíèéïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ êàíàëàìè, êîòîðûåìîãóò îòêàçûâàòü.Ñèñòåìû ñ íåíàäåæíûìè ïðèáîðàìè ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ñîâðåìåí-íûõ èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó ðàçâèòèå òåõíîëîãèé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþíîâûõ ñîäåðæàòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì õà-ðàêòåðèñòèê ñèñòåì ñ îòêàçàìè êàíàëîâ âàæíî îêàçûâàòü âîçäåéñòâèÿ íàýòè ïîêàçàòåëè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîâûñèòü ý��åêòèâíîñòü ñèñòåìû ìîæíî çàñ÷åò ïðîâåäåíèÿ ïðåäóïðåäèòåëüíîãî òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÒÎ) êàíà-ëà. Òàê, â [9℄ èññëåäîâàíà ñòðàòåãèÿ, ïðè êîòîðîé ðåøåíèå î ïðîâåäåíèè ÒÎçàâèñèò îò äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Â [10℄ ïîñòðîåíà ìîäåëüñèñòåìû ñ ó÷åòîì íàðàáîòêè ïðèáîðà íà îòêàç è îòëîæåííûì ÒÎ, â [11℄ �ñ ó÷åòîì ÒÎ ñèñòåìû â ñëó÷àå ñêðûòûõ îòêàçîâ ïðèáîðà, â [12℄ � ñ ó÷åòîìÒÎ â çàâèñèìîñòè îò ñóììàðíîé íàðàáîòêè ïðèáîðà íà îòêàç, â [13℄ � ñ ó÷å-òîì ðàçëè÷íûõ òèïîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà. Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿåùå îäíà ñòðàòåãèÿ ÒÎ íåíàäåæíîé îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿñ ïîòåðÿìè: ÒÎ ïðèáîðà íà÷èíàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà íàêîïëåííîå âðåìÿîáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïîñëå çàâåðøåíèÿ âîññòàíîâèòåëüíûõ ðàáîò ïðå-âûñèò çàðàíåå çàäàííûé óðîâåíü.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ íåíàäåæíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ GI/G/1/0 ïîñòóïàåò ðåêóððåíòíûéïîòîê òðåáîâàíèé, ïîðîæäåííûé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ÑÂ) β ñ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ (Ô�) G(t) = P { β ≤ t}. Äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-íèÿ � ÑÂ α ñ Ô� F (t) = P {α ≤ t}. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà÷èíàåòñÿîáñëóæèâàíèå ïîñòóïèâøåãî òðåáîâàíèÿ è îòñ÷åò íàðàáîòêè ïðèáîðà äî îò-êàçà. Ïîä íàðàáîòêîé ïîíèìàåòñÿ íàêîïëåííîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå ïðèáîðîìíà îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé. Âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ âîçìîæåíîòêàç ïðèáîðà, êîòîðûé ïðîèñõîäèò â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ïðèáîðîì íàðà-áîòêè, ðåàëèçóåìîé êàê ÑÂ γ ñ Ô� Φ(t) = P {γ ≤ t}. Îòêàç îáíàðóæèâàåòñÿìãíîâåííî, è ñðàçó æå íà÷èíàåòñÿ àâàðèéíîå âîññòàíîâëåíèå (ÀÂ) ïðèáîðà,êîòîðîå äëèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ σa ñ Ô� Ψa(t) = P {σa ≤ t}.Ïåðåä íà÷àëîì ýêñïëóàòàöèè íàçíà÷àåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûé äåòåð-ìèíèðîâàííûé óðîâåíü íàðàáîòêè τ , ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî íåçàìåäëè-òåëüíî íà÷èíàåòñÿ ÒÎ ïðèáîðà. Äëèòåëüíîñòü ïðîâåäåíèÿ ÒÎ � ÑÂ σp ñÔ� Ψp(t) = P {σp ≤ t}. Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ïðèáîðåâ ìîìåíò íà÷àëà ÀÂ èëè ÒÎ, ïðåðûâàåòñÿ è íà äîîáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèå96



íå âîçâðàùàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ëþáîãî âèäà âîññòàíîâëåíèÿ íàäåæíîñòíûåõàðàêòåðèñòèêè ïðèáîðà ïîëíîñòüþ îáíîâëÿþòñÿ, è â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿïåðâîãî òðåáîâàíèÿ â îáíîâëåííóþ ñèñòåìó âåñü ïðîöåññ åå �óíêöèîíèðîâà-íèÿ ïîâòîðÿåòñÿ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0<P{α< β}< 1 è 0<P{α< γ}< 1; ÑÂ α, β, γ, σa, σpíåçàâèñèìû, èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
f(t), g(t), ϕ(t), ψa(t), ψp(t), êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Mα, Mβ,
Mγ, Mσa, Mσp è äèñïåðñèè.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîëóìàðêîâñêóþ ìîäåëü �óíêöèîíèðîâàíèÿ îïèñàí-íîé âûøå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, íàéòè åå ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòíûå èýêîíîìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïåðèîäè÷íîñòèïðîâåäåíèÿ ÒÎ ïðèáîðà ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ ñðåäíåé óäåëüíîé ïðèáûëè â åäè-íèöó êàëåíäàðíîãî âðåìåíè è ñíèæåíèÿ ñðåäíèõ óäåëüíûõ çàòðàò â åäèíèöóâðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.3. Ïîñòðîåíèå ïîëóìàðêîâñêîé ìîäåëè ñèñòåìûÄëÿ îïèñàíèÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåì àïïàðàò òåîðèè ïî-ëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîìñîñòîÿíèé. Ïðèâåäåì êðàòêèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ýòèõ ïðîöåññîâ. Ïóñòü
(E, ξ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, E èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê �àçîâîå ïðî-ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû, ξ � áóëåâà àëãåáðà âûäåëåí-íûõ ïîäìíîæåñòâ èç E, èíòåðïðåòèðóåìûõ êàê ñîâîêóïíîñòü íàáëþäàåìûõïîäìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ îáùèì �àçî-âûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà ìàðêîâñêî-ãî âîññòàíîâëåíèÿ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàäàåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ÿäðîì
Q(t, x,B), x ∈ E, B ∈ ξ, t ≥ 0 [14, 15℄.Ïðîöåññ ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ åñòü äâóõìåðíàÿ öåïü Ìàðêîâà
{Sn, θn;n ≥ 0} ñî çíà÷åíèÿìè â E × [0,∞), âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà êîòîðîéîïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

P {Sn+1 ∈ B, θn+1 ≤ t / Sn = x} = Q(t, x,B).Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà {Sn; n ≥ 0} ïðîöåññà ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ
{Sn, θn; n ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé öåïüþ Ìàðêîâà ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿò-íîñòÿìè

P (x,B) = P {Sn+1 ∈ B /Sn = x} = Q(+∞, x,B),è íàçûâàåòñÿ âëîæåííîé öåïüþ Ìàðêîâà (ÂÖÌ). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
{θn+1, n ≥ 0}, ñîñòàâëÿþùèå âòîðóþ êîìïîíåíòó ïðîöåññà ìàðêîâñêîãî âîñ-ñòàíîâëåíèÿ, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû âñîñòîÿíèÿõ {Sn; n ≥ 0}, îíè îïðåäåëÿþò èíòåðâàëû ìåæäó ìîìåíòàìè ìàð-êîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ τn :

τn =

n∑

k=1

θk, n ≥ 1, τ0 = θ0 = 0. 97



Ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ S(t), t ≥ 0, â èçìåðèìîì �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå (E, ξ), ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññó ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ
{Sn, θn; n ≥ 0}, çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

S(t) = Sν(t), t ≥ 0,ãäå ν(t)� ÷èñëî ìîìåíòîâ ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà îòðåçêå [0, t].Ïîëóìàðêîâñêîå ÿäðî Q(t, x,B) ïðîöåññà ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ
{Sn, θn; n ≥ 0} ñ óñëîâíî íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè ïðåäñòàâèìî â âèäå

Q(t, x,B) = P (x,B)Gx(t), x ∈ E, B ∈ ξ, t ≥ 0,ãäå
Gx(t) = P {θn+1 ≤ t / Sn = x} = Q(t, x,E)� �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ θn+1, çàâèñÿùèå îò ïåðâîé êîìïîíåíòû. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ çàäàíèÿ ïðîöåññà ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ äîñòàòî÷íî îïè-ñàòü �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé E, îïðåäåëèòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòèÂÖÌ {Sn; n ≥ 0} è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θn.Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. �àññìàòðèâàåìàÿñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñëåäóþùèõ �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ: 0 � ïðèáîðâ ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè îæèäàåò òðåáîâàíèå; 1 � ïðèáîð çàíÿò îáñëó-æèâàíèåì; 2 � ïðîâîäèòñÿ ÀÂ ïðèáîðà; 3 � ïðîâîäèòñÿ ÒÎ ïðèáîðà. �àñøè-ðèì ïðîñòðàíñòâî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ íåïðåðûâíûõ êîì-ïîíåíò, â ðåçóëüòàòå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû áóäåò èìåòüâèä

E = {1, 1uv, 2x, 3x, 0x, 0xuv; x > 0, u > 0, 0 < v < τ} .Ïîÿñíèì êîäû ñîñòîÿíèé: 1 � íà÷èíàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïåðâîãî òðåáîâà-íèÿ, ïîñòóïèâøåãî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ÒÎ èëè ÀÂ ïðèáîðà; 1uv � íà÷èíàåòñÿîáñëóæèâàíèå ïîñòóïèâøåãî òðåáîâàíèÿ, íàðàáîòêà ïðèáîðà â ýòîò ìîìåíòðàâíà v, âåëè÷èíà îñòàâøåéñÿ íàðàáîòêè äî îòêàçà ðàâíà u; 2x � ïðîèçîøåëîòêàç è íà÷èíàåòñÿ ÀÂ ïðèáîðà, äî ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ âñèñòåìó îñòàåòñÿ âðåìÿ x ; 3x � âåëè÷èíà íàðàáîòêè äîñòèãëà ïðåäåëüíîãîóðîâíÿ è íà÷èíàåòñÿ ÒÎ ïðèáîðà, äî ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿâ ñèñòåìó îñòàåòñÿ âðåìÿ x ; 0x � çàâåðøèëîñü ÒÎ èëè ÀÂ ïðèáîðà, äî ïî-ñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ îñòàåòñÿ âðåìÿ x; 0xuv � çàêîí÷èëîñüîáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ, íàðàáîòêà ïðèáîðà â ýòîò ìîìåíò ðàâíà v, âåëè-÷èíà îñòàâøåéñÿ íàðàáîòêè äî îòêàçà ðàâíà u, äî ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãîòðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó îñòàåòñÿ âðåìÿ x.Âðåìåíí�àÿ äèàãðàììà �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.Âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëàìè
θ1 = α ∧ γ ∧ τ, θ1uv = α ∧ u ∧ (τ − v);

θ2x = σa; θ3x = σp; θ0xuv = θ0x = x,98



�èñ. 1. Âðåìåííàÿ äèàãðàììà �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû: 1 � âõîäÿùèé ïî-òîê (β � âðåìÿ ìåæäó òðåáîâàíèÿìè); 2 � ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé(α � âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ); 3 � ïðîöåññ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðà (γ �íàðàáîòêà äî îòêàçà, σa � àâàðèéíîå âîññòàíîâëåíèå, σp � òåõíè÷åñêîå îá-ñëóæèâàíèå; τ � ïðåäåëüíî äîïóñòèìûé óðîâåíü íàðàáîòêè).ãäå ∧ � çíàê ìèíèìóìà, èñõîäÿ èç êîòîðûõ íåòðóäíî âûïèñàòü �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ.Îïèøåì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèé ÂÖÌ
{Sn; n ≥ 0} ñ ó÷åòîì èõ ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà. Íàïðèìåð, ïåðåõîäû èç ñî-ñòîÿíèÿ 1uv, â êîòîðîì ñèñòåìà ïðåáûâàåò âðåìÿ α ∧ u ∧ (τ − v), çàâèñÿòîò ðåàëèçàöèè ìèíèìóìà ñëó÷àéíîãî âðåìåíè α îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿè äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ:îñòàâøåéñÿ íàðàáîòêè ïðèáîðà u äî îòêàçà è îñòàâøåéñÿ íàðàáîòêè τ − väî ïðîâåäåíèÿ ÒÎ ïðèáîðà. Åñëè âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ìåíüøåóêàçàííûõ íàðàáîòîê, ïðè÷åì u < (τ − v), òîãäà â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëó-æèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå (0xu′, v + u− u′), ãäå u′ �âåëè÷èíà îñòàâøåéñÿ íàðàáîòêè ïðèáîðà äî îòêàçà â ýòîò ìîìåíò, v + u− u′ �íàðàáîòêà ïðèáîðà, x � âðåìÿ äî ïîñòóïëåíèÿ áëèæàéøåãî òðåáîâàíèÿ â ñè-ñòåìó (âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ðåàëèçóåòñÿ êàê u− u′).Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå ñëó÷àè ðåàëèçàöèè âðåìåíè ïðå-áûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè 1uv. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

{
1uv → (0xu′, v + u− u′)

}
=

=
{
α < u < (τ − v), α ∈ u− du′, βu−u′ ∈ dx, u′ < u, x > 0

}
,

{
1uv → (0x, u+ v − v′, v′)

}
=

=
{
α < (τ − v) < u,α ∈ dv′ − v, βv′−v ∈ dx, v < v′ < τ, x > 0

}
,

{1uv → 2x} = {u < α ∧ (τ − v), βu ∈ dx, x > 0} ,
{1uv → 3x} = {τ − v < α ∧ u, βτ−v ∈ dx, x > 0} . 99



Çäåñü βt � ïðÿìîå îñòàòî÷íîå âðåìÿ äëÿ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ, ïîðîæ-äåííîãî ÑÂ β, ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
vg(t, x) = g(t+ x) +

t∫

0

hg(t− s)g(s + x)ds,

hg(t) � ïëîòíîñòü �óíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ Hg(t) =
∑∞

n=1G
∗(n)(t) ýòîãî ïðî-öåññà [16℄. Âåëè÷èíà βt �èêñèðóåò âðåìÿ â ìîìåíò t äî áëèæàéøåãî ìîìåíòàïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó. Çàïèñü, íàïðèìåð, α ∈ u− du′ îçíà÷àåò,÷òî u− u′ < α ≤ u− u′ + du′.Èëëþñòðàöèè ïåðåõîäîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2�4, ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà-÷åíèÿ: 1 � âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé; 2 � ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-âàíèé; 3 � ïðîöåññ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðà (v, v′ � íàðàáîòêà, u, u′ �îñòàâøàÿñÿ íàðàáîòêà äî îòêàçà; τ � ïðåäåëüíî äîïóñòèìûé óðîâåíü íàðà-áîòêè; σa � äëèòåëüíîñòü ÀÂ; σp � äëèòåëüíîñòü ÒÎ ïðèáîðà).Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ 1uv îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:

p
(0dx,du′,v+u−du′)
1uv = f(u− u′)vg(u− u′, x)dxdu′, u′ < u, x > 0, u < τ − v;

p
(0dx,v+u−dv′,dv′)
1uv = f(v′−v)vg(v′−v, x)dxdv′, v < v′ <τ, x> 0, u > τ −v;

p2dx1uv = F (u)vg(u, x)dx, x > 0, u < τ − v, F (u) = 1− F (u);

p3dx1uv = F (τ − v)vg(τ − v, x)dx, x > 0, u > τ − v.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç äðóãèõ ñîñòîÿíèé:
p0dxdudv1 = f(v)ϕ(v + u)vg(v, x)dudvdx, u > 0, x > 0, 0 < v < τ ;

p2dx1 =

τ∫

0

ϕ(t)F (t)vg(t, x)dtdx, x > 0;

p3dx1 = F (τ)Φ(τ)vg(τ, x), x > 0,

Φ(τ) = 1− Φ(τ); P 1uv
0xuv = P 1

0x = 1;

p0dy3x = ψp(x− y) +

∞∫

x

ψp(t)vg(t− x, y)dtdy, 0 < y < x;

p0dy3x =

∞∫

x

ψp(t)vg(t− x, y)dtdy, y > x;

p0dy2x = ψa(x− y) +

∞∫

x

ψa(t)vg(t− x, y)dtdy, 0 < y < x;

p0dy2x =

∞∫

x

ψa(t)vg(t− x, y)dtdy, y > x.100



�èñ. 2. Ñîáûòèå ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ 1uv â ñîñòîÿíèå 0xu′v′, ãäå v′ = v+u−
− u′; u < τ − v.

�èñ. 3. Ñîáûòèå ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ 1uv â ñîñòîÿíèå 2x.

�èñ. 4. Ñîáûòèå ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ 1uv â ñîñòîÿíèå 3x. 101



Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé ïðîöåññ S(t), t ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì.Òî÷êîé ðåãåíåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå 1, ò.å.íà÷àëî îáñëóæèâàíèÿ ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ ëþáîé èç âîñ-ñòàíîâèòåëüíûõ ðàáîò.4. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìûÄëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ïîòðåáóåòñÿ îïðå-äåëèòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÂÖÌ {Sn;n ≥ 0} ïîëóìàðêîâñêîãî ïðî-öåññà S(t), t ≥ 0, îïèñûâàþùåãî åå �óíêöèîíèðîâàíèå. Ââåäåì ñëåäóþùèåîáîçíà÷åíèÿ: ρ1 � ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè 1, à
ρ(1uv), ρ(0xuv), ρ(0x), ρ(2x) è ρ(3x) � ïëîòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ ÂÖÌ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé.Òå î ð åì à 1. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà
{Sn;n ≥ 0} ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà S(t), t ≥ 0, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè:

ρ(1uv) = ρ1hf (v)ϕ(u + v),

ρ(0xuv) = ρ1ϕ(u+ v)


f(v)vg(v, x) +

v∫

0

hf (v − s)f(s)vg(s, x)ds


 ,

ρ(3x) = ρ1Φ(τ)


F (τ)vg(τ, x) +

τ∫

0

hf (τ − s)F (s)vg(s, x)ds


 ,

ρ(2x) = ρ1

τ∫

0

ϕ(t)


F (t)vg(t, x) +

t∫

0

hf (t− s)F (s)vg(s, x)ds


 dt,(1)

ρ(0x) = ρ1Φ(τ)

∞∫

0

ψp(t)


F (τ)vg(τ + t, x)+

τ∫

0

hf (τ −s)F (s)vg(s+ t, x)ds


dt+

+ ρ1

∞∫

0

ψa(t)dt

τ∫

0

ϕ(y)


F (y)vg(y + t, x) +

y∫

0

hf (y − s)F (s)vg(s+ t, x)ds


 dy,

ρ1 =


3 + 2

τ∫

0

hf (s)Φ(s)ds



−1

,ãäå hf (v) � ïëîòíîñòü �óíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ Hf (v), ïîðîæäåííîé ñëó-÷àéíûì âðåìåíåì α îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è ïîñëåäóþùèõ òåîðåì 2 è 3 ïðèâîäÿòñÿ â Ïðè-ëîæåíèè.Îòìåòèì âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë âûðàæåíèé, âõîäÿùèõ â �îðìóëûäëÿ ïëîòíîñòåé ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî ïåðåìåííîé x �óíê-102



öèÿ f(v)vg(v, x) +
∫ v
0 hf (v − s)f(s)vg(s, x)ds ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-ëåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè îò ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-íèÿ äî ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òîíàðàáîòêà ïðèáîðà â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà v. Ïî ïå-ðåìåííîé x �óíêöèÿ F (t)vg(t, x) +

∫ t
0 hf (t− s)F (s)vg(s, x)ds � ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòîì îòêàçà ïðèáîðà èìîìåíòîì ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó ïðè óñëîâèè,÷òî íàðàáîòêà ïðèáîðà â ìîìåíò îòêàçà äîñòèãëà óðîâíÿ t. Ôóíêöèÿ

F (τ)vg(τ + t, x) +
∫ τ
0 hf (τ − s)F (s)vg(s + t, x)ds ïî ïåðåìåííîé x � ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòîì çàâåðøåíèÿ ÒÎ ïðèáî-ðà è ïåðâûì ïîñëå ýòîãî ìîìåíòîì ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó ïðèóñëîâèè, ÷òî ÒÎ ïðèáîðà äëèëîñü âðåìÿ t.Íàéäåì �èíàëüíûå âåðîÿòíîñòè è ñðåäíèå ñòàöèîíàðíûå âðåìåíà ïðåáû-âàíèÿ ñèñòåìû â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì �à-çîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé E íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, ñîîò-âåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì �èçè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì ïðèáîðà: E0 = {0x, 0xuv} �ðàáîòîñïîñîáíûé ïðèáîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè îæèäàíèÿ òðåáîâàíèÿ;

E1 = {1, 1uv} � ïðèáîð îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèå; E2 = {2x} � ïðîâîäèòñÿÀÂ ïðèáîðà; E3 = {3x} � ïðîâîäèòñÿ ÒÎ ïðèáîðà.Â ñëåäóþùåé òåîðåìå 2 óñòàíàâëèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà-÷åíèé p∗i ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
Φ(t, x,Ei) = P {S(t) ∈ Ei /S(0) = x}, x ∈ E, i = 0, 3,ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà S(t), t ≥ 0, à â òåîðåìå 3 � âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõñòàöèîíàðíûõ âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ. Óòâåðæäåíèÿ ýòèõ òåî-ðåì ñîäåðæàò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè S(t), t ≥ 0, êàê ðåãåíåðèðóþùåãîïðîöåññà:

Nîáñ(τ) = τ∫

0

Φ(v)hf (v) dv� ñðåäíåå ÷èñëî ïîëíîñòüþ îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé â èíòåðâàëå ìåæäó âîñ-ñòàíîâèòåëüíûìè ðàáîòàìè;
N

îáñïîò(τ) = τ∫

0

Φ(v)f(v)Hg(v) dv +

τ∫

0

Φ(v)dv

v∫

0

hf (v − s)f(s)Hg(s) ds� ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîòåðÿííûõ ïî ïðè÷èíå çàíÿòîñòè ïðèáîðà îá-ñëóæèâàíèåì ýòèõ òðåáîâàíèé;
N
pïîò(τ) = Φ(τ)

∞∫

0

ψp(t)


F (τ)Ĥg(τ + t) +

τ∫

0

hf (τ − s)F (s)Ĥg(s+ t)ds


 dt� ñðåäíåå ÷èñëî ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ïî ïðè÷èíåÒÎ ïðèáîðà è çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ103



ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ íàðàáîòêà íà îòêàç;
N
aïîò(τ) =
=

∞∫

0

ψa(t)dt

τ∫

0

ϕ(y)


F (y)Ĥg(y + t) +

y∫

0

hf (y − s)F (s)Ĥg(s+ t)ds


 dy� ñðåäíåå ÷èñëî ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ïî ïðè÷èíåÀÂ ïðèáîðà è çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ïðèáîðåâ ìîìåíò åãî îòêàçà. Çäåñü

Ĥg(t) = 1 +Hg(t).Òå î ð åì à 2. Ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè p∗i (τ) ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñî-ñòîÿíèÿõ Ei, i = 0, 3, îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:
p∗0(τ) = 1− M(γ ∧ τ) +MσaP (γ < τ) +MσpP (γ > τ)

MβN (τ)
,

p∗1(τ) =
M(γ ∧ τ)
MβN (τ)

, p∗2(τ) =
MσaP (γ < τ)

MβN (τ)
, p∗3(τ) =

MσpP (γ > τ)

MβN(τ)
,

(2)ãäå
N(τ) = Nîáñ(τ) +N

îáñïîò(τ) +N
pïîò(τ) +N

aïîò(τ)� ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó íà ïåðèîäå ðåãåíåðà-öèè.Òå î ð åì à 3. Ñðåäíèå ñòàöèîíàðíûå âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñî-ñòîÿíèÿõ Ei, i = 0, 3, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:
T (E1) =

M(γ ∧ τ)
1 +Nîáñ(τ) , T (E2) = Mσa, T (E3) = Mσp,

T (E0) =
MβN (τ)−M(γ ∧ τ)−MσaP (γ < τ)−MσpP (γ > τ)

1 +Nîáñ(τ) .Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ñòàöèîíàðíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ý�-�åêòèâíîñòè �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû [17℄. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì,÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû âîâðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì. Ïóñòü c1 � äîõîä, ïîëó÷àåìûé çà îá-ñëóæèâàíèå îäíîãî òðåáîâàíèÿ; ca � çàòðàòû â åäèíèöó âðåìåíè ÀÂ; cp �çàòðàòû â åäèíèöó âðåìåíè íà ïðîâåäåíèå ÒÎ ïðèáîðà. Òîãäà ñðåäíÿÿ óäåëü-íàÿ ïðèáûëü S(τ) â åäèíèöó êàëåíäàðíîãî âðåìåíè è ñðåäíèå óäåëüíûå çà-òðàòû C(τ) â åäèíèöó âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñî-îòíîøåíèÿìè:
S(τ) =

c1Nser(τ)− cpMσpΦ(τ)− caMσaΦ(τ)

Mβ N(τ)
,

C(τ) =
caMσaΦ(τ) + cpMσpΦ(τ)

M(γ ∧ τ) .
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Äëÿ ÷àñòíûõ âèäîâ âõîäÿùèõ ïîòîêîâ è âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-íèé âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû óïðîùàþòñÿ. Òàê,â ñëó÷àå ïðîñòåéøåãî âõîäÿùåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ ïðèâû÷èñëåíèè ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê íåíàäåæíîé ñèñòåìû M/G/1/0 âñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóëàõ ñëåäóåò ïîëàãàòü, ÷òî
N(τ) = 1 +

τ∫

0

hf (t)Φ(t)dt+ λ

τ∫

0

Φ(t)dt+ λMσaΦ(τ) + λMσpΦ(τ).Äëÿ ñèñòåìû GI/M/1/0, â êîòîðîé äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-íèÿ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ, â �îðìóëàõ äëÿâû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëåäóåò ïîäñòàâèòü:
Nîáñ(τ) = µ

τ∫

0

Φ(x)dx,

N(τ) = µ

τ∫

0

Φ(t)dt+ µ

τ∫

0

Φ(t)dt

t∫

0

e−µshg(s)ds +

+Φ(τ)

∞∫

0

ψp(t)Ĥg(t)dt+Φ(τ)

∞∫

0

ψp(t)dt

τ∫

0

e−µshg(s+ t)ds+

+Φ(τ)

∞∫

0

ψa(t)Ĥg(t)dt+

∞∫

0

ψa(t)dt

τ∫

0

ϕ(y)dy

y∫

0

e−µshg(s+ t)ds.Äëÿ ñèñòåìû M/M/1/0, â êîòîðîé âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿïðîñòåéøèì ñ ïàðàìåòðîì λ, à äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ èìååòïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ, â �îðìóëàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê èìååì:
Nîáñ(τ) = µ

τ∫

0

Φ(x)dx,

N(τ) = 1 + (λ+ µ)

τ∫

0

Φ(t)dt+ λMσaΦ(τ) + λMσpΦ(τ).Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ÑÂ γ, σa è σp, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû îòêàçà èâîññòàíîâëåíèÿ, èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ϕ(t) = ηe−ηt,
ψa(t) = νae

−νat è ψp(t) = νpe
−νpt, òîãäà �èíàëüíûå âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿñèñòåìû â ñîñòîÿíèÿõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

p∗0(τ) =
η + µ(1− e−ητ )

η
(
1 + λ

νp
e−ητ

)
+
(
λ+ µ+ ηλ

νa

)
(1− e−ητ )
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p∗1(τ) =
λ(1− e−ητ )

η
(
1 + λ

νp
e−ητ

)
+
(
λ+ µ+ ηλ

νa

)
(1− e−ητ )

,

p∗2(τ) =
λη
νa
(1− e−ητ )

η
(
1 + λ

νp
e−ητ

)
+
(
λ+ µ+ ηλ

νa

)
(1− e−ητ )

,

p∗3(τ) =
λη
νp
e−ητ

η
(
1 + λ

νp
e−ητ

)
+
(
λ+ µ+ ηλ

νa

)
(1− e−ητ )

.5. Îïòèìèçàöèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïðîâåäåíèÿ ÒÎ ïðèáîðà�àññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè äîïóñòèìîãî óðîâíÿ íàðàáîòêè äëÿ ïðî-âåäåíèÿ ÒÎ ïðèáîðà. Âíà÷àëå âûáåðåì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèèñðåäíèå óäåëüíûå çàòðàòû C(τ) â åäèíèöó âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-íèé. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé òî÷êè ìèíèìóìà τ
 �óíê-öèè C(τ) ïðèâîäÿòñÿ â [16℄. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå τ
 = ∞ îïòèìàëüíîé ÿâ-ëÿåòñÿ ïàññèâíàÿ ñòðàòåãèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðèáîðà, ò.å. ïðîâåäåíèå åãî ÒÎíåöåëåñîîáðàçíî.Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè âçÿòü ñðåäíþþ óäåëüíóþ ïðè-áûëü S(τ) â åäèíèöó âðåìåíè, òî òî÷êà ìàêñèìóìà ýòîé �óíêöèè óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþ S′(τ) = 0 èëè åìó ýêâèâàëåíòíîìó:
c1hf (τ)Nïîò(τ)− λϕ(τ) (caMσa − cpMσp)N(τ)− c1Nîáñ(τ)N ′ïîò(τ)

Φ(τ)
+

+
(
caMσaΦ(τ) + cpMσpΦ(τ)

)
(
hf (τ) +

N
′ïîò(τ)
Φ(τ)

)
= 0,

(4)ãäå Nïîò(τ) = N
îáñïîò(τ) +N

pïîò(τ) +N
aïîò(τ) � ñðåäíåå ÷èñëî ïîòåðÿííûõ òðå-áîâàíèé íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè, λϕ(τ) = ϕ(τ)/Φ(τ) � èíòåíñèâíîñòü îòêàçàïðèáîðà.Îáîçíà÷èì �óíêöèþ â ëåâîé ÷àñòè (4) ÷åðåç Z(τ), è ïðåäïîëîæèì,÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Òîãäà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-íèÿ êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

Z(0)Z(∞) < 0. Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè èíòåíñèâíîñòüîòêàçîâ â íåíàäåæíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, ò.å.
λϕ(∞) = ∞; ñðåäíèå çàòðàòû çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íà ÀÂ áîëüøå, ÷åì íàÒÎ è ìåíüøå ïðèáûëè îò îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé, ò.å. caMσa > cpMσp è
caMσa < c1Nîáñ(∞); ñðåäíåå ÷èñëî ïîòåðÿííûõ çàÿâîê ïî ïðè÷èíå ÀÂ áîëü-øå, ÷åì ïî ïðè÷èíå ÒÎ, ò.å.

∞∫

0

F (y)dy

∞∫

0

(ψa(t)− ψp(t)) Ĥg(y + t)dt > 0;à òàêæå
c1hf (0) − λϕ(0)caMσa ≥ 0.106



Ïðè ðåøåíèè äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè â êà÷åñòâå öåëå-âîé �óíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ ñâåðòêó K(τ) = asS(τ)− acC(τ)÷àñòíûõ êðèòåðèåâ S(τ) è C(τ) ïðè âåñîâûõ êîý��èöèåíòàõ as > 0 è ac > 0,
as + ac = 1. 6. ×èñëåííûé ïðèìåðÈíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïàþùèìè â ñèñòåìó òðåáîâàíèÿìè èìå-åò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà 4-ãî ïîðÿäêà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
g(t) = 20(20t)3e−20t/3!, äëèòåëüíîñòü âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ �ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà 3-ãî ïîðÿäêà ñ ïëîòíîñòüþ f(t) = 12(12t)2e−12t/2!.Íàðàáîòêà ïðèáîðà äî îòêàçà è äëèòåëüíîñòü âðåìåíè åãî ÀÂ ðàñïðåäåëå-íû ïî çàêîíó Âåéáóëëà��íåäåíêî ñ ïëîòíîñòÿìè ϕ(t) = 0,3(0,1t)2e−(0,1t)3 è
ψa(t) = 5(10t)−0,5e−(10t)0,5 ñîîòâåòñòâåííî. Äëèòåëüíîñòü ÒÎ ïðèáîðà èìååòãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ψp(t) = 5(5t)−0,5e−5t /Γ(0,5). Ñðåäíèå çíà-÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (â ÷àñàõ), äîõîä îò îáñëóæèâàíèÿòðåáîâàíèÿ è çàòðàòû â åäèíèöó âðåìåíè íà âîññòàíîâèòåëüíûå ðàáîòû (â äå-íåæíûõ åäèíèöàõ) ïîìåùåíû â òàáë. 1.Âû÷èñëåííûå â ïàêåòå MathCAD ïî �îðìóëàì (2) è (3) çíà÷åíèÿ ñòà-öèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïðåäåëüíîãî óðîâíÿ τíàðàáîòêè ïðèáîðà íà ÒÎ ïîìåùåíû â òàáë. 2. Â íåé èñïîëüçîâàíû ñëåäóþ-ùèå îáîçíà÷åíèÿ: τs � òî÷êà ìàêñèìóìà �óíêöèè óäåëüíîé ïðèáûëè S(τ);
τc � òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè óäåëüíûõ çàòðàò C(τ); τk � òî÷êà ìàêñèìóìàëèíåéíîé ñâåðòêè K(τ) = 0,2S(τ) − 0,8C(τ); p∗0(τ) � âåðîÿòíîñòü ïðåáûâà-íèÿ ñèñòåìû â ñâîáîäíîì ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè; Nîáñ(τ) è Nïîò(τ) �ñðåäíåå ÷èñëî îáñëóæåííûõ è ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé íà ïåðèîäå ðåãåíåðà-öèè ñîîòâåòñòâåííî; Mβ N(τ) � ñðåäíÿÿ äëèíà ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè. Ñëó÷àé
τ = ∞ ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòåìû äëÿ ïàññèâíîé ñòðàòåãèè îá-ñëóæèâàíèÿ (ÒÎ íå ïðîâîäèòñÿ).Òàáëèöà 1. Èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû

Mβ, ÷ Mα, ÷ Mγ, ÷ Mσa, ÷ Mσp, ÷ c1,äåíåæíûõåäèíèö ca,äåíåæíûõåäèíèö cp,äåíåæíûõåäèíèö0,2 0,25 8,930 0,2 0,1 4 20 5Òàáëèöà 2. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïåðèîäè÷íî-ñòè òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ ïðèáîðàÓðîâåíüíàðàáîòêèíà ÒÎ, ÷ S(τ),äåíåæíûõåäèíèö C(τ),äåíåæíûõåäèíèö p∗0(τ) Nîáñ(τ) Nïîò(τ) Mβ N(τ)

τ = ∞ 10,006 0,448 0,336 35,386 33,343 13,746
τc = 4,162 9,964 0,182 0,340 16,019 15,763 6,356
τs = 7,589 10,101 0,254 0,338 27,081 25,681 10,552
τk = 5,099 10,041 0,189 0,339 19,410 18,787 7,639 107
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�èñ. 5. �ðà�èêè çàâèñèìîñòåé ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû è èõ ëè-íåéíîé ñâåðêè îò ïåðèîäè÷íîñòè ïðîâåäåíèÿ ÒÎ ïðèáîðà.Ïðè ìèíèìèçàöèè óäåëüíûõ çàòðàò îïòèìàëüíî äîïóñòèìûé óðîâåíü íà-ðàáîòêè íà ÒÎ ðàâåí τc = 4,162 ÷, à ïðè ìàêñèìèçàöèè óäåëüíîé ïðèáûëè �
τs = 7,589 ÷. Ïðè ýòîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàññèâíîé ñòðàòåãèåé îáñëóæèâàíèÿïðèáîðà çàòðàòû ñíèæàþòñÿ íà 59,405%, à ïðèáûëü óâåëè÷èâàåòñÿ íà 0,942%ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå äâóõêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè îïòèìàëüíûé äî-ïóñòèìûé óðîâåíü íàðàáîòêè íà ÒÎ ñîñòàâëÿåò τk = 5,099 ÷, ïî ñðàâíåíèþñ ïàññèâíîé ñòðàòåãèåé îáñëóæèâàíèÿ óäåëüíàÿ ïðèáûëü óâåëè÷èâàåòñÿ íà
0,345 %, à óäåëüíûå çàòðàòû ñíèæàþòñÿ íà 57,735%.�ðà�èêè çàâèñèìîñòåé ÷àñòíûõ êðèòåðèåâ è èõ ëèíåéíîé ñâåðòêè îò ïå-ðèîäè÷íîñòè ïðîâåäåíèÿ ÒÎ ïðèáîðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.7. Çàêëþ÷åíèåÑ ïîìîùüþ àïïàðàòà òåîðèè ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ïîñòðîåíà ìîäåëü �óíêöèîíèðîâàíèÿñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ GI/G/1/0, â êîòîðîé âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-âàíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè îòêàç ïðèáîðà. Ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî ñòàöèîíàð-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà è ïðåäåëüíûõ òåîðåì íàéäåíûâûðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ è ýêîíîìè÷åñêèõïîêàçàòåëåé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ïðîâåäåíèÿ ïðî�èëàêòè÷åñêîãî îáñëóæèâà-íèÿ ïðèáîðà. Ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíîïðîâåäåíèå òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ íàðàáîòêèïðèáîðà. Â ïðèâåäåííîì ÷èñëåííîì ïðèìåðå íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå õàðàê-108



òåðèñòèêè ñèñòåìû è êîëè÷åñòâåííî îöåíåíî âëèÿíèå ïåðèîäè÷íîñòè ïðîâå-äåíèÿ ïðî�èëàêòè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ íà ñðåäíþþ óäåëüíóþ ïðèáûëü âåäèíèöó êàëåíäàðíîãî âðåìåíè è ñðåäíèå óäåëüíûå çàòðàòû â åäèíèöó âðå-ìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
ρ(B) =

∫

E

ρ(dx)P (x,B)äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(·) ÂÖÌ {Sn, n ≥ 0} ñ ó÷åòîì âåðîÿòíî-ñòåé ïåðåõîäîâ P (x,B) èç ñîñòîÿíèé èìååò âèä:
ρ(0xuv) =

v∫

0

f(t)vg(t, x)ρ(1, t + u, v − t)dt+ ρ1f(v)vg(v, x)ϕ(v + u),

ρ(1uv) =

∞∫

0

ρ(0xuv)dx,

ρ(3x) =

τ∫

0

vg(t, x)F (t)dt

∞∫

t

ρ(1u, τ − t)du+ ρ1F (τ)vg(τ, x)Φ(τ),

ρ(2x) =

τ∫

0

vg(t, x)F (t)dt

τ∫

t

ρ(1t, v − t)dv + ρ1

τ∫

0

F (t)vg(t, x)ϕ(t)dt,

ρ(0x) =

∞∫

0

ψp(t)ρ(3, t + x)dt+

∞∫

0

ψp(t)dt

t∫

0

vg(t− s, x)ρ(3s)ds +

+

∞∫

0

ψa(t)ρ(2, t + x)dt+

∞∫

0

ψa(t)dt

t∫

0

vg(t− s, x)ρ(2s)ds,

ρ1 =

∞∫

0

ρ(0x)dx.Â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû �óíêöèè
ρ(0xuv) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ρ(1uv) ïî ïåðå-ìåííîé v:

ρ(1uv) = ρ1f(v)ϕ(u+ v) +

v∫

0

f(t)ρ(1, t+ u, v − t)dt, 109



ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ ρ(1uv) = ρ1hf (v)ϕ(u + v). Âûðàæåíèÿäëÿ îñòàëüíûõ ïëîòíîñòåé íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ïëîòíîñòåé �óíê-öèè âîññòàíîâëåíèÿ è ïðÿìîãî îñòàòî÷íîãî âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ. Çíà÷å-íèå ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ρ1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Òåî-ðåìà 1 äîêàçàíà.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ p∗i ïåðåõîäíûõâåðîÿòíîñòåé ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà S(t), t ≥ 0, îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþñîîòíîøåíèé [14, 15℄
p∗i = lim

t→∞
Φ(t, x,Ei) =

∫

Ei

m(x)ρ(dx)



∫

E

m(x)ρ(dx)



−1

, i = 0, 3.Ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÂÖÌ (1), ñðåäíèõ âðå-ìåí ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ:
Mθ1 =

τ∫

0

F (t)Φ(t)dt, Mθ1uv =

u∧(τ−v)∫

0

F (t)dt,

Mθ2x = Mσa; Mθ3x = Mσp; Mθoxuv =Mθ0x = xè òîæäåñòâà Mβt = Mβ(1 +Hg(t))− t ïîëó÷àåì, ÷òî
∫

E1

m(x)ρ(dx) = ρ1

τ∫

0

F (t)Φ(t)dt+ρ1

τ∫

0

hf (v)dv

∞∫

0

ϕ(u+ v)du

u∧(τ−v)∫

0

F (t)dt =

= ρ1

τ∫

0

F (t)Φ(t)dt+ρ1

τ∫

0

Φ(s)ds

s∫

0

hf (t)F (s− t)dt= ρ1

τ∫

0

Φ(t)dt= ρ1M(γ ∧ τ);

∫

E2

m(x)ρ(dx) = Mσa

∞∫

0

ρ(2x)dx = ρ1MσaΦ(τ) = ρ1MσaP (γ < τ);

∫

E3

m(x)ρ(dx) = Mσp

∞∫

0

ρ(3x)dx = ρ1MσpΦ(τ) = ρ1MσpP (γ > τ);

∫

E0

m(x)ρ(dx) = ρ1Mβ
[
Nîáñ(τ) +N

îáñïîò(τ) +N
pïîò(τ) +N

aïîò(τ)]−
− ρ1

τ∫

0

Φ(t)dt− ρ1Φ(τ)Mσp − ρ1Φ(τ)Mσa;

∫

E

m(x)ρ(dx) = ρ1Mβ
[
Nîáñ(τ) +N

îáñïîò(τ) +N
pïîò(τ) +N

aïîò(τ)] .110



Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Ñðåäíèå âðåìåíà T (Ei) ïðåáûâàíèÿñèñòåìû â ïîäìíîæåñòâàõ ñîñòîÿíèé Ei îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-íèé [14, 15℄
T (Ei) =

∫

Ei

m(x)ρ(dx)



∫

E \Ei

ρ(dx)P (x,Ei)




−1

, i = 0, 3.(Π.1)Ó÷èòûâàÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ è âèä ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÂÖÌ (1), èíòåãðàëû â çíàìåíàòåëÿõ äðîáåé âûðàæåíèé (Ï.1) ïðåîáðàçóþòñÿê âèäó:
∫

E \E1

ρ(dx)P (x,E1) =

∞∫

0

ρ(0x)dx +

τ∫

0

dv

∞∫

0

du

∞∫

0

ρ(0xuv)dx =

= ρ1 + ρ1

τ∫

0

hf (x)Φ(x) dx = ρ1
[
1 +Nîáñ(τ)] ;

∫

E \E2

ρ(dx)P (x,E2) =

∫

E2

ρ(dx)P (x,E \E2) =

∞∫

0

ρ(2x)dx = ρ1Φ(τ);

∫

E \E3

ρ(dx)P (x,E3) =

∫

E3

ρ(dx)P (x,E \E3) =

∞∫

0

ρ(3x)dx = ρ1Φ(τ);

∫

E \E0

ρ(dx)P (x,E0) =

∫

E0

ρ(dx)P (x,E \E0) =

=

∞∫

0

ρ(0x)dx+

τ∫

0

dv

∞∫

0

du

∞∫

0

ρ(0xuv)dx = ρ1
[
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Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàòåëè îáðàùàþò âíèìàíèå íà ìîäåëè ðå�ëåê-ñèâíîãî êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ [10, 11℄, êîòîðûå ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõïðåäïîëîæåíèÿõ îá èí�îðìèðîâàííîñòè àãåíòîâ è äîñòàòî÷íî íåàäåêâàòíûõïðåäñêàçàíèÿõ äåéñòâèé êîíêóðåíòîâ äàþò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ïðîöåññû,ïðèâîäÿùèå ê ðàâíîâåñèþ (ñì., íàïðèìåð, [4, 7, 12�15℄). Èñïîëüçóåìûå äî ýòî-ãî â ìîäåëè ñ ëèäåðîì ïî Øòàêåëüáåðãó ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äîñòè-æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â ÷àñòíîñòè ìåòîä îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïðîãîíêè [16℄,àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè ðåàêöèè ëèäåðà ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêî-ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà [17℄,äâóõóðîâíåâàÿ îïòèìèçàöèÿ íà ìíîãîãðàííîì ìíîæåñòâå ñ ïîìîùüþ ìåòîäàøòðà�íûõ �óíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèå-íèÿ [18℄ è äð., íå ñîâñåì àäåêâàòíî îòðàæàëè ïðîöåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ðàâíîâåñèÿ Øòàêåëüáåðãà ñ ïðèìå-íåíèåì ìîäåëåé ðå�ëåêñèâíîãî êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê âûÿâ-ëåíèþ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åãî åäèíñòâåííîñòè è ñõîäèìîñòèïðîöåññîâ ðå�ëåêñèè. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, â îñíîâíîì, ïîëó÷åíû äëÿ ñà-ìîé ðàñïðîñòðàíåííîé è ïðîñòåéøåé ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ � ìî-äåëè èíäèêàòîðíîãî ïîâåäåíèÿ [7, 10, 12, 13, 15℄, â êîòîðîé íå ó÷èòûâàþòñÿýêîíîìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ; äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé [6, 8, 9, 11, 14℄ ÿâíîïðåîáëàäàþò êà÷åñòâåííûå è ÷èñëåííûå ìåòîäû.Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíû äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèéïðè íåòî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ àãåíòîâ î âûáîðå êîíêóðåíòîâ. �åøàåòñÿ çàäà-÷à àíàëèòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ äèàïàçîíîâ äîïóñòèìûõ îòâåòîâ, âûáèðàåìûõëèäåðîì ïî Øòàêåëüáåðãó è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà àãåíòàìè ñ ðåàêöèåéïî Êóðíî, òàêèõ ÷òî äèíàìèêè ñõîäÿòñÿ ê èñòèííîìó ðàâíîâåñèþ. Âî âíè-ìàíèå ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îëèãîïîëèè, à â óñëîâèÿõ äîïóñòè-ìîñòè òåêóùèõ ðåøåíèé ó÷èòûâàþòñÿ òàêèå ýêîíîìè÷åñêèå êàòåãîðèè, êàêêîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü è óáûòî÷íîñòü àãåíòîâ.2. Áàçîâàÿ ìîäåëü îëèãîïîëèè è èí�îðìèðîâàííîñòü àãåíòîâÏóñòü i ∈ N = {1, . . . , n} � àãåíòû, êîíêóðèðóþùèå íà ðûíêå îáúåìàìèâûïóñêà îäíîðîäíîé ïðîäóêöèè. Àãåíòû ïðîäàþò ïðîèçâåäåííûé èìè âû-ïóñê qi ïî åäèíîé ðûíî÷íîé öåíå p(Q), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàðíûìîáúåìîì âûïóñêà Q =
∑
i∈N

qi. Äåéñòâèÿ àãåíòîâ íàïðàâëåíû íà ìàêñèìèçàöèþïðèáûëè:
Πi(p(Q), qi) = p(Q)qi − φi(qi) → max

qi
, i ∈ N.(1)Öåíà p(Q) è ïîëíûå èçäåðæêè àãåíòîâ φi(qi) çàäàíû ëèíåéíûìè �óíê-öèÿìè:

p(Q) = a− bQ, φi(qi) = ciqi + di, i ∈ N,(2)ãäå a, b � ïàðàìåòðû ñïðîñà; ci, di � ïðåäåëüíûå è ïîñòîÿííûå èçäåðæêèàãåíòîâ.114



Ïðåäïîñûëêè áàçîâîé ìîäåëè: 1) äèñêðåòíîñòü ïðîöåññà; 2) îäíîðîäíîñòüïðîäóêöèè; 3) êîíêóðåíöèÿ îáúåìàìè âûïóñêîâ, âåñü âûïóñê ðåàëèçóåòñÿ;4) åäèíàÿ ðûíî÷íàÿ öåíà; 5) ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî àãåíòîâ íà ðûíêå; 6) ëèíåé-íîñòü �óíêöèé ñïðîñà è ïîëíûõ çàòðàò àãåíòîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ïðå-äåëüíûå èçäåðæêè; 7) îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé ìîùíîñòè è êîàëèöèé; 8) ðà-öèîíàëüíîå ïîâåäåíèå àãåíòîâ, íàïðàâëåííîå íà ìàêñèìèçàöèþ ñîáñòâåííîéïðèáûëè; 9) ïåðâûé àãåíò (i = 1) çàíèìàåò ëèäèðóþùåå ïîëîæåíèå ñðåäèîñòàëüíûõ àãåíòîâ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ¾ïðåäñêàçûâàåò¿ èõ îòâåò íà åãî âûáîðîáúåìà âûïóñêà; 10) îñòàëüíûå àãåíòû âûáèðàþò ñâîè äåéñòâèÿ ïî Êóðíî,ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå äðóãèå àãåíòû íå ìåíÿþò ñâîè îáúåìû âûïóñêà; 11) îäíîâðå-ìåííûé ïîðÿäîê õîäîâ.Ïîÿñíèì ïðåäïîñûëêè 9)�11) è èí�îðìèðîâàííîñòü àãåíòîâ. Çäåñü âûáîððåàëüíûõ äåéñòâèé âñåìè àãåíòàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñèíõðîííî (îäíîâðåìåí-íî). Ïîäîáíûé ïðèåì óïðîùàåò ðåàëüíûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåàê-öèé. Îí èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â [7, 8, 12℄ è, êàê îòìå÷àåòñÿ â [8℄, àäåêâàòåíâ ñëó÷àå, êîãäà äîñòèãíóòîå ðàâíîâåñèå ñòàáèëüíî. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîéèãðû Øòàêåëüáåðãà, êîãäà ëèäåð äåëàåò ïåðâûì õîä, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ èç-âåñòåí äðóãèì àãåíòàì, çäåñü àãåíòû ñ ðåàêöèåé ïî Êóðíî íå çíàþò õîä ëèäå-ðà, ñèíõðîííûé ñâîåìó õîäó. Áîëåå òîãî, îíè íå çíàþò, ÷òî ó íèõ åñòü ëèäåð,ïîëàãàÿ, ÷òî îí, êàê è äðóãèå àãåíòû, îñòàâèò ñâîé îáúåì âûïóñêà íåèçìåí-íûì (íàïðèìåð, ñ÷èòàÿ îñòàëüíûõ àãåíòîâ ìåíåå ¾èíòåëëåêòóàëüíûìè¿, ÷åìîíè ñàìè, ëèáî ÷òî îïïîíåíòû äîñòèãëè ðàâíîâåñèÿ è èì íå âûãîäíî îò íåãîîòêëîíèòüñÿ). Ïîëàãàåì, ÷òî àãåíòû, äåéñòâóþùèå ïî Êóðíî, íå çíàþò, ÷òîäðóãèå òàêèå æå àãåíòû äåéñòâóþò òàê æå.Òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî â áàçîâîé ìîäåëè âñå àãåíòû òî÷íî çíàþò ñîáñòâåííûåçàòðàòû è öåëåâóþ �óíêöèþ, ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ ðåàêöèè, âêëþ÷àþùóþïàðàìåòðû ñïðîñà a è b, à òàêæå óæå ïðîèçâåäåííûé âûïóñê (äîñòàòî÷íîòîëüêî ñóììàðíûé) äðóãèìè àãåíòàìè. Ëèäåð òàêæå çíàåò îáùåå ÷èñëî àãåí-òîâ íà ðûíêå. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, çíàÿ �îðìóëó (2), àãåíòû ìîãóò îöåíèòüñëîæèâøóþñÿ íà ðûíêå öåíó. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî àãåíòû íå ðàñïîëàãàþò äî-ñòîâåðíîé àïðèîðíîé èí�îðìàöèåé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ äåé-ñòâèé, �óíêöèé çàòðàò è öåëåâûõ �óíêöèé êîíêóðåíòîâ, à òàêæå îá îæèäà-åìûõ îáúåìàõ èõ âûïóñêà.Ôîðìàëüíî ïðåäïîëîæåíèÿ ëèäåðà è îñòàëüíûõ àãåíòîâ â óñëîâèÿõ óêà-çàííûõ ïðåäïîñûëîê ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿïðåäïîëîæèòåëüíûõ âàðèàöèé [1, 2℄:
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Çäåñü îáîçíà÷åíî
Q−i =

∑

j 6=i
qj, i, j ∈ N.(5)Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèÿì ðàíãîâ ðå�ëåêñèè â îáùåé ìîäåëè ðå�ëåêñèâíîãîêîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ [4, 19℄, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî àãåíòû, âûáèðàþùèåäåéñòâèÿ ïî Êóðíî, îáëàäàþò íèçêèì (¾íóëåâûì¿) ðàíãîì ðå�ëåêñèè. Ïåð-âûé àãåíò îáëàäàåò áîëåå âûñîêèì (¾ïåðâûì¿) ðàíãîì ðå�ëåêñèè, ñ÷èòàÿâñåõ îñòàëüíûõ íåðå�ëåêñèðóþùèìè (àãåíòàìè ñ íóëåâûì ðàíãîì ðå�ëåê-ñèè), è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðåäñêàçûâàåò èõ âûáîð. Åãî âûáîð áóäåò îðè-åíòèðîâàí íà íàèëó÷øèé îòâåò íà òó îáñòàíîâêó, êîòîðàÿ, ïî åãî ìíåíèþ,äîëæíà ñëîæèòüñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå àãåíòû íå äîïóñêàþò ñóùåñòâî-âàíèå àãåíòîâ, èìåþùèõ òàêîé æå èëè áîëåå âûñîêèé ðàíã ðå�ëåêñèè, ÷åìîíè ñàìè. 3. Àíàëèç è ïîñòàíîâêà ïðîáëåìûÒðàäèöèîííûé ïðîöåññ ïîøàãîâîé ðå�ëåêñèè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî àãåíòûâûáèðàþò îïòèìàëüíûé îòêëèê â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé �óíêöèè ðåàêöèè.Îïòèìàëüíûé îòêëèê i-ãî àãåíòà íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ∂Πi/∂qi = 0 ñ ó÷å-òîì (2):

qi =
hi −Q−i

2 + ∂Q−i/∂qi
(i ∈ N),(6)ãäå îáîçíà÷åíî

hi =
a− ci
b

.(7)Åñëè ñèñòåìà óñëîâèé (3)�(7) èìååò ðåøåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñî-ñòîÿíèå ðûíêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàâíîâåñèå Øòàêåëüáåðãà [1℄.Òîãäà èç (3), (4), (6) èìååì âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî îòêëèêà (ñì.,íàïðèìåð, [7, 12℄):
q1 =

n(h1 −Q−1)

1 + n
,(8)

qi =
hi −Q−i

2
, i ∈ N \ {1} .(9)Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ ðå�ëåêñèâíîãî êîëëåê-òèâíîãî ïîâåäåíèÿ:1. Ïåðâûé àãåíò, èñïîëüçóÿ íàáëþäàåìûå âûïóñêè îñòàëüíûõ àãåíòîâ qtiè ïîëàãàÿ, ÷òî â òåêóùåì (t+ 1)-ì ìîìåíòå âðåìåíè îíè áóäóò äåéñòâîâàòüïî Êóðíî, íà îñíîâå (8) ðàññ÷èòûâàåò ñâîé òåêóùèé îïòèìàëüíûé âûïóñê(îïòèìàëüíûé îòêëèê) xt1:

xt1 =
n(h1 −Qt−1)

1 + n
.(10)116



Êàæäûé èç îñòàëüíûõ àãåíòîâ, èñïîëüçóÿ íàáëþäàåìûå âûïóñêè êîíêó-ðåíòîâ qti è ïîëàãàÿ, ÷òî â òåêóùåì (t+ 1)-ì ìîìåíòå âðåìåíè âñå îíè, âêëþ-÷àÿ ïåðâîãî, âûáåðóò òå æå âûïóñêè, êàêèå âûáðàëè â ïðåäûäóùåì t-ì ìî-ìåíòå, íà îñíîâå (9) ðàññ÷èòûâàåò ñâîé òåêóùèé îïòèìàëüíûé âûïóñê (îïòè-ìàëüíûé îòêëèê íà äåéñòâèÿ êîíêóðåíòîâ) xti:
xti =

hi −Qt−i
2

, i ∈ N \ {1} .(11)Íà÷àëüíûé âåêòîð âûïóñêîâ q0 = (q01 , . . . , q
0
n) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Îñòàëü-íûå ïðàâèëà ïðîöåññà ðå�ëåêñèè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè áàçîâîé ìîäåëèîëèãîïîëèè 1)�9) â ðàçäåëå 2.2. Êàæäûé àãåíò ðàññ÷èòûâàåò ñâîé âûïóñê â òåêóùåì (t+ 1)-ì ìîìåíòåâðåìåíè ïî �îðìóëå

qt+1
i = xti (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .).(12)Çàòåì ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñ ï.1.Îïðåäåëèì (10)�(12) êàê ïðîöåññ 1. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èìèòà-öèþ àâòîìàòîâ, �îðìàëüíî îñóùåñòâëÿþùèõ âûáîð äåéñòâèÿ.Ê äîñòîèíñòâàì ïðîöåññà ìîæíî îòíåñòè åãî âûðàæåííóþ öåëåâóþ íàïðàâ-ëåííîñòü, òàê êàê àãåíò â êàæäûé ìîìåíò âûáèðàåò íàèëó÷øèé îòâåò. Ê îñ-íîâíûì íåäîñòàòêîì ïðîöåññà îòíîñÿòñÿ: îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ïðè n ≥ 3(ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 5 è äîêàçàíî â Ïðèëî-æåíèè), äëÿ íåãî íå ãàðàíòèðóþòñÿ òåêóùèå íåîòðèöàòåëüíûå âûïóñêè, ïî-ëîæèòåëüíàÿ âàëîâàÿ ïðèáûëü àãåíòîâ, ïîëîæèòåëüíàÿ öåíà òîâàðà.4. Àäàïòèâíàÿ äèíàìèêà â ìîäåëè îëèãîïîëèè ñ ëèäåðîìÏðèâåäåì (1) ñ ó÷åòîì (2) è (7) ê âèäó Πi = b(hi −Q−i − qi)qi − di. �à-öèîíàëüíûé àãåíò ïðè îæèäàíèÿõ hi −Q−i > 0 âûáèðàåò ïîëîæèòåëüíûéâûïóñê, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè (8) è (9). Ïðè îæèäàíèÿõ

hi −Q−i ≤ 0 ïîëîæèòåëüíûé âûïóñê äàåò îòðèöàòåëüíóþ âàëîâóþ ïðèáûëü(ò.å. ïðèáûëü áåç ó÷åòà ïîñòîÿííûõ èçäåðæåê di), è, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòüïîòåðè, àãåíò âûáèðàåò íóëåâîé âûïóñê.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòè ïîëîæåíèÿ, äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ïðîöåñ-ñà (10)�(12), ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ ðå�ëåêñèâíîãîêîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ (ïðîöåññ 2):1. Àãåíòû ðàññ÷èòûâàþò òåêóùåå ïîëîæåíèå ñâîåé öåëè òàê æå, êàê âïðîöåññå 1: ëèäåð ïî �îðìóëå (10), àãåíòû ñ ðåàêöèåé ïî Êóðíî ïî (11).2. Êàæäûé àãåíò ðàññ÷èòûâàåò ñâîé âûïóñê â òåêóùåì (t+ 1)-ì ìîìåí-òå âðåìåíè, äåëàÿ øàã îò âûïóñêà çà ïðåäûäóùèé t-é ìîìåíò âðåìåíè ïîíàïðàâëåíèþ ê òåêóùåìó îïòèìàëüíîìó âûïóñêó xti ïî �îðìóëå
qt+1
i =

{
qti + γt+1

i (xti − qti), xti > 0;

0, xti ≤ 0
(i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .).(13) 117



Çäåñü: γt+1
i ∈ [0; 1] � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå âåëè÷èíû øàãîâ. Â ýòîìïðîöåññå â îòëè÷èå îò ïðîöåññà 1 äîïóñêàåòñÿ ¾íåïîëíûé¿ øàã.Çàòåì ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñ ï. 1.Äîñòîèíñòâà òàêîãî ïðîöåññà: åãî öåëåâàÿ íàïðàâëåííîñòü, ïîñêîëüêóàãåíò â êàæäûé ìîìåíò âûáèðàåò øàã â íàïðàâëåíèè òåêóùåé öåëè; ýêîíî-ìè÷åñêàÿ ñîäåðæàòåëüíîñòü ïðîöåññà, âûðàæåííàÿ â òîì, ÷òî óñëîâèÿìè (13)ãàðàíòèðóþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûé òåêóùèé âûïóñê (êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü)è íåîòðèöàòåëüíàÿ òåêóùàÿ âàëîâàÿ ïðèáûëü àãåíòîâ.Â òåîðèè êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ �îðìóëà (13) áåç óñëîâèÿ íà xti îïè-ñûâàåò äèíàìèêó âûáîðà ðåøåíèé, îñíîâàííóþ íà àêñèîìå èíäèêàòîðíîãîïîâåäåíèÿ [10℄. 5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòûÏðèâåäåì îñíîâíûå, äîêàçàííûå â Ïðèëîæåíèè, óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîöåñ-ñîâ (10)�(12) è (10), (11), (13).Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïðîöåññ (10)�(12)à) ñõîäèòñÿ ïðè n = 2;á) ñõîäèòñÿ ïðè n ≥ 3, åñëè x1 = y1

y0
, y0 6= 0. Çäåñü: x1 � áîëüøèé êîðåíüóðàâíåíèÿ x2 − px− g = 0 ïðè p = 2−n

2 è g = n(n−1)
2(1+n) , à y0, y1 � íà÷àëüíûåçíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yt = qt+1

1 − qt1;â) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè n ≥ 3 ðàñõîäèòñÿ.Óòâ å ðæä å í è å 2. Ïðîöåññ (10), (11), (13), â êîòîðîì äîïóñòèìûå îò-âåòû àãåíòîâ ó÷èòûâàþò ñëîæèâøèåñÿ òåêóùèå óñëîâèÿ ïî èõ êîí-êóðåíòîñïîñîáíîñòè è ïðèáûëè, ñõîäèòñÿ ê èñòèííîìó ðàâíîâåñèþ ïðè
γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

] äëÿ àãåíòîâ ñ ðåàêöèåé ïî Êóðíî è ïðè γt+1
1 ∈

(
0; 1

n

]äëÿ ëèäåðà ïî Øòàêåëüáåðãó (t = 0, 1, 2, . . .) è ëþáûõ íà÷àëüíûõ âûïóñêàõ{
q0i , i ∈ N

}.Â Ïðèëîæåíèè òàêæå �îðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ëåììû, èñïîëüçóå-ìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 1 è 2.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â Ïðè-ëîæåíèè ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2, îò÷àñòè ïîâòîðÿþò ðåçóëüòà-òû àâòîðîâ ñòàòüè äëÿ îëèãîïîëèè Êóðíî [20℄, íî ñàìè äîêàçàòåëüñòâà ýòèõðåçóëüòàòîâ èìåþò ñïåöè�èêó, îáóñëîâëåííóþ ðàçëè÷èåì ìîäåëåé ðûíêà èïðîöåññîâ ðå�ëåêñèè. 6. Çàêëþ÷åíèåÍà êîíêóðåíòíûõ ðûíêàõ àãåíòû, êàê ïðàâèëî, íå ðàñêðûâàþò äðóã äðó-ãó ñâîè èñòèííûå âîçìîæíîñòè è íàìåðåíèÿ. Â ïðåäñòàâëåííîé â ñòàòüåòåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè îëèãîïîëèè àãåíòû, íå ðàñïîëàãàÿ äîñòîâåðíîé èí-�îðìàöèåé î âûáîðå äåéñòâèé êîíêóðåíòàìè, ðàçûãðûâàþò ïîâòîðÿþùóþñÿèãðó ñ ëèäåðîì ïî Øòàêåëüáåðãó. Â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé ñïðîñà è èç-118



äåðæåê àãåíòîâ ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå äâóõ ìîäåëåé ðå�ëåê-ñèâíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé:� â ïåðâîé ìîäåëè àãåíòû âûáèðàþò îïòèìàëüíûå îòâåòû íà îæèäàåìûåäåéñòâèÿ îêðóæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé �óíêöèåé ðåàêöèè. Àíàëèòè÷å-ñêè äîêàçàíî, ÷òî òàêîé ïðîöåññ ðå�ëåêñèè ñõîäèòñÿ ïðè n = 2, à ïðè n ≥ 3ðàñõîäèòñÿ. �àíåå ýòîò �àêò ïîäòâåðæäàëñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì;� âî âòîðîé ìîäåëè ðå�ëåêñèâíîãî êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ äîïóñêàþòñÿíåîïòèìàëüíûå îòâåòû, îñóùåñòâëÿåìûå àãåíòàìè â íàïðàâëåíèè èõ òåêóùèõöåëåé. Óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè îòâåòîâ ó÷èòûâàþò íå òîëüêî âåëè÷èíó ¾øàãà¿äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè òåêóùåé öåëè, íî è ñëîæèâøèåñÿ òåêóùèå óñëîâèÿïî êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè è ïðèáûëè àãåíòîâ. Äëÿ òàêîãî ïðîöåññà â ñòà-òüå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ äèàïàçîíîâ îòâåòîâ, ïðè êîòîðûõïðîöåññ ñõîäÿòñÿ ê ðàâíîâåñèþ.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óêàçûâàþò íà ïåðñïåêòèâíîñòüàíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â íàïðàâëåíèè ðàñøèðåíèÿ äèàïàçîíîâ ¾øà-ãîâ¿, ãàðàíòèðóþùèõ ñõîäèìîñòü ïðîöåññîâ ðå�ëåêñèè. Òàê, ýêñïåðèìåíòûïîêàçàëè [21℄, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 3 ïðàâàÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà ñõîäè-ìîñòè ìîæåò áûòü äîâåäåíà äî 0,8÷ 0,9, ïðè n = 4 � äî 0,6÷ 0,7, ïðè n = 5 �äî 0,5÷ 0,6, . . ., ïðè n = 9 � äî 0,3÷ 0,4. Ýòî ïðåâûøàåò ïî÷òè â 2 ðàçà ãðà-íèöû ïî óòâåðæäåíèþ 2 è ãîâîðèò î ïîòåíöèàëå ê ðàçâèòèþ àíàëèòè÷åñêèõìåòîäîâ. Òàêæå àêòóàëåí è ïåðñïåêòèâåí ïîèñê àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿíåëèíåéíûõ ìîäåëåé ðûíêà. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ó ò â å ðæä å í è ÿ 1. Èç (5), (11) è (12) äëÿ àãåíòîâ,äåéñòâóþùèõ ïî Êóðíî, èìååì
qt+1
i =

1

2

(
hi −Qt + qti

)
.(Π.1)Ïî äâóì ñîñåäíèì ïåðèîäàì èìååì ðàçíîñòü

qt+1
i − qti =

1

2

(
qti − qt−1

i

)
− 1

2

(
Qt −Qt−1

)
.Ñóììèðóÿ ïî èíäåêñó i (i = 2, . . . , n) ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, ïðèõîäèì êðàâåíñòâó

Qt+1
−1 −Qt−1 = −n− 2

2

(
Qt−1 −Qt−1

−1

)
− n− 1

2

(
qt1 − qt−1

1

)
.(Π.2)Äëÿ ëèäåðà ïî Øòàêåëüáåðãó èç (10) è (12) ïîëó÷àåì

qt+1
1 =

n

1 + n

(
h1 −Qt−1

)
.(Π.3)Èç (Ï.3) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Qt−1−Qt−1
−1 =−1+n

2
(qt+1

1 − qt1), Qt+1
−1 −Qt−1 =−1 + n

2
(qt+2

1 − qt+1
1 ).(Π.4) 119



Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (Ï.2), ïîëó÷èì
qt+2
1 − qt+1

1 =
2− n

2

(
qt+1
1 − qt1

)
+
n(n− 1)

2(1 + n)

(
qt1 − qt−1

1

)
.(Π.5)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p =
2− n

2
,(Π.6)

g =
n(n− 1)

2(1 + n)
,(Π.7)

yt = qt+1
1 − qt1.(Π.8)Òîãäà (Ï.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè è íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè y0 = q11−

−q01, y1 = q21 − q11 , èìåþùóþ âèä
yt+2 = pyt+1 + gyt (t ≥ 0).(Π.9)Èçâåñòíî [22℄, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïî-ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
yt = s1(x1)

t + s2(x2)
t.(Π.10)Â (Ï.10) èíäåêñ �t� îáîçíà÷àåò âðåìåííîé ïåðèîä è ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåìñòåïåíè äëÿ êîðíåé x1 è x2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x2 − px− g = 0,à çíà÷åíèÿ s1 è s2 íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
y0 = s1x1 + s2x2,

y1 = s1 (x1)
2 + s2 (x2)

2 .
(Π.11)Äàëåå áóäóò ïîëåçíû çàïèñè ýòèõ êîðíåé:

x1 =
p

2
+

√
p2

4
+ g, x2 =

p

2
−
√
p2

4
+ g.(Π.12)Ëåììà Ï.1. Êîðíè x1 è x2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x2 − px−

−g = 0 à) ðàçëè÷íû, á) äåéñòâèòåëüíûå, â) íå ðàâíû íóëþ, ã) èìåþò ðàç-íûå çíàêè, ä) ïðè n = 2 áîëüøèé êîðåíü x1 = 1√
3
, ìåíüøèé x2 = − 1√

3
, å) ïðè

n ≥ 3 áîëüøèì ïî ìîäóëþ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîðåíü è åãî ìîäóëüáîëüøå åäèíèöû, æ) ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ìåíüøå åäèíèöû.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.1. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå (2−n)2
16 +

+ n(n−1)
2(1+n) â (Ï.12) ïîëîæèòåëüíî, ò.å. êîðíè óðàâíåíèÿ ïðîñòûå è äåéñòâèòåëü-íûå. Äîïóñòèì, åñòü ðàâíûå íóëþ êîðíè. Òîãäà èç x2 − px− g = 0 ñëåäóåò, ÷òî

g = 0. Íî ïî (Ï.7) òàêîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè n = 1. Ïîëîæåíèÿ à), á) è â)äîêàçàíû.120



Èìååì x1x2 = −g = −n(n−1)
2(1+n) . Ïîýòîìó ñëåäóåò ã). Ïðè n = 2 èìååì

x =
(

1√
3
,− 1√

3

)
, åñëè n = 3, òî x =

(√
11−1
4 , −

√
11−1
4

)
. Ïðè n ≥ 4 áóäåò

x1x2 < −1. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ïîëîæåíèÿ ä) è å). Äîêàæåì æ). Ïî (Ï.12)
x1 =

2−n
4 +

√
(2−n)2

16 + n(n−1)
2(1+n) . Èìååì x1 < 1, òàê êàê √

(2−n)2
16 + n(n−1)

2(1+n) <

< 1− 2−n
4 èëè n(n−1)

2(1+n) < 1− 2−n
2 = n

2 .Ëåììà Ï.1 äîêàçàíà.Ëåììà Ï.2. Åñëè áîëüøèé ïðîñòîé êîðåíü x1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yt+2 = pyt+1 + gyt ðàâåí y1
y0

(y0 6= 0), òî ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.2. Ïóñòü x1 = y1
y0

(y0 6= 0). Ïî ëåììå 1
x1 6= 0.Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (Ï.11) èìååì s2x2(x1 − x2) = 0. Ïîñêîëüêó êîð-íè ðàçëè÷íû è x2 6= 0, òî s2 = 0. Òîãäà ïî (Ï.10) áóäåò yt = s1(x1)

t. Ïî ëåì-ìå Ï.1 x1 < 1, ïîýòîìó {yt} ñõîäèòñÿ ê íóëþ.Ëåììà Ï.2 äîêàçàíà.Íèæå âåðõíèì èíäåêñîì �(s)� îáîçíà÷èì ïîêàçàòåëè â ñòàòè÷åñêîì ðàâíî-âåñèè Øòàêåëüáåðãà äëÿ áàçîâîé ìîäåëè (1), (2).Ëåììà Ï.3. Åñëè yt= qt+1
1 − qt1 → 0 ïðè t→∞, òî à) qt1 → q

(s)
1 , á) qti → q

(s)
i

∀i ∈ N \ {1}.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.3. Ïî (Ï.4) ñëåäóåò Qt−1 −Qt−1
−1 → 0. Ïî-êàæåì, ÷òî qt1 → q

(s)
1 . Ïðåîáðàçóåì (Ï.1) ê âèäó qt+1

i − qti =
1
2

(
hi −Qt − qti

)
.Ñóììèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî i (i = 2, . . . , n), ïîëó÷èì

Qt+1
−1 −Qt−1 =

1

2

(
n∑

i=2

hi − nQt + qt1

)
=

=
1

2

(
nh1 − nQt − qt1 +

n∑

i=2

hi − nh1 + 2qt1

)
.Ïî (Ï.3) qt+1

1 − qt1 =
1

n+1

(
nh1 − nQt − qt1

)
. Ïîýòîìó nh1 − nQt − qt1 → 0 è

qt1 → 1
2

(
nh1 −

n∑
i=2

hi

)
= q

(s)
1 . Èòàê, qt1 → q

(s)
1 è Qt → h1 − q

(s)
1
n = Q(s). ×àñòü à)äîêàçàíà.Èç (Ï.1) è Qt → Q(s) ñëåäóåò, ÷òî qt+1

i − 1
2q
t
i =

1
2

(
hi −Qt

) è qt+1
i − 1

2q
t
i →

→ 1
2

(
hi −Q(s)

)
. Ïîýòîìó ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {1

2q
t
i − 1

4q
t−‘1
i

}
, à òàê-æå {qt+1

i − 1
4q
t−1
i

} êàê ñóììû ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïî òîé æåïðè÷èíå ñõîäÿòñÿ {1
4q
t−1
i − 1

8q
t−2
i

} è {qt+1
i − 1

8q
t−2
i

} è ò.ä. Ïðèõîäèì ê òî-ìó, ÷òî ñõîäÿòñÿ {
qt+1
i − 1

2t+1 q
0
i

} è {
qt+1
i

}
. Òîãäà èç (Ï.1) ñëåäóåò, ÷òî

qti → q
(s)
i = hi −Q(s) (i ∈ N \ {1}).Ëåììà Ï.3 äîêàçàíà.Òåïåðü âåðíåìñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1. 121



Ïðè n = 2 èç (Ï.10) è ïîëîæåíèÿ ä) ëåììû Ï.1 ñëåäóåò yt = qt+1
1 − qt1 → 0.Òîãäà ïî ëåììå Ï.3 qt1 → q

(s)
1 è qt2 → q

(s)
2 . Ïðè n ≥ 3 è x1 = y1

y0
, y0 6= 0 ïî ëåì-ìå Ï.2 yt = qt+1

1 − qt1 → 0, è ïî ëåììå Ï.3 qti → q
(s)
i ∀i ∈ N. ×àñòè à) è á)óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû.Ïðè n ≥ 3 è x1 6= y1

y0
â (Ï.10) s2 6= 0. Ïî ëåììå Ï.1 0 < x1 < 1 è x2 < −1.Ïîýòîìó yt = qt+1

1 − qt1 íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ.Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.Ïðèì å ÷ à í è å. Åñëè y0 = 0 è s2 = 0, òî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (Ï.11)èìååì s1 = 0 è yt ≡ 0. Ïðîöåññ áóäåò ¾ñòîÿòü íà ìåñòå¿ è ñõîäèòüñÿ íåìîæåò.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ó ò â å ðæä å í è ÿ 2. Ââåäåì �óíêöèè-èíäèêàòîðû[11℄, õàðàêòåðèçóþùèå îòêëîíåíèÿ òåêóùèõ âûïóñêîâ îò òåêóùèõ îïòèìó-ìîâ, αti = 2(xti − qti) äëÿ àãåíòîâ ñ ðåàêöèåé ïî Êóðíî è αt1 = 1+n
n (xt1 − qt1) äëÿëèäåðà. Êîý��èöèåíòû ¾2¿ è ¾1+n

n ¿ ââåäåíû äëÿ ïîñëåäóþùèõ óäîáñòâ. Èñ-ïîëüçóÿ (7) è ÷òî ïî (10), (11) hi = Q(s) + q
(s)
i (i ∈ N \ {1}) è h1 = Q(s) +

q
(s)
1
n ,èìååì

αti = Q(s) + q
(s)
i −Qt − qti , i ∈ N \ {1} ,(Π.13)

αt1 = Q(s) +
1

n
q
(s)
1 −Qt − 1

n
qt1.(Π.14)�åøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (Ï.13), (Ï.14) ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-âåñíûé âûïóñê qti = q

(s)
i (i ∈ N). Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íàðÿäó ñ �óíêöèÿìè-èíäèêàòîðàìè âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè è äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòèïðîöåññà (10), (11), (13) èãðàåò âûðàæåíèå max

i,j∈N

{
αti − αtj

}
.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: N t

1 =
{
i
∣∣xti > 0, i ∈ N

}
, N t

2 =
{
i|xti ≤ 0, i ∈ N

}
. Òî-ãäà N t

1

⋂
N t

2 = ⊗ è N t
1

⋃
N t

2 = N.Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, à òàêæå (7), (10), (11), (Ï.13) è (Ï.14)çàïèøåì (14) êàê
qt+1
i =




qti +

γt+1
i

2
αti, i ∈ N t

1 \ {1} , γt+1
i ∈ [0; 1] ,

0, i ∈ N t
2 \ {1} ;

(Π.15)
qt+1
1 =




qt1 +

γt+1
1 n

1 + n
αt1, 1 ∈ N t

1, γt+1
1 ∈ [0; 1] ,

0, 1 ∈ N t
2.

(Π.16)Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî ïåðåîïðåäåëèòü ïàðàìåòðû γñëåäóþùèì îáðàçîì: λt+1
i = γt+1

i , i ∈ N \ {1}; λt+1
1 =

γt+1
1 2n
1+n (t = 0, 1, 2, . . .).122



Òîãäà:
Qt+1 = Qt +

∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
αtj −

∑

j∈Nt
2

qtj ;(Π.17)
Q(s) + q

(s)
i −Qt+1 − qt+1

i =

= Q(s) + q
(s)
i −Qt − qti −

λt+1
i

2
αti −Qt+1 +Qt, i ∈ N t

1 \ {1} ;

Q(s)+
1

n
q
(s)
1 −Qt+1− 1

n
qt+1
1 =Q(s)+

1

n
q
(s)
1 −Qt− 1

n
qt1−

1

n

λt+1
1

2
αt1−Qt+1+Qt;

αt+1
i =

(
1− λt+1

i

2

)
αti −Qt+1 +Qt =(Π.18)

=

(
1− λt+1

i

2

)
αti −

∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
αtj +

∑

j∈Nt
2

qtj, i ∈ N t
1 \ {1} ;

αt+1
1 =

(
1− λt+1

1

2n

)
αt1 −Qt+1 +Qt =(Π.19)

=

(
1− λt+1

1

2n

)
αt1 −

∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
αtj +

∑

j∈Nt
2

qtj, 1 ∈ N t
1;

Q(s)+ q
(s)
i −Qt+1− qt+1

i =Q(s)+ q
(s)
i −Qt− qti + qti−Qt+1+Qt, i ∈N t

2 \ {1} ;

Q(s) +
1

n
q
(s)
1 −Qt+1 − 1

n
qt+1
1 = Q(s) +

1

n
q
(s)
1 −Qt − 1

n
qt1 +

1

n
qt1 −Qt+1 +Qt;

αt+1
i = αti+ q

t
i−Qt+1+Qt = αti+ q

t
i−
∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
αtj +

∑

j∈Nt
2

qtj, i∈N t
2 \{1} ;(Π.20)

αt+1
1 = αt1+

1

n
qt1−Qt+1+Qt= αt1+

1

n
qt1−

∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
αtj+

∑

j∈Nt
2

qtj, 1∈N t
2.(Π.21)Ëåììà Ï.4. Åñëè äëÿ ïðîöåññà (10), (11), (13) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{

αti, i ∈ N
} åñòü íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû, òî

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N

{
αti − αtj

}
.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.4. Âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ äëÿ àãåíòîâ i è j,íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}: 1) i, j ∈ N t
1; 2) i ∈ N t

1, j ∈ N t
2;3) i ∈ N t

2, j ∈ N t
1; 4) i, j ∈ N t

2.�àññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü i, j ∈ N t
1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëî-æèì, ÷òî i, j ∈ N t

1 \ {1}. Êîãäà i ∈ N t
1 \ {1}, j = 1 èëè i = 1, j ∈ N t

1 \ {1},äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû. Îáîçíà÷èì: αt+1
M t+1

1

= max
i

{
αt+1
i , i ∈ N t

1

} è123



αt+1

mt+1
1

= min
i

{
αt+1
i , i ∈ N t

1

}
. Ïî (Ï.18)

αt+1
M t+1

1

− αt+1
mt+1

1

=


1−

λt+1
M t+1

1

2


αt

M t+1
1

−


1−

λt+1
mt+1

1

2


αt

mt+1
1
.Íî αt

M t+1
1

≤ αtM t > 0 è αt
mt+1

1

≥ αtmt ≤ 0. Ïîýòîìó
max
i,j∈Nt

1

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< αt

M t+1
1

− αtmt < αtM t − αtmt = max
i,j∈N

{
αti − αtj

}
.�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà i ∈ N t

1, j ∈ N t
2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-ñòè i ∈ N t

1 \ {1}, j = 1. Êîãäà i = 1, j ∈ N t
2 \ {1} èëè i ∈ N t

1 \ {1}, j ∈ N t
2 \ {1},äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû. Ïî (Ï.18) è (Ï.21) èìååì, ÷òî

αt+1

M t+1
1

− αt+1

mt+1
2

=


1−

λt+1
M t+1

1

2


αt

M t+1
1

−
(
αt
mt+1

2
+

1

n
qt
mt+1

2

)
.Çäåñü αt+1

mt+1
2

= min
i

{
αt+1
i , i ∈ N t

2

}, mt+1
2 = 1 è αt

M t+1
1

≤ αtM t > 0. Òîãäà
max

i∈Nt
1,j∈Nt

2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< αtM t − αt

mt+1
2

≤ αtM t − αtmt = max
i,j∈N

{
αti − αtj

}
.�àññìîòðèì ñëó÷àé i ∈ N t

2, j ∈ N t
1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè i = 1,

j ∈ N t
1 \ {1}. Êîãäà i ∈ N t

2 \ {1}, j = 1 èëè i ∈ N t
2 \ {1}, j ∈ N t

1 \ {1}, äîêà-çàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû. Òîãäà M t+1
2 = 1. Ââèäó (10) è xt1 ≤ 0, (Ï.14) è

h1 = Q(s) +
q
(s)
1
n èìååì αt1 +

1
nq

t
1 = h1 −Qt−1 − qt1 < 0 < αtM t . Òîãäà ïî (Ï.21)è (Ï.18) ïîëó÷èì

αt+1
M t+1

2

− αt+1
mt+1

1

=

(
αt
M t+1

2
+

1

n
qt
M t+1

2

)
−


1−

λt+1

mt+1
1

2


αt

mt+1
1

<

< αtM t −


1−

λt+1
mt+1

1

2


αtmt < αtM t − αtmt = max

i,j∈N

{
αti − αtj

}
.Ïóñòü òåïåðü i, j ∈ N t

2. Âîçüìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè i = 1, j ∈ N t
2 \ {1}.Êîãäà i ∈ N t

2 \ {1}, j = 1 èëè i ∈ N t
2 \ {1}, j ∈ N t

2 \ {1}, äîêàçàòåëüñòâààíàëîãè÷íû. Ïî (Ï.20) è (Ï.21) αt+1
i − αt+1

j = (αti +
1
nq

t
i)− (αtj + qtj). Èìå-åì max

i,j∈Nt
2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i∈Nt
1,j∈Nt

2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
, òàê êàê i =M t+1

2 = 1 è
αt1 +

1
nq

t
1 < αtM t . Îáîáùàÿ âñå ñëó÷àè, ïîëó÷àåì

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
= max

{
max
i,j∈Nt

1

{
αt+1
i − αt+1

j

}
, max
i∈Nt

1,j∈Nt
2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
,

max
i∈Nt

2,j∈Nt
1

{
αt+1
i − αt+1

j

}
, max
i,j∈Nt

2

{
αt+1
i − αt+1

j

}}
< max

i,j∈N

{
αti − αtj

}
.124



Ëåììà Ï.4 äîêàçàíà.Ëåììà Ï.5. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññà (10), (11), (13) γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

] äëÿ àãåí-òîâ ñ ðåàêöèåé ïî Êóðíî è γt+1
1 ∈

(
0; 1

n

] äëÿ ëèäåðà ïî Øòàêåëüáåðãó. Òîãäàà) åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αti, i ∈ N
} åñòü ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû, òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αt+1

i , i ∈ N
} òàêæå áóäóò ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû,á) åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αti, i ∈ N

} åñòü îòðèöàòåëüíûå èëè íóëåâûå÷ëåíû è N t
1 = N, òî â {αt+1

i , i ∈ N
} áóäóò îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.5. Äîêàæåì ÷àñòü à). Èìååì αtM t > 0 è

M t ∈ N t
1. Ïî (Ï.18) è (Ï.19)

αt+1
M t >

(
1− λt+1

M t

2

)
αtM t − αtM t

∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
= αtM t


1− λt+1

M t

2
−
∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2


 ,åñëè M t ∈ N t

1 \ {1}, èëè
αt+1
M t >

(
1− λt+1

M t

2n

)
αtM t − αtM t

∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2
= αtM t


1− λt+1

M t

2n
−
∑

j∈Nt
1

λt+1
j

2


 ,åñëè M t = 1 ∈ N t

1. Åñëè 1− λt+1

Mt

2 − ∑
j∈Nt

1

λt+1
j

2 > 0, ÷òî èìååò ìåñòî ñ ó÷å-òîì ââåäåííîãî ðàíåå ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, òî αt+1
M t > 0 ïðè λt+1

i =

= γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

]
(i ∈ N \ {1}) è λt+1

1 =
γt+1
1 2n
1+n ∈

(
0; 2

1+n

]
.×àñòü á) ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà îñíîâå �îðìóë(Ï.18) è (Ï.19).Ëåììà Ï.5 äîêàçàíà.Ëåììà Ï.6. Äëÿ ïðîöåññà (10), (11), (13) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:à) Q(s) −Qt > Q(s) −Qt+1 > 0, åñëè αti, α

t+1
i ≥ 0 (∀i ∈ N) è åñòü îòëè÷íûåîò íóëÿ αti è αt+1

i ; á) Qt −Q(s) > Qt+1 −Q(s) > 0, åñëè αti, αt+1
i ≤ 0 (∀i ∈ N)è åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ αti è αt+1

i .Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.6. Ïî (Ï.17) Q(s) −Qt+1 = Q(s) −Qt−
− ∑
j∈Nt

1

λt+1
j

2 αtj +
∑
j∈Nt

2

qtj. Ïðè óñëîâèÿõ íà αti â ÷àñòè à) ëåììû N t
2 áóäåò ïó-ñòî è Q(s) −Qt > Q(s) −Qt+1. Åñëè òàêæå αt+1

i ≥ 0 è íå âñå ðàâíû íóëþ, òîñ ó÷åòîì (Ï.13), (Ï.14) ∑
i∈N \{1}

αt+1
i + nαt+1

1 = 2n(Q(s) −Qt+1) > 0 è ïîýòîìó
Q(s) −Qt > Q(s) −Qt+1 > 0. ×àñòü á) ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì.Ëåììà Ï.6 äîêàçàíà.Â ñëåäóþùåé ëåììå äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêîââ {αti, i ∈ N

} ïðè ïåðåõîäå èç t-ãî â (t+ 1)-é ìîìåíò âðåìåíè. 125



Ëåììà Ï.7. Åñëè â ïðîöåññå (10), (11), (13) a) íåêîòîðûé îòðèöàòåëü-íûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αti, i ∈ N} â {αt+1
i , i ∈ N} ñòàíåò ïîëîæè-òåëüíûì, òî âñå ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû {αti, i ∈ N} ñîõðàíÿò ñâîè çíàêèâ {αt+1

i , i ∈ N}; á) íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{αti, i ∈ N} â {αt+1

i , i ∈ N} ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì, òî âñå îòðèöàòåëüíûå÷ëåíû {αti, i ∈ N} ñîõðàíÿò ñâîè çíàêè â {αt+1
i , i ∈ N}.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû Ï.7. Äîêàæåì ÷àñòü a). Ïóñòü k � èíäåêñîòðèöàòåëüíîãî ÷ëåíà, ïåðåõîäÿùåãî â ïîëîæèòåëüíûé, è k ∈ N t

1. Òîãäà ïî(Ï.18) è (Ï.19) çíàêè ïîëîæèòåëüíûõ αti íå èçìåíÿòñÿ. Ïóñòü k ∈ N t
2. Ó÷è-òûâàÿ, ÷òî 2xtk = αtk + 2qtk ≤ 0 (k 6= 1) èëè 1+n

n xt1 = αt1 +
1+n
n qt1 ≤ 0 (k = 1), ïî(Ï.20) è (Ï.21) çíàêè ïîëîæèòåëüíûõ αti (i ∈ N t

2), à ïî (Ï.18) è (Ï.19) çíàêèïîëîæèòåëüíûõ αti (i ∈ N t
1) íå èçìåíÿòñÿ. ×àñòü a) äîêàçàíà. ×àñòü á) äîêà-çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Ëåììà Ï.7 äîêàçàíà.Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì âåðíåìñÿ íåïîñðåäñòâåííî êäîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2.Âíà÷àëå îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîëüêî ñ îòðèöàòåëü-íûìè è íóëåâûìè ÷ëåíàìè. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò â î÷åðåäíîéìîìåíò âðåìåíè ïåðåéòè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 1) èìåþùèå ïîëîæèòåëüíûå÷ëåíû, 2) íå èìåþùèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ.Åñëè èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîëüêî ñ îòðèöà-òåëüíûìè è íóëåâûìè ÷ëåíàìè äàëåå íå âñòðåòèòñÿ, òàê êàê ñîãëàñíî ëåì-ìå Ï.5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ õîòÿ áû îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ÷ëåíîì íå ìîæåòïðè γt+1

i ∈
(
0; 2

1+n

]
(i ∈ N \ {1}) è γt+1

1 ∈
(
0; 1

n

] ïåðåéòè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòüòîëüêî ñ îòðèöàòåëüíûìè è íóëåâûìè ÷ëåíàìè. Ïîýòîìó âî âñåõ ïîñëåäóþ-ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ áóäóò ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû.Åñëè ðåàëèçóåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, òî ñîãëàñíî ëåììå Ï.6 áóäåò 0 < Qt+1−
−Q(s) < Qt −Q(s). Îïÿòü âîçìîæíî, ÷òî â (t+ 2)-é ìîìåíò âðåìåíè îêàæóòñÿòîëüêî îòðèöàòåëüíûå è íóëåâûå ÷ëåíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòèòîëüêî ñ îòðèöàòåëüíûìè è íóëåâûìè ÷ëåíàìè ìîãóò áûòü ëèáî â íà÷àëüíîéñòàäèè ïðîöåññà, ëèáî íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà. Ïîñëåäíåå ðàññìîò-ðèì ïîäðîáíåå. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ëåììû Ï.6 äàåò öåïî÷êó íåðà-âåíñòâ Q0−Q(s) >Q1−Q(s) > . . . >Qt−Q(s) >Qt+1−Q(s) > . . . > 0 (t > 1), èçêîòîðîé ñëåäóåò Qt → Q(s) è ∑i∈N \{1} α

t
i + nαt1 = 2n(Q(s) −Qt) → 0. Ïîýòî-ìó αti → 0, à ïî (Ï.13) è (Ï.14) qti → q

(s)
i (i ∈ N). Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ.Ïóñòü òåïåðü αti > 0 (∀i ∈ N). Ïîñêîëüêó αti = 2(xti − qti), òî xti > 0 ∀(i ∈ N)è âñå àãåíòû ðàññ÷èòûâàþò ñâîé òåêóùèé âûïóñê ïî �îðìóëå (13). Òîãäà èçëåììû Ï.6 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Q(s) −Qt+1 < Q(s) −Qt. Åñëè è â ïîñëåäóþ-ùèå ìîìåíòû çíàêè âñåõ ÷ëåíîâ îñòàíóòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òî èç öåïî÷êèíåðàâåíñòâ Q(s) −Qt > Q(s) −Qt+1 > . . . > Q(s) −Qt+k > Q(s) −Qt+k+1 > . . .

. . . > 0 (k > 1) ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå ñóììàðíîãî îáúåìàâûïóñêà ê ðàâíîâåñíîìó, ò.å. Qt → Q(s). Òîãäà αti → 0 è qti → q
(s)
i (i ∈ N).Ïóñòü â {

αti, i ∈ N
} åñòü íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû. Ïî ëåì-ìå Ï.4 ïðîöåññ ñäåëàåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðàâíîâåñèþ, òàê126



êàê max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N

{
αti − αtj

}
. Ïî ëåììå Ï.5 â {αt+1

i , i ∈ N
} áó-äóò ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû. Åñëè â íåé åñòü òàêæå îòðèöàòåëüíûå èëèíóëåâûå ÷ëåíû, òî ïðîöåññ ñäåëàåò ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ê ðàâíîâå-ñèþ max

i,j∈N

{
αt+2
i − αt+2

j

}
< max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
. Åñëè ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ïî-âòîðÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà, òî èìååì max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
<

< max
i,j∈N

{
αti − αtj

}
< max

i,j∈N

{
αt−1
i − αt−1

j

}
< . . . < max

i,j∈N

{
α0
i − α0

j

}
. Òàêèì îáðà-çîì, max

i,j∈N

{
αti − αtj

}
→ 0 ïðè t→ ∞. Ïîñêîëüêó çíàêè αtmt

è αtMt
íå ñîâïà-äàþò, òî ∀i ∈ N αti → 0 ïðè t→ ∞ è Qt → Q(s), qti → q

(s)
i . Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ.Â äîïîëíåíèå îòìåòèì ðÿä ïîëåçíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñìåíîé èëèñîõðàíåíèåì çíàêîâ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αti, i ∈ N

}, êîòîðûå ïðèâå-äåíû â ëåììå Ï.7.Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðîöåññà (10), (11), (13) ïðè ëþáûõíà÷àëüíûõ âûïóñêàõ àãåíòîâ {q0i , i ∈ N
}
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om),Ì.À. ÎÍÀËÁÅÊÎÂ (mukhon�list.ru)(Êàçàõñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèéóíèâåðñèòåò èì. Ê.È. Ñàòïàåâà, Àëìàòû)ÌÎÄÅËÜ ÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÎ�Î �Å�ÓËÈ�ÎÂÀÍÈß �ÅÀËÈÇÀÖÈÈÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÎ�Î Ï�ÎÅÊÒÀ ¾ÇÄ�ÀÂÎÎÕ�ÀÍÅÍÈÅ¿Ñ�îðìóëèðîâàíû çàäà÷è ñöåíàðíîãî àíàëèçà è îïòèìèçàöèè óñëîâèéðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ òåîðèè ïà-ðàìåòðè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðåä-ëîæåíà ãëîáàëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìíîãîñòðàíîâàÿ âû÷èñëèìàÿ ìîäåëüîáùåãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñöåíàðíîãîàíàëèçà è îïòèìèçàöèè ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå íàöèîíàëüíîãîïðîåêòà �Ô ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ è âõîäÿùèõ â íåãî �åäåðàëüíûõ ïðîåê-òîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàöèîíàëüíûé ïðîåêò, ñöåíàðíûé àíàëèç, òåîðèÿ ïàðà-ìåòðè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü îáùåãî ðàâíîâåñèÿ.DOI: 10.31857/S00052310200700891. ÂâåäåíèåÏðîâåäåíèå ãîñóäàðñòâîì ñâîåé ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ïîëèòèêè íå îãðàíè-÷èâàåòñÿ çàäàíèåì è ðåàëèçàöèåé çíà÷åíèé åå èíñòðóìåíòîâ. �àçðàáîòêà èðåàëèçàöèÿ êðóïíûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàç-âèòèåì îòäåëüíûõ îòðàñëåé íàöèîíàëüíîé ýêîíîìèêè (ñîïðîâîæäàåìîå ñîîò-âåòñòâóþùèì áþäæåòíûì �èíàíñèðîâàíèåì), òàêæå íåñîìíåííî âëèÿåò íàèçìåíåíèå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ è îòðàñëåâûõ ïîêàçàòåëåé ñòðàíû. Ïðèìå-ðàìè òàêèõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîåêòîâ ÿâëÿþòñÿ 13 íàöèîíàëüíûõïðîåêòîâ �îññèè [1, 2℄, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ â 2019�2024 ãã.Àêòóàëüíûìè çàäà÷àìè, ñâÿçàííûìè ñ ïðîâåäåíèåì ãîñóäàðñòâåííîéìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ïîëèòèêè, âêëþ÷àþùåé ðåàëèçàöèþ ñîöèàëüíî-ýêîíî-ìè÷åñêîãî ïðîåêòà, ÿâëÿþòñÿ:� ïðîãíîçèðîâàíèå çíà÷åíèé ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ è îòðàñëåâûõ ïîêàçà-òåëåé ïðè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèÿõ �èíàíñèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîåêòàè � îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ óñëîâèé ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðî-åêòà, íàïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ãîäàì âûäåëåííûõ íà ïðîåêò �èíàíñîâ, âñìûñëå îïðåäåëåííîãî ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõîãðàíè÷åíèÿõ.Â èçâåñòíîé ëèòåðàòóðå äëÿ ïîäðîáíîé îöåíêè âîçìîæíûõ ïîñëåäñòâèéäëÿ ýêîíîìèêè ñòðàíû è åå îòðàñëåé îò ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ïîëèòèêè èñïîëüçóþòñÿ âû÷èñëèìûå ìîäåëè îáùåãî129



ðàâíîâåñèÿ (CGE ìîäåëè) [3, 4℄. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòèõ è äðó-ãèõ èñòî÷íèêàõ [5�7℄ äî ñèõ ïîð íå âñòðå÷àëàñü óêàçàííàÿ âûøå çàäà÷à îáîïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè áþäæåòíûõ ñðåäñòâ, âûäåëåííûõ íà ðàññìàòðè-âàåìûé ïðîåêò.Äëÿ ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷ ïðåäëîæåíàðàçðàáîòàííàÿ àâòîðàìè íà áàçå ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè Globe1 [8℄ äèíàìè÷åñêàÿìíîãîñòðàíîâàÿ ãëîáàëüíàÿ CGE ìîäåëü (äàëåå � Ìîäåëü) [9℄.Â ðàáîòå íà áàçå Ìîäåëè �îðìóëèðóåòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïàðàìåòðè-÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ: åæå-ãîäíûõ áþäæåòíûõ ñóìì, íàïðàâëÿåìûõ íà ðåàëèçàöèþ �åäåðàëüíûõ ïðî-åêòîâ (â ðàìêàõ ñóììàðíûõ áþäæåòîâ òàêèõ ïðîåêòîâ), âêëþ÷åííûõ â íà-öèîíàëüíûé ïðîåêò �Ô ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿, è ý��åêòèâíûõ ñòàâîê íàëîãîâíà èñïîëüçîâàíèå �àêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé îòðàñëüþ (ñîöèàëüíûå ñáîðû;íàëîãè íà èìóùåñòâî; íàëîãè, ñáîðû è ïëàòåæè çà ïîëüçîâàíèå ïðèðîäíûìèðåñóðñàìè è äð.).2. Çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâÀíàëèç óñëîâèé ðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâ �îññèè (ñîñòîÿùèõèç ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðîâ �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ) ïîçâîëÿåò êîíêðåòèçè-ðîâàòü óêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äâå àêòóàëüíûå çàäà÷è â âèäå ñëå-äóþùèõ äâóõ êëàññîâ çàäà÷ îöåíêè è ïîâûøåíèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ý�-�åêòèâíîñòè îò ðåàëèçàöèè êîíêðåòíîãî íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà:� îöåíêà èçìåíåíèé çíà÷åíèé îïðåäåëåííûõ ìàêðî- è îòðàñëåâûõ ïî-êàçàòåëåé â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà �åäåðàëüíûõïðîåêòîâ ïðè çàäàííûõ ñöåíàðèÿõ ãîäîâûõ �èíàíñèðîâàíèé ýòèõ ïðîåêòîâ(ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàíòîì áåç ðåàëèçàöèè äàííîãî íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà);� îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé: åæåãîäíûõ ñóìì, íàïðàâëÿåìûõíà ðåàëèçàöèþ �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ, âêëþ÷åííûõ â äàííûé íàöèîíàëü-íûé ïðîåêò (â ðàìêàõ ñóììàðíûõ áþäæåòîâ òàêîãî ïðîåêòà), è ý��åêòèâíûõíàëîãîâûõ ñòàâîê (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ), äàþùèõ ìàêñèìóìâûáðàííîãî êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî íàïðàâëåíèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãîè/èëè îòðàñëåâîãî ðàçâèòèÿ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íà áàçå Ìîäåëè çàäà÷ èç óêàçàí-íûõ êëàññîâ íà ïðèìåðå �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ, âõîäÿùèõ â íàöèîíàëüíûéïðîåêò ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ [10℄. Ïåðå÷èñëèì âñå òàêèå �åäåðàëüíûå ïðîåêòûè îáùèå áþäæåòíûå ñóììû, âûäåëåííûå íà èõ ðåàëèçàöèþ â òå÷åíèå 2019�2024 ãã.1. �àçâèòèå ñèñòåìû îêàçàíèÿ ïåðâè÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ïîìîùè �62,5 ìëðä ðóá.2. Áîðüáà ñ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûìè çàáîëåâàíèÿìè � 75,2 ìëðä ðóá.3. Áîðüáà ñ îíêîëîãè÷åñêèìè çàáîëåâàíèÿìè � 969 ìëðä ðóá.4. �àçâèòèå äåòñêîãî çäðàâîîõðàíåíèÿ, âêëþ÷àÿ ñîçäàíèå ñîâðåìåííîé èí-�ðàñòðóêòóðû îêàçàíèÿ ìåäèöèíñêîé ïîìîùè äåòÿì � 211,2 ìëðä ðóá.5. Îáåñïå÷åíèå ìåäèöèíñêèõ îðãàíèçàöèé ñèñòåìû çäðàâîîõðàíåíèÿ êâà-ëè�èöèðîâàííûìè êàäðàìè � 166,1 ìëðä ðóá.130



6. �àçâèòèå ñåòè íàöèîíàëüíûõ ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ öåíòðîâè âíåäðåíèå èííîâàöèîííûõ ìåäèöèíñêèõ òåõíîëîãèé � 63,9 ìëðä ðóá.7. Ñîçäàíèå åäèíîãî öè�ðîâîãî êîíòóðà â çäðàâîîõðàíåíèè íà îñíîâå åäè-íîé ãîñóäàðñòâåííîé èí�îðìàöèîííîé ñèñòåìû çäðàâîîõðàíåíèÿ (Å�ÈÑÇ) �177,7 ìëðä ðóá.8. �àçâèòèå ýêñïîðòà ìåäèöèíñêèõ óñëóã � 0,2 ìëðä ðóá. (â äàëüíåéøåìýòîé âåëè÷èíîé ïðåíåáðåãàåì âñëåäñòâèå åå íåçíà÷èòåëüíîñòè).Àíàëèç óêàçàííûõ �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ìîäå-ëèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî ñöåíàðèÿ (äàëåå � Ñöåíàðèé), îïèñûâàþùåãî óñëîâèÿ�èíàíñèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ ïðè çàäàííûõ ãî-äîâûõ îáúåìàõ èõ �èíàíñèðîâàíèÿ.1. Âûïîëíåíèå �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ 1, 4, 6 è 7 ïðåäïîëàãàåò äîïîë-íèòåëüíûå ãîñóäàðñòâåííûå çàòðàòû íà èñïîëüçîâàíèå êàïèòàëà îòðàñëüþ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ îáùèì îáúåìîì 515,3 ìëðä ðóá. Ýòî óâåëè÷åíèå ãîñó-äàðñòâåííûõ çàòðàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñöåíàðíîãîìîäåëèðîâàíèÿ:1.1) óìåíüøåíèå ÷èñòûõ íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé (íàëîãè ìèíóñ ñóáñèäèè)îò îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ â êàæäûé èç 2019�2024 ãã. íà íåîòðèöàòåëü-íûå âåëè÷èíû u2019, u2020, . . . , u2024, â ñóììå äàþùèå 515,3 ìëðä ðóá.;1.2) óâåëè÷åíèå çàòðàò íà âåëè÷èíû ut (t = 2019, . . . , 2024) íà èñïîëüçóå-ìûé îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ �àêòîð � êàïèòàë.2. Âûïîëíåíèå �åäåðàëüíîãî ïðîåêòà 5 ïðåäïîëàãàåò óâåëè÷åíèå ïîòðåá-ëåíèÿ îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè îòðàñëè ¾Îá-ðàçîâàíèå¿ îáùèì îáúåìîì 166,1 ìëðä ðóá. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðåäïîëàãà-åòñÿ, ÷òî îáùèé îáúåì ïðåäëîæåíèÿ ðàáî÷åé ñèëû â ñòðàíå ÿâëÿåòñÿ ýêçîãåí-íûì, ïîýòîìó óâåëè÷åíèå ñïðîñà (è ðàâíîãî åìó ïðåäëîæåíèÿ) íà ðàáî÷óþñèëó îòðàñëåé ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ è ¾Îáðàçîâàíèå¿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿíàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ïðèâåäåò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óìåíüøåíèþ ïðåäëî-æåíèÿ ðàáî÷åé ñèëû îñòàëüíûì îòðàñëÿì ýêîíîìèêè �Ô. Óêàçàííûå óñëîâèÿâûïîëíåíèÿ �åäåðàëüíîãî ïðîåêòà 5 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-ùåãî ñöåíàðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:2.1) óìåíüøåíèå ÷èñòûõ íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé îò îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðà-íåíèå¿ â êàæäûé èç ãîäîâ 2019�2024 íà íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû v2019,
v2020, . . . , v2024, â ñóììå äàþùèå 166,1 ìëðä ðóá.;2.2) óâåëè÷åíèå èñïîëüçóåìîé îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ ïðîìåæóòî÷-íîé ïðîäóêöèè ¾Îáðàçîâàíèå¿ íà âåëè÷èíû vt, t = 2019, . . . , 2024.3. Âûïîëíåíèå �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ 2 è 3 ïðåäïîëàãàåò äîïîëíèòåëü-íîå ãîñóäàðñòâåííîå ïîòðåáëåíèå (w2019, w2020, . . . , w2024) ïðîäóêöèè îòðàñëè¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ îáùèì îáúåìîì 1044,2 ìëðä ðóá.Â áàçîâîì âàðèàíòå Ñöåíàðèÿ óêàçàííûå âåëè÷èíû ut, vt, wt ðàñïðåäå-ëåíû ðàâíîìåðíî ïî ãîäàì: ut = 515,3/6 ìëðä ðóá., vt = 166,1/6 ìëðä ðóá.,
wt = 1044,2/6 ìëðä ðóá. äëÿ t = 2019, . . . , 2024.Óêàçàííûå äâà êëàññà çàäà÷ îöåíêè è ïîâûøåíèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ý�-�åêòèâíîñòè è âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèé ðåàëèçàöèè �åäåðàëü-íûõ ïðîåêòîâ â ðàìêàõ íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ �îññèè131



ïîçâîëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ âûïîë-íåíèÿ óêàçàííûõ âûøå �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ íà áàçå Ìîäåëè:� íàéòè åæåãîäíûå èçìåíåíèÿ ÂÂÏ è âûïóñêà îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè áàçîâûìè ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè â ïå-ðèîäå ðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ ïðè óêàçàííûõâûøå áàçîâûõ çíà÷åíèÿõ ãîñóäàðñòâåííîãî �èíàíñèðîâàíèÿ ut, vt, wt;� íàéòè çíà÷åíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ (åæåãîäíûõ �èíàíñèðîâàíèé ut, vt, wt ñ �èêñèðîâàííûìèñóììàðíûìè çíà÷åíèÿìè è ý��åêòèâíûõ íàëîãîâûõ ñòàâîê αt, βt íà èñïîëü-çîâàíèå ñîîòâåòñòâåííî �àêòîðîâ ¾òðóä¿ è ¾êàïèòàë¿ îòðàñëüþ ¾Çäðàâî-îõðàíåíèå¿ äëÿ t = 2019, . . . , 2024), äîñòàâëÿþùèå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êðè-òåðèÿK (ñóììàðíûé âûïóñê îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ äëÿ óêàçàííûõ çíà-÷åíèé t) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óêàçàííûå èíñòðóìåíòû.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ äàííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ãà-ðàíòèðóþò, ÷òî ðåàëèçàöèÿ åå ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå öåëåé è öå-ëåâûõ ïîêàçàòåëåé [10℄ óêàçàííûõ �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ, à ïðåäñòàâëåííîåäàëåå â ðàáîòå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äåìîíñòðèðóåò îæèäàåìûé íàðîäíîõî-çÿéñòâåííûé ý��åêò îò ðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ¾Çäðàâîîõðàíå-íèå¿. 3. Êðàòêîå îïèñàíèå ìîäåëèÌèðîâàÿ ýêîíîìèêà â Ìîäåëè ïðåäñòàâëåíà â âèäå �óíêöèîíèðîâàíèÿñëåäóþùèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ àãåíòîâ êàæäîãî ðåãèîíà: ïðîèçâîäèòåëåé(îòðàñëåé), äîìàøíèõ õîçÿéñòâ, ãîñóäàðñòâ, àãåíòà-ðåãèîíà Globe, êîòîðûéèìïîðòèðóåò òðàíñïîðòíûå óñëóãè è ýêñïîðòèðóåò èõ âî âñå ðåãèîíû ïðè èì-ïîðòå êàæäîãî âèäà òîâàðîâ èç êàæäîãî ðåãèîíà â êàæäûé äðóãîé ðåãèîí.Äèíàìè÷åñêàÿ Ìîäåëü ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçîâûì âàðèàíòîì ñòàòè÷åñêîé ìî-äåëè Globe1 [8℄ ðàçâèòà ïóòåì îïèñàíèÿ ðÿäà ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ââåäåí-íûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâïðîèçâîäñòâåííûõ �óíêöèé, à òàêæå äëÿ ïðåäëîæåíèé �àêòîðîâ (òðóäà è êà-ïèòàëà).Îòêàëèáðîâàííàÿ Ìîäåëü îïèñûâàåò ýêîíîìèêó ñëåäóþùèõ äåâÿòè óñëîâ-íûõ ðåãèîíîâ: ÷ëåíû ÅÀÝÑ (�îññèÿ, Êàçàõñòàí, Áåëàðóñü, Àðìåíèÿ, Êèð-ãèçèÿ), à òàêæå èõ îñíîâíûå òîðãîâûå ïàðòíåðû (Åâðîïåéñêèé ñîþç (â âèäåîäíîé ñòðàíû), ÑØÀ, Êèòàé è Îñòàëüíîé ìèð (â âèäå îäíîé ñòðàíû)). Ýêîíî-ìèêà êàæäîãî �åãèîíà îïèñûâàåòñÿ øåñòíàäöàòüþ îòðàñëÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿíàèáîëåå çíà÷èìûìè äëÿ ýêîíîìèê ñòðàí ÅÀÝÑ.Ïåðèîä ðàñ÷åòà Ìîäåëè (2004�2023 ãã.) îïðåäåëÿåòñÿ äîñòóïíûìè çíà÷å-íèÿìè ìàòðèö SAM èç áàçû GTAP (2004, 2007, 2011 ãã.) è ãîðèçîíòîì ïðî-ãíîçîâ îñíîâíûõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ÌÂÔ(2023 ã.).ßäðîì áàçû äàííûõ Ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû ñîãëàñîâàííûõ ìàòðèö ñî-öèàëüíûõ ñ÷åòîâ (SAM) �åãèîíîâ äëÿ êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî ãîäà (2004�2023 ãã.). Íàáîðû SAM äëÿ 2004, 2007 è 2011 ãã. áûëè èçâëå÷åíû ñ ïîìî-ùüþ ñïåöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ èç áàçû äàííûõ GTAP [11℄. Äëÿ 2005,2006, 2008�2010 è 2012�2015 ãã. èñêîìûå íàáîðû SAM áûëè ðàññ÷èòàíû ñ132



ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà (ñì. [9℄) íà áàçå äîñòóïíûõ ñòàòèñòè÷å-ñêèõ èñòî÷íèêîâ, ñîäåðæàùèõ ñèììåòðè÷íûå òàáëèöû çàòðàòû�âûïóñê, ïî-êàçàòåëåé âçàèìíîé òîðãîâëè [12℄, ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé,ðàññ÷èòàííûõ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ SAM äëÿ áëèæàéøåãî ïîñëåäíåãî ãîäà(2004, 2007 èëè 2011 ãã.). Äëÿ ïðîãíîçíîãî ïåðèîäà (2016�2023 ãã.) èñïîëüçî-âàëñÿ ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòàòü óêàçàííûå íàáîðûSAM íà áàçå ñëåäóþùèõ ïðîãíîçíûõ ïîêàçàòåëåé �åãèîíîâ, ïðåäîñòàâëÿåìûõÌÂÔ [13℄: ÂÂÏ, îáùèå èíâåñòèöèè, îáúåì èìïîðòà òîâàðîâ, îáúåì èìïîðòàóñëóã, îáúåì ýêñïîðòà òîâàðîâ, îáúåì ýêñïîðòà óñëóã, îáùèå ãîñóäàðñòâåí-íûå äîõîäû, îáùèå ãîñóäàðñòâåííûå ðàñõîäû, îáìåííûé êóðñ íàöèîíàëüíîéâàëþòû ê äîëëàðó ÑØÀ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ,ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ðàññ÷èòàííûõ SAM 2015 ã.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì áàçîâîãî ñöåíàðèÿ îòêà-ëèáðîâàííîé Ìîäåëè â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäÿò ñòàòèñòè÷åñêèå è ïðîãíîçíûåäàííûå, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîñòðîåíèè óêàçàííûõ âûøå íàáîðîâ SAM.Ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàííîé Ìîäåëè è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû åå ïðèìåíå-íèÿ ïðèâîäÿòñÿ â [9℄.4. Ñöåíàðíûé àíàëèç ðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíîãîïðîåêòà ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿�àñ÷åò Ñöåíàðèÿ íà áàçå Ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèé,ñ�îðìóëèðîâàííûõ âûøå â êîíöå ðàçäåëà 2 ïóíêòîâ 1, 2, 3, áûë ïðîâåäåíïóòåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ øàãîâ.i) Ïðîèçâîäèòñÿ áàçîâûé (áåç ó÷åòà �èíàíñèðîâàíèÿ óêàçàííûõ �åäåðàëü-íûõ ïðîåêòîâ) ðàñ÷åò Ìîäåëè äëÿ 2019, . . . , 2024 ã. (áàçîâàÿ Ìîäåëü).ii) Âíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå èçìåíåíèÿ áàçîâîé Ìîäåëè è åå çàìûêà-íèÿ (ðàçáèåíèÿ ïåðåìåííûõ íà äâà êëàññà: ýêçîãåííûå è ýíäîãåííûå). Çäåñü
r � ðåãèîí �îññèÿ, a � îòðàñëü ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿, f � �àêòîð êàïèòàë,
t = 2019, . . . , 2024 ã.� Ââîäÿòñÿ íîâàÿ ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ Aa,r,t äëÿ îïðåäåëåíèÿ (ðàíååýíäîãåííûõ) íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé ñ îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ è ñîîò-âåòñòâóþùåå óðàâíåíèå:

Aa,r,t = TXa,r,tPXa,r,tQXa,r,t.(1)Çäåñü QXa,r,t � îáúåì âûïóñêà; PXa,r,t � öåíà ýòîãî âûïóñêà; TXa,r,t � ýí-äîãåííàÿ ý��åêòèâíàÿ ñòàâêà íàëîãà ñ îòðàñëè Ìîäåëè (â ñòàðîì çàìûêàíèèîíà ýêçîãåííàÿ).� Ââîäÿòñÿ íîâàÿ ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ Ba,r,t äëÿ îïðåäåëåíèÿ (ðàíååýíäîãåííîãî) íîìèíàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ êàïèòàëà îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíå-íèå¿ â �îññèè è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
Ba,r,t =WF f,r,tFDf,a,r,t.(2)Çäåñü FDf,a,r,t � îáúåì ïîòðåáëÿåìîãî îòðàñëüþ êàïèòàëà, WF f,r,t � åãî öå-íà. �àíåå ýêçîãåííûé äîëåâîé ïàðàìåòð (δvaf,a,r,t) ïðîèçâîäñòâåííîé CES �óíê-133



öèè ÂÄÑ îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ â íîâîì çàìûêàíèè ñòàíîâèòñÿ ýíäî-ãåííûì.� Ââîäÿòñÿ íîâàÿ ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ Ca,cp,r,t äëÿ îïðåäåëåíèÿ (ðàíååýíäîãåííîãî) íîìèíàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ ïðî-ìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè ¾cp � Îáðàçîâàíèå¿ è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
Ca,cp,r,t = ioqintcp,a,r,tQINT a,r,tPQDcp,r,t.(3)Çäåñü QINT a,r,t � îáùèé îáúåì ïðîìåæóòî÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ îòðàñëè¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿, ioqintcp,a,r,t � äîëÿ ïðîäóêöèè ¾cp � Îáðàçîâàíèå¿ âýòîì ïîòðåáëåíèè, PQDcp,r,t � öåíà ýòîé ïðîäóêöèè. �àíåå ýêçîãåííûé ïà-ðàìåòð ioqintcp,a,r,t â íîâîì çàìûêàíèè ñòàíîâèòñÿ ýíäîãåííûì. Ïðè ýòîìáàçîâûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïðî÷èõ äîëåâûõ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðî-äóêöèé ioqint0c1,a,r,t, ãäå c1 6= cp, óìíîæàþòñÿ íà òàêîé ýíäîãåííûé êîý�-�èöèåíò ka,r,t = (1− ioqintcp,a,r,t)/

∑
c1 6= cp ioqint0c1,a,r,t, ÷òî ñóììà äîëåéâñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäóêöèé c äëÿ îòðàñëè a îñòàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå:

ioqintc1,a,r,t = ka,r,tioqint0c1,a,r,t, ∑c ioqintc,a,r,t = 1.� Ââîäÿòñÿ íîâàÿ ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ (Dc,r,t) äëÿ îïðåäåëåíèÿ (ðà-íåå ýíäîãåííîãî) íîìèíàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ ¾c �Çäðàâîîõðàíåíèå¿ â �îññèè è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
Dc,r,t = PQDc,r,tqgdconstc,r,t.(4)Çäåñü qgdconstc,r,t � ðåàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå ïîòðåáëåíèå ïðîäóêöèè c,à PQDc,r,t � öåíà ýòîé ïðîäóêöèè. �àíåå ýêçîãåííàÿ âåëè÷èíà qgdconstc,r,tâ íîâîì çàìûêàíèè ñòàíîâèòñÿ ýíäîãåííîé.� Ïîñêîëüêó íà áàçå Ìîäåëè âñå ðàñ÷åòû ïðîèçâîäÿòñÿ â äîëëàðàõ ÑØÀ,òî â íåå ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå è óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåâîäà äåíåæíûõ âåëè÷èíèç äîëëàðîâ â ðóáëè è îáðàòíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé îá-ìåííîãî êóðñà ýòèõ âàëþò, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ÌÂÔ [13℄.Ìîäåëü ñ óêàçàííûìè âûøå èçìåíåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü Ìîäåëüþ 1. Î÷å-âèäíî, ÷òî áàçîâûå ïðîãíîçû (â äîëëàðàõ ÑØÀ) ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåí-íûõ äëÿ Ìîäåëè è Ìîäåëè 1 ñîâïàäàþò.iii) Ñ èñïîëüçîâàíèåì Ìîäåëè 1 ðàññ÷èòûâàåòñÿ Ñöåíàðèé, îïðåäåëÿþùèé-ñÿ ñëåäóþùèìè åæåãîäíûìè èçìåíåíèÿìè ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ ïî ñðàâ-íåíèþ ñ áàçîâûì ðàñ÷åòîì äëÿ t = 2019, . . . , 2024:� óìåíüøåíèå íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé ñ îòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèÿ¿ Aa,r,tíà âåëè÷èíû (ut + vt);� óâåëè÷åíèå íîìèíàëüíûõ ïîòðåáëåíèé îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ êà-ïèòàëà Ba,r,t íà âåëè÷èíû ut;� óâåëè÷åíèå íîìèíàëüíûõ ïîòðåáëåíèé îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè ¾cp � Îáðàçîâàíèå¿ Ca,cp,r,t íà âåëè÷èíû vt;� óâåëè÷åíèå íîìèíàëüíûõ ãîñóäàðñòâåííûõ ïîòðåáëåíèé ïðîäóêöèè ¾c �Çäðàâîîõðàíåíèÿ¿ Dc,r,t íà âåëè÷èíû wt.�åçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé, óêàçàííûõ â ïóíêòàõ i)�iii), ïîçâîëÿþòîöåíèòü (è ñðàâíèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè áàçîâûìè çíà÷åíèÿìè) ðåçóëüòà-òû ðåàëèçàöèè Ñöåíàðèÿ ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîãî ïî ãîäàì ðàñïðåäåëåíèÿâûäåëåííûõ áþäæåòíûõ ñðåäñòâ.134



Òàáëèöà 1. Ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå âûïóñêà îòðàñëè ¾Îáðàçîâàíèå,Çäðàâîîõðàíåíèå, �îñóäàðñòâåííîå óïðàâëåíèå¿ ïî ñðàâíåíèþ ñáàçîâûì ñöåíàðèåìÑîñòàâëÿþùàÿ èçìåíåíèÿ �îä2019 2020 2021 2022 2023I 0,040 0,026 0,015 0,009 0,015II 1,477 1,249 1,068 0,969 1,283III 0,665 0,618 0,571 0,533 0,533Âñåãî 2,182 1,893 1,654 1,511 1,831Òàáëèöà 2. Ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå ÂÂÏ �îññèè ïî ñðàâíåíèþ ñáàçîâûì ñöåíàðèåìÑîñòàâëÿþùàÿ èçìåíåíèÿ �îä2019 2020 2021 2022 2023I �0,098 �0,107 �0,113 �0,115 �0,121II �0,352 �0,353 �0,346 �0,342 �0,371III 0,067 0,063 0,060 0,058 0,058Âñåãî �0,383 �0,397 �0,399 �0,399 �0,434Â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òàêîãî Ñöåíàðèÿ.Â ïîñëåäíèõ ñòðîêàõ äàííûõ òàáëèö óêàçàíû ïðîöåíòíûå èçìåíåíèÿ ãîäî-âûõ çíà÷åíèé âûïóñêà ìîäåëüíîé îòðàñëè ¾Îáðàçîâàíèå, Çäðàâîîõðàíåíèå,�îñóäàðñòâåííîå óïðàâëåíèå¿ è ÂÂÏ �Ô ñîîòâåòñòâåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñî-îòâåòñòâóþùèìè ïðîãíîçàìè áàçîâîãî ñöåíàðèÿ (áåç ó÷åòà äàííîãî íàöèî-íàëüíîãî ïðîåêòà). Â òàáë. 1 è 2 òàêæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàçëîæåíèÿèçìåíåíèÿ óêàçàííûõ ìàêðîïîêàçàòåëåé ïî ñëåäóþùèì ðàññìîòðåííûì âû-øå ñîñòàâëÿþùèì, ñîîòâåòñòâóþùèì: óâåëè÷åíèþ çàòðàò íà èñïîëüçóåìûéîòðàñëüþ �àêòîð-êàïèòàë (I), óâåëè÷åíèþ èñïîëüçóåìîé îòðàñëüþ ïðîìåæó-òî÷íîé ïðîäóêöèè îáðàçîâàíèÿ (II), óâåëè÷åíèþ ãîñóäàðñòâåííîãî ïîòðåáëå-íèÿ ïðîäóêöèè îòðàñëè (III).Àíàëèç òàáë. 1 è 2 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä â ðîñò âûïóñêàóêàçàííîé îòðàñëè â òå÷åíèå âñåãî ïÿòèëåòíåãî ïåðèîäà âíîñÿò óâåëè÷åíèÿèñïîëüçóåìîé îòðàñëüþ ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè Îáðàçîâàíèÿ. Ýòè æå óâå-ëè÷åíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè îïðåäåëÿþò îñíîâíîé îòðè-öàòåëüíûé ý��åêò äëÿ óìåíüøåíèÿ ÂÂÏ �Ô ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçîâûì ïðî-ãíîçîì. Òàêîé ý��åêò ìîæíî îáúÿñíèòü îòðèöàòåëüíûì âîçäåéñòâèåì óâå-ëè÷åíèÿ áþäæåòíîãî ñóáñèäèðîâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóê-öèè îòðàñëè ¾Îáðàçîâàíèå, Çäðàâîîõðàíåíèå, �îñóäàðñòâåííîå óïðàâëåíèå¿íà îñòàëüíûå îòðàñëè �Ô.5. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãóëèðîâà-íèÿ (äàëåå � Çàäà÷à) ïî îïòèìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñóìì, âûäåëåííûõ íà�åäåðàëüíûå ïðîåêòû, âêëþ÷åííûå â íàöèîíàëüíûé ïðîåêò ¾Çäðàâîîõðàíå-135



íèå¿, è îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ý��åêòèâíûõ ñòàâîê íàëîãîâ íàèñïîëüçîâàíèÿ �àêòîðîâ îòðàñëüþ ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿. Çàäà÷à íàïðàâëåíàíà ïîâûøåíèå îòðàñëåâûõ ïîêàçàòåëåé �Ô íà ïðèìåðå ïîâûøåíèÿ âûïóñêàîòðàñëè ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ â ïåðèîä ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî íàöèî-íàëüíîãî ïðîåêòà.Çàäà÷à. Íàéòè íà áàçå Ìîäåëè 1 çíà÷åíèÿ èíñòðóìåíòîâ íàöèîíàëüíîãîïðîåêòà ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ ut, vt, wt, αt, βt äëÿ t = 2019, . . . , 2024, äîñòàâëÿþ-ùèå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ K (ñóììàðíûé âûïóñê îòðàñëè ¾Çäðà-âîîõðàíåíèå¿ çà 2019�2024 ãã.) ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óêàçàííûåèíñòðóìåíòû:
2024∑

t=2019

ut = 515,3 (ìëðä ðóá.);(5)
2024∑

t=2019

vt = 166,1 (ìëðä ðóá.);(6)
2024∑

t=2019

wt = 1044,2 (ìëðä ðóá.);(7)
|ut − ut| ≤ 0,3ut;(8)
|vt − vt| ≤ 0,3vt;(9)
|wt − wt| ≤ 0,3wt;(10)
|αt − αt| ≤ 0,3αt;(11)
∣∣βt − βt

∣∣ ≤ 0,3βt.(12)Çäåñü ut, vt, wt � áàçîâûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíñòðóìåíòîâ ut, vt, wtðàññìàòðèâàåìîãî âûøå Ñöåíàðèÿ; αt, βt � ñîîòâåòñòâåííî ý��åêòèâíûåñòàâêè íàëîãîâ íà èñïîëüçîâàíèå �àêòîðîâ ¾òðóä¿ è ¾êàïèòàë¿ îòðàñëüþ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿, αt, βt � áàçîâûå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ñòàâîê.Äàííûå îãðàíè÷åíèÿ îïèñûâàþò ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëå-íèÿõ óêàçàííûõ íàëîãîâûõ ñòàâîê è ãîäîâûõ ñðåäñòâ íà íàöèîíàëüíûé ïðî-åêò ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü åãî ïðè èñïîëüçîâà-íèè îáùåé ñóììû ãîñóäàðñòâåííûõ ñóáñèäèé, âûäåëåííûõ íà äàííûé ïðîåêò.Çàäà÷à áûëà ÷èñëåííî ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàòåëÿ NLPEC [14℄.Â ðåçóëüòàòå åå ðåøåíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ K ìîæåò áûòüóâåëè÷åíî íà 0,371%, à çíà÷åíèå ñóììàðíîãî ÂÂÏ �Ô çà 2019�2024 ãã. � íà0,222% ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ Ñöå-íàðèÿ ñ ðàâíîìåðíûì ïî ãîäàì �èíàíñèðîâàíèåì. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòåðåøåíèÿ Çàäà÷è ïðîöåíòíûå èçìåíåíèÿ ÂÂÏ �Ô ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñò-âóþùèìè ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ Ñöåíàðèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3.Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòè ïàðà-ìåòðè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî ïîâûñèòü îïòèìèçèðóåìûé âû-136



Òàáëèöà 3. Ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå ÂÂÏ �îññèèïî ñðàâíåíèþ ñî Ñöåíàðèåì�îä2019 2020 2021 2022 20230,254 0,356 0,224 0,099 0,183ïóñê îòðàñëè è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íèâåëèðîâàòü ïàäåíèå ÂÂÏ, ïðîèçî-øåäøåå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ Ñöåíàðèÿ.Âàðèàíòû Ìîäåëè 1, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçîâîìó ñöåíàðèþ, Ñöåíàðèþ èðåøåíèþ Çàäà÷è áûëè óñïåøíî ïðîòåñòèðîâàíû íà âîçìîæíîñòü ïåðåíîñà íàïðàêòèêó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîìîùüþ òðåõ ïîä-õîäîâ, ïåðâûå äâà èç êîòîðûõ ïðåäëîæåíû òåîðèåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãóëè-ðîâàíèÿ [9℄: ñ ïîìîùüþ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè çàäàâàåìûõ Ìîäåëüþ îòîáðàæå-íèé, ïåðåâîäÿùèõ çíà÷åíèÿ ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ â çíà÷åíèÿ ýíäîãåííûõïåðåìåííûõ; ñ ïîìîùüþ îöåíêè ïîêàçàòåëåé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ îòîáðàæå-íèé è ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ðÿäà òåñòîâûõ ïðîãíîçíûõ ñöåíàðèåâ. Âî âñåõ ñëó-÷àÿõ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàëè:� îòñóòñòâèå îñîáûõ òî÷åê ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé â ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ýòèõ îòîáðàæåíèé;� äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ îöåíîê ïîêàçàòåëåé óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàå-ìûõ îòîáðàæåíèé;� ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîãíîçíûõ ñöåíàðèåâ äëÿ2019�2023 ãã. îñíîâíûì ïîëîæåíèÿì ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè.6. Çàêëþ÷åíèå1. Ñ�îðìóëèðîâàíû çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ñöåíàðíîãî àíàëèçà è îïòè-ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �èíàíñèðîâàíèÿ íàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâ.2. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàçðàáîòêè äèíàìè÷åñêîé ãëîáàëüíîé ìíîãî-ñòðàíîâîé âû÷èñëèìîé ìîäåëè îáùåãî ðàâíîâåñèÿ.3. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñöåíàðíîãî àíàëèçà ðåàëèçàöèè íàöèîíàëüíîãîïðîåêòà �Ô ¾Çäðàâîîõðàíåíèå¿ è âõîäÿùèõ â íåãî �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ.Â ÷àñòíîñòè, îòìå÷åí ïîëîæèòåëüíûé ý��åêò íà âûïóñê îòðàñëè îò èñïîëü-çîâàíèÿ îòðàñëüþ äîïîëíèòåëüíîé ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè Îáðàçîâàíèÿè îòðèöàòåëüíûé ý��åêò îò ýòîãî èñïîëüçîâàíèÿ íà ÂÂÏ �Ô.4. Ïðåäñòàâëåíû ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãóëè-ðîâàíèÿ, íàïðàâëåííîãî íà îïòèìèçàöèþ çíà÷åíèé åæåãîäíûõ ñðåäñòâ, íà-ïðàâëÿåìûõ íà ðåàëèçàöèþ �åäåðàëüíûõ ïðîåêòîâ, âêëþ÷åííûõ â äàííûéíàöèîíàëüíûé ïðîåêò (â ðàìêàõ ñóììàðíûõ áþäæåòîâ òàêèõ ïðîåêòîâ) è ý�-�åêòèâíûõ ñòàâîê íàëîãîâ íà èñïîëüçîâàíèÿ �àêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé îò-ðàñëüþ. �åàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé óêàçàí-íûõ èíñòðóìåíòîâ â ïåðèîäå 2019�2023 ãã. ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñóììàðíûéâûïóñê îòðàñëè è ñóììàðíîå ÂÂÏ �Ô íà 0,371% è 0,222% ñîîòâåòñòâåííî ïîñðàâíåíèþ ñ ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ðåàëèçà-öèè ñöåíàðèÿ ñ ðàâíîìåðíûì �èíàíñèðîâàíèåì. 137
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èñïîëüçîâàòü ýëåêòðîííûå áàçû íàó÷íûõ ðåñóðñîâ, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,÷òî ÷èñëî ðàáîò, â íàçâàíèÿõ êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò è ñëîâî �fuzzy�, è ñëî-âî �game�, ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûì, ïðè÷åì ìíîãèå èç ýòèõ ðàáîò íåäàâíèå.Òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóåòñÿ è â ìîäåëÿõ, ãäå ïðèñóòñòâóåò íåêî-òîðûé óïðàâëÿþùèé öåíòð, íî îáúåêòû óïðàâëåíèÿ àêòèâíû, ò.å. ïðåñëåäóþòè ñâîè èíòåðåñû [8℄. Îäíàêî, íàñêîëüêî èçâåñòíî, äî ñèõ ïîð íå ðàññìàòðè-âàëèñü èãðû ñ íåïîëíîé èí�îðìàöèåé, ãäå òèïû èãðîêîâ áûëè áû íå÷åòêèìè÷èñëàìè (èëè íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè).Äëÿ èãð êëàññà ¾âîéíà íà èçíóðåíèå¿ ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öåí-íîñòü ïðèçà äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ (ïðè ëþáîì ñðîêå ïðîòèâîñòîÿíèÿ) èç-âåñòíà ëèøü ïðèáëèæåííî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì. Òîãäà è òèïû èã-ðîêîâ äîëæíû áûòü íå÷åòêèìè ÷èñëàìè. Òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ âíàñòîÿùåé ðàáîòå. Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíî-âåñíîãî ïðî�èëÿ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èç [1℄.Òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ýòî äâà ðàçëè÷íûõïîäõîäà ê îïèñàíèþ íåîïðåäåëåííîñòè. Ýòè ïîäõîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, è êîìáèíèðîâàííî. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò ðàç-ëè÷íûå ïóòè, êàê òàêîå êîìáèíèðîâàíèå ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ. Â íàñòîÿùåéðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïîíÿòèå íå÷åòêî-ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íû � ýòî ïðÿìîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òîëüêî çíà÷åíèÿìèèçìåðèìîé �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèå ÷èñëà, à íå îáû÷íûå äåéñòâèòåëü-íûå ÷èñëà. Ïåðâûå òàêèå îïðåäåëåíèÿ íå÷åòêî-ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äàþòñÿâ [9�11℄. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå íå÷åòêî-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èç ðà-áîòû [12℄, ÿâëÿþùååñÿ ìîäè�èêàöèåé óïîìÿíóòûõ îïðåäåëåíèé.Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà äëÿ íå÷åòêî-ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåíèÿ âå-ðîÿòíîñòåé óäîáíåå çàäàâàòü íå ïðè ïîìîùè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, à ïðèïîìîùè êâàíòèëüíûõ �óíêöèé, êàê ýòî ñäåëàíî â [13℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé, ðàçâèòûé â [13℄, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ.Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé äàåòñÿ â ðàç-äåëå 3. 2. �àâíîâåñèå Áàéåñà�ÍýøàÄëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë z, γ, δ ðàññìîòðèì �óíêöèþ
U(z, γ, δ) =

{
z − δ ïpè δ < γ,
−γ ïpè δ ≥ γ.Ïóñòü x � ýòî òèï ïåðâîãî èãðîêà, y � òèï âòîðîãî èãðîêà, α � äåéñòâèåïåðâîãî èãðîêà, β � äåéñòâèå âòîðîãî èãðîêà. Çäåñü α è β � âûáðàííîå âðåìÿïðîòèâîñòîÿíèÿ äëÿ êàæäîãî èãðîêà. Òîãäà �óíêöèÿ U(x, α, β) îïðåäåëÿåòâûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà. Åñëè β < α, òî ïðèç äîñòàåòñÿ ïåðâîìó èãðîêó, èöåííîñòü ïðèçà äëÿ íåãî ðàâíÿåòñÿ x− β. Åñëè β ≥ α, òî ïðèç íå äîñòàåòñÿïåðâîìó èãðîêó, è åãî ïîòåðè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè α. Àíàëîãè÷íî �óíêöèÿ

U(y, β, α) îïðåäåëÿåò âûèãðûø âòîðîãî èãðîêà.Íàïîìíèì, ÷òî íå÷åòêîå ÷èñëî z̃ � ýòî �èãóðà (êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî)íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (ξ, η), ëåæàùàÿ â ïîëîñå 0 ≤ η ≤ 1 è îïðåäåëÿå-140



ìàÿ äâóìÿ �óíêöèÿìè zL(η) è zR(η), êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåí-íî ëåâûì è ïðàâûì èíäåêñàìè íå÷åòêîãî ÷èñëà z̃. Ôóíêöèÿ zL(η) ìîíîòîí-íî íåóáûâàþùàÿ, �óíêöèÿ zR(η) ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ, zL(1) ≤ zR(1).Ôèãóðà z̃ ñîñòîèò èç òî÷åê (ξ, η) òàêèõ, ÷òî zL(η) ≤ ξ ≤ zR(η) ïðè ëþáîì
η ∈ [0, 1]. Åñëè îáå �óíêöèè zL(η) è zR(η) ëèíåéíûå, òî �èãóðà z̃ � ýòî òðà-ïåöèÿ è íå÷åòêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ òðàïåöîèäàëüíûì. Åñëè îáå ýòè �óíêöèèêîíñòàíòû, òî �èãóðà z̃ � ýòî ïðÿìîóãîëüíèê è íå÷åòêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿïðÿìîóãîëüíûì. Åñëè, êðîìå òîãî, ýòè êîíñòàíòû ðàâíû îäíîìó è òîìó æåäåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó, òî íå÷åòêîå ÷èñëî z̃ ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ äàííûìäåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Â îáùåì ñëó÷àå êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà z̃ îáåñ-ïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî �óíêöèè zL(η) è zR(η) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìèñëåâà.Îïðåäåëåíèå íå÷åòêî-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå òî æå,÷òî è â [12℄. Êâàíòèëüíàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ýòî ìîíîòîííîíåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ q(p) íà èíòåðâàëå 0 < p < 1. Êâàíòèëüíàÿ �óíêöèÿíå÷åòêî-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îïðåäåëåíèå êîòîðîé äàåòñÿ â [13℄, � ýòî ìíî-æåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë q̃(p), 0 < p < 1. (Íå÷åòêèå ÷èñëà áóäåì îáîçíà÷àòüñòðî÷íûìè áóêâàìè ñî çíàêîì ¾òèëüäà¿, íå÷åòêî-ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � ïðî-ïèñíûìè áóêâàìè ñî çíàêîì ¾òèëüäà¿.)Ïóñòü X̃ è Ỹ � ýòî äâå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå íå÷åòêî-ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ òèïîâ ïåðâîãî èâòîðîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòüþ íå÷åòêî-ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîíèìàåòñÿ ñîâïàäåíèå èõ êâàíòèëüíûõ �óíêöèé. Ýòàêâàíòèëüíàÿ �óíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé îáîèì èãðîêàì.×åðåç x̃ è ỹ áóäåì îáîçíà÷àòü íå÷åòêèå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ òèïîì ïåðâî-ãî è âòîðîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâåííî. Ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ�óíêöèÿ A, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó òèïó x̃ ïåðâîãî èãðîêàíåêîòîðîå äåéñòâèå α̃, ãäå α̃ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì. Ñòðàòåãèåéâòîðîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ B, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæ-äîìó òèïó ỹ âòîðîãî èãðîêà íåêîòîðîå äåéñòâèå β̃, ãäå β̃ òàêæå ÿâëÿåòñÿíå÷åòêèì ÷èñëîì.Ïóñòü �óíêöèè xL(η) è xR(η) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé èí-äåêñû íå÷åòêîãî ÷èñëà x̃, �óíêöèè yL(η) è yR(η) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ëåâûéè ïðàâûé èíäåêñû íå÷åòêîãî ÷èñëà ỹ, �óíêöèè αL(η) è αR(η) � ýòî ñîîòâåò-ñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé èíäåêñû íå÷åòêîãî ÷èñëà α̃, �óíêöèè βL(η) è βR(η)�ýòî ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé èíäåêñû íå÷åòêîãî ÷èñëà β̃, 0 ≤ η ≤ 1.Íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà �óíêöèè A è B. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò�óíêöèÿ a : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì η ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-íèÿ αL(η) = a

(
xL(η)

), αR(η) = a
(
xR(η)

), è ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ b : R+ → R+òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì η ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ βL(η) = b
(
xL(η)

),
βR(η) = b

(
xR(η)

). Êàæäàÿ èç �óíêöèé a è b ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé,íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé, a(0) = b(0) = 0.Ïóñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí XL(η)è XR(η) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé èíäåêñû íå÷åòêî-ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû X̃ ; îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y L(η)141



è Y R(η) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé èíäåêñû íå÷åòêî-ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû Ỹ ; ïàðàìåòð η ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòèëüíàÿ �óíêöèÿ ëþáîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
XL(η), XR(η), Y L(η), Y R(η), îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå 0 < p < 1, ÿâëÿåòñÿñòðîãî âîçðàñòàþùåé è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè
p→ 0. Êðîìå òîãî, âñå ýòè êâàíòèëüíûå �óíêöèè íà èíòåðâàëå (0, 1) îãðà-íè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé îáùåé êîíñòàíòîé. (Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûòåêàåò èçîïðåäåëåíèÿ íå÷åòêî-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äàííîãî â [12℄).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðî�èëü ñòðàòåãèé (A,B) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåìÁàéåñà�Íýøà, åñëè ïðè êàæäîì òèïå x̃ è ïðè êàæäîì η ∈ [0, 1]

a
(
xL(η)

)
∈ arg max

αL(η)

E
(
U
(
xL(η), αL(η), b

(
Y L(η)

)))
,

a
(
xR(η)

)
∈ arg max

αR(η)

E
(
U
(
xR(η), αR(η), b

(
Y R(η)

)))(1)è ïðè êàæäîì òèïå ỹ è ïðè êàæäîì η ∈ [0, 1]

b
(
yL(η)

)
∈ arg max

βL(η)

E
(
U
(
yL(η), βL(η), a

(
XL(η)

)))
,

b
(
yR(η)

)
∈ arg max

βR(η)

E
(
U
(
yR(η), βR(η), a

(
XR(η)

)))
.Çäåñü E îçíà÷àåò îæèäàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.3. Îïðåäåëåíèå íå÷åòêèõ äåéñòâèé, ñîñòàâëÿþùèõ ðàâíîâåñíûé ïðî�èëüÅñëè äëÿ êðàòêîñòè ïèñàòü x âìåñòî xL(η), α âìåñòî αL(η), Y âìåñòî

Y L(η), òî óñëîâèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
a (x) ∈ arg max

α
E (U (x, α, b (Y ))) .(2)Ïóñòü q � êâàíòèëüíàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y . Èç ñîîòíîøåíèÿ (2)ìîæíî âûâåñòè, ÷òî

b(y) =

y∫

0

z

1− q−1(z)

dq−1(z)

dz
dz.(3)Èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå è äëÿ �óíêöèè a(x). Ýòî äàåò ðàâíî-âåñíûé â ñìûñëå Áàéåñà�Íýøà ïðî�èëü ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, íàéäåííûé â [1℄(äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [2℄). Â Ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ íî-âûé âûâîä �îðìóëû (3), áîëåå ïðîñòîé, ÷åì äðóãèå èçâåñòíûå àâòîðó äîêàçà-òåëüñòâà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå èç [13℄ äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ÷åðåç èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé êâàíòèëüíóþ �óíêöèþ.142



Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç FL(z; η) �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû Y L(η), à ÷åðåç FR(z; η) �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íû Y R(η), òî âûðàæåíèå (3) äàåò
b(yL(η)) =

yL(η)∫

0

z

1− FL(z; η)

dFL(z; η)

dz
dz.(4)Àíàëîãè÷íî

b(yR(η)) =

yR(η)∫

0

z

1− FR(z; η)

dFR(z; η)

dz
dz.(5)Îñòàåòñÿ íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ �óíêöèè b(yL(η)) è b(yR(η)), çàäà-âàåìûå �îðìóëàìè (4), (5), ÿâëÿþòñÿ ëåâûì è ïðàâûì èíäåêñàìè íåêîòîðîãîíå÷åòêîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç qL(p; η) êâàíòèëüíóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Y L(η), à ÷åðåç qR(p; η) êâàíòèëüíóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y R(η).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå÷åòêîå ÷èñëî c̃, ëåâûé è ïðàâûé èíäåêñûêîòîðîãî îáîçíà÷àþòñÿ êàê cL(η) è cR(η) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì cL(0) > 0,òàêîå ÷òî
qL(p; η) = cL(η)q0(p), qR(p; η) = cR(η)q0(p)ïðè âñåõ p ∈ (0, 1), η ∈ [0, 1], ãäå q0(p) � íåêîòîðàÿ êâàíòèëüíàÿ �óíêöèÿ.Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàíòèëüíîé �óíêöèè q0, îáî-çíà÷èì ÷åðåç F0.Êëþ÷åâûì â çàäà÷å îêàçûâàåòñÿ ñîîáðàæåíèå, ÷òî íóæíî ñâÿçàòü òèïûèãðîêîâ ñ êâàíòèëüíîé �óíêöèåé íå÷åòêî-ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X̃ è Ỹ .Òå î ð åì à. Ïóñòü �èêñèðîâàíî p ∈ (0, 1) è ïóñòü yL(η) = qL(p; η),

yR(η) = qR(p; η) ïðè ëþáîì η ∈ [0, 1]. Òîãäà �óíêöèè, ñòîÿùèå â ëåâûõ ÷à-ñòÿõ ðàâåíñòâ (4), (5), ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì èíäåê-ñàìè íå÷åòêîãî ÷èñëà γpc̃, ãäå
γp =

q0(p)∫

0

u

1− F0(u)
F ′
0(u) du.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè.4. Çàêëþ÷åíèåÂî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ãäå èçó÷àþòñÿ ïðèëîæåíèÿ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâê èãðîâûì çàäà÷àì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íå÷åòêèìè ÿâëÿþòñÿ âûèðûøè. Âû-èãðûøè íå ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè143



è â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Íî ýòî � íå èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå, à ñëåäñòâèå òîãî,÷òî è òèïû èãðîêîâ, è äåéñòâèÿ íå÷åòêèå. Â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ íå÷åòêèõ÷èñåë èõ âû÷èòàíèå � ýòî íå ïðÿìîëèíåéíàÿ çàäà÷à. Ìíîãèå òðóäíîñòè âïðèëîæåíèÿõ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ñâÿçàíû èìåííî ñ ýòèì. Ïî ñìûñëóèãð êëàññà ¾âîéíà íà èçíóðåíèå¿ âû÷èòàíèå íåîáõîäèìî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåóäàëîñü òàêèì îáðàçîì íàëîæèòü âñå óñëîâèÿ, ÷òî âû÷èòàíèå íå ïðèâîäèò êâûõîäó èç ìíîæåñòâà íå÷åòêèõ ÷èñåë. Ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ, êàêèì îáðà-çîì ïðèáëèçèòåëüíîñòü â òèïàõ èãðîêîâ (íå÷åòêîñòü) äîëæíà âëèÿòü íà ïðè-áëèçèòåëüíîñòü èõ äåéñòâèé, ÷òîáû ïðî�èëü ñòðàòåãèé áûë ðàâíîâåñíûì.�åçóëüòàòû ìîãóò èìåòü ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, â òåõ ñëó÷àÿõ,êîãäà ïî ñìûñëó çàäà÷è äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ íå ìãíîâåííûìè, à ïðîëîíãèðî-âàííûìè. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î �îðìóëû (3). Ñîãëàñíî (2) èç [13℄
I(x, α) = E (U (x, α, b (Y ))) =

1∫

0

U (x, α, b (q(p))) dp.Åñëè ðàññìîòðåòü �óíêöèþ
ψ(α) = q−1

(
b−1(α)

)
,òî ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

I(x, α) =

ψ(α)∫

0

(x− b(q(p))) dp − α (1− ψ(α)).Èç �îðìóëû
d

dα




ψ(α)∫

0

f(p)dp


 = f (ψ(α))ψ′(α)ñëåäóåò, ÷òî

d

dα
I(x, α) = xψ′(α)− αψ′(α) + αψ′(α)− (1− ψ(α)).(Π.1)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà, ðàâåíñòâî íóëþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, äàåò

xψ′(α) − (1− ψ(α)) = 0.Èç óñëîâèÿ a(x) = α è èç ñèììåòðè÷íîñòè èãðîêîâ ñëåäóåò, ÷òî x = b−1(α).Ñëåäîâàòåëüíî,
b−1(α)ψ′(α)− (1− ψ(α)) = 0.(Π.2)144



Èìååì
ψ′(α) =

(
q−1
)′ (

b−1(α)
) (
b−1
)′
(α).Ïîëîæèì z = b−1(α). Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

(
b−1
)′
(α) =

1

b′(z)
,ñîîòíîøåíèå (Ï.2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

z
(
q−1
)′
(z)

1

b′(z)
= 1− q−1(z).Ñëåäîâàòåëüíî,

b′(z) =
z

1− q−1(z)

dq−1(z)

dz
.Òîãäà èç óñëîâèÿ b(0) = 0 âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (3).Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî òî÷êà, íàéäåííàÿ èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýñòðå-ìóìà, â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, ïðîâîäèòñÿïî èçâåñòíîé ñõåìå. Èç (Ï.1) âûòåêàåò, ÷òî

∂2

∂x ∂α
I(x, α) > 0.(Π.3)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ a(x), êîòîðàÿ â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè èãðîêîâèìååò òîò æå âèä, ÷òî è �óíêöèÿ b(y), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (3). Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì x0 ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå α′ òàêîå, ÷òî

I
(
x0, α

′) > I (x0, a(x0)) .Òîãäà
α′∫

a(x0)

∂I

∂α
(x0, t) dt > 0.Ïðè ëþáîì t

∂I

∂α
(a−1(t), t) = 0,ïîýòîìó

α′∫

a(x0)

(
∂I

∂α
(x0, t)−

∂I

∂α
(a−1(t), t)

)
dt > 0 145



èëè
α′∫

a(x0)

x0∫

a−1(t)

∂2

∂x ∂t
I(x, t) dx dt > 0.(Π.4)Ïóñòü a(x0) < α′. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ (a(x0), α

′] âûïîëíÿåòñÿ a−1(t) > x0,óñëîâèÿ (Ï.3) è (Ï.4) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Ïóñòü a(x0) > α′. Òîãäà äëÿëþáîãî t ∈ [α′, a(x0)) âûïîëíÿåòñÿ a−1(t) < x0, è âíîâü óñëîâèÿ (Ï.3) è (Ï.4)ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåí ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû. Èìååì
b(yL(η)) =

cL(η)q0(p)∫

0

z

1− FL(z; η)

dFL(z; η)

dz
dz =

=

cL(η)q0(p)∫

0

z

1− F0

(
z

cL(η)

) 1

cL(η)
F ′
0

(
z

cL(η)

)
dz =

= cL(η)

q0(p)∫

0

u

1− F0 (u)
F ′
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ðåòðîñïåêòèâíîé èí�îðìàöèè è çàòåì èñïîëüçîâàíèè �îáó÷åííîé� ìîäåëè êàêïðåäñêàçûâàþùåé. Îòñþäà ñëåäóþò äâà ýòàïà â ïðîãíîçèðîâàíèè ðàçâèâàþ-ùèõñÿ ïðîöåññîâ: ýòàï ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ìîäåëè ïðîöåññà è ñîáñòâåííîýòàï ïðîãíîçèðîâàíèÿ.Ñîâðåìåííàÿ êîíöåïöèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ áàçèðóåòñÿ íà äåòåðìèíèðî-âàííîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëåé è îöåíêàõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóþùèõ ïà-êåòû äàííûõ ñ ïîñòóëèðóåìûìè ñâîéñòâàìè. Êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ õàðàêòå-ðèçóåòñÿ �óíêöèÿìè ýìïèðè÷åñêãî ðèñêà, ìèíèìèçàöèÿ êîòîðîãî äàåò îïòè-ìàëüíûå îöåíêè [1, 2℄.Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè äèíà-ìè÷åñêîé ðåãðåññèè (ÏÌÄ�), â êîòîðûõ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìîäåëè îïðåäå-ëÿåòñÿ åå ñîñòîÿíèÿìè íà íåêîòîðîì âðåìåííîì îòðåçêå â ïðîøëîì [3, 4℄.Ôîðìàëüíûé îáðàç ÏÌÄ� � ýòî ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå
p-ãî ïîðÿäêà [5℄. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ëèíåéíûåÏÌÄ�. Â ÷àñòíîñòè, îíè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè âî ìíîãèõ ïðîáëåìàõ ìàêðî-ýêîíîìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, òàêèõ êàê ìîäåëèðîâàíèåâðåìåííûõ ðÿäîâ ýêîíîìè÷åñêèõ èíäèêàòîðîâ [6℄, îïðåäåëåíèè àäåêâàòíîñòèÏÌÄ� [7℄, ïðîãíîçèðîâàíèå îáìåííûõ êóðñîâ [8℄. Ëèíåéíûå ÏÌÄ� îêàçû-âàþòñÿ äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûìè äëÿ êðàòêîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Íîäëÿ áîëüøèõ ãîðèçîíòîâ ïðîãíîçà îíè ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíî-ñòÿì. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ïîïûòêè óëó÷øåíèÿ ïðîãíîçîâ ïóòåìââåäåíèÿ â ÏÌÄ� ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíîñòåé. Îáùåìó ïîäõîäó ê �îðìèðîâà-íèþ è èñïîëüçîâàíèþ íåëèíåéíûõ ÏÌÄ� ïîñâÿùåíà ìîíîãðà�èÿ [9℄. Îäíàêîïðèêëàäíûå çàäà÷è òðåáóþò áîëåå àäåêâàòíîãî ïîäõîäà ê âûáîðó íàèáîëååïîëåçíîé è ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòè. Íà ýòîì ïóòè êàæåòñÿ ïîëåçíûì, íà-ïðèìåð, äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ îáìåííûõ êóðñîâ ïðèìåíåíèå ëîãèñòè÷åñêîéè ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëèíåéíîñòåé [10℄, ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîðåãðåññèîííûõìîäåëåé [11℄ èëè ìíîãîìåðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ [12℄ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿñóòî÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïðè ïåðåõîäå ê ýòàïó ïðîãíîçèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî áûòü óâåðåííûì, ÷òîñîñòîÿíèå è ñâîéñòâà èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ñîõðàíÿþòñÿ íà èíòåðâàëå ïðî-ãíîçà, ÷òî íàäåæíî óòâåðæäàòü ñëîæíî. Ïîýòîìó âîçíèêàþò ïîãðåøíîñòèïðîãíîçà êàê ñëåäñòâèå âîçäåéñòâèÿ êàêèõ-òî íåó÷òåííûõ �àêòîðîâ. Îäíèìèç ïîäõîäîâ ê óìåíüøåíèþ òàêèõ ïîãðåøíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðèäàíèå ïðîãíî-çó íåêîòîðûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê [13, 14℄. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-íåííûì íà ýòîì ïóòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû Áàéåñà îá àïîñòå-ðèîðíîé âåðîÿòíîñòè. Åñëè çàäàòü íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó ïàðàìåòðèçîâàííîéóñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (Ï�Â) äàííûõ è àïðèîð-íóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ïîñëå íîð-ìèðîâêè îïðåäåëÿåò àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü ïàðàìåòðîâ ïðè �èêñèðîâàí-íûõ äàííûõ. Ïðèíöèïèàëüíûå ïðîáëåìû â ýòîì ïîäõîäå ñâÿçàíû ñ âûáîðîìñòðóêòóðû óñëîâíîé Ï�Â è àïðèîðíîé Ï�Â. Îáû÷íî âûáèðàþòñÿ íîðìàëü-íûå Ï�Â èëè èõ ñìåñü, ïðè÷åì âåñà ñìåñè îöåíèâàþòñÿ ïî ðåòðîñïåêòèâíûìäàííûì [15�17℄. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â ïðèêëàäíûõ èññëåäî-âàíèÿõ: â ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå [18℄, ãäå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîé àï-ïðîêñèìàöèè àïîñòåðèîðíûõ Ï�Â, âî âçàèìîäåéñòâèè �èíàíñîâîãî ñåêòîðàýêîíîìèêè è òðóäîâîãî ðàíêà [19℄, ãäå äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ óêàçàííûõ149



âûøå Ï�Â èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà��àñòèíãñà, â ïðîãíîçèðîâà-íèè äèíàìèêè íàñåëåíèÿ [20℄, ãäå èñïîëüçîâàëàñü èåðàðõèÿ áàéåñîâñêèõ ìî-äåëåé äëÿ �àêòîðîâ ðîæäàåìîñòè, ñìåðòíîñòè è ìèãðàöèîííîé àêòèâíîñòè.Âåðîÿòíîñòíûå ïðîãíîçû �îðìèðóþòñÿ è äðóãèìè ìåòîäàìè ñ ó÷åòîì ñïå-öè�èêè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, â ìåòåîðîëîãèè ïóòåì íàêîïëåíèÿðåòðîñïåêòèâíûõ ïðîãíîçîâ ïîãîäû îïðåäåëÿþòñÿ îöåíêè �óíêöèé Ï�Â, êî-òîðûå çàòåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êðàòêîâðåìåííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ [21�24℄.Äîâîëüíî ëþáîïûòíûì ÿâëÿåòñÿ �îðìèðîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîãíîçà ïó-òåì ñìåøèâàíèÿ ïðîãíîçîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè [25℄.Èç äàëåêî íå ïîëíîãî îáçîðà è àíàëèçà óêàçàííûõ ðàáîò ìîæíî ñäåëàòüâûâîä, ÷òî îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðèêëàäíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ � ýòî íåîïðå-äåëåííîñòü, çàëîæåííàÿ â èññëåäóåìîì ïðîöåññå. Ôëóêòóàöèÿ íàøèõ çíàíèéî ïðèðîäå ïðîöåññîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåàäåêâàòíîñòü èõ ìàòåìàòè÷åñêèõìîäåëåé; äîñòàòî÷íîñòü, äîñòîâåðíîñòü è òî÷íîñòü ðåòðîñïåêòèâíûõ äàííûõî ïðîöåññå; è, ãëàâíîå, ñîõðàíåíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ â áóäóùåì,÷òîáû íàêîïëåííûå çíàíèÿ è ìîäåëè ñîõðàíÿëè ñâîþ ïîëåçíîñòü ïðè ïðîãíî-çèðîâàíèè � âñå ýòè �àêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåîïðåäåëåííîñòè.Êàê ïîâûñèòü íàäåæíîñòü ïðîãíîçà? Îäèí èç ðåöåïòîâ ñâÿçàí ñ êîíöåï-öèåé ðàíäîìèçàöèè, ò.å. èñêóññòâåííîé ãåíåðàöèè èñêóññòâåííîé ñëó÷àéíîñòè.Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷àõ, íå ñâÿçàííûõ ñ ïðîãíî-çèðîâàíèåì. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè,óïðàâëåíèè, ýêîíîìèêè, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ðàíäîìèçèðîâàííûå ÷èñëåí-íûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè [26�28℄, ñìåøàíûå (ñëó÷àéíûå) ñòðàòåãèè â áèð-æåâîé òîðãîâëå [29℄, ðàíäîìèçèðîâàííîå ïðîãíîçèðîâàíèå äèíàìèêè íàñåëå-íèÿ [30℄, âèáðàöèîííîå óïðàâëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè [31℄. Ïðèýòîì ðàíäîìèçàöèÿ ïðåäïîëàãàåò ïðèäàíèå íåñëó÷àéíûì îáúåêòàì èñêóñ-ñòâåííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ îïòèìàëüíûìè, â âûáðàííîì ñìûñëå, âå-ðîÿòíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû îòíåñòè ê èñïîëüçîâàíèþâ òîé èëè èíîé �îðìå ðàíäîìèçàöèè, èñêóñ
òâåííàÿ ñëó÷àéíîñòü ââîäèëàñüïðîèçâîëüíî, â òîì ñìûñëå, ÷òî åå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè � �óíêöèèÏ�Â � âûáèðàëèñü èç èçâåñòíûõ: ðàâíîìåðíûõ, íîðìàëüíûõ, ýêñïîíåíöèàëü-íûõ è äð.Õîòåëîñü áû ýòè õàðàêòåðèñòèêè �îðìèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñêàçóå-ìîãî êà÷åñòâà ðàíäîìèçàöèè è åå îæèäàåìûõ ñâîéñòâ. Ïîñêîëüêó ïðè÷èíîéäëÿ ïðèâëå÷åíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü, òî ïîëåçíîñòüðàíäîìèçàöèè öåëåñîîáðàçíî õàðàêòåðèçîâàòü èí�îðìàöèîííîé ýíòðîïèåé,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåîïðåäåëåííîñòè [32�34℄. Ìàêñèìèçàöèÿ èí�îðìà-öèîííîé ýíòðîïèè ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè.Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíîé ìåòîä �îðìèðîâàíèÿïðîãíîçîâ, íàçâàííûé ýíòðîïèéíî-ðàíäîìèçèðîâàííûì ïðîãíîçèðîâàíèåì(Ý�Ï). Îí îñíîâàí íà ãåíåðàöèè àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîãíîçîâ ìîäåëüþ äè-íàìè÷åñêîé ðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûìè îïòèìèçèðîâàííûì âõîäîì è ïàðàìåò-ðàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè, à èìåííî �óíêöèèÏ�Â, îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ýíòðîïèéíî-ðàíäîìèçèðîâàííîãî150



ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [35℄. Àíñàìáëè ïðîãíîçíûõ òðàåêòîðèé ñòðîÿòñÿ ïóòåìñýìïëèðîâàíèÿ ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûõ Ï�Â.Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîãíîçèðî-âàíèÿ ñóòî÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñòðîåíàèåðàðõè÷åñêàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ðåãðåññèè, îïèñû-âàþùàÿ çàâèñèìîñòü íàãðóçêè îò òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåãî âîçäóõà. Âðå-ìåííàÿ ýâîëþöèÿ òåìïåðàòóðû ìîäåëèðóåòñÿ êîëåáàòåëüíîé ìîäåëüþ äèíà-ìè÷åñêîé ðåãðåññèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðîì è ñëó÷àéíûìâõîäîì. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàíäîìèçèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ óêàçàííîé ìî-äåëè íà ðåàëüíûõ äàííûõ GEFCom2014 [36℄. Ïðåäëàãàåòñÿ òåõíîëîãèÿ ðàíäî-ìèçèðîâàííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ è èññëåäóåòñÿ åå àäåêâàòíîñòü â çàâèñèìîñòèîò äëèíû ãîðèçîíòà ïðîãíîçà.2. �àíäîìèçèðîâàííûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ðåãðåññèèñî ñëó÷àéíûì âõîäîì è ïàðàìåòðàìèÑòðóêòóðà, ïðåäëàãàåìîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ðå-ãðåññèè (�ÌÄ�) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Îíà ñîñòîèò èç ìîäåëè îñíîâíîãîîáúåêòà �ÌÄ�-Î ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè a ∈ Rp è ìîäåëè âíåøíèõ�àêòîðîâ �ÌÄ�-Ô ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè b ∈ Rs è ñëó÷àéíûì âõîäîì
ζ ∈ Rq. Ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà è åãî ìîäåëè ïðèíàäëåæàò âåêòîðíîìó ïðîñòðàí-ñòâó Rm, â êîòîðîì x̂[n] � âåêòîðû ñîñòîÿíèé îáúåêòà, x[n] ∈ Rm � âåêòîðûñîñòîÿíèé �ÌÄ�-Î. Âíåøíèå �àêòîðû õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîðîì ŷ[n] ∈ Rq,à èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ �ÌÄ�-Ô � âåêòîðîì y[n] ∈ Rq. Ïåðåìåí-íàÿ n öåëî÷èñëåííàÿ, îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå âðåìÿ â èíòåðâàëå L = [n−, n+].

z[n]

x[n] m[n]

РМДР-ОРМДР-Ф

y[n] z[n] x[n] v[n]�èñ. 1.�àññìîòðèì ëèíåéíóþ âåðñèþ �ÌÄ�-Î. Ñîñòîÿíèå ìîäåëè x[n] â ìîìåíòâðåìåíè n ìåíÿåòñÿ ïîä âëèÿíèåì p ðåòðîñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèé x[n − 1], . . .
. . . , x[n− p] è èçìåðÿåìûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âíåøíèõ �àêòîðîâz[n] ∈ Rq. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèäx[n] = X(n,p)A(p) +A(p+1)z[n],(2.1)ãäå:

• áëî÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö ïàðàìåòðîâ �A(p) = ⌊A1, . . . , Ap⌋⊺,(2.2)
Ai � (m×m)-ìàòðèöà ñî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè èíòåðâàëüíîãî òèïà

Ai ∈ Ai = [A−
i, A

+
i], i = 1, p;(2.3) 151



• A(p+1) � (m×q)-ìàòðèöà ñî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè èíòåðâàëüíîãî òèïà
A(p+1) ∈ A(p+1) = [A−

(p+1), A
+
(p+1)];(2.4)

• áëî÷íûé âåêòîð-ñòðîêà p ðåòðîñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèé �X(n,p) = ⌊x[n− 1], . . . , x[n− p]⌋.(2.5)Çäåñü ⌊•⌋ îáîçíà÷àåò áëî÷íûé âåêòîð-ñòðîêó.Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà áëî÷íîãî âåêòîðà A(p) õàðàêòåðèçóþòñÿ �óíêöè-åé ñîâìåñòíîé Ï�Â P (A(p)), à ìàòðèöû A(p+1) � �óíêöèåé Ï�Â F (A(p+1)).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðÿåìîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n ñîñòîÿíèå�ÌÄ�-Î ñîäåðæèò àääèòèâíûé øóì µ[n]:v[n] = x[n] + µ[n].(2.6)Ñëó÷àéíûå âåêòîðû µ[n] � èíòåðâàëüíîãî òèïà:
µ[n] ∈ Mn = [µ−n, µ

+
n](2.7)ñ �óíêöèåé Ï�Â Mn(µ[n]). Ñëó÷àéíûå âåêòîðû, èçìåðÿåìûå â ðàçíûå ìî-ìåíòû âðåìåíè, ïðåäïîëàãàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.�àññìîòðèì ëèíåéíóþ âåðñèþ �ÌÄ�-Ô, êîòîðàÿ èìååò àíàëîãè÷íóþ�ÌÄ�-Î ñòðóêòóðó. Áóäåì èìåòü:y[n] = Y(n,s)B(s) + ζ[n],(2.8)ãäå

• áëî÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö �B(s) = ⌊B1, . . . , Bs⌋⊺,(2.9)
• Bi � (q × q)-ìàòðèöà ñî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè èíòåðâàëüíîãî òèïà

Bi ∈ Bi = [B−
i, B

+
i], i = 1, s,(2.10)

• áëî÷íàÿ âåêòîð-ñòðîêàY(n,p) = ⌊y[n− 1], . . . , y[n− s]⌋.(2.11)Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ íåïðåðûâíî-äè��å-ðåíöèðóåìîé �óíêöèåé Ï�Â W (B(s)).Ñëó÷àéíûé âåêòîð ζ[n] � èíòåðâàëüíîãî òèïà:
ζ[n] ∈ En = [ζ−n, ζ

+
n](2.12)ñ �óíêöèåé Ï�Â Qn(ζ[n]), òàêæå íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé. Âåêòî-ðû ζ[n] äëÿ ðàçíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå.152



Ïî àíàëîãèè ñ �ÌÄ�-Î èçìåðÿåìîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n ñîñòîÿíèå�ÌÄ�-Ô z[n] ñîäåðæèò àääèòèâíûé øóì ξ[n]:z[n] = y[n] + ξ[n].(2.13)Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ[n] � èíòåðâàëüíîãî òèïà:
ξ[n] ∈ Ξn = [ξ−n, ξ

+
n],(2.14)ñ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé Ï�Â Gn(ξ[n]). Ñëó÷àéíûå âåêòî-ðû, èçìåðÿåìûå â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïðåäïîëàãàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèíåçàâèñèìûìè.Èòàê, â îáùåé �ÌÄ� (�ÌÄ�-Î è �ÌÄ�-Ô) íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ�óíêöèè Ï�Â ïàðàìåòðîâ P (A(p)), F (A(p+1)), W (B(s)) è øóìîâ Mn(µ[n]),

Qn(ζ[n]), Gn(ξ[n]), n ∈ L.3. Ìîäåëè äàííûõ èç îáó÷àþùåé êîëëåêöèèÎöåíèâàíèå óêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å Ï�Â ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì îáó÷àþùèõ êîëëåêöèé äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íà èíòåðâàëå îáó-÷åíèÿ n ∈ L = [n−, n+] è ñîãëàñîâàííûõ ñ �ÌÄ�.�àññìîòðèì �ÌÄ�-Î. Íà èíòåðâàëå îáó÷åíèÿ áóäåì èìåòü:x[n−] = X(n−,p)A(p) +A(p+1)z[n−],x[n− + 1] = X(n−+1,p)A(p) +A(p+1)z[n− + 1],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·x[n+] = X(n+,p)A(p) +A(p+1)z[n+].(3.1)Òîãäà íàáëþäàåìûå ñîñòîÿíèÿ �ÌÄ�-Î íà èíòåðâàëå îáó÷åíèÿ L ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð âåêòîðîâv[n] = x[n] + µ[n], n = n−, n+.(3.2)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëëåêöèÿ îáó÷àþùèõ äàííûõ ñîñòîèò èç äàííûõ î ðå-òðîñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèÿõ îáúåêòàX̂(n−,p)
, X̂(n−+1,p)

, . . . , X̂(n+,p)(3.3)è äàííûõ î íàáëþäàåìûõ òåêóùèõ ñîñòîÿíèÿõv̂[n−], . . . , v̂[n+], ẑ[n−], . . . , ẑ[n+].(3.4)�àññìîòðèì �ÌÄ�-Ô. Íà èíòåðâàëå îáó÷åíèÿ áóäåì èìåòü:y[n−] = Y(n−,s)B(s) + ζ[n−],y[n− + 1] = Y(n−+1,s)B(s) + ζ[n− + 1],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·y[n+] = Y(n+,p)B(s) + ζ[n+].(3.5) 153



Íàáëþäàåìûå ñîñòîÿíèÿ �ÌÄ�-Ô íà èíòåðâàëå îáó÷åíèÿ L ïðåäñòàâëÿþòñîáîé íàáîð âåêòîðîâ z[n] = y[n] + ξ[n], n = n−, n+.(3.6)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëëåêöèÿ îáó÷àþùèõ äàííûõ ñîñòîèò èç äàííûõ î ðå-òðîñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèÿõ îáúåêòàŶ(n−,s)
, Ŷ(n−+1,s)

, . . . , Ŷ(n+,s)(3.7)è äàííûõ î íàáëþäàåìûõ òåêóùèõ ñîñòîÿíèÿõẑ[n−], . . . , ẑ[n+].(3.8)Èòàê, â ïðîöåäóðå îáó÷åíèÿ �ÌÄ� ó÷àñòâóþò êîëëåêöèè äàííûõ (3.4), (3.7),(3.8). 4. Àëãîðèòì ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (�ÌÎ)Ýíòðîïèéíàÿ âåðñèÿ [35℄ àëãîðèòìîâ �ÌÎ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ�óíêöèé Ï�Â ïàðàìåòðîâ è øóìîâ äëÿ �ÌÄ�-Î è �ÌÄ�-Ô. Ïðèìåíèòåëüíîê �ÌÄ�-Î ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì èìååò âèä
HO = −

∫

A

P (A(p)) lnP (A(p))dA(p) −
∫

A(p+1)

F (A(p+1)) lnF (A(p+1))dA(p+1) −

−
n+∑

n=n−

∫

Mn

Mn(µ[n]) lnMn(µ[n])dMn(µ[n]) ⇒ max
P,F,M

(4.1)ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:� íîðìèðîâêè Ï�Â
∫

A

P (A(p))dA(p) = 1,

∫

A(p+1)

F (A(p+1))dA(p+1) = 1,

∫

Mn

Mn(µ[n])dMn(µ[n]) = 1, n = n−, n+,� ýìïèðè÷åñêèõ áàëàíñîâ
∫

A

P (A(p))X̂(n,p)A(p)dA(p) +

∫

A(p+1)

F (A(p+1))A(p+1)ẑ[n]dA(p+1) +

+

∫

Mn

Mn(µ[n])µ[n]dµ[n] = v̂[n], n = n−, n+.(4.2)154



Çàìåòèì, ÷òî ýìïèðè÷åñêèå áàëàíñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó
(n+ − n−) áëîêîâ èç m óðàâíåíèé. Êàæäîìó òàêîìó áëîêó ñîîòâåòñòâóåò âåê-òîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà θ(n) ðàçìåðíîñòè m. Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàñ-ñó �óíêöèîíàëüíûõ çàäà÷ ýíòðîïèéíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëÿïó-íîâñêîãî òèïà, ñì. [37, 38℄, 
. 354, òåîðåìà (ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ ëÿïóíîâ-ñêîé çàäà÷è). Îíà èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïàðàìåòðèçîâàííîå ìíîæè-òåëÿìè Ëàãðàíæà:

P ∗(A(p)) =

exp

(
−

n+∑
n=n−

〈θ(n), X̂(n,p)A(p)〉
)

P(θ)
,

F ∗(A(p+1)) =

exp

(
−

n+∑
n=n−

〈θ(n), A(p+1)ẑ[n]〉)
F(θ)

,

M∗
n(µ[n]) =

exp
(
−〈θ(n), µ[n]〉

)

Mn(θ(n))
, n = n−, n+.(4.3)Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ

P(θ) =

∫

A

exp


−

n+∑

n=n−

〈θ(n), X̂(n,p)A(p)〉


 dA(p),

F(θ) =

∫

A(p+1)

exp


−

n+∑

n=n−

〈θ(n), A(p+1)ẑ[n]〉 dA(p+1),

Mn(θ
(n)) =

∫

Mn

exp
(
−〈θ(n), µ[n]〉

)
dµ[n], n = n−, n+.(4.4)Ìàòðèöà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà θ = [θ(n

−), . . . , θ(n
+)] îïðåäåëÿåòñÿ ðåøå-íèåì ñëåäóþùèõ áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé:

1

P(θ)

∫

A

exp


−

n+∑

n=n−

〈θ(n), X̂(n,p)A(p)〉


 X̂(n,p)A(p)dA(p)+

+
1

F(θ)

∫

A(p+1)

exp


−

n+∑

n=n−

〈θ(n), A(p+1)ẑ[n]〉A(p+1)ẑ[n]dA(p+1)+

+
1

Mn(θ(n))

∫

Mn

exp
(
−〈θ(n), µ[n]〉

)
µ[n]dµ[n] = x̂[n], n = n−, n+.(4.5)Èç âûðàæåíèé (4.3)�(4.5) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè Ï�Â P ∗(A(p)), F ∗(A(p+1))ïàðàìåòðîâ �ÌÄ�-Î è èçìåðèòåëüíûõ øóìîâ M∗

n(µ[n]), n = n−, n+ îïðå-äåëÿþòñÿ ïî îáó÷àþùèì êîëëåêöèÿì ðåòðîñïåêòèâíûõ äàííûõ X̂(n−, p),155



X̂(n− + 1, p), . . . , X̂(n+, p), äàííûõ î òåêóùèõ ñîñòîÿíèÿõ x̂[n−], . . . , x̂[n+] èäàííûõ ẑ[n−], . . . , ẑ[n+], êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ �ÌÄ�-Ô.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíèõ ïðèìåíèì àëãîðèòì �ÌÎ ê îöåíèâàíèþ �óíê-öèé Ï�Â ïàðàìåòðîâ è øóìîâ äëÿ �ÌÄ�-Ô. Ñîãëàñíî [35℄ áóäåì èìåòü:
HF = −

∫

B

W (B) lnW (B)dB−

−
n+∑

n=n−

∫

En

Qn(ζ[n]) lnQn(ζ[n])dQn(ζ[n])−

−
n+∑

n=n−

∫

Ξn

Gn(ξ[n]) lnGn(ξ[n])dGn(ξ[n]) ⇒ max
W,Q,G

(4.6)ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:� íîðìèðîâêè Ï�Â
∫

B

W (B)dB = 1,

∫

En

Qn(ζ[n])dQn(ζ[n]) = 1,

∫

Ξn

Gn(ξ[n])dGn(ξ[n]) = 1, n = n−, n+;� ýìïèðè÷åñêèõ áàëàíñîâ
∫

B

W (B(s))Ŷ(n,s)B(s)dB(s) +

∫

En

Qn(ζ[n])ζ[n]dζ[n] +

+

∫

Ξn

Gn(ξ[n])ξ[n]dξ[n] = ẑ[n], n = n−, n+.(4.7)Ýòà çàäà÷à òîãî æå êëàññà, ÷òî è (4.3)�(4.5). Îíà èìååò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå â òåðìèíàõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:
W ∗(B(s)) =

exp

(
−

n+∑
n=n−

〈η(n), Ŷ(n,s)B(s)〉
)

W(η)
,(4.8)

Q∗
n(ζ[n]) =

exp
(
−〈ζ[n], η(n)〉

)

Qn(η(n))
,

G∗
n(ξ[n]) =

exp
(
−〈ξ[n], η(n)〉

)

Gn(η(n))
, n = n−, n+,

η = [η(n
−), . . . , η(n

+)].156



Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ
W(η) =

∫

B

exp


−

n+∑

n=n−

〈η(n), Ŷ(n,s)B(s)


 dB(s),(4.9)

Qn(η
(n)) =

∫

En

exp
(
−〈ζ[n], η(n)〉

)
dζ[n],

Gn(η(n)) =
∫

Ξn

exp
(
−〈ξ[n], η(n)〉

)
dξ[n],

n = n−, n+.Ìàòðèöà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà η îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ áà-ëàíñîâûõ óðàâíåíèé:
1

W(η)

∫

B

exp


−

n+∑

n=n−

〈η(n), Ŷ(n,s)B(s)


 Ŷ(n,s)B(s)dB(s) +

+
1

Qn(η(n))

∫

En

exp
(
−〈ζ[n], η(n)〉

)
ζ[n]dζ[n] +

+
1

Gn(η(n))

∫

Ξn

exp
(
−〈ξ[n], η(n)〉

)
ξ[n]dξ[n] = ẑ[n],(4.10)

n = n−, n+.5. �àíäîìèçèðîâàííîå ïðîãíîçèðîâàíèå ñóòî÷íîéýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû5.1. Ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ðåãðåññèèÑóòî÷íàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ íàãðóçêà L ýíåðãîñèñòåìû çàâèñèò îò ìíîãèõ èðàçíîîáðàçíûõ �àêòîðîâ. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ îäíèì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìâíåøíèì �àêòîðîì, à èìåííî òåìïåðàòóðîé T îêðóæàþùåãî âîçäóõà. Ñó-òî÷íîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Ýòè êîëåáà-íèÿ îòðàæàþòñÿ íà íàãðóçêå, íî ñ íåêîòîðûì âðåìåííûì ñäâèãîì. Ïðè÷èíîéýòîãî ñäâèãà ÿâëÿåòñÿ èíåðöèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè, ïî êîòîðîé ïåðåäàåòñÿýëåêòðè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îò ãåíåðàòîðà ê ïîòðåáèòåëÿì.Ñëåäóÿ îáùåé ñòðóêòóðå �ÌÄ�, èçëîæåííîé â ðàçäåëå 2, ìîäåëü íàãðóçêè(LT -ìîäåëü) îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêóþ ñâÿçü íàãðóçêè è òåìïåðàòóðû îêðó-æàþùåãî âîçäóõà, à ìîäåëü òåìïåðàòóðû (Tξ-ìîäåëü) îïèñûâàåò äèíàìèêóñóòî÷íîé òåìïåðàòóðû. ×òî êàñàåòñÿ LT -ìîäåëè, òî ñóùåñòâóåò äîâîëüíîìíîãî åå âåðñèé, íî âñå îíè ñòàòè÷åñêèå, ò.å. îïèñûâàþùèå ñâÿçü íàãðóçêèè òåìïåðàòóðû â òåêóùèå ìîìåíòû âðåìåíè [39℄. Òåìïåðàòóðíàÿ ñóòî÷íàÿ157



äèíàìèêà èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåò-ñÿ ïåðèîäè÷åñêîé àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ [40℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âëèÿíèå òåìïåðàòóðû íà íàãðóçêó äèíàìè÷åñêîå,ò.å. èçìåíåíèå íàãðóçêè ïîä âëèÿíèåì òåìïåðàòóðû â äàííûé ìîìåíò âðå-ìåíè çàâèñèò îò åå çíà÷åíèÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Àíàëîãè÷íûìñâîéñòâîì îáëàäàåò òåìïåðàòóðíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ äèíàìèêà.Ïîýòîìó â ðàìêàõ îáùåãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîäõîäà ïðåäëàãàåòñÿ LT -ìîäåëü îïèñûâàòü ìîäåëüþ äèíàìè÷åñêîé ðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñëó-÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè, Tξ-ìîäåëü �îðìèðîâàòü â âèäå äèíàìè÷åñêîé ðåãðåñ-ñèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðîì è ñëó÷àéíûì âõîäîì ξ. Òîãäà
LTξ-ìîäåëü áóäåò êîìïîçèöèåé äâóõ ïðåäûäóùèõ.Îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûì êëàññîì ìîäåëåé, ðàíäîìèçèðîâàííóþ äèíàìè-÷åñêóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü �íàãðóçêà-òåìïåðàòóðà� (LT -ìîäåëü) ïåðâîãîïîðÿäêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

L[n] = aL[n− 1] + bT [n],

v[n] = L[n] + µ[n], n = 1, 24,(5.1)ãäå ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû a, b ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â èíòåðâà-ëàõ:
a ∈ A = [a−, a+], b ∈ B = [b−, b+].(5.2)Èõ âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ �óíêöèÿìè Ï�Â P (a), F (b),îïðåäåëåííûìè íà ìíîæåñòâàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àéíûé øóì µ[n],èìèòèðóþùèé îøèáêè â èçìåðåíèÿõ íàãðóçêè, òàêæå èíòåðâàëüíîãî òèïà.Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè ðàçìåðû èíòåðâàëîâ ìîãóòáûòü ðàçëè÷íûìè, ò.å.

µ[n] ∈ Mn = [µ−[n], µ+[n]],(5.3)ñ �óíêöèÿìè Ï�Â Mn(µ[n]), n = 1, 24.�àññìîòðèì Tξ-ìîäåëü. Äëÿ èìèòàöèè êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà ñóòî÷íî-ãî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âîñïîëüçóåìñÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëüþ äèíà-ìè÷åñêîé ðåãðåññèèè âòîðîãî ïîðÿäêà
τ [n] = c (2, 1τ [n − 1]− 1, 1τ [n − 2]) , c =

1

1 + ω2
,

T [n] = t+ τ [n] + ξ[n],(5.4)ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû, t � ñðåäíåñóòî÷íàÿ òåìïåðàòóðà.Ýòè ïàðàìåòðû ñëó÷àéíûå, èíòåðâàëüíîãî òèïà, ò.å.
ω ∈ Ω = [ω−, ω+], c ∈ C = [c−, c+],

c− =
1

1 + (ω+)2
> 0, c+ =

1

1 + (ω−)2
> c− > 0.(5.5)Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ �óíêöèÿìè Ï�Â

W (c), îïðåäåëåííûìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ.158



Â óðàâíåíèå (5.4) âõîäèò ñëó÷àéíûé øóì, èìèòèðóåìûé íåçàâèñèìûìèñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ[n], çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â êàæäîì èçìåðåíèè n ìîãóòïðèíàäëåæàòü ðàçëè÷íûì èíòåðâàëàì, ò.å.
ξ[n] ∈ Ξn = [ξ−n, ξ+n].(5.6)Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ[n] õàðàêòåðèçóþòñÿ �óíêöè-åé Ï�Â Qn(ξ[n]), n = 1, 24.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (5.1), (5.4), ìîäåëèðóþùèå äèíàìèêó íàãðóçêèâ ýíåðãîñèñòåìå, õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè �óíêöèÿìè Ï�Â:

• LT -ìîäåëü: ïàðàìåòðû P (a), F (b), øóì Mn(µ[n]), n = n−, n+;
• Tξ-ìîäåëü: ïàðàìåòðû W (c), øóì Qn(ξ[n]), n = n−, n+.5.2. Îáó÷àþùàÿ êîëëåêöèÿ äàííûõÄëÿ îöåíèâàíèÿ �óíêöèé Ï�Â áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûå ê åäè-íè÷íîìó èíòåðâàëó ðåàëüíûå äàííûå èç äàòàñåòà GEFCom2014 (ñì. [36℄) ïîèçìåíåíèþ ñóòî÷íîé íàãðóçêè 0 6 L

(i)
r [n] 6 1, ñðåäíåñóòî÷íîé òåìïåðàòóðû

0 6 t
(i)
r 6 1 è îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû 0 6 τ

(i)
r [n] 6 1 îò ñðåäíåñóòî÷íîãî çíà-÷åíèÿ.Íîðìèðîâêà îñóùåñòâëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(i)
r [n] =

L̂
(i)
r [n]− L̂

(i)
min

L̂
(i)
max − L̂

(i)
min

,

τ (i)r [n] =
τ̂
(i)
r [n]− τ̂

(i)
min

τ̂
(i)
max − τ̂

(i)
min

,

t(i)r =
1

n+ − n−

n+∑

n=n−

τ (i)r [n],(5.7)ãäå
L̂
(i)
min = min

n
L̂(i)[n], L̂(i)

max = max
n

L̂(i)[n],

τ̂
(i)
min = min

n
τ̂ (i)[n], τ̂ (i)max = max

n
τ̂ (i)[n].Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ãðà�èêè íàãðóçêè L

(i)
r [n], îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû

τ
(i)
r [n] è äàííûå ïî ñðåäíåñóòî÷íîé òåìïåðàòóðå t(i)r äëÿ 03.07.2016 (i = 1),04.07.2016 (i = 2), 05.07.2016 (i = 3) â êà÷åñòâå îáó÷àþùåé êîëëåêöèè. Îáî-çíà÷èì èíòåðâàë îáó÷åíèÿ êàê Tl = [n−, n+] = [1, 24], ò.å. îáó÷åíèå áóäåò ïðî-èçâîäèòüñÿ ïî äàííûì çà 24 ÷.Ñîãëàñíî (5.1), (5.4) ñ�îðìèðóåì âåêòîðû ïåðåìåííûõ ìîäåëè íà èíòåð-âàëå îáó÷åíèÿ n ∈ Tl è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðåàëüíûõ äàííûõ:L(i)(Tl) = {L(i)[1], . . . , L(i)[24]

}
, L(i)r (Tl) =

{
L(i)
r [1], . . . , L(i)

r [24]
}
,L(i)(Tl − 1) =

{
L(i)[0], . . . , L(i)[23]

}
, L(i)r (Tl − 1) =

{
L(i)
r [0], . . . , L(i)

r [23]
}
,159



�èñ. 2. Íàãðóçêà L(i)
r [n] è îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû τ

(i)
r [n] äëÿ i = 1, 3. à �

L
(1)
r [n], á � τ

(1)
r [n], t(1)r = 0,5721, â � L

(2)
r [n], ã � τ

(2)
r [n], t(2)r = 0,4784, ä �

L
(3)
r [n], å � τ

(3)
r [n], t(3)r = 0,5056.160



V(i)(Tl) =
{
v(i)[1], . . . , v(i)[24]

}
, V(i)

r (Tl) =
{
v(i)r [1], . . . , v(i)r [24]

}
,T(i)(Tl) =

{
τ (i)[1], . . . , τ (i)[24]

}
, T(i)

r (Tl) =
{
τ (i)r [1], . . . , τ (i)r [24]

}
,T̃(i)

(Tl − 1,Tl − 2) =
{
2, 1τ (i)[0]− 1, 1τ (i)[−1], . . . , 2, 1τ (i)[23] − 1, 1τ (i)[22]

}
,T̃(i)

r (Tl − 1,Tl − 2) =
{
2, 1τ (i)r [0]− 1, 1τ (i)r [−1], . . . , 2, 1τ (i)r [23] − 1, 1τ (i)r [22]

}
,

µ(i)(Tl) =
{
µ(i)[1], . . . , µ(i)[24]

}
, ξ(i)(Tl) =

{
ξ(i)[1], . . . , ξ(i)[24]

}
.Â òåðìèíàõ (5.2) LT - è Tξ-ìîäåëè íà èíòåðâàëå îáó÷åíèÿ Tl èìåþò âèäL(i)(Tl) = aL(i)(Tl − 1) + bT(i)(Tl),V(i)(Tl) = L(i)(Tl) + µ(i)(Tl),T(i)(Tl) = c T̃(i)

(Tl − 1,Tl − 2),T(i)(Tl) = t+ T̃(i)
(Tl) + ξ(i)(Tl).

(5.8)Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ ëåæàò â ñëåäóþùèõ èíòåðâàëàõ:
A = [0,05; 0,15], B = [0,5; 1,0], C = [0,75; 0,85].(5.9)Øóìû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ èíòåðâàëàõ:

Mn = [−0,1; 0,1], Ξn = [−0,1; 0,1].(5.10)5.3. Ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûå �óíêöèè Ï�Â ïàðàìåòðîâ è øóìîâÏðèìåíÿÿ òåõíèêó èç ðàçäåëà 3, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ�óíêöèé Ï�Â, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà θ(i) = {θ(i)1 , . . .

. . . , θ
(i)
24 } äëÿ LT -ìîäåëè (5.1)�(5.3):

P ∗
i

(
a, θ(i)

)
=

l
(i)
r (θ) exp

(
−al(i)r (θ)

)

exp
(
−a−l(i)r (θ)

)
− exp

(
−a+l(i)r (θ)

) ,

F ∗
i

(
b, θ(i)

)
=

h
(i)
r (θ) exp

(
−bh(i)r (θ)

)

exp
(
−b−h(i)r (θ)

)
− exp

(
−b+h(i)r (θ)

) ,(5.11)
M∗
i,n (µ[n]) =

θ
(i)
n exp

(
−θ(i)n µ[n]

)

exp
(
−µ−[n]θ(i)n

)
− exp

(
−µ+[n]θ(i)n

) , n = 1, 24.Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ
l(i)r (θ) =

24∑

n=1

θnL
(i)
r [n− 1], h(i)r (θ) =

24∑

n=1

θnT
(i)
r [n].(5.12) 161



Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà θ(i) îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû áà-ëàíñîâûõ óðàâíåíèé:
L(i)(θ(i)) + T (i)(θ(i)) +M (i)

n (θ(i)n ) = L(i)
r [n], n = 1, 24,(5.13)ãäå

L(i)
(
θ(i)
)
=

=
exp

(
−a−l(i)r

(
θ(i)
)) (

a−l(i)
(
θ(i)
)
+ 1
)
− exp

(
−a+l(i)r

(
θ(i)
)) (

a+l(i)
(
θ(i)
)
+ 1
)

exp
(
−a−l(i)

(
θ(i)
))

− exp
(
−a+l(i)

(
θ(i)
)) ,

T (i)
(
θ(i)
)
=

=
exp

(
−b−h(i)r

(
θ(i)
)) (

b−h(i)
(
θ(i)
)
+ 1
)
− exp

(
−b+h(i)r

(
θ(i)
)) (

b+h(i)
(
θ(i)
)
+ 1
)

exp
(
−b−h(i)

(
θ(i)
))

− exp
(
−b+h(i)

(
θ(i)
)) ,

M (i)
n

(
θ(i)n

)
=

=
exp

(
−µ−[n]θ

(i)
n

)(
µ−[n]θ

(i)
n + 1

)
− exp

(
−µ+[n]θ

(i)
n

)(
µ+[n]θ

(i)
n + 1

)

θ
(i)
n

(
exp

(
−µ−[n]θ

(i)
n

)
− exp

(
−µ+[n]θ

(i)
n

)) .(5.14)�àññìîòðèì Tξ-ìîäåëü. Ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûå Ï�Â, ïàðàìåòðèçîâàí-íûå ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà, èìåþò âèä
W ∗
i (c, η

(i)) =
h̃
(i)
r (η) exp

(
−ch̃(i)r (η)

)

exp
(
−a−h̃(i)r (η)

)
− exp

(
−a+h̃(i)r (η)

) ,

Q∗
i,n(ξ[n]) =

η
(i)
n exp

(
−η(i)n ξ[n]

)

exp
(
−ξ−[n]η(i)n

)
− exp

(
−ξ+[n]η(i)n

) , n = 1, 24.Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ
h̃(i)r (η) =

24∑

n=1

ηn(2, 1T
(i)
r [n− 1]− 1, 1T (i)

r [n− 2]), q(i)(η(i)) =

24∑

n=1

η(i)n .(5.15)Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà η(i) îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû áà-ëàíñîâûõ óðàâíåíèé:
D(i)(η(i)) +N (i)(η(i)) +K(i)

n (η(i)n ) = T (i)
r [n], n = 1, 24,(5.16)ãäå

D(i)
(
η(i)
)
=

=
exp

(
−t−q(i)

(
η(i)
)) (

t−q(i)
(
η(i)
)
+ 1
)
− exp(−t+q(i)(η(i)))(t+q(i)(η(i)) + 1)

exp(−t−q(i)(η(i)))− exp(−t+q(i)(η(i))) ,162



N (i)
(
η(i)
)
=

=
exp

(
−c−h̃(i)r

(
η(i)
))(

c−h̃(i)
(
η(i)
)
+ 1
)
− exp(−c+h̃(i)r (η(i)))(c+h̃(i)(η(i)) + 1)

exp(−c−h̃(i)(η(i)))− exp(−c+h̃(i)(η(i)))
,

K(i)
n

(
η(i)n

)
=

=
exp

(
−ξ−[n]η(i)n

)(
ξ−[n]η

(i)
n + 1

)
− exp

(
−ξ+[n]η(i)n

)(
ξ+[n]η

(i)
n + 1

)

η
(i)
n

(
exp(−ξ−[n]η(i)n )− exp(−ξ+[n]η(i)n )

) .(5.17) 5.4. Îáó÷åíèå ìîäåëèÈñïîëüçîâàíèåì äàííûõ ïî ñóòî÷íûì èçìåíåíèÿì íàãðóçêè è òåìïåðàòó-ðû (ñì. ðèñ. 2) äëÿ òðåõ óêàçàííûõ âûøå ñóòîê áûëè ñ�îðìèðîâàíû áàëàíñî-âûå óðàâíåíèÿ (5.13), (5.14), (5.16), (5.17). �åøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿ-ëîñü ïóòåì ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿ-ìè ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå, íàéäåí-íûå çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ñîîòâåòñòâóþòÒàáëèöà 1. Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà θ, ηÂðåìÿ θ(1) θ(2) θ(3) η(1) η(2) η(3)1 �29,72 7009,28 1038,07 14,63 21,22 17,342 1,58 230,89 35,35 19,52 26,71 28,323 �4,09 369,96 26,23 35,91 31,60 26,334 �4,68 29,93 11,96 55,83 127,82 52,085 �7,21 24,25 1,03 96,85 642,35 110,946 �9,26 13,72 �15,76 592,99 7009,28 4729,527 �59,09 �5,96 �7009,28 7009,28 183,92 7009,288 �7009,28 �33,99 �767,99 48,21 39,94 23,169 �766,00 �1409,28 �22,91 66,58 12,28 -1,2610 �50,90 �4229,90 �4,27 37,38 2,35 -19,7811 �18,97 �45,22 3,72 22,51 -8,82 -22,7312 �11,42 �15,07 9,17 7,16 -27,06 -23,0613 �13,94 2,59 17,38 5,72 -172,25 -27,0614 �17,62 5,82 14,94 2,83 -65,29 -23,0215 �18,18 9,33 17,74 -0,30 -57,45 -23,1516 �27,28 11,35 21,85 -1,24 -482,69 -47,7817 �49,55 4,50 22,68 -5,49 -889,02 -130,4918 �25,41 �7,09 29,39 -0,89 -28,12 -60,7119 �8,20 �4,66 98,03 -4,23 -14,20 -270,1720 0,95 �4,89 52,27 3,70 -6,41 -31,4721 1,01 �16,37 8,15 21,16 2,48 -1,2322 22,00 �8,24 7,45 17,85 12,15 14,8623 2881,43 17,00 902,73 26,78 9,98 26,3924 512,14 36,30 355,47 27,32 24,65 121,44
l
(i)
r (θ∗) 9,71 6,04 6,09
h
(i)
r (θ∗) 0,06 0,58 0,81
h̃
(i)
r (η∗) 0,41 0,05 0,19 163
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�èñ. 3. à � U∗
1 (a, b), á � M∗

1,n(µ).
a б

-0,08 -0,04 0,04 0,080
xc
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�èñ. 4. à � W ∗
1 (c), á � Q∗

1,n(ξ).îäíîìó èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íåâÿçêè. Âñå âû÷èñëåíèÿ áûëè ðåàëèçîâà-íû â ñðåäå MATLAB, îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ �óíêöèè fsolve.Ïîñêîëüêó â LT -ìîäåëè ïàðàìåòðû íåçàâèñèìûå, �óíêöèè ñîâìåñòíîéÏ�Â ïàðàìåòðîâ U∗
i (a, b) = P ∗

i (a)F
∗
i (b) è øóìîâ èìåþò âèä

U∗
1 (a, b) = 53,09 exp(−9,72a) exp(0,06b),

U∗
2 (a, b) = 55,49 exp(−6,04a) exp(0,58b),(5.18)

U∗
3 (a, b) = 65,81 exp(−6,09a) exp(−0,81b),

(a, b) ∈ [0,05; 0,15]
⋃

[0,5; 1,0], µ ∈ [−0,1, 0,1], i = 1, 24.Ôóíêöèè Ï�Â � ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. �ðà�èêè äëÿ i = 1 ïîêàçàíû íàðèñ. 3.164



Ôóíêöèè Ï�Â ïàðàìåòðîâ è øóìîâ äëÿ Tξ-ìîäåëè èìåþò âèä
W ∗

1 (c) = 13,90 exp(−0,41c),

W ∗
2 (c) = 10,43 exp(−0,05c),

W ∗
3 (c) = 11,65 exp(−0,19c),

c ∈ [0,75; 0,85], ξ ∈ [−0,1; 0,1], i = 1, 24.�ðà�èêè äëÿ i = 1 ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.Òàêèì îáðàçîì, ðàíäîìèçèðîâàííàÿ LTξ-ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåíå-ðàòîð ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñ ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûìè �óíêöèÿìè Ï�Âïàðàìåòðîâ è øóìîâ,
L[n] = aL[n− 1] + bT [n], (P ∗(a), F ∗(b)) ,

v[n] = L[n] + µ[n], M∗
n(µ[n]),

τ [n] = c (2τ [n− 1]− τ [n− 2]) , W ∗(c), i = 1, 3,(5.19)
T [n] = t+ τ [n] + ξ[n], Q∗

n(ξ[n]).�åíåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àíñàìáëåé ïðîèñõîäèò ïóòåì ñýìïëèðîâàíèÿíàéäåííûõ Ï�Â ïàðàìåòðîâ è øóìîâ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèé (A

eptan
e-Reje
tion (AR), Reje
tion Sampling (RS)) [41℄. Ïðè ðåàëèçàöèè ðàñ÷åòîâ áûëîèñïîëüçîâàíî 100 ñýìïëîâ ïî êàæäîìó ïàðàìåòðó è 100 ñýìïëîâ ïî øóìó,òàêèì îáðàçîì, àíñàìáëü ñîñòîÿë èç 104 òðàåêòîðèé.5.5. Òåñòèðîâàíèå ìîäåëèÈññëåäîâàíèå àäåêâàòíîñòè ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ñîáñòâåííîãî èïåðåêðåñòíîãî òåñòèðîâàíèÿ LT -ìîäåëè è Tξ-ìîäåëè íà ðåàëüíûõ äàííûõïî íàãðóçêå è òåìïåðàòóðå ñîîòâåòñòâåííî çà 03.07.2016 (i = 1), 04.07.2016(i = 2), 05.07.2016 (i = 3). Ïîä ñîáñòâåííûì òåñòèðîâàíèåì ïîíèìàåòñÿ ãåíå-ðèðîâàíèå àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé ñ ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìèè øóìàìè äëÿ äíÿ i, âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé (mean) è ìåäèàííîé (med) òðàåê-òîðèé è äèñïåðñèîííîé òðóáêè (std±) àíñàìáëÿ è ñðàâíåíèÿ ñðåäíåé òðàåê-òîðèè ñ ðåàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè ïî íàãðóçêå è òåìïåðàòóðå äëÿ ýòîãî æåäíÿ i. Êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè îøèáêàìè ïîíàãðóçêå
δ
(i)
L =

24∑
n=1

(
L
(i)mean[n]− L

(i)
r [n]

)2

24∑
n=1

(
L
(i)mean[n])2 + 24∑

n=1

(
L
(i)
r [n]

)2 , i = 1, 3,(5.20)è ïî òåìïåðàòóðå
δ
(i)
T =

24∑
n=1

(
T
(i)mean[n]− T

(i)
r [n]

)2

24∑
n=1

(
T
(i)mean[n])2 + 24∑

n=1

(
T
(i)
r [n]

)2 , i = 1, 3.(5.21) 165



�èñ. 5. Àíñàìáëè LT -ìîäåëè. à � δ
(1)
L = 0,0703, á � δ

(2)
L = 0,0523, â � δ

(3)
L = 0,1038.166



�èñ. 6. à � Àíñàìáëè Tξ-ìîäåëè, á � δ
(1)
T = 0,1004, â � δ

(2)
T = 0,0582, ã �

δ
(3)
T = 0,0942. 167



Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ δL íà ïåðåêðåñòíîì òåñòèðîâàíèè LT -ìîäåëè.Ñðåäíåå çíà÷åíèå δL = 0,0530

i/j 1 2 31 0,0495 0,10522 0,0858 0,14283 0,0569 0,0364Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ δT íà ïåðåêðåñòíîì òåñòèðîâàíèè Tξ-ìîäåëè.Ñðåäíåå çíà÷åíèå δL = 0,0757

i/j 1 2 31 0,1051 0,10792 0,1506 0,11853 0,1315 0,0676Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ δT íà ïåðåêðåñòíîì òåñòèðîâàíèè
LTξ-ìîäåëè. Ñðåäíåå çíà÷åíèå δL = 0,1478

i/j 1 2 31 0,1437 0,26592 0,1756 0,23223 0,3475 0,1655Ïîä ïåðåêðåñòíûì òåñòèðîâàíèåì ïîíèìàåòñÿ òà æå ïðîöåäóðà, íî ñðàâíå-íèÿ ñðåäíèõ òðàåêòîðèé ñ ðåàëüíûìè ïî íàãðóçêå è òåìïåðàòóðå ïðîèçâîäèò-ñÿ äëÿ äíåé j 6= i. Êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíîñèòåëüíûìèîøèáêàìè ïî íàãðóçêå
δ
(i,j)
L =

24∑
n=1

(
L
(i)mean[n]− L

(j)
r [n]

)2

24∑
n=1

(
L
(i)mean[n])2 + 24∑

n=1

(
L
(j)
r [n]

)2 , i = 1, 3, i 6= j,(5.22)è ïî òåìïåðàòóðå
δ
(i,j)
T =

24∑
n=1

(
T
(i)mean[n]− T

(j)
r [n]

)2

24∑
n=1

(
T
(i)mean[n])2 + 24∑

n=1

(
T
(j)
r [n]

)2 , i = 1, 3, i 6= j.(5.23)Ñîáñòâåííîå òåñòèðîâàíèå. Äëÿ LT -ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ðåàëüíûå äàí-íûå ïî òåìïåðàòóðå T (i)
r [n] è ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûå Ï�Â P ∗

i (a), F
∗
i (b) ïà-ðàìåòðîâ (a, b) è M∗

1µ[1], . . . ,M
∗
24(µ[24]) øóìîâ µ[n]. �åíåðèðóþòñÿ àíñàì-áëè L

(i) ñ ïîìîùüþ ñýìïëèðîâàíèÿ óêàçàííûõ Ï�Â. Âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíÿÿòðàåêòîðèÿ L(i)mean[n], ìåäèàííàÿ òðàåêòîðèÿ L(i)med[n] è òðàåêòîðèè L(i)std±[n], ñî-îòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì äèñïåðñèîííîé òðóáêè. Âû÷èñëÿþòñÿ îøèáêè δL(i).Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû àíñàìáëè è îòíîñèòåëüíûå îøèáêè δ(i)L äëÿ òðåõ óêàçàí-íûõ äíåé.168
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�èñ. 7. Ïðîãíîç íà 3 äíÿ ñ ïîìîùüþ LTξ-ìîäåëè.Òåñòèðîâàíèå Tξ-ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ãåíåðàöèè àíñàìáëÿ T
(i)ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé T (i)[n], n = 1, 24 ñ ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûìè Ï�Â

W (i)(c) è Q∗
1(ξ[1]), . . . , Q

∗
24(ξ[24]) ïóòåì èõ ñýìïëèðîâàíèÿ. Âû÷èñëÿþòñÿñðåäíÿÿ òðàåêòîðèÿ T

(i)mean[n], ìåäèàííàÿ òðàåêòîðèÿ T
(i)med[n] è òðàåêòîðèè

T
(i)std±[n], ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì äèñïåðñèîííîé òðóáêè. Íà ðèñ. 6 ïîêà-çàíû àíñàìáëè è îòíîñèòåëüíûå îøèáêè δ(i)T äëÿ òðåõ êîíòðîëüíûõ äíåé.Ïåðåêðåñòíîå òåñòèðîâàíèå. Ïðè ïåðåêðåñòíîì òåñòèðîâàíèè èñïîëüçóþò-ñÿ ìîäåëè LT è LTξ, îáó÷åííûå ïî äàííûì äëÿ äíÿ i, à èõ ñðåäíÿÿ òðàåê-òîðèÿ ñðàâíèâàåòñÿ ñ äàííûìè äíåé j 6= i. Â òàáë. 2�4 óêàçàíû ïîëó÷åííûåçíà÷åíèÿ îøèáîê.5.6. �àíäîìèçèðîâàííîå ïðîãíîçèðîâàíèå N -ñóòî÷íîé íàãðóçêèÏðè ðàíäîìèçèðîâàííîì ïðîãíîçèðîâàíèè N -ñóòî÷íîé íàãðóçêè èñïîëü-çóåòñÿ LTξ-ìîäåëü, îáó÷åííàÿ íà èíòåðâàëå Tl. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâàïðîãíîçà áóäåì èñïîëüçîâàòü LTξ-ìîäåëü ñ ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûìè Ï�Â,ïîëó÷åííûìè ïî äàííûì ïåðâîãî (i = 1) äíÿ.Ñýìïëèðóÿ óêàçàííûå Ï�Â, ïîñòðîèì îäíîñóòî÷íûé (n ∈ [1, 24]), äâóõñó-òî÷íûé (n ∈ [1, 48]) è òðåõñóòî÷íûé (n ∈ [1, 72]) àíñàìáëè. Äëÿ ýòèõ àíñàì-áëåé îïðåäåëèì ñðåäíèå òðàåêòîðèè Lmean[n], ìåäèàííûå òðàåêòîðèè Lmed[n],ãðàíè÷íûå äèñïåðñèîííûå òðàåêòîðèè Lstd±[n]. �åçóëüòàòû ïðîãíîçîâ ñðàâ-íèâàþòñÿ ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ñ 03.07.2006 ïî 06.07.2006 (i = 1, 4.). Êà÷åñòâîïðîãíîçèðîâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè îøèáêàìè, âû÷èñëÿåìû-ìè àíàëîãè÷íî (5.22)�(5.23).Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû 24, 48 è 72 ÷àñîâûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõïðîãíîçîâ íàãðóçêè, èõ âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè: ñðåäíèå è ìåäèàííûåòðàåêòîðèè, ãðàíè÷íûå òðàåêòîðèè äèñïåðñèîííûõ òðóáîê. Îøèáêè ìåæäóìîäåëüíûì ïðîãíîçîì è ðåàëüíûìè äàííûìè ïîêàçàíû â òàáë. 5.Òàáëèöà 5. Òî÷íîñòü òðåõäíåâíîãî ïðîãíîçà ñ ïîìîùüþ LTξ-ìîäåëè

δ
(2)
L δ

(3)
L δ

(4)
L0,1509 0,2515 0,2133 169
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