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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 58 2022 Вып. 3

УДК 621.391 : 519.724

© 2022 г. М.В. Бурнашев

О ФУНКЦИИ НАДЕЖНОСТИ ДСК С БЕСШУМНОЙ
ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ ПРИ НУЛЕВОЙ СКОРОСТИ1

Рассматривается передача неэкспоненциального числа сообщений по двоич-
ному симметричному каналу с бесшумной обратной связью. Получена оценка
сверху для наилучшей экспоненты вероятности ошибки декодирования. Вместе
с известной подобной оценкой снизу это позволяет найти функцию надежности
такого канала при нулевой скорости.

Ключевые слова: функция надежности, бесшумная обратная связь.
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§ 1. Введение и основные результаты
Рассматривается двоичный симметричный канал ДСК(p) с переходной вероятно-

стью 0 < p < 1/2, q = 1−p, и бесшумной обратной связью. Задано общее время пере-
дачи n, а также Mn = 2Rn, 0 < R < 1, равновероятных сообщений {θ1, θ2, . . . , θMn}.
После момента времени n приемник принимает решение θ̂, какое из сообщений яв-
ляется истинным сообщением θtrue.

Определим минимально возможную вероятность ошибки декодирования

Pe(Mn, n, p) = min
1

Mn

Mn∑
i=1

P (e | θi), (1)

где P (e | θi) – вероятность ошибки декодирования для используемого метода пере-
дачи при условии, что θi является истинным сообщением θtrue, а минимум берется
по всем методам передачи длины n.

Обозначим через F (R, p), 0 < R < 1, наилучшую экспоненту вероятности ошибки
декодирования дляMn = eRn кодовых слов по каналу ДСК(p) с бесшумной обратной
связью, т.е.

F (R, p) = lim sup
n→∞

1

n
ln

1

Pe(Mn, n, p)
, Mn = eRn, (2)

где Pe(Mn, n, p) определено в (1). Ясно, что функция F (R, p) не возрастает по R.
Введем также предельную величину F (0, p)

F (0, p) = lim
R→0

F (R, p), 0 < p < 1/2. (3)

Предел в (3) существует, так как функция F (R, p) ограничена и не возрастает по R.
1 Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований (номер проекта 19-01-00364).
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Эквивалентным образом функция F (0, p) определяется соотношением (2), если
число сообщений Mn таково, что Mn → ∞, но logMn = o(n) при n → ∞.

Аналогично определим величину FK(p), K = 2, 3, . . . , как наилучшую экспоненту
вероятности ошибки декодирования для K кодовых слов в канале ДСК(p) с бесшум-
ной обратной связью, т.е.

FK(p) = lim sup
n→∞

1

n
ln

1

Pe(K,n, p)
, (4)

где Pe(K,n, p) – минимально возможная вероятность ошибки декодирования (для
всех методов передачи длины n). В работе [1] было показано, что

F3(p) = F4(p) = . . . = F (0, p), (5)

и поэтому для исследования величины F (0, p) достаточно изучить величину F3(p).
Обозначим через Ek(p), k � 2, наилучшую экспоненту вероятности ошибки де-

кодирования для k кодовых слов по каналу ДСК(p) без обратной связи. Ясно, что

E2(p) = F2(p) =
1

2
ln

1

4pq
.

Также понятно, что E3(p) определяется n-симплексным кодом (x1,x2,x3) (т.е. ко-
дом, в котором d(xi,xj) ≈ 2n/3 для всех i �= j), и поэтому

E3(p) =
1

3
ln

1

4pq
.

Ясно, что E3(p) � F3(p) � E2(p).
В работе [1] было доказано

Пр е д л оже н и е. Для Pe(3, n, p) справедлива оценка сверху (см. (4), (5))

Pe(3, n, p) �
( q
p

)1/3(
p1/3q2/3 + p2/3q1/3

)n
. (6)

Из (3), (5) и (6) следует

F3(p) � Ffb(p), (7)

где

Ffb(p) = − ln
(
p1/3q2/3 + p2/3q1/3

)
= − ln

[
p1/3q2/3(1 + z1/3)

]
� 0 (8)

и

p+ q = 1, z = z(p) = p/q.

Из последующих работ [2, 3] (где другими методами исследовалась вся функция
надежности F (R)) также, в частности, следовала формула (7).

При этом в работе [1] утверждалось, что в формуле (7) выполняется также про-
тивоположное неравенство

F3(p) � Ffb(p), (9)

и тогда в случае справедливости формулы (9) из (7) следовало бы равенство

F3(p) = Ffb(p). (10)
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Однако строгое доказательство формулы (9) в [1] отсутствовало. Позже в рабо-
те [4] была сделана еще одна попытка доказать формулу (9) (используя общее урав-
нение Беллмана), однако позже выяснилось, что доказательство также неверно.

Далее в статье доказывается формула (9), и поэтому справедлива формула (10).
Опишем возможные методы передачи одного из трех сообщений по каналу ДСК

с бесшумной обратной связью. Заметим, что любая разумная стратегия передачи
имеет следующий вид. В каждый момент k, k = 1, . . . , n, основываясь на получен-
ных на выходе канала сигналах yk−1, приемник выделяет некоторое сообщение θi0
и задает передатчику вопрос, является ли θi0 истинным сообщением θtrue. Здесь
важно наличие бесшумной обратной связи! Если истинное сообщение θtrue совпада-
ет с θi0 , т.е. θtrue = θi0 , то передается сигнал xk = 0. Если θtrue �= θi0 , то передается
сигнал xk = 1. После момента n принимается решение в пользу наиболее вероятного
сообщения θi.

Стратегия передачи, использованная в работах [1–3], вполне естественна: в каж-
дый момент времени k в качестве θi0(k) выбирается наиболее вероятное из сообще-
ний θi при условии yk−1. Кажется, что такая стратегия передачи дает наилучшую
экспоненту вероятности ошибки декодирования F3(p) (однако это необходимо дока-
зать, что не было сделано в [1–3]).

Основной результат статьи представляет

Т е о р ем а 1. Для Pe(3, n, p) справедлива оценка снизу

Pe(3, n, p) �
1

2

(
p1/3q2/3 + p2/3q1/3

)n
=

1

2

[
p1/3q2/3(1 + z1/3)

]n
, z = p/q, (11)

и поэтому для F3(p) имеет место формула (см. (8))

F3(p) = F (0, p) = Ffb(p). (12)

Заметим, что

E2(p) = F2(p) > F3(p) > E3(p), 0 < p < 1/2. (13)

Выход ДСК будем обозначать через yk = yk1 = (y1, . . . , yk), k = 1, . . . , n, где
yk ∈ {0, 1}.
Замечание 1. Поясним, почему при трех сообщениях бесшумная обратная связь

в принципе может помочь уменьшить вероятность ошибки декодирования. Действи-
тельно, предположим, что в момент времени i выполнено

p(yi |x1) ≈ p(yi |x2) � p(yi |x3),

т.е. сообщение θ3 значительно менее вероятно, чем сообщения θ1, θ2 (и в силу имею-
щейся бесшумной обратной связи об этом известно на передающем конце канала!).
Тогда для моментов времени t > i можно в основном проверять только оставшиеся
сообщения θ1 и θ2 (например, используя для этого противоположные кодовые слова,
как при двух сообщениях). Так как E2(p) > E3(p) (см. (13)), то такое кодирование
позволило бы уменьшить вероятность ошибки декодирования.

Замечание 2. Правая часть формулы (8) имеет следующую полезную интерпре-
тацию (не отмечавшуюся ранее). Пусть (x1,x2,x3) – n-симплексный код (т.е. код,
в котором d(xi,xj) ≈ 2n/3 для всех i �= j). Тогда справедлива формула (доказатель-
ство см. в Приложении)

P{En} ∼ e−Ffb(p)n, (14)
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где

En =
{
yn : p(yn | θ1) ≈ p(yn | θ2) ≈ p(yn | θ3)

}
. (15)

Иными словами, событие En определяет экспоненту вероятности ошибки декодиро-
вания.
Замечание 3. С точки зрения поведения функций надежности канал ДСК(p)

и гауссовский канал G(A) с ограничением на среднюю мощность A во многом по-
хожи друг на друга [5–7]. Однако эти же каналы с бесшумной обратной связью по-
казывают и существенную разницу. В частности, для ДСК(p) имеем F3(p) < E2(p)
(см. (13)), в то время как для гауссовского канала G(A) справедливо F3(A) = E2(A)
(см. [7]). Эта разница обусловлена тем, что для гауссовского канала G(A) в некото-
рые моменты можно передавать очень мощные сигналы, в то время как для канала
ДСК(p) это невозможно.

Следующий результат описывает оптимальный метод передачи в случае трех
сообщений.

Т е о р ем а 2. В каждый момент k, k = 1, . . . , n, наилучшее разбиение сообще-
ний {θ1, θ2, θ3} (минимизирующее вероятность ошибки декодирования Pe(n)) име-
ет следующий вид : наиболее вероятное сообщение (при условии выхода yk−1) про-
тив двух оставшихся сообщений.

Статья организована следующим образом. В § 2 для полноты приводится корот-
кое и очень изящное доказательство формулы (6) из [1] (по-видимому, это доказа-
тельство имеется только в диссертации [1] и не публиковалось в более доступных
источниках). В § 3 доказывается теорема 2. В § 4 вводится и описывается марков-
ская диаграмма декодера для оптимальной стратегии передачи. В § 5 с помощью
этой диаграммы доказывается теорема 1.

§ 2. Доказательство предложения 1
Через d(y,x) будем обозначать расстояние Хэмминга между векторами y и x.

Для каждого момента k, k = 1, . . . , n, через θ(1)(k), θ(2)(k), θ(3)(k) будем обозначать
упорядочение сообщений θ1, θ2, θ3 при условии yk, такое что

p
(
yk | θ(1)(k)

)
� p

(
yk | θ(2)(k)

)
� p

(
yk | θ(3)(k)

)
. (16)

Через x(1)(k),x(2)(k),x(3)(k) будем обозначать соответствующее упорядочение ис-
пользованных кодовых блоков. Тогда (16) эквивалентно упорядочению

d
(
yk,x(1)(k)

)
� d

(
yk,x(2)(k)

)
� d

(
yk,x(3)(k)

)
.

Будем называть d(i)(k) = d(yk,x(i)(k)) числом “отрицательных голосов” против
θ(i)(k) за время k. Обозначим также di = di(n).

Обозначим через d1,3(k), k = 1, . . . , n, среднее число “отрицательных голосов”
против всех сообщений за время k, т.е.

d1,3(k) =
1

3

3∑
i=1

d(i)(k). (17)

Используем стратегию, в которой в каждый момент времени k выделяется наи-
более вероятное сообщение θ(1)(k) и передатчик отвечает на вопрос, является ли
θ(1)(k) истинным сообщением θtrue. Если θtrue = θ(1)(k), то передатчик передает сиг-
нал xk = 0, а если θtrue �= θ(1)(k), то передается сигнал xk = 1.
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Тогда если выходной сигнал – это yk = 1, то сообщение θ(1)(k) получает допол-
нительно один отрицательный голос, а оставшиеся два сообщения {θ(2)(k), θ(3)(k)}
отрицательных голосов не получают. Если же выходной сигнал – это yk = 0, то со-
общение θ(1)(k) дополнительных отрицательных голосов не получает, а каждое из
оставшихся сообщений θ(2)(k) и θ(3)(k) получает дополнительно по одному отрица-
тельному голосу. В результате, если yk = 1, то величина d1,3 из (17) увеличивается
на 1/3. Если же yk = 0, то величина d1,3 увеличивается на 2/3. Если за все время n
было получено на выходе m нулей и n − m единиц, то d1,3(n) = (n + m)/3. Всего
имеется

(
n

m

)
возможностей разместить m нулей на n позициях.

Для любого момента k справедливы неравенства

d(1)(k) � d(2)(k) � d(3)(k) � d(2)(k) + 1. (18)

В (18) следует пояснить только последнее неравенство. Действительно, оно выпол-
няется при k = 1 (т.е. после получения выхода y1). Далее при k � 2 для используе-
мой стратегии сообщения θ(2)(k) и θ(3)(k) всегда попадают в одну группу, и поэтому
условие d(3)(k) � d(2)(k)+1 сохраняется (хотя сами сообщения θ(2)(k) и θ(3)(k) могут
меняться).

Из (17) и (18) следует неравенство

d(2)(k) � d1,3(k)− 1/3. (19)

Заметим, что каждая реализация выхода yn с e ошибками имеет вероятность
peqn−e. Так как истинное сообщение получает e отрицательных голосов, то для
ошибки декодирования необходимо иметь d(2)(n) = e или d(3)(n) = e. В любом
случае в силу (19) требуется e � d1,3(n)− 1/3, и поэтому необходимо

peqn−e �
(q
p

)1/3

pd1,3(n)qn−d1,3(n). (20)

Условие (20) ограничивает вероятность любой ошибочной траектории через вели-
чину d1,3(n). Заметим, что если m – число нулей, полученных на выходе за все вре-
мя n, то каждой ошибочной траектории соответствует величина d1,3(n) = (n+m)/3,
m = 0, 1, . . . , n. Так как всего имеется

(
n

m

)
возможностей разместить m нулей

на n позициях, то в силу (20) получаем

Pe(3, n, p) �
( q
p

)1/3 n∑
m=0

(
n

m

)
p(n+m)/3q(2n−m)/3 =

(q
p

)1/3(
p1/3q2/3 + p2/3q1/3

)n
,

откуда следует (6). �

§ 3. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим передачу трех равновероятных сообщений {θ1, θ2, θ3}. После каждо-
го момента k будем находить апостериорные вероятности сообщений πi(k), i = 1, 2, 3,
используя принятый блок yk = yk1 = (y1, . . . , yk), k = 1, . . . , n. Передача в момент
k + 1 зависит только от этих апостериорных вероятностей {πi(k)} (так как они со-
ставляют достаточную статистику). Можно считать, что в момент k+1 мы начинаем
передачу, но используя априорные вероятности {πi(k)}.

Обозначим через di(k) = di(y
k) = d(yk,xi(k)) общее число “отрицательных голо-

сов” против θi за время [1, k]. Обозначим также di = di(n).
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Всю информацию, которую имеет декодер в момент k, k = 1, . . . , n, после полу-
чения сигнала на выходе yk, составляют апостериорные вероятности πi(y

k) сообще-
ний θi, i = 1, 2, 3 (или, эквивалентным образом, набор расстояний di(y

k), i = 1, 2, 3).
Обозначим через i0(y

k) ∈ {1, 2, 3} номер, при котором достигается максимальное
значение величины πi(y

k) (или, эквивалентным образом, минимальное значение ве-
личины di(y

k)), т.е.

πi0(yk)(y
k) = max

i
πi(y

k), di0(yk)(y
k) = min

i
di(y

k), k = 1, . . . , n. (21)

С точки зрения декодера величина πi(y
n) есть апостериорная вероятность собы-

тия {θi = θtrue}. Поэтому наилучшим (с точки зрения вероятности ошибки декоди-
рования) является принятие решения в пользу сообщения θi0(yn) с максимальной
апостериорной вероятностью πi0(yn)(y

n). Поэтому в силу (21) имеем

Pe(n) = P{θi0(yn) �= θtrue} = 1−E I{θi0(yn)=θtrue} = 1−Eπi0(yn). (22)

Через Ak ∈ {θ1, θ2, θ3}, k = 1, . . . , n, будем обозначать сообщение, выделяемое
приемником в момент k, относительно которого он задает передатчику вопрос, яв-
ляется ли Ak истинным сообщением θtrue.

Рассмотрим изменение величины πi0(yk) из (21), (22) в зависимости от выбора
сообщения Ak+1. Для этого достаточно рассмотреть изменение величины∑

j �=i0

zdj(k)−di0(k),

где z = p/q, т.е. изменение величины 1/πi0(yk) (см. формулы (37), (38)).
Возможны два случая:

1) Существует единственный номер i0(y
k), такой что dj(y

k) − di0(yk)(y
k) � 1 для

всех j �= i0(y
k). Тогда i0(y

k+1) = i0(y
k) для всех yk+1. В этом случае наиболее

вероятное сообщение θi0(yk) в момент k остается наиболее вероятным и в момент
k + 1 для любого выхода yk+1.

2) Есть два различных номера i0(y
k) и i1(y

k), таких что di0(yk)(y
k) = di1(yk)(y

k) и
dj(y

k)− di0(yk)(y
k) � 1 для третьего номера.

Ясно, что в третьем возможном случае (когда все расстояния dj(y
k), j = 1, 2, 3,

равны) в силу симметрии любой выбор сообщения Ak+1 (т.е. любое разбиение сооб-
щений) дает одинаковый результат.

Рассмотрим сначала случай 1). Обозначим для краткости (где z = p/q)

aj = aj(y
k) = z

dj(y
k)−d

i0(yk)
(yk)

,

δj = δj(yk+1) = dj(yk+1)− di0(yk)(yk+1),

B(k,yk) =
∑
j �=i0

z
dj(y

k)−d
i0(yk)

(yk)
=

∑
j �=i0

aj ,

B(k + 1) =
∑
j �=i0

z
dj(y

k+1)−d
i0(y

k+1)
(yk+1)

=
∑
j �=i0

z
dj(y

k+1)−d
i0(yk)

(yk+1)
=

=
∑
j �=i0

ajz
δj(yk+1).

(23)

Обозначим также

Bj(k + 1) = B(k + 1), если Ak+1 = θj , j = 1, 2, 3. (24)
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Заметим, что величины δj , j = 1, 2, 3, принимают только значения 0, 1 и −1. Без
потери общности можно считать, что i0(y

k) = 1, и поэтому i0(y
k+1) = 1. Тогда

имеем δ1(yk+1) = 0 и

B(k) = a2 + a3, B(k + 1) = a2z
δ2(yk+1) + a3z

δ3(yk+1),

π1(k) =
1

1 +B(k)
, π1(k + 1) =

1

1 +B(k + 1)
.

(25)

Рассмотрим распределения случайных величин Bj(k + 1), j = 1, 2, 3, при условии
i0(y

k) = 1. Для j = 1, т.е. если Ak+1 = θ1, имеем

δ2 = δ3 =

{
1 с вероятностью π1(k)q + (1− π1(k))p = p+ (q − p)π1(k),

−1 с вероятностью q − (q − p)π1(k),
(26)

и тогда

B1(k + 1) =

{
(a2 + a3)z = B(k)z с вероятностью p+ (q − p)π1(k),

(a2 + a3)/z = B(k)/z с вероятностью q − (q − p)π1(k).
(27)

Для j = 2, т.е. если Ak+1 = θ2, имеем

δ3 = 0, δ2 =

{
1 с вероятностью π1(k)q + (1− π1(k))p = p+ (q − p)π1(k),

−1 с вероятностью q − (q − p)π1(k),
(28)

и поэтому

B2(k + 1) =

{
a2z + a3 с вероятностью p+ (q − p)π1(k),

a2/z + a3 с вероятностью q − (q − p)π1(k).
(29)

Аналогично для j = 3, т.е. если Ak+1 = θ3, имеем

δ2 = 0, δ3 =

{
1 с вероятностью p+ (q − p)π1(k),

−1 с вероятностью q − (q − p)π1(k),
(30)

и поэтому

B3(k + 1) =

{
a3z + a2 с вероятностью p+ (q − p)π1(k),

a3/z + a2 с вероятностью q − (q − p)π1(k).
(31)

В результате при i0(y
k) = 1 имеем

E1 = E
[
πi0(k + 1) |yk,Ak+1 = θ1

]
= E

[
1

1 +B1(k + 1)

∣∣∣ yk,Ak+1 = θ1

]
=

=
p+ (q − p)π1(k)

1 + (a2 + a3)z
+

q − (q − p)π1(k)

1 + (a2 + a3)/z
. (32)

Аналогично имеем

E2 = E
[
πi0(k + 1) |yk,Ak+1 = θ2

]
= E

[
1

1 +B2(k + 1)

∣∣∣ yk,Ak+1 = θ2

]
=

=
p+ (q − p)π1(k)

1 + a2z + a3
+

q − (q − p)π1(k)

1 + a2/z + a3
(33)
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и

E3 = E
[
πi0(k + 1) |yk,Ak+1 = θ3

]
= E

[
1

1 +B3(k + 1)

∣∣∣ yk,Ak+1 = θ3

]
=

=
p+ (q − p)π1(k)

1 + a2 + a3z
+

q − (q − p)π1(k)

1 + a2 + a3/z
. (34)

Покажем, что E1 � max{E2, E3}, т.е. что наилучшим является использование
Ak+1 = θ1 = θi0(yk). В силу симметрии достаточно показать, что E1 � E2. Действи-
тельно, в силу (32) и (33) имеем

E1 − E2 = [p+ (q − p)π1(k)]

[
1

1 + (a2 + a3)z
− 1

1 + a2z + a3

]
+

+ [q − (q − p)π1(k)]

[
1

1 + (a2 + a3)/z
− 1

1 + a2/z + a3

]
=

=
[p+ (q − p)π1(k)]a3(1− z)

[1 + (a2 + a3)z][1 + a2z + a3]
+

[q − (q − p)π1(k)]a3(1 − 1/z)

[1 + (a2 + a3)/z][1 + a2/z + a3]
=

= a3(1− z)

{
p+ (q − p)π1(k)

[1 + (a2 + a3)z][1 + a2z + a3]
−

− q − (q − p)π1(k)

z[1 + (a2 + a3)/z][1 + a2/z + a3]

}
= qa3(1− z)×

×
{

z + (1− z)π1(k)

[1 + (a2 + a3)z](1 + a2z + a3)
− 1− (1− z)π1(k)

(z + a2 + a3)(1 + a2/z + a3)

}
. (35)

Достаточно показать, что

z + (1 − z)π1(k)

[1 + (a2 + a3)z](1 + a2z + a3)
− 1− (1 − z)π1(k)

(z + a2 + a3)(1 + a2/z + a3)
� 0,

или, эквивалентным образом (после стандартных преобразований с использованием
формулы π1(k) = 1/(1 + a2 + a3)),

a2(1 − z) � 0. (36)

Формула (36) справедлива, если z � 1 (т.е. если p � 1/2). В силу (35) и (36) полу-
чаем E1 � E2. Аналогично получаем E1 � E3. Поэтому E1 � max{E2, E3}, а это
значит, что наилучшим является использование Ak+1 = θ1 = θi0(yk). Это завершает
рассмотрение случая 1).

Рассмотрим теперь случай 2), когда есть два различных номера i0(y
k) и i1(y

k),
таких что di0(yk)(y

k) = di1(yk)(y
k) и dj(y

k) − di0(yk)(y
k) � 1 для третьего номе-

ра. Без ограничения общности можно считать, что i0(y
k) = 1 и i1(y

k) = 3. Тогда
E1 = E3, и остается показать, что E1 � E2, и тогда наилучшим является использо-
вание Ak+1 = θ1 = θi0(yk) (или Ak+1 = θ3 = θi1(yk)). Заметим, что для любого yk+1

одно из расстояний di0(yk+1)(y
k+1) или di1(yk+1)(y

k+1) остается таким же, как и ра-
нее в момент k. Оставшиеся вычисления по существу совпадают с (23)–(36) (в дей-
ствительности они даже проще), и мы их опускаем. Это завершает доказательство
теоремы 2. �

§ 4. Марковская диаграмма декодера для оптимальной стратегии
Введем марковскую диаграмму, описывающую эволюцию декодера во времени.

Обозначим через di(k) = d(yk,xi(k)) общее число “отрицательных голосов” против θi
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Рис. 1. Марковская диаграмма декодера

за время [1, k]. Обозначим также di = di(n). Тогда (z = p/q < 1)

πi(k) =
zdi(k)

3∑
j=1

zdj(k)

=
1

1 +
∑
j �=i

zdj(k)−di(k)
, πi(n) =

1

1 +
∑
j �=i

zdj(n)−di(n)
. (37)

Заметим, что

πi(k)

1− πi(k)
=

zdi(k)∑
j �=i

zdj(k)
=

1∑
j �=i

zdj(k)−di(k)
. (38)

Для каждого момента k и каждого сигнала на выходе yk определим для сообще-
ния θi метрику mi(k,y

k) следующим образом:

mi(k,y
k) = d

(
yk,xi(k)

)
−min

j
d
(
yk,xj(k)

)
= di(k)−min

j
dj(k), i = 1, 2, 3. (39)

Ясно, что mi(k,y
k) � 0 и min

i
mi(k,y

k) = 0. Набор {mi(k,y
k)} является доста-

точной статистикой, поскольку он определяет апостериорные вероятности {πi(k)}
(см. (37)–(39)).

Обозначим через Sij� = Sijl(k) = Sijl(k,y
k) состояние диаграммы с i = m1(k,y

k),
j = m2(k,y

k), � = m3(k,y
k).

В результате вся диаграмма выглядит как “осьминог” с девятью “щупальцами”
(см. рис. 1). Например, одним из этих “щупалец” является (S011, S022, S033, . . .).

Будем называть S000 главным состоянием, а шесть состояний {S011, S100, S101,
S010, S110, S001} – основными состояниями. Оставшиеся состояния расположены на
“щупальцах”.

Тогда для вероятности ошибки декодирования Pe(n) имеем

Pe(n) �
2

3
P0(n), (40)
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где

P0(n) = P{S000(0) ⇒ S000(n)}. (41)

Опишем переходы между состояниями для оптимальной стратегии. Без ограни-
чения общности можно считать, что θtrue = θ1.

Если в момент k декодер находится в состоянии S000(k), то в этом случае мно-
жество A(k+ 1) выбирается равновероятно между тремя возможными вариантами.
В результате для следующего возможного состояния S(k + 1) получаем

S000(k) →

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S011(k + 1) с вероятностью q/3,

S100(k + 1) с вероятностью p/3,

S101(k + 1) с вероятностью p/3,

S010(k + 1) с вероятностью q/3,

S110(k + 1) с вероятностью p/3,

S001(k + 1) с вероятностью q/3.

(42)

Действительно, в момент k каждое сообщение θi имеет вероятность πi(k) = 1/3,
i = 1, 2, 3. Поэтому с вероятностью 1/3 имеем A(k + 1) = θ1. Так как мы предпо-
ложили, что θtrue = θ1, то с вероятностью q/3 получаем S(k + 1) = S011(k + 1),
а с вероятностью p/3 получаем S(k + 1) = S100(k + 1). Аналогично получаются
остальные строки в (42).

Проще всего описываются переходы из тех состояний, для которых множество
A(k + 1) определяется однозначно, без рандомизации (т.е. когда есть только одно
наиболее вероятное сообщение). Это состояния S011(k), S101(k), S110(k), . . . Для та-
ких состояний получаем

S011(k) →
{
S000(k + 1) с вероятностью p,

S022(k + 1) с вероятностью q,
(43)

S101(k) →
{
S000(k + 1) с вероятностью q,

S202(k + 1) с вероятностью p
(44)

S110(k) →
{
S000(k + 1) с вероятностью q,

S220(k + 1) с вероятностью p.
(45)

Аналогично описываются переходы из подобных же состояний S022(k), S202(k),
S220(k), . . . Переходы из оставшихся состояний S100(k), S010(k), S001(k) описываются
аналогично (42):

S100(k) →

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S101(k + 1) с вероятностью q/2,

S210(k + 1) с вероятностью p/2,

S110(k + 1) с вероятностью q/2,

S201(k + 1) с вероятностью p/2,

(46)

S010(k) →

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S021(k + 1) с вероятностью q/2,

S110(k + 1) с вероятностью p/2,

S120(k + 1) с вероятностью p/2,

S011(k + 1) с вероятностью q/2,

(47)
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S001(k) →

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S012(k + 1) с вероятностью q/2,

S101(k + 1) с вероятностью p/2,

S102(k + 1) с вероятностью p/2,

S011(k + 1) с вероятностью q/2.

(48)

§ 5. Доказательство теоремы 1

В силу (40), (41) достаточно оценить величину P0(n) = P{S000(0) ⇒ S000(n)}
снизу. Ясно, что

P0(n) =
∑
tn

P{tn}, (49)

где сумма берется по всем путям tn длины n вида S000(0) ⇒ S000(n).
Будем называть 3-путем любой путь длины 3 вида S000(k) ⇒ S000(k + 3). Будем

также называть 2-путем любой путь длины 2 вида S000(k) ⇒ S000(k + 2).
Ограничимся сначала в сумме в правой части (49) путями tn, проходящими толь-

ко через главное и основные состояния (т.е. не выходящие на щупальца). Тогда
нетрудно видеть, что любой такой путь tn состоит из 3-путей и 2-путей.

Всего имеется шесть 3-путей:

S000 → S100 → S101 → S000 с вероятностью pq2/6,

S000 → S100 → S110 → S000 с вероятностью pq2/6,

S000 → S010 → S011 → S000 с вероятностью pq2/6,

S000 → S010 → S110 → S000 с вероятностью pq2/6,

S000 → S001 → S101 → S000 с вероятностью pq2/6,

S000 → S001 → S011 → S000 с вероятностью pq2/6.

Поэтому

P{S000(k) → S000(k + 3)} = pq2. (50)

Всего имеется три 2-пути:

S000 → S011 → S000 с вероятностью qp/3,

S000 → S101 → S000 с вероятностью qp/3,

S000 → S110 → S000 с вероятностью qp/3.

(51)

Поэтому

P{S000(k) → S000(k + 2)} = pq. (52)

Оценим теперь величину P0(n) из (49), используя (50)–(52). Любой путь tn, огра-
ниченный основными состояниями, состоит из некоторого числа 2-путей n2 и неко-
торого числа 3-путей n3. При этом 2n2+3n3 = n, 0 � n2 � n/2, а общее число путей
равно

m = n2 + n3 =
n+ n2

3
.
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Имеется
(
m

n2

)
способов разместить n2 2-путей. Оставшиесяm−n2 мест занимают n3

3-путей. Поэтому имеем (z = p/q)

P0(n) =

n/2∑
n2=0

(
(n+ n2)/3

n2

)
(pq)n2(pq2)n3 =

=

n/2∑
n2=0

(
(n+ n2)/3

n2

)
(pq)n2(pq2)(n−2n2)/3 = (pq2)n/3

n/2∑
n2=0

(
(n+ n2)/3

n2

)
zn2/3. (53)

Оценим снизу сумму в правой части (53). Максимум величины
(
(n+ n2)/3

n2

)
zn2/3

по n2 достигается при n2 = a0n, где величина a0 будет найдена далее. Тогда

n/2∑
n2=0

(
(n+ n2)/3

n2

)
zn2/3 �

(
n(1 + a0)/3

a0n

)
za0n/3 �

� 1

n

n(1+a0)/3∑
n2=0

(
n(1 + a0)/3

n2

)
zn2/3 =

1

n
(1 + z1/3)n(1+a0)/3. (54)

Для аккуратности оценим также сверху сумму в правой части (53). Имеем
n∑

n2=0

(
(n+ n2)/3

n2

)
zn2/3 � n

(
n(1 + a0)/3

a0n

)
za0n/3 �

� n

n(1+a0)/3∑
n2=0

(
n(1 + a0)/3

n2

)
zn2/3 = n(1 + z1/3)n(1+a0)/3.

В результате из (53) и (54) получаем

P0(n) �
1

n
(pq2)n/3(1 + z1/3)n(1+a0)/3. (55)

Найдем теперь величину a0 в (54), (55). Так как

ln

(
(n+ n2)/3

n2

)
≈ (n+ n2)

3
h

(
3n2

n+ n2

)
,

то обозначая n2 = an, 0 � a � 1/2, введем функцию

f1(p, a) = (1 + a)h
( 3a

1 + a

)
− a ln(q/p), 0 � a � 1/2.

Величина a0 максимизирует функцию f1(p, a) по 0 � a � 1/2. Заметим, что

f1(p, a) = (1 + a) ln(1 + a)− 3a ln(3a)− (1− 2a) ln(1− 2a)− a ln(q/p),

(f1(p, a))
′
a = ln

p(1 + a)(1− 2a)2

27qa3
, (f1(p, a))

′′
aa < 0,

(f1(p, a))
′
a=0 = ∞, (f1(p, a))

′
a=1/2 = −∞.

Поэтому a0(p) является единственным корнем уравнения

27qa3 − p(1 + a)(1− 2a)2 = 0 = (27− 31p)a3 + 3pa− p.
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Для этого корня имеем [8, п. 1.8-3]

a0(p) =

[
p

2(27− 31p)

]1/3⎧⎨⎩
[
1 +

√
27(1− p)

27− 31p

]1/3
+

[
1−

√
27(1− p)

27− 31p

]1/3⎫⎬⎭ .

При малых p имеем 3a0(p) ≈ p1/3. Так как a0 < 2, то оценка (55) уступает оценке
сверху (6)–(8) для Pe(3, n, p). Однако оценка (55) показывает, что при исследовании
величины P0(n) нельзя ограничиваться только основными состояниями, а следует
учитывать также и состояния на щупальцах.

Усилим теперь оценку (55), принимая во внимание также и состояния на щу-
пальцах. Будем называть 2-петлей любой путь длины 2 с одинаковыми начальным
и конечным состояниями (не обязательно состояниями S000). Помимо 2-путей из (51)
примерами 2-петель являются также

S011 → S022 → S011 с вероятностью qp,

S100 → S201 → S100 с вероятностью qp/2,

S100 → S210 → S100 с вероятностью qp/2,

S101 → S202 → S101 с вероятностью qp, . . .

Такие 2-петли выходят на щупальца.
Рассмотрим пути tn, состоящие из некоторого числа 3-путей n3 и некоторого чис-

ла 2-петель k2. Пусть мы разместили n3 3-путей на [1, n]. После этого вставим k2
2-петель в любые различные k2 моментов на [1, n]. Если такая 2-петля попадает на
начальное состояние 3-пути, то этот 3-путь просто полностью сдвигается вправо на
два шага. Если такая 2-петля попадает на внутреннее состояние 3-пути, то часть это-
го 3-пути сдвигается вправо на два шага, чтобы вместить эту 2-петлю. Аналогичным
образом 2-петли можно также вставлять в другие 2-петли.

Так как необходимо, чтобы n = 3n3 + 2k2, то

P0(n) �
n/2∑
k2=0

(
n

k2

)
(pq)k2(pq2)n3 =

n/2∑
k2=0

(
n

k2

)
(pq)k2(pq2)(n−2k2)/3 =

= (pq2)n/3
n/2∑
k2=0

(
n

k2

)
zk2/3. (56)

Заметим, что(
n

k2

)
zk2/3 +

(
n

n− k2

)
z(n−k2)/3 � 2

(
n

k2

)
zk2/3, k2 � n/2, z < 1.

Тогда (56) можно продолжить следующим образом:

P0(n) �
1

2
(pq2)n/3

n∑
k2=0

(
n

k2

)
zk2/3 =

1

2
(pq2)n/3(1 + z1/3)n. (57)

Поэтому из (57), (40) и (41) получаем

Pe(n) �
2

3
P0(n) �

1

3
(pq2)n/3(1 + z1/3)n. (58)

Из (58) следует (8) и теорема 1 (формулы (11), (12)). �
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о ф о рму лы (14). Рассмотрим n-симплексный код вида
(x1,x2,x3), где x1 имеет вначале n/3 единиц и затем 2n/3 нулей, x2 имеет вна-
чале n/3 нулей, затем n/3 единиц и потом n/3 нулей, а x3 имеет вначале 2n/3 нулей
и затем n/3 единиц. Тогда w(x1) = w(x2) = w(x3) = n/3 и d12 = d13 = d23 = 2n/3.

Пусть выход y имеет u1n/3 единиц на первых n/3 позициях, u2n/3 единиц на
следующих n/3 позициях и u3n/3 единиц на последних n/3 позициях. Тогда

d(x1,y)/n = (1− u1 + u2 + u3)/3,

d(x2,y)/n = (1 + u1 − u2 + u3)/3,

d(x3,y)/n = (1 + u1 + u2 − u3)/3.

Так как d(x1,y) = d(x2,y) = d(x3,y), то получаем u1 = u2 = u3 и

p(yn |x1) = pd(x1,y)qn−d(x1,y) = qnzd(x1,y) = qnz(1+u)n/3, z = p/q < 1.

Поэтому

P
{
p(yn |x1) ≈ p(yn |x2) ≈ p(yn |x3)

}
∼ max

0�u�1
P
{
p(yn |x1) ≈ qnz(1+u)n/3

}
∼

∼ max
0�u�1

{(
n

un

)
p(1+u)n/3q(2−u)n/3

}
∼ qn max

0�u�1

{(
n

un

)
z(1+u)n/3

}
,

и

1

n
max
0�u�1

lnP{p(yn |x1)} = ln q + max
0�u�1

g(u), (59)

где

g(u) = h(u) + (1 + u) ln(z1/3), g′(u) = ln
1− u

u
+ ln(z1/3), g′′(u) < 0.

Для максимизирующего u0 получаем

u0 =
1

1 + z−1/3
=

p1/3

p1/3 + q1/3
,

и после несложных преобразований

ln q + g(u0) = ln
(
p1/3q2/3 + p2/3q1/3

)
. (60)

Из (59) и (60) следуют формулы (14) и (15). �
Автор благодарит Л.А. Бассалыго и Г.А. Кабатянского за полезные обсуждения

и конструктивные критические замечания, улучшившие статью.
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ОДНА ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВЗАИМНОЙ ИНФОРМАЦИИ

Рассматривается задача о нахождении максимума взаимной информации
I(X;Y ) двух случайных величин X и Y с конечным числом значений при усло-
вии, что задана лишь величина их склеивания, т.е. вероятность Pr{X = Y }.
Получены явные нижние и верхние границы для указанного максимума, явля-
ющиеся в некоторых случаях оптимальными.

Ключевые слова: взаимная информация, склеивание дискретных распределе-
ний вероятностей, вероятность ошибки.

DOI: 10.31857/S0555292322030020, EDN: DZXJIO

Посвящается памяти проф. Э.М. Габидулина

Рассмотрению различных экстремальных задач, связанных с взаимной информа-
цией I(X ;Y ) случайных величин X и Y , посвящено много работ. В частности, клас-
сическая задача о нахождении минимума I(X ;Y ) дискретных случайных величин
X и Y при условии, что заданы распределение вероятностей случайной величины X
и вероятность ошибки Pr{X �= Y } = ε, известная как задача об ε-энтропии X , рас-
сматривалась в [1–3]. Ряд других подобных экстремальных задач рассматривался,
например, в [4–7], где также можно найти библиографию по этой тематике.

В настоящей статье рассматривается задача о получении явных нижних и верх-
них границ, а в некоторых случаях и точных значений для максимума взаимной
информации I(X ;Y ) двух случайных величин X и Y с конечным числом значе-
ний при условии, что задана лишь вероятность их склеивания, т.е. вероятность α =
= Pr{X = Y } (или, что эквивалентно, задана вероятность ошибки ε = Pr{X �= Y } =
= 1− α).

Для формулировки полученных результатов введем некоторые определения и
обозначения. Будем всегда предполагать, что рассматриваемые ниже случайные ве-
личиныX и Y принимают n различных значений в некотором множествеN , |N | = n,
n � 2. Для заданного параметра α, 0 � α � 1, положим

Imax(α) = max
(X,Y ): Pr{X=Y }=α

I(X ;Y ), (1)

где максимум берется по всевозможным совместным распределениям случайных
величин X и Y со значениями в множестве N , таким что Pr{X = Y } = α. Введем
также функции

Hk(x) = −x ln
x

k
− (1− x)ln

1− x

n− k
, 0 � x � 1, k = 1, 2, . . . , n− 1, (2)

J(x) = (1 + x) lnn− (1 + x) ln(1 + x) + x lnx, x � 0, (3)
ϕ(x, y) = (x+ y) ln(x+ y)− x lnx− y ln y, 0 � x, y � 1. (4)
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Заметим, что Hk(p) – это энтропия распределения вероятностей P = {pi, i ∈ N},
где

pi =

⎧⎪⎨⎪⎩
p

k
при i = 1, 2, . . . , k,

1− p

n− k
при i = k + 1, k + 2, . . . , n.

Сформулируем теперь основные результаты статьи.
П р е д л оже н и е 1. Величина Imax(α) принимает свое максимальное значение

lnn тогда и только тогда, когда

α =
k

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 2, n

(т.е. k – любое целое между 0 и n, кроме k = n− 1).
Доказательства этого и нижеследующих предложений приведены в Приложении.

В следующем предложении рассматриваются малые значения α.

П р е д л оже н и е 2. Для любого α, 0 � α � 1

n
, справедливы следующие утвер-

ждения:
• Для Imax(α) справедлива нижняя граница

Imax(α) �

⎧⎨⎩J(α), если 0 � α � α∗,

H1(α), если α∗ � α � 1

n
,

(5)

где H1(α) и J(α) определены в (2) и (3), а α∗, 0 < α∗ <
1

3n− 1
, – единственное

решение уравнения H1(α
∗) = J(α∗) на указанном интервале;

• Нижняя граница в (5) является оптимальной на отрезке α ∈ [0, α∗], т.е.

Imax(α) = J(α), если 0 � α � α∗, (6)

где α∗, 0 < α∗ < α∗, – единственное решение уравнения H1(2α∗) = J(α∗) на
указанном интервале;

• Для Imax(α) справедлива верхняя граница

Imax(α) � H1(2α), если α∗ � α � 1

3n− 1
. (7)

Замечание 1. Естественной нижней границей для Imax(α) может служить вели-
чина max

(X,Y ): Pr{X=Y }=α
I(X ;Y ) при условии, что X имеет равномерное распределение

на множестве N . Из результатов [7, следствие 2] следует, что такая граница име-
ет вид

Imax(α) �

⎧⎪⎨⎪⎩
lnn− ϕ

( 1

n
, α
)
, если 0 � α � 1

2n
,

lnn− ϕ
( 1

n
,
1

n
− α

)
, если

1

2n
� α � 1

n
,

(8)

где функция ϕ(· , ·) определена в (4). Однако эта нижняя граница (8) слабее, чем
нижняя граница (5). Действительно, для этого следует лишь убедиться, что при
любом расположении параметра α∗ внутри отрезка

[
0,

1

n

]
(хотя при доказатель-

стве формулы (5) будет показано, что на самом деле всегда имеет место неравен-
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ство α∗ <
1

3n− 1
) справедливы неравенства

J(α) � lnn− ϕ
( 1

n
, α
)
, если 0 � α � 1

2n

и

H1(α) � lnn− ϕ
( 1

n
,
1

n
− α

)
, если

1

2n
� α � 1

n
.

Первое из них следует из того, что разность

J(α) − lnn+ ϕ
( 1

n
, α
)

возрастает по α, а при α = 0 она равна нулю, а второе – из того, что разность

H1(α)− lnn+ ϕ
( 1

n
,
1

n
− α

)
,

как нетрудно проверить, убывает по α, а при α =
1

n
она тоже равна нулю.

При этом заметим, что в формуле (22) следствия 2 в [7] имеются опечатки, по-
этому приведем здесь исправленный вид этой формулы, которая понадобится нам
и в дальнейшем. А именно, утверждение, содержащее эту формулу, должно выгля-
деть следующим образом:
Если X имеет равномерное распределение на множестве из n элементов и

1− ε =
m

n
+ β, 0 � β � 1

n
, m = 0, 1, 2, . . . , n− 1, то

H
(2)
min(P, ε) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ϕ
( 1

n
, ε
)
, если m = n− 1,

ϕ
( 1

n
, β
)
, если m = n− 2 или m < n− 2 и 0 � β � 1

2n
,

ϕ
( 1

n
,
1

n
− β

)
, если m < n− 2 и

1

2n
� β � 1

n
.

(9)

Напомним также, что в [7] использовалось определение

H
(2)
min(P, ε) = min

PY |X : Pr{Y �=X}=ε
H(X |Y ), (10)

где P – заданное распределение вероятностей случайной величины X , а H(X |Y ) –
условная энтропия X при заданном Y .

Большим значениям α посвящено

Пр е д л оже н и е 3. Для любого α, 1− 1

n
� α � 1, справедливы следующие утвер-

ждения:
• Для Imax(α) и любого натурального n, 3 � n � 14, справедлива нижняя граница

Imax(α) �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
J(1− α), если 1− 1

2n− 1
� α � 1,

H1(1 − α)− ϕ(1− α, 1 − α), если α̂ � α � 1− 1

2n− 1
,

H2(1 − α), если 1− 1

n
� α � α̂,

(11)
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где α̂, 1− 1

n
< α̂ < 1− 1

2n− 1
, – единственное решение уравнения

H1(1− α̂)− ϕ(1 − α̂, 1− α̂) = H2(1− α̂)

на указанном интервале;
• Для Imax(α) и любого натурального n, n � 15, справедлива нижняя граница

Imax(α) �
{
J(1− α), если α̃ � α � 1,

H2(1 − α), если 1− 1

n
� α � α̃,

(12)

где α̃, 1− 1

2n− 1
< α̃ < 1, – единственное решение уравнения

J(1 − α̃) = H2(1 − α̃)

на указанном интервале;
• Нижние границы в (11) и (12) являются оптимальными на отрезке α ∈ [α, 1],
т.е.

Imax(α) = J(1− α), если α � α � 1, (13)

где α, α̃ < α < 1, – единственное решение уравнения

H1(1− α) = J(1 − α)

на указанном интервале (заметим, что α = 1− α∗ – см. предложение 2);
• Для Imax(α) и любого натурального n, n � 3, справедлива верхняя граница

Imax(α) � H1(1 − α), если 1− 1

2n− 1
� α � α. (14)

Замечание 2. Как и в случае малых значений α, представляется естественным
сравнить нижние границы (11) и (12) для Imax(α) при больших значениях α со сле-
дующей нижней границей:

Imax(α) � lnn− ϕ
( 1

n
, 1− α

)
, если 1− 1

n
� α � 1, (15)

полученной при условии, что X имеет равномерное распределение, поскольку в этом
случае известно точное значение для min

Y : Pr{X=Y }=α
H(X |Y ) (см. (9)). Нетрудно пока-

зать, что нижняя граница (15) слабее нижних границ (11) и (12). Для этого следует
вначале заметить, что при доказательстве предложения 3 будет доказана форму-
ла (П.22). Поэтому, чтобы доказать, что (15) слабее (11) и (12), достаточно показать,
что при любом n � 3 справедливы неравенства

J(1 − α) � lnn− ϕ
( 1

n
, 1− α

)
, если 1− 1

2n− 1
� α � 1, (16)

и

H1(1− α)− ϕ(1 − α, 1− α) � lnn− ϕ
( 1

n
, 1− α

)
,

если 1− 1

n
� α � 1− 1

2n− 1
.

(17)

Неравенство (16) следует из того, что разность его левой и правой частей убывает
по α, а при α = 1 она равна нулю. Для доказательства (17) следует заметить, что
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разность его левой и правой частей есть вогнутая функция α, при α = 1 − 1

n
она

равна нулю, а при α = 1− 1

2n− 1
положительна, так как

H1

( 1

2n− 1

)
− ϕ

( 1

2n− 1
,

1

2n− 1

)
= J

( 1

2n− 1

)
> lnn− ϕ

( 1

n
,

1

2n− 1

)
согласно (16).

В следующем предложении рассматриваются средние значения параметра α.

П р е д л оже н и е 4. Для любого α, 1

n
< α < 1− 1

n
, справедливы следующие ниж-

ние границы:

Imax(α) �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Hk(α), если

k

n
< α � α̂(k) и k � n− 3,

Hk+1(α), если α̂(k) � α � k + 1

n
и k � n− 3,

Hn−2(α), если
n− 2

n
< α <

n− 1

n
,

(18)

где α̂(k) = ln
(
1 +

1

n− k − 1

) /
ln
(
1 +

n

k(n− k − 1)

)
, и

Imax(α) �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

lnn− ϕ
( 1

n
, α− k

n

)
, если

k

n
< α � 2k + 1

2n
и k � n− 3,

lnn− ϕ
( 1

n
,
k + 1

n
− α

)
, если

2k + 1

2n
� α � k + 1

n
и k � n− 3,

lnn− ϕ
( 1

n
, α− n− 2

n

)
, если

n− 2

n
< α <

n− 1

n
.

(19)

При этом нижняя граница (18) лучше нижней границы (19), полученной при усло-
вии, что X имеет равномерное распределение (см. (9)). Более того, нижняя гра-
ница (18) является оптимальной, т.е. в (18) имеет место знак равенства, если
α =

k

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 2, n (см. также предложение 1).

Замечание 3. Отметим также еще одну естественную и простую нижнюю гра-
ницу для Imax(α), справедливую для всех α, 0 � α � 1. А именно, справедливо
неравенство

Imax(α) � lnn− (1 − α) ln(n− 1)− h(α), (20)

где

h(x) = −x lnx− (1− x) ln(1− x), 0 � x � 1,

– двоичная энтропия. Неравенство (20) является прямым следствием известного
неравенства Фано

H(X |Y ) � Pe ln(n− 1) + h(Pe), где Pe = Pr{X �= Y }. (21)

Однако граница (20) слабее приведенных выше нижних границ для Imax(α) при рав-
номерном распределении X , так как в последнем случае известно точное значение
для минимума условной энтропии H(X |Y ) (см. (9)), в то время как неравенство
Фано дает лишь оценку сверху для H(X |Y ), не зависящую от распределения X .
А нижние границы для Imax(α) при равномерном распределении X в свою очередь
слабее наших нижних границ (5), (11), (12) и (18) для Imax(α), как указано в заме-
чаниях 1 и 2 и предложении 4.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 1. Утверждение этого предложения по-
чти очевидно. Действительно, информация I(X ;Y ) принимает свое максимальное
значение lnn тогда и только тогда, когда X имеет равномерное распределение,
а условная энтропия H(X |Y ) равна нулю, что означает, что X должно быть де-
терминированной функцией Y . Поэтому Imax(α) = lnn тогда и только тогда, когда
в (n × n)-матрице совместного распределения X и Y можно расставить n чисел 1

n
таким образом, чтобы в каждой строке и в каждом столбце этой матрицы стояло
ровно по одному элементу 1

n
, а сумма диагональных элементов была равна α (а все

остальные элементы этой матрицы должны быть равны нулю). Ясно, что это можно
сделать, только если α =

k

n
, где k – любое целое от 0 до n, кроме k = n− 1. �

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 2. Прежде всего отметим, что всюду
в дальнейшем, когда речь идет о распределении вероятностей PX = P = {pi, i ∈ N}
случайной величины X , будем для удобства считать, что компоненты pi этого рас-
пределения упорядочены по убыванию, так что p1 � p2 � . . . � pn > 0. В частности,
всегда будем считать, что pmin = min

i∈N
pi = pn.

Для доказательства нижней границы (5) воспользуемся следующим результатом
из [7, следствие 2]: для заданного распределения вероятностей P = {pi, i ∈ N}
случайной величины X справедливо равенство

min
Y : Pr{Y=X}=α

H(X |Y ) =

{
ϕ(α, pn), если 0 � α � α0,

ϕ(pn − α, pn−1), если α0 � α � pn,
(П.1)

где α0 – решение уравнения

ϕ(pn − α0, pn−1) = ϕ(α0, pn), (П.2)

а функция ϕ(x, y) определена в (4). Так как ϕ(x, y) возрастает по каждому из своих
аргументов, а мы рассматриваем минимум по всем распределениямX и Y , таким что
Pr{Y = X} = α и задана только минимальная компонента pn распределения P , то из
(П.1) и (П.2) следует, что указанный минимум достигается на любом P , у которого
pn−1 = pn, а тогда получаем,что

min
(X,Y ): Pr{Y=X}=α, pmin=pn

H(X |Y ) = ϕ(α, pn), если 0 � α � pn
2
, (П.3)

min
(X,Y ): Pr{Y=X}=α, pmin=pn

H(X |Y ) = ϕ(pn − α, pn) �

� ϕ(α, pn), если
pn
2

� α � pn. (П.4)

Теперь, учитывая (П.3) и (П.4), имеем

Imax(α) � max
pn: α�pn� 1

n

max
X: pmin=pn

[
H(X)− min

Y : Pr{Y=X}=α
H(X |Y )

]
�

� max
pn: α�pn� 1

n

[
H1(pn)− ϕ(α, pn)

]
, (П.5)

где H1(·) определена в (2). При выводе (П.5) мы также воспользовались тем, что
max

X: pmin=pn

H(X) = H1(pn). Нетрудно убедиться, что H1(pn) − ϕ(α, pn) является во-
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гнутой функцией от pn, и ее максимум на отрезке pn ∈
[
α,

1

n

]
достигается в точке

pn = p∗n(α) =
1

n
− n− 1

n
α,

если p∗n(α) ∈
[
α,

1

n

]
, т.е. если 0 � α � 1

2n− 1
. Если же 1

2n− 1
� α � 1

n
, то максимум

H1(pn)− ϕ(α, pn) достигается при pn = α. Нетрудно убедиться, что

H1(p
∗
n(α))− ϕ(α, p∗n(α)) = J(α),

где J(·) определено в (3). Таким образом, из (П.5) теперь следует, что

Imax(α) �

⎧⎪⎨⎪⎩
J(α), если 0 � α � 1

2n− 1
,

H1(α) − ϕ(α, α), если
1

2n− 1
< α � 1

n
.

(П.6)

Теперь заметим, что для любых α ∈
[
0,

1

n

]
справедлива другая нижняя граница:

Imax(α) � H1(α), если α ∈
[
0,

1

n

]
. (П.7)

Действительно, I(X ;Y ) = H1(α), если компоненты pij матрицы M = ‖pij‖ni,j=1 сов-
местного распределения X и Y имеют вид

pij =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α, если i = j = 1,
1− α

n− 1
, если j = i+ 1, i = 2, 3, . . . , n− 1, и если i = n, j = 2,

0 в остальных случаях,

поскольку в этом случае H(X) = H1(α), а H(X |Y ) = 0.

Очевидно, что нижняя граница (П.7) лучше (П.6), если 1

2n− 1
< α � 1

n
, так

как ϕ(α, α) > 0 при α > 0. Поэтому необходимо сравнить эти границы также и при
α ∈

[
0,

1

2n− 1

]
. Имеем

[J(α) −H1(α)]
′
α = ln

n(n− 1)α2

1− α2
< 0 при α ∈

[
0,

1

2n− 1

]
,

так как n(n− 1)α2

1− α2
� 1

4
. Значит, функция J(α) −H1(α) убывает по α, а при α = 0

она положительна. Покажем теперь, что

J

(
1

3n− 1

)
−H1

(
1

3n− 1

)
< 0.

Действительно, нетрудно убедиться, что

J

(
1

3n− 1

)
= ln(3n− 1)− 3n− 2

3n− 1
ln 3− 2 ln 3

3n− 1
, (П.8)

H1

(
1

3n− 1

)
= ln(3n− 1)− 3n− 2

3n− 1
ln 3− 3n− 2

3n− 1
ln

(
1 +

1

3n− 3

)
. (П.9)
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Неравенство J
(

1

3n− 1

)
−H1

(
1

3n− 1

)
< 0 следует из того, что

3n− 2

3n− 1
ln

(
1 +

1

3n− 3

)
<

2 ln 3

3n− 1
.

Таким образом, имеем

J(α) > H1(α), если 0 � α � α∗,

J(α) < H1(α), если α∗ < α <
1

3n− 1
,

где α∗ – единственное решение уравнения J(α∗) = H1(α
∗) на интервале 0 � α(∗) <

<
1

3n− 1
. Нижняя граница (5) доказана.

Докажем теперь равенство (6) и верхнюю границу (7). Для этого заметим, что

Imax(α) = max{J1(α), J2(α)}, если 0 � α � 1

2n
, (П.10)

где

J1(α) = max
pn: 2α�pn� 1

n

max
X: pmin=pn

[
H(X)− min

Y : Pr{Y=X}=α
H(X |Y )

]
, (П.11)

J2(α) = max
pn: pn�2α

max
X: pmin=pn

[
H(X)− min

Y : Pr{Y=X}=α
H(X |Y )

]
. (П.12)

Согласно (П.3) имеем

min
Y : Pr{Y=X}=α

H(X |Y ) = ϕ(α, pn), если pn � 2α,

и мы видели, что

max
pn: 2α�pn� 1

n

max
X: pmin=pn

[H(X)− ϕ(α, pn)] = J(α)

и достигается в точке

pn = p∗n(α) =
1

n
− n− 1

n
α.

Однако последнее равенство для максимумов верно, лишь если p∗n(α) удовлетворяет
нашему ограничению p∗n(α) � 2α (ранее у нас было другое ограничение p∗n(α) � α),
что эквивалентно условию 0 � α � 1

3n− 1
. Если же 1

3n− 1
� α � 1

2n
, то

max
pn: 2α�pn� 1

n

max
X: pmin=pn

[H(X)− ϕ(α, pn)]

достигается в точке pn = 2α. Таким образом, справедливо равенство

J1(α) =

⎧⎪⎨⎪⎩
J(α), если 0 � α � 1

3n− 1
,

H1(2α)− ϕ(α, 2α), если
1

3n− 1
< α � 1

2n
.

(П.13)

В случае, когда pn � 2α, точное значение

max
pn: pn�2α

max
X: pmin=pn

[
H(X)− min

Y : Pr{Y=X}=α
H(X |Y )

]
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неизвестно, и поэтому можно лишь утверждать, что

J2(α) � max
X: pn�2α

H(X) = H1(2α), 0 � α � 1

2n
. (П.14)

Поэтому из (П.10)–(П.14) теперь следует, что

Imax(α) = J(α), если J(α) � H1(2α). (П.15)

Найдем ограничения на α, при которых J(α) � H1(2α). Нетрудно убедиться, что
разность J(α)−H1(2α) убывает по α, при α = 0 она положительна, а при α =

1

3n− 1отрицательна. Действительно, имеем

J
( 1

3n− 1

)
= ln(3n− 1)− 3n

3n− 1
ln 3 (см. (П.8)),

H1

( 2

3n− 1

)
= ln(3n− 1)− 3n

3n− 1
ln 3 +

1

3n− 1
ln

27

4
> J

( 1

3n− 1

)
.

Поэтому J(α) � H1(2α) при 0 � α � α∗ и J(α) � H1(2α) при α∗ < α <
1

3n− 1
, где

α∗ – решение уравнения J(α∗) = H1(2α∗), причем очевидно, что α∗ < α∗ <
1

3n− 1
,

где α∗ – решение уравнения J(α∗) = H1(α
∗). Теперь из (П.13)–(П.15) следует равен-

ство (6) и верхняя граница (7).
В заключение отметим, что второе из равенств в (П.13) приводит к нижней гра-

нице

Imax(α) � H1(2α)− ϕ(α, 2α), если
1

3n− 1
� α � 1

2n
, (П.16)

которая, однако, слабее доказанной выше нижней границы (5). Для этого следует
лишь убедиться, что

H1(α) > H1(2α)− ϕ(α, 2α), если
1

3n− 1
� α � 1

2n
.

Нетрудно проверить, что разность H1(α) − [H1(2α) − ϕ(α, 2α)] возрастает по α на
отрезке α ∈

[ 1

3n− 1
,
1

2n

]
, а при α =

1

3n− 1
она положительна. Действительно, легко

убедиться, что на этом отрезке

[H1(α)−H1(2α) + ϕ(α, 2α)]′α = ln
27(n− 1)α(1 − α)

(1− 2α)2
> 0,

а

H1

( 1

3n− 1

)
−H1

( 2

3n− 1

)
+ ϕ

( 1

3n− 1
,

2

3n− 1

)
=

= −3n− 2

3n− 1
ln
(
1 +

1

3n− 3

)
+

2 ln 3

3n− 1
� 0.

На этом доказательство предложения 2 заканчивается. �
Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 3. Отметим сразу, что хотя доказатель-

ство этого предложения в идейном плане вполне аналогично вышеприведенному до-
казательству предложения 2, но оно имеет ряд существенных отличий. В частности,
в рассматриваемом сейчас случае в отличие от предложения 2 нижние границы для
Imax(α) существенно различаются в зависимости от величины параметра n, когда
n � 14 или когда n � 15.
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Вначале снова воспользуемся следующим результатом из [7, следствие 2]: для
заданного распределения вероятностей P = {pi, i ∈ N} случайной величины X
справедливо равенство

min
Y : Pr{Y=X}=α

H(X |Y ) = ϕ(1 − α, pn), если 1− pn � α � 1. (П.17)

Воспользовавшись (П.17), получаем

Imax(α) = max{J ′
1(α), J

′
2(α)}, (П.18)

где

J ′
1(α) = max

pn: 1−α�pn� 1
n

max
X: pmin=pn

[
H(X)− min

Y : Pr{Y=X}=α
H(X |Y )

]
=

= max
pn: 1−α�pn� 1

n

[H1(pn)− ϕ(1 − α, pn)], (П.19)

J ′
2(α) = max

pn: pn�1−α
max

X: pmin=pn

[
H(X)− min

Y : Pr{Y =X}=α
H(X |Y )

]
�

� max
pn: pn�1−α

H(X) = H1(1− α). (П.20)

При доказательстве предложения 2 было показано, что

max
pn: α�pn� 1

n

[H1(pn)− ϕ(α, pn)] =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
J(α), если 0 � α � 1

2n− 1
,

H1(α)− ϕ(α, α), если
1

2n− 1
< α � 1

n
,

(П.21)

и этот максимум достигается в точке

pn = p∗n(α) =
1

n
− n− 1

n
α,

если 0 � α � 1

2n− 1
, и в точке pn = α, если 1

2n− 1
� α � 1

n
.

В рассматриваемом сейчас случае больших значений α нахождение максимума

max
pn: 1−α�pn� 1

n

[H1(pn)− ϕ(1− α, pn)]

отличается от нахождения максимума в (П.21) лишь заменой параметра α на 1−α.
Поэтому из (П.18) и (П.19) для Imax(α) получаем следующую нижнюю границу:

Imax(α) � J ′
1(α) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
J(1− α), если 1− 1

2n− 1
� α � 1,

H1(1− α)− ϕ(1 − α, 1− α), если 1− 1

n
� α � 1− 1

2n− 1
,

(П.22)

причем первое из этих равенств для J ′
1(α) достигается в точке

pn = p∗n(1− α) =
1

n
− n− 1

n
(1− α),

а второе – в точке pn = 1− α.
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Теперь заметим, что справедлива другая нижняя граница:

Imax(α) � H2(1 − α) для всех α ∈
[
1− 1

n
, 1
]
. (П.23)

Действительно, эта нижняя граница следует из того, что I(X ;Y ) = H2(1− α), если
компоненты матрицы M = ‖pij‖ni,j=1 совместного распределения X и Y задаются
равенствами

pij =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
α

n− 2
, если i = j = 1, 2, . . . , n− 2,

1− α

2
, если i = n− 1, j = n и если i = n, j = n− 1,

0 в остальных случаях,

поскольку для этого совместного распределения H(X) = H2(1 − α) и H(X |Y ) = 0.
Отметим, что в отличие от случая малых значений α, когда была справедлива ниж-
няя граница Imax(α) � H1(α) (см. (П.7)), в данном случае больших значений α
мы не можем утверждать, что Imax(α) � H1(1 − α), так как не удается построить
совместное распределение X и Y такое, чтобы H(X) = H1(1− α), а H(X |Y ) = 0.

Таким образом, нам необходимо сравнить нижние границы (П.22) и (П.23) для
различных значений α и выбрать из них наилучшую. Сравним вначале первую из
границ в (П.22) с (П.23) на интервале α ∈

[
1 − 1

2n− 1
, 1
]
. Легко проверить, что

разность J(1− α)−H2(1− α) возрастает по α на данном интервале, так как

(
J(1 − α)−H2(1− α)

)′
α
= ln

2α(2− α)

n(n− 2)(1 − α)2
> 0,

а при α = 1 эта разность положительна. Поэтому необходимо сравнить значения
J(1− α) и H2(1− α) при α = 1− 1

2n− 1
. Имеем

J
( 1

2n− 1

)
= ln(2n− 1)− 2n ln 2

2n− 1
, (П.24)

H2

( 1

2n− 1

)
= ln(2n− 1)− (2n− 3) ln 2

2n− 1
− 2n− 2

2n− 1
ln

n− 1

n− 2
, (П.25)

так что

H2

( 1

2n− 1

)
= J

( 1

2n− 1

)
+

1

2n− 1

[
ln 8− 2(n− 1) ln

n− 1

n− 2

]
. (П.26)

Замечая, что функция (n−1) ln
n− 1

n− 2
убывает по n, и учитывая, что ln 8 ≈ 2,07944, а

2(n− 1) ln
n− 1

n− 2
≈
{
2,08111, если n = 14,

2,07502, если n = 15,
(П.27)

получаем, что нижняя граница (П.22) лучше (П.23) при всех α ∈
[
1− 1

2n− 1
, 1
]
, если

3 � n � 14, и при α ∈ [α̃, 1], если n � 15, где α̃, 1 − 1

2n− 1
< α̃ < 1, – единственное

решение уравнения

J(1 − α̃) = H2(1− α̃)
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на указанном интервале. Если же n � 15 и α ∈
[
1 − 1

2n− 1
, α̃
]
, то граница (П.23)

лучше (П.22). Таким образом, мы доказали справедливость границ (11) и (12) на
интервале

[
1− 1

2n− 1
, 1
]
.

Сравним теперь вторую из границ в (П.22) с границей (П.23) на интервале α ∈
∈
[
1− 1

n
, 1− 1

2n− 1

]
. Для этого заметим, что разность

[H1(1− α)− ϕ(1 − α, 1− α)]−H2(1 − α)

возрастает по α и при α = 1− 1

n
она отрицательна, так как легко проверить, что

H1

( 1
n

)
− ϕ

( 1

n
,
1

n

)
−H2

( 1
n

)
= −3 ln 2

n
+

n− 1

n
ln

(
1 +

1

n− 2

)
< 0,

поскольку ln 8 > 2, а

(n− 1) ln
(
1 +

1

n− 2

)
� n− 1

n− 2
< 2 при n > 2.

Теперь, замечая, что при α = 1− 1

2n− 1
эта разность равна

− 1

2n− 1

[
ln 8− 2(n− 1) ln

n− 1

n− 2

]
,

так как нетрудно проверить, что

H1

( 1

2n− 1

)
− ϕ

( 1

2n− 1
,

1

2n− 1

)
= J

( 1

2n− 1

)
,

а для J
( 1

2n− 1

)
справедливо равенство (П.26), то снова, учитывая (П.27), убеждаем-

ся в справедливости нижних границ (11) и (12) и на интервале α ∈
[
1− 1

n
, 1− 1

2n− 1

]
.

Для доказательства равенства (13) и верхней границы (14) достаточно проверить,
что

H1(1− α) � H2(1 − α) для всех α, 1− 1

n
� α � 1, (П.28)

и что

J(1 − α) � H1(1− α) для α ∈ [α, 1], (П.29)

J(1 − α) � H1(1− α) для α ∈
[
1− 1

2n− 1
, α
]
, (П.30)

где α, α ∈
[
1− 1

2n− 1
, 1
]
– единственное решение уравнения

J(1 − α) = H1(1− α)

на указанном интервале. Справедливость неравенства (П.28) следует из того, что
разность H1(1 − α) −H2(1− α) убывает по α на отрезке

[
1− 1

n
, 1
]
, а при α = 1 эта

разность положительна. Для доказательства (П.29) и (П.30) следует лишь убедиться
в том, что разность J(1− α)−H1(1− α) возрастает по α на отрезке

[
1− 1

2n− 1
, 1
]
,

отрицательна при α = 1− 1

2n− 1
и положительна при α = 1. На этом доказательство

предложения 3 заканчивается. �
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Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 4. Вначале заметим, что для рассмат-
риваемых сейчас “средних” значений параметра α, когда 1

n
< α < 1 − 1

n
, явное

выражение для min
Y : Pr{Y=X}=α

H(X |Y ) при заданном распределении X получить не

удается в отличие от малых и больших значений α. Поэтому для средних значе-
ний α не удается получить и аналоги нижних границ для Imax(α), представленных
в предложениях 2 и 3.

Для средних значений α естественно рассмотреть два типа явных нижних гра-
ниц для Imax(α) и сравнить их между собой: когда совместное распределение X
и Y таково, что Pr{Y = X} = α, а H(X |Y ) = 0, и когда X имеет равномерное
распределение, поскольку в этом случае точное значение для min

Y : Pr{Y=X}=α
H(X |Y )

известно (см. (9)). В первом случае, когда предполагается, что условная энтропия
H(X |Y ) равна нулю и Pr{Y = X} = α, матрица совместного распределения X и Y
должна содержать в каждой строке и каждом столбце ровно по одному ненулевому
элементу, а сумма диагональных элементов должна быть равна α. Как нетрудно
убедиться, в случае, когда

k

n
< α � k + 1

n
, k = 1, 2, . . . , n− 3,

то для того чтобы максимизировать количество информации I(X ;Y ) = H(X), необ-
ходимо выбрать наилучший из следующих двух способов расположения ненулевых
элементов в этой матрице совместного распределения:
1) k чисел α

k
расположить на диагонали, а остальные n − k чисел 1− α

n− k
располо-

жить по одному в каждой из оставшихся незанятых строк и каждом незанятом
столбце, и

2) k+1 чисел α

k + 1
расположить на диагонали, а остальные n−k−1 чисел 1− α

n− k − 1
расположить по одному в каждой из оставшихся незанятых строк и каждом неза-
нятом столбце.

В первом из этих случаев H(X) = Hk(α), а во втором H(X) = Hk+1(α), где Hi(x)

определено в (2). Если же k = n−2, т.е. n− 2

n
< α <

n− 1

n
, то равенствоH(Y |X) = 0

возможно только в первом из указанных выше случаев расположения ненулевых
элементов в матрице совместного распределения, так что в этом случае H(X) =
= Hn−2(α). Теперь заметим, что

max{Hk(α), Hk+1(α)} =

⎧⎪⎨⎪⎩
Hk(α), если

k

n
< α � α̂(k),

Hk+1(α), если α̂(k) � α � k + 1

n
,

(П.31)

где

α̂(k) = ln

(
1 +

1

n− k − 1

) /
ln

(
1 +

n

k(n− k − 1)

)
, k = 1, 2, . . . , n− 3. (П.32)

Действительно, равенства (П.31) и (П.32) следуют из того факта, что разность
Hk(α)−Hk+1(α) убывает по α,

Hk

(k
n

)
−Hk+1

(k
n

)
> 0, Hk

(k + 1

n

)
−Hk+1

(k + 1

n

)
< 0,

так что α̂(k) представляет собой решение уравнения

Hk(α̂(k)) = Hk+1(α̂(k)).
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Таким образом, справедливость нижней границы (18) установлена, причем ее опти-
мальность при

α =
k

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 2, n,

следует из предложения 1. Нижняя граница (19) является прямым следствием ра-
венства (9). Покажем теперь, что граница (18) лучше, чем (19).

Пусть вначале

k

n
< α � 2k + 1

2n
, k = 1, 2, . . . , n− 3.

В этом случае достаточно показать, что

Hk(α) > lnn− ϕ
( 1

n
, α− k

n

)
.

Для этого заметим, что разность

Hk(α) − lnn+ ϕ
( 1

n
, α− k

n

)
является вогнутой функцией α, а при α =

k

n
она равна нулю. Поэтому, чтобы дока-

зать, что в рассматриваемом случае (18) лучше (19), достаточно убедиться, что

Hk

(2k + 1

2n

)
> lnn− ϕ

( 1

n
,
1

2n

)
.

Простые выкладки показывают, что

Hk

(2k + 1

2n

)
= lnn− 2k + 1

2n
ln
(
1 +

1

2k

)
− 2n− 2k − 1

2n
ln
(
1− 1

2(n− k)

)
,

lnn− ϕ
( 1

n
,
1

2n

)
= lnn− 1

2n
ln

27

4
.

Требуемое неравенство Hk

(
2k + 1

2n

)
> lnn − ϕ

(
1

n
,
1

2n

)
теперь следует из того, что

2k + 1

2n
ln
(
1 +

1

2k

)
+

2n− 2k − 1

2n
ln
(
1− 1

2(n− k)

)
�

� 2k + 1

4nk
− 2n− 2k − 1

4n(n− k)
<

1

2n
ln

27

4
.

Значит, в рассматриваемом случае, когда

k

n
< α � 2k + 1

2n
, k = 1, 2, . . . , n− 3,

нижняя граница (18) лучше (19).
Аналогично доказывается, что нижняя граница (18) лучше (19) и в двух остав-

шихся случаях, когда

2k + 1

2n
� α � k + 1

n
, k = 1, 2, . . . , n− 3,

и когда k = n− 2, т.е.

n− 2

n
< α <

n− 1

n
.
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В первом из них доказывается, что

Hk+1(α) > lnn− ϕ
( 1

n
,
k + 1

n
− α

)
,

а во втором – что

Hn−2(α) > lnn− ϕ
( 1

n
, α− n− 2

n

)
.

На этом доказательство предложения 4 заканчивается. �
В заключение автор выражает искреннюю благодарность рецензенту за указание

на ряд неточностей в статье, устранение которых привело к улучшению ее качества.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ерохин В. ε-Энтропия дискретного случайного объекта // Теория вероятн. и ее примен.
1958. Т. 3. № 1. С. 103–107. http://mi.mathnet.ru/tvp4919

2. Berger T. Rate Distortion Theory: A Mathematical Basis for Data Compression. Englewood
Cliffs, NJ: Prentice Hall, 1971.
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О ВЕСОВОМ СПЕКТРЕ КЛАССА КОДОВ
С ПАРАМЕТРАМИ КОДОВ РИДА–МАЛЛЕРА1

Приведен новый метод построения дважды экспоненциального класса двоич-
ных кодов с параметрами кодов Рида–Маллера. Исследованы весовой спектр и
дистанционная инвариантность предложенных кодов. В построенном классе ко-
дов с параметрами кода Рида–Маллера показано существование кодов с тем же
весовым распределением, что и у кода Рида –Маллера, а также кодов с весовым
распределением, отличным от него. Установлено, что все коды с параметрами
кода Рида –Маллера, полученные конструкцией Васильева –Пулатова, отлич-
ные от расширенных совершенных кодов, либо эквивалентны оригинальным
кодам Рида –Маллера, либо имеют отличное от них распределение расстояний.

Ключевые слова: код Рида –Маллера, код с параметрами кода Рида–Малле-
ра, весовой спектр, дистанционная инвариантность, обобщенная конструкция
Пулатова, свитчинговая конструкция.

DOI: 10.31857/S0555292322030032, EDN: EAAOCA

§ 1. Введение

Двоичный линейный код Рида –Маллера порядка r, 0 � r � m, обозначаемый
через RM(r,m), определяется как совокупность векторов длины 2m для любого
m � 1, отвечающих булевым функциям отm переменных степени не более чем r. Код

RM(r,m) имеет мощность 2k, k =
r∑

i=0

(
m

i

)
, и кодовое расстояние 2m−r. Коды Ри-

да –Маллера обладают рядом хороших свойств. Известно, что код RM(m−r−1,m)
является дуальным к коду RM(r,m). Код RM(m− 2,m) – расширенный двоичный
код Хэмминга, а RM(1,m) – расширенный двоичный код Адамара длины n = 2m,
m � 2. Для любых допустимых r и m код RM(r,m) обладает базисом, состоящим
из кодовых слов минимального веса (см. [1]). Напомним, что код Рида –Маллера
RM(r + 1,m + 1) представим широко известной в литературе конструкцией Плот-
кина:

{(x+ y |x) : x ∈ RM(r + 1,m), y ∈ RM(r,m)} (1)

(см., например, [1]).
Задача описания весового спектра классических двоичных кодов Рида –Маллера

все еще остается открытой, несмотря на значительные усилия и полученные резуль-
таты ряда исследователей (см. [2], а также недавние работы [3, 4]).

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00135, https:
//rscf.ru/project/22-21-00135/
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Коды Рида –Маллера обладают хорошими процедурами кодирования и декоди-
рования и в течение многих десятилетий активно используются как на практике,
так и в теоретических исследованиях в области теории кодирования и криптогра-
фии. Кроме того, в теории блок-схем представляют интерес 3-схемы, получаемые
из совокупностей кодовых слов фиксированного веса. Каждая такая схема обладает
нетривиальными комбинаторно-алгебраическими свойствами.

В 2009 г. в [5] были предложены полярные схемы, имеющие те же самые па-
раметры, что и схемы кодов Рида –Маллера, но не изоморфные им. Этот резуль-
тат опроверг широко известную гипотезу Хамады для схем, выдвинутую в 1973 г.
в работе [6]. Расширение двоичного кода, натянутого на блоки полярной схемы,
полученной из проективной геометрии PG(2s, 2), является кодом, допускающим ма-
жоритарное декодирование и имеет параметры кода Рида –Маллера RM(s, 2s+ 1),
будучи не эквивалентным ему [7]. В работе [8] показано, что некоторые из этих ко-
дов обладают исключительным свойством иметь то же самое весовое распределение,
что и упомянутые коды Рида –Маллера.

Широкие классы двоичных нелинейных кодов с параметрами кодов Рида –Мал-
лера были предложены рядом авторов (см. [9] и список литературы в работе [10],
а также [11]). Среди них упомянем конструкции и исследование нетривиальных
свойств Z4-линейных кодов Рида –Маллера (см. [10, 12–14]).

В настоящей статье приведено обобщение свитчинговой конструкции Пулато-
ва [9] для кодов с параметрами классических двоичных кодов Рида –Маллера. Ме-
тод построения Пулатова является обобщением широко известной конструкции Ва-
сильева для совершенных кодов [15]. Следует отметить, что свитчинговый подход
оказался плодотворным для решения многих проблем для совершенных q-ичных
кодов, q � 2 (см. [16]).

В данной статье для предложенного нового класса кодов исследованы такие важ-
ные инварианты и свойства как весовой спектр и дистанционная инвариантность.
Найдены условия, при которых код имеет тот же самый весовой спектр, что и код
RM(r,m), а также условия, при которых полученный код является дистанционно
инвариантным. Доказано, что дистанционно инвариантные коды из предложенного
класса кодов с тем же самым весовым спектром, что и у классического кода Рида –
Маллера, но не эквивалентные ему, крайне редки. В частности показано, что таких
кодов нет среди оригинальных кодов Пулатова.

§ 2. Конструкция
Основные определения и понятия см. в [1]. Всюду далее через d обозначено ко-

довое расстояние, а через w(x) – вес вектора x. Весовой спектр кода C – это упоря-
доченный набор WC , где WC,i равно числу кодовых слов кода C веса i. Двоичный
код C называется дистанционно инвариантным, если выполняется WC+x = WC+y

для любых кодовых слов x и y из C. Вектор y = (y1, . . . , yn) называется предше-
ствующим вектору x = (x1, . . . , xn), что записывается в виде y � x, если yi � xi

для всякого i = 1, . . . , n.
Далее потребуется следующий известный факт.
У т в е ржд е н и е 1. Для любых векторов z, y справедливо w(y+z | z) � w(y), где

равенство достижимо в том и только том случае, когда z � y.
Напомним свитчинговую конструкцию Пулатова [9] для кодов с параметрами

классических кодов Рида –Маллера.
Пусть ei – двоичный вектор длины 2m с 1 лишь в i-й координатной позиции.

Пусть λ : RM(r,m) → {0, 1} – произвольная функция. Тогда множество{
(x+ y + e1λ(y) | x+ e1λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m), y ∈ RM(r,m)

}
(2)
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является расширенным двоичным кодом Пулатова, имеющим те же параметры, что
и код Рида –Маллера RM(r + 1,m + 1). Полагая функцию λ тождественно рав-
ной нулю, получим представление кода RM(r + 1,m+ 1) посредством конструкции
Плоткина (1).

Рассмотрим следующее обобщение метода построения Пулатова. Обозначим че-
рез T совокупность представителей (лидеров) смежных классов кода RM(r + 1,m)
в пространстве F2m , взятых по одному вектору из каждого смежного класса. Пусть
λ : RM(r,m) → T – произвольная функция. Через RMλ(r + 1,m + 1) обозначим
следующий код:{

(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m), y ∈ RM(r,m)
}
. (3)

Для произвольного фиксированного кодового слова y из кода RM(r,m) рассмотрим
подкод

Rλ
y =

{
(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m)

}
(4)

кода RMλ(r + 1,m + 1). Таким образом, последний представляет собой следующее
объединение подкодов Rλ

y :

RMλ(r + 1,m+ 1) =
⋃

y∈RM(r,m)

Rλ
y . (5)

Если λ – тождественно нулевая функция, то через Ry будем обозначать множе-
ство

{(x+ y |x) : x ∈ RM(r + 1,m)}.

Отсюда с учетом (1) имеем следующее представление классического кода Рида –
Маллера:

RM(r + 1,m+ 1) =
⋃

y∈RM(r,m)

Ry. (6)

Для любого y ∈ RM(r,m) минимальное расстояние подкодаRλ
y совпадает с мини-

мальным расстоянием d = 2m−r кода RM(r,m), так как по определению Rλ
y (см. (4))

его минимальное расстояние равно минимальному весу ненулевого вектора (x |x),
x ∈ RM(r + 1,m), т.е. 2 × 2m−(r+1) = 2m−r. Для различных y, y′ из кода RM(r,m)
и для любых векторов x, x′ ∈ RM(r + 1,m) согласно утверждению 1 справедливо

w
(
x+ y + λ(y) + x′ + y′ + λ(y′) |x + λ(y) + x′ + λ(y′)

)
� w(y + y′),

и в свою очередь, вес вектора y + y′ не меньше d. Отсюда минимальное расстояние
кода RMλ(r + 1,m+ 1) равно d. Следовательно, справедлива

Т е о р ем а 1. Для любой функции λ : RM(r,m) → T код RMλ(r+1,m+1) имеет
ту же самую длину, мощность и минимальное расстояние, что и код Рида –Мал-
лера RM(r + 1,m+ 1).
Замечание 1. Заметим, что теорема 1 верна также в случае, когда вместо кодов

RM(r,m) и RM(r + 1,m) рассматриваются произвольные линейные коды C и D,
а также для кодов над некоторыми другими метриками, в частности, над метри-
кой Ли. Полученные ниже весовые свойства этой конструкции кодов Рида –Мал-
лера существенно опираются на результат Касами и Токуры [2] о несуществовании
кодовых слов оригинального кода Рида –Маллера, имеющих веса между d и 3d/2.
По этой причине приводимые ниже результаты излагаются лишь для кодов Рида –
Маллера.
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Сл е д с т в и е 1. Пусть λ и λ′ – функции из RM(r,m) в T , такие что суще-
ствует y из RM(r,m), для которого λ(y) �= λ′(y). Тогда коды RMλ(r + 1,m + 1)

и RMλ′
(r + 1,m+ 1) различны. В частности, имеется

|RM(m− r − 2,m)||RM(r,m)|

попарно различных кодов, полученных согласно конструкции (3).

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что RMλ(r+1,m+1) = RMλ′
(r+1,m+1).

Для кодового слова y из RM(r,m), удовлетворяющего условию следствия, и неко-
торого кодового слова y′ ∈ RM(r,m) рассмотрим кодовые слова

(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) и (x′ + y′ + λ′(y′) |x′ + λ′(y′))

кодов RMλ(r + 1,m + 1) и RMλ′
(r + 1,m + 1) соответственно. Если эти векторы

совпадают, то

λ(y) + λ′(y′) = x+ x′,

x+ y + λ(y) = x′ + y′ + λ′(y′).

Поскольку x и x′ принадлежат коду RM(r + 1,m), из первого условия имеем

λ(y) + λ′(y′) = x+ x′ ∈ RM(r + 1,m).

Объединяя это со вторым равенством, получаем y = y′, и значит, λ(y) + λ′(y) ∈
∈ RM(r+1,m). Отсюда, так как функции λ и λ′ принимают значения в T , получаем,
что λ(y) = λ′(y), противоречие.

Так как код RM(m− r− 2,m) дуален коду RM(r+1,m), то размер множества T
равен

|F2m/RM(r + 1,m)| = |RM(m− r − 2,m)|.

Отсюда с учетом числа различных функций λ, действующих из кода RM(r,m)
в множество T , следует требуемая нижняя оценка числа кодов. �

§ 3. Основные результаты

В данном параграфе ограничимся случаем, когда функция λ такова, что y ∈
∈ RM(r,m) и w(λ(y)) < d/4. Всюду далее d = 2m−r – минимальное расстояние
кодов RM(r,m) и RMλ(r + 1,m+ 1).

3.1. Нижняя граница весового спектра кода RMλ(r+1,m+1). В этом пункте
коснемся весового спектра кода (5), в частности, исследуем число кодовых слов
небольшого веса, меньшего 3d/2.

У т в е ржд е н и е 2. Пусть x – кодовое слово кода RM(r + 1,m), а y – кодовое
слово кода RM(r,m), такое что w(y) > d, где d = 2m−r. Тогда для любого вектора
u ∈ F2m выполняется

w(y + u+ x |u + x) � w(y) � 3d/2.

Док а з а т е л ь с т в о. Неравенство w(y+u+x |u+x) � w(y) справедливо соглас-
но утверждению 1. Распределение небольших, т.е. близких к минимальному, весов
в коде Рида –Маллера известно (см. [2]). В частности, вес, следующий за минималь-
ным весом в коде RM(r,m), равен 3d/2. Значит, так как w(y) > d, то w(y) � 3d/2,
и утверждение доказано. �
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Рассматривая достаточно небольшие веса вектора λ(y), из следующей леммы
получим, что кодовые слова (x + y + λ(y) |x + λ(y)) кода RMλ(r + 1,m + 1) ми-
нимального веса могут возникнуть только вследствие минимальности веса вектора
(x+ y |x), либо в случае, когда он нулевой.

Л емма 1. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная функция, удовлетворяю-
щая условиям λ(0) = 0 и w(λ(y)) < d/4 для любого y ∈ RM(r,m), где d = 2m−r.
1. Если y ∈ RM(r,m) таков, что w(y) = d и для некоторого x ∈ RM(r + 1,m)
выполнено

w(x + y + λ(y) |x + λ(y)) = d,

то w(x + y |x) = d;
2. Для любого y ∈ RM(r,m) имеем WRλ

y ,d
� WRy,d. Кроме того, справедливо

WRMλ(r+1,m+1),d � WRM(r+1,m+1),d.

Док а з а т е л ь с т в о. 1. Предположим противное, т.е. w(x + y |x) > d. Заметим,
что по утверждению 1 имеет место

w(x + y |x) � w(y) = d.

Тогда по теореме Касами и Токуры [2] кодовое слово (x+y |x) кода RM(r+1,m+1)
имеет вес не менее 3d/2. Тогда, поскольку w(λ(y)) < d/4, то вес вектора (x + y +
+λ(y) |x + λ(y)) не может быть равен d, противоречие с условием.

2. Напомним, что

Rλ
y =

{
(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m)

}
и

Ry =
{
(x + y |x) : x ∈ RM(r + 1,m)

}
.

Согласно (5) код RMλ(r + 1,m + 1) равен
⋃

y∈RM(r,m)

Rλ
y , в то время как код Рида –

Маллера RM(r + 1,m+ 1) равен
⋃

y∈RM(r,m)

Ry (см. (6)). Для каждого y ∈ RM(r,m)

сравним число векторов веса d в подкодах Rλ
y и Ry.

Если y = 0, то поскольку λ(0) = 0, имеем Rλ
0 = R0 и WRλ

y ,d
= WRy ,d.

Если w(y) = d, то из первого утверждения настоящей леммы следует, что суще-
ствует инъективное отображение из множества векторов кода Rλ

y , имеющих вес d,
в множество векторов из Ry веса d посредством сдвига на вектор (λ(y) |λ(y)). Сле-
довательно, WRλ

y ,d
� WRy,d.

Всякий вектор из Ry равен (x+y+λ(y) |x+λ(y)) для некоторого x ∈ RM(r+1,m).
Если w(y) > d, то полагая u = λ(y) в утверждении 2, убеждаемся, что

w(x + y + λ(y) |x + λ(y)) � 3d/2,

и векторов веса d в Rλ
y не существует. �

Далее рассмотрим случай, который позволяет получить коды с весовым спек-
тром, отличным от спектра кода RM(r + 1,m+ 1).

Л емма 2. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная функция, удовлетворяю-
щая условиям λ(0) = 0 и w(λ(y)) < d/4 для любого y ∈ RM(r,m), где d = 2m−r.
Если найдется кодовое слово z в RM(r,m), такое что w(z) = d и λ(z) � z, то

WRλ
z ,d

= 0 и WRMλ(r+1,m+1),d < WRM(r+1,m+1),d.
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Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное: пусть в RMλ(r+1,m+ 1) суще-
ствует кодовое слово (x+ z+λ(z) |x+λ(z)) веса d. Тогда по лемме 1, учитывая, что
z – вектор веса d, вектор (x + z |x) имеет вес d. Отсюда x � z согласно утвержде-
нию 1. Из утверждения 1, примененного к вектору (x+ z+λ(z) |x+λ(z)), вытекает,
что x+λ(z) � z. Следовательно, x � z, x+λ(z) � z, а по условию λ(z) � z. Так как
одновременно все эти три свойства не выполняются, получаем противоречие. �

Следующее утверждение описывает “хороший случай” в том смысле, что весовые
спектры кодов RMλ(r + 1,m+ 1) и RM(r + 1,m+ 1) совпадают.

У т в е ржд е н и е 3. Справедливо следующее.
1. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная функция, удовлетворяющая условию

λ(y) � y для любого y ∈ RM(r,m). Тогда

WRMλ(r+1,m+1) = WRM(r+1,m+1).

2. Для всякого 0 � r < m существует не менее
|RM(r,m)|

2 −1∑
i=1

Ci
|RM(r,m)|

2m−r−2−1∑
j=1

Cj
2m−r

различных кодов RMλ(r + 1,m+ 1) с тем же весовым распределением, что и у
кода RM(r + 1,m+ 1), и не эквивалентных ему.
Док а з а т е л ь с т в о. 1. Без ограничения общности предположим, что векторы

y, x и λ(y) имеют вид

y = (1, . . . , 1 |0, . . . , 0),
x = (x1, . . . , xs |xs+1, . . . , xn),

λ(y) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0 |0, . . . , 0),

где w(y) = s и w(λ(y)) = � < s.
Рассмотрим векторы (x+ y+ λ(y) |x+ λ(y)) и (x+ y |x). Очевидно, что конкате-

нация векторов

(y + x+ λ(y)) = (x1, . . . , x�, x�+1 + 1, . . . , xs + 1 |xs+1, . . . , xn),

(x+ λ(y)) = (x1 + 1, . . . , x� + 1, x�+1, . . . , xs |xs+1, . . . , xn)

может быть получена из конкатенации векторов

y + x = (x1 + 1, . . . , xs + 1 |xs+1, . . . , xn),

x = (x1, . . . , xs |xs+1, . . . , xn)

посредством некоторой подстановки. Следовательно, вектор (x+ y+ λ(y) |x+ λ(y))
получается перестановкой из вектора (x+ y |x), и

WRMλ(r+1,m+1) = WRM(r+1,m+1).

2. Рассмотрим не тождественно нулевые функции λ, принимающие нулевые зна-
чения на хотя бы |RM(r,m)|

2
+ 1 векторах из RM(r,m), один из которых нулевой,

и для всех y ∈ RM(r,m) выполняется λ(y) � y, где w(λ(y)) < d/4. Так как для
всякой такой функции λ код RMλ(r + 1,m + 1) содержит нулевой вектор и имеет
больше половины общих кодовых слов с линейным кодом RM(r + 1,m+ 1), то код
RMλ(r+1,m+1) не линеен, и следовательно, не эквивалентен коду RM(r+1,m+1).
Согласно первому пункту данного утверждения всякий такой код имеет то же весо-
вое распределение, что и RM(r + 1,m + 1). Значения рассматриваемой функции λ
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всегда принадлежат шару радиуса d/4 − 1 и, в свою очередь, множеству лидеров
классов смежности линейного кода RM(r + 1,m) в F2m . В силу утверждения 1 по-
лучаем, что все такие коды попарно различны. Из того, что каждое кодовое слово
кода RM(r,m) имеет вес не менее d = 2m−r, число возможностей выбрать ненулевой
вектор λ(y), λ(y) � y, в шаре радиуса d/4 − 1 с центром в кодовом слове y веса не
менее 2m−r равно

2m−r−2−1∑
j=1

Cj
2m−r .

Отсюда, предварительно выбирая множество кодовых слов из кода RM(r,m), на ко-
торых значения функций λ ненулевые, получаем требуемую нижнюю оценку числа
таких кодов. �
Замечание 2. Случай r = m − 2 является исключительным. Для всякой функ-

ции λ код RMλ(m − 2,m) является расширенным совершенным кодом, и следова-
тельно, дистанционно инвариантным.

3.2. Дистанционная инвариантность, случай двузначных функций. В этом пунк-
те рассмотрим двузначные функции λ, полагая ненулевое значение функции векто-
ром, имеющим относительно небольшой вес. Покажем, что при этом ограничении
на функцию λ не существует дистанционно инвариантных кодов, полученных кон-
струкцией (3) и имеющих то же весовое распределение, что и коды Рида –Маллера,
но отличных от них. Как следствие, будет построено большое количество линей-
ных кодов с весовым распределением, отличным от весового распределения кода
Рида –Маллера.

Напомним, что базис линейного кода, состоящий из кодовых слов минимального
веса, называется базисом минимального веса.

Л емма 3. Для любых r,m, таких что 0 � r � m, 1 � m и i ∈ {1, . . . , 2m}, код

{u : u ∈ RM(r,m), ui = 0}

имеет базис минимального веса.

Док а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем по индукции. Легко убедиться,
что для малых m лемма верна.

Пусть для всех r � m− 1 и любых i, не превосходящих 2m−1, коды

{x : x ∈ RM(r,m− 1), xi = 0}

имеют базисы минимального веса.
Согласно конструкции Плоткина (1) выполняется

RM(r,m) =
{
(x+ y |x) : x ∈ RM(r,m− 1), y ∈ RM(r − 1,m− 1)

}
.

Из данной конструкции, подставляя x+y вместо x, без ограничения общности можно
считать, что i � 2m−1 + 1. Убедимся, что код{

(x+ y |x) : x ∈ RM(r,m− 1), xi = 0, y ∈ RM(r − 1,m− 1)
}

(7)

имеет базис минимального веса. Напомним, что минимальное расстояние кода
RM(r − 1,m − 1) равно 2m−r и что он имеет базис минимального веса. По пред-
положению индукции код{

(x |x) : x ∈ RM(r,m− 1), xi = 0
}
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также имеет минимальное расстояние 2m−r и обладает базисом минимального веса.
Следовательно, код (7) тоже обладает базисом минимального веса. �

Ут в е ржд е н и е 4. Пусть для любого i ∈ {1, . . . , 2m} функция λ такова, что
λ(y) = yiei для каждого y ∈ RM(r,m). Тогда код RMλ(r + 1,m + 1) совпадает
с кодом RM(r + 1,m+ 1) с точностью до перестановки координатных позиций.

Док а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольный элемент i ∈ {1, . . . , 2m}. Так
как λ(y) = yiei для каждого кодового слова y кода RM(r,m), то λ(y) � y. Докажем,
что транспозиция π = (i, 2m + i) позволяет получить

π(RMλ(r + 1,m+ 1)) = RM(r + 1,m+ 1).

Пусть y – произвольное кодовое слово в RM(r,m), такое что yi = 0. Тогда
λ(y) = 0, и в силу того, что

π(x + y |x) = (x+ y |x) ∈ RM(r + 1,m+ 1),

утверждение справедливо.
Если y – кодовое слово кода RM(r,m), такое что yi = 1, то λ(y) = ei. Следова-

тельно,

π(x + y + λ(y) |x + λ(y)) = π(x + y + ei |x+ ei) =

= π(x+ ei |x + ei) + π(y |0) = (x+ ei |x+ ei) + (y + ei | ei) =
= (x+ y |x) ∈ RM(r + 1,m+ 1). �

Те о р ем а 2. Пусть r,m таковы, что 0 � r � m и 1 � m, d = 2m−r, и пусть
u – любой вектор из F2m , такой что w(u) < d/4. Пусть λ – произвольная функция
из кода RM(r,m) в множество {0, u}, где λ(0) = 0. Тогда код RMλ(r + 1,m+ 1)
является дистанционно инвариантным, и

WRMλ(r+1,m+1) = WRM(r+1,m+1)

в том и только том случае, когда с точностью до перестановки координатных
позиций он является кодом Рида –Маллера RM(r + 1,m+ 1).

Док а з а т е л ь с т в о. Достаточность очевидна.
Докажем необходимость. Пусть i таково, что ui = 1. Код RM(r,m) равен объ-

единению линейного подкода

{y : y ∈ RM(r,m), yi = 0}

и его смежного класса

{y : y ∈ RM(r,m), yi = 1}.

Обозначим эти подкоды через RM0(r,m) и RM1(r,m) соответственно. Рассмотрим
значения функции λ на подкоде RM0(r,m).

Пусть код RMλ(r + 1,m + 1) дистанционно инвариантен и имеет тот же весо-
вой спектр, что и у кода RM(r + 1,m + 1). В первую очередь покажем, что λ –
тождественно нулевая функция на RM0(r,m). Предположим противное. Поскольку
λ(0) = 0 и λ принимает значение u на некотором кодовом слове из RM0(r,m), то
по лемме 3 найдется последовательность кодовых слов y1, . . . , yt в коде RM0(r,m),
удовлетворяющих условиям y1 = 0, λ(0) = 0, λ(yt) = u, таких что для любого
j ∈ {1, . . . , t − 1} выполняется d(yj , yj+1) = d. Следовательно, в этой последова-
тельности найдутся два вектора из кода RM0(r,m) (обозначим их через ỹ и y) на
расстоянии d друг от друга, удовлетворяющие условиям λ(ỹ) = 0, λ(y) = u.
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Так как λ(ỹ) = 0, то вектор (ỹ |0) является кодовым словом кода RMλ(r + 1,
m+ 1). Покажем, что

WRMλ(r+1,m+1)+(ỹ|0),d < WRM(r+1,m+1),d.

Для любого y ∈ RM(r,m) рассмотрим функцию λ′, такую что

λ′(y) = λ(y + ỹ).

Согласно определению функции λ′ нетрудно видеть, что

RMλ(r + 1,m+ 1) + (ỹ |0) = RMλ′
(r + 1,m+ 1).

По выбору векторы y и ỹ в коде RM0(r,m) находятся на расстоянии d друг от
друга, а вектор y + ỹ имеет вес d и принадлежит коду RM0(r,m). Более того, по
определению функции λ′ имеем

λ′(y + ỹ) = λ(y + ỹ + ỹ) = λ(y) = u.

Заметим, что i-я координатная позиция кодовых слов кода RM0(r,m) нулевая, в то
время как i-я координатная позиция вектора u равна 1. Отсюда u � y + ỹ.

Применяя лемму 2 к функции λ′ и вектору z = y + ỹ веса d, получим

WRMλ′ (r+1,m+1),d = WRMλ(r+1,m+1)+(ỹ|0),d < WRM(r+1,m+1),d.

Следовательно, в случае, когда функция λ имеет ненулевые значения на коде
RM0(r,m), код RMλ(r + 1,m + 1) не может быть дистанционно инвариантным и
одновременно иметь весовой спектр, как у кода Рида –Маллера.

Теперь покажем, что λ принимает одинаковые значения на подкоде RM1(r,m).
Предположим противное. Тогда, аналогично вышеприведенным рассуждениям, най-
дутся два вектора ỹ и y из подкода RM1(r,m) на расстоянии d друг от друга, такие
что λ(ỹ) = 0 и λ(y) = u. Введем функцию λ′, такую что λ′(y) = λ(y + ỹ). Заметим,
что

RMλ(r + 1,m+ 1) + (ỹ |0) = RMλ′
(r + 1,m+ 1).

Так как вектор z = y+ ỹ имеет вес d и его i-я позиция равна 0, то λ(z) = u � y+ ỹ,
и по лемме 2 получаем, что

WRMλ′ (r+1,m+1),d = WRMλ(r+1,m+1)+(ỹ|0),d < WRM(r+1,m+1),d,

противоречие.
Таким образом, функция λ на RM1(r,m) либо тождественно нулевая, либо яв-

ляется константой, равной u. В последнем случае функция λ тождественно нулевая
только на коде {y ∈ RM(r,m), yi = 0}. Если предположить, что вес вектора u боль-
ше 1, то повторяя доказательство, приведенное выше, для любого i′, ui′ = 1, i′ �= i,
получим, что λ принимает нулевое значение только на {y ∈ RM(r,m), yi′ = 0},
противоречие.

Следовательно, если код RMλ(r+1,m+1) дистанционно инвариантен и имеет ве-
совой спектр, как у кода Рида –Маллера RM(r+1,m+1), то либо λ – тождественно
нулевая функция, либо найдется i ∈ {1, . . . , 2m}, такое что λ(y) = yiei для произ-
вольного y ∈ RM(r,m). В первом случае код RMλ(r + 1,m+ 1) совпадает с кодом
RM(r+1,m+1), а во втором случае согласно утверждению 4 код RMλ(r+1,m+1)
эквивалентен коду RM(r + 1,m+ 1). �

41



Функцию λ : RM(r,m) → T назовем линейной, если для любых y, y′ ∈ RM(r,m)
выполнено

λ(y + y′) + λ(y′) + λ(y) ∈ RM(r + 1,m).

Несложно видеть, что для рассматриваемых кодов имеет место следующее
Ут в е ржд е н и е 5. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная линейная функ-

ция. Тогда код RMλ(r + 1,m+ 1) линеен.
Сл е д с т в и е 2. При r � m всякий дистанционно инвариантный код с пара-

метрами кода Рида –Маллера RM(r,m), получаемый конструкцией Пулатова (2)
и имеющий то же весовое распределение, что и код Рида –Маллера RM(r,m), сов-
падает с ним с точностью до перестановки.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что при r � m−3 конструкция Пулатова являет-
ся частным случаем рассматриваемой конструкции при функции λ, принимающей
значения в множество, состоящее из двух фиксированных векторов веса 0 и 1. От-
сюда в силу теоремы 2 получаем требуемое. При r � m − 2 утверждение также
выполнено в силу дистанционной инвариантности любого кода с параметрами рас-
ширенного кода Хэмминга или кода, состоящего из всех векторов четного веса. �

Широкий класс дистанционно инвариантных кодов можно получить, используя
линейные функции в предложенной выше конструкции. Однако в случае, когда
функция принимает только два значения достаточно малого веса, весовой спектр
полученных кодов не совпадает с таковым для классического кода Рида –Маллера,
либо приводит к коду Рида –Маллера с точностью до перестановки координатных
позиций (см. теорему 2).

С л е д с т в и е 3. При r � m− 3 существует по крайней мере

(|RM(r,m)| − 1)

(
−1 +

d/4−1∑
i=0

(
2m

i

))
− 2m + 1

попарно различных линейных кодов RMλ(r + 1,m+ 1) с параметрами кодов Рида –
Маллера RM(r + 1,m+ 1), таких что

WRMλ(r+1,m+1),d < WRM(r+1,m+1),d.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную не тождественно нулевую ли-
нейную функцию

λ : RM(r,m) → {0, u}, w(u) < d/4.

Число выборов вектора u равно

−1 +

d/4−1∑
i=0

(
2m

i

)
.

Отсюда получаем, что количество таких функций равно этому числу способов вы-
брать вектор u, умноженному на число способов задать значение функции λ, рав-
ному вектору u на непустом множестве базисных векторов кода RM(r,m). Из полу-
ченных функций мы исключаем 2m − 1 функций вида λ(y) = yiei, i ∈ {1, . . . , 2m},
так как в силу утверждения 5 коды, соответствующие им, эквивалентны оригиналь-
ным кодам Рида –Маллера. В силу доказательства теоремы 2 все остальные коды
RMλ(r + 1,m+ 1) удовлетворяют неравенству

WRMλ(r+1,m+1),d < WRM(r+1,m+1),d. �
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Следующий результат был получен с помощью компьютера на основе вышеиз-
ложенных ограничений на весовое распределение кодов RMλ(2, 5).

У т в е ржд е н и е 6. Всякий линейный код RMλ(2, 5) либо эквивалентен коду
RM(2, 5), либо удовлетворяет условию

WRMλ(2,5),8 < WRM(2,5),8.

§ 4. Заключение
В статье предложена новая конструкция двоичных кодов с параметрами кодов

Рида –Маллера. Из утверждения 3 вытекает существование богатого множества ко-
дов с теми же самыми параметрами и весовым спектром, что и у кодов Рида –Мал-
лера. Результаты § 3 позволяют сделать вывод, что достаточно трудно обнаружить
дистанционно инвариантные коды с числом кодовых слов минимального веса, как у
кода Рида –Маллера, но не эквивалентных ему.

Авторы выражают благодарность С.В. Августиновичу и В.Н. Потапову, обратив-
ших внимание авторов на задачу описания весового спектра кодов с параметрами
кодов Рида –Маллера.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 58 2022 Вып. 3

УДК 621.391 : 519.72

© 2022 г. И.В. Воробьев1, В.С. Лебедев2

УЛУЧШЕНИЕ ВЕРХНИХ ГРАНИЦ СКОРОСТЕЙ РАЗДЕЛЯЮЩИХ
И ПОЛНОСТЬЮ РАЗДЕЛЯЮЩИХ КОДОВ

Двоичный код называется (s, �)-разделяющим кодом, если для любых двух
непересекающихся наборов его слов мощности не более s и � соответственно
существует координата, в которой все слова из одного набора имеют символ 0,
а все слова из другого набора имеют символ 1. Если же вдобавок для любых на-
боров существует вторая координата, в которой у первого набора во всех словах
стоят 1, а у второго стоят 0, то такой код называется (s, �)-полностью разделя-
ющим кодом. В статье улучшаются верхние границы скоростей разделяющих и
полностью разделяющих кодов.

Ключевые слова: разделяющие коды, полностью разделяющие коды, асимпто-
тическая скорость, граница Плоткина.

DOI: 10.31857/S0555292322030044, EDN: EADNOC

§ 1. Введение
Впервые задача построения двоичных разделяющих систем возникла при иссле-

довании асинхронных конечных автоматов. Для борьбы с критическими состояния-
ми элементов памяти автомата при его переходе из одного устойчивого внутреннего
состояния в другое Ю.Л. Сагаловичем было предложено использовать двоичные
(2, 2)-разделяющие коды [1]. В работе [2] было введено общее определение (s, �)-раз-
деляющих кодов. Отметим, что хотя изначально исследование разделяющих кодов
было мотивировано задачами из теории автоматов, позднее они нашли применение
при разработке способов защиты информации от нелегального копирования [3] и при
построении хэш-функций [4].

Первая нижняя оценка скорости разделяющих кодов была получена с помощью
случайного кодирования в работе [2]. В [5] с помощью случайного кодирования с вы-
брасыванием были получены нижние оценки скоростей (2, 2)- и (2, 1)-разделяющих
и полностью разделяющих кодов, улучшающие оценки из [2] и совпадающие с оцен-
кой скорости линейных (2, 2)-разделяющих кодов из [6]. Отметим, что доказатель-
ство с выбрасыванием точно так же работает и для случая (s, �)-разделяющих и
полностью разделяющих кодов.

Также отметим неожиданное улучшение этих границ для (2, 1)-разделяющих ко-
дов [7].

Верхние границы для скорости (2, 2)-разделяющих кодов впервые были получены
Сагаловичем в [8] с помощью следующей идеи. Возьмем два кодовых слова на мини-
мальном расстоянии (Хэмминга) d и ограничим исходный код на соответствующие d

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (номер проекта 22-41-
02028).

2 Работа выполнена при финансовой поддержке совместного проекта Российского фонда фунда-
ментальных исследований и Национального научного фонда Болгарии (номер проекта 20-51-18002).
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координат, предварительно удалив из кода эти два слова. Новый код длины d будет
состоять из различных двоичных слов, и следовательно, мощность исходного кода
не превосходит 2d + 2. Это позволяет оценить сверху скорость (2, 2)-разделяющих
кодов с помощью известных верхних оценок скорости кода (см. [9, 10]).

Идея, что этот подход можно обобщать на случай (s, �)-кодов, высказывалась са-
мим Ю.Л. Сагаловичем, а также Л.А. Бассалыго и Г.А. Кабатянским на семинарах
ИППИ РАН по теории кодирования. Этот подход был реализован для хэш-кодов
в [11], а для (s, �)-свободных от перекрытий кодов, которые тесно связаны с разде-
ляющими кодами, – в [12, 13].

В [14] были предложены рекуррентные верхние границы скоростей (s, �)-разделя-
ющих и полностью разделяющих кодов, выражающиеся через скорости кодов с па-
раметрами (s − 1, � − 1). Отметим, что в [14] (s, �)-разделяющие коды сводились
к (s− 1, �− 1)-полностью разделяющим кодам, что позволило получить более силь-
ные оценки, чем если бы коды сводились к разделяющим.

В [15] получены рекуррентные неравенства, связывающие верхние границы для
(s, �)-разделяющих и полностью разделяющих кодов со скоростями кодов с пара-
метрами (s− u, �− v). Эти границы, в частности, позволили показать, что скорость
t-IPP-кодов [16] экспоненциально мала по t (см. [17]).

В данной статье мы доказываем новые рекуррентные неравенства, которые свя-
зывают скорости разделяющих кодов и кодов, свободных от перекрытий. Эти нера-
венства позволяют улучшить верхние границы скоростей разделяющих кодов для
многих параметров s и �. Кроме того, мы улучшаем известную верхнюю границу для
(2, 1)-полностью разделяющих кодов. Так как наилучшие верхние границы выража-
ются через верхние границы скоростей кодов с меньшими параметрами, улучшение
границы для (2, 1)-полностью разделяющих кодов приводит к улучшению для ши-
рокого набора параметров.

§ 2. Определения и обозначения
Пусть N , M , s, � – натуральные числа, символ � обозначает равенство по опре-

делению, |A| – мощность множества A, [N ] � {1, 2, . . . , N} – множество целых чисел
от 1 до N . Произвольное подмножество булева куба {0, 1}N называется двоичным
кодом длины N . Будем обозначать двоичную энтропию через

h(x) = −x log2(x) − (1− x) log2(1− x).

Опр е д е л е н и е 1 [2]. Двоичный код C называется (s, �)-разделяющим, если для
любых двух непересекающихся множеств кодовых слов S и L, |S| � s, |L| � �,
существует координата i, такая что:

либо xi = 0 для любого x ∈ S и yi = 1 для любого y ∈ L,
либо xi = 1 для любого x ∈ S и yi = 0 для любого y ∈ L.

Опр е д е л е н и е 2. Двоичный код C называется (s, �)-свободным от перекры-
тий, если для любых двух непересекающихся множеств кодовых слов S и L, |S| � s,
|L| � �, существует координата i, для которой

xi = 0 для любого x ∈ S и yi = 1 для любого y ∈ L.

Опр е д е л е н и е 3. Двоичный код C называется (s, �)-полностью разделяющим,
если для любых двух непересекающихся множеств кодовых слов S и L, |S| � s,
|L| � �, существуют две координаты i и j, такие что:

xi = 0 для любого x ∈ S и yi = 1 для любого y ∈ L, и
xj = 1 для любого x ∈ S и yj = 0 для любого y ∈ L.
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Отметим, что

определение 3 =⇒ определение 2 =⇒ определение 1,

а также что при s = � определения (s, �)-полностью разделяющих и (s, �)-свободных
от перекрытий кодов совпадают. Кроме того, напомним, что (s, 1)-свободные от пе-
рекрытий коды известны как s-дизъюнктивные коды [18]. Полезно заметить, что
если код C разделяющий, то и код C + a тоже разделяющий для любого двоичного
вектора a. Если же код C полностью разделяющий, то и код C + 1 обладает тем же
свойством.

Принято думать, что (s, �)-свободные от перекрытий коды были впервые опре-
делены в работе [19] в 1988 г., а полностью разделяющие системы – в работе [20]
в 1973 г. На самом деле, в [20] были определены свободные от перекрытий коды (за 15
лет до работы [19]), но они были при этом названы полностью разделяющими.

Обозначим через Ns(M, s, �), Ncf(M, s, �) и Ncs(M, s, �) минимальную длину ко-
дов из определений 1–3 при заданной мощности M . Определим асимптотические
скорости кодов

Rs(s, �) � lim
M→∞

log2 M

Ns(M, s, �)
, (1)

Rcf(s, �) � lim
M→∞

log2 M

Ncf(M, s, �)
, (2)

Rcs(s, �) � lim
M→∞

log2 M

Ncs(M, s, �)
. (3)

В этой статье мы улучшаем верхние границы скоростей Rs и Rcs. Заметим, что
в силу симметрии определений 1 и 3 справедливы равенства Rs(s, �) = Rs(�, s) и
Rcs(s, �) = Rcs(�, s).

§ 3. Известные результаты

Верхние границы скоростей разделяющих, полностью разделяющих и свободных
от перекрытий кодов получаются из различных рекуррентных неравенств, связыва-
ющих скорости кодов для разных значений параметров s и �.

Для (s, 1)-свободных от перекрытий кодов, которые также называются s-дизъ-
юнктивными кодами, известна [21] верхняя граница

Rcf(s, 1) � Rcf(s, 1), (4)

где последовательность Rcf(s, 1) определена следующим образом: Rcf(1, 1) � 1,
Rcf(2, 1) � max

0<v<1
f2(v), а Rcf(s, 1) при s > 2 является единственным решением урав-

нения

Rcf(s, 1) = fs

(
1− Rcf(s, 1)

Rcf(s− 1, 1)

)
,

где fs(v) � h(v/s)− vh(1/s).
В [22] было доказано, что

Rcf(s, �) �
(

1

Rcf(s, �− 1)
+

1

Rcf(s− 1, �)

)−1

. (5)
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В [12] (см. также [23]) было доказано рекуррентное неравенство

Rcf(s, �) � Rcf(s− u, �− v)
uuvv

(u + v)u+v
, 1 � u � s− 1, 1 � v � �− 1. (6)

В [24] (см. также [13]) были доказаны более сильные неравенства

Rcf(s, �) �
Rcf(s− u, �− v)

Rcf(s− u, �− v) +
(u+ v)u+v

uuvv

, (7)

Rcf(s, �) � h

(
1/2−

√
2Rcf(s, �)

Rcf(s− 1, �− 1)

(
1− 2Rcf(s, �)

Rcf(s− 1, �− 1)

))
. (8)

В [14, 25] было доказано, что скорость (s, 1)-разделяющих кодов удовлетворяет
неравенству

Rs(s, 1) �
1

s
. (9)

Для разделяющих и полностью разделяющих кодов в [14] были получены следу-
ющие результаты:

Rs(s, �) � R̂

(
Rs(s, �)

Rcs(s− 1, �− 1)

)
, (10)

Rcs(s, �) � R̂

(
2Rcs(s, �)

Rcs(s− 1, �− 1)

)
, (11)

где R̂(τ)– произвольная верхняя асимптотическая оценка скорости кода с относи-
тельным расстоянием Хэмминга τ = d/n.

В [15] для разделяющих кодов были доказаны рекуррентные неравенства, ана-
логичные неравенствам (6). А именно,
1. Для любых u ∈ [s− 1], v ∈ [�− 1]

Rs(s, �) � Rs(s− u, �− v) max
0�z�1

{zu(1− z)v + (1− z)uzv}. (12)

2. Для любого v ∈ [�− 1] и u = v + s− �, 1 � u � s− 1,

Rs(s, �) � Rcs(s− u, �− v) max
0�z�1

{zu(1 − z)v + (1− z)uzv}. (13)

3. Для любого v ∈ [min(s, �)− 1]

Rcs(s, �) � Rcs(s− v, �− v)
1

22v
. (14)

Кроме того, было доказано неравенство

Rs(s, �) � min(Rcf(s, �− 1), Rcf(s− 1, �)). (15)

§ 4. Новые неравенства
Мы начнем с улучшения верхней границы для скорости (2, 1)-полностью разделя-

ющих кодов. Отметим, что известная наилучшая верхняя оценка совпадала с верх-
ней границей скорости (2, 1)-свободных от перекрытий кодов и равнялась 0,321929.
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Те о р ем а 1. Справедлива оценка

Rcs(2, 1) = Rcs(1, 2) � h(0,25)− 0,5 = 0,311278 . . . (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольный (2, 1)-полностью разделяющий
код C длины N и мощности M . Найдем вес w, такой что количество кодовых слов
веса w максимально. Без ограничения общности можно считать, что w � N/2, так
как в противном случае можно заменить код C на C + 1.

Так как (2, 1)-полностью разделяющий код является (2, 1)-свободным от пере-
крытий, то можно применить известные оценки на количество слов фиксированного
веса, доказанные в [21,26]. Лемма 3 из [21] или теорема 1 из [26] позволяют оценить
количество слов веса w как

4

(
N

�w/2�

)
(
2�w/2�
�w/2�

) .
Тогда общее количество кодовых слов не превосходит

4N

(
N

�w/2�

)
(
2�w/2�
�w/2�

) ,
что в силу хорошо известной асимптотики

(
N

wN

)
= 2N(h(w)+o(1)) приводит к оценке

Rcs(2, 1) � max
0,5�w�1

(h(w/2)− w) = h(1/4)− 1/2. �

Те о р ем а 2. Пусть s, � � 2. Тогда

Rcs(s, �) �
1

2
min

(
Rcf(s, �− 1), Rcf(s− 1, �)

)
. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Rs(s, �) = Rs(�, s) и Rcf(s, �) = Rcf(�, s), то мы
докажем только неравенство

Rcs(s, �) �
1

2
Rcf(s, �− 1).

Рассмотрим произвольный (s, �)-полностью разделяющий код C длины N и мощ-
ности M и некоторое его слово c веса w. Без ограничения общности можно считать,
что w � N/2, ибо в противном случае мы рассмотрим код C + 1. Построим новый
код C′, удалив все координаты, в которых выбранное слово c имеет нули. Удалим
также и само слово c. Проекция кода C \ c на код C′ инъективна. Действительно,
пусть два слова a �= b из кода C\c при проекции на координаты, где вектор c имеет 1,
совпали. Тогда в исходном коде нет координаты j, такой что aj = cj = 1 и bj = 0,
что противоречит тому, что исходный код был (2, 1)-полностью разделяющим. Та-
ким образом, длина кода C′ равна w � N/2, а мощность равна M − 1. Покажем, что
код C′ является (s, �− 1)-свободным от перекрытий.

Действительно, рассмотрим произвольные непересекающиеся множества кодо-
вых слов S и L, |S| = s, |L| = � − 1, S,L ⊂ C′. Этим множествам соответствуют
множества Ŝ и L̂ исходного кода C. Так как код C является (s, �)-полностью разде-
ляющим, то для множеств Ŝ и L̂ ∪ c найдется координата i, такая что

xi = 0 для любого x ∈ Ŝ и yi = 1 для любого y ∈ L̂ ∪ c.
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Так как ci = 1, то при построении кода C′ эта координата не была удалена, и значит,
в этой координате в коде C′ выполнено

xi = 0 для любого x ∈ S и yi = 1 для любого y ∈ L.

А это и означает, что код C′ является (s, � − 1)-свободным от перекрытий. Отсюда
получаем искомое неравенство

Rcs(s, �) �
1

2
Rcf(s, �− 1). �

Введем дополнительное определение. Для произвольных двух непересекающихся
множеств кодовых слов U, V ⊂ C определим разделяющее “расстояние” D(U, V ) как
количество координат, в которых все слова из одного множества имеют символ 0,
а все слова из другого множества – символ 1. Будем говорить, что такие коорди-
наты разделяют множества U и V . Отметим, что (1, 1)-разделяющее расстояние –
это обычное расстояние Хэмминга, но при других параметрах u и v неравенство
треугольника не выполняется.

Будем называть (u, v)-разделяющим расстоянием кода C величину

duv(C) = min
U,V ⊂C
U∩V =∅

|U|=u, |V |=v

D(U, V ),

и будем называть ее просто разделяющим расстоянием d(C) кода, когда параметры
u и v ясны из контекста.

Определим величину

Δ(u, v) = max
0�z�1

{zu(1− z)v + (1 − z)uzv}. (18)

Следующее утверждение является обобщением классической границы Плоткина.
Л емма 1. Для произвольного кода C длины N с (u, v)-разделяющим расстоя-

нием d справедливо

|C| � u+ v − 1

1−
(
NΔ

d

)1/(u+v−1)
,

если d/N > Δ = Δ(u, v).
Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим код C длины N и мощности M и оценим сум-

му S всех (u, v)-разделяющих расстояний по всем парам непересекающихся кодовых
подмножеств U, V таких, что |U | = u, |V | = v. Очевидно, что

S =
∑

U,V ⊂C
|U|=u, |V |=v

D(U, V ) �
(

M

u+ v

)(
u+ v

u

)
d � M(M − u− v + 1)u+v−1

u! v!
d.

С другой стороны, если в i-й координате слов кода имеется A единиц (и M − A
нулей), то вклад этой координаты в S равен(

A

u

)(
M −A

v

)
+

(
A

v

)(
M −A

u

)
,

и следовательно,

S � N max
0�A�M

{(
A

u

)(
M −A

v

)
+

(
A

v

)(
M −A

u

)}
� N

Mu+v

u! v!
Δ.
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Объединяя верхнюю и нижнюю оценки величины S, получаем

(M − u− v + 1)u+v−1d � NMu+v−1Δ.

Отсюда следует

1− u+ v − 1

M
�
(
NΔ

d

)1/(u+v−1)

,

и так как d/N > Δ по условиям леммы, то

M � u+ v − 1

1−
(
NΔ

d

)1/(u+v−1)
. �

Как уже отмечалось выше, (1, 1)-разделяющее расстояние – это расстояние Хэм-
минга, Δ(1, 1) = 1/2, и доказанная граница превращается в этом случае в классиче-
скую границу Плоткина: если 2d > N , то |C| � 2d

2d−N
.

Максимальную мощность кода длины N с (u, v)-разделяющим расстоянием d
будем обозначать через Mu,v(N, d). Следующая лемма является аналогом асимпто-
тической границы Плоткина.

Л емма 2. Для любого τ , 0 < τ < Δ = Δ(u, v), справедливо

log2 Mu,v(N, �τN�) � N
(
1− τ

Δ
+ o(1)

)
. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем неравенство

Mu,v(N, d) � 2Mu,v(N − 1, d). (20)

Пусть C – код максимальной мощностиMu,v(N, d) длины N с (u, v)-разделяющим
расстоянием d. Выберем произвольную координату и без ограничения общности бу-
дем считать, что в словах кода C в ней больше нулей, чем единиц. Удалим эту ко-
ординату и все кодовые слова, имеющие единицу в этой координате. У полученного
кода C′ его (u, v)-разделяющее расстояние не уменьшится, длина кода уменьшится
на 1, а число слов уменьшится не более чем в два раза, что и доказывает неравен-
ство (20).

Применяя неравенство (20) i раз, получаем

log2 Mu,v(N, d) � i+ log2 Mu,v(N − i, d). (21)

Теперь возьмем минимальное целое i, такое что d

N − i
� Δ

1− ε
для некоторого

ε > 0, т.е. i = N −
⌊
d(1− ε)

Δ

⌋
. Тогда из леммы 1 получаем

Mu,v(N − i, d) � u+ v − 1

1−
(
(N − i)Δ

d

)1/(u+v)
� u+ v − 1

1− (1− ε)1/(u+v−1)
.

Полагая ε = 1/N , получаем, что

M(N − i, d) � c(u, v)N + o(N),
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где c(u, v) – некоторая константа, зависящая от u и v, но не зависящая от N . Теперь
оценку (21) можно переписать в виде

log2 Mu,v(N, d) � N − d(1 − ε)

Δ
+ log2((c(u, v) + o(1))N) =

= N

(
1− d

NΔ

)
+ o(N). � (22)

Замечание 1. Из леммы, в частности, следует, что не существует разделяющих
кодов с положительной асимптотической скоростью и относительным разделяющим
расстоянием � Δ. Несложно доказать, что для любого τ < Δ разделяющие коды
с положительной асимптотической скоростью и относительным разделяющим рас-
стоянием τ существуют, а значит, Δ является критической точкой. Доказательство
этого факта мы приводим в Приложении.

Теперь мы готовы доказать основную теорему статьи. Доказательство основыва-
ется на обобщении упомянутой во введении идеи Ю.Л. Сагаловича на случай произ-
вольных (s, �)-разделяющих кодов и на доказанной выше асимптотической границе
Плоткина для разделяющих кодов.

Т е о р ем а 3. Для любых u ∈ [s− 1], v ∈ [�− 1]

Rs(s, �) �
Rcf(s− u, �− v)·

Rcf(s− u, �− v) + Δ−1(u, v)
. (23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что у любого (s, �)-разделяющего кода C его ми-
нимальное (u, v)-разделяющее расстояние d = du,v(C) достаточно велико, а именно

du,v(C) � Ncf(|C| − u− v, s− u, �− v). (24)

Возьмем два непересекающихся множества кодовых слов U, V ⊂ C, |U | = u,
|V | = v, на которых достигается минимальное (u, v)-разделяющее расстояние d ко-
да C. Обозначим через I ⊂ [N ] множество координат, разделяющих U и V . Как
уже отмечалось, свойство разделимости инвариантно относительно сдвига кода на
произвольный вектор, и следовательно, можно считать, что во всех координатах из
множества I слова из U имеют нули, а слова из V – единицы. Рассмотрим код C′

длины d, полученный из кода C \{U∪V } его укорочением (проекцией) на множество
координат I. Покажем, что код C′ является (s− u, �− v)-свободным от перекрытий
кодом мощности |C| − u− v.

Действительно, рассмотрим произвольные непересекающиеся множества кодо-
вых слов S ′,L′ ⊂ C′, такие что |S ′| = s − u, |L′| = � − v, и соответствующие им
множества S и L исходного кода C. Рассмотрим множества Ŝ = S ∪ U и L̂ = L ∪ V .
Так как код C является (s, �)-разделяющим, то найдется координата i ∈ [N ], ко-
торая разделяет множества Ŝ и L̂, а значит, она разделяет и множества U и V ,
а следовательно, i ∈ I. Так как во всех координатах из множества I слова из U
имеют нули, а слова из V – единицы, то код C′ является (s − u, � − v)-свободным
от перекрытий. Отсюда, в частности, следует, что при укорочении кода C \ {U ∪ V }
никакие два слова не могли совпасть, т.е. |C′| = |C| − u− v, и неравенство (24) дока-
зано.

В силу неравенства (24) перепишем асимптотическую границу Плоткина (19) при
τ < Δ = Δ(u, v) в виде

log2 Mu,v(N, �τN�) � N
(
1− τ

Δ
+ o(1)

)
�

� N

(
1− Ncf(Mu,v(N, �τN�) − u− v, s− u, �− v)

NΔ
+ o(1)

)
.

52



Таблица 1
Верхние границы скоростей разделяющих кодов

s�� 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,000000 0,500000 0,321929 0,199282 0,140457 0,105641 0,083000 0,067305
2 0,500000 0,283477 0,116879 0,066265 0,038684 0,024305 0,016336 0,011569
3 0,321929 0,116879 0,066265 0,028695 0,015326 0,008215 0,005271 0,003270
4 0,199282 0,066265 0,028695 0,015326 0,007088 0,003703 0,001912 0,001090
5 0,140457 0,038684 0,015326 0,007088 0,003703 0,001761 0,000912 0,000463
6 0,105641 0,024305 0,008215 0,003703 0,001761 0,000912 0,000439 0,000226
7 0,083000 0,016336 0,005271 0,001912 0,000912 0,000439 0,000226 0,000110
8 0,067305 0,011569 0,003270 0,001090 0,000463 0,000226 0,000110 0,000056

Таблица 2
Способ получения верхних границ скоростей кодов из табл. 1

s�� 1 2 3 4 5 6 7 8
1 Н9 Н15 Н15 Н15 Н15 Н15 Н15
2 Н9 Н10 Н10+Т1 Н10+Т2 T3 (1, 3) T3 (1, 3) T3 (1, 4) T3 (1, 4)
3 Н15 Н10+Т1 Н15 Н10+Т1 Н15 T3 (1, 3) T3 (2, 5) T3 (2, 5)
4 Н15 Н10+Т2 Н10+Т1 Н15 Н10+Т1 Н15 T3 (1, 3) T3 (2, 5)
5 Н15 T3 (3, 1) Н15 Н10+Т1 Н15 Н10+Т1 Н15 T3 (1, 3)
6 Н15 T3 (3, 1) T3 (3, 1) Н15 Н10+Т1 Н15 Н10+Т1 Н15
7 Н15 T3 (4, 1) T3 (5, 2) T3 (3, 1) Н15 Н10+Т1 Н15 Н10+Т1
8 Н15 T3 (4, 1) T3 (5, 2) T3 (5, 2) T3 (3, 1) Н15 Н10+Т1 Н15

Подставив туда очевидное соотношение Ncf(M,a, b) � log2 M(Rcf + o(1))−1, полу-
чим, что

log2 Mu,v(N, �τN�) � N

(
1− log2 Mu,v(N, �τN�)

NΔ(Rcf + o(1))
+ o(1)

)
,

или, что равносильно,

log2 Mu,v(N, �τN�)
(
1 +

1

RcfΔ
+ o(1)

)
� N(1 + o(1)). �

Подчеркнем, что эта теорема ограничивает скорость разделяющих кодов че-
рез скорость свободных от перекрытий кодов, в отличие от неравенства (12), где
в правой части неравенства присутствует скорость разделяющих кодов. В неравен-
стве (13) скорость разделяющих кодов ограничивается через скорость полностью
разделяющих кодов, однако неравенство выполняется лишь для u = v+ s− �, тогда
как теорема 3 выполняется для всех u и v.

§ 5. Сравнения и таблицы

В этом параграфе мы приводим численные значения верхних границ асимптоти-
ческой скорости разделяющих, полностью разделяющих и свободных от перекрытий
кодов. Дополнительно мы предоставляем таблицы, где указано, с помощью какой
именно теоремы (Т) или неравенства (Н) был получен тот или иной результат.

Результаты для разделяющих кодов приведены в табл. 1, 2. В табл. 2 в скобках
указаны значения параметров u и v из теоремы 3, дающие наилучшие значения.
Из таблиц видно, что новые теоремы позволяют улучшить верхние оценки скорости
для многих значений параметров s и �.
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Таблица 3
Верхние границы скоростей полностью разделяющих кодов

s�� 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,000000 0,311278 0,160964 0,099641 0,070228 0,052820 0,041500 0,033652
2 0,311278 0,160964 0,064317 0,033133 0,021507 0,014338 0,010192 0,007299
3 0,160964 0,064317 0,033133 0,014895 0,007663 0,004861 0,003166 0,002115
4 0,099641 0,033133 0,014895 0,007663 0,003601 0,001852 0,001133 0,000719
5 0,070228 0,021507 0,007663 0,003601 0,001852 0,000887 0,000456 0,000265
6 0,052820 0,014338 0,004861 0,001852 0,000887 0,000456 0,000220 0,000113
7 0,041500 0,010192 0,003166 0,001133 0,000456 0,000220 0,000113 0,000055
8 0,033652 0,007299 0,002115 0,000719 0,000265 0,000113 0,000055 0,000028

Таблица 4
Способ получения верхних границ скоростей кодов из табл. 3

s�� 1 2 3 4 5 6 7 8
1 T1 T2 T2 T2 T2 T2 T2
2 T1 CF Н11+Т1 T2 T2 T2 T2 T2
3 T2 Н11+Т1 CF Н11+Т1 T2 T2 T2 T2
4 T2 T2 Н11+Т1 CF Н11+Т1 T2 T2 T2
5 T2 T2 T2 Н11+Т1 CF Н11+Т1 T2 T2
6 T2 T2 T2 T2 Н11+Т1 CF Н11+Т1 T2
7 T2 T2 T2 T2 T2 Н11+Т1 CF Н11+Т1
8 T2 T2 T2 T2 T2 T2 Н11+Т1 CF

Для полностью разделяющих кодов (табл. 3, 4) мы улучшаем все значения, кро-
ме диагональных, где границы совпадают с границами свободных от перекрытий
кодов.

Для свободных от перекрытий кодов (табл. 5, 6) мы не получаем новых резуль-
татов, все оценки получены с помощью ранее известных теорем. Но, как отмечалось
ранее, верхние оценки скоростей свободных от перекрытий кодов используются для
получения оценок скоростей разделяющих и полностью разделяющих кодов. На-
сколько нам известно, ранее такие таблицы, учитывающие все известные теоремы,
не публиковались.

Как и в случае разделяющих кодов, в табл. 6 значения в скобках показывают
параметры u и v, использующиеся для получения оптимальных границ с помощью
неравенства (7).

ПРИЛОЖЕНИЕ: НИЖНЯЯ ГРАНИЦА СКОРОСТИ
КОДОВ С РАЗДЕЛЯЮЩИМ РАССТОЯНИЕМ

Те о р ем а 4. Максимальная мощность Mu,v(N, d) кода с (u, v)-разделяющим
расстоянием d = �τN� удовлетворяет неравенству

log2 Mu,v(N, d) � N
−h(τ)− τ log2 Δ(u, v)− (1− τ) log2(1−Δ(u, v)) + o(1)

u+ v − 1
(25)

при 0 � τ < Δ(u, v), где величина Δ(u, v) определена в (18).

Отметим, что правая часть положительна при τ < Δ(u, v) и стремится к нулю
при τ → Δ(u, v). При u = v = 1 точка Δ(1, 1) = 1/2, и наша нижняя граница
превращается в границу Варшамова – Гильберта.
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Таблица 5
Верхние границы скоростей свободных от перекрытий кодов

s�� 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,000000 0,321929 0,199282 0,140457 0,105641 0,083000 0,067305 0,055905
2 0,321929 0,160964 0,066265 0,043015 0,028677 0,020384 0,014598 0,011019
3 0,199282 0,066265 0,033133 0,015326 0,009722 0,006332 0,004230 0,003011
4 0,140457 0,043015 0,015326 0,007663 0,003703 0,002265 0,001438 0,000937
5 0,105641 0,028677 0,009722 0,003703 0,001852 0,000912 0,000529 0,000333
6 0,083000 0,020384 0,006332 0,002265 0,000912 0,000456 0,000226 0,000128
7 0,067305 0,014598 0,004230 0,001438 0,000529 0,000226 0,000113 0,000056
8 0,055905 0,011019 0,003011 0,000937 0,000333 0,000128 0,000056 0,000028

Таблица 6
Номер неравенства, из которого получены значения в табл. 5

s�� 1 2 3 4 5 6 7 8
1 Н4 Н4 Н4 Н4 Н4 Н4 Н4
2 Н4 Н5 Н8 Н8 Н7 (1, 2) Н7 (1, 2) Н7 (1, 3) Н7 (1, 3)
3 Н4 Н8 Н5 Н8 Н7 (1, 2) Н7 (1, 2) Н7 (1, 2) Н7 (1, 2)
4 Н4 Н8 Н8 Н5 Н8 Н7 (1, 2) Н7 (1, 2) Н7 (1, 2)
5 Н4 Н7 (2, 1) Н7 (2, 1) Н8 Н5 Н8 Н7 (2, 3) Н7 (3, 5)
6 Н4 Н7 (2, 1) Н7 (2, 1) Н7 (2, 1) Н8 Н5 Н8 Н7 (2, 3)
7 Н4 Н7 (3, 1) Н7 (2, 1) Н7 (2, 1) Н7 (3, 2) Н8 Н5 Н8
8 Н4 Н7 (3, 1) Н7 (2, 1) Н7 (2, 1) Н7 (5, 3) Н7 (3, 2) Н8 Н5

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случайный код длины N и мощности M , где
каждый элемент каждого кодового слова выбирается независимо и равен 1 с веро-
ятностью p.

Вероятность того, что фиксированная координата разделяет два набора кодовых
слов размера u и v равна

q = pu(1− p)v + pv(1− p)u.

Параметр p мы выберем так, чтобы максимизировать q. Отметим, что максимум
вероятности разделения равен в точности величине Δ(u, v), определенной в фор-
муле (18). Число ξ координат, разделяющих два фиксированных набора кодовых
слов, имеет биномиальное распределение с параметрами N и Δ = Δ(u, v). Оценим
вероятность того, что ξ < d в предположении Δ(u, v) > τ :

P =

d−1∑
k=0

(
N

k

)
Δk(1−Δ)N−k � N2N(h(τ)+τ log2 Δ+(1−τ) log2(1−Δ)+o(1)).

Таким образом,

N−1 log2 P = h(τ) + τ log2 Δ+ (1− τ) log2(1−Δ) + o(1).

Математическое ожидание количества наборов кодовых слов, разделяющее рас-
стояние между которыми меньше d, не превосходит P ·Mu+v. Стандартное рассуж-
дение с выбрасыванием приводит к оценке

log2 Mu,v(N, d) � N
−h(τ)− τ log2 Δ− (1 − τ) log2(1−Δ) + o(1)

u+ v − 1
,

что и требовалось доказать. �
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ
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РАЗБИЕНИЯ НА СОВЕРШЕННЫЕ КОДЫ В МЕТРИКАХ ХЭММИНГА И ЛИ1

Предложены новые комбинаторные конструкции разбиений на совершенные
коды в метриках Хэмминга и Ли. Кроме того, приведен новый комбинаторный
метод построения диаметральных совершенных кодов в метрике Ли, который
развит для построения разбиений на такие коды. Для метрики Ли улучшены
известные нижние оценки числа совершенных и диаметральных совершенных
кодов Ли, предложенные Этционом в 2011 г.

Ключевые слова: совершенный код, совершенный код в метрике Хэмминга, со-
вершенный код в метрике Ли, диаметральный совершенный код в метрике Ли,
разбиения, разбиения на совершенные коды.

DOI: 10.31857/S0555292322030056, EDN: EAJWAD

§ 1. Введение
Целью данной статьи является развитие новых комбинаторных методов построе-

ния разбиений на совершенные коды в метриках Хэмминга и Ли, а также конструк-
ций диаметральных совершенных кодов Ли и разбиений на такие коды. Оказалось,
что идеи некоторых подходов для построения совершенных q-ичных кодов, q � 2,
в метрике Хэмминга могут быть развиты для построения кодов и разбиений на
совершенные коды Ли и диаметральные совершенные коды Ли. Приведенные кон-
струкции позволяют существенно улучшить известные нижние оценки числа совер-
шенных и диаметральных совершенных кодов Ли, предложенные Этционом в 2011 г.
(см. [1]).

В отличие от метрики Хэмминга, для которой получено большое число различ-
ных свитчинговых и каскадных методов построения совершенных кодов и разбие-
ний, для построения кодов и разбиений в метрике Ли предложено лишь незначи-
тельное число конструкций. Мотивация исследования совершенных и диаметраль-
ных совершенных кодов Ли и основательный обзор полученных по данной тематике
результатов могут быть найдены в работе [1], где представлены две конструкции со-
вершенных и диаметральных совершенных кодов Ли, и поэтому они не приводятся
в настоящей статье. Алгебраические методы построения совершенных и диамет-
ральных совершенных кодов Ли см. также в работах [2, 3]. Гипотеза о несущество-
вании совершенных кодов, исправляющих две ошибки, была выдвинута в 1970 г.
в работе [4]. О совершенных кодах Ли, исправляющих две ошибки, см. также в [5];
о существовании и некоторых необходимых условиях для квазисовершенных кодов
в метрике Ли см. [6].

Упор в данной статье сделан на построение разбиений, поскольку этот вопрос
оставался недостаточно глубоко изученным как для метрики Ли, так и для мет-
рики Хэмминга. Кроме того, это дает возможность строить коды, используя эти

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00135, https:
//rscf.ru/project/22-21-00135/
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разбиения, что позволило получить новые нижние оценки числа совершенных и
диаметральных совершенных кодов Ли. Отметим также, что все конструкции кодов
и разбиений в данной статье являются комбинаторными, что может представлять
интерес с практической точки зрения.

Статья имеет следующую структуру: в § 2 приводятся необходимые определения
и понятия, § 3 посвящен построению разбиений на совершенные коды над полем Га-
луа Fq, q > 2. В § 4 приведена конструкция построения разбиений на совершенные
коды Ли, идейно восходящая к подходу, использованному для построения разбие-
ний в § 3. В § 5 предложены новые диаметральные совершенные коды Ли и разби-
ения на такие коды. В каждом из последних трех параграфов приводятся нижние
оценки числа кодов и разбиений и сравнение их с полученными ранее нижними
оценками.

§ 2. Совершенные и диаметральные совершенные коды в метрике Ли
Векторное пространство размерности n над полем Галуа Fq по отношению к мет-

рике Хэмминга обозначается через Fn
q . Основные определения, касающиеся кодов

в метрике Хэмминга, см. в [7].
В данном параграфе приведем необходимые определения и понятия для метри-

ки Ли. Сначала рассмотрим определения для совершенных кодов Ли, затем для
диаметральных совершенных кодов Ли.

Через Zn
s обозначим множество слов длины n над кольцом вычетов Zs по моду-

лю s. Вес Ли wL(x) слова x из множества слов Zn
s определяется как сумма весов

Ли его координатных позиций. Расстояние Ли, обозначаемое через dL(x, y), для
произвольных слов x, y ∈ Zn

s определяется как

dL(x, y) =

n∑
i=1

min(|xi − yi|, s− |xi − yi|).

В настоящей статье рассматриваются совершенные коды Ли с минимальным рас-
стоянием Ли dL = 3. Такой код длины n над кольцом вычетов Zs имеет мощность
sn/(2n+1), где 2n+1 – размер сферы Ли радиуса 1, а s � 2n+1. Код в Zn

s линеен,
если он образует подгруппу кольца Zn

s . Линейный совершенный код Ли длины n
с минимальным расстоянием 3 над кольцом вычетов Zs существует согласно [2] то-
гда и только тогда, когда τ | s, где τ равно произведению всех простых делителей
числа 2n + 1. При этом наименьшее s, для которого существует совершенный код
Ли с минимальным расстоянием 3 над Zs, равно τ . В случаях s = 2 и s = 3 метрика
Ли совпадает с метрикой Хэмминга для двоичных и троичных кодов, что неверно
при s > 3.

Как и совершенные коды в метрике Хэмминга, совершенные коды в метрике Ли
с минимальным расстоянием 3 разбивают множество слов Zn

s на смежные классы
посредством сдвигов на слова веса Ли, равного единице.

В случае диаметральных совершенных кодов Ли важным является понятие анти-
кода, как и для диаметральных совершенных кодов в метриках Хэмминга, Джонсона
и Грассмана (см. [8,9]). Антикод с максимальным расстоянием d− 1 (подмножество
слов A в Zn

s , таких что dL(x, y) < d, где x, y ∈ A), удовлетворяет неравенству Дель-
сарта [8]

|C||A| � sn,

здесь C – код с минимальным расстоянием d в Zn
s . Если оценка в неравенстве Дель-

сарта точна, то C называется диаметральным совершенным кодом Ли. В статье
рассматриваются диаметральные совершенные коды Ли только с dL = 4, объем
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такого кода равен |C| = sn/4n, где 4n – размер антикода. Пусть

n = 2ipi11 . . . pikk

– разложение числа n в произведение степеней простых сомножителей, где pr > 2,
r = 1, . . . , k, и может быть, i = 0. Тогда согласно [3, теорема 13] линейный диамет-
ральный совершенный код Ли длины n с минимальным расстоянием 4 существует
над кольцом Zs тогда и только тогда, когда

s = 2i
′
p
i′1
1 . . . p

i′k
k , где 2 � i′ � i + 2 и 1 � i′r � ir.

Наименьшее s, для которого существует диаметральный совершенный код Ли дли-
ны n с минимальным расстоянием 4 над Zs, равно 4τ , где τ = p1 . . . pk, т.е. s четно.
Длина кода не обязательно равна степени числа 2.

Аналогично расширенным совершенным кодам в метрике Хэмминга диаметраль-
ные совершенные коды Ли разбивают множество слов четного и нечетного весов
в Zn

s на смежные классы. Существенная разница между двоичными совершенными
кодами в метрике Хэмминга и диаметральными совершенными кодами Ли состоит
в следующем. Произвольный двоичный совершенный код в метрике Хэмминга мож-
но расширить посредством общей проверки на четность, в результате чего получится
диаметральный совершенный код (и наоборот при выкалывании последнего). При
этом минимальное расстояние кода увеличится на единицу. Подобная процедура
в случае диаметральных совершенных кодов Ли невозможна.

Для q-ичных совершенных кодов, q > 2, задача о расширении кодов c минималь-
ным расстоянием 3 до кодов с расстоянием 4 все еще остается нерешенной. Беспалов
в [10] доказал несуществование q-ичных расширенных совершенных кодов в метрике
Хэмминга в случаях, когда q = 3, 4, а n > q+2, или оба числа n и q нечетны, а так-
же доказал несуществование нелинейных МДР-кодов с параметрами (q+2, qq−1, 4)q
в случае, когда q нечетно.

§ 3. Разбиения Fn
q на совершенные коды

В этом параграфе рассмотрим коды в метрике Хэмминга и применение конструк-
ции Думера [11] для построения разбиений на q-ичные совершенные коды в Fn

q ,
q > 2.

Пусть P1 = {C1, C2, . . . , Cqr} – произвольное разбиение на q-ичные совершенные

коды в Fn
q , q > 2, с параметрами (n, qn−r, 3)q, где n =

qr − 1

q − 1
. ПустьD – произвольный

qr-ичный совершенный код в F�
qr , q > 2, где

� =
qrs − 1

qr − 1
, |D| = qr(�−s),

т.е. код, имеющий параметры (�, qr(�−s), 3)qr . Множество векторов

C =
⋃

(x1,x2,...,x�)∈D

Cx1 × Cx2 × . . .× Cx�
(1)

является q-ичным совершенным кодом, имеющим параметры (n�, |D||C1|�, 3)q, где

длина кода равна n� =
qrs − 1

q − 1
. Эта каскадная конструкция является спецификаци-

ей обобщенной каскадной конструкции Зиновьева [12] для q-ичных кодов, а также
непосредственным обобщением каскадной конструкции для двоичных совершенных
кодов из [13,14]. Заметим, что автор работы [1] (см. теорему 10 в ней) ошибочно пола-
гает, что эта конструкция является новой. В отличие от оригинальной конструкции
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Думера [11], где рассматривается разбиение на классы смежности совершенного ко-
да C1, в (1) используются произвольные разбиения на q-ичные совершенные коды
в Fn

q , q > 2.
Кроме того, к кодам Cxi , i ∈ {1, 2, . . . , �}, где x = (x1, x2, . . . , x�) ∈ D, мож-

но применить произвольные � подстановок πt, t ∈ {1, 2, . . . , �}, на алфавите ко-
да D, т.е. на Fqr . Пусть Cπ(xi) – результат действия подстановки π на коде Cxi .
Без ограничения общности первую подстановку можно положить тождественной,
т.е. Cπ1(x1) = Cx1 . В этом случае конструкция (1) преобразуется в следующую:

C =
⋃

x=(x1,x2,...,x�)∈D

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�). (2)

Перейдем к построению разбиений посредством конструкции (2). Для этой це-
ли рассмотрим помимо произвольного разбиения P1, введенного выше, произволь-
ное разбиение P2 = {D1, D2, . . . , Dqrs} на qr-ичные совершенные коды Di длины �,
i ∈ {1, 2, . . . , qrs}. Для построения кодов C∗

i применим конструкцию (2) к кодам Di

и разбиению P1, а именно

C∗
i =

⋃
x=(x1,x2,...,x�)∈Di

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�), i = 1, 2, . . . , qrs. (3)

Т е о р ем а 1. Совокупность кодов (3) образует разбиение пространства Fn�
q ,

q > 2, на q-ичные совершенные коды длины n�, где n� = qrs − 1

q − 1
.

Док а з а т е л ь с т в о. Число совершенных кодов длины n� в разбиении простран-
ства Fn�

q на совершенные коды должно быть равно qrs, что совпадает с числом кодов,
построенных в (3). Убедимся, что C∗

i ∩ C∗
j = ∅, где

C∗
j =

⋃
(x1,x2,...,x�)∈Dj

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�),

i �= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , qrs}. Поскольку Di и Dj являются элементами разбиения P2,
то Di ∩ Dj = ∅. Отсюда x �= x′ для любых x, x′, таких что x ∈ Di, x′ ∈ Dj .
Следовательно, найдется k ∈ {1, 2, . . . , �}, такое что xk �= x′

k, откуда

Cxk
∩ Cx′

k
= ∅ и Cπk(xk) ∩Cπk(x′

k)
= ∅.

А значит, выполняется

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�) ∩ Cx′
1
× Cπ2(x′

2)
× . . .× Cπ�(x′

�)
= ∅,

и как следствие, имеем C∗
i ∩C∗

j = ∅ для любых i, j из множества {1, 2, . . . , qrs}, где
i �= j. �

Пусть MH
n,q и M̃H

�,q обозначают числа различных разбиений на q- и qr-ичные со-
вершенные коды длины n и � соответственно, где верхний индекс H указывает,
что разбиения рассматриваются в метрике Хэмминга. Число подстановок πt в силу
произвольности их выбора равно (� − 1)!. Из конструкции разбиений, приведенной
в теореме 1, легко найти нижнюю оценку числа таких разбиений.

С л е д с т в и е 1. Число различных разбиений пространства Fn�
q на совершенные

коды, полученных конструкцией (3), не меньше

MH
n�,q � MH

n,qM̃
H
�,q(� − 1)!. (4)
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В работе [15] была представлена наилучшая дважды экспоненциальная нижняя
оценка числа различных разбиений на q-ичные, q > 2, совершенные коды длины

N = (qm − 1)/(qm − 1), q = pm, m > 1.

Конструкция основана на свитчинговом методе так называемых простых i-компо-
нент кода Хэмминга, с использованием латинских квадратов. Было показано, что
число различных разбиений пространства FN

q на q-ичные совершенные коды при
p → ∞ не меньше, чем

pp
n(2m−1)+m+1(1−o(1)). (5)

Множитель в нижней оценке числа различных разбиений, который дают подстанов-
ки πt в конструкции (2), всего лишь экспоненциальный, поскольку

(� − 1)�−1+ 1
2 e−�+1 � (�− 1)! � (�− 1)�−1+ 1

2 e−�+2.

Отсюда и из того факта, что с ростом r величина qr растет существенно быстрее,
чем q, величина MH

�,q больше, чем MH
n,q(� − 1)!. Таким образом, имеем

M̃H
n�,q > MH

n,q(�− 1)!.

Очевидно, что оценка (4) с использованием (5) для M̃H
�,q является дважды экспо-

ненциальной по числу �mr, где � – длина qr-ичных кодов в разбиении P2, q = pm.
Однако, как нетрудно убедиться, она уступает оценке из [15], которая по-прежнему
является лучшей на сегодняшний день.

§ 4. Разбиения на совершенные коды Ли

Построение разбиений на совершенные коды Ли основано на конструкции Эт-
циона для совершенных кодов Ли из [1]. Для полноты изложения приведем этот
метод построения кодов. Он в свою очередь основан на конструкции (2), благода-
ря чему легко проследить связь результатов настоящего параграфа с результатами,
приведенными в § 3.

Пусть P1 = {C1, C2, . . . , Cqr} – произвольное разбиение множества слов Zn
τ(2n+1)

на совершенные коды Ли длины n =
qr − 1

2
над алфавитом из τ(2n + 1) символов,

где q нечетно и равно pm, m > 2. Напомним, что здесь qr = 2n + 1 – размер шара
Ли радиуса 1 в Zn

τ(2n+1), где τ равно произведению всех простых делителей числа
2n+ 1, т.е. τ = p. Минимальное расстояние кода Ci равно 3, а его мощность

|Ci| = (τ(2n+ 1))n/(2n+ 1).

Пусть D – произвольный qr-ичный совершенный код в F�
qr , q > 2, где

� =
qrs − 1

qr − 1
, |D| = qr(�−s),

т.е. D имеет параметры (�, qr(�−s), 3)qr . Подчеркнем, что здесь код D рассматрива-
ется в метрике Хэмминга.

Пусть x = (x1, x2, . . . , x�) – произвольное кодовое слово кода D. К кодам Cxi ,
i ∈ {1, 2, . . . , �}, применим произвольные � подстановок πt на множестве {1, 2, . . . , qr},
где t ∈ {1, 2, . . . , �}. Пусть πt являются подстановками на элементах алфавита ко-
да D. Таким образом, имеем � подстановок, первую из которых без ограничения
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общности полагаем тождественной, т.е. Cπ1(x1) = Cx1 . Множество слов

C =
⋃

x=(x1,x2,...,x�)∈D

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�) (6)

является совершенным кодом Ли в алфавите из τ(2n+1) символов, имеющим мощ-
ность

|C| = (τ(2n+ 1))n�/(2n�+ 1) (7)

и длину n�. В отличии от конструкции Этциона [1], где P1 является разбиением лишь
на сдвиги совершенного кода Ли C1, для построения кода C в (6) были взяты более
широкие классы разбиений Zn

τ(2n+1) на совершенные коды Ли. Ниже убедимся, что
такие нетривиальные разбиения существуют.

Разбиения на совершенные коды Ли построим, в свою очередь, с помощью кон-
струкции (6). Рассмотрим помимо разбиения P1, упомянутого выше, любое разбие-
ние

P2 = {D1, D2, . . . , Dqrs}

пространства F�
qr на qr-ичные совершенные коды Di длины �, i ∈ {1, 2, . . . , qrs}.

Для построения кодов C∗
i , i ∈ {1, 2, . . . , qrs}, применим конструкцию (6) к кодам Di

и разбиению P1:

C∗
i =

⋃
x=(x1,x2,...,x�)∈Di

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�), i = 1, 2, . . . , qrs. (8)

Т е о р ем а 2. Совокупность кодов (8) образует разбиение множества Zn�
τ(2n+1)

на совершенные коды Ли длины n� = (qrs − 1)/2 над алфавитом из τ(2n + 1) сим-
волов.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно [1, теорема 14] все коды C∗
i , i ∈ {1, 2, . . . , qrs},

являются совершенными кодами Ли длины n� = (qrs − 1)/2. По построению число
таких кодов в каждом разбиении равно qrs. Следовательно, с учетом (7) и того, что
2n�+ 1 = qrs, имеем

|C∗
i |qrs =

τn�(2n+ 1)n�

2n�+ 1
qrs = τn�(2n+ 1)n� =

∣∣Zn�
τ(2n+1)

∣∣,
что соответствует необходимому числу совершенных кодов Ли в разбиении множе-
ства Zn�

τ(2n+1).
Доказательство того факта, что любые два кода C∗

i и C∗
j , где i �= j, не пересека-

ются, идентично факту непересечения аналогичных кодов в метрике Хэмминга (см.
теорему 1), и поэтому опущено. �

Пусть ML
n,q обозначает число различных разбиений длины n на совершенные ко-

ды Ли. Подчеркнем, что верхний индекс L указывает на то, что разбиения рассмат-
риваются в метрике Ли. Из конструкции разбиений (8) получаем нижнюю оценку
числа разбиений на совершенные коды Ли, аналогичную полученной для q-ичных
совершенных кодов в Fn�

q (см. следствие 1).

С л е д с т в и е 2. Для числа различных разбиений множества Zn�
τ(2n+1) на совер-

шенные коды Ли длины n�, полученных конструкцией (8), справедлива оценка снизу

ML
n�,q � ML

n,qM̃
H
�,q((q

r)!)�−1. (9)
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Поскольку второй сомножитель M̃H
�,q, q = pm, в (9) отражает число разбиений на

qr-ичные совершенные коды длины � в метрике Хэмминга, которое является дважды
экспоненциальным от числа �mr (см. конец § 3 настоящей статьи), то и результиру-
ющая оценка для разбиений на совершенные коды в метрике Ли является дважды
экспоненциальной от числа �mr. Подставляя ее в конструкцию (6) для совершенных
кодов Ли, получаем число различных совершенных кодов Ли, большее чем в [1],
где при оценке числа различных совершенных кодов Ли рассматриваются только
тривиальные разбиения на совершенные коды Ли. Поскольку оценка Этциона явно
представлена не была (см. [1, раздел V]), уточним ее. Она имеет вид

NL
n�,q � NH

�,q((q
r)!)�−1, (10)

где NL
n�,q и NH

�,q обозначают число различных совершенных кодов Ли и совершенных
кодов в F�

qr в метрике Хэмминга длин n� и � соответственно.
Используя для построения совершенных кодов Ли конструкцию (6), получаем

оценку снизу

NL
n�,q � ML

n,qN
H
�,q((q

r)!)�−1,

что существенно больше оценки Этциона (10) в силу дважды экспоненциальной
оценки от числа nm в (9), вычисленной для ML

n,q – числа различных разбиений
длины n на совершенные коды Ли.

§ 5. Построение диаметральных совершенных кодов Ли и разбиений
Настоящий параграф посвящен построению диаметральных совершенных кодов

Ли и разбиений на такие коды. Сначала рассмотрим построение кодов, а затем на их
основе разовьем конструкцию разбиений. Конструкция диаметральных совершен-
ных кодов Ли основана на идее каскадной конструкции Фелпса 1984 г. для двоичных
расширенных совершенных кодов (см. [16]). Отметим, что конструкция из [16] яв-
ляется частным случаем обобщенной каскадной конструкции [12]. При построении
разбиений используется предложенная конструкция диаметральных совершенных
кодов Ли и подход, развитый в работе [17].

5.1. Построение диаметральных совершенных кодов Ли. Пусть C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
2r

и C1
1 , C

1
2 , . . . , C

1
2r – произвольные разбиения множеств четно- и нечетновесовых слов

в множестве слов Zr
s на диаметральные совершенные коды Ли длины r с мини-

мальным расстоянием dL = 4 над кольцом Zs, где s четно. Пусть Cm – произволь-
ный расширенный двоичный совершенный код длины m = 2p в Fm

2 с минимальным
расстоянием dH = 4. Далее код Cm будем называть базовым кодом. Для каждого
вектора μ из Cm рассмотрим 2r-ичный МДР-код Cμ с минимальным расстоянием
Хэмминга 2 длины m и мощности

|Cμ| = (2r)m−1

над алфавитом из 2r символов. Отметим, что как и в конструкции из § 3, в дан-
ной конструкции для построения диаметральных совершенных кодов используются
коды над различными алфавитами и метриками.

Т е о р ем а 3. Множество

C =
⋃

μ∈Cm

⋃
j∈Cμ

Cμ1

j1
× Cμ2

j2
× . . .× Cμm

jm
(11)

является диаметральным совершенным кодом Ли длины n = mr над кольцом Zs.
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Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что длина кода C равна n = mr. Также, с учетом
того, что мощности входящих в построение кодов равны

|Cμi

ji
| = sr

4r
, |Cμ| = (2r)m−1, |Cm| = 2m−logm−1,

несложно вычислить мощность кода:

|C| = |(Cμi

ji
)|m|Cμ||Cm| =

( sr
4r

)m

(2r)m−12m−logm−1 =
sn

4n
.

Убедимся, что минимальное расстояние Ли в коде C равно 4.
По построению для двух различных кодовых слов u и u′ кода C, таких что μ = μ′

и j = j′, выполняется неравенство dL(u, u
′) � 4.

Докажем, что для любых μ, μ′ ∈ Cm, j, j′ ∈ Cμ, таких что пары (μ, μ′) и (j, j′)
различны, выполняется

dL
(
Cμ1

j1
× . . .× Cμm

jm
, C

μ′
1

j′1
× . . .× C

μ′
m

j′m

)
� 4. (12)

Возможны следующие случаи.
1. Пусть μ = μ′, j �= j′.
Тогда dH(j, j′) � 2, и найдутся координаты a, b, такие что ja �= j′a, jb �= j′b. Отсюда,

учитывая, что Cμa

ja
и Cμa

j′a
одновременно являются четно- или нечетновесовыми диа-

метральными совершенными кодами Ли (аналогичное верно для кодов Cμb

jb
и Cμb

j′
b
),

имеем dL(C
μa

ja
, Cμa

j′a
) � 2 и dL(C

μt

jb
, Cμb

j′b
) � 2. Следовательно,

dL
(
Cμ1

j1
× . . .× Cμa

ja
× Cμb

jb
× . . .× Cμm

jm
, Cμ1

j′1
× . . .× Cμa

j′a
× Cμb

j′b
× . . .× Cμm

j′m

)
� 4.

2. Пусть μ �= μ′.
Векторы μ и μ′ принадлежат базовому коду Cm, т.е. dH(μ, μ′) � 4, и найдутся

четыре координаты a, b, a′ и b′, в которых различаются μ и μ′. Следовательно, име-
ются четыре пары диаметральных совершенных кодов Ли Cμi

ji
и C

μ′
i

j′i
, i ∈ {a, b, a′, b′},

удовлетворяющие

dL
(
Cμi

ji
, C

μ′
i

j′i

)
� 1.

Отсюда справедливо (12), и как следствие, минимальное расстояние Ли диаметраль-
ного совершенного кода C длины n равно 4. �

Обозначим через NL
n,s, D̃L

r,s, NH
m и RH

m, соответственно, число различных диа-
метральных совершенных кодов Ли длины n над Zs, разбиений на диаметральные
совершенные коды Ли длины r над Zs, число различных двоичных совершенных
кодов и число различных МДР-кодов с кодовым расстоянием 2 длины m; здесь
верхние индексы L и H указывают на метрики Ли и Хэмминга. Из конструкции
диаметральных кодов, приведенной выше, получаем следующую нижнюю оценку
числа диаметральных совершенных кодов Ли.

Сл е д с т в и е 3. Для числа различных диаметральных совершенных кодов Ли
длины n, полученных конструкцией (11), справедлива оценка снизу

NL
n,s � D̃L

r,sN
H
mRH

m. (13)

Как второй NH
m , так и третий RH

m сомножители в (13) являются дважды экспо-
ненциальными от чисел m/2 и r log2(m− 2) в силу [18] и [19] соответственно. Следо-
вательно, эта нижняя оценка существенно лучше нижней оценки числа различных
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диаметральных кодов Этциона длины 2t−1n в [1], которая имеет вид

t∏
i=1

(2i
n

2
− 1)!2

t−i

(14)

и, как несложно убедиться, не превосходит

2t · 2n2t−1 log2
n
2 .

Оценку (13) можно дополнительно усилить, используя широкие классы разбие-
ний D̃L

2r,s, построение которых рассмотрим ниже.

5.2. Построение разбиений на диаметральные совершенные коды Ли. Пусть C0
i,1,

C0
i,2, . . . , C

0
i,2r и C1

i,1, C
1
i,2, . . . , C

1
i,2r, i = 1, . . . ,m, – произвольные разбиения множеств

четно- и нечетновесовых слов в множестве Zr
s на диаметральные совершенные ко-

ды Ли длины r с минимальным расстоянием dL = 4 над алфавитом Zs, где s
четно. Как и выше, в этой конструкции будут рассмотрены коды в разных алфа-
витах.

Рассмотрим два разбиения множеств четно- и нечетновесовых слов в простран-
стве Fm, m = 2p, на смежные классы базового двоичного расширенного совершен-
ного кода Cm длины m с минимальным расстоянием dH = 4:

C0
i = Cm + ei + em, C1

i = Cm + ei, i = 1, 2, . . . ,m;

здесь все кодовые слова кода C0
i имеют четный вес, а кодовые слова C1

i – нечетный.
Для каждого вектора μ из Cm возьмем 2r-ичный МДР-код Cμ с кодовым расстоя-
нием 2 длины m и мощности |Cμ| = (2r)m−1 над алфавитом из 2r символов.

Кроме того, для каждого вектора μ из базового кода Cm рассмотрим латинский
квадрат Lμ порядка 2r, k-я строка которого равна(

�μk,1, �
μ
k,2, . . . , �

μ
k,2r

)
, k = 1, 2, . . . , 2r.

Латинские квадраты и МДР-коды могут быть взяты как различными, так и совпа-
дающими. Определим коды над Zs длины n = mr следующим образом:

Ci,k
=

⋃
μ∈C0

i

⋃
j∈Cμ

Cμ1

i,j1
× . . .× C

μm−1

i,jm−1
× Cμm

i,�μk,jm

, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r, (15)

Di,k

=
⋃

μ∈C1
i

⋃
j∈Cμ

Cμ1

i,j1
× . . .× C

μm−1

i,jm−1
× Cμm

i,�μk,jm

, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r. (16)

Идея конструкции, описанной в (15) и (16), перекликается с одним из методов
построения разбиений на двоичные расширенные совершенные коды из [17].

Т е о р ем а 4. Совокупность кодов Ci,k и Di,k, где i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r,
из (15), (16) образует разбиение множества Zn

s , n = mr, на диаметральные совер-
шенные коды Ли длины n над алфавитом Zs.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 3 все коды Ci,k и Di,k, i = 1, 2, . . . ,m,
k = 1, 2, . . . , 2r, являются диаметральными совершенными кодами Ли над алфави-
том Zs, имеющими длину n = mr. По построению число таких кодов в разбиении
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равно 4mr. Следовательно,

|Ci,k| · 4mr =
sn

4mr
· 4mr = sn = |Zn

s |,

что соответствует необходимому числу диаметральных совершенных кодов Ли в
разбиении множества Zn

s .
Очевидно, что четновесовые коды Ci,k и нечетновесовые Di′,k′ не пересекаются.

Докажем, что любые два кода Ci,k и Ci′,k′ , где (i, k) �= (i′, k′), не пересекаются.
Возможны следующие случаи.
1. Пусть i �= i′. Помимо кода Ci,k рассмотрим код Ci′,k, где

Ci′,k =
⋃

μ′∈C0
i′

⋃
j′∈Cμ′

C
μ′
1

i′j′1
× . . .× C

μ′
m−1

i′,j′m−1
× C

μ′
m

i′,�μ
′

k,j′m

.

Так как i �= i′, то C0
i �= C0

i′ . Отсюда в силу того, что оба кода C0
i и C0

i′ четновесовые,
получаем, что существуют μ ∈ C0

i и μ′ ∈ C0
i′ , такие что

dH(μ, μ′) = dH
(
(μ1, . . . , μm), (μ′

1, . . . , μ
′
m)
)
≡ 0 (mod 2),

т.е. dH(μ, μ′) � 2. Значит, найдутся по крайней две координаты a и b, в которых
различаются слова μ и μ′, т.е. μa �= μ′

a, μb �= μ′
b. Следовательно, имеются две пары

диаметральных совершенных кодов Ли (Cμa

i,ja
, C

μ′
a

i′,j′a
) и (Cμb

i,jb
, C

μ′
b

i′,j′
b
), такие что

dL
(
Cμa

i,ja
, C

μ′
a

i′,j′a

)
� 1 и dL

(
Cμb

i,jb
, C

μ′
b

i′,j′b

)
� 1.

Как следствие, имеем

Ci,k ∩ Ci′,k = ∅.

2. Пусть i = i′ и k �= k′. Пусть

Ci,k′ =
⋃

μ′∈C0
i

⋃
j′∈Cμ′

C
μ′
1

ij′1
× . . .× C

μ′
m−1

i,j′m−1
× C

μ′
m

i,�μ
′

k′,j′m

.

При μ �= μ′ рассуждения идентичны проведенным в случае 1.
Пусть μ = μ′ и пересечение кодов Ci,k и Ci,k′ непусто. В этом случае найдутся два

вектора j и j′ в МДР-коде Cμ, такие что они совпадают в первыхm−1 координатных
позициях и выполняется

�μk,jm = �μk′,j′m
. (17)

Так как код Cμ имеет минимальное расстояние 2, то это возможно, только если
jm = j′m. Отсюда и из (17) с учетом того, что Lμ – латинский квадрат, имеем k = k′,
т.е. Ci,k = Ci,k′ , противоречие.

Для нечетновесовых кодов Di,k, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r, доказательство
аналогично, поэтому оно опущено. Как следствие, получаем разбиение множества
слов Zn

s , n = mr, на диаметральные совершенные коды Ли длины n. �
Оценим снизу число D̃L

r,s разбиений множества слов Zr
s, r = m′r′, на диамет-

ральные совершенные коды Ли длины r. Пусть D̃L
r′,s, N

H
m′ , RH

m′ и N2r,Lat – соот-
ветственно, число различных разбиений Zr′

s на диаметральные совершенные коды
Ли длины r′ над Zs, число различных двоичных расширенных совершенных кодов
длины m′, различных МДР-кодов с кодовым расстоянием 2 длины m′ и различных
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латинских квадратов порядка 2r. Здесь, как и ранее, верхние индексы L и H ука-
зывают на принадлежность к метрикам Ли и Хэмминга. Из конструкции теоремы 4
имеем следующую нижнюю оценку числа разбиений множества слов Zr

s, r = m′r′,
на диаметральные совершенные коды Ли длины r.

С л е д с т в и е 4. Для числа разбиений множества слов Zr
s, r = m′r′, на диамет-

ральные совершенные коды Ли длины r справедлива оценка снизу

D̃L
r,s �

(
D̃L

r′,s

)2m′

NH
m′
(
RH

m′N2r,Lat

)2|Cm′
|
. (18)

Все сомножители в оценке (18) можно оценить снизу, как и в предыдущих пара-
графах, что, очевидно, при подстановке D̃L

r,s в формулу (13) еще больше усиливает
нижнюю оценку числа NL

n,s диаметральных совершенных кодов Ли длины n = mr
по сравнению с оценкой, предложенной Этционом в [1].
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 58 2022 Вып. 3

УДК 621.391 : 519.24

© 2022 г. М.В. Бурнашев

О МИНИМАКСНОМ ОБНАРУЖЕНИИ ГАУССОВСКИХ СТОХАСТИЧЕСКИХ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ С НЕТОЧНО ИЗВЕСТНЫМИ
СРЕДНИМИ И КОВАРИАЦИОННЫМИ МАТРИЦАМИ1

Рассматривается задача обнаружения (проверки) гауссовских стохастичес-
ких последовательностей (сигналов) с неточно известными средними и ковари-
ационными матрицами. Альтернативой являются независимые одинаково рас-
пределенные гауссовские случайные величины с нулевыми средними и единич-
ными дисперсиями. При заданной вероятности “ложной тревоги” (вероятности
ошибки 1-го рода) качество минимаксного обнаружения определяется наилуч-
шей экспонентой “вероятности пропуска” (вероятности ошибки 2-го рода) при
растущем интервале наблюдений. Исследуется максимальное множество сред-
них и ковариационных матриц (сложная гипотеза), такое что его минимаксную
проверку можно заменить проверкой одной конкретной пары среднего и ковари-
ационной матрицы (простая гипотеза) без ухудшения экспоненты обнаружения.
В статье полностью описывается это максимальное множество.

Ключевые слова: минимаксная проверка гипотез, вероятность ошибки 1-го рода,
вероятность ошибки 2-го рода, экспонента вероятности ошибки, лемма Стейна.

DOI: 10.31857/S0555292322030068, EDN: EANVWL

§ 1. Введение и основные результаты
1.1. Постановка задачи. Одна из традиционных задач проверки простых гипотез

H0 и H1 относительно гауссовского сигнального вектора ηn на фоне гауссовского
шума ξn (т.е. задачи обнаружения сигнала на фоне шума) по наблюдениям yT

n =
= y′

n = (y1, . . . , yn) ∈ Rn имеет вид

H0 : yn = ξn, ξn ∼ N (0, In),

H1 : yn = ηn, ηn ∼ N (an,Mn),
(1)

где выборка ξTn = (ξ1, . . . , ξn) представляет собой “шум” и состоит из независимых
одинаково распределенных гауссовских случайных величин с нулевыми средними и
дисперсиями 1, а In – единичная ковариационная матрица. Стохастический “сиг-
нал” ηn является гауссовским случайным вектором с известным средним an и из-
вестной ковариационной матрицей Mn.

Однако на практике среднее an и матрица Mn обычно не известны в точности,
и поэтому в реальности модель (1) принимает вид

H0 : yn = ξn, ξn ∼ N (0, In),

H1 : yn = ηn, ηn ∼ N (an,Mn), an ∈ An, Mn ∈ Mn,
(2)

1 Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (номер проекта 19-01-00364).

70



где An – заданное множество возможных средних an, а Mn – заданное множество
возможных ковариационных матриц Mn (возможно, зависящее от an). Будем также
обозначать для удобства

Bn = (bn,Vn), bn ∈ An, Vn ∈ Mn, Fn = {Bn} = (An,Mn).

Далее для модели (2) рассматривается задача минимаксной проверки [1–3] про-
стой гипотезы H0 против сложной альтернативы H1 по наблюдениям yT

n = y′
n =

= (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Если для принятия решения в пользу H0 выбирается область
D ∈ Rn, такая что

yn ∈ D ⇒ H0, yn �∈ D ⇒ H1, (3)

то тогда вероятности ошибки 1-го рода (“ложной тревоги”) α(D) и 2-го рода (“ве-
роятность пропуска”) β(D,An,Mn) определяются, соответственно, формулами

α(D) = P(yn �∈ D |H0) (4)

и

β(D,An,Mn) = sup
an∈An

sup
Mn∈Mn

P(yn ∈ D |Mn,an). (5)

Нас интересует минимально возможная вероятность β(D,An,Mn) ошибки 2-го
рода (см. (4) и (5)) при заданной вероятности ошибки 1-го рода α, 0 < α < 1:

β(α,An,Mn) = inf
D: α(D)�α

β(D,An,Mn), (6)

и соответствующая оптимальная область принятия решения D(α) из (3).
В статье рассматривается случай, когда величина α фиксирована (или медлен-

но убывает при n → ∞). Этот случай иногда называют задачей Неймана –Пирсона
минимаксного различения гипотез. В этом случае ошибки 1-го и 2-го рода влекут
очень разные потери для статистика, и он в основном хочет минимизировать веро-
ятность ошибки 2-го рода β = P{H0 |H1}. Этот случай очень популярен в разных
приложениях (см., например, работу [4] и библиографию в ней).

Для заданных среднего an, матрицыMn и величины α через β(α,an,Mn) обозна-
чим минимально возможную вероятность ошибки 2-го рода (см. (6)). Соответству-
ющая оптимальная область принятия решения D(α,an,Mn) описывается леммой
Неймана –Пирсона [1, 2]. Ясно, что

sup
Mn∈Mn

β(α,an,Mn) � β(α,an,Mn). (7)

Также для фиксированного α и заданных множеств An,Mn обозначим через
β(α,An,Mn) минимально возможную вероятность ошибки 2-го рода (см. (6)). Тогда
аналогично (7) имеем

sup
an∈An

sup
Mn∈Mn

β(α,an,Mn) � β(α,An,Mn). (8)

Во многих практических случаях величина β(α,an,Mn) убывает экспоненци-
ально по n → ∞. Поэтому естественно (во всяком случае, проще и продуктивнее)
исследовать соответствующие экспоненты n−1 lnβ(α,an,Mn) и n−1 lnβ(α,An,Mn)
при n → ∞ (некоторые результаты относительно равенства в (7) имеются в [5]).
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В данной статье исследуются множества Fn = (An,Mn), для которых в соотно-
шении (8) выполняется следующее асимптотическое равенство:

lim
n→∞

1

n
lnβ(α,An,Mn) = lim

n→∞

1

n
lnβ(α,an,Mn). (9)

Мотивация исследования минимаксной проверки гипотез (обнаружения сигна-
лов) подробно описана в [1–4]. Если для заданных множеств средних An и мат-
риц Mn выполняется соотношение (9), то тогда можно заменить (без асимптотиче-
ских потерь) все множество Fn одной конкретной парой (an,Mn). Напомним, что
оптимальный тест для конкретной пары (an,Mn) описывается леммой Неймана –
Пирсона и сводится к простому тесту отношения правдоподобия (LR-тесту). В про-
тивном случае (без соотношения (9)) оптимальным минимаксным тестом является
значительно более сложный байесовский тест относительно наименее благоприятно-
го априорного распределения на множестве Fn. Поэтому естественно исследовать,
когда заданное множество Fn можно заменить конкретной парой Fn = (an,Mn).
Однако технически удобнее рассмотреть эквивалентную задачу: для заданной па-
ры Fn найти максимальное множество пар Fn(Fn), которое может быть заменено
парой Fn. Эта задача в основном и рассматривается в настоящей статье.

Замечание 1. Модели (1) и (2) можно свести к эквивалентным моделям с диа-
гональной матрицей Mn. Действительно, так как Mn – ковариационная матрица
(т.е. симметричная и положительно определенная), то существуют ортогональная
матрица Tn и диагональная матрица Λn, такие что Mn = TnΛnT

′
n (см. [6, §§ 4.7–4.9;

7, теорема 4.1.5]). При этом диагональная матрица Λn = T ′
nMnTn состоит из соб-

ственных значений {λi} матрицы Mn. Отметим также, что для любой ортогональ-
ной матрицы Tn вектор T ′

nξn имеет то же самое распределение, что и сам вектор ξn
(для простой гипотезы H0 в (2)). Поэтому, умножая обе части (2) на T ′

n, можно
свести модель (2) к эквивалентной модели с диагональной матрицей Mn.

О п р е д е л е н и е 1. Для фиксированного α и заданной последовательности пар
Fn = (an,Mn) обозначим через F0(Fn) последовательность наибольших множеств
пар, таких что равенство (9) принимает вид

lim
n→∞

1

n
lnβ(F0(Fn)) = lim

n→∞

1

n
lnβ(Fn). (10)

Ясно, что Fn ∈ F0(Fn).

Другими словами, для заданной вероятности ошибки 1-го рода α последователь-
ность F0(Fn) представляет собой наибольшее множество пар, которое может быть
заменено (без асимптотических потерь для β(F0(Fn))) одной парой Fn. Далее (теоре-
ма 1) описывается наибольшее множество F0(Fn), удовлетворяющее (10). Это обоб-
щает аналогичный результат из [8], где рассматривался случай an = 0n. Это также
усиливает аналогичный результат из [4], где для множества F0(0n,Mn) были полу-
чены некоторые оценки снизу.

Удобно сначала исследовать максимальные множества FLR
0 (Fn), аналогичные

F0(Fn), но которые возникают, если используется LR-детектор (см. определение 2).
Будет показано, что F0(Fn) = FLR

0 (Fn), т.е. LR-детектор является асимптотически
оптимальным.

В моделях (1) и (2) обозначим через PIn распределение величины yn = ξn, где
ξn ∼ N (0, In). Аналогично обозначим через QFn

, Fn = (an,Mn), распределение
величины yn = ηn, где ηn ∼ N (an,Mn). Обозначим также через pIn

(yn) и pFn
(yn),

yn ∈ Rn, соответствующие плотности распределения вероятностей. Для (n×n)-мат-
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рицы Mn будем обозначать |Mn| = detMn. Заметим, что если |Mn| �= 0, то

ln pIn
(yn) = −1

2
[n ln(2π) + (yn,yn)], yn ∈ Rn,

ln pFn
(yn) = −1

2

[
n ln(2π) + ln |Mn|+ (yn − an,M

−1
n (yn − an))

]
.

(11)

При |Mn| �= 0 введем также логарифм отношения правдоподобия (см. (11))

rFn
(yn) = ln

pIn

pFn

(y) =

=
1

2

[
ln |Mn|+ (y, (M−1

n − In)y)− 2(y,M−1
n an) + (an,M

−1
n an)

]
. (12)

Рассмотрим сначала LR-детекторы. Введем соответствующие области принятия
решения DLR(Fn, α) в пользу гипотезы H0 (т.е. в пользу матрицы In), когда прове-
ряются простые гипотезы In и Fn:

DLR(Fn, α) = {yn ∈ Rn : rFn(yn) � γ}, (13)

где γ такое, что (см. (12))

α = PIn
{Dc

LR(Fn, α)} = PIn
{rFn

(ξn) � γ} = PIn

{
[ln |Mn|+

+ (ξn, (M
−1
n − In)ξn)− 2(ξn,M

−1
n an) + (an,M

−1
n an)] � 2γ

}
. (14)

О пр е д е л е н и е 2. Для фиксированного α и заданной последовательности пар
Fn = (an,Mn) обозначим через FLR

0 (Fn) последовательность максимальных мно-
жеств пар (bn,Vn), таких что

lim
n→∞

1

n
ln sup

(bn,Vn)∈FLR
n (an,Mn)

β(bn,Vn) = lim
n→∞

1

n
lnβ(an,Mn), (15)

при условии, что используются решающие области DLR(α,an,Mn).
Ниже в теореме 2 описывается множество FLR

0 (an,Mn) для модели (2).
Нам понадобится также следующее определение [9].
О п р е д е л е н и е 3. Для вероятностных мер P и Q на измеримом пространстве

(X ,B) введем функцию (расстояние (или дивергенция) Кульбака –Лейблера для мер
P и Q)

D(P ‖Q) = EP ln
dP

dQ
(x) � 0, (16)

где математическое ожидание берется по мере P.
С помощью формул (11) и (16) имеем

D(PIn ‖Qan,Mn
) = Eξn

ln
pIn

pan,Mn

(ξn) =

=
1

2

[
ln |Mn|+ (an,M

−1
n an) +Eξn

(ξn, (M
−1
n − In)ξn)

]
=

=
1

2

[
n∑

i=1

(lnλi +
1

λi
− 1) + (an,M

−1
n an)

]
, (17)

где {λ1, . . . , λn} – собственные значения (все положительные) ковариационной мат-
рицы Mn, а an = (a1, . . . , an).
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1.2. Предположения. В модели (2) обозначим через λ1(Mn), . . . , λn(Mn) соб-
ственные значения (все положительные) ковариационной матрицы Mn. Предполо-
жим, что выполняются следующие предположения:
I. Для всех ковариационных матриц Mn ∈ Mn(Mn) существует предел (см. (17))

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(
lnλi(Mn) +

1

λi(Mn)
− 1

)
(18)

(заметим, что ln z + 1/z − 1 � 0, z > 0).
II. Для какого-нибудь δ > 0 имеем

lim
n→∞

1

n
sup

Mn∈Mn

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

λi(Mn)
− 1

∣∣∣∣1+δ

< ∞. (19)

1.3. Основные результаты. Сделаем сначала важное пояснение.
Замечание 2. При описании максимальных множеств F(an,Mn) имеется следу-

ющая техническая трудность. Соотношение (9) имеет асимптотический (при n → ∞)
характер. Поэтому и максимальные множества F(an,Mn) можно описать только
асимптотически (при n → ∞). Для этого удобнее всего описать наиболее простую
последовательность множеств, которые в пределе дают максимальные множества
F(an,Mn).

В статье для (n × n)-матрицы An будем обозначать |An| = detAn. Через (x,y)
будем обозначать скалярное произведение векторов x,y. Будем писать An > 0, если
матрица An положительно определена.

Пусть Cn – множество всех ковариационных (т.е. симметричных и положитель-
но определенных) (n × n)-матриц в Rn. Для любых Mn,Vn ∈ Cn, и an, bn ∈ Rn

определим функцию

fan,Mn(bn,Vn) =
|Mn|e−K

|Vn||Bn|
, (20)

где

Bn = In + V −1
n −M−1

n , d = B−1
n (V −1

n bn −M−1
n an),

K = (bn,V
−1
n bn)− (an,M

−1
n an)− (d,Bnd).

(21)

Для последовательности пар (an,Mn) введем следующую последовательность
множеств пар (bn,Vn):

F0(an,Mn) =

{
(bn,Vn) : EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) � eo(n)
}

=

=
{
(bn,Vn) : In + V −1

n −M−1
n > 0, fan,Mn(bn,Vn) � eo(n)

}
, (22)

где функция fan,Mn(bn,Vn) определена в (20).
Следующая теорема является главным результатом статьи и описывает множе-

ства F(an,Mn) и FLR(an,Mn) из (10) и (15) соответственно.
Т е о р ем а 1. Если выполняются предположения (18), (19), то при n → ∞

F(an,Mn) = FLR(an,Mn) = F0(an,Mn), (23)

где равенства понимаются в смысле замечания 2.
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Замечание 3. Ясно, что (an,Mn) ∈ F(an,Mn). Также множества F(an,Mn)
и FLR(an,Mn) являются выпуклыми по bn,Vn. Действительно, известно [6, § 8.5,
теорема 4; 7, теорема 7.6.7], что функция f(An) = ln |An| является строго вогну-
той на выпуклом множестве всех положительно определенных симметричных мат-
риц в Rn. Поэтому множество F(an,Mn) является выпуклым, т.е. любые матрицы
V (1)

n ∈ F(an,Mn) и V (2)
n ∈ F(an,Mn) удовлетворяют условию

aV (1)
n + (1− a)V (2)

n ∈ F(an,Mn) для любого 0 � a � 1.

В определенном смысле F(an,Mn) – это множество F0(an,Mn), расширенное
на “тонкий слой” с шириной порядка o(n). Другими словами, F0(an,Mn) можно
рассматривать как “ядро” множества F(an,Mn).

Приведем также следующее упрощающее следствие из теоремы 1. Без ограниче-
ния общности можно считать, что матрица Mn является диагональной (см. замеча-
ние 1) с собственными значениями {λi} (все положительные). Также ограничимся
в (23) только диагональными матрицами Vn с положительными собственными зна-
чениями {νi}. Матрица Bn = In + V −1

n −M−1
n является диагональной с собствен-

ными значениями {μi}:

μi = 1 +
1

νi
− 1

λi
, i = 1, . . . , n. (24)

Тогда для an = (a1,n, . . . , an,n), bn = (b1,n, . . . , bn,n) из (21) имеем

K =

n∑
i=1

[
b2i,n
νi

−
a2i,n
λi

− 1

μi

(bi,n
νi

− ai,n
λi

)2
]
. (25)

Введем выпуклое множество Cdiag,n диагональных положительно определенных
матриц Vn:

Cdiag,n = {Vn ∈ Cn : Vn > 0 и Vn – диагональная матрица}.

Если Mn,Vn ∈ Cdiag,n, то функция fan,Mn(bn,Vn) из (20) принимает вид

f
(0)
an,Mn

(bn,Vn) = e−K
n∏

i=1

( λi

νiμi

)
, (26)

где {μi} определены в (24), а K определено в (25). Предполагается также, что μi > 0,
i = 1, . . . , n.

Для последовательности пар (an,Mn), Mn ∈ Cdiag,n, введем следующее множе-
ство пар (bn,Vn), Vn ∈ Cdiag,n:

V(an,Mn) =

=
{
(bn,Vn) : 1 + 1/νi − 1/λi > 0, i = 1, . . . , n, ln f

(0)
an,Mn

(bn,Vn) � o(n)
}
, (27)

где функция f
(0)
an,Mn

(bn,Vn) определена в (26).
Тогда справедлива следующая “внутренняя граница” для M(an,Mn).
Т е о р ем а 2. Если выполняются предположения (18), (19), то множество

F(an,Mn) содержит множество V(an,Mn):

V(an,Mn) ⊆ F(an,Mn), Mn ∈ Cdiag,n, (28)

где множество V(an,Mn) определено в (27).
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Множество V(an,Mn) выпукло по Vn (см. замечание 3).
Далее в § 2 приводится вспомогательная теорема 3. В § 3 доказывается теорема 1,

а в § 4 в качестве примеров рассматриваются некоторые частные случаи задачи.

§ 2. Вспомогательная теорема
В моделях (1), (2) рассмотрим сначала проверку простых гипотез: пара (0n, In)

против пары (an,Mn). Обозначим

D(In ‖an,Mn) = D(PIn
‖Qan,Mn

).

Следующая теорема является основным вспомогательным результатом, используе-
мым в настоящей статье. Ее доказательство следует доказательству теоремы 3 в [8].
Более общий результат содержится в [10].

Т е о р ем а 3. Для минимально возможного β(α), 0 < α < 1, справедливы гра-
ницы

lnβ(α) � −D(In ‖an,Mn) + h(α)

1− α
, h(α) = −α lnα− (1− α) ln(1− α), (29)

и

lnβ(α) � −D(In ‖an,Mn) + μ0(α,an,Mn), (30)

где μ0(α,an,Mn) определяется соотношением

PIn

{
ln

pIn

pan,Mn

(x) � D(In ‖an,Mn)− μ0

}
= α. (31)

Отметим, что обе границы (29) и (30) являются чисто аналитическими соотно-
шениями, без каких-либо предельных операций. Нижняя граница (29) и верхняя
граница (30) близки друг к другу, если величина μ0(α,an,Mn) значительно меньше,
чем D(In ‖an,Mn) (которая обычно имеет порядок n).

Следующий результат дает для величины μ0(α,an,Mn) из (31) оценку сверху
порядка n1/p, p > 1. Ее доказательство (см. Приложение) следует доказательству
леммы 1 в [8].

Л емма 1. Для μ0(α,an,Mn) из (30) справедлива оценка сверху (см. (19))

μ0(α,an,Mn) �
(
24

α

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

λi(Mn)
− 1

∣∣∣∣p
)1/p

+ 3
∥∥M−1

n an

∥∥√ln(1/α). (32)

§ 3. Доказательство теоремы 1
Так как FLR

n (an,Mn) ⊆ Fn(an,Mn), то для доказательства теоремы 1 достаточ-
но получить “внутреннюю границу” для FLR

n (an,Mn), а затем получить аналогич-
ную “внешнюю границу” для Fn(an,Mn).

3.1. “Внутренняя граница” для FLR
n (aaan,MMMn). Оценим сначала сверху величи-

ну β(α, bn,Vn). Для этого в модели (2) рассмотрим проверку простой гипотезы
(0n, In) против простой альтернативы (an,Mn), когда an известна. Используем оп-
тимальный LR-тест с решающей областью DLR(an,Mn, α) = Aμ0 в пользу (0n, In)
(см. (13), (14)), где μ0 = μ0(α,an,Mn) > 0 определено в (31). Рассмотрим какую-
либо другую пару (bn,Vn) и оценим вероятность ошибки 2-го рода β(α, bn,Vn) при
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условии, что используется решающая область Aμ0 . Тогда

β(α, bn,Vn) =

∫
Aμ0

pbn,Vn
(x)dx =

∫
Aμ0

pbn,Vn

pan,Mn

(x)
pan,Mn

pIn

(x)pIn
(x)dx =

= e−D(In‖an,Mn)+μ1

∫
Aμ0

pbn,Vn

pan,Mn

(x)pIn
(x)dx �

� β(α,an,Mn)e
μ0 EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x), (33)

где 0 � μ1 � μ0(α,an,Mn). В силу предположения (19) и оценки (32) имеем

μ0(α,an,Mn) = O(n1/(1+δ)) = o(n), n → ∞. (34)

Поэтому если

sup
(bn,Vn)∈F(an,Mn)

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) � eo(n), n → ∞, (35)

то в силу (33)–(35) при n → ∞

sup
(bn,Vn)∈F(an,Mn)

lnβ(α, bn,Vn) � lnβ(α,an,Mn) + o(n). (36)

3.2. “Внешняя граница” для Fn(aaan,MMMn). Получим теперь аналогичную оценку
снизу для β(α, bn,Vn). Рассмотрим сначала проверку простой гипотезы (0n, In) про-
тив простой альтернативы (an,Mn). Используем для этого оптимальный LR-тест
с решающей областьюDLR(an,Mn, α) = Aμ0 в пользу (0n, In) (см. (13), (14)). Тогда,
обозначая p = pIn

и q = pan,Mn
, для вероятностей ошибок имеем

α = PIn(Aμ0), βan,Mn =

∫
Aμ0

q(x) dx = β(α). (37)

Рассмотрим какую-либо другую пару (bn,Vn). Пусть D ∈ Rn – какая-то реша-
ющая область в пользу (0n, In), а βbn,Vn(D) и α = α(D) – соответствующие веро-
ятности ошибок. Тогда, обозначая q1 = pbn,Vn

, для вероятности ошибки 2-го рода
βbn,Vn(D) (см. (37)) должно выполняться

βbn,Vn(D) =

∫
D

q1(x) dx � β(α)eo(n), α = PIn
(Dc). (38)

Для некоторого δ, 0 � δ � 1, рассмотрим также плотность вероятности

qδ(x) = (1− δ)q(x) + δq1(x) (39)

и соответствующую величину βδ для нее:

βδ =

∫
D

qδ(x) dx = (1 − δ)β(α) + δβbn,Vn . (40)

В силу (38) и (40) имеем

βδ � β(α)
(
1− δ + δeo(n)

)
. (41)
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Отметим, что плотность вероятности qδ(x) соответствует байесовской постановке
задачи, когда альтернативная гипотезаH1 с вероятностью 1−δ совпадает с (an,Mn),
а с вероятностью δ – c (bn,Vn). Величина βδ является соответствующей вероятно-
стью ошибки 2-го рода.

Оценим снизу величину βδ. Сначала имеем

ln
βδ

1− α
= ln

[
1

(1− α)

∫
D

p(x)
qδ
p
(x) dx

]
� 1

(1− α)

∫
D

p(x) ln
qδ
p
(x) dx =

= −D(p(x)‖ qδ(x))
1− α

− 1

(1− α)

∫
Dc

p(x) ln
qδ
p
(x) dx. (42)

Для последнего члена в правой части (42) имеем∫
Dc

p(x) ln
qδ
p
(x) dx � α ln

[
1

α

∫
Dc

qδ(x) dx

]
= α ln

1− βδ

α
� α ln

1

α
.

Поэтому получаем

lnβδ � −D(p(x)‖ qδ(x)) + h(α)

1− α
. (43)

Рассмотрим величину D(p(x)‖ qδ(x)) в правой части (43). Обозначая

r(x) =
q1(x)

q(x)
, (44)

в силу (39) и (44) имеем

qδ(x)

q(x)
= 1− δ + δ

q1(x)

q(x)
= 1− δ + δr(x).

Поэтому

D(p(x)‖ qδ(x)) = −
∫
Rn

p(x) ln
qδ
p
(x) dx = D(p(x)‖ q(x)) + g(δ), (45)

где

g(δ) = −
∫
Rn

p(x) ln[1− δ + δr(x)] dx. (46)

Поэтому в силу (41), (45) и (46) необходимо иметь

g(δ) � − ln(1− δ + δeo(n)) для всех 0 < δ � 1. (47)

Заметим, что так как lnE ξ � E ln ξ, то из (46) имеем

g(δ) � ln

∫
Rn

p(x)

1− δ + δr(x)
dx для всех 0 < δ � 1.

Поэтому для того чтобы выполнялось (47), необходимо иметь∫
Rn

p(x)

1− δ + δr(x)
dx � 1

1− δ + δeo(n)
, 0 < δ � 1. (48)
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Так как
∫
p(x) dx = 1, то соотношение (48) эквивалентно условию∫

Rn

p(x)(r(x)− 1)

1− δ + δr(x)
dx � eo(n) − 1

1− δ + δeo(n)
, 0 < δ � 1. (49)

Заметим, что∫
Rn

p(x)

1− δ + δr(x)
dx � 1

1− δ
, 0 < δ � 1.

Поэтому для того чтобы выполнялось (49), необходимо по меньшей мере иметь∫
Rn

p(x)r(x)

1 + δr(x)
dx � eo(n)

(1− δ)(1 − δ + δeo(n))
. (50)

Полагая δ ↓ 0, получаем из (50) необходимое условие∫
Rn

p(x)r(x) dx = EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) � eo(n), (51)

что дает “внешнюю границу” для Fn(an,Mn) (см. (23)).
Заметим, что “внутренняя граница” (35), (36) для Fn(an,Mn) совпадает с (51).

Поэтому для завершения доказательства теоремы 1 остается выразить условие (51)
через матрицы Mn,Vn и средние an, bn. Для этого используем следующий резуль-
тат.

Л емма 2. Если In + V −1
n −M−1

n > 0, то справедлива формула (см. (20)–(22))

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) =
|Mn|1/2e−K/2

|Vn|1/2|Bn|1/2
= f

1/2
an,Mn

(bn,Vn), (52)

где функция fan,Mn(bn,Vn) определена в (20).
Если матрица In + V −1

n −M−1
n не является положительно определенной, то

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) = ∞. (53)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначая

ζ =
(
ξn − bn,V

−1
n (ξn − bn)

)
−
(
ξn − an,M

−1
n (ξn − an)

)
,

с помощью (11) получаем

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) = Eξn

pbn,Vn

pan,Mn

(ξn) =
|Mn|1/2
|Vn|1/2

Eξn
e−ζ/2 =

=
|Mn|1/2

|Vn|1/2(2π)n/2
∫
Rn

e−
1
2 [(x,x)+(x−bn,V

−1
n (x−bn))−(x−an,M

−1
n (x−an))] dx. (54)

Заметим, что (см. (54))

(x,x) + (x− b,V −1(x− b))− (x− a,M−1(x− a)) = (x− d,B(x− d)) +K,
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где (см. также (21))

B = I + V −1 −M−1, d = B−1(V −1b−M−1a),

K = (b,V −1b)− (a,M−1a)− (d,Bd).

Поэтому (54) можно продолжить следующим образом:

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) =
|Mn|1/2e−K/2

|Vn|1/2(2π)n/2
∫
Rn

e−((x−d),Bn(x−d))/2 dx =

=
|Mn|1/2e−K/2

|Vn|1/2(2π)n/2
∫
Rn

e−(x,Bnx)/2 dx. (55)

Рассмотрим интеграл в правой части (55). Если Bn > 0, то [6, § 6.9, теорема 3]∫
Rn

e−(x,Bnx)/2 dx =
(2π)n/2

|Bn|1/2
. (56)

В противном случае∫
Rn

e−(x,Bnx)/2 dx = ∞. (57)

Предположим сначала, что Bn = In + V −1
n − M−1

n > 0, т.е. матрица Bn поло-
жительно определена. Тогда из (55), (56) получаем

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) =
|Mn|1/2e−K/2

|Vn|1/2|Bn|1/2
. (58)

Если же матрица Bn = In+V −1
n −M−1

n не является положительно определенной,
то в силу (57)

EIn

pbn,Vn

pan,Mn

(x) = ∞, (59)

и поэтому условие (51) не может быть выполнено. Из (58), (59) следует лемма 2. �
Продолжим доказательство теоремы. Определим F(an,Mn) как максимальное

множество, удовлетворяющее условию

fan,Mn(bn,Vn) � eo(n), n → ∞. (60)

Это множество совпадает с определением (22). Поэтому из (35), (51), (52) и (60)
следует теорема 1.

§ 4. Примеры. Частные случаи

4.1. Известные среднее aaan и ковариационная матрицаMMMn. Рассмотрим сначала
простейший случай известных среднего an = (a1, . . . , an) и матрицы Mn и применим
теорему 3. Это позволит оценить скорость сходимости в теореме 1. Без ограниче-
ния общности в модели (2) можно считать ковариационную матрицу Mn диаго-
нальной с положительными собственными значениями λ1, . . . , λn (см. замечание 1).
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Тогда (см. (17))

D(PIn
‖Qan,Mn

) = D(ξn ‖an + ηn) =
1

2

[
n∑

i=1

(
lnλi +

1

λi
− 1 +

a2i
λi

)]
. (61)

В силу (29), (30) для D = D(PIn
‖Qan,Mn

) получаем

−D + 1

1− α
� ln β(α) � −D + μ0(α,an,Mn), (62)

где μ0(α,an,Mn) оценено в (32).
Для того чтобы оценить μ0(α,an,Mn) проще, чем (32), предположим дополни-

тельно, что выполняется следующее условие:
III. Существует C > 0, такое что

EP

[
D(PIn ‖Qan,Mn

)− ln
pIn

pan,Mn

(x)

]2
� C2D(PIn ‖Qan,Mn

). (63)

Тогда, используя неравенство Чебышева, имеем

αμ = PIn

{
D(In ‖an,Mn)− ln

pIn

pan,Mn

(xn) � μ

}
�

� μ−2 EP

[
D(PIn

‖Qan,Mn
)− ln

pIn

pan,Mn

(x)

]2
� C2μ−2D(PIn

‖Qan,Mn
). (64)

Для того чтобы правая часть (64) не превышала α, достаточно положить

μ = C

√
D(PIn

‖Qan,Mn
)

α
,

и тогда (62) принимает вид

−D + 1

1− α
� ln β(α) � −D + C

√
D

α
,

который оценивает скорость сходимости в (62).
Заметим также, что аналогично (74), (75) нетрудно получить

EP

[
D(PIn

‖Qan,Mn
)− ln

pIn

pan,Mn

(x)

]2
=

1

2

n∑
i=1

[(
1− 1

λi

)2

+ 2
a2i
λ2
i

]
. (65)

Поэтому условие III эквивалентно неравенству (см. (61) и (65))

n∑
i=1

[(
1− 1

λi

)2

+ 2
a2i
λ2
i

]
� C2

[
n∑

i=1

(
lnλi +

1

λi
− 1 +

a2i
λi

)]
.

Замечание 4. Предположение (63) выполняется, например, в естественном “ре-
гулярном” случае, когда элементы an+1, Mn+1 являются “продолжениями” элемен-
тов an, Mn.

4.2. Неизвестное среднее aaan и известная ковариационная матрицаMMMn. Рассмот-
рим случай модели (2), в котором известна ковариационная матрица Mn, но не
известно среднее an. Без ограничения общности можно считать ковариационную
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матрицу Mn диагональной с положительными собственными значениями λ1, . . . , λn

(см. замечание 1). Тогда функция fan,Mn(bn,Mn) из (20) принимает вид

fan,Mn(bn,Mn) = e−K ,

где при an = (a1,n, . . . , an,n) и bn = (b1,n, . . . , bn,n) имеем

K = (bn,M
−1
n bn)− (an,M

−1
n an)−

(
M−1

n (bn − an),M
−1
n (bn − an)

)
=

=

n∑
i=1

[
b2i,n − a2i,n

λi
− (bi,n − ai,n)

2

λ2
i

]
. (66)

Соответствующее максимальное множество F1(an,Mn) = {bn} в этом случае при-
нимает вид (см. (22))

F1(an,Mn) = {bn : K � o(n)}, (67)

где функция K = K(an,Mn, bn) определена в (66).
Отметим, что в случае Mn = In (т.е. когда гипотезы различаются только сдви-

гом an) формулы (66), (67) принимают особенно простой вид:

K = 2(an, bn − an), F1(an, In) = {bn : (an, bn − an) � o(n)}. (68)

Эти результаты следуют также из работ [11, 12] (где эта задача рассматривалась в
гильбертовом и банаховом пространствах).

4.3. Известное среднее aaan и неизвестная ковариационная матрицаMMMn. Ограни-
чимся случаем an = 0n. Тогда функция fan,Mn(bn,Vn) из (20) при an = bn = 0n

принимает вид

f0n,Mn(0n,Vn) =
|Mn|

|Vn| ·
∣∣In + V −1

n −M−1
n

∣∣ . (69)

Соответствующее максимальное множество F1(0n,Mn) = {Vn} в этом случае при-
нимает вид (см. (22))

F1(0n,Mn) = {Vn : f0n,Mn(0n,Vn) � eo(n)}. (70)

Формулы (69), (70) совпадают с соответствующими результатами в [8, теорема 1].

ПРИЛОЖЕНИЕ: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 1

Пусть ξn – гауссовский случайный вектор с распределением ξn ∼ N (0, In),
а An – симметричная (n × n)-матрица с собственными значениями {ai}. Рассмот-
рим квадратичную форму (ξn,Anξn). Существует ортогональная матрица Tn, такая
что T ′

nAnTn = Bn, где Bn – диагональная матрица с диагональными элемента-
ми {ai} [6, § 4.7]. Так как Tnξn ∼ N (0, In), то квадратичные формы (ξn,Anξn)
и (ξn,Bnξn) имеют одинаковые распределения. Поэтому из формулы (12) имеем

ln
pIn

pan,Mn

(yn)
d
=

1

2

[
ln |Mn|+ (an,M

−1
n an) + ηn

]
, (71)

где

ηn = (yn, (M
−1
n − I)yn)− 2(yn,M

−1
n an). (72)
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Введем величину (см. (31))

αμ = PIn

{
ln

pIn

pan,Mn

(xn) � D(In ‖an,Mn)− μ

}
. (73)

Тогда с помощью (71), (72) и (17) для αμ из (73) имеем

αμ � Pξn

{∣∣∣∣∣(ξn, (M−1
n − I)ξn)− 2(ξn,M

−1
n an)−

n∑
i=1

( 1

λi
− 1

)∣∣∣∣∣ > 2μ

}
=

= Pξn

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

( 1

λi
− 1

)
(ξ2i − 1)− 2(ξn,M

−1
n an)

∣∣∣ > 2μ

}
� P1 + P2, (74)

где

P1 = Pξn

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

( 1

λi
− 1

)
(ξ2i − 1)

∣∣∣∣∣ > μ

}
,

P2 = Pξn

{∣∣(ξn,M−1
n an)

∣∣> μ/2
}
.

(75)

Для того чтобы оценить величину P1 из (75), используем следующий резуль-
тат [13, п. III.5.15]: пусть ζ1, . . . , ζn – независимые случайные величины с E ζi = 0,
i = 1, . . . , n. Тогда для любого 1 � p � 2

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ζi

∣∣∣∣∣
p

� 2

n∑
i=1

E |ζi|p. (76)

Поэтому, используя для P1 неравенство Чебышева и (76), получаем

P1 � μ−p E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

( 1

λi
− 1

)
(ξ2i − 1)

∣∣∣∣∣
p

� 2μ−p
n∑

i=1

∣∣∣ 1
λi

− 1
∣∣∣p E |ξ2i − 1|p �

� 2μ−p
n∑

i=1

∣∣∣ 1
λi

− 1
∣∣∣p(E |ξ2 − 1|2

)p/2 � 2μ−p6p/2
n∑

i=1

∣∣∣ 1
λi

− 1
∣∣∣p �

� 12μ−p
n∑

i=1

∣∣∣ 1
λi

− 1
∣∣∣p. (77)

Для того чтобы оценить величину P2 из (74), (75), заметим, что

(ξn,M
−1
n an) ∼ N (0, ‖M−1

n an‖),

и тогда

(ξn,M
−1
n an)

d
= ‖M−1

n an‖ξ.

Поэтому, используя стандартную оценку

P(|ξ| � z) � e−z2/2, z � 0,

получаем (ξi ∼ N (0, 1))

P2 = Pξn

{
|(ξn,M−1

n an)| > μ/2
}
� e−μ2/(8‖M−1

n an‖2). (78)
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Для выполнения условия αμ � α выберем μ так, что max{P1, P2} � α/2. В силу (77)
и (78) для этого достаточно положить μ удовлетворяющим оценке (32).
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ВОССТАНАВЛИВАЕМЫЙ ФОРМАЛЬНЫЙ ЯЗЫК

Изучается задача восстановления искаженных произвольно длинных сооб-
щений, записанных на некотором динамически заданном формальном языке.
Получены необходимые и достаточные условия на задание языка для наличия
допустимого сообщения в окрестности искаженного при условии, что локальные
искажения происходят редко.

Ключевые слова: кодирование, формальный язык, динамическая система, от-
слеживание псевдотраекторий.

DOI: 10.31857/S055529232203007X, EDN: EAQKEE

§ 1. Введение
Один из основных вопросов теории кодирования состоит в том, как записать

сообщение в такой форме, чтобы искажение некоторой части записи не помешало
восстановлению сообщения в исходной форме (см., например, [1–4]). Мы попробуем
взглянуть на эту задачу с несколько неожиданной точки зрения: какими свойствами
должен обладать формальный язык, на котором пишется сообщение1 для того, что-
бы после “разумных” искажений (уже не являющееся допустимым) исходное сообще-
ние могло быть хотя бы приблизительно восстановлено. Чуть более формально это
означает, что для любого “разумно” искаженного сообщения произвольно большой
длины (уже не принадлежащего нашему формальному языку) нашлось бы близкое к
нему допустимое сообщение. Довольно близкая задача, но с разрешением пропусков
кусков сообщений и их перестановками, изучалась, например, в [5].

Под формальным языком мы будем понимать следующее. Рассмотрим ориенти-
рованный граф G с конечным множеством вершин A := {1, 2, . . . , r} (алфавитом
языка), r > 1, и дискретной метрикой

ρ(a, b) :=

{
0 при a = b,

1 в противном случае,

где a, b ∈ A. Используемую нами терминологию, связанную с теорией графов, можно
найти, например, в [6].

О п р е д е л е н и е 1. Любой бесконечный в обе стороны путь в ориентированном
графе G будем называть допустимым сообщением, а объединение всех допустимых
сообщений назовем формальным языком.

Не теряя общности, мы полагаем, что граф G не содержит “стоков” (вершин, из
которых нельзя выйти) и “источников” (вершин, в которые нельзя попасть). В про-
тивном случае этого можно добиться модификацией (уменьшением) списка вершин.

1 Сообщения, принадлежащие нашему формальному языку, назовем допустимыми.
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Рис. 1. Примеры графов, порождающих (а) восстанавливаемые и (б ) невосстанав-
ливаемые формальные языки

Заметим, что более сложные грамматические правила, связанные с запретом пе-
реходов между выделенными “словами” из нескольких букв, нетрудно реализовать
при увеличении размера алфавита.

О пр е д е л е н и е 2. Возмущением допустимого сообщения �v := {vt}t∈Z
в момент

времени t0 назовем двустороннюю последовательность вершин �w := {wt}t∈Z
, совпа-

дающую с �v до момента времени t0, а начиная с t0 стартующую из произвольной
вершины графа G, такую что при любом t > t0 ребро (wt−1, wt) ∈ G.

Иными словами, возмущенное сообщение состоит из части допустимого сообще-
ния �v до момента времени t0−1 и части некоторого другого допустимого сообщения
с момента времени t0. В терминах блуждания по графуG это означает, что по време-
ни от −∞ до t0−1 мы следуем по какому-то пути на графеG, в момент t0 происходит
перескок в произвольную вершину графа, а после этого мы вновь следуем пути на
графе G.

Напомним, что плотностью последовательности целых чисел {ti}i∈Z
называется

lim sup
n→∞

#{i ∈ Z : |ti| � n}
2n+ 1

.

Опр е д е л е н и е 3. ε-искаженным сообщением в моменты времени . . . < t−1 <
< t0 < t1 < . . . назовем результат применения последовательности возмущений при
условии, что плотность последовательности моментов возмущения не превосходит
значения ε > 0.

Таким образом, низкая плотность последовательности моментов возмущения свя-
зана с тем, что они происходят редко по времени. Здесь важно отметить, что в силу
отсутствия “стоков” и “источников” как сами сообщения, так и результат их возму-
щения описываются двусторонне бесконечными последовательностями.

О пр е д е л е н и е 4. Будем говорить, что произвольная последовательность вер-
шин �w графаG отслеживается в среднем допустимым сообщением �v с точностью δ,
если

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
k=−n

ρ(wk, vk) � δ. (1)

О пр е д е л е н и е 5. Будем говорить, что формальный язык, построенный по ори-
ентированному графу G, является восстанавливаемым, если ∀δ > 0 ∃ε > 0, такое
что любое ε-искаженное сообщение отслеживается с точностью δ.

Наш основной результат дает необходимые и достаточные условия восстанавли-
ваемости формального языка, построенного по ориентированному графу G.

Обозначим через π матрицу переходов в графе G, т.е. πij = 1, если ребро (i, j)
принадлежит G, и πij = 0 в противном случае.
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Те о р ем а 1. Формальный язык, построенный по ориентированному графу G,
является восстанавливаемым тогда и только тогда, когда найдется такое нату-
ральное N , что πN > 0 (т.е. все элементы матрицы πN строго положительны).

§ 2. Доказательство теоремы 1
С точки зрения теории динамических систем последовательное построение до-

пустимого пути на графе G можно описать с помощью многозначного отображе-
ния T : A → 2A, ставящего в соответствие элементу a ∈ A все вершины графа G,
в которые можно из него попасть за один шаг. Поэтому задача проверки восста-
навливаемости языка сводится к известной в теории динамических систем задаче
отслеживания псевдотраекторий (траекторий возмущенного отображения) – см., на-
пример, [7; 8; 9, раздел 6; 10, глава 6]. Однако, во-первых, на сегодня нет решения
задачи отслеживания для многозначных отображений, а во-вторых, поскольку фа-
зовое пространство A дискретно, возмущения отображения ни в каком смысле не
являются малыми.

Поэтому мы пойдем другим путем. Рассмотрим отображение левого сдвига σ,
действующее в пространстве двусторонних последовательностей �X := AZ с элемен-
тами из алфавита A, т.е. (σ�x)i := xi+1 ∀�x ∈ �X, i ∈ Z.

О п р е д е л е н и е 6. Топологической марковской цепью (subshift of finite type)
с матрицей переходов π называется ограничение левого сдвига σ на инвариантное
множество допустимых последовательностей �Xπ, определяемых следующим усло-
вием: �x ∈ �Xπ тогда и только тогда, когда πxixj > 0 ∀i ∈ Z.

В соответствии с терминологией, описанной в предыдущем параграфе, множе-
ство допустимых последовательностей совпадает с множеством допустимых сооб-
щений. Как и ранее, мы предполагаем отсутствие “стоков” и “источников”. Поэтому
допустимые последовательности являются двусторонне бесконечными.

Опр е д е л е н и е 7. Для упорядоченной пары допустимых последовательностей
�x, �y под возмущением в момент времени t будем понимать такую новую последова-
тельность �z ∈ �X (вообще говоря, не лежащую в �Xπ), что

zi = xi ∀i < t, zi = yi ∀i � t.

Опр е д е л е н и е 8. Псевдотраекторией ỹ левого сдвига σ назовем траекторию
возмущенной системы с произвольным набором моментов возмущения . . . < t−1 <
< t0 < t1 < . . . и выбором самих возмущений.

Определим расстояние между последовательностями:

�ρ(�w,�v) := lim sup
n→∞

n∑
k=−n

2−|k|ρ(wk, vk). (2)

О пр е д е л е н и е 9. Будем говорить, что псевдотраектория ỹ := {�yn}n∈Z
отсле-

живается в среднем с точностью δ траекторией {σn�x}n∈Z
точки �x ∈ �X, если

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
k=−n

�ρ(�yk, σ
k�x) � δ. (3)

Замечание 1. Заметим, что при �w := �y, �v := �x левые части неравенств (1) и (3)
согласованы в том смысле, что первая из них не превышает второй.

Аналогично предыдущему параграфу низкая плотность моментов возмущения
соответствует редким возмущениям.
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Теперь мы уже находимся в рамках теории однозначных динамических систем,
и для анализа возможности отслеживания можно воспользоваться следующим не-
давно полученным результатом [11].

О п р е д е л е н и е 10. Отображение σ метрического пространства ( �X, �ρ) в себя
удовлетворяет условию склеивания со скоростью ϕ : Z → R, если для любой пары
односторонних последовательностей элементов �X вида {σk�x}k<0 и {σk�y}k�0 найдет-
ся такая последовательность �z ∈ �Xπ, что

�ρ(σk�x, σk�z) � ϕ(k) · �ρ(�x, �y) ∀k < 0, �ρ(σk�y, σk�z) � ϕ(k) · �ρ(�x, �y) ∀k � 0.

Другими словами, траектория точки �z одновременно отслеживает траекторию
назад точки �x и траекторию вперед точки �y со скоростью, контролируемой функ-
цией ϕ.

Т е о р ем а 2 [11]. Если возмущение ε-редко, то при выполнении условия склеи-
вания с суммируемой функцией ϕ любая псевдотраектория отслеживается в сред-
нем с точностью Cε, где C < ∞ не зависит от выбора возмущений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для применения этого результата при проверке достаточ-
ности условий теоремы 1 нужно доказать выполнение условия склеивания с сум-
мируемой точностью аппроксимации ϕ для отображения сдвига. Согласно усло-
вию πN – положительная матрица. Поэтому за время N мы можем перейти из
любого элемента алфавита A в любой другой. Таким образом, полагая функцию ϕ
равной индикаторной функции целочисленного отрезка [−N,N ], получаем требуе-
мый результат.

Остается проверить необходимость. Предположим, что условие теоремы не вы-
полнено и �N : πN :=

(
π
(n)
ij

)
> 0. Из этого следует, что

∀n ∈ Z+ ∃in, jn : π
(n)
in,jn

= 0.

Действительно, если бы это было не так, то нашлось бы такое k ∈ Z+, что πk > 0.
Но в этом случае πn > 0 ∀n > k, что противоречит предположению.

Как мы уже отмечали, матрица переходов π индуцирует многозначное отобра-
жение алфавита в себя по формуле πa := {b ∈ A : πab > 0}. В этих терминах из
отсутствия строгой положительности π и конечности A следует, что при некотором
M ∈ Z+ имеется разбиение A :=

⊔
i

Ai на непустые πM -инвариантные подмножества,

т.е. (πM )−1Ai = Ai ∀i. Из этого следует, что при x0, y0, принадлежащих различным
элементам этого разбиения, соответствующие допустимые последовательности �x, �y
не пересекаются, т.е. xi �= yi ∀i ∈ Z. Поэтому не существует их “склейки” с сумми-
руемой функцией ϕ.

С другой стороны, отслеживание в среднем в рассматриваемой постановке экви-
валентно тому, что отслеживающая траектория может отличаться от отслеживае-
мой лишь на конечном временном интервале. В противном случае в силу дискрет-
ности метрики ρ усредненное расстояние (левая часть формулы (3)) не может быть
малой величиной. Поэтому здесь отслеживание в среднем эквивалентно выполнению
условия склеивания с суммируемой функцией ϕ. �

Автор благодарен рецензенту за конструктивные и полезные замечания.
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БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ И ОБРАТНЫХ ФУНКЦИЙ С ПРИМЕНЕНИЕМ БВЕ

Построены новые быстрые алгоритмы вычисления элементарных алгебраи-
ческих и обратных функций, основанные на применении двух методов – метода
А.А. Карацубы 1960 г. и авторского метода БВЕ 1990 г. Сложность вычисле-
ния близка к оптимальной. Алгоритмы допускают частичное распараллели-
вание.

Ключевые слова: быстрые алгоритмы, сложность вычисления, метод А.А. Ка-
рацубы, метод БВЕ, метод Ньютона, элементарные алгебраические функции,
обратные функции, рациональная функция, логарифмическая функция.
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Памяти Юрия Ивановича Журавлёва
(14.01.1935–14.01.2022)

”Не огорчайся! Метод, который не украли, – это плохой метод,
потому что он никому не нужен!” (Ю.И. Журавлёв, 2000 г.)

§ 1. Введение. Основные определения

Под алгебраическими функциями понимают функции, которые в окрестности
каждой точки области определения могут быть заданы алгебраическими уравнени-
ями. Под элементарными алгебраическими функциями будем иметь в виду степен-
ную функцию и рациональную функцию. Под обратными функциями будем иметь
в виду функции, обратные к простейшим трансцендентным (экспоненциальной и
тригонометрическим) функциям, т.е. логарифм, арктангенс, арксинус и т.п.

Далее считаем, что числа записаны в двоичной системе счисления, знаки которой
0 и 1 называются битами. Таким образом, числа записываются в виде

z = x−j2
j + x−j+12

j−1 + . . .+ x0 + x12
−1 + x22

−2 + . . . , xj = 0 или 1.

Опр е д е л е н и е 1. Запись знаков 0, 1, плюс, минус, скобка, а также сложение,
вычитание и умножение двух битов назовем одной битовой операцией (далее – про-
сто операцией).

О пр е д е л е н и е 2. Пусть элементарная алгебраическая или простейшая транс-
цендентная функция y = f(z) задана в некоторой ограниченной области D ∈ E,
y = f(z) не имеет в D̄ особенностей и ограничена вместе со своей производной.
Переменная и значение функции записываются последовательностями

z = (x̃−j , . . . , x̃0, x̃1, . . .), y = (ỹ−j , . . . , ỹ0, ỹ1, . . .), (1)
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где x̃i, ỹj равны 0 или 1. Вычислить функцию y = f(z) в точке z = z0 ∈ D с точно-
стью до n знаков означает найти такое число Sn, что

|f(z0)− Sn| � c2−n, (2)

где постоянная c не зависит от n.
Вычисление функции f(z) в точке z = z0 можно заменить ее вычислением в точ-

ке z = zn, где |z0 − zn| < 2−n, поскольку f ′(z) ограничена в D̄. Таким образом, все
участвующие в вычислениях числа можно записывать в виде конечных последова-
тельностей, причем из (1), (2) легко видеть, что z и y можно представить в виде
целой части и C0n двоичных знаков после запятой, C0 = const. Поскольку целые
части [z], [y] из (1) являются фиксированными величинами, а основным растущим
параметром является точность вычисления n, n → +∞, то действия фактически
производятся над числами, имеющими порядка n знаков. Такое n-значное число
можно записать в виде

z = 2n−1 + ε−n+22
n−2 + . . .+ ε22

2 + ε12 + ε0,

где ε−n+2, ε−n+3, . . . , ε2, ε1, ε0 равны 0 или 1.
О п р е д е л е н и е 3. Сложностью умножения двух n-значных чисел M(n) назы-

вается число операций, достаточное для вычисления произведения двух n-значных
чисел.

О первом быстром методе – методе умножения – см. [1–3]. Далее предполагаем,
что для сложности умножения двух n-значных чисел справедлива оценка

M(n) = O
(
n logC n

)
,

где C – константа, т.е. сложность используемого алгоритма умножения не хуже, чем
сложность Шёнхаге –Штрассена (см. алгоритмы из [4, 5]).

О п р е д е л е н и е 4. Количество операций, достаточное для вычисления функции
f(z) в точке z0 с точностью до n знаков посредством данного алгоритма, называется
сложностью вычисления f(z) в точке z0 и обозначается sf (n) = sf,z0(n).

О п р е д е л е н и е 5. Будем называть быстрыми такие методы и алгоритмы вы-
числения функции f , что для них

sf (n) = O
(
n logK n

)
, где K – константа. (3)

Один из таких быстрых методов – метод БВЕ (быстрого вычисления Е-функций,
см. [6–9]) был создан для вычисления простейших и высших трансцендентных функ-
ций со сложностью (3). Это второй после метода АГС Гаусса (см., например, [10–12])
метод быстрого вычисления классических констант π и e, а также простейших транс-
цендентных функций при любом аргументе. При этом, в отличие от АГС, с помощью
БВЕ со сложностью, близкой к оптимальной, можно вычислить также некоторые
высшие трансцендентные функции для алгебраических значений аргумента и пара-
метров.

В [13–15] были представлены первые алгоритмы быстрого вычисления элемен-
тарных алгебраических функций, основанные на методе Ньютона. Например, самый
простой алгоритм деления числа a на число b заключается в вычислении методом
Ньютона обратной величины 1/b с точностью до n знаков с последующим “быстрым
умножением” на a.

Ранее, в промежуточных вычислениях в БВЕ-алгоритмах всегда предполагалось
использование метода Ньютона для вычисления элементарных алгебраических и
обратных функций. В то же время, возникает вопрос о существовании других быст-
рых алгоритмов для вычисления этих функций. Цель настоящей статьи – построить
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такие алгоритмы с применением в них БВЕ-вычислений. При этом иногда там бу-
дут использоваться также конструкции метода А.А. Карацубы от 1960 г. (см. [1–3]).
Заметим, что сам А.А. Карацуба не называл свой метод каким-либо именем, зато
другие пользователи этого метода называли его многочисленными именами, среди
которых самыми распространенными являются “Divide and Conquer” (разделяй и
властвуй) и “Binary Splitting” (бинарное разбиение).

§ 2. Алгоритм быстрого деления

Пусть a и b – натуральные числа, меньшие 2n+1 и b < a. Чтобы разделить a на b
с остатком, нужно найти такие целые q и r, чтобы

a = bq + r, 0 � r < b.

Если будет найдено Sn, такое что∣∣∣Sn − 1

b

∣∣∣ < 2−(n+1), (4)

то одно из трех чисел [aSn], [aSn] − 1, [aSn] + 1 равно q, а именно то число d ∈
∈ {[aSn]− 1, [aSn], [aSn] + 1}, для которого

0 � a− bd < b.

При этом

r = a− bq.

Если a < b, то для вычисления частного a/b вычисляется Sn, удовлетворяющее
неравенству (4), а затем с точностью 2−(n+1) посредством быстрого алгоритма вы-
числяется произведение aSn, и в результате получаем значение a/b с точностью
до n знаков. Таким образом, задача сводится к построению быстрого алгоритма
вычисления обратной величины 1/b с точностью до n знаков.

Пусть b = z является (n+ 1)-значным числом, n � 2:

z = 2n + αn−12
n−1 + . . .+ αm2m + . . .+ α12 + α0,

где αm = 0 или αm = 1, m = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Отсюда

1

z
=

1

2n(1 + αn−12−1 + . . .+ αm2m−n + . . .+ α121−n + α02−n)
, (5)

и нужно найти Sn, такое что

1

z
= 2−nSn + θ2−2n−1, |θ| � 1. (6)

Заметим, что число 1 + αn−12
−1 + . . .+ αm2m−n + . . .+ α12

1−n + α02
−n требует для

записи n+ 1 позицию, т.е. должно учитываться как (n+ 1)-значное. Обозначим

x = αn−12
−1 + αn−22

−2 + . . .+ αm2m−n + . . .+ α12
1−n + α02

−n, (7)

αm = 0 или αm = 1, m = 0, 1, 2, . . . , n− 1, и

1

z
= 2−n 1

1 + x
,
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где с учетом (7)

x � 1

2

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2n−1

)
= 1− 1

2n
< 1.

С другой стороны, при x < 1

1

1 + x
= (1 − x)(1 + x2 + . . .+ x2m + . . .) =

= (1− x)(1 + x2)(1 + x4) . . . (1 + x2k) . . . (8)

Рассмотрим равенство (7). Число αn−1 может принимать два значения: 0 или 1.

1) Пусть αn−1 = 0. Тогда из (7) имеем x � 1

22

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2n−2

)
<

1

2
. При

m = n+ 1 (9)

из (8) имеем

1

1 + x
− (1− x)

(
1 + x2 + . . .+ x2(m−1)

)
=

=
x2m

1 + x
<

1

22n+2
= θ02

−2n−2, |θ0| < 1. (10)

2) Пусть αn−1 = 1. Тогда из (5) находим

1

z
=

1

2n
(
1 +

1

2
+ αn−22−2 + . . .+ αm2m−n + . . .+ α121−n + α02−n

) =

= 2−n−1

(
1− 1

4
+ αn−22

−3 + . . .+ αm2m−n−1 + . . .+ α12
−n + α02

−n−1

)−1

=

= 2−n−1

(
1 +

1

4

(
α02

−n+1 + α12
−n+2 + . . .+ αm2m−n+1 + . . .+ αn−22

−1 − 1
))−1

=

=
2−n−1

1 + x̃
, |x̃| < 1

8
,

и следовательно, с учетом (9),

1

1 + x̃
− (1− x̃)

(
1 + x̃2 + . . .+ x̃2(m−1)

)
=

x̃2m

1 + x̃
= θ12

−6n−6, |θ1| < 1. (11)

Обозначим

Sn = (1− x)(1 + x2 + . . .+ x2m) = (1 − x)(1 + x2)(1 + x4) . . . (1 + x2k), (12)

S̃n = (1− x̃)(1 + x̃2 + . . .+ x̃2m) = (1 − x̃)(1 + x̃2)(1 + x̃4) . . . (1 + x̃2k), (13)

при этом

m = 1 + 2 + 22 + . . .+ 2k−1 = 2k − 1, (14)

и x, x̃ определяются формулами

x = α02
−n + α12

1−n + . . .+ αm2m−n + . . .+ αn−22
−2,

x̃ = α̃02
−n−1 + α̃12

−n + . . .+ α̃m2m−n−1 + . . .+ α̃n−22
−3 − 2−2,

где коэффициенты αi, α̃j равны 0 или 1.
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Легко видеть, что произведения (12), (13) содержат k + 1 сомножителей, в кото-
рых участвуют последовательно вычисляемые числа x2, x4, . . . , x2k , x̃2, x̃4, . . . , x̃2k ,
каждое последующее из которых является квадратом предыдущего. При этом на
первом шаге этого процесса получаем

y = x2 =

= 2−3
(
β2n−3 + β2n−42

−1 + . . .+ βm2m−2n+3 + . . .+ β12
4−2n + β02

3−2n
)
, (15)

ỹ = x̃2 = 2−5
(
β̃2n−1 + β̃2n−22

−1 + . . .+ β̃12
−2n+2 + β̃02

−2n+1
)
, (16)

где βi, β̃j равны 0 или 1. Ясно, что для вычисления y = x2 из (15) достаточно
O(M(n− 2)) операций, для вычисления же ỹ = x̃2, x̃ = (˜̃x− 1)2 = ˜̃x2

+1− 2˜̃x из (16)
достаточно O(M(n−1)) операций. На втором шаге процесса вычисляются квадраты
чисел (15), (16), однако вместо полученных величин

u = y2 = 2−5
(
γ02

8−4n + . . .+ γ4n−8

)
,

ũ = ỹ2 = 2−9
(
γ̃02

8−4n + . . .+ γ̃4n−8

)
, n � 2,

отнеся к остаточному члену малые слагаемые, запишем эти числа в виде

u = y2 = 2−5
(
δ0 + δ12

−1 + . . .+ δr2
−r1 + θ12

−r1
)
=

= 2−5
(
δ0 + δ12

−1 + . . .+ δr2
−r1

)
+ θ12

−(r1+5), (17)

ũ = ỹ2 = 2−9
(
δ̃0 + δ̃12

−1 + . . .+ δ̃r2
−r1 + θ̃12

−r1
)
=

= 2−9
(
δ̃0 + δ̃12

−1 + . . .+ δ̃r2
−r1

)
+ θ̃12

−(r1+9), (18)

где |θ1| < 1, |θ̃1| < 1, а δ�, δ̃i равны 0 или 1. И так далее. На j-м шаге будем иметь

w = v2 = 2−2j−1
(
ε0 + ε12

−1 + . . .+ εr2
−rj + θj−12

−rj
)
, |θj−1| < 1,

w̃ = ṽ2 = 2−2j+1−1
(
ε̃0 + ε̃12

−1 + . . .+ ε̃r2
−rj + θ̃j−12

−rj
)
, |θ̃j−1| < 1,

где ε�, ε̃i равны 0 или 1, и

rj + 2j + 1 = r или rj + 2j+1 + 1 = r. (19)

Принимая во внимание, что

(a1 + θ1)(a2 + θ2) . . . (an + θn) = a1a2 . . . an

(
1 +

θ1
a1

)(
1 +

θ2
a2

)
. . .

(
1 +

θn
an

)
,

(1 + α)(1 + β) ≈ 1 + α+ β,

можно сделать вывод о том, что если r = 2n + log 2n, то вычисляя квадраты
(17), (18) и последующие квадраты получаемых значений v = u2, ṽ = ũ2, w = v2,
w̃ = ṽ2, . . . с точностью 2−2n−log 2n, в результате получим произведения (12), (13)
заведомо с точностью 2−2n−1. В то же время, вынесенные за скобки в (15), (16)
и (17), (18) и далее на каждом шаге 1, 2, . . . , j, . . . множители 2−2j−1, 2−2j+1−1 со-
кращают значность возводимых в квадрат чисел. Учитывая (19), для вычисления
последовательных квадратов на шаге j, 2 � j � k, достаточно потратить

M(2n+ log 2n− 2− 2j) +O(2n+ log 2n)
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операций. Суммируя число операций по всем шагам, получаем

sSn(n) = O

(
logn(2n+ log 2n) +

k∑
j=1

M(2n+ log 2n− 2− 2j) +M(n)

)
.

Ясно, что оценка сложности вычисления S̃n будет асимптотически такая же. Отсюда
и из (9)–(11), (14) и (6) следует, что доказано следующее утверждение.

Т е о р ем а 1. Для сложности вычисления числа, обратного заданному n-знач-
ному числу z, справедлива оценка

s1/z(n) = O(M(n) logn). (20)

Замечание 1. Можно построить аналогичный быстрый алгоритм вычисления
1/z на основе метода А.А. Карацубы (см. [3]), разбивая z на две части “посередине”:

1

x0 + 2x1 + . . .+ 2n−1xn−1
=

1

α0 + 2n1α1
= 2−n1α1

1

1 + 2−n1
α0

α1

=

= 2−n1
1

α1

(
1− 2−n1

α0

α1
+ 2−2n1

(α0

α1

)2

θ

)
, |θ| � 1,

0 � α0

α1
< 2, n− 1 = 2k, n1 =

n− 1

2
= 2k−1. Далее таким же образом разбиваются на

части числа α1, и так далее.

Замечание 2. Если в БВЕ-алгоритмах (см. [6–9]) вместо вычисления делений ме-
тодом Ньютона использовать вышепредставленный метод деления, то общая заяв-
ленная сложность алгоритмов, основанных на БВЕ, не изменится. Причина в том,
что метод БВЕ – это метод быстрого суммирования рядов, большинство из которых
имеет вид

f1 = f1(z) =

∞∑
j=0

a(j)

b(j)
zj (21)

при условии, что a(j), b(j) — целые числа, |a(j)| + |b(j)| � (Cj)K , |z| < 1, K и C –
константы, и z – алгебраическое число, причем сложность вычисления таких рядов
посредством БВЕ равна

sf1(n) = O(M(n) log2 n), (22)

т.е. превышает (20) в logn раз, и даже если деление с точностью 2−n будет про-
изводиться на каждом шаге (которых в методе БВЕ всегда ∼ logn), это никак не
поменяет оценку (22), как и вычисление на последнем шаге обратного значения
числа размером n logn.

Только при суммировании посредством БВЕ рядов вида

f2 = f2(z) =
∞∑
j=0

a(j)

b(j)

zj

j!
,

при условии, что a(j), b(j) — целые числа, |a(j)|+|b(j)| � (Cj)K , |z| < 1, K и C – кон-
станты, и z – алгебраическое число (примером является БВЕ-вычисление числа e),
сложность вычисления будет такой же, как и в (20), а именно

sf2(n) = O(M(n) log n). (23)
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Однако такая пониженная сложность достигается за счет сверхбыстрой сходимости,
которая позволяет достичь нужной точности 2−n при суммировании не r ∼ n, а

r ∼ n

logn
(24)

членов заданного ряда. При этом на последнем шаге происходит вычисление об-
ратного значения числа размера ∼ r log r со сложностью

(
r log3 log log r

)
, но с уче-

том (24) это не меняет оценку (23).

Замечание 3. Может показаться, что построенный выше БВЕ-алгоритм вычис-
ления значения 1/z имеет сложность хуже, чем алгоритм Ньютона (см. [13–15]).
Однако, как оказалось, в [13–15] сложность вычисления 1/z подсчитывалась по-
другому. Рассмотрим ньютоновский процесс. Значение S = 1/z,

1

2
� z � 1, (25)

вычисляется по формуле

S2n = −zS2
n + 2Sn, S1 =

3

2
. (26)

При этом

если |S − Sn| � 2−n, то |S − S2n| � 2−2n. (27)

Из (27) легко видеть, что вычисление по формуле (26) от S1 до Sn происходит за
logn шагов. При этом, если z – n-значное число, скажем,

z =
1

2
+

1

22
+

1

24
+

1

27
+

1

211
+ . . .+

1

2n
,

то удовлетворяя, очевидно, условию (25), оно в то же время требует ∼ n знаков
для своей записи. Начиная со второго шага, согласно формуле (26), это число будет
возводиться в квадрат. Таким образом, сложность ньютоновского алгоритма вычис-
ления значения 1/z, где z – n-значное число, с точностью до n знаков будет иметь
ту же сложность (20), что и БВЕ-алгоритм.

§ 3. Алгоритм быстрого вычисления рациональной функции

Вычисление функции y = zr/m, (r,m) = 1, r, m – натуральные числа, m � 2,
с точностью 2−n сводится к извлечению корня m-й степени из числа z с точностью
до n знаков с последующим перемножением r полученных значений корня с той же
точностью. Поскольку r – фиксированная константа, сложность вычисления произ-
ведения r чисел с точностью 2−n оценивается как O(M(n)). Таким образом, задача
сводится к вычислению с точностью 2−n значения y = z1/m.

Для удобства считаем, что n = 2k, k � 1. Как и по методу А.А. Карацубы
(см. [1–3]), представим n-значное число z в виде

z = z0 + 2z1 + . . .+ 2n1−1zn1−1 + 2n1
(
zn1 + 2zn1+1 + . . .+ 2n1−1zn

)
=

= α10 + 2n1α11, n1 =
n

2
= 2k−1, (28)

z1/m = (α10 + 2n1α11)
1/m

= 2n1/mα
1/m
11

(
1 + 2−n1

α10

α11

) 1
m

, 0 � α10

α11
< 2, (29)
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где α10, α11 являются n1-значными числами. Согласно биному Ньютона(
1 + 2−n1

α10

α11

)1/m

= 1 +

(
1/m

1

)
2−n1

α10

α11
+

(
1/m

2

)
2−2n1

(
α10

α11

)2

+

+ θ1

(
1/m

3

)
2−3n1

(
α10

α11

)3

, |θ1| � 1. (30)

Здесь(
1/m

j

)
=

1

m

(
1

m
− 1

)
. . .

(
1

m
− j + 1

)
j!

,

∣∣∣∣(1/mj
)∣∣∣∣ < 1

jm
, j � 2.

На первом шаге с вынесением “очевидного общего множителя”, как в методе БВЕ
(см. [6–9]), сумма двух чисел из (30) преобразуется следующим образом:(

1/m

1

)
2−n1

α10

α11
+

(
1/m

2

)
2−2n1

(
α10

α11

)2

=
1

m
2−n1

α10

α11
− m− 1

2m2
2−2n1

(
α10

α11

)2

=

=
2−2n1

2m2

α10

α2
11

(
2n1+1mα11 − (m− 1)α10

)
=

2−2n1

2m2

α10

α2
11

β1, n1 = 2k−1,

при этом вычисляется целое число β:

β = 2n1+1mα11 − (m− 1)α10.

На втором шаге преобразуем α
1/m
11 в формуле (29), где α11 является n1-значным

числом (n1 = n/2), представив это значение в виде

α11 = α20 + 2n2α21, n2 =
n1

2
=

n

4
,

где α20, α21 – n2-значные числа. Следовательно,

α
1/m
11 = (α20 + 2n2α21)

1/m
= 2n2/mα

1/m
21

(
1 + 2−n2

α20

α21

)1/m

,

и учитывая, что 0 � α20

α21
< 2, отсюда получаем(

1 + 2−n2
α20

α21

)1/m

= 1 +

(
1/m

1

)
2−n2

α20

α21
+

(
1/m

2

)
2−2n2

(
α20

α21

)2

+

+

(
1/m

3

)
2−3n2

(
α20

α21

)3

+

(
1/m

4

)
2−4n2

(
α20

α21

)4

+

+ θ22
−5n2

(
α20

α21

)5

, |θ2| � 1. (31)

На втором шаге методом БВЕ [6] преобразуем сумму четырех слагаемых из (31):(
1/m

1

)
2−n2

α20

α21
+

(
1/m

2

)
2−2n2

(
α20

α21

)2

+

(
1/m

3

)
2−3n2

(
α20

α21

)3

+

+

(
1/m

4

)
2−4n2

(
α20

α21

)4

=
2−2n2α20

2m2α2
21

γ1 +
2−4n2(m− 1)(2m− 1)α3

20

4!m4α4
21

γ2 =

=
2−4n2α20

4!m4α4
21

β2,
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и вычисляем целые числа

γ1 = 2n2+1mα21 − (m− 1)α20, γ2 = 2n2+2mα21 − (3m− 1)α20,

β2 = 3 · 4 · 22n2m2α2
21γ1 + (m− 1)(2m− 1)α2

20γ2.

И так далее. На j-м шаге (j � k) имеем

α
1/m
j−1,j−1 = (αj0 + 2njαj1)

1/m
= 2nj/mα

1/m
j1

(
1 + 2−nj

αj0

αj1

)1/m

, 0 � αj0

αj1
< 2, (32)

и отсюда(
1 + 2−nj

αj0

αj1

)1/m

= 1 +

(
1/m

1

)
2−nj

αj0

αj1
+

(
1/m

2

)
2−2nj

(
αj0

αj1

)2

+

+

(
1/m

3

)
2−3nj

(
αj0

αj1

)3

+ . . .+

(
1/m

22j

)
2−2jnj

(
αj0

αj1

)2j

+

+ θj2
−(2j+1)nj

(
αj0

αj1

)2j+1

, |θj | � 1. (33)

На j-м шаге (j � k) методом БВЕ вычисляем сумму 2j слагаемых из (33). И так
далее. Процесс завершается на k-м шаге (n = 2k, nk = 1). Таким образом, общая
конструкция такова:

z1/m = 2
n1+n2+...+nk

m

(
1 + 2−n1

α10

α11

)1/m(
1 + 2−n2

α20

α21

)1/m

. . .

. . .

(
1 + 2−nj

αj0

αj1

)1/m

. . .

(
1 + 2−nk

αk0

αk1

)1/m

=

= 2
n1+n2+...+nk

m

(
1 +

(
1/m

1

)
2−n1

α10

α11
+ . . .

)
×

×
(
1 +

(
1/m

1

)
2−n2

α20

α21
+ . . .

)
. . .

(
1 +

(
1/m

1

)
2−1αk0

αk1
+ . . .

)
=

= 2
n1+n2+...+nk

m

(
1 +

2−2n1

2!m2

α10

α2
11

β1

)(
1 +

2−4n2α20

4!m4α4
21

β2

)
. . . , (34)

и произведение скобок вычисляется методом БВЕ. Кроме того, нужно вычислить
быстро первый множитель в формуле (34) – число 2

n1+n2+...+nk
m . Это можно сделать

двумя способами. Можно подобрать значение n таким образом, чтобы оно превыша-
ло заданную точность вычисления, и помимо того что n = 2k, число 2k−1 + 2k−2 +
+ . . .+2 = 2k − 2 было бы кратно m. Сложность операции возведения двойки в сте-
пень n составляет O(n). Другой способ – быстрое вычисление значения 21/m, m � 2.

Представим сначала число a =
(
1

2

)1/m

в виде ряда

a =

(
1− 1

2

)1/m

= 1 +
∞∑
j=1

(−1)j
1

m

(
1

m
− 1

)
. . .

(
1

m
− j + 1

)
j!

(
1

2

)j

(35)

и просуммируем (35) с точностью 2−n−1 с помощью БВЕ-процесса со сложностью
вычисления

s(1/2)1/m = O(M(n) log n).
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Затем вычислим с точностью до n + 1 знаков значение, обратное к a, посредством
БВЕ-алгоритма из предыдущего параграфа со сложностью (20). С учетом слож-
ности деления (20) для чисел αji, αjl и их степеней и роста размера чисел, общая
сложность вычисления равна

sz1/m = O(M(n) log2 n).

Тем самым, доказана
Т е о р ем а 2. Для сложности вычисления рациональной функции y = zr/m,

(r,m) = 1, r,m – натуральные числа, m � 2, справедлива оценка

szr/m(n) = O(M(n) log2 n). (36)

Замечание 4. Если в БВЕ-алгоритмах (см. [6–9]) вместо вычисления рациональ-
ных функций методом Ньютона использовать вышепредставленный метод вычис-
ления этих функций, то общая заявленная сложность алгоритмов, основанных на
БВЕ, не изменится. В алгоритмах со сложностью (23) рациональная функция не
участвует, в алгоритмах со сложностью (22), если и встречается вычисление рацио-
нальной функции, то конечное количество раз, что не меняет окончательную оценку
сложности вычисления.
Замечание 5. Построенный алгоритм быстрого вычисления рациональных функ-

ций является “гибридным”, поскольку совмещает в себе две идеи – метода А.А. Ка-
рацубы 1960 г. и метода БВЕ 1990 г., но далее мы будем называть его просто БВЕ.
Замечание 6. Как и выше (см. замечание 3) сравним представленный БВЕ-алго-

ритм вычисления значения z1/m и алгоритм Ньютона (см. [13–15]). Как оказалось,
в [13–15] сложность вычисления значения z1/m определялась не так, как в настоящей
статье. Рассмотрим ньютоновский процесс. Значение S = z1/m, m � 2, при z �
� (m+ 1)m вычисляется по формуле

S2n =
m+ 1

m
Sn − Sm+1

n

mz
, (37)

причем

если |S − Sn| � 2−n, то |S − S2n| � 2−2n. (38)

Из (38) легко видеть, что вычисление по формуле (37) от S1 до Sn происходит за
logn шагов. Если на каждом шаге вычислять соответствующие обратные значе-
ния n-значных чисел, то общая сложность алгоритма будет та же, что и для БВЕ,
т.е. (36). Однако для ньютоновского процесса (37) обратное значение n-значного чис-
ла z, а вернее, значение α = 1/mz, m = const, можно вычислить один раз (на первом
шаге), а затем вычислять только произведения α, α2, . . . , Cα, C = const (с нуж-
ной точностью). За S1 берут одно из двух целых чисел M или M + 1, таких что
Mm < z � (M + 1)m, чтобы либо |M − z1/m|, либо |M + 1 − z1/m| не превосходи-
ло 1/2. Согласно (37) на каждом шаге j вычисляется произведение n-значных чисел
(во втором слагаемом из (37)), одно из которых 1/mz, а другое –(

m+ 1

m
Sj−1 − Sm+1

j−1

1

mz

)m+1

,

которое представляет собой n-значное число, возведенное в степень m+1. Посколь-
ку m+ 1 – постоянная, то сложность всех таких произведений на каждом шаге j =
= 2, 3, . . . составляет O(M(n)), и следовательно, сложность вычисления рациональ-
ной функции с помощью алгоритма Ньютона есть O(M(n) log n), т.е. в logn раз
лучше, чем сложность вышепредставленного БВЕ-алгоритма вычисления z1/m.

99



Замечание 7. В дальнейшем планируется разработать простую БВЕ-конструк-
цию вычисления рациональной функции с оценкой сложности O(M(n) logn).

§ 4. Быстрое вычисление обратных функций

Заметим, что алгоритмы быстрого деления и быстрого вычисления рациональ-
ной функции, представленные выше, обобщаются на случай комплексного аргумен-
та вычисляемой функции. В этом случае аппроксимации должны быть построены
как для вещественной, так и для комплексной частей аргумента, и произведут, со-
ответственно, вещественную и комплексную части значения функции. Сложность
вычисления удвоится, т.е. оценки сложности (20), (36) не изменятся.

Поскольку все обратные гиперболические и обратные тригонометрические функ-
ции выражаются через логарифм, в последнем случае комплексный и с комплексным
аргументом, как, например,

arctg z =
1

2i
ln

1 + iz

1− iz
=

1

2i
ln

(
1− z2

1 + z2
+ i

2z

1 + z2

)
,

то важно построить быстрый алгоритм для вычисления логарифма, а вычисления
других обратных тригонометрических и гиперболических функций можно свести
к вычислению логарифма, подобно тому как в [6] вычисление тригонометрических
функций косинуса и синуса сводится к вычислению вещественной и мнимой частей
экспоненциальной функции с мнимым аргументом. Заметим, что вычисление ло-
гарифма с комплексным аргументом использует известные значения ln(i), ln(−1),
ln(−i) и разложение комплексного логарифма в ряд вблизи известных значений.

Пусть нужно вычислить натуральный логарифм y = log z, где z – n-значное
число, z = z0 + 2z1 + . . . + 2n−1zn−1, с точностью 2−n. Предполагая для простоты,
что n = 2k, подобно тому как это делается по методу А.А. Карацубы, разобьем
аргумент логарифма z на две части, как в формуле (28). Тогда

log z = log 2n1α11 + log

(
1 + 2−n1

α10

α11

)
= n1 log 2 + logα11 + a1, (39)

где

a1 = log

(
1 + 2−n1

α10

α11

)
, (40)

а α10, α11 являются n1-значными числами. Поскольку

0 � α10

α11
< 2, n1 =

n

2
� 1,

∣∣∣∣2−n1
α10

α11

∣∣∣∣ < 1,

то справедливо следующее разложение в ряд Тейлора:

a1 = 2−n1
α10

α11
− 1

2

(
2−n1

α10

α11

)2

+
1

3

(
2−n1

α10

α11

)3

− 1

4

(
2−n1

α10

α11

)4

+

+ θ1
1

5

(
2−n1

α10

α11

)5

, |θ1| � 1. (41)

На первом шаге методом БВЕ вычисляется сумма первых четырех слагаемых
из (41). На втором шаге аналогично разбиваем на две части n1 =

n

2
= 2k−1-значное
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число α11, получая для logα11 выражение

logα11 = n2 log 2 + logα21 + a2, a2 = log

(
1 + 2−n2

α20

α21

)
, (42)

где α20, α21 являются n2-значными числами, n2 =
n1

2
=

n

4
= 2k−2. Поскольку

0 � α20

α21
< 2, n2 =

n

4
� 1,

∣∣∣∣2−n2
α20

α21

∣∣∣∣ < 1,

то справедливо следующее разложение в ряд Тейлора:

a2 = 2−n2
α20

α21
− 1

2

(
2−n2

α20

α21

)2

+
1

3

(
2−n2

α20

α21

)3

− 1

4

(
2−n2

α20

α21

)4

+

+
1

5

(
2−n2

α20

α21

)5

− 1

6

(
2−n2

α20

α21

)6

+
1

7

(
2−n2

α20

α21

)7

− 1

8

(
2−n2

α20

α21

)8

+

+ θ2
1

9

(
2−n2

α20

α21

)9

, |θ2| � 1. (43)

На втором шаге методом БВЕ вычисляется сумма первых восьми слагаемых из (43).
И так далее. На j-м шаге (1 � j � k) имеем

logαj−1,1 = nj log 2 + logαj1 + aj , (44)

и 2j+1 первых слагаемых aj суммы

aj = 2−nj
αj0

αj1
− 1

2

(
2−nj

αj0

αj1

)2

+
1

3

(
2−nj

αj0

αj1

)3

− . . .− 1

2j+1

(
2−nj

αj0

αj1

)2j+1

+

+
θj

2j+1 + 1

(
2−nj

αj0

αj1

)2j+1+1

, |θj | � 1, (45)

суммируются методом БВЕ. Из (45) на вычисление всех слагаемых aj по всем ша-
гам j, 1 � j � k, посредством БВЕ, достаточно

O(M(n) log2 n) (46)

операций. Из (39), (42) и (44) следует, что кроме aj , 1 � j � k, нужно также вычис-
лить

b =

k∑
j=1

nj log 2 = log 2

k∑
j=1

2k−j = (n− 1) log 2,

для чего нужно вычислить с точностью до n знаков значение log 2. Воспользовав-
шись известным разложением (см., например, [16])

log p = log q + 2

(
p− q

p+ q
+

1

3

(
p− q

p+ q

)3

+
1

5

(
p− q

p+ q

)5

+ . . .

)
,

где p, q – натуральные числа, получаем

log 2 =
2

3

(
1 +

1

3

(
1

3

)2

+
1

5

(
1

3

)4

+ . . .

)
,
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т.е. ряд вида (21), для сложности суммирования которого справедлива оценка (22).
Учитывая (39), (40), (44), (45), а также (22) и (46), получаем доказательство следу-
ющего утверждения.

Т е о р ем а 3. Для сложности вычисления логарифмической функции y = log z
справедлива оценка

slog z(n) = O(M(n) log2 n).

Замечание 8. Построенный алгоритм быстрого вычисления логарифмической
функции также является “гибридным”, совмещая особенности метода А.А. Кара-
цубы 1960 г. и метода БВЕ 1990 г.

Замечание 9. Первый “гибридный” алгоритм быстрого вычисления логарифми-
ческой функции построил С.В. Яхонтов (см. [17]), при этом метод А.А. Карацубы
1960 г. упоминается в [17] как “Binary Splitting”.

§ 5. Заключение

Метод БВЕ получил известность (см. [18]) раньше, чем получил свое наименова-
ние. Настоящая статья показывает, что метод БВЕ (или БВЕ совместно с методом
А.А. Карацубы) подобно методу Ньютона пригоден также для построения быстрых
алгоритмов вычисления элементарных алгебраических функций, а также обратных
функций. При этом в построенных алгоритмах сохраняется возможность частичного
распараллеливания, что является особой характеристикой метода БВЕ.
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