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ВВЕДЕНИЕ

Под условием конечности в теории групп понимается любое такое
свойство, присущее всем конечным группам, что существует хотя бы од-
на бесконечная группа, которая этим свойством не обладает [88]. При-
мерами свойств такого рода являются локальная конечность, локаль-
ная нормальность, конечность всех классов сопряженных элементов,
конечность всех убывающих цепей подгрупп (условие минимальности
для подгрупп) и многие другие свойства конечных групп. Систематиче-
ское изучение групп с теми или иными условиями конечности началось
в конце 30-х годов ХХ в. и в значительной степени было связано с иссле-
дованием специальных групп и близких к ним локально разрешимых
групп с условием минимальности для подгрупп С.Н. Черниковым (см.
[82]–[84]) в 1939, 1940 гг., а также с исследованием обобщенно нильпо-
тентных групп Р. Бэром (см. [135]) в 1948 г.

К условиям конечности в бесконечных группах относятся условия
конечности для систем некоторых двупорожденных подгрупп, введен-
ных В.П.Шунковым, в том числе и самое известное из них условие со-
пряженно бипримитивной конечности. В работе В.П. Шункова 1970 го-
да [115] уже используется термин бипримитивно конечные группы, но
только для периодических групп и сечения берутся по экстремальным
(черниковским) подгруппам. В этой работе группа называется бипри-
митивно конечной относительно p, если G — периодическая группа, p —
некоторое простое число, удовлетворяющее условию: если H подгруппа
из G, N — инвариантная экстремальная подгруппа в H, то в фактор-
группе H/N любые два элемента порядка p порождают конечную под-
группу.

Если G — бипримитивно конечная относительно любого p ∈ π(G),
то группа G в [115] называлась бипримитивно конечной.

В дальнейших работах В.П. Шункова появился термин сопряжен-
но q-бипримитивно конечных и сопряженно бипримитивно конечных
групп.

Группа G называется сопряженно q-бипримитивно конечной, если
для любой ее конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H любая
пара сопряженных элементов порядка q порождает конечную подгруп-
пу.



Группы Шункова

В частности, любая периодическая группа сопряженно 2-
бипримитивно конечна.

Если группа G является сопряженно q-бипримитивно конечной от-
носительно любого простого числа q ∈ π(G), то G называется сопря-
женно бипримитивно конечной группой.

Понятие сопряженно бипримитивно конечной группы в последнем
варианте введено Владимиром Петровичем Шунковым в 1975 г. в тези-
сах доклада на Всесоюзном алгебраическом симпозиуме.

Ссылка на этот факт имеется в работе А.Н. Остыловского [45].
Чуть позже были введены условия
— слабой q-бипримитивной конечности, когда два любых элемента

простого порядка q в группе порождают конечную подгруппу;
— слабой бипримитивной конечности, когда два любых элемента

простого порядка в группе порождают конечную подгруппу;
— слабой q-сопряженно бипримитивной конечности, когда два лю-

бых элемента простого порядка q в группе, сопряженных между собой,
порождают конечную подгруппу;

— слабой сопряженно бипримитивной конечности, когда два лю-
бых элемента простого порядка в группе, сопряженных между собой,
порождают конечную подгруппу.

Намек на появление нового термина для класса сопряженно бипри-
митивно конечных групп сделал сам В.П. Шунков. Когда в 1975 г.
Д.И. Зайцев высказал мысль о громоздком названии этого класса
групп, Владимир Петрович ответил в шутку: «Так назовите их группа-
ми Шункова». Но тогда этот класс еще не получил достаточного приме-
нения и использовался только в работах автора и трех его учеников. В
80-е годы ХХ в. ситуация сильно поменялась: класс сопряженно бипри-
митивно конечных групп упоминался уже во многих докладах на Меж-
дународных конференциях, десятки ученых посвящали этому классу
групп свои статьи, защищались диссертации. И уже на заседании дис-
сертационного совета официально отметили, что пора бы подумать о
более приемлемом названии для широко используемых групп. В самом
начале ХХI в. В.Д. Мазуров предложил назвать сопряженно биприми-
тивно конечные группы группами Шункова. И постепенно, то в одной
статье, то в другой термин заменялся на новый. И теперь уже трудно
встретить старый термин, а термин «группы Шункова» стал таким же
естественным, как «группы Черникова».
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Введение

В настоящее время группы Шункова встречаются в работах
А.А. Дуж, Л. Гамуди, В.О. Гомера, М.Н. Ивко, А.Н. Измайлова,
А.А. Кузнецова, Д.В. Лыткиной, В.Д. Мазурова, Ал.Н. Остыловско-
го, А.Н. Остыловского, И.И. Павлюка, Д.Н. Панюшкина, А.М. Попова,
Е.А. Прониной, А.В. Рожкова, А.Г. Рубашкина, И.В. Сабодах, Е.И. Се-
довой, В.И. Сенашова, В.А. Середы, А.И. Созутова, Н.Г. Сучковой,
Л.Р. Туватуллиной, А.В. Тимофеенко, Г.А. Трояковой, К.А. Филип-
пова, А.А. Черепа, Н.С. Черникова, А.А. Шафиро, А.А. Шлепкина,
А.К. Шлепкина, В.П. Шункова.

Таким образом, сейчас группа называется группой Шункова, если
для любой ее конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H лю-
бые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную
подгруппу.

Остановимся на содержании монографии.
В первой главе нашло отражение начало исследования групп Шун-

кова в работах различных авторов. Здесь собраны исторически первые
результаты, касающиеся групп Шункова. Первый параграф главы по-
священ результату в этом направлении самого Владимира Петровича
Шункова, пожалуй, из самой цитируемой работы по группам Шунко-
ва. Затем приведены результаты как из работ В.П.Шункова, так и из
первых работ его учеников по группам Шункова.

В параграф 1.1 вошли исторически первые исследования групп с
условиями конечности, введенными Владимиром Петровичем Шунко-
вым. Первым результатом В.П. Шункова для бипримитивно конечных
групп по-видимому можно назвать следующую теорему: Если в бипри-
митивно конечной p-группе централизатор некоторого элемента про-
стого порядка — экстремальная группа, то сама группа экстремальна
[115].

В этой же работе доказан результат: Если бипримитивно конечная
p-группа (а при p = 2 произвольная 2-группа) обладает конечной мак-
симальной элементарной абелевой подгруппой, то группа экстремальна.

В качестве следствий из этих теорем В.П.Шунковым доказаны след-
ствие 1.1.1: Если бипримитивно конечная p-группа (а при p = 2 произ-
вольная 2-группа) удовлетворяет условию минимальности для абеле-
вых подгрупп, то она экстремальна; и следствие 1.1.2: Бипримитивно
конечная группа (а при p = 2 произвольная 2-группа) тогда и только
тогда конечна, когда она порождается конечным числом образующих и
некоторая ее максимальная элементарная абелева подгруппа конечна.
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Группы Шункова

В параграфе 1.2 приведены результаты В.П. Шункова об абелевых
подгруппах в бипримитивно конечных группах. В [17] доказано, что лю-
бая бесконечная локально конечная группа обладает бесконечной абе-
левой подгруппой. П.С. Новиковым и С.И. Адяном доказано [38], что
эта теорема не имеет места даже в периодических группах ограничен-
ного нечетного периода (отрицательное решение вопроса 1.24 [19, 20]:
всякая ли бесконечная группа обладает бесконечной абелевой подгруп-
пой?). Еще раньше С.Н. Черниковым вопрос 1.24 [20] был решен поло-
жительно для локально разрешимых групп [87], а в [89] — для локально
конечных групп, обладающих нормальной системой с конечными фак-
торами. Позднее в [73] метод доказательства из [17] был обобщен на
группы, в которых любые два элемента порождают конечную подгруп-
пу, и для таких групп вопрос 1.24 [20] решен положительно.

Обзор исследований по обсуждаемой выше проблематике отражен
в работах [91, 92].

Вопрос 1.24 [20] решается положительно В.П. Шунковым для бипри-
митивно конечных групп (теорема 1.2.2): Бесконечная бипримитивно
конечная группа обладает бесконечной абелевой подгруппой [121].

В отличие от случая конечных групп силовские q-подгруппы в беско-
нечных группах не всегда сопряжены. Как показывают многочисленные
примеры, для бесконечных (локально конечных) групп более типичной
является ситуация, когда силовские q-подгруппы не сопряжены. Тем не
менее для некоторых конкретных классов групп удается доказать со-
пряженность силовских q-подгрупп или, по крайней мере, найти (необ-
ходимые и) достаточные условия такой сопряженности [24, 143]. Как
правило, в этих случаях на группы накладываются некоторые усло-
вия конечности, — например, условие конечности некоторой силовской
q-подгруппы или конечности индекса ее нормализатора в группе.

Таким образом, если для локально конечных групп имеется бо-
лее или менее удовлетворительная силовская теория (в указанном, вы-
ше смысле), то этого уже нельзя сказать о периодических (конечно-
порожденных) группах. В параграфе 1.3 строится один фрагмент си-
ловской теории в периодических группах (см. теоремы 1.3.1–1.3.4). В
частности, из полученных теорем вытекают некоторые известные фак-
ты теории локально конечных групп [143]; они указаны в качестве
следствий теорем 1.3.1, 1.3.3, 1.3.4. Теоремы 1.3.1–1.3.5 доказываются
при дополнительном ограничении q-бипримитивной конечности груп-
пы. Это ограничение оказалось столь удобным, что позволило сформу-
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Введение

лировать результаты (за исключением теоремы 1.3.5) без предположе-
ния о периодичности группы. Но, как выяснилось, оно не только удобно,
но и необходимо по существу. Указана периодическая группа, для кото-
рой теоремы 1.3.2, 1.3.3 неверны (здесь также решающую роль играет
группа Новикова-Адяна [37, 39]). Там же показано, что в формулиров-
ках теорем 1.3.1, 1.3.4 нельзя отказаться от условия q-бипримитивной
конечности группы.

Д.И.Зайцевым [13] было введено следующее слабое условие мини-
мальности: в группе обрывается на конечном номере любая убывающая
цепочка подгрупп A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . с бесконечными индексами
|An : An+1| (n = 1, 2, . . . ) Там же для локально конечных групп доказа-
на эквивалентность ослабленного условия минимальности с обычным
условием минимальности. Оказывается, что это верно и для периоди-
ческих бипримитивно конечных групп (теорема 1.3.5).

Вопрос о том, будет ли теорема 1.3.5 справедлива без предположе-
ния бипримитивной конечности, остается открытым.

Через (min-inf) min обозначается класс всех групп со (слабым) усло-
вием минимальности для подгрупп и само это условие. Если B — неко-
торая группа, обладающая полной частью, то эту полную часть будем
обозначить B̃. Напомним, что полной частью группы B называется
нормальная полная абелева подгруппа B такая, что B/B̃ не облада-
ет бесконечными полными абелевыми подгруппами. Далее, напомним,
что черниковской группой называется почти абелева группа с условием
минимальности [35] (именно в [35] впервые был введен этот термин).

В параграфе 1.3 доказаны теоремы о сопряженности силовских q-
подгрупп в q-бипримитивно конечных группах с условием min-inf и рав-
носильности двух условий минимальности в периодических биприми-
тивно конечных группах

В 1901 году Фробениус доказал следующую теорему: Пусть G — ко-
нечная группа, содержащая подгруппу H, совпадающую со своим нор-
мализатором и взаимно простую со своими сопряженными подгруппа-
ми. Тогда совокупность элементов, не содержащихся ни в H, ни в одной
сопряженной с H подгруппе, вместе с единицей составляют нормаль-
ный делитель группы G.

Теорема Фробениуса неверна в общем случае, более того, как пока-
зывает пример 1.4.3, она неверна в классе периодических групп. Раз-
личными авторами теорема Фробениуса обобщена на некоторые классы
бесконечных групп (обзор исследований в этом направлении см., напри-
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Группы Шункова

мер, в [72]).
В параграфе 1.4 теорема Фробениуса А.И. Созутовым и В.П. Шун-

ковым обобщается на класс бипримитивно конечных групп (теорема
1.4.2) и на периодические слабо бипримитивно конечные группы (тео-
рема 1.4.3).

Также в этом параграфе А.И. Созутовым и В.П. Шунковым дока-
зывается что если бесконечная периодическая бипримитивно конечная
группа не содержит ни одной отличной от нее бесконечной неабелевой
подгруппы, то она локально конечна (теорема 1.4.4).

В параграфе 1.5 М.В. Носковым доказывается локальная конеч-
ность бипримитивно конечных групп при более слабом ограничении,
а именно: все собственные бесконечные подгруппы нильпотентности
класса ≤ 2. А именно, доказано, что бипримитивно конечная группа
G с собственными бесконечными подгруппами нильпотентности класса
≤ 2 локально конечна (теорема 1.5.1).

В параграфе 1.6 решается вопрос: будет ли счетной всякая пе-
риодическая группа, все собственные подгруппы которой счетны?
Для локально конечных групп этот вопрос был положительно решен
В.П. Шунковым [110], а для бинарно конечных групп — С.П. Струнко-
вым [73]. Легко показать, что из положительного решения указанного
вопроса вытекает положительное решение известной проблемы счетно-
сти А.Г. Куроша: будет ли счетна группа с условием минимальности?

Указанный вопрос и проблема счетности А.Г. Куроша решаются
положительно для периодических групп Шункова. В частности, этот
класс групп включает в себя локально конечные группы, группы Голо-
да [9], 2-группы и бинарно конечные группы.

Напомним, что пара (G,H), где G — группа и H — ее собствен-
ная подгруппа такая, что для любого элемента g ∈ G \H выполняется
условие H ∩Hg = 1, называется парой Фробениуса.

В параграфе 1.6 Ал.Н. Остыловским доказывается, что периодиче-
ская группа Шункова счетна, если все ее собственные подгруппы счет-
ны (теорема 1.6.1).

В качестве следствия получается счетность группы Шункова с усло-
вием минимальности.

Заметим, что счетность группы Шункова без инволюций с условием
минимальности вытекает и из работы [43].

Группа называется расщепляемой, если она является объединени-
ем некоторой совокупности собственных подгрупп, попарно пересекаю-
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щихся по единице [7]. Эту совокупность подгрупп называют расщепле-
нием группы, а сами подгруппы — компонентами расщепления. Произ-
вольная подгруппа называется допустимой относительно данного рас-
щепления, если с каждой компонентой расщепления она либо пересека-
ется по единице, либо целиком содержит ее.

В § 1.7. рассматриваются расщепляемые слабо бипримитивно ко-
нечные группы с нормальной компонентой расщепления. Напомним,
что группа G = FλH называется группой Фробениуса с неинвариант-
ным множителем H и ядром F , если H и F — собственные подгруппы
группы G, H ∩Hg = 1 для любого g ∈ G \H и G \ F# = ∪Hg.

Введем следующие обозначения: Φ — класс всех групп G, в которых
элемент a действует на ядре F регулярно, Ψ — класс всех групп G, в
которых каждый элемент из G \ F имеет порядок p.

Следуя [7], группы из класса Ψ, не являющиеся p-группами и груп-
пами Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉 и ядром F , на-
зываются HT -группами. Теорема 1.7.1 А.И. Созутова, А.К. Шлепкина
обобщает результат Бэра ([7], теорема 8): Пусть периодическая слабо
бипримитивно конечная расщепляемая группа G в некотором расщеп-
лении обладает собственной допустимой нормальной подгруппой. То-
гда G является либо p-группой, либо группой Фробениуса, либо HT -
группой.

В этом же параграфе приведен пример бесконечной слабо биприми-
тивно конечной группы, построенной А.И. Созутовым в [66] на основе
некоммутативной группы A(m,n) С.И. Адяна.

Также А.И. Созутовым в [66]построена конечнопорожденная слабо
бипримитивно конечная группа Фробениуса с периодическим не локаль-
но конечным неинвариантным множителем и периодическим абелевым
ядром.

Во второй главе изучаются группы Шункова с заданными подгруп-
пами либо рядами подгрупп. Рассматриваются локально конечные и ло-
кально разрешимые группы Шункова, бесконечные локально конечные
подгруппы в группах Шункова, группы со слабо сопряженно биприми-
тивно конечным централизатором инволюции, 2-полные подгруппы в
группе Шункова. Приводятся свойства групп Шункова.

Опираясь на результаты из §1.3, в параграфе 2.1 доказывается ло-
кальная конечность и черниковость периодических групп Шункова без
инволюций с условием min-inf и устанавливается, что проблему мини-
мальности в случае нечетных групп достаточно решить для простых
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квазичерниковских [108] групп (нечерниковская группа называется ква-
зичерниковской, если любая ее собственная подгруппа черниковская)
вида G =

〈
a, g−1ag

〉
(a, g — некоторые элементы из G, причем a имеет

простой порядок).
В этом параграфе изучается нечерниковская квазичерниковская

простая группа G и некоторая ее бесконечная максимальная подгруппа
H (если она существует), g — элемент из G \ H. G, в частности, удо-
влетворяет условиям: G — квазичерниковская группа; любая собствен-
ная бесконечная подгруппа из G содержится в некоторой максимальной
подгруппе группы G; G — простая группа.

Приводятся с доказательством теоремы А.Н. Остыловского,
В.П. Шункова о локальной конечности и разрешимой черниковости
группы Шункова без инволюций с двумя вариантами условий мини-
мальности.

В параграфе 2.2 найдены достаточные признаки вложения элемента
простого порядка в относительно хорошую бесконечную подгруппу (с
нетривиальной конечной нормальной подгруппой) или в бесконечную
локально конечную подгруппу.

В качестве приложения теорем 2.2.1, 2.2.2 В.П. Шункова дается опи-
сание периодических сопряженно бипримитивно конечных групп без
инволюций с условием примарной минимальности. Оказалось, что все
такие группы локально конечны (теорема 2.2.3). Теорема 2.2.3 доказана
В.П. Шунковым совместно с А.К. Шлепкиным.

В § 2.3 рассматриваются группы со слабо сопряженно бипримитивно
конечным централизатором инволюции. Понятие бесконечно изолиро-
ванной подгруппы впервые было введено в работе [107] в связи с аб-
страктной характеризацией групп типа PGL(2,K) над локально ко-
нечным полем K нечетной характеристики. Оно сыграло исключитель-
но важную роль в решении проблемы минимальности С.Н. Черникова
[107, 116] и занимает центральное место в построении теории локально
конечных групп с различными условиями конечности [113, 116, 119].

Решение проблемы минимальности С.Н. Черникова в других клас-
сах периодических групп [43, 124] также вызвало необходимость рас-
смотрения периодических групп с бесконечно изолированной подгруп-
пой. Как и в случае локально конечных групп [109], здесь приходится
рассматривать ситуацию, когда бесконечно изолированная подгруппа
является одновременно и сильно вложенной. В этом параграфе данная
ситуация выделена «в чистом виде», т. е. рассмотрен класс периодиче-
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ских групп с сильно вложенной бесконечно изолированной подгруппой.
На примерах показано, что этот класс групп достаточно широк и вклю-
чает в себя не только локально конечные группы. Периодическая груп-
па с сильно вложенной бесконечно изолированной подгруппой может
быть как простой, так и непростой. Здесь найдены условия, когда та-
кая группа обладает абелевой нормальной подгруппой (теоремы 2.3.1,
2.3.2).

В §2.4 А.К. Шлепкиным доказывается теорема о 2-полных подгруп-
пах в группе Шункова с условием примарной минимальности (теорема
2.4.1).

В параграфе 2.5. приведены некоторые свойства групп Шункова без
доказательства со ссылкой на работу, в которой доказывается этот ре-
зультат.

В третьей главе устанавливается связь между группами Шункова
и другими классами групп: черниковскими группами, группам с усло-
виями минимальности, почти слойно конечными группами, группами,
насыщенными системами подгрупп.

Параграфы 3.1 – 3.3 связывают группы В.П. Шункова и группы его
учителя С.Н. Черникова.

В.П. Шунковым в [117] поставлена проблема: будет ли локально ко-
нечной (сопряженно) бипримитивно конечная группа с условием мини-
мальности для абелевых подгрупп?

В §3.1 А.Н. Остыловским доказывается, что всякая группа Шункова
без инволюций, удовлетворяющая условию минимальности для абеле-
вых подгрупп, является группой Черникова (теорема 5.2.1). Тем самым
проблема Шункова решается положительно для групп без инволюций.

В параграфе 3.2 Н.Г. Сучковой и В.П. Шунковым эта же проблема
решена положительно для групп с инволюциями: Всякая сопряженно
бипримитивно конечная группа, удовлетворяющая условию минималь-
ности для абелевых подгрупп, является черниковской (теорема 3.2.1).

Наконец в параграфе 3.3 приводится теорема В.П. Шункова, в кото-
рой на основе теоремы 3.3.1 дается полное доказательство того, что вся-
кая сопряженно бипримитивно конечная группа с условием минималь-
ности для подгрупп является черниковской группой (теорема 3.3.3).

В § 3.4. продолжается изучение групп Шункова с условием при-
марной минимальности, начатое А.К. Шлёпкиным и В.П. Шунковым в
[125].

А.К. Шлёпкиным доказаны следующие две теоремы:
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Периодическая сопряженно бипримитивно конечная группа с усло-
вием примарной минимальности локально конечна.

Сопряженно бипримитивно конечная группа с условием примарной
минимальности и конечными силовскими p-подгруппами для всех p ∈
π(G) обладает периодической частью.

В §3.5 В.И. Сенашовым изучаются группы Шункова с сильно вло-
женной почти слойно конечной подгруппой, обладающей черниковской
почти слойно конечной периодической частью. Показывается, что почти
слойная конечность распространяется на периодическую часть группы
G с периодических частей нормализаторов нетривиальных конечных
подгрупп группы G, когда G является группой Шункова, обладающей
сильно вложенной подгруппой с черниковской почти слойно конечной
периодической частью (теорема 3.4.1).

Напомним, что сильно вложенной называется собственная подгруп-
паH группы G, еслиH содержит элемент порядка 2 (инволюцию) и для
любого элемента g ∈ G \H подгруппа H ∩Hg не содержит инволюций.

Затем в §3.6 В.И. Сенашовым обобщается теорема 3.4.1 – удается от-
казаться от условия черниковости сильно вложенной подгруппы: Пусть
группа Шункова G содержит сильно вложенную почти слойно конеч-
ную подгруппу. Если в G нормализатор любой нетривиальной конечной
подгруппы обладает почти слойно конечной периодической частью, то
сама группа G обладает почти слойно конечной периодической частью.

Параграф 3.7 призван проиллюстрировать теоремой 3.7.1
А.А. Шлепкина направление, возникшее в Красноярске с 1980-х
годов и активно развиваемое в настоящее время в работах В.Д. Ма-
зурова, Д.В. Лыткиной, А.А. Дуж, А.А Кузнецова, Д.Н. Панюшкина,
Е.А. Прониной, И.В. Сабодах, Л.Р. Туватуллиной, К.А. Филиппова,
А.А. Шлепкина, А.К. Шлепкина, ... Это направление тесно связано
с группами Шункова и в большинстве результатов используются
свойства класса групп Шункова. Объем работ, посвященных группам
Шункова, насыщенных теми или иными подгруппами настолько
большой, что ему уже можно посвятить отдельную монографию.

В четвертой главе изучается взаимоотношение групп Шункова и
близких к ним классов групп. В этой главе рассматриваются классы
групп, являющиеся обобщениями групп Шункова. А.В. Рожков ввел
в рассмотрение классы n-конечных групп и сопряженно n-конечных
групп, близких по свойствам к группам Шункова. Устанавливаются
взаимоотношения этих классов групп и групп Шункова.
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В §4.1 А.А. Черепом устанавливается несовпадение классов бипри-
митивно конечных и бинарно конечных групп. Также доказаны две тео-
ремы, устанавливающие условия, при которых совпадают классы групп
Шункова и бипримитивно конечных групп. Оказывается, что вопрос о
разделении бипримитивной и сопряженно бипримитивной конечности
решается отрицательно в классе разрешимых групп и в классе групп с
несмешанными факторами и даже если в группе любые два элемента
порождают подгруппу с несмешными факторами (определение группы
с несмешанными факторами см. в §4.1).

В параграфе 4.2 рассматриваются классы n-конечных групп и со-
пряженно n-конечных групп.

Группа называется (сопряженно) r-конечной, если любые ее r (со-
пряженных) элементов порождают конечную подгруппу. При r = 2 по-
лучаем определение сопряженно бинарно конечной группы.

Приводятся без доказательства результаты А.В. Рожкова [51] (дока-
зательства этих результатов можно найти в монографии [56]), которые
разграничивают условие слабой сопряженной бипримитивной конечно-
сти с условиями сильной (a, b)-конечности, сопряженной бинарной ко-
нечности и слабой бипримитивной конечности.

В этом же параграфе А.И. Созутовым для каждого простого числа
p и каждого натурального числа r ≥ 2 построен пример сопряженно
r-конечной, но не r-конечной финитно аппроксимируемой p-группы.

А.В. Рожков [52] поставил следующий вопрос: Пусть p —– простое
нечётное число, n — натуральное. Для всех ли пар p, n существуют фи-
нитно аппроксимируемые конечно порождённые p-группы, являющиеся
сопряжённо n-конечными, но не бипримитивно конечными?

Отрицательный ответ на этот вопрос дает следующая теорема 4.2.2
из параграфа 4.2, доказанная В.А. Середой и А.И. Созутовым [53]:
Пусть G — сопряжённо n-конечная группа. Тогда для всех p ∈ π(G), не
превышающих n, группа G является p-бипримитивно конечной.

Все результаты в монографии имеют тройную нумерацию — но-
мер главы, номер параграфа, номер результата (теоремы, леммы, след-
ствия, примера, замечания). Для удобства читателя все вспомогатель-
ные результаты, на которые делаются ссылки в тексте, приведены в
специальном разделе: вспомогательные результаты. На теоремы этого
раздела мы ссылаемся как на теоремы с соответствующим одинарным
номером. Все необходимые определения и обозначения собраны в от-
дельном разделе в конце книги.
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В монографии нашла отражение часть результатов по группам
Шункова. Это позволило дать представление о направлении, возник-
шем сорок пять лет назад в Красноярске в Институте вычислительного
моделирования СО РАН. По этому направлению сейчас работают более
тридцати ученых.

Автор благодарен своему Учителю Владимиру Петровичу Шункову
за создание научного направления «группы Шункова».
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ГЛАВА 1

Первые исследования бипримитивно конечных групп

В этой главе собраны исторически первые результаты, касающиеся
групп Шункова. Параграф 1.1 посвящен первому результату в этом на-
правлении самого Владимира Петровича Шункова, пожалуй, из самой
цитируемой работы по группам Шункова. Затем приведены результа-
ты как из работ В.П.Шункова, так и из первых работ его учеников по
группам Шункова.

§ 1.1. Первый результат В.П. Шункова для бипримитивно
конечных групп

В этом параграфе приводится теорема В.П. Шункова, с которой
начались исследования рассматриваемых в монографии классов групп,
введенных В.П. Шунковым.

Элемент группы называется почти регулярным, если его центра-
лизатор в группе конечен, и некоторый автоморфизм группы назовем
почти регулярным, если он оставляет на месте лишь конечное число
элементов группы. Под рангом группы будем понимать специальный
ранг в смысле Мальцева [34].

В соответствии с работой [88] группа называется экстремальной, ес-
ли она является конечным расширением абелевой группы с условием
минимальности для подгрупп. Максимальную полную абелеву подгруп-
пу экстремальной группы назовем полной частью.

В этом параграфе используется следующее определение для бипри-
митивно конечных групп:

Определение. Пусть G — периодическая группа, p — некоторое
простое число, удовлетворяющие следующему условию: если H — под-
группа из G, N — инвариантная экстремальная подгруппа в H, то в
фактор-группе H/N любые два элемента порядка p порождают конеч-
ную подгруппу. В этом случае группа G называется бипримитивно ко-
нечной относительно p. Если G— бипримитивно конечна относительно
любого p ∈ π(G), то группа G называется бипримитивно конечной.

Произвольная периодическая группа четного порядка бипримитив-
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но конечна относительно 2, так как в ней любые две инволюции порож-
дают конечную подгруппу. С другой стороны, как показывает пример
Голода [9], для любого p существуют бипримитивно конечные p-группы,
не являющиеся локально конечными.

В параграфе 1.1 будут даказаны две теоремы устанавливающие
условия, при которых бипритивно конечная примарная группа явля-
ется черниковской:

Теорема 1.1.1 (В.П. Шунков). Если в бипримитивно конечной p-
группе централизатор некоторого элемента простого порядка — экс-
тремальная группа, то сама группа экстремальна [115].

Теорему 1.1.1 по-видимому можно назвать первым результатом
В.П. Шункова для бипримитивно конечных групп.

Теорема 1.1.2 (В.П. Шунков). Если бипримитивно конечная p-
группа (а при p = 2 произвольная 2-группа) обладает конечной макси-
мальной элементарной абелевой подгруппой, то группа экстремальна
[115].

Эти теоремы — первые результаты В.П. Шункова, касающиеся вве-
денного им понятия бипримитивно конечной группы.

Следствие 1.1.1 (В.П. Шунков). Если бипримитивно конечная
p-группа (а при p = 2 произвольная 2-группа) удовлетворяет условию
минимальности для абелевых подгрупп, то она экстремальна [115].

Следствие 1.1.2 (В.П. Шунков). Бипримитивно конечная груп-
па (а при p = 2 произвольная 2-группа) тогда и только тогда конечна,
когда она порождается конечным числом образующих и некоторая ее
максимальная элементарная абелева подгруппа конечна [115].

Предварительно будет доказан ряд лемм.
Лемма 1.1.1. Локально конечная p-группа экстремальна, если в

ней централизатор некоторого элемента порядка p экстремален.
Доказательство. Утверждение леммы непосредственно вытекает из

результата [137], а также свойств p-групп Черникова [24].
Лемма 1.1.2. Пусть P — конечная p-группа типа: P = Aλ 〈b〉,

где A — элементарная абелева подгруппа, bp = 1. Если n = |Z(P )|,
то существует лишь конечное число групп указанного выше типа с
центром заданного порядка n.

Доказательство. Очевидно, нам достаточно рассмотреть случай,
когда P некоммутативна. В этом случае Z(P ) ⊂ A. Так как A — эле-
ментарная абелева подгруппа, то A = Z(P ) × D. Пусть L = Z(P ) × b.
Очевидно, P = LD = DL и D ∩ L = 1. Подгруппа D не может обла-
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дать нетривиальным нормальным делителем в P , так как в противном
случае имели бы Z(P ) ∩ D 6= 1 [86], что невозможно, но тогда по тео-
реме 5.3.1. [131] P вкладывается в симметрическую группу степени pn.
Отсюда вытекает справедливость леммы.

В этом параграфе ради краткости под периодической группой бу-
дем понимать группу, в которой порядок любого элемента конечен и
сама группа не локально конечна. Пусть G — бипримитивно конеч-
ная p-группа, a — некоторый элемент простого порядка из G, CG(a)

— экстремальная группа. ЧерезM(a),M1(a), . . . будем обозначать мак-
симальные локально конечные подгруппы из G, содержащие элемент a.
Ввиду леммы 1.1.1 любая такая подгруппа типа M(a) экстремальна.

Лемма 1.1.3. Если G — бесконечная группа, то любая подгруппа
типа M(a) бесконечна.

Доказательство. При доказательстве леммы воспользуемся хорошо
известным методом О.Ю. Шмидта [106].

Пусть среди подгрупп типаM(a) есть конечная подгруппа T (a). Ес-
ли множество всех элементов порядка p из G содержится в T (a), то
оно порождает конечный нормальный делитель Z из T (a) в G. Так как
a ∈ Z нормальной в G и CG(a) — экстремальная группа, то, очевидно,
из конечности индекса CG(a) в G вытекает экстремальность группы
G. Но тогда T (a) = G, что противоречит конечности T (a). Пусть k —
некоторый элемент порядка p из G и k /∈ T (a). Так как 〈k, a〉 — конеч-
ная группа (ввиду бипримитивной конечности группы)), то ее можно
включить в некоторую подгруппу M1(a) 6= T (a).

Пусть D1 = T (a) ∩M1(a). Если бы D1 = T (a), то T (a) ⊆ M1(a), но
тогда, ввиду определения подгруппы типа M(a), получили бы T (a) =

M1(a), что невозможно. Следовательно, D1 6= T (a).

Так как a ∈ D1, то NG(D1) — экстремальная группа. В подгруп-
пах T (a),M1(a) выполняется нормализаторное условие. Отсюда выте-
кает, NG(D1) ∩ T (a) 6= D1 и NG(D1) ∩ M1(a) 6= D1. Следовательно,
NG(D1) можно включить в некоторую подгруппу M2(a) 6= T (a). Пусть
D2 = T (a) ∩M2(a). Из NG(D1) ⊂ M2(a) и NG(D1) ∩ T (a) 6= D1, сле-
дует, что D2 6= D1 и D1 ⊂ D2. Если бы D2 = T (a), то T (a) ⊂ M2(a),
что противоречит определению подгруппы типа M(a). Следовательно,
D2 6= T (a). Как и в предыдущем случае, подгруппу D2 можно стро-
го включить в некоторую подгруппу D3 из T (a), причем D3 6= T (a).
Рассуждая таким образом, мы построим строго возрастающую цепоч-
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ку подгрупп из T (a):

D1 ⊂ D2 ⊂ . . . . ⊂ Dn ⊂ . . . ,

которая не обрывается на конечном номере. Однако это невозможно,
так как T (a) — конечная группа. Полученное противоречие доказывает
лемму.

Пусть в G задан возрастающий ряд полных абелевых подгрупп:

A1 ⊂ A2 ⊂ . . . . ⊂ An ⊂ . . . , (1.1.1)

обладающих следующими свойствами: NG(An) — периодическая груп-
па и a ∈ NG(An)(n = 1, 2, . . . ). Из леммы 1.1.1 вытекает, что ряд (1.1.1)
обрывается на конечном номере n, т.е. подгруппа A = An не содержит-
ся ни в какой полной абелевой подгруппе, отличной от A, с указанны-
ми выше свойствами. Ввиду определения подгруппы A, фактор-группа,
T = NG(A)/A — периодическая группа. Пусть a = aA,H = NG(A), B =

〈A, a〉.
Замечание 1.1.1. CT (a) — экстремальная группа, нормализатор

любой полной абелевой подгруппы из T , содержащий a экстремальная
группа.

Доказательство. Допустим, что CT (a) — не экстремальная группа.
Отсюда следует, что и U = NH(B) — также не экстремальная группа.
Так как B экстремальная группа, то, ввиду результата С.Н.Черникова
[90] CU (B) имеет конечный индекс в U и, кроме этого, CU (B) содер-
жится в экстремальной подгруппе CG(a). Но тогда, очевидно, U — экс-
тремальная группа, вопреки ранее сделанному предположению. Первое
утверждение замечания 1 доказано. Что касается второго утверждения,
то оно является следствием леммы 1.1.1 и определения подгруппы A.

Замечание 1.1.2. Пусть L — подгруппа типа M(a) из T . Тогда
нормализатор любой бесконечной подгруппы из L в T , содержащий a,
содержится в L.

Доказательство. Пусть C — бесконечная подгруппа из L, C ′ — ее
полная часть. Очевидно, нам достаточно показать, что NT (C ′) ⊂ L.
Согласно замечанию 1.1.1, NT (C ′) — экстремальная группа. Если L′ и Q
— соответственно полные части подгрупп L иNT (C ′), то, очевидно, L′ ⊂
Q. Но, с другой стороны, ввиду замечания 1 и определения подгруппы
типа M(a), получим NT (L′) = L и Q ⊂ L′. Следовательно, Q = L′ и
NT (C ′) ⊂ NT (Q) = NT (L′) = L, что и требовалось доказать.
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Не нарушая общности рассуждений, мы будем предполагать уже в
самой группе G не существует возрастающего ряда полных абелевых
подгрупп (1.1.1) с указанными выше свойствами. В этом в группе G
справедливы замечания 1 и 2.

Лемма 1.1.4. Пусть Q — полная часть подгруппы T = T (a) 6= G,
A — конечная подгруппа из Q. Тогда CG(A) — периодическая группа.

Доказательство. Пусть r — натуральное число, ограничивающее
ранги полных частей подгрупп типа M(a), а такое число, ввиду леммы
1.1.2, существует. Так как число неизоморфных полных частей ранга
≤ r конечно [24], а периодические группы автоморфизмов вышеуказан-
ных групп конечны [90], то существует число s = pα, ограничивающее
порядки силовских p-подгрупп этих групп автоморфизмов (по данному
p).

Пусть B — такая конечная подгруппа из Q, что A ⊂ Bs (Bs —
подгруппа, порожденная s-ми степенями элементов из B), причем a ∈
NG(B).

Используя тот же метод, что и в доказательстве леммы 1.1.3, по-
строим в T строго возрастающую цепочку подгрупп:

D1 ⊂ D2 ⊂ . . . ⊂ Dn ⊂ . . . , (1.1.2)

где Dn = T ∩ Tn(a) (Tn = Tn(a)) и NT (Dn) ⊂ Dn+1(n = 1, 2, . . . ). Пусть
R1 — нижний слой подгруппы Q. Так как R1 нормальна в T , то L1 =

R1 ∩D1 нормальна в D1.
Пусть U = 〈R1, D1〉. Если L1 6= R1, то рассмотрим фактор-группу

U/L1. Она нильпотентна, и R1/L1 нормальна в U/L1, и, следовательно,
R1/L1 ∩Z(U/L1) 6= 1 [86], а это означает, что при L1 6= R1 будем иметь
R1 ∩ NT (D1) 6= L1. Отсюда, а также из NT (D1) ⊆ D2 следует, что
L2 = R1∩D2 6= L1 и L1 ⊂ L2. Если R1 6⊆ D2, то рассуждаем аналогично
предыдущему. Так как R1 — конечная группа, то, очевидно, существует
такой номер n1, что R1 ⊂ Dn1 .

Пусть Rl+1 — подгруппа, соответствующая нижнему слою фактор-
группы Q/Rl(l = 1, 2, ...), и пусть Rl ⊂ Dnl

. Как и в случае l = 1, можно
доказать существование такого номера nl+1, что Rl+1 ⊂ Dnl+1

. Так как
Q является объединением подгрупп

R1 ⊂ R2 ⊂ . . . ⊂ Rl ⊂ . . . ,

то мы доказали, что Q содержится в объединении подгрупп цепочки
(1.1.1). Отсюда следует, что для подгруппы B существует такой номер
n что B ⊂ Dn = T ∩ Tn.
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Пусть Qn — полная часть подгруппы Tn. Как отмечалось выше, ее
ранг не превосходит числа r, и так как фактор-группа Tn/CTn(Qn) изо-
морфна некоторой подгруппе группы автоморфизмов подгруппы Qn,
то, ввиду выбора числа s = pα, получим |Tn/CTn(Qn)| ≤ Ss. Но тогда
из B ⊂ Tn вытекает A ⊆ B ⊂ CTn(Qn).

Очевидно, a ∈ NG(Bs) и, кроме этого, Q,Qn ⊂ NG(Bs). Если бы
подгруппа NG(Bs) была локально конечной, то по лемме 1.1.1 она бы-
ла бы экстремальной и, значит, Qn ⊂ CG(Q). Ввиду замечания 2, по-
лучили бы T (a) = Tn(a), что невозможно. Следовательно, NG(Bs) —
периодическая группа, но тогда из конечности Bs и A ⊂ Bs вытекает
периодичность подгруппы CG(A). Лемма доказана.

Лемма 1.1.5. Пусть CG(a) — бесконечная группа, T (a) — подгруп-
па, не содержащая CG(a), A — полная часть T (a). Тогда A облада-
ет такой конечной подгруппой B, нормализуемой элементом a, что в
фактор-группе NG(B)/B элемент aB — почти регулярный.

Доказательство. Предположим, что лемма 1.1.5 неверна. В этом
случае A обладает такой строго возрастающей цепочкой конечных под-
групп B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ . . . , что в фактор-группе Gn = NG(Bn)/Bn
(n = 1, 2, . . . ) элемент an = aBn не является почти регулярным. Так
как полные части подгрупп CG(an) являются образами некоторых пол-
ных подгрупп из экстремальной подгруппы CG(a) и, следовательно, их
ранги ограничены в совокупности конечным числом, то некоторая ква-
зициклическая подгруппа Q ⊂ CG(a) будет централизовать конечные
подгруппы Bn (n = 1, 2, . . . ). Но тогда CG(Q) ∩ A — бесконечная груп-
па, и из замечания 2 будет следовать, что CG(a) ⊂ T (a). Однако это
противоречит условию леммы 1.1.5. Лемма доказана.

Лемма 1.1.6. Если полная абелева p-группа обладает почти регу-
лярным автоморфизмом порядка p, то в ней существует допустимая
подгруппа, разложимая в прямое произведение p−1 квазициклических
подгрупп, все неподвижные элементы которой (относительно этого
автоморфизма) порождают циклическую группу простого порядка.

Доказательство. Лемма вытекает из результатов работы [85] (см. в
[85] леммы о коммутаторной лестнице).

Сформулируем еще раз теорему 1.1.1:
Теорема 1.1.1 (В.П. Шунков). Если в бипримитивно конечной p-

группе централизатор некоторого элемента простого порядка — экс-
тремальная группа, то сама группа экстремальна [115].

Доказательство. Предположим, что теорема неверна, и пусть G —
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периодическая группа, a — ее элемент, удовлетворяющие условиям тео-
ремы.

Лемма 1.1.7. В G существует такая периодическая подгруппа H с
конечной инвариантной в ней подгруппой Z (не обязательно отличной
от единицы), содержащая элемент a, что ни для какой периодической
подгруппы T ⊆ H(a ∈ T,Z ⊆ T ) с конечной инвариантной подгруппой
P (Z ⊆ P ) фактор-группа T/P не является группой типa: D × 〈b〉, где
D — периодическая группа, b — элемент порядка p.

Доказательство. Лемма 1.1.7 доказывается аналогично лемме 5 из
работы [112] с использованием леммы 1.1.1.

Ради удобства дальнейших рассуждений будем предполагать, что
G = H,Z = 1. Далее, мы будем также предполагать, что для G спра-
ведливы замечания 1 и 2. Если CG(a) — бесконечная группа, то ввиду
лемм 4, 5 в G существует периодическая подгруппа, в которой элемент a
почти регулярен, а поэтому, не нарушая общности доказательства тео-
ремы 1, будем предполагать, что уже в группе G элемент a — почти
регулярен.

Пусть A — абелева подгруппа экспоненты p2, удовлетворяющая сле-
дующим условиям:

1) a ∈ NG(A) = B, a /∈ CG(A) = P ;
2) CG(A) — периодическая группа;
3) A не содержится ни в какой большей абелевой подгруппе экспо-

ненты p2, удовлетворяющей условиям 1) и 2).
Согласно условию 1) B = Pλ 〈a〉. Из лемм 1.1.1, 1.1.4, 1.1.6 вытекает

существование подгруппы A.
Лемма 1.1.8. Пусть K — конечная подгруппа из P , a ∈ NB(K) =

V λ 〈a〉 (V ⊂ P ), NB(K) — периодическая группа. Тогда фактор-группа
NB(K)/K не обладает элементом порядка p из V/K, централизатор
которого в NB(K)/K — экстремальная подгруппа, содержащая aK.

Доказательство. Допустим, что лемма 1.1.8 неверна. Пусть T =

NB(K)/K, a = aK, b — элемент простого порядка из V/K и CT (b)

— бесконечная экстремальная подгруппа (b — прообраз b в NB(K)),
содержащая a, L — подгруппа типа M(a) и CT (b) ⊂ L.

Если бы все элементы порядка p из T содержались в L, то они по-
рождали бы экстремальный нормальный делитель в T , но тогда в силу
замечания 2 и экстремальности CT (b) вытекала бы экстремальность
группы T , что невозможно. Следовательно некоторый элемент c поряд-
ка p из T не содержится в L.
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Так как T бипримитивно конечна, то
〈
c, b
〉
— конечная подгруппа

и, ввиду леммы 1.1.3, она содержится в подгруппе S типа M(b).
Пусть Q и S′ — соответственно полные части подгрупп L и S (Q —

полная подгруппа, являющаяся прообразом Q в NB(K)). Ввиду лемм
1.1.4, 1.1.5 в S′ существует такая конечная подгруппа U , что NT (U) —
периодическая группа, b ∈ NT (U) и b — почти регулярный элемент в
NT (U). Пусть X — инвариантная подгруппа из U , максимальная в том
смысле, что Q ⊂ CT (X) и b ∈ NT (X) = Y . Из леммы 1.1.5 и беско-
нечности CY (b) вытекает X 6= U . Введем обозначения: W = NT (X)/X,
Q1 = QX/X, U1 = U/X, b1 = b/X, L1 — подгруппа из W типа M(b1),
содержащая CW (b1). Ввиду замечания 2 Q1 ⊂ L1. Так как 〈U1, b1〉 —
нильпотентная подгруппа и U1 нормальна в 〈U1, b1〉, то некоторый эле-
мент z порядка p из U1, принадлежит CW (b1), а значит, и L1, причем
z /∈ CW (Q1) (z — прообраз z в NB(K)). Но тогда, очевидно, z инду-
цирует в Q автоморфизм порядка p. Если этот автоморфизм почти ре-
гулярный, то ввиду леммы 1.1.6 подгруппа R экспоненты p2 из Q не
централизуется элементом z.

Пусть C1 — полная часть Q ∩ CB(z). Так как Q — полная абелева
группа, то Q = C1 × C2 [24].

Очевидно, в фактор-группе 〈Q, z〉 /C1 элемент zC1 индуцирует в
Q/C1 почти регулярный автоморфизм простого порядка и снова, ввиду
леммы 1.1.6, отсюда будет, вытекать, что R не централизуется элемен-
том z. Далее, z ∈ CB(A) (достаточно вспомнить, откуда брался элемент
z), и, очевидно, a ∈ NB(R). Но тогда в силу выбора подгруппы A и лем-
мы 1.1.4 должно быть R ⊆ A, и, значит, z ∈ CB(R), что невозможно.
Пусть теперь CT (b) — конечная группа.

Так как подгруппа 〈b, a〉 конечна, то ее можно включить в подгруппу
S из B типа M(a). Если S′ — полная часть подгруппы S, то элемент
b индуцирует в S′ почти регулярный автоморфизм порядка p. Дальше
рассуждаем так же, как и в случае с элементом z. Лемма доказана.

Теперь перейдем непосредственно к доказательству теоре-
мы 1.1.1. Пусть K — экстремальная подгруппа из G, инвариантная в
B, и A ⊆ K, причем K не содержится ни в какой большей подгруппе с
такими свойствами. Ввиду замечания 1, K — конечная группа.

Введем обозначения: T = B/K, D = P/K, a = aK, R — подгруппа
из D, порожденная всеми элементами порядка p, перестановочными с
a. Очевидно, T = Dλ 〈a〉. Пусть b — произвольный элемент порядка p
из D. Рассмотрим подгруппу L = 〈b, a〉. Так как T — бипримитивно
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конечная группа, то L — конечная группа и L = Qλ 〈a〉 (Q ⊂ D). Из
лемм 1.1.7 и 1.1.8 вытекает, что R и Q — абелевы группы. Пусть S —
наибольшая подгруппа из Q, инвариантная в L и S ⊂ CT (R).

Если S 6= Q, то рассмотрим T1 = NT (S). Ввиду леммы 1.1.8, T1 —
периодическая группа. В фактор-группе T1 = T1/S подгруппа L = L/S

нильпотентна и Q = Q/S нормальна в L. Следовательно, Q ∩ z(L) 6= 1

[86]. Пусть r 6= 1 некоторый элемент из Q ∩ z(L) (r — прообраз r в T1).
Так как CT1(aS) — конечная группа, то r,RS/S — также конечная груп-
па. Отсюда следует конечность подгруппы U = 〈r,R, S〉 из T1 и Uλ 〈a〉.
Ввиду лемм 1.1.7 и 1.1.8, U — абелева группа, а это противоречит вы-
бору подгруппы S. Следовательно, S = Q, а так как b ∈ Q = S, то
R ⊂ CT (b). Отсюда и из произвольности выбора элемента b порядка p
из D вытекает, что R принадлежит центру подгруппы X, порожденной
всеми элементами порядка p из D. Очевидно, X нормальна в T . Но то-
гда Z(X), как характеристическая подгруппа из X, также инвариантна
в T . Так как Z(X) ⊂ D и Z(X) 6= K, то по теореме о гомоморфизмах
[24] Z(X) будет соответствовать экстремальная подгруппа V из P , ин-
вариантная в B, причем K ⊂ V и K 6= V . Однако это противоречит
выбору подгруппы K. Полученное противоречие доказывает теорему
1.1.1.

Лемма 1.1.9. Если бипримитивно конечная p-группа некоммута-
тивна, то она содержит конечную некоммутативную подгруппу.

Доказательство. Пусть P — бипримитивно конечная p-группа. По
условию леммы Z(P ) 6= P . Пусть в фактор-группе P/Z(P ) существуют
два элемента порядка p a и b (a, b—- прообразы a и b в P ), порождающие
некоммутативную подгруппу.

ap = t ∈ Z(P ), bp = r ∈ Z(P ).

Некоммутативная подгруппа H = 〈a, b〉 обладает конечным нормаль-
ным делителем Q = 〈t, r〉. Из определения бипримитивно конечной
группы вытекает, что H/Q — конечная группа и, следовательно, H ко-
нечная подгруппа. Если же в P/Z(P ) все элементы порождают абелеву
подгруппу, то через A обозначим подгруппу, которая ей соответствует
в P . Подгруппа A локально конечна, Z(P ) ⊂ A и A / P . Если A неком-
мутативна, то в ней, очевидно, существует конечная некоммутативная
подгруппа.

Пусть A — абелева подгруппа. Так как A 6= Z(P ) и A нормальна в
P , то в P существует такой элемент c, что 〈A, c〉 — некоммутативная
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локально конечная подгруппа, но тогда P обладает конечной некомму-
тативной подгруппой. Лемма доказана.

Чтобы доказать теорему 1.1.2 сформулируем ее еще раз:
Теорема 1.1.2 (В.П. Шунков). Если бипримитивно конечная p-

группа (а при p = 2 произвольная 2-группа) обладает конечной макси-
мальной элементарной абелевой подгруппой, то группа экстремальна
[115].

Доказательство. Пусть G — группа, R — ее абелева подгруппа,
удовлетворяющие условиям теоремы 1.1.2. Предположим, что G — не
экстремальная группа.

Пусть a1 — некоторый элемент из R. Если G1 = CG(a1) — экстре-
мальная группа, то по теореме 1.1.1G— экстремальная группа, что про-
тиворечит нашему предположению. Пусть G1 — периодическая группа
и a2 — элемент из R, отличный от a1. По тем же соображениям, что
и для a1, G2 = CG1(a2) — периодическая группа. К подгруппе G2 и
к некоторому элементу a3 ∈ R a3 6= a1, a2 снова применяем теорему
1 и т.д. Так как подгруппа R конечна, то последовательность элемен-
тов a1, a2, a3, ... оборвется на конечном номере, т.е. мы установим, что
H1 = CG(R) — периодическая группа.

По лемме 1.1.9 вH1 существует конечная некоммутативная подгруп-
па P1. Из теоремы 1.1.1 вытекает, что H2 = CH1(P1) — периодическая
группа, а так как P1 некоммутативна, то P1 6⊂ H2. По теореме 1.1.1
и лемме 1.1.9 в H2 найдется конечная некоммутативная подгруппа P2

и H3 = CH2(P2) — периодическая группа. К подгруппе H3 снова при-
меняем теорему 1.1.1 и лемму 1.1.9. Очевидно, выбор таких подгрупп
можно делать неограниченно. Но тогда в G существует бесконечная
кально конечная подгруппа U = {R1, P1, P2, ...} бесконечного ранга, и
в ней существует конечная максимальная элементарная абелева под-
группа R. Однако это невозможно ввиду результата Блэкбэрна [137] и
свойств p-групп Черникова [24]. Полученное противоречие доказывает
теорему 1.1.2.

§ 1.2. Абелевы подгруппы в бипримитивно конечных группах

Сформулируем следующий известный вопрос О.Ю. Шмидта: суще-
ствуют ли бесконечные некоммутативные группы, все истинные под-
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группы которых конечны? Для локально разрешимых групп отрица-
тельное решение проблемы Шмидта вытекало уже из описания ло-
кально разрешимых групп с условием минимальности, полученного
С.Н. Черниковым в 1939 г. (доказательство его теоремы опубликова-
но в [83, 84]). О.Ю. Шмидт решил отрицательно свою проблему для
p = 2 [106]. Однако уже в случае локально конечных групп указанная
проблема долгое время оставалась открытой и лишь в 1963 г. М.И. Кар-
гаполов решил ее отрицательно [17].

В [17] доказано, что любая бесконечная локально конечная груп-
па обладает бесконечной абелевой подгруппой. П.С. Новиковым и
С.И. Адяном доказано [38], что эта теорема не имеет места даже в пе-
риодических группах ограниченного нечетного периода (отрицательное
решение вопроса 1.24 [19, 20]: всякая ли бесконечная группа облада-
ет бесконечной абелевой подгруппой?). Еще раньше С.Н. Черниковым
вопрос 1.24 [20] был решен положительно для локально разрешимых
групп [87], а в [89] — для локально конечных групп, обладающих нор-
мальной системой с конечными факторами. Позднее в [73] метод дока-
зательства из [17] был обобщен на группы, в которых любые два эле-
мента порождают конечную подгруппу, и для таких групп вопрос 1.24
[20] решен положительно.

В этом параграфе вопрос 1.24 [20] решается положительно
В.П. Шунковым для бипримитивно конечных групп (см. теорему 1.2.2).
В частности, проблема Шмидта для таких групп решается отрицатель-
но. Теорема 1.2.1 используется при доказательстве теоремы 1.2.2.

Напомним, что периодическая группа G называется бипримитив-
но конечной относительно данного простого числа p, если для любой
конечной подгруппы H из G в фактор-группе NG(H)/H любые два
элемента порядка p порождают конечную подгруппу. Если G бипри-
митивно конечна относительно любого простого делителя порядков ее
элементов, то G называется просто бипримитивно конечной.

Очевидно, из бипримитивной конечности группы относительно p вы-
текает, что и любая ее подгруппа обладает таким же свойством. Что
касается инвариантности свойства бипримитивной конечности при пе-
реходе к фактор-группе, то этот вопрос остается открытым. Но все же
в одном случае инвариантность справедлива:

Предложение 1.2.1. Фактор-группа p-бипримитивно конечной
группы по черниковской подгруппе p-бипримитивно конечна.

Доказательство. Пусть G — бипримитивно конечная группа отно-
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сительно p, N — ее черниковская нормальная подгруппа. Если N —
конечная группа, то предложение вытекает непосредственно из приве-
денного выше определения.

Пусть N — бесконечная группа. Так как N является конечным рас-
ширением черниковской абелевой группы, то, очевидно, предложение
достаточно доказать для случая, когда N — абелева p-группа.

Пусть a, b — p-элементы из G и R — характеристическая подгруп-
па из N ограниченного периода; ap, bp ∈ R. Так как N экстремальна,
то R — конечная группа. Фактор-группа G/R, как отмечалось выше,
бипримитивно конечна и, следовательно, подгруппа 〈aR, bR〉 конечна.
Но R < N , а поэтому подгруппа 〈aN, bN〉 также конечна. Предложение
1.2.1 доказано.

Понятно, что любая локально конечная группа бипримитивно ко-
нечна. Произвольная 2-группа также бипримитивно конечна, так как
в ней две инволюции порождают конечную подгруппу. Бипримитивно
конечными группами будут и группы, в которых любые два элемен-
та порождают конечную подгруппу. Такие группы рассматривались в
работе [73].

Как известно, группой Фробениуса называется конечная группа G,
обладающая собственной подгруппой H, совпадающей со своим нор-
мализатором и взаимно простой со своими сопряженными. Нам будут
необходимы некоторые факты о конечных группах Фробениуса [7]:

— все элементы из G, не принадлежащие H и ее сопряженным, вме-
сте с единицей составляют нормальный делитель Q и G = QλH (тео-
рема Фробениуса). H называется неинвариантным множителем, а Q —
инвариантным множителем. Каждый неединичный элемент из H инду-
цирует в Q регулярный автоморфизм и (|Q|, |G : Q|) = 1;

— если |H| нечетен, то все элементы простых порядков из H порож-
дают абелеву группу;

— силовские p-подгруппы (p 6= 2) из H циклические.
Лемма 1.2.1. Пусть конечная группа G нечетного порядка облада-

ет системой образующих r−1, r0, r1, . . . , rn(n ≥ 1), такой, что выпол-
няются условия:

1) 〈r−1, r0〉 — p-группа;
2) r−1

k+1rkrk+1 ∈ 〈rk−1〉 (k = 0, 1, . . . , n− 1);
3) для rn существует такой номер s ≤ n, что r−1

s rnrs ∈ 〈rn−1〉.
Тогда G — циклическая группа.

Доказательство. Лемму будем доказывать индукцией по порядку
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группыG, т. е. предполагая, что для всех групп, удовлетворяющих усло-
виям леммы и имеющих порядок меньший, чем |G|, утверждение леммы
верно. По теореме Файта—Томпсона (теорема 37) G разрешима, а по-
этому она обладает нормальной q-подгруппой Q 6= 1. Фактор-группа
G/Q, очевидно, удовлетворяет условиям леммы и |G/Q| < |G|. По ин-
дуктивному предположению G/Q — циклическая p-подгруппа.

Пусть q = p. В этом случае G — конечная p-группа. Но тогда из
условий 1–3 вытекает, что G/Φ(G) — циклическая группа и по теореме
Бернсайда о базисе [131] G — также циклическая группа.

Пусть теперь q 6= p. Очевидно, | 〈ri〉 | ≤ | 〈r−1〉 |(i = 0, 1, . . . , n) и
G можно представить в виде G = Qλ 〈r−1〉. Отсюда и из условий 1—3
вытекает, что Q = 1. Лемма доказана.

Лемма 1.2.2. Пусть G — группа, M — бесконечное множество
бесконечных подгрупп, пересечение которых отлично от единицы. Ес-
ли все неединичные элементы из пересечения подгрупп любого беско-
нечного подмножества M почти регулярны в G, то M обладает бес-
конечным подмножеством A, таким, что любая подгруппа из A —
группа Фробениуса с неинвариантным множителем T = ∩H∈AH, при-
чем T совпадает с пересечением подгрупп любого бесконечного подмно-
жества из A.

Доказательство. Пусть T = ∩H∈MH. Множество M может обла-
дать бесконечным подмножеством M1, таким, что T1 = ∩H∈M1H 6= T1.
Очевидно, T < T1. Относительно M1 рассуждаем аналогично. Рассуж-
дая таким образом, построим строго возрастающую цепочку подгрупп
T = T0 < T1 < · · · < Tn < . . . Эта цепочка должна оборваться на конеч-
ном номере. В противном случае по теореме Каргаполова [17] объеди-
нение таких подгрупп (а оно локально конечно) обладало бы неединич-
ным элементом с бесконечным централизатором, что противоречило бы
условиям леммы. Следовательно, для какого-то номера n в множестве
Mn пересечение подгрупп любого бесконечного подмножества совпада-
ет с Tn. Будем предполагать, что уже M обладает таким свойством и
T /∈M.

Если бы M обладало бесконечным подмножеством L, таким, что
T 6= NH(T ) (H ∈ L), то из конечности NG(T ) (NG(T ) не может быть
бесконечным, так как T 6= 1 и все неединичные элементы из T по-
чти регулярны в G) вытекало бы существование в пересечении под-
групп некоторого бесконечного подмножества из L элемента из NG(T ),
не принадлежащего T . Однако это противоречило бы отмеченному вы-

29



Группы Шункова

ше свойству множества M. Следовательно, число подгрупп из M, в
которых T отлична от своего нормализатора, конечно. Выбросив их из
M, мы получим бесконечное множество A1, в каждой подгруппе ко-
торого T совпадает со своим нормализатором. Теперь предположим,
что A1 обладает подмножеством L1, таким, что для любой подгруппы
H из L1 найдется в H подгруппа TH 6= T , сопряженная с T в H, и
DH = T ∩ TH 6= 1. Так как T конечна и содержится в любой подгруп-
пе из L1, то, не нарушая общности рассуждений, можно считать, что
D = DH = DH′ для любой пары подгрупп H,H ′ из L1.

Пусть P — силовская p-подгруппа из D для p ∈ π(D). Если P не
является силовской в T , то она не будет силовской в TH ни для какой
подгруппы H из L1 (теорема Силова [18]). Но тогда ввиду нормали-
заторного условия в конечных p-группах [18] NH(P ) 6≤ T , а так как
NG(P ) не может быть бесконечным ввиду почти регулярности в G всех
неединичных элементов из P , то из NH(P ) 6≤ T вытекало бы существо-
вание в пересечении подгрупп некоторого бесконечного подмножества
из L1 элемента из NG(P ), не принадлежащего T , а это, как уже было
показано выше, невозможно. Выбросив конечное число нежелательных
подгрупп из L1, получим множество L2, в каждой подгруппе из кото-
рого силовские p-подгруппы из D являются силовскими в T . Однако
и в последнем случае NH(P ) 6≤ T (H ∈ L2). Действительно, в H су-
ществует такой элемент h, что TH = h−1Th. Так как P — силовская
p-подгруппа в T и TH и P ≤ T ∩ TH , а в T силовские p-подгруппы со-
пряжены, то для некоторого элемента r из T получим h−1r−1Prh = P ,
т. е. s = rh ∈ NH(P ). Но h /∈ T и, значит, s /∈ T . Поскольку H — про-
извольная подгруппа из L2, то мы пришли к уже рассмотренной выше
ситуации (когда P не была силовской в T ). Полученное противоречие
означает, что в A1 имеется лишь конечное число подгрупп, в которых
T не является неинвариантным множителем группы Фробениуса. Вы-
бросив их из A1, получим искомое множество A. Лемма доказана.

Лемма 1.2.3. Пусть G — бесконечная периодическая группа нечет-
ного порядка, в которой любой неединичный элемент почти регулярен,
i — некоторый элемент простого порядка p из G. Если в G любой
элемент порядка p и элемент i порождают конечную подгруппу, то
силовская p-подгруппа из G, содержащая i, — циклическая подгруппа.

Доказательство. Так как CG 〈i〉 конечен, а G — бесконечная группа,
то подгруппы типа

〈
i, g−1ig

〉
, g ∈ G, конечны (условие леммы) и их мно-

жество M бесконечно. По лемме 1.2.2 M обладает бесконечным подмно-
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жеством A, состоящим из групп Фробениуса с неинвариантными мно-
жителями, содержащими i. Обозначим через Ni множество различных
элементов из инвариантных множителей подгрупп из G, являющихся
группами Фробениуса с неинвариантными множителями, содержащими
i. Очевидно, Ni бесконечно.

Предположим теперь, что i содержится в нециклической конечной
p-подгруппе R. Так как p 6= 2, то R можно считать группой типа R = 〈i〉
× 〈b〉, bp = 1 [131].

Подгруппы
〈
i, s−1bs

〉
(s ∈ Ni) конечны (условия леммы) и их мно-

жество бесконечно.
Ввиду леммы 1.2.2 Ni обладает бесконечным подмножеством L, та-

ким, что Hs =
〈
i, s−1bs

〉
(s ∈ L) — группа Фробениуса и 〈i〉 — неинвари-

антный множитель: Hs = Asλ 〈i〉 (s ∈ L) (свойства группы Фробениу-
са). Так как s−1bs ∈ Hs и 〈i〉 ,

〈
s−1bs

〉
сопряжены в Hs (теорема Силова

[18]), то в As найдется такой элемент cs, что c−1
s s−1bscs ∈ 〈i〉. Обозна-

чим ms = scs. Очевидно, число различных элементов вида ms = scs
(s ∈ L) конечно (в противном случае CG(b) был бы бесконечным). От-
сюда вытекает существование в G некоторого элемента r1, а в — L,
бесконечного подмножества L1, таких, что r1 = scs (s ∈ L1). Равен-
ство s = r1c

−1
s умножим справа на i: si = r1c

−1
s i. Если бы r1 = 1, то

b ∈ 〈i〉, а это невозможно. Следовательно, r1 6= 1. Далее, так как s и
cs — элементы, взятые из инвариантных множителей конечных групп
Фробениуса, в которых i содержится в неинвариантных множителях,
то |si| = |c−1

s i| = p (свойства группы Фробениуса), причём подгруппы
〈i〉 и 〈si〉 сопряжены в 〈i, s〉 (теорема Силова [18]). Но тогда подгруппы
Bs =

〈
si, c−1

s i
〉

= 〈si, r1〉 (s ∈ L1) конечны (условие леммы) и их множе-
ство бесконечно. По лемме 1.2.2 L1 обладает бесконечным подмноже-
ством C, таким, что Bs (s ∈ C) — группы Фробениуса и r1 содержится
в неинвариантном множителе подгруппы Bs (s ∈ C). Пусть Qs — ин-
вариантный множитель подгруппы Bs (s ∈ C). Так как Bs =

〈
si, c−1

s i
〉
,

Qs/Bs, (|Qs|, |Bs : Qs|) = 1 и p делит |Bs : Qs|, то si /∈ Qs и Bs = Qsλ 〈si〉
(s ∈ C) (см. свойства группы Фробениуса). Но тогда |r1| = p и 〈r1〉 , 〈si〉
сопряжены в Bs (теорема Силова [18]). Отсюда и из сопряженности
〈i〉 , 〈si〉 в G вытекает сопряженность 〈i〉 , 〈r1〉 в G.

Теперь рассмотрим пару элементов b, r1. Пусть Nb — множество эле-
ментов из G, имеющее тот же смысл относительно b, что и Ni относи-
тельно i (〈i〉 , 〈b〉 сопряжены в G). Как и в предыдущем случае, докажем
существование в G элемента r2 порядка p, такого, что r−1

2 r1r2 ∈ 〈b〉. От-
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носительно пары r1, r2 рассуждаем аналогично. Рассуждая таким обра-
зом, построим в G последовательность элементов порядка p

i = r−1, b = r0, r1, r2, . . . , rn, rn+1, . . . ,

которая не обрывается на конечном номере и удовлетворяет условию:

r−1
n+1rnrn+1 ∈ 〈rn−1〉 (n = 0, 1 . . . ).

Подгруппа M = 〈r−1, r0, r1, . . . , rn, . . . 〉 локально конечна, так как
она является объединением конечных подгрупп: 〈r−1〉 < 〈r0, r1〉 ≤ · · · ≤
〈rn, rn+1〉 ≤ . . . . Но тогда если бы M была бесконечной, то она обла-
дала бы бесконечной абелевой подгруппой [17], что невозможно. Сле-
довательно, M конечна. С помощью леммы 1.2.1 заключаем, что M —
циклическая группа, вопреки предположению (r−1 и r0 не содержатся в
циклической группе). Полученное противоречие доказывает, что силов-
ская p-подгруппа из G, содержащая i, — циклическая группа. Лемма
доказана.

Теорема 1.2.1 (В.П. Шунков). Пусть G — бесконечная периоди-
ческая группа, i — ее некоторый элемент простого порядка p. Если в G
любой элемент порядка p и элемент i порождают конечную подгруп-
пу, то G обладает бесконечной подгруппой с нетривиальным центром
[121].

Доказательство. Если G содержит инволюцию, то по теореме 1.1.1
она обладает искомой подгруппой. Предположим, что G — группа
нечетного порядка и в ней любой неединичный элемент почти регу-
лярен. В этом случае G удовлетворяет условиям леммы 1.2.3. Пусть Ni

— множество, определенное в доказательстве леммы 1.2.3. Возьмем в
Ni некоторый элемент a 6= 1 и обозначим k = aia−1.

Подгруппы типа
〈
i, c−1kc

〉
(c ∈ Ni) конечны (условия теоремы), и

их множество бесконечно. По лемме 1.2.2 в Ni существует бесконечное
подмножество A, такое, что

〈
i, c−1kc

〉
(c ∈ A) — группа Фробениуса. По

тем же соображениям, что и в доказательстве леммы 1.2.3, существует
в Ni элемент gc, такой, что

g−1
c c−1kcgc ∈ 〈i〉 (c ∈ A). (1)

С другой стороны, a−1ka ∈ 〈i〉. Отсюда и из (1) получим

cgca
−1 = rc ∈ NG(〈k〉) (c ∈ A).
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Так как NG(〈k〉) конечен и A бесконечно, то существуют в A беско-
нечное подмножество L, а вNG(〈k〉) — элемент ra, такие, что cgca−1 = ra
(c ∈ L) или

c = raag
−1
c . (2)

Из ra ∈ NG(〈k〉) и a−1ka = i следует, что a−1raa = ha ∈ NG(〈i〉).
Подставив ra = ahaa

−1 в (2), получим c = ahag
−1
c . Умножим послед-

нее равенство справа на i: ci = ahag
−1
c i. Ввиду c, gc ∈ Ni и опреде-

ления Ni, подгруппы 〈c, i〉 и 〈gc, i〉 — группы Фробениуса с неинва-
риантным множителем 〈i〉 (свойства группы Фробениуса). Но тогда
|(ci)| = |(g−1

c i)| = p, причем (ci) и 〈i〉 сопряжены в 〈c, i〉 (теорема
Силова [18]). Отсюда и из условия теоремы вытекает, что подгруппы〈
ci, g−1

c i
〉

= 〈ci, aha〉 (c ∈ L) конечны. По лемме 1.2.2 L обладает беско-
нечным подмножеством L1, таким, что Hc = 〈ci, aha〉 (c ∈ L1) — группы
Фробениуса с неинвариантными множителями, содержащими элемент
aha. Так как Hc порождается двумя элементами порядка p, то из свой-
ства группы Фробениуса вытекает, что |aha| = p. Далее, ввиду a ∈ Ni и
определения Ni подгруппа 〈i, a〉 — группа Фробениуса с неинвариант-
ным множителем 〈i〉, а поэтому |

〈
ia−1

〉
| = p. По теореме Силова [18] 〈i〉

и
〈
ia−1

〉
сопряжены в 〈i, a〉 и по условию теоремы подгруппа

〈
ia−1, aha

〉
конечна, причем она содержит элемент iha ∈ NG(〈i〉).

1. iha ∈ 〈i〉. Покажем, что этот случай невозможен.
Предположим, что ha = in (n — целое число) и рассмотрим

c = aing−1
c (c ∈ L). (3)

Пусть in 6= 1. Умножим (3) справа на in: cin = aing−1
c in или

cin = ai2nḡ−1
c (ḡc = i−ngci

n ∈ Ni). Так как G не содержит инволюций,
то i2n 6= 1. В этом случае, как доказано выше, | 〈cin〉 | = |

〈
i2ng−1

c

〉
| = p.

Подгруппы 〈cin〉 и 〈in〉 сопряжены в 〈c, i〉 (теорема Силова [18]), и по
условию теоремы подгруппы Hc =

〈
cin, i2nḡ−1

c

〉
= 〈cin, a〉 (c ∈ L) конеч-

ны, и их множество бесконечно. Но тогда из порождаемости Hc (c ∈ L)

двумя элементами порядка p, леммы 1.2.2 и свойств группы Фробениуса
вытекает, что ap = 1. Это противоречит тому, что 〈i〉 — неинвариантный
множитель порядка p в группе Фробениуса 〈a, i〉, а a принадлежит ее
инвариантному множителю, порядок которого не делится на p (a был
выбран в Ni). Полученное противоречие означает, что in = 1. В этом
случае c = ag−1

c (c ∈ L) умножим справа на i : ci = ag−1
c i и, рассуждая
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аналогично предыдущему, снова докажем ap = 1, а это, как отмечалось
выше, невозможно. Следовательно, для любого a 6= 1 из Ni

2. ha /∈ 〈i〉. Как уже доказано, подгруппа
〈
ia−1, aha

〉
конечна, а так

как
〈
ia−1, aha

〉
=
〈
ia−1, iha

〉
, iha ∈ NG(〈i〉) и NG(〈i〉) конечен, то, оче-

видно, множество подгрупп типа
〈
ia−1, iha

〉
(a ∈ Ni) бесконечно. Но

тогда существуют в Ni бесконечное подмножество C, а в NG(〈i〉) эле-
мент h такие, что подгруппы

〈
ia−1, ih

〉
(a ∈ C) конечны и их множе-

ство бесконечно. С помощью рассуждений, которые уже неоднократно
проводились выше (например, когда доказывали (aha)

p = 1), докажем
(ih)p = 1, а так как силовские p-подгруппы из NG(〈i〉) циклические
(лемма 1.2.3 и теорема Силова [18]), то ih ∈ 〈i〉 и h ∈ 〈i〉 вопреки пред-
положению h /∈ 〈i〉.

Полученное противоречие означает, что G обладает бесконечной
подгруппой с нетривиальным центром. Теорема доказана.

Теорема 1.2.2 (В.П. Шунков). Бесконечная бипримитивно ко-
нечная группа обладает бесконечной абелевой подгруппой [121].

Доказательство. Пусть G — бесконечная бипримитивно конечная
группа. По любому p ∈ π(G) G удовлетворяет условиям теоремы
1.2.1. Согласно этой теореме G обладает неединичным элементом d1

с бесконечным G1 = CG(d1). Фактор-группа Ḡ1 = G1/(d1) — беско-
нечная бипримитивно конечная группа и по теореме 1.2.1 Ḡ1 обладает
неединичным элементом d̄2 с бесконечным CḠ1

(d̄2) (d2 — прообраз d̄2

в G1). Обозначим D1 = (d1), D2 = (d1, d2), G2 = CG1(D2). Очевидно,
Ḡ2 = G2/D2 — бесконечная бипримитивно конечная группа и по тем
же соображениям, что и для Ḡ1, она обладает неединичным элементом
d̄3 с конечным CḠ2

(d̄3). Рассуждая таким образом, построим строго воз-
растающую цепочку абелевых подгрупп

D1 < D2 < · · · < Dn < . . . ,

которая не обрывается на конечном номере. Объединение этой цепочки
есть искомая подгруппа. Теорема доказана.

Из теоремы 1.2.2 вытекает отрицательное решение проблемыШмид-
та для бипримитивно конечных групп.

Так как в произвольной периодической группе четного порядка лю-
бые две инволюции порождают конечную группу, то с помощью теоре-
мы 1.2.1 получаем следующий результат:

Если проблема Шмидта решается положительно, то всякая беско-
нечная некоммутативная группа G, все собственные подгруппы которой
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конечны, обладает следующими свойствами:
— в группе автоморфизмов группы G нет элементов порядка 2;
— для любого p ∈ π(G/Z(G)) группа G/Z(G) порождается двумя

элементами порядка p, один из которых можно считать произвольным,
но фиксированным элементом порядка p.

§ 1.3. Сопряженность силовских подгрупп в q-бипримитивно
конечных группах с условием минимальности для q-подгрупп

В отличие от случая конечных групп силовские q-подгруппы в бес-
конечных группах не всегда сопряжены. Как показывают многочис-
ленные примеры, для бесконечных (локально конечных) групп более
типичной является ситуация, когда силовские q-подгруппы не сопря-
жены. Тем не менее для некоторых конкретных классов групп удает-
ся доказать сопряженность силовских q-подгрупп или, по крайней ме-
ре, найти (необходимые и) достаточные условия такой сопряженности
[24, 143]. Как правило, в этих случаях на группы накладываются неко-
торые условия конечности, — например, условие конечности некото-
рой силовскойq-подгруппы или конечности индекса ее нормализатора в
группе. Сказанное прежде всего относится к локально конечным груп-
пам, где наряду с отмеченными условиями конечности на q-подгруппы
накладываются другие ограничения, заведомо обеспечивающие черни-
ковость силовских q-подгрупп (например, условие минимальности для
абелевых q-подгрупп). Так, если иметь в виду теорему Черникова [87],
то в [118] доказана сопряженность силовскихq-подгрупп в произвольной
локально конечной группе, удовлетворяющей условию минимальности
для абелевых q-подгрупп по всем q.

Таким образом, если для локально конечных групп мы имеем бо-
лее или менее удовлетворительную силовскую теорию (в указанном,
выше смысле), то этого уже нельзя сказать о периодических (конечно-
порожденных) группах. В этом параграфе строится один фрагмент си-
ловской теории в периодических группах (см. теоремы 1.3.1–1.3.4). В
частности, из полученных теорем вытекают некоторые известные фак-
ты теории локально конечных групп [143]; они указаны в качестве
следствий теорем 1.3.1, 1.3.3, 1.3.4. Теоремы 1.3.1–1.3.5 доказываются
при дополнительном ограничении q-бипримитивной конечности груп-
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пы. Это ограничение оказалось столь удобным, что позволило сформу-
лировать результаты (за исключением теоремы 1.3.5) без предположе-
ния о периодичности группы. Но, как выяснилось, оно не только удобно,
но и необходимо по существу. Указана периодическая группа, для кото-
рой теоремы 1.3.2, 1.3.3 неверны (здесь также решающую роль играет
группа Новикова-Адяна [37, 39]). Там же показано, что в формулиров-
ках теорем 1.3.1, 1.3.4 нельзя отказаться от условия q-бипримитивной
конечности группы.

Д.И.Зайцевым [13] было введено следующее слабое условие мини-
мальности: в группе обрывается на конечном номере любая убывающая
цепочка подгрупп A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . с бесконечными индексами
|An : An+1| (n = 1, 2, . . . ) Там же для локально конечных групп доказа-
на эквивалентность ослабленного условия минимальности с обычным
условием минимальности. Оказывается, что это верно и для периоди-
ческих бипримитивно конечных групп (теорема 1.3.5).

Вопрос о том, будет ли теорема 1.3.5 справедлива без предположе-
ния бипримитивной конечности, остается открытым.

Через (min-inf) min будем обозначать класс всех групп со (слабым)
условием минимальности для подгрупп и само это условие. Если B —
некоторая группа, обладающая полной частью, то эту полную часть бу-
дем обозначить B̃. Напомним, что полной частью группы B называется
нормальная полная абелева подгруппа B такая, что B/B̃ не обладает
бесконечными полными абелевыми подгруппами. Далее, напомним, что
черниковской группой называется почти абелева группа с условием ми-
нимальности [35](именно в [35] впервые был введен этот термин).

В этом параграфе будут доказаны теоремы о сопряженности силов-
ских q-подгрупп в q-бипримитивно конечных группах с условием min-inf
и равносильности двух условий минимальности в периодических бипри-
митивно конечных группах

Теорема 1.3.1 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Еcли в q-
бипримитивно конечной группе G некоторая силовская q-подгруппа ко-
нечна, то все силовские q-подгруппы в G конечны и они сопряжены
[44].

Доказательство. Пусть Q — некоторая конечная силовская q-
подгруппа группы G. Обозначим через MQ — класс всех конечных
неединичных q-подгрупп из G таких, что Sq 6⊂ Q (S ∈ MQ) для лю-
бого элемента. Предположим, что MQ пустой класс. Тогда любая ко-
нечная q-подгруппа из содержится в некоторой подгруппе, сопряжен-

36



Первые исследования бипримитивно конечных групп

ной с Q. С другой стороны, если бы G обладала бесконечной силов-
ской q-подгруппой, то последняя содержала бы бесконечную абелеву q-
подгруппу (теорема 1.3.6). Но бесконечная абелева q-группа имеет под-
группы сколь угодно больших порядков, и мы приходим к противоре-
чию c предположением о пустоте класса MQ. Итак, для доказательства
теоремы достаточно показать, что MQ = ∅.

Предположим, что MQ 6= ∅. Ввиду конечности Q можно выбрать
в MQ подгруппу B имеющую с Q пересечение K наибольшего поряд-
ка. Из определения MQ вытекает, что K 6= B. Так как Q — силов-
ская q-подгруппа группы G, а B — q-подгруппа группы G, то K 6= Q.
В конечных q-группах выполняется нормализаторное условие [18], по-
этому существуют подгруппы B1 ⊂ B и Q1 ⊂ Q такие, что K / B1,
K / Q1 и |Q1 : K| = |B1 : K| = q. Следовательно, фактор-группа
< B1, Q1 > /K порождается двумя элементами порядка q. Тогда ввиду
q-бипримитивной конечности G, ее подгруппа M =< B1, Q1 > конеч-
на. Пусть P — силовская q-подгруппa группыM , содержащая Q1. Если
P ∈ MQ, то Q1 ⊂ Q ∩ P и |P ∩ Q| > |K|, что противоречит выбору
B∩MQ. Следовательно, P /∈MQ, т. е. в G существует элемент h такой,
что P ⊂ Qh. По теореме Силова [18] B1 ⊂ P x (x— некоторый элемент из
M). Так как P x ⊂ Qhx и B1 ⊂ B, тo B1 ⊂ B∩Qhx. Bx−1h−1

1 Bx−1h−1 ∩Q.
Но |Bx−1h−1

1 | = |B1| > |K| и Bx−1h−1 ∈ MQ, что противоречит выбору
B в MQ. Следовательно, MQ = ∅ и теорема доказана.

Следствие 1.3.1. Если в периодической группе G некоторая си-
ловская 2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы группы G

конечны и сопряжены.
Действительно, группа G 2-бипримитивно конечна, так как в перио-

дической группе любые две инволюции порождают конечную подгруп-
пу.

Следствие 1.3.2. В q-бипримитивно конечной группе с условием
min-inf для абелевых q-подгрупп силовские q-подгруппы P и Q сопря-
жены тогда и только тoгда, когда сопряжены их полные части P̃ и
Q̃ соответственно.

Доказательство. Если P̃ x = Q̃ (для некоторого x ∈ G), то P x/Q̃ и
Q/Q̃ — силовские конечные q-подгруппы группы NG(Q̃)/Q̃. Эта группа
q-бипримитивно конечна (теорема 1.3.7). Тогда, по теореме 1.3.1, P x/Q̃
и Q/Q̃ сопряжены в NG(Q̃)/Q̃. Следовательно, P и Q сопряжены в G.
Обратное очевидно.

Следствие 1.3.3 Пусть G — q-бипримитивно конечная группа
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с условием min-inf для абелевых q-подгрупп, P и Q — силовские q-
подгруппы группы G, P̃ и Q̃ — их полные части соответственно. Если
P̃ ⊂ Q̃, то P̃ = Q̃, a P и Q сопряжены.

Доказательство. Фактор P/P̃ является конечной силовской q-
подгруппой группы NG(P̃ )/P̃ . Тогда, по теореме 1.3.1, в NG(P̃ )/P̃ все
силовские q-подгруппы конечны и, по условию, Q̃/P̃ ⊂ NG(P̃ )/P̃ ; Но
тогда |Q̃ : P̃ | конечен и Q = P (теорема 1.3.8). По следствию 1.3.2 Q и
P сопряжены в G.

Следствие 1.3.4. Если в локально конечной группе G некоторая
силовская q-подгруппа конечна, то все силовские q-подгруппы в Q ко-
нечны и сопряжены.

Теорема 1.3.2 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Пусть G
— q-бипримитивно конечная группа с условием min-inf для абелевых q-
подгрупп. Если в централизаторе любого нецентрального q-элемента
силовские q-подгруппы сопряжены, то и в G силовские q-подгруппы
сопряжены [44].

Доказательство. Предположим, что теорема неверна, т. е. G удо-
влетворяет условию α) некоторые силовские q-подгруппы P и Q группы
G не сопряжены. Пусть Q∗ — максимальная инвариантная q-подгруппа
группы G. Она — черниковская группа (теорема 1.3.5), а поэтому G =

G/Q∗, q-бипримитивно конечна (теорема 1.3.7). Если все q-элементы
группы G лежат в Q∗, то силовская q-подгруппа группы G единственна,
а поэтому утверждение теоремы справедливо. Пусть x — нецентраль-
ный q-элемент из G и x = xQ∗ для некоторого x ∈ G. Обозначим через
B полный прообраз CG(x) в G. Докажем сопряженность силовских q-
подгрупп группы B.

Введем обозначения: E = 〈Q∗, x〉, H = CB(L)L и R = Q∗CG(x). По
условию теоремы силовские q-подгруппы централизатора CG(x) сопря-
жены в CG(x). Имея это ввиду, а также Q∗R и R = Q∗CG(x), легко
показать сопряженность силовских q-подгрупп группы R.

Пусть PB — произвольная силовская q-подгруппа группы B. Так
как PBH/H — q-подгруппа группы B/H ⊂ OutL, a L — черниковская
группа, то все периодические подгруппы группы B/H конечны (теоре-
ма 1.3.1 или 1.3.2). Отсюда и из теоремы об изоморфизмах [18] вытекает
|PBH/H| = |PB/PB ∩ H| < ∞. Тогда P̃B ⊂ H ⊂ R ⊂ B и силовские
q-подгруппы группы B сопряжены в B (следствие 1.3.3 и сопряжен-
ность силовских q-подгрупп группы R). Из определения B вытекает
теперь сопряженность силовских q-подгрупп централизатора CG(x). G
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очевидно, удовлетворяет условию min-inf для абелевых q-подгрупп. Та-
ким образом, в G выполнено условие α) (теорема 1.3.11) и все условия
теоремы. Не ограничивая общности рассуждений, будем считать, что
G = G и, следовательно, G удовлетворяет условию

β) пересечение любой q-подгруппы группы G с центром Z(G) три-
виально.

По теореме 1.3.1 P и Q бесконечны. Выберем в P̃ и Q̃ соответственно
элементы a и B порядка q. Подгруппа L =< a, b > группы G конечна
(см. определение q-бипримитивной конечности группы). Обозначим че-
рез U силовскую q-подгруппу группы L, содержащую элемент a. Так
как в конечной группе силовские q-подгруппы сопряжены [18] то, не
нарушая общности рассуждений, будем считать, что B ∈ U . Пусть S
— силовская q-подгруппа группы G, содержащая U . По теореме 1.3.1 S
бесконечна. Докажем, что P и S сопряжены в G.

1) CG(a) ∩ S = K бесконечно. По условию теоремы и условию β)
силовские q-подгруппы централизатора CG(a) сопряжены в CG(a). По-
этому существует h ∈ CG(a) такой, что P иKh лежат в одной силовской
q-подгруппе T централизатора CG(a). Так как P,Kh ⊂ T , то

〈
P,Kh

〉
полная абелева группа. Тогда

〈
P,Kh

〉
/P — полная абелева q-подгруппа

группы NG(P )/P . Из теоремы 1.3.1 вытекает, что Kh ⊂ P c другой сто-
роны Kh ⊂ Sh. Таким образом, Sh и P лежат в централизаторе CG(x)

некоторого нецентрального q-элемента x ∈ Kh. По условию теоремы
существует t ∈ CG(x) такой, что P и Sht лежат в одной силовской в
CG(x) q-подгруппе N . Так как P = N = Sht (следствие 1.3.3), то P и S
сопряжены в G (следствие 1.3.2).

2) CG(a) ∩ S = W конечно. Так как S является ZA-группой, то
S ∩ Z(S) 6= 1 (см. [90]). По построению, a ∈ S. Следовательно, W 6= 1.
Выберем в CG(a) cиловcкую q-подгруппу F , содержащую P . Можно
считать, что W ⊂ F (сопряженность силовских q-подгрупп группы
CG(a) в CG(a)). В NG(P ) существует элемент x такой, что F x ⊂ P

(теорема 1.3.1). Не теряя общности рассуждений, будем считать, что
F ⊂ P и, следовательно, W ⊂ P . Пересечение W ∩ P = 1, так как
в противном случае мы выбрали бы a из P ∩ S ⊃ W ∩ P = 1 и по-
лучили бы бесконечное пересечение CG(a) ∩ S (a такая ситуация уже
рассматривалась (см. 1)).

Выберем в W элемент w порядка q и рассмотрим в P подгруппу
< P,w >= K. Если CK(w) бесконечен, то и CK(w) ∩ P бесконечно.
Но такая ситуация уже рассматривалась в 1), где P и S поменялись
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ролями. Таким образом, можно считать, что CK(w) конечен, а следо-
вательно, и центр Z(K) конечен. Тогда K = Pλ < w > и все элементы
вида hw (h ∈ P̃ )сопряжены с w в K (теорема 12). В частности, для
некоторого y ∈ K

aw = y−1wy.

Рассмотрим далее в S подгруппу < S, a >= B. Централизатор CB(a)

конечен, так как в противном случае W было бы бесконечно. Значит,
центр Z(B) конечен и B = Sλ < a >. Тогда все элементы вида ga

(g ∈ S) сопряжены с a в B (теорема 12). В частности, для некоторого
x ∈ B

aw = wa = x−1ax.

Из этого равенства и доказанного выше aw = y−1wy вытекает, чтo
w = axy

−1 ∈ P xy−1 ∩S. Тогда CG(axy
−1

)∩S бесконечно и в этом случае,
как было показано выше, P и S сопряжены. Аналогично доказывается
сопряженность Q и S. Но тогда, очевидно, P и Q сопряжены, что про-
тиворечит условию α). Следовательно, силовские q-подгруппы группы
G сопряжены, и теорема доказана.

Заметим, что в действительности мы доказали следующий более об-
щий результат. Пусть G — бипримитивно конечная группа с условием
минимальности для абелевых q-подгрупп. Если в централизаторе любо-
го q-элемента группы G, не содержащегося в нормальной q-подгруппе
группы G, силовские q-подгруппы сопряжены, то и в G силовские q-
подгруппы сопряжены.

Теорема 1.3.3 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Пусть G
— q-бипримитивно конечная группа с условием min-inf для абелевых
q-подгрупп и для каждой возрастающей цепочки A1 ⊆ A2 ⊆ ... конеч-
ных нецентральных абелевых q-подгрупп соответствующая цепочка
централизаторов

CG(A1) ⊇ CG(A2) ⊇ ...

стабилизируется после конечного числа шагов. Тогда силовские q-
подгруппы группы G сопряжены [44].

Доказательство. Предположим, что в G = G0 найдутся несо-
пряженные силовские q-подгруппы. Тогда, по теореме 1.3.2, G0 име-
ет нецентральный q-элемент x0, такой, что и в G1 = CG0(x0) найдутся
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несопряженные силовские q-подгруппы. По теореме 1.3.2,G1 также име-
ет нецентральный q-элемент x1 такой, что в G2 = CG1(x1) существуют
несопряженные силовские q-подгруппы. Легко видеть, что < x0, x1 >

есть абелева q-подгруппа группы G и G2 = CG(< x0, x1 >). Рассуждая
аналогично относительно G2 и далее, построим строго возрастающую
цепочку конечных абелевых q-подгрупп < x0 >⊂< x0, x1 >⊂ ... ⊂<
x0, x1, . . . , xn >⊂ ... и строго убывающую цепочку G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃
Gn . . .. По построению, обе цепочки не обрываются на конечном номе-
ре, что противоречит условию теоремы. Теорема доказана. Следствием
теоремы 1.3.3 является теорема 3.4 из [143].

Теорема 1.3.4 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). В q-
бипримитивно конечной группе G с условием min-inf (в частности,
min) силовские q-подгруппы сопряжены [44].

Доказательство. Предположим, что G обладает не сопряженными
силовскими q-подгруппами P и Q. Так как G удовлетворяет условию
min-inf то, не нарушая общности рассуждений, будем считать, что G
удовлетворяет условию

γ) Eсли H — подгруппа бесконечного индекса в G, то силовские
q-подгруппы группы H сопряжены в H.

Если все q-элементы группы G лежат в центре Z(G), то G обладает
единственной силовской q-подгруппой и утверждение теоремы справед-
ливо. Если централизаторы всех нецентральных q-элементов группы G

имеют бесконечный индекс в G, то теорема доказана (условие γ и тео-
рема 1.3.2).

Пусть G = G0 обладает нецентральным q-элементом x0, и CG(x0) =

G1 имеет конечный индекс в G0. Их полные части P и Q соответственно
лежат в G1 (теорема 8) и не сопряжены в G1 (следствие 1.3.2 и предпо-
ложение о несопряженности P и Q). Следовательно, G1 обладает несо-
пряженными силовскими q-подгруппами (следствие 1.3.2). Рассуждая
аналогично относительно G1 и далее, построим убывающую цепочку
подгрупп с конечными индексами в G: G = G0 ⊃ G1 ⊃ Gn ⊃ . . .. Ес-
ли эта цепочка обрывается на конечном номере n, то это означает, что
в централизаторе любого нецентрального q-элемента из Gn в Gn си-
ловские q-подгруппы сопряжены, но для Gn аналогичное, утверждение
неверно. Тогда мы приходим к противоречию с теоремой 1.3.2.

Пусть цепочка не обрывается. По построению, |G : Gn| конечен.
Тогда Gn, а следовательно, и Gω =

⋃∞
n−1Gn содержат полные части P̃ и

Q̃, подгрупп P и Q соответственно (теорема 8), Тогда P и Q, сопряжены

41



Группы Шункова

в G (условие γ и следствие 1.3.2). Теорема доказана.
Следствие 1.3.5. В бипримитивно конечной группе с условием

min-inf (в частности, min) силовские p-подгруппы сопряжены.
Из следствия 1.3.5 вытекает известный результат Бэра [135] o сопря-

женности силовских p-подгрупп в локально конечных группах с усло-
вием min.

Следствие 1.3.6. В произвольной периодической группе с условием
min-inf (в частности, min) силовские 2-подгруппы сопряжены.

Теорема 1.3.5 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков [44]). Для
периодической бипримитивно конечной группы G следующие условия
эквивалентны:

(i) условие min-inf;
(ii) условие min.
Доказательство. Предположим, что в группе G0 = G выполняется

(i), но не выполняется (ii). В G0 может существовать подгруппа G1

бесконечного индекса, не удовлетворяющая (ii). Рассуждая аналогично
относительно G1 и далее, построим цепочку подгрупп G = G0 ⊃ G1 ⊃
... ⊃ Gn ⊃ .... Ввиду (i) эта цепочка обрывается на некотором конечном
номере n. По построению, любая подгруппа из Gn бесконечного индекса
в Gn удовлетворяет (ii), но сама группа Gn не удовлетворяет (ii). Без
ограничения общности будем считать, что G = Gn, т. е. G помимо (i)
удовлетворяет еще условию (iii) любая подгруппа бесконечного индекса
удовлетворяет (ii).

Бесконечная периодическая бипримитивно конечная группа обла-
дает бесконечной абелевой подгруппой (теорема 6), Для периодических
абелевых групп условия min-inf и min эквивалентны (теорема 4). Пусть
A — бесконечная максимальная полная абелева подгруппа группы G

и T =< g−1Ag|g ∈ G >. Группа T удовлетворяет условию (iii) и не
имеет собственных подгрупп конечного индекса (теорема 8). Следова-
тельно, T удовлетворяет (ii). По следствию 1.3.1 теоремы 1.3.4 силов-
ские p-подгруппы группы T сопряжены в T . Пусть Q — одна из таких
подгрупп. TG, поэтому для любого g ∈ G существует t ∈ T такой, что
g−1Qg = t−1Qt. Тогда gt−1 = n ∈ NG(Q) и G = nt, следовательно,

G = NG(Q)T.

Если |G : NG(Q)| =∞, то, ввиду (iii), NG(Q) удовлетворяет (ii). Но
тогда из строения группы G = NG(Q)T вытекает, что G удовлетворяет
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(ii) (см. [18]), вопреки предположению. Следовательно, |G : NG(Q)| <
∞.

Так как |T : T ∩NG(Q)| ≤ |G : NG(Q)| (см. [18]), то T = T ∩NG(Q)

(теорема 8) и Q. Тогда T = Q1×. . .×QK , где Q1, . . . , QK — силовские q -
подгруппы группы T по различным q ∈ π(T ). Так как T удовлетворяет
(ii), то Q1, . . . , QK — черниковские группы (теорема 5) и K конечно.
Но T не имеет собственных подгрупп конечного индекса (теорема 8).
Следовательно, T — полная абелева группа с условием min и, ввиду
определения A, имеем T = A.

Фактор-группа G/A бипримитивно конечна (теорема 7), не удовле-
творяет (ii) (см. [18]), но, очевидно, удовлетворяет (i) и (iii). Следова-
тельно, G/A обладает бесконечной абелевой подгруппой A∗/A с усло-
вием min. Но тогда A∗ — полная абелева подгруппа с условием min [18]
и A∗ 6= A, что противоречит выбору A. Следование (ii) ⇒ (i) очевидно,
и теорема доказана.

Следствием теоремы 1.3.5 является результат Зайцева [13] о равно-
сильности условий min-inf и min в локально конечных группах.

Приведем пример периодической группы с условием min для абеле-
вых подгрупп и несопряженными силовскими примарными подгруппа-
ми.

Пусть K — группа Новикова-Адяна периода n = pq, (p 6= q — про-
стые числа) [37] (см. теорема 13). Выберем в K нормальную подгруппу
R такую, что K/P = A = Ap × Aq — конечная группа с некоммутатив-
ными p и q-подгруппами Ap и Aq соответственно.

1) R — примарная группа, скажем, p-группа. Рассмотрим Kq и B —
полные прообразы Aq и Z(Kq/R) в K соответственно. Предположим,
что силовские q-подгруппы группы B сопряжены в B и Bq — одна из
них. По лемме Фраттини Kq = NKq(Bq)∩B. Очевидно, Bq конечна. То-
гда CKq(Bq) конечен (теорема 13).Так как OutBq ⊃ NKq(Bq)/CKq(Bq),
то и NKq(Bq) конечен и, следовательно, является циклической группой
(теорема 14). По теореме об изоморфизмах [18]

Kq/B = NKq(Bq)B/B ∼= NKq(Bq)/NKq(Bq) ∩B

Тогда 1 6= Aq/Z(Aq) — циклическая группа, чего не может быть. Следо-
вательно, предположение о сопряженности силовских q-подгрупп груп-
пы B неверно, и B — искомая группа.
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2) R — не примарная группа. Если в R существуют несопряжен-
ные силовские q-подгруппы, то R — искомая группа. Пусть силовские
q-подгруппы группы R сопряжены в R, и Q — одна из них. По лем-
ме Фраттини K = NK(Q)R. Покажем, что Q бесконечна. Действи-
тельно, пусть Q конечна. Тогда CK(Q) конечен (теорема 13). Так как
NK(Q)/CK(Q) ⊂ OutQ, то нормализатор NK(Q) конечен и, следова-
тельно, является циклической группой (теорема 14). По теореме об изо-
морфизмах [18]

A = K/R = NK(Q)R/R ∼= NK(Q)/NK(Q) ∩R

что противоречит некоммутативности A. Следовательно, Q бесконечна.
Обозначим NK(Q) = K1, K1∩R = R1. По теореме об изоморфизмах

[18] K1/R1 = K1/(K1 ∩R) ∼= K1R/R = A.
Если в R1 найдутся несопряженные силовские примарные подгруп-

пы, то R1 — искомая группа. Пусть в R1 силовские примарные подгруп-
пы сопряжены. Если R1 — примарная группа, то, применяя к паре K1,
R1 рассуждения, приведенные выше для пары K, R, построим нуж-
ную нам группу. Пусть R1 — не примарная группа и P — ее силовская
p-подгруппа. По лемме Фраттини K1 = NK1(P )R1. Как и выше, дока-
зывается, что P бесконечна.

Обозначим NK1(P ) = K2, и K2 ∩ R1 = R2. Докажем, что P = R2.
Пусть 1 6= x ∈ R2 = NR1(P ) и x /∈ P . P — силовская нормальная p-
подгруппа группы R2, поэтому все p-элементы из R2 лежат в P . Можно
считать теперь, что x — q-элемент из R2 ⊂ R1. Далее, Q — силовская
нормальная q-подгруппа группы R1, поэтому x ∈ Q. Таким образом, 1 6=
R2∩QR2 и PR2. Тогда < R2∩Q,P >= (R2∩Q)×P . Группа P бесконечна
и P∩CR2(R2∩Q), чтo противоречит теореме 13. Следовательно, P = R2.

По теореме об изоморфизмах K2/R2
∼= A. Применяя к паре K2,

R2 рассуждения приведенные выше для пары K, R (R — примарная
группа), построим нужную нам группу.

Построенная группа не является q-бипримитивно конечной ни для
какого простого числа q, но удовлетворяет всем остальным условиям
теорем 1.3.2, 1.3.3. Однако в такой группе для некоторого простого чис-
ла q, силовские q-подгруппы не сопряжены.

В теоремах 1.3.1 и 1.3.4 условие q-бипримитивной конечности груп-
пы также существенно, как показывают следующие простые примеры.
Для q = 2 укажем группу G =< a > λ < i >, где a элемент —
бесконечного порядка, i — инволюция, iai = a−1; ia — инволюция и
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< ia >, < i > не сопряжены в G. При произвольном q рассмотрим
группу (< a1 > × . . .× < aq >)λ < s >, где S — элемент порядка q,
s−1ais = ai+1 (i = 1, . . . , q − 1), s−1aqs = a1. Введем обозначения:

z = a1, .., aq, k = z−1aqs−1, aqi = bi(i = 1, . . . , q),

< z, b1, . . . , bq >= A,Aλ < s >= G.

Легко проверяется, что k — элемент порядка q и < k > и < S > —
несопряженные силовские q-подгруппы группы G.

§ 1.4. Обобщение теоремы Фробениуса на класс бипримитивно
конечных групп

В 1901 году Фробениус доказал следующую теорему:
Пусть G — конечная группа, содержащая подгруппу H, совпадаю-

щую со своим нормализатором и взаимно простую со своими сопряжен-
ными подгруппами. Тогда совокупность элементов, не содержащихся ни
в H, ни в одной сопряженной с H подгруппе, вместе с единицей состав-
ляют нормальный делитель группы G.

Как известно [72], теорема Фробениуса неверна в общем случае, бо-
лее того, как показывает пример 1.4.3, она неверна в классе периоди-
ческих групп. Различными авторами теорема Фробениуса обобщена на
некоторые классы бесконечных групп.

В этом параграфе теорема Фробениуса обобщается на класс бипри-
митивно конечных групп. Сначала будет доказан более общий резуль-
тат:

Теорема 1.4.1 (А.И. Созутов, В.П. Шунков). Пусть G — груп-
па, H — ее подгруппа, a — некоторый элемент простого порядка p 6= 2

из H, удовлетворяющие условиям:
а) (G,H)—пара Фробениуса, т. е. H∩g−1Hg = 1 для всех g ∈ G\H;
б) для любого g ∈ G \H группа

〈
a, g−1ag

〉
конечна.

Тогда G = FpλH где Fp — периодическая группа, не содержащая
p-элементов, а H либо обладает единственной инволюцией, либо H =

NG(〈a〉) [63].
В нижеследующих примерах показано, что условия p 6= 2 и б) явля-

ются существенным ограничением в теореме 1.4.1.
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Пример 1.4.1. Пусть G — свободная группа с двумя образующи-
ми, H — максимальная абелева подгруппа из коммутанта группы G.
Из свойств свободных групп вытекает, что (G,H) — пара Фробениуса.
Однако для H не существует нормального дополнения [72].

Пример 1.4.2. Пусть G — периодическая группа Новикова — Адя-
на [37]. В коммутанте группы G возьмем произвольную циклическую
подгруппу и обозначим через H максимальную циклическую подгруп-
пу из G, содержащую выбранную подгруппу. Как показал С.И. Адян
[1], H совпадает с максимальной локально конечной подгруппой из G.
Используя этот результат, докажем, что (G,H) — пара Фробениуса.
Однако H, очевидно, не обладает нормальным дополнением [63].

Пример 1.4.3. Пусть K — p-группа Новикова–Адяна [37]. K обла-
дает автоморфизмом порядка два. Вложим K в ее голоморф [18] и там
выберем подгруппу типа G = Kλ (a), где a — инволюция, и положим
H = CG(a) 6= G.

Докажем, что (G,H) — пара Фробениуса. Предположим, что в G
существует такой элемент x, что x−1Hx 6= H и x−1Hx ∩ H = D 6=
1. Пусть h — элемент порядка p из D. Элемент c = ax−1ax 6= 1, и,
очевидно, c ∈ K. Далее, c — строго вещественный элемент относительно
a, и, кроме этого, h ∈ CK(c) = B и B — циклическая p-группа [1].
Отсюда и из |h| = p вытекает, что h ∈ 〈c〉. Но тогда a−1ha = h−1.
Однако это невозможно, ввиду выбора h.

Полученное противоречие означает, чтоH взаимно проста со своими
сопряженными подгруппами, отличными от H. Очевидно, NG(H) = H.
Следовательно, (G,H) — пара Фробениуса. Предположим, что G =

AλH. Так как a — инволюция и H = CG(a), то a индуцирует регуляр-
ный автоморфизм в A, и в этом случае A— абелева группа (теорема 22).
Но тогда, очевидно, K обладает бесконечной подгруппой с нетривиаль-
ным центром, что невозможно [1]. Следовательно, для H не существует
нормального дополнения.

Теперь докажем, что H = CG(a) — бесконечная группа. Действи-
тельно, если бы |CG(a)| <∞, тоK обладала бы бесконечной подгруппой
с нетривиальным центром [121], а это снова невозможно [1]. Следова-
тельно, H бесконечна.

Построенный пример группы показывает, что хотя G и H удовле-
творяют всем условиям теоремы 1.4.1, за исключением условия p 6= 2,
тем не менее для такой группы теорема 1.4.1 несправедлива [63].

Пример 1.4.4. Построим пример смешанной группы, удовлетворя-
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ющей условию а), но для которой утверждение теоремы 1.4.1 неверно.
Пусть F1 — периодическая группа Новикова–Адяна [37], H — цик-

лическая подгруппа из F1 выбранная в F1 таким же способом, что
и в G из примера 2. Далее, пусть F2, F3, ..., Fn, ... — бесконечная по-
следовательность конечных групп Фробениуса с дополнительным мно-
жителем, изоморфным H. Обозначим через G свободное произведение
групп F1, F2, ..., Fn, ... с объединенной подгруппой H. Как легко пока-
зать, (G,H) — пара Фробениуса, но для H не существует нормального
дополнения [63].

В качестве приложения теоремы 1.4.1 получается теорема Фробени-
уса для периодических бипримитивно конечных групп:

Теорема 1.4.2 (А.И. Созутов, В.П. Шунков). Пусть G — пе-
риодическая бипримитивно конечная группа, H — ее собственная под-
группа такая, что H ∩ g−1Hg = 1 (для любого элемента g ∈ G \ H).
Тогда

1) множество элементов из G, не входящих в H и ни в одну из
сопряженных с H подгрупп, вместе с единицей является нормальной
подгруппой F в G, и G = FλH, π(F ) ∩ π(H) = ∅;

2) силовские p-подгруппы из H — локально циклические или обоб-
щенные (бесконечные) группы кватернионов;

3) если H не содержит инволюций, то все элементы простых по-
рядков из H порождают локально циклическую подгруппу;

4) если i — инволюция из H, то она единственная в H [63].
Теорема Фробениуса для периодических слабо бипримитивно конеч-

ных групп.
Теорема 1.4.3 (А.И. Созутов, В.П. Шунков). Пусть G — пери-

одическая слабо бипримитивно конечная группа, H — ее собственная
подгруппа такая, что H∩g−1Hg = 1 (для любого элемента g ∈ G\H).
Тогда

1) множество элементов из G, не входящих в H и ни в одну из
сопряженных с H подгрупп, вместе с единицей является нормальной
подгруппой F в G, и G = FλH, π(F ) ∩ π(H) = ∅;

2) если i — инволюция из H, то она единственная в H [63].
Теорема 1.4.4 (А.И. Созутов, В.П. Шунков). Если бесконеч-

ная периодическая бипримитивно конечная группа G не содержит ни
одной отличной от нее бесконечной неабелевой подгруппы, то она ло-
кально конечна [63].

Сначала будет изложено доказательство теоремы 1.4.1, затем на ее
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основе будет приведено доказательство теорем 1.4.2–1.4.4.
Доказательство теоремы 1.4.1 для случая, когда H не содер-

жит инволюций. Напомним, что (G,H) — пара Фробениуса, a — фик-
сированный элемент простого порядка p из H и подгруппа

〈
a, g−1ag

〉
конечна для любого g ∈ G \ H. Рассмотрим группу Lg =

〈
a, g−1ag

〉
,

g ∈ G \H. Очевидно, (Lg, Lg ∩H) — пара Фробениуса, порядок Lg ∩H
нечетен, и по теореме 19 заключаем, что Lg — группа Фробениуса с
неинвариантным множителем 〈a〉 и инвариантным множителем (ядром)
Fg, который взаимно прост с любой сопряженной с H подгруппой.

Совокупность всех элементов, содержащихся в ядрах Fg, g ∈ G \H
обозначим через Fp.

Лемма 1.4.1. Для любого g ∈ G \H пересечение Hg ∩ Fp непусто
и g = rc при некоторых r ∈ NH(〈a〉) и c ∈ Fp.

Доказательство. Пусть g ∈ G \ H. Как уже отмечалось выше,
группа Lg =

〈
a, g−1ag

〉
является группой Фробениуса с неинвариант-

ным множителем 〈a〉 и ядром Fg. В Fg найдется элемент c такой, что
cg−1agc−1 ∈ 〈a〉 (теорема 20). Имеем r = gc−1 ∈ NG(〈a〉), g = rc и
c ∈ Hg ∩ Fp. Лемма доказана.

Лемма 1.4.2. Всякая подгруппа порядка p из NH(〈a〉), сопряжен-
ная с 〈a〉 в G, совпадает с 〈a〉.

Доказательство. Пусть c — неединичный элемент из Fp такой, что
L = 〈a, c〉 — группа Фробениуса, не содержащая собственных подгрупп
Фробениуса, содержащих a; r — элемент изNH(〈a〉) и 〈r〉, 〈a〉 сопряжены
вG. Подгруппа 〈ca〉 сопряжена с 〈a〉 в L, и ca /∈ H. По условию б) группа
M = 〈ca, r〉 конечна. Далее, M 6⊆ H, и, следовательно, (M,M ∩ H) —
пара Фробениуса (теорема 18).

Из теоремы 19 и нечетности |M∩H| вытекает, чтоM — группа Фро-
бениуса с неинвариантным множителем 〈r〉. Для элемента car имеется
две возможности: либо его порядок равен p, либо он лежит в ядре M .
Для второй альтернативы |car2| = p. Следовательно, в любом случае
найдется число m, 1 ≤ m < p такое, что |carm| = p. Подгруппы 〈carm〉 и
〈r〉 сопряжены в M , что влечет сопряженность 〈carm〉 и 〈a〉 в G. Далее,
carm /∈ H (c /∈ H), группа K = 〈carm, a〉 конечна (условие б)), и K —
группа Фробениуса с неинвариантным множителем порядка p (теорема
19).

Так как r ∈ NH(〈a〉), то
〈
cac−1

〉
=
〈
(carm)a(carm)−1

〉
⊆ K, и по

выбору элемента c имеем L ⊆ K. Но тогда r ∈ K, что влечет r ∈ 〈a〉.
Лемма доказана.
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Лемма 1.4.3. Пусть 〈t〉 — подгруппа из H, сопряженная с 〈a〉.
Тогда для любого неединичного элемента b из Fp найдутся элементы
c, d ∈ Fp и r ∈ 〈a〉 такие, что tb = rc и tbt−1 = d.

Доказательство. По лемме 1.4.1, tb = rc, где r ∈ NH(〈a〉), c ∈ Fp.
Если r = 1, то r ∈ 〈a〉. Пусть r 6= 1. Подгруппы 〈t〉 и 〈ba〉 сопряжены
с 〈a〉 в G (теорема 20), t ∈ H, ba /∈ H. Следовательно, L = 〈t, ba〉 —
конечная группа Фробениуса с неинвариантным множителем порядка
p (теорема 19). Далее, rca = tba ∈ L, и либо его порядок равен p, либо
он лежит в ядре L. Пусть |rca| = p. Имеем r = (rca)(ca)−1 ∈ H, ca /∈ H,
и, следовательно 〈rca〉 и 〈ca〉 не могут вместе содержаться в одной со-
пряженной с H подгруппе. С другой стороны, 〈rca〉 и 〈ca〉 сопряжены
с 〈a〉 (теорема 20), и мы заключаем, что M = 〈rca, ca〉 — группа Фро-
бениуса с неинвариантным множителем порядка p. Далее, r ∈ M ∩H,
и по теореме 19 получаем, что |r| = p и 〈r〉, 〈a〉 сопряжены. По лемме
1.4.2, r ∈ 〈a〉. Пусть теперь |rca| 6= p. Тогда |rcatm| = p для любого
m, 1 ≤ m < p. Группа 〈ca, t〉, очевидно, является группой Фробениуса
с неинвариантным множителем порядка p и, как уже показывалось в
лемме 1.4.2, можно подобрать число m так, что |catm| = p, 1 ≤ m < p.
Рассмотрим группу K = 〈rcatm, catm〉. Подгруппы 〈rcatm〉, 〈catm〉 со-
пряжены с 〈a〉 в G и не могут содержаться в одной сопряженной с H
подгруппе (иначе бы c ∈ H). Из условия б) и теоремы 19 получаем,
что K — конечная группа Фробениуса с неинвариантным множителем
порядка p. Снова r ∈ K, и, по теореме 20, 〈r〉 и 〈catm〉 сопряжены, а зна-
чит, сопряжены и 〈r〉 с 〈a〉. По лемме 1.4.2, r ∈ 〈a〉. Первое утверждение
леммы доказано.

Докажем второе утверждение леммы. Имеем tbt−1 = rct−1. Вто-
рично применяя первое утверждение леммы, получаем tc−1 = a1g,
где a1 ∈ 〈a〉. g ∈ Fp, и tbi−1 = r(tc−1)−1 = rg−1a−1

1 = a0d, где
a0 = ra−1

1 ∈ 〈a〉, d = a1g
−1a−1

1 ∈ Fp. Так как |tb−1| = |b| 6= p, то за-
ключаем, что a0 = 1. Лемма доказана.

Лемма 1.4.4. Множество всех элементов из подгрупп, сопряжен-
ных в H с подгруппой 〈a〉, вместе с единицей составляют нормальную
подгруппу T в H.

Доказательство. Пусть 〈t1〉, 〈t2〉 — различные подгруппы из H,
сопряженные с 〈a〉, и t1t2 /∈ 〈a〉. Для доказательства леммы 1.4.4 до-
статочно показать, что подгруппа 〈t1t2〉 сопряжена с 〈a〉. Пусть b —
неединичный элемент из Fp. По лемме 1.4.3, t2b = a2c2, где a2 ∈ 〈a〉,
c2 ∈ Fp. Далее, снова применяя лемму 1.4.3, получаем t1t2b = t−1a2c2 =
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t1(a2c2a
−1
2 )a2 = a1c1a2 = rc где r = a1a2 ∈ 〈a〉 , c1 = a−1

2 ca2 ∈ Fp. Най-
дется число m, 1 ≤ m < p такое, что |rcam| = p. Подгруппы 〈rcam〉 и
〈bam〉 сопряжены в G с 〈a〉 и содержатся в различных сопряженных с H
подгруппах, так как 1 6= t1t2 = (rcam) (bam)−1 ∈ H, bam /∈ H. Отсюда
заключаем, что L = 〈rcam, bam〉 — группа Фробениуса с неинвариант-
ным множителем порядка p (теорема 19). Далее, 1 6= t1t2 ∈ L∩H. Ввиду
теорем 19, 20, 〈t1t2〉 и 〈bam〉 сопряжены, и, следовательно, 〈t1t2〉 и 〈a〉
также сопряжены. Лемма доказана.

Лемма 1.4.5. Для любых b, c ∈ Fp либо bc ∈ T , либо bc = rd для
некоторых r ∈ 〈a〉, d ∈ Fp.

Доказательство. Пусть bc ∈ H и bc 6= 1. Так как
〈
ba−1

〉
, 〈ac〉 со-

пряжены с 〈a〉 в G и лежат в различных сопряженных с H подгруппах
(bc ∈ H, ac /∈ H), то L =

〈
ba−1, ac

〉
— группа Фробениуса и подгруппы

〈bc〉 и 〈ac〉 сопряжены (теоремы 19, 20). Следовательно, подгруппы 〈a〉,
〈bc〉 также сопряжены, и bc ∈ T . Пусть bc /∈ H. По лемме 1.4.1, bc = rd

для некоторых r ∈ NH(〈a〉) и d ∈ Fp. Нам нужно показать, что r ∈ 〈a〉.
Если r = 1, то все доказано. Пусть подгруппы

〈
ba−1

〉
, 〈aca〉 сопряжены

с 〈a〉 (теорема 20), и если они попадут в подгруппу, сопряженную с H,
то, по лемме 1.4.4, 〈bca〉 = 〈rda〉 сопряжена с 〈a〉. Далее, r = (rda)(da)−1

и da /∈ H. Следовательно, rda и da лежат в различных сопряженных с
H подгруппах. Поэтому 〈rda, da〉 — конечная группа Фробениуса и 〈r〉
и 〈da〉 сопряжены (теоремы 19, 20), что влечет сопряженность подгрупп
〈r〉 и 〈a〉.

По лемме 1.4.2 заключаем, что r ∈ 〈a〉. Пусть теперь ba−1, aca ле-
жат в различных сопряженных с H подгруппах. Тогда M =

〈
ba−1, aca

〉
— группа Фробениуса с неинвариантным множителем порядка p. Если
rda = bca не лежит в ядре M , то 〈rda〉 сопряжена с 〈a〉; этот случай
нами уже рассмотрен. Пусть rda — элемент из ядра M . Так как M не
содержится в подгруппе, сопряженной с H, можно выбрать подгруп-
пу 〈k〉 в M , сопряженную с 〈a〉, такую, что 〈k, da〉 — конечная группа
Фробениуса. Тогда найдется число m, 1 ≤ m < p, такое, что 〈dakm〉
сопряжена с 〈a〉. Подгруппа 〈rdakm〉 также сопряжена с 〈a〉.

Если элементы rdakm, dakm попадут в группу, сопряженную с H,
то 〈r〉 сопряжена с 〈a〉, по лемме 1.4.4 и по лемме 1.4.2, r ∈ 〈a〉. В
противном случае 〈rdakm, dakm〉 — группа Фробениуса и 〈r〉 сопряжена
с 〈a〉 (теоремы 19, 20), и снова, по лемме 1.4.2, r ∈ 〈a〉. Лемма доказана.

Лемма 1.4.6. Справедливы следующие утверждения:
1) M — TFp — подгруппа группы G;
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2) T = 〈a〉, и H совпадает с нормализатором подгруппы 〈a〉 в G;
3) Fp — нормальная периодическая подгруппа группы G, и G =

FpλH.
Доказательство. Пусть M = TFp (T определена в лемме 1.4.4). Из

определения T и Fp и леммы 1.4.3 следует, что M состоит из перио-
дических элементов. Пусть t1b, t2c ∈ M , t1, t2 ∈ T , b, c ∈ Fp. Имеем
t1bt2c = t1t2(t−1

2 bt2)c. По лемме 1.4.3, t−1
2 bt2 = d ∈ Fp, по лемме 1.4.4,

t1t2 = t ∈ T , и t1bt2c = tdc. По лемме 1.4.5, либо dc ∈ T , либо dc = rg,
где r ∈ 〈a〉, g ∈ Fp. В первом случае, по лемме 1.4.4, tdc ∈ T . Во вто-
ром случае t1bt2c = trg ∈ TFp, так как tr ∈ T (лемма 1.4.4). Первое
утверждение леммы доказано.

Далее, заметим, что все элементы изM \Fp содержатся в сопряжен-
ных с 〈a〉 подгруппах группыM (определение Fp, T , условие б), теорема
20 и лемма 1.4.3). Пусть 〈s〉 — некоторая сопряженная с 〈a〉 подгруппа
из M . Обозначим через Fs множество элементов из M , имеющее такой
же смысл для s, что и Fp для 〈a〉 в G. Так как Fs не содержит элементов
порядка p, то по доказанному выше (все элементы изM \Fp порядка p)
Fp ⊇ FS . С другой стороны, из сопряженности (s) и 〈a〉 в M вытекает
сопряженность Fs и Fp, а поэтому, очевидно, Fs = Fp. Следовательно,
для любых s ∈M \ Fp, b ∈ Fp подгруппа 〈s, b〉 — конечная группа Фро-
бениуса с ядром, содержащим 〈b〉. Если бы теперь bc ∈M \Fp (b, c ∈ Fp),
то получили бы, что Q = 〈bc, c〉 = 〈bc, b〉 = 〈b, c〉— конечная группа Фро-
бениуса с неинвариантным множителем 〈bc〉 порядка p. Так как |b| 6= p,
|c| 6= p, то b и c содержались бы в ядре подгруппы Q, а это невозможно.
Следовательно, bc ∈ Fp и Fp — нормальная подгруппа в M .

Докажем, что T = 〈a〉. Пусть t, b — неединичные элементы соответ-
ственно из T и Fp. Предположим, что t /∈ 〈a〉. По лемме 1.4.3, tb = rd

(r ∈ 〈a〉, d ∈ Fp), t = rdb−1 По доказанному выше, c = db−1 ∈ Fp и
c = r−1t ∈ H ∩ Fp = 1 и t = r ∈ 〈a〉. Пришли к противоречию. Следова-
тельно, T = 〈a〉. Но T E M , а поэтому H = NG(〈a〉), и, по лемме 1.4.1,
G = FpλH. Лемма доказана.

Лемма 1.4.6 завершает доказательство теоремы 1.4.1 для случая,
когда H не содержит инволюций.

Случай, когда H содержит инволюции. Пусть i — некоторая
инволюция из H.

Лемма 1.4.7.
〈
i, g−1ag

〉
(для любого g ∈ G \H) — конечная группа

Фробениуса с неинвариантным множителем порядка 2p.
Доказательство. Элементы g−1ag, ig−1agi сопряжены с a и не
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содержатся в одной подгруппе, сопряженной с H. Но тогда L =〈
g−1ag, ig−1agi

〉
конечна (условие б)) и i ∈ NG(L). Отсюда, очевидно,

вытекает конечность
〈
i, g−1ag

〉
, и порядок ее неинвариантного множи-

теля равен 2p. Лемма доказана.
Лемма 1.4.8. Пусть g — элемент из G \ H. Тогда справедливы

следующие утверждения:
1) Hg обладает единственным строго вещественным относитель-

но i элементом и его порядок конечен и нечетен;
2) если c — строго вещественный относительно i элемент из Hg,

то 〈i, c, a〉 — конечная группа Фробениуса с неинвариантным множи-
телем 〈i, a〉 и c принадлежит ее ядру;

3) i — единственная инволюция в H;
4) все инволюции сопряжены в G, и любые две из них порождают

конечную подгруппу.
Доказательство. L =

〈
i, g−1ag

〉
— конечная группа Фробениуса, и

g−1ag не содержится в ядре L (лемма 1.4.7 и теорема 23). Следователь-
но, для некоторого элемента c из ядра L имеем cg−1agc−1 ∈ L ∩ H
или g = hc (h ∈ H) и c ∈ Hg, ici = c−1 (теорема 22). Пред-
положим, что isgi = (sg)−1 для некоторого s ∈ H. В этом случае
isgi = ishci = ishic−1 = c−1(sh)−1 или ci(sh)(ci)−1 = (sh)−1. Так как
ci /∈ H и (G,H) — пара Фробениуса, то sh = 1 и sg = c. Очевидно, |c|
нечетен. Первое утверждение леммы доказано.

Взяв в качестве g элемент c и воспользовавшись единственностью в
Hc строго вещественного относительно i элемента, докажем, что Lc =〈
i, c−1ac

〉
= 〈i, a, c〉. Утверждение 2) доказано.

Пусть j — инволюция из H. Элементы b1 = ig−1ig, b2 = ig−1jg стро-
го вещественны относительно i и, очевидно, не принадлежат H. Но то-
гда они имеют конечные нечетные порядки (утверждение 1) леммы).
Выбирая в циклических группах 〈b1〉 и 〈b2〉 элементы c1 и c2 такие, что
c2

1 = b1, c2
2 = b2, и пользуясь их строгой вещественностью относительно

i, получаем:

i = c1g
−1igc−1

1 = c2g
−1jgc−1

2

Так как (G,H) — пара Фробениуса, то c1g
−1, c2g

−1 ∈ H и Hc1 = Hg =

Hc2. По первому утверждению леммы имеем c1 = c2 что влечет c1g
−1 =

c2g
−1 и i = j. Утверждение 3) доказано.
Докажем последнее утверждение леммы. Пусть k — инволюция из

G \ H. Элемент b = ik строго вещественный относительно i. Согласно
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утверждению 1) леммы |b| конечен и нечетен. Но тогда i, k сопряжены
в G (теорема 21). Лемма доказана.

Лемма 1.4.9. Множество F строго вещественных относительно
i элементов из G является абелевой нормальной периодической под-
группой в G, и G = FλH.

Доказательство. Ввиду леммы 1.4.8 и теоремы 22 достаточно по-
казать, что F — группа. Пусть b, c — произвольные элементы из F .
Если bc = cb, то ibci = (bc)−1 и |bc| нечетен, а поэтому bc ∈ F . Пред-
положим, что bc 6= cb. Из ibi = b−1 и ici = c−1 следует, что b = ki,
c = ij для некоторых инволюций k, j ∈ G, Так как bc 6= cb, то k 6= j.
Подгруппа L =

〈
ba, a−1c

〉
содержит bc = kj и если бы L принадлежа-

ла подгруппе, сопряженной с H, то ввиду строгой вещественности bc

относительно k, j в этой же подгруппе содержались бы k, j. Но то-
гда мы пришли бы к противоречию с леммой 1.4.8 и предположением
k 6= j. Следовательно, L не принадлежит подгруппе, сопряженной с H.
Далее, 〈b, a〉 — конечная группа Фробениуса с неинвариантным множи-
телем 〈a〉 и ядром, содержащим b (лемма 1.4.8). В этом случае 〈ba〉 и 〈a〉
сопряжены (теорема 1.4.6), по аналогичным соображениям

〈
a−1c

〉
, 〈a〉

сопряжены. Но тогда L — конечная группа Фробениуса (условие б) и
теоремы 19, 23). Используя строгую вещественность элемента bc отно-
сительно k и лемму 1.4.8, нетрудно показать, что bc принадлежит ядру
R подгруппы L. Рассмотрим M = CG(bc)λ 〈k〉. Группа CG(bc) абелева,
и все ее элементы строго вещественны относительно k (определение па-
ры Фробениуса, лемма 1.4.8 и теорема 22). Пусть S = R ∩CG(bc). Если
S = R, то k, a−1c ∈ NG(S). Как доказано выше,

〈
a−1c

〉
и 〈a〉 сопряжены

и
〈
k, a−1c

〉
конечна (леммы 1.4.7, 1.4.8). Но тогда и B =

〈
S, k, a−1c

〉
ко-

нечна и является группой Фробениуса с неинвариантным множителем
четного порядка, содержащим a−1c (теоремы 18, 23).

Пусть t — инволюция из B и a−1c ∈ CG(t). По лемме 1.4.8, T =

〈a, c, i〉 — конечная группа Фробениуса с ядром, содержащим c, а поэто-
му a−1c = c−1

1 a−1c1, где c1 из ядра T .
Рассмотрим подгруппу B1 = c1Bc

−1
1 . Очевидно, c1tc

−1
1 ∈ H и i =

c1tc
−1
1 (лемма 1.4.8), и, значит, c1bcc

−1
1 принадлежит ядру B1. В этом

случае ic1bcc
−1
1 i = (c1bcc

−1
1 )−1, а так как c1, b, c ∈ F , то получим, что

c−1
1 b−1c−1c1 = c1c

−1b−1c−1
1 или bcc−2

1 b−1 = c−2
1 c = d. Элементы c, c1

принадлежат абелеву ядру T , а поэтому d = cc−2
1 = c−2

1 c. Но тогда
c, b ∈ CG(d) и d 6= 1. (Действительно, из d = 1 следовало бы c = c2

1 и
a−1c = a−1c2

1 = c−1
1 ac1, ac−1

1 a−1 = c1, что противоречило бы условию
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p 6= 2. Далее, i ∈ NG(d) и CG(d) — абелева группа (теорема 22). Однако
это противоречит доказанному выше: c, b ∈ CG(d) и предположению
bc 6= cb. Полученное противоречие означает, что S 6= R.

Пусть P = NG(S). Так как k ∈ P и k /∈ CG(S), то из определения
пары Фробениуса и леммы 1.4.8 вытекает, что

P = NG(S) = CG(S)λCP (k). (1)

Если P ∩R ⊆ CG(S), то ввиду определения S имеем S = P ∩R. В этом
случае, используя строгую вещественность элементов из S относитель-
но k, лемму 1.4.8 и теорему 22, легко показать, что (R,S) — пара Фро-
бениуса. Однако это противоречит теореме 19, поскольку L — конечная
группа нечетного порядка, порожденная двумя элементами порядка p,
и R — ее ядро. Следовательно, NR(S) 6= S и NR(S)∩CG(S) = S. В этом
случае некоторый элемент r из NR(S) представляется в виде r = bh,
где b ∈ CG(S), h ∈ CP (k), причем h 6= 1 (см. равенство (1)). Рассмотрим
подгруппу Q = CG(S)λ 〈h, k〉. Так как (Q, 〈h, k〉) — пара Фробениуса и
CG(S) — абелева группа (теорема 1.4.8), то r и h сопряжены (теоре-
мы 23, 20). Но тогда некоторая инволюция t1 из Q, сопряженная с k,
централизует r.

Пусть C = CG(t1) ∩ R. Так как r ∈ C, то C 6= 1. По лемме 1.4.8,
(R,C) — пара Фробениуса. Однако, как было показано выше, для R не
существует таких пар. Полученное противоречие означает, что S = R,
а это, как уже было доказано, противоречит предположению bc 6= cb.
Следовательно, bc = cb, и лемма доказана.

Леммы 1.4.6, 1.4.9 завершают доказательство теоремы 1.4.1.
Доказательство теоремы 1.4.2. Необходимо рассмотреть два

случая: π(H) 6= 2 и π(H) = 2.
α) π(H) 6= 2. В этом случае G и H для любого p ∈ π(H) удовле-

творяют условиям теоремы 1.4.1 (ввиду бипримитивной конечности G),
и по этой теореме G — FpλH. Отсюда, из определения бипримитивной
конечности группы и теоремы 20 вытекает, что π(Fp) ∩ π(H) = ∅.

Пусть g — элемент из G \
⋃
x∈G x

−1Hx. Докажем, что g ∈ Fp. Пред-
положим, что g /∈ Fp. Тогда по крайней мере некоторая силовская q-
подгруппа Q из 〈g〉 не принадлежит Fp. Пусть b — элемент порядка q
из Q. Так как π(Fp)∩π(H) = ∅ и G = FpλH, то, очевидно, q ∈ π(H). Но
тогда b содержится в подгруппе H1 сопряженной с H (определение би-
примитивной конечности группы, теорема 1.4.1 и теорема 20). А так как
(G,H) — пара Фробениуса и b ∈ 〈g〉, то g ∈ H1 что противоречит пред-
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положению g ∈ G \
⋃
x∈G x

−1Hx. Следовательно, G \
⋃
x∈G x

−1Hx = Fp,
и утверждение 1) доказано.

Утверждения 3), 4) имеют место в силу теоремы 1.4.1.
Докажем утверждение 2). Пусть R — произвольная конечная эле-

ментарная абелева p-подгруппа из H. Рассмотрим группу B = FpλR.
Очевидно, (B,R) — пара Фробениуса, и из определения бипримитив-
ной конечности и теоремы 16 вытекает, что |R| = p. Доказанный факт
означает, что любая силовская p-подгруппа из H обладает единствен-
ной подгруппой порядка p. Отсюда, из определения бипримитивной ко-
нечности группы и теоремы 12.5.2 из [131], нетрудно получить локаль-
ную цикличность произвольной силовской p-подгруппы из H, p ∈ π(H),
p 6= 2. Если H обладает инволюцией, то она единственная в H (как до-
казано выше), и утверждение 2) вытекает из теоремы 2 в [111].

β) π(H) = {2}. Пусть i — инволюция изH. Как и в лемме 1.4.8, мож-
но доказать, что i — единственная инволюция в H, и в каждом смеж-
ном классе Hg существует единственный строго вещественный относи-
тельно i элемент. Обозначим через F множество всех таких элементов.
Покажем, что F — группа. Очевидно, если некоторый элемент принад-
лежит F , то и любая его степень принадлежит F . Поэтому из F можно
взять некоторый элемент a простого порядка q.

Пусть A — максимальная абелева подгруппа из G, содержащая a

и такая, что в ней все элементы строго вещественны относительно i

(существование подгруппы A в G вытекает из леммы Цорна).
Пусть c — произвольный элемент из A и c 6= 1. Тогда CG(c) ⊆ A.

Действительно, 〈CG(c), i〉 = CG(c)λ 〈i〉. Но CG(c) — абелева группа и
все ее элементы строго вещественны относительно i (теорема 22), и A ⊆
CG(c). Отсюда, ввиду определения A, получим A = CG(c).

Пусть h — произвольный элемент из H и b — произвольный элемент
простого порядка из A. Подгруппа L =

〈
b, h−1bh

〉
конечна (определение

бипримитивной конечности группы), и i ∈ NG(L). Ввиду теоремы 22, L
абелева и, по доказанному выше, L ⊆ A. Этим самым мы доказали, что
H ⊆ NG(A) = T . Очевидно, T = AλH, и NG(T ) = T . Предположим,
что некоторая подгруппа T1 сопряженная с T , имеет нетривиальное
пересечение с T : T ∩ T1 = D 6= 1. В этом случае, как легко видеть,
не нарушая общности рассуждений, можно предполагать, что D = H.
Тогда T1 = g−1Tg, g−1c−1Hcg = H (c — некоторый элемент из A),
cg = r ∈ H и g = c−1r ∈ T , что противоречит T1 6= T и g−1Tg = T1.
Следовательно, либо T — G, либо (G,T ) — пара Фробениуса. Вторая
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альтернатива невозможна (утверждение 4), и G = AλH. Разбор случая
β) завершен, и этим заканчивается доказательство теоремы 1.4.2.

Доказательство теоремы 1.4.3 no-существу изложено выше (см.
в теореме 1.4.2 доказательство утверждений 1), 4)).

Доказательство теоремы 1.4.4. Если группа G абелева, то она
локально конечна. Пусть G — неабелева группа, B — ее некоторая соб-
ственная нормальная подгруппа. Если B конечна и CG(B) 6= G, то
CG(B) / G и |G : CG(B)| < ∞ и в этом случае G локально конечна
(теорема Шмидта [106] и условия теоремы).

Пусть B — бесконечная группа. Так как B 6= G, то B абелева
(условие теоремы). Если G/B конечна, то G локально конечна (тео-
рема Шмидта [106]). Пусть G/B бесконечна и g — любой элемент из G.
Тогда 〈B, g〉 6= G, и, по условию теоремы 1.4.4, 〈B, g〉 — абелева группа.
Так как g — произвольный элемент из G, то B ⊆ Z(G). Таким образом,
теорему достаточно доказать для случая, когда любая собственная нор-
мальная подгруппа содержится в Z(G). Докажем, что в G/Z(G) любые
два элемента a, b простого порядка p порождают конечную подгруппу.
Пусть a, b — прообразы элементов a, b в G, x = ap, y = bp, R = 〈x, y〉.
Так как R ⊆ Z(G), то R конечна и a, b ∈ NG(R). Группа G биприми-
тивно конечна относительно p. Отсюда вытекает, что 〈aR, bR〉 конечна
в G/R. Но тогда, очевидно, и

〈
a, b
〉
конечна.

Положим G = G/Z(G). Группа G обладает бесконечной подгруп-
пой L с нетривиальным центром [121]. Если L неабелева, то G = L и
Z(L) 6= G (Z(L) = Z(G)). Полный прообраз K подгруппы Z(L) в G
является собственной нормальной подгруппой в G, и, по доказанному
выше, K ⊆ Z(G), что невозможно. Следовательно, L абелева. Пусть H
— максимальная абелева подгруппа изG, содержащая L (лемма Цорна).
Если NG(H) = G, то либо G локально конечна [106] (теорема Шмид-
та), либо прообраз H в G содержится в Z(G). Последняя альтернатива
невозможна, так как H 6= Z(G). Предположим, что NG(H) 6= G. В
этом случае NG(H) — абелева группа (условие теоремы) и NG(H) = H

(определение H). Если бы H ∩ g−1Hg 6= 1 для некоторого g ∈ G \H, то,
очевидно, G обладала бы нетривиальным центром, что невозможно,

Итак, мы доказали, что (G,H) — пара Фробениуса. По предыдущей
теореме, G = FλH, F 6= G,F 6= Z(G). Но тогда прообраз F в G со-
держится в Z(G), что невозможно. Полученное противоречие означает,
что G локально конечна. По теореме Шмидта [106], G также локально
конечна. Теорема доказана.
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Если иметь в виду теорему 1 из [91], то в действительности полу-
чился более конкретный результат, а именно:

Теорема 1.4.5 (А.И. Созутов, В.П. Шунков). Если бесконеч-
ная бипримитивно конечная группа не содержит ни одной отличной
от нее бесконечной неабелевой подгруппы, то она либо абелева, либо
является черниковской группой [63].

§ 1.5. О локальной конечности одного класса бипримитивно
конечных групп

В параграфе 1.1 был определён класс групп, бипримитивно конеч-
ных относительно данного простого числа p. Любая бесконечная бипри-
митивно конечная груша содержит собственную бесконечную абелеву
подгруппу [121] (см. параграф 1.2). В работе [63] доказана локальная
конечность бипримитивно конечных групп, у которых все собственные
бесконечные подгруппы абелевы, в этом параграфе доказывается ло-
кальная конечность бипримитивно конечных групп при более слабом
ограничении, а именно: все собственные бесконечные подгруппы ниль-
потентности класса ≤ 2.

Теорема 1.5.1 (М.В. Носков). Бипримитивно конечная группа G
с собственными бесконечными подгруппами нильпотентности класса
≤ 2 локально конечна [40].

Лемма 1.5.1. Пусть G — бипримитивно конечная группа отно-
сительно данного простого числа p, Z = Z(G). Фактор-группа G/Z,
бипримитивно конечна относительно p.

Доказательство. Пусть H — конечное расширение Z и H / G,
x, y ∈ G, а xp, yp ∈ H. Очевидно, достаточно показать, что 〈xH, yH〉 —
конечная подгруппа в G/H. Выберем полную систему представителей
h1, h2, . . . , hn смежных классов фактор-группы H/Z и дополним её эле-
ментами xp = hn+1, y

p = hn+2. Если ai, bi ∈ Z такие, что x−1hix = hiai
и y−1hiy = hkbi, то ввиду локальной конечности группы H

L = 〈{ai}, {bi}, {hi}〉 , i = 1, 2, . . . , n+ 2,

— ее конечная подгруппа и L/ 〈H,x, y〉. Так как 〈H,x, y〉 бипримитивно
конечна и xp, yp ∈ L, то 〈xL, yL〉 конечна в 〈x, y,H〉 /L. Отсюда следует,
что 〈xH, yH〉 конечна в G/H. Лемма доказана.

57



Группы Шункова

Следствие 1.5.1. Если Z — объединение верхнего центрального
ряда G, то G/Z — бипримитивно конечная группа.

Доказательство. Пусть

Z(G) = Z0 ⊂ Z1 ⊂ · · · ⊂ Zi ⊂ ...

верхний центральный ряд группы G. Доказательство проводим транс-
финитной индукцией по длине ряда.

Если Z = ∪Zi = Zα и α — непредельное число, то в фактор-группе
G/Zα−1, центром является Zα/Zα−1 и бипримитивная конечность G/Z
следует из леммы 1.5.1. Если α — предельное, то пусть xp ∈ Zγ ; yp ∈
Zβ; γ, β < α; k = max(γ, β). G/Zk — бипримитивно конечная группа, т.е.
〈xZk, yZk〉 конечна, и, следовательно, конечна 〈xZ, yZ〉 в фактор-группе
G/Z. Следствие доказано.

Лемма 1.5.2. Бипримитивно конечная труппа G с нильпотент-
ными собственными подгруппами либо локально конечна, либо облада-
ет собственной бесконечной нормальной подгруппой.

Доказательство. Покажем вначале, либо всякая подгруппа G от-
лична от своего нормализатора, либо G непроста.

Пусть A — любая собственная подгруппа группы G. Можно считать,
что Gp = 〈x|xp = 1〉 и не содержится в A. Положим t, t1 - элементы про-
стого порядка p ∈ π(A), причём t ∈ A, t1 /∈ A, K = 〈t, t1〉 — конечная
группа (определение бипримитивной конечности). Воспользуемся хоро-
шо известным методом О.Ю. Шмидта. Построим последовательности
подгрупп Di и Bi, следующим образом:

D0 = K ∩A;Bi = NG(Di);Di = Bi−1 ∩A.

Так как A с нормализаторным условием, то найдётся такой номер l,
что Bl−1 ∩A 6= A, Bl ∩A = A, причём Bl содержит H как собственную
подгруппу. Если Bl 6= A, то NG(A) = A, в противном случае Dl / G.
Если NG(A) 6= A, для любой подгруппы A, то G локально конечна [18].

Предположим теперь, что G не локально конечна и все получен-
ные выше нормальные подгруппы вместе с Gp конечны. Пусть T1 —
любая из них. Рассмотрим G = G/T1. G — бипримитивно конечная
группа и, значит, к ней применимы все приведённые выше рассужде-
ния. Так как G не локально конечная группа, то она непроста. Если
все её нормальные подгруппы конечны, то пусть T2 / G, G1 = G/T1.
Продолжая рассуждения таким образом и рассматривая в G прообра-
зы взятых в фактор-группах нормальных подгрупп, построим цепочку
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T1 ⊂ T2 ⊂ . . . , которая либо обрывается на каком-нибудь бесконечном
Tl либо бесконечна. Взяв во втором случае объединение ∪Ti, получим
в G бесконечную нормальную подгруппу.

Лемма 1.5.3. Бипримитивно конечная p-группа G о собственны-
ми бесконечными подгруппами нильпотентыми класса ≤ 2 локально
конечна.

Доказательство. Предположим, что G не локально конечна. Тогда
по лемме 1.5.2 в ней можно выбрать бесконечную максимальную нор-
мальную подгруппу A. Ясно, что G = G/A не может быть локально
конечной группой, поэтому в ней найдётся собственная подгруппа H

такая, что
H = NG(H).

Покажем, что любая подгруппа Hg, g ∈ G, пересекается с H по еди-
нице. Предположим для некоторого g, Hg ∩ H = D0 6= 1. Обозначим
Bi = NG(Di), Di = Bi−1 ∩ H. Повторяя рассуждения, аналогичные
приводимым в доказательстве леммы 1.5.2 и учитывая H = NG(H),
приходим к противоречив с выбором A.

В дальнейшем будем предполагать G без центра (следствие 1.5.1).
Пусть H — прообраз H в G, c ∈ G, c /∈ H, Hc = K Покажем, что

Z(H) ⊆ A. Действительно, предположим z1 ∈ Z(H), но z1 /∈ A, тогда в
K найдётся элемент z2 такой, что z2 ∈ Z(K). Так как H ∩ K = A, то
z2 /∈ H, NG(〈z1, z2〉 ∩ H) не принадлежит H, и поэтому группа 〈z1, z2〉
должна совпадать сG. ОднакоA— подгруппа CG(z1) и CG(z2), а потому
должна принадлежать Z(G). Так как по предположению Z(G) = 1,
получаем противоречие. Очевидно 〈H,K〉 = G, Z(K) ∩ Z(H) = 1, G 6=
〈g,A〉. Пусть a ∈ H, b ∈ K, a, b /∈ A, r ∈ Z(H). Если g = ab, то g−1rg =

b−1rb = rm, где m ∈ Z(K), откуда m = r−1g−1rg ∈ Z(〈g,A〉). Тогда m ∈
CG(g)∩CG(b). Если G 6= 〈b, g〉, то, так какNG(〈g, b〉∩K) не принадлежит
K, найдётся элемент c такой, чтоHc∩H 6= A. Значит 〈g, b〉 = G, но тогда
она имеет нетривиальный центр. Полученное противоречие доказывает
лемму.

Доказательство теоремы 1.5.1. Пусть A — некоторая бесконечная
собственная подгруппа группы G. Если A вкладывается в возрастаю-
щую цепочку подгрупп:

a = A0 ⊂ A1 ⊂ . . . ⊂ Ai ⊂ ...,

то возьмем объединение T = ∪Ai. Если T = G, то G локально конечна,
поэтому пусть T ⊂ G. Ясно, что T максимальная и NG(T ) = T .
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Пусть D = T ∩ T g 6= 1 для некоторого g ∈ G. Если D бесконечная
подгруппа, то, строя последовательности подгрупп Di и Bi следующий
образом:

D0 = D,Bi = NG(Di), Di = Bi−1 ∩ T,

получим с помощью рассуждений, аналогичных приводившимся в лем-
ме 1.5.2, Dl /G. Dl — бесконечная подгруппа, поэтому всякая собствен-
ная подгруппа 〈〈g, b〉 , D〉 нильпотентна. Дальнейшее доказательство ло-
кальной конечности в этом случае аналогично доказательству леммы
1.5.3.

ЕслиD — конечная подгруппа, то пусть d— элемент простого поряд-
ка p; d ∈ D. Покажем, что пересечение CG(d)∩T бесконечно. Ясно, что в
этом случае CG(d) не принадлежит D. Если d можно включить в беско-
нечную элементарную абелеву подгруппу группы T , то уже CT (d) бес-
конечен. Пусть существует максимальная конечная элементарная абе-
лева подгруша, содержащая d, тогда Sp — силовская p-подгруппа в T
экстремальна [115].

Если Sp — конечная группа, то бесконечность CT (d) следует из ниль-
потентности T , в противном случае это вытекает из бесконечности цен-
тра Sp [36].

Последовательности подгрупп:

D0 = T ∩ CT (d), Bi = NG(Di), Di = Bi−1 ∩ T

возвращают нас к ситуации, рассмотренной выше.
Если T ∩ T g = 1 для любого g ∈ G, то локальная конечность G

следует из [63]. Теорема 1.5.1 доказана.

§ 1.6. О счетных сопряженно бипримитивно конечных группах

До сих пор остается открытым вопрос: будет ли счетной всякая
периодическая группа, все собственные подгруппы которой счетны?
Для локально конечных групп этот вопрос был положительно решен
В.П. Шунковым [110], а для бинарно конечных групп — С.П. Струнко-
вым [73]. Легко показать, что из положительного решения указанного
вопроса вытекает положительное решение известной проблемы счетно-
сти А.Г. Куроша: будет ли счетна группа с условием минимальности?
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Указанный вопрос и проблема счетности А.Г. Куроша решаются
положительно для периодических групп Шункова. В частности, этот
класс групп включает в себя локально конечные группы, группы Голо-
да [9], 2-группы и бинарно конечные группы.

Определение. Пара (G,H), где G — группа и H — ее собствен-
ная подгруппа такая, что для любого элемента g ∈ G \H выполняется
условие H ∩Hg = 1, называется парой Фробениуса. В этом параграфе

доказывается
Теорема 1.6.1 (Ал.Н. Остыловский). Периодическая группа

Шункова G счетна, если все ее собственные подгруппы счетны [46].

Используя доказанную теорему, нетрудно получить

Следствие 1.6.1. Группа Шункова с условием минимальности
счетна.

Заметим, что счетность группы Шункова без инволюций с условием
минимальности вытекает и из [43].

Предварительно докажем лемму.

Лемма 1.6.1. Пусть G — простая несчетная группа, все собствен-
ные подгруппы которой счетны. Тогда любую собственную подгруп-
пу группы G можно вложить в некоторую подгруппу H такую, что
(G,H) — пара Фробениуса.

Доказательство. Заметим прежде всего, что централизатор любого
неединичного элемента группы G счетен, так как в противном случае
этот элемент содержится в центре, что противоречит простоте группы
G.

Пусть
H0 = B,Hn = 〈Hn−1 ∪Mn−1〉 (n = 1, 2, ...),

где
Mn−1 = {g ∈ G \Hn−1|Hn−1 ∩Hg

n−1 6= 1}.

Индукцией по n докажем, что подгруппа Hn (n = 1, 2, . . .) счетна.
Подгруппа H0 счетна по определению. Предположим, что подгруп-

па Hn−1 счетна, и докажем, что счетна подгруппа Hn. Предположим
противное. Тогда множество Mn−1 несчетно. Из предположения индук-
ции и определения множества Mn−1 вытекает, что для некоторого эле-
мента a ∈ Hn−1 существует несчетное множество N ⊆ Mn−1 такое,
что ag ∈ Hn−1 (g ∈ N). Теперь из предположения индукции следует,
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что существует несчетное множество L ⊆ N такое, что элементы ви-
да ag (g ∈ L) совпадают между собой. Это значит, что CG(a) несчетен,
что противоречит нашему замечанию. Следовательно, множествоMn−1

счетно. Противоречие. Следовательно, подгруппа Hn счетна.
Объединение H цепочки

H0 < H1 < ... < Hn < ...

счетных подгрупп есть искомая подгруппа. В самом деле, пусть H ∩
Hg 6= 1 для некоторого элемента g ∈ G\H. Тогда существуют элементы
b, c ∈ H такие, что b = cg. Пусть

b ∈ Hn, c ∈ Hm, s = max(n,m).

Тогда Hs ∩Hg
s 6= 1. По построению подгруппы Hs+1 имеем g ∈ Hs+1 ≤

H. Противоречие. Следовательно, H ∩ Hg = 1 для любого элемента
g ∈ G \H. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.6.1. Предположим, что группа G

несчетна. По предложению 1.6.2 достаточно рассмотреть случай, ко-
гда группа G неабелева. Несчетная фактор-группа G группы G по ее
центру, в силу предложения 1.6.3, снова является группой Шункова.
По предложению 1.6.4 G — простая группа и, очевидно, удовлетворяет
условиям теоремы. Поэтому мы можем считать, что группа G проста.

Если в группе G есть элемент простого порядка p 6= 2, то по лемме
1.6.1 и предложению 1.6.1 группа G не проста. Противоречие.

Пусть G есть 2-группа и a— некоторая ее инволюция. По лемме 1.6.1
существует пара Фробениуса (G,H) такая, что a ∈ H. Обозначим через
g некоторый элемент из G \H и через c — некоторую центральную ин-
волюцию конечной 2-группы < a, ag >. Подгруппа H, очевидно, сильно
изолирована. Следовательно, c ∈ H. Элементы c и ag перестановочны,
поэтому ag ∈ H. Противоречие с тем, что H ∩Hg = 1.

Полученные противоречия доказывают теорему.
Предложение 1.6.1. Пусть G — группа, H — ее подгруппа, a — неко-

торый элемент простого порядка p 6= 2 из H, удовлетворяющий усло-
виям:

а) (G,H) — пара Фробениуса;
б) для любого элемента g из G \H группа 〈a, ag〉 конечна.
Тогда G = FpλH, где Fp — периодическая группа, не содержащая

p-элементов, а H либо обладает единственной инволюцией, либо H =

NG(a) [63].
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Предложение 1.6.2. Абелева группа счетна, если все ее собственные
подгруппы счетны.

Предложение 1.6.3. Фактор-группа сопряженно бипримитивно ко-
нечной группы по периодической подгруппе центра есть сопряженно
бипримитивно конечная группа [40].

Предложение 1.6.4. В несчетной группе, все собственные подгруппы
которой счетны, любой собственный нормальный делитель содержится
в центре [73].

§ 1.7. Расщепляемые слабо бипримитивно конечные группы

Группа называется расщепляемой, если она является объединени-
ем некоторой совокупности собственных подгрупп, попарно пересекаю-
щихся по единице [7]. Эту совокупность подгрупп называют расщепле-
нием группы, а сами подгруппы — компонентами расщепления. Произ-
вольная подгруппа называется допустимой относительно данного рас-
щепления, если с каждой компонентой расщепления она либо пересека-
ется по единице, либо целиком содержит ее.

Напомним, что группа G называется слабо бипримитивно конечной,
если любые два элемента одного и того же простого порядка порождают
в G конечную подгруппу. Группа G = FλH называется группой Фро-
бениуса с неинвариантным множителем H и ядром F , если H и F —
собственные подгруппы группы G, H ∩Hg = 1 для любого g ∈ G \H и
G \ F# = ∪Hg [63].

Введем следующие обозначения: Φ — класс всех групп G, в которых
элемент a действует на ядре F регулярно, Ψ — класс всех групп G,
в которых каждый элемент из G \ F имеет порядок p, Θ — класс всех
групп G, в которых любая пара элементов из G\F порождает конечную
подгруппу.

Следуя [7], группы из класса Ψ, не являющиеся p-группами и груп-
пами Фробениуса с неинвариантным множителем (a) и ядром F , назо-
вем HT -группами. Следующая теорема обобщает результат Бэра ([7],
теорема 8).

Теорема 1.7.1 (А.И. Созутов, А.К. Шлепкин). Пусть пери-
одическая слабо бипримитивно конечная расщепляемая группа G в
некотором расщеплении обладает собственной допустимой нормаль-
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ной подгруппой. Тогда G является либо p-группой, либо группой Фро-
бениуса, либо HT -группой [68].

Для доказательства теоремы нам понадобятся леммы 1.7.1–1.7.8.
Лемма 1.7.1 ([7], теорема 8). Конечная расщепляемая группа

с собственной допустимой нормальной подгруппой является либо p-
группой, либо группой Фробениуса, либо HT -группой.

Из доказательства теоремы Фробениуса для бипримитивно конеч-
ных групп [63] вытекает

Лемма 1.7.2. Пусть G — периодическая слабо бипримитивно ко-
нечная группа, H — ее собственная подгруппа и H ∩ Hg = 1 для лю-
бого g ∈ G \H. Тогда G = FλH — группа Фробениуса с неинвариант-
ным множителем H и ядром F , причем для любого p ∈ π(H) имеем
mp(H) = mp(G) = 1 (здесь mp(X) — p-ранг группы X).

Из ([66], лемма 5) следует
Лемма 1.7.3. Пусть G — слабо бипримитивная конечная группа

без инволюций и mp(G) = 1 для всех p ∈ π(G). Тогда подгруппа Ω1(G),
порожденная всеми элементами простых порядков из G, локально ко-
нечна и G = NG(〈a〉) для некоторого элемента a простого порядка.

В леммах 1.7.4-1.7.8 группа G удовлетворяет условиям теоремы 1.7.1
и F — ее собственная нормальная допустимая подгруппа.

Лемма 1.7.4. Для любого элемента b из G \ F имеем 〈b〉 ∩ F = 1.
В частности, если элемент b имеет простой порядок, то подгруппа
F \ (b) принадлежит классу Ψ ∩Θ.

Доказательство. По условиям теоремыG— расщепляемая группа и
F — компонента ее расщепления. Значит, для любого элемента b ∈ G\F ,
〈b〉 ∩ F = 1, и если 〈b〉 — простое число, то Fλ 〈b〉 принадлежит классу
Ψ ∩Θ. Лемма доказана.

Лемма 1.7.5. Пусть b — элемент порядка pq из G \ F , где p и
q — не обязательно различные простые числа. Тогда (F, b) — группа
Фробениуса с неинвариантным множителем 〈b〉 и ядром F .

Доказательство. По условиям теоремы T = F · (b) — расщепляемая
группа и F — ее компонента расщепления. По лемме 1.7.4 〈b〉 ∩ F =

1, T = Fλ(b) и 〈b〉 — компонента расщепления группы T . Пусть g —
произвольный элемент из F#, и предположим, что 〈b〉 ∩ 〈bg〉 6= 1. Так
как 〈b〉 — компонента расщепления группы , то 〈b〉 = 〈bg〉. Но тогда
(b, g) = 〈b〉 × (g) — конечная нерасщепляемая группа вопреки условиям
теоремы. Значит, (b)∩ (bg) = 1 для любого g ∈ T \ (b), и лемма вытекает
из леммы 1.7.2. Лемма доказана.
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Лемма 1.7.6. Пусть a — элемент простого порядка q 6∈ π(F ) из G
и H = NG(〈a〉). Тогда F = FλH — группа Фробениуса с неинвариант-
ным множителем H. В частности, mq(G) = 1 и mq(G/F ) = 1.

Доказательство. По лемме 1.7.4 GF (a) = 1 и T = Fλ 〈a〉 — груп-
па Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉 и ядром F (лемма
1.7.2). Пусть g — произвольный элемент из F# и H ∩ Hg = 1. Мож-
но считать, что H = 〈a〉λ 〈b〉, где b — элемент простого порядка p, и
CF (b) 6= 1, что не ограничивает общности рассуждений. По лемме 1.7.5
все элементы из FH \T имеют порядок p и Tλ 〈b〉 ∈ Ψ∩Θ в силу слабо
бипримитивной конечности группы G. Если p ∈ π(T ), то по теореме 3.1
CF (a) = 1 вопреки лемме 1.7.4 и условиям леммы. Если же p 6∈ π(T ), то
по теореме 27 CT (a) — бесконечная группа, что снова противоречит ра-
венству CF (a) = 1. Полученное противоречие означает, что H ∩Hg = 1

для любого g ∈ FH \H, и по лемме 1.7.2 FH = FλH — группа Фробе-
ниуса с неинвариантным множителем H и ядром F . Лемма доказана.

Лемма 1.7.7. Пусть 2 ∈ π(G/F ). Тогда G — либо локально ко-
нечная 2-группа, либо группа Фробениуса, либо локально конечная HT -
группа.

Доказательство. Пусть i — инволюция из G\F . В силу леммы 1.7.4
bi = b−1 для любого b ∈ F и F — абелева группа. Предположим вначале,
что F — 2-группа. Если не все инволюции группы G содержатся в T =

Fλ 〈i〉, то ввиду лемм 1.7.5, 1.7.6 для произвольной инволюции j ∈ G \
T имеет место равенство |ij| = 2. Из последнего следует, что все 2-
элементы группы G порождают элементарную абелеву 2-группу E, и
если E — G, то лемма доказана.

Пусть E 6= G и L — произвольная конечная 2′-группа из G. Так
как D = EλL — локально конечная расщепляемая группа, то из леммы
1.7.1 легко вытекает, что D — группа Фробениуса с неинвариантным
множителем L и ядром E. В частности, E — допустимая нормальная
подгруппа в G и mp(G) = mp(G/E) = 1 для любого p ∈ π(G/E). По
лемме 1.7.3 в G найдется элемент a простого порядка p 6= 2 такой, что
подгруппа Eλ 〈a〉 нормальна в G, а по лемме Фраттини получаем G =

FλNG(〈a〉). По лемме 1.7.6 G — группа Фробениуса с неинвариантным
множителем NG(〈a〉) и ядром E. Таким образом, для данного случая
лемма доказана, и отметим, что в этом случае группа G не обязана быть
локально конечной (см. ([66], пример 2)).

Пусть все инволюции из G содержатся в T . Тогда iF — единственная
инволюция в G/F , и по лемме 1.7.5 G/T — группа без инволюций. Если
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G = T , то G — локально конечная 2-группа, и лемма доказана. Пусть
G 6= T и a — элемент простого порядка p 6= 2 из G. Тогда D = 〈i, a, F 〉
— локально конечная расщепляемая группа с допустимой нормальной
подгруппой F , и лемма 1.7.2 легко приводит нас к противоречию.

Предположим, что F — 2′-группа. Пусть не все инволюции группы
G содержатся в = Fλ 〈i〉 и j — произвольная инволюция из G\T . Тогда,
как нетрудно убедиться, подгруппа 〈i, j, F 〉 = Qλ 〈i〉 является группой
Фробениуса, ядро Q которой — элементарная абелева q-группа (лемма
1.7.1). Также очевидно, что G не содержит элементов порядка q2. Ес-
ли a — произвольный элемент порядка q из G \ F , то D = 〈i, a, F 〉 —
локально конечная расщепляемая группа в силу слабо бипримитивной
конечности группы G, и по лемме 1.7.1 D = Oq(D)λ 〈i〉 — группа Фро-
бениуса с элементарным абелевым ядром Oq(D). Следовательно, под-
группа V , порожденная в G всеми q-элементами, содержит F в своем
центре, и V λ 〈i〉 — группа Фробениуса с неинвариантным множителем
〈i〉 и элементарным абелевым ядром V . Очевидно, V λ 〈i〉 нормальна в
G, G = V λCG(i) и V — допустимая нормальная подгруппа группы G.
По лемме 1.7.6 G — группа Фробениуса с неинвариантным множителем
CG(i) и ядром V , что доказывает лемму в этом случае.

Если же все инволюции из G содержатся в T , то по лемме Фраттини
G = FλCG(i) и G — группа Фробениуса по лемме 1.7.6. Отметим, что
и в этом случае G не обязана быть локально конечной группой ([66],
пример 2).

Рассмотрим, наконец, случай, когда 2 ∈ π(F ), но F не 2-группа.
Легко убедиться, что в этом случае CG(F ) ≤ F и, следовательно, все
инволюции из G содержатся в = Fλ 〈i〉. Значит, T /G и по лемме 1.7.5
G/T — группа без инволюций. Пусть a — элемент простого порядка
p 6= 2 из G\F и L = 〈i, a, F 〉. Так как G — слабо бипримитивно конечная
группа, то L — локально конечная расщепляемая группа с допустимой
нормальной подгруппой F и равенство CT (F ) = F и лемма 1.7.1 легко
приводят нас к противоречию. Значит, T = G и G — локально конечная
HT -группа. Лемма доказана.

Лемма 1.7.8. Если |π(F )| ≥ 2, то G — либо группа Фробениуса,
либо HT -группа.

Доказательство. В силу леммы 1.7.7 можно считать, что 2 6∈
π(G/F ). Покажем, что mp(G/F ) = 1 для любого p ∈ π(F ). Пред-
положим противное, и пусть Q = 〈a〉 ×

〈
b
〉

— элементарная абеле-
ва q-подгруппа ранга 2 из G = G/F . Пусть a, b ∈ G \ F такие, что
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aF = a, bF = b. По лемме 1.7.4 |a| = q, |b| = q, и так как G слабо
бипримитивно конечна, то подгруппа Q = 〈a, b〉 из G конечна. Учиты-
вая лемму 1.7.6 и теоремы Силова, приходим к выводу, что q ∈ π(F ).
Если F = Oq(F ) × Oq′(F ), то в силу леммы 1.7.6 G/Oq(F ) — груп-
па Фробениуса и mq(G) = 1 вопреки предположению. Значит, F не
разлагается в прямое произведение q-группы и q′-группы. По теоре-
ме 26 Oq′(Z(F )) 6= 1. Тогда подгруппа Oq′(Z(F ))Q = B локально
конечна, и по лемме 1.7.1 B — либо группа Фробениуса, либо HT -
группа. Однако обе эти возможности легко приводят нас к противо-
речию. Таким образом, mq(G) = 1 для любого q ∈ π(G). По лемме 1.7.3
G = NG(〈a〉) для некоторого элемента a простого порядка. Если полный
прообраз T = Fλ 〈a〉 группы 〈a〉 в G является группой Фробениуса, то
G = FλNG(〈a〉), и G — группа Фробениуса по лемме 1.7.6.

Пусть T не является группой Фробениуса. Тогда по лемме 1.7.5 G/T
не содержит элементов порядка |a|. Если G = T , то лемма доказана.
Пусть G 6= T . Покажем, что это приводит к противоречию. Пусть b —
элемент простого порядка q из G\T . Без ограничения общности можем
считать, что G = 〈a, b, F 〉, и, таким образом, G/T — группа порядка
pq. Как доказано выше, pq 6= p2. Если G/F — циклическая группа, то
по лемме 1.7.5 G — группа Фробениуса с циклическим неинвариантным
множителем порядка pq и ядром F , что противоречит предположению
p ∈ π(F ).

Значит, G/F — группа Фробениуса порядка pq, и G = Tλ 〈b〉 — груп-
па из класса Ψ∩Θ по лемме 1.7.4. Если q ∈ π(T ), то по теореме 26 CF (a)

содержит q-элементы, что противоречит лемме 1.7.4.
Таким образом, q ∈ π(T ) и Tλ 〈b〉 — группа Фробениуса с неинвари-

антным множителем 〈b〉 и ядром F и L = 〈a, b〉 — конечная подгруппа.
Пусть R — локально конечный радикал группы F . Если π(R) 6= {p},
то, рассматривая локально конечную группу Фробениуса RL, покажем,
что Op′(R) ≤ CF (a) (теоремы 24, 25), что противоречит включению
Fλ 〈a〉 ∈ Ψ ∩Θ (лемма 1.7.5).

Следовательно, R — p-группа. Но тогда F = Op(F ) × Op′(F ) по
теореме 26. Перейдем к фактор-группе G = G/Op(F ). Так как G —
группа Фробениуса из класса Φ∩Θ, то CT (a) — бесконечная подгруппа
по теореме 28, и, в частности, CF (a) содержит p′-элементы. Но тогда
Fλ 〈a〉 не принадлежит классу Ψ ∩ Θ, что противоречит лемме 1.7.4.
Полученное противоречие означает, что G = T , и лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.7.1. Если 2 ∈ π(G/F ), то теорема
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вытекает из леммы 1.7.7. Если |π(F )| ≥ 2, то теорема следует из лем-
мы 1.7.8. Таким образом, нам осталось рассмотреть случай, когда F

— p-группа, G/F не содержит инволюций и не является p-группой. По
лемме 1.7.6 mq(G) = 1 для любого простого числа q из π(G), отличного
от p, и по ([131], теорема 12.5.2) конечные q-подгруппы из G цикличе-
ские. Пусть a — элемент порядка q из G, где q ∈ π(G), q 6= p. По лемме
1.7.6 FλNG(〈a〉) — группа Фробениуса, а по ([66], следствие 1) подгруп-
па Ω1(NG(〈a〉)), порожденная всеми элементами простых порядков из
NG(〈a〉) является локально циклической. В частности, любая подгруппа
порядка qr из G, где r ∈ π(G), r 6= p, является циклической группой.

Пусть g — произвольный элемент из G \ NG(〈a〉) и L = 〈a, ag〉. По
теореме Фейта–Томпсона L — разрешимая группа. Так как силовские
q-подгруппы в L циклические, то L = Tλ 〈a〉, где T = Oq′(L). Если
p ∈ π(L), то все силовские подгруппы в L циклические и L — метацик-
лическая группа (см., например, ([7], §6, лемма 1)). Легко убедиться, что
в этом случае L — группа Фробениуса с циклическим ядром и неинва-
риантным множителем 〈a〉. Однако, как показано выше, G не содержит
таких подгрупп. Полученное противоречие означает, что p ∈ π(L).

Пусть M — минимальная нормальная подгруппа в L. Если M не
p-группа, то M — циклическая группа простого порядка r, и по лем-
ме 1.7.6 FL = FλL — группа Фробениуса, что противоречит условию
p ∈ π(L). Значит, M ≤ Op(L) и Op(L) 6= 1. Пусть теперь M / L,
M > Op(L) и M — минимальная подгруппа с данными свойствами.
Очевидно, M = Op(L)λ 〈b〉, где b — элемент простого порядка r 6= p, и
так как в силу лемм 1.7.4, 1.7.5 G не содержит элементов порядка pr,
то M — группа Фробениуса с неинвариантным множителем 〈b〉. Далее,
по лемме Фраттини L = Op(L)λNL(〈b〉), и по лемме 1.7.6 NL(〈b〉) — p′-
группа. Из ([66], следствие 1) вытекает, что Ω1(NL(〈b〉)) — циклическая
группа, значит, L = Op(L)λ 〈a〉 — группа Фробениуса с неинвариантным
множителем 〈a〉 и ядром Op(L).

По теореме 29 G = F1λNG(〈a〉), причем F1 совпадает с объедине-
нием ядер групп 〈a, ag〉 и является p-группой. Понятно, что F ≤ F1, а
по лемме 1.7.6 подгруппа H = NG(〈a〉) не содержит p-элементов. Так
как по лемме 1.7.5 в G нет элементов порядка pr, где r ∈ π(G), r 6= p,
то любой неединичный элемент из H индуцирует на F1 регулярный
автоморфизм. Но тогда по лемме 1.7.2 G — группа Фробениуса с неин-
вариантным множителем H и ядром F1. Теорема доказана.
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Приведем примеры А.И. Созутова бесконечных слабо бипримитивно
конечных групп.

Пример 1.7.1 (А.И. Созутов, [66]). В [2] С.И.Адяном построена
некоммутативная группа A(m,n), без кручения, (d) — ее нормальная
циклическая подгруппа, и для каждой неединичной циклической под-
группы (c) из G пересечение (c)

⋂
(d) нетривиально. Группа A(m,n)

порождается элементами a1, ..., am, где m ≥ 2, не имеет кручения,
содержит центральную циклическую подгруппу (d), и фактор-группа
A(m,n)/(d) является свободной m-порожденной бесконечной периоди-
ческой группой показателя n, здесь n — нечетное число и n ≥ 665.

Если в качестве группы G взять группу Адяна A(m, pα), где p —
нечетное простое число и pα ≥ 665, а k положить равным pβ , то в
качестве группы H получается бесконечная слабо сопряженно бипри-
митивно конечная p-группа периода pα + β, обладающую только одной
циклической подгруппой порядка pγ для любого γ ≤ β.

В более общем случае, когда π = π(G/(d)) конечное множество (это,
в частности, выполняется для групп Адяна A(m,n)), то, если взять
в качестве k число, делящееся на все числа p из π, получается груп-
пу H, в которой все элементы простых порядков порождают цикличе-
скую подгруппу. В частности, при любом нечетном числе n ≥ 665 из
группы Адяна A(m,n) получается периодическая слабо сопряженно би-
примитивно конечная не локально конечная группа, удовлетворяющая
условиям:

1) T — локально циклическая группа; 2) T изоморфна SL2(3) или
SL2(5); 3) T = C × S, где C — группа типа 1, S — группа типа 2 и
π(C)

⋃
π(S) = �.

Отметим, что аналогичные примеры бесконечных периодических
групп были построены также А.Ю.Ольшанским [42].

Следующий пример А.И. Созутова m-порожденной слабо биприми-
тивно конечной группы Фробениуса.

Пример 1.7.2 (А.И. Созутов, [66]). Если H — периодическая
группа из примера 1.7.1, полученная из группы Адяна A(m,n), здесь
m ≥ 2, n ≥ 665, или одна из m-порожденных групп, построенных в [42],
а поле F = GF (p), то G = AλH — m-порожденная слабо бипримитивно
конечная группа Фробениуса с периодическим не локально конечным
неинвариантным множителем и периодическим абелевым ядром.

Пример 2.2 решает вопрос 6.54 из [21]: Построить пример бесконеч-
ной конечно порожденной группы Фробениуса.
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ГЛАВА 2

Группы Шункова с заданными подгруппами

Во второй главе изучаются группы Шункова с заданными подгруп-
пами либо рядами подгрупп. Рассматриваются локально конечные и ло-
кально разрешимые группы Шункова, бесконечные локально конечные
подгруппы в группах Шункова, группы со слабо сопряженно биприми-
тивно конечным централизатором инволюции, 2-полные подгруппы в
группе Шункова. Приводятся свойства групп Шункова, некоторые из
них без доказательства со ссылкой на работу, в которой доказывается
этот результат.

§ 2.1. Локально конечные и локально разрешимые группы
Шункова

Опираясь на результаты из §1.3, в настоящем параграфе доказыва-
ется локальная конечность и черниковость периодических групп Шун-
кова без инволюций с условием min-inf и устанавливается, что проблему
минимальности в случае нечетных групп достаточно решить для про-
стых квазичерниковских [108] групп (нечерниковская группа называет-
ся квазичерниковской, если любая ее собственная подгруппа черников-
ская) вида G =

〈
a, g−1ag

〉
(a, g — некоторые элементы из G, причем a

имеет простой порядок).
Группа G называется сопряженно q-бипримитивно конечной (q ∈

π(G)), если для любой ее конечной подгруппы H в фактор-группе
NG(H)/H любые два сопряженных элемента порядка q порождают ко-
нечную группу. Если G сопряженно q-бипримитивно конечна для всех
q ∈ π(G), то G называется просто сопряженно бипримитивно конечной.

В этом параграфе G будет означать произвольную нечерниковскую
квазичерниковскую простую группу (теорема 30), H — некоторую ее
бесконечную максимальную подгруппу (если она существует), g — эле-
мент из G \H. G, в частности, удовлетворяет условиям:

(i) G — квазичерниковская группа;
(ii) любая собственная бесконечная подгруппа из G содержится в

некоторой максимальной подгруппе группы G;
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(iii) G — простая группа.
Очевидно,

NG(H) = H.

Лемма 2.1.1. Если R — собственная подгруппа группы G и R ∩H
бесконечно, то R < H.

Доказательство. 1 6= R̃ ∩ H̃ /
〈
R̃, H̃

〉
= K, тогда ввиду (iii), K 6=

G, K̃ > R̃, H̃ (теорема 31), поэтому K̃ = H̃ (теорема 32) и R̃ < H̃.

R̃ /
〈
H̃, R

〉
= T , тогда ввиду (iii) T 6= G и T̃ = H̃ (теорема 32). Так как

〈T,H〉. H̃, то из (iii) и максимальности H следует 〈T,H〉 = H и R < T .
Лемма доказана.

Из леммы 2.1.1 вытекает

H̃g ∩ H̃ = 1 (g ∈ G \H).

Лемма 2.1.2. Пусть P̃ — силовская p-подгруппа в H̃. Предполо-
жим, что H̃g ∩H 3 c 6= 1 и cp = 1. Тогда H не обладает p−подгруппой
вида P2 = P̃ λ((c)× (t)).

Доказательство. Рассмотрим вначале группу P1 = P̃ λ(c). Если
CP1(c) бесконечен, то по лемме 2.1.1 CG(c) < H. Но так как H̃g < CG(c),
то и H̃g < H, что противоречит H̃g ∩ H̃ = 1 (g ∈ G \ H). Следова-
тельно, CP1(c) конечен. Тогда Z(P1) — элементарная абелева группа
(теорема 33).Так как Z(P1) < CG(c) и C

H̃g(c) бесконечен, то Z(P1) <

(Hg \H̃g)∪{1} (лемма 2.1.1 и H̃g∩H̃ = 1 (g ∈ G\H)) и S = P̃ gλZ(P1)

— группа. Из леммы 2.1.1 вытекает, что CS(x) (1 6= x ∈ Z(P1)) конечен.
Тогда Z(P1) = (z) — группа порядка p (теорема 34).

Предположим, что лемма 2.1.2 неверна, т. е. P2 < H. Можно счи-
тать, что |t| = p. R = (c) × (t) обладает неединичным элементом r с
бесконечным CP2(r) (теорема 34). Так как CP2(c) конечен, то можно
выбирать t = r; t ∈ CG(c) и CHg(c) бесконечен, поэтому t ∈ Hg (лем-
ма 2.1.1). Если t ∈ H̃g, то CG(t) < Hg (лемма 2.1.1) и P̃ ∩ H̃g 6= 1, что
противоречит H̃g∩H̃ = 1 (g ∈ G\H). Следовательно, t ∈ Hg\H̃g. Рас-
смотрим группы S2 = P̃ gλ((z)×(t)) и L = (z)×(t). Из H̃g∩H̃ = 1 (g ∈
G\H) и леммы 2.1.1 следует, что CS2(z) конечен. Тогда для некоторого
l ∈ L \ (z)CS2(l) бесконечен (теорема 34). Так как CP2(t) бесконечен и
z ∈ Z(P2), то CP2(l) бесконечен. Из леммы 2.1.1 вытекает CS2(l) < H.
Отсюда H̃g ∩ H̃ 6= 1, что противоречит H̃g ∩ H̃ = 1 (g ∈ G\H). Лемма
доказана.
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Лемма 2.1.3. Пусть p 6= 2. Если H̃g∩H 3 c 6= 1 и cp = 1, то любая
силовская p-подгруппа группы H сопряжена с P̃1 = P̃ λ(c).

Доказательство. Силовские p-подгруппы группы H сопряжены в
H (теорема 36, поэтому достаточно показать, что любая p-подгруппа P
из H, содержащая P1, совпадает с P1. Рассмотрим P̄ = P/P̃ .

1. P̄ = (a) — циклическая группа порядка pn. Пусть a — прообраз ā в
P . Тогда apn−1

= hc (h — некоторый элемент из P̃ ). Существует x ∈ P1

такой, что x−1hcx = c (теорема 33), т. е. ap
n−1

1 = c, где a1 = x−1ax.
Отсюда P = P̃ (a) = P̃ λ(a). Без ограничения общности будем считать,
что a = a1.

Как показано в лемме 2.1.2, Z(P1) = (z) — группа порядка p. Легко
видеть, что Z(P ) = Z(P1). Предположим, что n > 1, например, n = 2.
Пусть z2 – элемент из второго гиперцентра группы P и z2 /∈ (z). Имеем:
a−1z2a = z2z

i; a−pz2a
p = z2z

ip = z2, т. е. c−1z2c = z2, что противоречит
выбору z2 и тому, что Z(P1) = (z). Следовательно, n = 1 и P = P1.

2. P̃ — нециклическая группа. Так как p 6= 2, то P̄ обладает эле-
ментарной абелевой подгруппой (c̄) × (t̄) (c̄ = cP̃ , t̄ = tP̄ , t — некото-
рый элемент из P ). Покажем, что это невозможно. Можно считать, что
P̄ = (c̄) × (t̄), tct−1 = ac (a — некоторый элемент из P̃ ), и по теореме
33 существует b ∈ P̃ такой, что ac = b−1cb. Тогда [t1, c] = 1, где t1 = bt.
Полагая t = t1, имеем P = P̃ ((c)× (t)). По лемме 2.1.2 P̃ ∩ ((c)× (t)) 6= 1

и |t| = p2. Тогда 1 6= tp ∈ P и [tp, c] = 1, т. е. tp ∈ Z(P1) = (z). Так
как t, H̃g < CG(c) и tp ∈ P̃ , то t ∈ Hg \ H̃g (лемма 2.1.1) и P̃ gλ(t) —
подгруппа из Hg. Но в наших рассуждениях |t| = p2, что противоречит
условию 1. Следовательно, P̃ — циклическая группа и ввиду условия 1
лемма полностью доказана.

Лемма 2.1.4. Если G — нечетная группа, то H̃g ∩H = 1.
Доказательство. Предположим противное. Тогда H̃g ∩ H 3 c 6= 1

и cp = 1. По лемме 2.1.3 P = P̃ λ(c) и S = P̃ gλ(z) — силовские p-
подгруппы в H и в Hg соответственно, причем (c) = Z(S) и (z) = Z(P ).
Существует силовская p-подгруппа P1 = P̃ λ(a) < H такая, что P g1 = S

и (z) = (a)g. P1 и P сопряжены в H (теорема 36), т. е. существует h ∈ H
такой, что P h = P1 и (c)h = xa (x — некоторый элемент из P̃ ). Но xa
сопряжен с a некоторым элементом b ∈ P1 < H (теорема 33). Таким
образом, P hbg = S, (c)hbg = z, (z)hbg = c, т. е. неединичный элемент
hbg ∈ G переставляет подгруппы (c) и (z) и тем самым имеет четный
порядок, что противоречит нечетности G. Лемма доказана.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что G — нечетная группа,
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a — элемент простого порядка p из H̃, Lg =
〈
a, g−1ag

〉
, g ∈ G \H, P̃ —

силовская p-подгруппа из H̃, Pa — силовская p-подгруппа из Lg, содер-
жащая Ra = Lg∩P̃ , Pg−1ag — силовская p-подгруппа из Lg, содержащая
Pg−1ag = Lg ∩ P̃ g. Так как P̃ / H, то очевидно, Ra / Lg ∩H.

Следствие 2.1.1 Lg 6< Hx (x ∈ G).
Доказательство. Предположим Lg < Hx. Тогда по лемме 2.1.4

Lg < H̃x и g−1ag ∈ CG(a). CG(a) бесконечен, поэтому g−1ag ∈ H, что
противоречит лемме 2.1.4.

Следствие 2.1.2 Если Pa — черниковская группа, то Pa < H.
Доказательство. Так как Ra∩Z(NPa(Ra)) = 1 [18], то NPa(Ra) < H

(лемма 2.1.1). Но элементы из Ra не сопряжены в G с элементами из
H∩Pa\Ra (лемма 2.1.4). Тогда NPa(NPa(Ra)) = NPa(Ra). Отсюда ввиду
нормализаторного условия в черниковских p-группах [18] NPa(Ra) = Pa
и Pa < H.

Лемма 2.1.5. Силовская p-подгруппа Tp группы T = H ∩ Hg цик-
лическая (p ∈ π(H̃), T 6= 1).

Доказательство. Предположим противное. Тогда, так как p 6= 2, Tp
обладает элементарной абелевой подгруппой (a) × (b). По лемме 2.1.4
P̃ λ((a) × (b)) — подгруппа из H и P̃ gλ((a) × (b)) — подгруппа из Hg.
Можно считать, что C

P̃
(a) бесконечен (теорема 34). Тогда CG(a) < H,

что противоречит лемме 2.1.4.
Лемма 2.1.6. Если Lg конечна, то Ra — циклическая группа.
Доказательство. Предположим противное. Тогда порядок нижнего

слоя Ba группы Ra больше p. Группа Lg разрешима по теореме Файта—
Томпсона (теорема 37). Пусть M — минимальная нормальная подгруп-
па группы Lg. M — элементарная абелева q-группа [18].

1. |M | = qn и q 6= p. Рассмотрим группу MλBa. Если Ba регулярно
действует на M , то MλBa — группа Фробениуса (теорема 38) и |Ba| =
p (теорема 39), что противоречит сказанному о |Ba|. Следовательно,
найдутся неединичные элементы d ∈ M и b ∈ Ba, централизующие
друг друга. Так как b ∈ H̃, то d ∈ H (лемма 2.1.1) и CH(d) бесконечен
(теорема 35). Тогда CG(d) < H (лемма 2.1.1), в частности, M < H.
Отсюда и из Ra / Lg ∩ H вытекает: MλBa = M × Ba и C

H̃
(M) 6= 1.

Тогда CH(M) бесконечен (теорема 35). NG(M) ∩H > CH(M), поэтому
NG(M) < H (лемма 2.1.1). Следовательно, Lg < H, что противоречит
следствию 2.1.1 из леммы 2.1.4 и в случае |M | = qn, q 6= p.

2. |M | = pn. По теореме Силова [18] M < Pa ∩ Pg−1ag. Тогда по лем-
ме 2.1.5 |M | = p. M = Mo < Z(Pa) и Mo < Z(Pg−1ag) [18]. Так как
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Lg =
〈
a, g−1ag

〉
, то Mo < Z(Lg). Рассмотрим группу L̄g = Lg/Mo и M̄1

— ее минимальную нормальную подгруппу. Пусть M̄1 — p-группа и M1

— ее полный прообраз в Lg. По теореме Силова [18]M1 < Pa∩Pg−1ag. По
лемме 2.1.5 и выбору M̄1 M1 — циклическая группа порядка p2. По лем-
ме 2.1.4 M̄1×(ā) и M̄1×(g−1ag) — группы (ā = aMo, g−1ag = g−1agMo).
Следовательно, M̄1 < Z1(L̄g). Аналогично рассуждая относительно M1

и далее, построим максимальную нормальную p-подгруппу Mn группы
Lg. Группа Mn циклическая порядка pn+1 и Mi+1/Mi < Z(Lg/Mi).

Пусть K — полный прообраз минимальной нормальной подгруппы
группы Lg/Mn. По лемме Шура K = MnλKq, где Kq ' K/Mn. Из ниль-
потентностиKq [18] и изMi+1/Mi < Z(Lg/Mi) следует нильпотентность
K. Тогда K = Mn ×Kq [18] и по теореме Силова Kq / Lg. Таким обра-
зом, в Lg всегда найдется нормальная q-подгруппа (q 6= p) и случай 2
сводится к уже рассмотренному случаю 1. Лемма доказана.

Лемма 2.1.7. Если Lg конечна, то (a)/Lg∩H, Op′(Lg)∩H < CG(a).
Доказательство. Первое утверждение леммы следует из леммы

2.1.6 и из Ra / Lg ∩H. Пусть x ∈ Op′(Lg) ∩H. По первой части леммы
(a)λ(x) — группа. С другой стороны, a−1(x)a < ((a)λ(x))∩Op′(Lg) = (x).
Отсюда (a)λ(x) = (a)× (x).

Лемма 2.1.8. Если Lg конечна, то Lg = Op′(Lg)λ(a) — группа Фро-
бениуса.

Доказательство. Op′(Lg) = Op′ 6= 1, как было показано в лемме
2.1.6. Пусть S̄ — максимальная нормальная p-подгруппа группы L̄g =

Lg/Op′ и S — полный прообраз S̄ в Lg. По лемме Шура S = Op′λSp,
где Sp ' S̄. По лемме Фраттини Lg = Op′NLo(Sp) (*). По теореме
Силова [18] существует l ∈ Lg, такой, что P la = pg−1ag. Пусть x ∈ Pa и
xl = g−1ag. Из леммы 2.1.4 и леммы 2.1.6 вытекает, что (x) = (a), т. е.
(a)l = (g−1ag).

Докажем вначале, что 1) Lg = Op′λ(a). Если NLg(Sp) < H, то из
(a) / Lg ∩ H (лемма 2.1.7) и из (*) следует, что l можно выбрать в
Op′ . Отсюда Lg =

〈
a, g−1ag

〉
= 〈l, a〉 = Op′λ(a) и 1 доказано. Будем

предполагать, что NLg(Sp) 6< H.
Пусть 1 6= c ∈ NLg(Sp) \H. Тогда Hc ∩H > Sp и по лемме 2.1.5 Sp

— циклическая группа. Предположим a ∈ Sp. Так как S = Op′λSp / Lg,
то по теореме Силова [18] (a)l = (a)y (y — некоторый элемент из Op′).
Отсюда Lg = 〈a, y〉 = Op′λ(a) и 1) в случае a ∈ Sp доказано.

Предположим a /∈ Sp. Покажем, что это невозможно. Выберем Sp
так, что Pa . Sp. Тогда Sp × (a) / Pa (следствие 2.1.2 из леммы 2.1.4
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и лемма 2.1.7) и CLg(Sp)\ 3 a 6= 1 (**). Из (*) и выбора S̄ следует,
что CLg(Sp)/Sp не обладает p-подгруппами, нормальными вNLg(Sp)/Sp.
Ввиду (**) CLg(Sp)/Sp обладает неединичной максимальной нормаль-
ной в NLg(Sp)/Sp p

′-подгруппой F̄ . Пусть F – полный прообраз F̄ в Lg.
По лемме Шура F = Sp×Fp′ , где Fp′ ' F̄ . Поэтому Fp′ /NLg(Sp). Тогда
Op′Fp′ — нормальная p′-подгруппа в Lg и из определения Op′ следует
Fp′ < Op′ . Так как a — p-элемент из CLg(Sp)\Sp, то CLg(Sp) 6= F . Отсю-
да и из определения F̄ вытекает, что CLg(Sp)/F обладает неединичной
нормальной в NLg(Sp)/F p-подгруппой K̄. Пусть K — полный прообраз
K̄ в CLg(Sp). По теореме об изоморфизмах [18] Op′K/Op′ ' K/K ∩Op′ .
Так как K/Fp′ — p-группа и Fp′ < K, то и K/Op′ ∩K — p-группа. Отсю-
да и из определения K, Op′K/Op′ — нормальная в Lg/Op′ p-подгруппа,
строго содержащая S/Op′ , что противоречит выбору S. Следовательно,
a ∈ Sp и, как отмечалось выше, 1 полностью доказано.

Для доказательства того, что 2) Lg — группа Фробениуса, доста-
точно показать COp′ ((a)) = C = 1 (теорема 38). Докажем вначале, что
(Op′ , C) — пара Фробениуса. Ввиду разрешимости Lg (теорема 37) C
содержит неединичную минимальную характеристическую подгруппу
C1. Так как a ∈ C

H̃
(C1), то NG(C1) < H (теорема 35 и лемма 2.1.1), в

частности, NOp′ (C1) < H ∩Op′ . Отсюда и из леммы 2.1.7 NOp′ (C) = C.
Пусть x ∈ Op′ \C. Предположим, что C∩Cx = D 6= 1 и Dq силовская

q-подгруппа в D. Аналогично только что приведенным рассуждениям
получаем NOp′ (Dq) < C. Предположим, что Dq является силовской q-
подгруппой в Cx. Тогда по теореме Силова [18] Dcx

q = Dx
q (cx —

некоторый элемент из Cx). Отсюда cxx−1 = x−1c ∈ NOp′ (Dq) < C и
x ∈ C, а это противоречит выбору x. Следовательно, Dq не является
силовской q-подгруппой в Cx. Ввиду нормализаторного условия в ко-
нечных q-группах [18] NCx(Dq) \ Dq содержит неединичный q-элемент
y. Как было показано, NOp′ (Dq) < C, в частности, y ∈ Dq, что проти-
воречит выбору y. Следовательно, D = C ∩Cx = 1 (x ∈ Op′ \C). Таким
образом, (Op′ , C) — пара Фробениуса и Op′ = TλC [7, 72].

Отсюда Lg = 〈TλC〉λ(a). Тогда l ∈ T, Lg = 〈l, a〉 = Tλ(a) и C = 1, а
это завершает доказательство леммы.

Лемма 2.1.9. Пусть G — группа, H — собственная подгруппа, a —
элемент простого порядка p 6= 2 из H, такие, что Lg =

〈
g−1ag, a

〉
(g ∈

G\H) — группа Фробениуса с неинвариантным множителем (a). Тогда
G непроста.

Доказательство. Лемма является частным случаем теоремы из
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[123].
Теорема 2.1.1 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Сопряжен-

но бипримитивно конечная нечетная группа G с условием минималь-
ности локально конечна и является разрешимой черниковской [43].

Доказательство. Предположим, что G не является черниковской
группой. Тогда существует группа F , удовлетворяющая (i) — (iii) (тео-
рема 30) и обладающая бесконечной максимальной подгруппой H (тео-
ремы 1.2.3, 30). Как показано выше, Lg =

〈
a, g−1ag

〉
— конечная группа

Фробениуса (a — некоторый элемент простого порядка из H̃, g ∈ F \H).
Тогда F непроста (теорема 40), что противоречит (iii). Следовательно,
G — черниковская группа. Разрешимость G следует из теоремы Файта–
Томпсона (теорема 37). Теорема доказана.

Следствие 2.1.3 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Если су-
ществует нечерниковская нечетная группа с условием минимально-
сти, то существует простая квазичерниковская нечерниковская груп-
па G =

〈
a, g−1ag

〉
, где a, g — некоторые элементы из G, причем a —

элемент простого порядка.
Почти дословно повторяя доказательство теоремы 1.3.5 и используя

теорему 2.1.1, легко доказать:
Теорема 2.1.2 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Для пери-

одической сопряженно бипримитивно конечной группы G следующие
условия эквивалентны:

(i) условие min-inf,
(ii) условие минимальности [43].
Доказательство. Предположив, что G удовлетворяет (i) и не удо-

влетворяет (ii), без ограничения общности будем считать, что G удо-
влетворяет условию:

(iii) любая подгруппа бесконечного индекса удовлетворяет (ii).
Ввиду теоремы 1.2.3 и эквивалентности условий (i) и (ii) в пери-

одических абелевых группах [13] максимальная полная абелева под-
группа A из G нетривиальна. Пусть T =

〈
g−1Ag/g ∈ G

〉
. Из (iii) и

теоремы 31 следует, что T удовлетворяет (ii). Любые две инволюции
в периодической группе порождают конечную подгруппу, поэтому T

— 2-бипримитивно конечная группа. Тогда силовские 2-подгруппы в
T (S — одна из них) сопряжены (теорема 1.3.4). По лемме Фраттини
G = NG(S)T . Если |G : NG(S)| бесконечен, то из (iii) вытекает, что G
удовлетворяет (ii) вопреки предположению. Следовательно, |G : NG(S)|
конечен. Так как |T : T ∩NG(S)| ≤ |G : NG(S)|, то T = T ∩NG(S) (теоре-
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ма 31) и S / T . Отсюда и из черниковости S [106]: T̄ = T/S — нечетная
сопряженно бипримитивно конечная группа (теорема 7). По теореме
2.1.1 T̄ — черниковская группа, и, следовательно, T — черниковская
группа (теорема 41). Ввиду выбора A T̃ = A. Группа G/A обладает
бесконечной полной абелевой подгруппой A1/A (теорема 1.2.2). Тогда
A1 — полная абелева группа [24] и A1 6= A, что противоречит выбору
A. Следование (ii)⇒ (i) очевидно, и теорема полностью доказана.

Из теорем 2.1.1, 2.1.2 вытекает:
Теорема 2.1.3 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков). Периоди-

ческая сопряженно бипримитивно конечная без инволюций группа с
условием min-inf локально конечна и является разрешимой черников-
ской [43].

§ 2.2. Бесконечные локально конечные подгруппы в группах
Шункова

В этом параграфе найдены достаточные признаки вложения элемен-
та простого порядка в относительно хорошую бесконечную подгруппу
(с нетривиальной конечной нормальной подгруппой) или в бесконечную
локально конечную подгруппу.

В качестве приложения теорем 3.3.1, 2.2.2 дается описание перио-
дических сопряженно бипримитивно конечных групп без инволюций с
условием примарной минимальности. Оказалось, что все такие группы
локально конечны (теорема 2.2.3). Теорема 2.2.3 доказана В.П. Шунко-
вым совместно с А.К. Шлепкиным.

Лемма 2.2.1. Пусть G — группа, M — бесконечное множество ко-
нечных разрешимых подгрупп из G, содержащих некоторый элемент
a простого порядка p, удовлетворяющего следующему условию *): эле-
мент a не содержится ни в бесконечной подгруппе с нетривиальной
конечной нормальной разрешимой подгруппой, ни в бесконечной ло-
кально конечной и локально разрешимой подгруппе. Тогда имеют ме-
сто следующие утверждения:

1) M = A1
⋃

A2
⋃
. . .
⋃
An
⋃
Y, где Y — конечное множество и n —

конечное число, а пересечение подгрупп любого бесконечного подмноже-
ства множества Ai совпадает с пересечением Ti подгрупп множества
Ai (i = 1, 2, . . . , n);
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2) в каждой подгруппе, содержащей a, из Ti абелева нормальная
подгруппа является циклической, содержащейся в CG(a);

3) если H — подгруппа из G и F — ее нильпотентный радикал, то
H = FHλTi и FHCH(a) — группа Фробениуса с ядром FH и неинвари-
антным множителем CH(a);

4) силовские p-подгруппы из Ti — циклические или обобщенные груп-
пы кватернионов.

Доказательство. Возьмем произвольное бесконечное подмножество
M1 множества M и обозначим через S1 пересечение всех подгрупп
из M1. Множество M1 может обладать таким бесконечным подмно-
жеством M2, что пересечение S2 всех подгрупп из M2 отлично от S1.
Относительно M2 рассуждаем аналогично и т.д. и в результате этого
получим строго возрастающую цепочку конечных подгрупп

S1 < S2 < . . . < Sk < . . .

Если бы эта цепочка не обрывалась на конечном номере, то ее объ-
единение было бы бесконечной локально конечной подгруппой, содер-
жащей элемент a вопреки условию *). Следовательно, построение этой
цепочки оборвется на некотором номере k, т. е. множество Mk облада-
ет следующим свойством 1): пересечение всех подгрупп из бесконечного
подмножества совпадает с пересечением всех подгрупп из самого беско-
нечного множества. Для множества Mk таким пересечением является
подгруппа T1 = Sk.

Очевидно, объединение всех подмножеств множества M, обладаю-
щих свойством 1) и имеющих в качестве пересечений своих подгрупп
подгруппу T1, также обладает свойством 1). Следовательно, существует
максимальное подмножество N, обладающее свойством 1) и имеющее в
качестве пересечения всех своих подгрупп подгруппу T1.

Исследуем подгруппы из N.
Пусть H — произвольная подгруппа из N, B — подгруппа из T1, и

такая, что NG(B) конечен. Докажем, что

а. Лишь для конечного числа подгруппH изN имеет местоNH(B) 6≤
T1.

Действительно, если это не так, то в N существует бесконечное под-
множество B и такое, что NH(B) 6≤ T1 (∀H ∈ B). Так как, по предполо-
жению, NG(B) конечен, то, очевидно, в этом случае B обладает таким
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бесконечным подмножеством B1, что

(
⋂

H∈B1

H)
⋂

(NG(B) \ T1) непусто;

но тогда множество N не обладает свойством 1) вопреки предположе-
нию. Полученное противоречиe доказывает утверждение а.

Число подгрупп из T1 с конечными нормализаторами в G конечно.
Отсюда и из а вытекает, что N обладает подмножеством A1, не содер-
жащим лишь конечное число подгрупп из N, и таким, что

б. T1 ∈ A1 для каждой подгруппы B из T1 с конечным NG(B) имеет
место

NH(B) ≤ T1 (∀H ∈ A1).

Далее, ввиду условия *) и конечности CG(a), каждый неединичный эле-
мент из CG(a) почти регулярен в G.

Отсюда и из б вытекает, что
в. Для любой подгруппы H из A1 нормализатор любой неединичной

подгруппы из CH(a) в H принадлежит T1.
Обозначим через FH нильпотентный радикал подгруппы H из A1 и

докажем, что
г. FH

⋂
T1 = 1 (∀H ∈ A1).

Предположим, что для некоторой подгруппы K ∈ A1 пересечение
D = FK

⋂
T1 6= 1. Так как

FK / K, T1 6= K (T1 ∈ A1)

и в FK выполняется нормализаторное условие [18], то a ∈ NG(D) и
NK(D) 6≤ T . Бесконечность NK(D) противоречила бы условию *), а
поэтому NG(D) конечен. Однако и в этом случае мы получаем проти-
воречия с NK(D) 6≤ T и утверждением б. Следовательно, утверждение
г верно.

Пусть Q — элементарная абелева q-подгруппа из T1 и a ∈ NG(Q).
д. q 6∈ π(FH) (∀H ∈ A1).
Предположим, что д неверно. В этом случае A1 обладает подгруппой

M , такой, что q ∈ π(FM ). Пусть P — силовская q-подгруппа из M и
Q < P . Так как q ∈ π(FM ) и Q

⋂
FM = 1, то P1 = FM

⋂
P 6= 1, P1 / P и

S = NM (Q)
⋂
P1 6= 1 [18]. Но a ∈ NG(Q) и Q 6= 1, и, согласно условию

*), NG(Q) — конечная группа, а поэтому ввиду утверждения б S <

NM (Q) ≤ T1. Однако 1 6= S ≤ FM
⋂
T1, что противоречит утверждению

г. Следовательно, q 6∈ π(FH), и д доказано.
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Теперь покажем, что Q — циклическая группа и Q < CG(a). Сна-
чала рассмотрим cлучай, когда q = p. Предположим, что Q 6= (a), а
так как a ∈ NH(Q), то в Q существует элемент r порядка q и такой,
что r ∈ CH(a) и r 6∈ (a) [78]. Но тогда, очевидно, не нарушая общности
рассуждений, можно предполагать, что Q = (r)× (a). Согласно утвер-
ждению д, q 6∈ π(FH) и некоторый элемент порядка q из Q централизу-
ет неединичный элемент из FH (теорема 39). Однако это противоречит
утверждениям в и г. Случай q = p рассмотрен.

Пусть q 6= p. По теореме Машке [18] Q = R1 × R2, где R1 < GH(a)

и R2λ(a) — либо группа Фробениуса, либо R2 = 1. Если бы R1 не бы-
ла циклической группой, то на основании утверждения д и теоремы 39
заключили бы, что некоторый элемент h порядка q из R1 централизует
единичный элемент из FH . Но тогда, ввиду утверждения в, CH(h) ≤ T1

и FH
⋂
T1 6= 1 вопреки утверждению г). Следовательно, R1 — цикличе-

ская группа.
Докажем, что R2 = 1. Предположим противное, т. е. R2 6= 1. Вви-

ду утверждений в, г элемент a индуцирует в FHλR2 регулярный ав-
томорфизм простого порядка (это нетрудно показать), и, по теореме
Томпсона [152], FHλR2 — нильпотентная группа. Но q 6∈ π(FH), а по-
этому R2 < X = CH(FH)FH . Подгруппа X разрешима, X /H и X 6= F ,
F < X, а так как X/F / H/F , то X/F обладает нетривиальной абе-
левой подгруппой C̄ нормальной в H/F . Очевидно, полный прообраз
C подгруппы C̄ является нормальной нильпотентной подгруппой в H
и C 6= FH , FH < C. Но тогда FH не есть нильпотентный радикал во-
преки предположению теоремы. Следовательно, R2 = 1 и Q — цикли-
ческая группа из CG(a). В частности, мы доказали, что в силовской
p-подгруппе из T1 элемент a содержится в единственной элементар-
ной абелевой подгруппе. В этом случае, как известно [78], силовские
p-подгруппы из T1 — циклические или обобщенные группы кватернио-
нов. Одновременно мы также доказали, что

ж. FHCH(a) — eсть группа Фробениуса с неинвариантным множи-
телем CH(a) и ядром FH . Остается доказать, что H = FHλT1.

Рассмотрим фактор-группу H̄ = H/FH , и пусть L̄ — элементарная
абелева нормальная q-подгруппа из H̄, ā = aFH . Если бы CH̄(a)

⋂
L̄ =

1, то отсюда и из утверждения ж вытекало бы, что a индуцирует ре-
гулярный автоморфизм простого порядка в подгруппе L (L — полный
прообраз L̄), и L была бы нильпотентной [152]. А так как L/H, FH ≤ L и
FH 6= L, то нильпотентность L противоречила бы определению подгруп-
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пы FH . Следовательно, CH̄(ā)
⋂
L̄ 6= 1 и, кроме этого, p 6∈ π(FH) (утвер-

ждение д). Отсюда и из леммы Фраттини вытекает, что некоторый
неединичный q-элемент h из L принадлежит CH(a). Но тогда, согласно
утверждению д, q 6∈ π(FH). В этом случае, используя известные факты
о конечных разрешимых группах [18], представим L в виде L = FHλR,
где R — элементарная абелева q-группа и h ∈ R. На основании утвер-
ждения в заключаем, что R < T1. Очевидно, a ∈ NH(R) и, по доказан-
ному выше, R = (h) < CG(a). По лемме Фраттини H = FHHG((h)) и,
ввиду утверждений в, г, NG((h)) ≤ T1 и H = FHλT .

Если множество M\A1 бесконечно, то, используя аналогичные сооб-
ражения, что и при построении подмножества A1, построим подмноже-
ства A2 с пересечением T2 своих подгрупп, обладающие всеми свойства-
ми, перечисленными в лемме. Ввиду самого способа построения подмно-
жеств A1,A2, подгруппы T1 и T2 различны. Рассуждая таким образом
далее, построим последовательность подмножеств

A1,A2, . . . ,Ak, . . . ,

где Ak — подмножество из M \ (A1
⋃
A2
⋃
. . .
⋃
Ak−1), обладающее все-

ми свойствами, перечисленными в лемме, с пересечением Tk своих под-
групп, причем

Tk 6= T1, T2, . . . , Tk−1 (k = 2, 3, . . .).

По доказанному выше, Tk нормализует некоторую неединичную цикли-
ческую подгруппу из CG(a). А число таких циклических подгрупп из
CG(a) конечно, и их нормализаторы в G конечны (условие *). Отсю-
да следует, что число подгрупп типа Tk конечно. Но тогда, очевидно,
процесс построения последовaтельности A1,A2, . . . ,Ak, . . . , оборвется на
конечном номере n, т. е.

M \ (A1

⋃
A2

⋃
. . .
⋃

An) = Y

есть конечное множество. Лемма доказана.
Теорема 2.2.1 (В.П. Шунков). Пусть G — группа, содержащая

абелеву подгруппу бесконечного периода, t — элемент простого порядка
p из G, удовлетворяющие следующему условию **):

〈
t, g−1tg

〉
(∀g ∈ G)

— конечная разрешимая группа.
Тогда элемент t содержится либо в бесконечной подгруппе с нетри-

виальной конечной нормальной разрешимой подгруппой, либо в беско-
нечной локально конечной и локально разрешимой подгруппе [125].
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Доказательство. Пусть A — абелева подгруппа бесконечного пери-
ода группы G. Очевидно, нам достаточно рассмотреть случай, когда
CG(t) — конечная группа.

Итак, пусть CG(t) конечен. Но тогда, очевидно, множество M под-
групп типа

〈
t, g−1tg

〉
(∀g ∈ A) бесконечно. Предположим, что теорема

неверна. При этом предположении мы находимся в условиях леммы. По
лемме 2.2.1, M разбивается на подмножества, обладающие свойствами,
перечисленными в ней:

M = A1

⋃
A2

⋃
. . .
⋃

An
⋃

Y.

Введем обозначения: F — совокупность элементов нильпотентных
радикалов подгрупп из M \G, B — множество элементов вида rl

(r ∈ NG((t)), l ∈ Ti, i = 1, 2, . . . , n), X = {g ∈ A|
〈
t, g−1tg

〉
∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n}.

Очевидно, B конечно, а X не содержит лишь конечное число элементов
из A.

Пусть b — произвольный элемент из X. Ввиду определения X най-
дется такой номер k, что

〈
t, b−1tb

〉
∈ Ak. На основании теоремы Си-

лова [18] и леммы 2.2.1 заключаем, что в F и Tk существуют соот-
ветственно такие элементы c и l1, что l1cb−1tbc−1l−1

1 ∈ (t). Очевидно,
bc−1l−1

1 = r1 ∈ NG((t)) и b = r1l1c = sc(s ∈ B, c ∈ F ).
Таким образом, доказано:
а. Каждый элемент b из X есть произведение некоторого элемента

s из B на некоторый элемент c из F : b = sc.
Так как B конечно, то из а вытекает, что X обладает разбиением

на конечное число подмножеств

X = X1

⋃
X2

⋃
X3

⋃
. . .
⋃
Xm, 2.2.1

таким, что любой элемент b ∈ Xi имеет вид b = sicb, где si, cb — неко-
торые элементы соответственно из B, F, i = 1, 2, . . . ,m.

Очевидно, что для любого подмножества J из A существует такой
номер k, что Jk = J

⋂
Xk бесконечно.

б. Докажем, что A — периодическая группа. Предположим, что A
обладает бесконечной циклической подгруппой J . В этом случае под-
множества Jk обладают двумя различными элементами b1 и b2. Соглас-
но утверждению а) и разбиению (2.2.1)

b1 = skc1, b2 = skc2 (c1, c2 ∈ F ).
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Отсюда получим

d = b−1
2 b1 = c−1

2 c1 = (tc2)−1tc1.

Далее, d принадлежит бесконечной циклической подгруппе J и d 6=
1, а поэтому |d| =∞. Но, с другой стороны, d ∈ L = 〈tc1, tc2〉 и элементы
tc1, tc2 сопряжены с t (определение множества F и лемма 2.2.1) и, по
условию **), L конечна. А так как d ∈ L, то |d| < ∞ вопреки выше
доказанному |d| = ∞. Полученное противоречие означает, что в A нет
элементов бесконечного порядка.

Итак, A — периодическая группа.
Так как в G выполняется условие *) леммы 2.2.1, то CG(t) коне-

чен, нормализаторы неединичных циклических подгрупп из CG(t) в G
конечны и их число конечно. Следовательно, порядки этих нормализа-
торов ограничены некоторым числом f .

Докажем, что
в. A не обладает квазициклической q-подгруппой Jk. Порядки эле-

ментов из Jk не ограничены в совокупности, а поэтому существует бес-
конечная последовательность элементов из Jk

b1 = skc1, b2 = skc2, . . . , bm = skcm, (2.2.2)

такая, что |b−1
m b1| > f (m = 2, 3, . . .)(cm ∈ F,m = 1, 2, . . .). Из (2.2.2)

получим dm−1 = b−1
m b1 = c−1

m c1 = (tcm)−1tc1 (m = 2, 3, . . .).
Элементы tcm, tc1 сопряжены с t (определение F и лемма 2.2.1), и,

по условию **), Hm−1 〈tc1, tcm〉 — конечная группа. Но тогда последо-
вательность

H1, H2, . . . ,Hi, . . . (2.2.3)

бесконечна, и, не нарушая общности рассуждений, будем считать, что
все подгруппы из (2.2.3) различны. Пересечение всех подгрупп после-
довательности (2.2.3) содержит элемент tc1. Если бы для последова-
тельности (2.2.3) и элемента tc1 не выполнялось условие *), то, ввиду
сопряженности tc1 и t, оно не выполнялось бы и для t вопреки пред-
положению. Следовательно, последовательность (2.2.3) удовлетворяет
условиям леммы, а поэтому, не нарушая общности рассуждений, будем
считать, что подгруппа Hi обладает свойствами:

1) Hi = FiλT , где Fi — нильпотентный радикал подгруппы Hi(i =

1, 2, . . .);
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2) T есть пересечение всех подгрупп из (2.2.3) и является подгруппой
из нормализатора некоторой неединичной циклической подгруппы из
CG(tc1);

3) из утверждения (2.2.2) и сопряженности t и tc1 вытекает, что
l = |T | ≤ f .

По определению, di ∈ Hi и |di| > f . Отсюда и из утверждений 1), 3)
получим dli ∈ Fi(i = 1, 2, . . .), причем dli 6= 1. Далее, di ∈ J (i = 1, 2, . . .)

и J — квазициклическая группа, а она, как известно, обладает един-
ственной подгруппой R простого порядка. Но тогда R < F (i = 1, 2, . . .),
поскольку dli ∈ Fi ∩ J и dli 6= 1, а это означает еще, что R < T . Сле-
довательно, R < T

⋂
Fi и R 6= 1 вопреки утверждению 1). Полученное

противоречие означает, что A не обладает квазициклическими подгруп-
пами.

Теперь докажем, что
г. A не обладает силовской q-подгруппой J бесконечного периода.
Если бы J обладало конечной максимальной подгруппой конечного

периода, то J была бы бесконечной черниковской группой (теорема 43)
и, в частности, в ней существовала бы квазициклическая подгруппа
вопреки утверждению в. Следовательно, все максимальные подгруппы
конечного периода из J бесконечны. Отсюда и из бесконечности периода
J вытекает, что для любого числа qi (i = 1, 2, . . .) множество элементов
порядка qi бесконечно.

Теперь докажем существование такого номера k, что порядки эле-
ментов из Jk = Xk

⋂
J не ограничены в совокупности и Jk обладает

бесконечным подмножеством элементов заданного порядка. Действи-
тельно, предположим, что Js при любом s не обладает отмеченными
выше свойствами. Это означает, что в Js либо порядки элементов огра-
ничены в совокупности, либо для каждого числа qi(i = 1, 2) существует
лишь конечное число элементов порядка qi. А так как

Q = J1

⋃
J2

⋃
. . .
⋃
Jn

не содержит лишь конечное число элементов из J и n — конечное чис-
ло, то, очевидно, и для J справедливо это утверждение. Но тогда мы
придем к противоречию с тем, что J обладает бесконечным периодом
и для любого числа qi(i = 1, 2, . . .) множество элементов порядка qi из
J бесконечно. Следовательно, для некоторого k подмножество Jk об-
ладает бесконечным подмножеством L элементов порядка u, причем
порядки элементов из Jk не ограничены в совокупности. Элементы из
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L упорядочим в виде последовательности

b2, b3, . . . , bi. (2.2.4)

Так как Jk обладает элементами сколь угодно больших порядков, то
в Jk выберем такой элемент b1, чтобы выполнялось неравенство |bu1 | > f .
Добавим b1 к последовательности (2.2.4) и с учетом разбиения (2.2.1) и
утверждения а напишем

b1 = skc1, b2 = skc2, . . . , bi = skci . . . (ci ∈ F, i = 1, 2, . . .).

Отсюда получим b−1
i b1 = c−1

i c1 = (tci)
−1tc1 (i = 2, 3, . . .). По предполо-

жению, u = |bi| (i = 2, 3, . . .) и b−1
i b1 = b1b

−1
i , а поэтому (b−1

i b1)u = bu1 .
Следовательно,

bui ∈ гр(tc1, tci) (i = 2, 3, . . .)

и |bu1 | > f . Теперь, рассуждая так же, как и при рассмотрении случая
в, мы придем к противоречию с условием *). Полученное противоречие
означает, что π(A) бесконечно.

Чтобы завершить доказательство теоремы, остается доказать невоз-
можность случая

д. π(A) бесконечно.
Если q — произвольное число из π(A), то, не нарушая общности рас-

суждений, будем предполагать, что q > f . Как известно [18], A разла-
гается в прямое произведение примарных силовских подгрупп. Из каж-
дого множества этого произведения выберем по одному элементу про-
стого порядка и составим подмножество J . Так как π(A) — бесконечное
подмножество, то J бесконечно и для некоторого числа k, Jk = Xk

⋂
J

также бесконечно.
Пусть b1, b2, . . . , bi — элементы множества Jk и p1, p2, . . . , pi — соот-

ветственно их порядки. Так как bib−1
i = b−1

i b и (pi, p1) = 1 (i = 2, 3, . . .),
то b1 ∈ (b−1

i b1) [18] и, кроме этого, еще |b1| = p1 > f . Дальше дослов-
но повторим с соответствующего места рассуждения из рассмотренного
случая в и получим противоречие с условием *).

Все возможные случаи разработаны, и каждый из них привел нас к
противоречию с условием *) леммы 2.2.1, а это означает, что утвержде-
ние теоремы верно. Теорема доказана.

Теорема 2.2.2 (В.П. Шунков). Во всякой бесконечной периодиче-
ской сопряженно бипримитивно конечной группе без инволюций, удо-
влетворяющей условию минимальности для абелевых p-подгрупп по
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всем p, каждый элемент простого порядка содержится в бесконечной
локально конечной подгруппе [125].

Доказательство. ПустьG— группа, удовлетворяющая условию тео-
ремы. Ввиду этих условий и по теореме 1.2.2, G обладает бесконеч-
ной абелевой периодической подгруппой A. Подгруппа A удовлетворяет
условию минимальности для p-подгрупп по всем p, а поэтому ее силов-
ская p-подгруппа либо конечна, либо является конечным расширением
бесконечной полной подгруппы. Отсюда по теореме 43, очевидно, выте-
кает бесконечность периода подгруппы A.

Пусть t — произвольный элемент простого порядка из G. Так как G
сопряженно бипримитивно конечна, то подгруппы

〈
t, g−1tg

〉
(∀g ∈ G)

конечны нечетного порядка и, по теореме Файта–Томпсона (теорема
37), разрешимы. Следовательно, тройка (G,A, t) удовлетворяет всем
условиям теоремы 2.2.1. По этой теореме G обладает бесконечной под-
группой H1, содержащей t и являющейся либо локально конечной и
локально разрешимой, либо в H1 существует конечная неединичная
нормальная разрешимая подгруппа R1. Если H1 локально конечна,
то утверждение теоремы доказано. Пусть H1 — не локально конечная
группа. Фактор-группа G = H1/R1 сопряженно бипримитивно конеч-
на и, очевидно, удовлетворяет условиям теоремы, а поэтому, по тем
же соображениям, что и выше, она обладает абелевой подгруппой A1

бесконечного периода. Обозначим через t1 элемент из G1, выбранный
следующим образом: при t ∈ R1 положим t1 = tR; если же t ∈ R1,
то в качестве t1 выбираем из G1 некоторый элемент простого поряд-
ка. Очевидно, тройка (G1, A1, t1) удовлетворяет всем условиям теоре-
мы 2.2.1 и, по тем же соображениям, что и выше, G1 обладает беско-
нечной подгруппой H̄2 с неединичной конечной нормальной разреши-
мой подгруппой R̄2 в случае, если H̄2 не локально конечна, и t1 ∈ H̄2

(H2, R2 — полные прообразы соответственно H̄2 и R̄2 в H1). Относи-
тельно фактора-группы H2/R2 рассуждаем аналогично предыдущему.
Рассуждая таким образом, построим убывающую цепочку бесконечных
подгрупп

H1 ≥ H2 ≥ . . . ≥ Hu ≥ . . . (2.2.5)

и строго возрастающую цепочку конечных подгрупп

R1 < R2 < . . . < Ru < . . . , (2.2.6)

причем Ru / Hu.
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Если процесс построения цепочки (2.2.5) оборвется на конечном но-
мере k, то это будет означать, что Hk+1 — бесконечная локально ко-
нечная подгруппа и t ∈ Hk+1. Пусть цепочка (2.2.5) не обрывается на
конечном номере. Но тогда и цепочка (2.2.6) не оборвется на конеч-
ном номере, и ее объединение R будет бесконечной локально конечной
группой, причем t ∈ NG(R). По теореме Шмидта (теорема 42), 〈R, t〉 —
локально конечная подгруппа из G, и теорема доказана.

Замечание 2.2.1. Теорема 2.2.2 остается справедливой, если пред-
положение, что G не содержит инволюций, заменить следующим:
любая конечная подгруппа из G разрешима.

Замечание 2.2.2. Группа Новикова—Адяна [37] удовлетворяет
условию минимальности для абелевых p-подгрупп по всем p [37]. Но
в ней всякая максимальная локально конечная подгруппа конечна (да-
же циклическая) [1], а поэтому в теореме 2.2.2 предположение, что
G сопряженно бипримитивно конечна, является существенным.

Теорема 2.2.3 (В.П. Шунков, А.К. Шлепкин). Всякая перио-
дическая сопряженно бипримитивно конечная группа без инволюций с
условием примарной минимальной локально конечна [125].

Доказательство. Пусть G — группа, удовлетворяющая условиям
теоремы, и предположим, что для G теорема неверна. Ввиду теоремы
45, G обладает периодической полной частью A и G/A сопряженно би-
примитивно конечна с конечными силовскими p-подгруппами по всем
p. Очевидно, G/A удовлетворяет условию примарной минимальности,
причем для G/A теорема также неверна. Поэтому в дальнейшем будем
предполагать, что периодическая полная часть группы G тривиальна и
силовские p-подгруппы из G конечны по всем p.

Лемма 2.2.2. Для G справедливы утверждения:
1) любая локально конечная подгруппа из G локально нормальна;
2) для любого p ∈ π(G) силовские p-подгруппы из G конечны;
3) если K — конечная подгруппа из G, то NG(K) бесконечен.
Доказательство. Утверждение 2) доказано выше, а из него и тео-

ремы 46 вытекает утверждение 1).
Докажем 3). По условию теоремы и по теореме 37, K разрешима,

и пусть a1 — элемент порядка p из некоторой элементарной абелевой
p-подгруппы R изK. Так как G бесконечна, то из утверждения 2) и тео-
рем 3.1.2, 3.2.1 вытекает, что G обладает абелевой подгруппой бесконеч-
ного периода. Но тогда, по теореме 2.2.1, a1 содержится в бесконечной
подгруппе M1, либо являющейся локально конечной, либо обладающей
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нетривиальной конечной нормальной подгруппой. Если M1 локально
конечна, то, по утверждению 1), она локально нормальна и a ∈ M1.
Как известно [24], в локально нормальной группе централизатор любо-
го элемента имеет конечный индекс в ней. Отсюда, ввиду бесконечности
M1, вытекает бесконечность CG(a1).

Пусть M1 обладает нетривиальной конечной нормальной подгруп-
пой B1 и a 6∈ B1 (если бы a ∈ B1, то, очевидно, CG(a1) был бы бесконеч-
ным). Ввиду теоремы 44, M1/B1 сопряженно бипримитивно конечна,
удовлетворяет условиям теоремы и бесконечна. Как показано выше, в
этом случае элемент a1B1 содержится в бесконечной подгруппеM2, ли-
бо являющейся локально конечной, либо обладающей конечной нетри-
виальной нормальной подгруппой (M2 — полный прообраз подгруппы
M2 в M1). Если M2 локально конечна, то, очевидно, и M2 локально
конечна, и a1 ∈ M2. Используя те же соображения, что и при рас-
смотрении пары (a1,M1), докажем бесконечность CG(a). Пусть B2 —
конечная нетривиальная нормальная подгруппа из M2 (B2 — полный
прообраз подгруппы B2 в M1). Относительно пары (B2,M2) рассужда-
ем аналогично предыдущему.

Рассуждая таким образом, построим строго возрастающую цепочку
конечных подгрупп

B1 < B2 < . . . < Bn < . . . (2.2.7)

такую, что a ∈ NG(Bn) и NG(Bn) (n = 1, 2, . . .) бесконечен.
Если цепочка (2.2.7) обрывается на конечном номере, то из способа

ее построения вытекает, что CG(a) бесконечен. Пусть цепочка (2.2.7) не
обрывается на конечном номере и B — ее объединение. Подгруппа B
локально конечна и a ∈ NG(B). По теореме Шмидта (теорема 42), 〈B, a〉
локально конечна, причем она бесконечна. В этом случае, как показано
выше, CG(a1) бесконечен.

Итак, H1 = CG(a1) — бесконечная группа и R1 < H1. Пусть
a1, a2, . . . , as — все элементы подгруппы R1. По доказанному выше,
H2 = CH1(a2) — бесконечная группа и R1 ∈ H2. Рассуждая таким об-
разом, построим убывающую цепочку бесконечных подгрупп:

G = H0 > H1 > H2 > . . . > Hs,

где Hi+1 = CHi(ai+1) (i = 0, 1, . . . , s− 1).
Очевидно, Hs = CHs−1(R1), и, следовательно, M = NG(R1) бесконе-

чен.
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Пусть
R1 < R2 < . . . < Rm = K (2.2.8)

— нормальный ряд с элементарными факторами.
Утверждение 2) леммы будем доказывать индукцией по длине ряда

(2.2.8). Если m = 1, то бесконечность подгруппы L доказана выше.
Пусть m > 1, фактор-группа L̄ = L/R1 бесконечна и удовлетворяет
всем условиям теоремы. Подгруппа K̄ = K/R1 конечна, и длина ее ряда
типа A1,A2, . . . ,Ak, . . . , равна m−1. По индуктивному предположению,
NL̄(K̄) бесконечен. Но тогда, по теореме о гомоморфизмах [18], NL(K)

является также бесконечным. Лемма доказана.
Если бы p-элементы из G для любого p ∈ π(G) порождали конеч-

ную подгруппу, то, очевидно, и все элементы конечного порядка из G
порождали бы локально конечную подгруппу вопреки предположению
относительно группы G. Следовательно, найдется такое q из π(G), что
q-элементы из G не будут порождать конечной подгруппы. А так как G
удовлетворяет условию q−min, то в качестве G можно выбрать группу,
удовлетворяющую условиям теоремы и такую, что в любой ее собствен-
ной подгруппе q-элементы порождают конечную подгруппу, а она сама
обладает бесконечным множеством q-элементов (лемма Дицмана [24]).

В дальнейшем будем предполагать, что группа G выбрана в соот-
ветствии с указанными выше требованиями. Далее, согласно теореме
Шмидта (теорема 42), G обладает локально конечным радикалом R(G).
Ввиду теорем 44, 46, G/R удовлетворяет условиям теоремы.

Предположим, что число q-элементов из G/R(G) конечно. По лем-
ме Дицмана [24], они порождают конечную нормальную подгруппу B̄ в
G/R(G) (B — полный прообраз подгруппы B̄ в G). По теореме о гомо-
морфизмах [18], B/G, и, по теореме Шмидта (теорема 42), B — локаль-
но конечная группа. Но тогда, ввиду определения локально конечного
радикала, получим B = R(G), т. е. все q-элементы из G содержатся в
R(G). Но, по лемме 2.2.2, R(G) — локально нормальная группа, причем
силовские p-подгруппы из R(G) конечны по всем p. Отсюда вытекает,
что все q-элементы из R(G) (а это означает, что все q-элементы из G)
порождают конечную подгруппу вопреки предположениям о группе G.
Следовательно, множество q-элементов из G/R(G) бесконечно.

Пусть Q — силовская q-подгруппа из G. Докажем, что Q можно вло-
жить в конечную подгруппу L, удовлетворяющую следующему условию

γ): L совпадает с замыканием подгруппы Q в L, и подгруппа L
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не содержится ни в какой большей конечной подгруппе, обладающей
таким свойством.

Действительно, предположим, что мы уже построили строго возрас-
тающую цепочку конечных подгрупп

L1 < L2 < . . . < Ln < . . . , (2.2.9)

где Ln (n = 1, 2, . . .) есть замыкание подгруппы Q в Ln. Если бы цепоч-
ка (2.2.9) не обрывалась на конечном номере, то ее объединение L было
бы бесконечной локально конечной группой, а ввиду леммы 2.2.2 мно-
жество q-элементов из L порождало бы конечную подгруппу. Однако
это противоречит определению цепочки (2.2.9). Следовательно, постро-
ение цепочки (2.2.9) оборвется на конечном номере, а это означает, что
существует подгруппа, удовлетворяющая условию γ).

Лемма 2.2.3. Для доказательства теоремы 2.2.3 достаточно рас-
смотреть группу G, удовлетворяющую условиям теоремы и обладаю-
щую следующими свойствами:

1) множество q-элементов из G бесконечно;
2) в любой собственной подгруппе из G множество q-элементов

порождает конечную подгруппу;
3) если Q — силовская q-подгруппа из G, то она содержится в

конечной подгруппе L1, удовлетворяющей условию γ);
4) группа G обладает единичным локально конечным радикалом.
Доказательство леммы изложено выше.
В дальнейшем будем предполагать, что группа G выбрана в соответ-

ствии с требованиями, указанными в лемме 2.2.3 и G — периодическая
группа.

Лемма 2.2.4. Пусть L — подгруппа, определенная в лемме 2.2.3,
и T = NG(L). Тогда порядки подгрупп Dx = T

⋂
T x(∀x ∈ G \T ) ограни-

чены в совокупности.
Доказательство. Так как L — конечная группа и L / T , то m = |T :

CT (L)| — конечное число. Предположим, что лемма неверна. В этом
случае найдется такой элемент x1 из G \ T , что |Dx1 | > m2.

Введем обозначения:

B = CT (L), M = Dx1

⋂
B, N = Dx

⋂
Bx1 , (4)

K = M
⋂
N. (5)

Очевидно, K / Dx1 и, по теореме Ремака [18], |Dx1 : K| ≤ m2. А так
как |Dx1 | > m2, то K 6= 1. Рассмотрим CG(K). Из определения K вы-
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текает, что L,Lx1 < CG(K). Если бы CG(K) = G, то K ≤ Z(G), а по
условию леммы G — периодическая группа. Но тогда K — локально
конечная нормальная подгруппа в G и K 6= 1, что противоречило бы
лемме 2.2.3 (утверждение 4). Следовательно, CG(K) 6= G. А так как
L,Lx1 < CG(K), то из определения подгруппы L, леммы 2.2.3 и теоре-
мы Силова [18] вытекает, что L = Lx1 , т. е. x1 ∈ NG(L) = T . Однако
это противоречит предположению, что x1 ∈ G \ T . Полученное проти-
воречие доказывает лемму.

Среди всех подгрупп типа Dx (∀x ∈ G \ T ) выбираем некоторую
подгруппу D наибольшего порядка. По лемме 2.2.4 такая подгруппа
существует в G.

Лемма 2.2.5. D 6= 1.

Доказательство. Предположим, чтоD = 1. Ввиду определения под-
группы D это, очевидно, означает, что G и T составляют пару Фробе-
ниуса и, по теореме 1.4.1, G = FλT — группа Фробениуса с неинва-
риантным множителем. Пусть a — элемент простого порядка P из T .
Подгруппа H = Fλ(a) является также бесконечной группой Фробени-
уса. Согласно лемме 2.2.2, H обладает бесконечной локально конечной
подгруппой X, содержащей a. Очевидно, X не будет локально нормаль-
ной группой вопреки лемме 2.2.2. Полученное противоречие завершает
доказательство леммы.

Переходим непосредственно к доказательству теоремы 2.2.3.
Пусть D = T

⋂
T1, где T1 — подгруппа, сопряженная с T в G. Вви-

ду лемм 2.2.4, 2.2.5, D — конечная группа и D 6= 1. По лемме 2.2.2, T ,
и T1 и H = HT (D), H1 = NT1(D), A = NG(D) — бесконечные группы.
Так как H1 ≤ T , то H̄ = H/D 6= Ā = A/D. Если бы Ā и H̄ не со-
ставляли пару Фробениуса, то, как легко видеть, это противоречило бы
определению подгруппы D. Следовательно, (Ā, H̄) — пара Фробениуса.
Но фактор-группа Ā = A/D бесконечна и удовлетворяет всем усло-
виям теоремы. Те же соображения, что и при доказательстве леммы,
приведут нас к противоречию с леммой 2.2.2. Полученное противоречие
завершает доказательство теоремы.

В предположении, что G не содержит инволюций, используя лемму
2.1 из работы Н.Д. Подуфалова [50] и свойства подгрупп из M, описан-
ные в нашей лемме, сразу же получим, что в M почти все подгруппы
являются группами Фробениуса. Отсюда, из леммы 1 [99] и из кри-
терия непростоты бесконечных групп, доказанного А.И. Созутовым и
В.П. Шунковым, вытекает, как нетрудно показать, следующий резуль-
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тат. Во всякой q-сопряженно бипримитивно конечной группе без инво-
люций с бесконечным множеством элементов конечного порядка для
каждого элемента порядка q либо этот элемент содержится в бесконеч-
ной локально конечной подгруппе, либо в его централизаторе бесконеч-
но много элементов конечного порядка.

Последнее утверждение можно отбросить в случае сопряженной би-
примитивной конечности группы, что значительно усиливает теорему
2.2.2.

§ 2.3. Группы со слабо сопряженно бипримитивно конечным
централизатором инволюции

Понятие бесконечно изолированной подгруппы впервые было вве-
дено в работе [107] в связи с абстрактной характеризацией групп типа
PGL(2,K) над локально конечным полем K нечетной характеристики.
Оно сыграло исключительно важную роль в решении проблемы мини-
мальности С.Н. Черникова [107, 116] и занимает центральное место в
построении теории локально конечных групп с различными условиями
конечности [113, 116, 119].

Решение проблемы минимальности С.Н. Черникова в других клас-
сах периодических групп [43, 124] также вызвало необходимость рас-
смотрения периодических групп с бесконечно изолированной подгруп-
пой. Как и в случае локально конечных групп [109], здесь приходится
рассматривать ситуацию, когда бесконечно изолированная подгруппа
является одновременно и сильно вложенной. В этом параграфе данная
ситуация выделена "в чистом виде т. е. рассмотрен класс периодиче-
ских групп с сильно вложенной бесконечно изолированной подгруппой.
На примерах показано, что этот класс групп достаточно широк и вклю-
чает в себя не только локально конечные группы. Периодическая груп-
па с сильно вложенной бесконечно изолированной подгруппой может
быть как простой, так и непростой. Здесь найдены условия, когда та-
кая группа обладает абелевой нормальной подгруппой (теоремы 2.3.1,
2.3.2). Полученные признаки непростоты найдут применение в иссле-
дованиях групп с различными условиями конечности.

Теорема 2.3.1 (А.Н. Измайлов). Пусть G — периодическая груп-
па, H — ее бесконечно изолированная, сильно вложенная в G подгруп-
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па, удовлетворяющие следующим условиям:
1) централизатор некоторой инволюции из G — слабо сопряженно

бипримитивно конечная группа;
2) существует g ∈ G\H, такой, что пересечение H ∩ g−1Hg бес-

конечно;
3) существует внешняя инволюция a, такая, что если b — строго

вещественный элемент относительно a из H, то CG(b) < H.
Тогда если Ba — подгруппа из G, порожденная всеми элементами

их H, строго вещественными относительно a, то:
1) Ba — бесконечная абелева нормальная подгруппа G, элементы

которой строго вещественны относительно любой инволюции из G;
2) силовские 2-подгруппы в G — либо локально циклические (цикли-

ческие или квазициклические), либо обобщенные группы кватернионов
(конечные или бесконечные), G = CG(Ba)CG(i), где i — произвольная
инволюция из G [15].

В этом параграфе используются следующие условия и обозначения:
G — периодическая группа, обладающая инволюцией со слабо сопря-
женно бипримитивно конечным централизатором, H — бесконечно изо-
лированная, сильно вложенная в G подгруппа.

Пусть, далее, H удовлетворяет следующему условию: в G\H суще-
ствует элемент g, такой, что H ∩Hg — бесконечная подгруппа. По тео-
реме 58, g = ha, где h ∈ H, a — некоторая внешняя инволюция. Обо-
значим Da = H ∩ aHa = H ∩ g−1Hg, Ca = CH(a). Через Ba обозначим
подгруппу из G, порожденную элементами из H, строго вещественны-
ми относительно a, и, наконец, через b обозначим неединичный элемент
из H такой, что aba = b−1 и CG(b) 6< H.

Лемма 2.3.1. Справедливы утверждения:
1) Da = BaλCa;
2) Ba — бесконечная абелева подгруппа строго вещественных от-

носительно a элементов;
3) Ca — конечная подгруппа с циклическими силовскими p-

подгруппами, у всех неединичных c ∈ Ca централизатор CH(c) коне-
чен;

4) множество инволюций в H бесконечно;
5) если d ∈ Da и CDa(d) бесконечен, то d ∈ Ba.
Доказательство. По теореме 60, все инволюции в G сопряжены,

поэтому Ca — слабо сопряженно бипримитивно конечная подгруппа H.
Если Ca — бесконечная подгруппа, то, согласно теореме 61, в Ca су-
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ществует неединичный элемент с бесконечным в H централизатором,
что противоречит бесконечной изолированности H в G. Отсюда Ca —
конечная группа. Более того, все неединичные элементы из Ca имеют
конечные в H централизаторы, что также очевидно следует из беско-
нечной изолированности H в G.

Согласно теореме 59, мы можем рассмотреть подгруппу Daλ(a).
Очевидно, Ca ≤ Da, и, значит, Ca = CDa(a). По теореме 1.3.1, Da ло-
кально конечна и является конечным расширением разрешимой груп-
пы, так как a почти регулярна в Daλ(a), и согласно теореме 37 она про-
сто разрешимая группа. Рассмотрим случай, когда Ca 6= (1), так как в
противном случае, по теоремам 53 и 58, утверждения леммы очевидны.

Если p ∈ π, π = π(Ca) то по теореме 48 силовские p-подгруппы в Da

черниковские. Тогда по теореме 51 Da/Op′(Da) — черниковская группа.
Множество π конечно, следовательно, по теореме 41 и теореме Ремака
[18] группа DA/Op′(Da) черниковская.

Поскольку Oπ′(Da) — характеристическая подгруппа Da, то a нор-
мализует ее и, более того, действует на Oπ′(Da) регулярно. Группа Da

локально конечная, поэтому по теореме 53 Oπ′(Da) — абелева нормаль-
ная подгруппа D строго вещественных относительно a элементов.

Покажем далее, что если R1 и R2 — две подгруппы из Da, нор-
мальные в Daλ(a), на которых a действует регулярно, то и подгруппа
R = R1R2 также абелева, нормальная в Daλ(a) и элементы из R строго
вещественны относительно a.

Действительно, на P = R1 ∩ R2 элемент a действует регулярно по
выбору R1 и R2. Пусть R̄ = R/P = (R1/P ) × (R2/P ) = R̄1 × R̄2. Если
r ∈ R̄ и CR̄(r) содержит образ a, в фактор-группе (Daλ(a)/P ), то, по
свойствам прямого произведения, r = r1r2, где r1 ∈ R̄1,r2 ∈ R̄2. Подей-
ствуем ā = aP на r ∈ R̄ и получим r1r2 = r−1

1 r−1
2 . Отсюда r2

1 = r−2
2 ,

и поскольку Da — группа нечетного порядка, то r ∈ R̄1 ∩ R̄2. Так как
CR(a)∩P = (1), то CR(a) ∼= CR̄(ā) ∼= (1). Таким образом, a действует на
R регулярно. Отсюда, согласно теореме 53, R — абелева группа стро-
го вещественных относительно a элементов, нормальная в Daλ(a). По
лемме Цорна, в Da существует B — максимальная абелева нормальная
подгруппа строго вещественных относительно a элементов.

Покажем, что B — подгруппа конечного индекса в группе Da. По-
скольку Oπ′(Da) ≤ B, то D1 = Daλ(a)/B — черниковская группа. Пред-
положим, что она бесконечна, и пусть M1 — ее полная часть. Рассмот-
рим M1λ(a1), где a1 = ab ∈ D1. Пусть x ∈ CM1(a1). Элемент x /∈ B, так
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как в противном случае a действовала бы регулярно на M — полном
прообразе M1 в Da, но M /Da, что противоречит максимальности B.

Далее, x ∈ Z(M1λ(a1)), так как M1 — абелева группа по свойствам
черниковских групп. Выберем x простого порядка p. Тогда, по теореме
52, в M1λ(a1) существует нормальный делитель N такой, что x /∈ N ,
а фактор-группа (M1λ(a1))/N — p-группа, т. е. a1 ∈ N . Вся квази-
циклическая p-подгруппа, содержащая x, тривиально пересекается с
N , так как в противном случае x попадал бы в N . Таким образом,
CM1(a1) бесконечен. Так как Ca ∩ B = 1, то Ca бесконечная группа
(Ca ∼= O2′(CD1(a1)), а O2′(CD1(a1)) содержит CM1(a1)). Получено про-
тиворечие, доказывающее конечность D1.

Итак, B — подгруппа конечного индекса в бесконечной группе Da,
следовательно, B — бесконечная группа строго вещественных относи-
тельно a элементов из H, но тогда по теореме 58 H содержит бесконеч-
ное множество инволюций.

Если элемент u ∈ Da строго веществен относительно a и u /∈ B,
то на подгруппе B(u) элемент a действует регулярно и по теореме 53
u ∈ CDa(B). Из максимальности B и в силу теоремы 55, заключаем,
что CDa(B) содержит неединичные элементы из Ca, но это противо-
речит бесконечной изолированности H в G, так как B — бесконечная
подгруппа H. Таким образом, все элементы из Da, строго веществен-
ные относительно a, содержатся в B. Отсюда B = Ba и по теореме 55
Da = BaλCa.

Докажем цикличность силовских p-подгрупп из Ca. Пусть S — си-
ловская p-подгруппа Ca. Предположим, что в S существует элемен-
тарная абелева p-подгруппа A порядка p2. Пусть Q — силовская q-
подгруппа из Ba. Так как Ba абелева, то Q характеристична в ней,
следовательно, Q / Da.

Предположим, что Q имеет бесконечный порядок, и рассмотрим
подгруппу QλA.

Пусть q = p. Если Q нечерниковская p-группа, то по теореме 54 в
Ca существует неединичный элемент с бесконечным централизатором
в H, что противоречит бесконечной изолированности H в G. Если же
Q — черниковская группа, то по теореме 57 в A найдется неединичный
элемент с бесконечным в H централиэатором. Опять противоречие.

Пусть q 6= p, тогда по теореме 39 в Q существует неединичный эле-
мент b1 ∈ CQ(c), где 1 6= c ∈ A.

Рассмотрим B1 — замыкание b1 в QλA. Элемент c централизует B1,
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так как Q и A абелевы. Далее, рассмотрим действие A на Q/B1. Если и
в этом факторе найдется неединичный элемент b2, централизующий cb1,
и, более того, этот процесс бесконечен, то мы получим систему B1 /B2 /

· · · / Bn / . . . , где Bn — полный прообраз в Q замыкания неединичного
элемента bn, централизующего в фактор-группе (QλA)/Bn−1 элемент
cBn−1. Объединение этой системы есть бесконечный централизатор c в
H, что противоречит бесконечной изолированности H в G. Если этот
процесс обрывается для c на некотором конечном шаге, то мы выберем
другой элемент из A. Тогда, ввиду того, что A — конечная группа, и
согласно теореме 52 найдется неединичный элемент из A с бесконечным
централизатором в H. Противоречие.

Осталось рассмотреть случай, когда в Ba не существует бесконеч-
ной силовской q-подгруппы. Из абелевости Ba следует, что A норма-
лизует все силовские q-подгруппы, а из бесконечности Ba следует бес-
конечность π(Ba). Таким образом, по теореме 39 в каждой силовской
q-подгруппе из Ba централизатор некоторого неединичного элемента из
A отличен от единицы. Учитывая конечность A и бесконечность π(Ba),
делаем вывод, что в A существует элемент, отличный от единицы и с
бесконечным в H централизатором, но это противоречит бесконечной
изолированности H в G. Полученное противоречие доказывает, что в
Ca не существует элементарной абелевой p-подгруппы порядка p2. Так
как Ca — группа нечетного порядка, то силовские p-подгруппы в Ca
циклические [78].

Пусть d ∈ Da и CDa(d) бесконечен. Тогда если X = Ba ∩ CDa(d), то
X имеет конечный индекс в CDa(d) и, следовательно, X — бесконечная
подгруппа.

Если d /∈ Ba, то d = vw, где v ∈ Ba, w ∈ Ca. Тогда бесконечная
подгруппа X централизует v и d, откуда CH(w) бесконечен, так как
содержит X. Противоречие с бесконечной изолированностью H в G.
Лемма доказана.

Следствие 2.3.1. Пусть G — периодическая группа, H — беско-
нечно изолированная, сильно вложенная в G подгруппа. Тогда в G эк-
вивалентны следующие условия:

а) для всех q из разности G\H пересечение H ∩ q−1Hq бесконечно;
б) в разности G\H существует такой элемент q, что пересечение

H ∩ q−1Hq бесконечно;
в) множество инволюций в H бесконечно.
Доказательство. Условие б) следует из условия а) очевидным об-
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разом, в) следует из б) по лемме 2.3.1. Докажем, что условие а) следует
из условия в).

Пусть q — произвольный элемент из разности G\H. По теореме
58 q = hk, где h ∈ H, k — некоторая внешняя инволюция. Отсюда
H∩q−1Hq = H∩kHk = Dk. По теореме 59 можно рассмотреть подгруп-
пу Dkλ(1). По теореме 58 мощность множества элементов из H, строго
вещественных относительно k, равна мощности множества инволюций
из H. Очевидно, все элементы из H, строго вещественные относитель-
но k, попадают в Dk, откуда Dk — бесконечная подгруппа. Следствие
доказано.

Лемма 2.3.2. Централизатор CG(b) не содержит инволюций.
Доказательство. По условию CG(b) не принадлежит H, кроме то-

го, по лемме 2.3.1 CH(b) содержит бесконечную подгруппу Ba. Следо-
вательно, в силу бесконечной изолированности H в G, централизатор
CG(b) не содержит инволюций. Лемма доказана.

Пусть G — периодическая группа, H — сильно вложенная в G под-
группа. Тогда внутренними инволюциями назовем инволюции, принад-
лежащие H, а внешними — инволюции из G, не принадлежащие H.

Лемма 2.3.3. Пусть b инвертируется некоторой внутренней ин-
волюцией t. Тогда

1) силовские 2-подгруппы в G — либо локально циклические (цикли-
ческие или квазициклические), либо обобщенные группы кватернионов
(конечные или бесконечные);

2) b — строго вещественный элемент относительно любой внут-
ренней инволюции;

3) если T = гр(th/h ∈ H), то = O2′()λ(t), Z = Z(O2′(T )) — абелева
нормальная подгруппа в H и b ∈ Z.

Доказательство. По условию леммы можно рассмотреть подгруппу
R = CH(b)λ(t). По лемме 2.3.2 CH(b) не содержит инволюций.

С другой стороны, по теореме 59 все инволюции из H сопряжены
между собой элементами из Ba, а по лемме 2.3.1 Ba ≤ CH(b). Отсюда
b — строго вещественный элемент относительно любой внутренней ин-
волюции, а все внутренние инволюции принадлежат R. Из строения R
очевидно, что силовские 2-подгруппы в H содержат только одну инво-
люцию, по теореме 49 силовские 2-подгруппы в H (а по теореме 60 и в
G) являются либо локально циклическими (циклическими или квази-
циклическими), либо обобщенными группами кватернионов (конечны-
ми или бесконечными).
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Поскольку T ≤ R, то T = CT (b)λ(t), но по лемме 2.3.2 CG(b) не со-
держит инволюций, следовательно, T = O2′(T )λ(t). Рассмотрим (b)λ(t).
Очевидно, bt — инволюция, значит, bt ∈ T , но и t ∈ T , откуда b ∈ T .
Более того, b ∈ Z = Z(O2′(T )). А так как T — характеристическая
подгруппа в H, O2′(T ) — характеристическая подгруппа в T , a Z —
характеристическая подгруппа в O2′(T ), то Z — абелева нормальная
подгруппа в H. Лемма доказана.

Лемма 2.3.4. Пусть Q — бесконечная подгруппа Ba, b ∈ Q.Тогда
если существует элемент r /∈ H, такой, что r ∈ CG(b) и Q ≤
H∩r−1Hr, то b — строго вещественный элемент относительно внут-
ренней инволюции.

Доказательство. По теореме 58 r = hk, h ∈ H, k — некоторая
внешняя инволюция. Тогда

Q ≤ r−1Hr ∩H = H ∩ kh−1Hhk = H ∩ kHk = Dk,

где Q — бесконечная абелева подгруппа Dk. Поэтому Q ≤ Bk и b строго
вещественный элемент относительно k. Отсюда h−1bh = b−1, так как
r ∈ CG(b). Таким образом, некоторая степень h является 2-элементом,
инвертирующим b, а по лемме 2.3.2 порядок этого элемента не должен
превосходить 2. Лемма доказана.

Лемма 2.3.5. Элемент b строго вещественный относительно
некоторой внутренней инволюции.

Доказательство. Введем обозначения: Xa = CG(b), Za = Cxa(a),
Ma = Xaλ(a), наконец, Ha — подгруппа G, которая содержит CG(a) и
сопряжена с H. Согласно теореме 60, Ha существует в G.

Рассмотрим сначала случай, когда Za — бесконечная подгруппа. По
теореме 60 все инволюции в G — сопряжены, поэтому Za — слабо сопря-
женно бипримитивно конечная группа. Заметим, что Ha сопряжена с
H, поэтому Ha — сильно вложенная в G группа, откуда Za ≤ Ha, кроме
того, Ha — бесконечно изолированная подгруппа. По теореме 61 в Za
существует неединичный элемент c с бесконечным в Za централизато-
ром, так как по лемме 2.3.2 Za — группа нечетного порядка. Но тогда
в силу бесконечной изолированности Ha имеем CG(a) ≤ Ha, а так как
Za ≤ Za, то b ∈ Ha.

Таким образом, b — строго вещественный элемент относительно ин-
волюции a, внутренней по отношению к подгруппе Ha. Предположим,
что в Ba существует элемент d /∈ Ha. Тогда b — строго вещественный
элемент относительно инволюции d−1ad, внешней по отношению к под-
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группе Ha, и Xa 6≤ Ha. Тогда по лемме 2.3.3 b ∈ Z, где Z — абеле-
ва нормальная подгруппа в Ha. Согласно следствию из леммы 2.3.1,
H ∩Ha = Dk, где Dk — бесконечная подгруппа нечетного порядка, нор-
мализатору которой принадлежит некоторая инволюция K, внешняя
по отношению и к H, и к Ha.

Очевидно, b ∈ D = Z ∩Dk. Если D — бесконечная подгруппа, то по
лемме 2.3.1 ввиду абелевости Z, b ∈ Bk. Если же D — конечная группа,
то ввиду D / Dk, централизатор CDk

(D) также бесконечен и b ∈ Bk.
Если Ba ≤ H ∩ Ha = Dk, то, ввиду бесконечности и абелевости Ba, и
по лемме 2.3.1 имеем b ∈ Bk, откуда b — строго вещественный элемент
относительно внутренней инволюции t = kak. Теперь рассмотрим слу-
чай, когда Za — конечная группа. В этом случае a почти регулярна в
Ma и по теоремам 1.3.1 и 37 Ma — разрешимая группа.

Пусть S — максимальный нормальный делитель вMa, все элементы
которого строго вещественны относительно a. Группа S содержит b,
отличный от 1.

Подгруппа SBa допустима относительно a, которая действует на
ней регулярно. По теореме 53 эта подгруппа абелева. Если существует
элемент r ∈ SBa, такой, что r /∈ H, то Ba ≤ H ∩ r−1Hr, и, по лемме
2.3.4, лемма доказана.

Пусть S ≤ H, тогда, очевидно, S ≤ Ba. Если S — бесконечная груп-
па, то, взяв любой элемент r ∈ Xa, такой, что r /∈ H, и использовав
лемму 2.3.4, получаем справедливость леммы 2.3.5.

Будем рассматривать случай, когда S — конечная подгруппа из Ba.
Пусть M̄a = Ma/S и L̄ — минимальный нормальный делитель M̄a. Так
какMa — разрешимая группа, то L̄ 6= (1). Из максимальности S, леммы
2.3.2, теоремы 55 и абелевости L̄ заключаем, что L̄ = R̄×V̄ , где если ā —
образ a в Ma, то R̄ ≤ CM̄a

(ā), а для всех v ∈ V выполняется āv̄ā = v̄−1.
Пусть L — полный прообраз L̄ вMa. Так как S и Za — конечные под-

группы нечетного порядка в Xa, то R — полный прообраз R̄ в конечной
группе Ma.

Если L < H и L — конечная группа, то R нетривиально пересе-
кается с Ca и, ввиду нормальности L в Ma, централизатор некоторого
неединичного элемента из R ∩Ca имеет в H бесконечный порядок, так
как бесконечная подгруппа Ba < NH(L), что противоречит бесконечной
изолированности H в G.

Пусть теперь L 6< H, где L — конечная группа. Тогда N = CBa(L)

имеет конечный индекс в Ba. Очевидно, b ∈ N и N — подгруппа беско-
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нечного порядка. Тогда, взяв произвольный элемент r ∈ L, r /∈ H, мы
опять оказываемся в условиях леммы 2.3.4, из которой следует доказа-
тельство нашей леммы.

Итак, L — бесконечная группа. Предположим, что и L1 = L∩Da —
бесконечная группа. Но тогда L ∩Ba — бесконечная группа, и рассуж-
дения, аналогичные предыдущему абзацу, приводят к доказательству
леммы.

Если V — полный прообраз V̄ в Ma, V — бесконечная группа. Так
как S < Ba и a действует регулярно на V , то V ∩ H ≤ Ba. Поэтому
если L1 — конечная группа, то и L∩H — конечная группа, так как V —
подгруппа конечного индекса в L. Пусть D1 — произвольная конечная
подгруппа Ba, содержащая b, а группа P1 =

⋂
d∈D1

→ ∩d−1V d беско-
нечная, ввиду конечности D1 и индекса V в L. Тогда P1 допускает D1, и
можно рассмотреть группу P1D1, которая допускает a. Элемент a дей-
ствует регулярно на P1D1, следовательно, по теореме 53 P1 ≤ CMa(D1).
Таким образом, поскольку P1 — бесконечная группа, а P1 ∩ H конеч-
но, то CMa(D1) = C1 содержит элементы из разности G\H. Построим
бесконечную последовательность конечных подгрупп из Ba:

D1 < D2 < . . . < Dn < . . .

Если Cn = CMa(Da), то для всех n Cn — бесконечная группа, содер-
жащая b и некоторый элемент из Pn =

⋂
d∈Dn

→ ∩d−1V d, не принадле-
жащий H, причем C1 ≥ C2 ≥ · · · ≥ Cn ≥ . . . Так как Za — конечная
группа, то, начиная с некоторого n,W = Cn ∩ za стабилизируется.

ЕслиW 6= 1, тоW централизует F =
⋃∞
n=1Dn бесконечную подгруп-

пу из Ba. Очевидно, в силу бесконечной изолированности H в G, имеем
W ∩ Ca = 1. Тогда существует w ∈ W , w /∈ W , такой, что w ∈ CG(b) и
F ≤ H ∩w−1Hw. Теперь из леммы 2.3.4 следует доказательство леммы
2.3.5.

Пусть, начиная с некоторого номера n, W = (1). Тогда a действует
регулярно на Cn и по теореме 53 Cn абелева и P ≤ CG(Ba) так как,
очевидно, Ba ≤ Cn. Но в Cn существует элемент u ∈ Pn, u ∈ H, такой,
что u ∈ CG(b) и Ba ≤ H ∩ u−1Hu, и опять используя лемму 2.3.4,
завершим доказательство леммы 2.3.5.

Теорема 2.3.1 (А.Н. Измайлов). Пусть G — периодическая груп-
па, H — ее бесконечно изолированная, сильно вложенная в G подгруп-
па, удовлетворяющие следующим условиям:
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1) централизатор некоторой инволюции из G — слабо сопряженно
бипримитивно конечная группа;

2) существует g ∈ G\H, такой, что пересечение H ∩ g−1Hg бес-
конечно;

3) существует внешняя инволюция a, такая, что если b — строго
вещественный элемент относительно a из H, то CG(b) < H.

Тогда если Ba — подгруппа из G, порожденная всеми элементами
их H, строго вещественными относительно a, то:

1) Ba — бесконечная абелева нормальная подгруппа G, элементы
которой строго вещественны относительно любой инволюции из G;

2) силовские 2-подгруппы в G — либо локально циклические (цикли-
ческие или квазициклические), либо обобщенные группы кватернионов
(конечные или бесконечные), G = CG(Ba)CG(i), где i — произвольная
инволюция из G [15].

Доказательство. По лемме 2.3.1 Ba — бесконечная абелева группа
строго вещественных относительно инволюции a элементов. По лемме
2.3.2 CG(Ba) — подгруппа нечетного порядка. По лемме 2.3.5 каждый
элемент из Ba строго веществен относительно некоторой внутренней
инволюции. Тогда по лемме 2.3.3 силовские 2-подгруппы в G либо ло-
кально циклические (циклические или квазициклические), либо обоб-
щенные группы кватернионов (конечные или бесконечные). Кроме того,
все элементы из Ba строго вещественны относительно любой внутрен-
ней инволюции и Ba ≤ Z(O2′(T )), где если t — некоторая внутренняя
инволюция, то T = (th\h ∈ H).

С другой стороны, по теореме 59 все внутренние инволюции сопря-
жены между собой элементами из Ba, откуда T ≤ Baλ(t).

Следовательно, Ba = Z(O2′(T )) = O2′(T ) — характеристическая
подгруппа в H. По теореме 59 H = BaλCH(t). Пусть k — некоторая
внешняя инволюция. Тогда, по лемме 2.3.1 и следствию из нее подгруп-
па Bk, образованная всеми элементами из H, строго вещественными
относительно k, абелева, имеет бесконечный порядок, и по теореме 59
любой неединичный элемент d ∈ Bk не централизуется никакой внут-
ренней инволюцией. Отсюда Bk ≤ Ba. Но все инволюции из H должны
быть сопряжены элементами из Bk, откуда Bk = Ba. Таким образом,
элементы из Ba строго вещественны относительно любой инволюции из
G.

По теореме 58 любой элемент x ∈ G имеет представление x = hi, где
h ∈ H, i— некоторая инволюция изG. Отсюда Ba/G. Тогда и CG(Ba)/G
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и в фактор-группе G/CG(Ba) содержится только одна инволюция, так
как произведение любых двух инволюций из G принадлежит CG(Ba),
откуда следует представление G = CG(Ba)CG(i). Теорема 2.3.1 доказа-
на.

Теорема 2.3.2 (В.П. Шунков). Пусть G — периодическая груп-
па, H — ее бесконечно изолированная, сильно вложенная в G подгруп-
па, удовлетворяющая следующим условиям:

1) централизатор некоторой инволюции из G — слабо сопряженно
бипримитивно конечная группа;

2) существует элемент g ∈ G\H, такой, что H ∩ g−1Hg — беско-
нечная подгруппа;

3) существует неединичный элемент b ∈ H, строго вещественный
относительно некоторой внешней инволюции и такой, что CG(b) 6<
H. Тогда замыкание элемента b в G образует абелеву подгруппу B,
нормальную в G, причем все элементы из B строго вещественны от-
носительно любой инволюции из G. Силовские 2-подгруппы в G — либо
локально циклические (циклические или квазициклические), либо обоб-
щенные группы кватернионов (конечные или бесконечные), и группа G
имеет вид G = CG(B)CG(i), где i — произвольная инволюция из G [15].

Доказательство. По следствию из леммы 2.3.1 все пересечения H
со своими сопряженными в G подгруппами — бесконечны, следователь-
но, предыдущие результаты этого параграфа справедливы в условиях
теоремы 2.3.2.

По лемме 2.3.5 элемент B инвертируется некоторой внутренней ин-
волюцией t. Тогда по лемме 2.3.3 силовские 2-подгруппы в G — либо
локально циклические (циклические или квазициклические), либо обоб-
щенные группы кватернионов (конечные или бесконечные). Далее, b ин-
вертируется любой внутренней инволюцией. Если T = гр(th\h ∈ H), то
T = CT (b)λ(t) = O2′(T )λ(t).

Обозначим O2′(T ) = V . По лемме 2.3.3, b ∈ Z = Z(V ), Z — абелева
нормальная подгруппа группы H.

Лемма 2.3.6. Если K — внешняя инволюция, то Z ∩Dk ≤ Bk.
Доказательство. Пусть Z ∩ Dk = D. Если D — бесконечная груп-

па, то CDk
(D) бесконечен, так как Z абелева. Если же D — конечная

группа, то CDk
(D) бесконечен, так как D / Dk. Отсюда по лемме 2.3.1

D ≤ Bk. Лемма доказана.
Так как Z — абелева группа нечетного порядка, то по теореме 55

Z = A × C, где C = CZ(t), а все элементы из A строго вещественны
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относительно t. Далее, A 6= 1, так как b ∈ A.
Лемма 2.3.7. Любой строго вещественный элемент из Z содер-

жится в A.
Доказательство. Если C = 1, то лемма доказана. Пусть C 6= 1,

d ∈ Z и s — инволюция, такая, что sds = d−1.
Пусть s — внутренняя инволюция. Тогда для некоторого элемента

v ∈ V выполняется s = vt и d−1 = ds = dvt = dt, так как d централизу-
ется v. Следовательно, d ∈ A.

Пусть s — внешняя инволюция. Если CG(d) 6< H, то по лемме 2.3.5
d — строго вещественный элемент относительно некоторой внутренней
инволюции и по лемме 2.3.3 d ∈ A, так как d ∈ Bs.

Пусть CG(d) = CH(d). Рассмотрим подгруппу CH(d)λ(s), очевидно,
CH(d) содержится в Ds и по лемме 2.3.6 Z ≤ Bs.

Пусть 1 6= c ∈ C, тогда t централизует c, а s его инвертирует, сле-
довательно, s ∈ NG(CG(d)). Отсюда s /∈ (t, sts) ≤ CG(d) и существует
четвертая группа Клейна, что противоречит ранее полученному описа-
нию силовских 2-подгрупп G. Лемма доказана.

Лемма 2.3.8. A и C — нормальные подгруппы H.
Доказательство. Пусть d ∈ A. Тогда если m ∈ CH(t), то m−1dm

инвертируется t, следовательно, CH(t) ≤ NH(A). Аналогично пусть c ∈
C; Z / H. Тогда cm ≤ Z, но C ≤ CH(t), следовательно, cm ≤ CH(t),
откуда cm ≤ Z ∩ CH(t) = C, т. е. CH(t) ≤ NH(C).

Произвольный элемент v ∈ V имеет по теореме 59 представление
v = uw, где w ∈ Bk для некоторой внешней инволюции k, u ∈ CH(t).
Так как по теореме 59 t сопряжена с любой инволюцией изH элементом
изDk, а по лемме 2.3.3 t сопряжена со всеми внутренними инволюциями
элементами из V , то любой элемент l ∈ Bk имеет представление l = mn,
где m ∈ CH(t), n ∈ V . Отсюда Bk ≤ NG(A) ∩NG(C).

По теореме 59 H = BKCH(t), откуда A/H и C/H. Лемма доказана.
По теореме 58 любой элемент g ∈ G имеет представление g = hk, где

h ∈ H, k — инволюция из G. Тогда h ∈ NG(A), если и все инволюции
из G принадлежат NG(A), и, в силу лемм 2.3.6–2.3.8, теорема доказана.
Поэтому далее будем рассматривать ситуацию, когда в G существует
внешняя инволюция a, такая, что A 6≤ Da.

Лемма 2.3.9. Пусть A 6≤ Da. Тогда CH(t) ∩ ZBa ≤ Z.
Доказательство. Предположим противное, тогда CH(t)∩ZBa = C.

По лемме 2.3.8 C / H, по теореме 59 ZBa = Ba(Ch(t) ∩ ZBa), следова-
тельно, ZBaCλBa. Выберем элемент m ∈ A такой, что m /∈ Ba. Имеем
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m = cd, где c ∈ C, d ∈ Ba, причем c 6= 1, поэтому m ∈ Z, c ∈ Z и, сле-
довательно, d ∈ Z. Тогда по лемме 2.3.7 d ∈ A и c ∈ A. Противоречие.
Лемма доказана.

Пусть X = Ba ∩ Z. По лемме 2.3.7 X < A. Обозначим Z̄ = Z/X,
B̄a = Ba/X, R = ZBa, R̄ = R/X. Покажем, что R̄ — группа Фробениуса
с ядром Z̄ и неинвариантным множителем B̄a.

Пусть Z̄ и r̄ — неединичные элементы, z̄ ∈ Z̄, r̄ ∈ R̄, и предположим,
что z̄r̄ = r̄z̄. Рассмотрим подгруппу M = гр(X, r), где r — некоторый
прообраз элемента r̄ в R. Если z — некоторый прообраз элемента z̄ в R,
то M z = M и z−1rz = rx, где x ∈ X.

Имеем M / гр(M,Z, a) = W . Ясно, что X / W . В W̄ = W/X эле-
менты r̄ и z̄ перестановочны и ār̄ā = r̄−1, где ā = aX, а поэтому
W̄ = CW̄ (r̄)λ(ā).

Пусть L— полный прообраз вW централизатора CW̄ (r̄),W = Lλ(a).
Если бы y = aza ∈ H, то, очевидно, z ∈ Da и по лемме 2.3.6 z ∈ X, что
невозможно.

Следовательно, y /∈ H. По теореме 58 y = pj, где p ∈ H, j — внешняя
инволюция. Пусть jHj = H1, тогда M ≤ H ∩ H1. Если для любого
q ∈ Ba справедливо qa ∈ H1, то, очевидно, Ba ≤ H1 и в этом случае по
лемме 2.3.1 Ba ≤ Bj и, в частности, M ≤ Bj .

Пусть q1 ∈ Ba такой, что a1 = q1a /∈ H. Если m1 ∈ M , то
a1m1a1 = m−1

1 , так как M ≤ Ba, поэтому M ≤ H1 ∩ a1Ha1. Отсюда
M ≤ B1, где B1 — подгруппа в G, образованная элементами из H1,
строго вещественными относительно a1. Если Ba ≤ H1, то по лемме
2.3.1 Ba ≤ Bj . Пусть b1 ∈ Ba, но b1 /∈ H1, тогда по лемме 2.3.5 M инвер-
тируется некоторой внутренней инволюцией t1 из H1 и по лемме 2.3.3
M ≤ Z1 Z(O2, (T1)), где T1 = гр(th11 \h1 ∈ H1), а по лемме 2.3.6 M ≤ Bj .
Итак, всегда M ≤ Bj .

По условию rx ∈ Ba поэтому ara = r−1, axa = x−1, откуда
az−1rza = r−1x−1 или y−1r−1y = r−1x−1. Так как y = pj и, кроме
того, jrxj = r−1x−1, то p−1r−1p = rx. Далее, p ∈ NH(X), поэтому (p)

обладает внутренней инволюцией t1. По лемме 2.3.7 все элементы из X
строго вещественны относительно t1. Следовательно, либо t1 действу-
ет регулярно на M , тогда at1 ∈ CG(M), но at1 /∈ H, и, следовательно,
вопреки теореме, по леммам 2.3.5 и 2.3.7, M ≤ X, так как M ≤ Ba; ли-
бо некоторый неединичный элемент из Ba централизуется t1, что про-
тиворечит теореме 59. Отсюда R̄ — группа Фробениуса с ядром Z̄ и
неинвариантным множителем B̄a.
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Завершим доказательство теоремы 2.3.1. Предположим, что
теорема неверна. Тогда, как показано ранее, в G существует внешняя
инволюция a такая, что Z∩Ba = X 6= A. По лемме 2.3.9, вH существует
элемент n ∈ CH(t) ∩R, но n /∈ Z.

Пусть N = Z ·(n). Тогда t ∈ NH(N)·R/Z = BaZ/Z и, значит, некото-
рой элемент r1 ∈ Ba имеет представление r1 = nz1, где z1 ∈ Z. Отсюда
r1 ∈ N .Как показано ранее, N/X — группа Фробениуса с неинвариант-
ным множителем 〈r1X〉, который по свойствам групп Фробениуса со-
пряжен с 〈nX〉. По выбору n, некоторый неединичный элемент в 〈X, r1〉
централизуется внутренней инволюцией t, а это противоречит теореме
59, так как 〈x, r1〉 ≤ Ba. Теорема доказана.

Условие существования в G инволюции со слабо сопряженно бипри-
митивно конечным централизатором, используемое при доказательстве
лемм 2.3.1 – 2.3.5, можно заменить следующим: в G существует инволю-
ция, в централизаторе которой любая бесконечная подгруппа нечетного
порядка обладает неединичным элементом с бесконечным централиза-
тором в этой подгруппе. Слабо сопряженно бипримитивно конечные
группы по теореме 56 обладают этим свойством.

2.4. О 2-полных подгруппах в группе Шункова

В этом парагафе рассматривается вопрос о наличии 2-полных под-
групп в группе Шункова. В частности, будет доказана следующая тео-
рема:

Напомним, что группа называется 2-полной, если ее силовские 2-
подгруппы полные.

Теорема 2.4.1 (А.К. Шлепкин [102]). Если существует сопря-
женно бипримитивно конечная группа G с условием примарной ми-
нимальности и не обладающая периодической частью, то G не содер-
жит полных 2-подгрупп, имеющих ранг больше 1.

Доказательство. Предположим обратное. Тогда справедливы
Лемма 2.4.1. Пусть A = BλD — бесконечная черниковская группа,

где B — полная p-подгруппа, a D — конечная элементарная абелева q-
группа и p 6= q. Если CB(D) 6= 1, то CB(D) бесконечен.

Лемма 2.4.2. Все инволюции из G сопряжены.
Лемма 2.4.3. Пусть S — произвольная 2-подгруппа группы G. То-
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гда все инволюции из 3 порождают элементарную абелеву нормальную
подгруппу в S.

Доказательство леммы 2.4.1 дано в [10], а лемм 2.4.2, 2.4.3 — в
[100]

Лемма 2.4.4. Пусть H — собственная подгруппа группы G и H

содержит бесконечную 2-подгруппу. Тогда все инволюции из H порож-
дают элементарную абелеву нормальную подгруппу в H.

Доказательство. Действительно, пусть Q — максимальная полная
2-подгруппа группы H. Ясно, что Q нормальна в H (предложение 91).
Если все инволюции из H лежат в Q, то все доказано. Пусть k ∈ H \Q.
Так как 〈Q, k〉 2-группа, то k ∈ CG(Q) (лемма 2.4.3). Обозначим через
Qk полную 2-подгруппу из G содержащую k (лемма 2.4.2). Из предло-
жений 91 и 92 получаем, что H1 = 〈H,Qk〉 — собственная подгруппа
группы G и инволюция k лежит в ее конечной элементарной абелевой
нормальной подгруппе. Так как H ⊆ H1 и k ∈ H, то k лежит в конечной
элементарной абелевой подгруппе из H. Лемма доказана.

Лемма 2.4.5. Пусть K — конечная нециклическая простая под-
группа группы G. Тогда K изоморфна одной из следующих групп:

PSL2(2n), Sz(22n).

Доказательство. Из леммы 2.4.3 и [141] вытекает, что список

PSL2(2n), Sz(22n), PSU3(22n), J1,

Re(q), (q = 32n+1), PSL2(q)((q ≡ 3, 5mod(8)).

исчерпывает все возможные варианты изоморфизма для K.
Пусть K изоморфна одной из следующих групп:

J1, Re(q), (q = 32n+1), PSL2(q)((q ≡ 3, 5mod(8)).

Тогда в K найдутся две различные силовские 2-подгруппы S1 и S2

такие, что 1 6= d ∈ S1 ∩ S2. Т ак как CG(d) содержит бесконечную 2-
подгруппу (лемма 2.4.2) и S1, S2 ⊂ CG(d), то S1 = S2 (лемма 2.4.4). Про-
тиворечие с тем, что S1, S2 различны. ПустьK изоморфна PSU3(22n+1).
Тогда в K найдутся две различные силовские 2-подгруппы S1, S2 и эле-
мент b 6= 1 нечетного порядка такие, что i, j ∈ CG(b), i, j — некоторые
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инволюции из S1, S2 соответственно. лемме 2.4.1, CG(b) содержит бес-
конечную 2-подгруппу. Следовательно, инволюции i, j перестановочны
(лемма 2.4.4) и

1 = S1 ∩ Sj1

В группе PSU3(22n) любые две различные силовские 2-подгруппы име-
ют тривиальное пересечение, и, следовательно S1 = Sj1. В эюм случае
j ∈ S1. Но тогда 1 6= S1 ∩ Sj1 и S1 = S2 Противоречие с тем, что S1 и S2

различны. Лемма доказана.
Лемма 2.4.6. Пусть H — собственная подгруппа группы Q- и H

содержит бесконечную 2-подгруппу. Тогда H не может содержать
подгруппу вида N = 〈b〉λ 〈k〉, где |b| > 2, |k| = 2, и bk = b−1.

Доказательство вытекает из леммы 2.4.4.
Лемма 2.4.7. Группа G не содержит конечяую подгруппу вида

M = Rλ 〈k〉, где R — простая нециклическая группа, а k — инволю-
ция.

Доказательство. Предположим обратное, и пусть S1 — силовская
2-подгруппа группы M содержащая k. Тогда S1 = Sλ 〈k〉 где S силов-
ская 2-подгруппа группы R. Пусть b — элемент простого порядка p 6= 2

из R такой, что b ∈ N(S) (лемма 2.4.5). Из леммы 2.4.4 вытекает, что
b ∈ N(S1) и CS1 6= 1. Но тогда N(〈b〉) одновременно содержит и беско-
нечную 2-подгруппу (лемма 2.4.1) и конечную подгруппу N = 〈b〉λ 〈i〉,
где i — такая инволюция из R, что bi = b−1. Противоречие с утвержде-
нием леммы 2.4.6. Лемма доказана.

Пусть 1 6= H — некоторая полная 2-подгруппа группы G, z — инво-
люция из H и b — элемент простого порядка p 6= 2 такой, что bz = b−1.
Положим

Υ = {Lh =
〈
b, bh, z

〉
|h ∈ H}.

Лемма 2.4.8. Множество Υ бесконечно.
Доказательство. Действительно, в противном случае N(b) — беско-

нечная группа, и мы приходим к противоречию с утверждением леммы
2.4.6. Лемма доказана.

Лемма 2.4.9. Пусть 1 6= Mh — собственная минимальная нор-
мальная подгруппа группыLh ∈ Υ. Тогда Mh не 2-группа.

Доказательство. Рассмотрим N(Mh). Очевидно, 〈b〉Nλ 〈z〉 ⊂ (Mh).
Если же π(Mh) = {2}, то последнее включение невозможно ввиду лем-
мы 2.4.6. Противоречие. Лемма доказана.
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Лемма 2.4.10. Только для конечного числа Lh ∈ Υ подгруппа Mh

разрешима.
Доказательство. Предположим обратное, и пусть Υ1 — требуемое

бесконечное подмножество из Υ. Так как Mh — минимальная нормаль-
ная подгруппа группы Lh ∈ Υ, то Mh — элементарная абелева q-группа
и q 6= 2 (лемма 2.4.9). Положим C = CLh

(z). Тогда 2 6∈ π(C/ 〈z〉) и
Lh = R1λ(C × 〈z〉) — конечная группа Фробениуса с ядром R1, содер-
жащим Mh, и с неинвариантным множителем C × 〈z〉. В этом случае
π(C)∩π(R1) = ∅. Следовательно, C = 1. Отсюда Lh = (〈b〉×

〈
bh
〉
)λ 〈z〉).

Рассмотрим периодическую часть из N(〈b〉). Обозначим ее через A.
Из бесконечности Υ1 следует, что A — бесконечная группа. Пусть Ã

полная часть A. Тогда, по лемме 2.4.6, 2 6∈ π(Ã) и для любого g ∈
Ãλ
〈
bh
〉
. Итак, если bh ∈ Lh ∈ Υ1, то bh ∈ CG(Ã). С другой стороны, A

— черниковская группа и содержит бесконечно много элементов bh, что
возможно только в случае, когда bh 6∈ CG(Ã) для некоторого bh ∈ A.
Противоречие. Лемма доказана.

В дальнейшем будем считать, что Υ не содержит LH с разрешимой
Mh.

Лемма 2.4.11. Группа Mh проста.
Доказательство. Предположим обратное. Пусть 1 6= M1 — соб-

ственная минимальная нормальная подгруппа из Mh. Ясно, что M1

неразрешима. Тогда
Mh = K1 × . . .×Kn,

где все Kl (1 ≤ l ≤ n) сопряжены сM1 в Ln и n ≥ 2.Возьмем некоторую
инволюцию k из K1. Тогда 〈K2, . . . ,Kn〉 ⊂ CG(k). Последняя группа яв-
ляется собственной подгруппой в G. Отсюда и из леммы 2.4.4 получаем,
что Mh — элементарная абелева 2-подгруппа. Противоречие с выбором
Mh. Лемма доказана.

Лемма 2.4.12. Если Lh ∈ Υ, то Lh проста.
Доказательство. Предположим обратное. Тогда некоторая Lh из Υ

содержит Mh, которая, по лемме 2.4.11, проста. Так как группа G не
может содержать подгруппуMhλ 〈z〉 (лемма 2.4.7), то z ∈Mh. Но тогда
элементы b и bh лежат в Mh. Следовательно, Lh = Mh, что противоре-
чит выбору Lh. Лемма доказана.

Лемма 2.4.13. Пусть Lh ∈ Υ и Sh ее силовская 2-подгруппа, со-
держащая z. Тогда множество

Λ = {Ω1(Sn)|Sh ⊂ Lh ∈ Υ}
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конечно.
Доказательство. Действительно, в противном случае централиза-

тор CG(z) содержал бы бесконечно много инволюций, что противоречит
утверждению леммы 2.4.4. Лемма доказана.

По лемме 2.4.13,
Λ = {Ω1

1, . . . ,Ω
m
1 }

где Ωi
1 (1 ≤ I ≤ m) — элемент множества Λ с номером i. Тогда и

Υ = Υ1 ∪ . . . ∪Υm и с тем свойством, что

Ωi
1 = Ω1(Sh) = Ω1(Sg)

для любых двух Lh и Lg из Υi. Из определения множества Υ следует,
что

b ∈ ∩Lh, Lh ∈ Υ

Отсюда и из леммы 2.4.4 получаем, что |Υi| = 1 для любого i и, следова-
тельно, Υ конечно. Противоречие с утверждением леммы 2.4.7. Теорема
2.4.1 доказана.

§ 2.5. Свойства групп Шункова

В этом параграфе приведем некоторые свойства групп Шункова без
доказательства со ссылкой на работу, в которой доказывается этот ре-
зультат.

Теорема 2.5.1 (А.И. Созутов, В.П. Шунков [65]). Во всякой
сопряженно бипримитивно конечной группе без инволюций с беско-
нечным множеством элементов конечного порядка каждый элемент
простого порядка содержится в бесконечной локально конечной под-
группе.

Теорема 2.5.2. Фактор-группа p-бипримитивно конечной группы
G по черниковской подгруппе p-бипримитивно конечна (см. стр. 75 в
[56]).

Теорема 2.5.3. Фактор-группа G/R сопряженно бипримитивно
конечной группы G по черниковской подгруппе R сопряженно бипри-
митивно конечна.

Эта теорема доказывается точно так же, как и предложение 7 из
[44].
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Теорема 2.5.4 (В.П. Шунков [125]. Во всякой бесконечной пери-
одической сопряженно бипримитивно конечной группе без инволюций,
удовлетворяющей условию минимальности для абелевых p-подгрупп по
всем p, каждый элемент простого порядка содержится в бесконечной
локально конечной подгруппе.

Теорема 2.5.5 (А.Н. Остыловский, В.П. Шунков [44]). Ес-
ли в сопряженно бипримитивно конечной группе некоторая силовская
2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы конечны и сопря-
жены.

Теорема 2.5.6 (В.П. Шунков [65]). Пусть G — сопряженно би-
примитивно конечная группа без инволюций с условием примарной ми-
нимальности. Тогда G обладает полной частью R и фактор-группа
G/R сопряженно бипримитивно конечна с условием примарной ми-
нимальности и с конечными силовскими p-подгруппами для любого
p ∈ π(G) [125].

Теорема 2.5.7. Пусть G — периодическая сопряженно биприми-
тивно конечная группа, нормализатор любой конечной нетривиаль-
ной подгруппы из G, содержащий инволюции, обладает черниковской
периодической частью. Тогда G обладает черниковской периодической
частью.

Утверждение теоремы 2.5.7 вытекает из теоремы 3.1 из [129].
Теорема 2.5.8 (В.И. Сенашов [54]). Всякая сопряженно бипри-

митивно конечная группа без инволюций либо почти слойно конечна,
либо содержит собственную не почти слойно конечную подгруппу.

Теорема 2.5.9 (В.П. Шунков [121]). Бесконечная бипримитивно
конечная группа G обладает бесконечной абелевой подгруппой.

Теорема 2.5.10 (В.П. Шунков [125]. Пусть G — сопряженно
бипримитивно конечная группа, R — ее нормальная слойно конечная
подгруппа. Тогда фактор-группа G = G/R также сопряженно бипри-
митивно конечна.

Теорема 2.5.11 (В.П. Шунков [125]. Всякая периодическая со-
пряженно бипримитивно конечная группа без инволюций с условием
примарной минимальной локально конечна.
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ГЛАВА 3

Связь групп Шункова с другими классами групп

В третьей главе устанавливается связь между группами Шункова
и другими классами групп: черниковскими группами, группам с усло-
виями минимальности, почти слойно конечными группами, группами,
насыщенными системами подгрупп.

§ 3.1. Группы Шункова и группы с условием минимально-
сти

В.П. Шунковым в [117] поставлена проблема: будет ли локально ко-
нечной (сопряженно) бипримитивно конечная группа с условием мини-
мальности для абелевых подгрупп? В этом параграфе проблема реша-
ется положительно для групп без инволюций. Как показывает пример
группы B(m,n), m ≥ 2, n ≥ 665 [2], этот результат не обобщается на
произвольные периодические группы без инволюций. Ранее указанная
проблема решена положительно В.П. Шунковым [115] для p-групп (в
частности, 2-групп).

В параграфе будем использовать обозначения:
Ω(R) — подгруппа абелевой группы R, порожденная всеми элемен-

тами простых порядков;
условие min-ab — условие минимальности для абелевых подгрупп.
Теорема 3.1.1 (А.Н. Остыловский). Всякая группа Шункова без

инволюций, удовлетворяющая условию минимальности для абелевых
подгрупп, является черниковской [45].

Предположим, что теорема неверна. Тогда класс N нечерниковских
групп Шункова, не содержащих инволюций и удовлетворяющих усло-
вию min-ab, непуст.

Определение. Тогда и только тогда G ∈ A, когда G ∈ N и черни-
ковский радикал R(S) любой нечерниковской подгруппы S < G коне-
чен.

Лемма 3.1.1. Класс A непуст. Если G ∈ A и K — конечная нор-
мальная подгруппа из G, то G/K ∈ A.

Доказательство. Пусть G = G0 ∈ N, R0 = R(G0), Ḡ0 = G0/R0.
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Предположим, что Ḡ0 > S̄1, S̄1 ∈ N и R(S̄1) бесконечен. Обозначим
через G1 и R1 прообразы S̄1 и R(S̄1) в G соответственно. Тогда R1

— черниковская группа (теорема 63), индекс [R1 : R0] бесконечен и
Ḡ1 = G1/R1 ∈ N. Рассуждая о Ḡ1 и далее так же, как и о Ḡ0, построим
в G цепочку R0 < R1 < ... < Rn < ... черниковских подгрупп с беско-
нечными индексами |Rn+1 : Rn| (n = 0, 1, ...). В силу условия min-ab эта
цепочка оборвется на конечном номере m. Тогда Gm/Rm ∈ A. Лемма
доказана.

Определение. Пусть F < G ∈ A, F ∈ A и K — конечная нормаль-
ная подгруппа из F . Фактор-группу F/K будем называть A-сечением
группы G.

Лемма 3.1.2. Пусть G — группа из A. Любая бесконечная чер-
никовская подгруппа содержится в некоторой максимальной черни-
ковской подгруппе, совпадающей со своим нормализатором. Если H —
максимальная черниковская подгруппа из G, S — черниковская под-
группа из G и S

⋂
H бесконечно, то S < H [43].

Лемма 3.1.3. Пусть G — сопряженно бипримитивно конечная
группа без инволюций. Если централизатор любого неединичного эле-
мента из G есть черниковская группа, то и G есть черниковская груп-
па.

Доказательство. Предположим противное. Тогда можно полагать,
что G ∈ A и R(G) = 1. Так как группа G не является локально
конечной (теорема 62), то можно считать, что G конечно-порождена.
Вложим бесконечную абелеву подгруппу A в максимальную черников-
скую подгруппу H (теорема 67 и лемма 3.1.1). Пусть a — элемент
простого порядка из H̃. Далее, почти дословно повторив рассужде-
ния лемм 2.1.2 — 2.1.8 из параграфа 2.1, получим, что для всякого
g ∈ G\H

〈
a, g−1ag

〉
есть группа Фробениуса с неинвариантным множи-

телем 〈a〉. Тогда по теореме 69 G обладает нормальным делителем F ,
таким, чтo G = FλNG(a). Отсюда NG(a) ' G/F — бесконечная черни-
ковская конечно-порожденная группа, что невозможно. Лемма доказа-
на.

Лемма 3.1.4. Пусть T ∈ A и F — бесконечная максимальная чер-
никовская подгруппа в T . Тогда F̃ обладает элементом g 6= 1 таким,
что CT (g) ∈ A.

Доказательство. Предположим, F̃ не обладает элементом с указан-
ным свойством. Допустим, что в подгруппе F существует элемент b1 6= 1

такой, что CF (b1) бесконечен и CT (b1) = T1 ∈ A. По предположению,

112



Связь групп Шункова с другими классами групп

b1 ∈ F\F̃ . Обозначим: T1
⋂
F = F1, 〈b1〉 = B1, T1/B1 = T̄1, F1/B1 = F̄1.

Допустим, в подгруппе F̄1 существует элемент b̄2 6= 1, такой, что CF̄1
(b̄2)

бесконечен, CT̄1(b̄2) = S2 ∈ A. Обозначим: T2 — прообраз S2 в T1, b2 —
прообраз b̄2 в T1, 〈B1, b2〉 = B2, T2

⋂
F = F2, T2/B2 = T̄2, F2/B2 = F̄2.

По предположению, b2 ∈ F\F̃ . Рассуждаем о группе T̄2 и далее так же,
как о группе T̄1. Описанный процесс обрывается на конечном номере
m в силу конечности индекса [F : F̃ ]. Тогда бесконечная максимальная
черниковская подгруппа F̄m = H группы T̄m = G ∈ A удовлетворяет
следующему условию:

A1) если 1 6= h ∈ H и CH(h) бесконечны, то CG(h) — черниковская
группа и, в силу леммы 3.1.2, CG(h) < H.

Пусть a — элемент простого порядка из H̃. Из условия A1 вытекает,
что для всякого g ∈ G\H

〈
a, g−1ag

〉
есть группа Фробениуса с неин-

вариантным множителем 〈a〉 (леммы 2.1.2 — 2.1.8). Тогда G обладает
подгруппой Φ такой, что G = ΦλNG(a) (теорема 69). По условию A1,
NG(a) — черниковская группа. В силу теоремы Фробениуса для сопря-
женно бипримитивно конечных групп [63] Φλ 〈a〉 — группа Фробениуса.
Из теоремы 70 вытекает, что Φ/Z(Φ) не обладает бесконечной абеле-
вой подгруппой. Тогда группа Φ/Z(Φ) конечна (теорема 67). Следова-
тельно, G — черниковская группа, что противоречит выбору G. Лемма
доказана.

Лемма 3.1.5. Пусть G — группа с условием min-ab и централиза-
тор любой конечной подгруппы есть нечерниковская группа. Тогда G
обладает нечерниковской подгруппой T , такой, что все конечные под-
группы из T абелевы.

Доказательство. Предположим, в группе G0 = G существует неа-
белева конечная подгруппа K0. По условию леммы, CG0(K0) = G1 —
нечерниковская группа. Предположим, в G1 существует неабелева ко-
нечная подгруппа K1. Тогда K0 6< K1, так как в противном случае
K0 < K1 < CG0(K0) и K0 абелева. С другой стороны, K1 6< K0, так как
в противном случае K1 < K0

⋂
CG0(K0) < Z(K0) и K1 абелева. Таким

образом,

[K0,K1] = 1, K0 ·K1 6= Ki (i = 0, 1).

По условию леммы G2 = CG1(K1) = CG0(K0 ·K1) — нечерниковская
группа. Рассуждая о G2 и далее так же, как и о G1, построим конечные
неабелевы подгруппы Kn, причем Kn < Gn = CGn−1(Kn−1) = CG0(K0 ·
K1...Kn−1) — нечерниковская группа (n = 2, 3, ...). Обозначим Bm

n =
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Kn · Kn+1...Km, Bω
n =

⋃∞
s=nB

s
n (m ≥ n). Если описанный процесс не

обрывается на конечном номере, то Bω
0 — бесконечная черниковская

группа (теорема 62). Но цепочка Bω
0 > Bω

1 > ... > Bω
n > ... убывает, так

как Kn−1 6< Bω
n , и не обрывается на конечном номере, что противоречит

черниковости группы Bω
0 . Следовательно, наш процесс обрывается на

конечном номере m, и Gm = T — искомая группа.
Лемма 3.1.6. Пусть G — нeчepникoвcкaя группа с условием

min-ab. Тогда G обладает нечерниковской подгруппой T , удовлетворя-
ющей условию:

A2) если K — конечная подгруппа из T и CT (K) — нечерниковская
группа, то K абелева.

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.1.5.
Определение. Тогда и только тогда G ∈ L, когда G ∈ A и G удо-

влетворяет условию A2).
По лемме 3.1.6 L 6= ∅. Если C ∈ L, то любое A — сечение группы G

— лежит в L.
Лемма 3.1.7. Бесконечная неабелева сопряженно бипримитивно

конечная группа G с условием min-ab обладает конечной неабелевой
подгруппой.

Доказательство. Предположим противное. Тогда можно полагать,
что группа G лежит в классе A и порождается квазициклическими q-
подгруппами B и D. Пусть bn — элемент порядка qn из B. Если a —
элемент простого порядка из G, то для любого g ∈ G

〈
a, g−1ag

〉
абелева

по предположению. Отсюда вытекает абелевость групп

Rn =
〈
a, b−1

n abn, ..., b
−qn+1
n abq

n−1
n

〉
, n = 1, 2, ...

Цепь элементарных абелевых гpупп R1 < R2 < ... < Rn < ... стаби-
лизируется на конечном номере в силу условия min-ab. Тогда индекс
[B : NB(〈a〉)] конечен. Следовательно, B < CG(a) [18]. Аналогично до-
казывается, что D < CG(a). Отсюда 〈a〉 = A1 < Z(G).

Пусть Ḡ = G/A1. В группе Ḡ все конечные подгруппы опять абе-
левы, и Ḡ порождается двумя квазициклическими группами. Повторив
о Ḡ те же рассуждения, что и о G, и перейдя к прообразам, получим
A1 < A2/G и A1 6= A2. Рассуждая аналогично о G/A2 и далее, построим
в G бесконечную центральную подгруппу

⋃∞
n=1An, что противоречит

условию G ∈ A. Лемма доказана.
Определение. Пусть 1 6= g ∈ T < G ∈ A. Если GT (g) ∈ A (CT (g) —

черниковская группа), то элемент g назовем “плoxим” (“хорошим”) в
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T .
Замечание 3.1.1. Если сопряженно бипримитивно конечная груп-

па G без инволюций не содержит “плохих” элементов, то по лемме 3.1.3
G есть черниковская группа.

Лемма 3.1.8. Пусть G ∈ L. Тогда G обладает A-сечением G∗,
удовлетворяющим условиям:

A3) Z(G∗) > AG∗ — конечная подгруппа, порожденная всеми
“плохими” в G∗ элементами простых порядков;

A4) если T — A-сечение (в частности, нечерниковская подгруппа)
группы G∗, удовлетворяющее условию A3, то AT ' AG∗ (в частности,
AT = AG∗).

Доказательство. Пусть G = S0 3 a0 — элемент простого поряд-
ка и CS0(a0) = S1 ∈ L. Пусть S1\(a0) 3 a1 — элемент простого
поpядкa и CS1(a1) = S2 ∈ L. Тогда 〈a1, a2〉 = 〈a1〉 × 〈a2〉 < Z(S2).
Рассуждая и далее таким образом, построим возрастающую цепочку
〈a1〉 < 〈a1〉 × 〈a2〉 < ... < 〈a1〉 × 〈a2〉 × ...× 〈an〉 < ... абелевых подгрупп.
В силу условия min-ab эта цепочка должна оборваться на конечном
номере m. Тогда Sm удовлетворяет условию A3. Среди всевозможных
A-сечений группы G, удовлетворяющих условию A3, выберем сечение
G1, имеющее минимально возможный порядок своей особой подгруппы
AG1 .

Пусть Ḡ2 — A-сечение группы G1, удовлетворяющее условию A3, G2

и B — прообразы в G1 групп Ḡ2 и AḠ2
соответственно. Так как B/G2 и

G2/CG2(B) < Aut(B) — конечная группа, то CG2(B) — нечерниковская
группа. Тогда, по определению класса L, B абелева. В силу включения
Ω(B) < AG1 , |AḠ2

| ≤ |AG1 |. Но по выбору группы G1|AG1 | ≤ |AḠ2
|.

Следовательно, AḠ2
' AG1 и G1 = G∗ — искомое сечение.

Определение. Тогда и только тогда G ∈M, когда G ∈ L и G = G∗,
т. е. G удовлетворяет условиям A3) и А4).

По лемме 3.1.8, множество M не пусто. Если G∗ ∈M и T — нечер-
никовская подгруппа из G∗, то T = T ∗ ∈M.

Лемма 3.1.9. Пусть G ∈ L. Тогда в G существуют подгруппа
T ∈ L и элемент g ∈ T такие, что CT (g) — черниковская группа.

Доказательство. Предположим, лемма нeверна. Пусть K — произ-
вольная конечная подгруппа из G и 1 = K0 < K1 < . . . < Kn = K —
нормальный ряд группы K с абелевыми факторами [18]. Докажем, что
CG(K) ∈ L. Допустим, это неверно. Тогда существует номер i, такой,
что G1 = NG(Ki) ∈ L и NG(Ki+1) — черниковская группа. Очевид-
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но, K < G1. Обозначим Ḡ1 = G1/Ki, k̄1 — неединичный элемент из
K̄i+1 = Ki+1/Ki, k1 — прообраз k̄1 в Ki+1. Если F̄1 = CḠ1

(K̄1) — чер-
никовская группа, то CG1(k1) — черниковская группа, что невозмож-
но по предположению. Следовательно, F̄1 ∈ L. Очевидно, K̄i+1 < F̄1.
Пусть k̄2 — неединичный элемент из K̄i+1 \ (k̄1), k2 — прообраз k̄2 в
Ki+1, F1 — прообраз F̄1 в G1. Если F̄2 = CF̄1

(k̄2) = CḠ1
(
〈
k̄1, k̄2

〉
) —

черниковская группа, то CF1(k2) — черниковская группа, что невоз-
можно. Следовательно, F̄2 ∈ L. Рассуждая аналогично далее, получим
F̄m = CḠ1

(
〈
k̄1, k̄2, . . . , k̄m

〉
) = CḠ1

(K̄i+1) ∈ L, что противоречит черни-
ковости группы NG(Ki+1). Следовательно, CG(K) ∈ L. По определению
класса L подгруппа K абелева. Однако это, в силу произвольности вы-
бора K, противоречит лемме 3.1.7. Лемма доказана.

Лемма 3.1.10. Пусть G∗ ∈ M и S — бесконечная максимальная
черниковская подгруппа в G∗. Тогда выполняется условие:

А5) Z(S) бесконечен.
Доказательство. По лемме 3.1.4 S̃ обладает “плохими” элемента-

ми. Предположим, S̃ не содержит “плохих” элементов сколь угодно
большого порядка. Тогда в S̃ существует конечная подгруппа B, та-
кая, что CG∗(B) ∈ M и ecли S̃ > D > B, D 6= B, то CG∗(D) —
черниковская группа. В этом случае полная часть S̃/B максимальной
черниковской подгруппы S

⋂
CG∗(B)/B группы CG∗(B)/B = G1 ∈ L

не обладает “плохими” в G1 элементами. Но это противоречит лемме
3.1.4. Следовательно, S̃ обладает “плохими” элементами сколь угодно
большого порядка. В силу конечности ранга S̃ существует квазицик-
лическая подгруппа A < S̃, содержащая лишь “плохие” элементы. Так
как R =

〈
s−1As|s ∈ S

〉
— полная абелева нормальная подгруппа в S и

Ω(R) = гр(Ω(s−1As)|s ∈ S) < AG∗ < Z(G∗),то, по теореме 66 R < Z(S).
Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.1.1. По лемме 3.1.9 в классе M су-
ществует группа G∗, обладающая “хорошим” элементом a. Пусть 〈b〉
— силовская p-подгруппа в группе 〈a〉 и 〈c〉 — подгруппа, такая, что
〈a〉 = 〈b〉 × 〈c〉. Можно полагать, что CG∗(c) = G∗1 ∈ M. Тогда p —
элемент b является “хорошим” в G∗1. Будем полагать G∗ = G∗1, a = b.

Пусть R — подгруппа индекса p в группе 〈a〉. В нечерниковской
группе CG∗(R)/R элемент aR имеет простой порядок и поэтому со-
держится в бесконечной черниковской подгруппе Q (теоремы 62, 68).
Вложим полный прообраз подгруппы Q в максимальную черниковскую
подгруппу H группы G∗ (лемма 3.1.2). Тогда a ∈ H. По условию A5,
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Z(H) бесконечен. Из черниковости CG∗(a) и леммы 3.1.2 теперь следует,
что CG∗(a) < H.

Пусть g — некоторый элемент из G∗ \ H и L =
〈
a, g−1ag

〉
. Пред-

положим, что L лежит в некоторой бесконечной максимальной чер-
никовской подгруппе F . Из условия А5 следует, что CF (a) бесконечен.
Тогда F

⋂
H бесконечно и по лемме 3.1.2 F < H. Далее, g−1ag ∈ H, a ∈

gHg−1, CgHg−1(a) бесконечен, gHg−1 = H. Отсюда по лемме 3.1.2 g ∈ H,
что противоречит выбору элемента g. Следовательно, имеет место уc-
ловие:

A6) L 6< F (F — произвольная бесконечная максимальная черни-
ковская подгруппа из G∗).

Пусть M1 — минимальный нормальный делитель группы L. Из тео-
ремы 37 следует, чтоM1 есть элементарная абелева q-группа. Покажем,
что CG∗(M1) ∈M.

1. Пусть сначала q 6= p. По теореме Машке [18] M1 = CM1(0) × D,
причем a ∈ NG∗(D). Допустим,D 3 d 6= 1. Тогда CG∗(d) — черниковская
группа. Вложим элемент d в бесконечную максимальную черниковскую
подгруппу F . Из бесконечности Z(F ), черниковости CG∗(d) и леммы
3.1.2 следует M1 < CG∗(d) < F, L < NG∗(M1) < F , т. e. L < F ,
что противоречит условию А6. Следовательно, D = 1. Тогда M1 =

CM1(a) < H. Так как M1 / L, то M1 < H
⋂
H l (l ∈ L). Из условий А5,

А6 и выбора H вытекает, что CG∗(M1) ∈M.

2. Пусть теперь q = p. Тогда группа K = 〈M1, a〉 обладает верхним
центральным рядом: 1 = Z0 < Z1 < . . . < Zn = K. Так как CG∗(a) < H,
то Z1 < H. Нормализатор NG∗(〈Z1, a〉) — черниковская группа, и, в
силу условия А5, NH(〈Z1, a〉) бесконечен. Тогда по лемме 3.1.2 Z2 <

NG∗(〈Z1, a〉) < H. Рассуждая аналогично, далее получим: Zn = K < H,
т. е. M1 < H. Отсюда, как показано выше, следует, что CG∗(M1) ∈M.

Включим M1 в нормальный ряд M1 < M2 < . . . < Mn = L с элемен-
тарными абелевыми факторами Mi+1/Mi [18]. Ввиду нечерниковости
NG∗(M1) и черниковости CG∗(a) существует номер i (1 ≤ i < n), такой,
что G1 = NG∗(Mi) ∈ M и NG∗(Mi+1) — черниковская группа. Обозна-
чим C1/Mi = Ḡ1,Mi+1/Mi = M̄i+1 = 〈m̄1〉 × . . .× 〈m̄s〉 , mj — прообраз
m̄j в Mj+1 (j = 1, 2, . . . , s). Существует номер j(0 ≤ j < n), такой, что
G2 = NḠ1

(〈m̄1〉 × . . . × 〈m̄j〉) ∈ L и NG2(〈m̄j+1〉) — черниковская груп-
па. Вложим элемент mj+1 в бесконечную максимальную чeрниковскую
подгруппу F̄2 группы G2. Из условия A5 следует бесконечность Z(F̄2).
По лемме 3.1.2, M̄i+1 < F̄2. Вложим прообраз подгруппы F̄2 в макси-
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мальную черниковскую подгруппу F группы G∗. Тогда Mi+1 < F . По
условию А5, NF (Mi+1) бесконечен. Из черниковости NG∗(Mi+1) и лем-
мы 3.1.2 следует теперь, что L < NG∗(Mi+1) < F , а это противоречит
условию А6. Следовательно, множество N пусто и теорема доказана.

Следствие 3.1.1 (В.П. Шунков). Сопряженно бипримитивно
конечная p-группа (p 6= 2) с условием минимальности для абелевых
подгрупп является черниковcкой.

§ 3.2. Группы Шункова без инволюций и условие минималь-
ности для абелевых подгрупп

Ранее установлено, что группа G с условием минимальности для
абелевых подгрупп будет черниковской, если G — локально разреши-
мая группа (С.Н. Черников [87]), локально конечная группа, биприми-
тивно конечная p-группа (В.П. Шунков [115, 116]), сопряженно бипри-
митивно конечная группа без инволюций (А.Н. Остыловский (теорема
4.1.1)). Как показали П.С. Новиков и С.И. Адян [2], произвольная груп-
па с условием минимальности для абелевых подгрупп не обязана быть
черниковской группой.

В этом параграфе будет доказана
Теорема 3.2.1 (Н.Г. Сучкова, В.П. Шунков). Всякая сопря-

женно бипримитивно конечная группа, удовлетворяющая условию ми-
нимальности для абелевых подгрупп, является черниковской [75].

Заметим, что в контрпримере к теореме ввиду теоремы 3.2.1 долж-
ны быть инволюции. Наиболее важными узловыми участками в дока-
зательстве теоремы 3.2.1 являются следующие результаты.

Теорема 3.2.2 (Н.Г. Сучкова, В.П. Шунков). Пусть G — со-
пряженно бипримитивно конечная группа, обладающая инволюциями
и CG(i) — черниковская подгруппа для любой инволюции i ∈ G. Если
G удовлетворяет условию минимальности для абелевых подгрупп, то
она является черниковской группой [75].

Теорема 3.2.3 (Н.Г. Сучкова, В.П. Шунков). Всякая со-
пряженно бипримитивно конечная группа с конечной силовской 2-
подгруппой и удовлетворяющая условию минимальности для абелевых
подгрупп, является черниковской [75].

Теорема 3.2.4 (Н.Г. Сучкова, В.П. Шунков). Если G — нечер-
никовская сопряженно бипримитивно конечная группа с условием ми-
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нимальности для абелевых подгрупп, то в ней найдется такая нечер-
никовская секция H/Y (где Y — конечная 2-подгруппа из G), что H/Y
содержит инволюцию с черниковским централизатором [75].

Теорема 3.2.5 (Н.Г. Сучкова, В.П. Шунков). Контрпримера к
теореме 3.2.1 не существует [75].

Рассмотрим сначала контрпримеры с черниковскими централизато-
рами инволюций.

Сейчас мы начнем доказывать теорему 3.2.2. Заметим, что во всякой
группе, которая удовлетворяет условию min-ab, силовские p-подгруппы
для любого простого p являются черниковскими [115]. Предположим,
что существуют контрпримеры к теореме 3.2.2.

Замечание 3.2.1. Во всякой группе, которая удовлетворяет усло-
вию теоремы 3.2.2, силовские 2-подгруппы сопряжены.

Это очевидным образом вытекает из условия теоремы 3.2.2 и теорем
71, 72.

Из всех контрпримеров к теореме 3.2.2 будем рассматривать такие,
в которых ранги полных частей силовских 2-подгрупп наименьшие. В
рассматриваемых контрпримерах выберем такой контрпример G с си-
ловской 2-подгруппой S, что |S/S̃| — минимальный.

Лемма 3.2.1. Не нарушая общности рассуждения, можно счи-
тать, что NG(B) — черниковская подгруппа для любой неединичной
полной абелевой подгруппы B < G.

Доказательство. Пусть контрпример G не удовлетворяет условию
леммы, a B1 — такая полная абелева подгруппа, что NG(B1) не явля-
ется черниковской подгруппой. Тогда фактор-группа Ḡ1 = NG(B1)/B1

также не является черниковской (теорема 41). Заметим,что Ḡ1 — со-
пряженно бипримитивно конечная группа (теорема 73). Кроме того, Ḡ1

удовлетворяет условию min-ab. Действительно, пусть Ā — абелева под-
группа из Ḡ1. Если A — полный прообраз Ā в G, то A — двуступенно
разрешимая подгруппа и удовлетворяет условию min-ab. Поэтому она
черниковская (теорема 23.2.2 из [18]). Но тогда A, а значит, и Ā удовле-
творяют условию минимальности.

Далее, если B1 содержит инволюцию j, то CG(j) > CG(B1) — чер-
никовская подгруппа. Так как |NG(B1) : CG(B1)| < ∞ (теорема 74),
то NG(B1) — черниковская подгруппа (теорема 41), что противоречит
нашему предположению. Поэтому B1 является 2′-подгруппой. Если tB1

— инволюция из Ḡ1, то t2 ∈ B1, т. е. |t| = 2 · m, m = 2k + 1. Отсюда
заключаем, что t = ib, где i — инволюция из G, b ∈ B1, а tB1 = iB1.
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В силу условия и теоремы 75, CḠ1
(tB1) = CG(i)B1/B1 — черниковская

подгруппа.
Итак, Ḡ1 — контрпример. Пусть и он не удовлетворяет условию

леммы, т. е. G1 содержит такую полную абелеву подгруппу B̄2, что
NḠ1

(B̄2) не является черниковской подгруппой. Заметим, что если B2

— полный прообраз B̄2 в G, то B2 = B1 × C1, где C1 ' B̄2 = B2/B1.
Снова можно рассмотреть контрпример NḠ1

(B̄2)/B̄2. Продолжая этот
процесс, мы либо придем к контрпримеру, который удовлетворяет усло-
вию леммы, либо получим строго возрастающую цепочку абелевых под-
групп B1 < B2 < ... < Bk < ..., в которой Bk+1/Bk полная абелева
фактор-группа и Bk+1 = Bk × Ck. Но тогда

B = [
⋃∞
k=1Bk] = B1 × C1 × C2 × ...

— абелева подгруппа изG, которая не удовлетворяет, очевидно, условию
минимальности, что невозможно. Следовательно, лемма верна.

Лемма 3.2.2. Если 1 6= V — произвольная 2-подгруппа из G, то
NG(V ) — черниковская подгруппа.

Доказательство. Для инволюции j ∈ V имеем CG(V ) < CG(j). По-
этому CG(V ) — черниковская подгруппа. Так как |NG(V ) : V CG(V )| <
∞ (теорема 74), то NG(V ) черниковская подгруппа (теорема 41). Лемма
доказана.

Лемма 3.2.3. Группа G обладает такой строго убывающей цепоч-
кой подгрупп

G = H1 > H2 > H3 > ..., (6)

что
⋂∞
n=1Hn > S.

Доказательство. В силу теоремы 4.4.3 группа G не удовлетворяет
условию минимальности для подгрупп. Поэтому она обладает собствен-
ной нечерниковской подгруппой C, которая содержит инволюцию [45].
Возьмем силовскую 2-подгруппу P из C,

Ввиду замечания 3.2.1, r(P̃ ) ≥ r(S̃). С другой стороны, так как
C — контрпример к теореме, то r(P̃ ) ≥ r(S̃) по выбору G. Поэтому
r(P̃ ) = r(S̃). По этой же причине |P/P̃ | = |S/S̃|. Следовательно, P —
силовская 2-подгруппа группы G, а значит, сопряжена с S (замечание
3.2.1), т. е. найдется такой элемент g ∈ G, что P g = S. Обозначим те-
перь Cg = H2. Тогда H2 > S. Рассуждая теперь о H2 так же, как о G,
мы найдем в ней собственную нечерниковскую подгруппу H3 > S. Про-
должая этот процесс, мы построим цепочку (6) с нужным свойством.
Лемма доказана.
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Выберем в S такое множество элементарных абелевых 2-подгрупп
W = {V1, ..., Vn}, что любая элементарная 2-подгруппа из S сопряжена
в S к одной из подгрупп этого множества. СуществованиеW гарантиру-
ется теоремой 76 и тем очевидным фактом, что порядки элементарных
абелевых 2-подгрупп в черниковской группе ограничены в совокупно-
сти. Для любой подгруппы B > S обозначим

K(B,S) = 〈NB(V1), ..., NB(Vn)〉.

Лемма 3.2.4. Не нарушая общности рассуждения, можно счи-
тать, что K(G,S) = K(S) — черниковская подгруппа.

Доказательство. ПустьK(G,S) не является черниковской подгруп-
пой. По теореме 4.4.3, это равносильно тому, что K(G,S) не удовлетво-
ряет условию минимальности. В силу леммы 3.2.3 в K(G,S) найдется
собственная подгруппа B1 > S, не удовлетворяющая условию мини-
мальности. Заметим, чтоK(B1, S) не удовлетворяет условию минималь-
ности, так как в противном случае мы вместо G взяли бы контрпример
B1, для которого лемма выполняется. Аналогично в K(B1, S) выберем
собственную подгруппу B2 > S, не удовлетворяющую условию мини-
мальности, затем в K(B2, S) возьмем собственную подгруппу B2 > S,
не удовлетворяющую условию минимальности, и т.д.

Рассмотрим теперь цепочки подгрупп:

NG(V1) > NB1(V1) > NB2(V1) > NB3(V1) > ...,
NG(V2) > NB1(V2) > NB2(V2) > NB3(V2) > ...,

..........................................
NG(Vn) > NB1(Vn) > NB2(Vn) > NB3(Vn) > ...

В силу леммы 3.2.2 каждая подгруппа NG(Vi) удовлетворяет усло-
вию минимальности для подгрупп. Поэтому, начиная с некоторого но-
мера mi, будем иметь

NBmi
(Vi) = NBmi+1

(Vi) = ...

Если m = max(m1,m2, ...,mn), то для любого i = 1, ..., n получаем

NBm(Vi) = NBm+1(Vi) = ..., i = 1, 2, ..., n.

Но, по построению, Bm+1 — собственная подгруппа группы K(Bm, S),
c другой стороны,
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K(Bm, S) = 〈NBm(V1), ..., NBm(Vn)〉 =

=
〈
NBm+1(V1), ..., NBm+1(Vn)

〉
) < Bm+1.

Полученное противоречие доказывает лемму.
Обозначим для краткости K(S) = K.
Лемма 3.2.5. K > S.
Доказательство. Заметим, что Z(S) 6= {1} (теорема 80). Пусть R

— нижний слой Z(S). Так как подгруппа R характеристична в S, то
S < NG(R). Но R является одной из подгрупп Vi по определению мно-
жества W . Поэтому NG(R) < K по построению подгруппы K. Отсюда
и получаем справедливость леммы.

Лемма 3.2.6. Пусть 1 6= V < S. Тогда NG(V ) < K.
Доказательство. В самом деле, NG(V ) < NG(V̄ ), где V̄ = Ω(Z(V )).

По определению множества W найдутся такой элемент h ∈ S и та-
кой номер m, что V̄ = V h

m. Поэтому NG(V ) < NG(V̄ ) = NG(V h
m) =

(NG(Vm))h < Kh = K ввиду леммы 3.2.5. Лемма доказана.
Лемма 3.2.7. Подгруппа K — бесконечная черниковская.
Доказательство. Если |K| <∞, i — инволюция из S, то CG(i) < K,

по лемме 3.2.6, а значит, |CG(i)| <∞. Но тогда G — почти разрешимая
группа (теорема 77). В силу теоремы 23.2.2 из [18] и теоремы 41, G —
черниковская группа. Противоречие. Лемма доказана.

Лемма 3.2.8. Не нарушая общности рассуждений, можно счи-
тать, что

K < [
⋂∞
n=1Hn].

Доказательство. Так как NG(Vi) — черниковская подгруппа (i =

1, ..., n), то, начиная с некоторого номера ki, имеем

NHki
(Vi) = NHki+1

(Vi) = NHki+2
(Vi) = ...

Пусть k = max(k1, ..., kn). Тогда

NHk
(Vi) = NHk+1

(Vi) = NHk+2
(Vi) = ...

для всех i = 1, 2, ..., n. Отсюда заключаем, что

K(Hk, S) = K(Hk+1, S) = K(Hk+2S) = ...
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Взяв в качестве контрпримера G подгруппу Hk, а в качестве ряда
(6) — цепочку Hk > Hk+1 > Hk+2 > ..., мы докажем лемму.

По лемме 3.2.4 K — черниковская подгруппа, а подгруппа T =

NG(K̃) — черниковская в силу леммы 3.2.1.
Лемма 3.2.9. Не нарушая общности рассуждений, можно счи-

тать, что T <
⋂∞
n=1Hn.

Доказательство. Так как T — черниковская подгруппа, то, начиная
с некоторого номера l,

(T
⋂
Hl) = (T

⋂
Hl+1) = (T

⋂
Hl+2) = ...,

т. е.

NHl
(K̃) = NHl+1

(K̃) = NHl+2
(K̃) = ...

Поэтому для обоснования леммы достаточно в качестве контрпри-
мера G взять подгруппу Hl, а в качестве ряда (6) — цепочку

Hl > Hl+1 > Hl+2 > ...

Лемма доказана.
Рассмотрим теперь черниковскую (по лемме 3.2.1) подгруппу M =

NG(T̃ ).
Лемма 3.2.10. Не нарушая общности рассуждений, можно счи-

тать, что

M <
⋂∞
n=1Hn.

Доказывается точно так же, как лемма 3.2.9.
Рассмотрим некоторые свойства подгруппы M .
Лемма 3.2.11. M > K.
Доказательство. Действительно,

K < NG(K̃) = T < NG(T̃ ) = M .

Лемма 3.2.12. Подгруппа M — максимальная черниковская под-
группа группы G.

Доказательство. Пусть M1 — черниковская подгруппа и M1 > M .
Тогда M̃1 > M̃ > T̃ > K̃. Поэтому T = NG(K̃) > M̃1, т. е. T̃ > M̃1.
Таким образом, M̃1 = M̃ = T̃ . Но тогда M1 < NG(M̃1) = NG(T̃ ) = M .
Итак, M1 = M и лемма доказана.
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Лемма 3.2.13. NG(M̃) = M .
Доказательство. При доказательстве леммы 3.2.12 было установле-

но, что M̃ = T̃ . Поэтому NG(M̃) = NG(T̃ ) = M . Следовательно, лемма
верна.

Лемма 3.2.14. Если U — неединичная 2-подгруппа из M , то
NG(U) < M .

Доказательство. В силу теоремы 41 найдется такой элемент h ∈M ,
что Uh < S. По леммам 3.2.6, 3.2.11 NG(Uh) = (NG(U))h < M . Но тогда
и NG(U) < M . Лемма доказана.

Лемма 3.2.15. Подгруппа M сильно вложена в G.
Доказательство. По лемме Фраттини

L = NG(M) = M ·NL(S).

Лемма Фраттини применима, так как силовские 2-подгруппы из M
сопряжены в M (теорема 71). По лемме 3.2.14 NL(S) < M . Таким об-
разом, NG(M) = M .

Покажем теперь, что подгруппа D = M
⋂
Mg(g ∈ G \M) не содер-

жит инволюций. Пусть, наоборот, некоторая инволюция k ∈ D, а S1

— силовская 2-подгруппа из M , содержащая k. В силу леммы 3.2.14
CG(k) < M . Так как k = ag для некоторой инволюции a ∈ M и
CG(a) < M , то CG(k) = CG(ag) = (CG(a))g < Mg.

Таким образом, CG(k) < M
⋂
Mg = D. Отсюда выводим, что

Z(S1) < D. Если i — инволюция из Z(S1), то по тем же рассужде-
ниям S1 < CG(i) < D. Поэтому S1 = Rg для некоторой силовской
2-подгруппы R из M . Подгруппы S1 и R сопряжены в M , т. е. най-
дется такой элемент h ∈ M , что R = Sh1 . Но тогда S1 = Rg = Shg1 ,
hg ∈ NG(S1), а NG(S1) < M по лемме 3.2.14. Таким образом, hg ∈M , а
значит, g ∈M . Противоречие завершает доказательство леммы.

Лемма 3.2.16. Если G 6= H > M , то H — сильно вложенная
подгруппа.

Доказательство. Установим сначала, что NG(H) = H. Действи-
тельно, пусть g ∈ NG(H). Тогда Sg = S1 < H. Но силовские 2-
подгруппы S и S1 из H сопряжены в H, поэтому найдется такой эле-
мент h ∈ H, что Sh = S1. Итак, Sg = Sh, Sgh−1

= S, gh−1 ∈ NG(S) < M

(лемма 3.2.14), т. е. gh−1 ∈ H, а значит, g ∈ H.
Докажем теперь, что подгруппа H

⋂
Hg(g ∈ G \ H) не содержит

инволюций. Пусть, наоборот, некоторая инволюция i ∈ Hg
⋂
H, а S1 —

силовская 2-подгруппа из H, содержащая i. В силу сопряженности в
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H подгрупп S и S1 найдется такой элемент h ∈ H, что Sh1 = S < M .
Тогда ih = m ∈M . Далее, так как i ∈ Hg, то i = jg, j ∈ H. Инволюция
j также сопряжена в H с некоторой инволюцией m1 ∈ S < M , т. е.
mh1

1 = j для h1 ∈ H. Следовательно, m = ih = jgh = mh1gh
1 . Таким

образом, m ∈M
⋂
Mh1gh. Очевидно, что h1gh /∈M . Но по лемме 3.2.15

M — сильно вложенная подгруппа. Противоречие доказывает лемму.
Перейдем к доказательству теорем 3.2.2, 3.2.3.
Теперь у нас есть все необходимое для доказательства теоремы 3.2.2.

В силу леммы 3.2.10
⋂∞
n=1Hn > M . Поэтому по лемме 3.2.16 каждая

подгруппа Hn цепочки (6) является сильно вложенной. Тогда (теорема
78)

Hn = CG(i) ·Dn, n = 2, 3, ...,

где i — инволюция из M , a Dn — подгруппа без инволюций. Так как
H2 > H3 > H4 > ..., то (теорема 79)

H3 = CG(i) · (D2
⋂
H3), H4 = CG(i) · (D2

⋂
H4), ...

Заметим, что D2 — черниковская подгруппа [45]. Следовательно, це-
почка подгрупп D2 > (D2

⋂
H3) > (D2

⋂
H4) > ... стабилизируется на

некотором номере. Но тогда и цепочка (6) должна стабилизироваться.
Полученное противоречие доказывает теорему 3.2.2.

Осталось доказать теорему 3.2.3. Предположим, что существует
нечерниковская сопряженно бипримитивно конечная группа G, кото-
рая удовлетворяет условию min-ab и обладает конечной силовской 2-
подгруппой. Тогда в G все силовские 2-подгруппы имеют одинаковый
порядок (теорема 74). В силу теоремы 3.2.2 найдется такая инволюция
i ∈ G, что CG(i) — нечерниковская подгруппа. Поэтому G1 = CG(i)/ 〈i〉
— также контрпример к теореме 3.2.3, причем порядок силовской 2-
подгруппы из G1 меньше порядка силовской 2-подгруппы из G. Рас-
суждая о G1 и далее так же, как и о G, мы придем к нечерниковской
группе без инволюций, которая удовлетворяет условию min-ab. Но это
противоречит [45]. Теорема 3.2.3 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 3.2.4. Пусть группа G удовле-
творяет условию теоремы 3.2.4. Установим сначала следующее утвер-
ждение. В группе G найдутся такая нечерниковская подгруппа B и
конечная 2-подгруппа A < B, что NB(A) — черниковская подгруппа.
Предположим, что это не так. Тогда справедлива
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Лемма 3.2.17. В группе G найдется нечерниковская подгруппа M
с абелевыми силовскими 2-подгруппами.

Доказательство. Пусть лемма неверна. Тогда в G найдется неабеле-
ва силовская 2-подгруппа S. Так как S — черниковская [115], а значит,
локально конечная подгруппа, то в ней найдется конечная неабелева
2-подгруппа S1. По предположению, G1 = CG(S1) — нечерниковская
подгруппа. Выберем в ней конечную неабелеву 2-подгруппу S2, затем в
нечерниковской подгруппе G2 = CG1(S2) возьмем конечную неабелеву
2-подгруппу S2 и т.д. Пусть

T = 〈S1, S2, S3, ...〉, T1 = 〈S2, S3, ...〉, T2 = 〈S3, S4, ...〉, ...

Так как T1 < G1 = CG(S1) и S1 — неабелева подгруппа, то T1 — соб-
ственная подгруппа T . Далее, T2 — собственная подгруппа T1 в силу то-
го, что неабелева подгруппа S2 не содержится в подгруппе T2 < CG1(S2)

и т.д. Поэтому цепочка подгрупп T > T1 > T2 > ... строго убывает. С
другой стороны, по построению, [Si, Sj ] = 1 для любых i 6= j. Отсюда
заключаем, что T — 2-подгруппа, а значит, черниковская [115] и удовле-
творяет условию минимальности. Полученное противоречие доказывает
лемму.

Лемма 3.2.18. Не нарушая общности рассуждения, можно счи-
тать, что любая элементарная абелева 2-подгруппа из M содержит-
ся в Z(M).

Доказательство. Пусть это не так, a V — некоторая максимальная
элементарная абелева 2-подгруппа из M . Тогда вместо M мы рассмот-
рели бы нечерниковскую, по предположению, группу M1 = CM (V ).

Если V1 — произвольная элементарная абелева 2-подгруппа из M1,
то 〈V, V1〉 также является элементарной абелевой 2-подгруппой. Следо-
вательно, V1 < V < Z(M1) в силу выбора подгруппы V . Лемма доказа-
на.

Лемма 3.2.19. Любая конечная подгруппа K группы M разрешима
и представима в виде K = TλR, где R — силовская 2-подгруппа из K.

Доказательство. Пусть R — силовская 2-подгруппа в K. Если R =

1, то лемма 3.2.19 справедлива по теореме Файта—Томпсона (теорема
37). Если же R 6= 1, то по лемме 3.2.17 R — абелева подгруппа, а по
лемме 3.2.18 Ω(R) < Z(M). Из теоремы 81 вытекает, что R < Z(Nk(R)).
По теореме Бернсайда (теорема 82) K = TλR. Так как |T | = 2k+1, то T
— разрешимая подгруппа. Но тогда и подгруппа K разрешима. Лемма
доказана.
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Теперь мы можем повторить рассуждения из [45] и убедиться, что
сделанное относительно группы G предположение приводит к противо-
речию. Поэтому в группе G найдутся такая нечерниковская подгруппа
B и конечная 2-подгруппа A < B, что NB(A) — черниковская подгруп-
па. Теперь мы можем легко получить теорему 3.2.4.

Действительно, рассмотрим такой инвариантный в A ряд подгрупп
1 = A0 < A1 < A2 < ... < An = A, что |Ai : Ai−1| = 2 (1 ≤ i ≤ n).
Очевидно, существует номер k (k ≥ 1), такой, что NB(Ak) — черни-
ковская подгруппа, а NB(Ai) — нечерниковская подгруппа для i < k.
Полагаем Y = Ak−1, H = NB(Ak−1). Тогда инволюция из Ak/Y име-
ет по построению черниковский централизатор в H/Y и теорема 3.2.4
доказана.

Рассмотрим контрпримеры к теореме 3.2.1 с инволюциями 1-го и
2-го рода.

Предположим, что теорема 3.2.1 неверна и T0 — контрпример. Тогда
найдется такой контрпример T , что NT (B) — черниковская подгруппа
для любой бесконечной полной абелевой подгруппы B < T . Для доказа-
тельства достаточно повторить рассуждения леммы 3.2.1. Заметим, что
если M — бесконечная черниковская подгруппа группы T , то и NT (M)

— черниковская подгруппа, так как NT (M) < NT (M̃).
Определение. Конечную 2-подгруппу U < T назовем подгруппой

1-го (2-го) рода в T , если NT (U) — черниковская (нечерниковская) под-
группа. Инволюция i ∈ T называется инволюцией 1-го (2-го) рода в T ,
если CT (i) — черниковская (нечерниковская) подгруппа.

Так как |NT (U) : CT (U)| <∞, то, ввиду теоремы 41, NT (U) и CT (U)

— одновременно либо черниковские, либо нечерниковские подгруппы.
По теореме 3.2.2 T содержит инволюцию 2-го рода. Возьмем в T мак-

симальную абелеву подгруппу 2-го рода F периода 4. Тогда E = CT (F ),
Ē = E/F контрпримеры. В силу теоремы 3.2.3 в E найдутся такие ко-
нечная 2-подгруппа Y > E и нечерниковская подгруппа W < NE(Y ),
что G = W/Y обладает инволюцией 1-го рода. Выделим отдельно

Утверждение (*). Нормализатор любой бесконечной черников-
ской подгруппы из G есть черниковская подгруппа.

Пусть S — силовская 2-подгруппа из G, содержащая инволюцию
1-го рода i. По теореме 3.2.3 S — бесконечная подгруппа.

Лемма 3.2.20. Не нарушая общности рассуждений, можно счи-
тать, что i ∈ Z(S).

Доказательство. Пусть Rn =
〈
g ∈ S̃ | |g| = 2n

〉
; K1 — максималь-
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ная нормальная в S подгруппа 2-го рода из R1, G1 = NG(K1). Пред-
положим, что K1 6= R1. В контрпримере Ḡ1 = G1/K1 с силовской 2-
подгруппой S̄ = S/K1 рассмотрим инволюцию r̄ ∈ (R1/K1

⋂
Z(S̄)). Ес-

ли r̄ — инволюция 2-го рода в Ḡ1, то K1×(r) — подгруппа 2-го рода в G,
где r — прообраз r̄ в R1. Это противоречит выбору K1. Таким образом,
r̄ — инволюция 1-го рода в Ḡ1, и лемма 3.2.20 справедлива для G = Ḡ1,
i = r̄ ∈ Z(S̄).

Поэтому можно считать, что R1 = K1 — подгруппа 2-го рода. Рас-
суждая аналогично предыдущему, считаем, чтоR2/R1 — подгруппа 2-го
рода в G1/R1, т. е. R2 — подгруппа 2-го рода в G и т.д.

Покажем, что тогда S̃ < Z(S). ПустьQ— такая полная подгруппа из
W , чтоQY/Y = S̃. Если V — полный прообраз S вW , тоQ/V . Положим
T = 〈g ∈ Q | |g| = 4〉. Если R — такая максимальная подгруппа из Q,
что RY/Y = R2, то T < R и NW (T ) > NW (R). Поэтому T — подгруппа
2-го рода и по определению подгруппы F T < F < Z(W ). По теореме
83 Q < Z(V ). Переходя к образам, получаем S̃ < Z(S).

Очевидно, S = S̃ · C для некоторой конечной подгруппы C 3 i.
Можно считать, что S = S̃×C. Действительно, X = C

⋂
S̃ — подгруппа

2-го рода, так как X содержится в некоторой подгруппе 2-го рода Rn и
CG(Rn) < CG(X). Поэтому вместо G мы бы рассмотрели контрпример
NG(X)/X с силовской 2-подгруппой S/X = S̃/X × C/X и инволюцией
1-го рода iX.

Итак, пусть S = S̃ × C. Очевидно, Z(C) < Z(S). Если инволюция
1-го рода лежит в Z(C), то лемма верна. Пусть в Z(C) содержатся
инволюции только 2-го рода, а j — одна из них. Тогда мы рассмотрим
контрпример CG(j)/ 〈j〉 с силовской 2-подгруппой S/ 〈j〉 = S̃ · 〈j〉 / 〈j〉×
C/ 〈j〉 и инволюцией 1-го рода i/ 〈j〉 ∈ C/ 〈j〉. Так как |C/ 〈j〉 | < |C|, то,
продолжая наши рассуждения, мы придем к контрпримеру, в котором
инволюция 1-го рода лежит в центре силовской 2-подгруппы. Лемма
доказана.

Обозначим через H максимальную черниковскую подгруппу, содер-
жащую CG(i). По лемме 3.2.20 H > S.

Лемма 3.2.21. Если L — бесконечная подгруппа из H, то NG(L) <

H.
Доказательство. Действительно, NG(L) — черниковская подгруппа

(утверждение (*)), и |H
⋂
NG(L)| =∞. Осталось применить теорему 84.

Лемма 3.2.22. Подгруппа S содержит инволюцию 2-го рода.
Доказательство. Пусть лемма неверна. Так как силовские 2-под-
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группы из H сопряжены в H, то и H содержит инволюции только 1-
го рода. По теореме 3.2.2, в G \ H найдется инволюция 2-го рода j.
Обозначим

D = 〈i, j〉 = 〈c〉λ 〈i〉 = 〈c〉λ 〈j〉.

Если |c| = 2n+1, то инволюции i, j сопряжены в D, что невозможно.
Поэтому (c) содержит инволюцию k ∈ Z(D). По лемме 3.2.20 i ∈ Z(S).
Следовательно, ввиду теоремы 84, k ∈ CG(i) < H, а значит, k — инволю-
ция 1-го рода. Заметим, что |CS(k)| <∞. Действительно, в противном
случае |CG(k)

⋂
H| = ∞ и CG(k) < H (теорема 84), но CG(k) 3 j. Из

теоремы 85 вытекает, что k индуцирует на S̃ автоморфизм, который
каждый элемент из S̃ переводит в обратный.

Пусть P — силовская 2-подгруппа в D, содержащая инволюции i, k.
Поскольку силовские 2-подгруппы из D сопряжены, то в P найдется
инволюция j1 2-го рода. Вложим P в некоторую силовскую 2-подгруппу
S1 группы G. В силу теоремы 3.2.3, S1 — бесконечная подгруппа. Так
как S1 содержит инволюцию 2-го рода j1, то S1 не содержится в H. Это
означает (теорема 84), что |CS1(i)| < ∞. По теореме 85 gi = g−1 для
любого g ∈ S̃.

Допустим, что в группе G найдется подгруппа L = 〈i〉 × 〈k〉 × (m),
|m| = 2. Так как L < CG(i) < H, то все инволюции из L 1-го рода
(ввиду ранее сделанного предположения относительно инволюций из
H), а так как в H все силовские 2-подгруппы сопряжены, то найдется
такой элемент h ∈ H, что L < h−1Sh = S0. Пусть S1 < H1 — макси-
мальная черниковская подгруппа группы G. По теореме 86 в подгруппе
〈i〉×〈k〉 найдется такая инволюция y, что централизатор CS(y) бесконе-
чен. Применяя теорему 84, заключаем, что L < CS1(y) < H1. Поэтому
L < S2 = h−1

1 S1h1 для некоторого h1 ∈ H1.
В силу теоремы 90 найдется такая подгруппа 4-го порядка B < L,

что |CS0(B)| = ∞. По теореме 86, существует инволюция x ∈ B с бес-
конечным централизатором CS2(x). Так как CS0(B) < (CG(x)

⋂
H), то

|CG(x)
⋂
H| =∞. Поэтому CG(x) < H (теорема 84). Отсюда получаем,

что пересечение H
⋂
S2 бесконечно, а значит, S2 < H, что невозможно

(S2 содержит инволюцию 2-го рода h−1
1 j1h1).

Итак, M = 〈i〉 × 〈k〉 — максимальная элементарная абелева 2-
подгруппа в G. Если z — инволюция из S̃, то [i, z] = [k, z] = 1 (i ∈ Z(S),
uk = u−1 для любого u ∈ S̃). Ввиду максимальности M как элементар-
ной абелевой 2-подгруппы в S получаем, что z ∈ M . Значит, z = i, S̃
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— квазициклическая подгруппа. Пусть t — инволюция из Z(S1)
⋂
S̃1.

Очевидно, t ∈ M . Так как gi = g−1 для любого g ∈ S̃, то либо t = k,
либо t = ki, a S̃1 — квазициклическая подгруппа. По теореме 87 инво-
люции t, ti сопряжены в S̃λ 〈t〉, а инволюции i, ti сопряжены в S̃1λ 〈i〉.
Следовательно, инволюции t, i сопряжены в G.

Так как i ∈ Z(S), t ∈ Z(S1), i = tg для некоторого g ∈ G, то

Sg1 < (CG(t))g = CG(tg) = CG(i) < H.

Но Sg1 содержит инволюцию 2-го рода jg1 . Противоречие. Итак, лемма
3.2.22 верна.

Замечание 3.2.2. Очевидно, не нарушая общности рассуждений,
можно предполагать:

1) если контрпример G1 = G2/L, где G2, L < G, L инвариантная в
G2 конечная 2-подгруппа и некоторая силовская 2-подгруппа S1 из G1

содержит центральную инволюцию 1-го рода, то r(S̃1) ≥ r(S̃), причем
если r(S̃1) = r(S̃), то t(S1) = |S1 : S̃1| ≥ t(S);

2) если r(S̃1) = r(S̃), t(S1) = t(S) и H1 — максимальная черни-
ковская подгруппа из G1, содержащая S1, то r(H̃1) ≥ r(H̃), а если
r(H̃1) = r(H̃), то t(H1) = |H1 : H̃1| ≥ t(H).

Выбираем контрпример в соответствии с замечанием 3.2.2.
Лемма 3.2.23. Если j — инволюция 2-го рода из S, то j ∈ S̃.
Доказательство. Рассмотрим контрпример G1 = CG(j). Пусть S1 —

силовская 2-подгруппа из G1, содержащая CS(j) 3 i. Тогда возможны
два случая:

1. |CS(j)| =∞. Тогда (теорема 84) S1 < H. В силу замечания 3.2.2,
S̃1 = S̃, t(S1) = t(S). Если j /∈ S̃, то в контрпримереG1/ 〈j〉 выполняется
равенство r(S̃1/ 〈j〉) = r(S̃), нo t(S1/ 〈j〉) < t(S). Получили противоре-
чие с замечанием 3.2.2. Следовательно, j ∈ S̃.

2. |CS(j)| <∞. В этом случае S1
⋂
H — конечная подгруппа, а зна-

чит, |CS1(i)| <∞ (теорема 84). Таким образом, S и S1 содержат почти
регулярные инволюции. Докажем, что в этом случае их полные части
S̃ и S̃1 не содержат инволюций 2-го рода.

Действительно, пусть, например, инволюция 2-го рода d ∈ S̃. На-
помним, что через Q мы обозначали такую полную подгруппу из W ,
что QY/Y = S̃. Если d1 — прообраз d в Q, то d1 — элемент 2-го рода и
(d1)

⋂
F — циклическая подгруппа порядка 4 по построению F < Z(W ).

Значит, прообраз j индуцирует автоморфизм подгруппы Q, который
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оставляет на месте элемент порядка 4. По теореме 85 этот автомор-
физм оставляет на месте и бесконечную подгруппу из Q. Переходя к
образам, получаем, что j централизует бесконечную подгруппу из S̃.
Это противоречит нашему предположению относительно j. Точно так
же доказывается, что и S̃1 не содержит инволюций 2-го рода.

Таким образом, j /∈ S̃1. Пусть k — инволюция из S̃1
⋂
Z(S1). По

доказанному выше, k — инволюция 1-го рода. Образуем подгруппу (k)×
〈j〉 < CG(i) < H. Если |CS 〈k〉 | = ∞, то S1 < CG(k) < H (теорема 84).
Это противоречит предположению, что |CS(j)| <∞. Поэтому k — почти
регулярная инволюция в S. Тогда tk = tj = t−1 для любого элемента
t ∈ S̃ (теорема 85). Отсюда заключаем, что kj централизует S̃. Заметим,
что kj централизует и S̃1.

Если kj — инволюция 1-го рода, то S1 < H (теорема 84). Снова
получаем противоречие с предположением |CS(j)| <∞. Следовательно,
kj — инволюция 2-го рода. Тогда, по утверждению случая 1, kj ∈ S̃, но
это невозможно, так как мы установили, что S̃ не содержит инволюций
2-го рода. Итак, случай 2 невозможен и лемма доказана.

Лемма 3.2.24. Не нарушая общности рассуждений, можно счи-
тать, что Z(S) — бесконечная подгруппа.

Доказательство. Пусть X — подгруппа 2-го рода из нижнего слоя
S̃, причем наибольшего порядка в множестве всех таких подгрупп. По
леммам 3.2.22, 3.2.23 X 6= (1). Рассмотрим контрпример G1 = CG(X) >〈
S̃, i
〉
. Если S1 — силовская 2-подгруппа в G1, содержащая

〈
S̃, i
〉
, то

S1 < H (теорема 84). В силу замечания 3.2.2, S1 сопряжена с S в H.
Поэтому можно считать, что S1 = S. В контрпримере G1/X c силовской
2-подгруппой S/X, которая содержит инволюцию 1-го рода iX, снова
возьмем максимальную подгруппу 2-го рода X̄1 из нижнего слоя S̃/X.
Если X1 — полный прообраз X̄1 в G1, то X1 — подгруппа 2-го рода в G1.
Рассмотрим контрпримерG2 = CG1(X1). Снова можно считать, что S <
G2. Продолжая этот процесс, мы построим в S̃ строго возрастающую
цепочку подгрупп 2-го рода

X < X1 < X2 < ... < Xn < ...

Ей будет соответствовать убывающая цепочка контрпримеров

G ≥ G1 ≥ G2 ≥ ... ≥ Gn ≥ ...,
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причем Xn < Z(Gn+1) при любом n. Начиная с некоторого номера n,
Xm2
n обладает элементами порядка 4 (m2 — параметр, введенный в тео-

реме 88). Для доказательства леммы осталось заметить, что вместо G
мы можем рассматривать контрпримерGn+1, для которого лемма верна
(теорема 89).

Лемма 3.2.25. Пусть L — неединичная 2 -подгруппа 1-го рода из
H. Тогда NG(L) < H.

Доказательство. Так как силовские 2-подгруппы из H сопряжены
в H, то можно считать, что L < S. Так как NG(L) — черниковская
подгруппа и NG(L) > Z(S), то по предыдущей лемме |NG(L)

⋂
H| =∞.

Ввиду теоремы 84, NG(L) < H. Лемма доказана.
Лемма 3.2.26. В G \ H найдется хотя бы одна инволюция 2-го

рода.
Доказательство. Предположим, что все инволюции 2-го рода из G

содержатся в H. Тогда по лемме 3.2.23 все они лежат в S̃, а значит,
порождают неединичный (лемма 3.2.22) нормальный делитель группы
G. Обозначим через K максимальный нормальный делитель из S̃ в G.
В силу утверждения (*) |K| < ∞. Так как K — подгруппа 2-ro рода,
то i /∈ K. Рассмотрим контрпример G/K, в котором S/K — силовская
2-подгруппа, iK ∈ Z(S/K). Заметим, что G/K обладает инволюциями
2-го рода из (G/K)\(H/K). Действительно, в противном случае мы сно-
ва нашли бы неединичную нормальную вG/K подгруппуK1/K < S̃/K.
Но тогда ее прообраз K1 / G, K1 6= K и K1 < S̃. Это противоречит вы-
бору K. Поэтому, не нарушая общности рассуждений, можно считать,
что в самой группе G существует инволюция 2-го рода из G\H. Лемма
доказана.

Пусть i — произвольная инволюция 1-го рода из S.
Лемма 3.2.27. Пусть R — 2-подгруппа группы G и R 3 i. Тогда

R < H.
Доказательство. Так как R — черниковская (локально конечная)

подгруппа, то достаточно рассмотреть случай, когда R — конечная
подгруппа. Вспомним (лемма 3.2.24), что |Z(S)| = ∞. Следовательно,
|CG(i)

⋂
H| = ∞. Поэтому CG(i) < H (теорема 84). Отсюда выводим,

что Z(R) < H. Можно считать, что Z(R) < S (силовские 2-подгруппы
из H сопряжены в H). Пусть a — инволюция из Z(R). Если a — ин-
волюция 1-го рода, то R < CG(a) < H. Предположим теперь, что a

— инволюция 2-го рода. По лемме 3.2.23 a ∈ S̃. Мы можем считать,
что a ∈ Z(G). Если |R| = 2, то лемма верна. Ведем доказательство
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леммы индукцией по |R|. Так как |R/ 〈kg〉 | < |R|, то по индуктивному
предположению R/ 〈kg〉 < H/ 〈kg〉. Возвращаясь к прообразам, получим
R < H, и лемма доказана.

Пусть t — инволюция 2-го рода из G \ H. Такая инволюция суще-
ствует по лемме 3.2.26. Обозначим

D = 〈i, t〉 = 〈b〉λ 〈i〉 = 〈b〉λ 〈t〉.

Заметим, что |b| — четное число, так как i, t не могут быть сопря-
жены. Если k — инволюция из 〈b〉, то k ∈ Z(D). Пусть P — силовская
2-подгруппа из D, содержащая подгруппу 〈i〉 × 〈k〉. По теореме Силова
в P найдется инволюция t1, сопряженная с t.

Лемма 3.2.28. В подгруппе S все инволюции содержатся в S̃ и в
Z(H).

Доказательство. По лемме 3.2.27 P < H. Все инволюции 2-го рода
из S содержатся в S̃ (лемма 3.2.23) и в Z(H) (замечание 3.2.2). Оста-
ется установить справедливость леммы для произвольной инволюции
1-го рода i ∈ S. По лемме 3.2.27 инволюция t1 ∈ P < H. Поэтому t1
централизует подгруппу 〈i〉 × 〈k〉. Так как

D = 〈b〉λ 〈i〉,

то 〈k〉 × 〈i〉 — максимальная элементарная абелева 2-подгруппа в D.
Значит, t1 ∈ (〈k〉 × 〈i〉) и t1 = ki. Заметим, что k — инволюция 2-го
рода. Действительно, в противном случае j ∈ CG(k) < H, что не так.
Следовательно, k ∈ S̃, Z(H). Но тогда i = t1 · k ∈ S̃, Z(H). Лемма
доказана.

Итак, S — бесконечная черниковская подгруппа, и в ней все инво-
люции содержатся в S̃, причем Ω(S̃) < Z(H).

Лемма 3.2.29. В группе G все силовские 2-подгруппы, содержащие
инволюции 1-го рода, сопряжены.

Доказательство. Пусть S1 — силовская 2-подгруппа группы G и S1

содержит инволюцию 1-го рода t. Достаточно установить, что подгруп-
пы S и S1 сопряжены. Возьмем инволюцию 1-го рода i ∈ S. Обозначим
D = 〈t, i〉. Так как D — конечная подгруппа, то по теореме Силова ин-
волюция t сопряжена с инволюцией из некоторой 2-подгруппы P 3 i. В
силу леммы 3.2.27, P < H.

Таким образом, найдется такой элемент g ∈ G что пересечение
Sg1
⋂
H содержит инволюцию 1-го рода. Снова по лемме 3.2.27 Sg1 < H.
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Так как в H все силовские 2-подгруппы сопряжены, то Sg1 сопряжена с
S. Следовательно, подгруппы S1 и S сопряжены.

Перейдем к доказательству теоремы 3.2.5.
Замечание 3.2.3. Если теорема 3.2.5 неверна, то по предыду-

щим рассуждениям существует такой контрпример G0 с силовской 2-
подгруппой S0, в которой есть инволюции 1-го и 2-го рода, причем все
они лежат в S̃0 и в Z(H0), где H0 — максимальная черниковская под-
группа, содержащая S0. Все силовские подгруппы группы G0, содержа-
щие инволюции 1-го рода, сопряжены. Если инволюция 1-го рода i ∈ S0,
то CG0(i) < H0. Если 2-подгруппа P содержит i, то P < H0.

Обозначим через X максимальную в S0 элементарную абелеву под-
группу 2-го рода. Рассмотрим контрпримеры T = NG0(X), G = T/X.
Тогда T > H0, и мы можем считать, что T = G0. Пусть H = H0/X,
S = S0/X.

Определение. Инволюцию в группе G назовем сквозной, если она
является образом инволюции 1-го рода при естественном гомоморфизме
G0 −→ G = G0/X.

Ввиду замечания 3.2.3 подгруппа S обладает сквозной инволюцией.
Замечание 3.2.4. Если k — инволюция 2-го рода в S, то полный

прообраз 〈k〉 в G0 содержит элемент порядка 4.
Лемма 3.2.30. В группе G найдется такая возрастающая цепочка

подгрупп R1 < R2 < ... < Rn < ... из S̃, что G1 = NG(R1), G2 =

NG1(R2), ..., Gn = NGn−1(Rn), ... — контрпримеры и цепочка G >

G1 > G2 > ... > Gn > ... строго убывает, причем
⋂∞
n=1Gn > H.

Доказательство. Пусть U — конечная подгруппа 2-го рода из S̃.
Тогда по замечанию 3.2.2 NG(U) > H.

Повторяя рассуждения леммы 3.2.22, можно показать, что S̃/U со-
держит инволюцию 2-го рода. Поэтому в S̃ найдется строго возрастаю-
щая цепочка конечных подгрупп 2-го рода

U1 < U2 < ... < Un < ...

Предположим, что NG(Un) = G (n = 1, 2, ...). Если L =
⋃∞
n=1 Un,

то NG(L) = G, но L — бесконечная черниковская подгруппа. Получа-
ем противоречие с утверждением (*). Следовательно, найдется такой
номер k, что NG(Uk) — собственная подгруппа группы G. Полагаем
R1 = Uk.

Рассуждая о группе G1 = NG(R1) так же, как о G и т.д., мы постро-
им требуемую в лемме цепочку подгрупп.
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Обозначим через G множество сквозных инволюций из G1. Нам по-
требуется

Лемма 3.2.31. Силовские 2-подгруппы группы G, содержащие
сквозные инволюции, сопряжены. Если 2-подгруппа P группы G содер-
жит сквозную инволюцию i ∈ S, то P < H. Сквозные инволюции из
S лежат в Z(H).

Для доказательства леммы достаточно перейти к полным прообра-
зам в G0, вспомнить замечание 3.2.3 и вернуться к образам.

Лемма 3.2.32. В множестве G \G1 есть сквозные инволюции.
Доказательство. Пусть лемма неверна. Заметим, что если x ∈ G,

то g−1xg — сквозная инволюция для любого g ∈ G. В силу нашего
предположения, g−1xg ∈ G, т. е. G — инвариантное множество. Таким
образом,M = 〈G〉/G. Пусть P — силовская 2-подгруппа изM и P

⋂
G 6=

0. Подгруппы P и P g(g ∈ G) сопряжены в M . Действительно, если M
— черниковская подгруппа, то это следует из теоремы 71. Если же M
— контрпример, то это вытекает из замечания 3.2.2 и леммы 3.2.31.
Следовательно, лемма Фраттини применима и

G = M ·NG(P ).

Так как P содержит инволюцию 1-го рода, тоNG(P ) — черниковская
подгруппа. Поэтому M — контрпример. Действительно, в противном
случае G — черниковская группа, что не так. Отсюда выводим, что
P — бесконечная подгруппа (теорема 3.2.3). Не ограничивая общности
рассуждений, можно считать, что P < H (лемма 3.2.31). Но тогда по
лемме 3.2.21 NG(P ) < H < G1. Итак, получаем, что G = M ·NG(P ) <

G1. Противоречие. Лемма доказана.
Лемма 3.2.33. Пусть i ∈ G, k — сквозная инволюция из G/G1.

Если D = 〈i, k〉 = 〈c〉λ 〈i〉 = 〈c〉λ 〈k〉, то |c| = 2n+ 1, т. е. D — группа
Фробениуса.

Доказательство. В силу леммы 3.2.31, i сопряжена с инволюцией из
S. Поэтому можно считать, что i ∈ S. Предположим, что |c| — четное
число. Если 〈c〉 содержит элемент x порядка 4, то 〈x〉λ 〈i〉 — группа
диэдра. Но по лемме 3.2.31 〈x〉λ 〈i〉 < H, а i ∈ Z(H). Противоречие.

Пусть t — инволюция из 〈c〉. Тогда

Si = 〈i〉 × 〈t〉, Sk = 〈k〉 × 〈t〉
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— силовские 2-подгруппы в D. По теореме Силова найдется такой эле-
мент h ∈ D, что l = kh ∈ Si < H (лемма 3.2.31). Так как t ∈ Z(D), то
l 6= t. Следовательно, либо l = i, либо l = ti.

Предположим, что l = i, т. е. kh = i. Можно считать, что h ∈ 〈c〉.
Имеем

h−1kh = i, h−1khk−1 · k = i, h−2k = i.

Отсюда заключаем, что
〈
h−2

〉
= 〈c〉, но это невозможно, так как |c| —

четное число.
Итак, l = ti. Заметим, что l — сквозная инволюция, так как она

сопряжена со сквозной инволюцией k. Предположим, что инволюция t
— 1-го рода. Тогда CG(t) < H < G1, а значит, k ∈ G1. Это противоречит
выбору k.

Таким образом, t — инволюция 2-го рода, и полный прообраз l = ti

в T содержит элемент порядка 4 (замечание 3.2.3). Это противоречит
тому, что l — сквозная инволюция. Лемма доказана.

Лемма 3.2.34. Справедливо равенство Gk
⋂
G1 = ∅.

Доказательство. Пусть i ∈ G, ik = c. Тогда k = ic, ik = kik =

c−1iiic = c−1ic = i(ic−1i)c = ic2. Предположим, что ik = ic2 ∈ G1. Так
как i ∈ G1, то c2 ∈ G1. По предыдущей лемме

〈
c2
〉

= 〈c〉, т. е. c ∈ G1.
Но тогда k = ic ∈ G1. Но k — инволюция из G/G1. Противоречие
доказывает лемму.

Обозначим через B1 подгруппу, порожденную всеми элементами из
G1, строго вещественными относительно k.

Лемма 3.2.35. Подгруппа B1 черниковская.
Доказательство. Допустим, что B1 — контрпример, и рассмотрим

подгруппу B1λ 〈k〉 = L. Пусть P — силовская 2-подгруппа из L и
P > 〈k〉. По лемме 3.2.31 найдется такой элемент g ∈ G, что P g < S,
причем kg ∈ Z(S). Следовательно, P g = (P

⋂
B1)g × 〈kg〉. Так как ква-

зициклическая подгруппа из S, которая содержит kg, не входит в P g,
то r(P̃ g) < r(S̃). Это противоречит замечанию 3.2.2. Лемма доказана.

Лемма 3.2.36. Справедливо равенство G1 = H ·B1.
Доказательство. Пусть i ∈ S

⋂
G. Напомним, что через k мы обо-

значаем сквозную инволюцию из G \G1.
Если l — инволюция из смежного класса G1k, то l = sk, причем

s = lk. Отсюда выводим, что sk = s−1, т. е. s ∈ B1.
Пусть теперь g1 — произвольный элемент из G1. Тогда g1ig

−1
1 ∈ G1,

kik ∈ G\G1 (лемма 3.2.34). В силу леммы 3.2.33 мы можем записать, что
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g1ig
−1
1 kik = d−2. Так как dkik = d−1, то d−1kikd = g1ig

−1
1 . Следователь-

но, g−1
1 d−1k = r ∈ CG(i) = H, d−1 = g1rk. Заметим, что l = g1ig

−1
1 d−1

— инволюция и l ∈ G1k. Поэтому g1ig
−1
1 d−1 = sk, s ∈ B1. Отсюда вы-

водим, что g1ig
−1
1 g1rk = sk, т. е. g1ir = s, g1 = sr−1i ∈ B1H. Лемма

доказана.
Лемма 3.2.37. Контрпримера G не существует.
Доказательство. В силу леммы 3.2.30 существует строго убываю-

щая цепочка контрпримеров: G > G1 > G2 > ... > Gn > ..., при-
чем

⋂∞
n=1Gn > H. Обозначим через Bn подгруппу, порожденную всеми

строго вещественными относительно k элементами изGn (n = 1, 2, 3, ...).
Дословно повторяя доказательство леммы 3.2.36, можно установить,
что Gn = HBn при всех натуральных n. По лемме 3.2.35 B1 — черни-
ковская подгруппа. Поэтому цепочка подгрупп B1 > B2 > ... > Bn > ...

стабилизируется на некотором номере k, т. е. Bk = Bk+1 = .... Но тогда
Gk = Gk+1 = .... Противоречие. Лемма доказана.

Вместе с последней леммой доказана и теорема 3.2.5, а значит, и
теорема 3.2.1.

§ 3.3. Группы Шункова и группы Черникова

В этом параграфе доказывается, что всякая группа Шункова с усло-
вием минимальности для подгрупп является группой Черникова. Так-
же устанавливаются достаточные условия, при которых в 2-сопряженно
бипримитивно конечной группе с инволюциями некоторый строго ве-
щественный элемент содержится в бесконечной локально конечной под-
группе (теоремы 3.3.1, 3.3.2). В связи с этими результатами указан при-
мер 2-сопряженно бипримитивно конечной группы с инволюциями, в
которой нормализатор любой нетривиальной конечной подгруппы об-
ладает конечной периодической частью, а сама группа не обладает пе-
риодической частью.

На основе теоремы 3.3.1 дается полное доказательство того, что вся-
кая сопряженно бипримитивно конечная группа с условием минималь-
ности для подгрупп является черниковской группой (см. теорему 3.3.3),
ранее анонсированного в [124]. И.И.Павлюк [47] получил результат, из
которого вытекает теорема 3.3.3. А.К. Шлепкин также получил резуль-
тат, равносильный теореме 3.3.3. Как известно [41], для произвольных
групп теорема 3.3.3 не имеет места.
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Если G — черниковская группа, то через G̃ будем обозначать ее
полную часть.

Теорема 3.3.1 (В.П. Шунков). Пусть G — периодическая груп-
па, содержащая инволюции и удовлетворяющая следующим условиям:

1. Нормализатор любой нетривиальной локально конечной подгруп-
пы — черниковская группа;

2. Группа G не является черниковской.
Если j — инволюция из G и B — максимальная локально конечная

подгруппа из G и CG(j) ≤ B, то B содержит всякий строго веще-
ственный относительно j элемент x нечетного порядка, для которого
подгруппы 〈x, xs〉 при всех s ∈ CG(j) конечны [127].

Так как всякая периодическая группа, очевидно, является и 2-
сопряженно бипримитивно конечной группой, то вышеизложенный ме-
тод позволяет на самом деле получить более общий результат, чем тео-
рема 3.3.1, а именно справедлива

Теорема 3.3.2 (В.П. Шунков). Пусть G — 2-сопряженно би-
примитивно конечная группа, содержащая инволюции и удовлетворя-
ющая следующим условиям:

1. Если нормализатор любой локально конечной нетривиальной
подгруппы содержит инволюции, то он обладает периодической ча-
стью, являющейся черниковской подгруппой из G.

2. Если G обладает периодической частью, то последняя не явля-
ется черниковской подгруппой.

3. Централизатор любой инволюции из G обладает бесконечной пе-
риодической частью, являющейся черниковской подгруппой.

Если j — инволюция из G и B — максимальная локально конечная
подгруппа из G, содержащая периодическую часть из CG(j), то B со-
держит всякий строго вещественный относительно j элемент a, для
которого все подгруппы 〈a, as〉 , s ∈ CG(j), конечны [127].

Приведем пример 2-сопряженно бипримитивно конечной группы с
инволюциями, удовлетворяющей условиям 1, 2, но не удовлетворяющей
условиям 3.

Пример 3.3.1. В [2] построена группа без кручения вида A =

A(2, p) = 〈b, c〉, где bp = cp = d и A/ 〈d〉 — группа Новикова—Адяна про-
стого периода p. Рассмотрим группу T = Ao〈i〉 = (A×A)λ 〈i〉, где i — ин-
волюция. Возьмем элемент s = (d, d−1) ∈ A×A. Очевидно, s ∈ Z(A×A)

и si = s−1. Введем обозначения: G = T/(s), x = i(s), H = CG(x),M –
множество строго вещественных элементов из G относительно инволю-
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ции x. Легко показать, чтоM состоит из элементов конечного нечетного
порядка, G = HM и G — 2-сопряженно бипримитивно конечная груп-
па. Далее, используя структурные свойства группы Новикова—Адяна,
нетрудно показать, что G удовлетворяет условиям 1, 2 и централизатор
любой инволюции из G обладает конечной периодической частью, т. е.
условие 3 не выполняется в G.

Теперь, опираясь на теорему 3.3.1, приведем полное доказательство
результата, ранее анонсированного в [124], а именно справедлива

Теорема 3.3.3 (В.П. Шунков). Всякая сопряженно бипримитив-
но конечная группа с условием минимальности для подгрупп является
черниковской группой [43].

Доказательство. Пусть G — группа, удовлетворяющая условиям
теоремы. Если G не содержит инволюций, то она – черниковская груп-
па.

Пусть G содержит инволюции, и предположим, что G не является
черниковской группой. Используя условие минимальности и теорему
3.3.3 из [114], легко показать, что в качестве G можно выбрать группу,
удовлетворяющую условиям 1, 2 теоремы 3.3.1. Но тогда, ввиду лемм
3.3.4, 4.4.8, G обладает такой парой элементов a, j, где a — элемент
простого порядка p 6= 2, j — инволюция, что подгруппа 〈CG(j), a〉 не
является черниковской группой. По условию группа G — сопряжен-
но бипримитивно конечна, в частности, подгруппы rp(a, as), s ∈ CG(j)

конечны. В этом случае по теореме 3.3.1 подгруппа 〈CG(j), a〉 – черни-
ковская, вопреки предположению. Следовательно, G — черниковская
группа, и теорема доказана.

Теперь докажем теорему 3.3.1. Предварим доказательство теоремы
3.3.1 рядом вспомогательных лемм.

Пусть G — периодическая группа, содержащая инволюции и удо-
влетворяющая следующим условиям:

1) нормализатор любой нетривиальной локально конечной подгруп-
пы — черниковская группа;

2) группа G не является чeрниковской.
Лемма 3.3.1. Централизатор любой инволюции — бесконечная

черниковская подгруппа.
Доказательство леммы вытекает из основного результата [120], усло-

вий 1,2 и теоремы 23.1.1 из [18].
Лемма 3.3.2. Если A,B — черниковские подгруппы и A

⋂
B беско-

нечно, то 〈A,B〉 — черниковская группа.
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Доказательство легко получить, опираясь на условие 1.
Лемма 3.3.3. G не является 2-группой.
Доказательство. Очевидно, G удовлетворяет условию минимально-

сти для абелевых подгрупп и если быG являлась 2-группой, то она была
бы черниковской группой [115] вопреки условию 2. Лемма доказана.

Пусть S и — некоторая силовская 2-подгруппа из G. По лемме 3.3.3,
S — черниковская подгруппа. Пусть i — инволюция из (S). По лемме
3.3.1, CG(i) — черниковская подгруппа. Включим CG(i) в максималь-
ную локально конечную подгруппуH. По условию 2,H — черниковская
подгруппа.

Лемма 3.3.4. Если централизатор любой инволюции из H беско-
нечен в H, то

1) H — сильно вложенная подгруппа в G, все инволюции из H со-
пряжены в ней между собой и порождают конечную подгруппу;

2) силовские 2-подгруппы из G сопряжены с S;
3) существует в G \H элемент a нечетного простого порядка p,

строго вещественный относительно некоторой инволюции j ∈ H.
Доказательство легко получить с помощью леммы 6 из [116] и леммы

3.3.3.
Лемма 3.3.5. Пусть V — черниковская подгруппа, содержащая ин-

волюции и являющаяся максимальной локально конечной подгруппой.
Тогда

1) все инволюции из V с бесконечными централизаторами в V по-
рождают конечную подгруппу в V и они сопряжены в V ;

2) если k — инволюция из V и CV (k) конечен, то k индуцирует
автоморфизм в Ṽ , переводящий каждый элемент из Ṽ в обратный.

Доказательство. Утверждение 1 доказывается с помощью метода,
изложенного в доказательстве леммы 8 из [117]. Сопряженность таких
инволюций в V доказывается так же, как и в доказательстве леммы 16
из [114]. Утверждение 2 вытекает из условий этой леммы и леммы 6
работы [114]. Лемма доказана.

Лемма 3.3.6. Если S обладает инволюцией j с конечным CH(j),

то
1) максимальная элементарная абелева 2-подгруппа из CG(j) име-

ет порядок, равный 4;
2) hj = h−1 для всех h ∈ H̃.
Доказательство. Утверждение 1 фактически доказано в лемме 13

из [114], а утверждение 2 — это лемма 6 из [114]. Лемма доказана.
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Лемма 3.3.7. Если S — бесконечная подгруппа, обладающая инво-
люцией j с конечным CH(j), то S — бесконечная группа диэдра.

Доказательство. Так как S̃ / H, то, ввиду лемм 3.3.5, 3.3.6, S̃ —
квазициклическая подгруппа и все инволюции из CH(S̃) содержатся в
S̃. Но тогда, очевидно, S = S̃λ 〈j〉. Лемма доказана.

Лемма 3.3.8. Пусть S обладает инволюцией k с конечным CH(k).
Тогда в G существует элемент a нечетного простого порядка p, стро-
го вещественный относительно некоторой инволюции j ∈ S и такой,
что 〈a,CG(j)〉 не является черниковской и в CG(j) максимальная эле-
ментарная абелева 2-подгруппа имеет порядок, равный 4.

Доказательство. Пo лемме 3.3.1, CG(k) — бесконечная черников-
ская подгруппа. Включим CG(k) в максимальную локально конечную
подгруппу B. По условию 1, B — черниковская подгруппа.

Пусть H обладает элементом a простого нечетного порядка p и
kak = a−1. Используя лемму 3.3.6, легко показать, что a ∈ CH(H̃). Ес-
ли бы подгруппа 〈a,CG(k)〉 являлась черниковской, то с помощью лемм
3.3.1, 3.3.2 заключили бы, что a ∈ B. По лемме 3.3.5 k ∈ CB(B̃), а так
a−1ka = ka2 и a — элемент нечетного порядка, то a ∈ CB(B̃). Отсюда
на основании условия 1 и леммы 3.3.2 получили бы B = H, что невоз-
можно. Положим k = j, и мы получим пару (a, j), удовлетворяющую
условиям леммы (лемма 3.3.6).

Теперь рассмотрим случай, когда H не обладает элементом нечет-
ного простого порядка, строго вещественного относительно инволюции
k. Очевидно, в этом случае S — бесконечная подгруппа и по лемме 3.3.7
она — группа диэдра, причем H = S̃GH(k). Так как i ∈ CG(k) ≤ B и
H 6= B, то по лемме 3.3.2 CB(i) конечен. Если силовская 2-подгруппа
из B бесконечна, то с помощью леммы 3.3.7 заключаем, что i и k со-
пряжены в G. Но тогда, как легко показать, нормализатор подгруппы
R = 〈i〉 × (k) имеет вид NG(R) = Rλ((a)λ 〈j〉), где a — элемент порядка
3; j — инволюция из S, сопряженная с k в S, и CG(a)

⋂
R = 1. Очевидно,

пара (a, j) удовлетворяет всем условиям теоремы.
Если же силовская 2-подгруппа из конечна, то B̃ 6= 1 и B̃ не содер-

жит инволюций. Ввиду леммы 3.3.6, в качестве j можно взять j = i, а
в качестве a — любой элемент простого порядка из B̃. Лемма доказана.

В дальнейших рассуждениях под символами a, j будут подразуме-
ваться элементы из лемм либо 3.3.4, либо 3.3.8.

Рассмотрим подгруппы вида Ls = 〈a, as, j〉 , s ∈ CG(j).
Во всех дальнейших леммах этого параграфа предполагается, что G
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обладает элементом a нечетного простого порядка p, строго веществен-
ным относительно инволюции j, определенной в леммах 3.3.4, 3.3.8, и
таким, что 〈a,CG(j)〉 не является черниковской подгруппой и все под-
группы вида 〈a, as〉 (s ∈ CG(j)) конечны.

Лемма 3.3.9. (А.Н. Измайлов). Подгруппы

Ls = 〈a, as〉j при всех s ∈ CG(j)

конечны.
Доказательство. По предположению, F = 〈a, as〉 конечна, а так как

jaj = a−1, s ∈ CG(j), то F j = (aj , asj) =
〈
a−1, a−s

〉
= F и j ∈ NG(F ).

Но тогда Ls — конечная подгруппа. Лемма доказана.
Обозначим через M множество всех подгрупп вида Ls(s ∈ CG(j))

По лемме 3.3.9 все подгруппы из M конечны.
Лемма 3.3.10. Множество M бесконечно.
Доказательство. Если бы M было конечным, то, очевидно, для

некоторой бесконечной последовательности различных элементов

S1, S2, . . . , Sn, . . .

из CG(j) получили бы

as1 = as2 = . . . = asn . . .

Отсюда sns−1
1 ∈ CG(a) и пересечение CG(a)

⋂
CG(j) бесконечно.

Но тогда ввиду условия 1 и леммы 3.3.3 получили бы a ∈ B во-
преки определению пары (a, j), где B — максимальная черниковская
подгруппа из G и CG(j) ≤ B. Лемма доказана.

Лемма 3.3.11. В M существует лишь конечное число подгрупп,
не являющихся полупростыми.

Доказательство. В соответствии с [24] конечная группа называется
полупростой, если ее разрешимый радикал тривиален. Предположим,
что лемма неверна, и пусть

L1, L2, . . . , Ln, . . .

— бесконечная последовательность различных подгрупп, где Ln =

Lsn = 〈a, asn , j〉 и Ln обладает нетривиальной элементарной абелевой
подгруппой Vn, нормальной в Ln, n = 1, 2, . . . Представим Vn в виде
Vn = Zn × Fn, где Zn = CG(j)

⋂
Vn, причем если |Fn| нечетны, то

Fn =
〈
h ∈ Vn|hj = h−1

〉
.
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Если в множестве подгрупп вида Vn, n = 1, 2, . . ., существует лишь
конечное число различных, то, очевидно, не нарушая общности рассуж-
дений, можно предполагать, что

V = V1 = V2 = . . . = Vn = . . .

Рассмотрим M = NG(V ). По условию 1 (см. начало параграфа) M –
черниковская подгруппа и Ln = 〈a, asn , j〉 < M . С помощью леммы
3.3.5 и определения пары (a, j) легко получить, что

asn ∈ CM (M̃), n = 1, 2, . . .

Но это невозможно, так как в противном случае в последовательности
L1, L2, . . . для разных номеров были бы совпадающие подгруппы. Сле-
довательно, не нарушая общности рассуждении, можно считать, что
подгруппы вида Vn для n = 1, 2, . . . различны.

Пусть Zn 6= 1 для любого n. Так как Zn < CG(i) и CG(j) — черни-
ковская группа, то, как известно [116], в множестве {Zn|n = 1, 2, . . .}
существует лишь конечное число подгрупп, не сопряженных в CG(j). А
поэтому, не нарушая общности рассуждений, можно считать, что

Z = Zt1 = . . . = Ztnn = . . .

Множество {tn|n = 1, 2, . . . может быть как конечным, так и бесконеч-
ным. Однако множество {Ltnn |n = 1, 2, . . .} всегда бесконечно. Рассмот-
рим NG(Z). По условию 1 NG(Z) = X черниковская подгруппа.

1. Порядки подгрупп Vn, n = 1, 2, . . . , нечетны. Так как F tnn <

X,F tnn λ 〈j〉 — группа Фробениуса и если F tnn 6= 1, то по лемме 3.3.5
F tn < CX(X̃), n = 1, 2, . . . Отсюда ввиду условия 1 и леммы 3.3.3 полу-
чим

Ltn < NG(V tn) ≤ X, n = 1, 2, . . .

Снова по лемме 3.3.5 и определению пары (a, j), atn , asntn < CX(X̃). Од-
нако это невозможно, так как среди элементов вида atn или asntn , n =

1, 2, . . . , бесконечно много различных. Полученное противоречие озна-
чает, что если порядки подгрупп вида Vn нечетны, то Zn = 1 почти для
всех номеров n. Но тогда почти для всех номеров n подгруппа Vn(a)λ 〈j〉
— группа Фробениуса с дополнением 〈j〉. В этом случае, как известно,
Vn(a) — абелева группа почти для каждого номера n. Но тогда, не на-
рушая общности рассуждений, можно считать, что

Vn < NG((a)) = D, n = 1, 2, . . .
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По доказанному выше все элементы из Vn строго вещественны относи-
тельно j, а по условию 1 D — черниковская подгруппа. Но тогда по
лемме 3.3.5 Vn < CD(D̃), n = 1, 2, . . ., что невозможно, так как по до-
казанному выше множество различных подгрупп вида Vn, n = 1, 2, . . . ,

бесконечно.
Итак, остается рассмотреть случай, когда
2. Vn — 2-подгруппа, n = 1, 2, . . . Если пара (a, j) удовлетворяет

условиям леммы 3.3.4, то H
⋂
Ln — сильно вложенная подгруппа в Ln

и, очевидно, Ln < H и a ∈ H вопреки выбору элемента a. Следова-
тельно, пара (a, j) удовлетворяет условиям леммы 3.3.8. Но тогда Vn —
элементарные подгруппы 4-го порядка.

Рассмотрим X = NG(Z). По условию 1 X — черниковская подгруп-
па и V tn

n < X. Случай, когда множество {V tn
n |n = 1, 2, . . .} конечно,

исключается так же, как и уже рассмотренный случай, когда

V1 = V2 = . . . = Vn = . . .

Представим V tn
n в виде V tn

n = Z × (kn), n = 1, 2, . . . Множество ин-
волюций вида kn, n = 1, 2, . . . , бесконечно, и, значит, элементов ви-
да jkn, n = 1, 2, . . ., также бесконечно много, и |jkn| = 4. Если бы
j 6∈ CX(X̃), то по лемме 3.3.5 jkn ∈ CX(X̃), n = 1, 2, . . . Однако это
невозможно, так как в CX(X̃), очевидно, число элементов 4-го поряд-
ка конечно. Следовательно, j ∈ CX(X̃). Но тогда V tn

n < X ≤ B, где
B̃ < CG(j) ≤ B и B̃ < CG(Z) ≤ B. Очевидно, в этом случае, не нару-
шая общности рассуждений, можно считать, что V = V ln

n , n = 1, 2, . . .,
где ln ∈ CG(j). Эта ситуация фактически уже рассматривалась выше,
и она привела к противоречию с определением пары (a, j). Полученное
противоречие завершает доказательство леммы.

Лемма 3.3.12. Если H — сильно вложенная подгруппа из G, то
M обладает бесконечной последовательностью различных подгрупп

L1, L2, . . . , Ln, . . . (7)

такой, что Vn = Ln
⋂
H = PnλD, n = 1, 2, . . . , где Pn — силовская 2-

подгруппа из Ln, содержащая инволюцию j, D — подгруппа из H, не
зависящая от номера n, и NG(D) обладает некоторой инволюцией k

из
∞⋂
n=1

Ln \H.

Доказательство. Пересечение H
⋂
L, L ∈ M, сильно вложено в L

и, ввиду лемм 3.3.4, 3.3.11 и теоремы Бендера [136], M обладает бес-
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конечной последовательностью различных подгрупп L1, L2, . . . , Ln, . . .

такой, что
а) Ln, n = 1, 2, . . . , изоморфны одной из групп типа SL(2,K), Sz(K),

PSU(3,K),K — поле характеристики 2;
б) если R — максимальная элементарная абелева подгруппа из⋂∞

n=1 Ln, содержащая j, то Vn = NLn(R) = H
⋂
Ln, n = 1, 2, . . .

Так как Ln = 〈a, asn〉, где Sn ∈ CG(j) < H, то по утверждению б

M = 〈a,R〉 ≤
∞⋂
n=1

Ln.

По свойствам линейных групп из утверждения a NM (R) обладает цик-
лической подгруппой (c), индуцирующей в R группу автоморфизмов,
действующую транзитивно на множество инволюций из R, причем c —
строго вещественный элемент относительно некоторой инволюции k из
M\NM (R). Далее, по тем же соображениям Vn = Pnλ(〈c〉λXn), где Pn —
силовская 2-подгруппа из H

⋂
Ln. Так как Vn < H, то 〈c〉λXn < H. Ес-

ли бы множество различных подгрупп вида Xn, n = 1, 2, . . ., было бес-
конечным, то и NH(c) был бы бесконечным. Но тогда по лемме 3.3.2 k ∈
NG((c)) < H, а это невозможно, так как k ∈M \NM (R) = M \(M

⋂
H).

Следовательно, число различных подгрупп вида Xn, n = 1, 2, . . ., конеч-
но, а поэтому, не нарушая общности рассуждений, будем считать, что
X = X1 = . . . = Xn = . . . и Vn = Pnλ(〈c〉λX), причем k ∈ NG(D), где
D = 〈c〉λX. Лемма доказана.

Лемма 3.3.13. Пара (a, j) не удовлетворяет условиям леммы 3.3.4.
Доказательство. Предположим, что лемма неверна. В этом случае

j ∈ H и по лемме 3.3.4 H
⋂
L — сильно вложенная подгруппа в L ∈

M. По лемме 3.3.12 M обладает последовательностью (7) из леммы
3.3.12. Ввиду леммы 3.3.4 и теоремы Бендера, не нарушая общности
рассуждений, будем считать, что Ln, n = 1, 2, . . . , изоморфны одной из
групп типа SL(2,K), Sz(K), PSU(3,K) и Vn = NLn(R), n = 1, 2, . . ., где
R — некоторая элементарная абелева 2-подгруппа из H, содержащая j.

Если бы множество {Pn|n = 1, 2, . . .} было конечным, то конечным
было бы и множество {Vn|n = 1, 2, . . .}. А так как Ln = 〈a, Vn〉 , то число
различных подгрупп вида Ln, n = 1, 2, . . ., было бы конечным вопреки
лемме 3.3.12.

Рассмотрим подгруппу M = гp(k,R,D) из Ln. Очевидно, M 6= Ln
начиная с некоторого номераm, а так как Ln изоморфна одной из групп

145



Группы Шункова

SL(2,K), Sz(K), PSU(3,K), тоM/Z(M) ' SL(2,K). Отсюда сразу вы-
текает существование в D двух таких элементов b, d простых порядков
q и r соответственно, что q 6= r, bd = db и k ∈ NG(〈b〉)

⋂
NG(〈d〉).

Если бы одно из пересечений H̃
⋂
NG(〈b〉), H̃

⋂
NG(〈d〉) было беско-

нечным, то по лемме 3.3.2 получили бы k ∈ H, что невозможно. Следо-
вательно, H̃

⋂
NG(〈b〉), H̃

⋂
NG(〈d〉) конечны.

Пусть P — произвольная силовская подгруппа из H̃, и рассмотрим
подгруппу PVn из H. Легко заметить, что ни один из элементов d, b не
централизует ни одного элемента 4-го порядка из Vn. А так как по лемме
3.3.4 R < CH(H̃), то один из элементов dR, bR индуцирует регулярный
автоморфизм в VnP/R. По теореме Хигмана [146] VnP — нильпотентная
группа. Но тогда Vn < CH(P ) а так как P — произвольная силовская
подгруппа из H̃, то Vn < CH(H̃), n = 1, 2, . . . Отсюда очевидно выте-
кает, что множество {Vn|n = 1, 2, . . .} конечно. Но, как было показано
выше, конечность этого множества приводит к противоречию с беско-
нечностью множества {Ln|n = 1, 2, . . .}. Следовательно, пара (a, j) не
удовлетворяет условиям леммы 3.3.4, и лемма доказана.

В дальнейших леммах предполагается, что пара (a, j) удовлетворяет
условиям леммы 3.3.8.

Лемма 3.3.14. Если S — конечная подгруппа, то все инволюции
из CH(H̃) порождают абелеву подгруппу порядка ≤ 4.

Доказательство. С учетом лемм 3.3.1, 3.3.2, 3.3.5, 3.3.6 лемма до-
казана в [114] (см. лемму 18).

Лемма 3.3.15. Справедливо по крайней мере одно из утверждений:
1) инволюции i и j сопряжены в G, и j — единственная инволюция

в CB(B̃);
2) инволюции i и j сопряжены в G, S — группа диэдра 8-го порядка,

и все инволюции из CB(B̃) порождают четверную подгруппу Клейна;
3) V = S

⋂
B является силовской в B, и все инволюции из V по-

рождают подгруппу K = 〈i〉 × 〈j〉 ≤ Z(V ).
Доказательство. Если S — бесконечная подгруппа, то ввиду лемм

3.3.5, 3.3.7 имеет место утверждение 1. Пусть S — конечная подгруп-
па. Ввиду лемм 3.3.2, 3.3.5, 3.3.6, 3.3.14 для случая, когда j = g−1ig,
утверждения 1, 2 доказаны в [114] (лемма 19).

Рассмотрим случай, когда i и j не сопряжены. По лемме 3.3.5 j не
сопряжена ни с какой инволюцией из X (подгруппа X определена в
лемме 3.3.14). По лемме 3.3.6 все инволюции из CV (j) содержатся в K.
Если бы CV (j) 6= V , то по нормализаторному условию (теорема 16.2.2
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из [18]) для некоторого элемента c ∈ V \ CV (j) имело бы место jc = ji.
Но по лемме 3.3.5 j ∈ CB(B̃) и, значит, jc = ji ∈ CB(B̃). Отсюда полу-
чили бы i ∈ CB(B̃). Но тогда по лемме 3.3.2 H = B, что невозможно.
Следовательно,K ≤ Z(V ), и все инволюции из V содержатся вK. Имея
в виду автоморфную допустимость K в V , аналогичными рассуждени-
ями докажем, что V совпадает с силовской 2-подгруппой из B. Лемма
доказана.

Перейдем к изложению основных результатов параграфа.
Лемма 3.3.16. Пусть L — полупростая подгруппа из M. Если все

инволюции из B
⋂
L содержатся CB(B̃), то L ' SL(2, 4).

Доказательство. Так как j ∈ B
⋂
L, то CL(j) ≤ B

⋂
L. Ввиду тео-

рем Файта–Томпсона [153] и Брауэра–Сузуки [139], CL(j) обладает ин-
волюцией k 6= j. На основании утверждения 2 леммы 3.3.15 и условий
доказываемой леммы заключаем, что (k)× 〈j〉 является силовской в L
и B

⋂
L — сильно вложенная подгруппа в L. По теореме Бендера [136]

и ввиду полупростоты L (лемма 3.3.11) получаем, что L ' SL(2, 4).

Лемма доказана.
Введем множество L = {L ∈ M|L

⋂
(B \ CB(B̃)) обладает инволю-

цией }. Пусть N — произвольное бесконечное подмножество из L. Если
силовская 2-подгруппа из CG(j) бесконечна, то по лемме 3.3.7 она —
бесконечная группа диэдра и в ней все четверные подгруппы Клейна
сопряжены между собой. Отсюда, используя сопряженность силовских
2-подгрупп в B, леммы 3.3.5, 3.3.15, определение множества L и усло-
вие a 6∈ B, легко показать существование в N такого бесконечного под-
множества подгрупп L1, L2, . . . , Ln, . . ., а в B такой последовательности
элементов c1, c2, . . . , cn, . . ., что множество

M1,M2, . . . ,Mn, (8)

где Mn = Lcnn , n = 1, 2, . . ., состоит из различных подгрупп и⋂
n=1,2,...

(Mn

⋂
B)

обладает четверной подгруппой Клейна (m)× (f), где f ∈ CB(B̃), m ∈
B \CB(B̃). Пусть R — четверная подгруппа Клейна из

⋂
n=1,2,...

Mn вида

R = (t)× (k), где k 6∈ CG(B̃) назовем стандартной.
Для x ∈ R \ (1) обозначим через Ax максимальную локально конеч-

ную подгруппу из G, содержащую CG(x). По лемме 3.3.1 и условию 1
Ax — черниковская подгруппа.
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Предположим, что L — бесконечное множество. В леммах 3.3.18,
3.3.19 под N подразумевается бесконечное подмножество из L.

Лемма 3.3.17. Справедливы утверждения:
1) At, Ak, Atk — различные подгруппы;
2) NG(R) конечен.
Доказательство. Так как k ∈ At \CAt(Ãt), то по лемме 3.3.5 CAt(k),

CAt(tk) конечны. С другой стороны, по лемме 3.3.1 CG(k), CG(tk) беско-
нечны. Отсюда и из леммы 3.3.2 вытекает, что At 6= Ak, Atk. По тем же
соображениям Ak 6= Akt. Утверждение 1 доказано. Конечность NG(R)

вытекает из лемм 3.3.1, 3.3.2 и утверждения 1. Лемма доказана.
Лемма 3.3.18. Если v — инволюция из R, то множество

{CMn(v)|n = 1, 2, . . .} конечно.
Доказательство. Предположим, что для некоторой инволюции x1

изR множество {CMn(x1)|n = 1, 2, . . .} бесконечно. Пусть F1 максималь-
ная локально конечная подгруппа из G, содержащая CG(x1). Подгруппа
F1 является одной из подгрупп At, Ak, Akt. Покажем, что порядки под-
групп F̃1

⋂
Mn, n = 1, 2, . . ., не ограничены в совокупности. Представим

F1 в виде F1 = F̃1K, где K — конечная подгруппа и R < K.
Если порядки подгрупп F̃1

⋂
Mn, n = 1, 2, . . . , ограничены в совокуп-

ности, то по лемме 3.3.5 и порядки подгрупп вида CMn(x1), n = 1, 2, . . . ,

также ограничены в совокупности. Так как R < CMn(x1) < CG(x1) ≤
F1, то инволюция u из R, отличная от x1, индуцирует в F̃1 автоморфизм,
переводящий любой элемент из F̃1 в обратный (лемма 3.3.5). Ввиду
ограниченности порядков централизаторов CMn(x1), n = 1, 2, . . . , и бес-
конечности множества {CMn(x1)|n = 1, 2, . . .} существует такой номер
q, что CMq(x1) обладает элементом d = br, где r ∈ K и bu = b−1. Далее,
u ∈ R < CMq(x1) и bu = b−1. Отсюда получим dud−1 = b−1rur−1b−1.
Но rur−1 ∈ CF1(F̃1) и b−1 ∈ F̃1, а поэтому dud−1 = b−2rur−1 ∈ CMq(x1)

и rur−1 ∈ K
⋂
CF1(F̃1). Но тогда (dud−1)|K| = b−2|K| ∈ CMq(x1), что

невозможно.
Следовательно, порядки подгрупп F̃1

⋂
Mn, n = 1, 2, . . ., не ограни-

чены в совокупности. Так как F̃1 удовлетворяет условию минимально-
сти, то последовательность (8) обладает таким бесконечным подмноже-
ством N, a F̃1 такой подгруппой Z1, что для любой подгруппы L ∈ N1

подгруппа Z1 совпадает с подгруппой из F̃1
⋂
L, порожденной всеми

элементами простых порядков из F̃
⋂
L. По тем же соображениям N1,

обладает таким бесконечным подмножеством N2, а F̃ такой подгруппой
Z2 > Z1, что для любой подгруппы L ∈ N2 фактор-группа Z2/Z1 совпа-
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дает с подгруппой, порожденной всеми элементами простых порядков
из F̃

⋂
L/Z1. Рассуждая таким образом, мы построим убывающую це-

почку подмножеств последовательности (8)

N1 ≥ N2 ≥ . . . ≥ Nn ≥ . . . ,

которой будет соответствовать строго возрастающая цепочка конечных
подгрупп из F̃1:

Z1 < Z2 < . . . < Zn < . . . (9)

Пусть x — инволюция из R\(x1) и F — одна из подгрупп At, Ak, Atk,
содержащая CG(x). Предположим, что множество {CL(x)|L ∈ Nn} для
любого n бесконечно. В этом случае, как показано выше, порядки под-
групп F̃

⋂
L, где L ∈ Nn, не ограничены в совокупности для любого n.

Очевидно, это будет означать, что, начиная с некоторого номера q, абе-
лева подгруппа F̃ , удовлетворяющая условию минимальности, обладает
нетривиальной подгруппой W , содержащейся в некоторой подгруппе L
из Nn для любого n ≥ q. Если Z — объединение цепочки (9), то, очевид-
но, подгруппа 〈Z,W,R〉 локально конечна и по условию 2 (см. начало
параграфа) является черниковской подгруппой. Но тогда по лемме 3.3.2
W < F1, а так как все элементы изW строго вещественны относительно
x1, то W < CF1(F̃1) и по лемме 3.3.2 F1 = F , что невозможно, следова-
тельно, для любой инволюции x ∈ R\(x1), начиная с некоторого номера
q, множество {CL(x)|L ∈ Nn, n ≥ q} конечно.

Пусть E1 — некоторая подгруппа из Nq, E2 — подгруппа из Nq+1

и т.д. В результате такого выбора подгрупп из L построим последова-
тельность

E1, E2, . . . , En, . . . , (10)

такую, что R,Zn < En и множество

{CEn(x)|x ∈ R \ (x1), n = 1, 2, . . .}

конечно. Но тогда, очевидно, не нарушая общности рассуждений, мож-
но предполагать, что

Cx = CE1(x) = CE2(x) = . . . = CEn(x) = . . .

для любого x ∈ R\(x1). Пусть R\(x1) = {x2, x3}. По доказанному выше
подгруппа 〈Zn, Cx2 , Cx3〉 конечна, а 〈Z,Cx2 , Cx3〉 локально конечна. По
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условию 1 Cx2 , Cx3 < F1 Пусть Dn = F1
⋂
Fn, и докажем, что Dn —

сильно вложенная подгруппа в En. По доказанному выше

CEn(x1), CEn(x2), CEn(x3) < Dn.

Отсюда, ввиду лемм 3.3.6, 3.3.7, 3.3.15, силовская 2-подгруппа Sn, со-
держащая R, содержится в Dn. Так как NG(R) конечен, то, очевидно,
не нарушая общности рассуждений, можно предполагать, что P = S1 =

S2 = . . . = Sn = . . . По лемме 3.3.15 x1 ∈ Z(P ), и пусть l — инволюция
из P . Если множество {CEn(l)|n = 1, 2, . . .} конечно, то легко показать,
что, начиная с некоторого номера q, CEn(l) ≤ Dn, n = q, q+ 1, . . . Пусть
множество {CEn(l)|n = 1, 2, . . .} бесконечно. По условию 1 и лемме 3.3.1
CG(l) вкладывается в бесконечную максимальную черниковскую под-
группу N . Так как x1 ∈ CG(l) ≤ N и CG(l) 6≤ F1, то, ввиду лемм 3.3.2,
3.3.5, x1 индуцирует в Ñ автоморфизм, переводящий каждый элемент
из Ñ в обратный. Далее, повторяя для подгруппы R1 = (x1)× (l) и по-
следовательности (10) те же рассуждения, что и при рассмотрении под-
группы R и последовательности (9), придем к противоречию с бесконеч-
ностью множества {CEn(l)|n = 1, 2, . . .}. Следовательно, CEn(l) ≤ Dn.
Очевидно, NEn(Dn) — сильно вложенная подгруппа в En, начиная с
некоторого номера q. Ввиду лемм 3.3.6, 3.3.11, 15 и теоремы Бендера,
получим En ∼= SL(2, 4) или PSU(3, 4) n = q, q+ 1, . . . Однако это невоз-
можно, так как порядки подгрупп вида En, n = 1, 2, . . . , не ограничены
в совокупности. Полученное противоречие завершает доказательство
леммы.

Лемма 3.3.19. Множество M почти целиком состоит из под-
групп, изоморфных группе типа SL (2, 4) или PSL(3, 4).

Доказательство. Если L — конечное множество, то ввиду леммы
3.3.16 утверждение доказываемой леммы справедливо. Пусть L — бес-
конечное множество. Как показано выше, для любого бесконечного под-
множества N из L существует последовательность (8), определенная

выше. Возьмем из
∞⋂
n=1

Mn = V произвольную стандартную подгруппу

R. Ввиду лемм 3.3.5, 3.3.18 множество {Ax
⋂
Mn|x ∈ R\(1), n = 1, 2, . . .}

конечно при любом x ∈ R \ (1), а по лемме 3.3.17 конечным является
также множество {NMn(R)|n = 1, 2, . . .}.

Очевидно, не нарушая общности рассуждений, можно считать
M1
⋂
Ax = M2

⋂
Ax = . . . = Mn

⋂
Ax = . . . для любого x ∈ R \ (1):

NM1(R) = NM2(R) = . . . = NMn(R) = . . . (11)
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Представим R \ (1) = {x1, x2, x3} и обозначим

X = гp(Mn

⋂
Ax,Mn

⋂
Ax2 ,Mn

⋂
Ax3 , NMn(R)).

Ввиду равенства (11) подгруппа X не зависит от номера n. Пусть Sn —
силовская 2-подгруппа из Mn, содержащая R. Так как R — стандарт-
ная подгруппа, то по лемме 3.3.16 Z(Sn)

⋂
R 6= 1 и ввиду определения

подгруппы X имеет место включение Sn < X,n = 1, 2, . . . Отсюда и из
леммы 3.3.17 вытекает, что множество {NMn(Sn)|R < Sn, n = 1, 2, . . .}
конечно. Но тогда, очевидно, не нарушая общности рассуждений, мож-
но считать, что

NMn(Sn) ≤
∞⋂
n=1

Mn = V и V 6= Mn, n = 1, 2, . . . (12)

Теперь докажем, что V — сильно вложенная подгруппа в Mn. Так как
по лемме Фраттини NMn(V ) = NMn(Sn)V , то, согласно условиям (12),
NMn(V ) = V 6= Mn. Пусть g ∈ Mn \ V , и предположим, что V

⋂
V g

обладает инволюцией b. Возьмем в V и V g силовские 2-подгруппы со-
ответственно P и P1, содержащие b. Включим b в четверные подгруппы
Клейна Q и Q1, соответственно из P и P1. Предположим, что Q — не
стандартная подгруппа.

В этом случае Q 6= P , так как по теореме 11.1.1 из [18] P содержит
подгруппу, сопряженную с R в V . По лемме 3.3.15 P — группа диэдра
8-го порядка и некоторая инволюция u из Q содержится в стандартной
подгруппе из P . Но тогда, очевидно, CG(b) < Au и Q1 < CMn(b) ≤
Au
⋂
Mn ≤ V по определению подгруппы V . Если же Q — стандартная

подгруппа, то по определению V также получим Q1 < CMn(b) ≤ V .
Итак, доказано, что Q1 < V .

Пусть P3 — силовская 2-подгруппа из V и Q1 < P3. Если Q1 — не
стандартная подгруппа, то по лемме 3.3.16 P3 и P1 — группы диэдра
порядка 8 и некоторая инволюция u1, из Q1 содержится в стандартной
подгруппе из P3. Но тогда NG(Q1) = Au1 , а так как Q1 / P1, то P1 <

Au1
⋂
Mn и по определению подгруппы V получим P1 < V . Если же Q1

— стандартная подгруппа, то по лемме 3.3.6 Q1
⋂
Z(P1) 6= 1. Отсюда,

из сопряженности силовских 2-подгрупп и определения подгруппы V

вытекает, что P1 < V
⋂
V g. Очевидно, элемент q можно выбрать так,

что g ∈ NLn(P1). По доказанному выше NLn(P1) ≤ V и, значит, g ∈
V вопреки предположению g ∈ Ln \ V . Следовательно, V — сильно
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вложенная подгруппа в Mn. Ввиду леммы 3.3.11 и теоремы Бендера
[136], Mn

∼= SL(2, 4) или PSU(3, 4). Лемма доказана.
Лемма 3.3.20. Группы G не существует.
Доказательство. Предположим, что лемма неверна. Тогда по лем-

ме 3.3.19 существует последовательность (8), где Mn
∼= SL (2, 4) или

PSU (3, 4), такая, что V =
∞⋂
n=1

Mn = Pλ(〈c〉 × D), где P — силов-

ская 2-подгруппа в Mn и V = NMn(P ), c — строго вещественный эле-
мент порядка 3 относительно некоторой инволюции in ∈ Mn \ V . Так
как V — максимальная подгруппа в Mn, то Mn = 〈V, in〉 , n = 1, 2, . . .

Как известно, Mn = V
⋃
V inV = гp(an, V ), где an = acn (элементы

cn, n = 1, 2, . . . определены при построении последовательности (8)).
Отсюда ввиду конечности V , не нарушая общности рассуждений, мож-
но считать, что инволюция in обладает представлением: in = sahn, где
s, h — элементы из V , не зависящие от номера n. Далее, очевидно,
tn = i1in = a−h1 ahn, n = 1, 2, . . .

Рассмотрим T = NG((c)). Подгруппа T — бесконечная черников-
ская подгруппа (условие 1), и in ∈ T, n = 1, 2, . . . Так как множество
инволюций вида in, n = 1, 2, . . ., бесконечно, то, очевидно, не нарушая
общности рассуждений, можно считать, что все они сопряжены с i в T .

Отсюда, ввиду лемм 3.3.2, 3.3.5, tn ∈ CT (T̃ ), n = 1, 2, . . ., и мно-
жество {tn|n = 1, 2, . . .} бесконечно. Следовательно, порядки элемен-
тов вида tn, n = 1, 2, . . . , не ограничены в совокупности. Но, с дру-
гой стороны, tn ∈

〈
ah1 , a

h
n

〉
, и по лемме 3.3.19 порядки подгрупп вида〈

ah1 , a
h
n

〉
, n = 1, 2, . . . , ограничены в совокупности. Полученное проти-

воречие завершает доказательство леммы. Лемма доказана.
Доказательство теоремы 3.3.1. Предположим, что теорема невер-

на, т. е. найдется вG элемент a нечетного порядка, строго вещественный
относительно инволюции j, и a 6∈ B, для которого подгруппы 〈a, as〉 при
всех s ∈ CG(j) ≤ B конечны. В этом случае имеют место все предыду-
щие леммы и, в частности, по лемме 3.3.20 мы получаем противоречие
с предположением, что a 6∈ B. Теорема доказана.
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§ 3.4. О группах Шункова с условием примарной минималь-
ности

В этом параграфе продолжается изучение групп Шункова с услови-
ем примарной минимальности, начатое А.К. Шлёпкиным и В.П. Шун-
ковым в [125].

Доказаны следующие две теоремы:
Теорема 3.4.1 (А.К. Шлёпкин). Периодическая сопряженно би-

примитивно конечная группа с условием примарной минимальности
локально конечна [101].

Теорема 3.4.2 (А.К. Шлёпкин). Сопряженно бипримитивно ко-
нечная группа с условием примарной минимальности и конечными си-
ловскими p-подгруппами для всех p ∈ π(G) обладает периодической ча-
стью [101].

Доказательство теоремы 3.4.1. Предположим обратное, и пусть
G — контрпример. Периодическая сопряженно бипримитивно конечная
группа без инволюций с условием примарной минимальности лекаль-
но конечна [125, теорема 3], следовательно, 2 ∈ π(G). В силу условия
2 − min любая цепочка подгрупп G1 ⊂ ... ⊂ Gn ⊂ ... со свойством
2 ∈ π(Gn) \ Gn+1) конечна. Тогда из [48], теоремы Шмидта [18, с. 204]
и [125, теорема 3], получим, что G можно выбрать удовлетворяющей
следующему условию:

1) G порождается 2 -элементами, но в любой собственной подгруппе
H ⊂ G все ее 2-элементы порождают локально конечную группу.

Из предложения 1 [48], теоремы 3 из [125] и теоремы Шмидта [18,
с. 204] следует:

2) Все собственные подгруппы группы G локально конечны.
Так как G не локально конечна, то она содержит максимальную соб-

ственную нормальную подгруппу R (предложение 2 из [48]). Согласно
теореме Шмидта [18, с. 204] и [48] , G/R — также контрпример. Поло-
жим G ∼= G/R. Тогда

3) G проста.
Сопряженно бипримитивно конечная группа, в которой все соб-

ственные подгруппы черниковские, — черниковская [124, 43]. Следо-
вательно, в G найдется максимальная собственная (предложение 2
из [48]) нечерниковская локально конечная подгруппа H с условием
NG(H) = H. Если H ∩ Hg = 1 для любого g ∈ G \ H, то, по теореме
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Фробениуса [63, с. 503], G = FλH , что противоречит предложению 3
из [48]. Значит, 1 6= a ∈ h ∩Hg для некоторого g ∈ G \H. Зафиксиру-
ем группу H и элементы a, g. Из описания локально конечных групп
с условием примарной минимальности [48] и того факта, что локально
конечные p-группы с условием минимальности черниковские [83, 84],
получим:

4) Пусть pπ(H) и Hp — группа, порожденная всеми p-элементами
группы H. Тогда группа Hp — черниковская.

Предположим, что π(H) = {p1, ..., pn — конечнoе множество. Тогда
H = Hp1 · ... · Hpn . Так как расширение черниковской группы при по-
мощи черниковской снова черниковская группа [18, упражнение 19.3.3],
то H черниковская, что противоречит выбору H . Следовательно, π(H)

— бесконечное множество. Из предложения 4 из [48] и [18, упражне-
ние 19.3.3] получаем, что элементa лежит в некоторой черниковской
нормальной подгруппе R группы H . Так как π(H) — бесконечное мно-
жество и группа внешних автоморфизмов группы R почти вся без кру-
чения , то:

5) Почти для всех pπ(H) имеет место Hp ∈ CG(a). Таким обра-
зом, найдется такое q ∈ π(H), что группы Hq, H

g
q лежат в CG(a). Но

H = NG(Hq) и Hg = NG(Hg
q )g Из определения группы Hq следует, что

CG(a) ⊂ H ∩ Hg. Значит, Hq = Hg
q и g ∈ H что противоречиворечит

выбору g. Теорема доказана.
Из теоремы 3.4.1 и [48] получаем:
Следствие 3.4.1. Периодическая сопряженно бипримитивно ко-

нечная группа с условием примарной минимальности обладает полной
частью.

Следствие 3.4.2. Периодическая сопряженно бипримитивно ко-
нечная руппа с условием примарной минимальности почти, локально
разрешима.

Доказательство теоремы 3.4.2. Предположим обратное, и пусть G
— контрпример. Тогда G содержит бесконечно много элементов конеч-
ного порядка.

Лемма 3.4.1. Сопряженно бипримитивно конечная группа с бес-
конечным числом элементов конечного порядка содержит бесконечную
локально конечную подгруппу.

Доказательство. Предположим обратное, и пусть R — контрпри-
мер. Положим R1 = R и для n ≥ 1 определим Rn+1 = NRn(Kn)/V ,
где Kn — конечная подгруппа группы R , обладающая таким свой-
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ством, что NRn(Kn) содержит бесконечно много элементов конечного
порядка. По [125, предложение 14], все Rn сопряженно бипримитивно
конечны и содержат бесконечно много элементов конечного порядка.
Обозначим через Kn полный прообраз группы Kn в группе R. Если
последовательность групп R1, ..., Rn, ... бесконечна, то бесконечна и це-
почка конечных групп K1, ...,Kn, .... Но тогда K = ∩Kn бесконечная
локально конечная подгруппа группы R . Противоречие с выбором R

. Таким образом, последовательностьR1, ..., Rn, ... конечна, и пусть Rm
— ее последний член. Положим R ∼= Rm. Следовательно:

1) для любой конечной подгруппы K ⊂ R NG(R) содержит лишь
конечное число элементов конечного порядка.

Используя аналогичные рассуждения и [125, предложение 9], выби-
раем R так, что выполняется

2) R не содержит нормальных периодических подгрупп. Предполо-
жим, что π(R) = {2}. Пусть i — инволюция из R. Положим

N = {Lg = 〈i, g−1ig〉|g ∈ R}

Все Lg — конечные 2-группы. Если N конечно, то /V = 〈g−1ig〉|g ∈ R}
— конечная нормальная подгруппа группы R (см. [11]. Противоречие
с предложением 2 из [48]. Следовательно, N бесконечно. Но тогда со-
держит бесконечно много элементов конечного порядка для некоторой
конечной подгруппы D из R. Противоречие с предложением 1 из [48].
Итак,

3 ) π(R) 6= {2}. Пусть b — элемент простого порядка p > 2 группы
R и H — ее максимальная периодическая подгруппа, содержащая b.
Используя предложение 1 из [48], можно показать, что почти для всех
элементов g−1bg, g ∈ R \NG(R)

Kg = {Lg = 〈b, g−1bg〉 = FgλTg

— конечные группы Фробениуса с ядром Fg и неинвариантным множи-
телем Tg. Так как Tg порождается двумя элементами простого порядка
p, то из описания неинвариантных множителей конечных групп Фро-
бениуса [7] следует, что Tg изоморфна одной из следующих трех групп:
〈b〉, SL2(3), SL2(5). Если Tg ∼= 〈b〉 почти для всех Tg, то, по теореме из
[65], R = FλNG(〈b〉), где 1 6= F периодическая подгруппа. Противоре-
чие с предложением 2 из [48]. Следовательно, для бесконечного числа
Tg выполняется Tg ∼= SL2(3) или Tg ∼= SL2(5). Так как (|Tg|, |Fg|) = 1,
то |π(R)| > 3 и без ограничения общности можно считать, что p > 5.
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Теперь можно вернуться к случаю Tg ∼= 〈b〉, чего, как показано выше,
не может быть. Противоречие. Лемма доказана.

Лемма 3.4.2. Пусть R — сопряженно бипримитивно конечная
группа и H — ее максимальная периодическая подгруппа. Тогда либо
H �R, либо H ∩Hg 6= 1 для некоторого g ∈ R \NG(R).

Доказательство. Предположим обратное, и пусть R — контрпри-
мер. Тогда в R найдется максимальная периодическая подгруппа H

такая, что H ∩Hg = 1 для любого g ∈ R \NG(R). Зафиксируем группу
H . Если 1 6= N — нормальная периодическая подгруппа группы R, то
ясно, что N ⊆ H и для любого g ∈ R имеет место 1 6= N ⊂ H ∩ Hg.
Противоречие с выбором H. Следовательно,

(1) если N �R, то π(N) =.
Предположим, что 2 /∈ π(H). Пусть b — элемент простого порядка p

из H. Из свойств конечных групп Фробениуса [7] следует, что для лю-
бого g ∈ R\NG(R) Kg = 〈b, bg〉 —конечная группа Фробениуса с неинва-
риантным множителем 〈b〉. Но тогда, по теореме из [65] R = FλNG(〈b〉),
где1 6= F — периодическая подгруппа. Противоречие с предложением 1
из [48], Таким образом доказано (2) 2 ∈ π(H).

Если π(R\∩g∈RHg) =, то любой элемент конечного порядка группы
R лежит в некоторой конечной подгруппе Hg. Пусть i инволюция из H
(предложение 2 из [48]) и c ∈ R \NG(H). Тогда L = 〈i, c−1ic〉 〈d〉λ〈i〉 =

〈d〉λ〈c−1ic〉, где 1 6= d — элемент конечного порядка. Для некоторого
r ∈ R группа Hr содержит элемент d, а так как d ∈ Hr ∩Hri d ∈ Hri ∩
Hrc−1ic, то Hr = Hri = Hrc−1ic и, следовательно, группа L = 〈i, c−1ic〉
лежит в Hr. Но тогда ясно, что i ∈ H ∩Hr и c−1ic ∈ Hc ∩Hr, а значит,
H = Hr = Hc. Противоречие с выбором c, и мы получаем

(3) π(R \ ∩g∈RHg) 6=.
Обозначим через N множество элементов конечных порядков из

R \ ∩g∈RHg. В силу предложения 3 из [48]), N 6=. Тогда для любого
b ∈ N и любой инволюции i ∈ Hg Lb = 〈b, i〉 = 〈b〉λ〈i〉 — конечная
группа Фробениуса с ядром 〈b〉 и неинвариантным множителем 〈i〉. Ес-
ли теперь b1, b2 — два произвольных элемента из N и b1 6= b−1

2 , то
нетрудно убедиться, что их произведение также лежит в N. Следова-
тельно, N = {1} ∪ N — нормальная периодическая подгруппа группы
R. Противоречие с предложением 1 из [48]). Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.4.2. Вернемся теперь к группе G. По
теореме 3.4.1 периодические подгруппы группы G локально конечны.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать по предложе-
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нию 14 из [125], что G не содержит нормальных периодических под-
групп. Все собственные ее подгруппы обладают периодической частью
(условие примарной минимальности). Пусть H — бесконечная локально
конечная (лемма 3.4.1) подгруппа группы G. Без ограничения общности
можно считать, что H максимальная в указанном смысле. По [48], H
— локально нормальная с конечными силовскими p-подгруппами для
любого p ∈ π(H). Через Hp будем обозначать подгруппу группы H, по-
рожденную всеми ее p-элементами. Тогда H — периодическая часть
в NG(Hp). По лемме 3.4.2, в G \ NG(H) найдется такой элемент g,
что 1 6= a ∈ H ∩ Hg. Так как группы H, Hg локально нормальны,
то |H : CH(a)|, |Hg : CHg(a)| — конечные числа. Ввиду бесконечно-
сти π(H), в нем найдется такое q что группы Hq, H

g
q лежат в CG(a).

Так как G не содержит нормальных локально конечных подгрупп, то
CG(a) — собственная подгруппа группы G. Следовательно, она облада-
ет периодической частью, которая содержит группы Hq и H

g
q . Но тогда

Hq = Hg
q и, значит, g ∈ NG(H). Противоречие с выбором g. Теорема

3.4.2 доказана.
Из теоремы 3.4.2 и основного результата [99] получаем
Следствие 3.4.3. Сопряженно бипримитивно конечная группа без

инволюций с условием примарной минимальности обладает периоди-
ческой частью.

§ 3.5. Группы Шункова и почти слойно конечные группы

Слойно конечные группы впервые появились без названия в статье
С.Н.Черникова [86], а затем в его последующих публикациях за ни-
ми закрепилось название слойно конечных групп. Группа называется
слойно конечной, если множество ее элементов любого данного поряд-
ка конечно. Почти слойно конечные группы — это расширения слойно
конечных групп при помощи конечных групп.

Здесь мы изучаем бесконечные группы с условием: нормализатор
любой конечной нетривиальной подгруппы обладает почти слойно ко-
нечной периодической частью. Класс групп, удовлетворяющий это-
му условию, довольно широк. В нем содержатся свободные бернсай-
довские группы нечетного периода ≥ 665 [2] и группы, построенные
А.Ю.Ольшанским [42]. Рассматривается классический вопрос: как свой-
ства системы подгрупп влияют на свойства всей группы? Показывает-
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ся, что почти слойная конечность распространяется на периодическую
часть группы G с периодических частей нормализаторов нетривиаль-
ных конечных подгрупп группы G, когда G является группой Шункова,
обладающей сильно вложенной подгруппой с черниковской почти слой-
но конечной периодической частью.

Напомним, что сильно вложенной называется собственная подгруп-
паH группы G, еслиH содержит элемент порядка 2 (инволюцию) и для
любого элемента g ∈ G \H подгруппа H ∩Hg не содержит инволюций.
Бесконечные группы с сильно вложенной подгруппой изучались также
в работах [15, 16, 31, 32, 69, 70, 71, 74]. Ранее автором была установлена
почти слойная конечность группы Шункова с сильно вложенной под-
группой при условии почти слойной конечности всех собственных под-
групп [55] и при условии периодичности группы [57]. В этом параграфе
рассматривается случай смешанных групп, и условие почти слойной
конечности накладывается только на периодические части нормализа-
торов конечных нетривиальных подгрупп.

В этом параграфе будут изучаться группы Шункова с сильно вло-
женной почти слойно конечной подгруппой, обладающей черниковской
почти слойно конечной периодической частью.

Целью настоящего параграфа является доказательство следующей
теоремы:

Теорема 3.5.1 (В.И. Сенашов). Пусть группа Шункова G содер-
жит сильно вложенную подгруппу, обладающую черниковской почти
слойно конечной периодической частью. Если в G нормализатор любой
нетривиальной конечной подгруппы обладает почти слойно конечной
периодической частью, то сама группа G обладает почти слойно ко-
нечной периодической частью [59].

Доказательство теоремы 3.5.1. Пусть группа G удовлетворяет
условиям теоремы. Так как в G есть сильно вложенная подгруппа, то
G обладает инволюциями. Обозначим через i некоторую инволюцию из
центра силовской 2-подгруппы S группы G, такая найдется ввиду то-
го, что силовские примарные подгруппы в G черниковские ввиду [57,
лемма 1], и того, что всякая черниковская примарная группа обладает
нетривиальным центром по [93, теорема 1.6].

Пусть в централизаторе CG(i) множество элементов конечных по-
рядков конечно. Тогда по условиям теоремы и [130, теорема 1] либо
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G обладает почти нильпотентной периодической частью, либо G — T0-
группа.

Напомним определение класса T0-групп. Группа G с инво-
люцей i называется T0-группой, если выполняются условия: (1)
все подгруппы вида 〈i, ig〉, g ∈ G, конечны; (2) силовские
2-подгруппы из G — циклические группы или обобщенные группы
кватернионов; (3) централизатор CG(i) бесконечен и обладает конеч-
ной периодической частью; (4) нормализатор любой нетривиальной 〈i〉-
инвариантной локально конечной подгруппы из G либо содержится в
CG(i), либо обладает периодической частью, являющейся группой Фро-
бениуса с абелевым ядром и конечным неинвариантным множителем
четного порядка; (5) CG(i) 6= G и для всякого элемента c из G \ CG(i),
строго вещественного относительно i, т. е. ci = c−1, в CG(i) существует
такой элемент sc, что подгруппа 〈c, csc〉 бесконечна.

Если периодическая часть группыG почти нильпотентна, тоG обла-
дает периодической нильпотентной нормальной подгруппойK конечно-
го индекса в периодической части группы G. Так какK обладает нетри-
виальным центром Z(K), то централизатор любого неединичного эле-
мента из Z(K) по условиям теоремы обладает почти слойно конечной
периодической частью, очевидно, содержащей K. Тогда K почти слой-
но конечна, а вместе с ней почти слойно конечна и периодическая часть
группы G как расширение почти слойно конечной группы при помощи
конечной группы. Таким образом, в случае, когда периодическая часть
группы G почти нильпотентна, теорема доказана. T0-группой группа G
быть не может, так как в группе Шункова не выполняется условие (5)
из определения T0-группы.

Итак, в дальнейшем будем предполагать, что в централизато-
ре CG(i) множество элементов конечных порядков бесконечно.

Так как по [128, предложение 4.3] в группе с сильно вложенной под-
группой все инволюции сопряжены, то по условиям теоремы в группе G
найдется сильно вложенная подгруппа H с черниковской почти слойно
конечной периодической частью, содержащая CG(i).

Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что в груп-
пе G найдется нечерниковская почти слойно конечная подгруппа W с
инволюциями, так как иначе по [129, теорема 3.1] и условиям доказы-
ваемой теоремы сама группа G обладала бы черниковской, и значит,
почти слойно конечной периодической частью. Ввиду леммы Цорна и
[58, теорема 1] группу W можем считать максимальной почти слойно
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конечной подгруппой. Обозначим через B нормализатор в G подгруппы
W , а через M — множество всех подгрупп группы G вида Lg = 〈a, ag〉,
где a — элемент некоторого простого порядка p из B и g ∈ G \ B. Так
как G является группой Шункова, подгруппы Lg конечны.

По [129, лемма 2.3] слойно конечный радикал R(W ) нечерниковской
группы W является нечерниковской группой. По [93, теоремы 3.3, 3.7]
R(W ) можно представить в виде произведения двух поэлементно пе-
рестановочных подгрупп A и B, где A — полная абелева группа, а B
— локально нормальная группа с конечными силовскими подгруппа-
ми. Если бы множество π(W ) было конечным, то группа A являлась
бы прямым произведением конечного числа квазициклических групп,
а группа B — конечной группой, и тогда группа R(W ) была бы черни-
ковской. Противоречие означает, что π(W ) бесконечно, и поэтому чис-
ло p можно считать таким достаточно большим, что p не делит индекс
|W : R(B)|, где R(B) — слойно конечный радикал группы B. Будем так-
же предполагать, что p 6∈ π(H), это можно сделать ввиду черниковости
периодической части группы H. Напомним, что через π(H) обознача-
ется множество простых делителей порядков элементов группы H.

Зафиксируем в дальнейшем введенные обозначения i, S,B,W,H,M.
Доказательству теоремы 3.5.1 предпошлем ряд лемм.
Лемма 3.5.1. Пусть F и M — две различные бесконечные мак-

симальные почти слойно конечные подгруппы группы G,R(F ) и R(M)

— их слойно конечные радикалы соответственно. Тогда пересечение
R(F ) ∩R(M) единично.

Доказательство повторяет доказательство [58, лемма 10] для групп
без инволюций.

Лемма 3.5.2. Если для некоторого элемента u конечного поряд-
ка из G пересечение CG(u) ∩ W бесконечно, то периодическая часть
группы CG(u) содержится в W .

Доказательство повторяет доказательство [58, лемма 11] для групп
без инволюций.

Лемма 3.5.3. Любая группа Lg четного порядка из множества M

обладает сильно вложенной подгруппой.
Доказательство. Ввиду сильной вложенности подгруппы H в груп-

пе G все инволюции в группе G сопряжены. Подберем элемент b из G
таким образом, чтобы группа Lbg содержала инволюцию i. Ввиду выбора
числа p элемент ab не принадлежит группе H. Таким образом, группа
Lbg не содержится в H, и пересечение Lbg ∩ H содержит инволюцию i.
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Ввиду сильной вложенности группы H в группе G подгруппа Lbg ∩ H
сильно вложена в Lbg. Поэтому сильно вложенная подгруппа найдется
и в группе Lg. Лемма доказана.

Лемма 3.5.4. Можно считать, что p выбрано настолько боль-
шим, что группы из M не содержат инволюций.

Доказательство. Пусть V — произвольная группа четного порядка
из M. По лемме 3.5.3 и [56, теорем 97] она обладает сильно вложенной
подгруппой, так что группа V = V/O2′(V ) либо имеет единственную ин-
волюцию, либо обладает нормальной подгруппой F нечетного индекса,
которая изоморфна одной из групп PSL(2,K), Sz(K), PSU(3,K), где
K — конечное поле характеристики 2.

Рассмотрим сначала второй случай. Обозначим через N подмно-
жество подгрупп из M, для которых реализуется эта возможность.
Так как силовские 2-подгруппы в G сопряжены и являются черни-
ковскими, то по условиям теоремы порядки нижних слоев силовских
2-подгрупп в группах из множества N ограничены (эти нижние слои
— элементарные абелевы подгруппы). Поэтому по свойствам групп
PSL(2,K), Sz(K), PSU(3,K) порядок группы F ограничен некоторым
числом, не зависящим от p. Ясно, что F ≤ V ≤ Aut(F ).

Выберем число p настолько большим, что оно не делит |Aut(F )|. Но
тогда порождающие элементы a и ag группы V принадлежат O2′(V );
противоречие с тем, что группа V четного порядка.

Итак, выполняется первый случай, т.е. V обладает единственной ин-
волюцией. Тогда силовская 2-подгруппа в V либо циклическая группа,
либо (обобщенная) группа кватернионов, откуда по [129, теорема 1.36]
группа V имеет вид V = O2′(V ) ·CV (w), где w — некоторая инволюция
из V , причем ввиду сопряженности инволюций в группе G можем счи-
тать, что w ∈ H. Ввиду включения CG(w) ≤ H и выбора числа p 6∈ π(H)

порождающие элементы a и ag группы V принадлежат O2′(V ); проти-
воречие. Лемма доказана.

Лемма 3.5.5. Если в группе W найдется почти регулярная инво-
люция, то группа W почти абелева. В этом случае можно считать,
что число p выбрано так, что оно не делит индекс |W : A(W )|, где
A(W ) — абелев радикал группы W .

Доказательство. Пусть k — почти регулярная инволюция в W . По-
скольку в бесконечной слойно конечной группе R(W ) централизаторы
всех элеменов бесконечны, то k ∈ W \ R(W ). Так как слойно конечная
группа обладает полной частью, содержащейся ввиду [93, теорема 3.3]в
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ее центре, то слойно конечный радикал R(W ) группы W обладает пол-
ной частью A, причем A ≤ Z(R(W )). В группе R(W )λ(k), очевидно, A
является нормальной подгруппой.

Рассмотрим фактор-группу R(W ) h (k) = R(W ) h (k)/A. Так как в
R(W ) = R(W )/A нет бесконечных силовских подгрупп, то по [93, лем-
ма 3.5 ] для каждого простого числа q в R(W ) найдется q′-подгруппа
Rq(W ) конечного индекса, нормальная в R(W ) h (k). Рассмотрим пе-
ресечение C подгрупп Rq(W ) по всем q ∈ π(C

R(W )
(k). Подгруппа C

имеет конечный индекс в R(W ) ввиду почти регулярности инволюции
k в R(W ) h (k). Так как множества π(C

R(W )
(kA)) и π(C) не пересе-

каются, то k действует на C регулярно. По [56, теорема 2] локально
конечная группа C, обладающая регулярным автоморфизмом k поряд-
ка 2, абелева. Ввиду локальной конечности группы C h (k) и свойств
групп Фробениуса инволюция k инвертирует C.

Так как A и C являются абелевыми 2-полными группами (группа
называется 2-полной, если ее силовские 2-подгруппы полны или еди-
ничны), то по [128, предложение 3.2] полный прообраз C группы C в
группе R(W ) является абелевой группой. Поскольку она имеет конеч-
ный индекс в W, это доказывает первое утверждение леммы.

Выбор числа p во втором утверждении
леммы возможен ввиду конечности индекса
|W : A(W )| и бесконечности множества π(W ). Лемма доказана.

Лемма 3.5.6. В дополнение к выбору числа p можно предполагать,
что оно не принадлежит π(CW (b)), где b пробегает элементы про-
стых порядков из W с централизаторами, имеющими бесконечный
индекс в W , и оно не является порядком регулярного автоморфизма
никакой элементарной абелевой q-группы из W для всех простых чи-
сел q, делящих |W : R(W )|.

Доказательство. Так как по [18, теорема 2.5.6] централизатор любо-
го элемента из слойно конечного радикала R(W ) почти слойно конечной
группы W имеет конечный индекс в W , то с точностью до сопряжен-
ности в группе W найдется лишь конечное число элементов простых
порядков с централизаторами, имеющими бесконечный индекс в W .

Так как группа W почти слойно конеч-
на, то множество простых делителей индекса
|W : R(W )| конечно. Поэтому порядки элементарных абелевых q-
подгрупп в почти слойно конечной группе W для всех простых чисел
q из этого множества ограничены в совокупности. Следовательно,
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множество простых порядков регулярных автоморфизмов элементар-
ных абелевых q-групп для всех простых чисел q, делящих индекс
|W : R(W )| также конечно. Поскольку выбор для числа p бесконечен,
лемма доказана.

Лемма 3.5.7. Можно считать, что в множестве M нет подгрупп
Lg, для которых нильпотентный радикал F (Lg) является p-группой.

Доказательство. Пусть для некоторой подгруппы Lg = 〈a, ag〉 из
M нильпотентный радикал F (Lg) является p-группой. Выберем из цен-
тра конечной p-группы 〈a, F (Lg)〉 элемент b порядка p. По лемме 3.5.2
периодическая часть централизатора CG(a) содержится в W вместе с
элементом b. По выбору числа p элемент b содержится в R(W ), а по
[18, теореме 2.5.6] централизатор CW (b) бесконечен. Следовательно, по
лемме 3.5.2 периодическая часть централизатора CG(b) содержится вW.
Так как элемент b принадлежит центру группы 〈a, F (Lg)〉, то и группа
F (Lg) содержится вW. Ввиду выбора числа p, группа F (Lg) содержится
в слойно конечном радикале R(W ) группы W.

Теперь выберем из пересечения подгруппы F (Lg) с центром конеч-
ной p-группы 〈ag, F (Lg)〉 элемент d порядка p. По лемме 3.5.2 и по [18,
теорема 2.5.6] периодическая часть централизатора CG(d) содержится
в W вместе с элементом ag. По выбору числа p элемент ag содержит-
ся в R(W ). Таким образом, группа Lg содержится в слойно конечном
радикале R(W ) группы W. Так как группа R(W ) слойно конечна, то
таких групп Lg в множестве M лишь конечное число. Лемма доказана.

Лемма 3.5.8. Пусть T — максимальная почти слойно конечная
подгруппа с сильно вложенным нормализатором в G, V — подгруппа,
сопряженная с T в G, h — нетривиальный примарный элемент из D =

T ∩ V . Если централизатор CV (h) бесконечен, то и централизатор
CT (h) бесконечен.

Доказательство проводится аналогично доказательству [54, лемма
9].

Лемма 3.5.9. Если в группе W все инволюции имеют бесконечные
централизаторы, то подгруппа B сильно вложена в G.

Доказательство. Пусть в группе W все инволюции имеют беско-
нечные централизаторы. По лемме 3.5.2 периодические части центра-
лизаторов инволюций из W содержатся в B. Если пересечение B ∩Bg,
где g ∈ G \ B, содержит некоторую инволюцию, то оно содержит и
бесконечную периодическую часть ее централизатора, что невозможно,
так как по лемме 3.5.1 максимальные почти слойно конечные подгруп-
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пы W и W g могут пересекаться только по конечной подгруппе. Лемма
доказана.

Лемма 3.5.10. Простое число p можно выбрать таким достаточ-
но большим, что силовские p-подгруппы в группах Lg = 〈a, ag〉 из M

циклические.
Доказательство. Рассмотрим подгруппы вида Lg = 〈a, ag〉 из M.

Обозначим через P силовскую p-подгруппу из Lg, содержащую элемент
a. Так как P обладает нетривиальным центром, то выберем элемент b
простого порядка из Z(P ). Ввиду выбора числа p, не делящим индекс
|W : R(W )|, централизатор CW (a) бесконечен. Ввиду леммы 3.5.2 b ∈ B,
и значит, b ∈ R(W ) и периодическая часть C централизатора CB(b)

бесконечна. Тогда по лемме 3.5.2 C ≤ B. Следовательно, P содержится
в B.

Предположим, что P не является циклической подгруппой. Обозна-
чим через R элементарную абелеву подгруппу порядка p2 из P , содер-
жащую элемент a. Рассмотрим подгруппу Op′(Lg) h R (Op′(Lg) 6= 1 по
леммам 3.5.4, 3.5.7 и теореме Файта-Томпсона). Согласно [128, теоре-
ма 1.21] Op′(Lg) ≤ 〈CG(r) | r ∈ R#〉. Как отмечалось выше, элемен-
ты из R# имеют бесконечные централизаторы в W , поэтому, в силу
леммы 3.5.2, периодические части централизаторов этих элементов, а
значит, Op′(Lg) содержатся в B.

Пусть в группе W все инволюции имеют бесконечные централиза-
торы. Тогда по лемме 3.5.9 подгруппа B сильно вложена в G. Про-
ведя аналогичные рассуждения относительно подгруппы Bg вместо B
и элемента ag вместо a, видим, что Op′(Lg) < Bg. Таким образом,
Op′(Lg) < W ∩W g. Ввиду предположения и [128, теорема 1.21] в Op′(Lg)
найдется элемент h простого порядка, перестановочный с некоторым
неединичным элементом из R. По лемме 3.5.6 централизатор в W эле-
мента h бесконечен, следовательно, по лемме 3.5.2 периодическая часть
централизатора CG(h) содержится в B. Отсюда по лемме 3.5.8 центра-
лизатор в W g элемента h также бесконечен и, следовательно, по лем-
ме 3.5.1 W = W g; противоречие с выбором элемента g ∈ G \B.

Таким образом, в группе W найдется почти регулярная инволюция.
Тогда по лемме 3.5.5 группа W почти абелева, и ввиду выбора числа
p подгруппа R содержится в абелевом радикале A(W ) подгруппы W .
Пусть Q — силовская q-подгруппа из Op′(Lg) для некоторого просто-
го числа q. По лемме Фраттини [24] Q выберем таким образом, чтобы
Q нормализовалась подгруппой R. Если Q < A(W ), то, очевидно, Q
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централизует R. Если q — делитель индекса |W : A(W )|, то, по опре-
делению абелевого радикала, R нормализуется подгруппой Q. Таким
образом, опять получаем, что Q централизует R. Так как это рассуж-
дение проходит для любого q ∈ π(Op′(Lg)), то Op′(Lg) < CG(a). Отсюда
и ввиду выбора числа p все элементы из Op′(Lg) имеют в W беско-
нечные централизаторы, так что по лемме 3.5.2 периодические части
централизаторов этих элементов содержатся в B. Снова по [128, теоре-
ма 1.21] в Op′(Lg) найдется элемент c простого порядка, перестановоч-
ный с некоторым неединичным элементом r из элементарной абелевой
p-подгруппы из Lg, содержащей элемент ag. По лемме 3.5.6 централи-
затор CW (c) бесконечен, следовательно, по лемме 3.5.2 периодическая
часть группы CG(c) содержится в B. Аналогично, периодическая часть
группы CG(r) содержится в B. Отсюда получаем, что и элемент ag со-
держится в B. Напомним, что элемент a принадлежит группе B. Снова
по выбору числа p имеем |CG(a)∩W | =∞ и |CG(ag)∩W | =∞, поэтому
|CG(ag) ∩W g| = ∞. Значит, по лемме 3.5.1 W = W g; противоречие с
выбором элемента g ∈ G \B. Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы 3.5.1. В силу леммы 3.5.10 счи-
таем, что найдется элемент a ∈ B порядка p такого, что силовские p-
подгруппы в группе Lg = 〈a, ag〉 из M циклические. Поэтому ввиду
лемм 3.5.4, 3.5.7 и теоремы Файта-Томпсона нильпотентный радикал
Ng группы Lg есть неединичная p′-группа.

Предположим, что в CLg(a) найдется элемент b простого порядка,
который перестановочен с нетривиальным элементом c из Ng. По лем-
ме 3.5.6 элемент b имеет бесконечный централизатор в W , значит, по
лемме 3.5.2 периодическая часть централизатора элемента b содержится
в B вместе с элементом c. Отсюда следует, что пересечение Dg = Ng∩B
нетривиально, так как содержит элемент c. Поэтому подгруппа Oq(Dg)

нетривиальна для некоторого q ∈ π(Dg). Рассмотрим нижний слой Ag
центра группы Oq(Dg). Тогда Ag — неединичная 〈a〉-допустимая харак-
теристическая элементарная абелева q-подгруппа в Dg.

Обозначим через C периодическую часть группы CG(Ag) и покажем,
что подгруппа C бесконечна и содержится в B. Если a действует регу-
лярно на Ag, то по лемме 6 Ag < R(W ) и, следовательно, по лемме 3.5.2
C содержится в B, а тогда по [18, теорема 2.5.6] группа C бесконечна.

Пусть теперь элемент a перестановочен с нетривиальным элементом
d из Ag. Снова по лемме 3.5.6 элемент d имеет бесконечный централиза-
тор вW , а по лемме 3.5.2 периодическая часть централизатора элемента
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d содержится в B. Поэтому C тоже содержится в B. Кроме того, группа
C также бесконечна. Действительно, группу Ag можно представить в
виде Ag = Cg × Bg, где Cg = CAg(a), а на Bg элемент a действует ре-
гулярно. Если подгруппа Bg неединична, то по лемме 3.5.6 Ag < R(W )

и снова, как и выше, получаем бесконечность группы C. Пусть теперь
Bg = 1, т.е. Ag = Cg. Так как группа Ag конечна, а по лемме 3.5.6 цен-
трализатор CW (c) для любого элемента c из Ag имеет конечный индекс
в W , то централизатор CW (Ag) также имеет конечный индекс в W . Та-
ким образом, централизатор CW (Ag) бесконечен, и значит, бесконечна
его периодическая часть C.

Итак, в любом случае периодическая часть C группы CG(Ag) бес-
конечна и содержится в B. Отсюда вытекает, что группа C почти слой-
но конечна (напомним, что периодическая часть W группы B почти
слойно конечна). Ввиду конечности индекса |NG(Ag) : CG(Ag)| перио-
дическая часть F нормализатора NG(Ag) тоже почти слойно конечна
(как расширение почти слойно конечной группы C с помощью конечной
группы). Включая группу F в максимальную почти слойно конечную
подгруппу H группы G, получаем, что две максимальные почти слойно
конечные подгруппы W и H пересекаются по бесконечной подгруппе,
содержащей C. По лемме 3.5.1 получаем совпадение подгрупп W и H
и включение периодической части нормализатора NG(Ag) в B. Так как
Ag является характеристической подгруппой в Dg, то периодическая
часть группы NG(Dg) также содержится в B.

Если Ng 6= Dg, то ввиду нормализаторного условия в нильпотент-
ных группах нормализатор подгруппы Dg в Ng отличен от Dg и по
доказанному содержится в B, что противоречит построению подгруп-
пы Dg. Поэтому Ng = Dg, откуда ввиду нормальности подгруппы Ng в
Lg и доказанного выше включения периодической части нормализатора
NG(Dg) в B получаем Lg < B, вопреки выбору группы Lg.

Таким образом, любой элемент простого порядка из CLg(a) действу-
ет регулярно на Ng. Поэтому ввиду [128, лемма 4.27] и леммы 3.5.10 Lg
— группа Фробениуса с неинвариантным множителем (a). По основ-
ной теореме из [65] группа G либо обладает нетривиальной нормаль-
ной локально конечной подгруппой, либо имеет вид G = F h NG((a)),
где F h (a) — группа Фробениуса. В последнем случае ввиду теоремы
Шмидта и [129, лемма 4.6] группа G обладает неединичным локально
конечным радикалом.

Итак, в любом случае в группе G найдется нормальная неединичная
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локально конечная подгруппа, которая по [58, теорема 1] почти слой-
но конечна, следовательно, в этой подгруппе имеется конечная харак-
теристическая подгруппа, нормализатор которой по условию теоремы
обладает почти слойно конечной периодической частью. Теорема 3.5.1
доказана.

§ 3.6. Группы Шункова с сильно вложенной подгруппой

В этом параграфе будут изучаться группы Шункова с сильно вло-
женной почти слойно конечной подгруппой.

Целью настоящего параграфа является доказательство следующей
теоремы:

Теорема 3.6.1 (В.И. Сенашов). Пусть группа Шункова G со-
держит сильно вложенную почти слойно конечную подгруппу. Если
в G нормализатор любой нетривиальной конечной подгруппы облада-
ет почти слойно конечной периодической частью, то сама группа G
обладает почти слойно конечной периодической частью [60].

В параграфе 3.4 исследовался случай сильно вложенной подгруппы
с черниковской периодической частью. В этом параграфе предполага-
ется, что в группе имеется сильно вложенная почти слойно конечная
подгруппа, рассматривается случай смешанных групп и условие почти
слойной конечности накладывается только на периодические части нор-
мализаторов конечных нетривиальных подгрупп.

Доказательство теоремы 3.6.1. Пусть группа G удовлетворяет
условиям теоремы 3.6.1. Так как в G есть сильно вложенная подгруппа,
то G обладает инволюциями. Обозначим через i некоторую инволюцию
из центра силовской 2-подгруппы S группы G (такая найдется ввиду
того, что силовские примарные подгруппы в G черниковские ввиду [57,
лемма 1], и того, что всякая черниковская примарная группа обладает
нетривиальным центром по [93, теорема 1.6].

Так как по [128, предложение 4.3] в группе с сильно вложенной под-
группой все инволюции сопряжены, то по условиям теоремы в группе
G найдется сильно вложенная почти слойно конечная подгруппа H,
содержащая CG(i).
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Если группа H является черниковской, то утверждение теоремы до-
казано в [59], поэтому в дальнейшем будем предполагать, что группа H
— нечерниковская. Вложим ее в максимальную почти слойно конечную
подгруппу M . Такая подгруппа найдется ввиду леммы Цорна и [58,
теорема 1]. Обозначим через M1 нормализатор подгруппы M в группе
G.

Обозначим через M множество всех подгрупп группы G вида Lg =

〈a, ag〉, где элемент a простого порядка p выбираем из H и g ∈ G \M1.
Ввиду того, что G является группой Шункова, подгруппы Lg конечны.

Так какH — нечерниковская почти слойно конечная группа, то мно-
жество π(H) бесконечно (напомним, что через π(W ) обозначают мно-
жество простых делителей порядков элементов группы W ). Действи-
тельно, предположим, что множество π(H) конечно. По [129, лемма
2.3] слойно конечный радикал R(H) нечерниковской группы H явля-
ется нечерниковской группой. По [93, теоремы 3.3, 3.7] R(H) можно
представить в виде произведения двух поэлементно перестановочных
подгрупп A и B, где A — полная абелева группа, а B — локально нор-
мальная группа с конечными силовскими подгруппами. Так как мно-
жество π(H) предполагается конечным, то группа A является прямым
произведением конечного числа квазициклических групп, а группа B —
конечной группой, и тогда группа R(H) была бы черниковской. Проти-
воречие означает, что π(H) бесконечно и для выбора порядка элемента
a имеется бесконечно много возможностей.

Можем считать, не нарушая общности рассуждений, что множество
M бесконечно, так как иначе было бы конечным инвариантное множе-
ство элементов, сопряженных с элементом a, порождающее по лемме
Дицмана [24] конечную нормальную подгруппу в группе G, и в этом
случае теорема была бы доказана.

Ввиду бесконечности множества вариантов выбора порядка элемен-
та a и строения почти слойно конечной группы выберем его порядок
таким достаточно большим, что он не делит индекс |M : R(M)|, где
R(M) — слойно конечный радикал группы M (индекс |M : R(M)| ко-
нечен ввиду почти слойной конечности группы M).

Зафиксируем в дальнейшем введенные обозначения i, S,M,M1, H,
M.

Доказательству теоремы 3.6.1 предпошлем ряд лемм.
Лемма 3.6.1. Пусть F,W — две различные бесконечные макси-

мальные почти слойно конечные подгруппы группы G, R(F ) и R(W )
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— их слойно конечные радикалы. Тогда пересечение R(F ) ∩ R(W ) еди-
нично.

Доказательство леммы 3.6.1 повторяет доказательство леммы 10
из [58].

Лемма 3.6.2. Если для некоторого элемента w конечного поряд-
ка и максимальной почти слойно конечной подгруппы W пересечение
CG(w) ∩W бесконечно, то периодическая часть группы CG(w) содер-
жится в W .

Доказательство леммы 3.6.2 повторяет доказательство леммы 11
из [58].

Лемма 3.6.3. Пусть W — максимальная почти слойно конечная
подгруппа группы G, b — элемент простого порядка и пересечения
CG(b) ∩W , CG(b) ∩W g бесконечны. Тогда W = W g.

Доказательство. По лемме 3.6.2 периодическая часть C1 группы
CG(b) содержится в W ,аналогично, C1 ⊂ W g. Следовательно, C1 ⊂
W ∩W g. Так как CW (b) бесконечен, то R(W ) ∩ CG(b) — бесконечная
группа и |CW (b) : R(W ) ∩ CW (b)| <∞. Точно так же |CW (b) : R(W g) ∩
CW (b)| < ∞. Тогда пересечение R(W ) ∩ R(W g) обладает неединичным
элементом и ввиду леммы 3.6.1 получаем, что группыW иW g не могут
быть различными. Лемма доказана.

Лемма 3.6.4. Никакая группа Lb из множества M и никакая со-
пряженная с ней подгруппа не содержатся в группе M .

Доказательство. Предположим, что для некоторого элемента b и
группы Lg из множества M группа Lbg содержится в M . Тогда ввиду
выбора числа p элементы ab, agb содержатся в слойно конечном радика-
ле группыM и, централизаторы CM (ab) и CM (agb) бесконечны. Значит,
элемент a принадлежит группе M b−1 и пересечение CG(a) ∩M b−1 бес-
конечно. Так как элемент a содержится в группе H, то a ∈M , и снова
по выбору числа p элемент a содержится в слойно конечном радикале
группы M , что влечет бесконечность пересечения CG(a) ∩M . Следо-
вательно, по лемме 3.6.3 M = M b−1 . Аналогично, a ∈ M b−1g−1 , пересе-
чение CG(a) ∩M b−1 бесконечно и снова по лемме 3.6.3 M = M b−1g−1 .
Окончательно получаем b−1, b−1g−1 ∈ NG(M) = M1, что влечет вклю-
чение g ∈M1, но это противоречит выбору элемента g. Лемма доказана.

Лемма 3.6.5. Любая группа Lg четного порядка из множества M

обладает сильно вложенной подгруппой.
Доказательство леммы 3.6.5 повторяет доказательство леммы 7.1.3.
Лемма 3.6.6. Можно считать, не нарушая общности рассужде-
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ний, что p выбрано настолько большим, что группы V ∈M не содер-
жат инволюций.

Доказательство леммы 3.6.6 с учетом леммы 3.6.5 повторяет дока-
зательство леммы 7.1.4.

Лемма 3.6.7. В дополнение к выбору числа p можно предполагать,
что оно не принадлежит π(CW (b)), где b пробегает элементы про-
стых порядков из W с централизаторами, имеющими бесконечный
индекс в W , и оно не является порядком регулярного автоморфизма
никакой элементарной абелевой q-группы из W для всех простых чи-
сел q, делящих |W : R(W )|.

Доказательство леммы 3.6.7 повторяет доказательство леммы 7.1.6.
Лемма 3.6.8. Можно считать, что в множестве M нет подгрупп

Lg, для которых нильпотентный радикал F (Lg) является p-группой.
Доказательство леммы 3.6.8 повторяет доказательство леммы 7.1.7.
Лемма 3.6.9. Пусть T — максимальная почти слойно конечная

подгруппа с сильно вложенным нормализатором в G, V — подгруппа,
сопряженная с T в G, h — нетривиальный примарный элемент из D =

T ∩ V . Если централизатор CV (h) бесконечен, то и централизатор
CT (h) бесконечен.

Доказательство проводится аналогично доказательству [54, лемма
9].

Лемма 3.6.10. Если в группе M найдется почти регулярная инво-
люция, то группа M почти абелева. В этом случае можно считать,
что число p выбрано так, что оно не делит индекс |M : A(M)|, где
A(M) — абелев радикал группы M .

Доказательство леммы 3.6.10 повторяет доказательство леммы
7.1.5.

Лемма 3.6.11. Если в группеM все инволюции имеют бесконечные
централизаторы, то подгруппа M1 сильно вложена в G.

Доказательство леммы 3.6.11 повторяет доказательство леммы 9
из [59].

Лемма 3.6.12. Простое число p можно выбрать таким доста-
точно большим, что во всех группах Lg = 〈a, ag〉 из M силовские p-
подгруппы циклические.

Доказательство. Рассмотрим подгруппы вида Lg = 〈a, ag〉 из M.
Обозначим через P силовскую p-подгруппу из Lg, содержащую элемент
a. Так как P обладает нетривиальным центром, то выберем элемент b
простого порядка из Z(P ). Ввиду выбора числа p, не делящим индекс
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|M : R(M)|, централизатор CM (a) бесконечен. Ввиду леммы 3.6.2 b ∈
M , и значит, b ∈ R(M). Значит, пересечение CG(b) ∩M бесконечно и
по лемме 3.6.2 периодическая часть централизатора CG(b) содержится
в M . Следовательно, P содержится в M .

Предположим, что P не является циклической подгруппой. Обозна-
чим через R элементарную абелеву подгруппу порядка p2 из P , содер-
жащую элемент a. Рассмотрим подгруппу Op′(Lg) h R (Op′(Lg) 6= 1 по
леммам 3.6.4, 3.6.8 и теореме Файта-Томпсона). Согласно [128, теоре-
ма 1.21] Op′(Lg) ≤ 〈CG(r) | r ∈ R#〉. Как отмечалось выше, элементы
из R# имеют бесконечные централизаторы вM , поэтому, в силу леммы
3.6.2, периодические части централизаторов этих элементов, а значит,
и группа Op′(Lg) содержатся в M .

Проведя аналогичные рассуждения относительно подгруппы Mg

вместо M и элемента ag вместо a, видим, что Op′(Lg) < Mg. Таким об-
разом, Op′(Lg) < M ∩Mg. Ввиду предположения и [128, теорема 1.21] в
Op′(Lg) найдется элемент h простого порядка, перестановочный с неко-
торым неединичным элементом из R. По лемме 3.6.7 централизатор
в M элемента h бесконечен, следовательно, по лемме 3.6.2 периодиче-
ская часть централизатора CG(h) содержится в M . Отсюда по леммам
3.6.9, 3.6.11 централизатор в Mg элемента h также бесконечен и, сле-
довательно, по лемме 3.6.1 M = Mg; противоречие с выбором элемента
g ∈ G \M1.

Таким образом, в группе M найдется почти регулярная инволюция.
Тогда по лемме 3.6.10 группа M почти абелева, и ввиду выбора числа
p подгруппа R содержится в абелевом радикале A(M) подгруппы M .
Пусть Q — силовская q-подгруппа из Op′(Lg) для некоторого просто-
го числа q. По лемме Фраттини [24] Q выберем таким образом, чтобы
Q нормализовалась подгруппой R. Если Q < A(M), то, очевидно, Q
централизует R. Если q — делитель индекса |M : A(M)|, то, по опре-
делению абелевого радикала, R нормализуется подгруппой Q. Таким
образом, опять получаем, что Q централизует R. Так как это рассуж-
дение проходит для любого q ∈ π(Op′(Lg)), то Op′(Lg) < CG(a). Отсюда
и ввиду выбора числа p все элементы из Op′(Lg) имеют в M беско-
нечные централизаторы, так что по лемме 3.6.2 периодические части
централизаторов этих элементов содержатся вM . Снова по [128, теоре-
ма 1.21] в Op′(Lg) найдется элемент c простого порядка, перестановоч-
ный с некоторым неединичным элементом r из элементарной абелевой
p-подгруппы из Lg, содержащей элемент ag. По лемме 3.6.7 централи-
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затор CM (c) бесконечен, следовательно, по лемме 3.6.2 периодическая
часть группы CG(c) содержится вM . Аналогично, периодическая часть
группы CG(r) содержится в M . Отсюда получаем, что и элемент ag со-
держится вM . Напомним, что элемент a принадлежит группеM . Снова
по выбору числа p имеем |CG(a)∩M | =∞ и |CG(ag)∩M | =∞, поэтому
|CG(ag) ∩Mg| = ∞. Значит, по лемме 3.6.1 M = Mg; противоречие с
выбором элемента g ∈ G \M1. Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы 3.6.1. В силу леммы 3.6.12 счи-
таем, что найдется элемент a ∈ H порядка p такого, что во всех подгруп-
пах Lg = 〈a, ag〉 силовские p-подгруппы циклические для g ∈ G \M1.
Поэтому ввиду лемм 3.6.6, 3.6.8 и теоремы Файта-Томпсона нильпотент-
ный радикал Ng группы Lg есть неединичная p′-группа.

Предположим, что в CLg(a) нашелся элемент b простого порядка,
который перестановочен с нетривиальным элементом c из Ng. По лем-
ме 3.6.7 элемент b имеет бесконечный централизатор в M , значит, по
лемме 3.6.2 периодическая часть централизатора элемента b содержится
вM вместе с элементом c. Отсюда следует, что пересечениеDg = Ng∩M
нетривиально, так как содержит элемент c. Поэтому подгруппа Oq(Dg)

нетривиальна для некоторого q ∈ π(Dg). Рассмотрим нижний слой Ag
центра группы Oq(Dg). Тогда Ag — неединичная 〈a〉-допустимая харак-
теристическая элементарная абелева q-подгруппа в Dg.

Обозначим через C периодическую часть группы CG(Ag) и пока-
жем, что подгруппа C бесконечна и содержится в M . Если a действует
регулярно на Ag, то по лемме 3.6.7 Ag < R(M) и, следовательно, по
лемме 3.6.2 C содержится в M , а тогда по [18, теорема 2.5.6] группа C
бесконечна.

Пусть теперь элемент a перестановочен с нетривиальным элементом
d из Ag. Снова по лемме 3.6.7 элемент d имеет бесконечный централиза-
тор вM , а по лемме 3.6.2 периодическая часть централизатора элемента
d содержится вM . Поэтому C тоже содержится вM . Кроме того, груп-
па C также бесконечна. Действительно, группу Ag можно представить
в виде Ag = Cg ×Bg, где Cg = CAg(a), а на Bg элемент a действует ре-
гулярно. Если подгруппа Bg неединична, то по лемме 3.6.7 Ag < R(M)

и снова, как и выше, получаем бесконечность группы C. Пусть теперь
Bg = 1, т.е. Ag = Cg. Так как группа Ag конечна, а по лемме 3.6.7 цен-
трализатор CM (c) для любого элемента c из Ag имеет конечный индекс
в M , то централизатор CM (Ag) также имеет конечный индекс в M . Та-
ким образом, централизатор CM (Ag) бесконечен, и значит, бесконечна
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его периодическая часть C.
Итак, в любом случае периодическая часть C группы CG(Ag) беско-

нечна и содержится в M . Отсюда вытекает, что группа C почти слойно
конечна (напомним, что группаM почти слойно конечна). Ввиду конеч-
ности индекса |NG(Ag) : CG(Ag)| периодическая часть F нормализатора
NG(Ag) тоже почти слойно конечна (как расширение почти слойно ко-
нечной группы C с помощью конечной группы). Включая группу F в
максимальную почти слойно конечную подгруппу W группы G, полу-
чаем, что две максимальные почти слойно конечные подгруппыM иW
пересекаются по бесконечной подгруппе, содержащей C. По лемме 3.6.1
получаем совпадение подгрупп M и W и включение периодической ча-
сти нормализатора NG(Ag) в M . Так как Ag является характеристиче-
ской подгруппой в Dg, то периодическая часть группы NG(Dg) также
содержится в M .

Если Ng 6= Dg, то ввиду нормализаторного условия в нильпотент-
ных группах нормализатор подгруппы Dg в Ng отличен от Dg и по
доказанному содержится в M , что противоречит построению подгруп-
пы Dg. Поэтому Ng = Dg, откуда ввиду нормальности подгруппы Ng в
Lg и доказанного выше включения периодической части нормализатора
NG(Dg) в M получаем Lg < M , вопреки лемме 3.6.4.

Таким образом, любой элемент простого порядка из CLg(a) действу-
ет регулярно на Ng. Поэтому ввиду [128, лемма 4.27] и леммы 3.6.12
Lg — группа Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉. По [65,
теорема 1] и лемме Дицмана [24] группа G либо обладает нетриви-
альной нормальной локально конечной подгруппой, либо имеет вид
G = F hNG(〈a〉), где F h 〈a〉 — группа Фробениуса. В последнем случае
ввиду теоремы Шмидта и [129, лемма 4.6] группа G обладает неединич-
ным локально конечным радикалом.

Итак, в любом случае в группе G найдется нормальная неединичная
локально конечная подгруппа, которая по [58, теорема 1] почти слой-
но конечна, следовательно, в этой подгруппе имеется конечная харак-
теристическая подгруппа, нормализатор которой по условию теоремы
обладает почти слойно конечной периодической частью. Теорема 3.6.1
доказана.
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§ 3.7. О ГРУППАХ ШУНКОВА, С УСЛОВИЕМ НАСЫ-
ЩЕННОСТИ

В последнее время появилось много результатов о насыщенности
бесконечных групп системами конечных подгрупп. Группы Шункова
с условием насыщенности интенсивно изучаются в работах А.А. Дуж,
А. А. Кузнецова, А.Г. Рубашкина, К.А. Филиппова, А.К. Шлепкина.
Обзор таких результатов можно найти в работе [23]. Группы с условием
насыщенности изучались также В.Д. Мазуровым, Д.В. Лыткиной [33],
Л.С. Казариным [134] и Б. Амбергом [134].

Такие результаты доказываются, как правило, в периодическом слу-
чае, а затем обобщаются, если это возможно на группы Шункова. В
этом параграфе, в качестве иллюстрации, приведем один результат о
группах Шункова, насыщенных простыми группами.

Группа G насыщена группами из множества групп X, если любая
конечная подгруппа K из G содержится в подгруппе группы G, изо-
морфной некоторой группе из X [103].

В первоначальных исследованиях периодических групп с условием
насыщенности предполагалось, чтоX — некоторое множество конечных
простых неабелевых групп. Это привело к постановке вопроса 14.101 в
Коуровской тетради [22]:

Верно ли, что периодическая группа, насыщенная конечными про-
стыми группами лиева типа, ранги которых ограничены в совокупно-
сти, сама является простой группой лиева типа конечного ранга?

Здесь представлен результат, являющейся важным шагом для по-
лучения полного решения приведенного вопроса 14.101 из Коуровской
тетради.

Условие насыщенности не предполагает периодичности группы G,

в связи с чем вопрос о расположении элементов конечного порядка в
группе G с условием насыщенности приходится решать отдельно для
каждой конкретной группы.

Здесь мы приведем только один характерный результат, описыва-
ющий группы Шункова, насыщенные конечными простыми группами
лиева типа ранга 1.

Теорема 3.7.1 (А.А.Шлёпкин). Группа Шункова G,насыщенная
группами из множества конечных простых групп лиева типа ранга 1,
обладает периодической частью, которая изоморфна простой группе
лиева типа ранга 1 над подходящим локально конечным полем [98].
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Нам понадобится ряд определений:
Пусть группа G насыщена группами из множества групп R. Тогда

множество R называется насыщающим множеством для G.
Пусть G − группа, K − подгруппа G, X − множество групп. Через

XG(K) будем обозначать множество всех подгрупп группы G, содержа-
щих K и изоморфных группам из X. Если 1 − единичная подгруппа
группы G, то XG(1) будет обозначать множество всех подгрупп группы
G, изоморфных группам из X. Если из контекста ясно о какой груп-
пе идет речь, то вместо XG(K) будем писать X(K), и соответственно
вместо XG(1) будем писать X(1).

Пусть G — группа, X — множество групп. Запись

G ' X

означет, что G изоморфна некоторой группе из X.
Пусть G — группа. Если все элементы конечных порядков из G со-

держатся в периодической подгруппе группы G, то она называется пе-
риодической частью группы G и обозначается T (G) ([18], c. 90, 150).

Перейдем к доказательству теоремы 3.7.1.
Положим

M = {L2(q), U3(q), Sz(22n+1), Re(32n+1)},

где q, n не фиксируются (в случае L2(q), q > 3). Тогда с точностью
до изоморфизма M — множество всех конечных простых групп лиева
типа ранга 1 (теорема 120), и M является насыщающим множеством)
для группы G.

Лемма 3.7.1. Силовская 2-подгруппа S группы G одного из следу-
ющих видов:

1. S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2n−1−1〉 — полудиэдральная группа (S
изоморфна силовской 2-подгруппе U3(q), где q ≡ 1 (mod 4)).

2. S = 〈a,w|a2n = b2
n

= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 — сплетенная 2-
группа. (S изоморфна силовской 2-подгруппе U3(q), где q ≡ −1 (mod 4))

3. S — конечная элементарная абелева 2-группа ранга не менее
трех.

4. S — группа диэдра.
5. S изоморфна силовской 2-подгруппе группы Sz(22n+1).
6. S изоморфна силовской 2-подгруппе группы U3(2n).
7. S — бесконечная группа периода не более 4, и все инволюции из

S лежат в Z(S).
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8. S — черниковская 2-группа ранга не более 2.
Доказательство. Пусть S — конечная группа. Тогда S, ввиду тео-

ремы 105 и уcловия насыщенности, одного из видов 1 – 6 утверждения
леммы. В дальнейшем считаем, что S — бесконечная группа.

Пусть S содержит элементарную абелеву подгруппу D порядка 8. В
силу теоремы 95, D вложима в бесконечную локально конечную под-
группу I группы S. Если I содержит элемент b порядка 8, то 〈D, b〉 —
конечная 2-группа, которая по условию насыщенности является под-
группой группы D1, где D1 — одного из видов 1 ,2 ,4 из условия леммы.
Так как D1 содержит элементарную абелеву подгруппу порядка 8, то
в виду теорем 113, 115, эта ситуация невозможна. Итак, I — подгруп-
па периода не более 4, и будем считать I максимальной в указанном
смысле.

Покажем, что все инволюции из I лежат в Z(I). Действительно, для
любой инволюции x ∈ I и любого элемента y ∈ I 〈D,x, y〉 — конечная
2-группа, которая по условию насыщенности является подгруппой груп-
пы D1, где D1 — одного из видов 3, 5, 6 из условия леммы (поскольку
порядок D можно взять сколь угодно большим, то D1 не может быть
вида 4). Пo теоремам 117, 114, 116 во всех указанных случаях x ∈ Z(D1)

и xy = yx. В силу произвольности выбора x как инволюции из I, полу-
чаем что Z(I) содержит все инволюции из I.

Покажем, что все инволюции из S лежат в Z(I). Предположим, что
x ∈ S \ I 6= ∅ и |x| = 2. Тогда группа 〈x, z〉 конечна для любой инволю-
ции z из I. Пусть t — инволюция из Z(〈x, z〉). Если t ∈ I, то положим
z = t. Если t /∈ I, то положим x = t. Подгруппа 〈z〉×〈x〉 = K1, очевидно,
не лежит в I и K1 ∩ I = 〈z〉. Возьмем в I инволюцию t 6= z. Ясно, что
tz = zt. Рассмотрим конечную подгруппу 〈z, x, t〉. Данная подгруппа,
очевидно, не лежат в I и

(〈z〉 × 〈t〉) < 〈z, x, t〉 ∩ I)).

В силу теоремы 98 в 〈z, x, t〉 существует элемент v такой, что v ∈
NG(〈z〉×〈t〉)\I и v2 ∈ I. Тогда группа K2 = 〈v, z, t, t1〉, где t1 ∈ I \(〈z〉×
〈t〉), — конечная 2-группа. По условию насыщенности K2 ≤ K3 ∈M(1).

Так какK2 содержит подгруппу 〈z〉×〈t1〉×〈t〉, то из структурыM выте-
кает, что K2 — элементарная абелева 2-группа. В силу произвольности
выбора t1 из I получим, что v перестановочен с любой инволюцией из
I. Пусть y — произвольный элемент из I. По условию насыщенности
конечная 2-группа 〈D, v, y〉 < D1, и D1 — одного из видов 3, 5, 6,
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указанных в условии леммы. Следовательно, vy = yv. Таким образом,
I〈v〉 — локально конечная 2-группа из S, периода не более 4, что проти-
воречит максимальности I в указанном смысле. Итак, все инволюции
из S лежат в Z(I).

Из сказанного выше вытекает, что S периода не более 4, и значит,
S локально конечная группа. Но тогда S = I и лемма доказана.

Осталось рассмотреть случай, когда S не содержит элементарных
абелевых групп порядка более четырех. По теореме 101 S — черников-
ская группа ранга не более 2 и в этом случае лемма также доказана.
Лемма доказана.

Положим

N = {L2(2n);Re(32n+1);U3(22n);Sz(22n+1);L2(q), q ≡ 3, 5 (mod 8)},

A = {L2(q), q− нечетно и q 6= 3, 5 (mod 8)},

B = {U3(q), q− нечетно}.

Тогда M = N ∪ A ∪B.

Лемма 3.7.2. Для M(1) возможны только следующие взаимоис-
ключающие случаи:

(A) M(1) = N(1).
(B) M(1) = N(1) ∪ A(1), где A(1) 6= ∅.
(C) M(1) = N(1) ∪ A(1) ∪B(1), где B(1) 6= ∅.
Доказательство. Утверждение леммы – непосредственное след-

ствие определения множеств M(1),N(1),A(1),B(1). Лемма доказана.
Доказательство теоремы 3.7.1 для случая (А). Для данного случая

теорема 3.7.1 доказана по теореме 112.
Доказательство теоремы 3.7.1 для случая (В). Пусть S — силов-

ская 2-подгруппа группы G. Расмотрим ситуацию когда S — конечная
группа. По теореме 105 все силовские 2-подгруппы из G конечны и со-
пряжены с S. Следовательно, S — одного из видов 1–6, указанных в
утверждении леммы 3.7.1. Так как A(1) 6= ∅, то S содержит конеч-
ную группу диэдра порядка более 4, и следовательно, S не может быть
вида 3, 5, 6 (поскольку в этом случае S содержит неперестановочные
инолюции). Если S — вида 1 или 2, то M(1) содежит X ' U3(q) для
некоторого нечетного q, что невозможно. Следовательно, для любого
X ∈ M(1), X ' L2(q). По теореме 108 T (G) ' L2(Q) для подходящего
локально конечного поля Q, и теорема 3.7.1 доказана для случая (В).
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Теперь рассмотрим ситуацию, когда S — бесконечная группа. Тогда
все силовские 2-подгруппы из G бесконечны (лемма 3.7.1). Поскольку
A(1) 6= ∅, а B(1) = ∅, то в G найдется силовская 2-подгруппа S1 вида
8 из утверждения леммы 3.7.1, с полной частью S̃ ранга 1. Предполо-
жим, что в G найдется силовская 2-подгруппа S2 вида 7. По теореме
106 можно считать, что |S1∩S2| больше любого наперед заданного чис-
ла. Последнее означает, что S2 ∩ S1 содержит элемент порядка 8, что
невозможно, поскольку S2 — периода 4. Таким образом, G не может
содержать силовских 2-подгрупп вида 7. Поскольку любая конечная 2-
подгруппа группы G лежит в некоторой силовской 2-подгруппе группы
G, то любая конечная 2-подгруппа группы G лежит в некоторой силов-
ской 2-подгруппе группыG типа S1. Отсюда и из условия насыщенности
вытекает, в частности, что любая конечная 2-подгруппа группы G яв-
ляется погруппой конечной группы диэдра. Но тогда M(1) = A(1). По
теореме 108 T (G) ' L2(Q) для подходящего локально конечного поля
Q, и теорема доказана.

Теорема 3.7.1 для случая (В) доказана.

Доказательство теоремы 3.7.1 для случая (C). Предположим, что
теорема неверна, и пусть G — контрпример к теореме 3.7.1.

Лемма 3.7.3. G — содержит бесконечно много элементов конеч-
ного порядка.

Доказательство. Действительно, в противном случае, по теореме
95, G обладает конечной периодической частью T (G). По условию на-
сыщенности T (G) ∈̃ M. Противоречие с выбором G. Лемма доказана.

Лемма 3.7.4. Пусть S — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда
1. S одного из видов 1, 2, 8 перечисленных в условии леммы 3.7.1.
2. Ранг S не более 2.
Доказательство. 1.Так как B(1) 6= ∅, то пусть 〈e〉 6= K ∈ B(1)

и SK — силовская 2-подгруппа из K. Если S — конечная группа, то
можно считать, что SK < S, S содержит элемент порядка 8 (теорема
113 (пункт 8)), Z(S) не содержит все инволюции из S, в этом случае S
либо вида 1, либо вида 2 из условия леммы 3.7.1 и лемма доказана.

Если S — бесконечная группа, то все силовские 2-подгруппы из G
бесконечны. Пусть S1 — силовская 2-подгруппа из G содержащая SK .
В этом случае S1 содержит элемент порядка 8 и следовательно S1 вида
8 из леммы 3.7.1. Если в G найдется силовская 2-подгруппа S2 вида 7
из леммы 3.7.1, то по теореме 106 можно считать, что |S1 ∩ S2| > m

для любого наперед заданного натурального m. В этом случае всегда
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можно подобрать такое m, что S1 ∩ S2 содержит элемент порядка 8 из
S1, что невозможно так как S2 — группа периода 4. Итак, G не может
содержать силовких 2-подгрупп вида 7 из леммы 3.7.1. Cледовательно,
S вида 8 из леммы 3.7.1.

2. Второе утверждение леммы вытекает из первого и леммы 3.7.1.
Лемма доказана.
Лемма 3.7.5. Пусть S — вида 8 из утверждения леммы 3.7.1 и

ранг S̃ равен 2. Тогда S = (A×Aw)h〈w〉 — сплетение квазициклической
2-группы A при помощи инволюции w.

Доказательство. В этом случае S̃ = A × B, где A,B — квазицик-
лические группы. Возьмем в S̃ конечную подгруппу R = 〈a〉 × 〈b〉, где
a ∈ A, b ∈ B, и |a| = |b| > 2. По условию насыщенности R ⊂ K ∈ =(1).

Следовательно, K ' U3(pn) и p 6= 2. Пусть SK — силовская 2-подгруппа
из K, содержащая R. По теореме 113 (пункт 6) SK = (〈c〉× 〈 d〉h 〈w〉 —
сплетенная 2-группа, т.е. |c| = |d| > 2 и cw = d. Ясно, что R 6 (〈c〉×〈d〉)
и Rw = R. Возьмем в R̃ \ R элемент y со свойством y2 ∈ R. Очевид-
но, такой элемент в силу структуры S̃ найдется. Ясно, что y ∈ CG(R).

Следовательно, группа 〈R, y, w〉 конечна.
По условию насыщенности 〈R, y, w〉 < K1 ∈ =(1) и K1 ' U3(pn1

1 ), где
p1 6= 2. По теореме 113 (пункт 4) 〈R1, y, w〉 ⊂ NK1(R) = (〈c1〉 × 〈d1〉) h
〈w〉 — сплетенная группа. Здесь |c1| = |d1| = (pn1

1 −1)2 и cw1 = d1. Кроме
того, CK1(R) = (〈c1〉×〈d1〉). В частности, отсюда вытекает, что 〈yw, y〉 6
(〈c1〉 × 〈d1〉). Пусть y1 — другой элемент из S̃ \ R со свойством y2

1 ∈ R
и 〈y1〉 6= 〈y〉. Пусть y1 — другой элемент из S̃ \ R со свойством y2

1 ∈ R
и 〈y1〉 6= 〈y〉. Покажем, что y1y

w = ywy1. Действительно, 〈R, y, yw〉 —
конечная группа.

По условию насыщенности 〈R, y1, y
w〉 6 K2 ∈ =(1),K2 ' U3(pn2

2 ),

где p1 6= 2. По теореме 115 (пункт4) CK2(R) = (〈c2〉 × 〈d2〉), где 〈|c2| =

|d2| = (pn2 − 1)2. Так как 〈R, y1, y
w〉 < CK2(R), то y1y

w = ywy1, что и
требовалось.

Пусть Y — множество элементов из S̃ \ R со свойством, что для
любого y ∈ Y, y2 ∈ R. Ясно, что Y — конечное множество. Из сказанно-
го выше получаем, что 〈Y,R〉 — конечная абелева группа из CG(R), а
〈R, Y, Y w, w〉 — конечная группа из NG(R). По условию насыщенности
〈R, Y, Y w, w〉 6 K3 ∈ =(1),K3 ' U3(pn3

3 ) и p3 6= 2. По теореме 115 (пункт
4)NK3(R) = (〈c3〉×〈d3〉)h〈w〉, 〈c3〉×〈d3〉) = CK3(R) иR1 = S̃∩〈c3〉×〈d3〉).
По построению R < R1 = (〈v1〉 × 〈u1〉), где 〈v〉 < A, 〈u〉 < B и vw1 = u1.

Действуя по описанному выше алгоритму, мы строим в S цепочку под-
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групп
R < R1 < R2 < . . . < Ri < . . .

со следующими свойствами: Ri = (〈ui〉 × 〈vi〉) и vwi = u. Так как S̃ —
полная 2–группа ранга 2, то, очевидно, ∪Ri = S̃ и w ∈ N(S̃).

Осталось показать, что S̃ h 〈w〉 = S. Рассмотрим NG(S)/S̃ = N.

Очевидно, в N силовская 2–подгруппа конечна, значит, все силовские
2–подгруппы из N конечны и сопряжены (теорема 105), а силовские
2-подгруппы в N сопряжены. Поэтому с точностью до сопряженности
можно считать, что S̃ h 〈w〉 < S. Из теоремы 115 (пункт 4) получаем,
что для любого y ∈ S, y ∈ (S̃ h 〈w〉). Следовательно, S < (S̃ h 〈 wn〉) и
S̃ h 〈w〉 = S. Лемма доказана.

Лемма 3.7.6. Пусть S — вида 8 из условия леммы 3.7.1. Если
Rn < S, где Rn = 〈an〉 × 〈bn〉, |an| = |bn| > 2, то S из утверждения
леммы 3.7.5.

Доказательство. Если S содержит бесконечную цепочку

R1 < R2 < . . . < Rn < . . . ,

то ∪Rn — полная абелева группа ранга 2 и по пункту 3 все доказано.
Предположим, что бесконечных цепочек указаного выше вида в S нет.
Тогда S̃ — квазициклическая группа, и, очевидно S̃ < Z(S). Пусть Rn —
максимальный элемент приведенной выше цепочки.

Пусть s – такой элемент из S̃ \ Rn что s2 ∈ Rn. Тогда 〈Rn, s〉 — ко-
нечная группа, и по условию насыщенности 〈Rn, s〉 < K ' U3(pn), где
p 6= 2. По теореме 115 (пункт 4) s ∈ CK(Rn). Следовательно, sx = xs

для любого x ∈ CK(Rn). Выберем x ∈ CK(Rn) \ S так, что x2 ∈ Rn.
Пусть s1 ∈ S̃ и s2

1 = s. По условию насыщенности, конечная группа
〈s1, x,Rn〉 < K1 ' U3(pn1 ), для некоторого нечетного простого p1. Так
как 〈s1, x,Rn〉 < CK1(Rn), то по 115 (пункт 4) s1x = xs1. Далее, ис-
пользуя индукцию, получим, что S̃ < CG(x), и 〈S̃, x〉 — абелева группа.
Следовательно, S̃Rn〈x〉 — абелева 2-подгруппа, содержащая подгруппу
Rn1 = 〈an1〉×〈bn1〉 со свойством Rn < Rn1 . Действуя подобным образом,
строим бесконечную цепочку вложенных друг в друга подгрупп

S̃Rn < S̃Rn1 < . . . < S̃Rnk
⊂ . . .

Положим S̃1 = ∪S̃Rnk
. Несложно видеть. что S̃1 — полная абелева груп-

па ранга 2 и wn ∈ NG(S̃1). Положим S1 = S̃1 h 〈wn〉. Тогда S1 — группа
вида 8 из условия леммы. Лемма доказана.
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Лемма 3.7.7. Пусть S — вида 8 из условия леммы 3.7.1. Если
Dn < S, где Dn = 〈a2n = v2 = 1, av = a2n−1−1〉 — полудиэдральная
группа, то либо S из утверждения леммы 3.7.5, либо S = (S̃×〈x〉)h〈v〉,
где S̃ — квазициклическая 2-группа, для любого s ∈ S̃, sv = s−1, x —
инволюция, и xv = xz, z — инволюция из S̃.

Доказательство. Если S̃ ранга 2, то лемма доказана в связи с утвер-
ждением леммы 3.7.5. Предположим, что S̃ — квазициклическая 2-
группа. Тогда S = S̃K для некоторой конечной подгруппы K группы
S такой, что Dn < K. Будем считать K минимально возможной по по-
рядку с таким свойством. Положим S̃m = 〈sm〉 — группа порядка 2m в
группе S̃ с образующим sm. Возьмем m такое, что |S̃m| > |K|.

По условию насыщенности S̃mK < R ∈̃M(1). Пусть SR — силовская
2-подгруппа группы R содержащая группу S̃mK. Так как SR содержит
в качестве собственной подгруппы полудиэдральную группу Dn, то SR
не может быть полудиэдрально группой. Из условия насыщенности вы-
текает, что SR — сплетенная группа. Поскольку |Dn| > 8, то |SR| > 16,
и SR = (R1×R2)h 〈v〉 — сплетенная группа (v — инволюция из условия
леммы), и |R1 = |R2| > 4. Следовательно, |S̃mK : (S̃mK∩(R1×R2)| = 2,
S̃mK ∩ (R1 ×R2) — абелева группа, и

S̃mK = (S̃m × 〈x〉) h 〈v〉,

где S̃mK ∩ (R1 × R2) = (S̃m × 〈x〉) h 〈v〉), x — инволюция, svm = s−1
m и

xv = xs2m . В этом случае Dn7 = 〈snx〉 h 〈v〉, а K = (S̃n × 〈x〉) h 〈v〉.
Тогда S = (S̃ × 〈x〉) h 〈v〉. Лемма доказана.

Лемма 3.7.8. M(1) = A(1)∪B(1), где A(1) 6= ∅, и M(1) содержит
бесконечно много неизоморфных групп.

Доказательство. По теореме 102 и лемме 3.7.3 G содержит беско-
нечную локально конечную подгруппу. Последнее означает, что поряд-
ки групп из множества M(1) не ограничены в совокупности, т. е. M(1)

содержит бесконечно много неизоморфных конечных подгрупп.
Докажем второе утверждение леммы. Если силовская 2-подгруппа

S группы G конечна, то из леммы 3.7.4 и того факта, что B(1) 6= ∅
вытекает, что либо S — полудиэдральная группа, либо S — сплетен-
ная группа. Следовательно, если для некоторой конечной подгруппы K

группы G, K ∈ N(1), то силовская 2-подгруппа SK группы K являет-
ся подгруппой либо сплетенной группы, либо полудиэдральной группы,
что невозможно. Следовательно, N(1) = ∅.
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Пусть S — бесконечная группа. Тогда SK — группа 2-ранга два и по
теореме 119

K ∈̃ {L2(r), U3(q)},

где q, r > 3 — нечетные. Лемма доказана.
Лемма 3.7.9. Все инволюции в G сопряжены.
Доказательство. Пусть x, y — две различные инволюции из G. Так

как G — группа Шункова, то 〈x, y〉 — конечная группа. По условию
насыщенности 〈x, y〉 ⊂ K ∈ M(1). По лемме 21 K ' {U3(q), L2(r)}, где
q, r — нечётны. Так как K — группа лиева типа ранга 1, По леммам
113, 115 x, y сопряжены в K. Поскольку K < G, то x, y сопряжены в G.
Лемма доказана.

Лемма 3.7.10. Все четверные подгруппы из G сопряжены.
Доказательство. Пусть A,B — две различные четверные подгруп-

пы из G. По лемме 3.7.9 все инволюции из G сопряжены, следовательно,
для некоторого g ∈ G, A∩Bg 6= e. Если A = Bg, то все доказано. Пусть
A 6= Bg. Но тогда фактор-группа 〈A,Bg〉/(A ∩Bg) — конечная группа,
как подгруппа группыШункова, порожденная двумя инволюциями. Ес-
ли 〈A,Bg〉 абелева группа, то она элементарная абелева порядка 8, что
невозможно ввиду леммы 3.7.4. Следовательно, либо

〈A,Bg〉 = (A ∩Bg)× (〈f〉h 〈t〉),

где t — инволюция, 〈f〉 содержит некоторую инволюцию f1 и f t = f−1,

либо
〈A,Bg〉 = 〈f〉h 〈t〉

— группа диэдра. Первый случай невозможен по причине того, что

(A ∩Bg)× 〈f1〉 × 〈t〉,

— элементарная абелева группа порядка 8, что, как отмечалось вы-
ше, невозможно. Во втором случае, ввиду сопряженности силовских
2-подгрупп в группе 〈A,Bg〉, можно считать, что 〈A,Bg〉 — 2-группа
диэдра порядка более 4. Если силовская 2-подгруппа S из G конечна,
то она, поскольку B(1) 6= ∅, одного из видов 1, 2 леммы 3.7.1 и 〈A,Bg〉
лежит в некоторой силовской 2-подгруппе конечной группы K, такой,
что K ' U3(q), где q — нечетно. В этом случае все доказано ввиду тео-
ремы 113 (пункт 8) Если силовская 2-подгруппа из G бесконечна, то
〈A,Bg〉 лежит в некоторой бесконечной силовской 2-подгруппе S1 и она
вида 8 из леммы 3.7.1. Если ранг S̃1 равен 1, то S1 = S̃1 h 〈t〉, где t —
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инволюция и для любого s ∈ S̃1, s
t = s−1. В этом случае, как нетрудно

видеть, 〈A,Bg〉 сопряжены в S1. Если ранг полной части S̃1 равен 2, то
〈A,Bg〉 лежит в некоторой K ' U3(q), где q — нечетно. По теореме 113
(пункт 7) A,Bg сопряжены в K. Поскольку K ⊂ G, то A,B сопряжены
в G. Лемма доказана.

Лемма 3.7.11. B(1) содержит бесконечно много неизоморфных
групп.

Доказательство. Предположим обратное. Тогда порядки групп из
B(1) ограничены в совокупности.

1. Пусть x — инволюция из G. Тогда CG(x) содержит бесконечную
локально конечную подгруппу.

По лемме 3.7.8 множество A(1) содержит бесконечно много неизо-
морфных групп. По теореме 115 CG(x) содержит бесконечную локально
конечную подгруппу.

Пункт 1 доказан.
2. Mножество простых делителей порядков элементов из CG(x) ко-

нечно.
Поскольку множество B(1) содержит конечное число неизоморф-

ных групп, то существует такое натуральное m, что для любой группы
Y ∈ B(1), |Y | < m. Возьмем в CG(x) элемент b простого порядка p > m.
Так как G — группа Шункова, то для любого g ∈ CG(x) группа 〈x, b, bg〉
конечна. По условию насыщенности 〈x, b, bg〉 < Rg, где Rg ∈M(1). Так
как p > m, то Rg ' L2(r) для некоторого нечетного r. В силу того,
что CR(x) — группа диэдра (теорема 115), 〈b〉 = 〈bg〉, и 〈b〉 нормальная
подгруппа в CG(x).

Так как CG(x) содержит CK(x), где K ∈ B(1), то по теореме 113
CK(x) ' GU2(q). Ввиду того, что 〈b〉CK(x) — конечная группа, то по
условию насыщенности 〈b〉CK(x) < W , гдe W ∈ M(1) \B(1), посколь-
ку W содержит элемент b. В этом случае W ' L2(r) для некоторого
нечетного r. Следовательно, CW (x) — группа диэдра, что невозможно
поскольку CK(x) < CW (x). Противоречие.

Пункт 2 доказан.
3. Силовские 2-подгруппы группы G конечны.
Действительно, (леммы 3.7.6, 3.7.7) и сопряжены (теорема 105). По

лемме 3.7.8 множество A(1) содержит бесконечно много неизоморфных
групп. Пусть x — инволюция из G. Ввиду леммы 3.7.8 и теоремы 115
CG(x) содержит бесконечную локально конечную подгруппу.

Пункт 3 доказан.
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4. В CG(x) существует квазициклическая p — подгруппа D, где p —
простое нечетное число.

Возьмем в CG(x) бесконечную абелеву локально конечную подгруп-
пу D (теорема 102, лемма 3.7.8). Так как силовская 2-подгруппа из G
конечна, то силовская 2 подгруппа из D также конечна. В силу конеч-
ности множества простых делителей порядков элементов из D (пункт 1
доказанный выше) и того факта, что ранги конечных p-групп из D не
более 2, D — черниковская группа (теорема 96). Следовательно, мож-
но считать. что D — квазициклическая p-группа (p — простое нечетное
число, так как силовская 2-подгруппа конечна).

Пункт 4 доказан.
5. Возьмем в D элемент b простого порядка p. Тогда имеет место

одно из следующих двух утверждений.
i. В CG(x) найдется элемент c порядка p такой, что 〈c〉 × 〈b〉 — под-

группа в CG(x).
ii. В CG(x) найдется элемент c такой, что c2 = x и bc = b−1.
Так как G — группа Шункова, то для любого g ∈ CG(x) груп-

па 〈x, b, bg〉 конечна. По условию насыщенности 〈x, b, bg〉 < Rg, где
Rg ∈ M(1). Предположим, что для любого g, Rg ' L2(r) для неко-
торого нечетного r. В силу того, что CR(x) — группа диэдра (теоре-
ма 115), 〈b〉 = 〈bg〉, и 〈b〉 — нормальная подгруппа в CG(x). Так как
B(1) 6= ∅, то G содержит конечную подгруппу K ∈ B(1). Ввиду леммы
3.7.9 можно считать, что x ∈ K. По теореме 113 CK(x) ' GU2(q). Так
как CK(x) < CG(x), то 〈b〉CK(x) — конечная группа. По условию насы-
щенности 〈b〉CK(x) < M , где M ∈ B(1), поскольку R содержит CK(x).
Следовательно, M ' U3(q1) для некоторого нечетного q1 и |b| делит
q1 + 1 поскольку 〈b〉 нормальная подгруппа в CR(x). Следовательно, в
CM (x) есть подгруппа 〈b〉× 〈c〉, где |b| = |c|, и имеет место утверждение
i.

Предположим, что для некоторого g ∈ CG(x), Rg ' U3(q2) для неко-
торого нечетного q2. Если |b| делит q2 + 1, то рассуждая как выше по-
лучаем, что имеет место утверждение i. Если |b| не делит q2 + 1, то |b|
делит q2 − 1, и ввиду теорем (113, 115) имеет место утверждение ii.

Пункт 5 доказан.
6. Возьмем в D элемент b. Тогда имеет место одно из следующих

двух утверждений.
i. В CG(x) найдется элемент c порядка p такой, что 〈c〉 × 〈b〉 — под-

группа в CG(x).
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ii. В CG(x) найдется элемент c такой, что c2 = x и bc = b−1.
Предположим обратное. Ввиду пункта 5 доказанного выше будем

считать, что |b| > p и для bp = b1 имеют место утверждения i или ii.
Предположим, что для b1 имеет место утверждение i. Группа

〈x, b, bc〉 содержит конечную нормальную подгруппу 〈x, b1〉. Тогда
фактор группа 〈x, b , bc 〉/〈x, b1〉 = 〈b, bc〉 — конечная группа. Сле-
довательно, 〈x, b, bc 〉 — конечная группа. По условию насыщенности
〈x, b, bc 〉 < R1 ∈ B(1). Следовательно, R1 ' U3(q2) для некоторого
нечетного q2. По теореме 113 (10) либо |b| делит q2 + 1, либо |b| делит
q2 − 1, b2 ∈ CR1(V ) < CG(x). В первом случае в R1 найдется элемент c
такой, что |c| = |b| и 〈c〉 × 〈b〉 подгруппа в CR1 . Во втором случае в R1

найдется элемент c такой, что c2 = x и bc = b−1.
Предположим, что для b1 имеет место утверждение ii. Тогда 〈b, bc〉

конечная группа (поскольку G — группа Шункова). По условию насы-
щенности конечная группа 〈x, b, bc〉 < M ∈ B(1), где M ' U3(q3) для
некоторого нечетного q3. Поскольку b ∈ CM (x), то либо |b| делит q3 + 1,
либо |b| делит q3 − 1 (теорема 115). В первом случае для b имеет место
утверждение i. Во втором случае для b имеет место утверждение ii.

Пункт 6 доказан.
Завершим доказательство леммы. Возьмем в группе D (пункт 4)

элемент b со свойством |b| > m — число из пункта 2. По пункту 6 либо
CG(x) содержит конечную группу вида 〈x〉 × 〈c〉 × 〈b〉, где |c| = p, либо
CG(x) содержит конечную подгруппу вида (〈x〉 × 〈b〉)〈c〉, где c2 = x,
и bc = b−1. В первом случае по условию насыщенности (〈x〉 × 〈c〉 ×
〈b〉) < T ∈ B(1), поскольку CT (x) содержит подгруппу не являющуюся
подгруппой группы диэдра. Но |T | > m, что невозможно. В втором
случае по условию насыщенности (〈x〉 × 〈b〉)〈c〉 < T ∈ B(1), поскольку
CT (x) содержит подгруппу не являющуюся подгруппой группы диэдра.
Но |T | > m, что невозможно. Полученные противоречия завершают
доказательство леммы.

Лемма доказана.
По лемме 3.7.11 вB(1) найдётся группа, изоморфная U3(q), где q > 5

и нечётно. Отождествим указанную группу с U из теоремы 21 и будем
далее использовать обозначения этой теоремы: i, j, w, b, d1, d2, A, V,B.

Пусть N = NG(A), CA = CG(A), CB = CG(B).
Лемма 3.7.12. N = CA h V.

Доказательство. Очевидно, CAh V < N . Докажем обратное вклю-
чение. Пусть g ∈ N. Тогда для некоторого v ∈ V,Ag = Av и ag = av для
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любого a ∈ A. Следовательно, agv−1
= a, gv−1 = c ∈ CA, g = cv ∈ CAhV.

Лемма доказана.
Лемма 3.7.13. CA обладает периодической частью T (CA) которая

является бесконечной абелевой счетной группой ранга 2.
Доказательство. Пусть K — конечная подгруппа из CA. По усло-

вию насыщенности K < R ∈ B(1). По теореме 113 (пункт 4), CR(A) —
абелева группа ранга 2, следовантельно, K — абелева группа ранга не
более 2. В силу произвольности выбора K, как конечной подгруппы из
CA, получаем, что все конечные подгруппы из CA абелевы ранга не бо-
лее 2. По лемме 8 из [97] CA обладает периодической частью T (CA).

По леммам 3.7.10, 3.7.11 CA содержит конечные подгруппы сколь угод-
но большого порядка. Следовательно, CA содержит бесконечное мно-
жество элементов конечного порядка, а T (CA) является бесконечной
абелевой группой ранга 2 и является счетной (теорема 102). Лемма до-
казана.

Лемма 3.7.14. N обладает периодической частью T (N) = T (CA)h
V.

Доказательство. T (CA) — характеристическая подгруппа в N . По
лемме 3.7.13 и теоремам 103, 104 фактор-группаN = N/T (CA) является
группой Шункова. Покажем, что V �N . Пусть b — элемент порядка 3
из V . Тогда 〈b, bg〉 — конечная подгруппа для любого g ∈ N . Пусть K —
некоторый ее конечный прообраз вN, содержащий конечную подгруппу
〈b, bg, A〉 в качестве подгруппы. По условию насыщенности 〈b, bg, A〉 <
K < R ∈ B(1). Ясно, что bg ∈ NR(A) ⊂ N . По теореме 113 (пункты
1–4) bg = cbk, где c ∈ CR(A) < T (CA), 1 6 k 6 2. Следовательно,
〈b〉 = 〈bg〉 и T (CA) h 〈b〉) C N . По теоремам 103, 104 N/(T (CA) h 〈b〉) —
группа Шункова, все конечные подгруппы которой имеют порядок 2 и
совпадают с 〈w〉, где w = w(T (CA)) h 〈b〉). По теореме 42 T (CA) h V =

T (N). Лемма доказана.
Лемма 3.7.15. Если для любой конечной подгруппы K из T (CA)

существует такая подгруппа R, что K < R ∈ B(1) и

R ∈̃ {U3(q)|(3, q + 1) = 1},

то T (CA) = C × Cw, где C — локально циклическая группа.
Доказательство. Рассмотрим конечную подгруппу K < T (CA) h

〈w〉. По условию леммы 〈A,K,w〉 < R ∈ B(1), где R — из условия лем-
мы. По теореме 113 (пункты 1–4) K < CR(A)h 〈w〉 = (〈d1〉×〈dw1 〉)h 〈w〉
— сплетение циклической группы 〈d1〉 при помощи группы 〈w〉. В силу
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произвольности выбора K, как конечной подгруппы из T (CA) h 〈w〉,
получаем, что T (CA) h 〈w〉 насыщена сплетениями конечных цикличе-
ских групп при помощи группы порядка два. По теореме 107 T (CA) h
〈w〉=(C × Cw) h 〈w〉 — сплетение бесконечной локально циклической
группы C при помощи группы 〈w〉. Лемма доказана.

Лемма 3.7.16. Если в T (CA) существует конечная подгруппа K
такая, что для любого R со свойством K < R ∈ B(1) всегда

R ∈̃ {U3(q)|(3, q + 1) = 3},

то T (CA) = CCw, где C — бесконечная локально циклическая группа,
и C ∩ Cw = 〈d〉 — циклическая группа порядка 3 такая, что фактор-
группа T (CA)/〈d〉 = C/〈d〉 × Cw/〈d〉.

Доказательство.ПустьK — конечная подгруппа из условия леммы.
По условию насыщенности 〈A,K,w〉 < R ∈ B(1). Из условия леммы и
теоремы 113 (пункт 2) вытекает, что CR(A) h 〈w〉 = (〈d1〉〈dw1 〉) h 〈w〉,
где CR(A) = (〈d1〉〈dw1 〉), 〈d1〉 ∩ 〈dw1 〉 = 〈d〉 — циклическая подгруппа по-
рядка 3, dw = d−1, и фактор-группа CR(A)/〈d〉 = 〈d1〉/〈d〉 × 〈dw1 〉/〈d〉.
Поскольку T (CA) — абелева группа (лемма 3.7.13), то 〈d〉 — нормаль-
ная подгруппа в T (CA) h 〈w〉. Несложно видеть, что фактор-группа
(T (CA)h 〈w〉)/〈d〉 насыщена сплетениями конечных циклических групп
при помощи группы порядка 2. По теореме 107 (CA h 〈w〉)/〈d〉 =

(C × C
w

) h 〈w〉, где C — бесконечная локально циклическая группа.
Следовательно, T (CA) h 〈w〉=(CCw) h 〈w〉, где CA = CCw, C — беско-
нечная локально циклическая группа, и C ∩Cw = 〈d〉. Лемма доказана.

Лемма 3.7.17. В G существует бесконечная последовательность
групп

M1,M2, · · · ,Mn, · · ·

со следующими свойствами:
1. A < Mn ∈ B(1) для любого n = 1, 2, 3, . . ..
2. NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . ..

3. T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A).

Доказательство. Так как T (CA) — счетная группа (леммa 3.7.13),
то

T (CA) = {c1, c2, · · · , cm, · · · }.

По лемме 3.7.14 T (N) — локально конечная группа. Следовательно,
〈A, c1, V 〉 — конечная группа. По условию насыщенности 〈A, c1, V 〉 <
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M1 ∈ B(1). По теореме 113 (пункты 1–4)

NM1(A) = D(1) h V,

где D(1) = CM1(A). Возьмем элемент cm1 ∈ {CA \ CM1(A)} с мини-
мально возможным значением номера m1. Поскольку T (N) — локаль-
но конечная группа, то 〈NM1(A), cm1〉 — конечная группа. По условию
насыщенности

〈NM1(A), cm1〉 < M2 ∈ B(1).

По предложению 113 (пункты 1–4)

NM2(A) = D(2) h V,

где D(2) = CM2(A). Ясно, что NM1(A) < NM2(A).
Предположим, что для n > 2 группаMn ∈ B(1) построена. Возьмем

элемент cmn−1 ∈ {T (CA)\CU(n)(A)} с минимально возможным значени-
ем номера mn−1. Следовательно, 〈NMn(A), cmn−1〉 — конечная группа.
По условию насыщенности

〈NMn(A), cmn−1〉 < Mn+1 ∈ B(1).

По теореме 113 (пункты 1–4)

NMn+1(A) = D(n+1) h V,

где D(n+1) = CMn+1(A). Ясно, что NMn(A) < NMn+1(A). Действуя по-
добным образом, мы получаем последовательность

M1,M2, · · · ,Mn, · · · ,

обладающую свойством 1 из условия леммы. По построению

NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . . ,

и свойство 2 также выполняется. Поскольку cm ∈
∞⋃
n=1

NMn(A) для лю-

бого m, и V < NMn(A) для любого n, то T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A) и свойство

3 доказано. Лемма доказана.

Зафиксируем последовательность групп {M1,M2, · · ·Mn, · · · } из
леммы 3.7.17.

Лемма 3.7.18. Пусть T (CA) из леммы 3.7.15. Тогда
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1. Для любой конечной подгруппы K = 〈f〉 × 〈g〉 из T (CA) такой,
что |f | = |g| = m, K = H, где H = 〈r〉 × 〈rw〉 — подгруппа из T (CA),
r ∈ C и |r| = m.

2. Без ограничения общности можно считать, что для любой

Mk ∈ {M1,M2, · · ·Mn, · · · },

Mk ∈̃ {U3(q)|(3, q + 1) = 1}.

Доказательство. 1. По лемме 3.7.15 CA = C×Cw, где C — локально
циклическая группа. Следовательно, f = c1c2 для некоторых c1 ∈ C и
c2 ∈ Cw, значит, 1 = fm = cm1 c

m
2 . Так как C ∩ Cw = 1, то cm1 = cm2 = 1,

c1 ∈ 〈r〉, c2 ∈ 〈rw〉 и f ∈ H. Точно также показывается, что g ∈ H. Так
как |H| = |K|, то H = K. Положим r = c1.

2. Дословное поторение рассуждений леммы 3.7.17 с учетом того
факта, что Mn выбирается согласно условия 3.7.15. Лемма доказана.

Лемма 3.7.19. Пусть T (CA) из леммы 3.7.16. Тогда
1. Для любой конечной подгруппы K = 〈f〉〈g〉 из T (CA) такой, что

|f | = |g| = m, и 〈d〉 = 〈f〉 ∩ 〈g〉 имеет место равенство H = K, где
H = 〈r〉〈rw〉 — конечная подгруппа из T (CA), r ∈ C, |r| = m и 〈d〉 =

〈r〉 ∩ 〈rw〉.
2. Без ограничения общности можно считать, что для любой

Mk ∈ {M1,M2, · · ·Mn, · · · },

Mk ∈̃ {U3(q)|(3, q + 1) = 3}.

Доказательство. 1. По лемме 3.7.16 T (CA) = CCw, где C — локаль-
но циклическая группа, фактор-группа T (CA)/〈d〉 = C/〈d〉 × Cw/〈d〉 –
прямое произведение двух изоморфных локально циклических групп.
Так как d ∈ H ∩K, то H/〈d〉 ' K/〈d〉. Далее, рассуждая как в преды-
дущей лемме, получаем, что H/〈d〉 = K/〈d〉, следовательно, H = K.

2. Дословное поторение рассуждений леммы 3.7.17 с учетом того
факта, что Mn выбирается согласно условия леммы 3.7.16. Лемма до-
казана.

Лемма 3.7.20. В G существует подгруппа M такая, что
1. M ' U3(Q) для подходящего бесконечного локально конечного

поля Q нечетной характеристики.
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2. A < M.

3. Для любой четверной подгруппы F < M , T (NG(F )) = NM (F ).

4. Пусть SM — силовская 2-подгруппа группы SM . Тогда SM —
силовская 2-подгруппа из G.

5. Силовские 2-подгруппы из M сопряжены.
Доказательство. 1. По построению B = 〈w〉 × 〈j〉 < Mn для любого

n. Из леммы 3.7.10 вытекает, что для любого n NMn(B) < T (NG(B)) =

T (CG(B)) h V1, где V1 изоморфна группе V . Покажем, что

CM1(B) < CM2(B) < · · · < CMn(B) < . . . .

Действительно, CMn(A) < CMn+1(A) < T (CA) для любого n. По лемме
3.7.10, Ag = B для некоторого g ∈ G. Поскольку

(CMn(A))g < (CMn+1(A))g < T (CA)g,

(CMn(A))g = CMg
n
(Ag) = CMg

n
(B),

(CMn+1(A))g = CMg
n+1

(Ag)) = CMg
n+1

(B),

T (CA)g = CGg(Ag) = T (CG(B)),

то
CMg

n
(B) < CMg

n+1
(B) < T (CG(B)).

Так как CMn(B) ' CMn(A) ' CMg
n
(B) и CMn(B) < T (CG(B)),

то по леммам 3.7.18, 3.7.19 CMn(B) = CMg
n
(B) для любого n. Сле-

довательно, CMn(B) < CMn+1(B) для любого n, что и требовалось.
В силу бесконечности последовательности {M1,M2, ...Mn, ...} можно
считать, что для любого n, Mn не изоморфна U3(5). Следовательно,
Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉 (теорема 113 (пункт 9) и с учетом леммы 3.7.17
(пункт 2)

M1 < M2 · · · < Mn · · · .

По теореме 97 M =
⋃∞
n=1Mn ' U3(Q) для подходящего бесконечного

локально конечного поля Q нечетной характеристики.
Пункт 1 доказан.
2. Данный пункт очевиден.
3. Поскольку A и F сопряжены в M , то для некоторого x ∈ M ,

A = F x и NM (A) = NM (F x) = (NM (F ))x. Из равенства M =
⋃∞
n=1Mn

и леммы 3.7.17 (свойство 3) получаем, что NM (A) = N. Следовательно,
N = (NM (F ))x,

NM (F ) = T (N)x
−1

= 〈ax−1 | a ∈ N〉 = NG(F ).
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Пункт 3 доказан.
4. Предположим обратное — SM < S, где S — некоторая силовская

2-подгруппа группы G. Если S — конечная группа, то S то она либо
вида 1, либо вида 2 из леммы 3.7.1. Поскольку полудиэдральная группа
не может содержать в качестве собственной подгруппы полудиэдраль-
ную группу, то S — сплетенная 2-группа вида 2 из леммы 3.7.1 порядка
не менее 32 и S < T (NG(F )) для некоторой четверной подгруппы F из
S. Так как все четверные подгруппы в G сопряжены (лемма 3.7.10), то
можно считать. что F < M. По по пункту 3 S < M. Следовательно,
SM = S. Противоречие с выбором S.

Если S — бесконечная группа, тот она вида 8 из леммы 3.7.1, причем
S̃ — полная абелева 2-группа ранга 2 и S < T (NG(F )) для четверной
подгруппы F из S̃. Так как все четверные подгруппы в G сопряжены,
то можно считать. что F < M. По по пункту 3 S < M. Следовательно,
SM = S. Противоречие с выбором S.

Пункт 4 доказан.
5. Пусть S1, S2 — две различные силовские 2-подгруппы группы

M. Если одна из них конечна, то вторая конечна и сопряжена другой
по теореме 4. Если они бесконечны,то они сопряжены как силовские 2-
подгруппы из нормализаторов четверных подгрупп лежащих в их пол-
ных абелевых подгруппах группы M .

Пункт 5 доказан. Лемма доказана.
Лемма 3.7.21. Пусть R ∈ B(1) и R ∩ M содержит четверную

подгруппу C. Тогда R < M.

Доказательство. По лемме 3.7.20 (пункт 3) NR(C) < R ∩ M.

По теореме 113 (пункты 1–4), NR(C) содержит четверную подгруппу
H, отличную от C и такую, что 〈H,C〉 — 2-группа. Следовательно,
H < NR(H) < NM (H) < M. Таким образом, S = 〈NR(C), NR(H)〉 < M

и поскольку S 6= R, то R ' U3(5) и S ' A7 — максимальная подгруппа
в R (теорема 113 (пункт 9). Пусть теперь T — силовская 2-подгруппа
из S, содержащая C,H. Поскольку T является группой диэдра порядка
8, а силовская 2-подгруппа из R является полудиэдральной группой по-
рядка 16, то возьмем x ∈ (NR(T )\T ) со свойством x /∈M , но x2 ∈ T. Так
как силовская 2-подгруппа изM имеет порядок больше 8 (лемма 3.7.20),
то возьмем y ∈ (NM (T ) \ T ) со свойством y2 ∈ T . Так как G — груп-
па Шункова, то 〈x, y, T 〉 — конечная группа. Силовская 2-подгруппа из
〈x, y, T 〉 содержит полудиэдральную группу, следовательно, по условию
насыщенности 〈x, y, T 〉 ⊂ R1 ∈ B(1). Поскольку x ∈ R1, но x /∈ M , то
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R1 не лежит в M. Очевидно, R1 не изоморфна U3(5), следовательно,
R1 = 〈NR1(C), NR1(H)〉 < M (лемма 3.7.20 (пункт 3)), что невозможно.
Лемма доказана.

Лемма 3.7.22. Пусть z — инволюция изM , h — элемент простого
нечетного порядка из CG(z). Тогда h ∈M.

Доказательство. Предположим обратное. Для любой, отличной от
z, инволюции x ∈ CM (z) группа 〈z, h, x〉 конечна. По условию насыщен-
ности и лемме 3.7.8 〈h, x, z〉 < K, где K ∈ M(1). Если для некоторого
x,K ∈ B(1) то, поскольку четверная группа 〈x, z〉 < M ∩ K,K < M

(лемма 3.7.21). Следовательно, h ∈ M, и в этом случае все доказа-
но. Пусть для всех инволюций x ∈ CM (z),K ∈ A(1). Тогда CK(z) —
группа диэдра. Следовательно, 〈h〉 = 〈hx〉 = 〈h〉x и 〈h〉I(CM (z)), где
I(CM (z)) — подгруппа из CM (z), порожденная всеми ее инволюциями,
есть локально конечная группа. Возьмем в CM (z) подгруппу K1 содер-
жащую z и K1 ' GU2(q). Рассмотрим подгруппу I(K1), порожденную
всеми инволюциями из K1. По условию насыщенности конечная группа
〈h〉I(K1) < K2 ∈ B(1), и K2 ∩M содержит четверную группу. Следова-
тельно, K2 < M (лемма 3.7.21). Но тогда h ∈M . Лемма доказана.

Лемма 3.7.23. Пусть z — инволюция из M , h — элемент конеч-
ного нечетного порядка из CG(z). Тогда h ∈M.

Доказательство. Пусть P — подгруппа из CG(z) порожденная ин-
волюцией z и всеми элементами простых нечетных порядков из CG(z).

По лемме 3.7.22 P < M. Ясно, что P — локально конечная характери-
стическая подгруппа в CG(z). Пусть теперь |h| — не простое нечетное
число. Без ограничения общности можно считать, что для некоторо-
го простого l, hl ∈ P. Возьмем в CM (z) конечную неразрешимую под-
группу W ' SL2(q) (теорема 113, пункт 10). Так как W порождается
элементами простых нечетных порядков, то W < P. Как отмечалоь
выше P — локально конечная характеристическая подгруппа в CG(z).

Следвательно, 〈z, h,W 〉 — конечная группа (теорема 42). По условию
насыщенности и лемме 3.7.8 〈z, h,W 〉 < K, где K ∈ M(1). Ввиду то-
го, что 〈z, h,W 〉 < CK(z), K ' U3(q1) для некоторого нечетного q1. По
теореме 113 CK(z) = Z ·L · 〈f〉, где L ' SL2(q1), Z = Z(CK(z)) — цикли-
ческая группа порядка q1 + 1, | Z ∩ L |= 2, f2 ∈ Z. Тогда h = h1w1, где
h1 ∈ Z, w1 ∈ W1. Так как L порождается элементами простых нечeт-
ных порядков, то по лемме 3.7.22 L ∈ P. Ясно, что h1 не лежит в P,
но 1 6= hl1 ∈ P. По теореме 115 порядок L делиться на q + 1. Следова-
тельно в L найдется элемент d порядка | bl1 | . По теореме 113 (пункты
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1–4) группа 〈z〉 × 〈d〉 × 〈bl1〉 лежит в CK(F ), где F некоторая четверная
группа из K, содержащая инволюцию z. В этом случае CK(F ) < CM (z),

в CM (z) найдется инволюция x 6= z и x ∈ CM (hl1) (например инволю-
ция x ∈ F и x 6= z). Так как G — группа Шункова и фактор группа
〈z, x h1〉/〈z, bl1〉 порождается элементом простого порядка l и инво-
люцией, то по теореме 103 〈z, x h1〉 — конечная группа. По условию
насыщенности

〈h, z, x h1〉 < R ∈M(1).

Так как элемент hl1, нечетного порядка, централизуется четверной груп-
пой F = 〈z〉 × 〈x〉, то R ∈ B(1), и R ∩M содержит четверную группу
〈z〉×〈x〉. По лемме 3.20 R < M. Следовательно, h1 ∈M. Как отмечалось
выше h = h1w1, где w1 ∈M. Таким образом h ∈M . Лемма доказана.

Лемма 3.7.24. Пусть z — инволюция из M .Тогда все инволюции
из CG(z) лежат в M.

Доказательство. Пусть P — подгруппа из CG(z) порожденная все-
ми элементами нечетных порядков из CG(z) и инволюцией z. По лемме
3.7.23 P характеристическая подгруппа в CG(z) и P < M. Возьмем в P
такую конечную подгруппу L, что z ∈ L, и L ' SL2(r) (r — нечетное
больше 3). Возьмем в CM (z) инволюцию y 6= z. Пусть x — произвольная
инволюция из CG(z). Так какG— группаШункова, то 〈x, y〉— конечная
группа и P ·〈x, y〉 локально конечная группа. По условию насыщенности
конечная группа 〈L, y, x〉 ≤ R, где R ' U3(q) для некоторого нечетного
q. Так как M ∩R содержит четверную подгруппу 〈z〉× 〈y〉. то по лемме
3.7.21 R < M , и x ∈ M. В силу произвольности выбора x как инволю-
ции из CG(x) получаем, что все инволюции из CG(z) лежат вM. Лемма
доказана.

Завершим доказательство теоремы 3.7.1. Пусть X ∈ N(1) 6= ∅ и
X не лежит ни в каком Y ∈ B(1). По леммам 3.7.10, 3.7.20 (пункт 3)
можно считать, что

X ∩M = NX(F ),

где F — четверная подгруппа из X. Если X не изоморфна A5, то
из теоремы 115, списка максимальных подгрупп X ([144], стр. 377) и
леммы 3.7.24 вытекает равенство X = 〈CX(x), CX(y)〉 < M . Следова-
тельно, X < K ∈ B(1). Противоречие с выбором X. Пусть X ' A5.

Возьмем элемент h порядка 3 из NX(A) и инволюции v ∈ NX(〈h〉),
w ∈ NM (〈b〉) такие, что bv = b−1, bw = b−1. Ясно, что 〈h, v〉 6= 〈h,w〉.
По условию насыщенности конечная группа 〈v, w, h〉 < R, R не лежит
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в M и R не изоморфна A5 (поскольку 〈h, v〉 6= 〈h,w〉). Если R ∈ A(1),
то R = 〈CR(bw), CR(b2w)〉 и по лемме 3.7.24 R < M. Противоречие.
Следовательно, R ∈ B(1). Так как CR(w) ' GU2(q), для некоторого
нечетного q, то из теоремы 113 вытекает, что R ∩M содержит четвер-
ную подгруппу и по лемме 3.7.21 R < M. Противоречие с выбором R.

Таким образом, для любого X ∈ N(1) найдется Y ∈ B(1) такой, что
X < Y. Следовательно, без ограничения общности можно считать, что
B(1) — насыщающее множества для G, и по теореме 109 G обладает
периодической частью T (G) ' U3(Q) для некоторого локально конеч-
ного поля Q. Противоречие с тем, что G — контрпример. Теорема 3.7.1
доказана.
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ГЛАВА 4

Группы Шункова и близкие к ним классы групп

В этой главе рассматриваются классы групп, являющиеся обобще-
ниями групп Шункова. А.В. Рожков ввел в рассмотрение класс n-
конечных групп, близких по свойствам к группам Шункова. Также
устанавливаются взаимоотношения этих классов групп и групп Шун-
кова.

§ 4.1. Случаи совпадения групп Шункова и бипримитивно
конечных групп

В этом параграфе устанавливается несовпадение классов биприми-
тивно конечных и бинарно конечных групп. Также будут доказаны две
теоремы, устанавливающие условия, при которых совпадают классы
групп Шункова и бипримитивно конечных групп.

Оказывается, что вопрос о разделении бипримитивной и сопряженно
бипримитивной конечности решается отрицательно в классе разреши-
мых групп.

Теорема 4.1.1 (А.А. Череп). Разрешимая группа Шункова би-
примитивно конечна) [80].

Доказательство. Пусть G — разрешимая сопряженно бипримитив-
но конечная группа, H = 〈s, t〉 — ее подгруппа, порожденная двумя
несопряженными элементами одного и того же простого порядка. Пусть
H бесконечна. Если T — максимальный периодический нормальный
делитель в H, то фактор-группа H = H/T уже не содержит перио-
дических нормальных подгрупп и порождается элементами s = sH и
t = tH. Если H = 1, то подгруппа H локально конечна как расшире-
ние локально конечной группы при помощи локально конечной группы
и вследствие 2-порожденности конечна, т.е. имеет место утверждение
теоремы.

Предположим, что H > T и H 6= 1. Если H1 — первый нетривиаль-
ный член разрешимого ряда группы H, то в силу максимальности T ,
H1 не имеет кручения. Пусть A — максимальный нормальный делитель
H, не имеющий кручения. Из условий |〈s, a−1sa〉| <∞, |〈t, a−1ta〉| <∞
(a ∈ A) получим, что [s, a] = [t, a] = 1 (a ∈ A) и следовательно
A ≤ C(H). Так как центр группы H не может содержать периоди-
ческих элементов, то его подгруппами исчерпываются все нормальные
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делители группы H, не содержащие периодических элементов, и то-
гда A = C(H). Пусть нормальная подгруппа B > A и фактор-группа
B/A абелева. Отсутствие в B кручения противоречило бы включению
A < B, следовательно она содержит периодические элементы, которые
составляют подгруппу в силу того, что в нильпотентной группе множе-
ство периодических элементов составляет подгруппу [18]. Полученное
противоречие с максимальностью T опровергает предположениеH > T .
Как уже было показано выше, возможность совпадения подгруппы H

со своим максимальным периодическим нормальным делителем приво-
дит к противоречию с исходным предположением о бесконечности H.

Пусть теперь H — произвольная конечная подгруппа из G. Рассуж-
дениями для N(H)/H аналогичными проделанным выше для группы
G, покажем, что и в фактор-группеN(H)/H любые два элемента одного
и того же простого порядка порождают конечную подгруппу. Теорема
4.1.1 доказана.

На самом деле в теореме 4.1.1 содержится больше, чем утверждает-
ся, фактически в ней показано, что если в разрешимой группе некото-
рый периодический элемент порождает с каждым своим сопряженным
конечную подгруппу, то он лежит d локально конечном нормальном
делителе.

Подход к доказательству теоремы 4.1.1 допускает некоторое обоб-
щение.

Назовем группой с несмешанными факторами группу G, обладаю-
щую вполне упорядоченным нормальным рядом

1 = G0 ≤ G1 ≤ ... ≤ Gα = G,

факторы которого либо локально конечны, либо не имеют кручения.
Непосредственно проверяется, что указанное свойство переносится на
подгруппы и фактор-группы по периодическому нормальному делите-
лю.

Лемма 4.1.1. Если G — группа с несмешанными факторами, P —
некоторое инвариантное множество периодических элементов и лю-
бые два сопряженных элемента из P порождают конечную подгруппу,
то P лежит в локально конечном нормальном делителе.

Доказательство. Предположим, подгруппа H = 〈P 〉, T — ее мак-
симальный периодический нормальный делитель и H 6= T . Фактор-
группа H = H/T является группой с несмешанными факторами, по-
рождена множеством P = PT/T , не имеет периодических нормальных
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подгрупп и любые два сопряженных элемента из P порождают в ней
конечную подгруппу. Отметим, что в силу предположения H > T , мно-
жество порождающих P непусто. Пусть

1 = H0 ≤ H1 ≤ ... ≤ Hβ = H

— нормальный ряд с несмешанными факторами. В силу максималь-
ности T подгруппа H1 не имеет кручения, а из условия конечности
подгрупп вида 〈s, h−1sh〉 (s ∈ P , h ∈ H), получbv, что коммутатор
[s, h] = 1 (s ∈ P , h ∈ H), что влечет за собой включение H1 ≤ C(H.
Пусть γ — первое порядковое число, для которого Hγ ≤ C(H. Понят-
но, что γ не может быть предельным, а подгруппа Hγ должна быть
смешанной. В этом случае фактор-группа Hγ/Hγ−1 может быть толь-
ко локально конечной и в этом случае Hγ есть FC-группа и, так как в
FC-группе периодические элементы составляют подгруппу [93], ее пе-
риодические элементы составляют нормальный делитель. Полученное
противоречие с максимальностью T приводит к отсутствию в группе
H периодических элементов, но тогда P = 1 и H = T . В завершение
доказательства заметим, что из инвариантности порождающего множе-
ства следует нормальность H в G, а локальная конечность подгруппы
H есть следствие ее периодичности.

Теорема 4.1.2 (А.А. Череп). Если G — группа с несмешанными
факторами, то условия 1 – 3 эквивалентны:

1. Группа G является группой Шункова.
2. Группа G бипримитивно конечна.
3. Для любой конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H

элементы поостых порядков порождают локально конечную подгруппу
[80].

Доказательство. Переходы 3 в 2 и 2 в 1 есть непосредственное след-
ствие определений.

Докажем правомерность перехода 1 в 3. Если группа G удовле-
творяет первому условию, H — ее конечная подгруппа, P — множе-
ство элементов простых порядков фактор-группы NG(H)/H то пара
(NG(H)/H,P ) удовлетворяет условию леммы 4.1.1.

Теорема 4.1.3 (А.А. Череп). Если в группе G любые два элемен-
та порождают подгруппу с несмешанными факторами, то сопряжен-
но бипримитивная конечность G эквивалентна ее бипримитивной ко-
нечности [80].
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Доказательство. Пусть группа Шункова G удовлетворяет условию
теоремы,H — ее конечная подгруппа, aH и bH — элементы простого по-
рядка p из фактор-группыNG(H)/H. Если a и b— прообразы aH и bH в
NG(H)/H, то по условию подгруппа 〈a, b〉 есть группа с несмешанными
факторами, некоторой фактор-группе которой изоморфна подгруппа
〈aH, bH〉. Далее доказываемое утверждение прямо следует из теоремы
4.1.2.

А.А. Череп в 1987 г. построил пример бипримитивно конечной, но
не бинарно конечной группы [79].

Рассмотрим прямое произведение A =
∏
i∈Z
〈ai〉 циклических групп

〈ai〉 второго порядка и группу G = (Aλ 〈h〉)λ 〈t〉 , где элемент h беско-
нечного порядка действует на порождающие из A по правилу h−1aih =

ai+2, i ∈ Z, а действие элемента t порядка 4 задается равенствами:

t−1ait = a−i для i ∈ Z, t−1ht = h−1a0a1.

Очевидно, t−4ait
4 = ai для любого i ∈ Z. Легко проверить также спра-

ведливость следующих равенств:

t−2ht2 = a0a1ha0a−1 = ha−1a0a2a3,

t−3ht3 = h−1a0a1a0a1a−2a−3 = h−1a−2a−3,

t−4ht4 = a0a1ha2a3 = h.

Следовательно, группа G определена корректно. Положим B =
〈
A, t2

〉
,

L = 〈B, h〉 . Так как t2 ∈ CG(A) и t2A ∈ Z(G/A), то B — элементарная
абелева 2-подгруппа и периодические элементы из L лежат в B. Соот-
ношение

(thkB)2 = t2h−khkB = B

в фактор-группе G/B показывает, что элементы из множества G \ L
имеют порядок 4.

Установим теперь бипримитивную конечность группы G. Ввиду ее
разрешимости в случае, когда нормализатор NG(H) любой конечной
подгруппы H не содержит элементов бесконечного порядка, NG(H) —
локально конечная группа. Поэтому подгруппа NG(H)/H локально ко-
нечна. Непосредственно проверяется, что в группе G любые две инво-
люции порождают конечную подгруппу. Следовательно, G — бипри-
митивно конечная группа. Предположим, существует такая конечная
подгруппа H, для которой нормализатор NG(H) содержит элемент g
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бесконечного порядка. Поскольку любой элемент бесконечного поряд-
ка из G имеет вид t2hna, где a ∈ A, то, возводя при необходимости g

в квадрат, можно считать, g = hka, где a ∈ A. Если b — неединичный
элемент из H ∩ A, то, согласно правилу действия h на A, множество
M = {bgn |n ∈ Z} бесконечно. А так как g ∈ NG(H), то множество
M обязано лежать в конечной подгруппе H. Полученное противоречие
приводит к равенству H ∩A = 1.

Если вH найдется элемент b ∈ G\L, т.е. имеющий вид b = tβhna, β ∈
{1, 3}, a ∈ A,n ∈ Z, то из равенства (hkB)−1thnB(hkB) = thnh2kB в
фактор-группе G/B следует, что g−1bg = bg2a, a ∈ A, и множество M
также бесконечно. Аналогично рассмотренному выше случаю получим:
множество H ∩ (G \ L) — пустое. Поскольку H — циклическая группа,
лежащая в {L \A} ∪ {e} (e — единичный элемент), и так как |H| <∞,
то произвольный элемент из H не может иметь вид t2hka, k 6= 0 (иначе
это был бы элемент бесконечного порядка). По тем же соображениям
произвольный элемент из H не может иметь вид hka, k 6= 0. Таким
образом, каждый элемент y из H может быть записан в виде y = t2b,

где b ∈ A.
Пусть y1 — неединичный элемент подгруппы H, не совпадающий

с y или y−1. Тогда yy1 = bb1 ∈ A (b 6= b1) — противоречие с тем, что
A∩H = 1. Значит, |H| = 2 и H =

〈
t2b
〉
. Из включения g = hka ∈ NG(H)

следует равенство hkat2b = t2bhka или, что то же самое, hkt2b = t2bhk.

Из последнего равенства сразу видно, что

t2(hk)t
2
b = t2hkbh

k
, или t2(ha−1a0a2a3)kb = t2hkbh

k
.

Так как

(ha−1a0a2a3)k = hk(a−1a0a2a3) · (a−1a0a2a3)h · . . . · (a−1a0a2a3)h
k−1

и ahi = ai+2, то

(ha−1a0a2a3)k = hk(a−1a0a2a3) · (a1a2a4a5) · . . . · (a2k−3a2k−2a2ka2k+1).

Отсюда после очевидных упрощений получаем

(ha−1a0a2a3)k = hk(a−1a0a1)(a2k−1a2ka2k+1) = hk(a−1a0a1)(a−1a0a1)h
k
.

Подставив вычисленное значение (ha−1a0a2a3)k в равенство

t2(ha−1a0a2a3)kb = t2hkbh
k
,
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будем иметь
t2hk(a−1a0a1)(a−1a0a1)h

k
b = t2hkbh

k

или
(a−1a0a1)b = h−k((a−1a0a1)b)hk.

Поскольку b ∈ A, а элемент hk при k 6= 0 не перестановочен ни
с каким элементом из A, то отсюда вытекает, что (a−1a0a1)b = 1. В
этом случае b = a−1a0a1. Поскольку никаких условий на число k не
накладывается, то b — единственный элемент, для которого подгруппа
H =

〈
t2b
〉
нормализуется элементами бесконечного порядка.

Рассмотрим теперь, каковы порядки элементов в фактор-группе
G/H. Порядок 2 имеют образы элементов подгруппы B, бесконечный
порядок — образы элементов из L. Покажем теперь, что образ элемента
из G \ L не может иметь порядок 2. В самом деле, это равносильно то-
му, что квадрат некоторого элемента вида tβhka, где β ∈ {1, 3}, a ∈ A,
равен t2a−1a0a1.

Для β = 1 (случай β = 3 аналогичен) имеем

thkathka = t2(h−1a0a1)khkath
k
a,

(h−1a0a1)khk = h−k(a0a1)h
1−k · (a0a1)h

2−k · . . . · (a0a1)h
−1 · (a0a1)h

k
,

(h−1a0a1)khk = (a0a1)h · (a0a1)h
2 · . . . · (a0a1)h

k
=

2k+1∏
i=2

ai.

Для истинности равенства (thka)2 = t2a−1a0a1 необходима истинность
равенства

(
2k+1∏
i=2

ai)a
thka = a−1a0a1.

Пусть элементом a из A является произведение n порождающих
ai. Тогда элемент athk есть также произведение n порождающих, а по-
скольку все порождающие имеют порядок 2, то элемент athka — про-
изведение четного числа порождающих. Проводя аналогичные рассуж-
дения для элемента (

∏2k+1
i=2 ai)a

thka, понимаем, что данный элемент яв-
ляется произведением четного числа порождающих, а поэтому равен-
ство (

∏2k+1
i=2 ai)a

thka = a−1a0a1 невозможно. Следовательно, в фактор-
группе G/H порядок 2 имеют только элементы вида bH, где b ∈ H.

Ясно, что любые два из них порождают конечную подгруппу. Бипри-
митивная конечность группы G доказана.
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Равенство t−1h−1th = a0a1h
2 показывает, что элементы t и h−1th

четвертого порядка порождают бесконечную подгруппу, т.е. группа G
не является бинарно конечной.

§ 4.2. Разделение классов сопряжённо n-конечных и биприми-
тивно конечных групп

В этом параграфе рассматриваются взаимоотношения классов
групп, близких по свойствам к группамШункова. В частности, устанав-
ливаются условия, при которых эти классы различны и условия, при
которых они совпадают.

Напомним, что группа называется (сопряженно) r-конечной, если
любые ее r (сопряженных) элементов порождают конечную подгруппу.
При r = 2 получаем определение сопряженно бинарно конечной груп-
пы. Для каждого простого числа p и каждого натурального числа r ≥ 2

построен следующий пример сопряженно r-конечной, но не r-конечной
финитно аппроксимируемой p-группы.

Пример 4.2.1 (А.И. Созутов.) Пусть x1, . . . , xr — некоторая си-
стема порождающих построенной А.И. Созутовым в работе [67] (см.,
например, лемма 2.2.2 из [56]) алгебры A над полем K характеристики
p > 0. Если 1 — присоединенная к A единица поля K, то относительно
умножения множество 1+A является p-группой (ее называют присоеди-
ненной). Если J — идеал алгебры A, то 1 + J — нормальная подгруппа
группы 1+A. Поскольку в алгебре A каждый элемент содержится в иде-
але с нильпотентными r-порожденными подалгебрами, то каждый эле-
мент группы 1+A принадлежит ее r-конечной нормальной подгруппе. В
группе 1+A рассмотрим подгруппу G = 〈1 + x1, . . . , 1 + xr〉 . Групповая
алгебра K[G] содержит алгебру A как подалгебру. Следовательно, ал-
гебра K[G] бесконечномерна, а r-порожденная p-группа G бесконечна.
С другой стороны, поскольку каждый элемент группы 1 +A содержит-
ся в подходящей нормальной r-конечной подгруппе, то и в группе G
любые r сопряженных элементов порождают конечную подгруппу.

Приведем здесь без доказательства результаты А.В. Рожкова [51]
(доказательства этих результатов можно найти в [56]), которые раз-
граничивают условие слабой сопряженной бипримитивной конечности
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с условиями сильной (a, b)-конечности, сопряженной бинарной конеч-
ности и слабой бипримитивной конечности.

Теорема 4.2.1 (А.В. Рожков). Пусть p — простое число, 1 ≤
n ≤ k — натуральные числа. Тогда существует конечно порожденная
финитно аппроксимируемая сопряженно k-конечная n-конечная, но не
(n+ 1)-конечная p-группа. В частности, p-группа может быть не би-
нарно конечной, но сопряженно k-конечной, где k сколь угодно велико
[51].

Напомним, что если в группе G найдутся такие элементы a и b,

что для каждого элемента g ∈ G конечна подгруппа 〈a, bg〉 , то G удо-
влетвояет сильному условию (a, b)-конечности. Если же в группе лю-
бые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную
подгруппу, группа называется слабо сопряженно бипримитивно конеч-
ной. А.В. Рожков разграничивает эти условия конечности для финитно
аппроксимируемых p-групп.

В [51] (см. теорема 2.4.3 из [56]) А.В. Рожковым устанавливает-
ся существование группы удовлетворяющей условию сильной (a, b)-
конечности для некоторого множества элементов a, b но не являющейся
слабо сопряженно бипримитивно конечной.

Напомним, что группа называется слабо бипримитивно конечной,
если любые два ее элемента простого порядка порождают конечную
подгруппу.

Также в [51] (см. теорема 2.4.4 из [56]) А.В. Рожковым устанавлива-
ется существование слабо сопряженно бипримитивно конечной финит-
но аппроксимируемой p-группы, не являющейся сопряженно бинарно
конечной и слабо бипримитивно конечной [51].

А.В. Рожков [52] поставил следующий
Вопрос. Пусть p —– простое нечётное число, n — натуральное. Для

всех ли пар p, n существуют финитно аппроксимируемые конечно по-
рождённые p-группы, являющиеся сопряжённо n-конечными, но не би-
примитивно конечными?

Отрицательный ответ на этот вопрос дает следующая
Теорема 4.2.2 (В.А. Середа, А.И. Созутов). Пусть G — сопря-

жённо n-конечная группа. Тогда для всех p ∈ π(G), не превышающих
n, группа G является p-бипримитивно конечной [53].

Доказательство. Если группа G сопряжённо n-конечна и p ≤ n,
то любая пара a, b элементов порядка p из G порождает в ней конеч-
ную подгруппу 〈a, b〉 =

〈
a, ab, ..., ab

p−1
〉
λ 〈b〉. Следовательно, G слабо
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p-бипримитивно конечна. Условие сопряжённой n-конечности наследу-
ется на все сечения группы G. Поэтому они все слабо p-бипримитивно
конечны, иG является p-бипримитивно конечной. Если, дополнительно,
G — p-группа, то она бипримитивно конечна.

Рассмотрим теперь случай пар p, n с условием n < p. Отметим, что
любая 2-группа бипримитивно конечна. Следовательно, можно считать,
что p > 2 и для исчерпывающего ответа на вопрос Рожкова достаточ-
но рассмотреть случай n = p − 1, p > 2. Положительный ответ даёт
следующий

Пример 4.2.2 (В.А. Середа, А.И. Созутов). Для каждого про-
стого p > 2 существует бесконечная сопряжённо (p − 1)-конечная p-
группа, порождённая двумя элементами порядка p [53].

Для произвольных натуральных чисел d, n с условием 2 ≤ d ≤ n,
подгруппы G группы GLn(p) = GL(F1), конечного множества M на-
туральных чисел, содержащего вместе с числом все его делители, в
алгебре F = U(x1, ..., xn), U = GF (p), существует такой допустимый
относительно G однородный идеал J ⊆ F (1), что выполняются следую-
щие свойства: фактор-алгебра A = F (i)/J является бесконечномерной
нильалгеброй, в которой все (d−1)-порождённые подалгебры конечны;
группа G есть группа операторов алгебры A = F (i)/J ; если g1, ..., gd —
многочлены из F (1), однородные компоненты f1, ..., fd степени 1 кото-
рых линейно независимы, то подалгебра B из A = F/J , порождённая
образами многочленов g1, ..., gd, бесконечномерна.

Рассмотрим присоединённую группу алгебры A. При U = GF (p),
n = p2, p > 2, G = GLn(p). Пусть H = (a)× (b) — элементарная абелева
p-подгруппа из G, действующая регулярно на множестве {x1, ..., xn},
и K = (1 + A)AH. Используя заданное действие H на F1, образуем
конечную p-группу Q = F1λH, изоморфную фактор-группе K/(1+A2).
Очевидно, что |Q| = pn+2 и Q содержит подгруппуM = (aG, b) порядка
pn−2, в частности, F1∩M содержит n−4 линейно независимых элемента.
Кроме того, любая подгруппа R = (c, c2, ..., cp−1) < M , где c2, ..., cp−1 ∈
cM , либо содержится в 1 +A, либо имеет вид (R∩ (1 +A)) · 〈c〉, причём
c 6∈ 1 +A, cp ∈ 1 +A. В последнем случае с учётом действия элемента c
на образе подпространства F1 при гомоморфизмеM →M = M/(1+A2)

получаем

R ∩ F1 =
〈
cp, c−1ci, c

−1cci , ..., c
−1cc

p−1

i |i = 2, ..., p− 1
〉

и подгруппа R ∩ F1 порождается не более чем p2 − 2p + 1 = n− 2p + 1
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элементом. Если p > 3, то p2−2p+1 < n−4 и p−1 < n−4. В теореме 94
положим d = n− 4, и пусть P — подгруппа группы K = (1 +A)AH, по-
рождённая элементами aG, b. Как показано выше, P содержит элементы
1 + g1, ..., 1 + gn−4, при этом у многочленов g1, ..., gn−4 однородные ком-
поненты f1, ..., fn−4 линейно независимы. По теореме 94 группа P беско-
нечна. С другой стороны, как вытекает из неравенств p2−2p+1 < n−4

и p− 1 < n− 4, группа P сопряжённо (p− 1)-конечна.
Случай p = 3 требует отдельного рассмотрения. Пусть p = 3, n = 36,

G = GLn(p), H = (a, b) — силовская 3-подгруппа группы Шевалле
G3(3), действующая регулярно на множестве {x1, ..., xn}, |a| = |b| = 3,
K = (1 + A)AH, Q = F1λH ∼= K/(1 + A2). Имеем |Q| = 3735, в Q есть
подгруппа M = 〈ag, b〉 порядка 385, и M накрывает подпространство
размерности 81 из F1. Поэтому при d ≤ 81 соответствующая подгруппе
M из Q подгруппа P = (aG, b) из K бесконечна. Для конечности под-
групп R =

〈
c, cG

〉
, где c ∈ 1 + A, достаточно в теореме 94 положить

d = 3. Если же c ∈ P \ (1+A), то порядок фактор-группы R/R∩ (1+A)

не превосходит 27. В этом случае с учётом действия элемента c на об-
разе подпространства F1 при гомоморфизме P → M < K/(1 + A2)

необходимо положить d ≥ 56. Тогда при 56 ≤ d ≤ 81 подгруппа P явля-
ется бесконечной сопряжённо бинарно конечной финитно аппроксими-
руемой 3-группой, порождённой двумя элементами порядка 3. Теорема
4.2.2 доказана.

Отметим, что бесконечная сопряжённо бинарно конечная группа не
может быть порождена ни двумя элементами порядка 2, ни элементом
порядка 2 и элементом порядка 3. Первая комбинаторная возможность
бесконечности группы возникает, когда оба порождающих имеют поря-
док 3, и она реализуется.
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Теорема 1. Периодические подгруппы группы внешних автоморфиз-
мов черниковской группы конечны [90].

Этот результат является следствием теоремы:

Теорема 2. Группа внешних автоморфизмов черниковской группы по-
чти вся без кручения [35].

Теорема 3. Всякая бипримитивно конечная p-группа, обладающая ко-
нечной максимальной элементарной абелевой подгруппой, черников-
ская группа [115].

Этот результат получен в работе [115] на основании леммы 4, к
доказательству которой нужно сделать следующее замечание: чтобы
обосновать существование числа S (обозначение из [115]), необходимо
сослаться на теорему 2 из [35] (см. теорему 2 выше).

Теорема 4. Для периодических абелевых групп условие min и условие
min− inf эквивалентны [13].

Доказательство. Эту теорему легко доказать, используя известные
факты из теории абелевых групп [18]. Из теорем 3, 4 вытекает:

Теорема 5. Для бипримитивно конечных p-групп условие min − inf
для абелевых подгрупп и условие min эквивалентны и такие группы
черниковские.

Теорема 6. Бесконечная бипримитивно конечная группа обладает
бесконечной абелевой подгруппой [121].

Теорема 7. Фактор-группа G/R q-бипримитивно конечной группы G

по черниковской подгруппе R q-бипримитивно конечна.
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Доказательство. Так как конечное расширение черниковской груп-
пы снова черниковская группа [18], то, очевидно, для доказательства
нашей теоремы достаточно показать, что любые два элемента a и B из
G (aq, bq ∈ R) порождают конечную подгруппу. Ввиду черниковости R
ее можно представить в виде R = R̃T где R̃ — полная часть группы
R, T — конечная группа и aq, bq ∈ T . Подгруппа R обладает конечной
характеристической подгруппой L, такой, что T a, T b ⊂ TL. Подгруппа
TL конечна, и, очевидно, a, b ∈ NG(L). Но тогда из определения q-
бипримитивной конечности группы и предположения bq ∈ R вытекает
конечность < a, b >. Как отмечалось выше, это означает, что теорема
доказана.

Теорема 8. Пусть G — группа, B — подгруппа и |G : B| конечен. Если
A — полная абелева подгруппа группы G, то A ⊆ B.

Теорема 9. В черниковской группе силовские p-подгруппы сопряжены.

Доказательство. Теорему легко получить, используя определение
черниковской группы и теорему Силова [18].

Теорема 10. Фактор-группа q-бипримитивно конечной группы G с
условием min − inf для абелевых q-подгрупп по черниковской группе
R снова q-бипримитивно конечна с условием min − inf для абелевых
q-подгрупп.

Доказательство. G/R q-бипримитивно конечна (теорема 7), и если
в G/R некоторая q-подгруппа не удовлетворяет условию min− inf , то
G/R обладает бесконечной элементарной абелевой q-подгруппой Q (Q
— полный прообраз Q в G) (теорема 5). Группа Q локально конечна
(теорема Шмидта [90]) и является SFq-группой (теорема 5). Но тогда
Q = Q/R — черниковская группа [88], что невозможно. Следователь-
но, G/R удовлетворяет условию min− inf для абелевых q-подгрупп, и
теорема доказана.

Теорема 11. Если в q-бипримитивно конечной группе G с условием
min − inf для абелевых q-подгрупп существуют несопряженные си-
ловские q-подгруппы, то и в любой фактор-группе по черниковской под-
группе найдутся такие же подгруппы.
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Доказательство. Пусть и Q — силовские q-подгруппы группы G и
P и Q не сопряжены. Подгруппы PR/R, QR/R содержатся в силовских
q-подгруппах S и группы G/R.

Предположим, что Hx = S для некоторого x ∈ G/R (x — прообраз
x в G и S — полный прообраз S в G). Так как S —- черниковская
группа (теоремы 1.3.5, 1.3.10), то и S — черниковская группа [18] и
P,Qx ⊂ S. Но тогда P и Qx сопряжены в S (теорема 9), а, значит, P и
Q сопряжены в G. Противоречие. Следовательно, S и H не сопряжены
в G/R, и теорема доказана.

Теорема 12. Пусть G — бесконечная p-группа с конечным центром и
G = Pλ < a >, где P — абелева группа, a — элемент порядка P . Тогда
G — черниковская группа, Z(G) — элементарная абелева группа, и все
элементы вида ha (h ∈ ) сопряжены с в G [119].

Доказательство.Очевидно, a содержится в конечной максимальной
элементарной абелевой подгруппе группы G, а поэтому G — черников-
ская группа (теорема 3). На основании леммы о коммутаторной лестни-
це [85] заключаем, что P обладает инвариантной в G подгруппой Q, та-
кой, что факторы верхнего центрального ряда подгруппы = Qλ < a >

являются циклическими группами простых порядков, причем длина
этого ряда равна ω + 1 (ω — первое бесконечное трансфинитное чис-
ло).

Предположим, P = Q и пусть

1 = Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zn ⊂ . . . ⊂ Zω = P ⊂ Zω+1 = G−−−

верхний центральный ряд группы G. Если 1 6= h ∈ Z1, то Z1 =< h >.
Пусть R =< h > × < > и r - некоторый элемент из Z2 \ Z1. Очевидно,
и r можно выбрать таким образом, что r−1ar = ha. Предположим, что
нами уже доказана сопряженность элементов вида ha для всех h ∈ Zn
и докажем это для элементов из Zn+1.

Пусть h ∈ Zn+1 \Zn. Очевидно, G/Zn удовлетворяет всем условиям
леммы, и Zn+1/Zn =< hZn >. По индуктивному предположению, эле-
менты (hZn)(aZn) = haZn и aZn, сопряжены в G/Zn, т.е. существует
SZn ∈ G/Zn (S ∈ P ) такой, что S−1hasZn = aZn или S−1has = ta (t
— некоторый элемент из Zn). Но, по индуктивному предположению, ta
и a сопряжены в G, т.е. существует b ∈ G такой, что ta = b−1ab. Тогда
bs−1hasb−1 = a, и сопряженность ha и a в G доказана.
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Пусть теперь Q 6= P и G = G/Q. Покажем, что центр Z(G) ко-
нечен. Предположим, что Z(G) бесконечен, и обозначим через R его
полный прообраз в G. Тогда для каждого r ∈ Rr−1ar = ua (u — неко-
торый элемент из Q). По доказанному выше, существует x ∈ Q та-
кой, что x−1ax = ua. Следовательно, x−1r−1arx = aR ⊂ CG(a)Q. По
предположению, R/Q = Z(G) бесконечен, тогда и CG(a) бесконечен.
Противоречие. Таким образом, G = P/Qλ < aQ > удовлетворяет всем
условиям леммы, и ранг ее полной части строго меньше ранга полной
части группы G. Теперь сопряженность элементов вида ha (h ∈ P ) с
a будем доказывать индукцией по рангу полной части группы, удовле-
творяющей условиям леммы. Предположим, что в G (а ранг G̃ стро-
го меньше ранга G) все элементы вида hQaQ = haQ (h ∈ P ) сопря-
жены c aQ, т. е. для каждого h ∈ P существует x ∈ G такой, что
(xQ)−1(haQ)(xQ) = x−1haxQ = aQ.

Тогда x−1hax = au (u — некоторый элемент из Q). По доказанному
выше au и a сопряжены в Qλ < a >, т.е. существует y ∈Qλ < a > такой,
что y−1auy = a. Из последних двух равенств вытекает y−1x−1hax = a, т.
е. ha и a сопряжены в G. Докажем, что Z(G) — элементарная абелева
группа. Если бы Z(G) обладал элементом порядка p2, скажем, c, то
элемент ca имел бы тоже порядок p2 и, так как c P , то, по доказанному
выше, a и ca были бы сопряжены в G, что невозможно. Лемма доказана.

Теорема 13. Свободная периодическая группа B(m,n) нечетного пе-
риода n ≥ 4581 с конечным числом порождающих m ≥ 2 (группа
Новикова-Адяна) бесконечна и любой ее неединичный элемент почти
регулярен [37, 39].

Теорема 14. В группе Новикова-Адяна всякая локально конечная под-
группа — циклическая группа [1].

Теорема 15. Теорема Бернсайда [140]. Всякая подгруппа порядка pq,
где p и q — не обязательно различные простые числа, из дополнитель-
ного множителя конечной группы Фробениуса — циклическая.

Из теоремы Бернсайда и теоремы 12.5.2 из [131] вытекает следую-
щий результат.

Теорема 16. Силовские p-подгруппы в дополнительном множителе
конечной группы Фробениуса либо циклические, либо обобщенные груп-
пы кватернионов.
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Конечные группы, все силовские p-подгруппы которых циклические
или обобщенные группы кватернионов, описаны Н. Цассенхаузом [154]
и М. Сузуки [149]. Эту классификацию можно найти, например, в [7],
[72].

Из теоремы 9.4.3 в книге [131] (или леммы 1 из [7]) и теоремы Берн-
сайда (теорема 15) вытекает такой результат.

Теорема 17. Все элементы простых порядков в дополнительном мно-
жителе конечной группы Фробениуса, не содержащем инволюций, по-
рождают циклическую группу.

Теорема 18. Пусть (G,H) — пара Фробениуса, L — некоторая под-
группа из G u L 6⊆ H. Если L∩H 6= 1, то (L,L∩H) — пара Фробениуса.

Доказательство очевидно.

Теорема 19. Пусть (G,H) — пара Фробениуса, G — конечная группа,
H не содержит инволюций и a — некоторый элемент простого по-
рядка p из H. Тогда для любого элемента g ∈ G \H Lg =

〈
a, g−1ag

〉
=

Fgλ 〈a〉 и Fg не обладает парой Фробениуса.

Доказательство. Теорема 19 вытекает из теоремы Фробениуса (см.
начало параграфа), порождаемости Lg двумя элементами порядка p и
теорема 17.

Теорема 20. Пусть (G,H) — пара Фробениуса, a — некоторый эле-
мент порядка p из H и k — произвольный элемент порядка p из G\H.
Если L = 〈a, k〉 конечна, то L — группа Фробениуса и 〈a〉, 〈k〉 сопряже-
ны в L, причем если |L∩H| нечетен, то 〈a〉, 〈k〉 сопряжены с помощью
элемента из ядра L.

Доказательство. Теорема 20 вытекает из теоремы 18, теоремы Си-
лова [18] и теоремы 19.

Теорема 21. Пусть G — группа, i и k — ее инволюции. Тогда 1) B =

〈i, k〉 = 〈ik〉λ 〈i〉 = 〈ik〉λ 〈k〉; 2) если 〈ik〉 обладает инволюцией z, то
z ∈ CG(i)∩CG(k); 3) если |ik| конечен и нечетен, то i = c−1kc, (c−2 =

ik), c ∈ 〈ik〉.

Теорема 22. Пусть G = Aλ 〈i〉, где A — периодическая группа, i —
инволюция. Если (G, 〈i〉) — пара Фробениуса, то A абелева и iai = a−1

для любого элемента a ∈ A.
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Доказательство. Элемент c = ig−1ig имеет нечетный порядок
(условия теорема и теоремы 21). Следовательно, i = bg−1igb−1(b−2 = c)

и b ∈ A (теорема 21). Отсюда получим g = hb и h ∈ NG(〈i〉). Но (G, 〈i〉)
— пара Фробениуса, и, значит, h ∈ 〈i〉. Таким образом, если g — произ-
вольный элемент из A, то igi = g−1.

Пусть a, c — произвольные элементы из A. По доказанному выше,
i(a−1ca)i = a−1c−1a и ia−1cai = ia−1iiciiai = ac−1a−1. Отсюда получим
a−1c−1a = ac−1a−1, c−1 = a−2c−1a2. Но

〈
a2
〉

= 〈a〉, и, значит, ac = ca,
а так как a, c — произвольные элементы из A, то A абелева. Теорема
доказана.

Теорема 23. Пусть (G,H) — пара Фробениуса, G — конечная груп-
па и |H| четен. Тогда G = FλH, где H = CG(i), i — единственная
инволюция из H, F — абелева группа.

Известно элементарное доказательство теоремы 23, принадлежащее
Бернсайду (см., например, [72]).

Теорема 24. ([147], теорема 8.7, а)). Ядра конечных групп из класса
Φ нильпотентны.

Теорема 25. [146]. Если G ∈ Φ и F — локально нильпотентная груп-
па, то F нильпотентна ступени не больше f(p).

В предложениях 26–28 используются следующие обозначения: Φ —
класс всех группG, в которых элемент a действует на ядре F регулярно,
Ψ — класс всех групп G, в которых каждый элемент из G \ F имеет
порядок p, Θ — класс всех групп G, в которых любая пара элементов
из G \ F порождает конечную подгруппу.

Теорема 26. (А.И. Созутов, А.К. Шлепкин [68], теорема 3.1.) Пусть
G ∈ Ψ∩Ω, P и Q — подгруппы из F , порожденные соответственно все-
ми p-элементами и p′-элементами. Тогда P ∩Ql < Z(F ), Q = Op′(F )

и [P,Q] = 1.

Теорема 27. (А.И. Созутов, А.К. Шлепкин [68], лемма 5.1.) Пусть
G — бесконечная группа и G ∈ Ψ ∩ Ω. Тогда для любого b ∈ F группа
CF (b) бесконечна.
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Теорема 28. (А.И. Созутов, А.К. Шлепкин [68], лемма 5.4.) Пусть
G ∈ Ψ ∩ Ω и G — бесконечная группа. Тогда каждая конечная a-
допустимая подгруппа из F вложима в бесконечную локально конеч-
ную a-допустимую подгруппу из F .

Теорема 29. (А.И. Созутов [64], теорема) Пусть G – группа, H – ее
собственная подгруппа и a – элемент из H такой, что a2 6= 1 , причем〈
a, g−1ag

〉
– группа Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉

для любого g ∈ G \H.
Тогда в G найдется нормальная подгруппа H, такая, что
1) G = FλNG(〈a〉);
2) отображение αa : F в F , задаваемое формулой αa(f) =

a−1f−1af , и его ограничение на H ∩ F взаимнооднозначны.

Теорема 30. (В.П. Шунков). Если существует нечерниковская груп-
па M с условием min, то существует группа G такого же типа и
удовлетворяющая следующим условиям:

(i) G — квазичерниковская группа;
(ii) любая собственная бесконечная подгруппа из G содержится в

некоторой максимальной подгруппе группы G;
(iii) G — простая группа [108].

Теорема 31. Пусть G — группа, B — ее подгруппа конечного индекса.
Если A — полная абелева подгруппа из G, то A ⊆ B.

Теорема 32. Если H — максимальная подгруппа простой квазичер-
никовской группы G, то H̃ — максимальная полная абелева подгруппа
группы G.

Теорема 33. Пусть G — бесконечная p−группа с конечным центром
и G = Pλ(a), где P — полная абелева группа, a — элемент просто-
го порядка p. Тогда G — черниковская группа, Z(G) — элементарная
абелева группа, и все элементы вида ha (h ∈ P ) сопряжены с a в G
[44, 119].

Теорема 34. Пусть G = PλR — бесконечная p-группа, P — полная
абелева группа и R — конечная элементарная абелева группа. Если
CP (r) конечен (1 6= r ∈ R), то G — черниковская группа и |R| = p.
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Доказательство. Черниковость G следует из теоремы 33. Обозна-
чим Gr = Pλ(r) (1 6= r ∈ R). Как указано в 33, Gr обладает абелевым
расщеплением Gr = P ∪i=1,...,p;x∈X (ri)x), где X — множество предста-
вителей в разложении P на смежные классы по Z(Gr) точно по одному
из каждого класса. Тогда и G обладает абелевым расщеплением. Сле-
довательно, |R| = p [5, 6].

Теорема 35. Пусть G = PλR — бесконечная черниковская группа, P
— полная p-группа, R — конечная элементарная абелева q-группа и
q 6= p. Если CP (R) 6= 1, то CP (R) бесконечен [10].

Из теоремы Силова [18] следует:

Теорема 36. Примарные силовские подгруппы черниковской группы со-
пряжены.

Теорема 37. (W. Feit, J.G. Thompson). Конечная группа нечетного
порядка разрешима [153].

Теорема 38. Пусть G — конечная группа вида BλA и A — группа
регулярных автоморфизмов B. Тогда (G,A) — пара Фробениуса [7, 72].

Теорема 39. (W. Burnside). В группе регулярных автоморфизмов
подгруппа порядка pq, где p и q не обязательно различны, циклическая
см., например, [7].

Теорема 40. (В.П. Шунков). Пусть G — группа, H — собственная
подгруппа, a — элемент простого порядка p 6= 2 из H, удовлетворяю-
щие следующему условию:

а) Lg =
〈
a, g−1ag

〉
(∀g ∈ G \H) — группа Фробениуса с неинва-

риантным множителем (a).
Тогда
1) H = TλNG((a)) и K = Tλ(a) — либо группа Фробениуса с неин-

вариантным множителем (a), либо K = (a);
2) если M — множество всех p-вещественных элементов из G \H

относительно a, то TM = M;
3) Fa = T ∪M — нормальная подгруппа в G и G = FaλNG((a));
4) если L — множество всех таких элементов из T , каждый из

которых p-вещественен относительно некоторого элемента из L =

∪x∈G(ax) \ {1}, то E = T \ L — инвариантное множество в G [123].
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Теорема 41. (С.Н. Черников). Расширение черниковской группы с по-
мощью черниковской снова черниковская группа [18].

Теорема 42 (Теорема Шмидта). Расширение локально конечной груп-
пы с помощью локально конечной группы является локально конечным
[24].

Теорема 43. Абелева p-группа тогда и только тогда удовлетворяет
уcловию минимальности для подгрупп, когда она обладает конечной
максимальной подгруппой периода pm (m ≥ 1) и является конечным
расширением полной абелевой группы [24].

Теорема 44. Пусть G — q-сопряженно бипримитивно конечная груп-
па, R — нормальная в G подгруппа, удовлетворяющая одному из усло-
вий: R — черниковская группа; замыкание каждого элемента из R в G
конечно. Тогда G/R — q-сопряженно бипримитивно конечная группа.

Доказательство. Когда R — черниковская группа, это доказано в
§1.2. Вторая возможность для R также осуществима; в этом нетрудно
убедиться, используя определение q-сопряженно бипримитивной конеч-
ности группы.

Теорема 45. Пусть G — сопряженно бипримитивно конечная группа
без инволюций с условием примарной минимальности. Тогда G обла-
дает полной частью R и фактор-группа G/R сопряженно биприми-
тивно конечна с условием примарной минимальности и с конечными
силовскими p-подгруппами для любого p ∈ π(G).

Доказательство. По теореме 4.3.1, для каждого p ∈ π(G) силовские
p-подгруппы — черниковские. Ввиду следствия основного результата
из [99], G обладает полной частью R. По теореме 44, G/R сопряженно
бипримитивно конечна и, очевидно, G/R удовлетворяет условию при-
марной минимальности и силовские p-подгруппы из G/R для любого
p ∈ π(G/R) конечны. Теорема доказана.

Теорема 46. Локально конечная группа G без инволюций с конечны-
ми силовскими p-подгруппами по всем p, удовлетворяющая условию
примарной минимальности, локально нормальна.

Доказательство. По теореме 37G локально разрешима, а из предло-
жения 7 из [48] и конечности силовских p-подгрупп для любого p ∈ π(G)

вытекает, что G — локально нормальная группа. Теорема доказана.
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Теорема 47 (В.П. Шунков). Пусть G — бесконечная периодическая
группа нечетного порядка, c — элемент из G простого порядка p, та-
кие, что для всех q ∈ G подгруппы Lq = (c, q−1cq) конечны. Тогда либо
CG(c) бесконечен, либо c содержится в бесконечной локально конечной
подгруппе [65].

Теорема 48 (В.П. Шунков). Если в локально конечной группе центра-
лизатор некоторого элемента простого порядка p черниковский, то
силовские p-подгруппы в группе тоже черниковские [110, 115].

Теорема 49 (В.П. Шунков). 2-группа, обладающая только одной ин-
волюцией, является либо локально циклической группой (циклической
или квазициклической), либо обобщенной группой кватернионов (ко-
нечной или бесконечной) [78, 115].

Теорема 50 (М.И. Каргаполов). Бесконечная локально конечная груп-
па обладает бесконечной абелевой подгруппой [17].

Теорема 51 (С.Н. Черников). Если в периодической локально разре-
шимой группе G по некоторому p ∈ π(G) силовские p-подгруппы чер-
никовские, то G/Op′(G) — черниковская группа.

Теорема 52 (Ю.М. Горчаков). Если в локально конечной группе G по
некоторому p ∈ π(G) силовские p-подгруппы абелевы и существует
элемент q простого порядка p, такой, что q ∈ Z(G), то G обладает
нормальным делителем N , причем q ∈ N и G/N — абелева p-группа
[10].

Теорема 53 (W. Burnside). Локально конечная группа, обладающая
регулярным автоморфизмом порядка 2, абелева см., например,[7].

Теорема 54 (N. Blackburn). В нечерниковской локально конечной
группе любой элемент порядка p имеет бесконечный централизатор
[137].

Теорема 55. Пусть G — периодическая группа нечетного порядка, об-
ладающая автоморфизмом a порядка 2. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) в каждом смежном классе bCG(a) существует один и только
один элемент, строго вещественный относительно a;
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2) G = BCG(a) = CG(a), B ∩ CG(a) = 1, где B — подмножество
элементов из G, строго вещественных относительно a;

3) подгруппа, порожденная всеми элементами B, нормальна в G.

Теорема 56. Пусть G — бесконечная черниковская p-группа вида
Pλ(a), где P — полная абелева группа, a — элемент простого порядка.
Если Z(G) конечен, то справедливы следующие утверждения:

1) для любого элемента g ∈ P имеет место gga . . . gap−1
= 1;

2) Z(G) — элементарная группа.

Доказательство. Очевидно, S = gga . . . ga
p−1 ∈ Z(G). Пусть

|Z(G)| = n, тогда sn = gn(gn)a . . . (gn)a
p−1

= 1.
Так как P — полная подгруппа, то для любого c ∈ P уравнение

c = xn разрешимо. Пусть b ∈ P и c = bn ∈ P . Тогда bn(bn)a . . . (bn)a
p−1

=

1 следовательно, cca . . . cap−1
= 1, но c — произвольный элемент P , и

первое утверждение доказано.
Далее, пусть t ∈ Z(G), тогда по первому утверждению tp = t ·

ta . . . ta
p−1

= 1. Теорема доказана.

Теорема 57. В бесконечной черниковской p-группе любая элементар-
ная абелева подгруппа порядка p2 обладает неединичным элементом с
бесконечным централизатором.

Доказательство. Пусть P — полная абелева часть G. Очевидно,
достаточно рассмотреть случай, когда G = PλA, где A — элементарная
абелева подгруппа порядка p2.

Предположим, что теорема неверна. Тогда дляG справедлива теоре-
ма 56. Подгруппа A содержит p+1 различных циклических p-подгрупп.
Обозначим их B1, B2, . . . Bp, Bp+1.

Пусть c ∈ P и cp2 6= 1. Рассмотрим s = c · cx1cx2 . . . cxp2−1 , где xi ∈
A\{1}. Очевидно, s ∈ Z(G), и следовательно, по теореме 56 верно sp = 1

и cbicb2i . . . cb
p−1
i , где bi ∈ Bi, i = 1, 2, . . . , p+ 1. Таким образом,

s = c(cb1 . . . cb
p−1
1 )(cb2 . . . cb

p−1
2 ) . . . (cbp+1 . . . cb

p−1
p+1) = c−p, но sp =

c−p
2

= 1, следовательно, |c| ≤ p2. Противоречие с выбором c. Теоре-
ма доказана.

Теорема 58. Пусть G — периодическая группа, H — сильно вложен-
ная в G подгруппа. Тогда верны следующие утверждения:

215



Группы Шункова

1) между множеством инволюций из H и некоторым множе-
ством инволюций из любого смежного класса Hg, g ∈ G, можно уста-
новить взаимно-однозначное соответствие;

2) любой элемент g ∈ G обладает представлением g = hk, где
h ∈ H, k — некоторая инволюция из G.

3) для любой инволюции a из разности G\H в подгруппе H суще-
ствует множество строго вещественных относительно a элементов
той же мощности, что и мощность множества инволюций из H;

4) все инволюции из H сопряжены в H.

Доказательство см. в [111].

Теорема 59. Пусть G — периодическая группа, H — сильно вложен-
ная в G подгруппа, a — инволюция из G\H. Тогда верны следующие
утверждения:

1) в каждом смежном классе bCH(t), где b ∈ H, t — некоторая
инволюция из H, существует один и только один элемент, строго
вещественный относительно a;

2) H = BaCH(t), где Ba — подгруппа нечетного порядка из G, по-
рожденная всеми элементами из H, строго вещественными относи-
тельно a, все инволюции из H сопряжены между собой элементами
из Ba;

3) если b — строго вещественный относительно a неединичный
элемент из H, то CH(b) не содержит инволюций;

4) если Da = H∩Ha, то Da не содержит инволюций и a ∈ NG(Da).

Доказательство см. в [116].

Теорема 60. Пусть G — периодическая группа, H — сильно вложен-
ная в G подгруппа. Тогда

1) силовские 2-подгруппы из H являются силовскими 2-
подгруппами в G;

2) все инволюции в G сопряжены между собой.

Доказательство. Докажем сначала 1. Предположим противное: си-
ловская 2-подгруппа в G (обозначим ее через S) содержит элементы
из H и из разности G \ H. Очевидно, ввиду сильной вложенности H

в G, достаточно рассмотреть случай, когда эти элементы — инволю-
ции. Пусть t — инволюция из H, а a — инволюция из G \ H. Группа
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G по условию периодическая, поэтому t и a образуют конечную груп-
пу диэдра, причем их произведение at ∈ S. Отсюда at — 2-элемент. В
силу свойств групп диэдра некоторая степень at является инволюцией,
перестановочной с a и t одновременно, а ввиду сильной вложенности
H в G, эта инволюция должна содержаться в H, но тогда и a должна
принадлежать H, что противоречит нашему предположению.

Докажем 2. По теореме 58 все инволюции в H сопряжены между
собой, следовательно, достаточно доказать, что инволюция s из H со-
пряжена с произвольной инволюцией k из G \H.

Действительно, как показано выше, s и k порождают в G конечную
группу диэдра, которая не содержит инволюции, перестановочной одно-
временно с k и s. Но тогда по свойствам групп диэдра s с k сопряжены
некоторой степенью элемента sk. Теорема доказана.

Теорема 61. Пусть G — периодическая бесконечная слабо сопряжен-
но бипримитивно конечная группа нечетного порядка. Тогда в G су-
ществует неединичный элемент с бесконечным централизатором.

Доказательство. Пусть x — элемент простого порядка из G. По
условию все подгруппы Lg =

〈
x, g−1xg

〉
, g ∈ G, конечны. По теореме

47 получаем, что либо CG(x) бесконечен, и в этом случае все доказано,
либо x принадлежит бесконечной локально конечной подгруппе из G.
Отсюда по теореме 50 в G существует бесконечная абелева подгруппа.
Теорема доказана.

Теорема 62. Локально разрешимая группа с условием min− ab явля-
ется черниковской [87].

Теорема 63. Расширение черниковской группы при помощи черников-
ской группы есть черниковская группа [18].

Теорема 64. Пусть P — черниковская p-группа, p 6= 2, и Ω(P̃ ) ⊂ Z(P ).
Тогда P̃ ⊂ Z(P ) [115, 14].

Теорема 65. Если p′ — группа автоморфизмов A абелевой p-группы P

действует тождественно на Ω(P ), то A = 1 [10].

Из теорем 64, 65 следует:

Теорема 66. Пусть H — черниковская группа без инволюций и
Ω(H̃) ⊂ Z(H). Тогда H̃ ⊂ Z(H).
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Теорема 67. Бесконечная сопряженно бипримитивно конечная груп-
па бесконечной абелевой подгруппой [43, 121, 122].

Теорема 68. Во всякой бесконечной периодической сопряженно бипри-
митивно конечной группе G без инволюций, удовлетворяющей условию
минимальности для абелевых p-подгрупп по всем p ∈ π(G), каждый
элемент простого порядка содержится в бесконечной локально конеч-
ной подгруппе [125].

Теорема 69. Пусть G — группа, H — ее собственная подгруппа, a —
элемент простого порядка p 6= 2 из H, удовлетворяющие следующе-
му условию: для всякого g ∈ G \Hгр(a, g−1ag) — группа Фробениуса с
неинвариантным множителем (a). Тогда G обладает подгруппой Fa,
такой, что G = FaλNG(0) [123].

Теорема 70. Пусть G — бесконечная группа Фробениуса вида G =

Fλ(a) с неинвариантным множителем (a) простого порядка, ядром
F и G — сопряженно бипримитивно конечная группа. Тогда полная
часть группы F лежит в Z(F ) [99].

Теорема 71. В черниковской группе силовские p-подгруппы сопряже-
ны.

Это вытекает из определения черниковской группы и теоремы Си-
лова [18].

Теорема 72. Пусть G — группа с условием минимальности для абе-
левых подгрупп. Если в централизаторе любого нецентрального 2-
элемента силовские 2-подгруппы сопряжены, то и в G силовские 2-
подгруппы сопряжены. Если в периодической группе G некоторая си-
ловская 2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы сопряжены
в G [44].

Теорема 73. Фактор-группа G/R сопряженно бипримитивно конеч-
ной группы G по черниковской подгруппе R сопряженно бипримитивно
конечна.

Эта теорема доказывается точно так же, как и предложение 7 из
[44].
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Теорема 74. Периодические подгруппы группы внешних автоморфиз-
мов черниковской группы конечны [90].

Теорема 75. Пусть G — группа, P — конечная p-подгруппа из G, V
— локально конечная нормальная p′-подгруппа из G. Тогда в G = G/V

имеют место соотношения:

NG(PV/V ) = NG(P ) · V/V , CG(PV/V ) = CG(P ) · V/V .

Теорема вытекает из теоремы Силова.

Теорема 76. Пусть G — черниковская группа. Тогда в ней подгруп-
пы порядка m распадаются на конечное число классов сопряженных
подгрупп [81].

Теорема 77. Пусть G — периодическая группа, i — инволюция из G.
Если | CG(i) |<∞, то G почти разрешимая группа [120].

Теорема 78. Пусть G — периодическая группа, H — ее сильно вло-
женная подгруппа, i — инволюция из H, тогда

H = CG(i) ·D,

где D — подгруппа без инволюций (лемма 6 из [116]).

Теорема 79. Если G = A ·B,H > A, то H = A · (B ∩H) (см. [93]).

Теорема 80. Всякая черниковская p-группа является ZA-группой, в
частности, обладает нетривиальным центром [24].

Теорема 81. Если p′ — группа автоморфизмов A абелевой p-группы P

действует тождественно на нижнем слое Ω(P ) группы P , то A = 1

(см. [10]).

Теорема 82 (W. Burnside). Если силовская подгруппа P конечной
группы G содержится в центре своего нормализатора, то G = HλP

(см. [78]).

Теорема 83. Пусть S — черниковская 2-подгруппа, S̃ — ее полная
часть. Если все элементы порядка 4 из S̃ содержатся в Z(S), то
S̃ < Z(S) [93].
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Теорема 84. Пусть в группе G нормализатор любой бесконечной чер-
никовской подгруппы является черниковской группой. Если H — мак-
симальная черниковская подгруппа, T — черниковская подгруппа и пе-
ресечение H ∩ T бесконечно, то T < H (см. [43]).

Теорема 85. Пусть S — бесконечная черниковская 2-подгруппа, a —
инволюция из S и | CS(a) |< ∞. Тогда a индуцирует такой авто-
морфизм на S̃, что каждый элемент из S̃ отображается в обратный
[120].

Теорема 86. Пусть S — бесконечная черниковская 2-подгруппа и S >
T = (i)×(j), |i| = |j| = 2. Тогда найдется такая инволюция x ∈ T , что
|CS(x)| =∞.

Это теорема вытекает очевидным образом из предыдущей.

Теорема 87. Если S = S̃λ(i) — бесконечная группа диэдра, т. е. S̃ —
квазициклическая 2-подгруппа, |i| = 2, ti = t−1 для всех t ∈ S̃, то все
инволюции из S \ S̃ сопряжены между собой.

Для доказательства достаточно заметить, что все элементы вида
it(t ∈ S̃) сопряжены с i. Действительно, в силу полноты S̃ найдется
такой элемент g ∈ S̃, что g2 = t. Тогда g−1ig = iig−1ig = ig2 = it.

Теорема 88. Пусть G — бесконечная полная абелева p-группа с усло-
вием минимальности. Введем параметр mp = mp(G) = max |S|, (S —
силовская p-подгруппа из Aut(G)). Тогда mp — конечное число [35] и
mp = pα. Число mp называется параметром p-кручения [126].

Теорема 89. Пусть G — бесконечная черниковская p-группа, B — ее
полная часть. Если (B ∩Z(C))mp(B) обладает элементами порядка p2,
то Z(C) бесконечен [126].

Теорема 90. Пусть S — бесконечная черниковская 2-группа, A — эле-
ментарная абелева 2-подгруппа из S порядка 8. Тогда A содержит под-
группу 4-го порядка B с бесконечным централизатором CS(B).

Доказательство. По теореме 86 найдется такая инволюция a ∈ A,
что централизатор S1 = CS(B) бесконечен. Пусть A = (a)×D, где D —
элементарная абелева 2-подгруппа порядка 4. Снова применяя теорему

220



Вспомогательные результаты

86, заключаем, что в D найдется инволюция b с бесконечным централи-
затором CS1(b). Если B = (a)× (b), то CS(B) = CS1(b). Таким образом,
теорема 90 доказана.

В [100] доказано, что если существует сопряженно бипримитивно
конечная группа G с условием примарной минимальности и не обла-
дающая периодической частью, то ее можно выбрать со следующими
свойствами:

Теорема 91. Любая собственная подгруппа группы G обладает пери-
одической частью, которая является черниковской группой.

Теорема 92. Группа G не содержит неединичных нормальных перио-
дических подгрупп.

Теорема 93. Группа G содержит конечные неразрешимые подгруппы.

Теорема 94. (В.А. Середа, А.И. Созутов). Для произвольных нату-
ральных чисел d, n с условием 2 ≤ d ≤ n, подгруппы G группы
GLn(p) = GL(F1), конечного множестваM натуральных чисел, содер-
жащего вместе с числом все его делители, в алгебре F = U(x1, ..., xn),
U = GF (p), существует такой допустимый относительно G однород-
ный идеал J ⊆ F (1), что выполняются следующие свойства:

1) фактор-алгебра A = F (1)/J является бесконечномерной нильал-
геброй, в которой все (d− 1)-порождённые подалгебры конечны;

2) группа G есть группа операторов алгебры A = F (1)/J ;
3) если g1, ..., gd — многочлены из F (1), однородные компоненты

f1, ..., fd степени 1 которых линейно независимы, то подалгебра B из
A = F/J , порождённая образами многочленов g1, ..., gd, бесконечномер-
на [53].

Теорема 95. (лемма Дицмана). Конечное инвариантное множе-
ство элементов конечного порядка в любой группе порождает конеч-
ную нормальную подгруппу [11].

Теорема 96. (теорема Блекберна). Локально кончная p-группа, об-
ладающая максимальной конечной элементарной абелевой подгруппой,
черниковская. [137]

Из условия насыщенности и результатов работ Беляева, Боровика,
Томаса, Хартли и Шюта [3, 4, 151, 148] вытекает следующее утвержде-
ние.
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Теорема 97. Пусть локально конечная группа G насыщена группами
из множества конечных простых групп лиева типа, ранги которых
ограничены в совокупности. Тогда G — простая группа Шевалле лиева
типа конечного ранга над локально конечным полем.

Теорема 98. В бесконечной 2-группе T любая конечная подгруппа от-
лична от своего нормализатора В частности, T содержит бесконеч-
ную локально конечную подгруппу ([27], предложение 4).

Теорема 99. Бесконечная 2-группа, насыщенная сплетенными группа-
ми, изоморфна сплетению бесконечной локально циклической 2-группы
и группы порядка 2 [94].

Теорема 100. Бесконечная 2-группа, насыщенная группами диэдра,
изоморфна локально диэдрльно группе [94].

Теорема 101. Пусть p−группа Шункова обладает конечной макси-
мальной элементарной абелевой подгруппой. Тогда G является черни-
ковской группой [115, 25].

Теорема 102. Группа Шункова с бесконечным числом элементов ко-
нечного порядка обладает бесконечной локально конечной подгруппой
[101].

Теорема 103. Пусть G — группа Шункова, H — конечная нормальная
подгруппа группы G. Тогда фактор-группа G = G/H — группа Шунко-
ва.

Доказательство. Пусть K — конечная подгруппа в G, a — элемент
простого порядка из NG(K), g — произвольный элемент из G. Тогда
a = aH, g = gH,K = KH для некоторых элементов a, g ∈ G и конечной
подгруппы K ⊂ G. Рассмотрим NG(KH). Очевидно, a, g ∈ NG(KH), a
a1 = a(KH), b1 = ag(KH) элементы фактор-группы NG(KH)/KH име-
ют простой порядок и сопряжены в ней. Так как G — группа Шункова,
то 〈a1, b1〉 — конечная группа, что и требовалось доказать.

Теорема 104. Пусть G — группа Шункова,

H1 < H2 < . . . < Ha < . . .

— цепочка ее нормальных подгрупп, такая, что для любой подгруппы
из этой цепочки фактор-группа G/Ha является группой Шункова, и
H =

⋃
Ha. Тогда G/H — группа Шункова ([105], следствие 2.4.4).
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Теорема 105. Если в группе Шункова G некоторая силовская 2-
подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы из G конечны и со-
пряжены.

Доказательство. Предположим обратное, пусть R — конечная си-
ловская 2-подгруппа группы G. Положим N = {Rg|g ∈ G} и B — мно-
жество всех силовских 2-подгрупп группы G, не сопряженных с R. Вы-
берем такие X ∈ N и Y ∈ B, что число m = |X ∩ Y | принимает макси-
мально возможное значение. Используя нормализаторное условие в ко-
нечных 2-группах, выбираем элементы x ∈ NX(X ∩Y ) и y ∈ NY (X ∩Y )

так, что x2, y2 ∈ X ∩ Y. В конечной группе 〈x, y,X ∩ Y 〉 все силовские
2-подгруппы сопряжены, и пусть S одна из них. Так как S ⊆ Z – неко-
торая силовская 2 – подгруппа из G, то Z ∈ N или Z ∈ B. Но в первом
случае для некоторого g ∈ G, 〈x,X ∩ Y 〉 ⊆ Zg ∩ Y и |Zg ∩ Y | > m, а во
втором случае 〈y,X ∩Y 〉 ⊆ Zg ∩X и снова |Zg ∩Y | > m. Противоречие
свыбором m.

Теорема 106. Пусть T — бесконечная силовская 2-подгруппа группы
Шункова G. MT — множество всех силовских 2-подгрупп группы G,

сопряженных с T . NT — множество всех силовских 2-подгрупп группы
G, не сопряженных с T. Тогда существуют такие X ∈MT и Y ∈ NT ,
что |X ∩ Y | ≥ t, где t — наперед заданное натуральное число.

Доказательство. Данная теорема доказывается аналогично лемме
6 из [29].

Теорема 107. Пусть G — периодическая группа Шункова, насыщен-
ная сплетенными группами. Тогда G = (A × B) h 〈v〉, где Av = B, A
— локально циклическая группа и v2 = e [94].

Теорема 108. Пусть группа Шункова G насыщенна группами из мно-
жества {L2(pn)}. Тогда G обладает периодической частью T (G), и
T (G) ' L2(Q) для подходящего локально конечного поля Q [77].

Теорема 109. Пусть группа Шункова G насыщена группами из мно-
жества { U3(pn)}. Тогда G обладает периодической частью T (G), и
T (G) ' U3(Q), где Q — локально конечное поле [97].

Теорема 110. Пусть группа Шункова G насыщена группами из мно-
жества {Re(32n+1)}. Тогда G обладает периодической частью T (G), и
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T (G) ' Re(Q) для подходящего локально конечного поля Q характери-
стики 3 [104].

Теорема 111. Пусть группа Шункова G насыщена группами из мно-
жества {L2(pk), U3(2n)}. Тогда G обладает периодической частью
T (G), и T (G) ' {L2(Q), U3(P )}, где P, Q — локально конечные по-
ля [95].

Теорема 112. Пусть группа Шункова G насыщена конечными про-
стыми неабелевыми группами, и в любой её конечной 2-подгруппе K
все инволюции из K лежат в центре K. Тогда G обладает периодиче-
ской частью, которая изоморфна одной из групп следующего множе-
ства

{J1, L2(Q), Re(P ), U3(R), Sz(F )|Q,P,R, F − локально конечные поля}

[94].

Теорема 113. Пусть U = U3(q), где q = pn, и p — нечетное простое
число. Тогда выполняются следующие свойства:

1.

|U | =
(

1

(3, q + 1)

)
q3(q3 + 1)(q2 − 1).

2. U содержит подгруппу D = D1 ×D2, где D1 = 〈d1〉, D2 = 〈d2〉,

d1 =

(
1 0 0
0 β 0
0 0 β−1

)
, d2 =

(
β 0 0
0 β−2 0
0 0 β

)
,

β – элемент порядка q + 1 из GF (q2), |D1| = q + 1 и |D2| =
(

q+1
(3,q+1)

)
.

3. U содержит подгруппу V = 〈b, w|b3 = w2 = e, bw = b−1〉, где

b =
(

0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

)
, w =

(
0 0 1
0 −1 0
1 0 0

)
.

4. U содержит подгруппы A = 〈i〉 × 〈j〉 и B = 〈w〉 × 〈j〉, где w −
инволюция, определенная в пункте 2,

i =
(

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
— инволюция из 〈d1〉,

j =
(−1 0 0

0 1 0
0 0 −1

)
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— инволюция из 〈d2〉, A — четверная группа, NU (A) = CU (A) h V ,
квадраты элементов из NG(A), порядок которых не равен трем, со-
держатся в CU (A) и CU (A) = D, NU (D) = NU (A) = D h V .

5. Существует v ∈ U , для которого jv = j, iv = w, где i, j, w опре-
делены в пунктах 2, 3.

6. Если q + 1 не делится на 4, то силовская 2-подгруппа группы
U изоморфна полудиэдральной группе SD(m) = {a, b | a2m+1

= b2 =

e, ab = a−1+2m}, где 2m делит q − 1, 2m+1 не делит q − 1.
7. Если q + 1 делится на 4, то силовская 2-подгруппа группы U

изоморфна сплетённой группе Wr(m) = {a1, a2, b | a2m
1 = a2m

2 = b2 =

e, a1a2 = a2a1, a
b
1 = a2, a

b
2 = a1}, где 2m делит q + 1, 2m+1 не делит

q + 1.
8. Все четверные подгруппы из U сопряжены, U содержит эле-

мент порядка 8, и любая 2-подгруппа из U порядка не менее 32 содер-
жит элемент порядка 8.

9. Если q 6= 5, то U = 〈NU (A), NU (B)〉. Eсли q = 5, то
〈NU (A), NU (B)〉 ' A7. Здесь A,B − группы, определенные в пункте
3.

10.

CU (j) =

{(
a11 0 a12
0 |A|−1 0
a21 0 a22

)
| A = ||amn|| ∈ GU2(q)

}
' GU2(q),

GU2(q) = L ·R, |R| =
(

q + 1

(3, q + 1)

)
, L ' SL2(q).

Фактор-группа
GU2(q)/R ' L2(q).

Доказательство. Свойства 1–4 хорошо известны, их доказатель-
ство, например, можно найти в [27]. Свойства 6, 7, 8 доказаны в [132].
Свойство 5 вытекает из свойств 3, 8. Докажем свойство 9. Если q 6= 5,
то NU (A), NU (B) − различные максимальные подгруппы в U . Следо-
вательно, U = 〈NU (A), NU (B)〉. Если q = 5, то U ' U3(5), и непосред-
ственные вычисления показывают, что A7 ' 〈NU (A), NU (B)〉 − макси-
мальная подгруппа в U (см. [144] c. 379). Свойство 10 доказано в [145]
( параграф 13.7).

Теорема 114. Пусть G = U3(2n), P — силовская 2-подгруппа группы
G и B = NG(P ). Тогда:
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1. G = B〈v〉B, где v — инволюция и B ∩ Bv = H — подгруппа
Картана.

2. P — группа периода 4, ступени нильпотентности 2 и P ′ =

Z(P ) = Φ(P ) = Ω1(P ).
3. Любые две силовские 2-подгруппы группы G имеют тривиальное

пересечение.
4. Все инволюции из G сопряжены. Если a − инволюция из P , то

CG(a) = P h H1, где H1 − циклическая группа, причем H1 ≤ B и
Z(P ) ≤ CG(H1).

5. B = P hH, где H − циклическая группа порядка 22n−1
d , где d = 3,

если 3 делит число 2n + 1, и d = 1 в противном случае.
6. H = H0×H1, где H1 — подгруппа из утверждения 4, |H0| = 2n−1

и |H1| = 2n+1
d , причем v инвертирует H0 и централизует H1.

7. P h H0 − группа Фробениуса с неинвариантным множителем
H0, действующим транзитивно на множестве инволюций группы P .

8. CG(H1) = H1 × L, где L ' L2(2n) и S = L ∩ P − силовская
2-подгруппа в L.

9. B/Z(P ) − группа Фробениуса с ядром P/Z(P ) и дополнением
HZ(P )/Z(P ), при этом фактор–группа HZ(P )/Z(P ) либо транзитив-
на на множестве неединичных элементов фактор-группы P/Z(P ), ли-
бо имеет ровно 3 орбиты.

10. G порождается любой парой своих силовских 2-подгрупп.
11. Для любого простого 2′-элемента a ∈ G подгруппа NG(〈a〉) име-

ет четный порядок.
12. |U3(2n)| = 1

(3,2n+1)23n(22n − 1)(23n + 1).
[145].

Теорема 115. Пусть G = L2(q), где q — нечётное число, большее 3.
Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) Силовская 2-подгруппа группы G является группой диэдра.
(2) Если a — инволюция из G, то CG(a) — группа диэдра.
(3) Z(CG(a)) = 〈a〉.
(4) Все инволюции из G сопряжены.
(5) Четверные подгруппы из G самоцентрализуемы.
(6) Если a, b — две неперестановочные инволюции из G, то G =

〈CG(a), CG(b)〉.
(7) Если a, b — две различные инволюции из G и q 6∈ {5, 7, 9, 11}, то

G = 〈CG(a), CG(b)〉.
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Доказательство. Утверждения (1)–(5) хорошо известны, их доказа-
тельства можно найти, например, в [145]. Утверждения (6), (7) вытека-
ют из утверждения (2) и списка максимальных подгрупп группы L2(q)

(см. [144, стр. 377]).

Теорема 116. Пусть G = L2(q), где q = 2n > 2, P — силовская 2-
подгруппа группы G. Тогда

1. P — элементарная абелева группа, и любые две силовские 2-
подгруппы группы G пересекаются тривиальным образом. В частно-
сти, CG(a) = P для любой инволюции a ∈ P .

2. B = NG(P ) = P hH — группа Фробениуса с ядром P и цикличе-
ским неинвариантным множителем H порядка q − 1, действующим
транзитивно на множестве P#.

3. N = NG(H) = H h 〈t〉 — группа диэдра.
4. Если K — подгруппа в G и K обладает нормальной подгруппой

нечетного порядка, то NG(K) — группа диэдра.
5. G порождается любыми двумя силовскими 2-подгруппами.
6. Все инволюции из G сопряжены [145].

Теорема 117. Пусть G = Sz(q), P – силовская 2-подгруппа группы G,
B = PλH — подгруппа Бореля, H — подгруппа Картана из B. Тогда

1. P — группа порядка q2, периода 4, и P ′ = Z(P ) = Ω1(P ).
2. Все инволюции группы G сопряжены, и CG(a) = P для любой

инволюции a ∈ P .
3. Любые две силовские 2-подгруппы в G имеют тривиальное пере-

сечение.
4. H действует транзитивно на множестве инволюций из P .
5. G порождается любой парой своих силовских 2-подгрупп [150].

Теорема 118. Пусть G = Re(q), где q = 32n+1 > 3, a – инволюция из
G, T – силовская 2-подгруппа в G. Тогда:

1. T – элементарная абелева группа порядка 8, CG(T ) = T и H =

NG(T ) = T h (〈b〉h 〈d〉), где 〈b〉h 〈d〉 – группа Фробениуса порядка 21;
2. CG(a) = 〈a〉 × L, где L ' L2(q);
3. G = 〈H,CG(a)〉 = 〈S,CG(a)〉, где S – произвольная силовская 2-

подгруппа группы G, не содержащая инволюции a;
4. все инволюции из G сопряжены в G [142].

Теорема 119.
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Конечными простыми группами 2-ранга 2 (с точностью до
изоморфизмов) являются следующие группы:

{L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)},

где q, p, r — нечетные [133].

Теорема 120.
Конечными простыми группами лиева типа ранга 1 с точностью

до изоморфизмов являются следующие группы:

{L2(q), U3(q), Sz(22n+1), Re(32n+1},

где q > 3 [145].

Теорема 121.
Пусть G — конечная простая неабелева группа, и все инволюции

из ее силовской 2-подгруппы S лежат в центре S. Тогда

G ' {J1; L2(q), q > 3, q = 3, 5 (mod 8); U3(2n); Sz(22n+1; Re(32n+1)}.

При этом G не содержит элементов порядка 8, и все инволюции из G
сопряжены [30, 142].
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Группой Шункова ((сопряженно) бипримитивно конечной группой)
называется такая группа G, в которой для любой ее конечной подгруп-
пы K в фактор-группе NG(K)/K любые два (сопряженных) элемента
простого порядка порождают конечную подгруппу.

Группа называется (группой Черникова (черниковской группой), ес-
ли она либо конечна, либо является конечным расширением прямого
произведения конечного числа квазициклических групп.

Группа называется слабо (сопряженно) бипримитивно конечной,
если два любых ее элемента простого порядка (сопряженных между
собой) порождают конечную подгруппу.

Группа называется слабо q-(сопряженно) бипримитивно конечной,
если два любых ее элемента простого порядка q (сопряженных между
собой) порождают конечную подгруппу.

Группа называется (сопряженно) r-конечной, если любые ее r (со-
пряженных) элементов порождают конечную подгруппу. При r = 2 по-
лучаем определение сопряженно бинарно конечной группы.

Конечные расширения прямых произведений конечного числа (в
частности, и равного нулю) квазициклических групп называются чер-
никовскими группами или группами Черникова.

Локально конечная группа с черниковскими примарными силовски-
ми подгруппами называется SF -группой.

Если порядки всех элементов группы конечны, то она называется
периодической.

Группа без кручения — группа, в которой любой неединичный эле-
мент имеет бесконечный порядок.

Смешанная группа — это группа, содержащая элементы конечного
и бесконечного порядков.

Если множество элементов конечного порядка является подгруппой,
то эта подгруппа называется периодической частью группы.

Группа G обладает полной частью A, если A — абелева группа,
порожденная всеми полными абелевыми подгруппами из G, и G/A не
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обладает полными абелевыми подгруппами.
Элемент второго порядка называется инволюцией.
Группа, порожденная двумя инволюциями, называется группой ди-

эдра.
Говорят, что элемент a является строго вещественным относи-

тельно инволюций i или i-вещественным, если iai = a−1.
Пусть G — группа, H — ее собственная подгруппа. Говорят, что G

и H составляют пару Фробениуса, если для любого элемента x ∈ G \H
H ∩Hx = 1.

Элемент a группы G называется фробениусовым, если G 6= NG(a), и
для любого элемента ag, где g 6∈ NG(a), подгруппа Lg = (a, ag) является
группой Фробениуса с неинвариантным множителем (a).

Элементарная абелева группа — это такая отличная от единицы
абелева группа, все неединичные элементы которой имеют один и тот
же простой порядок.

Локально конечной называется группа, в которой любое конечное
множество элементов порождает конечную подгруппу.

Группа называется локально нормальной, если любое конечное мно-
жество ее элементов содержится в конечной нормальной подгруппе.

Элемент g группы G называется почти регулярным, если CG(g) —
конечная группа.

Максимальная подгруппа — подгруппа группы G, отличная от G и
не содержащаяся ни в какой отличной от G подгруппе.

Группа почти вся обладает некоторым свойством, если она со-
держит нормальную подгруппу конечного индекса, обладающую этим
свойством.

Группа удовлетворяет условию минимальности для подгрупп, если
всякая убывающая цепочка ее подгрупп H1 ≥ H2 ≥ ... обрывается, т. е.
Hn = Hn+1 при любом n, начиная с некоторого номера.

Группа удовлетворяет условию min − inf , если любая цепочка ее
подгрупп A0 ⊃ A1 ⊃ ... ⊃ An ⊃ ... с бесконечными индексами [An :

An+1] (n = 0, 1, ...) обрывается на конечном номере.
Группа G называется финитно аппроксимируемой, если для всяких

различных ее элементов существует гомоморфизм группы G на конеч-
ную группу, при котором образы этих элементов также различны.

Элемент a группы G назовем конечным, если все подгруппы Lg =

(a, ag) группы G конечны.
(a, b) — условием конечности в группе называется ситуация, когда
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элемент a порождает почти с каждым элементом, сопряженным с b,
конечную подгруппу.

Группа G называется s-конечной, если в ней любые s элементов по-
рождают конечную подгруппу.

Если группа s-конечна группа при s = 2, то она называется бинарно
конечной.

Группы, порядки всех элементов которых являются степенями фик-
сированного простого числа p, называются примарными по простому
числу p или примарными p-группами.

Говорят, что группа G является расширением группы A посредством
группы B, если в G существует такая нормальная подгруппа H, что
H ' A, G/H ' B.

Обобщенная группа кватернионов — это группа, заданная соотно-
шениями:

(x, y|x2n = y2 = z, z2 = 1, y−1xy = x−1).

Будем обозначать π(G) — множество простых делителей порядков
элементов группы G.

Op′(G) — максимальная нормальная подгруппа группы G, не содер-
жащая элементов порядка p.

π(G) — множество простых делителей порядков элементов груп-
пы G.

Условие min-ab — условие минимальности для абелевых подгрупп.
Через G̃ будем обозначать полную часть группы G, т. е. такую нор-

мальную полную абелеву подгруппу, фактор-группа по которой не со-
держит полных подгрупп. Через r(H̃) будем обозначать ранг H̃. Ана-
логично определяется p — полная часть группы (p — простое число).

Группа G называется q-бипрититивно конечной, если для любой
конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H любые два элемента
простого порядка q порождают конечную подгруппу.

Под локально конечным радикалом группы понимается ее макси-
мальная нормальная локально конечная подгруппа.

Если множество всех элементов конечного порядка в группе явля-
ется подгруппой, то эту подгруппу называют периодической частью
группы.

Подгруппа H некоторой группы G называется π-бесконечно изоли-
рованной в G, если H содержит централизатор всякого своего нетри-
виального элемента, перестановочного с бесконечным множеством эле-
ментов из H и содержащего в своем централизаторе для любого p ∈ π

231



Группы Шункова

p-элементы из G. В частности, если π = π(G), то подгруппа H называ-
ется бесконечно изолированной в G.

Группа называется 2-полной, если ее силовские 2-подгруппы пол-
ные.

Подгруппа H группы G называется сильно вложенной в G, если
H — собственная подгруппа группы G, содержащая инволюции, и H ∩
x−1Hx не содержит инволюций для x ∈ G \H.

Элемент с конечным централизатором в группе G называется почти
регулярным элементом группы G.

Элемент второго порядка называется инволюцией.
Прямые произведения конечных групп, имеющие для каждого про-

стого числа лишь конечное число множителей с делящимися на p поряд-
ками, и подгруппы таких произведений называются слойно конечными
прямыми произведениями конечных групп.

Говорят, что группа G удовлетворяет условию минимальности для
подгрупп (абелевых подгрупп), если в G любая убывающая цепочка под-
групп (абелевых подгрупп) H1 > H2... обрывается, т. е. Hn = Hn+1 = ...

при некотором n.
Локально конечная группа с черниковскими силовскими p-подгруп-

пами по некоторому простому числу p называется SpF -группой. Группа
G называется SF -группой, если она является SpF -группой для любого
p ∈ π(G).

Группа называется локально нормальной, если в ней любое конечное
множество элементов содержится в конечной подгруппе, нормальной в
самой группе.

Группа называется слойно конечной, если она локально нормальна
и является SF -группой.

Группа называется почти слойно конечной, если она является ко-
нечным расширением слойно конечной группы.

Группа G и ее некоторая собственная подгруппа H, такая, что H ∩
g−1Hg = 1 (∀g ∈ G \H), называется парой Фробениуса и обозначается
(G,H).

Группа G вида G = FλH называется группой Фробениуса, если
(G,H) — пара Фробениуса и G\∪x∈Gx−1Hx = F ∗ = F \{1}. Подгруппа
H называется неинвариантным (дополнительным) множителем, F –
инвариантным множителем или ядром.

Пусть G — локально конечная группа Фробениуса вида G = FλL,
где F — ядро, L — дополнение. В голоморфе (G) возьмем подгруппу
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вида T = FλH, где H = Lλ(t), t — элемент порядка m ≥ 1, индуцирую-
щий в некоторой силовской p-подгруппе из L автоморфизм порядка m,
не делящегося на p. Группу T назовем квазифробениусовой (по модулю
p).

Элемент конечного порядка группы G называется точкой, если, во-
первых, для любой нетривиальной (g)-инвариантной конечной подгруп-
пы K из G множество конечных подгрупп из NG(K), содержащих эле-
мент g, конечно, и, во-вторых, при g = 1 множество элементов конечных
порядков из G конечно. Если |g| = 2, то g называется инволютивной
точкой.

Сильно вложенной называется собственная подгруппа H группы G,
если H содержит элемент порядка 2 (инволюцию) и для любого элемен-
та g ∈ G \H подгруппа H ∩Hg не содержит инволюций.

Элемент называется строго вещественным относительно инволю-
ции, если он при сопряжении этой инволюцией переводится в обратный.

Некоторый элемент g из группы G назовем p-вещественным отно-
сительно некоторого элемента a простого порядка p из G, если гр(g, a)

— группа Фробениуса и g содержится в ее ядре.
Группа G насыщена группами из множества групп X, если любая

конечная подгруппа K из G содержится в подгруппе группы G, изо-
морфной некоторой группе из X [103].

Если в группе G найдутся такие элементы a и b, что для каждого
элемента g ∈ G конечна подгруппа 〈a, bg〉 , то G удовлетвояет сильному
условию (a, b)-конечности.
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