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К 90-летию Игоря Ехиельевича Дзялошинского



ОТ РЕДАКЦИИ

Первого февраля 2021 года исполнилось 90 лет выдающемуся физику-теоретику Игорю Ехиельевичу
Дзялошинскому. Он начинал свою научную деятельность как ближайший ученик и сотрудник Л. Д. Лан-
дау и остается одним из немногих живущих ныне физиков, кто с полным основанием может назвать его
своим непосредственным и прямым учителем. Выступая на защите его кандидатской диссертации, не щед-
рый на похвалы Ландау сказал: «Очень много все хвалили диссертанта, так что одна лишняя похвала мало
что изменит. Но у меня нет никаких оснований его ругать. Я хотел бы подчеркнуть, что за последние годы
тов. Дзялошинский является одним из наиболее талантливых молодых теоретиков, с которыми мне прихо-
дилось встречаться: он выделяется большой инициативностью. Такой вопрос, как вопрос ферромагнетизма,
он поставил по своей инициативе, и по своей инициативе его разрешил». И. Е. Дзялошинскому принадлежит
множество оригинальных работ, большинство из которых были опубликованы в ЖЭТФ, где он работал ре-
дактором. Уже в ранние годы Дзялошинский становится лидером в сообществе физики магнитных явлений.
К числу его основных результатов можно отнести предсказание магнитоэлектрического эффекта, объясне-
ние явления слабого ферромагнетизма в антиферромагнетиках (являющегося результатом взаимодействия,
известного теперь как взаимодействие Дзялошинского –Мория), теорию геликоидальных сверхструктур и
эффектов соизмеримости. Этой же темой замыкается список его публикаций на сегодняшний день: пришед-
шая в 2000-х эпоха «мультиферроиков» фактически и основана на предсказаниях, сделанных более полувека
назад начинающим ученым.

Нельзя не поражаться результативности, энтузиазму и научной любознательности Игоря Ехиельевича
к весьма на первый взгляд далеким друг от друга научным сюжетам в области физики магнетизма и кон-
денсированных сред, статистической физики и жидких кристаллов и полимеров, точно решаемых моделей
и состояний с нарушением симметрии обращения времени. Темы статей, вошедших в юбилейный выпуск
ЖЭТФ в полной мере отражают широту его научных интересов. Особенно хочется отметить, что многие из
этих работ фактически основаны на предсказаниях, сделанных самим Дзялошинским. Мы благодарим всех
авторов этого выпуска и вместе с ними поздравляем Игоря Ехиельевича с юбилеем и желаем ему крепкого
здоровья.

EDITORIAL

February 1, 2021 is the 90th birthday a prominent theoretical physicist, Igor Ekhilievich Dzyaloshinskii. At
the start of his career, Dzyaloshinskii was a student and a closest associate of Lev Landau; now he is among the
few active physicists who can call Landau his teacher. Speaking at the defense of Dzyaloshinskii’s PhD thesis,
Landau, who was hardly lavish in his praise of others, said, “The defender has already received so many commen-
dations that yet another one is hardly necessary. But I have no reason to criticize him. I want to stress that in
the course of recent years, Comrade Dzyaloshinskii has been one of the most talented young theoreticians whom
I have met. He stands out for his creativity. It was his initiative to study the problems of ferromagnetism.”
Dzyaloshinskii authored numerous research papers, most of which were published in JETP; he served as Deputy
Editor-in-chief of JETP for many years, together with E. M. Lifshitz. Early in his career, Dzyaloshinskii became
a leader in the community of the physics of magnetic phenomena. Among his main results are the prediction
of magnetoelectric effect, explanation of weak ferromagnetism in antiferromagnets (resulting from the interaction
now known as Dzyaloshinskii–Moria interaction), the theory of helicoidal superstructures and commensurability
effects. This last is also the subject of his recent papers: the advent of the age of “multiferroics” in the 2000s is
actually based on the predictions made by a young scientist more than half a century ago.

Dzyaloshinskii’s productivity, enthusiasm, and intellectual curiosity are remarkable for having covered appar-
ently disparate subjects: the physics of magnetism, liquid crystals, polymers, exactly solvable models, and states
with time-reversal symmetry violation. The contributions to this anniversary issue of JETP adequately reflect
the scope of his research interests. It is worth noting that many of these works are actually based on the above-
mentioned predictions made by Dzyaloshinskii himself over the many years of his career in science. We are
grateful to all the contributors to this issue and join them in wishing Dzyaloshinskii an excellent anniversary and
good health.
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Представлен краткий обзор многих нетривиальных эффектов, обусловленных взаимосвязью электричес-
ких и магнитных степеней свободы в твердых телах, начало изучения которой было положено И. Е. Дзя-
лошинским в 1959 году. Кратко рассмотрев основные физические свойства мультиферроиков, мы остано-
вимся на различных эффектах в других системах, основанных на тех же физических механизмах, которые
действуют в мультиферроиках. В частности, эти механизмы приводят к нетривиальным электрическим
свойствам различных магнитных текстур, таких как образование диполей на магнитных монополях в спи-
новом льде, на некоторых доменных стенках в обычных ферромагнетиках, на скирмионах и т. д. Также
кратко обсуждается обратный эффект: появления магнитных монополей на электрических зарядах в маг-
нитоэлектриках. Такая необычная электрическая активность различных магнитных текстур проявляется
во многих физических свойствах этих материалов и может иметь прикладное значение.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040015

Электричество и магнетизм представляют собой
две стороны одного и того же физического явления,
что следует, например, из уравнений Максвелла. Их
сильное взаимное влияние играет большую роль как
в фундаментальной физике, так и для практиче-
ских приложений. Очередным поворотом в этой ис-
тории стало быстрое развитие спинтроники [1,2], но-
вой прикладной области, в которой используется не
только заряд, но и спин электронов. Развитие этой
области до современного состояния можно просле-
дить от основополагающих работ И. Э. Дзялошин-
ского по слабому ферромагнетизму, в которых вве-
дено понятие антисимметричного обмена — взаимо-
действия Дзялошинского или Дзялошинского –Мо-
рия (ДМ) [3], и почти одновременно им была пред-
ложена идея линейного магнитоэлектрического эф-
фекта [4]. Обе эти статьи оказали сильное влияние
на развитие магнетизма. В частности, вторая ста-

* E-mail: khomskii@ph2.uni-koeln.de

тья привела к впечатляющему развитию таких на-
правлений, как магнетоэлектрики и мультиферро-
ики [5–13]. Знания, полученные при изучении этих
материалов, можно также применять для исследо-
вания многих других явлений, обусловленных взаи-
мосвязью электрических и магнитных свойств мате-
риалов, причем не только в специальных магнито-
электрических и мультиферроидных соединениях,
но и в обычных магнитных материалах с различ-
ными видами магнитных текстур, таких как маг-
нитные доменные стенки, дефекты, скирмионы и
т. д., проявляющих нетривиальную электрическую
активность. Это является темой данной статьи, ко-
торая частично носит характер краткого обзора, но
также содержит некоторые новые результаты. Та-
ким образом, в названии данной статьи «Мульти-
ферроики и не только» акцент будет сделан на сло-
вах «не только». Следует также отметить, что в сво-
их недавних работах Дзялошинский возвращается к
этой теме [14–17] и, таким образом, его имя снова и
снова возникает в этой области.
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1. МУЛЬТИФЕРРОИКИ: НЕМНОГО
ИСТОРИИ

Начнем с очень краткого описания развития
исследований в области мультиферроиков в моем
представлении. Как упоминалось выше, настоящая
деятельность в этой области началась с публикации
основополагающей статьи Дзялошинского [4], хотя
иногда также цитируется короткая фраза из гораз-
до более ранней статьи Пьера Кюри 1894 года [18], в
которой он упомянул, что нетривиальные электри-
ческие и магнитные свойства в принципе могут сов-
мещаться в одном материале. Но это было лишь об-
щее заявление без привлечения каких-либо конкрет-
ных физических идей. После сделанного Дзялошин-
ским утверждения (вслед за коротким замечанием,
высказанным в книге [19]) о возможном существова-
нии в определенных магнитных системах магнито-
электрического эффекта, индуцированной магнит-
ным полем электрической поляризации, и обратного
эффекта индуцирования намагниченности электри-
ческим полем, этот эффект был очень быстро об-
наружен Астровым [20] в соединении Cr2O3. Вско-
ре последовало довольно быстрое развитие данной
проблемы, причем внимание привлекли не только
магнетоэлектрики, в которых интересные эффекты
возникают во внешнем поле, но и материалы, ко-
торые в основном состоянии в отсутствие внешних
полей могут сочетать магнитные и сегнетоэлектри-
ческие свойства. Такие материалы получили назва-
ние мультиферроиков [21]. Помимо чисто научного
интереса, эти системы могут найти важное практи-
ческое применение, наиболее существенным из ко-
торых в настоящее время является потенциальная
возможность электрического управления магнитной
памятью в компьютерных запоминающих устрой-
ствах за счет эффектов, не связанных с использо-
ванием обладающих диссипацией электрических то-
ков. Это по-прежнему служит основным стимулом
подобных исследований.

Особенно активный поиск и изучение таких си-
стем на ранней стадии исследований проводились
в бывшем Советском Союзе, в основном двумя
группами, Смоленского в Ленинграде, ныне Санкт-
Петербург, и Веневцева в Москве, см., например,
[22,23]. В этих двух группах были открыты несколь-
ко мультиферроиков, но их прикладное значение
ограничивалось либо низкими температурами, при
которых такое состояние существовало, либо от-
носительно слабой связью между электрической и
магнитной подсистемами, что до настоящего вре-
мени остается основным препятствиям для широ-

кого практического использования, хотя за послед-
ние годы в этом направлении был достигнут огром-
ный прогресс. Но, помимо потенциальных приложе-
ний, изучение этих материалов выдвинуло ряд се-
рьезных общефизических вопросов. Одним из них
было первоначальное наблюдение, что в одном из
самых обширных классов материалов, перовскитах
ABO3, к которым принадлежит довольно много маг-
нитных систем, включая хорошо известные манга-
ниты с колоссальным магнитосопротивлением, та-
кие как La1−xSrxMnO3, а также большинство ин-
тересных и практически важных сегнетоэлектри-
ков, начиная с BaTiO3, существует поразительное
“взаимное исключение”: материалы, в которых пе-
реходные металлы B имеют частично заполненные
d-оболочки, являются магнитными, тогда как при
незаполненной d-оболочке с конфигурацией d0 они,
естественно, будут немагнитными, но могут оказать-
ся сегнетоэлектриками. Удивительно, но между эти-
ми двумя большими классами материалов практи-
чески не было перекрытия: либо они были сегне-
тоэлектриками, либо магнетиками, но почти нико-
гда не проявляли оба свойства одновременно. Та-
кое dn–d0-разделение было замечено давно, но дол-
гое время не привлекало внимания. Я помню, что
примерно в 1996 году рассказал об этой проблеме и
вообще о попытках объединить в одном материале
(ферро)магнитные и сегнетоэлектрические свойства
очень хорошему и чрезвычайно эрудированному фи-
зику Джорджу Завадскому, с которым мы оба рабо-
тали в то время в Гронингенском университете, и его
реакция была весьма характерной: «Это ведь очень
интересно! Почему мы ничего об этом не знаем?»
Некоторое время спустя на программе по квантово-
му магнетизму в KITP в Санта-Барбаре в 1998 го-
ду было организовано широкое обсуждение на тему
возможного сосуществования электричества и маг-
нетизма. Никола Спалдин (в то время Никола Хилл)
рассказала на этой встрече о своих ab-initio расчетах
одного «подозрительного» материала BiNiO3 [24], и
мы обсудили это эмпирическое наблюдение о взаим-
ном исключении сегнетоэлектричества (конфигура-
ция d0) и магнетизма (конфигурация dn).

Следующий важный шаг был сделан в 2001 го-
ду, когда Никола организовала специальную сессию
C21 на мартовском митинге Американского физиче-
ского общества, посвященную обсуждению мульти-
ферроиков [25]. Можно сказать, что эта сессия дей-
ствительно привела к возрождению интереса к этой
проблеме и «прославила» мультиферроики. Дейст-
вительно, в 2007 году на мартовском митинге APS
было уже 7 специальных сессий по мультиферрои-
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кам — сессий, а не докладов! В 2008 году термин
«мультиферроики» присутствовал уже в названии
12 сессий мартовского митинга. А началось все с
первой специальной сессии на мартовском митинга
2001 года.

Однако наиболее важным был эксперименталь-
ный прогресс в этой области, достигнутый несколь-
ко позже, в основном тремя группами. В работе [26]
были обнаружены замечательные мультиферроид-
ные свойства соединения TbMnO3, а в работе [27] —
соединения Tb2Mn2O5. Фактически это стало от-
крытием мультиферроиков нового вида, которые те-
перь называют мультиферроиками II типа — систем,
в которых сегнетоэлектричество возникает вследст-
вие определенного магнитного упорядочения, в от-
личие от мультиферроиков I типа, в которых сегне-
тоэлектричество и магнетизм появляются независи-
мо, и чаще всего за них отвечают различные подси-
стемы и ионы. Третьим прорывом стал синтез груп-
пой Рамеша тонких пленок классического мульти-
ферроика I типа BiFeO3 [28], до сих пор остающегося
системой с наилучшими характеристиками и, навер-
ное, с лучшими перспективами для практического
применения (если говорить об одном материале, а не
о композитных системах, таких как, например, мно-
гослойные структуры, состоящие из хороших сегне-
тоэлектриков и хороших ферромагнетиков). Плен-
ки, выращенные в группе Рамеша, обладали весьма
впечатляющими свойствами, демонстрируя гораздо
более сильные эффекты, чем имеющиеся в то вре-
мя объемные кристаллы BiFeO3 (хотя сейчас лю-
ди достигают таких характеристик и в объемном
BFO). Эти три экспериментальных прорыва наря-
ду с осознанием некоторых фундаментальных тео-
ретических проблем и задач привели к возрожде-
нию общего интереса к мультиферроикам и быстро-
му прогрессу в этой области. В настоящее время об-
наружено много новых систем, и, наверное, можно
сказать, что основные физические механизмы, обу-
словливающие это явление, уже поняты, хотя по-
стоянный прогресс в этой области все еще продол-
жается, обнаруживаются новые материалы и новые
явления. Помимо исследования собственно мульти-
ферроиков, опыт и знания, приобретенные при их
изучении, могут применяться для описания похо-
жих явлений в других материалах. В этой статье
я попробую обобщить некоторые из новых достиже-
ний, хотя, конечно, невозможно полностью охватить
эту очень обширную область. Существует достаточ-
но много общих обзорных работ по мультиферрои-
кам [5–13], раздел по мультиферроикам включен в
книгу [29], а также издана специальная книга по

этим системам [30]. В данной работе я не буду по-
дробно обсуждать эти явления, а больше сосредото-
чусь на «побочных эффектах» таких исследований,
в основном, на относительно качественном уровне,
уделив внимание тому, что происходит «за предела-
ми мультиферроиков». Однако сначала будет сделан
краткий обзор основных эффектов и механизмов са-
мих мультиферроиков.

2. МУЛЬТИФЕРРОИКИ: ОСНОВНЫЕ
ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА

Мультиферроики можно условно разделить на
две большие группы [11]. В первую группу, кото-
рую можно назвать мультиферроиками I типа, вхо-
дят материалы, в которых магнетизм и сегнетоэлек-
тричество хотя и взаимосвязаны, но проявляются
независимо и обусловлены разными механизмами и
подсистемами. В этих материалах значения крити-
ческих температур магнитного и сегнетоэлектриче-
ского переходов часто бывают довольно высокими,
причем сегнетоэлектрический переход обычно про-
исходит при более высоких температурах. Лучши-
ми примерами мультиферроиков I типа являются
уже упомянутый BiFeO3, в котором TFE = 1100 K
и TN = 643 K, а также гексагональные мангани-
ты RMnO3 (R — редкоземельный элемент) с TFE ∼
∼ 1000 K и TN ∼ 100 K. Магнитная и сегнетоэлект-
рическая степени свободы в этих системах, разуме-
ется, связаны, но эта связь обычно довольно слабая.

В мультиферроиках II типа сегнетоэлектричест-
во наводится определенным типом магнитного упо-
рядочения. Первыми открытыми мультиферроика-
ми этого класса стали TbMnO3 [26] и TbMn2O5 [27].
Парамагнитное состояние в этих системах не явля-
ется сегнетоэлектрическим, однако сегнетоэлектри-
ческая поляризации может возникать при опреде-
ленном типе магнитного упорядочения. Именно эти
новые материалы вызвали основной общефизиче-
ский интерес и привели к появлению нескольких
новых физических концепций. Благодаря сильной
внутренней связи магнетизма и сегнетоэлектриче-
ства эти материалы могут оказаться более многообе-
щающими с практической точки зрения. Однако, к
сожалению, большинство из них имеют относитель-
но низкие значения критических температур, ниже
которых наблюдается сосуществование сегнетоэлек-
тричества и магнетизма.

Появление электрической поляризации в неко-
торых конкретных магнитоупорядоченных состоя-
ниях в мультиферроиках II типа можно объяснить
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Рис. 1. а — Циклоидная магнитная структура и суммар-
ная электрическая поляризация. б — Механизм возник-
новения дипольного момента (обратный механизм Дзя-
лошинского) или поляризации для пары спинов, см. вы-
ражение (1). Крестиками обозначены положительно заря-
женные ионы переходного металла, а кружком, например,
ион O−2. Жирная зеленая стрелка показывает направле-
ние электрического дипольного момента или электриче-

ской поляризации

за счет двух основных механизмов. Одним из них
является обычная магнитострикция: определенное
магнитное упорядочение может нарушать инвер-
сию, а соответствующее искажение решетки за счет
магнитострикции в некоторых магнитных структу-
рах может привести к появлению электрической
поляризации (см., например, [31]). Этот механизм
не требует наличия спин-орбитального взаимодейст-
вия. Другой, более распространенный и более инте-
ресный механизм в мультиферроиках II типа свя-
зан с релятивистским спин-орбитальным взаимо-
действием и больше напоминает изначальный ме-
ханизм магнитоэлектричества, предложенный Дзя-
лошинским. Существует несколько разновидностей
этого механизма (см., например, [32, 33]). Наиболее
распространенным и важным для выхода «за рамки
мультиферроиков» является механизм возникнове-
ния электрической поляризации в магнетиках с цик-
лоидной магнитной структурой. Этот механизм был
описан в рамках микроскопического подхода в ра-
боте [34], а также получен с использованием разло-
жения Ландау в работе [35]. Согласно этой теории,
если спины двух соседних магнитных ионов некол-
линеарны, для этой пары ионов возникнет электри-
ческая поляризация, пропорциональная

Pij = crij × [Si × Sj ], (1)

где c — некоторый коэффициент. Для циклоидной
магнитной структуры, показанной на рис. 1а, возни-
кает отличная от нуля полная поляризация, поэтому
циклоидным магнетикам присущи свойства мульти-
ферроиков.

Микроскопический механизм возникновения
электрической поляризации был объяснен в работе
[36]. По сути он представляет собой обратный
эффект Дзялошинского. Как указано в работе [3],
в некоторых особых группах симметрии для пары

ионов i, j существует антисимметричное обменное
взаимодействие Дзялошинского –Мория (ДМ):

HDM = −Dij · (Si × Sj) . (2)

Если вектор Дзялошинского D отличен от нуля,
это взаимодействие приводит к скосу соседних спи-
нов. Также и наоборот, если спины по какой-либо
причине неколлинеарны, то для выигрыша в энер-
гии может оказаться выгодным искажение решет-
ки со сдвигом ионов таким образом, чтобы сделать
D �= 0. В типичных случаях, например, в перов-
скитах, обменное взаимодействие между ближай-
шими магнитными ионами Mi и Mj осуществля-
ется за счет суперобмена через лиганд (например,
ионы кислорода), расположенный между ними, см.
рис. 1б. Если этот кислород расположен точно посе-
редине связи (ij), то по симметрии взаимодействие
ДМ равно нулю [37]. Чтобы получить выигрыш в
энергии ДМ (2), необходимо сместить такой кисло-
род на некоторое расстояние δ перпендикулярно свя-
зи (ij), например, в направлении z, см. рис. 1б. То-
гда возникает ненулевое взаимодействие ДМ с век-
тором D ∼ rij ×δ, так что теперь достигается выиг-
рыш в энергии ДМ (2). Однако такое смещение от-
рицательно заряженных ионов кислорода в сторону
от «центра тяжести» положительных зарядов ионов
переходных металлов Mi и Mj создает электричес-
кий диполь или поляризацию в направлении z. Это
обратный эффект Дзялошинского, который являет-
ся основой мультиферроидного поведения во мно-
гих системах, и именно этот механизм может также
привести к электрической поляризации различных
магнитных текстур, таких как некоторые доменные
стенки, скирмионы и т. д., что будет широко «ис-
пользовано» в дальнейшем изложении.

3. ЭЛЕКТРОННЫЕ МЕХАНИЗМЫ СВЯЗИ
ЭЛЕКТРИЧЕСТВА И МАГНЕТИЗМА

Обычно появление электрической поляризации
в магнитоэлектриках и мультиферроиках связано с
соответствующими сдвигами ионов в решетке. Од-
нако такая связь может возникнуть за счет чисто
электронного механизма. В частности, этот меха-
низм может работать во фрустрированных систе-
мах на основе треугольников из ионов переходных
металлов (см. рис. 2). Если описывать d-электроны
в таком треугольнике с помощью обычной модели
Хаббарда

H = −t
∑
〈ij〉,σ

c†iσcjσ + U
∑
i

ni↑ni↓ , (3)
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Рис. 2. Образование электрической поляризации в тре-
угольниках с определенной спиновой структурой. Овалом
на панели б изображено синглетное состояние спинов S2,
S3, для которого S2 +S3 = 0 и S2 ·S3 = − 3

4
(см. выраже-

ние (4))

то можно показать, что для определенных магнит-
ных текстур (спиновых корреляционных функций)
в треугольнике возникает перераспределение заря-
дов таким образом, что в отличие от обычных мот-
товских изоляторов заряд на узле i не равен в точно-
сти 1, а может оказаться больше или меньше 1. Со-
ответственно, в данном случае на таком треугольни-
ке образуется электрический диполь, величина и на-
правление которого определяется спиновой структу-
рой. Таким образом, мультиферроидное поведение
обусловлено чисто электронным механизмом.

В работе [38] (см. также [39]) показано, что для
треугольника при вычислении в модели (3) (для од-
ного электрона на узел с сильными корреляциями
t/U � 1) до третьего порядка по (t/U), заряд на
узле 1 равен

n1 ∼ 1+K [S1 ·(S2+S3)−2S2 ·S3], K = 8t3/U2. (4)

Аналогичные выражения получаются для n2, n3.
Таким образом, если входящая в выражение (4) спи-
новая корреляционная функция отлична от нуля, то
в треугольнике возникает перераспределение заря-
да и образуется электрический дипольный момент
(см. рис. 2). Этот эффект кажется довольно малень-
ким, ∼ t3/U2 � 1, однако можно показать, что
такое же выражение справедливо в случае t ∼ U ,
только с другим значением коэффициента K в вы-
ражении (4). Таким образом, в общем случае этот
чисто электронный механизм наведения электрон-
ной поляризации определенной магнитной тексту-
рой может быть весьма значительным. (На самом
деле вклад искажений решетки в этом случае при-
водит к такому же выражению для поляризации с
той же зависимостью от спиновой структуры [39].)

Достаточно интересно, что в такой же ситуации
для некоторых спиновых текстур в треугольниках
могут также возникать спонтанные круговые токи с

соответствующим орбитальныммоментом. Эти токи
существуют для некомпланарных спинов и опреде-
ляются выражением [38]:

j123 = Cκ(123), (5)

где κ — скалярная спиновая киральность

κ(123) = S1 · (S2 × S3). (6)

Здесь коэффициент C в невырожденной модели
Хаббарда равен C = 24et3/hU2. Таким образом,
некомпланарная спиновая текстура приведет к по-
явлению не только фиктивного магнитного поля от
фазы Берри [40], но также и реальных орбитальных
токов и орбитальных моментов, пропорциональных
скалярной спиновой киральности (6). Далее будут
приведены примеры этого эффекта.

Физические механизмы, описанные в этом и
предыдущих разделах, могут быть использованы
для предсказания или объяснения не только неко-
торых свойств мультиферроиков, но также явле-
ний, связанных со взаимодействием электрических
и магнитных степеней свободы в других случаях.
Это будет обсуждаться в следующих разделах.

4. ДИПОЛИ НА МОНОПОЛЯХ В
СПИНОВОМ ЛЬДЕ

В некоторых фрустрированных системах (так
называемом спиновом льде) было недавно обнару-
жено очень интересное явление образования воз-
буждений, обладающих свойствами магнитных мо-
нополей [41,42]. После теоретического предсказания
таких монополей они были обнаружены и широко
изучены экспериментально (см., например, [43–45]).
Подобные монополи были впервые предсказаны и
наблюдались в спиновом льде на пирохлорной ре-
шетке Dy2Ti2O7, состоящей из тетраэдров с изин-
говскими магнитными ионами (в данном случае
диспрозия) в вершинах, магнитные моменты кото-
рых направлены к центру или от центра тетраэд-
ров (рис. 3). Обычное основное состояние спинового
льда соответствует конфигурации (2-in)–(2-out) (в
каждом тетраэдре два момента направлены внутрь,
два наружу); такое распределение спинов не явля-
ется единственным и оказывается сильно фрустри-
рованным. Конфигурация монополя, которая для
обычного спинового льда является возбужденным
состоянием при конечной температуре, но также
может быть стабилизирована внешним магнитным
полем, соответствует состоянию (3-in)–(1-out) (мо-
нополю μ с магнитным зарядом внутри тетраэд-
ра +2Q, где каждый спин представляется в виде
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Рис. 3. Возникновение электрических диполей (жирные зе-
леные стрелки) для монополей (а) и антимонополей (б)
на тетраэдрах с ионами металлов в вершинах, из которых
образована пирохлорная решетка с состоянием спинового
льда. Здесь и далее монополи изображены розовым, а ан-

тимонополи голубым цветом

пары магнитных зарядов (+Q,−Q)), или состоянию
(1-in)–(3-out) (антимонополю μ̄ с зарядом −2Q). Та-
кие монополи и антимонополи могут перемещаться
в спиновом льде на пирохлорной решетке за счет пе-
реворачивания некоторых спинов, оставляя след из
перевернутых спинов, но вследствие присущего со-
стоянию спинового льда спинового беспорядка, та-
кие струны не обладают жесткостью (энергия не
растет линейно с длиной струны, как в случае со-
стояния с дальним порядком), т. е. между такими
объектами отсутствует притяжение, поэтому моно-
поли и антимонополи могут существовать в крис-
талле как независимые возбуждения.

Это относится к магнитным степеням свободы
в таких системах. Однако в рамках подхода, опи-
санного в предыдущем разделе [см. выражение (4)],
можно показать, что в этом случае с каждым маг-
нитным монополем будет связан электрический ди-
поль [46]. Действительно, из выражения (4) сле-
дует, что для обычных состояний спинового льда
(2-in)–(2-out) [а также для состояний (4-in) или
(4-out)] суммарный дипольный момент отсутствует.
Но из этого же выражения сразу видно, что в мо-
нополях и антимонополях будет ненулевой электри-
ческий дипольный момент (жирная зеленая стрел-
ка), направленный в сторону «выделенного» спина
(красная стрелка на рис. 3 — спин наружу в моно-
поле, спин внутрь в антимонополе). (Поскольку вы-
ражение (4) является четным по спинам, переворот
всех спинов при переходе от монополя к антимоно-
полю не меняет направление диполя.) Такие элект-
рические диполи на каждом магнитном монополе в
обычном спиновом льде оказываются случайными и
динамическими и вносят дополнительную электри-
ческую активность в состояние с монополями. Такие

Рис. 4. Возникновение электрического диполя на магнит-
ном треугольнике, из которых образованы кагоме-системы

с состоянием спинового льда

Рис. 5. Спонтанный ток (тонкая круговая стрелка) и
соответствующий орбитальный момент (жирная голубая
стрелка) на магнитном монополе в пирохлорном спиновом
льде. Поскольку выражение (6) нечетно по спинам, токи и
орбитальные моменты в монополях и антимонополях на-
правлены в разные стороны, в отличие от электрических

диполей

диполи и их следствия действительно наблюдались
экспериментально в Dy2Ti2O7 и Tb2Ti2O7 [47,48]. В
сильном магнитном поле H ‖ [111] на каждом узле
спинового льда появляются упорядоченные монопо-
ли и антимонополи, и, соответственно, дипольные
моменты на каждом тетраэдре будут упорядочены
антисегнетоэлектрическим образом [46].

Аналогичный эффект должен существовать и в
спиновом льде на решетке кагоме (рис. 4). В отличие
от пирохлоров, здесь монопольная [(2-in)–(1-out)]
или антимонопольная [(1-in)–(2-out)] конфигурации
существуют на каждом треугольнике уже в основ-
ном состоянии. Поэтому из уравнения (4) следу-
ет, что на каждом треугольнике существуют элек-
трические диполи. В реальном основном состоянии
спинового льда спиновые конфигурации, то есть в
данном случае монополи и антимонополи, являют-
ся случайными, поэтому связанные с ними диполи
также будут случайными и флуктуирующими.

С помощью уравнений (5), (6) можно показать,
что на магнитных монополях в пирохлорном спино-
вом льде также существуют спонтанные токи и ор-
битальные моменты (рис. 5). В состоянии спинового
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льда с возбужденными монополями они являются
случайными и динамическими. [Следует отметить,
что в отличие от диполей, токи также существу-
ют в тетраэдрах с обычной спиновой конфигурацией
(2-in)–(2-out)].

5. ФРАГМЕНТИРОВАННЫЙ МОМЕНТ И
ДИПОЛИ

Интересным поворотом в этой истории являет-
ся сделанное недавно предположение [49] о том,
что в спиновом льде может существовать новое со-
стояние с фрагментированными спинами или маг-
нитными моментами. Эта идея основана на разло-
жении Гельмгольца намагниченности на безвихре-
вую и бездивергентную компоненты, первая из кото-
рых фактически описывает распределение магнит-
ных монополей — источников магнитного поля в си-
стеме.

M(r) = Mmono +Mice = −∇ρ+ curlA, (7)

где ρ(r) — плотность магнитных зарядов («монопо-
лей»), а второе слагаемое представляет собой без-
дивергентную часть намагниченности, соответству-
ющую исходной конфигурации спинового льда с со-
стоянием (2-in)–(2-out) с нулевым полным магнит-
ным зарядом на каждом тетраэдре. (Естественно,
разложение (7) не противоречит уравнениям Макс-
велла, в частности div B = 0, так как B = H+4πM

и div H = −4π div M, см., например, работу [50].)
При этом наиболее интересной особенностью яв-
ляется возможность существования нетривиально-
го частично упорядоченного состояния, в котором
монополи и антимонополи существуют и полностью
упорядочены в основном состоянии, тогда как сами
спины по-прежнему разупорядочены (см. рис. 6 для
спинового льда на решетке кагоме с фрагментиро-
ванными моментами [51,52]).

Возникает вопрос, что станет с дипольной элект-
рической активностью в таком состоянии. Можно
показать [53], что в таких состояниях диполи будут
по-прежнему существовать, но не в свободном ви-
де, а всегда объединенными в пары (d,−d) (рис. 6).
Таким образом, переход в состояние с фрагмен-
тированными моментами приводит к уменьшению
электрической активности, например, микроволно-
вого поглощения. Спонтанные токи и соответствую-
щие орбитальные моменты на монополях также объ-
единяются, в данном случае в пары (L,L) с парал-
лельными орбитальными моментами L [53].

Существенной особенностью состояния с фраг-
ментированными моментами в спиновом льде явля-

Рис. 6. Спиновый лед на решетке кагоме с фрагменти-
рованным моментом. В спиновом льде на пирохлорной
решетке такое состояние выглядит аналогично [49, 53].
Электрические диполи также показаны жирными зелены-

ми стрелками

ется сосуществование в одной спиновой системе как
упорядоченных (монополи), так и неупорядоченных
(сами спины) компонент. Столь необычная ситуация
определяет также необычные свойства дефектов и
доменных границ в этих системах. В любом упоря-
доченном состоянии необходимо учитывать дефек-
ты или возбуждения, нарушающие идеальный по-
рядок, а также возникновение доменов и доменных
стенок [54]. В данном случае можно также созда-
вать точечные дефекты разных типов, например,
«обратный» монополь, т. е. заменять антимонополь
на монополь, или возбуждения нового типа, такие
как состояние с тремя спинами внутрь («супермо-
нополь» с магнитным зарядом 3Q внутри треуголь-
ника) в спиновом льде на решетке кагоме, в кото-
ром на каждом треугольнике есть монополи и ан-
тимонополи (с зарядами ±Q) в упорядоченном со-
стоянии с фрагментированными моментами. Можно
также формировать доменные стенки в двухподре-
шеточном упорядоченном состоянии μ−μ̄ (такие как
доменные стенки в антиферромагнетике). При этом
все подобные дефекты или текстуры сосуществуют
с сохранившимся спиновым беспорядком!

Можно показать, что такие дефекты или домен-
ные стенки также могут изменять электрические
свойства. На первый взгляд может показаться, что
каждый такой дефект приводит к образованию сво-
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Рис. 7. Электрические диполи на дефектах в состоянии спинового льда с фрагментированными моментами на решетке
кагоме (в пирохлорах ситуация аналогична) [53]. а — Типичная ситуация для дефектов и доменных стенок: видно, что
как минимум в одном из двух соседних треугольников с монополями имеется непарный диполь. б — «Супермонополь-
ный» дефект (треугольник с тремя спинами внутрь). Путем перестановки спинов можно убрать непарные диполи. в —
Образование непарных диполей при замене антимонополя на монополь. г — Один из типов доменной стенки в состоянии

с упорядоченными монополями, на которой возникают непарные диполи

бодных диполей: в состоянии с фрагментированны-
ми моментами диполи объединяются в пары (d,−d),
дефекты удаляют из пары один диполь, а второй
остается непарным. Но на самом деле это не всегда
так. Например, «супермонополь» (состояние с тре-
мя спинами внутрь на треугольнике в спиновом льде
на решетке кагоме или с четырьмя спинами внутрь
на тетраэдре в пирохлоре) не может создать такие
свободные диполи: используя оставшуюся свободу
спинов, можно «переставить» их таким образом, что
свободные диполи исчезают, см. рис. 7б. Но другие

типы дефектов, например замена μ на μ̄, обязатель-
но приводят к образованию непарных диполей (да-
же сразу трех в спиновом льде на решетке кагоме,
рис. 7в, и четырех в пирохлорах). Типичная кон-
фигурация таких дефектов представляет собой пару
соседних монополей, см. рис. 7а. Видно, что в таком
случае должен возникнуть хотя бы один непарный
диполь, что приводит к появлению непарных дипо-
лей на дефекте, изображенном на рис. 7в. Непарные
диполи могут также возникать на доменных стенках
различного типа, см., например, рис. 7г. Вероятно,
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это можно использовать для управления, ориенти-
рования и перемещения таких дефектов или домен-
ных стенок с помощью (неоднородного) электриче-
ского поля, что потенциально может быть полезно
для некоторых приложений.

6. ДИПОЛИ И МАГНИТНЫЕ ТЕКСТУРЫ В
ОБЫЧНЫХ МАГНЕТИКАХ: ДОМЕННЫЕ

СТЕНКИ, СКИРМИОНЫ И Т.Д.

При рассмотрении мультиферроиков мы видели,
что в определенных спиновых конфигурациях, на-
пример, циклоидных, должны возникать электриче-
ские диполи или поляризация, см. рис. 1а. Но такая
же локальная спиновая конфигурация может суще-
ствовать во многих других ситуациях, например, в
доменных стенках неелевского типа в обычных фер-
ромагнетиках (см. рис. 8). Магнитную структура та-
кой доменной стенки можно представить в виде ча-
сти циклоиды, т. е. согласно выражению (1) она так-
же должна иметь отличную от нуля электрическую
поляризацию [35]. Следовательно, можно подумать
о воздействии на такие доменные стенки электри-
ческим полем, что было предложено в работе [14].
Такая же идея возникла ранее у группы авторов из
Московского университета, которые провели соот-
ветствующие эксперименты [55]. Используя пленки
обычного магнитного граната, хорошего ферромаг-
нитного изолятора с температурой Tc выше комнат-
ной, авторам этой работы удалось наблюдать дви-
жение неелевских доменных стенок при приложе-
нии к образцу неоднородного электрического поля,
просто создаваемого импульсом напряжения в за-
остренной медной проволоке, расположенной вбли-
зи пленки (см. рис. 9): электрические диполи, суще-
ствующие на неелевских доменных стенках, притя-
гивались в область более сильного электрического
поля вблизи острия. Этот идейно простой, но кра-
сивый эксперимент подтверждает основные физи-
ческие идеи, впервые разработанные при изучении
мультиферроиков, что теперь может быть использо-
вано во многих других случаях.

На основе тех же физических принципов взаи-
мосвязи магнитных и электрических степеней сво-
боды в некоторых магнитных текстурах можно так-
же объяснить эксперимент по созданию спираль-
ных магнитных структур в тонких магнитных сло-
ях на поверхности немагнитных металлов. Было об-
наружено, что магнитная структура монослоя мар-
ганца на поверхности вольфрама оказывается цик-
лоидальной вместо ожидаемой коллинеарной [56].

Рис. 8. Электрические диполи на неелевской доменной
стенке в ферромагнетике

Рис. 9. Схема эксперимента из работы [55], показывающе-
го движение доменной стенки неелевского типа в обычном
ферромагнитном диэлектрике при приложении импульса
напряжения, создающего неоднородное электрическое по-
ле в образце. Красными стрелками показаны спины, жир-
ные зеленые стрелки — электрические диполи на доменной

стенке

Этот эффект был объяснен в работе [57] в рам-
ках микроскопического подхода с учетом взаимо-
действия Дзялошинского –Мория, которое должно
присутствовать на поверхности, которая, естествен-
но, нарушает инверсию. Однако качественно этот
эффект очень просто объясняется за счет того же
механизма, что и возникновение электрической по-
ляризации в циклоидальных структурах. Как пока-
зано на рис. 1а, циклоидальная структура приводит
к возникновению электрической поляризации, на-
правленной в плоскости циклоиды перпендикулярно
ее направлению. Обратно, если в системе существу-
ет собственная поляризация или собственное элек-
трическое поле, это приводит к образованию цик-
лоидальной магнитной структуры. Такое электри-
ческое поле всегда существует на поверхности ме-
талла из-за двойного слоя или перепада потенциа-
ла (работы выхода). Поэтому можно ожидать, что
вместо коллинеарной магнитной структуры в этом
случае возникнет циклоидальная структура с опре-
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Рис. 10. Электрические диполи на скирмионах. Считается, что в объеме спины направлены вверх, а в центре скирмиона
вниз. По мере приближения к центру спины (красные стрелки) поворачиваются таким образом, что на некоторой «сред-
ней» окружности оказываются в плоскости xy: а — блоховский скирмион, б — неелевский скирмион. Из выражения (1)

следует, что в обоих случаях возникают радиальные электрические диполи (жирные зеленые стрелки)

деленным направлением вращения спинов. Именно
это наблюдалось в работе [56]. Такое вращение спи-
на связано с проигрышем в энергии анизотропии,
поэтому слишком сильная анизотропия, например,
легкоплоскостная (которая часто имеет место в маг-
нитных пленках) может подавлять образование цик-
лоид. Однако если анизотропия не слишком сильна,
образование циклоид становится возможным. Поми-
мо магнитных спиралей в подобных случаях могут
возникать магнитные скирмионы, которые наблю-
дались в двойном слое железа на иридии [58].

Еще один интересный эффект на основе тех же
физических принципов был обнаружен при прило-
жении к системе неоднородного электрического по-
ля. По сути этот эксперимент аналогичен описанно-
му выше эксперименту группы МГУ. В работе [59]
(см. также [60]) было обнаружено, что скирмио-
ны можно создавать при помощи иглы туннельного
микроскопа под электрическим напряжением, при-
чем только при одной полярности. По крайней ме-
ре качественно это наблюдение можно снова объяс-
нить описанным выше физическим механизмом. Су-
ществует два типа скирмионов: в одних спины вра-
щаются как в блоховских доменных стенках, так что
в середине скирмиона они направлены вдоль окруж-
ности, см. рис. 10а, а в других — как в неелевс-
ких доменных стенках, и тогда спины на «средней»
окружности направлены от центра или к центру,
см. рис. 10б. Используя выражение (1), можно по-
казать [61], что в таких текстурах будут появляться
локальные электрические диполи, причем в обоих
случаях диполи будут направлены радиально (зе-

леные стрелки на рис. 10). (Для неелевских скир-
мионов также должна возникать полная поляриза-
ция, перпендикулярная плоскости скирмиона.) При
приложении напряжения к наконечнику создается
неоднородное электрическое поле. Его радиальная
составляющая будет взаимодействовать с радиаль-
ными диполями скирмионов и, в зависимости от по-
лярности, приведет либо к выигрышу, либо к про-
игрышу в энергии. Поэтому действительно можно
ожидать, что поле одной полярности стабилизирует
скирмионы под иглой, а поле противоположной по-
лярности препятствует их возникновению. Эта прос-
тая картина может объяснить экспериментальное
наблюдение [58].

7. ДИПОЛИ НА СПИНОВЫХ ВОЛНАХ

С помощью использованного в предыдущем раз-
деле подхода можно также предсказать нетривиаль-
ный эффект даже для обычных спиновых волн в
ферромагнетиках. Боголюбов давно задавался во-
просом [62], существует ли какой-нибудь нетриви-
альный электрический эффект, обусловленный спи-
новыми волнами. Он фактически рассмотрел то, что
позже стало известно как модель Хаббарда, и при-
менил ее по теории возмущений, предвосхищая, в
частности, гораздо более позднюю трактовку свер-
хобмена Андерсоном, Гуденафом и другими. Далее
он задал вопрос, могут ли магноны (если рассматри-
вать их не в чисто магнитных моделях, а вернуться
к первоначальному электронному описанию) нести
небольшой электрический заряд. В некотором смыс-
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Рис. 11. Возникновение электрического диполя на магноне
в ферромагнетике

ле рассмотрение в работе [38] по духу напоминает
этот старый подход Боголюбова. Его вывод оказал-
ся несколько двусмысленным: он не получил ника-
кого реального тока, переносимого магнонами, но в
его результатах фактически содержались выраже-
ния, эквивалентные токам из-за спиновой кирально-
сти. Недавно аналогичный вопрос был рассмотрен в
работе [63] для конкретного случая с токами сдвига
в мультиферроиках. Было получено, что в опреде-
ленных ситуациях на магнонах действительно могут
существовать нетривиальные электрические эффек-
ты.

Используя описанный выше подход, в частности,
выражение (1) для электрической поляризации ско-
шенных спинов, можно привести соображения, что
обычные спиновые волны, например, в ферромагне-
тиках будут обладать электрической активностью,
однако они будут нести не электрический заряд, а
электрические диполи [11]. В самом деле, квазиклас-
сическое представление магнона, мгновенный сни-
мок которого показан на рис. 11, состоит в том, что
спины слегка отклонены от направления средней на-
магниченности z и прецессируют вокруг него, при-
чем в спиновой волне эта структура «движется» с
определенной скоростью.

Если посмотреть на структуру, изображенную на
рис. 11, сразу становится понятно, что в то вре-
мя как z-компонента намагниченности постоянна
(и лишь немного меньше Mmax), перпендикулярные
xy-компоненты намагниченности образуют в точно-
сти такую циклоиду, как на рис. 1! Поэтому из того
же выражения (1) можно ожидать появления элек-
трических диполей на обычных спиновых волнах,
изображенных на рис. 11. Если создать пакет спино-
вых волн, то при движении в образце он будет пере-
носить не только намагниченность, но и перпенди-
кулярный электрический диполь. Трудно предста-
вить, какие экспериментальные проявления можно
ожидать от наличия таких диполей; возможно, они
могут вносить вклад, например, в рамановское рас-
сеяние света на магнонах за счет изменения правил

Рис. 12. Образование магнитного монополя (радиально-
го магнитного поля) на заряде в магнитоэлектрическом
материале (с ненулевыми диагональными компонентами

магнитоэлектрического тензора αij)

отбора или могут привести к некоторым другим по-
добным эффектам.

8. МОНОПОЛИ НА ЗАРЯДАХ В
МАГНИТОЭЛЕКТРИКАХ

В предыдущих разделах мы обсудили несколько
случаев, в которых определенные магнитные текс-
туры приводят к возникновению электрических ди-
полей или токов. Однако существует и обратный
эффект: в некоторых случаях электрические заря-
ды могут вызывать магнитный отклик и, в частнос-
ти, приводить к образованию магнитных монополей
[16, 64]. Это происходит в магнитоэлектриках. Дей-
ствительно, рассмотрим магнитоэлектрик с диаго-
нальным магнитоэлектрическим тензором αij . За-
ряд, помещенный в такой материал, создает ради-
альное электрическое поле, но из-за магнитоэлек-
трического эффекта также появится намагничен-
ность

Mi =
∑
j

αijEj . (8)

В случае диагонального магнитоэлектрического
тензора αij эта намагниченность также окажется
радиальной и будет иметь форму эллипсоида. Из
того же разложения Гельмгольца (7) видно, что
она будет иметь безвихревую компоненту (сфери-
ческую часть моментов, показанную на рис. 12),
и бездивергентную компоненту квадрупольного
вида. Первая компонента эквивалентна наличию
магнитного монополя на месте пробного заряда.

Существование таких монополей может приве-
сти к ряду нетривиальных последствий, в частно-
сти для транспортных свойств таких систем [64].
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Можно также обнаружить экспериментально изме-
римые эффекты путем размещении и передвижения
зарядов над поверхностью таких магнитоэлектри-
ков. Зеркальный заряд, создаваемый при этом внут-
ри магнитоэлектрика, приведет к образованию маг-
нитного монополя, магнитное поле которого вне об-
разца может быть измерено экспериментально. Та-
кие измерения, подтвердившие данную картину, бы-
ли выполнены недавно в работе [17], соавтором ко-
торой является И. Е. Дзялошинский.

В заключение можно сказать, что в различных
магнитных текстурах действительно существуют
разнообразные и очень интересные электрические
эффекты. Это еще одно проявление нетривиаль-
ного взаимодействия магнитных и электрических
степеней свободы в твердых телах, открытого
Дзялошинским более 50 лет назад, но до сих пор
преподносящего все новые и новые сюрпризы.
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In a linear magnetoelectric material, an applied
electric field induces a magnetization linearly propor-
tional to the field strength, and an applied magnetic
field induces a corresponding linear electric polariza-
tion. The first mention of the phenomenon, to our
knowledge, is in the original 1958 edition of the clas-
sic Electrodynamics of Continuous Media by Landau
and Lifshitz [1], with the brief statement that an effect
resulting from a linear relation between the magnetic
and electric fields in a substance is possible in princi-
ple. Soon after, Dzyaloshinskii proved using symmetry
arguments that the behavior should occur in chromia,
Cr2O3 [2]. This was then the material of choice for the
first experimental demonstration of the linear magne-
toelectric effect by Astrov [3].

A symmetry requirement for the existence of a lin-
ear magnetoelectric response is that both time-reversal,
T , and space-inversion, P , symmetries are broken. This
condition is the same as that for a non-zero magneto-
electric multipole tensor, Mij =

∫
riμj(r) d

3r, which
is the second order coefficient in the multipole expan-
sion of the energy of a spatially varying magnetization,
μ(r), in a spatially varying magnetic field, H(r) [4–6]:

* E-mail: nicola.spaldin@mat.ethz.ch

Energy =−
∫

μ(r) ·H(r) d3r =

=−
∫

μ(r) ·H(0) d3r−

−
∫
riμj(r)∂iHj(0) d

3r − . . . (1)

Here, the expansion in powers of the field gradients is
calculated at some arbitrary reference point r = 0, and
i, j are Cartesian directions with summation over re-
peated indices implied. The usual magnetic dipole mo-
ment, m =

∫
μ(r)d3r appears in the first term of the

expansion of Eq. (1); the Mij tensor appears in the
second term. When appropriately normalized by the
volume in the case of bulk, periodic systems we will
call it the magnetoelectric multipolization, by analogy
with the magnetization or polarization. It provides a
bulk, thermodynamic quantity associated with “mag-
netoelectricness”, complementing the usual definition
of magnetoelectricity as a response function.

One scenario in which this thermodynamic aspect
manifests, which was pointed out by Dzyaloshinskii in
1992 [7], is in the power-law decay of the external mag-
netic field around an antiferromagnetic material with a
net non-zero magnetoelectric multipolization. Power-
law behavior is fundamentally different from the ex-
ponential field decay expected around a conventional
centro- or time-reversal symmetric antiferromagnet [7].
In the particular case of the prototypical magnetoelec-
tric Cr2O3, which is uniaxial and has non-zero magne-
toelectric multipolization below its Néel temperature,
Dzyaloshinskii showed that the external field should
have the angular form of a magnetic quadrupole. As in
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Fig. 1. a) Surface charge associated with ferroelectric polarization, P. b) Surface magnetic dipole moment associated with
magnetoelectric multipolization, Mzz, which can be represented as the sum of a magnetoelectric monopole and z2 quadrupole.
The − signs, + signs and small black arrows on the surfaces indicate negative charge, positive charge and magnetic dipole
moments. The ferroelectric has negative charge on its lower surface and positive charge on its upper surface; the magnetoelectric

has positive magnetic dipole moments (pointing outwards from the sample) on both its upper and lower surfaces

the case of the original magnetoelectric response predic-
tion, this was subsequently confirmed by Astrov [8, 9],
although the measured field strength was smaller in
magnitude than predicted. The intrinsic bulk nature
of the measured external field dependence was sub-
sequently questioned, however, when it was pointed
out that any antiferromagnet can in principle have a
surface magnetization that, depending on the sample
shape and choice of surface termination, could give rise
to a magnetic field [10]. The discussion was further
enriched by recent theoretical demonstrations that cer-
tain surfaces of a magnetoelectric antiferromagnet will
always have a surface magnetization [11] and associ-
ated external magnetic field [12] as a consequence of
the bulk magnetoelectric multipolization.

In this paper, we revisit Dzyaloshinskii’s pioneer-
ing work on the linear magnetoelectric effect in light
of the modern theory of ferroelectric polarization, and
approach the description of the surface magnetism of
magnetoelectric antiferromagnets by making a corre-
spondence with the surfaces of ferroelectrics. We show
that the surface magnetic dipole moment associated
with magnetoelectric materials is analogous to the
bound surface charge in ferroelectrics, in that it can

be conveniently described in terms of the bulk magne-
toelectric multipolization that is analogous to the fer-
roelectric polarization. We define the intrinsic surface
magnetization to be this surface magnetic dipole mo-
ment per unit area, and provide a convenient recipe
for extracting it for any surface plane, from knowledge
of the bulk magnetic order. We demonstrate the pro-
cedure for the prototypical magnetoelectric material,
Cr2O3, in which Dzyaloshinskii first identified the lin-
ear magnetoelectric effect, and compare the value of the
intrinsic surface magnetization to recent experimental
measurements. Finally, we show that the description is
also relevant for non-magnetoelectric antiferromagnets,
allowing a classification into one of two types with fun-
damentally different surface magnetic properties: the
trivial case, in which the allowed magnetoelectric mul-
tipolization values contains zero, and non-trivial anti-
ferromagnets whose magnetoelectric multipolization is
non-zero, in spite of their not being magnetoelectric.

From a quick glance at the units of electric polar-
ization, which are dipole moment per unit volume or
equivalently charge per unit area, it is clear that a sur-
face perpendicular to the polarization direction in a
ferroelectric material carries a bound charge per unit
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Fig. 2. (Color online) A semi-infinite slab of Cr2O3 with a
(0001) surface, shown projected down the y axis. Cr and O
ions are shown in blue and red respectively, and the arrows in-
dicate the directions of the local magnetic moments on the Cr
ions. The symbol . . . (black dots) indicate continuation of the
structure. The black rectangle shows a choice of hexagonal
unit cell, which, in combination with the numbered Cr ions,

can be periodically repeated to tile the slab

area equal to the value of the polarization, with the sign
of the surface charge given by the direction of polariza-
tion, as shown in Fig. 1a. (For a rigorous derivation
see Ref. [13].)

While the ferroelectric polarization has units of
charge per unit area, the magnetoelectric multipoliza-
tion, or magnetoelectric multipole per unit volume, has
units of magnetic dipole moment per unit area. There-
fore, by analogy with the ferroelectric case, the surface
of a magnetoelectric should have a magnetic dipole mo-
ment per unit area, whose size and orientation depends
on the bulk magnetoelectric multipolization. We refer
to this as the intrinsic surface magnetization, since it re-
sults from a bulk property of the material; it is this sur-
face magnetization that was discussed in Ref. [11]. In
Fig. 1b we illustrate the analogy with ferroelectricity for
the case of a uniaxial magnetoelectric such as Cr2O3 in
which the Mzz component of the magnetoelectric mul-
tipolization tensor (which can be decomposed into the
magnetoelectric monopolar and z2 quadrupolar contri-
butions shown) is non-zero. The Mzz component re-
sults in a z-oriented magnetic moment pointing away
from the sample on the (001) and (001̄) surfaces in this
example.

Our procedure for extracting the surface magnetiza-
tion of a semi-infinite slab of an antiferromagnet from
its bulk magnetoelectric multipolization follows that
for determining the surface charge from the bulk ferro-

electric polarization [14, 15]. For a particular choice of
surface plane orientation and atomic termination, we
identify the unit cell that tiles the semi-infinite slab;
an example for the (0001) surface of Cr2O3 is shown in
Fig. 2. We then calculate the magnetoelectric multi-
pole of that unit cell, and normalize it to the unit cell
volume; by analogy with the ferroelectric case we call
this Mbulk. For the illustrated surface, domain and
unit cell of Cr2O3, only Mbulk

zz is non-zero, and it has
the value −2.35μB/nm2 (taking the atomic positions
and lattice parameters from Ref. [16]). The surface
magnetic dipole per unit area, which we define to be
the intrinsic surface magnetization, can then be read
off directly from the i, j components of the Mbulk ten-
sor, with the first index, i, indicating the x, y or z
orientation of the surface magnetic dipole moments at
the surface plane normal to the second index, j. For
the case of Cr2O3 both (0001) surfaces shown have a
surface magnetization of 2.35μB/nm2 pointing into the
sample.

In the full manuscript, the procedure is also ap-
plied to calculation of the interfacial magnetism in het-
erostructures of Fe2O3/Cr2O3, and to model non-mag-
netoelectric systems.
Summary and outlook. In summary, we re-

viewed the phenomenology of magnetoelectric multi-
polization in bulk, periodic solids, and provided an
analogy with various aspects of the ferroelectric po-
larization. We showed that the analogy provides a par-
ticularly convenient picture of the surface magnetiza-
tion that is associated with magnetoelectric materials
[10, 11], and we provided the following straightforward
recipe to extract it from the bulk magnetoelectric mul-
tipolization for a given surface plane:

1) for the surface plane and chemistry of interest,
identify the unit cell and ionic basis that tiles a semi-
infinite slab of the system;

2) calculate the components of the bulk magneto-
electric multipolization, Mbulk

ij , using this unit cell and
basis of ions, and normalizing it to the unit cell volume;

3) the non-zero components of Mbulk
ij that have a

contribution normal to the surface plane then give di-
rectly the size and orientation of the intrinsic surface
magnetization.
We argued that such an intrinsic surface magnetiza-
tion is possible even at the surface or interface of a
non-magnetoelectric material, and distinguished two
cases: In non-magnetoelectric materials whose multi-
polization lattice contains zero it is always possible to
choose a stoichiometric termination with zero magnetic
moment for any choice of surface plane, although this
might not necessarily be the lowest energy termina-
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tion. In non-magnetoelectric materials whose multi-
polization lattice contains the half-multipolization in-
crement, in contrast, surface planes exist for which an
intrinsic magnetic moment can not be avoided for sto-
ichiometric terminations.

We mentioned some phenomena for which these
concepts might be relevant and which could provide
interesting directions for future work. In particular,
the intrinsic surface magnetization arising from the
magnetoelectric multipolization could have implica-
tions for the relative stability of antiferromagnetic
surfaces and interfaces, the formation of antiferromag-
netic domains, and the mechanism of exchange-bias
coupling. Finally, we suggested some experiments that
could be used to verify or disprove our proposals, and
we hope, in the spirit of Igor Dzyaloshinskii, that this
manuscript motivates future experimental work in
these directions.

Funding. This work was supported by the Körber
Foundation, the European Research Council (ERC) un-
der the European Union’s Horizon 2020 research and
innovation programme grant agreement No 810451 and
by the ETH Zurich.
Acknowledgments. Thanks to Igor Dzyaloshin-

skii for the many inspiring discussions and fruitful
collaborations, and to Sayantika Bhowal, Christian
Degen, Manfred Fiebig, Pietro Gambardella, Kane
Shenton, Tara Tošić and Xanthe Verbeek for helpful
comments on the manuscript.

The full text of this paper is published in the English
version of JETP.

REFERENCES

1. L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Statistical Physics,
Pergamon Press, London (1958).

2. I. E. Dzyaloshinskii, Sov. Phys. JETP 10, 628 (1960).

3. D. N. Astrov, Sov. Phys. JETP 11, 708 (1960).

4. C. Ederer and N. A. Spaldin, Phys. Rev. B 76, 214404
(2007).

5. N. A. Spaldin, M. Fiebig, and M. Mostovoy, J. Phys.
Condens. Matter 20, 434203 (2008).

6. N. A. Spaldin, M. Fechner, E. Bousquet, A. Balatsky,
and L. Nordström, Phys. Rev. B 88, 094429 (2013).

7. I. Dzyaloshinskii, Sol. St. Commun. 82, 579 (1992).

8. D. N. Astrov and N. B. Ermakov, JETP Lett. 59,
297 (1994).

9. D. N. Astrov, N. B. Ermakov, A. S. Borovik-Roma-
nov, E. G. Kolevatov, and V. I. Nizhankovskii, JETP
Lett. 63, 745 (1996).

10. A. F. Andreev, JETP Lett. 63, 758 (1996).

11. K. D. Belashchenko, Phys. Rev. Lett. 105, 147204
(2010).

12. Z. Jiang, D. West, and S. Zhang, Phys. Rev. B 102,
174411 (2020).

13. R. D. King-Smith and D. Vanderbilt, Phys. Rev.
B 47, R1651 (1993).

14. D. Vanderbilt and R. D. King-Smith, Phys. Rev.
B 48, 4442 (1993).

15. M. Stengel, Phys. Rev. B 84, 205432 (2011).

16. M. H. Dehn, J. K. Shenton, S. Holenstein,
Q. N. Meier, D. J. Arsenau, D. L. Cortie, B. Hitti,
A. C. Y. Fang, W. A. MacFarlane, R. M. L. McFad-
den, G. D. Morris, Z. Salman, H. Luetkens,
N. A. Spaldin, M. Fechner, and R. F. Kiefl, Phys.
Rev. X 10, 011036 (2020).

597



ЖЭТФ, 2021, том 159, вып. 4, стр. 598–606 c© 2021

A DZYALOSHINSKII –MORIYA INTERACTION GUIDE
TO MAGNETS MICRO-WORLD

V. V. Mazurenko a*, Y. O. Kvashnin b, A. I. Lichtenstein c,a, M. I. Katsnelson d,a

a Theoretical Physics and Applied Mathematics Department, Ural Federal University
620002, Ekaterinburg, Russia

bUppsala University, Department of Physics and Astronomy, Division of Materials Theory
SE-751 20, Uppsala, Sweden

c I. Institut für Theoretische Physik, Universität Hamburg
D-20355, Hamburg, Germany

d Institute for Molecules and Materials, Radboud University
NL-6525, AJ Nijmegen, The Netherlands

Received December 4, 2020,
revised version December 4, 2020

Accepted for publication December 4, 2020

Contribution for the JETP special issue in honor of I. E. Dzyaloshinskii’s 90th birthday

DOI: 10.31857/S0044451021040039

Abstract. Dzyaloshinskii–Moriya interaction
(DMI) represents an antisymmetric type of magnetic
interactions that favour orthogonal orientation of
spins and competes with Heisenberg exchange. Being
introduced to explain weak ferromagnetism in an-
tiferromagnets without an inversion center between
magnetic atoms such an anisotropic interaction can be
used to analyze other non-trivial magnetic structures
of technological importance including spin spirals and
skyrmions. Despite the fact that the corresponding
DMI contribution to the magnetic energy of the system
has a very compact form of the vector product of spins,
the determination of DMI from first-principles elec-
tronic structure is a very challenging methodological
and technical problem whose solution opens a door
into the fascinating microscopic world of complex
magnetic materials. In this paper we review a few
such methods developed by us for calculating DMI
and their applications to study the properties of real
materials.
1. Introduction. In a seminal paper [1]

I. E. Dzyaloshinskii has introduced a novel type of
anisotropic magnetic interactions which are antisym-

* E-mail: vmazurenko2011@gmail.com

metric with respect to swapping the positions of two
spins. This was done based on a purely phenomenologi-
cal basis. Very soon, Moriya [2] suggested the first sim-
plified microscopic explanation of these interactions, in-
direct exchange and spin-orbit coupling (SOC) being
the key ingredients. The Hamiltonian governing these
interactions can be written in the following form:

ĤDMI =
∑
i,j

Dij [Ŝi × Ŝj ], (1)

where Si is the spin moment at the site i. Nowadays
the parameter Dij , which is, by construction, an axial
vector, is known as Dzyaloshinskii –Moriya interaction.

“Slow is the experience of all deep fountains: long
have they to wait until they know what has fallen into
their depths.” (F. Nietzsche).

Whereas the first decades DMI were considered as
more or less marginal subject in magnetism (with the
only exception of the phenomenon of weak ferromag-
netism) now they are the mainstream subject, of a great
conceptual meaning and of a great practical importance
[3–8]. This only contribution would be sufficient to put
the name of Igor Dzyaloshinskii among the main cre-
ators of modern physics of magnetism.

We are very thankful to the organizers for their kind
invitation to participate in the special issue dedicated
to Dzyaloshinskii. In this short review we present our
view on the fast growing field of DMI based mostly on
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our own experience of calculations and analysis of DMI
parameters for specific magnetic materials.

2. Methods for calculating the Dzyaloshin-
skii–Moriya interaction. In this section, numerical
approaches for calculating DMI are discussed. We start
with a microscopic theory by Moriya [2] and show how
it can be extended to analyze the dependence of DMI
sign on the occupation of the 3d shell. Then we will
focus on a correlated band theory of the DMI, that is
free from basic limitations of the superexchange theory
and can be applied in a wide range of electronic Hamil-
tonian parameters corresponding to insulators and me-
tals. The last subsection of the methodological part
is devoted to first-principles approaches based on the
density functional theory.

2.1. Microscopic theory of DMI. The first mic-
roscopic theory of the antisymmetric anisotropic ex-
change interaction was developed by Moriya in 1960
and presented in Ref. [2]. It is based on the Anderson’s
idea on superexchange interaction [9] and formulated
on the basis of the simplest electronic model account-
ing the on-site Coulomb interaction and the spin-orbit
coupling on the level of the hopping integrals. Such an
electronic model can be written in the following form

Ĥ =
∑
ij,σσ′

tσσ
′

ij â†iσâjσ′ +
1

2

∑
i,σσ′

U â†iσâ
†
iσ′ âiσ′ âiσ, (2)

where â†iσ(aiσ) are the creation (annihilation) opera-
tors. U is local Coulomb interaction, tσσ

′
ij is the element

of the spin-resolved hopping matrix. Formally, Eq. (2)
is nothing but the Hubbard model [10–12] that was offi-
cially introduced three years later in 1963. In the limit
when the on-site Coulomb interaction is much larger
than the hopping integrals such a Hubbard model can
be reduced to the spin model

Ĥspin =
∑
ij

JijŜiŜj +
∑
ij

Dij [Ŝi × Ŝj ] +

+
∑
ij

Ŝi
↔
Γ ij Ŝj , (3)

where Ŝ is the spin operator, Jij , Dij and
↔
Γ ij

are the isotropic exchange interaction, antisymmet-
ric anisotropic (Dzyaloshinskii–Moriya) and symmet-
ric anisotropic interactions, respectively. The summa-
tion runs twice over all pairs. In terms of the Hub-
bard Hamiltonian parameters the resulting expression
for the DMI has the following form [2, 13]:

Dij = − i

2U
[Trσ{t̂ji}Trσ{t̂ijσ}−

− Trσ{t̂ij}Trσ{t̂jiσ}], (4)

where σ are the Pauli matrices.
Interestingly, the Moriya’s microscopic theory was

published in 1960, however, its first application to
quantitative analysis of the magnetic properties of real
materials was only done 30 years later by Coffey, Rice,
and Zhang in Ref. [14]. They have estimated Dij

for different phases of La2CuO4 and YBa2Cu3O6 com-
pounds. It was shown that peculiarities in the crystal
structures of these systems result in different patterns
of the DMI vectors, and as the result different ground
states with and without net magnetic moment can be
realized.

An important feature of the one-band considera-
tion of the DMI is that the Moriya’s results were ob-
tained by using an assumption of the constant U value
without orbital dependence as well as by neglecting the
intra-atomic (Hund’s) exchange contribution. Further
development of the microscopic theory of the antisym-
metric anisotropic interaction was mainly related to its
generalization to multi-orbital electronic Hamiltonians.
As was shown in Ref. [13] inter-orbital Coulomb and
intra-atomic exchange interactions play an important
role in formation of the DMI.

Another important peculiarity of the one-band con-
sideration of the DMI was demonstrated in Ref. [15].
It was shown that the resulting spin model, Eq. (3) is
characterized by a specific symmetry of the symmet-
ric anisotropic exchange interaction tensor,

↔
Γ ij whose

principal axis coincides with DMI for each bond. It
means that the state of a system with weak ferromag-
netism is higher in energy than the pure (compensated)
antiferromagnetic state.

Despite of the above-mentioned and other limita-
tions of the one-band approach for calculating magnetic
interaction parameters, it provides a very simple and
transparent way to analyze the properties of the inter-
actions. For instance, it can be used for analysis of the
dependence of the DMI sign on the occupation of the 3d
shell experimentally observed in the series of isostruc-
tural weak ferromagnets, MnCO3, FeBO3, CoCO3, and
NiCO3 as it was done by us in Ref. [16]. We consider
the case of a transition metal oxide for which the crys-
tal field splitting is much larger than the spin-orbit cou-
pling, the latter can be treated as a perturbation. The
corresponding expression for Dzyaloshinskii–Moriya in-
teraction can be presented in the following form

Dnn′
ij =

4i

U
[bnn

′
ij Cn′n

ji −Cnn′
ij bn

′n
ji ], (5)
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Fig. 1. (Color online) a) Minimal tight-binding model used for
explaining the DMI sign change at variation of the occupation.
The horizontal lines represent the electron levels and hoppings
are shown with arrows. b, c) Two antiferromagnetic ground
states corresponding to the S = 1/2 case, obtained in the
model for different orbital fillings: N = 2 (b) and N = 6 (c)

where bnn
′

ij is the (unperturbed) hopping integral be-
tween n-th ground orbital state of i-th atom and n′-th
orbital state of j-th atom, Cnn′

ij is the corresponding
hopping renormalized by SOC and U is the on-site
Coulomb interaction. Thus, Cn′n

ji is given by

Cn′n
ji = −λ

2

[
(Lm

′n′
j )∗

εm
′

j − εn
′
j

bm
′n

ji +
Lmni

εmi − εni
bn

′m
ji

]
, (6)

where λ is the spin-orbit coupling constant, Lmni is the
matrix element of the orbital angular momentum be-
tween the singlem-th excited state and the n-th ground
state Wannier functions which are centered at i-th ion,
while εni represents the energy of the n-th Wannier or-
bital at the i-th ion.

Tight-binding model we considered contains two
atoms having non-degenerate (n and n′) and high-ener-
gy (m and m′) levels. The schematic visualization of
the model with the allowed hopping paths is presented
in Fig. 1. In the simplest case one can assume that the
same hopping integrals between high-energy (m and
m′) and low-energy (n and n′) levels, bmm′

12 = bn n
′

12 .
The hoppings between orbitals of different symmetry
require more detail analysis, since they define the DMI
in the system in question. We assume that the geom-
etry of the model system is fixed, which means that
hopping integrals do not change with variation of the
occupation.

Our tight-binding model has two ground states with
different occupations N that correspond to the S = 1/2

case: N = 2 and N = 6 (Fig. 1). In the case N = 2,
the ground state magnetic orbital is of symmetry n(n′),
while for N = 6 it is m(m′). Another difference be-
tween these configurations is the different occupation
of the excited states: they are empty and fully occu-
pied for N = 2 and N = 6, respectively.

The difference between DMIs obtained for a system
with two and six electrons is related to the difference
between Cn′ n

21 and Cm′ m
21 ,

Cn′ n
ji = −Cm′ m

ji = −λL
mn

2ΔE

(
bm

′ n
ji − bn

′ m
ji

)
, (7)

where ΔE = εni − εmi .
It means that Dnn′

ij (for the system with two elec-
trons) and Dmm′

ij (with six electrons) are of different
signs. Thus, on the level of Moriya’s approach, the
sign of the DMI depends on the occupation of the ex-
cited states. Depending on the symmetry and occu-
pation, each pair of 3d orbitals can result in positive
or negative contribution to the total DMI between two
atoms. It should be noted that similar dependence of
the DMI sign on the occupation of the 3d shell can be
also found in some series of metallic systems. In this
sense interesting methodological results were obtained
in Refs. [17–19].

It is important to discuss the limits of the Moriya’s
theory of DMI from the point of view of its using to
study real physical systems. In its original formula-
tion it is limited to the systems with the spin state
of S = 1/2. Real transition metal compounds and
nanosystems are of multi-orbital nature. In this case,
the main question is how to define the numerous hop-
ping and Coulomb interaction parameters of the Hub-
bard model. In principle, one can use approximations
of different types to define the parameters [20, 21] by
using available experimental data. Another approach is
based on performing density functional theory (DFT)
calculations and their parametrization using wannier-
ization procedure developed in Refs. [22, 23] to con-
struct the Wannier functions [24]. Then, on this basis
the electronic model parameters are calculated. The
most accurate numerical scheme to estimate local (U)
and non-local Coulomb interaction parameters taking
screening effects into account is based on the con-
strained random phase approximation [25].

The situation becomes even more complicated if
one simulates a compound with a strong spin-orbit
coupling. For this case effective numerical schemes
based on the superexchange theory can be found in
Refs. [26, 27].

2.2. Correlated band theory for DMI. We
start with correlated band theory of DMI developed
by us in Ref. [28]. It is based on the consideration of
the general Hamiltonian of interacting electrons in a
crystal:

Ĥ =
∑
12

c†1t12c2 +
1

2

∑
1234

c†1c
†
2U1234c3c4, (8)
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where 1 = (i1,m1, σ1) is the set of site (i1), orbital (m1)

and spin (σ1) quantum numbers and t12 are hopping
integrals that contain the spin-orbit coupling. These
transfer couplings can be found by the Wannier-para-
meterization of the first-principle band structure with
the spin-orbit coupling.

We will take into account only the local Hubbard-li-
ke interactions, keeping in Ĥu only terms with i1 =

= i2 = i3 = i4. This assumption corresponds to the
DFT+U Hamiltonian [29] that is also a starting point
for the DFT+DMFT (Dynamical Mean-Field Theory)
[30–32]. It is crucially important for the later consid-
eration that the interaction term Ĥu is supposed to be
rotationally invariant.

We start with a collinear magnetic configuration,
for instance an antiferromagnetic state, which is close
to the real ground state (weak ferromagnet), but does
not coincide with it due to the DMI. Let us re-define
the DM Hamiltonian (Eq. (1)) in a slightly different
way:

HDMI =
∑
ij

D′
ij [ei × ej], (9)

where ei is a unit vector in the direction of the i-th site
magnetic moment and D′

ij is the Dzyaloshinskii–Mo-
riya vector. We analyze the magnetic configuration
that is slightly deviated from the collinear state,

ei = ηie0 + [δφi × ηie0], (10)

where ηi = ±1, e0 is the unit vector along the vector
of antiferromagnetism, and δφi are the vectors of small
angular rotations.

Substituting Eq. (10) into Eq. (9) one finds for the
variation of the magnetic energy:

δE =
∑
ij

D′
ij(δφi − δφj). (11)

Now we should calculate the same variation for the
microscopic Hamiltonian (8). Similar to the procedure
used in Ref. [33] to derive exchange interactions for the
LDA+DMFT approach, we consider the effect of the
local rotations

R̂i = eiδϕiĴi , (12)

on the total energy; here Ĵi = L̂i + Ŝi is the total
moment operator, L̂i and Ŝi are the orbital and spin
moments, respectively.

The resulting DMI is given by anticommutator of Ĵ
and t̂ij :

D′
ij = − i

2
Trm,σNji[Ĵ, t̂ij ]+, (13)

where

Nji = 〈c†i cj〉 = − 1

π

Ef∫
−∞

ImGji(E) dE

is the inter-site occupation matrix and Ĝ is the Green
function of the system, EF is the Fermi energy. The
occupation matrix can be calculated by using a static
(such as DFT+U [29]) or a dynamic mean-field ap-
proach (DFT+DMFT [30–32]).

Note that the occupation matrix is calculated in the
corresponding collinear states, which strictly speaking
can be done self-consistently only within constrained
calculations [34]. Using the decomposition of the to-
tal moment Ĵ into orbital and spin moments, we have
a natural representation of the Dzyaloshinskii–Moriya
vector (13) as a sum of the orbital and spin contribu-
tions which are related with the rotations in orbital and
spin space, respectively.

The resulting expression Eq. (13) is of general na-
ture and its spin part can be also derived in the case of
the metallic systems as it was shown in [35].

2.3. DFT-based methods. In this section we
discuss mean-field approaches for calculating the DMI
that are realized on the basis of the numerical methods
of the density functional theory. The net DMI can be
assessed by calculating the DFT total energies for the
two sets of spin spiral states having opposite helicities
[36–38] or by using Berry phase theory [39]. In order
to calculate the individual pair-wise DMI, one can em-
ploy the magnetic force theorem [40]. According to this
theorem, the variation of the total energy of the system
due to a magnetic excitation can be expressed through
the variation of the single-particle energy.

In 3d systems, the spin-orbit coupling in itself can
be also considered as a perturbation [41, 42]. One can
consider a mixed perturbation scheme with respect to
the rotation and spin-orbit coupling, which leads to the
antisymmetric anisotropic DMI [43]

Dz
ij = − 1

8πSiSj
Re

EF∫
−∞

dε×

×
∑
k

Trm(ΔiG
↓
ikH

so
k ↓↓G

↓
kjΔjG

↑
ji −

−ΔiG
↑
ikH

so
k ↑↑G

↑
kjΔjG

↓
ji+ΔiG

↓
ijΔjG

↑
jkH

so
k ↑↑G

↑
ki−

−ΔiG
↑
ijΔjG

↓
jkH

so
k ↓↓G

↓
ki). (14)

Other components of the Dzyaloshinskii–Moriya vector
for particular bond can be obtained from the z ones by
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rotation of the coordinate system. Similar expression
for DMI was obtained by Solovyev et al. [44].

We have applied the developed method for cal-
culating the DMI to give a microscopic explanation
to the scanning tunneling microcopy experiments per-
formed for chains of manganese atoms on CuN sur-
face [43]. Weak ferromagnetism due to the DMI be-
tween neighbouring manganese atoms was predicted.
Another important example is a first-principles study
of the molecular nanomagnet Mn12 for which most the-
oretical works on molecular magnets are mainly relied
on the so-called rigid-spin model. Within such a model
a complex system of interacting spins is replaced by
just one big spin, with some magnetic anisotropy being
introduced artificially. However, such a description is
rather simplistic and largely ignores intermolecular in-
teractions. Previously, it was predicted that the DMI
plays a crucial role in the physics of molecular mag-
nets [45] and in particular magnetic tunneling effects in
Mn12 [46]. In our work [47] we have demonstrated that
the account of the inter-atomic anisotropic exchange
interactions in Mn12 gives opportunity to reproduce ex-
citation energies observed in the inelastic neutron scat-
tering experiments for this system.

In the case of the systems with strong spin-orbit
coupling one could still use similar Green’s function
approach within the magnetic force theorem [48]. The
expressions for DMI, which do not rely on the small-
ness of spin-orbit coupling constant have been derived
independently by several groups [49–53].

3. Applications.

3.1. Weak ferromagnetism in antiferromag-
nets. Discovery of the weak ferromagnetism in iron
hematite, Fe2O3 (Ref. [54, 55]) was the starting point
for development of the DMI theory. More specifically,
Fe2O3 is pure antiferromagnet with magnetic moments
parallel to the trigonal axis c at T < 260 K. In the tem-
perature range between 260 and 950 K, the magnetic
moments are in-plane and a small canting of the mag-
netic moment exists. As the result of this canting there
is net magnetic moment in the antiferromagnetic sys-
tem. The weak ferromagnetism in Fe2O3 was explored
with first-principles DFT calculations in Ref. [56] and
with Green’s function approach based on the magnetic
force theorem in Ref. [57].

A more interesting situation concerning weak ferro-
magnetism in antiferromagnets is observed in transition
metal oxides having calcite structure. Previous magne-
tization measurements [58–61] have confirmed the exis-
tence of the non-compensate in-plane magnetization in
several materials of this kind. However, the precise di-

Fig. 2. (Color online) Local atomic and magnetic orders in the
weak ferromagnets. The ions of the two magnetic sublattices
are represented by blue (site 1) and red (site 2) spheres, with
black arrows denoting the direction of their spins. Oxygen
atoms between the two adjacent transition metal layers are
represented as yellow spheres. The dotted circles highlight the
twist of the oxygen layer. The bottom panel shows the occu-
pation of the 3d level of a magnetic ion. The left and right
panels show the two possible magnetic configurations which
stabilize depending on the 3d occupation and, therefore, the
sign of the DMI, for a net ferromagnetic moment pointing
along the magnetic field H. SAFM denotes the direction of
the antiferromagnetic spin structure. This figure is reproduced

with permission from Ref. [16]

rection of the weak ferromagnetic moment with respect
to the crystallographic axes and hence the “sign” of DM
interaction remained unknown. For the first time, this
was unambiguously identified for FeBO3 using resonant
x-ray diffraction in Ref. [62]. We have performed ab
initio calculations and extracted the DM vectors using
Eq. (13). It was found that the theoretical calculations
do not only reproduce the correct sign of DM vectors,
but also give a very good estimate of the canting angle.

Next, we addressed the series of isostructural cal-
cite oxides, namely: MnCO3, FeBO3, CoCO3, NiCO3.
They all exhibit weak ferromagnetism and experiments
based on the technique developed in Ref. [62], have re-
vealed the change of canting angle sign across the series
[16]. More specifically, the compounds MnCO3 and
FeBO3 are characterized by the rotation sense which
differs from that for the CoCO3 and NiCO3 systems.
It is schematically shown in Fig. 2. Taking into account
that these compounds have the same crystal structure
(and the same crystallographic chirality), such a sign
change can be attributed to the difference in the occu-
pation of the 3d shell.

To provide a theoretical support to these experi-
ments in Ref. [16] we have performed first-principles
calculations within local density approximation taking
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into account the on-site Coulomb interaction U and
spin-orbit coupling (DFT+U+SO). The resulting mag-
netic configuration is antiferromagnetic one character-
ized by a canting of the magnetic moments. Such a
canted state is the lowest-energy state for all the sys-
tems under consideration. The calculated magnitudes
and signs of the canting angles are in good agreement
with experimental data. However, the full calculation
does not provide a truly microscopic understanding of
the DMI sign change phenomena. For that a minimal
tight-binding model based on the Moriya’s theory as
described in the methodological part of this paper be-
comes extremely useful.

3.2. Magnetic skyrmions. Investigation of
skyrmions is a widely studied topic in the modern ma-
terial science [63–71]. Previous experimental and theo-
retical studies on the topologically-protected magnetic
skyrmion excitations were fully focused on the tran-
sition metal crystals and nanosystems. This seems
to be natural, since these materials are characterised
by well-localised magnetic moments originated from
the partially-filled 3d states and magnetic anisotropy
[72,73] that facilitates an experimental detection of the
distinct magnetic textures. In works [74–76] a new class
of materials, surface nanostructures with sp element re-
vealing skyrmion excitations at experimentally achiev-
able magnetic fields and temperatures was introduced.
The non-trivial result, that such sp-electron systems
are, in principle, characterized by a magnetic state, was
experimentally confirmed in Refs. [77–79].

Our first-principles calculations [74–76] have con-
firmed a long-range character of the magnetic states in
graphene derivatives C2H and C2F as well as in sur-
face nanostructures Si(111):{C, Si, Sn, Pb} and in Sn
on SiC(0001). The corresponding Wannier functions in
these systems demonstrate that substantial amount of
the electron density is concentrated in the interstitial
region. In all the cases we have found that the values of
the calculated hopping integrals are much smaller than
that of the Coulomb interactions, which gives us oppor-
tunity to construct a Heisenberg-type Hamiltonian for
the localized spins S = 1/2 within the superexchange
theory.

The constructed spin models for graphene deriva-
tives, Si(111):{C, Si, Sn, Pb} and Sn monolayer on
SiC(0001) surface were solved by means of the Monte
Carlo methods, which gives us opportunity to de-
fine the magnetic phases of these materials depend-
ing on the external magnetic field and temperature. It
was found that one can stabilize skyrmionic solutions
in the case of the semifluorinated graphene (Fig. 3)

Fig. 3. (Color online) Skyrmionic magnetic structure obtained
from the Monte Carlo simulations for C2F system. This figure

is adopted from Ref. [74]

and nanosystems with heavy adatoms Sn/Si(111),
Pb/Si(111) and Sn/SiC(0001). The key quantity here
allowing the formation of the topologically protected
magnetic structures is the anisotropic Dzyaloshin-
skii–Moriya interaction.

4. Perspectives. Despite there were several
decades of intensive investigations on DMI and related
phenomena we think that this is still young and very
promising research field within which one could focus
on the following directions for future investigations.
From the very beginning DMI is considered as a rep-
resentative of one of the smallest energy scales in the
magnetic Hamiltonians of the strongly correlated sys-
tems, |Dij | � Jij . It is due to the DMI always contains
additional relativistic small parameter, the ratio of elec-
tron velocity in atoms to the velocity of light. However,
such a dominance of the Heisenberg exchange interac-
tion can be overcome by different means. For instance,
manipulation of magnetic interactions via a strong pe-
riodic in time electromagnetic field [80] (“Floquet engi-
neering”) suggests that using real nanosystems and real
values of the laser fields one can reach the regime when
the Heisenberg exchange Jij is arbitrarily small, or even
equal to zero, whereas the Dzyaloshinskii–Moriya pa-
rameterDij remains constant. As an interesting exam-
ple of such a situation, a new class of two-dimensional
Heisenberg-exchange-free materials where a completely
new type of skyrmions (Fig. 4) that emerge as the re-
sult of the competition between the DMI and uniform
magnetic field has been introduced [81].

Another fascinating research field is related to a
quantum skyrmions that in contrast to the classical
counterpart are practically unexplored. The main
methodological problem here is how to characterize the
topology of quantum system with a three-dimensional
magnetic structure when the orientation of a spin is
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Fig. 4. (Color online) Abbreviation of Dzyaloshinskii–Moriya
interaction written with nanoskyrmions. This is a result
of Monte Carlo simulations of the Heisenberg-exchange-free
model on the square lattice with non-regular site occupation.
Arrows and colors depict the in-plane and out-of-plane spin

projections, respectively

ill-defined. One of the possible solutions was recently
proposed by some of us in Ref. [82] where scalar chiral-
ity operator was introduced to define a quantum analog
of the topological charge.

The other direction we consider to be very at-
tractive is DMI applications in quantum computing.
Existence of the anisotropic exchange interactions
between qubits can be used for preparing highly
entangled quantum states that play an important role
in quantum information processing [83,84]. The future
of DMI looks bright and promising.
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Представлен обзор микроскопической теории взаимодействия Дзялошинского –Мория и других обмен-
но-релятивистских эффектов, таких как обменная анизотропия, электронно-ядерное антисимметричное
косвенное сверхтонкое взаимодействие, антисимметричные магнитогиротропные эффекты и антисиммет-
ричная магнитоэлектрическая связь в сильнокоррелированных 3d-соединениях, прежде всего ортофер-
ритах RFeO3 (R — редкоземельный ион или иттрий Y). Основное внимание уделено выводу выражений
для вектора Дзялошинского, его величине, ориентации и знаку при различных типах (сверх)обменного
взаимодействия и кристаллического поля. Полученное на микроскопическом уровне выражение для зави-
симости вектора Дзялошинского от геометрии сверхобмена позволяет найти все углы явного и скрытого
скоса магнитных подрешеток в ортоферритах RFeO3, а также соответствующий вклад в магнитную ани-
зотропию. Основываясь на теоретических предсказаниях знака вектора Дзялошинского, мы предсказали
и подробно исследовали новое магнитное явление, слабый ферримагнетизм, в смешанных слабых фер-
ромагнетиках с конкурирующими знаками векторов Дзялошинского. Показано, что измерения ЯМР на
ядрах лигандов в слабых ферромагнетиках являются эффективным инструментом для изучения взаимо-
действия Дзялошинского –Мория, в частности, знака вектора Дзялошинского. Наряду с ортоферритами
RFeO3 и слабыми ферримагнетиками RFe1−xCrxO3 рассматриваются, хотя и в меньшей степени, такие
типичные слабые ферромагнетики, как α-Fe2O3, FeBO3 и FeF3.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040040

1. ВВЕДЕНИЕ

В истории науки нечасто случается такое, что-
бы одна статья открывала новую область теорети-
ческих и экспериментальных исследований. Именно
это произошло со статьей Дзялошинского [1], посвя-
щенной объяснению явления слабого ферромагне-
тизма.

Прошло более ста лет со времени обнаружения
Смитом [2] в 1916 г. слабого или «паразитного» фер-
ромагнетизма в «международном семействе» раз-
личных кристаллов природного гематита α-Fe2O3

из Италии, Венгрии, Бразилии и России (Schabry —

* E-mail: alexander.moskvin@urfu.ru

поселок Шабры около Екатеринбурга), появление
которого первоначально было приписано наличию
ферромагнитных примесей. Позднее такое же явле-
ние было обнаружено во многих других кристал-
лах, включая фторид NiF2 со структурой рутила,
орторомбические ортоферриты RFeO3 (R — редко-
земельный ион или иттрий Y), ромбоэдрические ан-
тиферромагнетики MnCO3, NiCO3, CoCO3 и FeBO3.
Однако только в 1954 г. Матарресе и Стаут для
NiF2 [3] и в 1956 г. Боровик-Романов и Орлова для
очень чистых синтетических карбонатов MnCO3 и
CoCO3 [4] надежно установили, что слабый ферро-
магнетизм наблюдается в химически чистых анти-
ферромагнитных соединениях, поэтому он являет-
ся внутренним свойством некоторых антиферромаг-
нетиков, так что прямая связь между слабым фер-
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ромагнетизмом и примесями или неоднородностями
вряд ли существует. Более того, Боровик-Романов
и Орлова связали появление нескомпенсированного
момента в MnCO3 и CoCO3 со скосом магнитных
подрешеток в почти антиферромагнитной матри-
це. Модель «скошенного» антиферромагнетика ста-
ла общепринятой моделью слабого ферромагнетика.

Теоретическое объяснение и первая термоди-
намическая теория слабого ферромагнетизма в
α-Fe2O3, MnCO3, и CoCO3 были даны Дзяло-
шинским [1] в 1957 г. на основе симметрийных
соображений и теории Ландау фазовых перехо-
дов второго рода. Как было показано, свободную
энергию двухподрешеточного одноосного слабого
ферромагнетика, такого как α-Fe2O3, MnCO3,
CoCO3, FeBO3 можно представить в виде

F =MHE(m1 ·m2)−MH0(m1+m2)+ED+EA =

=MHE(m
2 − l2)−MH0m+ ED + EA . (1)

Здесьm1 иm2 — единичные векторы в направлении
магнитных моментов подрешеток,M — намагничен-
ность подрешетки,

m =
1

2
(m1 +m2), l =

1

2
(m1 −m2)

— векторы соответственно ферро- и антиферромаг-
нетизма, H0 — внешнее поле, HE — обменное поле.
Энергию

ED = −MHD[m1 ×m2]z = +2MHD[m× l]z =

= +2MHD(mxly −mylx) (2)

принято называть взаимодействием Дзялошинско-
го, где HD > 0 — поле Дзялошинского. Энергия ани-
зотропии EA имеет вид

EA =
HA

2M
(m2

1z +m2
2z) =

2HA

2M
(m2

z + l2z),

где HA — поле анизотропии. Выбор знака для поля
анизотропии HA соответствует выбору c-оси «труд-
ным» направлением намагничивания. В общем слу-
чае под взаимодействием Дзялошинского понима-
ют слагаемые в свободной энергии, линейные как
по компонентам вектора ферромагнетизма, так и
по компонентам вектора антиферромагнетизма. На-
пример для орторомбических ортоферритов и орто-
хромитов взаимодействие Дзялошинского включает

Рис. 1. Геометрия сверхобмена и ориентация вектора Дзя-
лошинского

как антисимметричные, так и симметричные слага-
емые:

ED = d1mzlx + d2mxlz =

=
d1−d2

2
(mzlx−mxlz)+

d1+d2
2

(mzlx+mxlz) =

= −2MHD[m× l]y +
d1 + d2

2
(mzlx +mxlz) , (3)

тогда как для тетрагональных фторидов NiF2 и
CoF2 взаимодействие Дзялошинского включает
только симметричные слагаемые.

Дзялошинский полагал, что слабый ферромагне-
тизм обусловлен релятивистским спин-решеточным
и магнитодипольным взаимодействиями, однако
теория была феноменологической и не рассматри-
вала микроскопическую природу взаимодействия,
приводящего к скосу подрешеток. Позднее, в 1960 г.
Мория [5] предложил модельную микроскопичес-
кую теорию обменно-релятивистского антисиммет-
ричного взаимодействия как основного механизма
слабого ферромагнетизма

VDM =
∑
mn

(dmn · [Sm × Sn]) , (4)

и получившего название спин-спинового взаимо-
действия Дзялошинского –Мория (DM-взаимодей-
ствие). Здесь, dmn — аксиальный вектор Дзялошин-
ского. Вскоре Кеффер [6] предложил простое фено-
менологическое выражение вектора Дзялошинского
в паре магнитных ионов Mi и Mj , взаимодействую-
щих «сверхобменно» через промежуточный немаг-
нитный лиганд O (см. рис. 1):

dij ∝ [ri × rj ] , (5)

где ri,j — единичные радиус-векторы для связей
O–Mi,j с предположительно одинаковыми длинами
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Таблица 1. Основные параметры обменного взаимодействия и взаимодействия Дзялошинского –Мория для орто-
ферритов в сравнении с другими слабыми ферромагнетиками (WFM), I — обменный интеграл, αD — угол скоса

магнитных подрешеток

WFM RFeO, Å θ TN , K I, K (MFA) HE , Тл αD HD, Тл d(θ), K

YFeO3 2.001 (x2) 145◦ 640 36.6 640 1.1 · 10−2 14 3.2

α-Fe2O3 2.111 145◦ 948 54.2 870–920 1.1 · 10−3 1.9–2.2 2.3

FeBO3 2.028 126◦ 348 19.9 300 1.7 · 10−2 10 2.3

FeF3 1.914 153◦ 363 20.7 440 5.5 · 10−3 4.88 1.1

связи. Позднее Москвин [7] вывел микроскопичес-
кую формулу для вектора Дзялошинского

dij = dij(θ)[ri × rj ] , (6)

где

dij(θ) = d1(Ri, Rj) + d2(Ri, Rj) cos θij , (7)

а θij — угол связи Mi–O–Mj. Знак скалярного пара-
метра dij(θ) можно рассматривать как знак векто-
ра Дзялошинского. Как было показано, выражение
(6) справедливо только для магнитных ионов S-типа
с орбитально-невырожденным основным состояни-
ем в предположении локальной кубической симмет-
рии т. е. для 3d-ионов с наполовину заполненными
оболочками (3d5 или t32g, t32ge2g, t62ge2g).

Отметим, что иногда вместо (6) удобно использо-
вать другую форму структурного фактора для век-
тора Дзялошинского:

[r1 × r2] =
1

2
[(r1 − r2)× (r1 + r2)] =

=
1

2l2
[R12 × ρ12] , (8)

где R12 = R1 −R2, ρ12 = (R1 +R2).
Начиная с пионерских работ Дзялошинского [1]

и Мория [5], DM-взаимодействие интенсивно иссле-
довалось в 60–80 годы в основном на примере сла-
бого ферромагнетизма гематита α-Fe2O3 и орто-
ферритов RFeO3 [8–11] (см. также обзорные ста-
тьи [12,13]). Типичные значения угла скоса магнит-
ных подрешеток αD оказались порядка 0.001–0.01, в
частности, αD = 1.1·10−3 в α-Fe2O3 [14], 2.2–2.9·10−3

в La2CuO4 [15], 5.5 · 10−3 в FeF3 [16], 1.1 · 10−2 в
YFeO3 [17], 1.7 · 10−2 в FeBO3 [18] (см. табл. 1).

В работе [19] в 1968 г. впервые был поставлен во-
прос об определении знака вектора Дзялошинского,
однако, только в 1990 г. анализ экспериментальных

спектров ЯМР ядер лиганда 19F в слабом ферромаг-
нетике FeF3 позволил получить надежную инфор-
мацию о знаке вектора Дзялошинского, точнее, па-
раметра dFeFe [20]. В 1977 г. мы показали, что вектор
Дзялошинского в парах разных 3d-ионов S-типа мо-
жет иметь разный знак [10], что позволило открыть
новое магнитное явление — слабый ферримагне-
тизм, и новый класс магнитных материалов, слабых
ферримагнетиков — систем типа YFe1−xCrxO3 сме-
шанных составов с конкурирующими знаками век-
тора Дзялошинского и необычными концентрацион-
ными и температурными зависимостями намагни-
ченности [21].

Связь величины и ориентации вектора Дзяло-
шинского с геометрией сверхобмена (6) позволи-
ла нам найти численные значения углов явного и
«скрытого» скоса четырех магнитных подрешеток
в редкоземельных ортоферритах [9], что получило
подтверждение в экспериментах по ЯМР 57Fe [22] и
нейтронной дифракции [23]. Была установлена пря-
мая связь неколлинеарности магнитных моментов
с кристаллической структурой слабого ферромагне-
тика.

Возобновление живого интереса к DM-взаимо-
действию в 90-е годы было стимулировано открыти-
ем ВТСП-купратов, в частности, слабым ферромаг-
нетизмом, наблюдаемым в родительском купрате
La2CuO4 [15] и многими другими интересными эф-
фектами, в частности, явлением «индуцированной
полем щели» [24]. В отличие от типичных трехмер-
ных систем, таких как ортоферриты, купраты ха-
рактеризуются низкой размерностью, большим раз-
нообразием геометрии связей Cu–O–Cu, сильными
квантовыми эффектами для s = 1/2 Cu2+-центров
и особенно сильной ковалентностью Cu–O, приводя-
щей к сравнимой величине плотности заряда/спина
дырок на медных и кислородных узлах.

3 ЖЭТФ, вып. 4
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Несколько групп (см., например, статьи [25–27])
развили микроскопическую теорию Мория для раз-
личных 1D- и 2D-купратов, используя разные схе-
мы возмущений, разные типы низкосимметрично-
го кристаллического поля, разные подходы к внут-
риатомному электрон-электронному отталкиванию.
Однако, несмотря на довольно большое количество
публикаций и горячие дискуссии (см., например,
работу [28]), проблема обменно-релятивистских эф-
фектов, в частности, антисимметричного обмена
и связанной с ним проблемы спиновой анизотро-
пии в купратах, остается открытой (см., например,
экспериментальные данные и обсуждение в рабо-
тах [13,29–31]). Общие недостатки современных под-
ходов к DM-взаимодействию в 3d-оксидах касают-
ся игнорирования проблемы локализации вектора
Дзялошинского и соответствующих «слабых» (ан-
ти)ферромагнитных моментов, полного пренебре-
жения спин-орбитальными эффектами для ионов
«немагнитного» кислорода O2−, которые, как обыч-
но полагают, играют лишь косвенную промежу-
точную роль. С другой стороны, кислородные 17O
исследования ЯМР–ЯКР слабого ферромагнети-
ка La2CuO4 [32, 33] свидетельствуют, по-видимому,
о нетрадиционной локальной «слабоферромагнит-
ной» поляризации кислорода, происхождение кото-
рой невозможно объяснить в рамках существующих
моделей.

Все описанные выше системы так или иначе
были связаны со слабыми ферромагнетиками, где
DM-взаимодействие проявляется в «скашивании»
базовой антиферромагнитной структуры. Однако
это взаимодействие может вызывать гелимагнитное
искажение ферромагнитного порядка, как в медно-
цезиевом хлориде, CsCuCl3, который представля-
ет собой уникальный винтовой (screw) антисегнето-
электрический кристалл (см., например, работы [13]
и ссылки в них). Фактически, давно известно, что
DM-взаимодействие может индуцировать длинно-
периодические магнитные спиральные структуры в
ферромагнитных и антиферромагнитных кристал-
лах, лишенных инверсионной симметрии. Этот ме-
ханизм был предложен для металлического MnSi и
других кристаллов со структурой B20, причем было
доказано, что знак DM-взаимодействия, а следова-
тельно, и знак спиновой спирали, определяется зна-
ком кристаллической «спирали».

Феноменологически антисимметричное
DM-взаимодействие в континуальном приближении
порождает так называемые инварианты Лифши-
ца — вклады в энергию, линейные по первым

пространственным производным намагниченности
m(r) [34]

mi
∂mj

∂xl
−mj

∂mi

∂xl
(9)

(xl — пространственная координата). Эти кираль-
ные взаимодействия стабилизируют локализован-
ные (вихри) и пространственно-модулированные
структуры с фиксированным направлением вра-
щения намагниченности [35]. Фактически, это
единственный механизм, объясняющий происхож-
дение наноразмерных скирмионных структур в
конденсированных средах. Несмотря на явную
слабость типичного DM-взаимодействия по срав-
нению с типичными изотропными обменными
взаимодействиями, DM-взаимодействие может
быть центральным ингредиентом в стабилизации
сложных магнитных текстур.

Вклад DM-взаимодействия в плотность микро-
магнитной свободной энергии обычно представляют
в виде

F (r) =
∑
i

Di(m(r)) ·
[
m(r)× ∂m(r)

∂ri

]
, (10)

где вектор ДзялошинскогоDi(m(r)) считается зави-
сящим от направления намагниченности m(r) [36].
В рамках ab initio-теории функционала плотности
(DFT) DM-взаимодействие часто рассчитывается по
теории возмущений включением спин-орбитального
взаимодействия в расчет спирали с конечным вол-
новым вектором q и выделением Dj из линейного по
q члена в дисперсионном соотношении E(q). Однако
почти исключительно теоретические исследования в
этом контексте в прошлом были привязаны к чисто
локализованным спиновым моделям без учета влия-
ния зарядовых флуктуаций.

В последние годы интерес сместился в сторо-
ну других проявлений DM-взаимодействия, таких
как магнитоэлектрический эффект [37–39], где на-
дежные теоретические предсказания отсутствовали.
Все это стимулировало критический пересмотр мно-
гих старых подходов к спин-орбитальным эффек-
там в 3d-оксидах, начиная с выбора оптимальной
схемы теории возмущений и модели эффективного
спинового гамильтониана, подразумевающей обыч-
но лишь косвенную промежуточную роль, которую
играют «немагнитные» ионы кислорода.

В этой статье мы представляем обзор микро-
скопической теории DM-взаимодействия, слабого
ферро-, антиферро- и ферримагнетизма, а также и
других связанных обменно-релятивистских эффек-
тов с акцентом на ортоферриты RFeO3.
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Остальная часть статьи организована следу-
ющим образом. В разд. 2 мы кратко излагаем
основные результаты микроскопической теории
изотропных сверхобменных взаимодействий для
ионов S-типа, зависимость обменных интегралов
от электронной конфигурации магнитных ионов и
геометрии сверхобменной связи. Раздел 3 посвящен
микроскопической теории DM-взаимодействия.
Развивая теорию Мория, мы даем более коррект-
ный вывод микроскопического выражения вектора
Дзялошинского для 3d-ионов S-типа, его вели-
чины, ориентации и знака при различных типах
(сверх)обменного взаимодействия и кристалли-
ческого поля. Здесь мы рассматриваем также и
DM-взаимодействие с участием редкоземельных
ионов. В разд. 4 теоретические предсказания
сравниваются с экспериментальными данными
для углов явного и скрытого скоса магнитных
подрешеток, а также магнитной анизотропии в
ортоферритах. В разд. 5 мы рассматриваем нетра-
диционные свойства слабого ферримагнетизма как
нового типа магнитного упорядочения в системах с
конкурирующими знаками вектора Дзялошинского,
в частности, особенности 4f–3d-взаимодействия в
слабых ферримагнетиках RFe1−xCrxO3 и необыч-
ные спин-переориентационные переходы в слабых
ферримагнетиках с немагнитными R-ионами. В
разд. 6 мы обсуждаем несколько эксперимен-
тальных методов исследования знака вектора
Дзялошинского, включая μSR положительных
мюонов и лигандный ЯМР в слабых ферро-
магнетиках. Последняя часть статьи посвящена
обменно-релятивистским эффектам, в частности,
обменно-релятивистской двухионной анизотропии
(разд. 7), антисимметричному косвенному сверх-
тонкому взаимодействию — электронно-ядерному
аналогу DM-взаимодействия (разд. 8), антисиммет-
ричной обменно-релятивистской связи «спин-чужая
орбита», определяющей необычную магнитооптику
слабых ферромагнетиков (разд. 9) и антисиммет-
ричной обменно-релятивистской спин-зависимой
электрической поляризации (разд. 10). Краткое
заключение сделано в разд. 11.

2. МИКРОСКОПИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ИЗОТРОПНОГО СВЕРХОБМЕННОГО

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

DM-взаимодействие определяется «орбитально»
недиагональным (сверх)обменным взаимодействием

и обычно сопровождает диагональный изотропный
(сверх)обмен типа Гейзенберга:

V̂ex = J12(S1 · S2) . (11)

Современная микроскопическая теория (сверх)об-
менной связи разрабатывалась многими физиками,
начиная с известных работ Андерсона [40], особенно
интенсивно в 1960–70-е г. (см. обзорные статьи [41]).
Многочисленные работы, посвященные этой пробле-
ме, указывали на существование многих механизмов
обмена, кажущихся сопоставимыми по величине, в
частности, для сверхобмена через промежуточный
ион лиганда, который является наиболее интерес-
ным для сильнокоррелированных систем, таких как
3d-оксиды. К сожалению, до сих пор у нас нет на-
дежных оценок параметров обмена, хотя, с другой
стороны, у нас нет и надежной экспериментальной
информации об их величинах. В связи с этим мно-
гие усилия были сосредоточены на фундаменталь-
ных вопросах, таких как разработка многоэлектрон-
ной теории, орбитальной зависимости [7,42–44], эф-
фектов кристаллического поля [45], недиагональ-
ного обмена [46], обмена в возбужденных состоя-
ниях [47], угловой зависимости сверхобменной свя-
зи [7]. Неприводимые тензорные операторы (алгебра
Рака) оказались очень удобным инструментом как
для описания, так и для анализа обменной связи в
3d- и 4f -системах [7, 42–45].

Первый микроскопический вывод зависимости
сверхобменного интеграла от угла связи (см. рис. 2)
был выполнен автором в 1970 г. [7] при упрощенных
предположениях. Для S-ионов с конфигурацией 3d5

(Fe3+, Mn2+) угловая зависимость сверхобменного
интеграла имеет вид

J12(θ) = a+ b cos θ12 + c cos2 θ12 , (12)

где параметры a, b, c зависят от длины связей ка-
тион–анион. Параметры a и c определяются вкла-
дом 2p-оболочки лигандов, тогда как слагаемое, про-
порциональное cos θ12, определяется вкладом низко-
энергетических межконфигурационных переходов
2p→ 3s.

Позднее этот вывод был обобщен для 3d-ионов в
сильном кубическом кристаллическом поле [11]. Ор-
битально-изотропный вклад в обменный интеграл
для пары 3d-ионов с конфигурациями tn1

2g e
n2
g может

быть представлен следующим образом:

J =
∑
γi,γj

J(γiγj) (gγi − 1) (gγj − 1) , (13)
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Рис. 2. Зависимость обменных интегралов Fe3+–Fe3+,
Cr3+–Cr3+, Fe3+–Cr3+ от угла сверхобменной связи в ор-

тоферритах и ортохромитах [49]

где gγi , gγj — эффективные «g-факторы» для γi, γj
соответственно подоболочек ионов 1 и 2:

gγi = 1 +
S(S + 1) + Si(Si + 1)− Sj(Sj + 1)

2S(S + 1)
. (14)

Вклад кинетического обмена в парциальные обмен-
ные параметры I(γiγj), определяемые переносом
электрона в частично заполненные оболочки, может
быть представлен как [11, 45]

J(egeg) =
(tss+tσσ cos θ)

2

2U
, J(egt2g) =

t2σπ
3U

sin2 θ,

J(t2gt2g) =
2t2ππ
9U

(2 − sin2 θ) , (15)

где tσσ > tπσ > tππ > tss — положительно опреде-
ленные интегралы d–d-переноса, U — средняя энер-
гия d–d-переноса (энергия корреляции). Все парци-
альные обменные интегралы оказываются положи-
тельными или антиферромагнитными независимо
от значения угла сверхобменной связи, хотя «пере-
крестный» эффект ss- и σσ-связей, пропорциональ-
ных cos θ, в J(egeg) дает ферромагнитный вклад при
углах связи π/2 < θ < π. Следует отметить, что
«большой» вклад ферромагнитного потенциально-
го обмена [48] имеет аналогичную угловую зависи-
мость [47].

Некоторые предсказания относительной величи-
ны параметров обмена J(γiγj) можно сделать, ис-
пользуя соотношение между различными интегра-
лами d–d-переноса:

tσσ : tπσ : tππ : tss ≈ λ2σ : λπλσ : λ2π : λ2s , (16)

где λσ, λπ, λs — параметры ковалентности. Упро-
щенный вклад кинетического обмена (15), связан-
ный с переносом электрона в частично заполненные
оболочки, не учитывает внутрицентровых корреля-
ций, которые имеют особое значение для вклада,
связанного с переносом электрона в пустые оболоч-
ки. Например, соответствующие вклады, связанные
с переносом в пустую подоболочку eg для обменных
интегралов Cr3+–Cr3+ и Fe3+–Cr3+, имеют вид

ΔJCrCr = −ΔE(35)

6U

t2σπ
U

sin2 θ ;

ΔJFeCr = −ΔE(35)

10U
×

×
[
(tss + tσσ cos θ)

2

U
+
t2σπ
U

sin2 θ

]
, (17)

где ΔE(35) — разность энергий термов 3Eg и 5Eg
для конфигурации t32geg (Cr2+-ион). Очевидно, что
эти вклады имеют «ферромагнитный знак». В ре-
зультате, обменный интеграл J(CrCr) может сме-
нить знак при θ = θcr:

sin2 θcr =

(
1

2
+

3

8

ΔE(35)

U

t2σπ
t2ππ

)−1

. (18)

Теоретическая угловая зависимость сверхобменных
интегралов хорошо описывает эксперименталь-
ные данные для обменных интегралов J(FeFe),
J(CrCr), и J(FeCr) в ортоферритах, ортохромитах
и ортоферритах-ортохромитах [49] (см. рис. 2).
Подгонка позволяет нам предсказать смену знака
для J(CrCr) и J(FeCr) соответственно при θ12 ≈
≈ 133◦ и 170◦. Другими словами, сверхобменная
связь Cr3+–O2−–Cr3+ (Fe3+–O2−–Cr3+) становится
ферромагнитной при θ12 ≤ 133◦ (θ12 ≥ 170◦).
Однако следует отметить, что слишком узкий
(141◦–156◦) диапазон углов сверхобменной связи,
который мы использовали для подгонки с пред-
положением одинаковых длин связи Fe(Cr)–O и
средних углов сверхобменных связей для всех
систем приводят к значительной неопределенности
параметров, в частности, для J(FeFe) и J(FeCr).
Кроме того, необходимо отметить большую неопре-
деленность в отношении «экспериментальных»
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значений обменных интегралов. Дело в том, что
«экспериментальные» обменные интегралы, кото-
рые мы использовали, рассчитывались на основе
простого приближения среднего поля

TN =
zS(S + 1)

3kB
J , (19)

однако это соотношение дает обменные интегра-
лы (J = 36.8 K в YFeO3), которые могут быть в
полтора-два раза меньше полученных другими ме-
тодами [11,50,51]. Так, недавние экспериментальные
данные дают для YFeO3 Jc = 58.2 K, Jab = 53.6 K
[52] или Jc = Jab = 51.5 K [53].

Выше мы рассматривали только типичный
антиферромагнитный кинетический сверхобменный
вклад как результат теории возмущений второ-
го порядка. Однако на самом деле этот вклад
реально конкурирует с типичным вкладом фер-
ромагнитного потенциального сверхобмена или
обмена Гейзенберга, который является результатом
теории возмущений первого порядка. Наиболее
важный потенциальный вклад в сверхобмен может
быть связан с внутриатомным ферромагнитным
обменным взаимодействием Хунда неспаренных
электронов на ортогональных лигандных орби-
талях, гибридизованных с d-орбиталями двух
ближайших магнитных катионов.

Сильная зависимость сверхобменных d–d-интег-
ралов от расстояния катион-лиганд-катион обычно
описывается «правилом Блоха» [54]:

∂ ln J

∂ lnR
=
∂J

∂R
/
J

R
≈ − 10 . (20)

3. МИКРОСКОПИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

ДЗЯЛОШИНСКОГО –МОРИЯ

3.1. Теория Мория

Первая микроскопическая теория слабого фер-
ромагнетизма была предложена Мория [5], который
расширил теорию сверхобмена Андерсона, включив
спин-орбитальную связь

Vso =
∑
i

ξ(li · si).

Мория начал с одноэлектронного гамильтониана
для d-электронов

Ĥ =
∑
fmσ

εmd̂
†
fmσ d̂fmσ +

+
∑

m �=m′,σ

tfmf ′m′ d̂†fmσ d̂f ′m′σ +

+
∑

fm �=f ′m′,σσ′
d̂†fmσ(Cfmf ′m′ · σ) d̂f ′m′σ′ , (21)

где

Cfmf ′m′ = − ξ
2

∑
m′′

(
lfmfm′′tfm′′f ′m′

εm′′ − εm
+

+
tfmf ′m′′ lf ′m′′f ′m′

εm′′ − εm′

)
(22)

— спин-орбитальная поправка к интегралу перено-
са. Затем Мория вычислил обобщенный кинетичес-
кий обмен Андерсона, который содержит как обыч-
ный изотропный обмен, так и анизотропные симмет-
ричные и антисимметричные члены, т. е. квазиди-
польную анизотропию и DM-взаимодействие соот-
ветственно. Выражение для вектора Дзялошинско-
го

dff ′ =
4i

U
×

×
∑
m �=m′

[tfmf ′m′Cf ′m′fm −Cfmf ′m′tf ′m′fm] (23)

было получено Мория в предположении орбиталь-
но-невырожденных основных состояний m и m′ со-
ответственно на узлах f и f ′. Следует отметить, что
спин-операторная форма антисимметричного обме-
на Дзялошинского –Мория следует из соотношения

S1(S1 · S2) + (S1 · S2)S2 = −i[S1 × S2] . (24)

Мория установил симметрийные ограничения на
ориентацию вектора Дзялошинского dij . Пусть два
иона 1 и 2 расположены соответственно в точках A
и B, причем точка C пересекает линию AB пополам:

1. Когда C — центр инверсии: d12 = 0;
2. Когда зеркальная плоскость, перпендикуляр-

ная AB, проходит через C, d12 параллельно зеркаль-
ной плоскости или d12⊥AB;

3. Когда есть зеркальная плоскость, включаю-
щая A и B, d12 перпендикулярно зеркальной плос-
кости;

4. Когда поворотная ось второго порядка C2

⊥AB проходит через C, d12 ⊥C2;
5. Когда имеется n-кратная ось (n ≥ 2) вдоль

AB, d12 ‖ AB.
Несмотря на кажущуюся простоту, операторная

форма DM-взаимодействия (4) вызывает некоторые
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вопросы. Во-первых, в отличие от скалярного произ-
ведения (S1 · S2), векторное произведение спиновых
операторов [S1 × S2] меняет спиновую мультиплет-
ность, т. е. полный спин S12 = S1+S2, что подчерки-
вает необходимость квантового описания. Спиновая
недиагональность DM-взаимодействия влечет за со-
бой очень необычные свойства вектора d12, несколь-
ко напоминающие векторный орбитальный опера-
тор, трансформационные свойства которого не мо-
гут быть изолированы от решетки [55]. Кажется, что
вектор d12 вообще не преобразуется как обычный
вектор.

Другая проблема, вызывающая некоторые во-
просы, это структура и локализация вектора d12 и
соответствующих спиновых скосов. Очевидно, что
вектор d12 должен быть так или иначе связан со
спин-орбитальными вкладами, локализованными на
узлах 1 и 2. Эти компоненты могут различаться по
своей величине и направлению, тогда как оператор-
ная форма (4) подразумевает некоторое усреднение
как для вектора d12, так и скоса спиновых моментов
на двух узлах.

Мория не учитывал эффекты симметрии и си-
лы кристаллического поля и не уточнял харак-
тер (сверх)обменной связи, которая, как мы уви-
дим ниже, может кардинально влиять на направ-
ление и величину вектора Дзялошинского вплоть
до его обращения в нуль. Кроме того, он исполь-
зовал очень упрощенную форму (22) поправки на
спин-орбитальное возмущение к интегралу переноса
(см. соотношение (2.5) в работе [5]). Дело в том, что
структура элементов матрицы переноса заряда под-
разумевает участие нескольких различных локаль-
ных конфигураций (tkn ∝ 〈N1 − 1N2 + 1|Ĥ|N1N2〉).
Следовательно, поправки теории возмущения долж-
ны быть более сложными, чем (22), по крайней мере,
они должны включать спин-орбитальные матрич-
ные элементы (и энергии возбуждения!) для одно-
и двухчастичных конфигураций. В результате это
делает спорным вывод автора об эквивалентности
двух схем возмущений, основанный на поправках
VSO к интегралу переноса и обменному взаимодейст-
вию. Другое ограничение теории Мория связано с
полным игнорированием спин-орбитального вкла-
да лиганда в DM-взаимодействие. Несмотря на эти
недостатки, оценка Мория для отношения между
модулями вектора Дзялошинского d = |d| и изо-
тропного обмена J : d/J ≈ Δg/g, где g — гиромаг-
нитное отношение,Δg — его отклонение от значения
для свободных электронов, соответственно, в неко-
торых случаях может быть полезно, однако только
для очень грубой оценки.

3.2. Микроскопическая теория
взаимодействия Дзялошинского –Мория:
сверхобменное взаимодействие S-ионов

Первая микроскопическая теория DM-взаимо-
действия для сверхобменной связи M1–O–M2, пред-
ложенная автором [7] (см. также работы [10–13,56])
предполагала взаимодействие «свободных» ионов с
основным состоянием 6S конфигурации 3d5 (Mn2+,
Fe3+), взаимодействующих через промежуточный
анион типа O2−. Окончательное выражение для век-
тора Дзялошинского имело следующий вид:

d12 = d12(θ12)[r1 × r2] , (25)

причем

d12(θ) = d1(R10, R20) + d2(R10, R20) cos θ12 , (26)

где первый и второй члены определяются меха-
низмами сверхобмена, связанными соответственно с
межконфигурационными возбуждениями 2p → 3s

лигандов и внутриконфигурационными эффектами
2p–2p. Следует отметить, что при θ = θcr, где

cos θcr = −d1/d2 (27)

вектор Дзялошинского меняет знак.
Однако позже было показано [10, 11, 56], что

правильная теория DM-взаимодействия даже для
ионов S-типа должна учитывать эффекты кристал-
лического поля. В качестве наиболее наглядного
примера мы рассматриваем пару ионов с конфи-
гурацией 3d5, таких как Fe3+ или Mn2+ с основ-
ным состоянием 6S в промежуточном октаэдриче-
ском кристаллическое поле, которое приводит к рас-
щеплению термов 2S+1L на кристаллические термы
2S+1LΓ и смешиванию термов с одинаковой октаэд-
рической симметрией, т. е. с тем же Γ [57]. Спин-
орбитальная связь смешивает основное состояние
6S с термом 4PT1g, однако этот терм смешивает-
ся с другими термами 4T1g, 4FT1g и 4GT1g. Имен-
но последний эффект оказывается решающим фак-
тором для появления DM-взаимодействия. Волно-
вые функции |4(L)T1g〉 могут быть легко вычисле-
ны стандартным методом [57] и имеют следующий
вид [11]:

|4(P )T1g〉 = 0.679|4PT1g〉 − 0.604|4FT1g〉+
+ 0.418|4GT1g〉,

|4(F )T1g〉 = 0.387|4PT1g〉+ 0.777|4FT1g〉+
+ 0.495|4GT1g〉,

|4(G)T1g〉 = −0.604|4PT1g〉 − 0.169|4FT1g〉+
+ 0.737|4GT1g〉,

(28)
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Таблица 2. Волновые функции и энергии термов 4T1g для иона Fe3+ в ортоферритах

Волновая функция Энергия, см−1

|4T1g(41)〉 = 0.988|t42ge1g4T1g〉 − 0.123|t32ge2g4T1g〉+ 0.088|t22ge3g4T1g〉 E(41) = 0.96 · 104

|4T1g(32)〉 = 0.058|t42ge1g4T1g〉+ 0.844|t32ge2g4T1g〉 − 0.534|t22ge3g4T1g〉 E(32) = 2.96 · 104

|4T1g(23)〉 = −0.140|t42ge1g4T1g〉 − 0.522|t32ge2g4T1g〉+ 0.841|t22ge3g4T1g〉 E(23) = 3.69 · 104

с учетом параметров кристаллического поля и внут-
риатомных корреляций [57], типичных для орто-
ферритов [58]: 10Dq = 12200 см−1; B= 700 см−1;
C= 2600 см−1. Мы видим, что из-за эффекта сме-
шивания термов одинаковой симметрии в крис-
таллическом поле все три кристаллических чле-
на, 4PT1g, 4FT1g, 4CT1g, будут вносить вклад в
DM-взаимодействие. Кроме того, результирующий
вклад будет определяться смешиванием 4P–4G [56].
Однако взаимодействие 3d-ионов в системах ти-
па оксидов и фторидов чаще принято рассматри-
вать в схеме сильного кристаллического поля. Ни-
же мы рассмотрим DM-взаимодействие для магнит-
ных 3d-ионов S-типа с орбитально-невырожденным
высокоспиновым основным состоянием в сильном
кубическом кристаллическом поле, т. е. для 3d-
ионов с наполовину заполненными оболочками t32g,
t32ge

2
g, t62ge2g и основными состояниями соответствен-

но 4A2g, 6A1g, 3A2g [10,11,56]. В частности, для тер-
мов 4T1g 3d5-ионов в приближении сильного куби-
ческого кристаллического поля вместо выражений
(28) мы приходим к волновым функциям конфи-
гураций tn1

2g e
n2
g , как показано в табл. 2. Используя

выражения для спин-орбитальной связи VSO и ос-
новного кинетического вклада в параметры свер-
хобмена, которые определяют DM-взаимодействие,
после достаточно рутинной алгебры, мы показа-
ли, что DM-взаимодействие может быть записано
в стандартной форме (25), где d12 можно записать
как [10, 11, 56]

d12 = X1Y2 +X2Y1 , (29)

причем множители X и Y отражают обменно-ре-
лятивистскую структуру соответствующего вклада
теории возмущений второго порядка и детали элект-
ронной конфигурации для иона S-типа. Для обмен-
ных множителей X получаем

Xi =
(g

(i)
eg − 1)

2U
tπσ(tss + tσσ cos θ)−

−
(g

(i)
t2g − 1)

3U
tππtσπ cos θ , (30)

где g(i)eg , g
(i)
t2g — эффективные «g-факторы» (см. вы-

ше) соответственно для eg-, t2g-подоболочек, tσσ >
> tπσ > tππ > tss — положительно определен-
ные интегралы d–d-переноса, U — энергия d–d-пе-
реноса (энергия корреляции). Общий вид безраз-
мерных коэффициентов Y , определяемых спин-ор-
битальными константами и энергиями возбуждения,
более сложен (см., например, работу [56]). Коэффи-
циенты X и Y представлены в табл. 3 для 3d-ио-
нов S-типа, где ξ3d — спин-орбитальный параметр,
ΔE2S+1Γ — энергия возбужденного кристаллическо-
го терма 2S+1Γ, взаимодействующего с основным со-
стоянием за счет VSO.

Знаки коэффициентов X и Y в табл. 3 предска-
заны для довольно больших углов сверхобменной
связи | cos θ12| > tss/tσσ, которые типичны для мно-
гих 3d-соединений, таких как оксиды, и отношения
ΔE4T1g

(41) < ΔE4T1g
(32), типичного для высокос-

пиновой конфигурации 3d5. Возбужденная конфи-
гурация t22ge3g не дает вклада в DM-взаимодействие
для 3d5-ионов.

Стоит отметить, что ранее мы выявили и ис-
правили случайную ошибку в знаке параметров
Xi, допущенную как в наших предыдущих статьях
[10, 11], так и в недавней статье [12]. Здесь и далее
мы используем правильные знаки для Xi в (30) и
табл. 3 [56].

Довольно простые выражения для множителей
Xi и Yi получены без учета эффектов смешива-
ния/взаимодействия термов 2S+1Γ одинаковой сим-
метрии и вклада пустых подоболочек в обменную
связь (см. работу [11]). Тем не менее данные табл. 3
позволяют нам оценить как численное значение, так
и знак параметров d12.

Следует отметить, что для критического угла θcr
смены знака вектора Дзялошинского имеем

cos θcr = −d1/d2 = λ2s/λ
2
σ

для пар d8–d8 и

cos θcr = λ2s/(λ
2
σ − λ2π)

для пар d5–d5. Используя различные эксперимен-
тальные данные для параметров ковалентности
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Таблица 3. Выражения для коэффициентов X и Y , определяющих величину и знак вектора Дзялошинского в
парах 3d-ионов S-типа с локальной октаэдрической симметрией. Знаки коэффициентов Xi соответствуют углам

сверхобменной связи θ > θcr

Основное
состояние

X Знак X Y Знак Y
Возбужденное
состояние

3d3(t32g):4A2g

V2+, Cr3+, Mn4+
− 1

3U
tππ tσπ cos θ +

2ξ3d

3
√
3

(
1

ΔE4T2g

+
2

ΔE2T2g

)
+ t22ge

1
g

3d5(t32ge2g):6A1g

Mn2+, Fe3+
− 1

5U
(tππtσπ cos θ−

−tπσ (tss + tσσ cos θ))
– −6ξ3d

5
√
3

(
1

ΔE4T1g
(41)

− 1

ΔE4T1g
(23)

)
– t42ge

1
g, t22ge3g

3d8(t62ge2g):3A2g

Ni2+, Cu3+
1

2U
tπσ(tss + tσσ cos θ) —

3ξ3d

2
√
3

(
1

ΔE3T2g

+
1

ΔE1T2g

)
+ t52ge

3
g

(см., например, работу [59]), мы приходим к
d1/d2 ∼ 1/5 − 1/3 и θcr ≈ 100◦–110◦ для пар
Fe3+–Fe3+ в оксидах.

Соотношение между различными множителями
X при типичных для ортоферритов RFeO3 и орто-
хромитов RCrO3 геометрии сверхобмена и парамет-
рах ковалентности выглядит как [11]

|Xd8 | ≥ |Xd3 | ≥ |Xd5 | , (31)

тем не менее, следует подчеркнуть их зависимость
от геометрии сверхобмена и параметров ковалент-
ности. Простое сравнение обменных множителей X
(см. (30) и табл. 3) с обменными параметрами I(γiγj)
(15) свидетельствует о их сравнимой величине. Со-
отношение (16) позволяет установить более опреде-
ленное соответствие. При типичных величинах па-
раметра кристаллического поля 10Dq ≈ 1.5 эВ мы
получим следующие соотношения между различны-
ми множителями Y [11]:

|Yd8 | ≥ |Yd5 | ≥ |Yd3 |, (32)

причем Yd8 ≈ 7.0 · 10−2, Yd5 ≈ −2.5 · 10−2, Yd3 ≈
≈ 1.5 · 10−2.

Наибольшее значение коэффициента d12 пред-
сказывается для пар d8 – d8, а для пар d5–d5 можно
ожидать гораздо меньшего (может быть, на поря-
док) значения. Для пар d3–d3 этот коэффициент бу-
дет, по видимому, несколько выше значения для пар
d5–d5. Для разных пар: d12(d3–d5) ≈ −d12 (d3–d3);
d12 (d8–d5) ≈ d12 (d5–d5); d12(d3–d8) ≥ d12 (d3–d3).
Удивительно, но, несмотря на сильную изотропную
обменную связь для пар d5–d5 и d5–d8, DM-взаимо-
действие для них ожидается быть наименьшим сре-
ди пар ионов S-типа. Для пар d5–d5, в частности
Fe3+–Fe3+, мы имеем два компенсационных эффек-

Таблица 4. Теоретические предсказания знаков век-
торов Дзялошинского в парах 3d-ионов S-типа с ло-
кальной октаэдрической симметрией и углом свер-

хобменной связи θ > θcr

3dn 3d3(t32g) 3d5(t32ge2g) 3d8(t62ge2g)

3d3(t32g) + – +

3d5(t32ge2g) – + +

3d8(t62ge2g) + + –

та. Во-первых, вклад σ-связи в множитель X час-
тично компенсируется вкладом π-связи, во-вторых,
вклад от терма 4T1g конфигурации t42ge

1
g частично

компенсируется вкладом от терма 4T1g конфигура-
ции t22ge3g.

Теоретические предсказания «исправленного»
знака вектора Дзялошинского в парах 3d-ионов
S-типа с локальной октаэдрической симметрией
(правила знаков) представлены в табл. 4. Знаки
для пар d3–d3, d5–d5, и d3–d8 оказываются одинако-
выми, но противоположными знакам для пар d3–d5

и d8–d8. Подобно тому, как разные знаки обычного
обменного интеграла определяют разный (фер
ро-антиферро) магнитный порядок, разные знаки
векторов Дзялошинского создают возможность
неоднородного (ферро-антиферро) упорядоче-
ния локальных слабых (анти)ферромагнитных
моментов, или локальный явный/скрытый скос
магнитных моментов. Новое магнитное явление
и новый класс магнитных материалов, которые
представляют собой системы типа твердых рас-
творов YFe1−xCrxO3 с конкурирующими знаками
векторов Дзялошинского, будут рассмотрены ниже
(см. разд. 5) подробнее.
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3.3. DM-взаимодействие в тригональных
гематите α-Fe2O3 и борате FeBO3

Применяя нашу теорию, предполагающую иде-
альную октаэдрическую симметрию ионов S-типа,
к классическому слабому ферромагнетику α-Fe2O3,
мы приходим к несколько неожиданному выводу,
поскольку теория предсказывает, что вклад трех эк-
вивалентных сверхобменных связей Fe3+–O2−–Fe3+

для двух FeO9−
6 -октаэдров в суммарный вектор Дзя-

лошинского строго обращается в нуль. Точно та-
кой же результат будет получен, если рассмотреть
прямой обмен Fe3+–Fe3+ в системе двух идеальных
FeO9−

6 -октаэдров, связанных через три общих иона
кислорода, когда R12 ‖ C3. Очевидно, что именно
этот факт является причиной столь малой величи-
ны угла скоса магнитных подрешеток в гематите,
который на порядок меньше, чем, например, в ор-
тоферритах RFeO3 или борате FeBO3. Так в чем же
истинная природа слабого ферромагнетизма в гема-
тите α-Fe2O3, ставшем исторически первым слабым
ферромагнетиком? Каково микроскопическое про-
исхождение ненулевого вектора Дзялошинского, ко-
торый должен быть направлен вдоль оси симмет-
рии C3 согласно правилам Мория? Прежде всего,
мы должны обратить внимание на тригональные ис-
кажения октаэдров FeO9−

6 , которые обладают сим-
метрией T2 и приводят к смешиванию термов 4T1g
с термами 4A2g и 4T2g. В принципе, лучший способ
решить проблему, это использовать систему коор-
динат, в которой ось Oz направлена вдоль оси сим-
метрии C3, а не обычно применяемую геометрию
Oz ‖ C4 [56]. Симметрийный анализ показывает, что
аксиальное искажение вдоль связи Fe3+1 –Fe3+2 мо-
жет индуцировать DM-взаимодействие с вектором
Дзялошинского, направленным вдоль связи, одна-
ко только для локально неэквивалентных центров
Fe3+, иначе мы приходим к точной компенсации
вкладов спин-орбитальных взаимодействий на уз-
лах 1 и 2 [56].

Тригональный гематит α-Fe2O3 имеет ту же кри-
сталлическую симметрию R3c − D6

3d, что и слабый
ферромагнетик FeBO3. Кроме того, борат может
быть «преобразован» в гематит за счет замещения
ионов B3+ на Fe3+ со смещением как «старых», так
и «новых» ионов железа вдоль тригональной оси.
В результате мы приходим к появлению дополни-
тельной сильной изотропной (сверх)обменной связи
нецентросимметричных октаэдров FeO6 через три
общих кислорода с короткими расстояниями Fe–O
(1.942 Å), что определяет очень высокую темпера-
туру Нееля TN = 948 K в гематите по сравнению с

TN = 348 K в борате. Однако симметрия D3h этих
обменных связей указывает на четкую компенсацию
вклада двух ионов Fe в вектор Дзялошинского. Дру-
гими словами, слабый ферромагнетизм в гематите
α-Fe2O3 определяется DM-взаимодействием для тех
же связей Fe–O–Fe, что и в борате FeBO3. Одна-
ко длина связей Fe–O в гематите (2.111 Å) замет-
но больше, чем в борате (2.028 Å), что указывает на
значительно более слабое DM-взаимодействие. Ком-
бинация более слабого DM-взаимодействия и более
сильного изотропного обмена в α-Fe2O3 по сравне-
нию с FeBO3 действительно объясняет разницу на
один порядок в углах скоса магнитных подрешеток.

3.4. DM-взаимодействие с участием
редкоземельных ионов

Спин-орбитальное взаимодействие для редкозе-
мельных ионов с валентной конфигурацией 4fn диа-
гонально на базисе (LS)J-мультиплетов, так что
обычное DM-взаимодействие

Ĥff
DM =

∑
m>n

(dmn · [Sm × Sn]) =

=
∑
m>n

(gm − 1)(gn − 1)(dmn · [Jm × Jn]) (33)

(gm,n — факторы Ланде) может появиться для свер-
хобмена f–O–f только благодаря спин-орбиталь-
ному взаимодействию на промежуточном лиганде.
Очевидно, что для сверхобмена R-ион — 3d-ион мы
имеем дополнительный вклад спин-орбитального
взаимодействия для 3d-иона. DM-взаимодействие
R-ион — 3d-ион R3+–O2−–Fe3+ (R = Nd, Gd)

Ĥfd
DM =

∑
m>n

(dmn · [Jm × Sn]) (34)

рассматривалось теоретически и экспериментально
в работах [60, 61].

Эффективное поле на R-ионе может быть пред-
ставлено в виде суммы ферро- и антиферромагнит-
ного вкладов:

Hfd = αF+
↔
βG , (35)

где α определяет вклад изотропного обмена f–d,
тогда как тензор

↔
β описывает вклад симметрич-

ных и антисимметричных анизотропных взаимо-
действий f–d. Эти взаимодействия исследовались в
GdFeO3 [60], причем авторы нашли, что

αFz = −0.19 ;

βzxGx = (βszx + βazx)Gx = −0.05 + 0.21 = 0.16 (36)

617



А. С. Москвин ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021

(в Тесла). Довольно неожиданно оказалось, что
антисимметричный антиферромагнитный вклад
βazxGx в эффективное поле на ионах Gd3+ в фазе
Γ4 при T = 0 K, который определяется DM-взаимо-
действием f–d, является ведущим вкладом. Более
того, согласно данным работы [61], в GdCrO3

αFz = −0.13,

βzxGx = (βszx+β
a
zx)Gx = +0.05−0.47 = −0.42, (37)

т. е. DM-взаимодействие f–d имеет еще большую ве-
личину, чем в GdFeO3, однако с противоположным
знаком, что согласуется с противоположными зна-
ками коэффициента Y для Fe3+ и Cr3+ (см. табл. 3).

4. ПРЕДСКАЗАНИЯ ТЕОРИИ В
СРАВНЕНИИ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

4.1. Взаимодействие Дзялошинского в
ортоферритах

Четыре иона Fe3+ занимают позиции 4b в ор-
торомбической элементарной ячейке ортоферритов
RFeO3 (пространственная группа Pbnm):

1 (1/2, 0, 0); 2 (1/2, 0, 1/2); 3 (0, 1/2, 1/2); 4 (0, 1/2, 0) .

Классические базисные векторы магнитной струк-
туры для 3d-подрешетки определяются следующим
образом:

4SF = S1 + S2 + S3 + S4,

4SG = S1 − S2 + S3 − S4,

4SC = S1 + S2 − S3 − S4,

4SA = S1 − S2 − S3 + S4 .

(38)

Здесь G описывает основную антиферромагнит-
ную компоненту магнитной структуры, F — вектор
ферромагнетизма (явный скос подрешеток), сла-
бые антиферромагнитные компоненты C и A опи-
сывают скос магнитных подрешеток без суммар-
ного магнитного момента (скрытый скос подреше-
ток). «Разрешенные» спиновые конфигурации для
3d-подрешетки обозначаются как Γ1 (Ax, Gy, Cz),
Γ2 (Fx, Cy, Gz), Γ4 (Gx, Ay, Fz), где в скобках фигу-
рируют единственные отличные от нуля компонен-
ты базисных векторов. Отметим, что в литературе
можно найти разные варианты нумерации позиций
ионов Fe3+ (см., например, работы [53,62]), так что
базисные векторы G, C, A могут различаться зна-
ком.

В простейшем классическом приближении опе-
ратор симметричных и антисимметричных обмен-
ных d–d-взаимодействий в ортоферритах

Ĥ =
∑
i>j

Jij(Si · Sj) +
∑
i>j

(dij · [Si × Sj ]) (39)

можно записать в терминах базисных векторов как
свободную энергию следующим образом (см., напри-
мер, работу [11] и ссылки в ней):

Φ =
JF
2
F2 +

JG
2
G2 +

JC
2
C2 +

JA
2
A2 +

+Dx(CyGz − CzGy) +Dy(FzGx − FxGz)+

+Dz(AxGy −AyGx) + dx(AyFz −AzFy)+

+ dy(CzAx − CxAz) + dz(CxFy − CyFx) , (40)

где для энергии, рассчитанной на один ион,

JF = −JG = S2(2Jab + Jc),

JA = −JC = S2(2Jab − Jc),

Dx = −S2
∑
2

dx(12),

Dy = −S2

(∑
4

dy(14) +
∑
2

dy(12)

)
,

Dz = −S2
∑
4

dz(14).

(41)

Минимизируя свободную энергию при условии F2+

+G2 +C2 +A2 = 1 и F,C,A� G, найдем

Fz = − Dy

JF − JG
Gx, Ay =

Dz

JA − JG
Gx,

Fx =
Dy

JF − JG
Gz, Cy = − Dx

JC − JG
Gz,

Ax = − Dz

JA − JG
Gy, Cz =

Dx

JC − JG
Gy.

(42)

4.2. Явный и скрытый скос магнитных
подрешеток в ортоферритах

Рисунок 3 показывает достаточно сложную
структуру сверхобменных связей Fe3+–O2−–Fe3+ в
ортоферритах, что определяет и сложную струк-
турную зависимость векторов Дзялошинского.
В табл. 5 представлены структурные факторы
[r1 × r2]x,y,z для сверхобменных связей иона Fe3+

в позиции (1/2, 0, 0) с ближайшими соседями
в ортоферритах с численными значениями для
YFeO3. Легко видеть, что слабый ферромагнетизм
в ортоферритах связан с y-компонентой вектора
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Рис. 3. Структура сверхобменных связей Fe3+–O2−–Fe3+

в ортоферритах. Jab и Jc — обменные интегралы для бли-
жайших соседей, J ′ — обменный интеграл для соседей,
следующих за ближайшими. 1, 2, 3, 4 — ионы Fe3+ в че-
тырех неэквивалентных позициях. Воспроизведено из ра-

боты [53]

Дзялошинского, величина которой составляет всего
лишь около трети от его максимальной величины.

В 1975 г. мы использовали простую формулу для
вектора Дзялошинского (6) и структурные факторы
из табл. 5, чтобы найти связь между кристаллогра-
фической и «скошенной» магнитной структурами
для четырехподрешеточных ортоферритов RFeO3 и
ортохромитов RCrO3 [9,11] (см. рис. 4), где основной
антиферромагнитный порядок G-типа сопровожда-
ется как явным скосом подрешеток, характеризую-
щимся ферромагнитным вектором F (слабый фер-
ромагнетизм!), так и двумя типа скрытого скоса
подрешеток, A и C (слабый антиферромагнетизм!):

Fx =
(x1+2z2)ac

6l2
d

J
Gz , Fz = − (x1+2z2)ac

6l2
d

J
Gx,

Ax =
(1/2 + y2 − x2) ab

2l2
d

J
Gy,

Ay = − (1/2 + y2 − x2) ab

2l2
d

J
Gx,

Cy =
(1/2− y1) bc

2l2
d

J
Gz ,

Cz = − (1/2− y1) bc

2l2
d

J
Gy ,

(43)

где a, b, c — параметры элементарной ячейки,
x1,2, y1,2, z2 — кислородные (OI,II) параметры,

l — средняя длина связи катион–анион. Эти со-
отношения предполагают усреднение по связям
Fe3+–O2−–Fe3+ в ab-плоскости и вдоль оси c.
Отметим, что |Ax,y| > |Fx,z| > |Cy,z|.

Прежде всего, мы приходим к простой свя-
зи между кристаллографическими параметрами и
магнитным моментом Fe-подрешетки: в единицах
Гс · г/см3

MFe =
4gμBS

ρV
|Fx,z| =

=
2gμBSac

3l2ρV
(x1 + 2z2)

d(θ)

J(θ)
, (44)

где ρ и V — соответственно плотность и объем
элементарной ячейки. Явный скос магнитных под-
решеток, или вектор ферромагнетизма Fx,z может
быть рассчитан через отношение поля Дзялошин-
ского (HD) к обменному полю (HE):

F = HD/2HE . (45)

Если мы знаем поля Дзялошинского, то сможем рас-
считать множитель d(θ) в ортоферритах следующим
образом:

HD =
S

gμB

∑
i

|dy(1i)| =

=
S

gμB
(x1 + 2z2)

ac

l2
|d(θ)| , (46)

что дает |d(θ)| ≈ 3.2 K = 0.28 мэВ в YFeO3 при
HD = 140 кЭ [17]. Это значение находится в хо-
рошем согласии с данными недавних эксперимен-
тов [52,53], которые позволили найти информацию о
векторе Дзялошинского на основе измерений спект-
ра спиновых волн. Отметим, что несмотря на то, что
Fz ≈ 0.01 параметр d(θ) всего лишь на порядок ве-
личины меньше обменного интеграла в YFeO3.

Наши результаты стимулировали эксперимен-
тальные исследования скрытого скоса магнитных
подрешеток, или «слабого антиферромагнетизма» в
ортоферритах. Как показано в табл. 6, теоретически
предсказанные отношения между явным и скрытым
скосом магнитных подрешеток хорошо согласуются
с экспериментальными данными, полученными для
различных ортоферритов с помощью ЯМР [22], рас-
сеяния нейтронов, измерений низкоэнергетических
спиновых возбуждений с помощью неупругого рас-
сеяния нейтронов и поглощения терагерцевого излу-
чения [23, 52, 53, 63].
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Таблица 5. Структурные множители [r1 × r2]x,y,z для сверхобменно-связанных пар Fe1–O–Fe2,4 в ортоферритах
с численными значениями для YFeO3, a, b, c — параметры решетки, l — средняя длина связи Fe–O, x1, y1,

x2, y2, z2 — кислородные параметры соответственно для позиций O(4c) и O(8d)

[r1 × r2]x [r1 × r2]y [r1 × r2]z

2
(1/2− y1) bc

2l2
= 0.20 −x1ac

2l2
= −0.55 0

4 ±z2bc
2l2

= ±0.31 −z2ac
2l2

= −0.29
(y2 − x2 + 1/2) ab

2l2
= 0.41

Рис. 4. Базисные векторы магнитной структуры для 3d-подрешетки в ортоферритах RFeO3 и ортохромитах RCrO3

4.3. DM-взаимодействие и эффективная
магнитная анизотропия

Ниже мы продемонстрируем вклад DM-взаимо-
действия в эффективную магнитную анизотропию
ортоферритов. Классические энергии трех спино-
вых конфигураций в ортоферритах Γ1(Ax, Gy, Cz),
Γ2(Fx, Cy, Gz), и Γ4(Gx, Ay , Fz) при |Fx| = |Fz | = F ,
|Cy | = |Cz | = C, |Ax| = |Az | = A могут быть пред-
ставлены следующим образом [11]:

EΓ1 = EG − 48JS2F 2

[
1

3

(
C

F

)2

+
2

3

(
A

F

)2
]
, (47)

EΓ2 = EG − 48JS2F 2

[
1 +

1

3

(
C

F

)2
]
, (48)

EΓ4 = EG − 48JS2F 2

[
1 +

2

3

(
A

F

)2
]
, (49)

с очевидным соотношением EΓ4 < EΓ1 ≤ EΓ2 . Зна-
ние этих энергий позволяет найти величины со-
ответствующего вклада в константы «внутриплос-
костной» анизотропии Ean = k1 cos 2θ (ac-, bc-плос-
кости), Ean = k1 cos 2ϕ (ab-плоскость):

k1(ac) =
1

2
(EΓ2 − EΓ4), k1(bc) =

1

2
(EΓ2 − EΓ1),

k1(ab) =
1

2
(EΓ4 − EΓ1).

Детальный анализ различных механизмов маг-
нитной анизотропии ортоферритов [11, 64] указы-
вает на ведущий вклад DM-взаимодействия. Для
всех ортоферритов RFeO3 этот механизм действи-
тельно предсказывает минимальную энергию для
конфигурации Γ4, которая фактически реализует-
ся как основное состояние для всех ортоферритов,
если пренебречь взаимодействием R–Fe. Кроме то-
го, предсказываемое значение константы магнитной
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Таблица 6. Скрытый скос магнитных подрешеток в ортоферритах

Ортоферрит Ay/Fz, теория [9] Ay/Fz, эксп. Ay/Cy, теория [9] Ay/Cy, эксп.

YFeO3 1.10

1.10± 0.03 [22]
1.23± 0.2 [23]
1.1± 0.1 [63]
1.14 [52]
1.03 [53]

2.04 ?

HoFeO3 1.16 0.85± 0.10 [63] 2.00 ?

TmFeO3 1.10 1.25± 0.05 [22] 1.83 ?

YbFeO3 1.11 1.22± 0.05 [23] 1.79 2.0± 0.2 [22]

анизотропии в плоскости ac для YFeO3 k1(ac) =

= 2.0 · 105 эрг/см3 достаточно близко к экспери-
ментальному значению 2.5 · 105 эрг/см3 [17]. Инте-
ресно, что модель предсказывает близкую энергию
для конфигураций Γ1 и Γ2, так что |k1(bc)| пример-
но на один порядок меньше, чем |k1(ac)| и |k1(ab)|
для большинства ортоферритов [11, 64]. Это озна-
чает, что анизотропия в плоскости bc будет опреде-
ляться конкуренцией DM-взаимодействия с относи-
тельно слабыми вкладами, такими как магнитоди-
польное взаимодействие и одноионная анизотропия.
Следует отметить, что знак и величина k1(bc) имеют
большое значение для определения типа доменных
стенок в ортоферритах в их базовой конфигурации
Γ4 (см., например, работу [65]).

5. СЛАБЫЙ ФЕРРИМАГНЕТИЗМ — НОВЫЙ
ТИП МАГНИТНОГО УПОРЯДОЧЕНИЯ В
СИСТЕМАХ С КОНКУРИРУЮЩИМИ
ЗНАКАМИ ВЕКТОРА ДЗЯЛОШИНСКОГО

Первые экспериментальные исследования сме-
шанных ортоферритов-ортохромитов, проведенные
в Московском университете в группе Кадомцевой,
подтвердили теоретические предсказания относи-
тельно знаков векторов Дзялошинского и выявили
слабоферримагнитное поведение YFe1−xCrxO3 [21]
из-за конкуренции DM-взаимодействий Fe–Fe, Cr–
Cr и Fe–Cr с антипараллельной ориентацией сред-
них слабоферромагнитных моментов подсистем Fe
и Cr в широком диапазоне концентраций. Други-
ми словами, был предсказан новый класс смешан-
ных 3d-систем с конкурирующими знаками вектора
Дзялошинского, так называемых слабых ферримаг-
нетиков.

Поперечный слабоферромагнитный момент при-
месного иона Cr3+ в ортоферрите YFeO3 можно оце-
нить следующим образом:

mCr = gμBSCr(2δ − 1)F , (50)

где безразмерный параметр

δ =
dCrFe

dFeFe

IFeFe

ICrFe
(51)

характеризует относительную величину DM-взаи-
модействия примесь–матрица. Сравнивая mCr со
значением mFe = gμBSFeF для матрицы, мы ви-
дим, что слабоферромагнитный момент для приме-
си Cr антипараллелен слабоферромагнитному мо-
менту матрицы Fe даже для положительных, но ма-
лых δ < 1/2. Однако эффект более выражен для
отрицательных значений δ, т. е. для разных знаков
dCrFe и dFeFe. Результаты простого расчета в при-
ближении среднего поля (MFA), представленные на
рис. 5–7 в сравнении с экспериментальными дан-
ными для слабых ферримагнетиков RFe1−xCrxO3,
Mn1−xNixCO3, Fe1−xCrxBO3 [21, 66–70], указыва-
ют на нетривиальные концентрационные и темпера-
турные зависимости намагниченности, в частности,
точки компенсации.

На рис. 5а–в представлены расчетная (MFA) фа-
зовая диаграмма слабого ферримагнетика, концен-
трационная зависимость низкотемпературной сум-
марной намагниченности и парциальных вкладов
Fe-, Cr-подрешеток в YFe1−xCrxO3, вычисленных
при постоянном значении δ = −4. Сравнение экс-
периментальных данных для суммарной низкотем-
пературной намагниченности [21] с MFA-расчетами
при δ = −2 (рис. 5в) указывает на достаточно хо-
рошее согласие везде, кроме x ∼ 0.5, где параметр
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Рис. 5. а) Концентрационная зависимость парциальных вкладов Fe-, Cr-подрешеток в намагниченность YFe0.5Cr0.5O3.
б) Фазовая (MFA) диаграмма YFe1−xCrxO3 при δ = −4; левая и правая стрелки указывают ориентацию и относи-
тельную величину магнитных моментов соответственно Fe- и Cr-подрешеток. «Внешние» и «внутренние» тонкие линии
указывают на точки компенсации соответственно полной и парциальных (Fe, Cr) намагниченностей. Эксперименталь-
ные значения TN для моно- и поликристаллических образцов указаны соответственно светлыми и темными кружками.
в) Концентрационная зависимость низкотемпературной намагниченности в YFe1−xCrxO3: кружки — эксперименталь-
ные данные [21], кривые — расчетные данные при δ = −2 и −4. г) Температурная зависимость намагниченнности в
YFe1−xCrxO3: жирные кривые — экспериментальные данные для x = 0.38 (кривая 1 — [66]) и для x = 0.4 (кривая 2 —

[71]), пунктирная кривая — MFA-расчет для x = 0.4 [71] при dFeCr = −0.39 K

δ кажется ближе к δ = −3. На рис. 5г сравнива-
ются первые экспериментальные данные по темпе-
ратурной зависимости намагниченностиm(T ) в сла-
бом ферримагнетике YFe1−xCrxO3 (x = 0.38) ([66] —
кривая 1) с недавними данными для близкого соста-
ва с x = 0.4 ([71] — кривая 2). Стоит отметить, что
недавние MFA-расчеты, выполненные в работе [71]
при dFeCr = −0.39 K, дают очень хорошее описание
m(T ) при x = 0.4. Отметим, что авторы [71] обна-
ружили довольно сильную зависимость параметра
dFeCr от концентрации x.

Концентрационная и температурная зависи-
мости намагниченности в LuFe1−xCrxO3 хорошо
описываются простой моделью MFA в предпо-
ложении постоянного знака намагниченности и
постоянном значении δ = −1.5 (рис. 6 [67]), что,
строго говоря, не исключало возможности аль-
тернативного описания зависимости m(x) с двумя
точками концентрационной компенсации намагни-
ченности (см. пунктирную линию на рис. 6a). Кроме
того, вообще говоря, отсутствие точек концентра-
ционной компенсации для низкотемпературной
намагниченности m(x, T ) = 77 K не означает
отсутствия точек компенсации при более высоких
температурах. Действительно, намного позже, в
2016 г., авторы [72] наблюдали спонтанное перемаг-
ничивание в поликристаллическом LuFe0.5Cr0.5O3

ниже TN = 290 K при температуре компенсации
Tcomp = 224 K, а авторы [73] провели расчеты с

Рис. 6. a) Концентрационная зависимость низкотемпера-
турной (T = 77 K) намагниченности LuFe1−xCrxO3: круж-
ки — экспериментальные данные [67], жирные кривые —
MFA-расчет при δ = −1.5. б) Температурная зависимость
намагниченности LuFe1−xCrxO3: кружки — эксперимен-
тальные данные [67] для x = 0.6 (1), 0.5 (2), 0.2 (3), 0.1 (4),

0 (5), жирные кривые — MFA-расчет при δ = −1.5

помощью классического метода Монте-Карло для
RFe1−xCrxO3 с R = Y и Lu, сравнив результаты
численного моделирования с экспериментами и
расчетами MFA. Помимо зависимости TN(x), эта
модель способна воспроизвести смену знака на-
магниченности, наблюдаемое экспериментально в
процессе охлаждения в поле для промежуточных
значений x. В отличие от YFeO3 и YCrO3, которые
являются слабыми ферромагнетиками с основной
магнитной структурой типа GxFz ниже TN , сла-
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Рис. 7. a) Результаты MFA-моделирования фазовой T–x-диаграммы слабого ферриамгнетика Fe1−xCrxBO3 [68] при
IFeFe = IFeCr = −20.3 K, ICrCr = 2.0 K, стрелки указывают ориентацию суммарного слабоферримагнитного момента.
Кривые 1, 2, 3 указывают точки компенсации при dz(FeFe) = dz(CrCr) = 0.67 K, dz(FeCr) = −0.67 K (1), −0.75 K (2),
−0.90 K (3). б) Результаты MFA-моделирования температурной зависимости суммарной намагниченности в Fe1−xCrxBO3

[68] при dz(FeFe) = dz(CrCr) = −dz(FeCr) = 0.67 K для различных составов, на вставке — экспериментальные данные
работы [77] во внешнем магнитном поле 1 Tл. в) Результаты MFA-моделирования концентрационной зависимости низ-

котемпературной намагниченности в Mn1−xNixCO3 [70] при dz(MnNi) > d
(0)
z (MnNi) и dz(MnNi) < d

(0)
z (MnNi)

бые ферримагнетики ортоферриты-ортохромиты
YFe1−xCrxO3 обнаруживают полную или частич-
ную спин-переориентацию типа GxFz–GzFx в
широком диапазоне замещения. Такое неожиданное
поведение, обычно типичное для ортоферритов с
магнитными редкоземельными ионами (Er, Tm,
Dy и т. д.), объясняется, главным образом, силь-
ным уменьшением вклада DM-взаимодействия в
магнитную анизотропию в плоскости ac при x =

= 0.5–0.6 [74, 75]. В отличие от иттриевой системы
ортоферриты-ортокромиты лютеция LuFe1−xCrxO3

(x = 0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.6, и 1.0) сохраняют основную
магнитную структуру типа GxFz без признаков
спонтанного спин-переориентационного перехо-
да. Это различие можно объяснить значительно
большим вкладом одноионной анизотропии в kac в
LuFeO3 по сравнению с YFeO3 [11, 76].

Обратимся к особенностям других слабых фер-
римагнетиков. На рис. 7а показана расчетная фазо-
вая диаграмма тригонального слабого ферримагне-
тика Fe1−xCrxBO3 [68]. Экспериментальные иссле-
дования температурной зависимости намагниченно-
сти в интервале от 4.2 до 600 К были проведены
для системы твердых растворов Fe1−xCrxBO3, где

0 ≤ x ≤ 0.95 [77]. Наблюдается быстрое уменьшение
намагниченности насыщения с увеличением x при
T = 4.2 K до 0.40, после чего обнаруживается ши-
рокий минимум до x = 0.60. Составы в диапазоне
0.40 ≤ x ≤ 0.60 демонстрируют необычное поведе-
ние намагниченности в зависимости от температуры
c максимумами и минимумами на кривых ниже тем-
ператур Кюри. Рисунок 7б демонстрирует хорошее
согласие между экспериментальными данными [77]
и нашими MFA-расчетами.

В отличие от смешанных систем d5–d3 (Fe–Cr),
таких как YFe1−xCrxO3 или Fe1−xCrxBO3 проявле-
ние различных DM-взаимодействий Fe–Fe, Cr–Cr и
Fe–Cr в (Fe1−xCrx)2O3 более удивительно из-за раз-
личной магнитной структуры «конечных» составов,
α-Fe2O3 и Cr2O3 и появления ненулевого DM-взаи-
модействие для октаэдров FeO6 и CrO6, связанных
через три общих кислорода, «запрещенного» для
связи Fe–Fe и Cr–Cr. Все это делает магнитные
свойства смешанных составов (Fe1−xCrx)2O3 очень
необычными [78].

В отличие от смешанных d5–d3-систем
YFe1−xCrxO3 или Fe1−xCrxBO3, где при довольно
большом параметре dFeCr появляются две точки
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концентрационной компенсации, в d5–d8-системах
замещенных ортоферритов типа никель/фтор
RFe1−xNixFyO3−y [69] или Mn1−xNixCO3 с парами
Mn2+–Ni2+ [70] возможна только единственная
точка концентрационной компенсации, независимо
от величины параметра dMnNi. Однако характер
концентрационной зависимости слабоферримаг-
нитного момента m(x) сильно зависит от его
величины. С ростом концентрации m(x) сначала
растет или падает в зависимости от того, больше
или меньше величина параметра dMnNi некоторого
«критического» значения

d
(0)
MnNi =

(
1 +

SMn

SNi

)
IMnNi

2IMnMn
dMnMn .

Рисунок 7в наглядно иллюстрирует эту особенность.
Следует отметить, что совсем недавно авторы [79]
экспериментально обнаружили, что в соответствии
с нашей теорией (см. табл. 4) знак вектора Дзяло-
шинского в MnCO3 (d5–d5) совпадает со знаком это-
го вектора в FeBO3 (d5–d5), тогда как NiCO3 (d8–d8)
демонстрирует противоположный знак.

5.1. Особенности 4f–3d-взаимодействия в
слабых ферримагнетиках RFe1−xCrxO3

Несомненный интерес представляет исследова-
ние влияния слабоферримагнитного упорядочения
3d-подрешетки на поведение редкоземельной
подсистемы в смешанных ферритах-хромитах
RFe1−xCrxO3. Характер поляризации R-ионов и ее
концентрационные и температурные зависимости
дают ценную информацию не только о состоянии
d-подсистемы, но и о механизмах 4f–3d-взаимодей-
ствия, прежде всего об относительной роли ферро-
и антиферромагнитных вкладов в эффективное
поле на R-ионах [61, 75, 80, 81]. Особый интерес, на
наш взгляд, представляет система GdFe1−xCrxO3 с
4f - и 3d-ионами S-типа, где может показаться, что
именно ферромагнитный вклад за счет изотропного
4f–3d-обмена должен играть определяющую роль
в поляризации подрешетки Gd. Однако детальный
анализ магнитных свойств GdFeO3 и GdCrO3

[60, 61] совершенно неожиданно выявил существен-
ную роль анизотропного обмена S-ионов Gd3+ с
S-ионами Fe3+ и Cr3+ и соответственно антифер-
ромагнитного вклада в поляризацию подрешеток
Gd с преобладанием антисимметричного вклада,
определяемого DM-взаимодействием 4f–3d (см.
(36) и (37)).

Рис. 8. а) Расчетная концентрационная зависимость сред-
него эффективного поля на ионах Gd3+ в слабом фер-
римагнетике GdFe1−xCrxO3 при T = 0 K. б) Расчетная
температурная зависимость спонтанной намагниченности
для ряда слабых ферримагнетиков GdFe1−xCrxO3 и край-
них составов, τ = T/TN . Жирные кружки — эксперимен-
тальные данные для монокристаллов GdFe0.83Cr0.17O3,

TN = 550 K [61]

Знание численных значений параметров изо-
тропного и анизотропного 4f–3d-взаимодействия
позволило нам вычислить в рамках теории молеку-
лярного поля концентрационные и температурные
зависимости среднего эффективного поля Hz, на-
магниченность подрешетки Gd и полную намагни-
ченность слабого ферримагнетика GdFe1−xCrxO3 во
всем диапазоне концентраций x (см. рис. 8) [61]. Об-
менные интегралы и параметры DM-взаимодейст-
вия в d-подрешетках выбирались равными соответ-
ствующим значениям для слабого ферримагнетика
YFe1−xCrxO3.

Концентрационная зависимость Hz(x) при T =

= 0 К имеет очень необычный вид с двумя точка-
ми компенсации при малых и относительно больших
концентрациях ионов Cr3+. Тогда как при x ≈ 0.5

компенсация полного магнитного момента все еще
наблюдается, при x = 0.10 изменение знака Hz при-
водит к гиперболическому росту m(T ) в области
низких температур. В то же время расчет показы-
вает, что при x ≈ 0.27 и τ = T/TN ≈ 0.17 мы
приходим к точке компенсации, которая затем при
увеличении x «раздваивается» со смещением одной
(высокотемпературной) точки компенсации в сторо-
ну TN , а другой (низкотемпературной) в сторону
T = 0 K. При x > 0.5 точки компенсации исче-
зают и только для составов, непосредственно при-
легающих к чистому ортохромиту гадолиния, явле-
ние компенсации снова наблюдается, причем с уве-
личением концентрации ионов Fe3+ точка компенса-
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ции смещается от Tcomp = 110 K в чистом GdCrO3

к Tcomp = TN при x ≈ 0.95. В целом рассчитан-
ные концентрационные и температурные зависимо-
сти намагниченности в GdFe1−xCrxO3 удовлетво-
рительно согласуются с экспериментальными дан-
ными [61]. В заключение отметим необходимость
дальнейших экспериментальных исследований ред-
коземельных слабых ферримагнетиков, таких как
GdFe1−xCrxO3, как с точки зрения изучения раз-
личных f–d-взаимодействий, так и возможности по-
иска новых материалов с инновационными магнит-
ными свойствами.

5.2. Необычная спиновая переориентация в
слабых феррмагнетиках

Вклад конкурирующего антисимметричного
обмена в магнитную анизотропию слабых ферри-
магнетиков имеет необычную концентрационную
зависимость. Так, если в чистом ортоферрите
YFeO3 и ортохромите YCrO3 антисимметричный
обмен вносит решающий вклад в стабилизацию
магнитной конфигурации Γ4, то в слабом ферри-
магнетике YFe1−xCrxO3 он может вызвать спин-
переориентационный переход Γ4–Γ2, характерный
для некоторых ортоферритов RFeO3 с магнитными
редкоземельными ионами (R = Nd, Sm, Tb, Ho,
Er, Tm, Yb). На рис. 9 показана концентраци-
онная зависимость вклада DM-взаимодействия в
первую константу анизотропии для YFe1−xCrxO3

в ac-плоскости при различных значениях па-
раметра δ, рассчитанного в рамках простого
приближения среднего поля [74, 75] в пределе
низких температур. Характерной особенностью
этой зависимости является появление несколь-
ких экстремумов с резким уменьшением вклада
в области промежуточных концентраций вблизи
x ∼ 0.6–0.7. Кроме того, как и намагниченность,
этот вклад в анизотропию имеет специфическую
температурную зависимость [74, 75]. В целом оба
эффекта могут приводить к появлению спонтанных
спин-переориентационных переходов в слабых фер-
римагнетиках типа YFe1−xCrxO3 с немагнитным
«R»-ионом. Действительно, в полном соответствии
с теорией такие переходы наблюдались экспери-
ментально, например, спин-переориентационный
переход Γ4–Γ2 в YFe0.85Cr0.15O3 [74,75] (см. рис. 9).

Более удивительная ситуация наблюдалась в
слабом ферримагнетике DyFe1−xCrxO3 при относи-
тельно низкой концентрации ионов Cr. Ионы Dy3+

в DyFeO3 стабилизируют конфигурацию Γ1(Gy),
так что при T = 40 K наблюдается скачкообраз-

Рис. 9. Концентрационная зависимость вклада DM-взаи-
модействия в первую константу анизотропии в ac-
плоскости при различных значениях параметра δ. На
вставке: температурная зависимость намагниченности в
слабом ферримагнетике YFe0.85Cr0.15O3 [75], демонстри-
рующая спин-переориентационный переход Γ4–Γ2 в темпе-

ратурном интервале 240–400 K

ный переход Морина Γ4–Γ1. Во всех монокристал-
лах слабых ферримагнетиков DyFe1−xCrxO3 (x =

= 0.07, 0.10, 0.13, 0.15, 0.36, 0.40) синтезированных
и исследованных в лаборатории Кадомцевой (Мос-
ковский университет) [74,75], обнаружен спин-пере-
ориентационный переход Морина Γ4–Γ1 в низкотем-
пературную фазу Γ1, за исключением состава с x =

= 0.36, где высокотемпературнойфазой неожиданно
оказалась фаза Γ2. Удивительно, но в составах x =

= 0.1 и x = 0.13 переход Морина происходил слож-
ным образом по схеме Γ4–Γ421–Γ21–Γ1 (x = 0.1) или
Γ4–Γ421–Γ1 (x = 0.13) и сопровождался отклонени-
ем антиферромагнитного вектора G в пространство
с появлением в узком диапазоне температур проек-
ции магнитного момента на ось b. Никогда ранее
такое необычное состояние смешанной конфигура-
ции Γ421(GxGyGz) с пространственной ориентаци-
ей вектора антиферромагнетизма и появлением «за-
прещенной» в чистых ортоферритах и ортохромитах
b-компоненты магнитного момента (Mb ∝ GxGyGz)
не наблюдалось.

5.3. Недавнее возобновление интереса к
слабым ферримагнетикам

Системы с конкурирующим антисимметричным
обменом интенсивно исследовались до конца 80-х го-
дов в основном в лаборатории Кадомцевой в Мос-

4 ЖЭТФ, вып. 4
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ковском университете. Возобновление интереса к
системам с точкой компенсации в последнее вре-
мя было вызвано перспективами их применения в
магнитной памяти (см., например, работы [71, 82]
и ссылки в них). Например, слабый ферримагне-
тик YFe0.5Cr0.5O3 демонстрирует перемагничивание
при малых приложенных полях. Ниже температуры
компенсации (Tcomp) настраиваемое биполярное пе-
реключение намагниченности демонстрируется пу-
тем изменения величины поля при сохранении его
направления. Соединение также демонстрирует как
нормальный, так и обратный магнитокалорический
эффект соответственно выше и ниже T = 260 K.
Эти явления, сосуществующие в единой магнитной
системе, можно настраивать предсказуемым обра-
зом и они могут иметь потенциальное применение
в электромагнитных устройствах [82]. Слабые фер-
римагнетики могут проявлять эффект перестраива-
емого обменного смещения (exchange bias, EB) [83].

Недавно EB-эффект с изменением знака был
обнаружен в феррите-хромите LuFe0.5Cr0.5O3 [84],
который является слабым ферримагнетиком ниже
TN = 265 K, демонстрируя антипараллельную ори-
ентацию средних слабоферромагнитных моментов
подрешеток Fe и Cr из-за противоположного зна-
ка вектора Дзялошинского Fe–Cr по сравнению со
знаком для связей Fe–Fe и Cr–Cr [56]. Слабофер-
ромагнитные моменты Fe- и Cr-подрешеток в этом
соединении компенсируют друг друга при темпе-
ратуре Tcomp = 230 K, что приводит к инверсии
суммарного магнитного момента и наблюдаемой от-
рицательной намагниченности при умеренной ве-
личине приложенного поля ниже Tcomp. Разнооб-
разие таких необычных свойств, как высокая тем-
пература компенсации, регулируемый положитель-
ный/отрицательный EB-эффект ниже/выше Tcomp
и переключение направления намагничивания на
противоположное с помощью магнитного поля без
изменения его полярности, делает слабый ферри-
магнетик LuFe0.5Cr0.5O3 перспективным кандида-
том для применения в магнитной памяти.

Сочетание эффекта перемагничивания с магни-
тоэлектроникой представляет огромный технологи-
ческий потенциал для приложений в различных
устройствах, например, термически поддерживае-
мых магнитных запоминающих устройствах с про-
извольным доступом, термомагнитных переключа-
телях и других многофункциональных устройствах
с предварительно выбранным и удобным способом
настройки.

В настоящее время большое количество маг-
нитных материалов можно рассматривать как сис-

темы с конкурирующим антисимметричным обме-
ном [85], включая новый класс смешанных гели-
магнитных сплавов со структурой B20, таких как
Mn1−xFexGe, где винтовая природа основной ферро-
магнитной спиновой структуры определяется кон-
куренцией DM-взаимодействий Mn–Mn, Fe–Fe, и
Mn–Fe. Интересно, что магнитная киральность в
смешанном соединении меняет знак при xcr ≈ 0.75,
вероятно, из-за разного знака векторов Дзялошин-
ского для пар Mn–Mn и Fe–Fe [86].

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАКА ВЕКТОРА
ДЗЯЛОШИНСКОГО

Определение знака вектора Дзялошинского и
взаимной ориентации векторов F и G в слабых фер-
ромагнетиках имеет фундаментальное значение как
с точки зрения микроскопической теории DM-взаи-
модействия или антисимметричного обмена, так и с
практической точки зрения для надежной иденти-
фикации параметров различных анизотропных вза-
имодействий в этих материалах. В частности, для
редкоземельных ортоферритов RFeO3 это касает-
ся параметров 4f–3d-взаимодействия [60], парамет-
ров наведенных и косвенных сверхтонких взаимо-
действий [87], величины эффективного магнитного
поля для μ-мезонов [62]. Знак вектора Дзялошинс-
кого определяет направленность спиновой спира-
ли в кристаллах с нецентросимметричной структу-
рой B20.

Как измерить знак взаимодействия вектора Дзя-
лошинского в слабых ферромагнетиках? Согласно
работе [19], ответ на этот вопрос может быть дан, ес-
ли экспериментально определить направление вра-
щения вектора антиферромагнетизма l вокруг маг-
нитного поля H в геометрии H ‖ d ‖ легкой оси.
Однако, как было указано позже (см. работу [88]),
предлагаемый авторами мессбауэровский экспери-
мент с гематитом не дал однозначного результата.

Согласно работе [89] необходимо, прежде все-
го, приложить достаточно сильное магнитное поле,
чтобы получить однодоменное состояние, в котором
DM-взаимодействие жестко «пиннингует» антифер-
ромагнитное упорядочение в кристаллической ре-
шетке. Далее следует использовать методы дифрак-
ции на монокристаллах, чувствительные как к кис-
лородным координатам, так и к фазе антиферромаг-
нитного упорядочения. Другими словами, следует
наблюдать те брэгговские отражения hkl, для кото-
рых интерференция между магнитным рассеянием
на магнитных атомах и немагнитным рассеянием на
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атомах кислорода является значительной. Есть три
подходящих метода: нейтронная дифракция, месс-
бауэровская γ-дифракция и резонансное рассеяние
рентгеновских лучей. Так, знак вектора Дзялошин-
ского в слабом ферромагнетике FeBO3 был выведен
из наблюдаемой интерференции между резонанс-
ным и магнитным рентгеновским рассеянием [89].

Авторы работы [88] утверждали, что характер
индуцированного полем перехода из антиферромаг-
нитной фазы в скошенную во фториде кобальта
CoF2 обусловлен «знаком» взаимодействия Дзяло-
шинского, и это дает возможность эксперименталь-
но определить знак вектора Дзялошинского. Одна-
ко на самом деле они рассматривали симметричное
взаимодействие Дзялошинского — магнитную ани-
зотропию

Vsym = −D(mxly +mylx) ,

а не антисимметричное DM-взаимодействие.
На наш взгляд, наиболее надежным эксперимен-

тальным методом определения взаимной ориента-
ции векторов ферромагнетизма F и антиферромаг-
нетизмаG, а следовательно, и знака вектора Дзяло-
шинского, является изучение величины и знака эф-
фективного магнитного поля на лигандах, а также
на μ-мезонах в слабых ферромагнетиках.

6.1. Положительные мюоны в ортоферритах
как инструмент исследования знака вектора

Дзялошинского

В экспериментах по вращению спина мюонов
(μSR) спин-поляризованные положительные (ан-
ти)мюоны используются для исследования распре-
деления микроскопического поля в межузельных
позициях, являющихся центрами локализации μ+

внутри исследуемого образца. Чрезвычайная чувст-
вительность мюонов к малым магнитным полям, а
также отсутствие квадрупольной связи делают этот
метод очень перспективным в зондировании магнит-
ного порядка, в частности, и как важную альтерна-
тиву рассеянию нейтронов. Этот метод, у которо-
го много общего с ядерным магнитным резонансом,
имеет преимущество в применимости практически
к любому материалу, но имеет недостаток — меж-
доузлия, где локализуется мюон и характер взаимо-
действия мюона с матрицей обычно неизвестны [90].
Идентификация места локализации мюона — клю-
чевой исходный ингредиент в нечастых случаях, ко-
гда доминирующий вклад во внутреннее магнитное
поле вносит дальнодействующее дипольное взаимо-
действие, которое требует только знания места ло-

кализации, для того чтобы быть вычисленным клас-
сическим суммированием по дипольным моментам
основной решетки. Таким образом, сравнение про-
гнозируемых и измеренных локальных полей и мо-
жет подтвердить идентификацию места локализа-
ции мюона, и, в свою очередь, эта оценка дает, на-
пример, величину магнитных моментов. Однако су-
ществуют дополнительные локальные вклады в по-
ле на мюоне и во многих случаях ими нельзя пренеб-
речь [91].

Магнитодипольное поле может быть аппрокси-
мировано с хорошей точностью в предположении
классических моментов M с центром в атомных по-
зициях магнитных атомов:

H(rμ) =
∑
j

(
3rμj(Mj · rμj)

r5μj
− Mj

r3μj

)
, (52)

где rμ — позиция мюона, Mj — магнитный момент
j-го иона, rμj — расстояние между j-м ионом и мю-
оном. Вклад сверхтонкого контактного поля Ферми,
наведенного или косвенного, может быть представ-
лено в следующем виде:

H(rμ) =
8π

3
μBρs(rμ) , (53)

где ρs — спиновая плотность в позиции мюона [91].
Первое детальное исследование мюонов в орто-

ферритах RFeO3 (R = Sm, Eu, Dy, Ho, Y, Er) было
выполнено авторами работы [62]. По их представ-
лениям сверхтонкое поле на мюонном узле в орто-
ферритах можно объяснить с учетом только диполь-
ных полей. Сравнивая измеренные внутренние маг-
нитные поля с рассчитанными дипольными полями
ионов Fe3+, авторы нашли положение стабильного
узла мюона, кроме того, установили, что в конфи-
гурации Γ4 знак Gx должен быть положительным
при Fz > 0 в соответствии с нашими предыдущи-
ми теоретическими предсказаниями [10], поскольку
только это предположение приводит к разумному
положению позиции мюона. Однако эти результаты
подверглись резкой критике в работе [92], авторы
которой утверждали, что интерпретация [62] содер-
жит серьезные недоработки: важные детали не раз-
работаны правильно и их анализ не завершен на-
столько, чтобы подтвердить некоторые из их выво-
дов. В первую очередь это касается вклада косвен-
ного сверхтонкого поля, который нельзя не учиты-
вать. Кроме того, они обратили внимание на необхо-
димость строгого учета соглашения о знаках, мар-
кировки ионов Fe3+ и представления спиновых кон-
фигураций, которое неоднозначно в литературе. Все
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это ставит под сомнение использование теоретичес-
ких соотношений, в частности, касающихся взаим-
ной ориентация векторов ферро- и антиферромагне-
тика, т. е., по сути, знака вектора Дзялошинского.

6.2. ЯМР ядер лигандов в слабых
ферромагнетиках и первое надежное

определение знака вектора Дзялошинского

Как было показано в нашей статье [20], надеж-
ная локальная информация о знаке вектора Дзяло-
шинского, а точнее, параметра Дзялошинского d12,
может быть извлечена из данных ЯМР ядер лиган-
дов в слабых ферромагнетиках. Подробно процеду-
ра описана для данных ЯМР 19F в слабом ферро-
магнетике FeF3 [20].

Ионы F− в элементарной ячейке FeF3 занима-
ют шесть позиций [93]. В тригональном базисе это
±(x, 1/2−x, 1/4),±(1/2−x, 1/4, x),±(1/4, x, 1/2−x),
что соответствует

i) ± (3p(x− 1/4),
√
3p(1/4− x), c/4),

ii) ± (3p(1/4− x),
√
3p(1/4− x), c/4),

iii) ± (0, 2
√
3p(x− 1/4), c/4)

в ортогональном базисе с Oz ‖ C3 и Ox ‖ C2. Каж-
дый ион F− окружен двумя ионами Fe3+ из различ-
ных магнитных подрешеток. Здесь мы используем
базисные векторы ферромагнетизма F и антифер-
ромагнетизма G:

2SF = S1+S2, 2SG = S1−S2, F2+G2 = 1, (54)

где Fe3+1 и Fe3+2 занимают соответственно позиции
(1/2,1/2,1/2) и (0,0,0); FeF3 — легкоплоскостной сла-
бый ферромагнетик с векторами F и G, лежащими
в плоскости (111) с F⊥G. Два варианта взаимной
ориентации векторов F и G в базисной плоскости,
условно названные соответственно «левой» и «пра-
вой», показаны на рис. 10. Энергия DM-взаимодей-
ствия для связи Fe3+–F−–Fe3+ может быть пред-
ставлена как

EDM = −2S2dz(12)(FxGy − FyGx) =

= −4
√
3

l2
p2
(
x+

1

4

)
d(θ) =

= +0.78S2d(θ)(FxGy − FyGx) . (55)

Другими словами, «левая» и «правая» ориентации
базисных векторов реализуются соответственно при
d(θ) < 0 и d(θ) > 0.

Рис. 10. Два варианта взаимной ориентации векторов F и
G в базисной плоскости FeF3

Абсолютная величина ферромагнитного вектора
численно равна явному углу скоса магнитных под-
решеток, который можно найти, используя извест-
ные значения поля Дзялошинского: HD = 48.8 кЭ и
обменного поля: HE = 4.4 · 103 кЭ [16],

F = HD/2HE � 5.5 · 10−3. (56)

Если мы знаем величину поля Дзялошинского, мы
можем рассчитать параметр d(θ) следующим обра-
зом:

HD =
6S

gμB
|dz(12)| =

6S

gμB
0.39|d(θ)| = 48.8 кЭ, (57)

что дает |d(θ)| � 1.1 K, примерно в три раза меньше,
чем в YFeO3.

Локальное поле на ядре немагнитного аниона F−

в слабом ферромагнетике FeF3, наведенное сосед-
ним магнитным ионом Fe3+ S-типа, можно предста-
вить в виде [94]

H = − 1

γn

↔
AS (58)

(γn — гиромагнитное отношение, γn =

= 4.011 МГц/кЭ, S — спин магнитного иона),
где тензор наведенных сверхтонких взаимодействий
(HFI)

↔
A включает два слагаемых: изотропный

контактный вклад Aij = Asδij ,

As =
fs
2S
A(0)
s , A(0)

s =
16

3
πμBγn|ϕ2s(0)|2, (59)

и анизотропный вклад

Aij = Ap(3ninj − δij), (60)

где n — единичный вектор в направлении связи яд-
ро — магнитный ион, а параметр Ap включает ди-
польный и ковалентный вклады

Ap = Acovp +Ad, (61)
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Acovp =
fσ − fπ

2S
A(0)
p ,

A(0)
p =

4

5
μBγn

〈
1

r3

〉
2p

,

Ad =
gsμBγn
R3

.

(62)

Здесь fs,π,σ — параметры переноса спиновой плотно-
сти: магнитный ион — лиганд по соответствующей
s-, σ-, π-связи [95]; |ϕ2s(0)|2 — плотность вероятно-
сти обнаружения 2s-электрона на ядре; 〈1/r3〉2p —
радиальное среднее.

Наведенные сверхтонкие взаимодействия для
ядер 19F во флюоридах исследовались с помощью
различных методов — ЯМР, ЭПР и ДЭЯР [94]. Для
ядер 19F найдены большие величины как A(0)

s , так и
A

(0)
p ; A(0)

s = 4.54 · 104, A(0)
p = 1.28 · 103 МГц [94], что

вместе с 100-процентным природным содержанием,
спином ядра I = 1/2 и большим гиромагнитным от-
ношением делает изучение наведенных сверхтонких
взаимодействий особенно простым и доступным.

Вклад изотропного и анизотропного наведенно-
го сверхтонкого взаимодействия в локальное поле на
ядре 19F можно записать следующим образом:

H(iso) = −2S

γn
AsF = aFF,

H(an) =
↔
aG, â = −2S

γn
(
↔
A(1)−

↔
A(2)).

(63)

Параметры As и Ap, необходимые для расчета ве-
личин aF и тензора анизотропии

↔
a , т. е. для рас-

чета «ферро-» и «антиферро-» вкладов в H , мож-
но найти в литературных данных для пары 19F–
Fe3+. Например, в KMgF3:Fe3+ (RMgF = 1.987 Å)
[96] As = +72, Ap = +18 МГц, в K2NaFeF6 (RFeF =

= 1.91 Å), в K2NaAlF6:Fe3+ As = +70.17, Ap =

= +20.34МГц [97]. Таким образом, мы ожидаем для
FeF3 |aF | ∼ 350–360 МГц (aF < 0) и H(iso) � 2 МГц
(� 0.5 кЭ).

В отсутствие внешнего магнитного поля частоты
ЯМР для 19F в позициях 1, 2, 3 могут быть записаны
следующим образом:

ν2 = γ2n[(
↔
aG)2 + (afF)

2 + 2aFF
↔
aG] =

= γ2n(a
2
xy + a2FF

2 ± 2aFaxyF )+

+ γ2n(a
2
yz ∓ 4aFaxyF )

⎧⎨⎩cos2 ϕ
cos2(ϕ+ 60o)
cos2(ϕ− 60o)

, (64)

где компоненты axy, ayz взяты для ядер 19F в по-
зиции 1; ϕ — азимутальный угол ферромагнитного
вектора F в базисной плоскости. Формула (64) да-
ет прямую связь между частотами ЯМР 19F и па-
раметрами кристаллической (p, c, x, l) и магнитной

(F, ϕ,±) структур. Особо следует отметить специ-
фическую зависимость частот ЯМР 19F от взаим-
ной ориентации векторов ферро- и антиферромаг-
нетизма, или знака вектора Дзялошинского: верх-
ние знаки в (64) соответствуют «правой ориента-
ции» (d(θ) > 0), а нижние знаки — «левой ориен-
тации» (d(θ) < 0), как показано на рис. 10.

Для минимального и максимального значений
частот ЯМР 19F имеем

ν±min = γn[a
2
xy + a2F ± 2aFaxyF ]

1/2,

ν±max = γn[a
2
xy + a2yz + a2FF

2 ∓ 2aFaxyF ]
1/2.

(65)

Учитывая малость вклада изотропного сверхтонко-
го взаимодействия, знаки aF и Axy, мы приходим к
оценке

ν±min � γn(|axy| ∓ |aFF |) = 2.92Ap ∓ |aFF |,

ν±max �

� γn

(
[a2xy + a2yz]

1/2 ± |axy
[a2xy + a2yz]

1/2
|aFF |

)
=

= 3.65Ap ± 0.8|aFF |. (66)

Таким образом,

(νmax − νmin)
± = 0.68Ap ± 1.8|aFF |. (67)

Используя значения As и Ap, типичные для свя-
зей 19F–Fe3+ [96, 97], получим (в МГц)

ν+min = 57.6, ν+max = 75.7,

(νmax − νmin)
+ = 18.1

(68)

при «правой» ориентации векторов F и G (рис. 10)
и

ν−min = 61.4, ν−max = 72.7,

(νmax − νmin)
− = 11.3

(69)

при «левой» ориентации векторов F и G (рис. 10).
Спектр ЯМР 19F в нулевом поле для монокрис-

таллических образцов FeF3, который мы смоделиро-
вали в предположении пренебрежимо малой плос-
костной анизотропии [98], показан на рис. 11 для
двух различных взаимных ориентаций векторов F

и G. Для сравнения приведены эксперименталь-
ные спектры ЯМР поликристаллических образцов
FeF3 [99, 100], которые характеризуются одинако-
выми граничными частотами, несмотря на доволь-
но различную форму. Очевидно, что теоретически
смоделированный спектр ЯМР хорошо согласуется с
экспериментальным только для «правой» взаимной
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Рис. 11. Смоделированные (верхние панели) и эксперимен-
тальные (нижняя панель) спектры ЯМР ядер 19F в нулевом

поле для FeF3

ориентации векторов F и G или d(FeFe) > 0, в пол-
ном соответствии с нашими теоретическими пред-
сказаниями знаков (см. табл. 4).

Тот же результат, d(FeFe) > 0, следует из данных
измерений амплитуд магнитного рассеяния рентге-
новских лучей в слабом ферромагнетике FeBO3 [89].

6.3. Знак вектора Дзялошинского в FeBO3 и
α-Fe2O3

Используя структурные данные для FeBO3 [101],
мы можем рассчитать z-компоненту вектора Дзя-
лошинского для пар Fe1-O-Fe2 с Fe1,2 в позициях
(1/2,1/2,1/2), (0,0,0) следующим образом:

dz(12) = d12(θ) [r1 × r2]z =

= +
1

3

(
1

2
− xh

)
ab

l2
d12(θ) ≈ +0.61 d12(θ) , (70)

где a = 4.626 Å, b = 8.012 Å — параметры ортогек-
сагональной элементарной ячейки, xh = 0.2981 —
кислородный параметр, l = 2.028 Å — средняя дли-
на связи Fe–O [101].

Аналогично FeF3 энергия DM-взаимодействия
для связи Fe3+–O2−–Fe3+ может быть записана как

EDM = dz(12) [S1 × S2]z =

= −2S2dz(12)(FxGy − FyGx) =

= +2 · 0.61 · S2d12(θ)(FxGy − FyGx) . (71)

Другими словами, «левая» и «правая» ориентации
базисных векторов реализуются соответственно при
d(θ) < 0 и d(θ) > 0.

Абсолютная величина ферромагнитного вектора
численно равна явному углу скоса подрешеток, ко-
торый можно найти, используя известные значения
поля Дзялошинского: HD ≈ 100 кЭ и обменного по-
ля: HE ≈ 3.0 · 103 кЭ [18,101],

F = HD/2HE � 1.7 · 10−2. (72)

Если мы знаем поле Дзялошинского, мы можем рас-
считать параметр d12(θ)

HD =
6S

gμB
|dz(12)| =

6S

gμB
0.61|d(θ)| = 100 кЭ, (73)

что дает |d(θ)| ≈ 1.5 K, величину в два раза мень-
шую чем в YFeO3. Это различие легко объясняет-
ся, если учесть различие углов сверхобменной свя-
зи в FeBO3 (θ ≈ 125◦) и YFeO3 (θ ≈ 145◦), т. е.
cos θ(FeBO3)/cos θ(YFeO3) ≈ 0.7, что делает эф-
фект компенсации p–d- и s–d-вкладов в коэффици-
ент X (см. табл. 3) более существенным, чем в ор-
тоферрите. Интересно, что структурный множитель
[r1 × r2]z в FeBO3 в 1.6 раза больше средней вели-
чины множителя [r1 × r2]y в YFeO3.

Знак вектора Дзялошинского в FeBO3 был
недавно экспериментально установлен благода-
ря использованию новой методики, основанной
на интерференции магнитного рассеяния рент-
геновских лучей с запрещенным квадрупольным
резонансным рассеянием [89]. Авторы обнару-
жили, что магнитное «закручивание» следует за
«скручиванием» промежуточных атомов кислорода
в плоскостях между плоскостями железа, т. е.
DM-взаимодействие вызывает небольшое левое
закручивание противоположных спинов атомов в
точках (0,0,0) и (1/2,1/2,1/2). Это означает, что в
наших обозначениях вектор Дзялошинского для
пары Fe1-O-Fe2 направлен по c-оси, dz(12) > 0, т. е.
d12(θ) > 0 в полном соответствии с теоретическими
предсказаниями (см. табл. 4).
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7. ОБМЕННО-РЕЛЯТИВИСТСКАЯ
АНИЗОТРОПИЯ: НЕТРАДИЦИОННЫЕ
ОСОБЕННОСТИ ТРАДИЦИОННОЙ
ДВУХИОННОЙ ОБМЕННОЙ

АНИЗОТРОПИИ

Так называемая квазидипольная двухионная об-
менная анизотропия (анизотропный обмен)

Van =
∑

m,n,α,β

Kαβ(mn)SmαSnβ (74)

с бесшпуровым симметричным тензором Kαβ(mn)

параметров анизотропии был введен Ван Флеком
еще в 1937 г. [102]. Для S1 = S2 = 1/2 эта ани-
зотропия детально рассматривалась в работах [5]
и [103]. С тех пор простой гамильтониан (74) исполь-
зовался без особых оснований для любых 3d-ионов
и любых спинов S ≥ 1/2. Простая квадратичная
температурная зависимость эффективной констан-
ты анизотропии KTIA(T ) ∼ B2

S(T ) ∼ m2(T ) рас-
сматривалась как свидетельство магнитодипольно-
го или обменно-анизотропного происхождения ани-
зотропии (см., например, ссылки [104, 105]). Одна-
ко детальный анализ многоэлектронной обменно-
релятивистской анизотропии, являющейся резуль-
татом учета эффектов третьего порядка теории воз-
мущений [106,107]

Van(1, 2) ∼
Vso(1)Vex(12)Vso(2)

ΔE2
+

+
Vso(1)Vso(2)Vex(12)

ΔE2
+

+
Vso(1)Vex(12)Vso(1)

ΔE2
+
Vso(1)Vso(1)Vex(12)

ΔE2
, (75)

(плюс члены с 1 ↔ 2) выявил ряд новых особенно-
стей двухионной анизотропии, не учтенных в тради-
ционных подходах. Прежде всего, это касается тен-
зорной формы анизотропного спинового гамильто-
ниана. Простая квазидипольная форма (74) оправ-
дана только для ионов с Sm = Sn = 1/2 и орби-
тально-невырожденным основным состоянием, то-
гда как для произвольных спинов тензорная форма
усложняется. Так, для ионов S-типа, т. е. ионов с
орбитально-невырожденным основным состоянием
A1g, A2g в кубическом кристаллическом поле (Cr3+,
Mn2+, Fe3+, Ni2+, . . . ) получаем эффективный спи-
новый гамильтониан следующего вида [107]:

Ean =
∑
k1k2

ρk1ρk2 ×

×
(
K2

12(k1, k2) ·
[
Ck1(Ŝ1)× Ck2(Ŝ2)

]2)
, (76)

где фигурирует тензорное произведение сферичес-
ких тензорных гармоник, ρk(T ) — температурные
факторы [108]

ρ0 = 1, ρ1 = BS(T ) =
〈Sz〉
S

,

ρ2 =

〈
3S2

z − S(S + 1)
〉

S(2S − 1)
,

ρ3 = −〈[3S(S + 1)− 1]Sz + S S3
z 〉

S(S − 1)(2S − 1)

(77)

(ρk(T = 0) = 1).

Наряду с квазидипольным членом (k1 = k2 = 1)

в Van появляется ряд недипольных членов с k1k2 =

= 20(02), 22 и k1k2 = 13(31), причем k1,2 подчиняют-
ся правилу треугольника: k1,2 ≤ 2Sm,n. Интересно
отметить, что наряду с традиционным спин-зависи-
мым обменом, чисто орбитальный бесспиновый об-
мен также дает вклад в квазидипольную обменную
анизотропию [107].

В приближении среднего поля температурная за-
висимость эффективных констант обменно-реляти-
вистской анизотропии второго порядка для магне-
тиков с эквивалентными спинами может быть пред-
ставлена следующим образом [107]:

K(T ) = K(0)ρ21 +K20(ρ2 − ρ21)+

+K22(ρ
2
2 − ρ21) +K13(ρ1ρ3 − ρ21), (78)

где температурные факторы (ρ2 − ρ21), (ρ22 − ρ21) и
(ρ1ρ3 − ρ21)) обращаются в нуль как при T = 0 K,
так и T = TN (Tc). Константа K11 для традицион-
ной квазидипольной анизотропии определяется как
K11 = K(0) − K20 − K22 − K13. Отметим, что до-
бавление обычной магнитодипольной и одноионной
анизотропии приводит всего лишь к перенормиров-
ке констант K(0) и K20, так что выражение (78)
представляется универсальной четырехпараметри-
ческой формулой для температурной зависимости
констант анизотропии второго порядка. Как видно
на рис. 12, эта формула позволяет хорошо описать
нетривиальную температурную зависимость эффек-
тивных констант анизотропии в α-Fe2O3 и Cr2O3.
Позднее, этот подход был использован для описания
температурной зависимости констант анизотропии в
YFeO3 [110].
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Рис. 12. Температурная зависимость констант эффективной анизотропии в α-Fe2O3 и Cr2O3. Кружки — эксперимен-
тальные данные работ [109] и [104] соответственно для α-Fe2O3 и Cr2O3. Кривые 1 представляют результаты подгонки
с помощью формулы (78), кривая 2 для гематита показывает результат подгонки с учетом вкладов обычной одноионной
и квазидипольной анизотропии. Кривые a, b, c, и d демонстрируют температурную зависимость квазидипольного (a) и

«недипольных» множителей (ρ2 − ρ21), (ρ22 − ρ21) и (ρ1ρ3 − ρ21) соответственно

8. АНТИСИММЕТРИЧНОЕ КОСВЕННОЕ
СВЕРХТОНКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ —
ЭЛЕКТРОННО-ЯДЕРНЫЙ АНАЛОГ

DM-ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Детальный анализ данных ЯМР 57Fe в ор-
тоферритах [22] позволил обнаружить антисим-
метричное косвенное сверхтонкое взаимодействие
(antisymmetric supertransferred hyperfine interaction,
ASTHF)

ĤASTHF =
∑
m>n

(amn · [Im × Sn]) (79)

как электронно-ядерный аналог антисимметрично-
го DM-взаимодействия и найти его вклад в локаль-
ное поле на ядрах 57Fe: HASTHF ≈ 0.26 Тл, малый в
сравнении с соответствующим изотропным вкладом
5.8 Тл [87]. Здесь I — спин ядра, amn — электрон-
но-ядерный аналог вектора Дзялошинского.

Впервые такое электронно-ядерное взаимодей-
ствие рассматривалось Ожогиным [111], микроско-
пическая теория рассматривалась Москвиным [87],
показавшим, что экспериментально известная по-
левая зависимость спектров ЯМР ядер 57Fe в ор-
тоферритах [22] позволяет обнаружить и оценить
ASTHF-взаимодействие.

Действительно, с учетом четырехподрешеточной
магнитной структуры ортоферрита RFeO3 с немаг-

нитными R-ионами (La, Y, Lu) локальное поле на
ядрах 57Fei в одной из 4b-позиций можно записать
следующим образом:

Hloc(i) = aG(i)G+ aF (i)F+ aC(i)C+

+ aA(i)A+
↔
a(i)G, (80)

где G, F, C, A — базисные векторы магнит-
ной структуры, нормированные следующим обра-
зом: G2 + F2 + C2 + A2 = 1. Здесь, первые че-
тыре члена представляют вклад доминирующего
изотропного локального и изотропных косвенных
сверхтонких взаимодействий, тогда как последний
член представляет вклад анизотропных сверхтон-
ких взаимодействий. Здесь и ниже мы учитываем,
что F,C,A ≈ 10−2G, и предполагаем, что анизо-
тропный вклад не превышает величин порядка 1%
от основного изотропного вклада H0 = aGG.

Зависимость частоты ЯМР 57Fe от внешнего по-
ля в магнитной конфигурации Γ4(Gx, Ay, Fz) выгля-
дит как

νΓ4(h ‖ c) = 1− axx+ (azxGx + aFFz)h+ h2/2, (81)

где все величины azx, aF , axx, h заданы в едини-
цах H0 (в YFeO3 при T = 4.2 K H0 = 551 кЭ [22]),
тогда как ν — в единицах ν0 = γH0/2π (γ/2π =

= 0.138 МГц/кЭ). Полевая производная (∂ν/∂h)h=0
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[∂νΓ4(h ‖ c)/∂h]h=0 = aFFz + azxGx , (82)

представляет собой сумму ферромагнитного (aFFz)
и антиферромагнитного (azxGx) вкладов. Прило-
жение магнитного поля параллельно a-оси (h ‖ a)
индуцирует спин-переориентационный переход
Γ4(Gx, Ay, Fz)− Γ2(Fx, Cy , Gz), так что для угловой
фазы Γ42

νΓ42(h ‖ a) = 1− (axxG
2
x ± 2a(s)zxGxGz + azzG

2
z)+

+ (axzGz + aFFx ± aGGx)h+ h2/2, (83)

где a
(s)
zx — симметричная часть azx: a

(s)
zx =

= (azx + axz)/2). Знаки ± в (83) соответствуют
ядрам в позициях соответственно 1, 3 и 2, 4 (см.
работу [112]). Спиновая переориентация Γ4–Γ2

сопровождается расщеплением частот ЯМР 57Fe с
амплитудой

Δν = 2(2aszxGz + h)Gx , (84)

что позволяет найти параметр a
(s)
zx , точнее, его аб-

солютную величину: |a(s)zx | = 3.2 · 10−3 в YFeO3 [22],
|a(s)zx | = 3.4 · 10−3 в ErFeO3, и |a(s)zx | = 2.9 · 10−3 в
HoFeO3 [112].

Экспериментальное значение полевой производ-
ной [∂νΓ4(h ‖ c)/∂h]h=0 = −10.2 · 10−3 в YFeO3

[22] с учетом aF = 2HSTHF /H0 − 1 = −0.79

(HSTHF — вклад косвенного сверхтонкого взаимо-
действия 57Fe–O2−–Fe3+в локальное поле) [22] и
Fz = 1.1 · 10−2 [17] позволяет найти величину
azxGx = −1.6 · 10−3. Окончательно находим, что
для a

(s)
zx = ±3.2 · 10−3, a(a)zx = ∓1.6 · 10−3 при

Fz > 0, Gx < 0 (Gx ≈ −1) и a(a)zx = ∓4.8 · 10−3 при
Fz > 0, Gx > 0 (Gx ≈ +1), т. е. соответственно для
d(θ) > 0 и d(θ) < 0. В любом случае антисиммет-
ричная и симметричная части анизотропного сверх-
тонкого взаимодействия в YFeO3 оказываются срав-
нимыми по величине. Природа антисимметричной
части

↔
a
a
может быть связана только с антисиммет-

ричным STHF-взаимодействием ĤASTHF (79), т. е.
электронно-ядерным аналогом DM-взаимодействия.
Тогда

a(a)zx (i) = − S

gnβn

∑
j

ay(ij). (85)

Подобно DM-взаимодействию ASTHF-взаимодей-
ствие является результатом совместного действия
обобщенного анизотропного STHF-взаимодействия
57Fe–O2−–Fe3+ [113] и спин-орбитального взаимо-
действия для ионов Fe3+. Также как спин-спиновое
DM-взаимодействие электронно-ядерный аналог
вектора Дзялошинского зависит от геометрии связи
57Fe–O2−–Fe3+

a(ij) = a(θ) [ri × rj ] , (86)

где ri, rj — единичные радиус-векторы связей
катион-анион, а

a(θ) = a1 + a2 cos θ, (87)

где θ — угол связи катион–анион–катион.
Для грубой оценки параметра a(θ) можно ис-

пользовать соотношение a/ASTHF ≤ ξ/ΔE, где ξ —
одноэлектронная константа спин-орбитальной свя-
зи для 3d-электрона; ΔE — энергия возбужденных
термов типа 4T1 для иона Fe3+; ASTHF — параметр
изотропного STHF-взаимодействия:

V̂STHF =
∑
i�=j

ASTHF (ij)(Ii · Sj). (88)

В нашем случае ξ ≤ 5 ·102 см−1, ΔE ≥ 104 см−1, так
что мы получаем

a/ASTHF ≤ 5 · 10−2 ,

что хорошо согласуется с оценками, основанными на
экспериментальных данных [22],

|a(a)zx /HSTHF | ≈ 4.6 · 10−2 .

Это отношение сравнимо с отношением поля Дзя-
лошинского HD к обменному полю HE : в YFeO3

HD/HE ≈ 2.2 · 10−2. Это достаточно естествен-
но, если учесть обменно-релятивистскую природу
поля Дзялошинского: HD/HE ∝ ξ/ΔE, так что
|a(a)zx /HSTHF | ∝ HD/HE. Другими словами, если
HSTHF — электронно-ядерный аналог обменного
поля, то HASTHF = |a(a)zx | — электронно-ядерный
аналог поля Дзялошинского. В YFeO3 HSTHF =

= 58 кЭ, HASTHF = 2.6 кЭ при Gx > 0 или
HASTHF = 0.9 кЭ при Gx < 0. Для грубой оценки
электронно-ядерного аналога поля Дзялошинско-
го можно использовать и соотношение HASTHF ≈
≈ (HD/HE)HSTHF .

Антисимметричное STHF-взаимодействие долж-
но наблюдаться и в других слабых ферромагнети-
ках. Отметим, что для легкоплоскостной фазы ром-
боэдрических слабых ферромагнетиков, таких как
FeBO3, FeF3, α-Fe2O3, антиферромагнитный вклад
в полевую производную [∂ν(h⊥C3)/∂h]h=0 опреде-
ляется только ASTHF-взаимодействием:

[∂ν(h⊥C3)/∂h]h=0 = a(a)xyGy + aFFx , (89)

что делает его обнаружение и оценку более прос-
тым, нежели чем в ортоферритах.
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Отметим, что ASTHF-взаимодействие
207Pb–O2−–Gd3+ было обнаружено с помощью
измерений двойного электронно-ядерного резонанса
(ENDOR) в Pb5Ge3O11:Gd3+ [114], причем его при-
роду можно связать с вкладом спин-орбитального
взаимодействия для сильноковалентных связей
Pb–O.

9. АНТИСИММЕТРИЧНАЯ
ОБМЕННО-РЕЛЯТИВИСТСКАЯ СВЯЗЬ
СПИН-ЧУЖАЯ ОРБИТА И НЕОБЫЧНАЯ

МАГНИТООПТИКА СЛАБЫХ
ФЕРРОМАГНЕТИКОВ

Интересно, что циркулярные магнитооптические
эффекты в слабых ферромагнетиках аномально ве-
лики и сравнимы с эффектами в ферритах-грана-
тах, несмотря на два-три порядка меньшую намаг-
ниченность [58, 115, 116]. В работе [117] эта анома-
лия была связана с новым видом обменно-реляти-
вистских эффектов — взаимодействием спин-чужая
орбита, представляющим комбинированный эффект
традиционной спин-орбитальной связи на узле и ор-
битально-недиагональной обменной связи для воз-
бужденного орбитально-вырожденного состояния,
билинейная форма которого может быть записана
как сумма изотропных, анизотропных антисиммет-
ричных и анизотропных симметричных членов со-
ответственно:

V̂SoO =
∑
m>n

λ(0)mn(Lm · Sn)+

+
∑
m>n

(λmn · [Lm × Sn]) +
∑
m>n

(Lm
↔
λmn Sn) . (90)

Стоит отметить, что λmn имеет симметрию вектора
Дзялошинского, а последний член имеет симметрию
двухионной квазидипольной спиновой анизотропии.
Вообще говоря, все три члена могут иметь сравни-
мую величину.

Интересно, что вклад в билинейное взаимодейст-
вие V̂SoO вносят как спин-зависимый, так и спин-не-
зависимый чисто орбитальный обмен. Однако спин-
зависимый обмен приводит к появлению допол-
нительных нелинейных спин-квадратичных слагае-
мых, вклад которых может быть учтен формальной
заменой линейного спинового оператора Sn в (90) на
нелинейный оператор Smn:

Ŝq(mn) = Ŝq(n) + γ
[
V̂ 2
(
S(m)

)
× S1(n)

]1
q
=

= Ŝq(n) + γ
∑
q1,q2

[
2 1 1

q1 q2 q

]
×

× V̂ 2
q1

(
S(m)

)
Sq2(n) , (91)

где V 2
q (S) — спиновый неприводимый тензорный

оператор второго ранга. В частности,

V̂ 2
0 (S) = 2

[
(2S − 2)!

(2S + 3)!

]1/2 (
3Ŝ2

z − S(S + 1)
)
. (92)

Коэффициент γ в (91) может быть рассчитан для
определенных термов. Изотропная часть V̂SoO мо-
жет быть представлена в общем случае как

V̂ isoSoO =
∑
mn

λ(mn) (L(m) · S(n)) +

+
∑
m �=n

λ
′
(mn)

(
L(m) · S(m)

)(
S(m) · S(n)

)
. (93)

Подобно вектору Дзялошинского для оценки пара-
метров взаимодействия спин-чужая орбита можно
использовать соотношение

λ(mn) ≈ λ
′
J

′

ΔESΓ
, (94)

где λ
′
и J

′
— спин-орбитальные константы для тер-

мов T1, T2 и недиагональный обменный параметр
соответственно,ΔESΓ — энергия возбуждения. Про-
стая оценка показывает, что V̂SoO приводит к эф-
фективным магнитным полям, действующим на ор-
битальные состояния T1 и T2, например, для ионов
Fe3+ в ферритах, которые могут достигать величин
порядка 100 Тл и более.

Мы показали, что антисимметричная обмен-
но-релятивистская связь спин-чужая орбита дает
нетрадиционный «антиферромагнитный» вклад в
циркулярную магнитооптику для слабых ферро-
магнетиков, который может превышать обычный
«ферромагнитный» член [117, 118] (см. также рабо-
ту [119]).

Циркулярная магнитооптика определяется век-
тором гирации g, дуальным тензору диэлектриче-
ской проницаемости εij . Например, фарадеевское
вращение ΘF в некубических кристаллах можно за-
писать следующим образом:

ΘF = A(g · n) , (95)

где n — единичный вектор в направлении распро-
странения света k, A — коэффициент, зависящий от
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направления k, поляризации света и главных значе-
ний тензора показателей преломления. Вектор гира-
ции имеет те же свойства симметрии, что и вектор
ферромагнетизма, что оправдывает известное соот-
ношение

g =
↔
α F+

↔
γ Hext , (96)

где вектор гирации — сумма так называемых ферро-
магнитного и диамагнитного вкладов соответствен-
но. Однако в слабых ферромагнетиках, где орто-
гональные компоненты векторов ферромагнетизма
и антиферромагнетизма могут преобразовываться
одинаково, мы получаем дополнительный «анти-
ферромагнитный» вклад. Например, в случае орто-
ферритов этот член, если пренебречь слабоантифер-
ромагнитными модами, можно записать следующим
образом:

Δg =
↔
β G (97)

с единственными ненулевыми и, вообще говоря,
неравными компонентами βzx и βxz тензора

↔
β .

Несмотря на основной изотропный вклад (компо-
ненты тензора

↔
α, очевидно, значительно больше,

чем компоненты тензора
↔
β), соотношение F � G,

типичное для слабых ферромагнетиков, указывает
на удивительный эффект появления, возможно, ве-
дущего антиферромагнитного вклада в вектор ги-
рации.

Принято считать, что главную, если не доми-
нирующую, роль в магнитооптическом вращении
для видимого и ультрафиолетового света в редкозе-
мельных ортоферритах играют разрешенные элект-
рон-дипольные переходы 6A1g–6T1u с переносом за-
ряда O2p–Fe3d в октаэдрических комплексах FeO6

[58,118,120], в частности, из-за орбитального зеема-
новского расщепления возбужденного терма 6T1u с
эффективным орбитальным моментом L = 1. Поми-
мо обычных орбитального зеемановского

V orbZ = −βe
∑
m

(Lm ·Hext)

и локального спин-орбитального

VSO = λ
∑
m

(Lm · Sm)

взаимодействий такое расщепление вызвано нетра-
диционным взаимодействием спин-чужая орбита
(90). Во всех случаях мы имеем дело с реальным
или эффективным орбитальным магнитным полем.
Вклад изолированного терма 6T1u в вектор гирации
можно представить следующим образом [117,118]:

g =

(
n2
0 + 2

3

)2
2πe2fAT
mω0

∂F (ω, ω0)

∂ω0
×

×
(
−NβeHext + λeff

∑
m

〈Sm〉+
∑
m>n

λ(0)mn〈Sn〉 −

−
∑
m>n

[λmn × 〈Sn〉] +
∑
m>n

↔
λmn 〈Sn〉

)
, (98)

где N — число кластеров FeO6 в единице объема,
fAT и �ω0 — сила осциллятора и энергия перехо-
да 6A1g–6T1u соответственно, F (ω, ω0) — дисперси-
онный фактор. Здесь первый и второй члены опре-
деляют обычные «локальные» диамагнитный и изо-
тропный ферромагнитный вклады соответственно, в
то время как три других члена, определяемые вза-
имодействием спин-чужая орбита, дают нетрадици-
онный «нелокальный» вклад, хотя первый из них
дает простую поправку к ферромагнитному члену.
Однако второй и третий нелокальные вклады дают
новые антисимметричный и симметричный анизот-
ропные антиферромагнитные вклады в вектор гира-
ции соответственно. Их эффект экспериментально
изучен в ортоферрите YFeO3 [117]. Анализ зависи-
мости ΘF (Hext) позволил определить все вклады в
вектор гирации (λ = 0.6328 мкм):

αzzFz = (0.95± 0.55) · 10−3,

βzxGx = (3.15± 0.55)) · 10−3,

αxxFx = (0.2± 0.7) · 10−3,

βxzGz = (−2.1± 1.0)) · 10−3,

γzz ≈ γxx = (−1.1± 2.8) · 10−6 кЭ−1 .

(99)

Довольно большие ошибки измерений позволяют,
тем не менее, с уверенностью определить факт боль-
шого, если не доминирующего, антисимметрично-
го антиферромагнитного вклада, связанного с анти-
симметричным взаимодействием спин-чужая орби-
та. Наличие спонтанных спин-переориентационных
фазовых переходов Γ4(FzGx) → Γ2(FxGz) в некото-
рых редкоземельных ортоферритах открывает ши-
рокие возможности для изучения анизотропии цир-
кулярной магнитооптики [58, 115, 116, 118]. В ра-
боте [118] измерен экваториальный эффект Керра
в TmFeO3 и HoFeO3 и найдена анизотропия век-
тора гирации в широком спектральном диапазоне
1.5–4.5 эВ. Магнитооптические спектры были хо-
рошо описаны микроскопической модельной теори-
ей, основанной на доминирующем вкладе перехо-
дов с переносом заряда O2p–Fe3d и взаимодействии
спин-чужая орбита в октаэдрах FeO9−

6 . Исследова-
ния продемонстрировали ведущий вклад антисим-
метричного взаимодействия спин-чужая орбита и
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позволили оценить эффективные орбитальные маг-
нитные поля в возбужденных 6T1u-состояниях окта-
эдров FeO9−

6 , HL ∼ 100 Тл. Эти аномально большие
поля можно естественным образом объяснить как
результат сильных обменных взаимодействий состо-
яний 6T1u с переносом заряда с близлежащими ок-
таэдрами, которые определяются прямым обменом
p–d. Наличие антиферромагнитного вклада в вектор
гирации типично для большого числа многоподре-
шеточных магнитных материалов, но антисиммет-
ричность тензора

↔
β является специфической осо-

бенностью только слабых ферромагнетиков. В слу-
чае ромбоэдрических слабых ферромагнетиков, та-
ких как FeBO3, FeF3 или α-Fe2O3, тензор

↔
β , опре-

деляющий антиферромагнитный вклад в эффект
Фарадея, целиком обусловлен антисимметричным
вкладом с учетом требований, накладываемых сим-
метрией кристалла. Так что в таких кристаллах по-
явление антиферромагнитного вклада в вектор ги-
рации полностью определяется антисимметричным
взаимодействием спин-чужая орбита.

10. АНТИСИММЕТРИЧНАЯ
ОБМЕННО-РЕЛЯТИВИСТСКАЯ

СПИН-ЗАВИСИМАЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ
ПОЛЯРИЗАЦИЯ

Дзялошинский в 1959 г. теоретически предска-
зал существование магнитоэлектрического эффекта
(ME) в антиферромагнетике Cr2O3 [121], а годом
позже Астров экспериментально зарегистрировал
намагниченность, индуцированную электрическим
полем [122]. С момента предсказания и открытия
ME-эффекта в Cr2O3 было предложено несколько
различных механизмов магнитоэлектрической свя-
зи, но настоящий прорыв в этом направлении связан
с открытием и изучением мультиферроиков [123].

В настоящее время в основном рассматриваются
две различные формы спин-зависимой электричес-
кой поляризации кристаллов: билинейная нереляти-
вистская симметричная спиновая связь [124]

Ps =
∑
mn

Πs
mn(Sm · Sn) (100)

и билинейная релятивистская антисимметричная
спиновая связь [37, 38]

P̂a =
∑
m>n

↔
Πmn[Sm × Sn]). (101)

Строго говоря,
↔
Πmn — тензор второго ранга, анти-

симметричная часть которого дает вклад в электри-
ческую поляризацию Pa вида

Pa =
∑
mn

[Πa
mn × [Sm × Sn]] . (102)

Эффективные дипольные моменты Πs,a
mn зависят

как от геометрии связи, так и от орбитальных сос-
тояний ионов m,n.

Если первый член так или иначе связан со спино-
вым изотропным обменным гейзенберговским вза-
имодействием (см., например, ссылки [124, 125]),
то второй член связывается с антисимметричным
DM-взаимодействием. Следуя работе [37], электри-
ческий диполь Pa считается индуцированным меха-
низмом спинового тока, поскольку векторное произ-
ведение [Sm × Sn] пропорционально спиновому току
связи, где вектор Дзялошинского dmn действует как
его векторный потенциал. Именно этот «спин-то-
ковый» вклад ныне часто считается одним из ос-
новных механизмов мультиферроизма [126], одна-
ко в настоящее время нет надежных теоретических
обоснований и экспериментальных доказательств
его преобладания над традиционным симметрич-
ным изотропным членом [39,127].

Микроскопическая квантовая теория ME-эф-
фекта еще полностью не разработана, хотя было
предложено несколько сценариев для конкретных
материалов. Авторы работы [37] представили ме-
ханизм гигантского ME-эффекта, теоретически
выведенный «в терминах микроскопической элект-
ронной модели для неколлинеарных магнетиков».
Авторы получили выражение электрического ди-
польного момента для спиновой пары следующего
вида:

Pij = a [Rij × [Si × Sj ]] , (103)

где Rij — радиус-вектор связи i–j, Si,j — спиновые
моменты, a — некоторый обменно-релятивистский
параметр. Однако вывод оригинальной «спин-токо-
вой» модели [37] кажется спорным, поскольку авто-
ры используют физически нереалистичные прибли-
жения [127].

Спин-токовая модель может объяснить на-
правление ферроэлектрической поляризации для
спин-циклоидных перовскитных манганитов,
однако не может объяснить анизотропию поля-
ризации в спин-спиральных LiCu2O2 и LiVCuO4,
направление сегнетоэлектрической поляриза-
ции спин-циклоидных делафосситов, таких как
AgFeO2 и α-NaFeO2, отсутствие поляризации в
спин-спиральном NaCu2O2. Эта модель не мо-
жет объяснить появление ферроэлектрической
поляризации, связанной с «винтовым» магнитным
упорядочением в нескольких мультиферроиках,
включая CuFeO2, CuCrO2, AgCrO2, Cu3Nb2O8,
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CaMn7O12, и RbFe(MoO4)2, потому что вектор
распространения Rij ‖ [Si × Sj ]. Другими словами,
для большей части мультиферроиков спин-токовая
модель неприменима.

Альтернативный механизм гигантского магни-
тоэлектрического эффекта в перовскитных манга-
нитах, основанный на антисимметричной магнито-
упругой связи, был предложен в работе [38]. Авто-
ры учли сильную зависимость вектора Дзялошин-
ского от угла сверхобменной связи и смещения про-
межуточного лиганда. Однако здесь мы встречаем-
ся со «слабым» вкладом. Действительно, минималь-
ное значение параметра γ (γ = dD/dR), необходи-
мое для объяснения экспериментального фазового
перехода в мультиферроидных манганитах, на два
порядка больше разумной микроскопической оцен-
ки [38].

Величина макроскопической поляризации P в
немагнитных сегнетоэлектриках, рассчитываемая
современными ab initio-методами зонной структу-
ры, как правило, исключительно хорошо согла-
суется с наблюдаемой экспериментально. Однако
современные ab initio-вычисления для различных
мультиферроиков: манганитов HoMnO3, TbMn2O5,
HoMn2O5, спин-спиральных квазиодномерных куп-
ратов LiCuVO4 и LiCu2O2 дают разброс данных в
пределах одного-двух порядков с абсолютно неод-
нозначными и необоснованными значениями поля-
ризации. Действительно, основные отправные точки
текущих версий таких спин-поляризованных подхо-
дов, как LSDA, исключают любую возможность по-
лучить надежную количественную оценку спин-за-
висимой электрической поляризации в мультифер-
роиках. Основной недостаток таких спин-поляризо-
ванных подходов состоит в том, что они «старту-
ют» с функционала локальной плотности, который
подразумевает наличие большого фиктивного ло-
кального одноэлектронного спин-магнитного поля.
Считается, что величина поля определяется внутри-
атомным обменом Хунда, в то время как его ориен-
тация регулируется эффективными молекулярными
или обменными полями. Несмотря на предположи-
тельно спиновую природу этого поля, оно вызыва-
ет нефизически гигантскую спин-зависимую пере-
стройку зарядовой плотности, которую невозмож-
но воспроизвести с помощью любой традиционной
техники, работающей со спиновыми гамильтониана-
ми. В таком случае прямое применение схемы LSDA
может привести к переоценке эффектов или даже
к качественно неверным результатам из-за нефизи-
ческого эффекта нарушения пространственной сим-
метрии, индуцированного спиновой конфигурацией.

В целом, подход LSDA кажется более или менее
оправданным для полуколичественного описания
эффектов обменной связи для материалов с клас-
сическим коллинеарным магнитным порядком нее-
левского типа. Однако это может привести к оши-
бочным результатам для систем и эффектов, в кото-
рых нарушение симметрии и квантовые флуктуации
имеют принципиальное значение, таких как: некол-
линеарные спиновые конфигурации, в частности, в
квантовых магнетиках со спином s = 1/2, реляти-
вистские эффекты, такие как симметричная спи-
новая анизотропия, антисимметричное DM-взаимо-
действие и спин-зависимая электрическая поляриза-
ция. В самом деле, правильная трактовка этих эф-
фектов высших порядков теории возмущения тре-
бует правильного учета как локальной симметрии,
так и квантовых флуктуаций (см., например, рабо-
ту [31]).

Стандартная микроскопическая теория спин-за-
висимой электрической поляризации, которая под-
разумевает вывод эффективных спиновых операто-
ров для нерелятивистских и релятивистских вкла-
дов в электрическую поляризацию в типичной за-
даче «три центра — два электрона/дырки» на при-
мере связи Cu1–O–Cu2 в купратах была предложе-
на в работах [39, 127]. Авторы использовали хоро-
шо известные стандартные подходы для учета ко-
валентных эффектов для p–d-связей, внутриатом-
ных корреляций, кристаллического поля и спин-ор-
битальной связи. Несмотря на то, что описание было
сосредоточено на трехузельной системе Cu1–O–Cu2
с двумя дырками, типичной для купратов с тет-
рагональной локальной симметрией и основным
состоянием Cu3dx2−y2, обобщение результатов на
кластеры M1–O–M2 в других 3d-оксидах не пред-
ставляет особых трудностей. Эффективная элек-
трическая поляризация различается для синглетно-
го и триплетного состояний из-за соответствующей
синглет-триплетной разницы в амплитудах гибри-
дизации. Следовательно, мы можем ввести эффек-
тивный нерелятивистский обменно-дипольный спи-
новый оператор

P̂12 = P̂
(0)
12 +Π12(̂s1 · ŝ2) (104)

с обменно-дипольным моментом

Π12 = 〈P〉S=1 − 〈P〉S=0 (105)

и бесспиновый вклад

P̂
(0)
12 =

1

4
(3〈P〉S=1 + 〈P〉S=0) .

637



А. С. Москвин ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021

Нужно отметить, что суммарная локальная элект-
рическая поляризация лежит в плоскости связи
Cu1–O–Cu2. Как показано в работе [39] (см. также
работы [127]), в общем случае обменно-дипольный
момент может быть представлен в виде суперпози-
ции «продольного» и «поперечного» вкладов:

Π12 = p‖R12 + p⊥ρ12 (106)

(R12 = R1 − R2, ρ12 = (R1 + R2)), где p‖ не исче-
зает только при специфической неэквивалентности
центров 1 и 2 при отсутствии центра инверсии даже
для коллинеарной цепочки Cu–O–Cu.

Спин-орбитальное взаимодействие VSO для
ионов меди и кислорода приводит к синглет-трип-
летному смешиванию, которое дает релятивистский
вклад в электрическую поляризацию, представля-
емый в виде эффективного спинового оператора,
или обменно-релятивистского дипольного момента,
который можно записать следующим образом:

P̂rel12 = − 1

J12
Π12 (D12 · [ŝ1 × ŝ2]) = −d12(θ)

2l2J12
×

× (p‖R12 + p⊥ρ12) ([R12 × ρ12] · [ŝ1 × ŝ2]) . (107)

Другими словами, антисимметричный обменно-ре-
лятивистский вклад в дипольный момент пред-
ставляет собой суперпозицию двух («продольного»
и «поперечного») взаимно ортогональных вкладов,
определяемых только геометрией сверхобмена Cu–
O–Cu, тогда как «спин-токовый» фактор всего лишь
только модулирует его величину.

Антисимметричный обменно-релятивистский
дипольный момент типа (107) может служить до-
минирующим релятивистским вкладом в элект-
рическую поляризацию в Cu1–O–Cu2 или подобных
системах. Следует отметить, что оператор обмен-
но-дипольного момента (104) и оператор обменно-
релятивистского дипольного момента (107) явля-
ются очевидными аналогами соответственно сим-
метричного изотропного обмена Гейзенберга и ан-
тисимметричного обмена Дзялошинского –Мория.
Следовательно, соотношение |P rel12 | ∼ Δg/g|Π12| —
аналог соотношения Мория — кажется разумной
оценкой результирующего релятивистского вклада
в электрическую поляризацию в кластерах M1–O–
M2. В настоящее время предложить более надеж-
ную и столь же физически ясную оценку — слож-
ная и, наверное, безнадежная задача. Принимая
во внимание типичное значение Δg/g ≤ 0.1, мы
можем оценить максимальное значение |P rel12 | как
10−3|e|Å (∼ 102 мкКл/м2), что указывает на то, что

этот обменно-релятивистский механизм вносит от-
носительно слабый вклад в гигантский мультифер-
роизм с ферроэлектрической поляризацией порядка
103 мкКл/м2, как в TbMnO3 [128], хотя он может
давать заметный вклад, например, в Ni3V2O8 [129].

В заключение раздела обратим внимание на маг-
нитоэлектрический эффект в ортоферритах RFeO3.
Их структура Pbnm особенно интересна с точки
зрения неколлинеарного магнетизма, однако перов-
скитная фаза Pbnm неполярна и поэтому ни од-
но из соединений, кристаллизующихся в этой про-
странственной группе, не будет проявлять спонтан-
ную электрическую поляризацию. Из чисто сим-
метрийных соображений можно показать, что ни
спонтанная поляризация, ни линейный, ни квадра-
тичный магнитоэлектрический эффект невозмож-
ны, если магнитный порядок включает только спи-
ны Fe-узлов. В то же время, спин-скошенные струк-
туры редкоземельных ортоферритов могут демон-
стрировать ферроэлектричество, если существуют
некоторые упорядочения редкоземельной подрешет-
ки, которые сами по себе обеспечивают линейный
магнитоэлектрический эффект. Например, GdFeO3

и DyFeO3 представляют собой два важных примера
таких низкотемпературных мультиферроиков [130].
Интересно отметить, что замена части ионов дис-
прозия в DyFeO3 на ионы висмута приводит к по-
явлению сильного квадратичного магнитоэлектри-
ческого эффекта, природа которого связана с ано-
мально высокой поляризуемостью ионов Bi3+, при-
водящей к образованию протяженных облаков ло-
кальной электрической поляризации вблизи ионов
Bi3+ [131].

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Взаимодействие Дзялошинского –Мория, или
антисимметричный обмен, будучи достаточно про-
стым по форме, приводит к самым разным магнит-
ным явлениям: слабому ферро-антиферро- и слабо-
му поперечному ферримагнетизму в большом ко-
личестве магнитных 3d-оксидов, мультиферроизму,
гелимагнетизму в CsCuCl3 , спиральным и скир-
мионным структурам в кристаллах типа MnSi и
др. В статье мы представили обзор микроскопи-
ческой теории DM-взаимодействия и связанных
обменно-релятивистских эффектов, таких как об-
менная анизотропия, электронно-ядерное антисим-
метричное косвенное сверхтонкое взаимодействие,
антисимметричные магнитогиротропные эффекты
и антисимметричная магнитоэлектрическая связь в
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ортоферритах RFeO3 и нескольких типичных сла-
бых ферромагнетиках. Большое внимание было уде-
лено обобщению теории Мория и выводу вектора
Дзялошинского, его величине, ориентации и зна-
ку при различных типах сверхобменного взаимодей-
ствия и кристаллического поля. Полученное на мик-
роскопическом уровне выражение для зависимости
вектора Дзялошинского от геометрии сверхобмена
позволило найти все углы явного и скрытого скоса
магнитных подрешеток, т. е. слабые ферро- и анти-
ферромагнитные моды в ортоферритах RFeO3.

Теоретические предсказания были успешно под-
тверждены различными экспериментальными мето-
дами. Основываясь на теоретических выводах отно-
сительно знака вектора Дзялошинского, мы пред-
сказали и подробно изучили новое магнитное яв-
ление, слабый ферримагнетизм в смешанных сла-
бых ферромагнетиках, таких как RFe1−xCrxO3 с
конкурирующими знаками векторов Дзялошинско-
го. В отличие от конечных составов, слабые фер-
римагнетики обладают комплексом необычных маг-
нитных свойств, включая точки концентрационной
и температурной компенсации, новые спин-переори-
ентационные переходы, в том числе недавно обнару-
женный переход в угловую фазу с пространственной
ориентацией вектора антиферромагнетизма и появ-
лением «запрещенной» в ортоферритах и ортохро-
митах b-компоненты магнитного момента. Слабые
ферримагнетики имеют широкие перспективы для
практического применения, включая термомагнит-
ные запоминающие устройства с произвольным до-
ступом (MRAM), термомагнитные переключатели и
другие многофункциональные устройства.

Как показано, измерения лигандного ЯМР в сла-
бых ферромагнетиках являются эффективным ин-
струментом изучения DM-взаимодействия и опреде-
ления взаимной ориентации векторов ферро- и ан-
тиферромагнетизма и, следовательно, установления
знака вектора Дзялошинского. Мы рассмотрели ряд
обменно-релятивистских взаимодействий, которые
так или иначе имеют общую природу со спин-би-
линейным DM-взаимодействием. Так, в результа-
те детального анализа тензорной структуры обмен-
но-релятивистской двухионной анизотропии уста-
новлено появление новых недипольных вкладов с
нетрадиционной температурной зависимостью. Ана-
лиз полевых зависимостей частот ЯМР 57Fe в орто-
ферритах указал на существование заметного анти-
симметричного косвенного сверхтонкого взаимодей-
ствия как электронно-ядерного аналога DM-взаимо-
действия. Нами установлен новый необычный ана-
лог DM-взаимодействия — антисимметричное взаи-

модействие спин-чужая орбита, которое, как показа-
но, может вносить решающий вклад в циркулярную
магнитооптику слабых ферромагнетиков. Мы рас-
смотрели обменно-релятивистский антисимметрич-
ный вклад в спин-зависимую электрическую поля-
ризацию для 3d-магнетиков и установили его зави-
симость от геометрии сверхобменной связи магнит-
ных ионов.

Взаимодействие Дзялошинского –Мория и дру-
гие обменно-релятивистские эффекты продолжа-
ют оставаться предметом широких теоретических и
экспериментальных исследований в физике сильно-
коррелированных материалов.
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35. U. K. Rössler, A. N. Bogdanov, and C. Pfleiderer,
Nature 442, 797 (2006).
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Изучаются свойства оксидных соединений железа FeAlO3 и FeSiO3, которые встречаются в нижней ман-
тии Земли. Выполнены расчеты электронной структуры соединений в рамках метода DFT+U на основе
приближения обобщенной градиентной поправки с учетом электронных корреляций. Целью работы явля-
ется исследование влияния электронных корреляций в 3d-оболочке ионов переходного металла железа на
электронную структуру и магнитные свойства соединений FeAlO3 и FeSiO3. Рассмотрено формирование
ферро- и антиферромагнитного упорядочений магнитных моментов ионов железа в FeAlO3 и FeSiO3.
Проведен сравнительный анализ параметров электронной структуры и магнитных характеристик, выяв-
лены основные характеристики, такие как величины энергетической щели, магнитных моментов ионов,
на которые влияет учет электронных корреляций. Проведено сравнение полученных теоретических ре-
зультатов с опубликованными в научной литературе предыдущими результатами теоретических работ и
известными экспериментальными данными.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Соединение Mg1−x,FexSiO3 (минерал бриджма-
нит) в нижней части земной мантии характеризует-
ся невысоким содержанием железа, по данным раз-
личных исследований x = 0.1–0.2 [1]. Высокотем-
пературные эксперименты показывают, что бридж-
манит с концентрацией железа 28% стабилен при
давлении 50 ГПа. Фазовая диаграмма [2] показыва-
ет стабильность соединения с содержанием железа
65% при 88 ГПа и температуре 1000 ◦C, а также c со-
держанием железа 50% при давлениях 85–108 ГПа
и температуре 1800–2330 К. Данный минерал кри-
сталлизуется в орторомбической искаженной струк-
туре перовскита, за исключением самого нижнего
тонкого слоя мантии, где он принимает структуру
постперовскита. Понимание свойств бриджманита

* E-mail: via@imp.uran.ru

осложнено не только искажениями структуры, но
и изменениями химического состава, а также изме-
нениями валентности ионов железа. Ионы магния в
бриджманите Mg2+ занимают додэкаэдрические по-
зиции A, а ионы кремния Si4+ занимают октаэдри-
ческие позиции B. Экспериментальные исследова-
ния содержащего алюминий бриджманита предпо-
лагают, что атомы алюминия появляются в решет-
ке сразу в позициях A и B, замещая в них Mg и
Si соответственно. Для замещения Mg на Fe3+(A)
и кремния на Al(B) наиболее энергетически выгод-
ной является высокоспиновая конфигурация железа
S = 5/2 во всем диапазоне условий нижней мантии
Земли [3]. Нижняя мантия показана на схеме стро-
ения Земли на рис. 1.

Конечный член ряда железосодержащих соеди-
нений (Mg1−x,Fex)SiO3 для x = 1 — ферросилит
FeSiO3, кристаллизуется в орторомбической Pbca

и двух моноклинных P21/c и C2/c структурах.
Кристалл ортоферросилита FeSiO3 возможно по-
лучить синтетически при давлениях 1.8–4.5 ГПа
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Схема строения Земли

и температурах 1150–1400 ◦C. Имеющиеся теоре-
тические исследования спиновых переходов в за-
висимости от давления в железосодержащем бри-
джманите [4], а также FeSiO3 [5], проведенные в
рамках теории функционала плотности (приближе-
ния LDA и GGA), дали довольно широкий диа-
пазон давлений, необходимых для спинового пере-
хода (77–1000 ГПа). Следует заметить, что значи-
тельная часть данного диапазона рассчитанных дав-
лений переходов не характерна для нижней части
мантии Земли (1000 ГПа и 284 ГПа [4, 5]). Теоре-
тические исследования методом DFT+DMFT для
моноклинной экспериментальной структуры, соот-
ветствующей высоким температурам и давлениям,
предсказали наличие спинового перехода типа крос-
совер ионов железа Fe2+ в диапазоне давлений 100–
150 ГПа при 1200 К [6], а расчеты для более высо-
ких температур предсказали недостижимость низ-
коспинового состояния в ионах железа Fe2+, что со-
гласуется с экспериментальным данными для Fe2+

бриджманита. Вместе с тем для соединений железа
FeAlO3 и FeSiO3 имеется достаточно мало экспери-
ментальных и теоретических данных об электрон-
ной структуре и магнитных свойствах.

2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для проведения расчетов электронной структу-
ры соединений FeAlO3 и FeSiO3 был использован
пакет компьютерных программ Quantum Espresso
[7]. В расчетах волновые функции были разложены
по плоским волнам для стандартных ультрамяг-
ких псевдопотенциалов из библиотеки Quantum
Espresso. Обменно-корреляционный потенциал
брался в приближении обобщенной градиентной по-

Таблица 1. Координаты атомов соединения FeAlO3

в единицах постоянной решетки

Тип
атома

x y z

Fe1 0.185 0.1518 0.1533

Fe2 0.1731 0.4666 0.3688

Al1 0.1729 0.1528 0.5706

Al2 0.1845 0.84 0.3741

O1 0.4822 0.177 −0.0083

O2 0.0101 0.0089 0

O3 0.3419 −0.0019 0.2711

O4 0.3445 0.6629 0.2654

O5 0.3451 0.3317 0.2433

O6 0.0089 0.3273 0.5115

правки (GGA) версии Педью–Бурке –Эрнзенхофа
(PBE) [8] и в методе DFT+U [9]. Интегрирование
в обратном пространстве проводилось по сетке
k-точек 8× 8× 8. Для достижения нужной сходимо-
сти по полной энергии при самосогласовании был
выбран энергетический предел cutoff для плоских
волн 60Ry.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ ДЛЯ
FeAlO3

Соединение FeAlO3 кристаллизуется в ортором-
бической Pna21-структуре групп симметрии (номер
33 в списке кристаллографических групп). Парамет-
ры элементарной ячейки составляют a = 4.984 Å,
b = 8.554 Å, c = 9.241 Å, α = β = γ = 90◦. Координа-
ты всех неэквивалентных атомов FeAlO3 приведены
в табл. 1. Координаты остальных атомов элементар-
ной ячейки были получены путем учета симметрии
соединения. Приведенные выше параметры решет-
ки для соединения FeAlO3 взяты из работы [10].

Графики полных и парциальных плотностей со-
стояний (Density of states — DOS) представлены на
рис. 2 в случае антиферромагнитного упорядоче-
ния. Для антиферромагнитного упорядочения маг-
нитных моментов ионов Fe наблюдается перераспре-
деление электронных плотностей. Плотности состо-
яний для проекций спинов «вверх» и «вниз» очень
близки. В зоне проводимости можно отметить на-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Плотности электронных состоя-
ний FeAlO3 в случае антиферромагнитного упорядочения
магнитных моментов ионов Fe в приближении GGA. Гра-
фик смещен относительно уровня Ферми (вертикальная

штриховая линия)

Таблица 2. Магнитные моменты отдельных ионов
в соединении FeAlO3 при ферромагнитном (ФМ)
и антиферромагнитном (АФМ) упорядочениях маг-
нитных моментов ионов Fe в приближении GGA. Ве-

личины указаны в магнетонах Бора

Ионы ФМ АФМ

Fe1 3.70 3.49

Fe2 3.68 −3.46

Al 0 0

O 0.09–0.39 −0.06–0.07

личие структуры из двух максимумов, локализо-
ванных при 1 эВ и 2.5 эВ, пики в основном сфор-
мированы 3d-электронами Fe, но также мы видим,
что непосредственное участие в формировании пи-
ков принимают 2p-электроны O. Стоит отметить,
что максимумы в проекции спина «вверх» имеют
большую интенсивность. В общем случае плотности
электронных состояний для разных проекций спина
имеют одинаковый характер.

В табл. 2 приведены значения магнитных момен-
тов для соединения FeAlO3. Магнитный момент кис-
лорода имеет величину между −0.06 и 0.39μB, ве-
личина магнитного момента для ионов алюминия
составляет менее 0.01μB. Кроме того, из-за гибри-
дизации p-орбиталей кислорода с d-орбиталями же-

Рис. 3. (В цвете онлайн) Плотности состояний FeAlO3

при U = 1 эВ и АФМ-упорядочении магнитных момен-
тов ионов Fe. График смещен относительно уровня Ферми

(вертикальная штриховая линия)

Рис. 4. (В цвете онлайн) Плотности состояний FeAlO3

при U = 4 эВ и АФМ-упорядочении магнитных момен-
тов ионов Fe. График смещен относительно уровня Ферми

(вертикальная штриховая линия)

леза при изменении магнитного момента железа бу-
дет изменяться также магнитный момент кислоро-
да. Полученные значения магнитных моментов для
ионов O близки. Магнитные моменты ионов Fe до-
статочно близки. Но необходимо учесть сравнение
полных энергий, которое приведено ниже и показа-
ло, что для FeAlO3 более стабильным является ан-
тиферромагнитное упорядочение.
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Рис. 5. Зависимость ширины энергетической щели соеди-
нения FeAlO3 от параметра U в АФМ-случае

Как в случае расчетов при антиферромагнитном
упорядочении магнитных моментов ионов Fe, вид-
но, что электронная плотность состояний соедине-
ния FeAlO3 характерна для диэлектрика с перено-
сом заряда, данные представлены на рис. 3, 4. В
случае U = 1 эВ (рис. 5) наблюдается значитель-
ное расширение энергетической щели и ее значение
составляет 0.9 эВ. Перераспределение электронной
плотности привело к исчезновению отдельного пика
на краю валентной зоны в случае спина «вверх», к
смещению двух максимумов в зоне проводимости по
направлению друг к другу и их увеличению как для
спина «вверх», так и для спина «вниз».

При увеличении параметра U в FeAlO3 до
4 эВ наблюдается перераспределение плотнос-
ти 3d-электронов Fe в сторону низких энергий
валентной зоны. Наряду с перераспределением
электронной плотности в валентной зоне, проис-
ходит перераспределение электронной плотности
и в зоне проводимости, а именно, на ее краю два
отдельных пика, образованные 3d-электронами Fe,
начинают объединяться.

В ходе расчетов электронной структуры была
обнаружена интересная особенность ионов Fe. Во
всех расчетах электронной структуры FeAlO3 элект-
ронная конфигурация ионов железа Fe2+ (3d6), что
видно по числу d = 5.86 электронов. Из получен-
ных результатов, представленных на рис. 6 и 7, вид-
но, что орбитали полностью заполнены состояния-
ми с одной проекцией спина — «вверх». В случае

Рис. 6. (В цвете онлайн) Плотности состояний ионов же-
леза Fe1 в соединении FeAlO3 при U = 4 эВ и АФМ-упо-
рядочении магнитных моментов ионов Fe. График смещен
относительно уровня Ферми (вертикальная штриховая ли-

ния)

Рис. 7. (В цвете онлайн) Плотности состояний ионов же-
леза Fe2 в соединении FeAlO3 при U = 4 эВ и АФМ-упо-
рядочении магнитных моментов ионов Fe. График смещен
относительно уровня Ферми (вертикальная штриховая ли-

ния)

проекции спина «вверх» полная заселенность 3d-сос-
тояний иона Fe1 равна 4.96e (c орбитальными засе-
ленностями 1.00, 0.99, 0.99, 0.99, 0.99e). Оставшиеся
0.84e в 3d-оболочке Fe1 заполняют состояния с про-
екцией спина «вниз», для всех 3d-орбиталей засе-
ленности маленькие: 0.10, 0.20, 0.20, 0.17, 0.15e. За-
селенности 3d-орбиталей иона Fe2 являются инден-
тичными заселенностям 3d-орбиталей иона Fe1. Но
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Таблица 3. Сравнение магнитных моментов отдель-
ных ионов в соединении FeAlO3 при U = 1 эВ при
ФМ- и АФМ-упорядочениях. Величины указаны в

магнетонах Бора

Ионы ФМ АФМ

Fe1 3.87 3.73

Fe2 3.84 −3.70

Al 0 0

O 0.09–0.39 −0.07–0.06

Таблица 4. Сравнение магнитных моментов отдель-
ных ионов в соединении FeAlO3 при U = 4 эВ при
ФМ- и АФМ-упорядочениях. Величины указаны в

магнетонах Бора

Ионы ФМ АФМ

Fe1 3.93 3.85

Fe2 3.91 −3.83

Al 0 0

O 0.07–0.33 −0.06–0.07

в силу АФМ-упорядочения заселенности для проек-
ций спина «вверх» и «вниз» поменяются местами —
заселенности для проекции спина «вниз» будут мак-
симальными.

Значения магнитных моментов ионов в FeAlO3,
полученные в результате расчетов, представлены
в табл. 3, 4. При сравнении полученных значений
для ФМ- и АФМ-упорядочений видно, что в слу-
чае ФМ-упорядочения значения магнитных момен-
тов ионов Fe больше, чем при АФМ-упорядочении,
такая же тенденция наблюдается и для ионов O.
Также для каждого из случаев упорядочения на-
блюдается тенденция увеличения магнитных момен-
тов ионов Fe с увеличением параметра кулоновского
взаимодействия. Для ионов O получился противо-
положный результат — в случае ФМ-упорядочения
значения магнитных моментов уменьшаются, а в
АФМ-случае остаются неизменными. Что касается
ионов Al, то значения магнитных моментов также
составляют менее чем 0.01μB в ФМ- и АФМ-случаях
упорядочения ионов Fe. Полученные результаты хо-
рошо согласуются с результатами предыдущего рас-
чета: 3.69μB [11], а также с результатами экспери-
мента: 3.4± 0.2μB [10].

Таблица 5. Значения полных энергий для FeAlO3

в АФМ- и ФМ-упорядочениях магнитных моментов
ионов Fe и их разности

Тип магнитн.
упорядочения

U , эВ E, Ry ΔE, Ry

АФМ 0 −2900.3378 0
1.0 −2896.6972 0
2.0 −2896.3899 0
3.0 −2896.1226 0
4.0 −2895.8658 0

ФМ 0 −2900.0874 0.2504
1.0 −2896.5299 0.1673
2.0 −2896.2465 0.1434
3.0 −2895.9967 0.1259
4.0 −2895.7548 0.1110

В табл. 5 представлено сравнение полных энер-
гий между ФМ- и АФМ-упорядочениями. Из полу-
ченных результатов видно, что более энергетически
выгодным является АФМ-упорядочение.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ ДЛЯ
FeSiO3

Соединение FeSiO3 в данной работе будем рас-
сматривать в низкотемпературной моноклинной фа-
зе P21/c (номер 14 в списке кристаллографических
групп). Параметры элементарной ячейки составля-
ют: a = 9.485 Å, b = 9.081 Å, c = 5.235 Å, α = γ =

= 90◦, β = 103.207◦. Координаты всех неэквивалент-
ных атомов FeSiO3 приведены в табл. 6. Координа-
ты остальных атомов элементарной ячейки были по-
лучены путем учета симметрии соединения. Ячейка
содержит 8 атомов железа (4 первого типа Fe1 и 4
второго типа Fe2), 8 атомов кремния (4 первого ти-
па Si1 и 4 второго типа Si2) и 24 атома кислорода.
Атом Fe первого типа имеет окружение из шести
атомов O в форме октаэдра, второго типа — тетра-
эдра из O. Атомы Si обоих типов имеют окружение
из четырех атомов O в форме тетраэдра. Приведен-
ные выше конфигурации решетки для соединения
FeSiO3 были взяты из статьи [12].

Графики полных и парциальных плотностей со-
стояний представлены на рис. 8 в случае ферромаг-
нитного упорядочения в соединении FeSiO3. В слу-
чае ферромагнитного упорядочения магнитных мо-
ментов ионов Fe для спина «вверх» уровень Ферми
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Таблица 6. Координаты атомов соединения FeSiO3

(в единицах постоянной решетки)

Тип атома x y z

Fe1 0.7512 0.3462 0.025

Fe2 0.2744 0.4855 0.4983

Si1 0.4546 0.3384 0.2461

Si2 0.0531 0.1666 0.31

O1 0.629 0.338 0.307

O2 0.121 0.663 0.258

O3 0.375 0.496 0.21

O4 0.133 0.019 0.246

O5 0.394 0.234 −0.009

O6 0.108 0.298 0.138

Рис. 8. (В цвете онлайн) Плотности состояний FeSiO3 в
случае ФМ-упорядочения магнитных моментов ионов Fe в
приближении GGA. График смещен относительно уровня

Ферми (вертикальная штриховая линия)

расположен в энергетической щели, ширина кото-
рой составляет 1.5 эВ. В валентной зоне наблюдает-
ся пик плотности электронных состояний. Как вид-
но из графика, основной вклад в верхнюю часть ва-
лентной зоны вносят 3d-электроны Fe. В случае спи-
на «вниз», напротив, пик электронных состояний,
который находится в зоне проводимости, приходит-
ся на уровень Ферми. Основной вклад в него вносят

Таблица 7. Сравнение магнитных моментов отдель-
ных ионов в соединении FeSiO3 в ФМ- и АФМ-упо-
рядочениях магнитных моментов ионов Fe в при-
ближении GGA. Величины указаны в магнетонах

Бора

Ионы ФМ АФМ

Fe1 3.47 3.42

Fe2 3.23 −3.20

Si 0 0

O 0.02–0.11 −0.02–0.05

3d-электроны Fe. Стоит заметить, что пик находит-
ся в зоне проводимости, а это значит, что соединение
способно пропускать ток, но только с одной проек-
цией — «вниз». Из этого следует, что соединение яв-
ляется полуметаллом.

В табл. 7 приведены значения магнитных момен-
тов для соединения FeSiO3. Как и в случае с FeAlO3,
можно ожидать, что магнитный момент кислорода
будет иметь значение между 0.02 и 0.11 магнетонов
Бора. Для ионов кремния величина магнитного мо-
мента составляет менее 0.01 μB . Значения магнит-
ных моментов ионов Fe в случае ферромагнитного и
антиферромагнитного упорядочений близки между
собой. Но необходимо учесть полные энергии, при-
веденные для сравнения в табл. 10. Сравнение по-
казало, что для FeSiO3 более стабильным является
ФМ-упорядочение. Таким образом, для магнитных
упорядочений с минимальной полной энергией, ко-
торые соответствуют основному состоянию в соеди-
нениях FeAlO3 и FeSiO3, величины магнитных мо-
ментов достаточно близки.

В расчетах для соединения FeSiO3 с учетом
электронных корреляций в случае ферромагнитно-
го упорядочения ионов Fe при разных параметрах
U были получены различные характеры электрон-
ных плотностей. На рис. 9 для U = 1 эВ вид-
но, что соединение FeSiO3 проявляет свойства по-
луметалла и может пропускать ток только с про-
екцией спина «вниз». На краю зоны проводимости
мы можем наблюдать два максимума, образованные
3d-электронами Fe, один из которых находится на
уровне Ферми, другой — в интервале 0.5–2.5 эВ.

В дальнейшем при увеличении параметра куло-
новского взаимодействия до 4 эВ (рис. 10) проис-
ходит раздвижка электронных состояний на уровне
Ферми, в результате чего образуется энергетическая
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Плотности состояний FeSiO3 при
U = 1 эВ и ФМ-упорядочении магнитных моментов ионов
Fe. График смещен относительно уровня Ферми (верти-

кальная штриховая линия)

Рис. 10. (В цвете онлайн) Плотности состояний FeSiO3 при
U = 4 эВ и ФМ-упорядочении магнитных моментов ионов
Fe. График смещен относительно уровня Ферми (верти-

кальная штриховая линия)

щель, и соединение начинает проявлять свойства
изолятора.

Рассмотрим результаты расчетов в случае фер-
ромагнитного упорядочения магнитных моментов
ионов Fe в FeSiO3, представленные на рис. 9, 10.
На нижних частях графиков, соответствующих про-
екции спина «вниз», есть два максимума, кото-
рые образованы 3d-электронами Fe1 и Fe2. Макси-
мум, образованный 3d-электронами Fe1, находится
на краю валентной зоны, а максимум, образованный

Рис. 11. (В цвете онлайн) Плотности состояний ионов же-
леза Fe1 в соединении FeSiO3 при U = 4 эВ и ФМ-упо-
рядочении магнитных моментов ионов Fe. График смещен
относительно уровня Ферми (вертикальная штриховая ли-

ния)

3d-электронами Fe2, — на краю зоны проводимос-
ти. Стоит заметить, что в случае проекции спина
«вверх» максимумы находятся вблизи уровня Фер-
ми, но на самом уровне находится энергетическая
щель.

В случае расчетов для FeSiO3 электронная кон-
фигурация ионов железа такая же, как и в соеди-
нении FeAlO3, но из-за более низкой симметрии мо-
ноклинной структуры вырождение уровней снима-
ется, поэтому один электрон в проекции вниз садит-
ся полностью на одну орбиталь, хорошо отделенную
еще в PBE-расчетах из-за моноклиннной структуры.
И остальные орбитали выше и ниже по энергии тоже
хорошо отделены, что мы и видим на рис. 11 и 12. В
случае проекции спина «вверх» полная заселенность
3d-состояний иона Fe1 равна 4.98e (c орбитальными
заселенностями 1.00, 0.99, 1.00, 1.00, 0.99e). Остав-
шиеся 1.21e в 3d-оболочке Fe1 заполняют состояния
с проекцией спина «вниз», главным образом отно-
сящиеся к 3dz2-орбитали иона Fe1 с заселенностью
0.68e, для остальных 3d-орбиталей заселенности ма-
ленькие: 0.17, 0.07, 0.20, 0.09e. Заселенности 3d-со-
стояний иона Fe2 полностью идентичны заселенно-
стям 3d-состояний иона Fe1. С одинаковыми спино-
выми направлениями в случае ФМ-упорядочения и
противоположными в случае АФМ-упорядочения.

Значения магнитных моментов, полученные в
результате расчетов, представлены в табл. 8, 9.
При сравнении полученных значений для ФМ- и
АФМ-упорядочений видно, что в случае ФМ-упо-
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Рис. 12. (В цвете онлайн) Плотности состояний ионов же-
леза Fe2 в соединении FeSiO3 при U = 4 эВ и ФМ-упо-
рядочении магнитных моментов ионов Fe. График смещен
относительно уровня Ферми (вертикальная штриховая ли-

ния)

Таблица 8. Сравнение магнитных моментов ионов
в соединении FeSiO3 при U = 1 эВ при ФМ- и
АФМ-упорядочениях. Величины указаны в магне-

тонах Бора

Ионы ФМ АФМ

Fe1 3.54 3.45

Fe2 3.29 −3.33

Si 0 0

O 0.01–0.07 −0.01–0.02

Таблица 9. Сравнение магнитных моментов ионов
в соединении FeSiO3 при U = 4 эВ при ФМ- и
АФМ-упорядочениях. Величины указаны в магне-

тонах Бора

Ионы ФМ АФМ

Fe1 3.50 3.49

Fe2 3.38 −3.38

Si 0 0

O 0.01–0.04 −0.01–0.01

Таблица 10. Сравнение полных энергий для FeSiO3

для ФМ- и АФМ-упорядочений магнитных момен-
тов ионов Fe

Тип магнитн.
упорядочения

U , эВ E, Ry ΔE, Ry

ФМ 0 −2876.8092 0
1.0 −2873.1691 0
2.0 −2872.9778 0
3.0 −2872.8857 0
4.0 −2872.7702 0

АФМ 0 −2876.7595 0.0497
1.0 −2873.1517 0.0174
2.0 −2873.0046 0.0268
3.0 −2872.8821 0.0036
4.0 −2872.7587 0.0115

рядочения значения магнитных моментов ионов Fe
больше, чем при АФМ-упорядочении, такая же тен-
денция наблюдается и для ионов O, для ионов
Si значения магнитных моментов составили менее
0.07μB. По мере увеличения параметра кулоновско-
го взаимодействия магнитные моменты в ФМ-слу-
чае остаются практически неизменными и составля-
ют порядка 3.5μB. При АФМ-упорядочении, наобо-
рот, величина магнитного момента ионов Fe увели-
чивается и стремится к значениям, близким к зна-
чениям в случае ФМ-упорядочения.

В табл. 10 представлено сравнение полных энер-
гий в случаях ФМ- и АФМ-упорядочений для
FeSiO3. Из полученных результатов видно, что бо-
лее энергетически выгодным является ФМ-упорядо-
чение, хотя выигрыш в энергии составляет порядка
сотых, а при U = 3 эВ — тысячных. Видно, что
при увеличении параметра кулоновского взаимодей-
ствия будет увеличиваться значение полной энер-
гии. Полученные результаты хорошо согласуются с
результатами предыдущего расчета: 3.8±0.1μB [6], а
также с результатами эксперимента: 4.0±0.1μB [13].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе были выполнены расчеты
электронной структуры оксидных соединений
железа FeAlO3 и FeSiO3, которые встречаются
в нижней мантии Земли. Расчеты проведены в
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рамках приближения обобщенной градиентной
поправки, а также при помощи метода DFT+U
с учетом электронных корреляций. Рассмотрено
формирование ферро- и антиферромагнитного
упорядочений магнитных моментов ионов железа
в FeAlO3 и FeSiO3. Обнаружено, что в FeAlO3 и
FeSiO3 при увеличении параметра U открывается
энергетическая щель. В отличие от FeAlO3, где
энергетическая щель присутствует уже в расчетах
GGA для антиферромагнитного упорядочения
магнитных моментов ионов Fe, в соединении FeSiO3

энергетическая щель открывается при достаточно
больших значениях параметра U . При увеличении
параметра кулоновского взаимодействия U для
FeAlO3 как в случае ФМ-, так и в случае АФМ-упо-
рядочения, энергетическая щель увеличивается
пропорционально параметру U . В результате расче-
тов были получены значения магнитных моментов
Fe для соединений FeAlO3 и FeSiO3. Для расчетов
с учетом электронных корреляций наблюдается
тенденция увеличения магнитного момента Fe
при увеличении параметра U . Сравнение полных
энергий для каждого из соединений показало, что
самым энергетически выгодным состоянием для
FeAlO3 является АФМ-упорядочение магнитных
моментов Fe, а для FeSiO3 — ФМ-упорядочение
магнитных моментов Fe в соответствии с экспери-
ментальными данными.
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Появление намагниченности при приложении механического напряжения и создание упругой деформации
при наложении магнитного поля — два фундаментальных свойства пьезомагнитных материалов. Симмет-
рия сверхпроводящих ферромагнетиков UGe2, URhGe, UCoGe допускает пьезомагнетизм. В дополнение
к обычным пьезомагнитным свойствам, имеющим место как в нормальном, так и в сверхпроводящем со-
стоянии, сверхпроводящее состояние этих пьезомагнетиков имеет свою специфику. В отличие от обычных
сверхпроводников, в урановых ферромагнетиках критическая температура перехода в сверхпроводящее
состояние меняет свою величину при изменении направления поля на противоположное.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040064

Пьезомагнетизм — это появление намагниченно-
сти кристалла при приложении механического на-
пряжения. Другое проявление этого же свойства —
возникновение деформации кристалла, линейной по
наложенному на кристалл магнитному полю [1].
Пьезомагнетизм возможен в магнитных материа-
лах, симметрия которых (магнитный класс) содер-
жит операцию обращения времени лишь в комби-
нациях с поворотами или отражениями или не со-
держит эту операцию вовсе [2]. Первые примеры та-
ких веществ были указаны И. Е. Дзялошинским [3].
Вскоре после этого пьезомагнетизм был открыт в
антиферромагнитных флюоридах кобальта и мар-
ганца [4]. Более поздние исследования этого явления
и ссылки можно найти в работе [5].

Операция обращения времени в сочетании с по-
воротами встречается не только в магнитных клас-
сах антиферромагнитных материалов. Такая сим-
метрия имеет место, например, в ферромагнитных
кристаллах с орторомбической структурой и силь-

* E-mail: vladimir.mineev@cea.fr

ным спин-орбитальным взаимодействием, фикси-
рующим направление спонтанной намагниченности
вдоль одной из осей второго порядка, скажем, вдоль
направления z. Группа симметрии такого кристал-
ла состоит из вращения на угол π вокруг оси z и
вращений на угол π вокруг осей x и y в сочетании
с операцией обращения времени R, изменяющей на-
правление спонтанной намагниченности на противо-
положное, а также операций инверсии I, отражения
σh в плоскости, перпендикулярной оси z, и отраже-
ний σx, σy в плоскостях, перпендикулярных осям x

и y, в сочетании с операцией R:

D2h(D2) = (E,Cz2 , RC
x
2 , RC

y
2 , I, σh, Rσx, Rσy). (1)

Это группа точечной симметрии ферромагнитных
соединений урана UGe2, URhGe и UCoGe, интенсив-
но изучавшихся в течение двух последних десятиле-
тий (см. недавние обзоры [6,7]). Здесь следует уточ-
нить, что в работе [7] в качестве точечной группы
ферромагнитного состояния данных веществ была
неверно указана группа

D2(C2) = (E,Cz2 , RC
x
2 , RC

y
2 ),
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являющаяся подгруппой группы D2h(D2) Однако
это не приводит к модификациям теории сверх-
проводящих состояний, развитой в работе [7]. Де-
ло в том, что параметры порядка сверхпроводя-
щих состояний, соответствующие неприводимым и
неэквивалентным копредставлениям A и B группы
D2h(D2), задаются теми же формулами, что и для
группы D2(C2) (см. уравнения (6) и (7) в работе [7]).

Инвариантный по отношению к преобразовани-
ям группы (1) термодинамический потенциал, ли-
нейный по магнитному полю и компонентам тензора
напряжений, имеет вид

Φ = −λxσxzHx − λyσyzHy −

− (λz1σxx + λz2σyy + λz3σzz)Hz . (2)

При приложении к кристаллу механических напря-
жений, направленных вдоль осей орторомбической
симметрии, кристалл приобретает дополнительную
намагниченность

Mz = − ∂Φ

∂Hz
= (λz1σxx + λz2σyy + λz3σzz), (3)

что вызывает увеличение доли объема ферромаг-
нитных доменов, намагниченность которых парал-
лельна намагниченности, индуцированной сжатием
кристалла.

Поперечные компоненты намагниченности воз-
никают при приложении к кристаллу скручиваю-
щих напряжений:

Mx = − ∂Φ

∂Hx
= λxσxz, My = − ∂Φ

∂Hy
= λyσyz . (4)

Наложение магнитного поля вдоль направления z

вызывает появление продольных деформаций

uxx = − ∂Φ

∂σxx
= λz1Hz, (5)

uyy = − ∂Φ

∂σyy
= λz2Hz, (6)

uzz = − ∂Φ

∂σzz
= λz3Hz, (7)

а вдоль направлений x и y — деформаций кручения

uxz = − ∂Φ

∂σxz
= λxHx, uyz = − ∂Φ

∂σyz
= λyHy. (8)

Перечисленные свойства ферромагнитных крис-
таллов UGe2, URhGe и UCoGe аналогичны свойст-
вам других пьезомагнетиков. С понижением тем-
пературы эти вещества переходят в сверхпроводя-

щее состояние, обладающее специфическими пьезо-
магнитными свойствами. Формирование сверхпро-
водящего состояния в данных ферромагнитных ме-
таллах происходит по крайней мере в двух зонах
проводимости, расщепленных обменным взаимодей-
ствием, и описывается многокомпонентным пара-
метром порядка [7–9]. Чтобы не перегружать изло-
жение соответствующими громоздкими вычислени-
ями, мы продемонстрируем проявление пьезомагне-
тизма в сверхпроводящем состоянии, используя про-
стейшую однокомпонентную модель сверхпроводи-
мости.

Рассмотрим фазовый переход в сверхпроводя-
щее состояние в магнитном поле H, лежащем в
плоскости xz. В достаточно больших магнитных
полях можно пренебречь действующим на заряды
электронов внутренним полем, вызванным спонтан-
ной намагниченностью, и рассматривать кристалл
как однодоменный. Функционал свободной энергии,
квадратичный по параметру порядка сверхпровод-
ника η, имеет вид

F =

∫
dV
{
α|η|2 + K̃xDxη(Dxη)

� +

+ K̃yDyη(Dyη)
� + K̃zDzη(Dzη)

� +

+
1

2
λHx [Dxη(Dzη)

� +Dzη(Dxη)
�]

}
, (9)

Здесь

K̃i = Ki + λiHz, i = x, y, z. (10)

Kомпоненты вектора D = −i∇ + (2π/φ0)A — опе-
раторы «длинных» производных, φ0 = π�c/e —
квант магнитного потока и компоненты вектор-
потенциала Ax = −Hzy, Ay = 0, Az = Hxy. Все
члены этого функционала инвариантны по отноше-
нию к преобразованиям группы (1).

Выражение для коэффициента α = α0(T − Tc0)

включает «критическую температуру» Tc0, опреде-
ляемую спаривающим взаимодействием. Спариваю-
щее взаимодействие в урановых ферромагнетиках
зависит от магнитного поля, и величина Tc0 зави-
сит от магнитного поля [7]. Будучи зависимой от
величины и направления поля, «критическая тем-
пература» Tc0 не меняется при замене направления
поля на противоположное:

Tc0(H) = Tc0(−H). (11)

Настоящая же критическая температура перехода в
сверхпроводящее состояние в магнитном поле опре-
деляется как зависимостью от поля величины Tc0
так и орбитальным эффектом, к рассмотрению ко-
торого мы и переходим.
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Соответствующее функционалу (9) уравнение
Гинзбурга –Ландау есть

αη − K̃x

(
∂

∂x
− 2πi

φ0
Hzy

)2

η−

− K̃y
∂2η

∂y2
− K̃z

(
∂

∂z
+

2πi

φ0
Hxy

)2

η−

− λHx

(
∂

∂x
−2πi

φ0
Hzy

)(
∂

∂z
+
2πi

φ0
Hxy

)
η = 0. (12)

Решение этого уравнения можно искать в виде

η(x, y, z) = exp(iqxx+ iqzz)ψ(y). (13)

Для определения верхнего критического поля доста-
точно рассмотреть решение при qx = qz = 0. В этом
случае функция ψ(y) находится из уравнения

αψ +

(
2πF

φ0K̃
1/2
y

)2

y2ψ − K̃y
∂2ψ

∂y2
= 0, (14)

где

F = F (H) =

=
{
K̃y

[
K̃xH

2
z + K̃zH

2
x − λHzH

2
x

]}1/2
. (15)

Функция

ψ(y) = exp

(
− πF

φ0K̃y

y2

)
(16)

есть решение уравнения (14) при условии выполне-
ния соотношения

F (H) = −φ0
2π

α, (17)

которое также можно переписать, как уравнение
для зависимости температуры перехода в сверхпро-
водящее состояние от магнитного поля:

Tc(H) = Tc0(H)− 2π

φ0α0
×

×
{
K̃y

[
K̃xH

2
z + K̃zH

2
x − λHzH

2
x

]}1/2
. (18)

Откуда видно, что за исключением направления по-
ля вдоль оси x критическая температура меняет ве-
личину при замене направления поля на противопо-
ложное,

Tc(H) �= Tc(−H). (19)

Таким образом, в работе показано, что в фер-
ромагнитных кристаллах UGe2, URhGe и UCoGe
во внешнем магнитном поле возникают деформации
(5)–(8), прямо пропорциональные величине поля, а
в отсутствие поля намагниченность кристаллов мо-
жет быть индуцирована приложением механическо-
го напряжения (3), (4). В отличие от обычных сверх-
проводников, в урановых ферромагнетиках темпе-
ратура перехода в сверхпроводящее состояние в маг-
нитном поле (18) меняется при замене направления
внешнего поля на противоположное.
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Магнитные фазы кубических хиральных ферромагнетиков с взаимодействием Дзялошинского –Мория
(MnSi, Cu2OSeO3) исследуются в рамках микроскопического и феноменологического подходов. Показа-
но, что взаимодействие магнитных моментов атомов с локальным кристаллическим полем приводит к
возникновению кубического анизотропного члена в энергии Ландау –Лифшица видаM4

x+M4
y +M4

z (M —
поле намагниченности). Этот член отвечает за существование геликоидальной фазы при близком к нулю
магнитном поле, а в более высоких полях может вносить вклад в устойчивость магнитной фазы A. Про-
ведено моделирование фазы A при разных магнитных полях. Показано, что при включении магнитного
поля спирали в геликоидальной фазе приобретают эллиптическую и коническую составляющие.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040076

1. ВВЕДЕНИЕ

Спиральный порядок в природе возникает в
очень непохожих друг на друга системах, от физики
конденсированного состояния до биологии [1], и слу-
жит важным примером примитивной самоорганиза-
ции. Эта самоорганизация может создавать доволь-
но сложные структуры, такие как голубые фазы в
холестерических жидких кристаллах [2,3] или скир-
мионные текстуры в хиральных кубических магне-
тиках (MnSi, MnGe, Fe1−xCoxSi, Cu2OSeO3 и др.)
[4–9]. При этом в физике столь различных систем
наблюдается замечательное сходство [10–12]. Тем не
менее в каждом отдельном случае за возникновение
макроскопической спирали ответственны свои соб-
ственные микроскопические механизмы, и требует-
ся приложить немалые усилия для их отыскания.
В частности, необходимо установить взаимосвязь
между параметрами локальных взаимодействий в
системе и ее конечной структурой. Например, пер-
вый вопрос — что определяет период и направление
спиралей? С другой стороны, описание микроскопи-

* E-mail: chizhikov@crys.ras.ru

ческой спиновой структры важно как для приложе-
ний (спинтроника, мультиферроики [13–15]), так и
для фундаментальных проблем, таких как тополо-
гический эффект Холла [16].

Начиная с открытия хиральных магнитных
свойств MnSi в 1976 г. [17, 18] по сегодняшний
день наиболее часто используемым методом опи-
сания и предсказания закрученных магнитных
структур остается феноменологическая теория,
основанная на свободной энергии Ландау –Лифши-
ца с добавочным членом, впервые предложенным
Дзялошинским [19, 20]. Однако данный подход, в
котором используются наши знания о симметрии
физической системы, ничего не может сказать о
значениях входящих в свободную энергию коэф-
фициентов и о том, как они связаны с реальными
межатомными взаимодействиями.

Микроскопические теории, такие как модель
классического гейзенберговского ферромагнетика
со спин-орбитальным членом, изначально разрабо-
танная Мория [21,22], в свою очередь обладают тем
недостатком, что количество переменных, включа-
ющее спины всех магнитных атомов, бесконечно, и
поэтому эти модели сложно использовать в любых
аналитических расчетах. Тем не менее, несмотря на
некоторые сомнения в справедливости модели Гей-

656



ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021 Анизотропия магнитных фаз кубических гелимагнетиков

зенберга для зонных магнетиков, она часто исполь-
зуется для численного моделирования [12, 23–25].
Для этой модели необходимо знать параметры меж-
спиновых взаимодействий: константы Jij изотроп-
ного обмена между i-м и j-м атомами и (псев-
до)векторы Dij антисимметричного обмена Дзяло-
шинского –Мория. Эти параметры можно получить
двумя способами: из сравнения теоретических ре-
зультатов с экспериментальными данными и посред-
ством вычислений ab initio [26, 27].

Два этих подхода, микроскопический и феноме-
нологический, на протяжении многих лет исполь-
зовались для описания одних и тех же магнитных
структур, хорошо дополняя друг друга. Тем не ме-
нее осуществить корректный переход от одной мо-
дели к другой долго не удавалось даже для такого
простого случая, как MnSi. Здесь переход, в частно-
сти, подразумевает выражение констант, входящих
в энергию Ландау –Лифшица континуальной моде-
ли, через параметры Jij ,Dij гейзенберговской моде-
ли. Обратный переход, очевидно, неоднозначен в си-
лу большого числа микроскопических параметров.
В работах [28, 29] такой переход был впервые осу-
ществлен для кристаллов MnSi в приближении вза-
имодействия ближайших соседей. Важным побоч-
ным результатом этой работы стало предсказание
и описание антиферромагнитных спиновых скосов,
которые являются неотъемлемой особенностью маг-
нитной структуры закрученных ферромагнетиков,
влияющей на волновое число k спиновых спиралей.
Далее подход был сначала расширен за счет уче-
та взаимодействий со следующими соседями в MnSi
[30] и, наконец, обобщен на случай других кубиче-
ских гелимагнетиков, включая Cu2OSeO3 [31]. Для
мультиферроика Cu2OSeO3 спиновые скосы играют
дополнительную важную роль, осуществляя связь
магнитной структуры с электрической поляризаци-
ей [32].

Однако программа объединения микроскопиче-
ского и феноменологического описаний кубических
хиральных ферромагнетиков пока остается не
вполне завершенной. Хотя высокая симметрия
кристаллической решетки и позволяет в отдельных
случаях полагать магнитные свойства системы изо-
тропными, слабая кубическая анизотропия может
проявлять себя, например, в ориентации магнитной
структуры относительно кристаллических осей.
Анизотропные члены вносят меньший вклад в
энергию Ландау –Лифшица, чем взаимодействие
Дзялошинского –Мория, тем не менее именно
они отвечают за существование геликоидальной
фазы в слабом магнитном поле. В данной работе

будет показано, как микроскопические причины,
в частности взаимодействие спинов с локальным
кристаллическим полем, могут вызывать появление
анизотропных членов в энергии. Также будут
рассмотрены некоторые следствия анизотропии, в
том числе ориентация спиралей в геликоидальной
фазе, преимущественные направления намагни-
чивания конической фазы и вклад анизотропии в
устойчивость фазы A кубических гелимагнетиков.

2. КУБИЧЕСКИЕ ХИРАЛЬНЫЕ
ФЕРРОМАГНЕТИКИ

Гелимагнетики представляют собой особый под-
вид магнитных кристаллов, в которых локаль-
ное упорядочение спинов (ферро-, ферри- или ан-
тиферромагнитное) сопровождается закруткой на
масштабах, много бо́льших элементарной ячейки.
Причиной столь необычного поведения может слу-
жить, например, конкуренция между ферро- и анти-
ферромагнитным обменными взаимодействиями на
фрустрированной решетке спинов. В данной рабо-
те мы сосредоточимся на другой возможной при-
чине появления закрученных магнитных структур,
а именно, на антисимметричном обмене Дзялошинс-
кого –Мория. Рассмотрим ряд условий, способству-
ющих возникновению гелимагнетизма такого рода.

1) Низкая симметрия межатомных связей обу-
словливает возникновение взаимодействия Дзяло-
шинского –Мория между магнитными атомами. За-
метим, что внутри одного кристаллического класса
более низкой симметрией атомных позиций и связей
обладают кристаллы несимморфных групп.

2) Отсутствие зеркальной и инверсионной сим-
метрии приводит к возникновению магнитных спи-
ралей с определенным направлением закрутки —
правых или левых геликоид. В принципе, закрут-
ка может возникать и в кристаллах с центром ин-
версии как следствие спонтанного нарушения сим-
метрии. Однако в первом случае дополнительного
нарушения симметрии не требуется и спиральные
структуры возникают закономерно.

3) Поскольку взаимодействие Дзялошинско-
го –Мория является слабым спин-орбитальным
эффектом, оно проявляется лучше на фоне ослаб-
ленного изотропного обмена. Как следствие,
гелимагнетики обычно имеют низкую температуру
перехода от парамагнитного порядка к магнитному.

Рассмотренные в данной работе кристаллы,
MnSi и Cu2OSeO3, удовлетворяют вышеперечислен-
ным условиям. Оба обладают кубической хиральной
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Рис. 1. Фазовая диаграмма кубического хирального фер-
ромагнетика. Ниже критической температуры TC сущест-
вует ряд фаз, зависящих от магнитного поля. Критические
поля Hc1 и Hc2 разделяют геликоидальную, коническую
и поляризованную ферромагнитную фазы. Вблизи точки
Кюри находится область существования загадочной фазы

A с двойной закруткой

несимморфной пространственной группой P213 и
низкой температурой перехода из парамагнитной
в упорядоченную ферро- (MnSi, TC = 29 К) или
ферри- (Cu2OSeO3, TC = 58 К) магнитную фазу.

Другое замечательное свойство этих кристал-
лов заключается в том, что, благодаря высокой то-
чечной симметрии, спиновые спирали могут почти
свободно ориентироваться магнитным полем вдоль
произвольного направления. Вследствие этого в ку-
бических гелимагнетиках наблюдается интересное
фазовое разнообразие [8, 9].

2.1. Фазовая диаграмма

В кристаллах типа MnSi и Cu2OSeO3 темпера-
туру фазового перехода из парамагнитного состоя-
ния в магнитное часто называют точкой Нееля,
подразумевая при этом, что, благодаря пространст-
венным осцилляциям поля намагниченности, сум-
марный магнитный момент геликоидальной фазы
равен нулю. Однако правильнее было бы опреде-
лить магнитное состояние не как антиферромагне-
тик, а как «закрученный ферромагнетик» и, соот-
ветственно, температуру перехода как точку Кюри,
поскольку это состояние характеризуется ненулевой
локальной намагниченностью, а периоды осцилля-
ций во много раз превышают параметр элементар-
ной ячейки кристалла. Это, в частности, позволяет
отличить данный случай от случая «закрученного
антиферромагнетика», который также встречается
в природе [33].

На рис. 1 схематично изображена фазовая диа-
грамма хирального кубического ферромагнетика.
При температурах намного ниже точки Кюри вы-
деляют три фазы — геликоидальную, коническую
и поляризованную ферромагнитную — с фазовыми
переходами по магнитному полю между ними. Эти
фазы, различающиеся главным образом по поведе-
нию магнитной восприимчивости, структурно весь-
ма похожи. Действительно, геликоидальную и по-
ляризованную структуры можно считать частными
случаями конической: в первой из них равна нулю
высота конуса, во второй — радиус его основания.
Фактически геликоида приобретает коническую со-
ставляющую уже при приложении минимального
магнитного поля, а критическое значение поля Hc1

определяется, как будет обсуждаться позднее, пере-
ориентацией оси спирали вдоль направления поля.

Наиболее интригующей фазой безусловно явля-
ется так называемая фаза A, возникающая вблизи
точки Кюри при промежуточных значениях магнит-
ного поля [34–41]. Расположение на фазовой диа-
грамме позволяет предположить, что за появление
фазы A отвечают механизмы, схожие с теми, что
приводят к появлению голубых фаз в холестери-
ческих жидких кристаллах. В настоящий момент
считается установленным, что фаза A представляет
собой треугольную решетку стабилизированных по-
лем линейных топологических дефектов — скирми-
онов (рис. 2а) [4–7,35,42,43]. Намагниченность в фа-
зе A закручена вокруг ориентированных вдоль маг-
нитного поля ядер скирмионов, а на самих ядрах —
опрокинута против поля. Очевидная энергетическая
невыгодность этого опрокидывания компенсируется
выгодой от двойной закрутки поля намагниченно-
сти, что углубляет аналогию с голубыми фазами.
На рис. 2б показана элементарная ячейка магнитной
структуры фазыA с элементами симметрии. Компо-
нента намагниченности вдоль поля обозначена цве-
товым градиентом, проекция поля намагниченности
на плоскость — стрелками. Всем осям симметрии со-
ответствуют сингулярности, в которых намагничен-
ность строго параллельна магнитному полю: осям
6 — вихри-скирмионы, осям 3 — вихри, осям 2 — ан-
тивихри (2π-дисклинации). Кроме того, симметрия
включает магнитные псевдооси 2′, перпендикуляр-
ные полю. Магнитная группа p62′2′ [44].

2.2. Микроскопический и
феноменологический подходы

Закрученные магнитные структуры хиральных
кубических ферромагнетиков, таких как MnSi и
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Фаза A хирального кубического ферромагнетика (а) и ее элементарная ячейка с элементами
симметрии (б). Цветовой градиент обозначает проекцию намагниченности на направление магнитного поля: красный —

по полю, синий — против поля. Стрелки — проекции поля намагниченности на плоскость, перпендикулярную полю

Cu2OSeO3, могут описываться в рамках микроско-
пического подхода, основанного на энергии Гейзен-
берга [23], либо феноменологически с энергией Лан-
дау –Лифшица [45, 46]. Энергия гейзенберговского
магнетика имеет вид

E =
1

2

∑
i

∑
j

(−Jijsi · sj +Dij · [si × sj ]) −

− gμB
∑
i

H · si, (1)

где суммирование ведется по магнитным атомам (i)
и их соседям (j), s — классические спины (|s| = 1),
Jij — константы изотропного обмена, Dij — псевдо-
векторы Дзялошинского –Мория. В работах [28–31]
был осуществлен переход от соотношения (1) к вы-
ражению для плотности энергии Ландау –Лифши-
ца:

E =
1

2
J ∂μ

∂rα

∂μ

∂rα
+Dμ · [∇× μ]−M0H · μ, (2)

где μ = M/M — направление вектора намагничен-
ности; здесь предполагается, что плотность магнит-
ного момента имеет постоянное абсолютное значе-
ние |M(r)| ≈M0, что практически верно при темпе-
ратурах достаточно ниже точки Кюри. Коэффици-
енты J и D вычисляются согласно формулам [31]

J =
1

6

∑
i

∑
j

Jij r̃
2
ij , (3)

D = −1

6

∑
i

∑
j

Dij · r̃ij , (4)

где суммирование по i теперь ведется по атомам
внутри элементарной ячейки. Здесь r̃ij = r̃j − r̃i —
расстояния между некими идеальными положения-
ми двух атомов, также называемыми «обменными»
[30,31], которые находятся из системы уравнений∑

j

Jij r̃ij = 0. (5)

Заметим, что константы J и D не могут зависеть
от реальных координат атомов, поскольку реальные
координаты не входят в выражение для энергии (1).
При выводе формул (2)–(4) за единицу длины при-
нимался период кристаллической решетки. Предпо-
лагается, что изменения магнитной структуры про-
исходят на масштабах, много бо́льших элементар-
ной ячейки кристалла. Плотность энергии в про-
извольных единицах измерения длины есть E/Vu.c.,
где Vu.c. — объем ячейки.

Формулы (3) и (4) позволяют вычислить из пер-
вых принципов волновое число магнитных спира-
лей, k = D/J . В закрученных ферромагнетиках
J > 0 и знак k, определяющий направление закрут-
ки геликоид, совпадает со знаком псевдоскаляра D.
Таким образом, выражение (4) устанавливает связь
между структурной хиральностью кристалла и хи-
ральностью его магнитных свойств. Эта связь иссле-
довалась экспериментально и теоретически в целом
ряде работ [47–52].

Есть одна особенность микроскопической спино-
вой структуры, которая не описывается феномено-
логической теорией. Она заключается в том, что
каждый спин si отклоняется от направления по-
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ля намагниченности μ(ri) в точке, где он находит-
ся [29]:

si = μ+Δsi⊥ +Δsi‖, (6)

где Δsi⊥ — перпендикулярный к μ малый скос, а
Δsi‖ = −(Δsi⊥)2μ/2 — вызванное скосом уменьше-
ние проекции спина на направление намагниченно-
сти. В первом приближении имеем

Δsi⊥ = ((r̃i − ri) ·∇)μ+ [ρi × μ], (7)

где первое слагаемое связано с разницей реальных
и обменных координат атомов, а второе описывает
скосы спинов из-за взаимодействия Дзялошинско-
го –Мория; углы скосов ρ вычисляются из уравне-
ний [31] ∑

j

Jij(ρi − ρj) =
∑
j

Dij . (8)

Скосы дают вклад в энергию (2), учтенный в конс-
тантах J и D.

3. ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
МАГНИТНЫХ ФАЗ

Выражение (2) для плотности энергии содержит
несколько физических констант, что создает впечат-
ление многопараметричности задачи. Можно, одна-
ко, перейти к безразмерным величинам, используя
замены

rnew =
D
J rold, Enew =

J
D2

Eold
и вводя параметр

h ≡ JM0

D2
H =

H

Hc2
,

где Hc2 — критическое поле, выше которого магнит-
ная структура вырождается до однородной. Тогда
формула (2) преобразуется к виду

E =
1

2

∂μ

∂rα

∂μ

∂rα
+ μ · [∇× μ]− h · μ, (9)

и задача становится однопараметрической, причем
все нетривиальные магнитные фазы, включая гели-
коидальную, коническую фазы и фазу A, помеща-
ются в диапазоне 0 ≤ h < 1.

Приравнивая нулю вариацию энергии магнитной
структуры, получаем∫

δE dV = −
∫
(heff · δμ) dV = 0, (10)

где
heff (μ) = Δμ− 2[∇× μ] + h (11)

— действующее на μ эффективное локальное поле.

Поскольку |μ| = 1, то δμ ⊥ μ и равенство (10) вы-
полняется, если heff ‖ μ, или

μ = heff/heff , (12)

где знак выбран таким образом, чтобы соответство-
вать известному решению для конической спирали,
когда μ = heff .

Энергия (9) является «изотропной» в том смыс-
ле, что она не зависит от ориентации магнитной
структуры относительно кристаллических осей. Тем
не менее известные решения (11), (12), такие как
геликоида, коническая фаза и фаза A, имеют бо-
лее низкую симметрию, чем сами уравнения. Изот-
ропия же уравнений приводит к тому, что эти низ-
косимметричные решения могут быть ориентирова-
ны произвольным образом относительно кристалла.
Как будет показано в разд. 5, добавление к выра-
жению (9) анизотропных членов может привести
к выбору преимущественной ориентации решений.
В данном разделе мы ограничимся рассмотрением
изотропного случая, не считая нескольких общих за-
мечаний, которые необходимо сделать, говоря о ге-
ликоидальной фазе.

3.1. Коническая фаза

С точностью до констант и дивергентных членов
плотность энергии (9) можно переписать в виде

E =
1

2
(μ+ [∇× μ]− h)2 +

1

2
(∇ · μ)2. (13)

Очевидно, что энергия имела бы минимум для сов-
местного решения уравнений

μ+ [∇× μ] = h, ∇ · μ = 0. (14)

Такое решение существует и представляет собой за-
крученную вдоль поля коническую спираль:

μ = sin θ(e1 cos z + e2 sin z) + e3 cos θ, (15)

где {e1, e2, e3} — ортонормированный базис, z ≡
≡ r · e3 — координата вдоль оси спирали, e3 ‖ h

и cos θ = h. Заметим, что двойная закрутка вектора
μ может оказаться локально более выгодной, одна-
ко, благодаря пространственным фрустрациям, гло-
бальный минимум энергии достигается на структу-
ре, закрученной вдоль одного направления. Среднее
значение магнитного момента направлено вдоль по-
ля, 〈μ〉 = h, и, таким образом, коническая фаза име-
ет скалярную магнитную восприимчивость χc = 1

(χc =M0/Hc2 в размерных величинах).
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Подставляя выражение (15) в (9), получим плот-
ность энергии конической спирали:

Ec = −1

2
− h2

2
. (16)

При h ≥ 1 конус схлопывается (cos θ = 1) и кони-
ческая фаза переходит в поляризованную. При этом
магнитная восприимчивость резко убывает, χ → 0,
и ее отличие от нуля теперь обусловлено сохраняю-
щимися скосами магнитных моментов, которые мед-
ленно уменьшаются при увеличении поля.

3.2. Геликоидальная фаза

В области малых магнитных полей, h � hc1 ≡
≡ Hc1/Hc2 � 1, вследствие кубической анизотро-
пии кристалла ось магнитной геликоиды выстраи-
вается вдоль кристаллографического направления
〈100〉 или 〈111〉 в зависимости от знака коэффици-
ента при анизотропном члене [45, 46]. Как прави-
ло, структура распадается на домены, характеризу-
ющиеся выбором одного из эквивалентных направ-
лений оси. Направление магнитного поля может не
совпадать с направлением волнового вектора, что
должно приводить к искажению геликоиды. Так, ес-
ли магнитное поле перпендикулярно оси, то гелико-
ида переходит в эллиптическую спираль, подобную
той, что возникает в холестерических и хиральных
смектических жидких кристаллах при схожих усло-
виях [53]. В случае, когда поле направлено вдоль ге-
ликоиды, появляется коническая спираль с высотой
конуса 〈μ〉 = h. Легко предположить, что при про-
извольной взаимной ориентации поля и оси спирали
в области малых h будет возникать коническо-эл-
липтическая спираль, описываемая выражением

μ = sin θ(e1 cosϕ+ e2 sinϕ) + e3 cos θ, (17)

где ось спирали направлена по e3 ≡ n и при h =

= (h⊥, 0, h‖) в базисе {e1, e2, e3} тригонометричес-
кие функции ϕ выражаются через эллиптические
функции Якоби:

cosϕ = 2sn2(λz;m)− 1,

sinϕ = −2sn(λz;m)cn(λz;m),
(18)

где z — координата вдоль оси спирали. Минимизи-
руя энергию, в первом приближении по малому па-
раметру h получим

cos θ ≈ h‖, m ≈ 4h⊥, λ ≈ 1/2 + h⊥/2 (19)

(см. Приложение). Средний по структуре маг-
нитный момент имеет коническую составляющую

cos θ вдоль оси n и эллиптическую составляющую
〈cosϕ〉 ≈ m/8 вдоль e1:

〈μ〉 = (〈cosϕ〉, 0, cos θ) ≈ (h⊥/2, 0, h‖), (20)

или, в произвольной установке,

〈μ〉 = h

2
+

(h · n)n
2

. (21)

Средняя по коническо-эллиптической спирали
плотность энергии равна

〈Ece〉 = −1

2
− 3h2

8
− h2

8
cos 2γ, (22)

где γ — угол между магнитным полем и направле-
нием оси спирали.

В многодоменной структуре при h → 0 и оди-
наковой встречаемости доменов с разными n усред-
нение выражения (21) по точечной группе 23 дает
〈μ〉 = 2h/3 (использовано 〈nαnβ〉23 = (1/3)δαβ), т. е.
магнитная восприимчивость геликоидальной фазы
составляет две трети от восприимчивости коничес-
кой фазы. Этот результат был получен эксперимен-
тально [54–56]. При увеличении h домены постепен-
но переориентируются в направлении магнитного
поля, и магнитная восприимчивость должна испы-
тать скачок вблизи h = hc1, для того чтобы намаг-
ниченность могла выйти на режим 〈μ〉 = h для ко-
нической спирали. Из выражения (21) тензор маг-
нитной восприимчивости спирали в близком к нулю
магнитном поле может быть записан как

χαβ = χ‖nαnβ + χ⊥(δαβ − nαnβ),

χ‖ = χc, χ⊥ = χc/2.

В работах [56,57] этот результат был получен в при-
ближении среднего поля.

4. ФАЗА A

Наибольший интерес у исследователей вызывает
фаза A, устойчивая в ограниченной области фазо-
вой диаграммы T –H [35,36,38–40]. По шкале темпе-
ратур она представлена в узкой области ниже точки
Кюри, что роднит ее с голубыми фазами холестери-
ческих жидких кристаллов. Очевидно, как и в слу-
чае холестериков, для устойчивости фазы A важна
возможность изменения абсолютной величины па-
раметра порядка (здесь — намагниченности) вбли-
зи критической температуры. По магнитному полю
фаза A расположена вблизи Hc2/2 и снизу и сверху
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ограничена конической фазой. Нейтронографиче-
ские исследования показывают, что фаза A раскла-
дывается на три перпендикулярные полю спирали с
углами 2π/3 между ними [35–37,40,41]. Структурно
ее часто описывают как треугольную решетку ли-
нейных топологических дефектов — скирмионов, об-
ладающую гексагональной симметрией [7,35,42,43].
Оси скирмионов параллельны полю, а намагничен-
ность меняется в плоскости, перпендикулярной по-
лю.

Распределение намагниченности в фазе A можно
разложить в ряд Фурье:

μ(r) =
∑
k

μk exp(ik · r), (23)

где векторы k раскладываются по базису обратной
решетки:

k1 = k0(1, 0, 0), k2 = k0

(
−1

2
,

√
3

2
, 0

)
,

k0 — волновое число главных спиралей, видимых в
нейтронографическом эксперименте. Условие дейст-
вительности поля μ(r) сводится к μ−k = μ∗

k.
Усредняя плотность энергии (9) по пространству,

находим выражение

〈E〉 = 1

2

∑
k �=0

(
k2|μk|2 + ik · [μk × μ∗

k]
)
− h · μ0, (24)

которое в отсутствие дополнительных условий легко
минимизируется спиралями вида

Reμk ⊥ Imμk ⊥ k, |Reμk| = | Imμk|.

Однако дополнительное усложнение вытекает из
условия унимодулярности поля μ(r), которое запи-
сывается в виде свертки:

∑
k′

μk−k′ · μk′ =

{
1, k = 0,

0, k �= 0.
(25)

В частности, при k = 0 это приводит к условию нор-
мировки

〈μ2(r)〉 =
∑
k

|μk|2 = 1. (26)

С учетом условия (25) минимизация выражения (24)
становится непростой задачей, которую приходится
решать численным моделированием.

Скажем несколько слов о волновом числе k0
главных спиралей. Часто утверждают, что |k0| =

= |D|/J (в принятых здесь безразмерных едини-
цах k0 = 1), т. е. спирали фазы A имеют тот же пе-
риод, что и коническая фаза. Действительно, каж-
дое слагаемое в круглых скобках в (24) минимально

при k = 1. Однако, вследствие того что сумма (24)
включает спирали с волновыми числами, кратны-
ми k0, «энергетическое давление» высоких гармоник
должно приводить к уменьшению величины k0, ко-
торая, таким образом, должна быть меньше едини-
цы. Отметим, что нейтронографические исследова-
ния, как правило, не показывают высоких гармоник,
что объясняется малым удельным весом последних.

4.1. Простая модель с тремя геликоидами

Рассмотрим в качестве примера примитивную
модель фазы A, имеющей ненулевую среднюю на-
магниченность μ0 ‖ h и шесть главных гармоник с
k0 = 1, образующих три спирали с углами 2π/3 меж-
ду ними. Примем, что выполняется условие норми-
ровки (26), при этом нарушается более общее усло-
вие унимодулярности (25). Минимизация выраже-
ния (24) дает μ0 = h и среднюю плотность энергии,
в точности равную плотности энергии (16) кониче-
ской фазы. Подчеркнем, что данный результат воз-
можен только благодаря отказу от условия унимо-
дулярности.

Поле намагниченности имеет вид

μ(r) = he3 +

3∑
s=1

{μs exp(iks · r) + c.c.}, (27)

где e3 ≡ h/h, индекс «s» нумерует спирали, волно-
вые векторы

k1 = (1, 0, 0), k2,3 =

(
−1

2
,±

√
3

2
, 0

)
,

а амплитуды задаются выражением

μs =

√
1− h2

12
exp(iφ0)(−e3 + i[ks × e3]), (28)

удовлетворяющим условию нормировки. Что каса-
ется условия унимодулярности, то оно хорошо удов-
летворяется в некоторой области вблизи h = 1/2.
Решим, например, задачу минимизации величины
〈(μ2 − 1)2〉 = 〈μ4〉 − 1, характеризующей отклонение
поля μ от унимодулярности. Из (27), (28) получаем
выражение

〈μ4〉 − 1 = (1− h2)×

×
[
(19h2 + 5)/12− h

√
3(1− h2) cos 3φ0

]
, (29)

имеющее минимум при φ0 = 0, что соответству-
ет гексагональной симметрии и расположению ядра
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скирмиона в вершине элементарной ячейки (реше-
ния φ0 = ±2π/3 приводят к смещению начала ко-
ординат). Таким образом, из данной модели следу-
ет гексагональная симметрия скирмионной решет-
ки. Минимум 〈μ4〉−1, приблизительно равный 0.029,
достигается при h = 0.409, что хорошо согласуется
с расположением фазы A на фазовых диаграммах,
получаемых в экспериментах.

4.2. Численное моделирование фазы A

Поскольку энергия (9) достигает минимума на
конической фазе, для моделирования фазы A необ-
ходимо минимизировать энергию при дополнитель-
ных условиях, задающих точечную симметрию и пе-
риодичность. Из экспериментов по дифракции ней-
тронов известно, что фаза A имеет ось 6-го или, воз-
можно, 3-го порядка, параллельную приложенному
магнитному полю [35–37, 40, 41]. В перпендикуляр-
ной полю плоскости структура периодическая с ба-
зисом обратной решетки

k1 = k0(1, 0, 0), k2 = k0

(
−1

2
,

√
3

2
, 0

)
.

Учитывая (12), устойчивое состояние можно искать
методом медленного дрейфа унимодулярного поля
μ в направлении эффективного поля heff (μ). В ка-
честве стартового состояния можно взять, напри-
мер, поле простой модели из предыдущего раздела,
приведя его к унимодулярному: μ → μ/μ.

Вариационный метод позволяет отыскать лишь
локально устойчивую магнитную структуру, но не
минимизирует полную энергию системы. Это, в
частности, означает, что невозможно определить пе-
риод структуры и обратную ему величину k0. Одна-
ко, при заданных амплитудах μk, равновесный пе-
риод может быть вычислен минимизацией энергии
(24), представляющей собой квадратичную функ-
цию k0. Заметим, что изменение k0 не приведет к на-
рушению условия унимодулярности (25). Для отыс-
кания глобального минимума энергии необходимо
чередовать процесс дрейфа и вычисление k0. Од-
нако нельзя утверждать, что наблюдаемая в экс-
перименте фаза A достигает минимума энергии.
Действительно, поскольку фаза A представляет со-
бой решетку скирмионов, любое изменение перио-
дичности приводит к рождению/уничтожению то-
пологических дефектов — процессу, который без на-
рушения непрерывности может происходить толь-
ко на границе кристалла. Сложность образова-
ния/уничтожения скирмионов может привести к то-

Рис. 3. (В цвете онлайн) Разность 〈EA〉−Ec средних плот-
ностей энергий фазы A (моделирование) и конической фа-
зы как функция величины магнитного поля h и волнового
числа главных спиралей k0. Энергия конической фазы вы-
числена для k = 1. Желтые точки соответствуют глобаль-
ному минимуму энергии фазы A при заданном значении

поля

му, что периоды решетки не будут меняться при из-
менении поля, но будут сохранять свои значения,
полученные в момент возникновении фазы A. По-
этому имеет смысл проводить моделирование в за-
висимости не от одного, а сразу от двух параметров:
h и k0.

На рис. 3 показаны результаты вычисления сред-
ней плотности энергии фазы A в зависимости от h
и k0. Энергия отсчитывается от энергии конической
фазы (16) при том же значении магнитного поля
и k = 1. Желтая кривая отмечает глобальный ми-
нимум энергии при заданном значении поля. Вид-
но, что разница энергий минимальна в некоторой
окрестности h = 1/2, что соответствует области су-
ществования фазы A, наблюдаемой в эксперименте.
В этой области оптимальное значение k0 достига-
ет максимума, приблизительно равного 0.978. Отме-
тим, что соответствующее минимуму энергии зна-
чение k0 всегда меньше единицы, что объясняется
давлением со стороны высоких гармоник.

На рис. 4 изображены дифракционные картины
фазы A по результатам моделирования для несколь-
ких пар параметров h, k0. Площади изображающих
пики кругов пропорциональны квадратам ампли-
туд |μk|2. Центральный пик соответствует квадра-
ту средней намагниченности μ2

0 фазы A. Парамет-
ры k0 = 0.978, h = 0.41 соответствуют минимальной
разнице энергий 〈EA〉−Ec. Для сравнения приведены
две дифракционные картины для структур с тем же
периодом, вычисленные при других значениях поля
(h = 0, h = 0.8). Видно, что бо́льшая устойчивость
фазы A связана с меньшим весом высоких гармо-
ник. Отметим, что оптимальная для существования

663



В. А. Чижиков ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021

Рис. 4. (В цвете онлайн) Дифракционные картины фа-
зы A по результатам моделирования. Площади кружков
пропорциональны квадратам амплитуд |μk|2. Параметры
k0 = 0.978, h = 0.41 отвечают наименьшей разности энер-

гий между фазой A и конической фазой при k = 1

Рис. 5. (В цвете онлайн) Распределение плотности энергии
фазы A по элементарной ячейке по результатам моделиро-
вания с параметрами h = 0.41, k0 = 0.978. Для сравнения
показаны средняя плотность энергии 〈EA〉 (желтый уро-
вень) и энергия конической фазы Ec при том же значении

поля (синий уровень)

фазы A величина магнитного поля h ≈ 0.41 близ-
ка к значению, полученному в простой модели трех
геликоид.

В отличие от конической фазы с ее всюду одина-
ковой плотностью энергии, энергия фазы A нерав-
номерно распределена по элементарной ячейке. На
рис. 5 показана плотность энергии по результатам
моделирования фазы A для наиболее устойчивого
случая с параметрами h = 0.41, k0 = 0.978. Как и
ожидалось, плотность энергии максимальна вблизи

скирмионов, где намагниченность направлена про-
тивоположно магнитному полю. При этом в центре
ядра наблюдается небольшой прогиб как следствие
двойной закрутки. Усредненная по ячейке энергия
〈EA〉 обозначена на рисунке желтым уровнем. Синий
уровень соответствует энергии Ec конической фазы
при том же значении поля. Видно, что, несмотря
на сильную неоднородность распределения энергии,
разница 〈EA〉−Ec очень мала. Как следствие, любой
неучтенный физический фактор может повлиять на
устойчивость фазы A, сделав ее энергетически более
выгодной, чем коническая фаза. Среди таких фак-
торов следующие:

1) флуктуации намагниченности вблизи точки
Кюри (как уже было замечено, этим может объяс-
няться температурный диапазон существования фа-
зы A);

2) влияние поверхности (по всей видимости, это
один из главных факторов устойчивости фазы A в
тонких пленках [38, 39, 58]);

3) дискретность распределения магнитных ато-
мов;

4) неучтенные в энергии члены более высоких
порядков малости, в том числе члены с кубической
анизотропией.

Последняя из перечисленных выше возможнос-
тей, а именно влияние анизотропных членов на
устойчивость фаз хирального кубического ферро-
магнетика, будет рассмотрена в следующем разде-
ле.

5. КУБИЧЕСКАЯ АНИЗОТРОПИЯ

Можно предложить два различных механизма
появления анизотропных членов в энергии Лан-
дау –Лифшица. Первый связан с взаимодействи-
ем каждого магнитного момента по отдельности с
неким локальным кристаллическим полем на ато-
ме, к которому он привязан. Другой механизм —
коллективный — не требует привлечения дополни-
тельных взаимодействий кроме уже рассмотренных
изотропного обмена и антисимметричного обмена
Дзялошинского –Мория. Здесь анизотропия возни-
кает как следствие топологических свойств решет-
ки взаимодействующих магнитных моментов, обла-
дающей кубической симметрией. В реальных кри-
сталлах одновременно могут действовать оба этих
механизма, однако здесь мы ограничимся рассмот-
рением лишь более простого первого случая. Заме-
тим, что в этом случае анизотропные члены энергии

664



ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021 Анизотропия магнитных фаз кубических гелимагнетиков

Ландау –Лифшица не содержат пространственных
производных от намагниченности.

На микроскопическом уровне энергию взаимо-
действия спина s с локальным кристаллическим по-
лем можно задать выражением

El.c.f. =
1

2
Aαβsαsβ +

1

4
Bαβγδsαsβsγsδ, (30)

где тензоры A и B обладают следующими свойства-
ми: 1) они симметричны по перестановкам индек-
сов; 2) они обладают симметрией атомной позиции;
3) след A и любая свертка B по двум индексам
равны нулю (Aαα = Bααγδ = 0). Тензоры, относя-
щиеся к атомам в эквивалентных позициях, связа-
ны преобразованиями симметрии точечной группы
кристалла. В общем случае тензоры A и B имеют
соответственно пять и девять независимых компо-
нент; для атомов, лежащих на оси 3, соответственно
одну (Axy) и три (Bxxxx, Bxxxy, Bxxxz).

Для того чтобы получить кубическую анизо-
тропную поправку к энергии Ландау –Лифшица (2),
необходимо просуммировать (30) по всем магнит-
ным моментам внутри элементарной ячейки.

Из соображений симметрии видно, что первый
анизотропный член в плотности энергии имеет вид

Ea = α(μ4
x + μ4

y + μ4
z). (31)

Может показаться, что тензор A не должен давать
вклада в это выражение, однако это не так. Вклад от
A возникает благодаря скосам, возникающим из-за
взаимодействия спинов с локальным кристалличе-
ским полем. Эти скосы могут быть вычислены по
аналогии со скосами (7), (8), возникающими из-за
взаимодействия Дзялошинского –Мория. Они име-
ют вид

Δsi⊥ = Θi · μ− μ(μ ·Θi · μ), (32)

где Θi — тензоры, вычисляемые из уравнений∑
j

Jij(Θi −Θj) = −Ai, (33)

где сумма по j берется по атомам, соседним с i-м.
Тензоры Θi обладают теми же свойствами симмет-
рии, что и Ai. Скосы (32) вносят в плотность энер-
гии вклад

−1

4

∑
i

∑
j

Jij{μ ·Θ2
ij · μ− (μ ·Θij · μ)2}, (34)

где сумма по i берется по всем магнитным атомам
в элементарной ячейке, а Θij ≡ Θi − Θj — симмет-
ричный бесследовый тензор, имеющий симметрию

межатомной связи. Второе слагаемое в фигурных
скобках, имеющее четвертый порядок по намагни-
ченности, дает вклад в (31).

Для случая хиральных ферромагнетиков струк-
турного типа B20 (MnSi и др.) коэффициент в вы-
ражении (31) имеет вид

α = −
3A2

xy∑
j Jij

+
5

2
Bxxxx, (35)

где в знаменателе сумма по j берется по всем сосе-
дям произвольного магнитного момента (i).

При переходе к безразмерному выражению (9)
для плотности энергии коэффициент α преобразу-
ется как αnew = (J /D2)αold.

Добавление к плотности энергии (9) анизотроп-
ного члена (31) вызывает два вида изменений маг-
нитной структуры. Во-первых, энергия низкосим-
метричных фаз теперь зависит от их ориентации.
Это может приводить к повороту магнитной струк-
туры как целого, а при малых полях — к выстраива-
нию ее вдоль выделенного кристаллографического
направления. Во-вторых, это может вызывать иска-
жение магнитной структуры. Остановимся на этом
подробнее.

Введение анизотропного члена (31) изменит эф-
фективное локальное поле на величину

h
(1)
eff (μ) = −4α(μ3

x, μ
3
y, μ

3
z), (36)

что исказит исходную магнитную структуру. Будем
искать поле намагниченности в виде

μ = μ0 + μ1 −
μ2
1

2
μ0, (37)

где μ0 — исходное решение системы (11), (12), μ1 —
слабое искажение порядка α, μ1 ⊥ μ0. Выпишем по-
правки к плотности энергии первого и второго по-
рядков по α:

Ea1 = α(μ4
0x + μ4

0y + μ4
0z), (38)

Ea2 =
1

2

∂μ1

∂rα

∂μ1

∂rα
+ μ1 · [∇× μ1]+h

(0)
eff (μ0)

μ2
1

2
+

+ 4α(μ3
0xμ1x + μ3

0yμ1y + μ3
0zμ1z). (39)

Видно, что искажения структуры сказываются на
энергии, начиная с членов второго порядка по ма-
лой величине α. В основном же анизотропия прояв-
ляется в зависимости энергии магнитной фазы от ее
ориентации относительно кристаллических осей.
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Рис. 6. Средняя плотность энергии анизотропии коничес-
кой фазы, ориентированной вдоль направлений 〈111〉 и
〈100〉 (случай α > 0). Ось легкого намагничивания ко-
нической фазы меняет направление при значениях поля

0.340Hc2 и 0.861Hc2

5.1. Коническая фаза

Учет малой анизотропной поправки (31) к плот-
ности энергии не приведет к сильному искажению
конической спирали, но средняя энергия будет те-
перь зависеть от ориентации оси спирали относи-
тельно осей кристалла. Действительно, усредняя Ea
по магнитной структуре (15) при произвольном на-
правлении оси спирали n ≡ e3 = h/h, получим

〈Ea〉 =
α

8

[
3ξ + (8− 5ξ)(n4

x + n4
y + n4

z)
]
, (40)

где
ξ = 1 + 6h2 − 7h4. (41)

Видно, что направление n, соответствующее ми-
нимуму энергии, зависит от знака коэффициента
α(8 − 5ξ). Множитель (8− 5ξ) дважды меняет знак
на отрезке 0 < h < 1, а именно в точках 0.340 и
0.861, и вместе с ним меняется выгодное направле-
ние намагничения (рис. 6). Магнитный эксперимент
с торсионными весами, проведенный при темпера-
туре ниже области существования фазы A, мог бы
подтвердить или опровергнуть этот результат.

5.2. Геликоидальная фаза

При нулевом поле ξ = 1 и в зависимости от знака
α геликоидам выгодно упорядочиваться либо вдоль
трех направлений 〈100〉 (α < 0), либо вдоль четы-
рех направлений 〈111〉 (α > 0). Первый случай соот-
ветствует Cu2OSeO3, второй — MnSi. При этом, как

уже говорилось, магнитная структура разбивается
на отдельные домены, различающиеся выбором од-
ного из нескольких эквивалентных направлений оси
геликоиды. При достижении магнитным полем кри-
тического значения Hc1 доменная структура разру-
шается и спирали переориентируются вдоль поля.
Переориентация спиралей представляет собой слож-
ный процесс, зависящий от направления приложен-
ного магнитного поля и предыдущей истории доме-
нов [56, 59].

Зная Hc1, можно оценить величину коэффици-
ента α. Из (22) видно, что в зависимости от угла
γ между направлением магнитного поля и осью ко-
ническо-эллиптической спирали энергия может ме-
няться в диапазоне ΔEce = h2/4. С другой стороны,
энергия анизотропии (40) конической спирали меня-
ется в диапазоне ΔEa = |α|/4 (h� 1) в зависимости
от ориентации оси спирали относительно кристалли-
ческой решетки. Приравнивая ΔEce и ΔEa, оценим
величину критического поля как hc1 ≈

√
|α|, или

α ≈ ±(Hc1/Hc2)
2, (42)

где знак выбирается в зависимости от ориентации
геликоид при нулевом поле. Так, для кристалла
MnSi Hc1 ≈ 0.1 Тл, Hc2 ≈ 0.6 Тл и, следовательно,
α ≈ 1/36.

5.3. Фаза A

Как и в предыдущих случаях, вычисление сред-
ней плотности энергии анизотропии фазы A сводит-
ся к вычислению величины 〈μ4

x + μ4
y + μ4

z〉. С этой
целью введем симметричный тензор четвертого ран-
га с компонентами

Mαβγδ = 〈μαμβμγμδ〉 (43)

в системе координат, связанной с фазой A. Обозна-
чим оси этой системы координат как e1, e2, e3 ≡
≡ n = h/h; для определенности вектор e1 направлен
вдоль волнового вектора k1. За декартовыми осями,
связанными с кристаллической решеткой, сохраним
обозначения ex, ey и ez.

ТензорM любой магнитной структуры обладает
точечной симметрией этой структуры и, в частно-
сти, для гексагональной фазы A с осью 6, направ-
ленной вдоль e3, сохранятся три независимых ком-
поненты:

M1111 = M2222 = 3M1122, M1133 = M2233,M3333.
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Разность 〈Ea,A〉 − 〈Ea,c〉 энер-
гий анизотропии фазы A с k0 = 0.978 и конической фазы
с k = 1 в зависимости от направления n и величины h

магнитного поля. Коэффициент α = +1. В области суще-
ствования фазы A (правая часть диаграммы) анизотро-
пия делает фазу A более устойчивой при n ‖ [111] и менее
устойчивой при n ‖ [100] (наоборот при отрицательном

значении α)

Из условия унимодулярности следует равенство
〈μ4〉 = 1, дающее дополнительную связь между эти-
ми компонентами:

8M1111/3 + 4M1133 +M3333 = 1. (44)

Средняя величина четвертой степени проекции μ на
произвольное направление d (d = 1) выражается че-
рез тензор M следующим образом:

〈(μ · d)4〉 = Mαβγδdαdβdγdδ. (45)

В случае гексагональной симметрии эта величина
зависит только от проекции направления d на ось 6
(d · n ≡ d3):

〈(μ · d)4〉 = M1111(1 − d23)
2 +

+ 6M1133d
2
3(1− d23) +M3333d

4
3. (46)

Подставляя в качестве d направления кристалличе-
ских осей ex, ey, ez и суммируя, получим среднюю
плотность энергии анизотропии фазы A вида (40) с
ξA = 8M1111/3 + 16M1133.

В отличие от случая конической фазы, комбина-
ция (8− 5ξA) не меняет знака во всей области суще-
ствования фазы A, поэтому энергетически наиболее
выгодным всегда является одно направление оси n:

〈111〉 при α > 0, 〈100〉 при α < 0. Однако для устой-
чивости фазы A важнее разница между ее энерги-
ей анизотропии и энергией анизотропии конической
фазы при одном и том же направлении магнитного
поля:

〈Ea,A〉−〈Ea,c〉 =
α

8
(ξA− ξc)[3−5(n4

x+n
4
y+n

4
z)]. (47)

На рис. 7 эта разница показана для фазы A с
k0 = 0.978 и конической фазы с k = 1 (коэффици-
ент α положен равным +1). Видно, что кубическая
анизотропия способствует устойчивости фазы A с
осью n, направленной вдоль 〈111〉 при положитель-
ном значении α и вдоль 〈100〉 при отрицательном.
Необходимо отметить, что величины энергии анизо-
тропии недостаточно для того, чтобы сделать фазу
A энергетически выгоднее конической фазы.

Заметим, что рассмотренный анизотропный эф-
фект ограничивается зависимостью энергии фазы
A от направления n магнитного поля и параллель-
ных ему ядер скирмионов и не затрагивает азиму-
тальной ориентации треугольной решетки скирмио-
нов [60]. Для описания азимутального упорядоче-
ния, выходящего за рамки данной статьи, нужно
учесть анизотропные поправки (39) к энергии, име-
ющие следующий порядок малости по α. Здесь, в
частности, существенную роль будут играть иска-
жения скирмионной решетки.

6. ВЫВОДЫ

Для описания магнитной структуры кубических
хиральных ферромагнетиков в рамках феноменоло-
гического подхода было использовано приближение
|M(r)| = const, хорошо применимое при температу-
рах значительно ниже точки перехода из парамаг-
нитной в упорядоченную фазу. В данном прибли-
жении энергия Ландау—Лифшица содержит в ка-
честве единственного параметра величину внешнего
магнитного поля h = H/Hc2, причем все нетриви-
альные магнитные фазы — геликоидальная, кони-
ческая, фаза A — заключены в диапазоне 0 ≤ h < 1.

В рамках данной модели показано, что гели-
коидальная фаза в слабом магнитном поле хоро-
шо описывается коническо-эллиптическими спира-
лями. При этом вид тензора магнитной восприим-
чивости согласуется как с экспериментальными дан-
ными [54–56], так и с результатами, полученными с
помощью других теоретических подходов [56, 57].

Проведено моделирование фазы A в зависимости
от величины магнитного поля и волнового числа k0
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главных спиралей. Результаты вычислений показа-
ли, что фаза A энергетически наиболее выгодна при
H ≈ 0.41Hc2; при этом число k0 составляет 97.8% от
волнового числа спиралей конической фазы.

Тем не менее в рамках заданного приближения
энергия фазы A не опускается ниже энергии кони-
ческой фазы при том же значении поля. Наиболее
вероятное объяснение того, почему фаза A оказы-
вается все же выгоднее конической при некоторых
условиях, заключается в том, что в области суще-
ствования фазы A — вблизи точки Кюри TC — усло-
вие |M(r)| = const выполняется лишь приближен-
но из-за тепловых флуктуаций магнитного порядка,
сильных вблизи температуры перехода. В этом слу-
чае вместо унимодулярного поля μ(r) (μ = 1) необ-
ходимо использовать поле, близкое к унимодулярно-
му (μ � 1), и ввести в энергию Ландау –Лифшица
дополнительный член f(μ). В работе [30] приводят-
ся аргументы в пользу того, что этот член должен
иметь вид f(μ) ∼

√
1− μ.

Взаимодействие спинов с локальным кристал-
лическим полем рассмотрено в качестве причины
возникновения кубической анизотропии магнитных
свойств исследуемых кристаллов. В этом случае
энергия Ландау –Лифшица должна быть дополне-
на анизотропным членом α(μ4

x + μ4
y + μ4

z). Знак α

определяется кристаллографическими направлени-
ями, вдоль которых выстраиваются спирали в гели-
коидальной фазе: α > 0 соответствует направлени-
ям 〈111〉, α < 0 — направлениям 〈100〉. Абсолютную
величину α можно оценить по критическому полю
Hc1, разграничивающему геликоидальную и кони-
ческую фазы: |α| ≈ (D2/J )(Hc1/Hc2)

2.
Для конической фазы, так же как и для гели-

коидальной, существуют кристаллографические на-
правления, вдоль которых энергетически более вы-
годно выстраивание спиралей. Эти направления не
постоянны и зависят от величины магнитного по-
ля. Действительно, энергия анизотропии кониче-
ской спирали имеет вид αF (h)[n4

x + n4
y + n4

z], где
n — направление оси спирали, а функция F (h) два-
жды меняет знак на отрезке 0 ≤ h < 1. Это при-
водит к тому, что, например, при α > 0 оси лег-
кого намагничивания меняются сначала от 〈111〉 к
〈100〉 при H = 0.340Hc2, а затем обратно к 〈111〉 при
H = 0.861Hc2. Данный вывод можно проверить, на-
пример, проведя магнитный эксперимент с торсион-
ными весами.

Показано, что кубическая анизотропия влияет
на устойчивость фазы A в зависимости от на-
правления магнитного поля, однако одного этого
эффекта недостаточно для объяснения существо-

вания фазы. Так, при α > 0 фаза A становится
устойчивее, если поле приложено вдоль направле-
ний 〈111〉, при α < 0 — если вдоль 〈100〉. Некоторые
экспериментальные наблюдения показывают пря-
мо противоположную картину. Так, в кристалле
MnSi фаза A существует в более широкой области
температур, если поле приложено вдоль направ-
лений 〈100〉 [61, 62], а в Cu2OSeO3 — если поле
параллельно 〈111〉 [40]. Это несоответствие может
служить доводом в пользу иной микроскопической
причины возникновения кубической анизотропии
в этих кристаллах. Такой причиной, например,
может быть взаимодействие Дзялошинского –Мо-
рия между спинами, упорядоченными в решетку с
кубической симметрией. В этом случае в энергии
Ландау –Лифшица должны появиться анизотроп-
ные члены с пространственными производными от
намагниченности.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Определим параметры θ, λ иm коническо-эллип-
тической спирали из разд. 3.2, необходимые для вы-
числения энергии и магнитной восприимчивости ге-
ликоидальной фазы.

Подставляя (17) в выражение (9) для плотности
энергии получим при θ = const

E = sin2 θ
dϕ

dz

(
1

2

dϕ

dz
− 1

)
− h‖ cos θ−

− h⊥ sin θ cosϕ. (48)

Уравнение Эйлера –Лагранжа

d2ϕ

dz2
=

h⊥
sin θ

sinϕ (49)

совпадает с уравнением движения математического
маятника с первым интегралом(

dϕ

dz

)2

=
2h⊥
sin θ

(a− cosϕ). (50)

Подставляя в (50) решение (18), находим

a =
2

m
− 1, λ2 =

h⊥
m sin θ

. (51)
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Подставляя (50), (51) в (48) и усредняя по z, полу-
чаем

〈E〉 = −k sin2 θ − h‖ cos θ−
− h⊥ sin θ(2/m− 1− 2〈cosϕ〉), (52)

где введено обозначение k = 〈dϕ/dz〉 = 2π/p, p — пе-
риод спирали. Учитывая, что p = 2K(m)/λ (K(m)—
полупериод функций Якоби), получим из (51) урав-
нение для параметра m эллиптических функций:

mK2(m) =
π2h⊥
k2 sin θ

. (53)

При малых полях m ∼ h⊥ и с учетом разложения

K(m) ≈ π

2

(
1 +

m

4
+

9m2

64

)
решение (53) принимает вид

m ≈ ω − ω2

2
+

5ω3

32
, ω =

4h⊥
k2 sin θ

. (54)

〈cosϕ〉 = 1

K

2K∫
0

sn2(x;m) dx− 1 ≈ m

8
. (55)

Подставляя (54), (55) в (52) и сохраняя члены до
второго порядка малости по h включительно, име-
ем

〈E〉 = sin2 θ

(
k2

2
− k

)
− h‖ cos θ −

h2⊥
4
. (56)

Минимизируя по k и θ, получаем k = 1 и cos θ = h‖
и окончательно имеем

〈E〉 = −1

2
−
h2‖
2

− h2⊥
4
. (57)
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Теоретически исследовано движение доменных стенок в киральных магнетиках, для которых имеет ме-
сто нарушение симметрии относительно пространственной инверсии. Такие стенки называют доменными
стенками Дзялошинского [22], для них экспериментально обнаружены уникальные динамические свой-
ства. Для киральных ферромагнетиков и антиферромагнетиков найдены нелинейные режимы движения
стенки с немалой скоростью, вплоть до предельной. Динамика стенок в антиферромагнетиках допускает
аналитическое описание, в то время как для ферромагнетиков необходимо использовать численный ана-
лиз. Для ферромагнетиков получены простые приближенные формулы, которые с высокой точностью
описывают динамические характеристики стенок во всей области их существования. Определены зако-
ны дисперсии стенок, т. е. зависимости энергии стенки от ее импульса. Для ферромагнетиков с чисто
одноосной анизотропией предельная скорость стенки определяется исключительно киральным взаимо-
действием и обращается в нуль, если это взаимодействие отсутствует. Для антиферромагнетиков роль
кирального взаимодействия не столь очевидна: структура движущейся стенки, как и в стандартных мо-
делях антиферромагнетиков, может быть получена преобразованием Лоренца с избранной скоростью,
равной скорости магнонов на линейном участке спектра, но закон дисперсии более сложный и не описы-
вается лоренц-инвариантными выражениями.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040088

* E-mail: bor.a.ivanov@gmail.com

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование киральных магнетиков, в которых
нарушена симметрия спиновой системы относитель-
но пространственной инверсии, было начато в клас-
сических работах Дзялошинского [1,2]. При феноме-
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нологическом описании таких магнетиков плотность
энергии содержит вклады, линейные по градиентам
намагниченности вида wD = γiklMi(∂Mk/∂xl). В
терминах атомных спинов киральные инварианты
получаются при учете антисимметричного взаимо-
действия вида (d1,2[S1×S2]), где S1 и S2 — спины со-
седних атомов, направление вектора d1,2 определя-
ется симметрией кристалла. В зависимости от рас-
пределения векторов d1,2 для пар соседних спинов
в кристалле такое взаимодействие (взаимодействие
Дзялошинского) может приводить или к появлению
киральных инвариантов, или к неколлинеарности
спинов подрешеток антиферроиагнетиков и появле-
нию слабого ферромагнетизма [3–6]. Микроскопиче-
ское обоснование существования антисимметрично-
го взаимодействия пары спинов предложил Мория
[7]; и в настоящее время подобные слагаемые приня-
то называть взаимодействием Дзялошинского –Мо-
рия.

Киральные магнетики долгое время ассоцииро-
вались с кристаллическими материалами, решет-
ка которых не имеет центра симметрии, например
MnSi, FeCoSi, FeGe с кристаллической группой B20,
см., например, недавний обзор [8]. Исследования
Дзялошинского [1, 2] были связаны с анализом спи-
ральных структур с длинным периодом, которые
были обнаружены в прошлом столетии и исследо-
вались многими авторами [9–11].

В текущем столетии обнаружены новые интерес-
ные свойства киральных магнетиков, в связи с чем
значительно вырос интерес к этим материалам. Бы-
ло обнаружено, что взаимодействие Дзялошинско-
го может быть получено практически для всех маг-
нетиков, если приготовить их в виде сверхтонких
(толщина менее 10 нм) пленок на немагнитной под-
ложке. Для таких систем понижение симметрии обу-
словлено поверхностными эффектами, анизотропи-
ей контакта магнетик–подложка [12]. В этом случае
плотность энергии взаимодействия Дзялошинского
определяется инвариантом

Mz(∇ ·M)− (M · ∇)Mz,

где ось z выбрана перпендикулярно поверхности
пленки. Если в качестве подложки выбрать пленку
немагнитного металла с сильным спин-орбитальным
взаимодействием (платина, тантал), то можно полу-
чить достаточно высокие значения константы взаи-
модействия Дзялошинского [13, 14].

Нарушение киральной симметрии является
неизбежным свойством нанопленок магнетиков, и
киральные магнетики могут рассматриваться как
стандартные материалы нанофизики магнетиков.

Даже если подобные вклады в энергию не так
велики, как для некоторых тяжелых металлов, их
роль следует оценить и обсудить. Для киральных
магнетиков были обнаружены устойчивые состо-
яния с нетривиальной топологией. Как пример,
отметим топологические солитоны — скирмионы
и скирмионные решетки [15, 16], киральные маг-
нитные поплавки (chiral magnetic bobbers) [17],
монополи (ежи) [18,19] и многие другие, см. обзоры
[20,21].

Важно также, что для тонких пленок с достаточ-
но сильным взаимодействием Дзялошинского воз-
можно движение доменных стенок (их принято на-
зывать доменными стенками Дзялошинского [22])
с предельно высокими для ферромагнетиков ско-
ростями (сотни м/с) [23–25]. Это свойство домен-
ных стенок подчеркнуто в названии статьи Арне
Братааса [26] «Spintronics: chiral domain walls move
faster» (Спинтроника: киральные доменные стенки
движутся быстрее). Возможность реализации дви-
жения доменных стенок с немалой скоростью в
магнитных пленках толщиной порядка нанометров
важна для приложений, в частности, систем записи
информации [27, 28]. Поэтому поиск ферромагнети-
ков с высоким значением предельной скорости до-
менных стенок представляет собой важную пробле-
му, обсуждению которой посвящено большое число
работ, см. [29–32]. Не менее интересен и чисто теоре-
тический аспект нелинейной динамики, прежде все-
го, динамики солитонов различного типа.

Настоящая работа посвящена теоретическому
анализу динамики доменных стенок в тонких
пленках киральных магнетиков, ферромагнетиков
и антиферромагнетиков. Для ферромагнетиков
на основе численного анализа построено простое
приближенное решение, позволяющее описать
структуру стенки в ферромагнетике и ее дина-
мические характеристики, такие как зависимость
энергии стенки от ее скорости или импульса. По-
казано, что для антиферромагнетиков наличие
взаимодействия Дзялошинского нарушает стан-
дартную лоренц-инвариантность спиновой динами-
ки. Однако анализ движения стенки может быть
проведен в достаточно полной мере. Оказалось,
что многие свойства доменных стенок для лоренц-
инвариантных моделей антиферромагнетиков
сохраняются и для киральных антиферромагнети-
ков. В частности, изменение структуры стенки при
движении сводится к лоренцевскому сокращению
ее толщины. Кроме того, как и для стандартных
моделей антиферромагнетиков, существуют две
ветви зависимости энергии доменных стенок от их
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импульса, одной из которых отвечают устойчивые
стенки, а второй — неустойчивые.

2. МОДЕЛИ КИРАЛЬНЫХ МАГНЕТИКОВ

Динамика намагниченности ферромагнетиков
описывается известным уравнением Ландау –Лиф-
шица [33] (см. также монографию [34]), которое
обычно записывается для намагниченности:

∂M

∂t
= −γ[M×Heff ] +R, Heff = −δW [M]

δM
, (1)

где γ = gμB/� — гиромагнитное отношение, g —
фактор Ланде (g-фактор), μB — модуль магнетона
Бора, γ ≈ 2.8 МГц/Э при g = 2. Эффективное по-
ле Heff определяется как вариационная производ-
ная энергии ферромагнетика W = W [M], записан-
ной в виде функционала плотности намагниченнос-
ти M = M(r, t). Слагаемое R описывает диссипа-
цию в системе. Обычно это слагаемое выбирается в
форме Гильберта,

R = RG =
αG
Ms

[
M× ∂M

∂t

]
,

где Ms — намагниченность насыщения. При этом
(M ·R) = 0 и длина вектора M сохраняется, M2 =

= M2
s = const. В этом случае удобно использовать

нормированный (единичный) вектор m = M/Ms,
m2 = 1.

Запишем функционал энергии кирального фер-
ромагнетика в простейшем виде, допускающем опи-
сание движения доменной стенки,

W =

∫
dr

[
A

2
(∇m)2 +

K

2
(m2

x +m2
y) −

− D [mz(∇ ·m)− (m · ∇)mz]

]
. (2)

Эта энергия включает энергию неоднородного
обмена с константой A и чисто одноосную анизотро-
пию с константой K > 0 и легкой осью, перпенди-
кулярной к плоскости пленки (плоскости xy); знак
минус перед слагаемым с взаимодействием Дзяло-
шинского с константой D выбран для удобства в
дальнейшем.

Отметим интересное свойство легкоосного ки-
рального магнетика: наличие взаимодействия Дзя-
лошинского не проявляется в спектре спиновых
волн. Закон дисперсии спиновых волн для модели
(2) можно представить в виде

ω(k) =
γ

Ms
(K +Ak2) = ω0(1 + x20k

2), (3)

где активация магнонов ω0 = γHa, Ha = K/Ms —
поле анизотропии и x0 =

√
A/K. Отметим, что на-

магниченность и константу анизотропии для пленок
толщиной порядка нанометров можно эксперимен-
тально определить с помощью стандартной магни-
тометрии или резонансными методами. Определе-
ние константы неоднородного обмена A и константы
Дзялошинского D для таких пленок является более
сложной задачей. Одной из проблем является то,
что зачастую для определения одной из констант
нужно знать и точное значение другой. Независи-
мость спектра спиновых волн легкоосного кираль-
ного магнетика от D была использована для опре-
деления A путем анализа температурных зависимо-
стей намагниченности сверхтонких киральных фер-
ромагнитных пленок [35].

Без учета диссипативных процессов уравнение
Ландау –Лифшица можно записать в лагранжевой
форме с лагранжианом вида

L[m] = G−W, G[m] =

∫
A(∂m/∂t) dr,

где гироскопическое слагаемое записывается через
сингулярную векторную функцию, вектор-потенци-
ал поля монополя Дирака

A = A(m), rotmA ∝ m,

см. [36,37]. Вектор-потенциал A определен с точно-
стью до некоторой калибровки, в то время как фик-
тивное магнитное поле rotmA, входящее в уравне-
ния движения, является калибровочно-инвариант-
ным. Для поля монополя можно выбрать выраже-
ние

A =
Ms

γ

(n×m)

(1 + n ·m)
, (4)

где n — произвольный постоянный единичный век-
тор. Вектор-потенциал поля монополя Дирака име-
ет сингулярность, для выражения (4) сингуляр-
ность (струна Дирака) расположена на полупрямой
m = −n, см. [36, 37].

Можно выписать интегралы движения поля на-
магниченности ФМ, при этом энергия совпадает со
значением функционала W [M], рассчитанным для
данного распределения намагниченности. Импульс
поля намагниченности P можно записать в виде

Pi = −
∫

A(∂m/∂xi).

Это выражение не обладает калибровочной инвари-
антностью, и значение импульса зависит от калиб-
ровки.

7 ЖЭТФ, вып. 4
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Проблема определения импульса магнитных со-
литонов является достаточно сложной, см. работы
[38–43] и обсуждение ниже для конкретных реше-
ний. Поскольку нас интересует движение плоской
доменной стенки, т. е. одномерная задача с m =

= m(x, t), отлична от нуля только одна компонента
импульса, P = Pex. С учетом конкретного выбора
вектор-потенциал A можно записать

P = S
Ms

γ

∫ (
(m × n)

(1 + n ·m)
· ∂m
∂x

)
dx, (5)

где S = LLy — площадь стенки, L и Ly — толщи-
на пленки и ее размер вдоль оси y. Понятно, что
значение импульса зависит от калибровки; в част-
ности, если выбрать A в виде (4), импульс зависит
от направления струны Дирака n.

Кроме энергии и импульса, для анализа магнит-
ных солитонов предельно важно наличие или отсут-
ствие еще одного интеграла движения. Для чисто
одноосных магнетиков без киральных свойств име-
ет место симметрия относительно поворота спинов
вокруг оси z, что приводит к сохранению суммарной
z-проекции намагниченности,

M (tot)
z =

∫
Mzdr.

Наличие такого интеграла принципиально важно
для физики магнитных солитонов.

С одной стороны, сохранение

M (tot)
z =

∫
Mzdx

несовместимо с существованием одномерных дви-
жущихся топологических солитонов, описывающих
в бездиссипативном пределе движение доменных
стенок. Действительно, такое движение должно со-
провождаться изменением относительных размеров
доменов с Mz = Ms и Mz = −Ms. Формально, при
условии M

(tot)
z = const обращается в нуль величи-

на предельной скорости стенки vc, т. е. только непо-
движные стенки. Величина vc в одноосном ферро-
магнетике определяется тем взаимодействием, кото-
рое нарушает сохранение суммарной z-проекции на-
магниченности. Такие взаимодействия могут быть
связаны с кристаллической анизотропией в базис-
ной плоскости, магнитным дипольным взаимодейст-
вием, а также наличием внешнего магнитного поля,
перпендикулярного легкой оси.

Для плоской 180-градусной стенки в достаточ-
но толстой пленке (толщина много больше x0 =

=
√
A/K) магнитное дипольное взаимодействие

описывается плотностью 2π(Mex)
2, ex — орт вдоль

направления движения стенки, которое перпенди-
кулярно легкой оси ez. Этот источник движения
стенки рассматривали Ландау и Лифшиц в клас-
сической работе [33], в которой впервые было рас-
смотрено движение доменной стенки, а также Уокер
[44], который исследовал движение стенки с нема-
лыми скоростями и нашел ее предельную скорость.
Для толстых пленок дипольная энергия эквивалент-
на энергии магнитной анизотропии с осью в базис-
ной плоскости магнетика. Если эти взаимодействия
слабые, предельная скорость линейно зависит от ха-
рактерного параметра («неодноосного» эффектив-
ного поля Hnon−uniaxial), vc/v0 ∝ Hnon−uniaxial/Ha

и мала, здесь и ниже v0 = ω0x0 — характерная ско-
рость магнонов в модели (3). Таким образом, несо-
хранение M

(tot)
z является фактором, способствую-

щим возможности эффективного применения дви-
жущихся солитонов типа доменных стенок.

В сверхтонких пленках (толщина которых мень-
ше x0 =

√
A/K) вклад дипольного взаимодействия

подавлен, см. [22, 45]. Создание нанопленок фер-
ромагнетиков с достаточно сильной кристалличес-
кой двухосной анизотропией, а также использование
сильных магнитных полей в наноприборах является
непростой задачей. Однако легко видеть, что взаи-
модействие Дзялошинского не имеет симметрии от-
носительно поворотов в спиновом пространстве и не
сохраняет M (tot)

z . Как отмечалось, взаимодействие
Дзялошинского может присутствовать в достаточно
тонких пленках, при этом значение характерного по-
ля, обусловленного этим взаимодействием, не мало.
Это определяет возможность достаточно быстрого
движения доменных стенок в киральных магнети-
ках и открывает перспективы повышения предель-
ной скорости стенки в нанопленках магнетиков.

Интересно отметить, что сохранение M
(tot)
z не

препятствует движению солитонов другого типа, а
именно, локализованных солитонов, для которых
вдали от центра солитона намагниченность имеет
одно и то же направление, например, Mz → Ms,
Mx,y → 0, см. [46–51]. Такому солитону отвечают
двухпараметрические состояния (движущиеся маг-
нонные капли) с фиксированным значением M

(tot)
z

[46,48–50]. Они описываются решениями, зависящи-
ми от двух параметров, скорости солитона v и час-
тоты прецессии спинов ω в системе отсчета, движу-
щейся вместе с солитоном со скоростью v. Эти со-
литоны можно интерпретировать как связанные со-
стояния большого числа магноновN с заданным им-
пульсомP,N =M

(tot)
z /gμB. Особо важно, что могут

существовать неодномерные прецессионные солито-
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ны такого типа, и эти солитоны устойчивы относи-
тельно коллапса [47–51]. В данном случае роль еще
одного, помимо энергии и импульса, интеграла дви-
жения абсолютно иная, чем для доменных стенок.
Наличие такого интеграла способствует существо-
ванию неодномерных магнитных солитонов.

Отметим, что неодномерные магнитные солито-
ны могут быть устойчивыми и для одноосного ки-
рального магнетика, для которого не сохраняется
M

(tot)
z . Дело в том, что энергия (2), несимметрич-

ная относительно поворотов спинов, для двумерно-
го или трехмерного магнетика обладает симметри-
ей относительно одновременного поворота спинов и
координат в плоскости xy на один и тот же угол.
Такой симметрии соответствует сохранение z-проек-
ции полного момента импульса магнетика

J (tot)
z = S(tot)

z + L(tot)
z ,

где L(tot)
z и S(tot)

z = M
(tot)
z /gμB — значения соответ-

ственно z-проекций момента импульса поля намаг-
ниченности (орбитального момента) и полного спи-
на [52]. Для L

(tot)
z можно выбрать выражение, со-

гласованное с определением импульса поля намаг-
ниченности,

L(tot)
z = −

∫
εijzxiA

(
∂m

∂xj

)
dr ,

здесь εijk — абсолютный антисимметричный тензор.
Появление киральных свойств тонких магнит-

ных пленок на подложке из тяжелого металла не яв-
ляется свойством только ферромагнетиков. Дейст-
вительно, инварианты типа (2) квадратичны по сте-
пеням намагниченностей, т. е. они допустимы для
антиферромагнетиков и ферримагнетиков. Наибо-
лее простое и удобное описание динамики антифер-
ромагнетиков базируется на использовании так на-
зываемой сигма-модели (см., например, книги и об-
зоры [49, 50, 53, 54]). В рамках этого подхода ос-
новной динамической переменной при описании ан-
тиферромагнетика является нормированный вектор
антиферромагнетизма

l = (M1 −M2)/|M1 −M2|,

где M1 и M2 — намагниченности подрешеток. При
этом вектор суммарной намагниченностиM = M1+

+ M2 играет роль вспомогательной переменной и
выражается простой формулой через l и ∂l/∂t. Та-
ким образом, вместо двух уравнений для намаг-
ниченностей подрешеток можно использовать одно
уравнение для l.

В отличие от ферромагнетиков, спиновая дина-
мика антиферромагнетика является инерционной.
Лагранжиан простейшей версии сигма-модели для
антиферромагнетика включает слагаемое, квадра-
тичное по временной производной (∂l/∂t)2, которое
можно интерпретировать как кинетическую энер-
гию T и записать в виде

T =
A

2c2

∫
dr

(
∂l

∂t

)2

, (6)

где c — фазовая скорость магнонов в той области
спектра, где их закон дисперсии является линей-
ным,

c = γ

√
AHex

2M0
. (7)

Здесь Hex — обменное поле антиферромагнетика,
определенное из условия, что для изотропного ан-
тиферромагнетика во внешнем поле антиферромаг-
нитный порядок существует (вектор l �= 0) толь-
ко при H0 < Hex и разрушается (|M| = 2M0 и
l = 0) при H0 ≥ Hex (об определении обменно-
го поля см. монографию [53]). Скорость c опреде-
ляется только обменными взаимодействиями и зна-
чительно превышает характерную скорость магно-
нов для ферромагнетика, например, величину v0 =

= ω0x0 = γ
√
AHa/Ms для модели (2). Действитель-

но, значение c/v0 ∼
√
Hex/Ha и содержит отноше-

ние энергии однородного обмена к энергии анизо-
тропии. Это свойство является важным примером
обменного усиления динамических параметров ан-
тиферромагнетиков.

Для «чистого» антиферромагнетика лагранжи-
ан включает только кинетическую энергию (6) и по-
тенциальную энергию W , L(AFM)[l] = T − W . За-
метим, что наличие сильного магнитного поля при-
водит к появлению в лагранжиане антиферромаг-
нетика специфических гироскопических слагаемых,
линейных по компонентам ∂l/∂t. Гироскопические
слагаемые в принципе могут возникать и для неко-
торых антиферромагнетиков, допускающих слабый
ферромагнетизм, но они запрещены для киральных
магнетиков, см. [53]. Выражение для статической
энергии W кирального антиферромагнетика в тер-
минах единичного вектора l имеет такую же струк-
туру, как для ферромагнетика, и может быть полу-
чено из формулы (2) заменой m → l.

Важно заметить, что в обычных (не киральных)
антиферромагнетиках пространственные и времен-
ные производные вектора l входят в лагранжиан в
комбинации (∂l/∂t)2 − c2(∇l)2. Наличие такой фор-
мальной лоренц-инвариантности значительно упро-
щает анализ динамики солитонов, см. некоторые

675
7*



Е. Г. Галкина, Б. А. Иванов, Н. Е. Кулагин и др. ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021

примеры в работах [55, 56] и недавний обзор [54]. В
частности, если известно решение для неподвижно-
го солитона любого типа, движущееся решение мож-
но получить преобразованием Лоренца с характер-
ной скоростью c. В частности, предельная скорость
любого солитона совпадает со значением c. Однако
для киральных магнетиков наличие слагаемых, ли-
нейных по градиентам l, разрушает эту лоренц-ин-
вариантность, см. [57]. В частности, это приводит к
тому, что предельная скорость двумерных топологи-
ческих солитонов (скирмионов) в киральных анти-
ферромагнетиках меньше, чем c [57]. С другой сто-
роны, выражения для интересующих нас интегра-
лов движения, энергии и импульса солитона опре-
деляются производными ∂L/∂(∂l/∂t), и киральные
инварианты не изменяют их формы.

Как и в любой лоренц-инвариантностной теории,
энергия поля вектора l для антиферромагнетика яв-
ляется суммой кинетической и потенциальной энер-
гий,

E(AFM) = T +W.

Величина импульса (на единицу площади стенки) не
содержит вклада кирального инварианта и опреде-
ляется выражением, характерным для лоренц-инва-
риантной теории

P (AFM) = −A

c2

∫ (
∂l

∂t
· ∂l
∂x

)
dx. (8)

Заметим, однако, что наличие кирального инвари-
анта приводит к нарушению стандартных для ло-
ренц-инвариантностной теории соотношений между
импульсом и энергией, см. ниже разд. 4.

3. ДИНАМИКА ДОМЕННОЙ СТЕНКИ В
ФЕРРОМАГНЕТИКЕ

Для конкретного анализа солитонных решений
удобно использовать угловые переменные для еди-
ничного вектора m (или вектора l для антиферро-
магнетика), например

mz = cos θ, mx = sin θ cosϕ,

my = sin θ sinϕ.
(9)

Приведем явный вид функционала энергии ки-
рального магнетика (2) через эти угловые перемен-
ные для одномерного решения:

W [θ, ϕ] =

∫
dx

[
A

2

[
(θ′)2+(ϕ′)2 sin2 θ

]
+
K

2
sin2 θ,

− D(θ′ cosϕ− ϕ′ sin θ cos θ sinϕ)
]
. (10)

Здесь и далее штрихом обозначена производная по
ξ, все величины приводятся на единицу площади
стенки. Движущаяся 180-градусная плоская домен-
ная стенка описывается решениями типа простой
волны, для которой

θ = θ(ξ), ϕ = ϕ(ξ), ξ = x− vt,

v — скорость стенки. Уравнения для θ и ϕ принима-
ют вид системы обыкновенных дифференциальных
уравнений. Ось z является легкой осью магнетика,
т. е. θ = 0 и θ = π по обе стороны от доменной стен-
ки. Для определенности, будем считать что θ → π

при ξ → +∞ и θ → 0 при ξ → −∞. Уравнения для
θ и ϕ принимают вид

Aθ′′ − sin θ cos θ
[
K +A(ϕ′)2

]
−

− 2Dϕ′ sin2 θ sinϕ+ v(Ms/γ)ϕ
′ sin θ = 0, (11)

A(ϕ′ sin2 θ)′ + 2Dθ′ sin2 θ sinϕ−
− v(Ms/γ)θ

′ sin θ = 0. (12)

Эта система уравнений формально эквивалент-
на механической задаче о движении материальной
точки по поверхности сферы при наличии двух ги-
роскопических слагаемых различной природы, одно
из которых пропорционально параметру кирально-
сти D, а другое — скорости стенки v. Здесь перемен-
ная ξ играет роль времени, константа A — роль мас-
сы, а скорость v является параметром, который, в
частности, определяет характер особых точек урав-
нений. Эта задача имеет две степени свободы, для
нее можно построить один первый интеграл

Q =
A

2

[
(θ′)2 + (ϕ′)2 sin2 θ

]
− K

2
sin2 θ, (13)

на решении типа стенки значение Q = 0. Домен-
ной стенке отвечает гетероклиническая сепаратрис-
ная траектория, соединяющая два положения рав-
новесия, m = ez, ∂m/∂ξ = 0 и m = −ez, ∂m/∂ξ = 0.
Второй интеграл движения, находящийся в инволю-
ции к (13), для системы (11), (12) построить не уда-
ется. Как будет показано ниже, данная механиче-
ская задача (в отличие, например, от задачи Уоке-
ра, которая описывает движение стенки в двухос-
ном ферромагнетике) не является интегрируемой. В
этом случае ее общий анализ может быть проведен
только численно.

Исключением является случай неподвижной до-
менной стенки (v = 0). В этом случае легко най-
ти два решения, которым соответствуют постоян-
ные значения ϕ = 0 и ϕ = π. Для обоих решений
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профиль стенки θ(ξ) не зависит от выбора значения
угла ϕ и определяется стандартной формулой

cos θ(ξ) = − th(ξ/x0), x0 =
√
A/K, (14)

где x0 определяет толщину доменной стенки. Далее
для определенности считается, что θ(ξ → −∞) → 0,
θ(ξ → +∞) → π, то есть в стенке θ′(ξ) ≥ 0.

Легко показать, что энергия неподвижной до-
менной стенки определяется формулой E(v = 0) =

= 2E0 − πD cosϕ0, где E0 =
√
AK и ϕ0 обозначает

два значения угла ϕ в стенке с v = 0, ϕ0 = 0 или
ϕ0 = π. Легко видеть, что при D > Dc, где крити-
ческое значение

Dc =
2

π

√
AK , (15)

энергия стенки с минимальной энергией становится
отрицательной. Действительно, при D > Dc термо-
динамически устойчива спиральная структура. Од-
нородное состояние с θ = 0, π, в котором может су-
ществовать уединенная стенка, является основным
состоянием системы только при D < Dc, и далее
ограничимся исследованием таких магнетиков. От-
метим, однако, что магнонные частоты вещественны
при любом значении D, т. е. при D > Dc однородное
состояние устойчиво относительно малых возмуще-
ний, т. е. является метастабильным.

Убывание отклонения намагниченности от рав-
новесного значения вдали от солитонов любого типа
(доменных стенок или локализованных солитонов)
является экспоненциальным, sin θ ∝ exp(−κ|ξ|) при
ξ → ±∞. Это поведение проще всего исследовать
с помощью аналитического продолжения спектра
спиновых волн ω(k) в область комплексных волно-
вых векторов и частот, k → iκ, ω → iκv [58, 59]. В
общем случае для моделей ферромагнетиков и фер-
римагнетиков существуют две характерные скоро-
сти, v(−) и v(+), v(−) < v(+). При скоростях солито-
на 0 ≤ |v| < v(−) величина κ вещественная. В терми-
нах фазового пространства системы уравнений (11),
(12) это означает, что положениям равновесия θ = 0

или θ = π отвечают особые точки типа седло. При
v(−) < v < v(+) величина κ имеет ненулевую мни-
мую часть, κ = κ′ ± iκ′′, т. е. асимптотика содер-
жит затухающие осцилляции и положения равнове-
сия представляют собой особые точки типа седло-
фокус. Если же |v| > v(+), то величина κ чисто мни-
мая, т. е. волновой вектор вещественный и солито-
ны типа простой волны отсутствуют. Скорость v(+)

совпадает с минимальной фазовой скоростью маг-
нонов, т. е. отсутствие солитонных решений со ско-
ростями |v| > v(+) отвечает естественному условию
отсутствия черенковского излучения магнонов.

Для уокеровского решения в двухосном ферро-
магнетике Шлеман [58] отметил, что величина v(−)

совпадает с предельной скоростью доменной стен-
ки. Это предположение использовалось при анали-
зе различных магнетиков со сложной магнитной
структурой [59]. Впоследствии было показано, что
совпадение v(−) и vc является в некотором смысле
случайным и обусловлено тем, что система уравне-
ний (11), (12) для задачи Уокера является точно ин-
тегрируемой гамильтоновой системой. Для этой за-
дачи был построен дополнительный интеграл дви-
жения, находящийся в инволюции к (13) [60–63]. Де-
тальный анализ общих свойств фазового простран-
ства гамильтоновых интегрируемых систем с двумя
степенями свободы показал [64–66], что если для та-
ких систем особые точки являются седло-фокусами,
что имеет место при v(−) < |v| < v(+), то все тра-
ектории, выходящие из некоторого седло-фокуса, в
него же и возвращаются. При этом не существу-
ет траекторий, идущих из одного седло-фокуса в
другой, т. е. решения типа стенок отсутствуют. Ге-
тероклинические сепаратрисные фазовые траекто-
рии, описывающие стенки, существуют только для
особых точек типа седло, что соответствует условию
|v| < v(−). Таким образом, для всех интегрируемых
систем предельная скорость стенки совпадает с v(−).

Если же для некоторого магнетика уравнения
для θ(ξ), ϕ(ξ) не обладают свойством точной инте-
грируемости, то величина предельной скорости до-
менной стенки может не совпадать с v(−), она может
быть больше, чем v(−). В частности, такое поведе-
ние найдено для доменной стенки в ферромагнетике
во внешнем магнитном поле, перпендикулярном оси
легкого намагничивания [67]. Рассмотренный в дан-
ной работе киральный ферромагнетик с одноосной
анизотропией является ярким примером таких си-
стем. Для него аналитическое продолжение (3) дает
iκv = ω0(1− x20κ

2), т. е.

2x0κ = iv/v0 ±
√
(v/v0)2 − 4, (16)

где использовано введенное выше значение v0 =

= γx0K/Ms = γHax0 = ω0x0. Таким образом, зна-
чения v(−) = 0 и v(+) = 2v0, т. е. монотонное пове-
дение решения, при котором Mx, My ∝ exp(−ξ/x0),
см. (14), имеет место только при v = 0.

Для численного исследования удобно использо-
вать безразмерные переменные, измеряя ξ в едини-
цах x0, скорость v в единицах v0, а константу Дзяло-
шинского D в единицах E0 =

√
AK. Таким образом,

при данной скорости характер решения определяет-
ся одним безразмерным параметром D/E0 (напом-
ним, что критическое значение Dc/E0 = 2/π).
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Численное построение решений, описывающих
движущуюся доменную стенку, упрощается тем, что
в рамках уравнений (11), (12) они имеют определен-
ную симметрию, а именно, cos θ(ξ) является нечет-
ной, а ϕ(ξ) и sin θ(ξ) являются четными функциями
ξ. Следовательно, фазовые траектории, определяю-
щие доменные стенки, проходят через поверхность
симметрии cos θ = 0, ϕ′ = 0. У состояния равновесия
θ = 0 имеется двумерное неустойчивое многообра-
зие, т. е. существует однопараметрическое семейство
траекторий, выходящих из него при ξ → −∞. Для
всех этих траекторий существует точка, в которой
cos θ = 0. Эти траектории можно параметризовать
значением величины ϕout. Чтобы найти решение ти-
па стенки, надо так подобрать значение величины
ϕout, чтобы в той же точке ξ, где cos θ = 0, одновре-
менно обращалась бы в нуль величина ϕ′ = 0. Для
этого, фактически, надо решить одно уравнение с
одним неизвестным, что легко реализовать числен-
но. Различные примеры решения задач о движении
доменных стенок можно найти в работах [67–69].
В данной работе использовался надежный и про-
стой метод продолжения по параметру (метод про-
должения Келлера [70]). В результате применения
этого метода для каждого значения D/E0, т. е. для
различных магнетиков в рамках модели (2), можно
построить все многообразие доменных стенок. Если
решение найдено, можно вычислить интегралы дви-
жения, энергию E и импульс P доменной стенки.
Обсудим результаты анализа структуры, энергии и
импульса доменных стенок.

Прежде всего, отметим, что одному значению
скорости соответствуют два типа стенок с различ-
ными энергиями, т. е. зависимость E = E(v) изобра-
жается замкнутой кривой, содержащей две ветви —
верхнюю и нижнюю, см. рис. 1. Это свойство явля-
ется общим для известных нам стенок в различных
ферромагнетиках, в частности, блоховской и неелев-
ской ветвям стенок для уокеровского решения для
двухосного ферромагнетика. Эти ветви начинаются
с описанных выше доменных стенок с v = 0. Стенка
с энергией E(v = 0) = 2E0 − πD и значением ϕ =

= 0 соответствует наименьшему значению энергии
и нижней ветви, а стенка с E(v = 0) = 2E0 + πD и
ϕ = π — наибольшему значению энергии и верхней
ветви зависимости E = E(v). Напомним, что значе-
ния всех экстенсивных величин, таких как энергия
или импульс, приводятся на единицу площади стен-
ки.

При увеличении скорости движения стенки энер-
гия для стенок нижней ветви увеличивается, а для
стенок верхней ветви уменьшается. Анализ показал,

Рис. 1. Зависимость энергии доменной стенки (в единицах
E0) от ее скорости (в единицах v0) при различных значени-
ях D/E0 (указаны около кривых, значение D/E0 = 0.6366

близко к критическому,Dc/E0 = 2/π). Символы — данные
численного счета, линии проведены согласно приближен-

ной формуле (21)

Рис. 2. Зависимость предельной скорости доменной стен-
ки vc (в единицах v0) от константы Дзялошинского D (в
единицах E0). Символы — данные численного счета, штри-
ховая красная прямая линия отвечает линейной зависимо-

сти (16)

что решения типа доменных стенок исчезают при
достаточно больших значениях параметра |v|, т. е.
возможные значения скоростей стенки v не могут
превышать предельного значения vc, |v| ≤ vc. При
v = vc две ветви зависимости E = E(v) сливаются,
т. е. доменные стенки с v = vc идентичны, см. рис. 1.
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Оказалось, что во всей допустимой области зна-
чений D ≤ Dc зависимость предельной скорости от
константы Дзялошинского с очень высокой точнос-
тью является линейной, см. рис. 2.

Эту зависимость можно описать формулой

vc =
πγD

2Ms
= v0

D

Dc
, (17)

т. е. при D = Dc значение vc = v0 и составляет по-
ловину минимальной фазовой скорости магнонов.

При вычислении импульса стенки P имеет место
проблема, связанная с сингулярностью вектор-по-
тенциала A. Положение сингулярной точки для по-
тенциала вида (4) определяется направлением век-
тора n (струны Дирака), msing = −n. Доменную
стенку можно наглядно представить как траекто-
рию на сфере m2 = 1, выходящую из одного полюса
(скажем, m = −ez) и входящую в другой (m = ez).
Величину P можно записать в виде интеграла по
этой траектории:

P = −
∞∫

−∞
A(m)(∂m/∂ξ) dξ =

= −
m=−ez∫
m=ez

A(m) dm. (18)

Для данного магнетика при любом выборе n хотя
бы одна из траекторий, отвечающих стенке с неко-
торой скоростью −vc ≤ v ≤ vc попадет на такую
сингулярную точку. Кроме того, возникает зависи-
мость P от выбора калибровки.

Прямое вычисление импульса на основе форму-
лы (5) и численного интегрирования решения пока-
зало, однако, что для таких траекторий, которые не
попадают в малую окрестность сингулярной точки
msing (обычно это значения Δv ≤ 0.01v0), интег-
рал легко находится и импульс является регуляр-
ной функцией скорости доменной стенки. Реально
использовались расчеты для двух направлений n, а
именно, n = (0, 1, 0) n = (1, 0, 0). Далее для восста-
новления зависимости импульса от скорости можно
использовать тот факт, что разность величин P для
двух различных стенок, P1 и P2, определяется инте-
гралом по замкнутому контуру

ΔP = P2 − P1 =

∮
A(m) dm.

По теореме Стокса этот интеграл равен потоку век-
торного поля B = rotA через область, ограничен-
ную этими двумя траекториями, т. е. ΔP являет-
ся калибровочно-инвариантной величиной [40,41]. С

Рис. 3. Полученная численно зависимость импульса до-
менной стенки (в единицах P0 ) от ее скорости (в единицах

v0) для тех же значений D/E0, что на рис. 1

учетом того, что rotA = mMs/γ, эта величина опре-
деляется интегралом по участку сферы,

ΔP = (Ms/γ)

∫
sin θ dθ dϕ.

Интеграл для ΔP , в отличие от содержащего
вектор-потенциал A интеграла для P , является
изотропным в плоскости mx,my. В силу этих сооб-
ражений можно найти разность значений импульса
при разных направлениях струны. В частности,
для двух использованных выше направлений зна-
чения импульса для некоторой стенки должны
различаться на величину πMs/γ. Это позволяет
восстановить значения импульса для стенок с
траекториями, проходящими вблизи сингулярности
для одной из калибровок, за счет использования
данных для другой калибровки. Найденная таким
образом зависимость P (v) представлена на рис. 3.
Для наглядности использовано условие, что стенке
с минимальной энергией (v = 0, ϕ = 0) отвечает
значение P = 0.

Разность импульсов неподвижных стенок верх-
ней и нижней ветвей отвечает половине площади
сферы и равна величине P = 2πMs/γ = P0/2, а за-
висимость энергии доменной стенки от ее импульса
является периодической,

E(P + P0) = E(P ), P0 = 4πMs/γ. (19)

Значение периода P0 для стенки в киральном
магнетике в два раза больше, чем для ферромагне-
тика с двухосной анизотропией. Заметим, что зна-
чения периода по импульсу для стенки в чисто од-
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Рис. 4. Зависимость энергии (в единицах E0) и скорости
(в единицах vc) доменной стенки от ее импульса (в едини-
цах P0), символы — данные численного расчета, сплошная
красная линия — зависимость E(P ), найденная с помо-
щью полученной ниже приближенной формулы (22). Голу-
бая линия — зависимость v(P ), построенная дифферен-
цированием найденной численно функции E(P ) на основе

уравнения Гамильтона v = dE(P )/dP

номерном магнетике (спиновой цепочке) можно за-
писать как P0,chain = 4π�s/a, где s — спин атома
и a — расстояние между спинами в цепочке. Чтобы
привести в соответствие данные для объемного маг-
нетика и цепочки использовано соотношение Ms =

= gμBs/aS0, где объем, приходящийся на один спин,
записан как aS0, S0 — площадь поперечного сечения
кристалла, приходящаяся на одну цепочку, а также
учтено, что γ = gμB/�. Интересно отметить, что для
спина s = 1/2 величина периода совпадает с разме-
ром первой зоны Бриллюэна атомной цепочки.

Зависимость E(P ) (закон дисперсии стенки)
представлена на рис. 4. Для демонстрации пра-
вильности выбора формы выражения для импульса
и контроля точности счета построена также за-
висимость v(P ), найденная дифференцированием
численной зависимости E(P ) и уравнения Гамиль-
тона v = dE(P )/dP . Рисунок 4 демонстрирует
хорошее согласие всех данных.

Принципиально важно, что зависимость E(P )

для доменных стенок в ферромагнетике в пределах
одного периода однозначная, т. е. каждому значе-
нию импульса отвечает только одно значение энер-
гии. Фактически, верхней и нижней ветвям функ-
ции E(v) соответствуют различные значения им-

пульса P , что обуславливает устойчивость всех сте-
нок, в том числе относящихся к верхней ветви дву-
значной зависимости E(v), см. рис. 1.

Численный анализ задачи позволяет устано-
вить основные закономерности динамики домен-
ных стенок в одноосном киральном ферромагнети-
ке для каждого конкретного значения параметра
D/E0. Однако весьма желательно иметь простые
аналитические формулы, описывающие динамиче-
ские характеристики стенок. Такая возможность
всегда присутствует в том случае, когда взаимо-
действие, разрушающее сохранение M (tot)

z , являет-
ся слабым по сравнению с одноосной анизотропи-
ей, Hnon−uniaxial � Ha. Если Hnon−uniaxial = 0,
то vc = 0 и стенка не может двигаться, при этом
структура доменной стенки θ(ξ) описывается фор-
мулой для неподвижной стенки, а значение угло-
вой переменной ϕ(ξ) = const может быть произ-
вольным. Если же Hnon−uniaxial не равно нулю, но
Hnon−uniaxial/Ha � 1, предельная скорость, ко-
торая линейно зависит от характерного парамет-
ра «неодноосности», мала. При малых Hnon−uniaxial
структура доменной стенки θ(ξ) приближенно опи-
сывается той же формулой (14), что для неподвиж-
ной стенки. Можно также считать, что угловая пе-
ременная ϕ(ξ) медленно меняется в пределах стен-
ки, и можно заменить ее на постоянное значение
при расчете энергии и импульса стенки. Естествен-
но, при этом энергия стенки слабо зависит от па-
раметра Hnon−uniaxial/Ha � 1 и от скорости стен-
ки. Подробный анализ применимости этих прибли-
жений проведен для неинтегрируемой задачи о дви-
жении доменной стенки в ферромагнетике при на-
личии внешнего поля H⊥, перпендикулярного лег-
кой оси [67]. Как и ожидалось, все эти приближения
хорошо соответствуют данным численного анализа
при H⊥ < 0.4Ha.

В нашем случае одноосного кирального магнети-
ка имеет место интересная особенность: описанные
выше приближения справедливы не только при ма-
лых D, но и для всех актуальных значений D ≤ Dc

(напомним, что при D = Dc энергия стенки E об-
ращается в нуль, так что это значение никак нельзя
считать малым). Это позволило построить прибли-
женное решение, найти зависимости энергии и им-
пульса доменной стенки от ее скорости и записать
закон дисперсии стенки E(P ) в виде простых анали-
тических функций. Одним из указаний на эту спе-
цифику является линейная зависимость предельной
скорости от D при всех D ≤ Dc, см. рис. 2.

Чтобы пояснить эту особенность, обсудим най-
денную численно структуру доменной стенки в наи-
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Рис. 5. Распределения намагниченности в доменных стен-
ках, движущихся с разными скоростями, а именно, v =

= 0.5vc для нижней и верхней ветвей и v = vc для ки-
рального ферромагнетика с максимально возможным зна-
чением D = Dc. Вид функций sin2 θ для всех трех стенок,
а также для случая v = 0, представлен разными линия-
ми, так что хорошо видно их почти идеальное совпадение;
различия заметны только вдали от центра стенки. Зави-
симости ϕ(ξ) отмечены как ϕ(−) и ϕ(+) для стенок ниж-
ней и верхней ветви с v = 0.5vc и для ϕ(crit) для стенки
v = vc. В последнем случае отклонение ϕ(ξ) от модельно-
го ϕ = const максимально, однако актуальная величина,
sinϕ (представлена красной штриховой линией) практиче-
ски постоянная в пределах доменной стенки (|ξ| < 3x0,

когда sin2 θ < 10−2)

более критичном случае максимально возможного
значения D = Dc при различных значениях скорос-
ти v ≤ vc для стенок верхней и нижней ветвей, см.
рис. 5. Видно, что при изменении скорости стенки
от нуля до предельного значения v = vc структу-
ра доменной стенки θ(ξ) с высокой точностью такая
же, как для чисто одноосной модели; она описыва-
ется той же формулой (14), см. рис. 5. Используя
выражение для первого интеграла (13), получаем,
что в этом случае значение (ϕ′)2 sin2 θ должно быть
пренебрежимо мало. По этой причине можно ожи-
дать, что решение описывается с очень высокой точ-
ностью в рамках приближения ϕ = const при всех
допустимых значениях параметров задачи, v ≤ vc и
D ≤ Dc. Напомним, что обычно такое условие имеет
место только при малых Hnon−uniaxial.

Условие ϕ = const кажется противоречивым для
нашей задачи при немалых D, поскольку из асимп-
тотик решения (16) следует, что вдали от стенки
значение ϕ ∼ κ′′ξ, где κ′′ = v/(2x0v0), и не мало

при немалых скоростях. Эта зависимость видна из
численного решения, но области такой асимптотики
находятся далеко от центра доменной стенки. Как
следует из численного решения, условие ϕ = const
выполняется с меньшей точностью, чем x20(θ

′)2 =

= sin2 θ, особенно для v = vc. Однако перемен-
ная ϕ входит в уравнения только в виде комбина-
ции ϕ′ sin θ и функции sinϕ; для последней отклоне-
ние от постоянного значения намного меньшие, чем
для самой ϕ, см. рис. 5. Поэтому можно ожидать,
что при расчете интегральных характеристик стен-
ки условие ϕ = const достаточно адекватно. Такое
свойство доменной стенки достаточно неожиданное;
вероятно, оно возникает потому, что при ϕ = const
в рамках модели (9) энергия взаимодействия Дзя-
лошинского сводится к полной производной и, хотя
дает вклад в энергию стенки, не проявляется в ва-
риации энергии.

Для получения замкнутых формул в рамках дан-
ного приближения проинтегрируем (12) по ξ от −∞
до ∞, и получаем πD sinϕ = 2vMs/γ, т. е. связь ско-
рости с параметром ϕ можно записать в виде

sinϕ = v/vc, (20)

где значение предельной скорости определяется
приведенной выше формулой (17). Далее легко вы-
числить энергию доменной стенки как функцию ϕ

в виде E = 2E0 − πD cosϕ. Зависимость энергии от
скорости дается формулой

E(v) = 2E0 ± πD

√
1−
(
v

vc

)2

, (21)

где знаки «±» отвечают верхней и нижней ветвям
этой зависимости. На плоскости v E кривые, пред-
ставляющие зависимость E(v), являются эллипсами
с полуосями vc и E0 и с центрами в точках v = 0 и
E = 2E0, что с высокой точностью описывает чис-
ленные данные, см. рис. 1.

Важной характеристикой доменной стенки явля-
ется ее импульс. При расчете энергии стенки в рам-
ках приближения ϕ = const естественным образом
получается зависимость E = E(ϕ). В рамках подхо-
да коллективных переменных энергия стенки, запи-
санная через ее импульс P , имеет смысл функции
Гамильтона. Поэтому импульс P , канонически со-
пряженный координате стенки X , должен быть свя-
зан с переменной ϕ, см. подробнее [49, 50]. Связь P
и ϕ легко установить, используя уравнение Гамиль-
тона

v ≡ dX/dt = dE(P )/dP.
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Учитывая, что dE/dϕ = πD sinϕ и применяя фор-
мулу (20) легко записать P = 2Msϕ/γ = ϕP0/2π,
где величина P0 = 4πMs/γ равна периоду зависи-
мости E(P ), см. (19). Искомая зависимость энергии
доменной стенки от ее импульса (закон дисперсии
стенки E(P )) в рамках этого приближения опреде-
ляется формулой

E(P ) = 2E0 − πD cos

(
2πP

P0

)
. (22)

Тот факт, что энергия является периодической
функцией импульса, следует из анализа на осно-
ве полевого подхода с использованием конкретной
формулы для плотности полевого импульса поля на-
магниченности (5). Здесь такой же результат (22)
получается в рамках подхода коллективных пере-
менных. Полезно сопоставить данные этих подхо-
дов. Поскольку расчет в рамках подхода коллек-
тивных переменных проводился в приближении ϕ =

= const, это позволяет также оценить точность этого
приближения.

Зависимость E(P ), построенная с использовани-
ем найденных численно зависимостей E(v) и P (v) с
использованием формул для E (2) и P (5) для сте-
нок с различными скоростями, с высокой точностью
описывается формулой (22), см. рис. 4. Зависимость
v(P ), найденная обращением численной функции
P (v), хорошо согласуется с той, что получается из
уравнения Гамильтона v = dE(P )/dP . Таким обра-
зом, значения энергии и импульса солитона типа до-
менной стенки, полученные на основе полевого под-
хода с использованием выражений для плотностей
этих величин, хорошо согласуются с данными, полу-
ченными на основе гамильтонового подхода в рам-
ках метода коллективных переменных. Ранее такое
соответствие было установлено только для модели
Уокера, которая является точно интегрируемой. По-
скольку последние данные получены в приближении
ϕ = const, тем самым проверена высокая точность
этого приближения для задачи о движении домен-
ной стенки в киральном магнетике с одноосной ани-
зотропией.

4. ДИНАМИКА ДОМЕННОЙ СТЕНКИ В
КИРАЛЬНОМ АНТИФЕРРОМАГНЕТИКЕ

Для анализа движения плоской доменной стенки
в антиферромагнетике ограничимся одномерными
решениями, l = l(x, t), и запишем уравнения сигма-
модели в угловых переменных θ и ϕ:

A

(
∂2θ

∂x2
− 1

c2
∂2θ

∂t2

)
− sin θ cos θ

{
K+A

[(
∂ϕ

∂x

)2

−

− 1

c2

(
∂ϕ

∂t

)2
]}

−2D
∂ϕ

∂x
sin2 θ sinϕ = 0, (23)

A

[
∂

∂x

(
∂ϕ

∂x
sin2 θ

)
− 1

c2
∂

∂t

(
∂ϕ

∂t
sin2 θ

)]
+

+ 2D
∂θ

∂x
sin2 θ sinϕ = 0. (24)

Начнем с исследования структуры движущейся
доменной стенки, для которой θ = θ(x − vt), ϕ =

= ϕ(x − vt). Заметим, что уравнение (24) для лю-
бой функции θ = θ(x − vt) имеет точное решение
sinϕ = 0, т. е. ϕ = const, dϕ/dx = 0. Таким образом,
величина угла ϕ = 0, π, . . . не зависит от скорости
стенки. При этом уравнение (23) для θ принимает
точно такой же вид, как и для статического слу-
чая, если заменить A→ A(v) = A(1− v2/c2). Следо-
вательно, структура доменной стенки определяется
выражением

cos θ = − th

(
x− vt

x0
√
1− v2/c2

)
, (25)

где, как и ранее, x0 =
√
A/K — толщина неподвиж-

ной стенки.
Таким образом, несмотря на отсутствие ло-

ренц-инвариантности для киральных антиферро-
магнетиков, эффект движения доменной стенки сво-
дится только к лоренцевскому сокращению ее ши-
рины, а скорость стенки ограничена сверху толь-
ко величиной c. Важно также, что как структура
доменной стенки, так и предельная скорость не за-
висят от константы Дзялошинского D. В отличие
от стандартных лоренц-инвариантных моделей ан-
тиферромагнетиков с произвольным видом энергии
анизотропии этот результат не очевиден; в част-
ности, лоренц-инвариантное поведение отсутствует
для двумерных топологических солитонов, предель-
ная скорость которых меньше c и зависит от D,
см. [57].

Предельная скорость доменной стенки в анти-
ферромагнетике не зависят от константы Дзяло-
шинского D, а для ферромагнетика предельная ско-
рость пропорциональна D и обращается в нуль при
D → 0. Этот результат можно объяснить, отме-
тив, что для антиферромагнетика доменная стенка
разделяет области магнетика с различными направ-
лениями вектора l и нулевой намагниченностью. В
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отличие от намагниченности ферромагнетика, сум-
марная z-проекция вектора l,

l(tot)z =

∫
lzdx,

не сохраняется даже для изотропного или одноосно-
го антиферромагнетика. Таким образом, для движе-
ния доменной стенки никаких специальных условий
типа несохранения z-проекции намагниченности не
требуется.

Несмотря на лоренц-инвариантный характер
структуры движущейся доменной стенки, на-
рушение этой инвариантности проявляется при
вычислении интегралов движения стенки. Исполь-
зуя форму энергии антиферромагнетика,

E(AFM) = T +W,

энергию доменной стенки, движущейся со скорос-
тью v, легко записать в виде

E(v) =
2E0√

1− v2/c2
− πD cosϕ0, (26)

где ϕ0 принимает фиксированные значения, скажем,
ϕ0 = 0 или ϕ0 = π, так что cosϕ0 = ±1. Таким
образом, зависимость E(v), как и для ферромагне-
тика, содержит две ветви, энергии стенок верхней
и нижней ветвей различаются на величину 2πD.
Вычисляя импульс доменной стенки по формуле
(8), получаем выражение, характерное для лоренц-
инвариантных моделей

P = 2E0
v

c
√
c2 − v2

, (27)

в которое, однако, входит только та часть «энер-
гии покоя» стенки, которая не зависит от констан-
ты Дзялошинского D. Зависимость энергии стенки
от ее импульса P , т. е. закон дисперсии E(P ), легко
представить в виде

E(P ) =
√

(2E0)2 + c2P 2 − πD cosϕ0, (28)

где, как и в формуле для E(v), cosϕ0 = ±1.
Формулы (26) и (27) определяют искомую зави-

симость энергии E и импульса P от скорости стен-
ки, т. е. их поведение при преобразованиях Лоренца.
В лоренц-инвариантной теории (D = 0) достаточ-
но ограничиться анализом неподвижных решений и
потом получить движущиеся решения из неподвиж-
ных с помощью преобразований Лоренца. При этом
энергия и импульс представляют собой две ком-
поненты четырехмерного вектора энергии-импульса
Pμ = (E/c,P), точнее, его двумерного аналога. Ес-
ли же D �= 0, то энергию можно представить как

сумму двух слагаемых, первое из которых есть ком-
понента четырехмерного вектора, а второе — четы-
рехмерный скаляр (инвариант преобразования Ло-
ренца). Таким образом, хотя в киральном антифер-
ромагнетике лоренц-инвариантность разрушена, су-
ществуют простые правила получения энергии и им-
пульса движущегося солитона из их значений для
неподвижного солитона. Отметим, что такое же по-
ведение имеет место для другой системы с нарушен-
ной лоренц-инвариантностью, антиферромагнетика
во внешнем магнитном поле, направленном вдоль
легкой оси [56].

Наличие двух типов стенок, т. е. двух ветвей за-
висимости E(v) или E(P ), ставит вопрос об устойчи-
вости одной из них. Для ферромагнетика ситуация
понятная: зависимость E = E(P ) однозначная и обе
стенки устойчивы. Для лоренц-инвариантной мо-
дели двухосного антиферромагнетика зависимость
E(P ) содержит две ветви и стенки верхней ветви
неустойчивы для всех значений скорости доменной
стенки [55]. Для кирального антиферромагнетика
лоренц-инвариантность нарушена и ответ на этот
вопрос заранее не очевиден.

Для анализа устойчивости движущейся домен-
ной стенки рассмотрим малые возмущения на ее
фоне,

θ(ξ, τ) = θ(ξ) + ϑ(ξ, τ), ϕ(ξ, τ) = ϕ0 + ψ(ξ, τ),

и исследуем поведение малых добавок ϑ(ξ, τ) и
ψ(ξ, τ). Для этого в полных уравнениях для θ(x, t),
ϕ(x, t) (23), (24) сделаем преобразование Лоренца

x→ ξ =
x− vt√
1− v2/c2

, t→ τ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

.

Понятно, что форма основных слагаемых с про-
изводными не поменяется, например,

∂2θ

∂x2
− 1

c2
∂2θ

∂t2
→ ∂2θ

∂ξ2
− 1

c2
∂2θ

∂τ2
,(

∂ϕ

∂x

)2

− 1

c2

(
∂ϕ

∂t

)2

→
(
∂ϕ

∂ξ

)2

− 1

c2

(
∂ϕ

∂τ

)2

,

но может измениться, вообще говоря, функциональ-
ный вид слагаемых, связанных со взаимодействием
Дзялошинского. Однако оказывается, что в линей-
ном приближении по переменным ϑ(ξ, τ) и ψ(ξ, τ)

эти слагаемые дают вклад только в уравнение для
ψ(ξ, τ), причем остается только слагаемое с dθ(ξ)/dξ
и не возникает производных ψ(ξ, τ) и ϑ(ξ, τ) по τ .

Для конкретного анализа удобно записать

ϑ(ξ, τ) = f(ξ) exp(iωτ),

ψ(ξ, τ) = [g(ξ)/ sin θ(ξ)] exp(iωτ),
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где θ(ξ) описывают невозмущенную доменную стен-
ку. Далее будем использовать безразмерную пере-
менную x = ξ/l0(v) и измерять скорость и частоту в
единицах соответственно c и

√
c2 − v2/x0. Линеари-

зованные уравнения для f и g образуют пару неза-
висимых уравнений на собственные значения, они
имеют вид

Ĥf = ω2f,
(
Ĥ + 2D

cosϕ0

chx

)
g = ω2g. (29)

При записи этих уравнений считалось, что ве-
личина dθ(ξ)/dξ ∝ 1/ ch ξ > 0 имеет определенный
знак, такой же, как выше при записи энергии до-
менной стенки.

Уравнения (29) содержат простой операторШре-
дингера Ĥ с безотражательным потенциалом,

Ĥ = − d2

dx2
+ 1− 2

ch2 x
,

для которого известен полный набор собственных
функций. Этот набор включает одно локализован-
ное состояние ψ0,

Ĥψ0 = 0, ψ0 ∝ 1

chx
,

и состояния непрерывного спектра, Ĥψk =

= (1 + k2)ψk, см., например, [55].
Легко видеть, что локализованные возмущения

переменной θ(ξ, τ), которые описывают трансляци-
онную голдстоуновскую моду с ω = 0, не наруша-
ют устойчивости доменной стенки. Эволюцию вто-
рой переменной ϕ(ξ, τ) определяют решения g ∝ ψ0,
f = 0; для нее знак ω2 определяется знакомD cosϕ0.
Для стенки с меньшей энергией D cosϕ0 > 0 и воз-
мущения ϕ на фоне стенки определяют собственную
моду колебаний с ненулевой частотой, ω2 > 0. Для
стенки верхней ветви D cosϕ0 < 0, ω2 < 0, т. е. от-
клонение ϕ от равновесного значения экспоненци-
ально нарастают, что определяет нестабильность до-
менной стенки верхней ветви. Получается, что стен-
ки нижней ветви зависимости E(P ) или E(v), для
которых D cosϕ0 > 0, устойчивы, а стенки верхней
ветви — неустойчивы при всех допустимых значе-
ниях скорости доменной стенки. Таким образом, ха-
рактер устойчивости доменной стенки такой же, как
для простейшей лоренц-инвариантной модели [55]:
из двух стенок с тем же значением импульса устой-
чива только одна, у которой энергия ниже.

Таким образом, можно сделать общий вывод, что
нарушение пространственной инверсии влияет на
динамику одномерных антиферромагнитных соли-
тонов в значительно меньшей степени, чем на ди-
намику солитонов в ферромагнетиках. Однако для

двумерных топологических солитонов (скирмионов)
такое влияние более существенно [57].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Начатые более шестидесяти лет назад исследова-
ния киральных магнетиков в настоящее время при-
вели к формированию бурно развивающейся облас-
ти физики магнетизма, имеющей большое влияние
на развитие прикладной физики. В значительной
мере это связано с солитонными аспектами про-
блемы, а именно, с возможностью реализации дви-
жения солитонов типа доменных стенок или скир-
мионов с немалыми скоростями. Для киральных
магнетиков динамика солитонов качественно иная,
чем для изученных ранее случаев стандартных фер-
ромагнетиков и антиферромагнетиков. Не менее
интересен и чисто теоретический аспект нелиней-
ной динамики, прежде всего солитонной динамики,
для киральных упорядоченных сред с нарушенной
фундаментальной симметрией относительно про-
странственной инверсии (P-инверсии). Принимая
во внимание то, что для любых магнетиков нару-
шена симметрия относительно отражения времени
(T-инверсии), возникает интересная возможность
исследования, в том числе экспериментальной реа-
лизации, динамики солитонов в нелинейных средах
с нарушением симметрии относительно P-инверсии
и T-инверсии. Авторы надеются, что анализ раз-
личных аспектов этой проблемы для магнетиков
различного типа поможет понять специфику общей
проблемы и увидеть возможные пути ее реализации
и практического применения.

Финансирование. Работа выполнена в
рамках программы НИТУ «МИСиС» (проект
№К2-2019-006), осуществляемой постановлением
правительства РФ от 16 марта 2013 г. №211.
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Предложено объяснение аномального опрокидывания подрешеток в антиферромагнитном
Cu(pz)2(ClO4)2. Здесь, благодаря близости моноклинной решетки к тетраэдической, в небольшом
магнитном поле опрокидывание подрешеток может сопровождаться переходом от одного к другому
антиферромагнитному вектору. Эти два вектора превращаются друг в друга под действием элементов
симметрии, утерянных при моноклинных искажениях решетки.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S004445102104009X

Поваров, Смирнов и Лэнди [1] обнаружи-
ли необычное явление в антиферромагнитном
Cu(pz)2(ClO4)2 (пиразин pz = C4H4N2). Переход,
который по поведению намагниченности выгля-
дит как опрокидывание подрешеток в магнитном
поле, согласно измерениям спектра антиферромаг-
нитного резонанса сопровождается неожиданным
изменением знака одной из констант анизотропии.

Атомы меди находятся в узлах почти квадрат-
ной ромбической решетки (рисунок а). Параметры
кристалла, исследованного в работе [1], равны

a = 14.072 Å, b = 9.786 Å,

c = 9.7810 Å, β = 96.458◦.

Антиферромагнитный обмен внутри атомных плос-
костей (b, c) сильно превосходит обмен между плос-
костями [2]. В результате в каждой плоскости уста-
навливается естественное двумерное упорядочение с
противоположными направлениями средних значе-
ний спинов ближайших соседей. Согласно нейтро-
нографическим данным [2], наблюдаемая трехмер-
ная обменная магнитная структура Cu(pz)2(ClO4)2
задается одним антиферромагнитным вектором 
,

составленным из четырех подрешеток с сигнатурой
указанной на рисунке a:

* E-mail: mar@kapitza.ras.ru

Стопка чередующихся плоскостей атомов меди в почти
тетраэдрическом кристалле Cu(pz)2(ClO4)2. Трансляция
b — горизонтальная диагональ ромба, c — вертикальная


 = s1 − s2 + s3 − s4. (1)

Если b = c и β = 90◦, то решетка становится тет-
раэдрической. При этом, независимо от того, как
устроен микроскопический обменный гамильтони-
ан, если имеется описанное выше антиферромагнит-
ное состояние 
, то обязательно, в силу симметрии,
возможно и альтернативное магнитное состояние с
сигнатурой, представленной на рисунке б:


̃ = s1 − s2 − s3 + s4. (2)

Энергии и вообще все характеристики состояний
(1), (2) будут одинаковыми1). Макроскопически эти
состояния различаются лишь поворотом легкой оси
в базисной плоскости на 90◦.

1) Сравни со случаем III §3 в работе Дзялошинского [3].
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Во внешнем магнитном поле при низких темпе-
ратурах энергии обсуждаемых состояний равны

E	 = E0 +
β1
2
�2z +

β2
2
�2y −

χ⊥
2

[
×B]2,

E	̃ = E0 +
β1
2
�̃2z +

β2
2
�̃2x −

χ⊥
2

[
̃×B]2,

(3)

где E0 — энергия основного состояния, β1 > β2 >

> 0 — константы анизотропии, χ⊥ — магнитная
восприимчивость, перпендикулярная векторам 
 и

̃, |
| = |
̃| = 1.

В параллельном базисной плоскости магнитном
поле �z = �̃z = 0. При этом, если поле ориентирова-
но под углом 45◦ к легким осям (Bx = ±By), энергии
двух альтернативных состояний остаются совпада-
ющими. В общем же случае вырождение снимается,
и уже в малом поле минимальной энергией будет
обладать то состояние, в котором легкая ось ориен-
тирована под углом ближе к оптимальному (90◦) по
отношению к полю.

При учете имеющихся малых отличий кристал-
лической решетки от тетраэдрической обменные
энергии состояний 
, 
̃ становятся разными. Как
правило, в кристалле в парамагнитной фазе име-
ются кристаллиты, повернутые относительно друг
друга на 90◦ в базисной плоскости. Согласно нейтро-
нографическим данным в кристаллитах, где транс-
ляция b горизонтальна, реализуется состояние 


(см. рисунок). Отсчитывая энергию от средней меж-
ду двумя обсуждаемыми состояниями в данном кри-
сталлите, припишем состоянию 
 малый отрица-
тельный обменный вклад −α/2, а состоянию 
̃ — по-
ложительную добавку +α/2. Поскольку состояние 
̃
было устойчивым в тетраэдрической решетке, оно и
при слабой моноклинности должно остаться устой-
чивым в малом.

Вообще говоря, при понижении симметрии
остальные магнитные характеристики, такие как
восприимчивость и величины констант анизот-
ропии, также должны стать слегка разными у
состояний 
̃ и 
. Кроме того, из-за потери ортого-
нальности (β = 96.458◦) появится дополнительный
вклад в анизотропию вида β3�y�z, приводящий к
слабому выходу антиферромагнитных векторов из
базисной плоскости. При этом должно возникать
разбиение на домены с противоположными зна-
ками сдвиговой деформации, которая и нарушает
ортогональность. Такие домены характеризуются
разными знаками константы β3. Эти эффекты,
однако, должны быть малыми по сравнению с
основным — расщеплением α энергии основного
состояния.

Формулы (3) в случае, когда магнитное поле па-
раллельно базисной плоскости, можно представить
в виде

E	 =E0 −
α

2
+
β2 − χ⊥B2

4
+
A−

4
cos 2(θ − ψ−),

E	̃ =E0 +
α

2
+
β2 − χ⊥B2

4
+
A+

4
cos 2(θ̃ − ψ+),

(4)

где

tg θ =
�y
�x
, tg θ̃ =

�̃y

�̃x
, tgϕ =

By
Bx

,

A± =
√
(χ⊥B2 cos 2ϕ± β2)2 + (χ⊥B2 sin 2ϕ)2,

tgψ± =
χ⊥B2 sin 2ϕ

χ⊥B2 cos 2ϕ± β2
.

Отсюда очевидно, что равновесные ориентации ан-
тиферромагнитных векторов равны θ = ψ− + π/2,
θ̃ = ψ+ + π/2. Переход аномального опрокидывания
происходит при условии E	 = E	̃ :

A+ −A− = 4α.

Решение этого уравнения дает критическое поле
аномального опрокидывания

Bc(ϕ) = Bsf

(
cos2 2ϕc sin

2 2ϕc
cos2 2ϕ− cos2 2ϕc

)1/4

, (5)

где Bsf =
√
β2/χ⊥ — поле обычного опрокидывания

подрешеток, ϕc — критический угол, определяемый
соотношением cos 2ϕc = 2α/β2. Аномальное опроки-
дывание наблюдается в интервале углов 0 ≤ ϕ <

< ϕc при выполнении условия α < β2/2. Минимум
критического поля достигается при ϕ = 0 и равен
Bc(0) = Bsf

√
cos 2ϕc.

Согласно формуле (5), при приближении к кри-
тическому углу ϕc должен происходить резкий рост
величины критического поля, что соответствует экс-
периментальным наблюдениям в антиферромагнит-
ном Cu(pz)2(ClO4)2 при ϕ→ 10◦ [1]. Спектр магнит-
ного резонанса в поле B > Bc при ϕ = 0 должен сов-
падать со спектром колебаний вектора 
 в базисной
плоскости при направлении поля вдоль оси c. Зна-
чение параметра Δa = 14± 2 ГГц в предложенной в
работе [1] эмпирической формуле, однако, оказыва-
ется несколько больше ожидаемого значения Δx =

= 11 ± 2 ГГц [1], что, возможно, связано с упомя-
нутыми выше различиями характеристик, возника-
ющими из-за моноклинных деформаций.
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Мне приятно, что настоящая заметка принята
в номер журнала, посвященный 90-летию Игоря
Иехиэльевича Дзялошинского, который своими за-
мечательными статьями в ЖЭТФ в существенной
степени определил современное состояние теории
антиферромагнетизма.
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Many years have passed since the first observa-
tion of helical spin structures in cubic B20 com-
pounds FeGe [1] and MnSi [2]. However, helimagnets
with Dzyaloshinskii–Moriya (DM) interaction [3,4] are
among the most studied systems in contemporary con-
densed matter physics. In particular, this interest is
stimulated by rather simple but fancy phase diagram
which includes topologically lattice (A-phase) [5]. The
theoretical descriptions [6,7] pointed out that the com-
petition between the ferromagnetic exchange interac-
tion and the antisymmetric DM interaction is balanced
in the homochiral helical magnetic structure.

Mixed B20 compounds like Mn1−xFexSi or
Mn1−xFexGe are characterized by additional pa-
rameter x which allows fine tuning for the system
properties. In Mn1−xFexGe its variation leads to
change of the sign of magnetic chirality at xc ≈ 0.75

[8, 9], where the system is in ferromagnetic state due
to cubic anisotropy [10].

* E-mail: grigoryev_sv@pnpi.nrcki.ru

The isostructural solid solutions Mn1−xFexSi also
reveal intriguing properties upon Fe concentration
growth. The substitution of manganese by iron sup-
presses the helical order [11]. Neutron scattering stud-
ies [12, 13] together with magnetic susceptibility and
specific heat measurements [11, 14–16] discovered a
quantum critical point (QCP) described as a suppres-
sion of the spiral phase with long-range order (LRO)
in Mn1−xFexSi. As it was shown in Refs. [13, 15, 16],
this QCP located at xc ≈ 0.11–0.12 is hidden by an
extensive phase of spin helix fluctuations. This fluctu-
ation regime, sometimes referred to as chiral spin liquid
[17, 18], vanishes at about x ≈ 0.24.

Both magnetic susceptibility measurements
and neutron scattering experiments demonstrate
a short-range order (SRO) and a crossover to the
helix fluctuating regime [13, 19–21]. The crossover
temperature TDM decreases with x and becomes
zero at xDM ≈ 0.17 [12, 22]. It was shown that the
temperature TDM is proportional to the spin wave
stiffness of the compounds Mn1−xFexSi [23]. One
concludes that these compounds at x ∼ xDM ≈ 0.17

represent the only known example of the system,
where ferromagnetic exchange approaches zero but
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Fig. 1. (Color online) Temperature–concentration (T–x) phase
diagram of the Mn1−xFexSi compounds and the helix wave
vector k as a function of x. The data taken from several stu-
dies [12, 13, 23] are combined with data of the present work.

The dashed lines are the guides for an eye

DM interaction is finite and provides chiral rotation of
spins in magnetic fluctuations.

In the present paper, we study the critical fluctua-
tions in DM helimagnets Mn1−xFexSi by means of po-
larized neutron scattering. Three samples with x =

= 0.10, x = 0.15, and x = 0.20 are selected so as
to represent three different regimes: namely close to
the quantum critical point x ∼ xc, close to the con-
centration with zero ferromagnetic exchange xDM , and
beyond this concentration, respectively.

The series of Mn1−xFexSi single crystals with x =

= 0.10, 0.15, 0.20 were grown using the Czochralski
technique at the Institute of Condensed Matter Physics
(Braunschweig, Germany). These samples were pre-
pared as cylinders with a height of 15–20 mm and a
diameter of 5–6 mm.

The temperature–concentration (T –x) phase dia-
gram is shown in Fig. 1. One can see (in accord with
Refs. [13, 15, 16, 19]) that Tc, which indicates a phase
with LRO, reaches zero at xc ≈ 0.11–0.12, while the
temperature band of the fluctuating helix regime in-
creases with x. The decrease in Tc is accompanied by
the linear with x increase in the helix wave vector k, as
shown in Fig. 1.

The polarized small-angle neutron scattering
(SANS) was performed using the D22 instrument at
the Laue–Langevin Institute (Grenoble, France). The
[110] axis of the single crystal was oriented parallel to
the neutron beam with an accuracy of 5◦. A polarized
neutron beam with initial polarization P0 = 0.93 and
mean wavelength λ = 0.60 nm was used. The scattered

neutrons were detected with a 2D position sensitive
detector. The beam divergence was tuned from 1 to
10 mrad to set the Q-range and Q-resolution optimal
for an individual sample (Q is a momentum transfer).
With these settings, we were able to cover the Q-range
from 2 ·10−2 to 2 nm−1. A weak magnetic field (1 mT)
guiding the polarization P0 was applied along the Qx.
The temperature was set in the range from 1.7 to
60 K with accuracy of the order of 0.05 K. As a result,
we obtain the maps of polarized SANS intensities at
various temperatures for three samples with different
x. A background intensity maps were taken for all
samples at high temperature (T = 60 K) when no
magnetic scattering is observed. These background
maps were subtracted from the other scattering maps
of the given sample. The software GRASP developed
at the ILL (Grenoble) were used for the primary data
reduction [24].

Figure 2 shows the maps of the polarized SANS in-
tensities with the polarization along P0. One can fol-
low the evolution of the scattering patterns with tem-
perature (vertical axis) and the concentration (horizon-
tal axis). The whole diagram can be qualitatively de-
scribed in the following way. No scattering is observed
at the temperature of 15 K for all three concentra-
tions. Upon lowering temperature to 9 K, the blurred
but well detectable scattering appears for the sample
with x = 0.10, while the samples with x = 0.15 and
x = 0.20 show no scattering, demonstrating absence
of short-range magnetic correlations. Further temper-
ature lowering to 5 K forms a well-defined “half-moon”
image (which is typical for chiral helimagnets) for the
sample with x = 0.10. For the ones with x = 0.15 and
x = 0.20, it results in the appearance of the blurred im-
ages. At T = 2 K, the scattering for the sample with
x = 0.10 is almost the same, whereas for the sample
with x = 0.15, a slightly blurred half-moon image ap-
pears. For the most disordered sample with x = 0.20,
the image is still far from being well-defined half-moon.
We note that the scattering is strongly asymmetric in
all cases. The latter is typical for the critical scattering
above Tc in the MnSi system [20,21, 25].

Similarly to Ref. [26], we treated the obtained data
using the following mean-field form of the neutron cross
section which is appropriate for the disordered fluctu-
ating phase in these compounds (T > Tc) [20, 25]:

dσ

dΩ
=
r2T

A

k2 + κ2 +Q2 + 2 sgn (D) kQ ·P0[
(Q+ k)

2
+ κ2
] [

(Q− k)
2
+ κ2
] . (1)

Here Q is the scattering vector, r is the classical elect-
ron radius, κ is the inverse correlation length of the
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Fig. 2. (Color online) Maps of the polarized SANS intensities plotted on the T–x phase diagram for Mn1−xFexSi system for the
polarization P0 along the guide field
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Fig. 3. (Color online) Q-dependence of the azimuthally ave-
raged scattering intensity for the Mn1−xFexSi system with

x = 0.10, 0.15, 0.20 at T = 2.0 K

critical fluctuation, A is the spin wave stiffness at low
temperatures, D is the Dzyaloshinskii constant, and
P0 is the incident polarization of neutrons. The cross
section (Eq. (1)) has several features provided by DM
interaction.

(i) Due to the second term of the product in the
denominator, the scattering intensity should form a
sphere of radius Q = k with a width of κ. The scalar
variables in (Q − k)2 are due to isotropic DM interac-
tion.

(ii) The intensity has the Lorentzian shape typical
for critical fluctuations.

(iii) The scattering intensity is strongly oriented
along the incident neutron polarization since the nu-
merator of Eq. (1) is maximal at P0 parallel to Q and
it is minimal at P0 antiparallel to Q.

The chirality of the critical fluctuations can be esti-
mated via measurement of the polarization of the scat-
tering:

Ps(Q) =
σ(P0)− σ(−P0)

σ(P0) + σ(−P0)
= − 2kQP0 cosφ

Q2 + k2 + κ2
, (2)

where φ is the angle between P0 and Q, and we use
Eq. (1) to express its value via parameters Q, k and κ.

For quantitative analysis, the intensity maps were
azimuthally averaged. Examples of the radial pro-
files (the Q-dependence of the scattering intensity) are
shown in Fig. 3. As it is well seen in Fig. 3, the position
and the width of the observed peak differ for the three
samples. The scattering curve I(Q) can be well de-
scribed by the Lorentzian at high temperatures, which

Fig. 4. Temperature dependence of the inverse correlation
length of helical fluctuations for the Mn1−xFexSi system with
x = 0.10, 0.15, 0.20 in the log-log scale (the line denoted “res”

shows the level of the instrumantal resolution)

can be ascribed to the scattering on the critical fluc-
tuations of the helical structure, whereas at low tem-
peratures, I(Q) is described by the sum of the Gaus-
sian and Lorentzian for the samples with x = 0.10 and
x = 0.15; Gaussian term being attributed to the limi-
tation of the instrument resolution, which exceeds the
value of 0.12 nm−1 (see Fig. 3, curve for x = 0.10).

The whole set of the experimental data obtained
by polarized SANS was fitted to Eq. (1). The position
of the maximum k (the helix wavevector) and inverse
correlation length κ of the helix were obtained as a re-
sult of the fit. The wave vector does not change with
the temperature within the error bars for the individ-
ual sample. It is equal to 0.72 nm−1, 0.90 nm−1, and
0.94 nm−1 for the samples with x = 0.10, 0.15, and
0.20, respectively. Interesting to note that the wave
vector changes linearly with the concentration in the
range of x = 0–0.15 and saturates at the concentration
x larger that 0.15 (see Fig. 1). It is correlated to the
range with the finite crossover temperature TDM in the
Mn1−xFexSi compounds.

The temperature dependence of the inverse corre-
lation length κ is shown in Fig. 4. As it was noticed
above, the value of κ is resolution limited for the com-
pound with x = 0.10 for the low temperature range.
It saturates with lowering temperature at Tc = 3.0 K
(x = 0.10). In contrast, for the sample with x = 0.15,
κ tends to saturate at larger value, disorder-induced κd
(see below). For the sample with x = 0.20, κ does not
saturate at all.
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We observe (it was also noted in Refs. [20,25]) that
the polarization Ps (Q = k) is close to 1 at low tempera-
ture even for the most disordered sample with x = 0.20,
which shows that DM interaction is still present and
makes short fluctuations chiral. Upon increase of tem-
perature, the polarization Ps was found to decrease
smoothly.

The behaviour observed experimentally can be
qualitatively understood using the assumption that Fe
ions introduce the defect antiferromagnetic (AF) bonds
in the system. First of all, strong AF bonds lead to
significant lowering of the spin wave stiffness, Tc, and
TDM . The latter becomes zero at x = xDM . Moreover,
according to the theory of Ref. [27], strong AF bonds
can lead to large variation of the helical vector even at
small concentrations (see Fig. 1).

It is well-known that the strong frustrating defect
bonds with finite concentration destroy the long-range
order in the two-dimensional collinear magnets. In-
stead, the SRO order of the glassy phase emerges in
the system [28, 29]. Strong defects lead to additional
rotations of spins, δϕ(r), in the classical ground state
of the system. For a single defect bond, they can be
described as the dipolar field (cf. Refs. [27, 30]),

δϕ(r) =
d · r
rD

, (3)

where d is the dipole moment of the defect bond, r

is the distance from the defect bond, and D is the di-
mension of the system. After averaging over disorder
configurations, one gets for mean squared transverse
fluctuation of the ordered moment M [31]:

〈M2
⊥〉 ∼ xM2

∫
dDr δϕ2(r). (4)

In two-dimensional systems, this integral diverges as
a logarithm on large distances and the cut-off (disor-
der-induced correlation length ξd) should be intro-
duced. Importantly, ξd is finite for every nonzero con-
centration x. In three-dimensional systems, the same
scenario can occur at finite concentrations xc if the dis-
order is strong enough [29]. Correlation length can be
estimated using the condition

1 = x

ξd∫
d3r δϕ2(r), (5)

which at x > xc yields

ξd ∼ (x− xc)
−1. (6)

Note, that the correlation length ξd is temperature-
independent since its nature is pure classical.

In the considered mixed B20 helimagnet, the LRO
disappears at xc ≈ 0.11. The correlation length ξd
decreases from infinity at xc to finite values at larger
Fe concentrations. We denote disorder-induced inverse
correlation length as κd. When discussing polarized
neutron scattering data, κ2d should be added into the
denominator of Eq. (1) and considered as a part of κ2

along with temperature-dependent contribution κ2T as
the system has effective size ξd [32].

Thus, we arrive to the following qualitative picture.
The sample with x = 0.10 has κd = 0 and behaves
like pure MnSi with lower Tc and TDM values due to
AF bonds-induced lowering of the spin-wave stiffness.
Half-moon patterns and sharp peaks in the neutron
scattering (see Figs. 2 and 3), and peaks in magnetic
susceptibility [22] near Tc are well pronounced due to
mean-field denominator propotional to (Q− k)2 + κ2T .

For the sample with x = 0.15, the inverse corre-
lation lenght κd is nonzero and it is smaller than k.
It leads to the highly chiral fluctuating phase at T <

< TDM , but suppresses the growth of the critical fluc-
tuations so naturally seen at x < xc. Moreover, since
κ has a tendency to saturation upon temperature low-
ering (see Fig. 4), apparently there should be a transi-
tion to frozen SRO phase (like in usual spin-glasses, see
Ref. [33]) with correlation length larger than the spi-
ral period. In the polarized neutron images, such be-
haviour results in blurred half-moon patterns, whereas
in magnetic susceptibility measurements [22] there is a
broad maximum.

At x = xDM , spin wave stiffness becomes zero, and
a possible qualitative description of the experimental
data observed at x > xDM (e. g., blurred SANS maps
and negative Curie–Weiss temperature) can be based
on a domination of the AF interaction in the sample.
Concentration xDM itself is very peculiar, its vicinity
in T –x phase diagram should reveal intriguing proper-
ties of the fluctuating highly chiral helical state with
the shortest period possible for such systems. The cor-
relation length of these fluctuations are affected by two
factors not related to temperature: disorder induced
by the AF bonds and DM interaction destabilizing
the ferromagnetic order. A detailed description of the
situation in the vicinity of xDM requires further exper-
imental studies.
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Рассчитаны свойства двумерной электронной системы с низкой плотностью (n � 1) с сильным локаль-
ным притяжением Хаббарда U > W (W — ширина зоны) в присутствии сильного случайного потенциала
V , равномерно распределенного в диапазоне от −V до +V . Учитывались электронные прыжки только на
соседние узлы квадратной решетки при W = 8t. Расчеты осуществлялись на решетке 24× 24 с периоди-
ческими граничными условиями. В рамках подхода Боголюбова – де Жена наблюдалось появление неод-
нородных состояний пространственно разделенной ферми–бозе-смеси куперовских пар и неспаренных
электронов с образованием капель бозонов разного размера в матрице непарных нормальных электрон-
ных состояний. Наблюдался эффект уменьшения размера капли (от более крупных капель до отдельных
биэлектронных пар) при уменьшении электронной плотности при фиксированных значениях притяжения
Хаббарда и случайного потенциала. Полученные результаты важны для построения фазовой диаграммы
и понимания природы фазового перехода между сверхпроводящим, нормальным металлическим и лока-
лизованными состояниями в квазидвумерном (тонкая пленка) грязном металле. В более практическом
смысле полученные результаты интересны также для экспериментального внедрения сверхпроводящих
кубитов на квантовых схемах с высоким импедансом в гранулированных сверхпроводниках.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040118

1. ВВЕДЕНИЕ

Влияние сильного беспорядка на сверхпроводи-
мость уже давно является предметом большого ин-
тереса как теоретически [1–7], так и эксперимен-
тально в тонких пленках [8, 9] и гранулированных
сверхпроводниках, используемых в качестве плат-

* E-mail: mkagan@hse.ru
** E-mail: eugen_mazur@mail.ru

формы для сверхпроводящих кубитов [10]. Обще-
принятой физической картины разрушения сверх-
проводящего состояния и природы нормального со-
стояния пока не выявлено. Часть теоретических ра-
бот [1–7] предполагает, что амплитуда спаривания
Δ(r) однородна в пространстве (не зависит от r) да-
же для сильно неупорядоченной системы. В рабо-
тах [7, 11, 12] было решено уравнение Боголюбова –
де Жена в реальном пространстве, однако квазибо-
зонный предел низких электронных плотностей не
был полностью исследован.
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В настоящей статье мы рассмотрим двумерную
модель Хаббарда с притяжением U для s-волново-
го сверхпроводника при низких температурах T в
сильном случайном потенциале V и проанализиру-
ем эту модель подробно в рамках подхода Боголюбо-
ва – де Жена (БдЖ), принимая во внимание как ре-
шения с положительными значениями энергии En,
так и решения с отрицательными значениями энер-
гии электронной системы [13, 14]. Наша цель со-
стоит в том, чтобы наблюдать, как амплитуда ло-
кального спаривания Δ(r) изменяется в простран-
стве в присутствии беспорядка в диапазонах пара-
метров как сильного эффекта притяжения Хаббар-
да U > W , так и сильного беспорядка V > W при
низких концентрациях электронов n = 0.125–0.3, ко-
торые еще не проанализированы. Мы также стави-
ли цель изучить влияние пространственных неодно-
родностей на физически значимые корреляционные
функции.

Следует отметить, что в последнее время экспе-
риментальные усилия для создания сверхпроводя-
щих кубитов на квантовых схемах с высоким им-
педансом в гранулированных сверхпроводниках [10]
снова делают актуальной проблему построения фа-
зовых диаграмм и понимания природы фазового пе-
рехода из нормального состояния в сверхпроводник
и перехода изолятор–сверхпроводник в тонких плен-
ках грязного металла s [9, 10]. В заключение при-
ведем некоторые комментарии о следствии наших
результатов в отношении интерпретации опытов на
неупорядоченных тонких пленках.

2. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО
СЛУЧАЯ И ПОСТАНОВКА МОДЕЛИ

Рассмотрим двумерную модель Хаббарда неупо-
рядоченного сверхпроводника s-типа с короткодей-
ствующим притяжением между носителями, описы-
ваемую гамильтонианом:

H = −t
∑
i,j,σ

(
c†j,σci,σ +H.c.

)
+ U
∑
i

ni↑ni↓ +

+
∑
i,σ

(Vi − μ)niσ. (1)

Здесь первое слагаемое описывает кинетическую
энергию, t соответствует перескокам на соседние уз-
лы квадратной решетки, U = − |U | — амплитуда
хаббардовского потенциала притяжения на одном
узле, c†iσ(ciσ) — операторы рождения (уничтожения)
электрона со спином σ на узле решетки ri, ni,σ — ло-
кальная плотность электронов на узле i для одной

компоненты спина, μ— химический потенциал. Слу-
чайный потенциал Vi выбирается независимо для
каждого узла и регулируется с помощью случайно-
го равномерного распределения в диапазоне [−V, V ].
Таким образом, V контролирует интенсивность диа-
гонального беспорядка в системе.

Запишем уравнения БдЖ для функции Боголю-
бова, т. е. для боголонов в виде «электронов» и в
виде «дырок», участвующих в спаривании [13, 14]:

− t
∑

±x̂,±ŷ
un (ri ± x̂,±ŷ) + (U (ri) + Vi − μ) ×

× un (ri) + Δi · vn (ri) = Enun (ri) , (2)

Δ∗
i · un (ri) + t

∑
±x̂,±ŷ

vn (ri ± x̂,±ŷ) −

− (U (ri) + Vi − μ) vn (ri) = Envn (ri) . (3)

Здесь En — энергия возбуждений в системе, μ — хи-
мический потенциал в присутствии случайного диа-
гонального беспорядка V , U (ri) — потенциал сред-
него поля на узле ri [13,14], Δ(ri) — потенциал спа-
ривания на узле ri [13, 14]. Для того, чтобы пра-
вильно учитывать как потенциал спаривания, так
и химический потенциал μ в системе, что требует
учета состояний, лежащих ниже уровня Ферми, мы
будем удерживать решения системы (1), (2) как с
положительными значениями энергии En, так и с
отрицательными значениями энергии электронной
системы. Наиболее важные вклады в плотность со-
стояний электронов n (ri, E) на узле решетки ri при-
водят к выражению [13]

n (ri, E) = 2
∑
n

[
|un (ri)|2 fn+ |vn (ri)|2 (1−fn)

]
×

× δ (E − En) , (4)

где fn = 1/ [exp (En/kT ) + 1] — функция распреде-
ления Ферми –Дирака для заданного значения энер-
гии возбужденияEn. Химический потенциал μ опре-
деляется из условия самосогласования для плотно-
сти частиц n (что соответствует среднему числу
электронов на узле):

1

N

∑
i

ni = 2
∑
i

∑
n

[
|un (ri)|2 fn +

+ |vn (ri)|2 (1− fn)
]
= n. (5)

Чтобы получить условия нормировки для соб-
ственных функций, мы исходим из соотношения [14]∑

n

[un (r) u
∗
n (r

′) + vn (r) v
∗
n (r

′)] = δ (r − r′) .
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Предполагаем, что как r, так и r′ лежат в преде-
лах ячейки с радиус-вектором Ri. Проинтегрируем
по r′ по площади ячейки Ri при условии, что внутри
ячейки un (r) = un (Ri), vn (r) = vn (Ri). Пусть Si бу-
дет равно площади элементарной ячейки, Si = S/N .
В результате получаем∑

n

[un (Ri)u
∗
n (r

′) + vn (Ri) v
∗
n (r

′)]Si =

=

∫
Si

dr δ (r − r′) = 1.

Было принято во внимание, что в процессе интегри-
рования по ячейке Ri по r в процессе интегрирова-
ния переменная r совпадает с r′. Теперь проинтегри-
руем полученное выражение по r′ в предположении
выполнения равенства∑

n

[
un (Ri)u

∗
n (Ri)

∗
+ vn (Ri) v

∗
n (Ri)

]
SiSi = Si

внутри ячейки, так что∑
n

[
un (Ri)u

∗
n (Ri)

∗ + vn (Ri) v
∗
n (Ri)

]
=

=
1

Si
=
N

S
= nknots,

где nknots — концентрация ячеек (узлов) в простей-
шем случае, рассматриваемом здесь. Когда мы вы-
полняем пространственное усреднение в пределах
элементарной ячейки типа

∑
n

[
|vn (ri)|2

]
, появляет-

ся множитель n−1
knotsS, который приводит к исчезно-

вению множителя nknots в правой стороне условия
нормировки. Следовательно, можно эффективно за-
писать условие нормировки в стандартной форме∑

n |un (ri)|
2
+
∑

n |vn (ri)|
2
= 1. При суммировании

следует учитывать как состояния с положительной
энергией, так и состояния с отрицательной энерги-
ей. В формулах (1), (2) в дополнение к случайному
потенциалу Vi учитывается потенциал среднего по-
ля U (ri) на узле ri [13, 14]. Это дает [15]

Ui ≡ U (ri) =

= −U
∑
n

[
|un (ri)|2 fn + |vn (ri)|2 (1− fn)

]
. (6)

Вводя хартри-фоковский сдвиг химического по-
тенциала μi = μ+U nel(ri)

2 , перепишем формулы (2),
(3) через эффективный химический потенциал μi,
который зависит от сайта i:

− t
∑

±x̂,±ŷ
un (ri ± x̂,±ŷ) + (Vi − μi)un (ri) +

+Δi · vn (ri) = Enun (ri) , (7)

Δ∗
i · un (ri) + t

∑
±x̂,±ŷ

vn (ri ± x̂,±ŷ) −

− (Vi − μi) vn (ri) = Envn (ri) . (8)

В (7), (8) μi имеет вид

μi = μ+U
∑
n

[
|un (ri)|2 fn+ |vn (ri)|2 (1−fn)

]
. (9)

В то же время потенциал спаривания Δ(ri), фигу-
рирующий в (2), (3), (7), (8), может быть записан
как [13, 14]

Δ(ri) = U
∑
n

un (ri) v
∗
n (ri) (1− 2fn) . (10)

Исходя из начального предположения для
Δi (ri) ≡ Δi и μ, мы численно решали уравнения
БдЖ (2)–(10) для собственных значений En и
для собственных векторов (un (ri)), (vn (ri)) на
конечной 2D-решетке из N × N узлов с периодиче-
скими граничными условиями. Затем рассчитывали
величины амплитуд (un (ri)), (vn (ri)) для конкрет-
ных узлов и устанавливали численное значение
концентрации боголонов вида u в сумме по со-
стояниям nu,σ (ri) =

∑
n |un (ri)|

2
fn и боголонов

вида v nv,σ (ri) =
∑

n |vn (ri)|
2 (1 − fn) �= nu,σ (ri)

при низких температурах. Далее мы рассчиты-
вали амплитуду локального спаривания Δ(ri) =

= U
∑
n un (ri) v

∗
n (ri) (1− 2fn) на каждом узле и

значение плотности боголонов типа u и v на узлах
ri. Мы повторяли итерационный процесс вплоть
до достижения самосогласования для Δi и ni на
каждом узле.

3. МЕТОДИКА РАСЧЕТА

В данной работе мы исследовали решетку с
24 × 24 ячейками с периодическими граничными
условиями. Расчет начинался со случайными зна-
чениями Δi и μ̃i на каждом из узлов, после че-
го выполнялась процедура численной диагонализа-
ции полученного гамильтониана с помощью библио-
теки программ языков программирования maple и
math-lab. В результате были найдены собственные
векторы un (ri) , vn (ri) и собственные значения En
системы.

После этого Δi и μ̃i вновь пересчитывались из
соотношений (10) и (9) и снова использовались в
качестве начальных значений на входе самосогла-
сованного цикла. Цикл выполнялся до сходимости
значений Δi и μ̃i на каждом узле с заданной точнос-
тью. Длительность процедуры на компьютере НИЦ
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КИ составляла несколько часов. Модель (1) иссле-
довалась для диапазона параметров 1 < |U |/t < 10

и 0 < V/t < 12 на решетке размером N = 24×24 уз-
ла. В исследовании также рассматривались низкие
концентрации n = 0.125 при низкой температуре.
Величина энергетической щели Egap определяется
как наименьшее положительное собственное значе-
ние энергии. Соответственно, Δi — значение пара-
метра порядка на i-м узле, V — амплитуда беспо-
рядка, значения Egap и Δop, так же как и все ре-
зультаты, если не указано иное, были усреднены по
25 запускам с различными распределениями случай-
ного беспорядка. В расчетах также использовался
программный пакет QUANTUM ESPRESSO Version
6.2.1 [16, 17] и расчетные визуализаторы.

4. ТЕНДЕНЦИИ В СИСТЕМЕ С
УМЕРЕННЫМ БЕСПОРЯДКОМ ПРИ

УВЕЛИЧЕНИИ U

Первый вариант расчета в рамках уравнений Бо-
голюбова – деЖена (2)–(10) был выполнен при тем-
пературе, близкой к нулю, на узлах сетки N =

= 24×24 при крайне низкой концентрации электро-
нов n = 0.15 в пределе очень сильного притяжения
между электронами U = −10t. Расчеты выполнены
для умеренного беспорядка V = 2. На рис. 1 показа-
ны тенденции, проявляющиеся при увеличении |U |
в виде возникающих зависимостей пространствен-
ного распределения электронной плотности (левый
столбец), электронной щели Δ (правый столбец) и
величины, характеризующей сосуществование ды-
рок и электронов в реальных условиях (смешива-
ние частица–дырка) (средний столбец). Видно, что
последняя величина коррелирует с Δ. Распределе-
ния всех величин при увеличении U (что влияет на
эффект локализации на отдельных участках) пред-
ставлены на рис. 1.

Как видим из рис. 1, при низких концентрациях
электронов n = 0.15 система даже при умеренных
значениях беспорядка проявляет тенденцию к обра-
зованию капель параметра порядка, пространствен-
ное расположение которых коррелирует с простран-
ственным распределением плотности электронов в
системе (правый столбец), а также со значением, ха-
рактеризующим сосуществование дырок и электро-
нов в реальном пространстве. Электроны в систе-
ме расположены в областях с малыми значениями
беспорядка. При рассмотренных параметрах систе-
ма не является изолятором, так как распределение
электронов в пространстве не разбилось на отдель-

ные изолированные области. При малых концентра-
циях система проявляет свойства бозонного метал-
ла, носителями которого являются бозонные класте-
ры, состоящие из нескольких электронных пар.

Чтобы охарактеризовать относительную локали-
зацию пар, на рис. 2 показаны графики зависи-
мости математического ожидания ΔiΔj , описываю-
щего корреляцию пространственного расположения
пар, для ряда значений концентрации для данных U
и V . В приведенных выше расчетах мы не усредня-
ли конфигурации беспорядка, все результаты пред-
ставлены для одной реализации беспорядка.

Как видно из рис. 2в, значение концентрации n =

= 0.4 соответствует близости системы к переходу в
состояние с полным отсутствием спаривания элек-
тронов (с исчезновением параметра порядка одно-
временно на всех узлах). Из рис. 2 следует, что при
всех значениях концентрации электронов в систе-
ме устанавливается дальний порядок, так что пре-
валирует состояние с парами, расположенными на
максимальном расстоянии друг от друга (рис. 2).
Как видно из рис. 2, одной и той же пространствен-
ной конфигурации взаимного расположения элек-
тронных пар соответствует много значений корре-
лятора. Таким образом, система не демонстриру-
ет четкую зависимость математического ожидания
ΔiΔj от взаимного пространственного расположе-
ния пар электронов. Анализ поведения математи-
ческого ожидания ΔiΔj (рис. 2), которое отвечает
за пространственное распределение пар в системе,
не позволяет сделать вывод, что при этих парамет-
рах система является диэлектриком. Отметим, что
в данном разделе мы указали определенные преде-
лы значений параметров, соответствующих перехо-
ду системы в состояние изолятора.

5. РАСЧЕТЫ ДЛЯ ЧРЕЗВЫЧАЙНО НИЗКИХ
ПЛОТНОСТЕЙ И СЛАБОГО БЕСПОРЯДКА

Расчеты, аналогичные [18–20], но для ранее не
исследованной области предельно низкой концен-
трации электронов n = 0.125, были выполнены при
ненулевой температуре на сетке N = 24 × 24 узлов
для U = −10t. Результаты предыдущего раздела до-
полнены расчетами для слабого беспорядка с ампли-
тудами V = 0.25, 2.0, 4.0, 10.0. Для U = 10 и V = 2

рис. 3 показывает, как увеличение концентрации n
влияет на характер и масштаб уменьшения среднего
параметра спаривания Δop и на величину Egap при
изменении концентрации от n = 0.18 до n = 0.20.
Результаты усреднены по пяти конфигурациям.
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Рис. 1. Пространственное распределение щели в спектре электронов Δ (правый столбец), концентрация электронов (ле-
вый столбец) и величина, характеризующая сосуществование дырок и электронов в реальном пространстве (средний
столбец). Верхняя строка соответствует |U | = 2t, V = 2t, вторая строка при отсчете сверху вниз соответствует |U | = 4t,
V = 2t, третья строка соответствует |U | = 10t, V = 2t, нижняя строка, представленная здесь для сравнения, соответ-

ствует |U | = 10t, V = 10t. Расчеты выполнены для малой электронной плотности n = 0.15

Наличие минимума на зависимости Egap от сте-
пени разупорядочения V (рис. 4а) согласуется с ре-
зультатами [18–20]. На рис. 5, 6 показаны зависи-
мости пространственного распределения Δ (левые
столбцы), электронной плотности (правые столбцы)

и величины, характеризующей сосуществование ды-
рок и электронов в реальном пространстве (смеши-
вание частиц с дырками, средние столбцы) для раз-
личных амплитуд V степени беспорядка в системе.
Для каждого конкретного изображения мы исполь-
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Рис. 2. Зависимости математического ожидания ΔiΔj , отражающего пространственное распределение электронных пар,
от расстояния между парами, выраженного в постоянных решетки. Серия графиков представлена с изменением средней

концентрации для V = 8 и U = 6: n = 0.07 (а), 0.30 (б), 0.40 (в)

Рис. 3. Зависимости среднего параметра спаривания Δop

(а) и величины Egap (б) от электронной плотности в диа-
пазоне от n = 0.16 до n = 0.22, U/t = −10, V = 2,

температура T = 0.01 для решетки с 24 × 24 узлами

зуем собственнуюшкалу контрастности от белого до
черного, поэтому некоторые конфигурации выгля-
дят блеклыми по сравнению с другими из-за кон-
кретной реализации беспорядка.

6. РАСЧЕТЫ ДЛЯ МАЛЫХ
КОНЦЕНТРАЦИЙ ЭЛЕКТРОНОВ В

ДИАПАЗОНЕ БЕСПОРЯДКА ОТ НИЗКИХ
ДО ВЫСОКИХ ЗНАЧЕНИЙ

В данном разделе представлены результаты рас-
четов в широком диапазоне степени беспорядка с
амплитудами V = 0.5, 6.0, 10.0 для системы 24× 24

с плотностью n = 0.15.

Из рис. 5 видно, что до определенных значений V
(порядка 5) четко прослеживается корреляция меж-
ду левым и средним столбцами. На рис. 5 показан
переход от капель параметра порядка к отдельным
парам электронов — бозонам, с увеличением степе-
ни беспорядка в системе. Вопрос относительно пере-
хода к предельной величине беспорядка, при кото-
ром наша система переходит от бозе-металла к бозе-
изолятору, на рис. 5 остается открытым и требует
дополнительного исследования. Таким образом, на-
ша задача разделена на две независимые проблемы:
проблему бозе-металла и проблему бозе-изолятора
для значений беспорядка, превышающих критиче-
ское значение, с распределением капель парамет-
ра порядка, содержащих бозе-состояния. Сравнивая
все три столбца рис. 5, можно сделать вывод, что су-
ществует также фаза, в которой большинство элек-
тронных пар локализовано, а меньшая часть делока-
лизованных пар движется на фоне такого состояния
бозе-изолятора.

На рис. 6 показаны значения |un (ri)|2 + |vn (ri)|2
с положительными значениями энергии для первых
трех возбуждений для V = 0.5, 4.

7. РАСЧЕТЫ ДЛЯ ВЫСОКОЙ СТЕПЕНИ
БЕСПОРЯДКА В ДИАПАЗОНЕ

ЭЛЕКТРОННОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ ОТ
НИЗКИХ n = 0.15 ДО СРЕДНИХ n = 0.32

ЗНАЧЕНИЙ

В данном разделе представлены результаты рас-
четов в диапазоне электронных плотностей от низ-
кой n = 0.15 до умеренной n = 0.30 величины с
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Рис. 4. Зависимости Egap (а) и Δop (б) от амплитуды беспорядка V . n = 0.05, U/t = −8 для решетки с 24 × 24 узлами.
На рис. в оба графика показаны более подробно в тех же пределах: Egap — символы, Δop — сплошная линия

Рис. 5. Двумерное распределение электронной плотности (левый столбец), электронно-дырочного перемешивания (сред-
ний столбец) и параметра порядка (правый столбец) при n = 0.15, U/t = −6 на решетке 24×24 с амплитудой беспорядка

V/t = 0.5 (верхняя строка), V/t = 6.0 (средняя строка), V/t = 10.0 (нижняя строка)
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Рис. 6. Показаны три возбуждения для набора значений V = 0.5, U = 6, t = 0.01, n = 0.3 (верхняя строка), для набора
значений V = 4, U = 6, t = 0.01, n = 0.15 (нижняя строка). Слева направо номер возбуждения для данного значения U

увеличивается с соответствующими энергиями 0.000088, 0.004876, 0.013679 для верхней строки и энергиями 0.102606,
0.172969, 0.217828 для нижней строки

амплитудой беспорядка V = 8 и амплитудой при-
тяжения Хаббарда U = 6 для решетки с 24 × 24

узлами. Также показаны отдельные случайные воз-
буждения.

Как видим, для плотности n = 0.11 появляют-
ся одиночные пары или сдвоенные пары электронов
(квартеты) в виде пар, соседствующих на прилега-
ющих ячейках (рис. 7), при n = 0.17 наблюдаются
большие капли параметра порядка (рис. 8), в ре-
зультате чего распределение электронов имеет фор-
му капель с большим числом электронных пар в
каждой электронной капле. Пики двумерного рас-
пределения электронной плотности и параметра по-
рядка касаются друг друга, но не перекрываются.
Капли параметра порядка сливаются в перколяци-
онный кластер (сетевой каркас или network) цепо-
чек, напоминающих дерево с большим количеством
ветвей (рис. 8), которые практически не испытыва-
ют разрывов вдоль их длины. При больших плот-
ностях n = 0.30 возникающий сетевой каркас па-
раметра порядка в этом случае концентрируется в
пространственных областях в виде «долин» между
пиками электронной плотности (рис. 9).

На рис. 10 показаны три возбуждения с наимень-
шей энергией для одной конкретной реализации бес-
порядка.

8. ВЫВОДЫ

Как уже отмечалось в предыдущих теоретичес-
ких работах [7, 11, 12, 21–23], специфические особен-
ности в двумерном случае полной фазовой диаграм-
мы моделей типа Хаббарда –Андерсона (с локаль-
ным взаимодействием Хаббарда на узле и с диаго-
нальным беспорядком) связаны с тем, что в ква-
зидвумерных системах помимо стандартного фазо-
вого перехода сверхпроводника к нормальному ме-
таллу в определенном диапазоне параметров возмо-
жен также «прямой» переход из сверхпроводяще-
го состояния в диэлектрическое локализованное со-
стояние без возникновения промежуточного состоя-
ния в виде нормального металла. Похожая ситуация
проявляет себя в экспериментальных исследованиях
сверхпроводимости и локализации в грязных тонких
пленках [8, 9]. Это обстоятельство делает расчеты,
представленные в данной статье, весьма актуальны-
ми.

Приведем основные результаты работы.

1. По мере роста беспорядка пространственное
распределение локальной амплитуды спаривания
Δ(r) сначала принимает форму отдельных капель,
а затем — отдельных пар.

703



М. Ю. Каган, Е. А. Мазур ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021

Рис. 7. Двумерное распределение электронной плотности (слева) и параметра порядка (справа) для n = 0.11, U/t = −6

на решетке 24 × 24 с амплитудой беспорядка V/t = 8

Рис. 8. Двумерное распределение электронной плотности (слева) и параметра порядка (справа) для n = 0.17, U/t = −6

на решетке 24 × 24 с амплитудой беспорядка V/t = 8

2. Спектральная щель в одночастичной плотно-
сти состояний сохраняется даже при большом беспо-
рядке, несмотря на растущее число пространствен-
ных узлов с Δ(r) = 0. Детальное понимание это-
го эффекта возникает из исследования простран-
ственного изменения функции Δ(r) и собственных
функций уравнений Боголюбова – де Жена. На наш
взгляд, этот эффект нуждается в пересмотре, с рас-
смотрением модели типа ферми–бозе-смеси, важ-
ной чертой которой является сосуществование элек-
тронных пар и одиночных неспаренных электронов.

Подчеркнем, что наши результаты были получе-
ны в пределе сильной связи |U |/t� 1 и малой плот-
ности n � 1. Более того, предельные значения в
проведенных нами расчетах соответствуют случаю
|U |/t = 10 и n = 0.125 для двумерной квадратной
решетки с шириной зоны W = 8t. В этом предель-
ном случае простые оценки с использованием фор-
мул, приведенных в [1–3], дают εF ∼ 0.8t, |Eb| ∼
∼ 0.2t соответственно для энергии Ферми и энер-
гии связи электронной пары. Таким образом, |Eb| <
< 2εF , и мы все еще находимся в области БКШ
для БКШ–БЭК-кроссовера. Если мы введем удоб-

ные обозначения для энергии связи, для энергии
Ферми и для зонной массы электрона:

|Eb| =
1

ma2
, εF =

k2F
2m

, m =
1

2td2
,

где d — расстояние между узлами, a — радиус пары
и kF — импульс Ферми, то безразмерный параметр
БКШ–БЭК-кроссовера, связанный с двумерностью
электронной плотности, n2D = k2F /2π, для парабо-
лического спектра принимает вид

n2Da
2 =

k2Fa
2

2π
=

2εF
|Eb|

1

2π
≈ 8

6.28
≥ 1

и для предельных параметров задачи оказывается
близким к 1.

Это показывает, как обсуждалось в [1],
что, хотя мы находимся в области БКШ для
БКШ–БЭК-кроссовера, электронные пары уже
достаточно компактны, они слабо перекрываются
и почти касаются друг друга. Таким образом,
мы действительно очень близки к пределу, когда
пары начинают «раздавливать» друг друга, т. е.
к пределу ферми–бозе-смеси компактных пар и
неспаренных одиночных электронов.
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Рис. 9. Двумерное распределение электронной плотности (слева) и параметра порядка (справа) для значений n = 0.30,
U/t = −6 на решетке 24 × 24 с амплитудой беспорядка V/t = 8

Рис. 10. Три возбуждения с наименьшей энергией для одной реализации беспорядка для набора значений V = 8, U = 6,
n = 0.28. Слева направо номер возбуждения увеличивается для данного набора значений U , V , n: энергия возбуждения

E1 = 0.070 (слева), энергия возбуждения E2 = 0.084 (посередине), энергия возбуждения E3 = 0.107 (справа)

Отметим, что модель ферми–бозе-смеси чрезвы-
чайно богата и может содержать очень разнообраз-
ную физику, в частности, с возможностью нано-
размерного фазового разделения в системе и обра-
зованием пространственно разделенных фермион-
ных и бозонных кластеров и многочастичных ка-
пель различных композиций (в зависимости от зна-
ка и относительной величины конкурирующих бо-
зон-бозонного, бозон-фермионного и фермион-фер-
мионного взаимодействий UBB, UFF , UFB, а также
отношения плотностей двух фаз nB, nF [24,25]). Мо-
дель, изучаемая в данной статье, явно учитывает
роль фермион-фермионных взаимодействий в виде
потенциала спаривания Δ(ri) на узле ri, а также
бозон-фермионное взаимодействие UFB в виде по-
тенциала среднего поля U (ri). Описание бозон-бо-
зонного взаимодействия электронных пар UBB тре-
бует дальнейшего изучения в рамках обобщенной и
расширенной модели.

Подчеркнем, что все результаты этой работы
были получены в подходе Боголюбова – де Жена,
приводящем к локальному минимуму функциона-
ла свободной энергии, без каких-либо дополнитель-

ных приближений. Это означает, в частности, что
состояние с более равномерным пространственным
распределением пар в системе («равномерно переме-
шанное» решение для ферми–бозе-смеси пар и рас-
паренных электронов) должно соответствовать бо-
лее высокой энергии, чем рассмотренное нами неод-
нородное состояние. Более строгое рассмотрение за-
дачи требует анализа парциальных сжимаемостей
компонент ферми–бозе-смеси для того, чтобы стро-
го доказать неустойчивость равномерно перемешан-
ного состояния относительно возможности нанораз-
мерного расслоения на фазы с образованием капель
одной (состоящей из пар) бозонной фазы внутри
матрицы другой (неспаренной) фермионной фазы
[25–27]. Такой анализ будет проводиться отдельно
вместе с более строгим определением природы пар-
ных состояний внутри капель (бозе-металл или бо-
зе-изолятор), а также состояний в распаренной фер-
мионной матрице (нормальный фермионный металл
или фермионный изолятор).

Дополнительный вопрос в этом контексте связан
с фазовой когерентностью и сверхпроводимостью.
Согласно [24], один из возможных сценариев сверх-

9 ЖЭТФ, вып. 4
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проводящего перехода в пространственно разделен-
ной ферми–бозе-смеси может быть связан с тунне-
лированием пар из одного бозонного кластера в со-
седний через изолирующий фермионный барьер, с
установлением при этом макроскопического дальне-
го порядка и фазовой когерентности в системе.

Отметим также, что все расчеты в данной работе
были выполнены при температуре, близкой к нулю,
когда теория среднего поля применима для малой
плотности двумерного ферми-газа (см. [1–4] и ссыл-
ки в этих работах) и когда флуктуационные поправ-
ки Березинского –Костерлица –Таулеса [28, 29] ма-
лы. Температурная эволюция системы в квазибозон-
ной области параметров (области параметров, соот-
ветствующей появлению ферми–бозе-смеси) также
очень интересна [1–3, 24, 26, 30] и требует тщатель-
ного исследования.

С увеличением степени беспорядка происходит
существенное уменьшение жесткости для макроско-
пической волновой функции сверхпроводящего со-
стояния и диагональных корреляций. Ожидается
также, что, когда бозон-бозонное взаимодействие
UBB будет включено в модель для более деталь-
ного описания капель, подвижность таких капель
будет демонстрировать псевдощелевые свойства в
спектре.

В заключение обсудим более детально эволюцию
размеров капель с изменением параметров задачи. В
частности, представляется весьма конструктивным
зафиксировать предельное значение сильного хаб-
бардовского притяжения на узле |U |/t = 10 и посте-
пенно увеличивать электронную плотность, двига-
ясь от n = 0.125 к большим электронным плотнос-
тям, более близким к половинному заполнению. В
этом случае наши результаты показывают, что ког-
да мы увеличиваем электронную плотность, сначала
происходит переход от одиночных электронных пар
к более крупным каплям, содержащим большое чис-
ло пар. И только после этого, при дальнейшем уве-
личении плотности электронов в нашей системе об-
разуется большой перколяционный кластер, содер-
жащий каркасную сеть (network) из парных состоя-
ний электронов.

Отметим также, что недавние эксперимен-
тальные исследования по различным реализа-
циям сверхпроводящих кубитов (в частности,
флакс-кубитов) снова повысили интерес к по-
строению глобальной фазовой диаграммы и к
более детальному пониманию природы фазовых
переходов сверхпроводник–нормальный металл и
сверхпроводник–изолятор в системах с понижен-

ной размерностью (D = 1, 2). В этом контексте
исследования резонансных контуров с высокими
значениями импеданса в гранулированных сверх-
проводниках, в частности, в сверхпроводящих
(полосатых) страйп-структурах гранулированного
алюминия, которые являются альтернативой обыч-
ным джозефсоновским переходам, представляются
весьма перспективными [23].

Отметим, что образование наноразмерных об-
ластей расслоения на фазы (капель) в двумерном
электронном газе (2DEG) и в многослойном случае
для гетероструктур и интерфейса тонких пленок
SrTiO3–LaAlO3 явилось в последние годы предме-
том интенсивных исследований в целом ряде работ
[31–36].
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The pairing near a quantum-critical point (QCP)
in a metal and its interplay with non-Fermi-liquid be-
havior in the normal state is a fascinating subject,
which attracted substantial attention in the corre-
lated electron community after the discovery of su-
perconductivity (SC) in the cuprates, Fe-based sys-
tems, heavy-fermion materials, organic materials, and,
most recently, twisted bilayer graphene [1–13]. Itin-
erant QC models, analyzed in recent years, include
models of fermions in spatial dimensions D ≤ 3, vari-
ous two-dimensional models near zero-momentum spin
and charge nematic instabilities, and instabilities to-
wards spin and charge density-wave order with ei-
ther real or imaginary (current) order parameter, 2D
fermions at a half-filled Landau level, Sachdev –Ye –Ki-
taev (SYK) and SYK–Yukawa models, strong coupling
limit of electron-phonon superconductivity, and even
color superconductivity of quarks, mediated by gluon
exchange. These problems have been studied analyti-
cally and using various numerical techniques [14].

From theory perspective, pairing near a QCP is a
fundamentally novel phenomenon, because an effective
dynamic electron-electron interaction, V (q,Ω), medi-
ated by a critical collective boson, which condenses at
a QCP, provides a strong attraction in one or more
pairing channels and, at the same time, gives rise to a
non-Fermi liquid (NFL) behavior in the normal state.
The two tendencies compete with each other: fermionic
incoherence, associated with the NFL behavior, de-

* E-mail: achubuko@umn.edu

stroys the Cooper logarithm and by this reduces the
tendency to pairing, while an opening of a SC gap
eliminates the scattering at low energies and reduces
the tendency to a NFL. To find the winner of this com-
petition (SC or NFL), one needs to analyze the set of
integral equations for the fermionic self-energy, Σ̄(k, ω),
and the gap function, Δ(k, ω), for fermions with mo-
mentum/frequency (k, ω) and (−k,−ω).

We consider the subset of models, in which col-
lective bosons are slow modes compared to dressed
fermions, for one reason or the other. In this situa-
tion, which bears parallels with Eliashberg theory for
electron-phonon interaction [15], the self-energy and
the pairing vertex can be approximated by their val-
ues on the Fermi surface (FS) and computed within
the one-loop approximation. The self-energy on the
FS, Σ̄(k, ω), is invariant under rotations from the point
group of the underlying lattice. The rotational sym-
metry of the gap function Δ(kF , ω) and the relation
between the phases of Δ(kF , ω) on different FS’s in
multi-band systems are model specific. E.g., near an
antiferromagnetic QCP in a system with a single FS,
the strongest attraction is in the d-wave channel. In
each particular case, one has to project the pairing in-
teraction into the irreducible channels V (q,Ω) → V (Ω),
find the strongest one, and solve for the pairing vertex
for a given pairing symmetry.

Away from a QCP, the effective V (Ω) tends to a
finite value at Ω = 0. In this situation, the fermionic
self-energy has a FL form at the smallest frequencies,
and the equation forΔ(ω) is similar to that in a conven-
tional Eliashberg theory for phonon-mediated super-
conductivity. At a QCP, the situation is qualitatively
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a) The frequency dependence of the effective interaction V (Ωm), mediated by a soft boson, at T = 0. Away from a QCP,
V (Ωm) tends to a finite value at Ωm = 0. Right at a QCP, the boson becomes massless, and at frequencies below the upper
cutoff Λ, the dimensionless V (Ωm) behaves as log Λ/|Ωm| at γ = 0+ and as (g̃/|Ωm|)γ at a finite γ. b) Tc as a function of
the parameter B = γ(Λ/g̃)γ , which determines the crossover between the behavior at a finite γ (the limit of large B) and at

γ = 0+ (the limit of small B)

different, because the effective interaction V (Ω), medi-
ated by a critical massless boson, is a singular function
of frequency. Quite generally, the dimensionless inter-
action behaves at the smallest Ωm on the Matsubara
axis as V (Ωm) = (g̃/|Ωm|)γ , where γ > 0 is some expo-
nent (Figure a). This holds at frequencies below some
upper cutoff Λ. At larger Ωm > Λ, the interaction
drops even further, and can be safely neglected.

In this communication, we consider the pairing at
small γ. This limit attracted a lot of attention in the
last few years from various sub-communities of physi-
cists [16–31]. We consider this limit analytically for
V (Ω), which crosses over from (g̃/|Ωm|)γ behavior at a
finite γ to the logarithmic behavior at γ = 0+ (the di-
mensionless V (Ω) = λ log Λ/|Ωm|). In the latter case,
Tc ∼ Λ exp(−π/(2

√
λ)). This expression is similar to

the one in the BCS case, but with
√
λ instead of λ in

the exponent, because the “Cooper” logarithm appears
from the combination of the logarithms in fermion and
boson propagators. At a finite γ, the transition tempe-
rature remains finite even if Λ → ∞ and its dependence
on γ is Tc ∼ g̃(1/γ)1/γ . This Tc rapidly increases as γ
decreases.

When both Λ and γ are finite, one expects the
crossover between the expressions for Tc at finite γ and
Λ → ∞ and at γ = 0+ and a finite Λ. This crossover is
the main theme of our paper. We find the full crossover
function for Tc and show that the two limiting cases

correspond to small and large values of the single pa-
rameter B = γ(Λ/g̃)γ .

The structure of the paper is the following. Sec-
tion 1 is a preface for the paper. Section 2 is the
detailed Introduction. In Sec. 3 we present the set
of coupled Eliashberg equations for the pairing ver-
tex Φ(ωm) and the fermionic self-energy Σ̄(ωm) and
combine them into the equation for the gap function
Δ(ωm). In Sec. 4 we analyze the structure of the log-
arithmic perturbation theory for γ = 0+ and γ > 0,
keeping a finite high frequency cutoff Λ. We show that
for γ = 0+, the summation of the leading logarithms
capture Tc ∼ Λ exp(−π/(2

√
λ)), although logarithmic

series are not geometric, in distinction from the BCS
theory. However, for a finite γ, summation of the loga-
rithms does not give rise to a pairing instability — the
pairing susceptibility does not diverge. In Sec. 5 we go
beyond perturbation theory. We re-express the inte-
gral Eliashberg equation as an approximate differential
equation for the pairing vertex and solve it. We show
that for γ = 0+, the solution coincides with the result
of summation of the logarithmic series. For γ > 0, we
show that the absence of an instability within the loga-
rithmic approximation implies that there is a threshold
on the strength of the pairing interaction. We find the
threshold and show explicitly that, once the interac-
tion exceeds the threshold, the normal state becomes
unstable against pairing at some finite Tc. We show
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that for a finite γ, the calculation of the pairing insta-
bility is ultra-violet convergent, hence Tc remains finite
even when the cutoff Λ is set to infinity. We analyze
the crossover between the forms of Tc at a finite γ and
at γ = 0+ and show that the crossover is governed by
the single parameter B = γ(Λ/g̃)γ .

In Sec. 6 we analyze the pairing at small γ from
the renormalization group (RG) perspective — as
the flow of the 4-fermion pairing vertex at a finite
γ. We show that the solution of the RG equations
describes the same crossover between Tc at a finite
γ and at γ = 0+. We present our conclusions in Sec. 7.

The full text of this paper is published in the English
version of JETP.

REFERENCES

1. P. Monthoux, D. Pines, and G. G. Lonzarich, Nature
450, 1177 (2007).

2. D. J. Scalapino, Rev. Mod. Phys. 84, 1383 (2012).

NoStop

3. M. R. Norman, Novel Superfluids, Oxford Univ.
Press, Oxford (2014), Ch. Unconventional Supercon-
ductivity.

4. S. Maiti and A. V. Chubukov, Novel Superfluids, Ox-
ford Univ. Press, Oxford (2014), Ch. Superconduc-
tivity from Repulsive Interaction.

5. B. Keimer, S. A. Kivelson, M. R. Norman, S. Uchida,
and J. Zaanen, Nature 518, 179 (2015).

6. T. Shibauchi, A. Carrington, and Y. Matsuda, Ann.
Rev. Condens. Matter Phys. 5, 113 (2014).

7. R. M. Fernandes and A. V. Chubukov, Rep. Progr.
Phys. 80, 014503 (2016).

8. E. Fradkin, S. A. Kivelson, M. J. Lawler, J. P. Eisen-
stein, and A. P. Mackenzie, Ann. Rev. Condens. Mat-
ter Phys. 1, 153 (2010).

9. K.-Y. Yang, T. M. Rice, and F.-C. Zhang, Phys. Rev.
B 73, 174501 (2006).

10. L. Fratino, P. Sémon, G. Sordi, and A.-M. S. Trem-
blay, Sci. Rep. 6, 22715 (2016).

11. S. Sachdev, Rep. Progr. Phys. 82, 014001 (2018).

12. P. Coleman, Introduction to Many-Body Physics,
Cambridge Univ. Press, Cambridge (2015).

13. Y. Cao, V. Fatemi, S. Fang, K. Watanabe, T. Tanigu-
chi, E. Kaxiras, and P. Jarillo-Herrero, Nature 556,
43 (2018).

14. A. Abanov and A. V. Chubukov, Phys. Rev. B 102,
024524 (2020).

15. G. M. Eliashberg, JETP 11, 696 (1960) [ZhETF 38,
966 (1960)].

16. D. F. Mross, J. McGreevy, H. Liu, and T. Senthil,
Phys. Rev. B 82, 045121 (2010).

17. M. A. Metlitski, D. F. Mross, S. Sachdev, and T. Sen-
thil, Phys. Rev. B 91, 115111 (2015).

18. S. Raghu, G. Torroba, and H.Wang, Phys. Rev. B 92,
205104 (2015).

19. R. Mahajan, D. M. Ramirez, S. Kachru, and
S. Raghu, Phys. Rev. B 88, 115116 (2013); A. L. Fitz-
patrick, S. Kachru, J. Kaplan, and S. Raghu, Phys.
Rev. B 88, 125116 A. L. Fitzpatrick, S. Kachru,
J. Kaplan, and S. Raghu, Phys. Rev. B 89, 165114
(2014); G. Torroba and H. Wang, Phys. Rev. B 90,
165144 (2014); A. L. Fitzpatrick, G. Torroba, and
H. Wang,Phys. Rev. B 91, 195135 (2015), and refer-
ences therein.

20. H. Wang, S. Raghu, and G. Torroba, Phys. Rev. B 95,
165137 (2017).

21. H. Wang, Y. Wang, and G. Torroba, Phys. Rev. B 97,
054502 (2018).

22. A. L. Fitzpatrick, S. Kachru, J. Kaplan, S. Raghu,
G. Torroba, and H. Wang, Phys. Rev. B 92, 045118
(2015).

23. Y.-M. Wu, A. Abanov, and A. V. Chubukov, Phys.
Rev. B 99, 014502 (2019).

24. D. T. Son, Phys. Rev. D 59, 094019 (1999).

25. A. V. Chubukov and J. Schmalian, Phys. Rev. B 72,
174520 (2005).

26. T. Schäfer and F. Wilczek, Phys. Rev. D 60, 114033
(1999).

27. R. D. Pisarski and D. H. Rischke, Phys. Rev. D 61,
051501 (2000).

28. Q. Wang and D. H. Rischke, Phys. Rev. D 65, 054005
(2002).

29. J. A. Damia, M. Solís, and G. Torroba, Phys. Rev.
B 102, 045147 (2020).

30. D. V. Khveshchenko, J. Phys.: Condens. Matter 21,
075303 (2009).

31. C. M. Varma, P. B. Littlewood, S. Schmitt-Rink,
E. Abrahams, and A. E. Ruckenstein, Phys. Rev.
Lett. 63, 1996 (1989); C. M. Varma, Rev. Mod. Phys.
92, 031001 (2020).

710



ЖЭТФ, 2021, том 159, вып. 4, стр. 711–718 c© 2021

NICKELATE SUPERCONDUCTORS: AN ONGOING DIALOG
BETWEEN THEORY AND EXPERIMENTS

A. S. Botana a, F. Bernardini b, A. Cano c*

a Department of Physics, Arizona State University
Tempe, AZ 85287, USA

bDipartimento di Fisica, Università di Cagliari
IT-09042, Monserrato, Italy

c Université Grenoble Alpes, CNRS, Grenoble INP, Institut Néel
38042, Grenoble, France

Received December 4, 2020,
revised version December 4, 2020

Accepted for publication December 5, 2020

Contribution for the JETP special issue in honor of I. E. Dzyaloshinskii’s 90th birthday

DOI: 10.31857/S0044451021040131

Unconventional superconductivity, understood
as superconductivity beyond the electron-phonon
paradigm, remains a defining problem in condensed
matter [1]. The challenge is exemplified by the high-Tc
cuprates, and nickelates joined the club last year after
Hwang and collaborators reported superconductivity
in Sr-doped NdNiO2 thin films [2]. Here, we provide
an overview on nickelate superconductors.

Experimental facts. Rare-earth infinite-layer
nickelates RNiO2 have been known for decades [3–6].
This special type of nickelates can be seen as the n = ∞
members of the series Rn+1NinO2n+2, with each mem-
ber containing n-NiO2 planes (see Fig. 1, R — ra-
re-earth). The synthesis of these materials is typically
achieved by first growing the nickelate in its RNiO3 per-
ovskite version, and then removing the apical oxygens
from the NiO6 octahedra with reducing agents such as
hydrogen [7]. This is the so-called topotactic reduction
which, in practice, may have unwanted consequences
such as hydrogen intercalation into the sample [8]. Su-
perconductivity in RNiO2 (R = Pr, Nd) emerges via
charge carrier doping as in the cuprates. This has only
been achieved by means of thin-film growth techniques
[9], while superconductivity in doped bulk samples is
yet to be reported [10–12].

* E-mail: andres.cano@neel.cnrs.fr

Fig. 1. Ball-and-stick model of the unit cell of the infinite-
layer nickelates RNiO2 and sketch of the formal 3d9 electronic
configuration of a Ni1+ atom in square-planar coordination.
The set of d orbitals is frequently divided into the subsets
eg-like = {dx2−y2 , dz2} and t2g-like = {dxy, dxz, dyz} as in

octahedral coordination

Figure 2 shows the temperature-composition phase
diagram of Sr-doped NdNiO2 and PrNiO2 [13,14]. The
measured resistivity as a function of temperature shows
metallic behavior, with a low-temperature upturn sys-
tematically observed (Fig. 2). This upturn can be
attributed to weak localization, or it could be remi-
niscent of Kondo physics [15]. These systems can be
seen as weak insulators or bad metals all along the
phase diagram, in marked contrast to cuprates. Be-
sides, no signature of long-range magnetic order has
been reported so far for the parent infinite-layer nick-
elates [4, 5, 16]. However, a recent NMR study has
pointed out the presence of antiferromagnetic fluctu-
ations and quasi-static antiferromagnetic order below
40 K in Nd0.85Sr0.15NiO2 [17].
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Fig. 2. Temperature vs composition phase diagram of the superconducting infinite-layer nickelates reported so far — i. e. Sr-do-
ped NdNiO2 and PrNiO2 thin films on SrTiO3 substrates — and corresponding resistivity data (from [13] and [14]). Sr-doping
is equivalent to hole doping in these systems. The superconducting Tc reaches 15 K in the best superconducting samples. The
resistivity in the normal state shows metallic behavior as a function of temperature, with a Kondo-like upturn systematically
observed for both underdoped and overdoped samples. The metallicity is however rather poor, and hence these systems can
be seen as bad metals with weakly insulating features. At the same time, enhanced metallicity has been repeatedly reported in

superconducting samples when compared to the non-superconducting ones

The transport data reported so far is still sample de-
pendent, with nominally equivalent samples displaying
finite resistivity or a complete drop [13, 18, 19]. Also,
whether the original LaNiO2 reference compound hosts
superconductivity or not remains an important open
question. This difference may be “simply” due to sam-
ple quality and/or the presence of topotactic hydrogen
in LaNiO2 — i. e. the formation of LaNiO2H instead
of LaNiO2 [8]. Otherwise, it may be more intrinsically
related to the rare-earth elements themselves — i. e.
closed vs open 4f shells and the corresponding mag-
netic moments.

Figure 3 illustrates the measured Hall coefficient
for RNiO2 that has been observed to change sign
both as a function of temperature and as a function
of doping. This evidences an underlying multiband
character in infinite-layer nickelates, which is another
important fundamental difference when compared to
cuprates. Such a multiband picture has been con-
firmed by X-ray spectroscopic techniques [20–22]. How-
ever, in contrast to the Hall data, the changes in the
X-ray spectra observed as a function of Sr-doping have
been interpreted in terms of doped holes residing in the
Ni-3dx2−y2 orbitals without necessarily invoking multi-
band effects [21].

The single particle tunneling spectrum has been
measured on (Nd,Sr)NiO2 [23]. The spectrum was

found to be inhomogenous, with different features at
different locations of the sample. One of the predomi-
nant features correspond to a V-shape spectrum. How-
ever, features corresponding to a full s-wave gap are
equally observed and, in some cases, even a mixture of
the two.

Theoretical considerations.

Single-particle picture. At the single-particle DFT
level, the calculations support the multiband picture
of the infinite-layer nickelates in agreement with exper-
imental data [20, 24–34]. These calculations reveal a
large Fermi-surface sheet due to Ni-3dx2−y2 holes akin
to that in cuprates (see Fig. 4). However, the Fermi
surface displays additional electron pockets due to 5d
states associated to the rare-earth 5d states (5dz2 at
Γ and 5dxy at A). This can be seen as a self-doping
effect promoted by the hybridization of these formally
empty states with the Ni-3d bands. This effect is to-
tally absent in the cuprates. Moreover, the Ni-3dz2
states turn out to be partially occupied and addition-
ally hybridized with the R-5d ones. Thus, the full eg-li-
ke= {dx2−y2 , dz2} sector of the Ni-3d states becomes
“active” in infinite-layer nickelates. In part, this results
from the comparatively large difference in on-site ener-
gies promoting charge from O-2p to Ni-3d orbitals, i. e.
the so-called charge-transfer energy ∼ 4 eV.
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Fig. 3. Hall coefficient RH measured in NdNiO2 and PrNiO2

as a function of temperature and Sr doping [13, 14]. In both
cases, the Hall coefficient below 100 K changes sign as a func-
tion of Sr content (x in R1−xSrxNiO2). The main charge car-
riers have electron character in the parent compounds (x = 0),
which eventually changes to holes upon increasing doping.
This was the first experimental hint of an underlying multi-

band picture

Many-body correlation effects: Cooper pairing. The
standard electron-phonon mechanism has been ruled
out as the main reason for superconductivity in infini-
te-layer nickelates [28]. Instead, repulsive interac-
tions mediated by spin-fluctuations were right away

argued to drive the Cooper pairing in these systems
[26, 27, 36, 37]. Specifically, d-wave superconductivity
was concluded from complementary random phase ap-
proximation (RPA) and fluctuation exchange (FLEX)
calculations for many-body multi-orbital Hamiltonians
in which the non-interacting part maps the relevant
DFT bands. More recently, these results have been con-
firmed using advanced techniques in which the starting
vertex is non-perturbative so that the local correlations
are fully included [38].

The same conclusion about the d-wave symmetry
of the superconducting gap was reached in [27] from a
standard t–J model constructed in a similar way for the
Ni-3dx2−y2 states. Further, the specific self-doping fea-
tures of the nickelates have inspired an extended t–J
model that generically addresses the strong-coupling
limit of similar multiband systems [39]. Alternatively,
if the Hund’s coupling J between dx2−y2 and dz2 Ni
orbitals plays a dominant role, it has been pointed out
that the Cooper pairing can be interpreted within a
spin-freezing scenario as due to local-moment fluctu-
ations, rather than to pure antiferromagnetic fluctua-
tions [40].

Many-body correlation effects: Electronic structure.
The DFT picture has been revised using many-body
perturbation theory at the GW level, thus treating cor-
relations ab initio [41, 42]. The low-energy physics re-
mains essentially unaffected, with only small changes
obtained in the interacting Fermi surface and in the
quasiparticle spectral weights near the Fermi level.
The Ni-3dx2−y2 bandwidth reduces slightly while the
Ni-3dz2 one increases as the O-2p states are further
shifted to lower energies (1.5 eV further down from
the Fermi level) [41]. The latter, however, represents
a rather substantial change, and hence suggests that
the canonical charge-transfer-insulator picture is even
more unlikely for the infinite-layer nickelates in the GW
framework. These changes are also tied to an impor-
tant shift of the empty 4f states [41], which should be
taken as a warning regarding their role in the overall
physics of these materials.

DFT+DMFT (dynamical mean-field theory) calcu-
lations according to Hubbard–Hund interaction Hamil-
tonians have been performed to further scrutinize the
correlated nature of the different orbitals and clarify
the multiband nature in RNiO2 [15, 35, 38, 40, 43–51].
In addition, DMFT has also been applied in combi-
nation with the quasiparticle self-consistent GW ap-
proximation in a parameter-free fashion [42, 52]. The
overall multiband picture remains robust and the re-
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Fig. 4. Electronic structure of the reference material LaNiO2 obtained at the DFT level (fat-band plot, density of states (DOS)
and Fermi surface from [25] and [35]). In addition to the main Ni-3dx2−y2 cuprate-like band crossing the Fermi level, the Ni-3dz2
states are not completely occupied in these systems. Further, the system has a multiband character due to La-5d states that
give rise to additional electron pockets and “self-dope” the Ni-3dx2−y2 hole-like Fermi surface. The O-2p states, in turn, are

comparatively far below the Fermi level

sults confirm the above trends. However, the effective
mass renormalization or inverse quasiparticle weight
m∗/m = 1/Z undergoes substantial orbital-selective
changes [35, 44, 46]. The Ni-dx2−y2 band is found to
have a tendency towards localization such that a Mott
gap can eventually open if the Hubbard interaction is
large enough [44, 45]. The R-5d self-doping bands, in
contrast, remain much more weakly correlated [44,45].
Beyond that, the DMFT results define an apparent
Hubbard vs Hund dichotomy in which the multiband
aspects of infinite-layer nickelates are emphasized dif-
ferently [53].

Magnetism. A magnetic ground state is consis-
tently obtained in theoretical studies [20, 24, 25, 48, 49,
53–57]. In DFT+DMFT a near degeneracy of spin or-
ders is obtained that implies magnetic frustration es-
pecially upon doping [48, 49]. This frustration arises
due to the involvement of both 3dx2−y2 and 3dz2 Ni
orbitals and may be responsible for the experimental
suppression of long-range magnetic order. A comple-
mentary point of view is obtained via DFT calcula-
tions, as the antiferromagnetic ground state portrays a
one-dimensional-like van Hove singularity of dz2 char-
acter pinned at the Fermi level [58]. This singularity
makes the antiferromagnetic phase eventually unsta-

ble to spin-density disproportionation, breathing and
half-breathing lattice distortions, and charge-density
disproportionation. A different point of view suggests
that 5d conduction electrons could screen the Ni spins,
suppressing magnetism and giving rise to a Kondo ef-
fect like that seen in heavy fermion materials [15]. Be-
yond that, an intrinsic difference that could be be-
hind the differing properties across the RNiO2 series,
notably the emergence of superconductivity itself, is
the presence/absence of magnetic rare-earth elements
[33, 59].

Interfacial and surface effects. The local elec-
tronic properties of the infinite-layer nickelate thin
films were first addressed in [60] and shortly after in
[61]. The epitaxial growth of the RNiO2/SrTiO3 het-
erostructures can in principle yield different atomic
boundaries between the sample and the substrate [60].
The most obvious configuration corresponds to a fully
reduced nickelate having its (RO→) R layer directly on
top of the TiO2-terminated substrate. This configura-
tion, however, was found to be energetically unstable,
which is a local-scale manifestation of the thermody-
namic fragility of these phases. Thus, the infinite-layer
nickelate prefers to face a RO layer to the substrate,
and the same conclusion holds even for a direct-growth
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Fig. 5. Electronic band structure of the infinite-layer nickelates at the RNiO2/SrTiO3 interface (left) and at the surface (right)
for different atomic configurations (the colors highlight the main contributions of the interfacial/surface Ni-3d states near the
Fermi level; adapted from [60] and [62]). In both cases the nature of the self-doping effect — obtained from the R-5d states in
the bulk — changes or even disappear depending on the local atomic configuration. At the same time, other Ni-3d states are

pushed closer to the Fermi level and locally supplement the system with flat band features

process. This “chemical” reconstruction was further
shown to produce drastic changes in the electronic
structure at the interface [60]. The interfacial chemical
reconstruction according to the R → Sr → RO → SrO
sequence is to some extent equivalent to localized hole
doping. This local doping was found to deplete the
self-doping R-5d states at the interface. Specifically,
the R-5d states are first replaced by Ti-3d ones, which
are then pushed above the Fermi level for the SrO con-
figuration (see Fig. 5). At the same time, the intefacial
Ni-3dz2 states are driven closer to the Fermi energy
so that they manifestly participate in the low-energy
physics. Thus, the Kondo-lattice features are expected
to be fundamentally different at the interfaces where,
in addition, the Ni-eg sector will likely be fully ac-
tive. Besides, this sector is supplemented by a markedly
flat band character of the interfacial Ni-3dz2 states, so
that interface-specific correlation effects may be pro-
moted [60].

This picture was subsequently confirmed for thin
films with asymmetric boundaries [61, 63, 64]. In that
case, the different polar discontinuities yield an effec-
tive built-in electric field across the film and polar lay-
ers can be formed at the surface and at the interface
[63]. These layers show antiparallel NiO2 displace-
ments, but otherwise are decoupled. At the interface
with the substrate, a two-dimensional electron gas ex-
tending over several layers together with the aforemen-
tioned depletion of the self-doping R-5d states is ob-
tained [61, 63]. In addition, the combined effect of
magnetism (G-AFM order) and correlations has been

considered at the DFT+U level [63]. This enhances
the itineracy of the Ni-3dz2 orbitals at the interface
with the substrate, while the magnetism is essentially
suppressed at the surface to vacuum. Further, the ef-
fect of the nickelate termination anticipated in [60] is
specifically considered in relation to superconductivity
in [62]. Thus, it is argued that the d-wave supercon-
ducting gap expected for the bulk may transform into
a s±-wave one at the NiO2-terminated surface, and it
is also suggested that a surface s + id-wave state may
be realized under the appropriate conditions.

Conclusions and perspectives. The recent dis-
covery of superconductivity in infinite-layer nickelates
has created intense excitement. These systems have
been rapidly scrutinized from many different angles,
using a battery of experimental and theoretical tools.
The initial motivation of drawing analogies with the
high-Tc cuprates has thus been surpassed. Instead, the
accumulated results have now consolidated these sys-
tems as a new class of unconventional superconducting
materials.

Specifically, the rare-earth infinite-layer nickelates
have been confirmed to host a distinct multiband in-
terplay, on top of which electronic correlations build
and determine the main properties of these systems.
This interplay is present already within the Ni sector
itself, as not only the Ni-3dx2−y2 states but also the
Ni-3dz2 ones are found to be active. This further intro-
duces specific correlation effects and the bad metallic,
or weakly insulating behavior is now understood as a
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direct manifestation of these correlations. However, a
Hubbard vs Hund dichotomy has emerged that is yet to
be clarified. In addition, the rare-earth states introduce
extra specific ingredients such as the self-doping effect
and a 4f -ness that may qualitatively be even more im-
portant. When it comes to the central question, that
is, the emergence of superconductivity in these mate-
rials, it has been ascribed to spin fluctuations (in a
broad sense), and there is now experimental evidence
of incipient antiferromagnetic order.

Additional progress to further clarify these aspects,
as well as the actual superconducting properties be-
yond Tc can be naturally expected [65]. In this con-
text, it is fundamental to determine whether the lack
of superconductivity in the LaNiO2 reference material
is intrinsic and also why thin films are superconducting
while bulk samples are not.

More importantly, a crucial issue to address is:
is there a whole new family of nickel-based uncon-
ventional superconductors waiting to be discovered?
This question currently motivates the experimental
and computational search of new alternative mate-
rials [66–74]. Other layered nickelates are obtained
via oxygen reduction from the corresponding Ruddles-
den–Popper phases [75,76]. The n = 2 and 3 materials,
in particular, have been known for a while and, simi-
larly to the n = ∞ ones, have also been discussed as
candidate superconductors [66–71, 77]. Recently, La-
based n = 4–6 parent Ruddlesden–Popper phases have
also been synthesized [78]. Reduction of these com-
pounds is particularly promising as they would reali-
ze d-electron counts that can be directly mapped into
the dome area of filling. In addition, current epitaxial
growth techniques can be exploited as an alternative
route to engineer Ni-based heterostructures mimicking
the Rn+1NinO2n+2 series with the advantage of better
sample quality and doping control [60]. The infinite-
layer case itself has proven to be a challenging but suc-
cessful example in this respect.

Shedding light on these issues will not only help
understanding superconductivity in these specific
low-valence layered nickelates but will also provide
new perspectives about the nature of unconventional
superconductivity in general.
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Разработана асимптотическая теория классической анизотропной диффузии в неоднородных средах. При
выводе использован формализм дифференциальной геометрии, заимствованный из общей теории отно-
сительности. Получена простая аналитическая формула для концентрации, элементами которой являют-
ся линейные интегралы вдоль геодезической — траектории концентрационного сигнала. Сама траектория
вытекает из вариационного принципа, которому удовлетворяет показатель экспоненты в выражении для
концентрации, и определяется из обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка для
вектора, касательного к геодезической линии. Теория справедлива на расстояниях от источника приме-
си, значительно превышающих размер основной области ее локализации.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Классическая диффузия в неоднородных средах
является практически важной задачей. Численные
расчеты по решению уравнения диффузии с пере-
менным в пространстве коэффициентом, особенно
для концентрации на далеких расстояниях, явля-
ются довольно затратными по ресурсу и времени.
В то же время для описания классических процес-
сов [1–3], а также неклассических процессов перено-
са [4–11] разнообразные аналитические методы (как
точные, так и приближенные) широко используются
в различных областях естествознания — от физики
полупроводников до гидрогеологии.

В работе [12] предложен новый подход к описа-
нию неклассических процессов переноса в средах с
крупномасштабными неоднородностями на расстоя-
ниях от источника примеси, значительно больших
размера основной области ее распределения. Резуль-
тат для концентрации в [12] сведен к линейным ин-

* E-mail: kondrat@ibrae.ac.ru
** E-mail: alex27_matveev@mail.ru

*** E-mail: obukhov@ibrae.ac.ru

тегралам вдоль специальной кривой — траектории
концентрационного сигнала. Эта траектория опре-
деляется из вариационного принципа, приводящего
к обыкновенному дифференциальному уравнению
первого порядка для единичного вектора касатель-
ной к самой траектории. Такой подход к теории про-
цессов переноса по форме близок к геометрической
оптике в электродинамике [13] (или к квазикласси-
ческому приближению в квантовой механике [14]).
При этом роль луча в асимптотической теории пе-
реноса играет траектория концентрационного сиг-
нала, а эйконала — показатель экспоненты в выра-
жении для концентрации. Недавно [15] асимптоти-
ческий подход к описанию процессов переноса, раз-
витый в [12], приложен к классической диффузии
в неоднородных средах. В обеих работах — [12, 15]
материальная среда, по которой происходит перенос
примеси, считалась изотропной.

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы
обобщить асимптотическую теорию на более об-
щий случай классической диффузии в неоднород-
ных анизотропных средах. Структура статьи следу-
ющая. После формулировки задачи в разд. 2 дан
вывод формулы для концентрации. В разд. 3 приве-
дено краткое обсуждение. В Приложении выведены
результаты для однородной анизотропной среды.
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2. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ
КОНЦЕНТРАЦИИ

Уравнение диффузии в неоднородной анизотроп-
ной среде имеет традиционный вид:

∂t c(r, t) = ∂i
(
Dij∂j c(r, t)

)
, (1)

где c(r, t) — концентрация примеси, зависящая от
времени t и пространственных координат r = xk,
k = 1, 2, 3 («радиус-вектор»), и

∂t =
∂

∂t
, ∂i =

∂

∂xi
; Dij = Dji = Dij(r)

— симметричный тензор диффузии. Далее мы будем
использовать формализм дифференциальной гео-
метрии, который составляет математическую осно-
ву общей теории относительности (см. [16]). В част-
ности, напомним правило Эйнштейна, которое пред-
полагает суммирование по одинаковым индексам.

Найдем решение уравнения диффузии (1) для
концентрации на далеких расстояниях от источника
примеси, используя и обобщая геометрические мето-
ды, развитые ранее в работах [12, 15].

Задав начальное условие в форме

c(r, 0) = N δ(r), (2)

перепишем уравнение (1) в представлении Лапласа:

p cp(r)− ∂i
(
Dij∂j cp(r)

)
= N δ(r). (3)

На асимптотически далеких расстояниях от источ-
ника концентрацию примеси, как обычно, ищем в
виде

cp(r) = Ap(r) e
−Γp(r), Γp(r) � 1. (4)

Отсюда в первом приближении по малому парамет-
ру ∝ Γ−1

p получаем уравнение

p−Dij (∂iΓp) (∂jΓp) = 0. (5)

Введем 3-вектор ui, касательный к траектории xi(s)
концентрационного сигнала

ui = gij ∂jΓp, (6)

где определим эффективную метрику в среде

ds2 = gijdx
idxj . (7)

Компоненты метрического тензора задаются тензо-
ром диффузии

gij =
Dij

p
, gij = pDij . (8)

Как обычно Dij обозначает матрицу обратную
к Dij :

DijD
jk = δki .

Согласно (6), (8), и (5), имеем нормировку

giju
iuj = 1, (9)

т. е. вектор (6) касательной к лучу концентрацион-
ного сигнала имеет единичную длину в эффектив-
ной метрике (7). Тем самым, квазиэйконал Γp(r) да-
ется равенством

Γp(r) =

r∫
0

ds =

r∫
0

√
gijdxi dxj . (10)

Интегрирование здесь происходит по траектории
концентрационного сигнала, которая определяется
из вариационного принципа:

δ Γp(r) = 0, (11)

откуда получается уравнение для траектории сигна-
ла как геодезической:

d

ds
ui + {ijk} ujuk = 0. (12)

Здесь символы Кристоффеля (связность эффектив-
ной римановой метрики) определены равенством

{ijk} =
1

2
gil (∂jgkl + ∂kgjl − ∂lgjk) . (13)

Отметим, что фактическим параметром разло-
жения, в результате которого мы пришли к урав-
нению (5), является комбинация (min(r, L)|∇Γp|)−1,
где r — расстояние от источника до точки наблю-
дения, а L — характерный масштаб длины, на ко-
тором заметно меняется коэффициент диффузии.
Уравнение для предэкспоненты Ap из (4) получа-
ется в следующем порядке малости по параметру
(min(r, L)|∇Γp|)−1 после подстановки (4) в (3):

2gij(∂iAp)(∂jΓp) +Ap(∂ig
ij)(∂jΓp)+

+ Apg
ij∂i∂jΓp = 0. (14)
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Отсюда с учетом (6) находим

2
dAp
ds

+Ap ∂iu
i = 0. (15)

Прежде чем выписать решение уравнения (15),
выясним поведение второго слагаемого в нем при
|r| � L. Подставляя в (6) вытекающее из (10) при-
ближенное равенство

Γp(r) ≈
√
pDijxixj , (16)

справедливое при |r| � L, получим

∂iu
i ≈ 2√

pDijxixj
, |r| � L. (17)

С учетом этого соотношения решение уравнения
(15) можно представить в форме

Ap = Bp exp [−H(r)]

/ r∫
0

√
Dijdxi dxj , (18)

где

H(r) =

r∫
0

ds

(
1

2
∂iu

i − 1

s

)
. (19)

Отметим, что эта величина не зависит от лапласов-
ской переменной, так как p под интегралом в (19)
сокращается. Подставляя (18) и (10) в (4) с учетом
(8) имеем

cp(r) = Bp exp

⎧⎨⎩−√
p

r∫
0

√
Dijdxi dxj −H(r)

⎫⎬⎭
/

/ r∫
0

√
Dijdxi dxj . (20)

Константу интегрирования Bp можно фиксировать,
перейдя к случаю диффузии в анизотропной одно-
родной среде, который рассмотрен в Приложении.
При выполнении неравенства |r| � L выражение
(20) должно переходить в соответствующее выра-
жение для однородной среды с постоянным тензо-
ром диффузии, равным Dij(0). Поэтому сопостав-
ляя (20) с (A.5) с учетом того, что

r∫
0

√
Dijdxi dxj �

√
Dij(0)xixj ,

H(r) → 0,

(21)

при |r| � L находим

Bp =
N

4π
√
D0

, D0 = det
(
Dij(0)

)
. (22)

Подставляя выражения (22) и (19) в (20) и совер-
шая обратное преобразование Лапласа, приходим к
окончательному результату для концентрации при-
меси при классической диффузии в анизотропной
неоднородной среде:

c(r, t) =
N√

D0(4πt)3
×

× exp

⎧⎪⎨⎪⎩− 1

4t

⎛⎝ r∫
0

√
Dijdxi dxj

⎞⎠2

+

+

r∫
0

ds

(
1

s
− 1

2
∂iu

i

)⎫⎪⎬⎪⎭ . (23)

Подчеркнем, что интегралы здесь, как и в
(18)–(20), берутся вдоль траектории концентра-
ционного сигнала, определяемой уравнением
геодезической (12).

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе предложено дальнейшее разви-
тие метода вычисления распределения концентра-
ции на асимптотически далеких расстояниях от ис-
точника примеси в среде, обладающей анизотропи-
ей и крупномасштабными неоднородностями. Уста-
новлено, что показатель экспоненты Γp � 1 в вы-
ражении для концентрации (4) удовлетворяет нели-
нейному уравнению в частных производных первого
порядка (5). Это позволило при вычислении функ-
ции Γp(r) воспользоваться вариационным принци-
пом, в результате чего выражение для функции
Γp(r) свелось к линейному интегралу вдоль траекто-
рии концентрационного сигнала, оказавшейся геоде-
зической для эффективной римановой метрики. Тем
самым, ясно прослеживается аналогия с геометри-
ческой оптикой и квазиклассическим приближением
в квантовой механике. Предэкспонента Ap(r) в вы-
ражении для концентрации (4) найдена в ведущем
приближении по малому параметру ∝ Γ−1

p .

Результатом работы является асимптотическая
формула (23) для концентрации примеси при пере-
носе посредством классической анизотропной диф-
фузии в неоднородной среде. Формула справедлива

10 ЖЭТФ, вып. 4
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на расстояниях от источника примеси, значительно
больше размера основной области ее распределения.

Достоинство формулы в ее простоте. Элемен-
тами формулы являются однократные интегралы
вдоль траектории концентрационного сигнала, со-
единяющей источник примеси с точкой наблю-
дения. Сама траектория есть следствие вариаци-
онного принципа и определяется вытекающим из
него обыкновенным дифференциальным уравнени-
ем первого порядка для единичного касательного
вектора.

Возможной областью приложения развитой тео-
рии может быть диффузия в неравномерно нагре-
тых кристаллах, где коэффициент диффузии силь-
но зависит от температуры, а также диффузия в
замагниченной плазме.

Предлагаемый метод может быть обобщен на
случай неклассических процессов переноса в ани-
зотропных неоднородных средах путем обобщения
полученных ранее результатов в работах [12, 17].

Благодарности. Авторы выражают глубокую
благодарность Л. В. Матвееву за плодотворное об-
суждение результатов.
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поддержке Российского научного фонда (проект
№18-19-00533).
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Ехиельевича Дзялошинского, чьим учеником явля-
ется один из нас (П. С. К.).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Перенос в анизотропной однородной среде

Рассмотрим перенос примеси в анизотропной од-
нородной (Dij = const) среде на основе классической
диффузии с начальным условием

c(r, 0) = N δ(r). (A.1)

В этой задаче концентрация в представлении Ла-
пласа имеет вид

cp(r) = N

∫
d3k

(2π)3
eikr

p+Dijkikj
. (A.2)

После замены переменной интегрирования получа-
ем

cp(r) =
N

(2π)2

∞∫
0

dq q2
π∫

0

dθ sin θ×

×
exp
[
iq
√
Dijxixj cos θ

]
√
D(p+ q2)

, D = det(Dij). (A.3)

Интегрируя по угловой переменной θ, имеем

cp(r) =
N

i(2π)2

∞∫
−∞

dq q
exp
[
iq
√
Dijxixj

]
√
DDijxixj(p+ q2)

. (A.4)

Далее, интегрируя по переменной q, находим

cp(r) =
N

4π
√
DDijxixj

exp

[
−
√
pDijxixj

]
. (A.5)

Наконец, выполняя обратное преобразование Ла-
пласа, имеем выражение для концентрации примеси
при переносе путем классической диффузии в одно-
родной анизотропной среде

c(r, t) =
N√

D(4πt)3
exp

[
− Dijx

ixj

4t

]
. (A.6)
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1. ВВЕДЕНИЕ

Уже многие десятилетия неклассические режи-
мы переноса примеси являются предметом интен-
сивных исследований (см., например, обзор [1]).
Неклассическими (аномальными) принято называть
режимы, в которых зависимость размера основной
области локализации примеси от времени на боль-
ших временах описывается соотношением R(t) ∼ tγ ,
где, в отличие от классической диффузии, показа-
тель степени γ �= 1/2. Различают супердиффузион-
ные (быстрые), γ > 1/2, и субдиффузионные (мед-
ленные), γ < 1/2, неклассические режимы переноса.
Аномальные процессы встречаются в самых разно-
образных средах — от полупроводников до геологи-
ческих структур. Физическими предпосылками та-
ких процессов могут быть дальнодействующие кор-
реляции или (и) долговременные релаксации харак-
теристик среды, формирующих процессы переноса.
В тех случаях, когда размер R(t) оказывается мень-

* E-mail: kondrat@ibrae.ac.ru

ше длины корреляции l или (и) текущее время t

меньше времени релаксации τ , режим переноса в
определенном смысле является неравновесным и мо-
жет стать неклассическим. При этом в сравнении с
классической диффузией свойство R(t) < l служит
ускоряющим фактором, а t < τ — замедляющим.

Обычно при аналитическом описании неклас-
сических процессов среда на больших пространст-
венных масштабах предполагается в среднем
однородной. Между тем, реальные среды обла-
дают крупномасштабными неоднородностями. В
такой ситуации даже классические процессы ад-
векции–диффузии требуют выполнения довольно
трудоемких численных расчетов. Дополнительные,
причем принципиальные трудности возникают в
случае неклассических процессов, для которых
управляющие уравнения для концентрации яв-
ляются интегродифференциальными, а входящие
туда ядра во всех деталях остаются неизвестными.

С целью преодоления указанных трудностей в
работе [2] предложен новый подход, базирующийся
на асимптотическом описании процессов переноса.
Подразумевается важная для практики ситуация,
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когда расстояние от источника примеси до точки на-
блюдения велико в сравнении с размерами основной
области локализации примеси в заданный момент
времени. Как показывает анализ, на таких рассто-
яниях, с одной стороны, формирование концентра-
ции обусловлено коротковолновой частью механиз-
ма переноса. С другой, зависимость концентрации
от расстояния до источника носит экспоненциаль-
ный характер. Формально, таким образом, ситуация
напоминает ту, которая имеет место в волновой оп-
тике или квантовой механике, когда становится при-
менимым соответственно приближение геометриче-
ской оптики или квазиклассическое приближение. В
итоге, концентрация примеси в асимптотической об-
ласти координат и времени состоит из экспоненты с
вещественным показателем — эйконалом, убываю-
щим на далеких расстояниях от источника приме-
си, и предэкспоненциального множителя. Эйконал
удовлетворяет уравнению в частных производных
первого порядка, решение его получается на основе
вариационного принципа, который является анало-
гом принципа Ферма. Вывод результатов в [2] прове-
ден на примере модели случайной адвекции, приво-
дящей к неклассическому — супердиффузионному
режиму переноса [3]. В работах [4, 5] асимптотиче-
ский подход был применен к анализу переноса при-
меси на основе классической диффузии (изотропной
и анизотропной) в неоднородной среде.

В настоящей работе асимптотический подход
приложен к простейшей модели, демонстрирующей
субдиффузионный режим переноса и смену режи-
мов во времени, — модели Дыхне [6,7] с переменны-
ми в пространстве параметрами.

Дальнейшая структура статьи следующая. В
разд. 2 описана постановка задачи. Раздел 3 по-
священ выводу соотношений для эйконала — по-
казателя экспоненты в выражении для концентра-
ции в различных предельных интервалах. В разд. 4
установлены соотношения для предэкспоненциаль-
ных множителей и получены асимптотические вы-
ражения для концентрации. В заключительном раз-
деле кратко подведены итоги.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Первоначально модель Дыхне [6,7] была сформу-
лирована следующим образом. Диффузионный пе-
ренос примеси происходит в пространстве, состоя-
щем из области I (трещины) — плоскопараллельно-
го слоя толщиной a, заполненного средой с коэф-
фициентом диффузии D, и области II (матрицы) —

остальной части бесконечного пространства, запол-
ненной средой с коэффициентом диффузии d, при-
чем d � D. В начальный момент времени примесь
сосредоточена в одной точке внутри трещины, и на-
чальная концентрация при t = 0 задана равенством

c(r, t = 0) = Nδ(r). (1)

Здесь N — полное число частиц примеси, r =

= (ρ, z) — радиус-вектор, в котором ось z направле-
на по нормали к трещине, ρ = (x, y)— двумерная ко-
ордината вдоль границы плоскопараллельного слоя.
Начало координат выбрано так, что границы меж-
ду областями I и II соответствуют z = ±a/2. Па-
раметры модели a,D, d являются константами. Мо-
дель Дыхне является простейшей физической мо-
делью, демонстрирующей неклассическое поведение
переноса примеси и смену транспортных режимов
во времени: в интервале времени t � t1 — быстрая
классическая диффузия, t1 � t � t2 — субдиффу-
зия, t � t2 — медленная классическая диффузия,
где t1 = a2/4d, t2 = (D/d)2t1.

В настоящей работе параметры D, d будут пред-
полагаться функциями координат, удовлетворяю-
щими прежнему условию d� D, так что уравнение
переноса примеси имеет вид

∂c

∂t
= div(D∇c),

D(r) = D(r)θ
(a
2
− |z|
)
+ d(r)θ

(
|z| − a

2

) (2)

с обычными граничными условиями, требующими
непрерывности концентрации c(r, t) и нормальной
составляющей потока примеси −D(r)∇c(r, t) при
|z| = a/2.

Будем считать, что характерные масштабы ко-
ординатной зависимости функций D(r) и d(r) соот-
ветственно Lf ∼ |∇ lnD(r)|−1 и Lm ∼ |∇ ln d(r)|−1

удовлетворяют условиям

Lf � a, Lm � D

d
a. (3)

Поэтому в дальнейшем, пренебрегая зависимостью
коэффициента диффузии внутри трещины (при
|z| < a/2) от координаты z, будем обозначать
его D(ρ).

На малых временах, когда t � t0, где t0 =

= a2/16D0, D0 = D(0), матрица не влияет на пе-
ренос внутри трещины и он идет в режиме трех-
мерной классической диффузии с постоянным ко-
эффициентом диффузии D0. На временах t � t0
распределение примеси при |z| < a/2 по толщине
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является практически однородным. Поэтому с уче-
том граничных условий и начального условия (1),
после интегрирования уравнения диффузии (2) по
толщине трещины и перехода в представление Ла-
пласа приходим к уравнению

pcp(ρ)− div(D(ρ)∇cp(ρ))−

− 1

a
d(ρ)

∂cp(ρ, z)

∂z

∣∣∣∣z=a/2+0

z=−a/2−0

=

=
1

a
Nδ(ρ), |z| ≤ a

2
. (4)

Здесь p — переменная Лапласа,

cp =

∞∫
0

c(t)e−ptdt.

Нас будет интересовать концентрация на асимп-
тотически далеких расстояниях от источника при-
меси, когда r � R(t), где R(t) — размер основной
области ее локализации в момент времени t. Тогда
решение уравнения (4) удобно представить в фор-
ме [1]

cp(ρ) = Ap(ρ) exp[−Γp(ρ)], Γp(ρ) � 1. (5)

Для того чтобы раскрыть третье слагаемое в левой
части уравнения (4), требуется рассмотреть уравне-
ние диффузии в матрице. С учетом граничных усло-
вий и при выполнении неравенства

|∇Γp(ρ)| �
√
p

d
(6)

уравнение диффузии в матрице согласно (2) прини-
мает вид

pcp(r) = d0
∂2cp(r)

∂t2
, |z| > a

2
. (7)

Здесь обозначено

d0 = d(r)
∣∣
ρ=0,z=a/2

. (8)

В уравнении (7) и далее для простоты считаем, что
d(r)|z=a/2 = d(r)|z=−a/2.

С учетом граничного условия для концентрации
указанное уравнение имеет очевидное решение:

pcp(r) = cp(ρ) exp

[
−
(
|z| − a

2

)√ p

d0

]
. (9)

Подстановка его в (4) приводит к замкнутому урав-
нению для концентрации в трещине:(

p+

√
p

t1

)
cp(ρ)− div(D(ρ)∇cp(ρ)) =

=
1

a
Nδ(ρ). (10)

Здесь обозначено

t1 =
a2

4d0
. (11)

При выполнении неравенства (6) матрица по от-
ношению к примеси в трещине играет роль ловуш-
ки. Это приводит к замедлению режима переноса
в трещине, в то же время не отменяя участие ее
в формировании режима переноса. Иная ситуация
возникает при выполнении противоположного нера-
венства:

|∇Γp(ρ)| �
√
p

d
. (12)

В этом случае матрица полностью берет на себя
формирование режима переноса. Для его описания
предназначено вытекающее из (2) уравнение

pcp(r) = div(d(r)∇cp(r)), |z| ≥ a/2. (13)

Его решение в асимптотической области имеет
вид, аналогичный (5):

cp(r) = Ap(r) exp[−Γp(r)], Γp(r) � 1. (14)

3. ЭЙКОНАЛ

Благодаря неравенствам Γp(ρ) � 1 и Γp(r) � 1

возникают малые параметры

min[(r, Lf )|∇Γp|]−1 � 1,

min[(r, Lm)|∇Γp|]−1 � 1.
(15)

В главном приближении по ним после подстанов-
ки выражений (5) и (14) соответственно в уравнения
(10) и (13) приходим к уравнениям

(∇Γ1p(ρ))
2 =

p

D(ρ)
, p� 1

t1
, (16)

(∇Γ2p(ρ))
2 =

√
p/t1

D(ρ)
,

1

t2
� p� 1

t1
, (17)

(∇Γ3p(r))
2 =

p

d(r)
, p� 1

t2
, (18)

где характерное время t2 = (D/d)2t1 получается из
сравнения |∇Γp(ρ)| ∼

√
p/d. Отметим, что именно

благодаря второму неравенству из (3) с учетом толь-
ко что приведенного выражения для характерного
времени t2, оказалось возможным при p � t−1

2 вос-
пользоваться приближенным равенством d(r) � d0.
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Далее для удобства перейдем от функций Γsp к
их безразмерным аналогам ψs:

Γsp(ρ) = κs(p)ψs(ρ), s = 1, 2,

Γ3p(r) = κ3(p)ψ3(r),
(19)

где размерные множители κs(p) определены равен-
ствами

κ1(p) =

√
p

D0
, κ2(p) =

[
p

D2
0t1

]1/4
,

κ3(p) =

√
p

d0
.

(20)

На основе (16)–(18) с учетом (19), (20) приходим
к уравнениям для безразмерных функций ψs:

(∇ψsp(ρ))2 = (ns(ρ))
2, s = 1, 2,

(∇ψ3p(r))
2 = (n3(r))

2,
(21)

в которых величины ns определены равенствами

n1(ρ) =

√
D0

D(ρ)
, n2(ρ) = n1(ρ),

n3(r) =

√
d0
d(r)

.

(22)

Уравнения (21) являются уравнениями в част-
ных производных первого порядка и по своей форме
совпадают с уравнением эйконала в геометрической
оптике (ГО) [8]. Поэтому в соответствии с теорией
таких уравнений решения записываются в форме

ψ1(ρ) =

ρ∫
0

n1(ρ) dl1, ψ2(ρ) = ψ1(ρ),

ψ3(r) =

r∫
0

n3(r) dl3.

(23)

Здесь интегрирование происходит вдоль траекторий
концентрационных сигналов, являющихся аналогом
лучей в ГО. Сами траектории определяются из ва-
риационного принципа:

δ

ρ∫
0

n1(ρ) dl1 = 0, δ

r∫
0

n3(r) dl3 = 0, (24)

который является аналогом принципа Ферма в ГО.
Из (24) вытекают уравнения для единичных векто-
ров, касательных к траекториям

dν1(ρ)

dl
=

1

n1(ρ)

(
∇n1(ρ)− ν1

dn1(ρ)

dl

)
,

ν2(ρ) ≡ ν1(ρ),

(25)

dν3(r)

dl
=

1

n3(r)

(
∇n3(r)− ν3

dn3(r)

dl

)
,

ν3 ≡ ν3(r).

(26)

Траектории при s = 1, 2 являются плоскими, а тра-
ектория с s = 3 — пространственной. Функции ns
могут быть названы индексами концентрационной
рефракции, а ψ1(ρ) и ψ3(r) — длинами концентра-
ционных путей.

4. КОНЦЕНТРАЦИЯ ПРИМЕСИ В
АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПРЕДЕЛЕ

В следующем приближении по малому парамет-
ру [min(r, L)|∇Γp|]−1 � 1 из уравнений (10) и (13)
после подстановки в них выражений (5) и (14), со-
ответственно, получаются уравнения для предэкс-
понент:

d lnAsp(ρ)

dψs
+

1

2
div
(
νs
ns

)
= 0, dψs = nsdls,

s = 1, 2,

(27)

d lnA3p(r)

dψ3
+

1

2
div
(
ν3

n3

)
= 0, dψ3 = n3dl3. (28)

Напомним, что величины, отмеченные значком
s = 1, 2, зависят от двумерной координаты ρ, а со
значком s = 3 являются функциями трехмерной ко-
ординаты r. Решения уравнений (27), (28), удовлет-
воряющих условию сшивки с точными решениями
для однородной среды

c(0)sp (ρ) =
N

a
√
8πκsρ

exp(−κsρ), s = 1, 2,

c
(0)
3p (r) =

N

4πd0r
exp(−κ3r),

(29)

имеют вид

csp(ρ) =
N

aD0

√
8πκs(p)ψs(ρ)

×

× exp(−κsψs(ρ)−Hs(ρ)), s = 1, 2,

H1(ρ)) =
1

2

ρ∫
0

(
div
(
νs
ns

)
− 1

ψs(ρ)

)
dψs(ρ),

H2(ρ) = H1(ρ),

(30)

c3p(r) =
N

4πψ3(r)
exp (−κ3(p)ψ3(r) −H3(r)) ,

H3(r) =
1

2

r∫
0

dψ3

(
div
(
ν3

n3

)
− 2

ψ3

)
.

(31)
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Концентрации в пространственно-временном
представлении c(ρ, t) и c(r, t) получаются путем
применения операции обратного преобразования
Лапласа к выражениям (30), (31):

c(t) =

b+i∞∫
b−i∞

Ap exp
[
pt− Γp

] dp
2πi

, Re b > 0. (32)

Благодаря условию Γp � 1, интеграл здесь бе-
рется методом стационарной фазы:

c(t) =
Ap0√

2π

∣∣∣∣∂2Γ∂p2

∣∣∣∣
p=p0

exp[−Γ(t)], (33)

Γ(t) = Γp0 − p0t, ∂Γ/∂p
∣∣
p=p0

− t = 0.
В результате сопоставления (30), (31) с (32), (33)

с учетом выражений (20) приходим к выражениям

c(ρ, t) =
N

4πaD0t
exp[−Γ1(ρ)−H1(ρ)],

Γ1(ρ) =
ψ2
1(ρ)

4D0t

(34)

при условии Γ1(ρ) � max[t/t1, 1];

c(ρ, t) =
N

4πaD0t
√
3
exp[−Γ2(ρ)−H2(ρ)],

Γ2(ρ) =
3

4

(
ψ4
1(ρ)

4D2
0t1t

)1/3

,

(35)

при условии max [t/t2, 1] � Γ2(ρ) � 3t/t1;

c(r, t) =
N

(4πd0t)3/2
exp[−Γ3(r)−H3(r)],

Γ3(r) =
ψ2
3(r)

4d0t

(36)

при условии 1 � Γ3(r) � t/t2.
Отмеченные условия применимости выражений

(34)–(36) определяются тем, какому из интервалов
(16)–(18) принадлежит стационарное значение p0 пе-
ременной Лапласа в (33). Асимптотические выраже-
ния (34), (35) и (36) порождены, соответственно, ре-
жимами быстрой классической двумерной диффу-
зии, двумерной субдиффузии и медленной классиче-
ской трехмерной диффузии. Как видно из условий
их применимости, они описывают первые по уда-
ленности от источника примеси ступени асимпто-
тик во временных интервалах соответственно t� t1,

t1 � t� t2 и t� t2. Вместе с тем (34) и (35) являют-
ся вторыми ступенями соответственно в интервалах
t1 � t � t2 и t � t2, а выражение (34) описывает
также третью (наиболее удаленную) ступень асимп-
тотики на самых поздних временах t � t2.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем основные результаты. На осно-
ве асимптотического подхода получены выражения
для концентрации примеси в модели Дыхне с пере-
менными в пространстве параметрами — простей-
шей физической модели, демонстрирующей неклас-
сическое (субдиффузионное) поведение переноса и
смену транспортных режимов во времени.

Экспоненциальное убывание концентрационных
асимптотик позволило получить для показателей
экспонент дифференциальные уравнения в частных
производных первого порядка. Поэтому в предель-
ных временных интервалах асимптотические выра-
жения сведены к однократным интегралам вдоль
траекторий концентрационных сигналов, которые
определяются из вариационного принципа — ана-
лога принципа Ферма в геометрической оптике.
Интегралы вдоль траекторий являются аналога-
ми длины оптического пути, а соответствующие им
подынтегральные выражения — аналогами индекса
рефракции. Основное отличие в результатах моде-
ли с пространственно-зависимыми параметрами от
модели Дыхне с постоянными параметрами сводит-
ся к замене расстояний от источника примеси до
точки наблюдения соответствующими им длинами
концентрационного пути — интегралами вдоль тра-
ектории концентрационных сигналов от индексов
рефракции.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Работа [1] посвящена экспериментам с немати-
ком в переменном поле и содержит интересные на-
блюдения, которые пока не имеют теоретического
объяснения. Прежде всего, нематик имел отрица-
тельную анизотропию проводимости и потому был
устойчив по отношению к электрогидродинамиче-
ской (ЭГД) неустойчивости [1]. Кроме того, наблю-
даемые явления совсем не похожи на явления, воз-
никающие из-за флексоэлектрического эффекта. В
этом нематике наблюдалось движение так называе-
мых «пуль» — ориентационно деформированных ча-
стей нематика. Основной механизм образования та-
ких «пуль» до сих пор не очень ясен и требует даль-

* E-mail: pikin@ns.crys.ras.ru

нейших экспериментальных и теоретических иссле-
дований. При поле E, параллельном оси z, пули вы-
тянуты вдоль оси y, перпендикулярно оси x. При
этом их размер вдоль этой оси Lx мал (порядка тол-
щины нематического слоя). Размер Ly увеличивал-
ся с увеличением напряженности поля 〈E2〉, а длина
Lx была постоянной. Движение «пуль» начиналось
в одном и том же направлении на больших участ-
ках ячейки, но на других участках с той же веро-
ятностью возникало движение в противоположном
направлении. Скорость движения линейно зависе-
ла от 〈E2〉. Существование таких «пуль» возмож-
но в некоторой области параметров системы (фа-
зовой диаграммы). Эти эффекты могут быть свя-
заны с определенными электролитическими свой-
ствами [2, 3] очень чистого нематического жидкого
кристалла (НЖК), т. е. НЖК, свободного от заря-
женных примесей. Это явление присуще обычным
жидким электролитам, когда играют роль инжекци-
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Рис. 1. Неравномерное распределение подвижных носите-
лей заряда при слабом электрическом токе [3]

онные свойства электродов. Качественно эти фак-
ты можно объяснить с учетом инжектированных
ионов и объемных зарядов в нематике под действи-
ем осциллирующего поля. Известно, что интенсив-
ность потока инжектируемых ионов зависит от на-
пряженности поля, создаваемого вблизи поверхно-
сти электрода внешними источниками и объемным
зарядом внутри диэлектрика [4, 5]. В общем случае
роль ионов разных знаков в протекании тока опре-
деляется электрохимическими процессами на двух
электродах, но часто результирующий ток создает-
ся одним сортом ионов, при этом ионы противопо-
ложного знака остаются в покое [3]. В данной работе
предполагается, что инжектируемые ионы создают
слабый постоянный ток в осциллирующем поле. Из-
вестно [3], что при небольшом количестве инжекти-
рованных носителей электрический ток j пропорци-
онален приложенному напряжению U , а количество
инжектированных электронов около катода умень-
шается с увеличением тока электронов и ограниче-
но объемным зарядом (см. рис. 1). Связанные с за-
рядами возмущения иногда возникают в тех местах
электродов, где внешней энергии достаточно для со-
здания инжекции. Площадь пули LxLy может уве-
личиваться за счет увеличения Ly, но Lx практиче-
ски не меняется и остается приблизительно порядка
толщины ячейки d.

Вся эта картина наблюдалась в переменном элек-
трическом поле (при действии высокочастотного
электромагнитного поля) и при наличии электро-
дов. Цель данной работы — продемонстрировать
возможность формирования динамической системы
полос, состоящей из движущихся заряженных де-
фектов нематической структуры на фоне невозму-
щенного нематика. Это явление является порого-
вым по напряженности переменного электрическо-
го поля в зависимости от частоты, оно зависит от
потока инжектированных электронов. Следует под-
черкнуть, что такой эффект существует независи-

мо от широко известных электрогидродинамической
(ЭГД) и флексоэлектрической (ФЭ) неустойчивос-
тей [6, 7].

2. РАЗМЕР ДЕФЕКТОВ

Интенсивность потока инжектированных элек-
тронов зависит от поля E, создаваемого на поверх-
ности электрода внешним источником. Для возник-
новения некоторого количества инжектированных
электронов необходимо конечное время τ (необхо-
дим отрыв электронов от электродов, связывание
электронов с молекулами нематика, «одевание» ис-
кажений ориентационной структуры на захвачен-
ные электроны и т. д.). Следовательно, размер Ly
можно оценить как

Ly ∼ vyτ, (1)

где средняя скорость заряженных искажений vy в
вязкой жидкости зависит от интенсивности 〈E2〉,
определяющей плотность инжектированных элек-
тронов. Значение τ из уравнения (1) существенно
влияет на размер Ly, который при малом времени τ
может быть небольшим и сравнимым с Lx. В рабо-
те [1] показано, что в некоторых случаях значения
Ly могут быть велики. В наблюдаемых искажениях
Ly/Lx ∼ 10÷ 20.

3. ДВИЖЕНИЕ ДЕФЕКТОВ

Предположим, что концентрация инжектирован-
ных электронов n пропорциональна средней плотно-
сти энергии поля 〈E2〉, а именно, n = b〈E2〉, где b —
константа, а значение n связано со средней макро-
скопической скоростью движения (движение неко-
торых доменных стенок, ЭГД-роллов и т. д.) 〈v〉 со-
отношением

〈v〉 = ηn, (2)

где η — электрокинетический коэффициент. Таким
образом, имеет место зависимость

〈v〉 = η b〈E2〉. (3)

Соотношения (2), (3) являются основными посту-
латами данного подхода, связывая инжектирование
зарядов в электролитическую ячейку с макроскопи-
ческим движением жидкости в ней при наличии пе-
ременного поля.
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Рис. 2. Трехмерное изображение искажений в НЖК

В соответствии с [2,3] можно оценить электроки-
нетический коэффициент. Можно использовать слу-
чай, когда массовый поток ионизированных моле-
кул с плотностью ρ (по оси z — через раствори-
тель) равен ρ vz = −j m/e ; макроскопическое дви-
жение жидкой смеси со скоростью vz - это импульс
единицы объема жидкости ρ vz [3]. Если n ориенти-
рован перпендикулярно ионному потоку, то проис-
ходит падение напряжения на расстоянии порядка
толщины слоя d (ϕ(0) = 0, ϕ(d) = U), таким обра-
зом, получаем следующее уравнение [2]:

ρD⊥
(
dn

dz

)
= jz[β

⊥ + (m/e) (1− n) ], (4)

где Dki — тензор диффузии и βki — симметричные
кинетические коэффициенты [2, 8] (индекс ⊥ озна-
чает собственное значение тензора). Здесь для про-
стоты предполагается, что химический потенциал
раствора определяется как производная термодина-
мического потенциала раствора (на единицу массы)
по его концентрации n (например, по концентрации
отрицательных ионов); n — отношению массы элек-
тролита к полной массе жидкости в данном элемен-
те объема. Ячейка ЭГД имеет большую длину по
оси y. Сечение ячейки в плоскости xy схематично
показано на рис. 2 с характерными распределения-
ми скорости жидкости и ориентации директора.

Приведенный ниже рисунок (рис. 3) может быть
характерным для «пуль», если имеется универсаль-
ная причина появления посторонних зарядов. На са-
мом деле эти структурные образования создаются
и создают соответствующие оптические изображе-
ния в результате взаимодействия инжектированного
электронного облака с нематическими молекулами.
Например, можно сказать об определенных связан-
ных состояниях инжектированного электрона с аро-
матическими электроактивными молекулами, когда
отрицательные ионы образуются при захвате элек-
тронов этими молекулами по некоторым резонанс-

Рис. 3. Характерные распределения скорости жидкости и
ориентации директора на двумерном сечении искажения

(при наличии посторонних зарядов)

ным механизмам [9]. В других работах [10, 11] от-
мечается важная роль локализации и перераспреде-
ления ионов в «пулях». Формирование ограничен-
ного анионного состояния связано с однократным
резонансом с захватом электрона на определенную
орбиталь. Этот механизм сопровождается максиму-
мом ионного тока [9]. На рис. 3 показано образо-
вание ЭГД при относительно большой длине ори-
ентации исходной однородной структуры (возмуще-
ния Ly вдоль оси y); колонны (пунктирные линии)
этих возмущений (распределения потоков и сил в
колоннах показаны как в эффекте ЭГД [6]). В такой
колонне директор становится почти параллельным
потоку (состояние с максимумом ионного тока). В
колоннах с перпендикулярной ориентацией потоков
(исходное однородное состояние нематика) наблю-
дается минимум ионного тока при отрицательной
анизотропии электропроводности. Таким образом,
электроны не связываются с молекулами планар-
ного неискаженного нематика при отрицательной
анизотропии электропроводности (базовый фон), а
прилипают к искаженным структурам — «пулям»
НЖК (покрывая их электронными «оболочками»).

Находящиеся в таком слое захваченных инжек-
тированных электронов нематические молекулы на-
поминают уединенные волны. Все они в оптическом
представлении выглядят как два параллельных бло-
ка конечной длины (∼ Ly) и ширины (∼ d). Эти бло-
ки, очевидно, связаны с левой и правой сторонами
колонн (см. рис. 3) с максимумами токов. При пря-
мом столкновении таких «пуль» эти блоки «стряхи-
вают» захваченный инжектированный электрон, и
«пули» исчезают.

При боковом столкновении «пуль» исчезает
только часть захваченных электронов, такие «пу-
ли» могут восстанавливаться и как бы проходить
друг через друга. Они также могут отражаться от
твердых препятствий или даже быть полностью
уничтожены ими. Часть инжектированных электро-
нов переносит электрические заряды в жидкости
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под действием поля E, а другие инжектирован-
ные электроны прилипают к молекулам НЖК,
запасая «пули». «Пули», заряженные одинаково,
испытывают кулоновское отталкивание. Полно-
стью заряженные подвижные искажения, «одетые»
электронами, напоминают уединенные волны (соли-
тоны): они могут распространяться одна за другой
вдоль оси y со скоростью 〈v〉, что связано с вза-
имным отталкиванием. В этом случае направление
движения y эквивалентно направлению назад.

4. ПОРОГОВЫЙ ХАРАКТЕР
НЕУСТОЙЧИВОСТИ

Рассматриваемое явление является пороговым
по напряженности переменного электрического по-
ля в зависимости от частоты, оно существенно зави-
сит от потока инжектированных электронов. Если
пороговое значение Ith = 〈E2〉th пропорционально
частоте переменного поля ω на некотором интервале
значений ω (часть фазовой диаграммы), то нетруд-
но видеть, что среднее значение 〈v〉 как функция ω
является прямой линией на том же интервале зна-
чений ω. Аналогичным образом можно сделать вы-
вод, что концентрация инжектированных электро-
нов пропорциональна пороговой напряженности по-
ля, заряд полностью заряженного дефекта немати-
ческой структуры равен nae ∼ 〈E2〉th; поле действу-
ет на такой дефект с силой, пропорциональной это-
му заряду. Здесь a — коэффициент, показывающий
степень прилипания электронов к молекулам НЖК.

На поверхности электрода (в плоскости xy) им-
пульс сохраняется: движущиеся заряженные дефек-
ты начинают заполнять поле наблюдения, но с сим-
метрией движения вправо и влево по полосам, то
есть суммарные импульсы «пуль» уравновешивают
друг друга. Соответственно, 〈vbullets〉 = aηn, где
na — концентрация движущихся полностью заря-
женных «пуль». Таким образом, пороговое значе-
ние Ith = 〈E2〉th определяет количество заряженных
«пуль», а их скорости (см. (3)) находятся из соотно-
шения

n = bIth, 〈v〉 = abIthη. (5)

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В тонком слое нематика при действии перемен-
ного поля при отсутствии заряженных примесей
описанные выше процессы имеют место, если

инжекция электронов происходит под действием
постоянного или переменного поля. Электрическое
поле E = Ez = E0 cos(ωt) направлено перпен-
дикулярно поверхности нематического слоя, т. е.
эффект ЭГД изотропен в плоскости конденсатора.
Поэтому здесь существенны двумерные возмущения
потоков с инжектированными зарядами. Ячейки с
искажениями теперь могут занимать всю плоскость
xy, создавая полосчатую структуру с равными
условиями движения посторонних зарядов вдоль
оси y. В таких ячейках действуют электрические
поля, приводящие в движение заряженные «пули»
как искажения ориентационной структуры. «Пули»
с инжектированными электронами под действием
упомянутых полей могут двигаться в любом направ-
лении, но ось y имеет предпочтение. Рисунок 5 из
работы [1] (см. также соответствующие видео, при-
веденные в [1]) можно понять следующим образом:
заряженные «пули» уходят на катод и исчезают
из поля зрения. Одновременно «пули» в соседней
группе полос с альтернативным (по оси y) движени-
ем уносятся потоком в обратном направлении. Эта
работа совершенно феноменологическая. Чтобы
найти микроскопические значения параметров
a, b, η и τ , необходимо построить микроскопические
уравнения, описывающие обсуждаемый процесс.
Вообще говоря, эти феноменологические параметры
должны соответствовать членам соответствующих
уравнений движения заряженных дефектов ЭГД в
нематиках.
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Весьма важная и влиятельная идея о так называемых комбинированных топологических дефектах, была
предложена впервые в космологии (см., например, основополагающую работу [1]) для описания возник-
новения различных топологических дефектов на ранних стадиях эволюции вселенной. Эта идея позднее
была детально разработана теоретически и подтверждена тонкими экспериментами на сверхтекучем
гелии-3, проведенными группой исследователей из Лаборатории Низких Температур в Хельсинки и инс-
титутов физических проблем им. П. Л. Капицы и теоретической физики им. Л. Д. Ландау Российской
академии наук. В настоящей публикации, мотивированной именно этими исследованиями, возможность
таких комбинированных дефектов иллюстрируется на значительно менее экзотическом примере жидких
кристаллов.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040179

1. ВВЕДЕНИЕ

Для меня участие в этом юбилейном выпуске
ЖЭТФ не только большая честь и возможность вы-
сказать свое поздравление И. Е. Дзялошинскому.
Фактически, именно И. Е. Дзялошинский внедрил
в отечественную науку (и проиллюстрировал в се-
рии работ в 70-ые годы прошлого 20-ого века) поня-
тие о жидких кристаллах как объекта, подлежаще-
го изучению методами теоретической физики. По-
этому работа о жидких кристаллах, направленная
в данный юбилейный сборник, является для меня
естественным выражением благодарности юбиляру,
от которого автор впервые узнал об их существова-
нии.

С тех пор жидкие кристаллы уже перестали
быть просто промежуточным состоянием некото-
рых органических веществ. Многочисленные обзо-
ры и монографии (см., например, [2–6] и цитиро-
ванную там литературу), могут быть использованы
для ознакомления с достижениями физики жидких

* E-mail: efim.i.kats@gmail.com

кристаллов вплоть до первых десятилетий 21-ого ве-
ка. Однако сказанное выше не означает, что фун-
даментальная наука о жидких кристаллах закон-
чена и единственной мотивацией для продолжения
изучения жидких кристаллов остались многообеща-
ющие практические приложения жидких кристал-
лов. Фундаментальная физика жидких кристаллов
совсем не закончена. Более того, обнаруживаются
и идентифицируются новые типы жидких кристал-
лов (например, нематики с модулированной струк-
турой, так называемые twist-bend, в основном состо-
янии которого имеется ненулевая деформация кру-
чения (twist) и поперечного изгиба (bend) поля ди-
ректора), см., например, [7,8]. Еще более впечатляет
открытие ферроэлектрического нематика NF [9,10].
Интересно отметить, что возможность существова-
ния такой системы была предсказана теоретически
более 100 лет тому назад, одним из создателей кван-
товой механики М. Борном [11], однако до работы [9]
все попытки экспериментального обнаружения NF
были неудачны.

Разумеется, это открытие [9] стимулирует много
новых исследований, посвященных ферроэлектри-
ческим нематикам. Собственно, некоторые возмож-
ные направлениях таких работ обсуждаются авто-
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рами публикаций [9, 10]. Данная статья посвяще-
на одному из таких направлений. Дело в том, что
в системах с несколькими типами упорядочения с
нетривиальными пространствами вырождения со-
ответствующих параметров порядка возможно су-
ществование так называемых комбинированных де-
фектов (отметим, что об этом факте упомянуто в
комментарии Лаврентовича [10]). Многочисленные
примеры этих комбинированных дефектов (возни-
кающих в таких, казалось бы, далеких друг от дру-
га объектах, как бесконечная вселенная или сверх-
текучий He-3 в нанопористой матрице) приведены
и проанализированы в работах [12, 13]. В этой за-
метке будет предложен еще один пример системы с
комбинированными дефектами, но уже, так сказать,
из обыденного мира существующих при комнатных
температурах жидких кристаллов.

2. ГОМОТОПИЧЕСКИЕ ГРУППЫ ДЛЯ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ПЕРЕХОДОВ

I–N–NF

Для системы, о которой пойдет речь в данной ра-
боте, существенно наличие двух относительно близ-
ких слабых (т. е. близких к непрерывным) фазовых
переходов первого рода: I–N (где I — изотропная
жидкость, обладающая полной трехмерной симмет-
рией вращений и трансляций, а N — нематичес-
кий жидкий кристалл), где эта исходная полная
симметрия понижается до одноосной вращательной
симметрии D∞h (вращений на произвольный угол
вокруг одной выделенной оси, задаваемой единич-
ным вектором n (n ≡ −n) директором при сохране-
нии полной трансляционной симметрии). Следую-
щий при понижении температуры фазовый переход
в ферроэлектрическую фазу NF нарушает аполяр-
ную симметрию директора n ≡ −n. Фактически, по
определению абсолютной температуры T , оба пере-
хода в существующих при комнатных температурах
(T � 300 K) жидких кристаллах близки, так как
области стабильности фаз ΔT � (20–50) K всегда
удовлетворяет неравенству ΔT < T .

Все возможные топологические дефекты, суще-
ствующие в нематической фазе N и в ферроэлект-
рической фазе NF , хорошо изучены и известны [15].
Пространство вырождения параметра порядка в фа-
зе N является проективной плоскостью P 2, (т. е.
сфера, факторизованная из-за аполярной симмет-
рии n → −n по антиподальным точкам):

P 2 = S2/Z2 , (1)

где Z2 — это группа из двух элементов, e и e2 = 1.
Основная и обманчиво простая идея о применении
теории гомотопии к описанию топологических де-
фектов сводится к наблюдению за изменением фи-
зического параметра порядка на замкнутом конту-
ре (размерности n), окружающем изучаемый де-
фект. При этом топология дефекта определяется со-
ответствующим элементом πn фундаментальной го-
мотопической группы. Фундаментальные гомотопи-
ческие группы для P 2 (см., например, [14]) таковы:

π1(P
2) = Z2, π2(P

2) = Z , (2)

где Z — группа целых чисел. Отсюда следует,
что в нематической фазе возможны топологичес-
ки стабильные линейные дефекты (дисклинации)
с полуцелыми топологическими зарядами ±1/2 и
нуль-мерные дефекты (монополи, называемые в
нематиках ежами) с целочисленными топологиче-
скими зарядами ±N . Эквивалентность (или не эк-
вивалентность) ежей с разноименными зарядами за-
висит от наличия в системе дисклинаций.

В полярной фазе NF дискретная симметрия n →
→ −n нарушена. Соответственно пространство вы-
рождения полярного параметра порядка это сфера
S2. Соответственно фундаментальные гомотопиче-
ские группы в этом случае

π1(S
2) = 0, π2(S

2) = Z, (3)

однако теперь положительные и отрицательные за-
ряды ежей определены одназначно, так как то-
пологически стабильные линейные дефекты (пер-
вая фундаментальная гомотопическая группа три-
виальна) вообще отсутствуют.

На этом месте можно было бы закончить описа-
ние топологических дефектов в фазах N и NF , если
бы оба перехода I–N и I–NF были бы полностью
независимы друг от друга. Однако из того обстоя-
тельства, что оба фазовых перехода не изолирова-
ны, следует, что нематический директор, сохраняя
часть своей свободы, может быть определен и в фа-
зе NF . При конечной энергии зацепления директора
n и ферроэлектрической поляризации P

Fint = γint(n ·P)2 , (4)

в NF можно ввести характерный пространственный
масштаб

ξint =
√
K/γint , (5)

где K — модуль ориентационной упругости Франка
[2]. Соответственно на масштабах r < ξint нематиче-
ский директор сохраняет свои степени свободы и, та-
ким образом, существует возможность образования
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линейных сингулярностей (дисклинаций). Однако в
фазе NF первая фундаментальная гомотопическая
группа π1 тривиальна и потому свободные дискли-
нации не могут быть топологически стабильными.
Однако при фазовом переходе N–NF нарушается
дискретная группа симметрии n → −n. Такое нару-
шение симметрии может приводить к наличию двух
вырожденных состояний системы, что приводит к
возможности существования в фазе NF доменных
стенок. В свою очередь, эти доменные стенки могут
топологически «защитить» дисклинации, связыва-
ющие доменные стенки.

Интересно отметить, что космологическая ди-
намика такого рода дефектов (струн топологичес-
ки защищенных доменными стенками) была изу-
чена в рамках калибровочных моделей в работах
[16, 17]. Вне зависимости от конкретных характе-
ристик физической системы такой комбинирован-
ный дефект требует для своего описания использо-
вания так называемых относительных гомотопичес-
ких групп, краткое описание которых будет пред-
ставлено в следующем разделе.

3. ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ГОМОТОПИЧЕСКИЕ
ГРУППЫ ДЛЯ ОПИСАНИЯ

КОМБИНИРОВАННЫХ ДЕФЕКТОВ В
ФЕРРОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ НЕМАТИКЕ NF

Возможность комбинированных дефектов свя-
зана с существованием вблизи фазового перехода
NF –N двух пространственных (и энергетических)
масштабов, на которых имеют место отличные друг
от друга симметрии пространств вырождения R1 и
R2. Для описания объектов инвариантных на обо-
их многоообразиях R1 и R2 используются относи-
тельные гомотопические группы πn(R1, R2). В рабо-
те [12] была предложена элегантная процедура вы-
числения относительных гомотопических групп. А
именно, для интересующего нас случая с двумя фа-
зовыми переходами I–N и N–NF пространство вы-
рождения

R1 = G/S2,

где G — первичная (исходная) группа симметрии
изотропной жидкости. С другой стороны,

R2 = P 2/S2

и, следовательно,

R1/R2 = GS2/S2P 2 = G/P 2 . (6)

Таким образом, мы находим, что

πn(R1, R2) � πn(P
2) . (7)

Следовательно, все топологически защищенные в
нематической фазе объекты сохраняют свои топо-
логические заряды и в ферроэлектрической нема-
тической фазе NF .

В общем случае проведенное выше простое рас-
смотрение не позволяет различить, какие из этих
дефектов могут существовать сами по себе (т. е. как
свободные), а какие обязаны быть связаны в комби-
нированные дефекты. Полный анализ требует зна-
ния точной последовательности относительных го-
мотопических групп. В такой последовательности
относительные гомотопические классы πk+1(R1, R2)

отображаются в гомотопические классы меньшей
размерности πk(R2). Однако в нашем случае свобод-
ные дисклинации в фазеNF запрещены (π1(S2) = 0)
и потому допустимы только комбинированные де-
фекты: дисклинации, связывающие доменные стен-
ки.

Имеется также и другой тип комбинированных
дефектов. Поскольку для обоих многообразий (R1

R2) гомотопическая группа π2 не тривиальна, в фа-
зе NF возможны два типа монополей (ежей): сво-
бодные ежи с однозначно определяемой их тополо-
гическим зарядом структурой π2(S2) = Z, а также
комбинированные дефекты.

Хотя в принципе можно себе представить конфи-
гурацию полей директора и вектора электрической
поляризации, в которой точечный дефект (еж) огра-
ничивает линейный дефект (дисклинацию), такой
комбирированный дефект не является топологичес-
ки устойчивым (только энергетические соображе-
ния, связанные с анизотропной энергией Франка
или энергией диполь-дипольного взаимодействия,
могут стабилизировать такой не топологический
комбинированный дефект). Однако существует дру-
гая возможность. Если в нематическом жидком кри-
сталле присутствуют одновременно точечные и ли-
нейные дефекты (ежи и дисклинации), то при об-
ходе вокруг дисклинации еж превращается в анти-
ежа (меняется знак топологического заряда, см., на-
пример, [15]). В ферроэлектрическом нематическом
жидком кристалле такое преобразование с измене-
нием знака точечного дефекта (ежа) требует пересе-
чения доменной стенки (топологически стабильной
в фазе NF ). Я благодарю рецензента этой работы,
указавшему на это обстоятельство.Многочисленные
примеры аналогичных топологически защищенных
комбинированных дефектов (образующих в сверхте-
кучем He-3 и некоторых космологических теориях
«бусы» струн и монополей) могут быть найдены в
работах [18–20].

11 ЖЭТФ, вып. 4
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучены комбинированные топологические де-
фекты на примере недавно открытого ферроэлек-
трического жидкого кристалла. Показано, что воз-
можно существование таких комбинированных де-
фектов двух типов: дисклинаций, связывающих до-
менные стенки, и цепочек монополей (ежей) с их
зеркальными отображениями в доменных стенках —
антимонополями (антиежами). На момент написа-
ния этой статьи, насколько это известно автору,
нет экспериментального подтверждения существо-
вания комбинированных дефектов в ферроэлектри-
ческом нематике. На теоретическом фронте также
остаются открытыми интересные вопросы о динами-
ке комбинированных дефектов, их взаимодействии
друг с другом, со свободными дефектами и мягкими
(гидродинамическими) степенями свободы жидкого
кристалла. Практически не изучены (и не только
в жидких кристаллах, а вообще в физике упорядо-
ченных конденсированных сред) структуры, связан-
ные с редко обсуждаемыми в физической литера-
туре фундаментальными гомотопическими группа-
ми высшего чем n = 2 порядка. Среди них особый
интерес именно для жидких кристаллов представ-
ляет гомотопическая группа π3. Дело в том, что
π3 описывает топологию так называемых текстур,
т. е. неоднородных распределений параметра поряд-
ка, поэтому строго говоря не дефектов, но не своди-
мых малыми деформациями к тривиальным конфи-
гурациям. Вспомогательная и непростая задача это
вычисление гомотопической группы π3. Например,
для пространства вырождения S2 известен резуль-
тат Хопфа π3(S2) = Z (и целые числа, заряды Z,
называются инвариантами Хопфа). Изучение этого
круга вопросов выходит за рамки данной работы и
является предметом отдельного рассмотрения.

Отметим в заключение, что нематическая фер-
роэлектрическая фаза с однородной поляризацией
может оказаться неустойчивой по отношению фазы
с модулированной поляризацией [21]. Дело в том,
что для полярного и четного по отношению к ин-
версии времени вектора электрического дипольно-
го момента всегда имеет место диполь-флексо-ди-
поль-взаимодействие вида

Ffp = β1P
2(∇P) + β2P∇(P2) . (8)

Такое взаимодействие (запрещенное симметрией по
отношению к обращению времени в ферромагнети-
ках) при достаточно большой величине коэффици-
ентов взаимодействия β1 и β2 приводит к энерге-
тической выгодности структур с модулированной

поляризацией (и из-за взаимодействия (4) также и
к модуляции директора n). Так называемая splay
нематическая фаза [22], является одной из возмож-
ных структур, возникающих из-за упомянутой выше
неустойчивости однородного ферроэлектрического
нематика. Однако описанная в этой работе класси-
фикация комбинированных дефектов применима и
в этом случае.

Благодарности. Я глубоко признателен
Г. Е. Воловику за подробные обсуждения идеологии
комбинированных топологических дефектов, сти-
мулировавшие эту работу.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Данная работа будет посвящена гамильтоновым
структурам, играющим в настоящее время важней-
шую роль во многих областях математики и мате-
матической физики. А именно, мы будем, главным
образом, рассматривать здесь гамильтоновы струк-
туры гидродинамического типа и некоторые их важ-
ные обобщения. Традиционно, гамильтоновы струк-
туры гидродинамического типа связаны со скоб-
ками Пуассона, возникающими в гидродинамике и
представляющими собой скобки для соответствую-
щих гидродинамических плотностей. Скобки тако-
го типа представляют собой, как правило, выраже-
ния первого порядка по пространственным произ-
водным и могут быть представлены в следующем
общем виде:

{Uν(x), Uμ(y)} == gνμi (U(x)) δxi(x − y)+

+ bνμiλ (U(x))Uλxiδ(x− y), (1.1)

где U(x) — полный набор гидродинамических плот-
ностей в рассматриваемой задаче.

* E-mail: maltsev@itp.ac.ru

Скобки (1.1) в гидродинамике обычно связаны с
гамильтонианами гидродинамического типа, т. е. га-
мильтонианами вида

H =

∫
PH (U(x)) dnx, (1.2)

где n — размерность рассматриваемой задачи.
Нетрудно видеть, что гамильтонианам (1.2) в
гамильтоновой структуре (1.1) соответствуют
системы вида

Uνt = V νiμ (U(x)) Uμxi,

ν, μ = 1, . . . , N , i = 1, . . . , n.
(1.3)

Скобка (1.1) и система (1.3) записаны в наиболее
общей форме, не отражающей никакой специфики
гидродинамических переменныхU(x). Нетрудно ви-
деть, что приведенная форма является инвариант-
ной по отношению к любым “точечным” заменам пе-
ременных Ũ = Ũ(U) при соответствующих преобра-
зованиях величин gνμi(U), bνμiλ (U) и V νiμ (U). Вместе
с тем, конечно, в реальной гидродинамике каждая
переменная, как правило, имеет свой особый фи-
зический смысл, а соответствующие скобки (1.1) и
системы (1.3) обладают связанной с этим дополни-
тельной структурой. Как хорошо известно [1], в наи-
более простом случае баротропного течения идеаль-
ной жидкости скобки Пуассона плотности жидкости
ρ(x) и компонент ее скорости vi(x) могут быть за-
писаны в виде
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{ρ(x), ρ(y)} = 0, {vi(x), ρ(y)} = ∇xiδ(x−y),

{vi(x), vk(y)} =
1

ρ(x)

(
∂vk

∂xi
− ∂vi

∂xk

)
δ(x− y),

(1.4)

а соответствующий такому течению гамильтониан
имеет при этом вид

H =

∫ (
ρv2

2
+ ε(ρ)

)
d3x.

Чрезвычайно важным свойством скобки (1.4) яв-
ляется то, что условие

rotv(x) = 0 (1.5)

сохраняется при любой гамильтоновой динамике
жидкости. Определяя при этом потенциал течения
Φ(x) согласно стандартной формуле

v(x) = ∇Φ(x),

легко проверить, что переменные ρ(x) и Φ(x) зада-
ют каноническую скобку Пуассона

{ρ(x), ρ(y)} = 0, {Φ(x),Φ(y)} = 0,

{Φ(x), ρ(y)} = δ(x− y).
(1.6)

Можно отметить также, что по своему физичес-
кому смыслу переменные ρ(x) могут быть отнесены
к переменным типа действия, а переменные Φ(x) —
к угловым (фазовым) переменным. Как также хо-
рошо известно, введение канонических переменных
для скобки (1.4) в более общем случае завихрен-
ных течений является более сложным и связано с
определением переменных Клебша для таких тече-
ний (см. [2]).

Гамильтоновы структуры (1.1) возникают так-
же и для более общего случая небаротропных тече-
ний, а также уравнений магнитной гидродинамики
[3]. Можно показать, что как в баротропном, так и
в более общем небаротропном случае, введение ка-
нонических переменных (переменных Клебша) для
гамильтоновых структур связано с представлени-
ем соответствующих уравнений в виде лагранже-
вой системы со связями (см. [4,5]). Более того, дан-
ный подход оказывается плодотворным и при описа-
нии неизэнтропических течений классической жид-
кости, а также сверхтекучести [6]. Можно отме-
тить, что в последнем случае лагранжев и гамиль-
тонов подходы часто оказываются важной состав-
ляющей не только в описании определенных аспек-
тов динамики сверхтекучей жидкости, но и в уста-
новлении уравнений такой динамики в целом (см.
[7–11]). В общем случае построение канонических

переменных для гамильтоновых структур в гидро-
динамике является весьма важной задачей, связан-
ной с описанием многих особенностей соответству-
ющих течений, включая их топологические особен-
ности (см. [12, 13]).

Ниже мы покажем, что во многих случаях для
скобок гидродинамического типа естественным яв-
ляется более расширенное определение канониче-
ской формы. Кроме того, помимо канонической
формы скобки (1.1) чрезвычайно важной при иссле-
довании соответствующих гамильтоновых систем
является также другая (диагональная) форма этой
скобки. Последнее обстоятельство будет наиболее
очевидно в случае одной пространственной размер-
ности, где теория таких скобок (и их обобщений) яв-
ляется основой теории интегрируемых систем гид-
родинамического типа. Часто бывают важны и дру-
гие структуры скобок Пуассона (1.1), в частности,
их ли-алгебраическая структура (см. [14–16]).

К обобщениям гамильтоновых структур гидро-
динамического типа можно отнести структуры, со-
держащие одновременно гидродинамические и фа-
зовые переменные, структуры, объединяющие гид-
родинамическую и ли-алгебраическую части, струк-
туры, содержащие высшие производные и нелокаль-
ные добавки и т. п. Огромное многообразие чрез-
вычайно важных структур такого типа было рас-
смотрено Дзялошинским и Воловиком в работе [17].
В частности, как было показано в [17], к огромно-
му множеству приложений гамильтоновых струк-
тур, обобщающих структуры гидродинамического
типа, относятся описание упругой динамики кри-
сталлов с примесями и дефектами, динамики жид-
ких кристаллов, динамики магнетиков самых раз-
личных типов, а также спиновых стекол.

2. ОДНОМЕРНЫЕ ГАМИЛЬТОНОВЫ
СТРУКТУРЫ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО

ТИПА

В случае одной пространственной переменной
системы гидродинамического типа имеют вид

Uνt = V νμ (U) Uμx . (2.1)

Матрица V νμ (U) является матрицей линейного
преобразования на касательном пространстве мно-
гообразия с координатамиU, в частности, она обла-
дает соответствующим законом преобразования при
точечных заменах Ũ = Ũ(U).

Система (2.1) является гиперболической в неко-
торой области значенийU, если в каждой точке этой
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области все собственные значения V νμ (U) являют-
ся вещественными, а соответствующие собственные
векторы образуют базис в касательном пространст-
ве. Система (2.1) называется строго гиперболиче-
ской в некоторой области, если в каждой точке этой
области собственные значения V νμ (U) вещественны
и попарно различны.

В случае двухкомпонентных систем (т. е. U =

= (U1, U2)) каждая строго гиперболическая система
(2.1) может быть приведена к диагональному виду

Rνt = vν (R) Rνx (2.2)

с помощью вещественной замены переменных R =

= R(U). В случае N ≥ 3, однако, такое приведение,
вообще говоря, не всегда возможно. В общем случае
строго гиперболическая система (2.1) может быть
локально приведена к диагональной форме (с помо-
щью вещественной замены координат), если соот-
ветствующий ей тензор Хантьеса тождественно ра-
вен нулю. В координатной форме компоненты тен-
зора Хантьеса могут быть записаны в виде

Hν
μλ(U) =

= V νσ (U)V στ (U)N τ
μλ(U)− V νσ (U)Nσ

τλ(U)V τμ (U)−
− V νσ (U)Nσ

μτ (U)V τλ (U) +Nν
στ (U)V σμ (U)V τλ (U),

где Nν
μλ(U) — тензор Нейенхейса оператора V νμ (U):

Nν
μλ(U) = V σμ (U)

∂V νλ
∂Uσ

− V σλ (U)
∂V νμ
∂Uσ

+

+ V νσ (U)
∂V σμ
∂Uλ

− V νσ (U)
∂V σλ
∂Uμ

.

В общем случае функции R(U), удовлетворяю-
щие в силу системы (2.1) уравнению

Rt = v(U)Rx

для какой-либо функции v(U), называются инва-
риантами Римана системы (2.1). При этом система
(2.1) может обладать некоторым набором независи-
мых инвариантов Римана, количество которых, од-
нако, недостаточно для полной диагонализации сис-
темы.

Гамильтонова теория систем (2.1) связана, преж-
де всего, с локальными одномерными скобками
Пуассона гидродинамического типа, введенными
Дубровиным и Новиковым [18]. Скобка Дубровина –
Новикова на пространстве полей (U1(x), . . . , UN (x))

имеет вид

{Uν(x), Uμ(y)} =

= gνμ(U)δ′(x − y) + bνμλ (U) Uλx δ(x− y). (2.3)

Как было показано Дубровиным и Новиковым,
выражение (2.3) с невырожденным тензором gνμ(U)

определяет скобку Пуассона на пространстве полей
U(x) в том и только том случае, если:

1) Тензор gνμ(U) определяет симметричную
псевдориманову метрику нулевой кривизны с
верхними индексами на пространстве параметров
(U1, . . . , UN );

2) Величины

Γνμλ = −gμσbσνλ ,

где gνσ(U) gσμ(U) = δνμ, являются символами Крис-
тоффеля для соответствующей метрики gνμ(U).

Как следует из приведенных выше утверждений,
любая скобка Дубровина –Новикова может быть за-
писана в канонической форме [18]

{nν(x), nμ(y)} = ενδνμδ′(x− y), εν = ±1 (2.4)

после перехода к плоским координатам nν = nν(U)

метрики gνμ(U). Естественно ввести при этом груп-
пу точечных канонических преобразований скобки
(2.4), которая, как легко видеть, совпадает в этом
случае с соответствующей группой O(K,N −K).

Функционалы

Nν =

+∞∫
−∞

nν(x) dx

являются аннуляторами скобки Дубровина –Нови-
кова, в то время как функционал

P =

+∞∫
−∞

1

2

N∑
ν=1

εν(nν)2(x) dx

представляет функционал импульса для скоб-
ки (2.3).

Часто бывает удобно также записывать канони-
ческую форму скобки Дубровина –Новикова в более
общем виде:

{nν(x), nμ(y)} = ηνμ δ′(x − y),

где ηνμ — произвольная постоянная (невырожден-
ная) симметрическая матрица. Нетрудно видеть,
что группа (точечных) канонических преобразова-
ний скобки Пуассона расширяется при этом до
GLN (R).

В случае если N — четное, N = 2K, и метри-
ка gνμ(U) имеет сигнатуру (K,K), можно выбрать
плоские координаты (a1, . . . , aK , b1, . . . , bK) таким
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образом, что соответствующие ненулевые скобки
Пуассона примут вид

{aα(x), bβ(y)} = δαβ δ′(x − y).

В этом случае, проводя вещественное нелокаль-
ной преобразование

Φα(x) =

∫
aα(x) dx,

мы получаем скобку Пуассона в канонической фор-
ме

{bα(x), bβ(y)} = 0, {Φα(x),Φβ(y)} = 0,

{Φα(x), bβ(y)} = δαβ δ(x− y).

В некоторой степени особенную роль играют так-
же скобки Пуассона, являющие линейными по коор-
динатам U(x):

{Uν(x), Uμ(y)} =

=
(
(bνμλ + bμνλ )Uλ + gνμ0

)
δ′(x− y)+

+ bνμλ Uλx δ(x− y), (2.5)

bμνλ = const, gνμ0 = const.

КоординатыU(x) при этом, как правило, естест-
венно связаны с рассматриваемой задачей, а са-
ми скобки (2.5) описываются ли-алгебраическими
структурами. В случае одной пространственной пе-
ременной классификация соответствующих алгебр
Ли, а также допустимых коциклов на них была по-
строена в работе [19], где в частности, была открыта
связь таких скобок с теорией фробениусовых и ква-
зифробениусовых алгебр.

Скобка (2.3) имеет также две другие важные
формы на пространстве полей U(x). Первая из
них — «лиувиллева» форма [16,18], имеющая вид

{Uν(x), Uμ(y)} =

=
(
γνμ(U) + γμν(U)

)
δ′(x− y) +

∂γνμ

∂Uλ
Uλx δ(x− y)

для некоторых функций γνμ(U).
Лиувиллева форма скобки Дубровина –Новико-

ва называется также физической и соответствует
случаю, когда интегралы от координат Uν

Iν =

+∞∫
−∞

Uν(x) dx

коммутируют друг с другом.

Другая важная форма скобки Дубровина –Нови-
кова — диагональная форма. Она соответствует слу-
чаю, когда координаты Uν являются ортогональны-
ми координатами для метрики gνμ(U), и, соответст-
венно, тензор gνμ(U) в определении (2.3) имеет диа-
гональную форму. Такая форма скобки Дуброви-
на –Новикова тесно связана с теорией интегрируе-
мых систем гидродинамического типа.

Новиковым была высказана гипотеза, что все
системы гидродинамического типа, приводимые к
форме (2.2) и являющиеся гамильтоновыми по от-
ношению к какой-либо скобке (2.3), являются инте-
грируемыми. Эта гипотеза была доказана Царевым
в работе [20], где был предложен метод интегриро-
вания таких систем (обобщенный метод годографа).

Построение решений системы (2.2) методом Ца-
рева состоит в нахождении коммутирующих с ней
систем (коммутирующих потоков), имеющих такой
же вид, характеристические скорости wν(R) кото-
рых удовлетворяют при этом системе уравнений

∂μw
ν

wμ − wν
=

∂μv
ν

vμ − vν
, μ �= ν (2.6)

(∂μ ≡ ∂/∂Rμ).
Каждое из решений w(R) = (w1(R), . . . , wN (R))

системы (2.6) порождает решение R(x, t) системы
(2.2), определяемое из алгебраической системы

wν(R) = t vν(R) + x, ν = 1, . . . , N.

Система (2.6) для функции wν(R) представляет
собой переопределенную систему линейных уравне-
ний с переменными коэффициентами, условия сов-
местности которой имеют вид

∂λ

(
∂μv

ν

vμ − vν

)
= ∂μ

(
∂λv

ν

vλ − vν

)
, (2.7)

ν �= μ, μ �= λ, λ �= ν.

Как можно показать (см. [20, 21]), выполнение
условий (2.7) обеспечивает в случае общего поло-
жения полноту решений системы (2.6), достаточную
для (локального) решения общей задачи Коши соот-
ветствующей системы (2.2).

Как было показано в работе [20], условие га-
мильтоновости системы (2.2) по отношению к лю-
бой скобке Дубровина –Новикова влечет за собой
соотношения (2.7) и, таким образом, позволяет
проинтегрировать эту систему методом Царева. В
действительности, множество диагональных систем,
удовлетворяющих условию (2.7), заметно шире, чем
совокупность таких же систем, гамильтоновых по
отношению к локальной скобке Пуассона, поэтому
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все диагональные системы, удовлетворяющие усло-
виям (2.7), были названы Царевым полугамильтоно-
выми. Как оказалось позднее, в класс полугамильто-
новых систем попадают также системы, являющи-
еся гамильтоновыми по отношению к обобщениям
скобки Дубровина –Новикова — слабонелокальной
скобке Мохова –Ферапонтова и скобке Ферапонто-
ва. Дадим здесь соответствующие определения:

Скобкой Мохова –Ферапонтова [22] на простран-
стве полей U(x) называется скобка, представимая в
виде

{Uν(x), Uμ(x)} = gνμ(U) δ′(x− y)+

+ bνμλ (U)Uλx δ(x− y) +
1

2
c Uνx sgn (x− y)Uμy . (2.8)

Общей скобкой Ферапонтова [23–26] на прост-
ранстве полей U(x) называется скобка вида

{Uν(x), Uμ(y)} =

= gνμ(U) δ′(x− y) + bνμλ (U)Uλx δ(x− y)+

+
1

2

g∑
k=1

ek w
ν
(k)λ(U)Uλx sgn (x − y)×

× wμ(k)δ(U)U δy , ek = ±1. (2.9)

Аналогично сформулированным ранее услови-
ям для функций gνμ(U) и bνμλ (U) для скобки Дуб-
ровина –Новикова, можно сформулировать условия
для коэффициентов в выражениях (2.8) и (2.9), при
выполнении которых соответствующие выражения
определяют скобки Пуассона на пространстве по-
лей U(x). Именно, выражение (2.8) с невырожден-
ным тензором gνμ(U) определяет скобку Пуассона
на пространстве полей U(x) в том и только том слу-
чае, если [22]:

1) Тензор gνμ(U) определяет симметричную
псевдориманову метрику постоянной кривизны c (с
верхними индексами) на пространстве параметров
(U1, . . . , UN );

2) Величины

Γνμγ = −gμλ bλνγ

являются символами Кристоффеля для соответ-
ствующей метрики gνμ(U).

Выражение (2.9) с невырожденным тензором
gνμ(U) определяет скобку Пуассона на пространстве
полей U(x) в том и только том случае, если [23]:

1) Тензор gνμ(U) определяет симметричную
псевдориманову метрику с верхними индексами на
пространстве параметров (U1, . . . , UN );

2) Величины

Γνμγ = −gμλ bλνγ

являются символами Кристоффеля для соответ-
ствующей метрики gνμ(U);

3) Аффиноры wν(k)λ(U) и тензор кривизны мет-
рики Rντμλ(U) удовлетворяют условиям

gντw
τ
(k)μ = gμτw

τ
(k)ν , ∇νw

μ
(k)λ = ∇λw

μ
(k)ν , (2.10)

Rντμλ =

g∑
k=1

ek

(
wν(k)μw

τ
(k)λ − wτ(k)μw

ν
(k)λ

)
, (2.11)

[wk, wk′ ] = 0

(коммутативность).
Ферапонтовым было указано также, что соотно-

шения (2.10), (2.11) являются соотношениями Гаус-
са –Кодацци для подмногообразия MN с плоской
нормальной связностью в псевдоевклидовом про-
странстве EN+g. При этом тензор gνμ играет роль
первой квадратичной формы MN , а w(k) — роль
операторов Вейнгартена, соответствующих «парал-
лельным» полям единичных нормалей nk [23–26].
Кроме того, Ферапонтовым было показано, что
скобка (2.9) получается как результат ограничения
по Дираку скобки Дубровина –Новикова, опреде-
ленной в пространстве EN+g для подмногообразия
MN [24].

Каноническая форма скобки Мохова –Ферапон-
това, записанная в плотностях аннуляторов, а также
выражение для функционала импульса этой скобки
были предложены в работе [27].

Канонические формы (а также канонические
функционалы) общих слабонелокальных скобок Фе-
рапонтова были исследованы в работе [28]. По опре-
делению, скобка (2.9) имеет в переменных n = n(U)

каноническую форму, если выполняются соотноше-
ния

{nν(x), nμ(y)} =

=

(
ενδνμ −

g∑
k=0

ek f
ν
(k)(n) f

μ
(k)(n)

)
δ′(x− y)−

−
g∑

k=0

ek

(
fν(k)(n)

)
x
fμ(k)(n) δ(x − y)+

+
1

2

g∑
k=0

ek

(
fν(k)(n)

)
x

sgn(x− y)
(
fμ(k)(n)

)
y

(εν = ±1) для некоторых функций fν(k)(n), таких что
fν(k)(0, . . . , 0) = 0.
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Здесь можно отметить, что каноническая фор-
ма скобки Ферапонтова в общем случае определена
неоднозначно. Наиболее естественно связывать ка-
ноническую форму скобки (2.9) с какой-либо фик-
сированной точкой U0 на многообразии параметров
U. С точкой U0 естественно при этом связать про-
странство «петель», начинающихся и заканчиваю-
щихся в точке U0, т. е. пространство LU0 отображе-
ний

R → {U},
таких что

U(x) → U0, x→ ±∞.

С геометрической точки зрения, построение ка-
нонических координат, отвечающих точке U0, свя-
зано с упомянутым выше вложением многообразия
параметров MN в псевдоевклидово пространство
EN+g, определяемое скобкой (2.9). А именно, рас-
смотрим соответствующее вложение

MN → EN+g

и выберем (псевдо)евклидову систему координат в
EN+g с началом в точке U0 ∈ MN ⊂ EN+g так,
чтобы первые N координат касались подмногообра-
зия MN в точке U0, а оставшиеся g были ортого-
нальны MN в этой точке. Ограничение первых N
координат в EN+g на MN и задают в этом случае
набор канонических координат nν(U), отвечающих
точке U0. Ограничение оставшихся g координат на
подмногообразиеMN задает еще g дополнительных
функций hk(U), также играющих важную роль.

Значения (вектор)функций f(k)(n) в приведенной
выше канонической форме совпадают со значения-
ми проекций базисных параллельных полей норма-
лей к MN в пространстве EN+g на плоскость, каса-
тельную к MN в точке U0. В частности, для скоб-
ки Мохова –Ферапонтова, соответствующей случаю
(псевдо)сферы в EN+1, мы имеем fν =

√
|c|nν .

Как можно показать (см. [28]), соответствующие
функционалы

Nν =

+∞∫
−∞

nν(x) dx

задают аннуляторы скобки (2.9) на пространстве
LU0 . Функционалы

Hk =

+∞∫
−∞

hk(x) dx

являются при этом гамильтонианами, порождающи-
ми потоки

Uνt = wν(k)μ(U)Uμx

на пространстве LU0 в силу скобки (2.9).

Любая скобка (2.9) с невырожденным тензором
gνμ(U) имеет также локальный функционал им-
пульса P на пространствах LU0 , имеющий форму

P =
1

2

+∞∫
−∞

(
N∑
ν=1

ενnνnν +

g∑
k=1

ek h
khk

)
dx,

где функции n(U) и h(U) отвечают точке U0 [29].
В работе [28] была также предложена Лиувилле-

ва (физическая) форма общих скобок Ферапонтова,
имеющая вид

{Uν(x), Uμ(y)} =

=

(
γνμ + γμν −

g∑
k=1

ekf
ν
(k)f

μ
(k)

)
δ′(x − y)+

+

(
∂γνμ

∂Uλ
Uλx −

g∑
k=1

ek (f
ν
(k))x f

μ
(k)

)
δ(x− y)+

+
1

2

g∑
k=1

ek (f
ν
(k))x sgn (x− y)(fμ(k))y

с некоторыми функциями γνμ(U) и fν(k)(U).
Скобка (2.9) имеет физическую форму в коорди-

натах Uμ в том и только том случае, если интегралы

Jν =

+∞∫
−∞

Uν(x) dx

порождают набор локальных коммутирующих пото-
ков в силу скобки (2.9).

Скобка Ферапонтова (2.9) представляет собой
наиболее общий вид (одномерной) слабонелокаль-
ной скобки гидродинамического типа. С другой сто-
роны, скобки Ферапонтова, как правило, связаны
лишь с интегрируемыми системами гидродинами-
ческого типа, поскольку содержат интегрируемые
структуры внутри себя. Согласно гипотезе Ферапон-
това [26], все диагонализуемые полугамильтоновы
системы являются гамильтоновыми по отношению к
скобкам (2.9), если допустить наличие бесконечного
числа членов в их нелокальной части. Эта гипоте-
за была, в частности, подтверждена в работе [30]
для довольно широкого класса полугамильтоновых
систем. Данная гипотеза рассматривалась также в
работах [31, 32]. Надо сказать, однако, что в общей
формулировке строгое доказательство этой гипоте-
зы пока не получено.

В то же время, скобки (2.3) и (2.8) связаны
со значительно более широким классом систем, не
предполагающих интегрируемости, и являются, в
этом смысле, более распространенными в реальных
приложениях.
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Как в случае скобки Дубровина –Новикова, так
и в случае слабонелокальных скобок Мохова –Фера-
понтова и Ферапонтова, диагональная форма мет-
рики gνμ является наиболее тесно связанной с тео-
рией интегрирования систем (2.1). При этом про-
блема диагональных координат для плоских мет-
рик, являлась, как известно, классической пробле-
мой дифференциальной геометрии на протяжении
многих лет. Нельзя не сказать здесь, что в послед-
нее время в решении этой проблемы получены новые
весьма важные достижения [33,34], связанные с ме-
тодом обратной задачи рассеяния. При этом можно
отметить, что теория скобок Пуассона также послу-
жила стимулирующим фактором при рассмотрении
этой классической задачи.

Надо сказать, однако, что диагональная форма
скобок Пуассона не является, конечно, единственно
важной при рассмотрении вопросов интегрируемо-
сти систем гидродинамического типа. Так, напри-
мер, канонические координаты скобок играют наи-
более важную роль при рассмотрении бигамильто-
новых структур (см. [35]), имеющихся у подавляю-
щего большинства интегрируемых иерархий. На-
помним здесь, что основу бигамильтоновой структу-
ры составляет пара согласованных скобок Пуассона,
{. . . , . . . }1 и {. . . , . . . }2, т. е. скобок, любая линейная
комбинация которых

{. . . , . . . }1 + λ {. . . , . . . }2 (2.12)

также определяет скобку Пуассона. Построение би-
гамильтоновых иерархий, как правило, начинается
при этом с аннуляторов или некоторых каноничес-
ких функционалов, связанных с одной из гамиль-
тоновых структур и играющих роль «родоначаль-
ников» соответствующих иерархий. Как мы видели
выше, в случае скобок гидродинамического типа та-
кие функционалы связаны именно с каноническими
координатами скобки. Можно добавить, что канони-
ческие координаты nν(λ) для всего пучка (2.12) яв-
ляются производящими функциями для всех плот-
ностей гамильтонианов рассматриваемой иерархии,
производящих высшие потоки.

Нельзя не упомянуть здесь о важной роли со-
гласованных локальных гамильтоновых структур
для квантовой теории поля, открытой Дубровиным
в 1990-х. Как было показано Дубровиным, специ-
альные пары согласованных скобок Дубровина –Но-
викова дают классификацию топологических тео-
рий поля, возникающих в качестве приближений
в различных теоретико-полевых моделях. Так, па-
ра согласованных скобок Дубровина –Новикова ле-
жит в основе определения фробениусовых многооб-

разий [36,37], параметризующих решения уравнения
ВДВВ, описывающие топологические теории. Более
того, дальнейшим развитием теории фробениусовых
многообразий стала теория «слабодисперсионных»
деформаций таких гамильтоновых структур, даю-
щих поправки к топологическим теориям [38,39].

Кроме того, во множестве примеров важнейшую
роль играют координаты, в которых скобка Пуассо-
на становится линейной по полям, где явно проявля-
ются ли-алгебраические аспекты рассматриваемой
задачи.

Еще одним важным обобщением локальных ско-
бок гидродинамического типа являются неоднород-
ные скобки Пуассона, имеющие в общем случае вид

{Uν(x), Uμ(y)} = gνμi (U(x)) δxi(x− y)+

+
[
bνμiλ (U(x))Uλxi + hνμ(U)

]
δ(x− y). (2.13)

Скобки (2.13) представляют собой в действи-
тельности пары согласованных скобок, поскольку
как ее гидродинамическая часть (т. е. (1.1)), так и
конечномерная часть hνμ(U) δ(x − y) определяют
самостоятельные скобки Пуассона на пространстве
полейU(x), согласованные между собой. Можно ви-
деть, кроме того, что тензор hνμ(U) должен опреде-
лять простую конечномерную скобку на простран-
стве с координатами U.

Скобки (2.13), как нетрудно видеть, связаны
прежде всего с неоднородными системами гидроди-
намического типа:

Uνt = V νiμ (U) Uμxi + fν(U)

на пространстве полей U(x).
Теория скобок (2.13) также в значительной ме-

ре нетривиальна и содержит множество интересных
геометрических и алгебраических структур. Так, в
частности, для одномерных скобок Пуассона

{Uν(x), Uμ(y)} = gνμ (U(x)) δ′(x− y)+

+
[
bνμλ (U)Uλx + hνμ(U)

]
δ(x− y) (2.14)

верно следующее утверждение [40]:
Если метрика gνμ (U) невырождена, то преобра-

зованием координат U = U(n) скобка (2.14) приво-
дится к виду

{nν(x), nμ(y)} = ηνμ δ′(x− y)+

+
[
cνμλ nλ + dνμ

]
δ(x− y),

где коэффициенты ηνμ, cνμλ , dνμ постоянны, cνμλ
представляют собой структурные константы полу-
простой алгебры Ли с метрикой Киллинга ηνμ, а
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dνμ = −dμν — произвольный коцикл на этой алгеб-
ре.

В качестве важного примера системы, связанной
со скобкой (2.14), можно привести задачу n-волн

Mt − ϕ (Mx) = [M,ϕ (M)] , (2.15)

где M = (Mij) − (n × n) — матрица с нулевым сле-
дом (возможно, с дополнительными симметриями),
ϕ (M) = (λijMij), являющаяся гамильтоновой по от-
ношению к скобке вида (2.14) с dνμ = 0, с квадра-
тичным гамильтонианом.

Как хорошо известно (см. [41]), система (2.15) ин-
тегрируема методом обратной задачи рассеяния при
λij = (ai − aj)/(bi − bj).

Заметим здесь также, что гамильтоновы струк-
туры (2.14) имеют и дальнейшие обобщения. Так,
в частности, в работе [42] были рассмотрены неод-
нородные скобки Пуассона, отвечающие метрикам
постоянной кривизны (скобкам Мохова –Ферапон-
това).

В заключение данного раздела, можно отметить,
что скобки (2.3), а также (2.8), (2.9), (2.14) представ-
ляют выделенные классы более общих локальных
одномерных теоретико-полевых скобок

{ϕi(x), ϕj(y)} =

=
∑
k≥0

Bij(k)(ϕ, ϕx, . . . ) δ
(k)(x− y) (2.16)

и слабонелокальных скобок

{ϕi(x), ϕj(y)} =
∑
k≥0

Bij(k)(ϕ, ϕx, . . . ) δ
(k)(x− y)+

+
1

2

g∑
k,s=1

κks S
i
(k)(ϕ, ϕx, . . . ) sgn (x− y)×

× Sj(s)(ϕ, ϕy , . . . ) , (2.17)

где κks — некоторая произвольная (постоян-
ная) квадратичная форма, i = 1, . . . , n, ϕ(x) =

= (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)).
Как и в случае скобок гидродинамического ти-

па, скобки (2.16) могут быть связаны с весьма ши-
роким многообразием систем эволюционного типа, в
то время как скобки (2.17) возникают, как правило,
при изучении интегрируемых иерархий (см. [28,43]).

3. ГАМИЛЬТОНОВЫ СТРУКТУРЫ И
ТЕОРИЯ МЕДЛЕННЫХ МОДУЛЯЦИЙ

Развитие теории интегрирования одномерных
систем гидродинамического типа в действительно-
сти происходило в тесной связи с развитием теории

медленных модуляций (метода Уизема) многофаз-
ных решений интегрируемых иерархий. Как впер-
вые было показано Уиземом [44], усредненные урав-
нения, описывающие эволюцию медленно модули-
рованных параметров однофазных решений уравне-
ния КдФ представляют собой систему гидродина-
мического типа, приводимую к диагональной фор-
ме. Как было затем показано в работе [45], это за-
мечательное свойство присуще также и уравнени-
ям медленных модуляций (уравнениям Уизема) для
многофазных решений КдФ. Можно здесь сразу от-
метить, что построение многофазных решений для
интегрируемых иерархий тесно связано с методами
алгебраической геометрии в теории обратной зада-
чи рассеяния (см. [46–52]). Как следствие этого, ме-
тоды теории медленных модуляций для интегриру-
емых систем также связаны самым тесным обра-
зом с алгебро-геометрическими конструкциями. В
частности, именно методы алгебраической геомет-
рии позволили установить диагонализуемость урав-
нений Уизема для многофазных решений КдФ в ра-
боте [45]. Будучи универсальным подходом в теории
интегрируемых систем, методы алгебраической гео-
метрии позволяют в действительности установить
также аналогичный факт для большинства иерар-
хий, интегрируемых методом обратной задачи рас-
сеяния. Таким образом, системы уравнений медлен-
ных модуляций для интегрируемых иерархий пред-
ставляют собой важнейший класс диагонализуемых
систем гидродинамического типа.

Как мы уже сказали, для интегрирования диаго-
нальных систем гидродинамического типа, как пра-
вило, требуется их гамильтоновость. В ряде случаев
гамильтоновость систем уравнений может быть свя-
зана с их лагранжевым формализмом, что, как пра-
вило, позволяет определить соответствующую га-
мильтонову структуру в канонической форме. Вмес-
те с процедурой построения уравнений медленных
модуляций Уиземом [44] была также предложена
процедура усреднения локальных лагранжианов (в
том числе и при наличии «псевдофаз») и получения
локального лагранжева формализма для «усреднен-
ной системы». Надо сказать, однако, что локальные
лагранжевы структуры имеются далеко не у всех
интересных систем эволюционного типа

ϕit = Qi(ϕ, ϕx, . . . ), (3.1)

и наиболее общим для таких систем является, как
правило, наличие более общего гамильтонова фор-
мализма со скобкой Пауссона (2.16) (или (2.17)) и
гамильтонианом
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H =

+∞∫
−∞

h(ϕ, ϕx, . . . ) dx. (3.2)

Для построения гамильтоновых структур урав-
нений медленных модуляций в общем случае Дубро-
виным и Новиковым [16, 18] была предложена про-
цедура «усреднения» локальных скобок Пуассона
(2.16), дающая скобку вида (2.3) для системы Уизе-
ма. Дадим здесь краткое описание этой процедуры.

В методе Уизема мы предполагаем, что система
(3.1) имеет конечно-параметрическое семейство ква-
зипериодических решений

ϕi(x, t) = Φi (k(U)x + ω(U) t+ θ0, U) , (3.3)

где θ = (θ1, . . . , θm), k(U) = (k1(U), . . . , km(U)),
ω(U) = (ω1(U), . . . , ωm(U)) и Φi(θ,U) задают се-
мейство 2π-периодических по всем θα функций,
зависящих от дополнительных параметров U =

= (U1, . . . , UN).
В методе Уизема мы производим растяжение

X = ε x, T = ε t (ε → 0) обеих координат x и t и
считаем параметры U функциями «медленных» ко-
ординат X и T .

Метод Дубровина и Новикова основывается на
существовании N (равного числу параметров Uν се-
мейства m-фазных решений (3.1)) локальных инте-
гралов

Iν =

∫
Pν(ϕ, ϕx, . . . ) dx,

коммутирующих с гамильтонианом и друг с другом:

{Iν , H} = 0, {Iν , Iμ} = 0, (3.4)

и может быть описан ниже следующим образом.
Вычислим попарные скобки Пуассона плотно-

стей Pν , имеющие форму

{Pν(x),Pμ(y)} =
∑
k≥0

Aνμk (ϕ, ϕx, . . . ) δ
(k)(x− y),

где
Aνμ0 (ϕ, ϕx, . . . ) ≡ ∂xQ

νμ(ϕ, ϕx, . . . )

согласно (3.4). Соответствующая скобка Дуброви-
на –Новикова на пространстве функций U(X) имеет
вид

{Uν(X), Uμ(Y )} = 〈Aνμ1 〉(U) δ′(X − Y )+

+
∂〈Qνμ〉
∂Uλ

UλX δ(X − Y ), (3.5)

где 〈. . . 〉 означает усреднение на семействе m-фаз-
ных решений (3.1), задаваемое формулой

〈F 〉 = 1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F (Φ, kα(U)Φθα , . . . ) d
mθ.

При этом мы выбираем параметры Uν в виде
Uν = 〈P ν〉 на соответствующих решениях рассмат-
риваемого нами семейства.

Можно видеть, что метод Дубровина и Новикова
в описанной форме связан с консервативной формой
системы уравнений медленных модуляций, а именно
с формой

UνT = 〈Qν〉X , ν = 1, . . . , N, (3.6)

где

Pνt ≡ ∂

∂x
Qν(ϕ, ϕx, . . . )

в силу системы (3.1). Можно показать также, что
скобка (3.5) имеет в общем случае лиувиллеву фор-
му. Интегралы от координат Uν(X) дают в рассмат-
риваемом случае набор N коммутирующих интегра-
лов системы (3.6), а плотностью гамильтониана для
системы (3.6) является усредненная плотность га-
мильтониана исходной системы 〈h〉(X).

Здесь можно также отметить, что все интегра-
лы Iμ порождают коммутирующие потоки к системе
(3.1) в силу соответствующей скобки (2.16), так что
можно, наряду со временем t, рассматривать также
зависимость всех решений от дополнительных вре-
мен tμ (μ = 1, . . . , N). При этом также верны соот-
ношения

Pνtμ ≡ ∂

∂x
Qνμ(ϕ, ϕx, . . . )

для некоторых функций Qνμ(ϕ, ϕx, . . . ), а соответ-
ствующее семейство решений (3.3) представляет
также семейство m-фазных решений для коммути-
рующих потоков с некоторыми другими значениями
величин

ωμ(U) = (ω1μ(U), . . . , ωmμ(U)).

Системы Уизема для коммутирующих потоков

UνTμ = 〈Qνμ〉X

представляют при этом коммутирующие потоки для
системы (3.6) и являются гамильтоновыми по отно-
шению к скобке (3.5) с гамильтонианами

Hμ =

+∞∫
−∞

Uμ(X) dX.

В общем случае обоснование метода Дуброви-
на –Новикова требует определенных условий пол-
ноты и регулярности соответствующего семейства
m-фазных решений (3.1) [53].
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Отметим здесь, что процедура Дубровина –Но-
викова допускает также обобщение на случай сла-
бо-нелокальных гамильтоновых структур, позволя-
ющее получать скобки (2.9) для системы Уизема пу-
тем усреднения скобок (2.17) для исходной систе-
мы [54]. В целом, эта процедура является довольно
удобной как для случая интегрируемых иерархий,
так и в более общей ситуации.

Запись усредненных скобок Пуассона в диаго-
нальной форме для интегрируемых иерархий, так
же как и запись в этой форме соответствующих
систем Уизема, связана с алгебро-геометрическими
методами обратной задачи рассеяния [18, 21, 55, 56].
Более детально, как и в случае диагонализации са-
мих систем Уизема, диагональные координаты для
усредненных скобок Пуассона для таких иерархий
связаны с точками ветвления римановых поверх-
ностей, определяющих соответствующие m-фазные
решения исходной системы. Как уже было отмече-
но выше, диагональная форма таких скобок наи-
более тесно связана с процедурой интегрирования
соответствующих систем гидродинамического типа.
Можно отметить также, что и построение наиболее
интересных решений усредненных уравнений также
опирается на алгебро-геометрические методы (см.,
например, [57–68]).

Остановимся здесь также на канонических фор-
мах усредненных скобок.

Одной из особенностей канонической формы
усредненных скобок Пуассона [44, 53, 69, 70] явля-
ется то, что все величины kα(X) являются частью
канонических координат усредненной скобки и, та-
ким образом, представляют часть плоских коорди-
нат для соответствующей метрики gνμ(U), удовле-
творяющих соотношениям

{kα(X), kβ(Y )} = 0. (3.7)

Кроме того, можно показать, что скобки Пуассо-
на kα(X) с плотностямиUν(Y ) могут быть записаны
в виде

{kα(X), Uν(Y )} =
(
ωαν(X) δ(X − Y )

)
X
. (3.8)

Как было показано в работе [71], соотношения
(3.7), (3.8) позволяют также модифицировать про-
цедуру Дубровина –Новикова, уменьшив требуемое
количество коммутирующих интегралов исходной
системы до N−m и представляя усредненную скоб-

ку в координатах (k1, . . . , km, U1, . . . , UN−m) в фор-
ме (3.7), (3.8) и

{Uν(X), Uμ(Y )} = 〈Aνμ1 〉(U) δ′(X − Y )+

+
∂〈Qνμ〉
∂Uλ

UλXδ(X−Y ), ν, μ = 1, . . . , N−m. (3.9)

Представление усредненной скобки в виде
(3.7)–(3.9) связано в действительности еще с одним
важным (эквивалентным) представлением системы
уравнений медленных модуляций, разделяющим
уравнения эволюции фаз

SαT = ωα(SX ,U)

(SαX ≡ kα) и уравнения переноса, которые могут
быть записаны в виде баланса части законов сохра-
нения

UνT = 〈Qν〉X , ν = 1, . . . , N −m.

Представление скобки в виде (3.7)–(3.9) можно
также назвать смешанным представлением усред-
ненной скобки, в котором частично используются
канонические и частично — лиувиллевы перемен-
ные. В одномерном случае, как уже было сказано,
скобка может быть полностью приведена к постоян-
ному виду, при этом можно подобрать переменные
J = (J1, . . . , Jm), n = (n1, . . . , nN−2m), такие что

{kα(X), Jβ(Y )} = δαβ δ
′(X − Y ),

{nq(X), np(Y )} = εq δqp δ′(X − Y )

(остальные скобки равны нулю).
Соотношения

{Sα(X), Jβ(Y )} = δαβ δ(X − Y ),

{nq(X), np(Y )} = εq δqp δ′(X − Y ),

приближаясь к обычной терминологии в теории ско-
бок Пуассона, можно было бы назвать также псев-
доканонической формой скобок гидродинамическо-
го типа.

Как было отмечено в [71], использование мо-
дифицированной процедуры Дубровина –Новикова
и представление усредненной скобки в виде (3.7)–
(3.9) является особенно удобным в случае несколь-
ких пространственных переменных. В следующем
разделе мы более подробно обсудим «многомерные»
скобки Пуассона.
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4. МНОГОМЕРНЫЕ СКОБКИ
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА И ИХ

ОБОБЩЕНИЯ

Мы перейдем теперь к более общим многомер-
ным скобкам вида (1.1)

{Uν(x), Uμ(y)} =

= gνμi (U(x)) δxi(x−y) + bνμiλ (U(x))Uλxi δ(x−y),

наиболее полная теория которых была построена в
работах [40, 72, 73].

Мы рассмотрим случай невырожденных ско-
бок (1.1), а именно, потребуем, чтобы все тензоры
gνμi(U) были невырожденными:

det gνμi(U) �= 0, i = 1, . . . , n.

Как и в одномерном случае, здесь также можно
утверждать, что все тензоры gνμi(U) представляют
собой плоские метрики на пространстве параметров
U, в то время как величины

Γνμλi = −gμσibσνiλ

задают соответствующие символы Кристоффеля. В
общем случае, для определения корректной скобки
Пуассона коэффициенты gνμi(U) и bνμiλ (U) должны
удовлетворять целому ряду нетривиальных соотно-
шений [40, 73], в частности, все выражения

{Uν(x), Uμ(y)}(i) =
= gνμi (U(x)) δ′(x − y) + bνμiλ (U(x))Uλx δ(x− y)

определяют в этом случае одномерные скобки Пуас-
сона, согласованные друг с другом.

По аналогии с одномерным случаем можно опре-
делить каноническую форму невырожденной скоб-
ки Пуассона (1.1) как скобку постоянного вида:

{nν(x), nμ(y)} = ηνμi δxi(x− y),

где все ηνμi = const.
Как нетрудно видеть, все функционалы

Nν =

∫
nν(x) dnx

являются в этом случае аннуляторами скобки (1.1).
В отличие от одномерного случая, однако, невы-

рожденности скобки (1.1) здесь оказывается в об-
щем случае недостаточно для возможности ее при-
ведения к каноническому виду с помощью некото-
рой точечной замены координат, и требуется нало-
жение еще некоторых дополнительных условий об-

щего положения. В частности (см. [73]), невырож-
денная скобка (1.1) может быть приведена к посто-
янному виду в некоторых координатах n = n(U), ес-
ли хотя бы одна из метрик gνμi0(U) образует неосо-
бые пары со всеми остальными метриками, т. е. кор-
ни любого из уравнений

det
(
gνμi0(U)− λ gνμi(U)

)
= 0, i �= i0

отличны друг от друга.
Приведенное выше условие является условием

общего положения, тем не менее, оно часто наруша-
ется в важных примерах. В частности, скобки Пуас-
сона, отвечающие алгебрам Ли векторных полей в
R
n (N = n, n ≥ 2):

{pi(x), pj(y)} = pi(x) δxj (x− y)− pj(y) δyi(y − x)

и описывающие n-мерную гидродинамику, не могут
быть приведены к постоянному виду. То же самое
верно и в отношении ряда других важных примеров
скобок гидродинамического типа.

Можно утверждать [40, 72, 73], что в общем слу-
чае любая невырожденная скобка (1.1) может быть
приведена к линейной (неоднородной) форме

{Uν(x), Uμ(y)} =

=
((

bνμiλ + bμνiλ

)
Uλ + gνμi0

)
δxi(x− y)+

+ bνμiλ Uλxi δ(x− y), (4.1)

bμνiλ = const, gνμi0 = const

с помощью точечной замены координат.
Можно видеть, что теория невырожденных ско-

бок Пуассона в случае нескольких пространствен-
ных переменных связана в самом общем случае
с теорией бесконечномерных алгебр Ли. Ряд важ-
ных классификационных результатов, относящихся
к теории многомерных скобок (4.1) и соответствую-
щим им ли-алгебраических структур, был получен
в работе [72]. В целом, однако, полная задача клас-
сификации таких скобок пока окончательно не ре-
шена.

Надо сказать, что диагональная форма скобки
Пуассона в случае многих пространственных пере-
менных уже не играет той важной роли, какую она
играет в одномерном случае. Как следует из резуль-
татов работы [73], в случае двух пространственных
переменных обе метрики, gνμ1(U) и gνμ2(U), могут
быть приведены к диагональному виду преобразова-
нием координат, если они образуют неособую пару.
В случае n ≥ 3 одновременное приведение всех мет-
рик gνμi(U) к диагональному виду, вообще говоря,
невозможно.
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Так же, как и в одномерном случае, для много-
мерных скобок (1.1) можно определить лиувиллеву
форму, имеющую вид

{Uν(x), Uμ(y)} =

=
(
γνμi(U) + γμνi(U)

)
δxi(x− y)+

+
(
γνμi(U)

)
xi
δ(x− y)

и соответствующую ситуации, когда все функциона-
лы

Iν =

∫
Uν(x) dnx

коммутируют друг с другом.
В заключение, нам бы хотелось рассмотреть еще

одно обобщение скобок гидродинамического типа, а
именно, скобки, содержащие фазовые переменные

{Sα(x), Sβ(y)} = 0,

{Sα(x), Uν(y)} = ωαν(U,Sx) δ(x− y), (4.2)

{Uν(x), Uμ(y)} = gνμi (U,Sx) δxi(x− y)+

+bνμiλ (U,Sx)U
λ
xi δ(x−y)+fνμijα (U,Sx)S

α
xixjδ(x−y).

Как уже было указано выше, скобки такого ти-
па возникают, например, при усреднении локальных
гамильтоновых структур в многомерном случае. В
действительности, такие скобки встречаются и во
многих других случаях, где переменные S(x) мо-
гут иметь самый различный смысл (классические
или квантовые фазы, фазы параметра порядка и
т. п.). В частности, скобки такого вида неоднократ-
но встречаются в работе [17]. К еще более общим
скобкам подобного типа можно отнести также скоб-
ки, где фазовые переменные не коммутируют меж-
ду собой, а отвечают некоторой ли-алгебраической
структуре (см. [17]). Как было также отмечено вы-
ше, скобки описанного вида могут встречаться так-
же и в «чистой» гидродинамике, например, при опи-
сании потенциальных течений. Довольно часто в ка-
честве переменных U(x) выбираются плотности за-
конов сохранения, а гидродинамическая часть скоб-
ки (4.2) имеет «лиувиллеву» форму.

Нас будет интересовать здесь общая структура
скобок (4.2), и в частности, возможность приведе-
ния таких скобок к некоторым каноническим фор-
мам, близким к рассматривавшимся выше. С фи-
зической точки зрения, фазовые переменные S(x)

являются выделенными, поэтому естественно в дей-
ствительности рассматривать замены координат, со-
храняющие неизменными переменные S(x) и преоб-
разующие лишь оставшиеся координатыU(x). Надо

сказать при этом, что величины Sαx («сверхтекучие
скорости») являются уже переменными гидродина-
мического типа и могут естественно использоваться
при заменах «гидродинамических переменных»

Uν → Ũν (Sx,U) .

Мы здесь рассмотрим в некотором смысле невы-
рожденный случай, когда матрица частот ωαν имеет
полный ранг:

rank ||ωαν (Sx,U) || = m

(N−m ≥ m). Как можно показать [74], в этом случае
всегда можно перейти к новым гидродинамическим
переменным

U →
(
Q (Sx,U) ,N (Sx,U)

)
,

Qα(x) = Qα (Sx1 , . . . ,Sxd , U(x)) , α = 1, . . . ,m,

N l(x) = N l (Sx1 , . . . ,Sxd , U(x)) , l = 1, . . . , N−2m,

в которых скобка (4.2) примет вид

{Sα(x), Sβ(y)} = 0,

{Sα(x) , Qβ(y)} =, δαβ δ(x− y),{
Sα(x) , N l(y)

}
= 0, (4.3)

{Qα(x) , Qβ(y)} = Jαβ [Sx,N] (x, y),{
Qα(x) , N

l(y)
}
= J lα [Sx,N] (x, y),{

N l(x) , N q(y)
}
= J lq [Sx,N] (x, y).

Коммутаторы Jαβ [Sx,N] (x, y), J lα [Sx,N] (x, y)

и J lq [Sx,N] (x, y) задаются при этом выражениями
гидродинамического типа, аналогичными представ-
ленным в (4.2), здесь, однако, они зависят лишь от
переменных S(x) и N(x). Нетрудно показать так-
же, что величины J lq [Sx,N] (x, y) определяют при
этом скобку Пуассона на пространстве полей N(x)

при любых фиксированных значениях S(x).
Как нетрудно видеть, переменные Qα(x) и N l(x)

определены с точностью до преобразований

Qα(x) → Qα(x) + fα (Sx, N(x)) ,

N l(x) → N ′l (Sx, N(x)) ,

где

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∂N ′l

∂Nk

∣∣∣∣∣∣∣∣ �= 0.

Довольно часто бывает интересна ситуация, ко-
гда переменные N l(x) не возникают (N = 2m), и
скобка (4.2) приводится к виду

{Sα(x), Sβ(y)} = 0,
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{Sα(x) , Qβ(y)} = δαβ δ(x− y), (4.4)

{Qα(x) , Qβ(y)} = Ωiαβ(Sx) δxi(x− y)+

+ Γijαβγ(Sx) S
γ
xixj δ(x− y)

(Γijαβγ ≡ Γjiαβγ).
Тождества Якоби

{{Qα(x) , Qβ(y)} , Qγ(z)} + c.p. ≡ 0

дают теперь соотношения

δJαβ [Sx](x,y)

δSγ(z)
+
δJβγ [Sx](y, z)

δSα(x)
+
δJγα[Sx](z,x)

δSβ(y)
≡ 0

для функционалов Jαβ [Sx](x,y), означающих замк-
нутость 2-формы∫

Jαβ [Sx] (x,y) δS
α(x) ∧ δSβ(y) dnx dny

на пространстве полей (S1(x), . . . , Sm(x)).
Скобки (4.4) принадлежат к общему классу ско-

бок, названных в [75] «вариационно допустимы-
ми». Вариацинно допустимая форма скобок Пуассо-
на непосредственно связана с возможностью лагран-
жева описания соответствующих динамических сис-
тем и, как было показано в [75], такие скобки при-
водят в общем случае к нетривиальному лагранже-
ву представлению гамильтоновых систем, где функ-
ционал Лагранжа представляет собой 1-форму, об-
ладающую нетривиальными топологическими свой-
ствами.

В нашем случае надо помнить, что при приведе-
нии скобки (4.4) к каноническому виду мы ограни-
чены лишь преобразованиями «гидродинамического
типа», представленными выше. Как было показано в
работе [74], любая скобка (4.4) может быть локально
приведена к каноническому виду

{Sα(x), Sβ(y)} = 0,

{Sα(x) , Qβ(y)} = δαβ δ(x− y),

{Qα(x) , Qβ(y)} = 0

с помощью преобразования

Qα(x) → Qα(x) + fα (Sx) .

Как следствие, в этом случае соответствующая
гамильтонова система может быть записана также
в лагранжевой форме с лагранжианом «гидродина-
мического типа»:

δ

∫ [
Qα(X)Sαt − 〈PH〉 (Sx, Q(X))

]
dnx dt = 0,

Что касается общих скобок (4.3), здесь также
можно поставить вопрос о дальнейшем приведении
их к канонической форме и, в частности, о разделе-
нии скобок для переменных (S(x),U(x)) и N(x). В
действительности, такая возможность нередко воз-
никает в конкретных примерах и, в частности, в
теории медленных модуляций для многомерных си-
стем. Можно показать, однако, что в самом общем
случае приведение скобок (4.3) к такой канониче-
ской форме с помощью преобразования «гидроди-
намического типа» невозможно [74].

В завершение отметим, что скобки (4.2) часто
имеют естественное продолжение и на расширен-
ное фазовое пространство, в котором переменные
vαi = Sαxi могут считаться полностью независимы-
ми. Продолжения такого типа до некоторой степени
естественно называть «завихрениями» скобок (4.2).
Такие продолжения естественно возникают не толь-
ко, к примеру, в гидродинамике, при переходе от по-
тенциальных течений к завихренным, но и, напри-
мер, при описании движения сверхтекучих жидко-
стей, несущих квантовые вихревые структуры внут-
ри своего объема, и др. Важные примеры таких «за-
вихрений» скобок типа (4.2) приведены в работе [17].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен краткий обзор скобок
Пуассона гидродинамического типа и их специаль-
ных обобщений. Рассмотрены вопросы, связанные
с различными формами таких скобок и, в частнос-
ти, с представлениями, обобщающими канонические
формы скобок Пуассона в рассматриваемой ситуа-
ции. Рассмотрена связь скобок гидродинамического
типа с теорией алгебр Ли в случаях одной и несколь-
ких пространственных переменных. Особенно по-
дробно описана связь рассматриваемых структур с
теорией интегрирования систем гидродинамическо-
го типа в одномерном случае.

Финансирование. Исследование С. П. Н. вы-
полнено при поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (грант №20-01-00157).
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Найдено аналитическое решение квазиклассических уравнений движения модели Дике в сверхизлуча-
тельном состоянии. Зависимости от времени колебаний амплитуд сверхизлучательного фотонного кон-
денсата и когерентной заселенности массива двухуровневых атомов в микроволновой полости выражены
через эллиптические функции Якоби и свидетельствуют о существовании адиабатического инварианта в
системе с сильной связью. Периодические биения амплитуд фотонного и когерентного атомного состоя-
ний сдвинуты во времени, представляя собой эффект «связанного сияния», когда энергия, заключенная
в двухуровневых системах, во время «темноты» внезапно переходит в энергию фотонного конденса-
та, «освещающего» полость на время полупериода колебаний перед тем, как она вновь погрузится в
«темноту».
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1. ВВЕДЕНИЕ

Предсказанный ранее сверхизлучательныйфазо-
вый переход в модели Дике [1] цепочки из N � 1

двухуровневых систем (ДУС), связанных с одной
бозонной модой в резонансной полости [2, 3], был
представлен как [4] самосогласованный поворот на
конечный угол операторов псевдоспина в представ-
лении Гольштейна –Примакова [5, 6], описывающих
когерентные состояния ДУС. Мы рассматриваем га-
мильтониан модели Дике [1] в виде

Ĥ =
1

2

(
p̂2 + ω2q̂2

)
+ gp̂Ŝy − EJ Ŝ

z, (1)

где введены операторы Ŝα =
∑

i ŝ
α
i суммарных ком-

понент псевдоспина, описывающих ДУС. Для опре-
деленности можно рассмотреть систему из N сверх-
проводящих островков, каждый из которых разде-
лен пополам джозефсоновским контактом, в пред-

* E-mail: i.m.sergei.m@gmail.com

ставлении куперовского ящика [7]. Цепочка помеще-
на в резонансную полость с частотой ω — частотой
единственной фотонной моды. Вторично квантован-
ные операторы фотонной моды есть

p̂ = i

√
�ω

2

(
â† − â

)
, q̂ =

√
�

2ω

(
â† + â

)
, (2)

где [â, â†] = 1. Полный квадрат псевдоспина Ŝ2 со-
храняется, так как он коммутирует с (1): [Ŝ2, H ] = 0.
Туннелирование куперовских пар представлено чле-
ном −EJ Ŝz. Член gp̂ Ŝy описывает дипольную связь
между куперовскими парами и фотонным полем с
константой связи g. В работе [2] показано, что кван-
товый фазовый переход переводит систему (1) в два-
жды вырожденное дипольно-упорядоченное состоя-
ние. В данной работе мы приводим аналитическое
решение, описывающее динамику джозефсоновских
контактов в микроволновой полости и демонстри-
рующее существование метастабильного состояния
«связанного сияния» с когерентными периодически-
ми биениями диполей, которое связано с дважды
вырожденной дипольно-упорядоченной фазой, най-
денной ранее. Первые два члена в (1) соответству-
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ют энергии гармонического осциллятора фотонной
моды. Расщепление уровней ДУС представлено чле-
ном −EJ Ŝz, а член gp̂Ŝy описывает дипольную энер-
гию связи фотонов с ДУС. В работе [4] было показа-
но, что самосогласованный поворот представления
Гольштейна –Примакова операторов Ŝx,y,z позволя-
ет достаточно прозрачно описать квантовый фазо-
вый переход второго рода в модели Дике (1). А
именно, когда константа связи g становится боль-
ше критического значения gc, суперспин S = N/2

постепенно поворачивается от оси z к оси y на
угол |θ| ≤ π/2, где верхний предел соответству-
ет максимуму дипольного момента 〈Ŝy〉 ∝ S sin θ

ДУС. Одновременно с этим фотонный оператор
p̂ приобретает внедиагональное среднее значение
〈p̂〉 ∝ −gS sin θ, говорящее о возникновении мак-
роскопического когерентного («сверхизлучательно-
го») фотонного конденсата, связанного с диполь-
ным моментом ДУС с энергией ∝ g〈Ŝy〉〈p̂〉. Оче-
видно, что одновременная смена знаков: 〈Ŝy〉, 〈p̂〉 →
−〈Ŝy〉,−〈p̂〉, приводит систему в новое состояние с
той же самой энергией спин-фотонной связи, тем
самым свидетельствуя о существовании дважды
вырожденного основного состояния. Нами найдено
аналитическое решение уравнений движения, опи-
сывающих «медленное» блуждание системы меж-
ду двумя вырожденными основными состояниями:
хранящаяся в ДУС энергия ∝ 〈Sz〉 периодически за-
качивается в фотонный конденсат, в то время как
амплитуда суммарного дипольного момента ДУС
∝ 〈Sy〉 и амплитуда сверхизлучательного конден-
сата ∝ 〈p〉 меняют знак на противоположный, как
функции времени. Найдены два первых интеграла
для медленного движения когерентных амплитуд в
квазиклассическом пределе.

Квазиклассические уравнения движения сред-
них значений импульса фотона и декартовых проек-
ций суммарного псевдоспина в основном состоянии
могут быть получены согласно [8], начиная с урав-
нений Гейзенберга, в виде

¨̂
A = − 1

�2

[
Ĥ,
[
Ĥ, Â
]]
, (3)

где Â = p̂, Ŝα и α = x, y, z. Далее, используем га-
мильтониан модели Дике (1), уравнение (3) и комму-
тационные отношения между компонентами спина,
координатой и импульсом гармонического осцилля-
тора. Получим следующую систему дифференци-
альных уравнений:

¨̂
Sz = −g2p̂2Ŝz − gEJ p̂Ŝy, (4)
¨̂
Sy = −EJ 2Ŝy − gEJ p̂Ŝz, (5)
¨̂
Sx = −EJ2Ŝx − g2p̂2Ŝx, (6)

¨̂p = −ω2
{
p̂+ gŜy

}
. (7)

Для перехода от операторов к их средним значени-
ям в основном состоянии необходимо сделать следу-
ющее. Сначала введем амплитуду сверхизлучатель-
ного фотонного конденсата λR [2] как сдвиг бозон-
ных операторов в (2):

â† = ĉ† − iλR, â = ĉ+ iλR, (8)

p̂ =
√
2�ωλR + i

√
�ω

2

(
ĉ† − ĉ

)
,

q̂ =

√
�

2ω

(
ĉ† + ĉ

)
.

(9)

Как показано в [4], одновременно с появлением
конденсата λR происходит поворот псевдоспина на
угол θ вокруг оси x. Далее мы совершаем поворот
полного спина на угол θ вокруг оси x и на угол
φ− π/2 вокруг оси z, где θ, φ зависят от времени:

Ŝz = Ĵz cos θ − Ĵy sin θ,

Ŝy = Ĵz sin θ sinφ+Ĵy cos θ sinφ−Ĵx cosφ,
Ŝx = Ĵz sin θ cosφ+Ĵy cos θ cosφ+Ĵx sinφ,

(10)

операторы декартовых проекций суммарного спи-
на Ĵx,y,z определены через представление Гольштей-
на –Примакова:

Ĵz = S − b̂†b̂,

Ĵy = i

√
S

2

⎛⎝b̂†
√
1− b̂†b̂

2S
−

√
1− b̂†b̂

2S
b̂

⎞⎠ �

� i

√
S

2

(
b̂† − b̂

)
,

Ĵx =

√
S

2

⎛⎝b̂†
√
1− b̂†b̂

2S
+

√
1− b̂†b̂

2S
b̂

⎞⎠ �

�
√
S

2

(
b̂† + b̂

)
,

(11)

и [b̂, b̂†] = 1.
Поворот объясняется просто: в основном состоя-

нии с малой константой связи g угол поворота θ = 0

и оператор Ŝz = Ĵz в гамильтониане Дике (1) почти
диагонален, следовательно, диагональные элементы
〈Ŝy〉 = 〈Ĵy〉 стремятся к нулю. Поэтому «дипольный
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момент», пропорциональный 〈Ŝy〉, равен нулю и фо-
тоны квазиклассически расцепляются со спинами. С
другой стороны, когда угол поворота θ ненулевой,
возникает конечный «дипольный момент» спиновой
подсистемы, пропорциональный 〈Ŝy〉 = 〈Ĵz〉 sin θ,
который связан с когерентным фотонным конден-
сатом 〈p̂〉 = λR. Последнее приводит к нестабиль-
ности основного состояния системы. Мы заменяем
операторы в (4)–(7) их средними по основному сос-
тоянию в представлении Гейзенберга: Â → 〈Â〉, ис-
пользуя соотношения (9)–(11). Далее рассматриваем
резонансный случай: �ω = EJ .

В отличие от [2] сдвиг бозонных операторов в
(11) не проводился, так как его роль на себя взял
поворот на угол θ. Тогда из (4)–(6) очевидно, что си-
стема уравнений описывает нелинейную эволюцию
полного спина S в системе отсчета, вращающейся
вокруг оси z в фазовом пространстве псевдоспина
с частотой EJ . Поскольку мы рассматриваем резо-
нансный случай ω = EJ , угол φ в (10) меняется во
времени как φ = ωt, следовательно, полный спин S

вращается с постоянной угловой скоростью ω вокруг
оси z, а фотонная переменная p в (7) осциллирует с
частотой ω и при этом линейно связана со спином
через последний член в правой части (7). Удобно
ввести следующие обозначения для средних значе-
ний как функций от времени (� = 1):

p =
√
2ωλR(t) ≡ −

√
2ωg0(t) cos(ωt), (12)

Sz = S cos θ(t), (13)
Sy = S sin θ(t) sin(ωt), (14)
Sx = S sin θ(t) cos(ωt). (15)

Поскольку в сверхизлучательном состоянии [2, 4]
фотонный сдвиг в термодинамическом пределе λR ∝
∝ S = N/2 � 1, можно использовать квази-
классическое приближение для основного состоя-
ния: 〈p̂2〉 ≈ 〈p̂〉2 в (4)–(7).

2. ДИПОЛЬНЫЙ ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД В
«ЗАМОРОЖЕННЫХ» СКРЕЩЕННЫХ

ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ И МАГНИТНОМ ПОЛЯХ

Примечательно, что в статическом пределе, т. е.
при λR, θ, φ ≡ const в уравнениях (12)–(15), три
уравнения (4), (5) и (7) становятся алгебраическими
и остаются только два из них, так как уравнение (4)
обращается в тождество. Это означает, что дважды
вырожденное решение говорит о фазовом переходе
в спонтанно упорядоченную дипольную фазу ДУС с
замороженными электрическим и магнитным поля-
ми в резонансной полости. Очевидно, что подобное

основное состояние системы возможно, если скре-
щенные электрическое и магнитное поля подчиня-
ются статическим граничным условиям на границе
полости, т. е. поверхностный заряд должен быть ста-
тичен и (сверх)ток должен быть постоянен. Мы так-
же подчеркиваем, что, как следует из правых частей
уравнений (5) и (7), действительно существуют два
решения, отличающиеся одновременной сменой зна-
ков: θ → −θ и λR → −λR (ср. с [2]).

3. «СВЯЗАННОЕ СИЯНИЕ»
СВЕРХИЗЛУЧАТЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ В

МОДЕЛИ ДИКЕ В ПРЕДЕЛЕ
АДИАБАТИЧЕСКИХ ДУС

В этом разделе получим аналитическое решение
уравнений (4)–(7), используя подход с двумя вре-
менными масштабами [8] в пределе адиабатической
эволюции ДУС. Мы опускаем уравнение (6), так как
Ŝx не входит в гамильтониан Дике (1) и в уравнения
(4), (5), (7). Также мы разбиваем временную эволю-
цию на «быструю», пропорциональную exp(iωt), и
«медленную», описываемую функциями g0(t) и θ(t),
которые определены формулами (12)–(15). Тогда,
подставляя (12)–(15) в (5) и (7) и усредняя левую и
правую части по быстрым осцилляциям ω, получим
следующую систему уравнений для изменяющихся
адиабатически функций:

θ̇(t) =
g
√
2ω

2
g0(t), (16)

sin θ = − 2
√
2

gS
√
ω
ġ0(t). (17)

Процедура усреднения по быстрым осцилляциям,
приводящая к (16) и (17), проста. А именно, необ-
ходимо подставить (12)–(15) в (5) и умножить обе
части уравнения на cos (ωt). Затем надо вычислить
среднее по «быстрым» осцилляциям за короткий пе-
риод времени (∼ ω−1), считая переменные, содер-
жащие «медленные» члены, константами (адиаба-
тическая эволюция ДУС). Интегрируя по коротко-
му временному периоду, получим (16). Аналогично,
умножая обе части уравнения (7) на sin (ωt) и повто-
ряя ту же самую процедуру, получим (17). По той
же причине уравнение (4) вновь обращается в тож-
дество, как в «замороженном» случае, рассмотрен-
ном выше, после пренебрежения второй производ-
ной по времени от «медленной» функции cos θ в ле-
вой части (4). Для упрощения обозначений далее бу-
дем пользоваться единицами � = 1. Умножая левую
часть (16) на sin θ и используя (17), получим первый
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адиабатический интеграл динамических уравнений,
усредненных по быстрым осцилляциям:

cos θ(t)− g20(t)

S
= const ≡ C , (18)

где C — полная энергия системы, усредненная по
быстрым осцилляциям, C ∝ 〈Ĥ〉. Далее, дифферен-
цируя (17) единожды по времени и выражая cos θ(t)

через g0(t) с использованием (18), получим нелиней-
ное дифференциальное уравнение второго порядка
для неизвестной функции g0(t):

2g̈0(t)

gS
√
ω
+
g
√
ω

2
g0(t)

(
C +

g20(t)

S

)
= 0. (19)

Решение данного уравнения точно выражается че-
рез функции Якоби. Если выбрать C = 1 − 2k2 с
0 ≤ k ≤ 1 [9], то решение уравнения (19) имеет вид

g0(t) =
√
2Sk cn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
,

λR =
√
2Sk cn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
cos(ωt),

(20)

где k — модуль эллиптического интеграла. Исполь-
зуя решение (20), оставшиеся переменные можно
выразить алгебраически из (16), (17) как (ср. с [8])

Sz = S cos θ = S

{
1− 2k2 sn2

(
g
√
Sω

2
t , k

)}
,

Sy = −S sin θ sin (ωt) = 2kS×

× sn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
dn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
sin(ωt).

(21)

Здесь sn, dn, cn — эллиптические функции Якоби.
С другой стороны, при выборе C = k2 − 2, решения
имеют вид

g0(t) =
√
2S dn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
,

λR =
√
2S dn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
cos(ωt),

(22)

Sz = S cos θ =

= Sk2

{
1−2 sn2

(
g
√
Sω

2
t , k

)}
,

Sy = −S sin θ sin (ωt) =

= 2k2 sn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
×

× cn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
sin(ωt).

(23)

Эффективная частота Ω, характеризующая би-
ения эллиптических функций Якоби в (20)–(23),
выражается через полный эллиптический интеграл
первого рода K(k) [9] (расходится при k = 1) следу-
ющим образом:

g0

(
t+

2π

Ω

)
= g0(t), Ω ≡ ω

π

K(k)

g

2gc
,

gc ≡
√
EJ
S
.

(24)

Здесь gc — критическая константа связи, при ко-
торой сверхизлучательное состояние стабильно [2].
Следовательно, в пределе k → 1 предположение о
«медленной» эволюции θ(t), т. е. Ω � ω, которое мы
приняли в начале вычислений, выполняется, если

Ω ≡ ω
π

K(k)

g

2gc
� ω , т. е. K(k) � π

2

g

gc
,

следовательно, 1− 2 exp

{
−π
2

g

gc

}
≤ k ≤ 1.

(25)

Таким образом, физическое явление фазы «свя-
занного сияния» описывается решениями (20)–(23).
Выражения для электрического поля и суммарно-
го дипольного момента, создаваемых в камере, ко-
торые колеблются между двумя вырожденными ос-
новными состояниями модели Дике, записываются
как

Ê = i

√
1

V

(
â† − â

)
ε, (26)

d̂ = −2e lεŜy, (27)

где ε, V, l — вектор поляризации, объем полости и
эффективная толщина джозефсоновского контакта
соответственно, 2e — элементарный заряд куперовс-
кой пары. Для двух возможных выборов адиаба-
тического инварианта C, приведенных выше, пред-
ставлены два следующих набора решений для элект-
рического поля E и суммарного дипольного момента
ДУС d.

1. Случай 1. C = 1− 2k2:

E(t) =
2
√
ω√
V

ε
√
2Sk cn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
×

× cos(ω t), (28)
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d(t) = 2elSε · 2k sn
(
g
√
Sω

2
t , k

)
×

× dn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
sin(ω t), (29)

EJSz(t) = EJS

[
1− 2k2 sn2

(
g
√
Sω

2
t , k

)]
. (30)

2. Случай 2. C = k2 − 2:

E(t) =
2
√
ω√
V

ε
√
2S dn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
×

× cos(ω t), (31)

d(t) = 2elSε · 2k2 sn
(
g
√
Sω

2
t , k

)
×

× cn

(
g
√
Sω

2
t , k

)
sin(ω t), (32)

EJSz(t) = EJSk
2

[
1− 2 sn2

(
g
√
Sω

2
t , k

)]
. (33)

Следует отметить интересный факт. В обоих слу-
чаях выражение для дипольной энергии ДУС, т. е.
−E·d, одинаково. Различие в фотонной части p̂2/2 и
зеемановской части −EJSz . Однако мы рассматри-
вали «медленную эволюцию», что означает k → 1.
В данном пределе выражения для всех энергетичес-
ких вкладов совпадают.

Используя уравнения, записанные выше для
двух случаев, построим графики зависимости элек-
трического поля фотонного конденсата от време-
ни E(t), а также распределение энергии системы.
Энергия распределена между энергией связи двух-
уровневых систем электромагнитным полем в по-
лости −E · d и «зеемановской» энергией −EJ Ŝz,
т. е. джозефсоновской энергией туннелирования ку-
перовских пар в гамильтониане (1). Для C = 1−2k2

на рис. 1 показаны зависящие от времени осцил-
ляции когерентного электрического поля фотонного
конденсата (сплошная линия) вместе с «медленной»
огибающей кривой (штриховая линия), которая обо-
значает периодическое изменение фазы быстрых ко-
лебаний на π, т. е. двойное вырождение основного

Рис. 1. Зависимость от времени осцилляций когерентно-
го электрического поля фотонного конденсата (сплошная
линия) с «медленной» огибающей (штриховая линия), ко-
торая свидетельствует о периодическом изменении фазы

осцилляций на π

Рис. 2. Зависимости от времени дипольной энергии в поле
фотонного конденсата, пропорциональной −E · d (сплош-
ная линия), и «зеемановской» энергии, пропорциональной

−EJSz (штриховая линия)

состояния снимается динамическим образом. Гра-
фик на рис. 2 ясно демонстрирует, что энергия ос-
новного состояния проявляет периодическое внезап-
ное превращение «энергии нулевых колебаний» ку-
перовских пар (штриховая линия) в энергию «сия-
ния» фотонного конденсата, связанного с диполями
ДУС (сплошная линия), правда, модель не включа-
ет диссипацию.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена модель Дике с N псевдо-
спинами 1/2, взаимодействующими с единственной
модой фотонного поля в резонаторе в квазикласси-
ческом сверхизлучательном режиме. С использова-
нием недавно предложенного теоретического метода
[4] вращающегося представления Гольштейна –При-
макова декартовых компонент полного спина была
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рассмотрена квазиклассическая динамика системы
операторных уравнений Гейзенберга. С помощью
подхода двух временных масштабов («короткий»
и «длинный») впервые получены аналитические
выражения для электрического поля и дипольного
момента (среднего значения компоненты псев-
доспина 〈Sy〉) в резонансной полости. Решения
выражаются через эллиптические функции Якоби,
описывая внутреннее сверхизлучательное состояние
«связанного сияния». Множество других задач,
связанных с данной, таких как бифуркации и хаос в
асимптотическом пределе, область интегрируемос-
ти и т. д., представляет интерес для дальнейшего
исследования.
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Показано, что общая теория сил Казимира и Ван дер Ваальса описывает обусловленные взаимодейст-
вием части термодинамических потенциалов квантового гармонического осциллятора с затуханием, би-
линейно связанного с термостатом. По аналогии с широкой областью применимости общей теории сил
Казимира и Ван дер Ваальса проведено расширение модели затухающего осциллятора и получены со-
ответствующие термодинамические величины. В то время как в исходной модели тепловой резервуар
содержит большое число свободных осцилляторов с исчезающе малым демпфированием, в расширен-
ной модели термостат состоит из диссипативных составляющих, которые могут иметь любые допустимые
зависящие от частоты и температуры восприимчивости вследствие их взаимодействия в термостате с
дополнительными диссипативными каналами, непосредственно не влияющими на центральный осцил-
лятор. Таким образом, полученные результаты оказываются применимы к случаю зависящей от частоты
и температуры диссипативной функции центрального осциллятора.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040209

1. ВВЕДЕНИЕ

Применяя флуктуационно-диссипационные со-
отношения к электромагнитному полю в конденси-
рованной среде, Е. М. Лифшиц решил задачу об
имеющем флуктуационное электромагнитное про-
исхождение взаимодействии между разделенными
пустой щелью толстыми пластинами [1]. Решение
Лифшица показало, как можно получить единое
описание сил Казимира и Ван дер Ваальса между
макроскопическими телами с зависящими от часто-
ты произвольными диэлектрическими проницаемос-
тями.

С появлением квантово-полевых методов теории
многих тел подход Лифшица был обобщен в работе
Дзялошинского и Питаевского [2], в которой были
получены имеющие широкую область применимо-
сти общие формулы, описывающие вклад длинно-
волнового флуктуационного электромагнитного по-
ля, взаимодействующего с конденсированной сре-

* E-mail: barash@issp.ac.ru

дой, в термодинамические величины неоднородных
диссипативных систем в условиях равновесия. Это
позволило, в частности, распространить решение
Лифшица для задачи о двух пластинах, разделен-
ных пустой щелью, на случай взаимодействия че-
рез жидкую пленку [3]. С тех пор основные идеи
и результаты общей теории сил Казимира и Ван
дер Ваальса [1–4] составляют базис для современно-
го описания термодинамических величин, обуслов-
ленных флуктуационным электромагнитным взаи-
модействием [5–11].

Позднее и вне зависимости от приведенных вы-
ше исследований значительное внимание было уде-
лено термодинамике осциллятора, билинейно свя-
занного с тепловым резервуаром [12–26]. Квантовая
и классическая динамика осциллятора с затухани-
ем, взаимодействующего с тепловым резервуаром и
находящегося под его флуктуационным воздействи-
ем, изучались в течение многих лет [27–40]. Осцил-
лятор с затуханием является характерным приме-
ром диссипативных квантовых систем [40,41], пред-
ставляющим интерес в связи с целым рядом задач и
касающимся, в частности, квантового броуновского
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движения [37, 39], влияния диссипации на процес-
сы квантового туннелирования [33, 42] и некоторых
общих аспектов статистической механики и термо-
динамики при наличии сильной связи с термоста-
том [26].

В предлагаемой статье сравниваются основные
аспекты и результаты двух теорий, идентифициру-
ются их общие черты и области существенного пе-
ресечения. По аналогии с широкой областью приме-
нимости общей теории сил Казимира и Ван дер Ва-
альса модель осциллятора с затуханием будет далее
обобщена на случай термостатов с более сложной
структурой.

На первый взгляд, две упомянутые выше обла-
сти исследований существенно отличаются друг от
друга. Модель Цванцига –Калдейры–Леггетта для
осциллятора с затуханием [30, 33] представляет со-
бой пример малой квантовой системы, которая де-
монстрирует диссипативное поведение, возникаю-
щее вследствие ее взаимодействия с термостатом.
Такая модель позволяет изучить важные для кван-
товой динамики системы свойства, допуская точные
решения в простых случаях. Ее также можно рас-
сматривать как часть более сложных квантовомеха-
нических задач. Простая структура термостата, со-
стоящего из большого числа свободных осциллято-
ров, взаимодействующих только с центральным (си-
стемным) осциллятором, приводит к возможности
описания диссипативного поведения при переходе к
задаче с одной или двумя степенями свободы.

В противоположность модели осциллятора с за-
туханием, общая теория сил Казимира и Ван дер Ва-
альса рассматривает (в рамках микроскопического
квантового подхода) взаимодействие длинноволно-
вых компонент электромагнитного поля с реальной
конденсированной системой, при котором не возни-
кает необходимости ни в разделении двух подсистем
на малую центральную систему и большой тепловой
резервуар, ни в существенных упрощениях общей
постановки задачи. Зависящие от частоты диссипа-
тивные диэлектрические проницаемости конденси-
рованной среды фигурируют в теории в общем виде,
в согласии с флуктуационно-диссипационными со-
отношениями, а их конкретная форма может быть
задана исходя из независимых теоретических или
экспериментальных данных. Результаты общей тео-
рии применимы к неоднородным конденсированным
системам с произвольным пространственным про-
филем, в которых проявляются нелокальные корре-
ляции микроскопического квантового электромаг-
нитного поля в средах с зависящими от координат
матричными диэлектрическими проницаемостями.

Свободная от модельных предположений общая тео-
рия обладает существенно более широкими возмож-
ностями в рамках области ее применимости.

С другой стороны, две сравниваемые теории име-
ют ряд важных общих характерных черт. Посколь-
ку свойства и взаимодействия Казимира и Ван дер
Ваальса и находящегося под влиянием термостата
осциллятора формируются под воздействием рав-
новесных флуктуаций, сходные черты между ними
известны [43], хотя непосредственное сравнение ос-
новных результатов для термодинамических потен-
циалов не проводилось. Кроме того, длинноволно-
вое электромагнитное флуктуационное поле в тео-
рии сил Казимира и Ван дер Ваальса оказывает-
ся затухающим, имеющим комплексные собствен-
ные частоты, вследствие его взаимодействия с кон-
денсированной средой, и в этом контексте напомина-
ет осциллятор, который становится диссипативным
из-за взаимодействия с термостатом.

Следует также отметить общую билинейную опе-
раторную структуру основных членов в гамильто-
нианах, описывающих взаимодействие, с операто-
рами микроскопической квантовой плотности тока
и электромагнитного потенциала в одной из тео-
рий и с операторами положений центрального ос-
циллятора и каждого из осцилляторов термостата в
другой. В обоих случаях усреднение членов взаимо-
действия можно провести, используя флуктуацион-
но-диссипационные соотношения. Еще одна суще-
ственная общая черта двух теорий состоит в том,
что взаимодействие с центральным осциллятором
не приводит, в рамках модели, к изменению вос-
приимчивостей осцилляторов термостата. Это ана-
логично тому, что в общей теории сил Казими-
ра и Ван дер Ваальса вклад от взаимодействия с
длинноволновым флуктуационным электромагнит-
ным полем в диэлектрические проницаемости кон-
денсированной среды предполагается пренебрежи-
мо малым.

Существенное пересечение двух обсуждаемых
теорий становится очевидным в случае электромаг-
нитного взаимодействия центрального осциллятора
с термостатом. Учитывая это обстоятельство и про-
водя анализ, в некотором смысле в обратном поряд-
ке, вклад сил Казимира и Ван дер Ваальса в сво-
бодную энергию диссипативных систем был иден-
тифицирован исходя из рассмотрения длинноволно-
вых электромагнитных флуктуаций в элементарном
RCL-контуре, который, по-существу, является при-
мером осциллятора с затуханием [44]. Впрочем, в
то время как общая теория применима к обычному
RCL-контуру, контур удовлетворяет не всем усло-
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виям модели, в которой осцилляторы термостата
имеют бесконечно малые функции демпфирования
и, следовательно, вещественные собственные часто-
ты. Обычное сопротивление RCL-контура, напро-
тив, определяется известными реальными процесса-
ми в металле, которые следует рассматривать как
дополнительные внутренние каналы диссипации в
термостате, не включенные в исходную модель. Это
относится, конечно, к большей части систем, обыч-
но изучаемых в общей теории сил Казимира и Ван
дер Ваальса1).

Моделью электромагнитного происхождения,
которая одновременно удовлетворяет как условиям
модели осциллятора с затуханием, так и теории сил
Казимира и Ван дер Ваальса, является заряженный
осциллятор в равновесном поле излучения черного
тела. В этой модели функция демпфирования у
осциллятора возникает благодаря процессам ре-
акции излучения [12, 13]. Связь этой конкретной
задачи с теорией сил Казимира и Ван дер Ваальса,
не замеченная в работах [12, 13], обсуждалась в
[45], но только в предельном случае вещественных
собственных частот, когда результат сводится к
свободной энергии свободных осцилляторов с соб-
ственными частотами взаимодействующей системы,
как это имеет место для взаимодействия Казимира
и Ван дер Ваальса в системах с вещественными
собственными частотами [46–50].

Как будет показано ниже, обусловленные вза-
имодействием части термодинамических потенциа-
лов, полученные в рамках модели осциллятора
с затуханием и в рамках свободной от модель-
ных предположений общей теории сил Казимира и
Ван дер Ваальса, совпадают, если их выразить че-
рез сходные величины. Это является следствием су-
щественного пересечения двух подходов. Другими
словами, термодинамика осциллятора с затухани-
ем, билинейно связанного с термостатом, непосред-
ственно описывается давно полученными результа-
тами общей теории сил Казимира и Ван дер Ваальса
[4, 50–54].

Предложенное в этой статье расширение исход-
ной модели осциллятора с затуханием включает
влияние дополнительных внутренних каналов дис-
сипации в термостате. В результате, вместо имею-

1) Следуя выявленной в этой статье аналогии между ре-
зультатами двух теорий, диссипативные свойства конденси-
рованной среды мы сравниваем здесь с диссипативными свой-
ствами одного только термостата, но не самого центрально-
го осциллятора. Роль последнего в модели аналогична роли
флуктуационного электромагнитного поля в теории сил Ка-
зимира и Ван дер Ваальса.

щихся в исходной модели восприимчивостей свобод-
ных осцилляторов термостата, расширенная модель
допускает наличие зависящих от частоты и темпера-
туры диссипативных восприимчивостей общего ви-
да. Хотя центральный осциллятор, по предположе-
нию, непосредственно не связан с дополнительны-
ми каналами, его функция демпфирования приоб-
ретает зависимость от частоты и температуры че-
рез билинейное взаимодействие с диссипативными
осцилляторами термостата или аналогичными им
его составляющими. Расширенная модель допуска-
ет термодинамическое описание осциллятора с зату-
ханием в равновесном состоянии и, вообще говоря,
не предназначена для изучения динамики всей си-
стемы. Соответствующий результат для свободной
энергии, полученный с зависящей от температуры
функцией демпфирования центрального осциллято-
ра, как будет показано, совпадает с выражением для
свободной энергии в исходной модели, в то время
как результат для внутренней энергии изменяется.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 приведены основные результаты для осцил-
лятора с затуханием, используемые в последующих
разделах. В разд. 3 представлен альтернативный
вывод обусловленных взаимодействием частей сво-
бодной и внутренней энергий осциллятора с зату-
ханием, что служит основой для дальнейшего рас-
смотрения. Разделы 4–6 показывают связь резуль-
татов для осциллятора с затуханием с результата-
ми общей теории сил Казимира и Ван дер Ваальса.
Расширенная модель для осциллятора с затуханием
развита в разд. 7. Раздел 8 завершает статью.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ
ОСЦИЛЛЯТОРА С ЗАТУХАНИЕМ,
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕГО С

ТЕРМОСТАТОМ

Рассмотрим в качестве малой квантовой систе-
мы, взаимодействующей с термостатом, централь-
ный осциллятор, взаимодействующий со свобод-
ными осцилляторами окружения. Введем соответ-
ствующие операторы положения Q̂ и q̂α (α = 1,
2, . . . , N).

Если внешнее возмущение в гамильтониане име-
ет вид

V̂ext = −Q̂fext,Q(t)−
N∑
α=1

q̂αfext,α(t) (1)

и линейный отклик на внешние силы fext,Q и
fext,α описывается следующими соотношениями для
фурье-компонент усредненных величин:
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Q(ω) = χQQ(ω)fext,Q(ω)+
N∑
α=1

χQα(ω)fext,α(ω), (2)

qα(ω) = χαQ(ω)fext,Q(ω)+

N∑
δ=1

χαδ(ω)fext,δ(ω), (3)

то содержащая входящие сюда восприимчивости
флуктуационно-диссипационная теорема, как из-
вестно, может быть представлена в виде [55](

Q2
)
ω
= � cth

(
�ω

2T

)
Im
[
χQQ(ω)

]
, (4)

(
qαQ
)
ω
=
i�

2
cth

(
�ω

2T

)[
χ∗
Qα(ω)− χαQ(ω)

]
, (5)

(
q2α
)
ω
= � cth

(
�ω

2T

)
Im
[
χαα(ω)

]
, (6)

(
qαqδ
)
ω
=
i�

2
cth

(
�ω

2T

)[
χ∗
δα(ω)− χαδ(ω)

]
. (7)

Здесь
(
AB
)
ω
обозначает спектральную плотность

симметризованной корреляционной функции в рав-
новесном состоянии,

1

2
〈Â(t)B̂(t′) + B̂(t′)Â(t)〉 =

=

∞∫
−∞

(AB)ω exp [−iω(t− t′)]
dω

2π
. (8)

Для квантовых состояний, инвариантных по от-
ношению к операции инверсии времени, должны вы-
полняться соотношения χQα(ω) = χαQ(ω), χαδ(ω) =
= χδα(ω), и, например, равенство (5) сводится к со-
отношению(

qαQ
)
ω
= � cth

(
�ω

2T

)
Im
[
χQα(ω)

]
.

При наличии внешней силы и вызванных взаимо-
действием с термостатом диссипативных процессов
линеаризованное динамическое уравнение для ста-
тистически усредненного оператора положения цен-
трального осциллятора с массой M и частотой Ω

имеет вид

MQ̈(t) +M

t∫
−∞

dt′γ̃(t− t′)Q̇(t′) +MΩ2Q(t) =

= fext(t), (9)

где γ̃(t) — диссипативная функция памяти.
Соответствующая зависящая от частоты воспри-

имчивость, следовательно, есть χQQ(ω) ≡ χQ(ω),

χQ(ω) =
1

M [(Ω2 − ω2)− iωγ(ω)]
, (10)

где функция демпфирования γ(ω) является фу-
рье-образом γ̃(t).

Восприимчивость α-го свободного осциллятора с
массой mα и частотой ωα имеет вид

χα(ω) =
1

mα

1

ω2
α − ω2 − iωε

, ε→ +0. (11)

Для нахождения перекрестных компонент
χQα(ω), χαγ(ω) матричной функции отклика удоб-
но ввести полный квантовый гамильтониан модели
Цванцига –Калдейры–Леггетта для затухающего
осциллятора [30,33] с добавленными классическими
внешними силами:

Ĥ =
P̂ 2

2M
+

1

2
MΩ2Q̂2 − Q̂fext,Q+

+

N∑
α=1

[
p̂2α
2mα

+
1

2
mαω

2
α

(
q̂α−

Cα
mαω2

α

Q̂

)2
]
−

−
N∑
α=1

q̂αfext,α. (12)

Здесь Q̂, P̂ и q̂α, p̂α — операторы положения и им-
пульса соответственно центрального осциллятора и
α-го осциллятора термостата. Центральный осцил-
лятор взаимодействует с α-м осциллятором окру-
жения с константой связи Cα. Форма входящих в
гамильтониан (12) членов взаимодействия исключа-
ет обусловленную взаимодействием перенормировку
частоты Ω.

Сравнительно простая модель (12), как известно,
допускает детальное описание свойств находящего-
ся под воздействием термостата осциллятора с зату-
ханием [26,30, 33, 37, 39, 40]. В частности, квантовые
уравнения движения после исключения q̂α из урав-
нения для Q̂, квантового статистического усредне-
ния и преобразования Фурье сводятся к виду

M
[(
Ω2 − ω2

)
− iωγ(ω)

]
Q(ω) =

= fext,Q(ω) +

N∑
α=1

Cαχα(ω)fext,α(ω), (13)

mα(ω
2
α − ω2)qα(ω)− CαQ(ω) = fext,α(ω). (14)

Из уравнений (13), (14) вытекает

χQQ(ω) = χQ(ω), (15)
χQα(ω) = χαQ(ω) = CαχQ(ω)χα(ω), (16)

χαα(ω) = χα(ω)
(
1 + C2

αχQ(ω)χα(ω)
)
, (17)

χαδ(ω) = CαCδχQ(ω)χα(ω)χδ(ω), α �= δ, (18)

где χQ(ω) и χα(ω) определены в (10) и (11).
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Как видно из выражений (4)–(7), (15)–(18) и (10),
(11), рассматриваемые корреляционные функции
содержат единственную величину γ(ω), конкретный
вид которой определяется гамильтонианом (12):

iωMγ(ω) =

N∑
α=1

C2
α [χα(ω)− χα(0)] , (19)

и оказывается связан с так называемой спектраль-
ной плотностью взаимодействия

J(ω) = θ(ω)

N∑
α=1

C2
αχ

′′
α(ω), (20)

где θ(ω) — единичная ступенчатая функция, а двой-
ной штрих у χ обозначает взятие мнимой части.

Связь между функцией демпфирования γ(ω)

и спектральной плотностью взаимодействия имеет
вид

γ(ω) = − 2iω

πM

∞∫
0

J(ξ)dξ

ξ(ξ2 − ω2 − iωε)
, ε→ +0. (21)

Определенные в (19), (20) величины удовлетворя-
ют соотношению (21) не только в случае использо-
вания выражения (11), но также и для любых до-
пустимых зависящих от частоты восприимчивостей
χα(ω). Для установления справедливости формулы
(21) в общем случае следует подставить (19) и (20) в
(21) и применить к выражениям

[
χα(ω)−χα(0)

]
/ω2

под знаком суммирования в левой части получив-
шегося равенства следующее соотношение Крамер-
са –Кронига:

χ′(ω) =
2

π
−
∞∫
0

ξχ′′(ξ)dξ
ξ2 − ω2

. (22)

3. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ
ОСЦИЛЛЯТОРА С ЗАТУХАНИЕМ

Обусловленный взаимодействием центрального
осциллятора с термостатом вклад в свободную энер-
гию можно сравнительно просто найти, если при-
равнять, следуя общим соотношениям статистиче-
ской физики [53–56], производную свободной энер-
гии по параметру взаимодействия соответствующей
усредненной производной от гамильтониана с после-
дующим интегрированием полученного равенства
по параметру взаимодействия. Умножая с этой це-
лью все константы связи Cα(α = 1, 2, . . . , N) в га-
мильтониане (12) на один и тот же параметр λ,

приходим к усредненной производной гамильтони-
ана по λ:〈

∂Ĥ(λ)

∂λ

〉
λ

= −
N∑
α=1

Cα×

×
∞∫

−∞

dω

2π

(
(qαQ)ω,λ − λCαχα(0)

(
Q2
)
ω,λ

)
. (23)

Здесь 〈. . .〉λ и (. . .)ω,λ означают соответственно
усреднение по равновесному состоянию системы с
гамильтонианом Ĥ(λ) и симметризованную спект-
ральную плотность.

Так как восприимчивости осцилляторов термо-
стата χα(ω) (11) не содержат Cα, они не зави-
сят от параметра взаимодействия λ, в то вре-
мя как функция демпфирования γ(ω, λ), как это
следует из (19), проявляет квадратичную зависи-
мость: γ(ω, λ) = λ2γ(ω). Следовательно, зависи-
мость функции отклика χQ(ω, λ) от этого параметра
получается после подстановки в формулу (10) вели-
чины λ2γ(ω) вместо γ(ω).

Применяя теперь флуктуационно-диссипацион-
ные соотношения (4), (5) и учитывая (15), (16), вы-
ражаем квадратичные и билинейные по положени-
ям операторов спектральные плотности в (23) через
соответствующие функции отклика и получаем сво-
бодную энергию в виде

ΔλF = F (λ = 1)−F (λ = 0) =

1∫
0

dλ

〈
∂Ĥ(λ)

∂λ

〉
λ

=

= − Im

∞∫
−∞

dω

2π
� cth

�ω

2T

1∫
0

iωλdλγ(ω)

(Ω2−ω2)−iωλ2γ(ω) =

= Im

∞∫
−∞

dω

4π
� cth

�ω

2T
×

× ln
Ω2 − ω2 − iωγ(ω)

Ω2 − ω2 − iωε
, ε→ +0. (24)

При учете аналитических свойств функций отклика
в верхней полуплоскости комплексной частоты фор-
мула (24) преобразуется к следующему выражению
для свободной энергии:

ΔλF = F−F0 = T

∞∑′

n=0

ln
Ω2+ω2

n+ωnγ(iωn)

Ω2 + ω2
n

. (25)

Здесь ωn = 2πnT/� — мацубаровская частота, а
штрих у знака суммирования означает, что член с
n = 0 берется с половинным весом. При получении
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выражения (25) учитывалось условие γ(ω) → 0 при
ω → ∞, которое должно выполняться в реальных
системах.

Хотя член с n = 0 в (25) обращается в нуль,
его удобно оставить для сравнения с аналогичным
выражением, которое используется в более общем
случае. Равенство нулю обусловленных взаимодей-
ствием эффектов в классическом пределе являет-
ся специфическим свойством моделей типа Цванци-
га –Калдейры–Леггетта, описывающих системы с
одной степенью свободы. Это происходит, в частно-
сти, из-за отсутствия в модели вызванной взаимо-
действием перенормировки частоты осциллятора Ω.

Обусловленная взаимодействием часть ΔλF

свободной энергии центрального осциллятора (25)
представляет собой разность свободных энергий
полной системы, взятых с учетом и без учета взаи-
модействия осциллятора с окружением. Свободная
энергия F осциллятора с затуханием как открытой
системы, взаимодействующей с термостатом, полу-
чается из выражения (25) добавлением к его правой
части членов, которые не зависят от констант связи
и при отсутствии взаимодействия обеспечивают
совпадение величины F со свободной энергией
свободного осциллятора

T ln

(
2 sh

�Ω

2T

)
= T ln

[
�Ω

T

∞∏
n=1

(
1 +

Ω2

ω2
n

)]
.

Таким образом, исходя из (25), приходим к следую-
щей свободной энергии осциллятора с затуханием:

F = T ln

[
�Ω

T

∞∏
n=1

(
1 +

Ω2

ω2
n

+
γ(iωn)

ωn

)]
. (26)

Свободная энергия открытой системы может
быть представлена в виде F = −T lnZ(T ), где Z —
приведенная статистическая сумма, т. е. отношение
статистических сумм полной системы и невозму-
щенного резервуара. Исходя из этого соотношения,
из (26) приходим к хорошо известному выражению
для приведенной статистической суммы линейного
квантового осциллятора с затуханием [26,40]:

Z(T ) =
T

�Ω

∞∏
n=1

ω2
n

Ω2 + ω2
n + ωnγ(iωn)

. (27)

Выражение для внутренней энергии осциллято-
ра с затуханием следует из (26) при учете стандарт-
ного соотношения E = −T 2∂ (F (T )/T )/∂T :

E = T

∞∑′

n=0

2Ω2 + ωnγ(iωn)− ω2
n

dγ(iωn)

dωn
Ω2 + ω2

n + ωnγ(iωn)
. (28)

Формула (26) для свободной энергии не содер-
жит производной по частоте от функции демпфиро-
вания, поскольку параметр взаимодействия в (23),
(24) считался изменяющимся при фиксированной
температуре и, следовательно, при фиксированных
мацубаровских частотах. С другой стороны, выра-
жения для таких термодинамических потенциалов,
которым отвечают процессы с изменяющейся темпе-
ратурой, с неизбежностью должны содержать про-
изводные по частоте от функции демпфирования,
взятые при мацубаровских частотах, примером че-
му служит выражение (28).

Внутренняя энергия (28) совпадает с результа-
том, полученным ранее на основе предваритель-
но найденной приведенной статистической суммы
[16, 40]. Наличие производной по частоте от функ-
ции демпфирования в (28), как известно, отвечает
наличию температурной зависимости у гамильтони-
ана средней силы [26].

4. СВЯЗЬ С РЕЗУЛЬТАТАМИ
ДЗЯЛОШИНСКОГО И ПИТАЕВСКОГО

В цели этого и следующего разделов входит срав-
нение основных формул для термодинамических
потенциалов, полученных в двух рассматриваемых
теориях, и установление идентичности этих формул,
возникающей при использовании сходных величин.
В этом разделе рассматривается один из основных,
свободных от модельных предположений, результа-
тов, полученных Дзялошинским и Питаевским [2] в
рамках развитой ими общей теории сил Казимира и
Ван дер Ваальса. Речь идет о вариации обусловлен-
ной взаимодействием свободной энергии длинновол-
нового электромагнитного флуктуационного поля в
неоднородной конденсированной среде.

Линейный электромагнитный отклик конденси-
рованной среды, фигурирующий в общих выраже-
ниях теории, описывается поляризационным опера-
тором P , зависящим от мацубаровских частот и свя-
занным с диэлектрической функцией соотношением

Pik(ωn, r1, r2) =

=
ω2
n

�c2
[
εik(iωn, r1, r2)− δikδ(r1 − r2)

]
. (29)

Соответствующая вариация свободной энергии при
малом изменении поляризационного оператора δP ,
как было найдено, имеет вид [2]
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δF = − T

4π
×

×
∞∑′

n=0

∫
dr1dr2Dik(ωn, r1, r2)δPki(ωn, r2, r1). (30)

Здесь Dik(ωn, r1, r2) — температурная гриновская
функция длинноволнового электромагнитного поля
в среде. Соответствующая запаздывающая гринов-
ская функция связана с равновесными корреляция-
ми квантовых микроскопических потенциалов в сре-
де при калибровочном условии равенства нулю ска-
лярного потенциала.

Рассмотрим теперь вариацию обусловленной
взаимодействием свободной энергии (25) (или (26))
при малом изменении функции демпфирования:

δF = −T
∞∑′

n=0

χQ(iωn)
[
−Mωnδγ(iωn)

]
. (31)

Здесь было использовано выражение (10) для функ-
ции отклика осциллятора с затуханием. Уравнение
(31) справедливо при любой возможной частотной
зависимости функции демпфирования.

Близкая аналогия между формулами (30) и (31)
допускает детальное описание. В то время как функ-
ция Грина в (30) связана с корреляциями флукту-
ирующих микроскопических электромагнитных по-
тенциалов в среде, функция отклика χQ описывает
корреляции флуктуаций положения центрального
осциллятора Q (см. соотношения (4) и (15)). Спект-
ральная плотность электромагнитных сил Ланже-
вена в среде связана, как известно, с поляризацион-
ным оператором, в то время как величина iωMγ(ω)

связана со спектральной плотностью сил Ланжеве-
на в случае осциллятора с затуханием.

Далее, для осциллятора с затуханием, как видно
из выражений (13) и (10), функция χQ(ω) описывает
линейный отклик координаты Q на внешнюю силу
fext,Q(ω), в то время как соотношение между силой
трения и координатой Q есть

ffriction(ω) = iωMγ(ω)Q(ω).

Аналогично, в теории сил Казимира и Ван дер Ва-
альса величина −(1/�c)D, как известно, играет роль
обобщенной нелокальной матричной функции от-
клика для электромагнитных потенциалов под воз-
действием внешних токов, в то время как−(c�/4π)P
входит в соотношение между плотностью тока и
электромагнитными потенциалами в средах. Груп-
пируя рассматриваемые величины вместе с указан-
ными коэффициентами, в обоих выражениях (30) и

(31) получаем одинаковые множители перед знака-
ми суммирования.

Наконец, взаимодействие с длинноволновым
электромагнитным полем рассматривается в общей
теории как взаимодействие со сравнительно слабым
полем в том смысле, что вклад от такого поля в
диэлектрическую проницаемость конденсированной
среды пренебрежимо мал. Поэтому поляризаци-
онный оператор (29) входит в выражения теории
умноженным только на квадрат соответствующей
константы связи. Аналогично, восприимчивости
отдельных осцилляторов в термостате предполага-
ются не зависящими от соответствующих констант
связи, что приводит к квадратичной зависимо-
сти функции демпфирования γ(ω) от параметра
взаимодействия.

5. СВЯЗЬ С ВКЛАДОМ СИЛ КАЗИМИРА И
ВАН ДЕР ВААЛЬСА В ПОЛНУЮ
СВОБОДНУЮ ЭНЕРГИЮ

Возвращаясь к выражению (25) для свободной
энергии, рассмотрим две функции,

D(ω) = Ω2 − ω2 − iωγ(ω),

D0(ω) = Ω2 − ω2 − iωε (ε→ +0),

взятые в (25) при мнимых мацубаровских частотах
ω → iωn. Корни дисперсионной функции D(ω), т. е.
решения дисперсионного уравнения

D(ω) = Ω2 − ω2 − iωγ(ω) = 0, (32)

представляют собой комплексные собственные час-
тоты осциллятора с затуханием. В то же время урав-
нение D0(ω) = 0 определяет собственные часто-
ты свободного осциллятора, т. е. при отсутствии его
взаимодействия с термостатом.

Таким образом, формула (25) принимает вид

ΔλF = F − F0 = T

∞∑′

n=0

ln
D(iωn)

D0(iωn)
. (33)

Следует отметить, что выражение (33) представля-
ет собой основную формулу для свободной энергии
в общей теории сил Казимира и Ван дер Ваальса
[50]. Эту формулу можно получить в рамках общей
теории, используя, в частности, метод интегрирова-
ния по параметру взаимодействия [53,54] аналогич-
но тому, как это было сделано в разд. 3 для задачи
об осцилляторе с затуханием.
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Поскольку соотношения (30) и (31) тесно связа-
ны друг с другом, а выражение (25) совпадает с (33),
приходим к заключению, что общая теория сил Ка-
зимира и Ван дер Ваальса описывает обусловлен-
ную взаимодействием часть свободной энергии ос-
циллятора с затуханием.

Ввиду того что на бесконечно далеких расстоя-
ниях взаимодействие обращается в нуль, при изу-
чении взаимодействия Казимира и Ван дер Вааль-
са между телами параметр взаимодействия λ мож-
но в конечном счете связать с расстоянием между
ними. В этом случае свободные энергии F и F0 и
дисперсионные функции D(ω) и D0(ω) в (33) от-
вечают соответственно расстоянию l между телами
и случаю, когда тела находятся очень далеко друг
от друга. Следовательно, в пределе l → ∞ имеем
D(ω)/D0(ω) → 1. Если функция D(ω) есть произ-
ведение нескольких дисперсионных функций, то не
зависящие от l множители сокращаются и не вносят
вклада в (33). Остающееся отношение двух функций
обычно рассматривают как нормированную диспер-
сионную функцию, которая задает зависящий от
расстояния спектр собственных мод в системе.

Далее, собственные моды в системе макроскопи-
ческих тел различной геометрии могут зависеть от
переменных, имеющих непрерывный или квазине-
прерывный спектр значений, таких как компонен-
ты волнового вектора. Выделяя эти непрерывные
переменные и обозначая их буквой β, приходим с
помощью соотношения (33) к следующей форме за-
писи для обусловленной взаимодействием Казимира
и Ван дер Ваальса части свободной энергии:

ΔλF = F − F0 = T

∞∑′

n=0

∫
ρ(β) dβ lnD(β, iωn), (34)

где ρ(β) — плотность состояний.

Формулы (25) или (26) для свободной энергии
осциллятора с затуханием не обсуждались в лите-
ратуре, несмотря на их очевидную связь с хорошо
известной приведенной статистической суммой (27).
Вместо этого обычно используется модифицирован-
ная форма этого результата, которая получается из
формулы (25) ее преобразованием к интегрирова-
нию вдоль вещественной оси частот (ср. (24)) с ис-
пользованием равенства D(β,−ω) = D∗(β, ω) и по-
следующим интегрированием по частям. Это приво-
дит к следующему эквивалентному формуле (25) (и
(33)) выражению:

ΔλF =

∞∫
0

T ln

(
2 sh

�ω

2T

)
Δλρ(ω) dω, (35)

Δλρ(ω) = ρ− ρ0 = − 1

π
Im

∂

∂ω
ln

D(ω)

D0(ω)
. (36)

Появление здесь частной производной по частоте
вместо полной производной связано с возможным
появлением дополнительных переменных, от кото-
рых может зависеть дисперсионная функция. Такая
возможность обсуждается в конце данного раздела,
а также в разд. 7.

В отличие от теории взаимодействия Казимира
и Ван дер Ваальса, в рамках которой рассматрива-
ется, как правило, только обусловленная взаимодей-
ствием часть свободной энергии, простая модель ос-
циллятора с затуханием позволяет описать свобод-
ную энергию (26) взаимодействующего с окружени-
ем осциллятора с затуханием. Переписывая (26) в
форме, аналогичной (35), (36), и используя опреде-
ление (32) для функции D(ω), получаем

F =

∞∫
0

T ln

(
2 sh

�ω

2T

)
ρ(ω) dω, (37)

ρ(ω) = − 1

π
Im

∂

∂ω
ln
(
MD(ω)

)
. (38)

Вследствие вытекающего из (10) и (32) равен-
ства MD(ω) = χ−1

Q (ω), из соотношений (37), (38) в
рамках исходной модели осциллятора с затуханием
находим

F =
1

π

∞∫
0

T ln

(
2 sh

�ω

2T

)
Im

d lnχQ(ω)

dω
dω, (39)

что в точности совпадает с результатом для сво-
бодной энергии, используемым в теории осциллято-
ра, билинейно взаимодействующего с термостатом
[12–15,17, 26].

Аналогично выражениям (35), (36), обусловлен-
ную взаимодействием свободную энергию (34) в об-
щей теории сил Казимира и Ван дер Ваальса также
можно представить в виде

ΔλF =

∞∫
0

T ln

(
2 sh

�ω

2T

)
Δλρ(ω) dω, (40)

Δλρ(ω) = − 1

π
Im

∂

∂ω

∫
ρ(β) dβ lnD(β, ω). (41)

Вообще говоря, любая из формул (26), (39) мо-
жет использоваться для описания свободной энер-
гии осциллятора с затуханием. Поскольку выраже-
ние (26) имеет более простой вид и не содержит
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производной по частоте от восприимчивости осцил-
лятора, форма записи свободной энергии (26) или
(33) кажется более предпочтительной по сравнению
с (39) или (37), (38). Это тем более верно в отноше-
нии анализа более сложных задач, включая типич-
ные задачи теории сил Казимира и Ван дер Вааль-
са, где запись свободной энергии в виде (34) име-
ет ряд значительных преимуществ по сравнению с
(40), (41).

Вдоль вещественной оси частот проницаемости
принимают, как известно, комплексные значения
и могу проявлять сложное поведение. Напротив,
они принимают вещественные значения и показы-
вают сравнительно простое монотонное поведение
на верхней мнимой полуоси частот. В этом состояла
аргументация Лифшица [1] при преобразовании его
основного результата, на начальном этапе включаю-
щего интегрирование по вещественным частотам, к
форме, включающей суммирование по мацубаров-
ским частотам вдоль верхней мнимой полуоси час-
тот2).

К тому же производные проницаемостей по час-
тоте, возникающие после применения (41) к неод-
нородным конденсированным системам, могут дра-
матически усложнить вид результата по сравнению
с его формой в (34). Взяв в качестве примера хо-
рошо известные дисперсионные функции для соб-
ственных мод в задаче Лифшица, нетрудно полу-
чить конкретные громоздкие выражения, содержа-
щие производные от проницаемостей по частоте под
знаком интегрирования вдоль полуоси веществен-
ных частот. Из всего сказанного видно, что пред-
ставление свободной энергии в виде (34) намного бо-
лее предпочтительно по сравнению с (40), (41).

Заметим, что величина ρ(ω) фигурирует в (37)
как эффективная спектральная плотность возбуж-
дений. Для сводящейся в пределе пренебрежимо ма-
лой диссипации к дельта-функции величины ρ(ω) из
формулы (37) получается свободная энергия свобод-
ного осциллятора. В то же время величина Δλρ(ω)

в (36) и (41) есть в лучшем случае разность между
эффективными спектральными плотностями систе-
мы при наличии и отсутствии взаимодействия.

Далее, выражения для различных термодинами-
ческих потенциалов будут содержать одну и ту же
величину Δλρ(ω) только при отсутствии ее темпе-
ратурной зависимости. Согласно общей теории сил
Казимира и Ван дер Ваальса, формулы (34) и (40),
(41) для свободной энергии сохраняют свой вид в
случае зависящих от температуры проницаемостей,

что приводит к температурной зависимости вели-
чины Δλρ(ω, T ). При этом выражение для внутрен-
ней энергии, аналогичное по форме свободной энер-
гии (40), (41), будет содержать другую величину
ΔλρE(ω, T ) �= Δλρ(ω, T ):

ΔλE =

∞∫
0

�ω

2
cth

�ω

2T
ΔλρE(ω, T ) dω, (42)

ΔλρE(ω, T ) = − 1

π
Im

(
∂

∂ω
+
T

ω

∂

∂T

)
×

×
∫
ρ(β) dβ lnD(β, ω, T ). (43)

Для билинейной связи центрального осциллято-
ра с термостатомфункция демпфирования осцилля-
тора в модели Цванцига –Калдейры–Леггетта, как
известно, не зависит от температуры. Расширение
этой модели, приводящее к тем же формулам (25),
(26), (33) и (35)–(39), но при наличии температур-
ной зависимости функции демпфирования γ(ω, T ),
индуцированной билинейной связью с окружением,
будет рассмотрено в разд. 7.

6. ПАРНЫЕ И МНОГОЧАСТИЧНЫЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ МЕЖДУ ЧАСТЯМИ

ТЕРМОСТАТА

Выявление близкой аналогии между двумя тео-
риями позволяет рассмотреть вопрос о существова-
нии в модели осциллятора с затуханием аналога, ко-
торый бы соответствовал, по крайней мере с фор-
мальной точки зрения, взаимодействию Казимира
и Ван дер Ваальса между макроскопическими тела-
ми. В этом разделе будет показано, что таким анало-
гом является взаимодействие между разными час-
тями термостата.

Хотя составляющие части термостата непосред-
ственно друг на друга не воздействуют, между ними
имеется эффективное непрямое взаимодействие че-
рез из связь с центральным осциллятором. Вслед-
ствие многочастичного происхождения взаимодей-
ствия, свободная энергия (25) и другие термодина-
мические потенциалы неаддитивны по отношению
к вкладам отдельных составляющих термостата, в
то время как функция демпфирования (19) и спект-
ральная плотность взаимодействия (20) представля-
ют собой аддитивные величины.

Парные и трехчастичные вклады в свободную
энергию вытекают из соотношения (25) в пределе
слабой связи. Рассмотрим термостат, подразделен-

2) Это было сделано Лифшицем до появления статьи Мацубара.
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ный на некоторое число различных частей, чему от-
вечает функция демпфирования γ =

∑p
n=1 γn. Если

приближение слабой связи применимо к взаимодей-
ствию центрального осциллятора с термостатом в
целом, то можно разложить (25) по степеням γ и
представить свободную энергию в виде

F =
∑
n

Fn +
∑
n<m

Fnm +
∑

n<m<l

Fn,m,l + . . .

Здесь величина Fn описывает индивидуальный
вклад n-й части термостата в свободную энергию,
содержащий только параметр γn и его степени.

Парное взаимодействие приводит к парному чле-
ну в свободной энергии, и основной вклад от каждой
пары отвечает притяжению между частями:

F12 = −T
∞∑
n=1

ω2
nγ1(iωn)γ2(iωn)

(Ω2 + ω2
n)

2
. (44)

Аналогично, основной трехчастичный вклад в сво-
бодную энергию от комбинации трех различных час-
тей есть

F123 = 2T

∞∑
n=1

ω3
nγ1(iωn)γ2(iωn)γ3(iωn)

(Ω2 + ω2
n)

3
. (45)

Суммы по мацубаровским частотам в (44) и (45)
сходятся даже в простейшем случае омического ре-
жима, когда они могут быть выражены соответст-
венно через элементарные и специальные функции.
Так, предполагая γ1,2 не зависящими от частоты,
для парного вклада находим

F12 = −2�γ1γ2
Ω

[
cth

�Ω

2T
− �Ω

2T
sh−2 �Ω

2T

]
. (46)

Обращение взаимодействия в нуль в пределе высо-
ких температур, не имеющее места в общем случае,
связано здесь с уже упоминавшимся в разд. 3 спе-
цифическим свойством модели Цванцига –Калдей-
ры –Леггетта.

7. ОСЦИЛЛЯТОР С ЗАТУХАНИЕМ,
ЛИНЕЙНО ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИЙ С
ДИССИПАТИВНЫМ ТЕРМОСТАТОМ

Большое число свободных осцилляторов с бес-
конечно малыми функциями демпфирования, фор-
мирующих спектральную структуру термостата в

модели осциллятора с затуханием, можно рассмат-
ривать как собственные моды термостата. Соответ-
ствующие собственные частоты вещественны, по-
скольку предполагается, что при отсутствии влия-
ния центрального осциллятора термостат является
замкнутой системой.

Связь центрального осциллятора с отдельной
модой термостата считается слабой, что объясня-
ет очень слабое возмущение состояния составляю-
щих термостат мод и согласуется с билинейной фор-
мой гамильтониана взаимодействия. В то же время
центральный осциллятор может испытывать значи-
тельное диссипативное влияние, коллективно созда-
ваемое большим количеством мод термостата. При
этом функция демпфирования γ(ω) центрального
осциллятора не обязательно мала, а ее частотная за-
висимость может изменяться в широких пределах в
соответствии с формулами (19)–(21), где спектраль-
ная плотность взаимодействия изменяется вместе со
спектральным распределением вещественных соб-
ственных частот термостата [22, 23, 33, 37, 40].

Такой подход широко и эффективно использует-
ся для изучения задач, касающихся, в основном, воз-
никновения диссипации и связанных с ней эффек-
тов в квантовых динамических системах. С другой
стороны, нельзя исключить возможность того, что
взаимодействующие с центральным осциллятором
моды не исчерпывают все степени свободы термо-
стата. Дополнительные внутренние каналы термо-
стата, находящиеся в контакте с его основными мо-
дами, но непосредственно не связанные с централь-
ным осциллятором, могут приводить к формирова-
нию зависящих от частоты и температуры диссипа-
тивных восприимчивостей χα(ω, T ), заменяющих в
этом случае рассматривавшиеся в исходной модели
величины с бесконечно малыми функциями демп-
фирования. Влияние центрального осциллятора на
восприимчивости составляющих элементов термо-
стата, предполагаемое по-прежнему пренебрежимо
малым, следует в этом случае сравнивать с соответ-
ствующими вкладами от дополнительных каналов,
которые могут доминировать.

Без конкретизации части полного гамильтониа-
на, связанной с дополнительными каналами, рас-
сматриваемая расширенная модель, вообще говоря,
не предназначена для изучения квантовой динами-
ки полной системы. Однако, как показано в этом
разделе, обусловленные взаимодействием термоди-
намические величины осциллятора с затуханием мо-
гут быть описаны в расширенных рамках анало-
гично рассмотренному в разд. 3 случаю. Ключевым
здесь является то обстоятельство, что гамильтониан
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взаимодействия центрального осциллятора с термо-
статом, необходимый для нахождения соответству-
ющих термодинамических величин, в расширенной
модели остается неизменным и может быть выде-
лен из полного расширенного гамильтониана взяти-
ем производной по выбранному параметру взаимо-
действия.

Таким образом, представим полный гамильтони-
ан в виде

Ĥ =
P̂ 2

2M
+

1

2
MΩ2Q̂2−Q̂fext,Q−

N∑
α=1

q̂αfext,α+

+

N∑
α=1

1

2χα(0, T )

(
q̂α − Cαχα(0, T )Q̂

)2
+

ˆ̃
H, (47)

где вид слагаемого ˆ̃
H не фиксирован, за исключени-

ем того, что он не содержит ни относящихся к цен-
тральному осциллятору операторов Q̂, P̂ , ни конс-
тант связи Cα.

В соответствии с билинейной формой взаимодей-
ствия и определением линейных восприимчивостей,
динамическое уравнение для q̂α(t), вытекающее из
гамильтониана (47) после использования преобразо-
вания Фурье, статистического усреднения и исклю-
чения дополнительных степеней свободы, имеет вид

χ−1
α (ω, T )qα(ω) = CαQ(ω) + fext,α(ω). (48)

Уравнение (48) отличается от (14) только вследст-
вие различия между (11) и диссипативной воспри-
имчивостью α-й составляющей термостата χα(ω, T ).

Используя выражения (47), (48) вместо (12),
(14), а в остальном следуя разд. 2, приходим к тем
же равенствам (1)–(3) и флуктуационно-диссипаци-
онным соотношениям (4)–(7), а также к (9), (10) для

центрального осциллятора с затуханием. Также за-
ключаем, что равенства (13), (15), (16) и (19)–(21)
будут в рассматриваемом случае выполняться после
подстановки в них модифицированных восприимчи-
востей термостата χα(ω, T ) вместо исходных (11).

Переходя далее к выводу разд. 3, умножаем кон-
станты связи Cα в гамильтониане (47) на один и тот
же параметр взаимодействия λ. Это не приводит к
изменениям восприимчивостей термостата χα(ω, T ),
не подверженных заметному влиянию центрального
осциллятора и, следовательно, не зависящих от λ.
Ввиду выполнения равенства (19), функция демп-
фирования центрального осциллятора по-прежнему
является квадратичной функцией λ: γ(ω, T, λ) =

= λ2γ(ω, T ). Таким образом, после получения тако-
го же выражения (23) для производной модифици-
рованного гамильтониана (47) по параметру λ и ис-
пользования соотношений (4), (5) и (15), (16) можно
провести интегрирование по параметру взаимодей-
ствия и получить те же самые выражения (24)–(26),
(33) для обусловленной взаимодействием части сво-
бодной энергии осциллятора с затуханием, а также и
формулу (27) для приведенной статистической сум-
мы.

Свободная энергия в любой из форм записи
(25), (26), (33), (37)–(39) становится в рамках рас-
ширенного подхода применимой к случаю, в кото-
ром функция демпфирования γ(ω, T ) осциллятора
с затуханием зависит, в любой допустимой форме,
не только от частоты, но также и от температу-
ры, несмотря на билинейную форму взаимодействия
центрального осциллятора с термостатом. В этих
условиях выражение (28) для внутренней энергии
должно быть модифицировано:

E = T

∞∑′

n=0

2Ω2 + ωnγ(iωn)− ω2
n

(
∂

∂ωn
+

T

ωn

∂

∂T

)
γ(iωn, T )

Ω2 + ω2
n + ωnγ(iωn, T )

. (49)

Выражение (49) можно также представить в ви-
де

E =

∞∫
0

�ω

2
cth

�ω

2T
ρE(ω, T ) dω, (50)

ρE(ω, T ) = − 1

π
Im

(
∂

∂ω
+
T

ω

∂

∂T

)
×

× ln
(
MD(ω, T )

)
, (51)

который согласуется с (42), (43).

Представленная в этом разделе расширенная мо-
дель показывает, что термодинамику квантового
осциллятора с затуханием, билинейно взаимодей-
ствующего с термостатом, можно теоретически опи-
сать без использования модельных предположений,
упрощающих реальную структуру термостата. Это
позволяет, в частности, рассматривать в рамках та-
кой модели RCL-контур, металлическое сопротивле-
ние которого обусловлено электрон-фононным взаи-
модействием, рассеянием электронов на примесях и
другими физическими процессами в металле. Вклю-
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чение свободных от модельных представлений внут-
ренних процессов в термостате в модель осциллято-
ра с затуханием было здесь проведено по аналогии
с общей теорией сил Казимира и Ван дер Ваальса,
применимой к реальным конденсированным систе-
мам с диэлектрическими проницаемостями общего
вида.

Приведенное выше рассмотрение также показы-
вает внутреннюю несогласованность недавней кри-
тики общей теории сил Казимира и Ван дер Вааль-
са, которая основывается на отсутствии в теории яв-
ного выражения для полного гамильтониана систе-
мы квантового электромагнитного поля в конденси-
рованных средах [57–61]. Заключение, сделанное в
работах [57–61], состоит в том, что такая теория не
может привести к последовательному микроскопи-
ческому квантовому описанию термодинамических
величин квантовых систем с взаимодействием.

Рассмотренная здесь расширенная модель пред-
ставляет собой сравнительно простой пример, пока-
зывающий ошибочность этой критики. Уже из этого
примера видно, что для нахождения обусловленной
взаимодействием части термодинамических вели-
чин билинейно связанной с термостатом квантовой
системы нет необходимости в знании части полного
гамильтониана, описывающей термостат и не содер-
жащей соответствующих параметров взаимодейст-
вия. Так как флуктуационно-диссипационные соот-
ношения идентифицируют функции отклика исходя
из их микроскопических выражений, данный подход
обоснован с микроскопической точки зрения. При
этом линейные функции отклика термостата можно
далее рассматривать как известные из других тео-
ретических или экспериментальных исследований.
Это позволяет отделить рассматриваемую задачу от
полного динамического описания квантовой систе-
мы в целом.

Следует также упомянуть о ряде моделей по-
глощающих конденсированных сред, взаимодей-
ствующих с квантовым электромагнитным полем,
которые используются, в частности, для изуче-
ния взаимодействия Казимира и Ван дер Ваальса
[57, 58, 60–74]. Эти модели включают в рассмотре-
ние линейно поляризуемые осцилляторы (или состо-
ящую из микроскопических гармонических полей
среду), которые взаимодействуют с электромагнит-
ным полем, как в ранних работах [75,76], и, в допол-
нение к этому, с осцилляторами термостата [62, 77].
Последнее приводит к диссипативным эффектам в
системе, аналогичным рассматриваемым в этой ста-
тье в рамках модели осциллятора с затуханием.
Каноническое квантование электромагнитного по-

ля, проведенное Хаттнером и Барнеттом [77], после
диагонализации полного гамильтониана рассматри-
ваемой модели методом Фано [78] привело к кван-
товым флуктуациям тока, полностью совместимым
со всеми флуктуационно-диссипационными соотно-
шениями. Кроме того, выбор функциональных па-
раметров гамильтониана взаимодействия позволил
имитировать произвольную зависящую от частоты
диссипативную диэлектрическую функцию, удовле-
творяющую соотношениям Крамерса –Кронига. По-
лучившаяся в результате макроскопическая кван-
товая электродинамика поглощающих диспергиру-
ющих сред используется для изучения квантовых
эффектов взаимодействия электромагнитного по-
ля в конденсированных телах и их окрестностях
[59, 65, 77, 79–94].

Поскольку полученные в рамках модели работы
[77] результаты в итоге выражаются через имею-
щую произвольную частотную зависимость диэлек-
трическую функцию системы, можно было бы ожи-
дать, что эти результаты имеют более общий харак-
тер, чем лежащий в основе модели гамильтониан.
Это означало бы, однако, что конечные результаты
выражаются через диэлектрические проницаемости
сред в общем случае при наличии диссипации. Хо-
тя данное предположение справедливо в отношении
теории взаимодействия Казимира и Ван дер Вааль-
са [2], в общем случае оно не было подтверждено
[95] (см. также [96]). Кроме того, в отличие от ча-
стотной зависимости, зависимость диэлектрических
проницаемостей от температуры не воспроизводит-
ся в рамках обсуждаемого микроскопического мо-
дельного гамильтониана, содержащего только квад-
ратичные и билинейные операторные члены при от-
сутствии зависящих от температуры параметров.

Таким образом, результаты для дисперсионных
взаимодействий, полученные в рамках модели по-
глощающих сред, могут быть выражены через ди-
электрические проницаемости материалов и долж-
ны находиться в согласии с общей теорией сил Ка-
зимира и Ван дер Ваальса [2, 4] в рамках области
ее применимости. Сказанное, однако, не имеет отно-
шения к результатам этой статьи, в которой модель
осциллятора с затуханием представляет открытую
малую квантовую систему, а не составную часть мо-
дели диссипативных диэлектрических проницаемо-
стей конденсированных сред. В статье была выяв-
лена аналогия между моделью осциллятора с зату-
ханием в ее исходной форме, в которой централь-
ный осциллятор билинейно взаимодействует с ос-
цилляторами термостата, и общей теорией взаимо-
действия Казимира и Ван дер Ваальса, свободной от
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модельных предположений в ее рассмотрении длин-
новолнового флуктуационного квантового электро-
магнитного поля, взаимодействующего с конденси-
рованными телами.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе показано, что равновесная тер-
модинамика осциллятора с затуханием, билинейно
взаимодействующего с термостатом, изученная ра-
нее в рамках модели Цванцига –Калдейры–Леггет-
та, может быть описана результатами общей теории
сил Казимира и Ван дер Ваальса. Найденное зна-
чительное перекрытие между двумя теориями де-
тально изучено. Представлена модифицированная
модель, допускающая частотную и температурную
зависимости функции демпфирования центрально-
го осциллятора, и получены соответствующие мо-
дифицированные термодинамические потенциалы.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
Государственного задания ИФТТ РАН Программы
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Abstract. The present work discusses extensions
of the pioneering analysis by Dzyaloshinskii and Larkin
[Sov. Phys. JETP 38, 202 (1974)] of correlation func-
tions for one-dimensional Fermi systems, focusing on
the effects of quasiparticle relaxation enabled by non-
linear dispersion. Throughout the work we employ
both, the weakly interacting Fermi gas picture and non-
linear Luttinger liquid model to describe attenuation
of excitations and explore the fermion-boson duality
between both approaches. A special attention is de-
voted to the role of spin-exchange processes, effects
of interaction screening, and integrability. Thermal-
ization rates for electron- and hole-like quasiparticles,
as well as the decay rate of collective plasmon excita-
tions and the momentum space mobility of spin exci-
tations are calculated for various temperature regimes.
The phenomenon of spin-charge drag is considered and
the corresponding momentum transfer rate is deter-
mined. In the context of transport properties, momen-
tum relaxation due to several competing mechanism,
viz. triple electron collisions, electron-phonon scat-
tering, and long-range inhomogeneities is addressed.
Energy transfer facilitated by plasmons is highlighted
from the perspective of inhomogeneous Luttinger liq-
uid. The full matrix of thermoelectric coefficients is
found at the quantum critical point of the first conduc-
tance plateau transition.
1. Introduction. The concept of quasiparticles

plays a central role in the condensed matter physics

* E-mail: levchenko@physics.wisc.edu

of strongly interacting many-body quantum systems
[1, 2]. For instance, in the context of electrons in con-
ductors, one typically views the quasiparticle states as
those evolving from the free electron gas to a Fermi
liquid when adiabatically turning on the interaction.
In accordance with Landau theory [3], quasiparticles
inherit some of the basic quantum numbers of bare
electrons such as spin, charge, and momentum. Their
respective dispersion relations as well as thermodynam-
ical and kinetic properties may, however, differ signifi-
cantly due to interaction-induced renormalizations. A
crucial advantage of the quasiparticle picture is that
residual interactions are assumed to be weak, and can
be systematically and controllably addressed by means
of perturbation theory. The central question related
to the validity of the quasiparticle description concerns
their lifetime τqp. Indeed, in the process of scattering
quasiparticles decay and their mere notion is meaning-
ful only if attenuation is weak enough and they can
be considered as sufficiently long-lived collective exci-
tations. In Fermi systems, the Pauli principle severely
limits the phase space available for quasiparticle col-
lisions. The low temperature decay rate can then be
estimated from the Golden rule as

τ−1
qp (ε, T ) ∝ (νV0)

2 ε
2 + π2T 2

εF
. (1)

In this expression, the excitation energy ε = vF (p−pF )
of a quasiparticle with momentum p is counted from
the Fermi energy εF , ν is the density of states and
V0 is the characteristic strength of the short-range re-
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pulsive interaction1). The dominant microscopic scat-
tering channel leading to Eq. (1) involves quasiparti-
cle decaying into three: another quasiparticle and a
particle-hole excitation. The amplitude for this process
is proportional to V0, hence, the dimensionless factor
of (νV0)2 in the scattering probability entering Eq. (1).
The factor ε2 is the phase space volume for scattering
of a quasiparticle with energy ε compatible with the
conservation of total energy and momentum. At finite
temperatures the smearing of states in the energy strip
of order ∼ T per particle leads to the corresponding
T 2 dependence of τ−1

qp . Higher-order processes involv-
ing 2n + 1 quasiparticles, namely n > 1 electron-ho-
le pairs, are usually neglected as their respective rate
scales with higher powers of energy. In particular, at
zero-temperature the rate for relaxation processes of
a quasiparticle with energy ε involving n particle-hole
pairs vanishes as τ−1

qp ∝ ε2n. One notable property
of Eq. (1) is that it predicts the same relaxation time
for particle-like and hole-like excitations. Another pro-
perty is that the crossover from zero-temperature to
finite-temperature relaxation is governed only by one
scale, viz. when the excitation energy compares to the
temperature itself ε ∼ T .

In addition to the quasiparticle relaxation, which
is often viewed as an out-scattering rate from a par-
ticular quantum state, one may address a more gene-
ral question of relaxation of a nonequilibrium quasi-
particle distribution function. In kinetic theory such
problem is typically analyzed in the framework of the
linearized Boltzmann equation. The eigenvalues of the
corresponding collision operator define relaxation times
of different distribution function modes. In three di-
mensional Fermi liquids this problem is exactly solvab-
le [4, 5] and one finds that all these rates are para-
metrically the same, scaling respectively as ∝ T 2. In
contrast, in two-dimensional Fermi liquids, kinematics
of head-on collisions leads to a parametrically distinct
relaxation of odd and even momentum harmonics of
the distribution function, in particular τ−1

even ∝ T 2/εF
while τ−1

odd ∝ T 4/ε3F [6, 7].
The role of dimensionality in quasiparticle relaxa-

tion becomes the most dramatic in one-dimension (1D).
This special case of electron liquids can be experimen-
tally realized in quantum wires of GaAs/AlGaAs hete-
rostructure [8] or carbon nanotubes [9] when parti-
cle density is such that only the lowest sub-band of
transversal modes is occupied. It further requires that
temperature is sufficiently low and sample purity is suf-

1) Throughout the paper we use units with Planck and Boltz-
mann constants set to unity � = kB = 1.

ficiently high, so that thermally- and disorder-induced
transitions to higher sub-bands are suppressed. In ad-
dition, edge modes formed at the boundaries of a 2D
electron gas when placed in a strong magnetic field in
the integer or fractional quantum Hall regime [10, 11],
or edge states of 2D quantum spin Hall topological-in-
sulators [12], provide other distinct examples of, respec-
tively, chiral and helical quantum 1D electron liquids.

In principle, all these systems can be successfully
described within the framework of Luttinger liquid
theory [13–15], which builds out of the Tomonaga–Lut-
tinger (TL) model [16, 17]. As is known form pioneer-
ing works [18–20], in the asymptotic low-energy limit
ε/εF � 1, the key properties of the TL model are
manifestly non-Fermi liquid like. A power-law anomaly
manifests in the suppression of the single particle den-
sity of states

ν(ε) = ν0

(
|ε|
vF pΛ

)2g
sin(πg)

πg
Γ(1− 2g), (2)

and collapse of the quasiparticle residue in the distri-
bution function. At T → 0 that is

n(ε) =
Γ(1/2 + g)

2
√
πΓ(1 + g)

×

×
[
1− Γ(1/2− g)

Γ(1/2 + g)

(
|ε|
vF pΛ

)2g

sgn(ε)

]
, (3)

where ν0 = 1/(2πvF ), Γ(z) is the Euler’s gamma func-
tion, and pΛ is the momentum cutoff of the model
(parametrically pΛ ∼ pF ). In the simplest spinless ver-
sion of the TL-model with short-ranged interaction, a
single dimensionless coupling constant,

g =
1

2

[
1 + ν0V0√
1 + 2ν0V0

− 1

]
, (4)

can be related to the zero-momentum Fourier compo-
nent of the bare interaction potential V0. The limit of
weak interaction corresponds to g � 1 and Eqs. (2),
(3) are valid for g < 1/22). However, a direct at-
tempt to apply Luttinger liquid theory to the question
of quasiparticle lifetime meets formidable challenges.
In a fermionic representation of the TL-model, elabo-
rated explicitly by Dzyaloshinskii and Larkin [19], the
electron self-energy vanishes on the mass shell in all
orders of perturbation theory and, consequently, corre-
lation functions assume power-law tails. These results,

2) In Ref. [19] the limit of strong interactions, g > 1/2, was
also considered, including the scenario when coupling between
fermions of the same chirality is different from coupling bet-
ween fermions of different chirality. For additional details on
the derivation of Eq. (3) see also Ref. [21].
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and the absence of relaxation, can be alternatively un-
derstood from the Mattis and Lieb [18], and Luther and
Peschel [20] bosonization construction, which maps in-
teracting 1D fermions to a collection of decoupled har-
monic modes of charge-density and spin-density oscil-
lations. Notably, in both approaches the exact solution
relies heavily on the linearization of the fermionic dis-
persion relation.

One is then left with the natural puzzle whether in-
corporating curvature of the dispersion relation into the
TL-model would cure the issue and yield a finite life-
time of excitations, thus possibly restoring Fermi liquid
like properties of the system. This line of reasoning can
be also corroborated within the fermionic picture, not-
ing that spectrum nonlinearity softens phase space re-
strictions for quasiparticle scattering, thus making their
relaxation possible.

Similarly, at the level of the bosonic description,
nonlinear terms of the dispersion relation couple charge
and spin modes thus enabling their decay. However, it
was quickly recognized that curvature cannot be in-
cluded perturbatively, and a naive expansion leads to
spurious divergences. These and other related ques-
tions to 1D kinetics, including the connection between
the two pictures of the fermion-boson duality, attracted
significant recent interest. This has lead to the devel-
opment of the nonlinear Luttinger liquid theory, also
referred to as Fermi–Luttinger liquid (FLL) theory (see
Refs. [22, 23] for comprehensive reviews and references
herein). Specifically for the problem of quasiparticle
relaxation in quantum wires, various scattering rates
were calculated within different interaction models for
both, spinless [24–33] and spin-1/2 fermions [34–40]. In
parts of the present work we review and extend these
results.

On the experimental forefront the hallmark sig-
natures of Luttinger liquid behavior have been ob-
served by means of various spectroscopic techniques.
Namely, power-law anomalies in the density of states,
tunneling conductance, and current-voltage characte-
ristics [9,10,41,42], spin-charge separation [43,44], and
charge fractionalization [45, 46]. Besides GaAs quan-
tum wires, carbon nanotubes, and edge modes, clear
features of Luttinger liquid physics have been identi-
fied in many other systems such as bundles of NbSe3
[47] and MoSe [48] nanowires, polymer nanofibers [49]
and conjugated polymers at high carrier densities [50],
as well as atomically controlled chains of gold atoms on
Ge surfaces [51], just to name a few distinct examples.
In the most recent report [52], relaxation processes in
quantum wires were captured and bounds on the cor-
responding timescales were determined, thus providing

measurements of quasiparticle properties beyond the
parading of linear Luttinger liquid theory. In a parallel
line of developments [53–56], cooling of nonequilibrium
quasiparticles in quantum Hall edge fluids was mea-
sured and corresponding lengths scales of thermaliza-
tion processes were quantified.

The focus of this communication is on the descrip-
tion of elementary kinetic processes inducing relax-
ation in nonlinear Luttinger liquids and their emergent
transport properties. Keeping forward scattering elect-
ron-electron interactions and accounting for nonlinear
contributions to the electron dispersion, this theory is
beyond the Dzyaloshinskii–Larkin theorem. The lat-
ter relax kinematic constraints and open phase space
for multi-loop corrections to the electron self-energy,
thereby providing a variety of inelastic processes which
affect equilibrium as well as nonequilibrium proper-
ties of the 1D quantum electron liquids. The rest of
this work is structured as follows (see the full text).
Section 2 focuses on the hierarchy of relaxation times
in Fermi–Luttinger liquids. We present results be-
yond parametric estimates, including detailed compu-
tations of a number of experimentally relevant interac-
tion models3). The complimentary kinetic equation ap-
proach, applied to the quasiparticle picture of a weakly
interacting Fermi gas, and spin- and charge-excitations
of a Luttinger liquid, are explored concurrently. We
present numerical estimates for experimentally mea-
sured relaxation rates and provide detailed comparison
to previous results. In Sec. 3, the temperature depen-
dence of kinetic coefficients is calculated, accounting
for extrinsic mechanisms of momentum relaxation due
to phonons or long-range inhomogeneities. The contri-
bution to heat transport mediated by plasmons in the
inhomogeneous Luttinger liquid is elucidated. Finally,
we devote parts of the discussion to the thermoelectric
properties at the first plateau transition of the quan-
tum conductance. In Sec. 4, we provide a summary of
main findings and open questions, sketching a broader
picture and commenting on related topics relevant for
chiral, helical, and spiral versions of 1D quantum fluids.
Several Appendices accompany our presentation in the
main text, providing additional technical details of the
presented analysis and formalism.

2. Hierarchy of relaxation processes. The
physics of quasiparticle relaxation in 1D quantum elec-
tron liquids is perhaps a surprisingly rich and compli-
cated problem. In part this has to do with the fact
that, in contrast to their higher dimensional counter-

3) In part this material was summarized in Sec. IV of the ex-
tensive review in Ref. [23].
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parts, two-particle collisions, namely scattering pro-
cesses with the emission of a single particle-hole ex-
citation, do not result in finite relaxation rates. This
statement pertains to generic dispersion relations, i. e.
including curvature, and not only applies to models
with linear dispersion. Indeed, kinematics of two-par-
ticle scattering in 1D is such that particles either keep
or swap their momenta, but neither of these options
causes relaxation. To allow for the redistribution of
momenta and, at the same time, to comply with re-
strictions of conservations laws one necessarily needs
to consider triple electron collisions, or alternatively,
assume some extrinsic mechanism.

The analysis of 1D kinematics of multi-particle col-
lisions resolving energy and momentum conservations
reveals a plethora of possible scattering events. They
ultimately lead to a hierarchy of relaxation stages in the
system and an emergent asymmetry between the relax-
ation of particle-like and hole-like excitations. All pro-
cesses can be broken down into several distinct classes.
First are the forward scattering processes with soft
momentum transfer that involve either (i) all parti-
cles from the same branch, or (ii) particles from both
branches such that all initial and final states are near
the Fermi energy. Second are processes involving states
deeper in the band. These latter are relevant for
(iii) the drift of quasiholes and (iv) backscattering pro-
cesses that change the number of right and left moving
excitations before and after the collision. We will refer
to thermalization when discussing relaxation processes
that proceed without backscattering. These processes
determine the lifetime of quasiparticles associated to
the redistribution of excess energy, and affect thermal
transport properties of the system. In contrast, the no-
tion of equilibration will be used to refer to relaxation
processes involving the backscattering of quasiparticles,
which ultimately govern electrical transport properties.
2.1. Quasiparticle interaction model. In the

picture of a weakly nonideal Fermi gas, the probabil-
ities of particle collisions can be calculated perturba-
tively in the interaction, employing the usual T̂ -matrix
formalism [57]. Within the Golden Rule, the scattering
rate

W = 2π|A|2δ(E − E′)δP,P ′ (5)

is expressed in terms of the scattering amplitude A of
the corresponding process. Here E(E′) and P (P ′) la-
bel total energy and momentum of initial (final) states,
and the delta function δ(E − E′) along with the Kro-
necker delta δP,P ′ enforce energy and momentum con-
servations. In the semiclassical limit, the three-particle
amplitude A was considered in Ref. [58]. The general-

ization to the degenerate quantum limit was presented
in the work of Ref. [59], and exchange terms were care-
fully examined in Refs. [35, 60]. The resulting ampli-
tude takes the form

A =
1

L2

∑
PP′

sgn(P) sgn(P′)×

×
Vp′a−paVp′c−pc

εpb + εpc − εpb+pc−p′c
Ξσσ′ . (6)

Here L is the system size and sums are over all possible
permutations P of momenta pi with i = 1, 2, 3 star-
ting from the direct scattering process (p1, p2, p3) →
→ (p′1, p

′
2, p

′
3) to all its exchange processes, with

sgn(P) accounting for the sign of the particular per-
mutation (using the convention that sgn(123) = +1).
Each permutation comes with a spin-dependent factor
Ξσσ′ = δσaσ′

a
δσbσ′

b
δσcσ′

c
reflecting particle exchange. In

the spinless case, the amplitude has an identical struc-
ture to Eq. (6) with Ξσσ′ ≡ 1. The amplitude con-
sists of 36 distinct terms that can be split into groups
of 6, each representing one direct and five exchange
scattering processes, respectively. Technically speak-
ing Eq. (6) appears from the iteration of the T̂ -matrix,
T̂ = V +V Ĝ0T̂ , to second order in the bare two-particle
interaction potential V . Here Ĝ0 is the resolvent op-
erator (viz. the free particle Green’s function) and εp
denotes the energy-momentum dispersion relation.

For practical applications to quasiparticle scatter-
ing in quantum wires, it is sufficient to assume the sim-
ple dispersion of a parabolic band εp = p2/2m∗ with
effective mass m∗, and use a Coulomb interaction po-
tential. Effects of screening due to nearby gates can be
modeled by a conducting plate placed at a distance d
away from the wire. In this case the interaction poten-
tial is of the form

V (x) =
e2

κ

[
1

|x| −
1√

x2 + 4d2

]
, (7)

where κ is the dielectric constant of the host mate-
rial. The diverging short-range behavior of this poten-
tial needs to be regularized in order to evaluate the
small-momentum Fourier components Vp entering the
amplitude in Eq. (6). To this end, we introduce the
small width w of the quantum wire, w � d, and replace
1/|x| → 1/

√
x2 + 4w2. Upon 1D Fourier transform we

then find

Vp =
2e2

κ
[K0(2w|p|) −K0(2d|p|)] , (8)
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where K0(z) is the modified Bessel function of the
second kind. Using the asymptotic expression of the
Bessel function at z � 1,

K0(z) ≈ ln

(
2

zeγE

)
+
z2

4
ln

(
2

zeγE−1

)
,

with γE the Euler constant, one then finds the simpli-
fied form of the interaction potential

Vp ≈
2e2

κ

[
ln

(
d

w

)
− (pd)2 ln

(
e1−γE

|p|d

)]
, (9)

applicable to the screened limit of Coulomb interac-
tion and valid for p � 1/d. In the opposite regime,
d−1 � p � w−1, the second term in Eq. (8) can be
neglected since K0(z) ∝ e−z/

√
z at z � 1. One then

arrives at the simplified form of the unscreened poten-
tial

Vp ≈
2e2

κ
×

×
[
ln

(
e−γE

|p|w

)
+ (pw)2 ln

(
e1−γE

|p|w

)]
. (10)

A few comments are in order in relation to the in-
teraction model presented in this section. (i) It should
be noted that retaining numerical pre-factors of the
order of unity under the logarithm in above expres-
sions for Vp would exceed the accuracy of further cal-
culations, so they will be dropped and simply set to
unity. (ii) However, retaining the sub-leading correc-
tions containing p2 in the main log-series expansion of
both Eqs. (9) and (10) is actually crucial. Indeed, in
the spinless case, the model with contact interaction as
well as the Calogero–Sutherland model, are known to
be completely integrable [61]. This implies that all irre-
ducible multi-particle scattering amplitudes must van-
ish identically for a constant Vp and Vp ∝ |p|. Fur-
thermore, the extended model of short-ranged interac-
tion, Vp ∝ p2, corresponding to the real space poten-
tial V (x) ∝ δ′′(x), is also integrable. This is known
as Cheon–Shigehara model [62]. It is only due to the
additional logarithm ∝ p2 ln |p| in Eq. (9), that there
is partial non-cancellation between different terms in
Eq. (6) and the amplitude remains finite. (iii) In the
model of long-ranged Coulomb interaction the situa-
tion is more subtle. A priori this model is not known
to be integrable. Nevertheless, the amplitude in Eq. (6)
vanishes for pure logarithmic interaction Vp ∝ ln |p|, so
that retaining an additional p2 ln |p| term in Eq. (10) is
important to get a finite result.

The triple electron scattering rate from Eq. (5) gen-
erates the collision integral (Stosszahlansatz) of the cor-
responding Boltzmann equation

St{n} =
∑

{p},{σ}
W [np′1(1−np1)np′2(1−np2)np′3 ×

× (1−np3)−np1(1−np′1)np2(1−np′2)np3(1−np′3)]. (11)

Here each pair of Fermi functions, np(1 − np′), cap-
tures statistical occupation probabilities, whereas the
two terms of the collision integral correspond to in-
coming and outgoing processes. At thermal equilib-
rium these terms nullify each other by virtue of the de-
tailed balance condition. At weak disequilibrium, one
can linearize np = fp + δnp in the external perturba-
tion δnp around the equilibrium Fermi–Dirac distribu-
tion function fp. The collision term can then be con-
sidered as a linear integral operator, acting on δnp =

= fp(1 − fp)ψ, and one can formulate the eigenvalue
problem for this operator, St{ψn} = ωnψn. The spec-
trum of eigenvalues ωn may be discrete or continuous,
and captures all the information about the decay of
different distribution function modes. As solving this
problem exactly for triple collisions presents a daunting
task [29, 40], we here follow a simpler more pragmatic
approach. Setting, for instance, δnp1 = δp1,pF+ε/vF de-
scribes a quasiparticle with excess energy ε. Neglect-
ing then secondary collisions, the Boltzmann equation
reduces to the simple relaxation time approximation,
(∂t + τ−1

qp )δnp = 0, with solution δnp ∝ exp(−t/τqp).
It is natural to identify the corresponding timescale for
decay with the quasiparticle life-time

τ−1
qp = −∂St{n}

∂np
, (12)

which follows from Eq. (11) by only retaining the
out-scattering contribution. Alternatively, one may
project the collision operator (11) onto either momen-
tum or energy modes and thus infer the relaxation time
of interest. This approach is parametrically correct,
however, may miss numerical factors of order unity
when compared to the exact solution of the eigenvalue
problem. We will employ both approaches in the forth-
coming sections.

2.2. Quasiparticle decay rates. Owing to one-
dimensionality of the problem, it is convenient to think
of particles of different chirality, namely right-movers
(R) and left-movers (L). It can be readily checked
that strictly at zero-temperature quasiparticle relax-
ation is only possible if collisions involve both, right-
and left-moving particles since otherwise conservation
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laws cannot be satisfied. For this reason, consider first
a process of relaxation that involves two right-moving
particles, with initial momenta p1, p2, and a left-moving
particle labeled by momentum p3. The outgoing mo-
menta after the collision, p′i = pi+qi, will be labeled by
momenta transfer qi for each of the particle i = 1, 2, 3.
In these notations, the momentum conservation be-
comes q1 + q2 + q3 = 0, and the energy conservation,
for a simple parabolic band, can be cast in the form

2(p1q1 + p2q2 + p3q3) + q21 + q22 + q23 = 0.

These conditions set the phase-space constraints for
collisions.

For an initial state with p1 = pF + ε/vF , the quasi-
particle life-time corresponding to an RRL-process is
then

τ−1
qp =

=
∑
p2p3
p′1p

′
2p

′
3

W (1− fp′1)fp2(1− fp′2)fp3(1 − fp′3), (13)

where we begin analysis from the spinless case. At
this point it is convenient to shift momenta of left- and
right-movers from the respective Fermi points, p1,2 =

= pF + k1,2 and p3 = −pF + k3. In addition, it is
sufficient to linearize the spectrum in the distribution
functions, approximating

f±pF+k → f±k =

[
exp

(
±vFk

T

)
+ 1

]−1

,

but not in the scattering probability W . Indeed,
an analysis of the kinematic constraints suggests that
q1 ≈ −q2 and q3 ≈ (q1/pF )(k1 − k2 + q1), implying
that |q3| � |q1,2|. In other words, relaxation occurs in
incremental steps of momentum transfer q3 ∼ ε2/v2F pF
from right-movers to left-movers. With these observa-
tions at hand, we next need the corresponding three-
particle scattering amplitude. For the case of long-
ranged Coulomb interaction Eq. (10), one finds from
Eq. (6) after a laborious expansion

A ≈ 2(pFw)
2

L2εF

(
2e2

κ

)2

×

×
[
1− 3

4
ln

(
1

pFw

)]
ln

(
q21

pF |q3|

)
. (14)

This result is obtained to leading logarithmic accuracy
using two small parameters |q1|/pF ∼ |q3|/|q1| � 1 in
the expansion. With the same level of accuracy the

momentum and energy conservations in Eq. (5) can be
simplified to

δP,P ′δ(E − E′) ≈

≈ 1

vF
δ

(
q3 −

q1(k1 − k2) + q21
pF

)
δq1,−q2 . (15)

These approximations enable one to complete all five
momentum integrations. Two integrations are removed
by delta functions which fix values of q2 and q3 in terms
of k1,2 and q1. Furthermore, in the zero temperature
limit, T → 0, Fermi occupations become step-func-
tions, fk → θ(−k). The integral over k3 then becomes
elementary, contributing by a pure phase space factor

∑
k3

f−k3(1− f−k2−q3) =
L

2π
|q3|θ(−q3).

The product of Fermi factors, fk2(1 − fk2−q1), simply
limits the domain of k2 to the range k2 ∈ [−|q1|, 0],
while the remaining 1−fk1+q1 dictates that q1 < k1. Fi-
nally, we recall that in this setting k1 = ε/vF . Putting
everything together the RRL-process gives the life-time

τ−1
qp = c1εF g

4λ21(pFw)

(
ε

εF

)4

, (16)

where g = e2/κvF is the dimensionless interac-
tion strength of the model and we introduced
λ1(z) = z2 ln(1/z). The numerical coefficient c1 =

= (15−π2)/32π3 is obtained with help of the following
integral

1∫∫
0

x2g(x, y) ln2
(

x

g(x, y)

)
dx dy =

15− π2

72
, (17)

where g(x, y) = 1 − x(1 − y). Notice that the numeri-
cal factor in Eq. (16) differs from the one calculated in
Refs. [26, 28] as different properties of the interaction
potential were assumed4).

We see that finite decay rate emerges in forth order
of the interaction strength. We also notice that the at-
tenuation is inversely proportional to the cube of mass,
τ−1
qp ∝ (m∗)−3, and vanishes as the limit m∗ → ∞ is
taken at fixed band velocity. This limit corresponds to
the situation considered by Dzyaloshinskii and Larkin.
The energy scaling of the decay rate, ∝ ε4, is consistent
with expectations based on the Fermi liquid picture for

4) In Appendix (see full text) we sketch derivation of Eq. (16)
from the bosonization framework of an impurity scattering in
Luttinger liquids.
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a process involving two particle-hole excitations. How-
ever, this result is not universal. This becomes evi-
dent from repeating the above calculation for the model
of screened short-range interaction, i.e. using the po-
tential given by Eq. (9). Expanding the amplitude in
Eq. (6) under the same conditions as above, one then
finds instead of Eq. (14) the amplitude

A ≈ −5(pFd)
4

3L2εF

(
2e2

κ

)2

ln

(
1

pFd

)
×

×
[
q21
4p2F

[
1 + 6 ln

(
|q1|
pF

)]
−

− q23
q21

[
1 + 6 ln

(
|q3|
|q1|

)]]
. (18)

The crucial difference here compared to Eq. (14) is the
appearance of the additional small parameter |q1|/pF ∼
∼ |q3|/|q1| ∼ ε/εF � 1, which can be related to the fact
that this particular model is nearly integrable. A close
inspection of the amplitude in Eq. (6) reveals that each
term individually diverges as 1/q at small characteris-
tic momentum transfer. However, all exchange terms
combined together remove the singularity and partially
cancel out all the way to ∼ q2 ln q order. The rest of the
calculation carries through in exactly the same way as
in the previous example, and one finds the decay rate

τ−1
qp = c2εF g

4λ22(pF d)

(
ε

εF

)8

ln2
(εF
ε

)
(19)

with c2 = 2445/3584π3 and λ2(z) = z4 ln(1/z). The
four extra powers in the energy dependence, can be
traced back to the different asymptotic form of the
amplitude in Eq. (18). This demonstrates the high
sensitivity of decay rates in 1D to details of the in-
teraction. The result captured by Eq. (19) is of course
perturbative. For a generic nonintegrable models with
short-ranged interaction, it can be generalized to ar-
bitrary interaction strength. It can further be shown
that τ−1

qp ∝ ε8 remains valid, and the pre-factor can be
expressed in terms of the exact spectrum [31].

As should be anticipated from the discussion above,
electron spin plays a crucial role in the transition ma-
trix element for the three-particle process, and should
thus significantly affect the quasiparticle decay rate.
Indeed, in the spinless case antisymmetry of the elect-
ron wave function dictates that its orbital component
should be odd and therefore relevant exchange ampli-
tudes are suppressed by Pauli exclusion. Mathemati-
cally, one sees this in a cancellation of various terms
that lead to Eq. (18). In contrast, for spinful elect-
rons singular parts of the amplitude do not cancel.

They are dominated by 2pF exchange-processes be-
tween branches, in which left-movers are scattered into
right-movers [35]. Even though the strength of 2pF
exchange interaction is weaker than small momentum
scattering, V2pF � V0, for Coulomb interaction the rel-
ative reduction is only logarithmic. The gain in the
amplitude, on the other hand, is more substantial and
controlled by the large factor ∼ εF /vF q � 1. This
statement can be verified explicitly from Eq. (6) where
after spin summation one finds for the square of the
amplitude for the RRL-process

∑
σ2σ3

σ′
1σ

′
2σ

′
3

|A|2 =
3V 2

2pF (V0 − V2pF )
2

32L4ε2F

[
q21
q23

+
4p2F
q21

]
. (20)

To obtain this result we approximated Vp1−p2±qi ≈ V0
and Vp1,2−p3±qi ≈ V2pF in all the relevant terms since
p1,2 − p3 ≈ 2pF and qi � |pi|. Again, by repeating
momentum integrations, the decay rate is found to be
of the form

τ−1
qp = c3εF g

4λ23(pFw)

(
ε

εF

)2

ln2
(εF
ε

)
, (21)

with c3 = 45/32π3 and λ3(z) = ln(1/z). To be consis-
tent with the approximations that lead to Eq. (20),
the difference V0 − V2pF should be understood as a
weak logarithmic factor � (2e2/κ) ln(εF /ε) for the
Coulomb interaction potential. This was incorporated
into Eq. (21). The singularity of the amplitude was
compensated by phase space factors, and perhaps sur-
prisingly this restores essentially the Fermi liquid form
of the decay rate at T = 0. We note that up to model
dependent pre-factors, the quadratic dependence of the
relaxation rate on energy of spin-1/2 particles given by
Eq. (21) is consistent with predictions of previous stu-
dies [35, 39].

We proceed with discussion of the effects of thermal
broadening on relaxation processes. In the Fermi liquid
picture one expects a simple crossover at excitation en-
ergies of the order of temperature ε ∼ T . For 1D liquids
this is not the case, as even at T < ε there are inter-
mediate regimes and relaxation shows nontrivial tem-
perature dependence. Indeed, at finite temperatures
each collision results in a typical momentum trans-
fer qi ∼ T/vF allowed by thermal smearing of states
near the Fermi energy. As RRL relaxation is controlled
by the momentum transfer between the branches, one
needs to compare phase spaces available to left movers.
Since at zero temperature q3 ∼ ε2/v2F pF , one deduces
from comparison to q3 ∼ T/vF the crossover scale εT ∼
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∼
√
εFT . Technically, this argument can be also made

clear by observing that∑
k3

f−k3(1− f−k3−q3) =
L

2π
q3

[
exp
(vF q3

T

)
− 1
]−1

,

and reducing to LT/2πvF as q3 → 0. These consider-
ations suggest that Eqs. (16), (19), and (21) are valid
for T � ε2/εF . Above this threshold one finds

τ−1
qp = c4εF g

4λ21(pFw)

(
ε

εF

)2
T

εF
, (22)

instead of Eq. (16) for the spinless Coulomb case. Si-
milarly,

τ−1
qp = c5εF g

4λ22(pFd)

(
ε

εF

)6
T

εF
ln2
(εF
ε

)
, (23)

instead of Eq. (19) for the spinless screened case, and
finally

τ−1
qp = c6εF g

4λ23(pFw)
T

εF
ln2
(εF
ε

)
(24)

instead of Eq. (21) for the spin-1/2 Coulomb case. The
set of coefficients c4,5,6 can be determined from numer-
ical integrations, however, their specific values are of
no particular significance here.

At elevated temperatures the above mechanism of
relaxation competes with another process involving
only particles of the same chirality. As indicated ear-
lier, this RRR- (or equivalently LLL-) process is kine-
matically possible only at finite energies. It follows
from the same amplitude Eq. (6), but admits differ-
ent conditions on the involved momenta. In this pro-
cess, a high-energy particle with excess energy ε can
relax on two other comoving particles, which during
the collision are scattered in opposite directions in en-
ergy. Namely, one is drifting slightly upwards in energy,
whereas the other float downwards, closer to the Fermi
energy. A detailed calculation in the spinless Coulomb
model shows that the corresponding relaxation rate is
given by

τ−1
qp = c7g

4(pFw)
4 T

3

εεF
ln2
(εw
ε

)
, (25)

where εw = vF /w. This rate exceeds that given in
Eq. (22), provided that temperature is higher than
∼ ε
√
ε/εF . In the case of screened Coulomb interac-

tion, the same mechanism is more strongly suppressed

τ−1
qp = c8g

4(pF d)
8 T

7

εε5F
ln2
(εd
ε

)
ln2
( ε
T

)
, (26)

where εd = vF /d. In fact, ∝ T 7 is a generic property
for any non-integrable finite-range interaction model
with a sufficient degree of analyticity at small momenta
[32, 33]. Lastly, in the case of spin-1/2 chiral electrons
one estimates the decay rate to be of the form

τ−1
qp = c9g

4 Tε
6
T

ε2ε4d
ln4
(
d

w

)
. (27)

In addition to relaxation of particles with the same
chirality, thermal broadening allows for the relaxation
of hot quasiholes, a process kinematically forbidden at
zero temperature. The derivation of the corresponding
decay rate τ−1

qh proceeds in close analogy to that for the
RRL-process. Crucial modifications are (i) the sign of
q3, (ii) a smaller phase space volume, now suppressed
by an additional factor ∼ T/(ε2/εF ), and (iii) that it
takes ∼ (ε/εT )

2 steps to relax the excess energy. As a
result, the quasihole relaxation rate e. g. for the spin-
1/2 model,

τ−1
qh = c10εF g

4λ23(pFw)

(
T

ε

)2

ln2
(εF
ε

)
, (28)

is by a factor (εT /ε)
4 smaller than τ−1

qh defined in
Eq. (21) when taken at the same energy. This pro-
nounced asymmetry in the relaxation rates of elect-
ron-like and hole-like excitations is a direct consequence
of the 1D kinematics of three-particle scattering with
nonlinear spectrum. This feature marks a sharp dis-
tinction between the quantum 1D Fermi–Luttinger liq-
uids and higher dimensional Fermi liquids.

We summarize in Table the discussed quasiparticle
relaxation rates in the different regimes.

2.3. Distribution imbalance rates. Another
common technique in kinetic theory applied to the de-
termination of relaxation rates is to project the collision
integral onto specific modes of interest, to infer their
corresponding decay times. For instance, in the context
of the present problem, one can look at the thermal im-
balance relaxation between left- and right-movers. This
amounts to projecting the collision term onto the ener-
gy mode of the distribution function np, which is even
in momentum.

To see the practical implementation of this method,
consider a situation in which right-movers are hotter
than left-movers. The goal is then to derive an equa-
tion which describes the relaxation of the difference in
temperatures ΔT = TR− TL of left- and right-moving
electrons. It should be noted that the physical set-
ting with imbalanced temperature is justified in 1D:
while three-particle collisions generate both right- and
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Table. Energy and temperature dependencies of quasi-
particle relaxation rates (only the leading parametric
behavior is indicated and logarithmic terms are omit-
ted for brevity). First two rows summarize results for
spinless electrons interacting via Coulomb and screened
short-range interaction models, respectively, and the
last row gives the result for the spin-1/2 model. The
first two columns describe processes involving particles
of both chiralities (e. g. the RRL-process), and the
last column describes the relaxation of comoving par-
ticles with only same chirality (e. g. the RRR-process).
In all cases T1 ∼ ε2/εF , while T2 ∼ ε

√
ε/εF in the

Coulomb model, T2 ∼ ε 6
√

ε/εF in the screened model,
and T2 ∼ ε(εd/εF ) 3

√
εd/ε in the spinful model

τ−1
qp T < T1 T1 < T < T2 T2 < T < ε

Coulomb ε4/ε3F Tε2/ε2F T 3/εεF

Screened ε8/ε7F Tε6/ε6F T 7/εε5F

Spin-1/2 ε2/εF T Tε6T/ε
2ε4d

left-moving particle-hole pairs the intrabranch relax-
ation induced by these processes is faster, while inter-
branch is a slow.

We start from the Boltzmann equation, multiply
both sides by εp1 − εF , and sum over p1 > 0∑

p1>0

(εp1 − εF )∂tnp1 =
∑
p1>0

(εp1 − εF )St{n}, (29)

where, as above, momentum p1 is that of a right-
moving particle. We then assume np1 to be of Fer-
mi–Dirac form with nonequilibrium temperature TR =

= T +ΔT of right-moving excitations, and linearize in
the left-hand-side with respect to ΔT ,

∂tnp1 = ∂Tnp1∂tΔT =
(εp1 − εF )∂tΔT

4T 2 ch2
(
εp1 − εF

2T

) . (30)

When computing integral over p1 it is convenient to
shift momentum to the respective Fermi point, p1 =

= pF + k1. Linearizing further the dispersion relation
in k1, εp1 − εF ≈ vFk1, one may use that the integral
is peaked at pF and rapidly converging. Noting that

+∞∫
−∞

z2dz/ ch2(z) = π2/6,

one readily finds∑
p1>0

(εp1 − εF )∂tnp1 =
πLT

6vF
∂tΔT. (31)

The next step is to also linearize the right-hand-si-
de of Eq. (29) in ΔT . To accomplish this task we
parametrize np = fp+fp(1−fp)ψp, which allows to con-
veniently take advantage of the detailed balance con-
dition in the collision integral St{n}. For the thermal
imbalance ψp = (εp − εF )ΔT/T

2, and one finds upon
expansion in ΔT∑

p1>0

(εp1 − εF )St{n} =

= −ΔT

T 2

∑
{k,q,σ}

(vF k1)(vF q3)W . (32)

Here

W =Wfk1(1 − fk1+q1)fk2(1− fk2+q2)×
× f−k3(1− f−k3−q3), (33)

and at intermediate steps we made use of the energy
conservation implicit in W , and approximated εp1 −
− εF ≈ vFk1 and εp′3 − εp3 ≈ −vF q3. It is now evident
that Eq. (29) can be cast in form of the usual relaxation
time approximation,

∂tΔT = −ΔT/τth, (34)

where we introduced the corresponding thermalization
time. For the kinematics of the RRL-process, the latter
evaluates to

τ−1
th = c11εF g

4λ23(pFw)

(
T

εF

)2

ln2
(εF
T

)
. (35)

In a similar fashion one can find the relaxation rate for
the odd part of the imbalanced distribution. For this
purposes one may consider a boosted frame of referen-
ce, εp − pu, and derive the relaxation equation for u
by projecting the collision integral onto the momentum
mode. Kinematics of the respective collision is different
though, and will be considered in the next section.

To get an idea of the order of magnitude of the
different timescales, it is instructive to consider the fol-
lowing estimates for GaAs quantum wires using exper-
imental parameters of Ref. [52]. For vF ∼ 2 · 105 m/s
and κ ∼ 10, the interaction parameter is just within
the applicability criterion of the perturbative expres-
sions g ∼ 1. For the typical electron density we use
pF ∼ 108 m−1, w ∼ 10 nm, and εF ∼ 1 meV. Then for
ε ∼ εF/4, which is a typical excess energy of injected
particles in tunneling experiments, and T ∼ 0.25 K one
is securely in the regime T � ε2/εF . For this set of
parameters τ−1

qp ∼ 1011 s−1, τ−1
qh ∼ 109 s−1, and τ−1

th ∼
∼ 106 s−1.
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2.4. Backscattering hole mobility rates. Rela-
xation processes of low-energy excitations leading to
the decay of quasiparticles near the Fermi energy do not
change the numbers of right- and left-moving particles.
Thus they are chirality conserving. It turns out that it
is also possible to have backscattering processes. The
kinematics of these collisions involves states deep in the
Fermi sea, and for this reason it is useful to consider
the mobility of holes at the bottom of the band. These
processes are commonly considered from the perspec-
tive of mobile impurities in a Luttinger liquid [63–69].
Here we will continue using the kinetic equation ap-
proach for their description. The idea is then to single
out hole states at the bottom of the band with small
momenta, and to derive an effective kinetic equation
capturing their dynamics and allowing the calculation
of corresponding backscattering rates [70, 71].

For this purpose, let p1 and p′1 be momenta near the
band bottom, p2 and p′2 lie near the right Fermi point
(+pF ), and p3 and p′3 be taken near the left Fermi point
(−pF ). As before, the unprimed momenta correspond
to incoming states whereas primed ones are associated
with outgoing states. With these conventions, we intro-
duce the hole distribution function, hp1 = 1− np1 , and
the collision integral for holes, St{hp1} = −St{np1}.
Starting from Eq. (11), the latter can be cast in the
form

St{hp1} =
∑
p′1

[
P(p1, p

′
1)hp′1 − P(p′1, p1)hp1

]
, (36)

where

P(p1, p
′
1) = 12

∑
{σ}

∑
p2p3
p′2p

′
3

Wfp2(1− fp′2)fp3(1− fp′3) (37)

is the rate for a transition in which a hole scatters from
some state p′1 into p1, while P(p′1, p1) denotes the rate
for the inverse process. In the above sums, all momenta
have been restricted to the discussed ranges, which ex-
plains the combinatorial overall factor of 12. Since both
p1 and p′1 lie near the bottom of the band, the distri-
bution functions hp1 and hp′1 are exponentially small
∝ e−εF /T due to Pauli exclusion, and so is the collision
integral of holes St{hp}. It is therefore unnecessary
to account for additional exponentially small contribu-
tions in the transition rates P(p1, p

′
1) and P(p′1, p1),

and this is why we replaced fp1 � 1 and fp′1 � 1 in
both. As in the case of the forward scattering process,
the typical scale for momentum change of all three par-
ticles in a hole backscattering is set by temperature,
qi = p′i − pi ∼ T/vF . At the same time, the typical
momentum of a hole is p1 ∼

√
m∗T so that q1/p1 ∼

∼
√
T/εF � 1. This means that the net momentum

change in each scattering event is small, and holes ef-
fectively drift through the bottom of the band. Thus
relaxation occurs in multiple steps and the underlying
dynamics is momentum space diffusion. Under these
conditions, the mobile impurity falls into the universal
class of problems described by a Fokker–Planck equa-
tion [72]. The collision integral Eq. (36) can then be
simplified by expanding in the small momentum step
q1 � p1, and maps to the differential operator

St{hp1} ≈ −∂p1 [A(p1)hp1 ] +
1

2
∂2p1 [B(p1)hp1 ] . (38)

Here we introduced

A(p1) = −
∑
q1

q1Pq1(p1),

B(p1) =
∑
q1

q21Pq1(p1),
(39)

and used the short-hand notation Pq1(p1) = P(p′1, p1).
The diffusion coefficient in momentum space B(p1) is a
function of the hole-momentum p1 varying on a scale
set by pF . For holes at the bottom of the band, one
may thus approximate B(p1) by its value at p1 = 0,
in the following simply denoted by B without argu-
ment. Furthermore, the drift coefficient A(p1) is read-
ily obtained from noting that the collision integral (38)
has to vanish for hole distributions of an equilibrium
Boltzmann form. This condition leads to the relation
A(p) = pB/2m∗T .

The rest of the calculation depends on the struc-
ture of the amplitude for the given kinematics of the
three-particle process. In calculating A from Eq. (6)
for the momentum configuration under consideration,
and up to small corrections in T/εF � 1, it is sufficient
to approximate p1 ≈ 0, p2 ≈ +pF and p3 ≈ −pF . Mo-
mentum and energy conservations provide additional
restrictions on the transferred momenta, enforcing that
q2 ≈ q3 ≈ −q1/2, again up to small corrections in
T/εF � 1. As a result, the amplitude A can be
parametrized only by a single momentum q1. Expan-
ding Eq. (6) and summing over spins one then finds

∑
{σ}

|A|2 =
6

ε2FL
4
V 2
pF (VpF − V2pF )

2 p
2
F

q21
. (40)

The singularity of A at small momenta is cancelled in
the spinless case. Specifically, for the long-range inter-
action model with Eq. (10) one finds

A ≈ 9

16ε2FL
4

(
2e2

κ

)4

λ21(pFw) ln
2

(
pF
|q1|

)
, (41)
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whereas for the screened model

A ≈ 9(ln 4− 1)2

ε2FL
4

(
2e2

κ

)4

λ22(pFd). (42)

In order to perform remaining momentum integrations
implicit in the definition of B, one can approximate
delta functions in the scattering probability by

δP,P ′δ(E − E′) ≈ 1

vF
δ(q2 − q3)δq2,−q1/2.

This removes two integrations out of five, and gives

B =
12L

vF

∑
q1k2k3

q21
∑
{σ}

|A|2fk2−q1/2(1− fk2)×

× fk3+q1/2(1 − fk3), (43)

where we shifted momenta p2,3 to the respective Fermi
points, ±pF + k2,3, and linearized the dispersion rela-
tion in all Fermi occupation functions. Finally, using
the tabulated integral∑

k

fk+q(1− fk) =
L

2π
qbq, bq =

1

evF q/T − 1
, (44)

where bq is the equilibrium Bose distribution, we arrive
at the general expression

B =
6π

vF

(
L

2π

)3∑
q1

q41
∑
{σ}

|A|2bq1/2(1 + bq1/2). (45)

A notable feature of this expression is that it is entirely
expressed in terms of bosonic modes. In essence, this is
a manifestation of bosonization at the level of fermionic
kinetic theory, as the occupation of an electron-hole
pair near one of the Fermi points integrated over the
center of mass momentum is equivalent to a collective
boson emitted/absorbed in a course of hole diffusion.
It will be shown in the subsequent section that struc-
turally the same expression for B can be obtained from
a purely bosonic formulation of the problem. Finally,
inserting Eq. (40) into Eq. (45) one finds the momen-
tum space diffusion coefficient of spin-1/2 holes

B =
768 ln2(2)

π
g4λ23(pFw)

(
T

εF

)3

p2F εF . (46)

The corresponding backscattering relaxation rate can
be found from Einstein relation adopted to diffusion in
momentum space, Δp2 = Bτdh. The notation τdh is
meant to emphasize kinetics of a deep hole as opposed
to earlier notation τqh describing quasiholes near Fermi

energy. Thus for Δp2 � m∗T the result is (omitting
numerical factor for brevity)

τ−1
dh � g4λ23(pFw)

(
T

εF

)2

. (47)

Finally we recall that the mobility of particles μ is re-
lated to the diffusion constant by the simple kinetic
formula μ = T/B, and therefore μ ∝ 1/T 2.

The result is different in the spinless case. From
Eqs. (41), (42) and (45) one finds B ∝ T 5 in both cases,
modulo a logarithmic factor ln2 T in the Coulomb case,
and thus τ−1

dh ∝ T 4 and μ ∝ 1/T 4. The results dis-
cussed in this section are again perturbative in the in-
teraction. The power laws in the temperature depen-
dence of relaxation rates are, however, generic and also
apply to the strongly interacting regime, as we further
elaborate below, see also Refs. [67, 68].
2.5. Electron-phonon relaxation rates. Apart

from the purely electronic mechanisms of relaxation
electrons may scatter on phonons, disorder, and sam-
ple imperfections thus relaxing their energy and mo-
mentum. At extremely low temperatures phonons are
not expected to be efficient at cooling the electronic
sub-system. On the other hand, electron-phonon scat-
tering has no such severe phase space restrictions like
the three-particle collisions considered above. It is thus
instructive to estimate the temperature dependence for
the corresponding relaxation rate. Unlike the previous
studies of electron-phonon relaxation in multichannel
quantum wires [73, 74], and phonon-induced backscat-
tering relaxation [75, 76], we focus on the complemen-
tary effect of soft collisions in a single-channel geometry
of strictly 1D electrons and 3D phonons.

The coupling of electrons and phonons is described
by the collision integral [77]

St{np, Nq} =

=
∑
p′q

W−[np′(1− np)Nq−np(1−np′)(1+Nq)] +

+
∑
p′q

W+[np′(1−np)(1+Nq)−np(1−np′)Nq] , (48)

where the scattering rate

W±(p, p′, q) = (2π)|A(q)|2δ(εp−εp′±ωq)δp=p′±qx (49)

describes phonon emission and absorption processes
with an amplitude

A(q) =

√
1

2�Vωq
(D|q|+ iΛ).
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Here we took into account that at the level of the lead-
ing Born approximation, the probabilities of scattering
for direct and reverse processes are the same. In the
amplitude we include both deformation (D) and piezo-
electric (Λ) couplings, � is the mass density, qx the
phonon wave-vector along the wire, and V is the sys-
tem volume. For simplicity we assume only a single
acoustic branch ωq = s|q|, with sound velocity s.

For equilibrium Fermi and Bose distribution func-
tions of electrons and phonons respectively, np → fp
and Nq → bq, the collision integral in Eq. (48) vanishes
due to detailed balance condition. As in the above ex-
ample of the distribution imbalance relaxation, we then
assume that electrons are hot, that is, at an excess tem-
perature T +ΔT with respect to the temperature T of
lattice phonons. Electron-phonon collisions tend to re-
lax ΔT , and the corresponding rate for relaxation can
be found by projecting the collision integral onto the
energy mode,∑

p

εpṅp = −
∑
p

εpSt{np, Nq},

with εp = εp − εF . To linear order in ΔT one finds
from the phonon emission processes of hot electrons,
∂tΔT = −ΔT/τep, where

τ−1
ep = − 6vF

πT 3L
×

×
∑
pp′q

Wεpωqfεp(1 − fεp)(fεp+ωq + bωq) . (50)

Upon completion of the remaining momentum integra-
tions, we then find to leading order in T

τ−1
ep =

9ζ(3)

8π3
T (Λ2/s2vF �). (51)

The scattering rate due to the deformation potential
is parametrically weaker, scaling as τ−1

ep ∝ T 3. The
backscattering mechanism results in an activated tem-
perature dependence ∝ e−TA/T with TA = 2spF . It
is straightforward to generalize Eq. (51) to the case
when electronic relaxation occurs via several acoustic
branches. Notice also that the piezoelectric potential
may have complicated angular dependence in case of
wires oriented arbitrarily with respect to the crystallo-
graphical axis of the sample. A proper angular aver-
aging would change then numerical factors in Eq. (51)
where we took the simplest geometry. Luttinger liquid
effects lead to renormalization of the linear-T behavior
and transform it into a power-law with interaction de-
pendent exponent ∝ TK , where K = vF /u is the ratio

of Fermi and plasmon velocities. In the TL model u =

= vF
√

1 + V0/πvF .

2.6. Spin-charge scattering rates. The applica-
bility of the Born approximation, used to construct the
quantum amplitude for triple particle processes cap-
tured by Eq. (6), requires that incoming spin-1/2 quasi-
particles have sufficiently high energy compared to the
typical scale of interparticle interaction ε� m∗vFV0.

In the generic interacting environment of a 1D
quantum fluid, quasiparticle excitations break down
into spin and charge modes. At the level of linear Lut-
tinger liquid theory, spin-charge separation is an ex-
act property of the model [14]. At weak coupling, the
splitting between velocities of collective spin (vσ) and
charge (vρ) density waves is related to the forward scat-
tering component of the interaction vρ−vσ ∼ V0 (recall
that for repulsive interactions vρ > vσ). Assuming then
thermal excitations with ε ∼ T , the Born condition can
be equivalently formulated as T/(m∗vF ) � vρ − vσ.
In other words, for fermionic quasiparticles to preserve
their integrity the excitation energy (or temperature)
should be bigger than the energy scale of spin-charge
separation.

The interplay of spectrum nonlinearities and in-
teractions leads to spin-charge coupling [78, 79]. Al-
though irrelevant in the renormalization group sense,
the newly emerging higher order operators capture
the attenuation of quasiparticles. The kinetic prop-
erties of 1D quantum liquids with spin-charge cou-
pling are not fully understood. There are basically
two possible approaches one may pursue. The first is
to refermionize the nonlinear bosonic theory to obtain
an effective description in terms of dressed quasiparti-
cles: holons and spinons. Holon relaxation was conside-
red in Refs. [36,37] based on non-Abelian bosonization
[80]. The advantage of this complex theory is that, in
principle, it allows to go beyond the weakly interact-
ing limit for spinful fermions. Alternatively, one may
choose to continue working in bosonic language. In the
limit of weak backscattering one can then account for
spin-charge interaction perturbatively in the basis of
well-defined spin and charge modes. This second pro-
cedure is limited to weak interactions V2pF � V0 � vF .
To complement previous studies, we follow in this sec-
tion the second path. In part this will enable us to ex-
plore the fermion-boson duality. We delegate technical
details of bosonization to the Appendix (see full text)
and elucidate here the impact of spin-charge scattering
on various decay rates.

The lowest order nonlinearity, compatible with
SU(2) symmetry of the problem is cubic. It contains
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one charge and two spin operators. Treating this term
in a perturbative expansion generates a collision ker-
nel that describes the decay of a plasmon into two spin
modes ρ→ σσ. It reads

St{Nρ, Nσ} = −
∑
q1q2

W
[
Nρ
q (1+N

σ
q1)(1+N

σ
q2) −

− (1 +Nρ
q )N

σ
q1N

σ
q2

]
, (52)

where Nρ/σ are the bosonic occupations of charge (ρ)
and spin (σ) excitations. The scattering probability

W = 2π|A|2δq=q1+q2δ(ωρq − ωσq1 − ωσq2) (53)

contains an amplitude scaling cubically with momenta
of the bosons |A|2 = (π3/8L)|q||q1||q2|Γ2

ρσσ . The per-
turbative result for the coupling constant is Γρσσ =

= V ′
2pF /

√
2π2, where the prime denotes the derivative

with respect to pF . Note that it thus vanishes for the
integrable case of constant interaction. At smallest
momenta the dispersion relations are linear ωρ/σ =

= vρ/σ |q|. The kinematics of this process uniquely
fixes momenta in the final state. Indeed, for concrete-
ness let q > 0, then q1 = q(vρ + vσ)/2vσ and q2 =

= −q(vρ − vσ)/2vσ, which means that spin waves are
counterpropagating. From dimensional analysis it be-
comes apparent that St{Nρ, Nσ} defines the decay rate
of a plasmon, and one can introduce the characteristic
rate

τ−1
ρ =

∑
q1q2

W � q3(V ′
2pF )

2
v2ρ − v2σ
v3σ

.

For the sake of an estimate, one may now take V ′
2pF ∼

∼ V2pF /pF and replace vρ/σ ∼ vF , except in their dif-
ference where vρ − vσ ∼ V0, and finds the life-time

τ−1
ρ ∼ εF

V0
vF

(
V2pF
vF

)2 (
q

pF

)3

. (54)

Notice the nonanalytic dependence of interaction∝ V 3.
For thermal plasmons the relaxation rate can be cal-
culated from Eq. (52) by a projection onto an energy
mode. We observe that as |q2| � q the relaxation
occurs by small energy transfer from right-movers to
left-movers (or vise versa) so that interbrach processes
are slow. Assuming that right-moving excitations are
hotter byΔT , and in complete analogy to the fermionic
case, we find∑

q>0

ωρq∂tN
ρ
q =
∑
q>0

ωρqSt{Nρ, Nσ}. (55)

The left-hand-side is straightforward to evaluate fur-
ther, noting that

∂tN
ρ
q = ∂TN

ρ
q ∂tΔT =

ωρq∂tΔT

4T 2 sh2(ωρq/2T )
, (56)

which after momentum integration gives a factor of
(πLT/6vρ)∂tΔT . The right-hand-side can be linearized
with the usual substitution Nq = bq + bq(1 + bq)φq,
where φq = ωqΔT/T

2 for the case of a thermal imbal-
ance. After some algebra one finds∑

q>0

ωρqSt{Nρ, Nσ} =

= −ΔT
∑
qq1q2

(ωρq/T )
2W (1 + bρq)b

σ
q1b

σ
q2 , (57)

where we repeatedly used energy conservation and the
detailed balance condition. Performing the final inte-
grations, we then arrive at

τ−1
ρ =

3π

16
Γ2
ρσσ(T

3/v4σ)F (vσ/vρ), (58)

where the dimensionless function reads

F (κ) = κ(1− κ2)

∞∫
0

dz z5(1 + bz)bz+bz− (59)

with bz = (ez − 1)−1 and z± = z(1 ± κ)/2. One can
readily check that F → 32π4/15 in the limit κ→ 1.

The same scattering process can be alternatively
viewed as a mutual spin-charge friction. Physically,
this is analogous to the electron-phonon drag effect,
typically studied in the context of thermoelectricity, or
Coulomb drag in double-layers [81] and spin Coulomb
drag [82]. In each of these examples momentum trans-
fer between interactively coupled systems leads to drag-
ging of one sub-system by the flow of the other. For
instance, in the context of spin physics in Luttinger liq-
uids, generation of spin current is possible by Coulomb
drag [83]. To estimate the spin-charge drag rate, one
can consider a boosted frame of reference for spin and
charge excitations with mismatched boost velocities
uρ/σ. The scattering leads to momentum exchange be-
tween spins and charge and, as a result, to relaxation
∂tuρ = −(uρ − uσ)/τρσ. To capture this effect, we lin-
earize the collision integral for N(ωq−uq) with respect
to u, for both spin and charge occupations, and then
project onto the momentum mode to calculate the rate
of momentum loss by (e. g.) charge modes

∂tPρ =
∑
q

qSt{Nρ, Nσ} =

= −Δu

T

∑
qq1q2

q2W (1 + bρq)b
σ
q1b

σ
q2 . (60)
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When we compare this to ∂tPρ = (πLT 2/3v3ρ)∂tuρ, we
find that thus defined drag relaxation rate τ−1

ρσ coin-
cides with Eq. (58) up to a constant factor. It is per-
haps useful to note that τ−1

ρσ ∝ T 3 is consistent with
the expectation that Coulomb drag transresistivity be-
tween double quantum wires due to interwire momen-
tum transfer from spin-charge coupling at zero mag-
netic field scales as ρD ∝ T 5 [37]. Indeed, this rate is
accompanied by two thermal phase space factors ∼ T

per wire, thus leading to T 5. In the drag problem,
the factor q3 results from the width of the dynamic
charge structure factor and the underlying scattering
that gives rise to q3 is precisely the decay of a charge
boson into two spin bosons.

The next in complexity is a quartic nonlinearity in
spin-charge coupling which leads to two-boson scatte-
ring ρσ → ρσ. In particular, we consider backscat-
tering of spin excitations on plasmons. Such scattering
processes correspond to the diffusion of spin excitations
near the spectral edge, and the goal is to calculate the
corresponding diffusion constant. As alluded to earlier,
the discussion parallels the previous calculation of the
backscattering of a deep hole in the fermionic language.
The corresponding collision integral reads

St{Nρ, Nσ} =

= −
∑
q2q′1q

′
2

W
[
Nσ
q1(1 +Nσ

q′1
)Nρ

q2(1 +Nρ
q′2
) −

− Nσ
q′1
(1 +Nσ

q1)N
ρ
q′2
(1 +Nρ

q2)
]
. (61)

The scattering rate for this process is given by

W = 2π|A|2δQ,Q′δ(E − E′) (62)

with the amplitude |A|2 = (Γρσ/8L)
2|q1q′1q2q′2|, where

the coupling constant at the perturbative level reads
Γρσ = V ′′

2pF . The notations for momentum and energy
conservation here are Q = q1 + q2 and E = ωσq1 + ωρq2 .
Let momenta q1 and q′1 correspond to the initial and fi-
nal states of the spin excitation near the spectral edge.
Kinematically each momentum is of the order of the
Fermi momentum, q1 ∼ q′1 ∼ pF , while their difference,
q′1 − q1 ∼ T/vF , is small. This corresponds to a small
momentum change in each collision, which is accom-
panied by the excitation of plasmons at low momenta
q2 ∼ q′2 ∼ T/vF . For this reason the low-energy de-
scription based on Eq. (61) is sufficient to capture this
physics. Under the specified conditions and n complete
analogy with the fermionic case, we can convert the
collision integral into a Fokker–Planck differential op-
erator, thus describing the diffusion of spins. Indeed,

for momenta q ∼ pF the occupation is small, Nσ
q ∝

∝ e−εσ/T � 1, and correspondingly 1+Nσ ≈ 1, where
εσ is the band width of spin excitations. The latter is
parametrically of the order of the spin exchange cou-
pling. Viewing Eq. (61) as the collision integral for
spins, we thus write

St{Nσ
q1} =

∑
q′1

[P(q1, q
′
1)N

σ
q′1

− P(q′1, q1)N
σ
q1 ], (63)

where
P(q′1, q1) =

∑
q2q′2

WNρ
q′2
(1 +Nρ

q2) (64)

is the transition rate for spin scattering processes. More
specifically, it describes a collision with momentum
transfer δq, in which a spin is scattered out of the ini-
tial state q1. It can thus be rewritten as P(q′1, q1) =

= Pδq(q1), and following the same prescription, the
transition rate for the inverse process reads P(q1, q

′
1) =

= P−δq(q1 + δq). Performing then a small-momentum
expansion,

P(q1, q
′
1)N

σ
q′1

≈ P−δq(q1)Nσ
q1 +

+ δq∂q1 [P−δq(q1)Nσ
q1 ] +

δq2

2
∂2q1 [P−δq(q1)Nσ

q1 ], (65)

the collision integral of spin excitations takes the sim-
plified form

St{Nσ
q1} = −∂q1 [Aρσ(q1)N

σ
q1 ] +

+
1

2
∂2q1 [Bρσ(q1)N

σ
q1 ], (66)

where

Aρσ = −
∑
δq

δqPδq(q1), Bρσ =
∑
δq

δq2Pδq(q1). (67)

At this stage we focus on the derivation of Pδq(q1). The
momentum conservation implicit in W removes the q′2
integration. We then notice that distribution functions
limit the typical momentum transfer and momenta of
plasmons to q2 ∼ δq ∼ T/vF . At the same time, the
typical momentum of spins at the spectral edge is q1 ∼
∼ pF and it is sufficient to calculate Pδq(pF ). With
these observations at hand, we can now approximate
energy conservation by

δ(E − E′) ≈ 1

vρ
δ(q2 − δq/2).

This removes the q2 integral, and we thus arrive at

Pδq =
V 2
ρσ

1024Lvρ

(δq/pF )
2

sh2(vρδq/4T )
, (68)
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with the notation Vρσ = p2FΓρσ. Finally, this defines
the diffusion coefficient of spins in momentum space
associated to ρσ → ρσ scattering channel

Bρσ =
π3

30

(
Vρσ
vρ

)2(
T

pF vρ

)5

p3F vρ. (69)

In addition to spin-charge scattering, nonlinearities
also allow for spin-spin scattering. Importantly for the
momentum space diffusion, scattering processes with
spin-flips are enhanced. They are thus described by a
different scaling of the probability with momentum as
compared to Eq. (68). That is,

Pδq =
V 2
σσ

8π2Lvσ

1

sh2(vσδq/4T )
, (70)

and this crucial detail is technically speaking traced
back to the non-commutativity of spin operators when
calculating the corresponding amplitude. The impor-
tance of spin flips is also apparent at the level of
fermions. Indeed, the ratio of scattering rates between
spinless and spinful cases has exactly the same param-
eter (q/pF )2 � 1 as the ratio between probabilities in
Eqs. (68) and (70). The resulting diffusion constant in
the spin-spin channel is then

Bσσ =
4π

15

(
Vσσ
vσ

)2(
T

pF vσ

)3

p3F vσ. (71)

A microscopic calculation of the respective coupling
constants for the different scattering channels is a chal-
lenging task. Known approaches include weak coupling
results obtained via mobile impurity model [69], results
for Kondo polarons [66], and calculations in the strong
interaction limit within the non-Abelian bosonization
framework [37], as well as a model departing from the
Wigner crystal limit [84].

Two-boson processes also contribute to the thermal-
ization rates [33,85,86]. For charge excitations this re-
sults in a subleading correction to Eq. (58). In the
spin sector the situation is, however, different since
at the cubic level of nonlinearities spins are kinemati-
cally forbidden to scatter. In both cases nonlinearity of
the bosonic spectrum plays an important role to open
phase space for such collisions. In order to general-
ize the present model, consider first the charge sector
and assume a weakly anharmonic dispersion of plas-
mons, ωρq ≈ vρ|q|(1− (ξq)2). Assume now that a right-
moving boson with momentum q1 � T/vρ is injected
into the Luttinger liquid. For this setting the collision
term from Eq. (61), with replacement Nσ → Nρ, dic-
tates that the dominant process limiting the lifetime

of the injected boson is due to scattering with inter-
branch momentum transfer. Indeed, for q1, q2, q′1 > 0

momentum conservation implies that q′2 is order q3,
since energy conservation fixes q′2 ≈ −(3ξ2/2)q1q2q

′
1.

Curiously, even though a finite ξ is crucial to resolve
the kinematic constraints it drops out from the corre-
sponding rate provided that q1 � 3

√
T/vρξ2. In this

regime vρ|q′2| � T , implying that Nρ
q′2

≈ T/ωρq′2
and q′2

cancels out from W . The decay rate then scales para-
metrically as τ−1

ρ ∝ Tq4. This estimate is applicable
as long as T/vρ � q � 3

√
T/vρξ2.

For thermal plasmons, this rate can be estimated
more accurately by projecting the collision integral
onto the energy mode. Assuming that the boson with
momentum q1 is “hotter” by a temperature difference
ΔT , one finds upon repeating the steps from the pre-
vious similar calculations

τ−1
ρ =

6vρ
πLT

∑
q1q2
q′1q

′
2

ωq1ωq2
T 2

×

×WNρ
q1N

ρ
q2(1 +Nρ

q′1
)(1 +Nρ

q′2
). (72)

For the kinematics of the process specified above, one
sum is removed by momentum conservation setting
q′1 = q1+q2. Energy conservation removes another inte-
gral, setting q′2 = −(3ξ2/2)q1q2(q1+q2). The remaining
integrals can, after rescaling of momentum variables in
units of temperature, be brought to a dimensionless
double-integral. This results in

τ−1
ρ =

3c12
(4π)4

(
Vρρ
vρ

)2

T

(
T

pFvρ

)4

, (73)

where the coefficient

c12 =

∞∫
0

x2y2(x+ y)ex+ydx dy

(ex − 1)(ey − 1)(ex+y − 1)

and Vρρ = p2FΓρρ.

The two-spin scattering can be analyzed in the same
way, starting out from Eq. (61) by changing Nρ → Nσ.
The crucial difference is in the momentum dependence
of the scattering rate, which is enhanced by spin-flip
processes. The resulting spin wave thermalization rate
due to two-boson scattering processes reads

τ−1
σ ∼

(
Vσσ
vσ

)2

T

(
T

pF vσ

)2

. (74)

This final estimate exhausts all possible scattering pro-
cesses emerging from the quartic corrections to the lin-
ear Luttinger liquid model.
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Представлен краткий обзор результатов о разлете квантовых и классических газов в вакуум на основе
использования симметрий. Для квантовых газов в приближении Гросса –Питаевского дополнительные
симметрии возникают для газов с химическим потенциалом μ, зависящим от плотности n степенным об-
разом с показателем ν = 2/D, где D — размерность пространства. Для газовых конденсатов бозе-атомов
при температурах T → 0 эта симметрия возникает для двумерных систем. При D = 3 и, соответствен-
но, ν = 2/3 такая ситуация реализуется для взаимодействующего ферми-газа при низких температу-
рах в так называемом унитарном пределе [1]. Эта же симметрия для классических газов в трехмерной
геометрии возникает для газов с показателем адиабаты γ = 5/3. Оба эти факта были обнаружены в
1970 году независимо Талановым [2] для двумерного нелинейного Шредингера (совпадающего с уравне-
нием Гросса –Питаевского), описывающего стационарную самофокусировку света в средах с керровской
нелинейностью, а для классических газов — Анисмовым и Лысиковым [3]. В квазиклассическом пределе
уравнения Гросса –Питаевского совпадают с уравнениями гидродинамики идеального газа с показателем
адиабаты γ = 1+2/D. Автомодельные решения в этом приближении описывают на фоне расширяющего-
ся газа угловые деформации газового облака в рамках уравнений типа Ермакова. Такого рода изменения
формы расширяющегося облака наблюдаются в многочисленных экспериментах как при разлете газа
после воздействия мощного лазерного излучения, например, на металл, так и при разлете квантовых
газов в вакуум.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 90-летию И. Е. Дзялошинского

DOI: 10.31857/S0044451021040222

1. ВВЕДЕНИЕ: ИСТОРИЯ ВОПРОСА

Симметрии в физике всегда играли ключевую
роль при получении точных соотношений и резуль-
татов, на них основанных. Вряд ли имеет смысл пе-

* E-mail: kuznetso@itp.ac.ru

речислять много различных физических примеров,
где используются симметрии. Нам кажется доста-
точным сослаться на курс Ландау –Лифшица [4],
где их великое множество. В данном кратком об-
зоре мы рассмотрим, как симметрии реализуются
в задаче разлета в вакуум квантовых и классиче-
ских газов в рамках соответственно уравнений Грос-
са –Питаевского (ГП) и уравнений газовой динами-
ки (уравнения непрерывности и уравнения Эйле-
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ра для одноатомных газов с показателем адиабаты
γ = 5/3). Если говорить о квантовых газах, то мы
будем рассматривать такие, для которых химиче-
ский потенциал μ зависит от плотности n степен-
ным образом с показателем ν = 2/D, где D — раз-
мерность пространства. Именно только для таких
значений показателя ν возникает дополнительная
симметрия. Отметим, что в приближении ГП при
температуре T → 0 для конденсата слабонеидеаль-
ного бозе-газа главным взаимодействием является
s-рассеяние. Если длина рассеяния as положитель-
на, то между атомами имеется отталкивание и со-
стояние такого газа в магнитооптических ловушках
оказывается устойчивым. При этом химический по-
тенциал μ = gn, где g = 4π�2as/m. Таким образом,
только для двумерного бозе-газа появляется сим-
метрия, о которой пойдет речь ниже. В случае от-
рицательной длины рассеяния между бозе-атомами
возникает притяжение. В нелинейной оптике тако-
го рода притяжение приводит к самофокусировке
света для сред с керровской нелинейностью. Оттал-
кивание, в свою очередь, приводит к дефокусировке
светового пучка, которая приводит к тем же самым
эффектам, что и дифракция в поперечном направ-
лении к пучку. В случае as < 0 бозе-конденсаты ока-
зываются неустойчивыми, что приводит к формиро-
ванию сжимающихся областей газа — коллапсу (см.
обзор [5] и ссылки там), наблюдаемому в экспери-
менте [6,7]. Чтобы получить неустойчивое значение
длины рассеяния в экспериментах, используют ре-
зонанс Фешбаха [8, 9], позволяющий изменять as в
больших пределах: от очень больших положитель-
ных значений до сильно отрицательных. Если для
бозе-атомов в случае отрицательных as возникает
коллапс, то для ферми-газов s-притяжение обеспе-
чивает образование куперовских пар, которые при
T → 0 образуют сверхтекучий бозе-конденсат. Ва-
рьируя длину рассеяния с помощью резонанса Феш-
баха, можно создать бозе-конденсат в так называ-
емом унитарном пределе [1], который реализуется
при условии (|as|kF )−1 → 0, где pF = �kF — импульс
Ферми. В этом режиме положительный химический
потенциал μ(n) = 2(1 + β)εF , где в соответствии с
работами [10–13] β = −0.63 есть универсальная кон-
станта, а

εF =
�
2

2m

(
6π2n

)2/3
— локальная энергия Ферми. Величина m представ-
ляет собой удвоенную массу ферми-атома. В уни-
тарном пределе, таким образом, химический потен-
циал имеет степенную зависимость от плотности с
показателем ν = 2/3.

Наиболее простая симметрия в случае степен-
ной зависимости химического потенциала от плот-
ности — это симметрия относительно растяжений
пространственных координат и времени вида

r → αr, t→ α2t, (1)

где α — скейлинговый параметр. Этот факт легко
проверить исходя из уравнения ГП [14] для волно-
вой функции бозе-конденсата ψ:

i�
∂ψ

∂t
= − �2

2m
Δψ + μ(n)ψ, (2)

где n = |ψ|2. Сохранение числа частиц N =
∫
|ψ|2dr

и степенная зависимость μ ∝ n2/D обеспечивают
одинаковые зависимости от скейлингового парамет-
ра α кинетического члена и химического потенциала
(определяющего нелинейность в (2)): они пропорци-
ональны α−2.

В нелинейной оптике и физике плазмы урав-
нение ГП (2) имеет название нелинейного уравне-
ния Шредингера (НУШ). Стандартный вид НУШ
возникает после приведения к безразмерному виду
уравнения (2):

i
∂ψ

∂t
+

1

2
Δψ − (ν + 1)|ψ|2νψ = 0, (3)

которое представимо в гамильтоновом виде [5]

i
∂ψ

∂t
=
δH

δψ∗

с гамильтонианом

H =

∫ [
1

2
|∇ψ|2 + |ψ|2(ν+1)

]
dr. (4)

Следует отметить, что скейлинговая симметрия (1)
есть также в уравнении Шредингера для движения
квантовомеханической частицы в потенциале U =

= βr−2 независимо от знака β и при любой размер-
ности D. Эта же симметрия присутствует и для гид-
родинамики идеального газа с показателями адиа-
баты γ = 5/3 для потенциальных трехмерных тече-
ний [3] и γ = 2 в случае двумерных течений. По-
следнее, в частности, связано с тем, что уравнение
ГП (2) в квазиклассическом пределе (приближение
Томаса –Ферми) совпадает с уравнениями гидроди-
намики для потенциальных течений газа [15, 16], и
поэтому данная симметрия сохраняется в случае га-
зовой динамики с γ = 1+2/D. На это обстоятельство
внимание авторов [3] обратил Дзялошинский [17].

Однако скейлиговое преобразование не исчерпы-
вает всех симметрий уравнений (2) и (3). Более об-
щей является симметрия относительно преобразо-
ваний Таланова [2] — преобразований конформного
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типа, которые включают в себя как скейлинговые
преобразования амплитуды, так и изменения фазы
волновой функции ψ. Это преобразование было най-
дено для двумерного НУШ, описывающего стацио-
нарную самофокусировку света в среде с керровской
нелинейностью. Роль времени в уравнении (3) игра-
ет координата z вдоль направления распростране-
ния пучка света.

При преобразованиях Таланова общего вида
(для всех ν = 2/D) уравнение (3) остается инвари-
антным при замене волновой функции ψ, координат
r и времени t на новую волновую функцию ψ̃ и но-
вые координаты r′ и время t′ [18]:

ψ(r, t) =
τ

τ + t
exp

[
ir2

4(τ + t)

]
ψ̃(r′, t′),

r′ =
rτ

τ + t
, t′ =

tτ

τ + t
.

(5)

В линейной оптике эти соотношения известны как
линзовые преобразования.

Важно отметить, что суперпозиция преобразова-
ний с λ1 = τ−1

1 и λ2 = τ−1
2 представляет преобразо-

вание (5) c λ3 = λ1 + λ2. Таким образом, преобразо-
вания (5) образуют абелевую группу [18].

Прямым следствием этой симметрии является
теорема вириала, полученная Власовым, Петрище-
вым, Талановым [19] для двумерного НУШ с куби-
ческой нелинейностью:

d2

dt2

∫
r2|ψ|2dr = 4H, (6)

Впервые эта теорема была установлена в работе [19]
для фокусирующей нелинейности. Легко видеть,
что уравнение (6) справедливо и в случая оттал-
кивания (дефокусирующей нелинейности) [15, 16].
Важно, что теорема вириала (6) верна при любом
значении ν = 2/D [18, 20]. Отметим, что, с точки
зрения классификации, НУШ с ν = 2/D относится
к так называемым критическим моделям [5, 18, 20].

Простое интегрирование уравнения (6) дает, что
средний квадрат размера облака R2 =

∫
r2|ψ|2dr/N

меняется во времени квадратично:

NR2 = 2Ht2 + C1t+ C2. (7)

В случае отталкивания (дефокусирующей нелиней-
ности) гамильтониан H положителен. Поэтому при
больших временах, t→ ∞, средний размер R растет
со временем линейно. Соотношение (7) содержат две
константы, C1 и C2, которые являются новыми по
сравнению с H и N интегралами движения. Однако

они отличаются от гамильтониана и числа частиц
наличием явной зависимости от времени t:

C1 =
d

dt

∫
r2|ψ|2dr− 4Ht,

C2 =

∫
r2|ψ|2dr− 2Ht2 − C1t.

(8)

Такого рода интегралы относятся к неавтономным,
что, как будет видно далее, не позволяет установить
полную интегрируемость при автомодельной редук-
ции квазиклассических уравнений. Примером таких
неавтономных интегралов движения служит закон
сохранения центра масс, явно содержащий время t.

В случае газовой динамики впервые, по-види-
мому, эта симметрия была найдена Овсянниковым
[21], а эффективно была использована Анисимовым
и Лысиковым [3] для построения точного осесим-
меричного автомодельного решения, описывающе-
го нелинейные угловые деформации газового об-
лака на фоне его расширения в вакуум. Впослед-
ствии было выяснено, что такого рода деформа-
ции наблюдаются в различных физических зада-
чах, например, при воздействии мощного лазерно-
го излучения на твердое вещество, в результате че-
го на фоне расширяющегося газового облака его
первоначальная форма в виде диска преобразует-
ся в сигарообразную форму (см. монографию [22]
и содержащиеся там ссылки). Для квантовых га-
зов при их расширении в вакуум такие трансфор-
мации являются типичными как для бозе-газов, так
и для ферми-газов (см. соответственно работы [23] и
[24,25] и ссылки в них). Следует отметить, что пер-
вые масштабно-инвариантные, зависящие от време-
ни решения для бозе-конденсатов в гидродинамиче-
ском режиме для анизотропной ловушки были най-
дены Каганом, Сурковым и Шляпниковым [26]; в
частности, ими был определен спектр дыхательных
мод осциллирующего типа. Позднее автомодельные
режимы наблюдались в экспериментах группы То-
маса [24, 25] при анизотропном расширении из оп-
тической ловушки в вакуум сильновзаимодействую-
щего вырожденного ферми-газа атомов 6Li.

Хотелось бы отметить, что в шестидесятых годах
прошлого века эта задача — задача о разлете газа в
вакуум — была весьма популярна. Первые классиче-
ские результаты в этом направлении были получе-
ны Овсянниковым (1956 г.) [21] и Дайсоном (1968 г.)
[27]. Эти работы имели множество различных при-
ложений не только в гидродинамике, но также и в
астрофизике (см., например, оригинальную статью
Зельдовича [28]).
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В данном небольшом обзоре мы в основном огра-
ничимся рассмотрением квазиклассического расши-
рения квантовых газов в вакуум, что совпадает с
разлетом идеального газа с показателем адиабаты
γ = 1 + 2/D. С помощью автомодельного реше-
ния будет показано, каким образом эволюциониру-
ет форма разлетающегося облака для квантовых
газов в квазиклассическом пределе и для разлета
идеального газа. Динамика автомодельного разле-
та в этом случае описывается в рамках системы
обыкновенных дифференциальных уравнений ерма-
ковского типа. Следует отметить, что впервые рас-
сматриваемая симметрия была использована Ер-
маковым в 1880 г. [29] при построении решений
для ряда механических систем, включая движение
классической частицы в потенциале, представляю-
щем сумму осцилляторного потенциала и потенциа-
ла V (r) = β/r2. Следует отметить, что эта же сим-
метрия помогает в нахождении спектра в кванто-
вом случае для систем N частиц, двигающихся в
плоскости и взаимодействующих между собой с по-
тенциалом V (rij) = β/r2ij (rij — расстояние между
частицами) в присутствии внешнего осцилляторно-
го потенциала [30, 31]. Отметим также, что в семи-
десятые годы прошлого века результаты Ермакова
были переоткрыты Рейем и Рейдом [32]. Сейчас все
такого рода уравнения принято называть системами
Ермакова –Рея –Рейда (см., например, работу [33] и
ссылки в ней). В Заключении этой статьи мы обсу-
дим, в чем состоит различие между разлетом кван-
тового и классического газов, а также эксперимен-
тальные данные по разлету квантовых газов в ваку-
ум.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И
КВАЗИКЛАССИКА

Рассмотрим уравнения ГП для волновой функ-
ции ψ бозе-конденсата [14]:

i�
∂ψ

∂t
= − �2

2m
Δψ + μ(n)ψ. (9)

Здесь m — масса бозона. В случае бозе-атомов m —
масса атома, для ферми-атомовm — масса куперов-
ской пары, т. е. равна удвоенной массе атома. Хими-
ческий потенциал μ для бозе-атомов равен

μ = gn, (10)

где g = 4π�2as/m — константа взаимодействия, про-
порциональная длине s-рассеяния as. Для положи-
тельных значений длины рассеяния между бозона-

ми имеет место отталкивание, а при as < 0 — притя-
жение. В последнем случае конденсат неустойчив —
развитие этой неустойчивости ведет к коллапсу (см.,
например, обзор [5]).

Для ферми-атомов отрицательное значение as
при уменьшении температуры, T → 0, способ-
ствует сначала формированию куперовского спари-
вания атомов, впоследствии образующих бозе-кон-
денсат. Как уже отмечалось во Введении, предел
(|as|kF )−1 → 0, где pF = �kF — импульс Ферми, со-
ответствует так называемому унитарному режиму,
для которого

μ(n) = 2(1 + β)εF , (11)

где β = −0.63, а

εF =
�
2

2m

(
6π2n

)2/3
— локальная энергия Ферми. В этом случае уравне-
ние движения для волновой функции конденсата ψ
(T → 0) представляет собой обобщенное уравнение
ГП (2) с μ(n) (11).

После простого приведения к безразмерному ви-
ду уравнения ГП при ν = 2/D получаем стандарт-
ное НУШ (3) с гамильтонианом (4), в котором пер-
вый член совпадает с полной кинетической энерги-
ей, а второе слагаемое ответственно за отталкивание
между бозе-частицами.

Вводя стандартным образом амплитуду и фазу,
ψ = A exp (iϕ(r, t)) (n = A2), НУШ (3) переписыва-
ется в виде двух уравнений — уравнения непрерыв-
ности для n и уравнения эйконала для фазы ϕ:

∂n

∂t
+ (∇ · n∇ϕ) = 0, (12)

∂ϕ

∂t
+

(∇ϕ)2

2
+ μ(n) + TQP = 0, (13)

где v =∇ϕ представляет собой скорость (предпола-
гается отсутствие вихрей, ∇ × v = 0). Во втором
уравнении слагаемое

TQP = −Δ
√
n

2
√
n

(14)

ответственно за квантовое давление.
Уравнения для плотности n и фазы ϕ сохраняют

гамильтонову форму:

∂n

∂t
=
δH

δϕ
,

∂ϕ

∂t
= −δH

δn
, (15)

где гамильтониан совпадает с (4). В переменных n
и ϕ гамильтониан H имеет вид
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H =

∫ [
n (∇ϕ)2

2
+

(∇
√
n)

2

2
+ nν+1

]
dr. (16)

Как уже отмечалось во Введении, НУШ (3) при ν =

= 2/D обладает дополнительной симметрией отно-
сительно преобразований Таланова [2]. Преобразо-
вания Таланова содержат как скейлинговые преоб-
разования вида t→ α2t и r → αr благодаря сохране-
нию полного числа частицN =

∫
|ψ|2dr, так и преоб-

разования фазы. Обе эти симметрии — нетеровского
типа, они приводят к появлению двух дополнитель-
ных интегралов движения, C1 и C2 (7), следующих
из интегрирования соотношения вириала (6).

Квазиклассическое приближение (нестационар-
ное приближение Томаса –Ферми) для уравнения
ГП соответствует пренебрежению квантовым давле-
нием в уравнении (13):

μ(n) � |TQP |. (17)

В результате уравнения движения превращаются
в уравнения гидродинамики для потенциального
течения идеального газа с показателем адиабаты
γ = 1 + 2/D:

∂n

∂t
+ (∇ · n∇ϕ) = 0, (18)

∂ϕ

∂t
+

(∇ϕ)2
2

+ μ(n) = 0. (19)

Следует подчеркнуть, что все симметрии в этих
уравнениях сохраняются. Для этой системы оста-
ется справедливой также и теорема вириала; в
этом случае в гамильтониане (16) необходимо пре-
небречь вторым слагаемым, ответственным за кван-
товое давление.

В основном далее мы будем пренебрегать кван-
товым давлением. Пренебрежение квантовым дав-
лением предполагает более быстрые пространствен-
ные и временные изменения фазы (большие фазо-
вые градиенты и производные по времени) по срав-
нению с пространственно-временными вариациями
модуля ψ-функции в уравнении ГП. Подчеркнем,
что все указанные симметрии не зависят от харак-
тера взаимодействия — отталкивания или притяже-
ния. Это же относится и к теореме вириала (6).
Для отталкивания из теоремы вириала следует, что
асимптотически при больших t средний размер об-
лака квантового газа, расширяющегося в вакуум,
вне зависимости от того, учитывается или не учиты-
вается квантовое давление, растет линейно со вре-
менем, т. е. имеет место выход на баллистический
режим [34,35].

Рассмотрим, каким образом происходит разлет
квантовых газов в вакуум в квазиклассическом при-
ближении. В этом случае уравнения движения, как
отмечалось, совпадают с уравнениями гидродина-
мики для идеального газа с γ = 1+2/D. В трехмер-
ном случае, таким образом, речь идет о разлете в
вакуум одноатомного газа (напомним, что для иде-
ального газа γ = (i + 2)/i, где i — число степеней
свободы).

В 1970 году Анисимов и Лысиков [3] открыли
очень интересное явление, связанное с нелинейными
деформациями формы газового облака, расширяю-
щегося в вакуум. Такое поведение непосредственно
следует из найденного ими решения для газа с γ =

= 5/3 (см. также работы [22,36,37]). В данном разде-
ле мы воспользуется теоремой вириала и построим
анизотропное квазиклассическое решение, которое
совпадает с решением Анисимова –Лысикова при
D = 3.

Будем искать решение уравнений (12) и (13) в
автомодельном виде:

n =
1

V (a)
f(ξ), (20)

где скейлинговые параметры a являются функция-
ми времени t, ξl = xl/al — автомодельные перемен-
ные, а V (a) =

∏D
l=1 al — объем в пространстве скей-

линговых параметров. Отметим, что анзац (20) со-
храняет полное число частиц.

Подстановка (20) в уравнение непрерывности
(12) допускает интегрирование, в результате чего
фаза ϕ находится с точностью до произвольной
функции ϕ0(t):

ϕ = ϕ0(t) +
∑
l

ȧlal
2
ξ2l . (21)

Функция ϕ0(t) определяется из уравнения эйконала.
Подстановка (21) в (13) даетD уравнений движения
для параметров al:

älal =
λ

V (a)2/D
, (22)

где λ — произвольная положительная константа,
определяемая из начальных условий. Для f(ξ) в ре-
зультате имеем

f (ξ) =

[
1− Dλ

2(2 +D)
ξ2
]D/2

. (23)

Таким образом, плотность в переменных ξ зависит
только от модуля |ξ|. При

|ξ| > |ξ|max =

√
2(2 +D)

Dλ
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Рис. 1. Поведение f(ξ) для ферми-газа в унитарном пре-
деле (произвольные единицы)

плотность n следует положить равной нулю (см.
рис. 1 для D = 3). В соответствии с уравнениями
(22) динамика параметров ai(t) (i = 1, . . . , D) пред-
ставляет собой уравнения Ньютона для движения
частицы в D-мерном пространстве,

äi = − ∂U

∂ai
, (24)

в потенциале

U(a) =
Dλ

2V (a)2/D
. (25)

Отметим, что эти уравнения относятся к так назы-
ваемым системам ермаковского типа [29] (см. также
работу [33] и ссылки там).

Очевидно, что уравнения (24) должны иметь ту
же симметрию, что и исходное уравнение ГП (2).
Во-первых, уравнения (24) сохраняют энергию

E =
1

2

D∑
l=1

ȧl
2 + U(a). (26)

Во-вторых, для уравнений (24) прямым вычислени-
ем легко устанавливается вириальное соотношение
(6), записанное в терминах ai. Для

∑
a2i имеем

d2

dt2

∑
i

a2i = 2
∑
i

[(
dai
dt

)2

+ ai
d2ai
dt2

]
.

Подстановка (24) в это соотношение дает

d2

dt2

∑
i

a2i = 2
∑
i

(
dai
dt

)2

+
2Dλ

V (a)2/D
= 4E,

что совпадает с (6). Дважды интегрируя, получаем
два интеграла, C1 и C2:∑

i

a2i = 2Et2 + C1t+ C2. (27)

Казалось бы, наличие трех интегралов для системы
(24) — E, C1 и C2 — гарантирует ее интегрируемость
для всех физических размерностей, включая D = 3.
Однако это не так в силу того, что интегралы C1 и
C2 как функционалы от ai явно зависят от времени:

C1 =
d

dt

∑
i

a2i − 4Et, (28)

C2 =
∑
i

a2i − 2Et2 − C1t, (29)

и по этой причине являются неавтономными, хотя
и находятся в инволюции с другими интегралами
движения, ср. с (8).

2.1. Разлет двумерного газа

Вначале рассмотрим более подробно разлет дву-
мерного газа (см. работу [16]). В цилиндрической
системе координат с a2 = a21 + a22 и полярным углом
φ интеграл энергии записывается в виде

E =
ȧ2

2
+
a2φ̇2

2
+

2λ

a2 sin 2φ
.

Домножая далее E на a2 = 2Et2 + C1t + C2, легко
получить, что комбинация

Ẽ = Ea2 − 1

2
a2ȧ2 = EC2 −

1

8
C2

1

является константой (интеграл Ермакова). В ре-
зультате мы приходим к закону сохранения новой
«энергии»

Ẽ =
1

2

(
dφ

dτ

)2

+ Ueff (φ) (30)

с новым временем τ :

dτ =
dt

r2
, τ =

t∫
0

dt′

2E(t′)2 + C1t′ + C2
, (31)

где

Ueff (φ) =
2λ

sin 2φ
(32)

играет роль потенциальной энергии. Величина Ueff
всегда положительна и стремится к бесконечности
при φ→ 0 и φ→ π/2. Минимальное значение Ueff =

= 2λ при φ = π/4 соответствует изотропному слу-
чаю. В изотропном случае меняется только величи-
на a2, определяемая из соотношения вириала:

a2 = 2Et2 + C1t+ C2.
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Новое время τ (31) может быть легко выражено
через t:√

2Ẽ τ = arctg

√
2E(t+ t0)

χ
− arctg

√
2E t0
χ

,

где χ2 = Ẽ/E и t0 = C1/4E, так что τ = 0 при t = 0.
Если начальная скорость газа равна нулю (что ти-
пично для эксперимента), то константа C1 = 0 и

√
2Ẽ τ = arctg

√
2Ẽ t

C2
.

В этом случае асимптотически при t→ ∞

τ → τ∞ =
π

2
√
2Ẽ

. (33)

Траектория φ(τ) находится из интегрирования вы-
ражения (30):

τ =

∫
dφ√

2
[
Ẽ − Ueff (φ)

] .
Отсюда τ -период в потенциале Ueff (φ) (32) выража-
ется через интеграл

T = 2

φ(+)∫
φ(−)

dφ√
2
[
Ẽ − Ueff (φ)

] ,
где φ(±) — корни уравнения Ẽ = Ueff (φ) (точки
остановки). При больших значениях Ẽ колебания
слабо зависят от деталей потенциала Ueff (φ).
Асимптотически угловая «скорость» dφ/dτ →
→ ±

√
2Ẽ, а τ -период T → π/

√
2Ẽ, т. е. в этом

пределе T превосходит в два раза τ∞ (33). Отметим
также, что зависимость T (Ẽ) является монотонной
для Ueff (φ) с максимумом, соответствующим мини-
муму потенциала Ueff (π/4). Это означает, что при
C1 = 0 вторая точка остановки является недости-
жимой при t → ∞. В частности, если стартовать
с левой точки остановки, то система не достигает
правой точки остановки. И наоборот: если старто-
вая точка правая, то левая недостижима. Такая
ситуация, как мы увидим далее, является типичной
и для трехмерного цилиндрически-симметричного
случая.

2.2. Разлет трехмерного газа

Для разлета ферми-газа в унитарном пределе,
когда ν = 2/3, уравнения для скейлинговых пара-
метров интегрируются тем же самым способом, что

и в двумерном случае. При D = 3 энергию (26) сле-
дует записать, вводя сферическую систему коорди-
нат (a, θ, φ):

E =
1

2

⌊(
da

dt

)2

+a2
(
dθ

dt

)2

+a2 sin2 θ

(
dφ

dt

)2
⌋
+

+
3λ

21/3a2
1(

sin2 θ cos θ sin 2φ
)2/3 .

Соответственно вводим снова энергию

Ẽ = Ea2 − 1

2
a2ȧ2 = EC2 −

1

8
C2

1

— ермаковский интеграл, сохранение которого явля-
ется следствием симметрии относительно растяже-
ний, и новое время τ с помощью той же формулы
(31). В результате имеем

Ẽ =

(
dθ

dt

)2

+ sin2 θ

(
dφ

dt

)2

+ Ueff , (34)

где эффективный потенциал выражается через сфе-
рические углы:

Ueff =
3λ

21/3
(
sin2 θ cos θ sin 2φ

)2/3 . (35)

Таким образом, мы приходим к системе с двумя сте-
пенями свободы, θ и φ.

Для цилиндрически-симметричных решений, ко-
гда cosφ = sinφ =

√
2/2, т. е. при φ = π/4, энергия

Ẽ записывается в виде

Ẽ =

(
dθ

dt

)2

+
3λ

21/3
(
sin2 θ cos θ

)2/3 , (36)

аналогичном (30) для двумерного случая. Разни-
ца состоит только в виде эффективного потенциала
Ueff . Интегрирование этого уравнения приводит к
результату Анисимова –Лысикова [3].

В общем случае (при учете зависимости от обеих
углов) одного интеграла Ẽ недостаточно. Как бы-
ло показано Гафе [38], данная система имеет еще
один дополнительный интеграл движения (помимо
Ẽ), который следует из теста Пенлеве. Существо-
вание уже двух интегралов движения гарантирует
полную интегрируемость этой системы. Важно от-
метить, как и в предыдущем случае, что движение
в потенциале (35) сохраняет свой нелинейный ква-
зиосцилляционный характер.
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2.3. Учет квантового давления

Обсудим теперь, какова роль квантового давле-
ния при расширении квантовых газов в вакуум. От-
метим, что в точке ξ = ξmax для полученных выше
решений критерий квазиклассичности (17) наруша-
ется — в этой точке вторая производная амплитуды
A по ξ обращается в бесконечность, соответствен-
но член квантового давления становится бесконечно
большим. Это типичная ситуация для квазикласси-
ческих решений в квантовой механике, когда тре-
буется решить задачу о сшивке решений в точке
остановки [39]. В данном случае роль точки оста-
новки играет ξ = ξmax. В окрестности точки ξ =

= ξmax необходимо сшивать построенное решение
при ξ < ξmax (внутренняя область) с внешней облас-
тью ξ > ξmax. Вдали от ξmax во внутренней области
решение должно переходить в найденное квазиклас-
сическое, а во внешней области ψ должна подчи-
няться линейному уравнению Шредингера. Следу-
ет сказать, что эта задача обсуждалась детально в
работе [40] для режима сильного трехмерного кол-
лапса в кубическом НУШ (ν = 1). Задача сшивки в
данном случае может быть рассмотрена аналогич-
ным образом.

Далее будем предполагать Δξ � ξmax, т. е. пред-
ставляя переходную область Δξ достаточно узкой.
Легко понять, что задача может быть рассмотрена
как одномерная в направлении, нормальном к по-
верхности ξ = ξmax.

Начнем с изотропного разлета двумерного бо-
зе-газа, когда химический потенциал μ(n) = n. Об-
ратимся к уравнению (13) для фазы ϕ. Для автомо-
дельного квазиклассического решения фаза, напом-
ним, находится из интегрирования уравнения непре-
рывности, т. е. ϕ не чувствительна к изменению амп-
литуды в области сшивки. Это означает, что всюду
в переходной области можно считать, что

∂ϕ

∂t
+

(∇ϕ)2
2

≈ −2A2
0,

где A2
0 = a−2(1 − λξ2/4) есть решение квазикласси-

ческих уравнений. В результате уравнение для ам-
плитуды A в области сшивки записывается в виде

1

2
∇2A− 2(A2 −A2

0)A = 0.

Поскольку A0(ξmax) = 0 (ξmax = 2/
√
λ), в этом

уравнении в слагаемом A2
0 нужно удержать линей-

ные отклонения по χ = ξ − ξmax: A2
0 = −χa−2

√
λ, a

в операторе Лапласа ∇2 в силу узости переходного
слоя оставить вторую производную по χ. В резуль-

тате приходим к следующему дифференциальному
уравнению для функции g = A/a:

1

2

d2g

dχ2
− 2(g2 +

√
λχ) g = 0,

с граничными условиями g → 0 при χ → ∞ и g →
→
√
−λ1/2χ при χ → −∞. Это уравнение пред-

ставляет собой уравнение Пенлеве второго типа [40].
При больших положительных χ это уравнение пре-
вращается в уравнение Эйри с экспоненциально за-
тухающим решением. При меньших |χ| решение бу-
дет близко к функции Эйри, оно осциллирующего
характера. При дальнейшем отходе от границы ξ =

= ξmax во внутреннюю область в решении будут со-
храняться осцилляции, но их амплитуда будет убы-
вать. Само решение при χ → −∞ будет выходить
на нужную асимптотику.

Появление этих осцилляций является главным
проявлением квантовой природы бозе-конденсата
при его расширении в вакуум. Эти осцилляции
имеют дифракционное происхождение, они подобны
кольцам Ньютона.

Хотелось бы отметить, что в одномерной задаче
о разлете бозе-газа в вакуум, как показано в работе
[41] (см. в ней рис. 3е), вообще нет никаких осцилля-
ций на краю. Причина состоит в том, что плотность
в этом случае в окрестности крайней точки ведет
себя квадратично, и поэтому никакого нарушения
квазиклассики в этой точке не наблюдается. Одна-
ко при других условиях [42] осцилляции на краю
наблюдаются. Подчеркнем, что задача о сшивке в
пределе малых Δξ � ξmax сводится к одномерной
задаче, но она по построению существенным обра-
зом отличается от задачи разлета в рамках одно-
мерного НУШ, интегрируемого с помощью метода
обратной задачи рассеяния [43].

В анизотропном случае, очевидно, осцилляции
сохранятся. Во-первых, в операторе Лапласа наи-
большая производная будет по нормали к поверхно-
сти ξ = ξmax. Во-вторых, угловая скорость vΩ = rΩ̇

при достаточно больших временах t→ ∞, когда раз-
мер R газового облака значительно превосходит на-
чальный размер R0, оказывается значительно мень-
ше Ṙ. Согласно теореме вириала (6), Ṙ ≈ v∞, а

vΩ = r|Ω̇| = |dΩ/dτ |
r

≤ 2
√
Ẽ

v∞t
.

Это означает, что главные изменения будут происхо-
дить по нормали к границе ξ = ξmax, а временными
изменениями по углу можно пренебречь. Если в на-
чальный момент выполнено условие квазаклассич-
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ности, то оно будет выполнено всюду за исключе-
нием узкой области δξ � |ξ|max. При этом отноше-
ние δξ и |ξ|max в силу автомодельности можно счи-
тать неизменным, что справедливо по крайней ме-
ре при больших t. Таким образом, асимптотически
задачу о сшивке следует считать одномерной по |ξ|
с локально-замороженным направлением нормали.
Отсюда становится ясным, что вокруг поверхности
ξ = ξmax формируется пояс осцилляций плотности
дифракционного характера.

Аналогичным образом анализируется поведе-
ние квантового ферми-газа в унитарном пределе в
окрестности поверхности ξ = ξmax.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, мы показали, как симметрии для
уравнения ГП, когда химический потенциал зави-
сит от плотности n степенным образом с показа-
телем ν = 2/D и D — размерность пространства,
влияют на расширение квантовых газов в вакуум.
Вследствие теоремы вириала, независимо от соотно-
шения между квантовым давлением и химическим
потенциалом, средний размер расширяющегося об-
лака растет асимптотически при больших временах
линейно с t, так что скорость расширения стремится
к постоянному значению v∞ = (2H/N)

1/2. Наиболее
общая симметрия уравнения ГП — симметрия от-
носительно преобразований Таланова, совокупность
которых образует абелеву группу. Эта же симмет-
рия имеет место для потенциальных течений газов
с показателем адиабаты γ = 1 + 2/D, описываемых
с помощью уравнений газовой динамики: уравнения
непрерывности и уравнения Эйлера. Важно, что эта
гидродинамическая система совпадает с уравнением
ГП в квазиклассическом пределе и наследует тем са-
мым симметрии уравнения ГП.

Мы показали также, что в квазиклассическом
приближении уравнение ГП имеет автомодельные
анизотропные решения, описывающие на фоне раз-
лета нелинейные угловые квазиосцилляции формы
облака квантового газа. В трехмерном случае эти
решения совпадают с решениями Анисимова –Лы-
сикова для расширения в вакуум классического од-
ноатомного газа с показателем адиабаты γ = 5/3

за исключением области, где в квазиклассике плот-
ность обращается в нуль. Это целая поверхность, ко-
торая играет ту же самую роль, что и точка оста-
новки в квазиклассическом приближении в обыч-
ной квантовой механике. Задача сшивки решения
во внутренней и во внешней областях показывает,

что в окрестности этой поверхности возникают про-
странственные осцилляции плотности дифракцион-
ного характера. Именно этим различаются кванто-
вый и классические газы при их разлете.

В заключение обсудим, в какой мере экспери-
ментальные данные соответствуют полученным ана-
литическим результатам. В экспериментах [24] на-
блюдалось автомодельное расширение сильновзаи-
модействующего ферми-газа из ловушки сигаро-
образной формы. На рис. 2, взятом из работы
[24], представлены изображения расширяющегося
ферми-газа. В начальный момент времени газовое
облако имело форму сильно вытянутого эллипсои-
да в виде сигары (время t = 100 мкс), затем при
t = 600 мкс — почти сферическую и на конечной
стадии облако имело форму диска. Общее время на-
блюдения было 2000 мкс, которое можно взять в ка-
честве полупериода (или меньше) угловых осцилля-
ций формы газового облака, t ≤ tosc/2, в соответ-
ствии с результатами предыдущего раздела. Таким
образом, все эти стадии качественно отвечают авто-
модельному решению.

На рис. 3 представлены результаты измерений
среднего размера облака как функции времени для
трех значений (kF as)

−1 [25]. Все три зависимости
τ2(t) с хорошей точностью представляют собой па-
раболические зависимости в полном соответствии с
соотношением (7), следующим из теоремы вириа-
ла (6).

Строго в резонансе, (kF as)−1 = 0, средний раз-
мер облака 〈r2〉 может быть выражен через началь-
ный потенциал ловушки U(r) в виде [25]

〈r2〉 = 〈r2〉t=0 +
t2

m
〈r · ∇U(r)〉t=0. (37)

Вычисления, представленные в работе [44], показы-
вают, что закон расширения (37) совпадает с ква-
зиклассической зависимостью 〈r2〉 (27) в унитарном
пределе. Следует отметить, что, согласно выраже-
нию (27), величина 〈r2〉 действительно зависит ли-
нейно от энергии, что было проверено в эксперимен-
тах [25].

Подчеркнем, что эти зависимости опираются на
квазиклассическую теорию, которая ничем не отли-
чается от гидродинамики идеального газа с показа-
телем адиабаты γ = 5/3. Как мы показали, отличие
квантового газа от классического в задаче о расши-
рении в вакуум состоит в учете квантового давле-
ния, что приводит к появлению осцилляций плот-
ности на границе расширяющегося облака. Судя по
всему, в экспериментах [24, 25] наблюдается расши-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Изображения расширяющегося
сильновзаимодействующего ферми-газа во времени. На-

чальная форма в виде сигары

рение скорее нормального ферми-газа, чем сверхте-
кучего.

Что касается разлета бозе-атомов, то в экспе-
рименте [23] наблюдалась примерно та же самая
последовательность изменения формы облака, что

Рис. 3. Зависимость τ 2(t): по вертикальной оси отло-
жены экспериментальные значения τ 2(t) ≡ m[〈r2〉 −
− 〈r2〉t=0]/〈r · ∇U〉t=0, измеренные при расширении силь-
новзаимодействующего ферми-газа в зависимости от вре-
мени t (U(r) — начальное значение потенциала ло-
вушки). Черные символы соответствуют газу в резонан-
се, (kF as)−1 = 0, красные и синие — соответственно
(kF as)−1 = 0.59 и (kF as)−1 = −0.61, сплошные кривые —

результаты расчета [25]

и в трехмерной задаче Анисимова –Лысикова. Это
свидетельствует о том, что нормальная компонента
играет в этом эксперименте более существенную
роль, чем сверхтекучая компонента. Напомним, что
одним из ключевых экспериментов по открытию
бозе-эйнштейновских конденсатов газов щелочных
элементов 7Li, 23Na, 87Rb [45–47] было определение
функции распределения бозе-атомов при расшире-
нии газа в вакуум после выключения оптической
ловушки. Функция распределения имела бимодаль-
ную форму, которая соответствовала нормальной
и сверхтекучей компонентам. Для нормальной
компоненты распределение по скоростям было
широким — тепловым — максвелловского вида, а
сверхтекучая компонента обладала более узким рас-
пределением с шириной, определяемой параметром
взаимодействия (в смысле ГП). При малых, но ко-
нечных температурах из-за уменьшения плотности
при разлете температура бозе-конденсации падает,
что неминуемо должно приводить к росту числа
атомов нормальной компоненты. По этой причине
форма облака должна определяться нормальной
компонентой, которую можно считать одноатомным
газом. Холодная сверхтекучая компонента будет
сосредоточена внутри расширяющегося облака.
Для ферми-газов эта ситуация, по-видимому, также
имеет место. В отличие от бозе-газов, переход к нор-
мальной компоненте при разлете ферми-газа будет
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сопровождаться также и разрушением куперовских
пар. Таким образом, разлет квантового газа должен
приводить к появлению колец Ньютона, что в экс-
периментах как [23], так и [24, 25] не наблюдалось.
Наблюдение таких осцилляций, по крайней мере на
начальной стадии разлета, было бы свидетельством
того, что газ находится в квантовом состоянии.
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Abstract. This brief review recalls some chapters
in theory of density waves in quasi-1D electronic sys-
tems which may have appeared after inspirations from
studies of I. E. Dzyaloshinskii and collaborations with
him. First we address the spin density waves which
rich order parameter allows for an unusual object of a
complex topological nature: a half-integer dislocation
combined with a semi-vortex of the staggered magneti-
zation. It becomes energetically preferable with respect
to an ordinary dislocation due to the high Coulomb
energy at low concentration of carriers. Generation of
these objects should form a sequence of π-phase slips in
accordance with experimental doubling of phase-slips
rate. Next, we revise the commonly employed time-de-
pendent Ginzburg–Landau (TDGL) approach which is
shown to suffer from a violation of the charge conser-
vation law resulting in nonphysical generation of parti-
cles which is particularly pronounced for electronic vor-
tices in the course of their nucleation or motion. The
suggested consistent theory exploits the chiral transfor-
mations taking into account the principle contribution
of the fermionic chiral anomaly to the effective action.
The derived equations clarify partitions of charges, cur-
rents and rigidity among subsystems of the condensate
and normal carriers and the gluing electric field. Be-
ing non-analitical with respect to the order parameter,

* E-mail: serguei.brazovski@universite-paris-saclay.fr

contrarily the conventional TDGL type, the resulting
equations still allow for a numerical modeling of tran-
sient processes related to space- and spatiotemporal
vorticity in density waves (DWs).

1. Introduction.

1.1. Inspirations from I. E. Dzyaloshinskii.
The authors had a chance to publish together with
I. E. Dzyaloshinskii (I. E. D. in the following) the article
[1] on doubly-quasi-periodic solitonic lattices emerging
in a 1D electronic system under simultaneous effects of
the charge doping away from the half band filling and
of the spin polarization. This publication was in the
course of our studies in theory of charge DWs (CDWs)
which had been started in 1976 by one of us (S. B., a
thankful disciple of I. E. D.) under the inspiration and
initially with participation [2,3] of I. E. D. The trick of
the chiral transformations having been emploied in [2]
(see below), actually suggested by I. E. D., provided a
handy frame to study adiabatic models of CDWs which
later would lead S. B. to notice an instability of nor-
mal electrons or holes, excited or injected to a CDW,
towards formation of solitons with the electron buried
at the solitons’ midgap state, see [4] for a review. The
resulting physics of microscopic solitons and their ar-
rays [5] can be traced back to I. E. D. invention of the
commensurability locking (published neglectfully only
in conference proceedings [6]) and forth to his work
on exact solutions of many-body lattice models [7–10].
Much later, an indirect inspiration came to us [11, 12]
from the article [13], where I. E. D. had noticed that
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a presence of a dislocation in a crystal possessing the
antiferromagnetic spin order enforces a curious half-in-
teger vortex of spins’ rotations.

In this short review, we shall firstly describe com-
bined topological defects — half-integer vortices of dis-
placements and spin rotations in incommensurate spin
DWs (SDWs) which might necessarily appear under ap-
plications of the driving electric field. These consider-
ations are related to I. E. D. study [13] and are co-
herent with a persistent interest in fractional vortices:
from helium A ([14, 15] about the same time as [13])
and triplet superconductors (reviews [16,17]) to FFLO
phase [18, 19] and Bose condensate of polaritons [20]
(see also Ref. [21] for a more recent review). This di-
rection in general is in line with long standing interests
of I. E. D. in topological defects, recall [22] and partic-
ularly [23].

Next, we shall quote and augment for modelling
quite a recent development [24] on construction of the
chirally invariant (recall [2]) description of transient
processes in a CDW or SDW in presence of normal
carriers. This formulation is free from a drawback of
the non-conservation of condensed particles which we
show to be inherent to the traditional TDGL approach.

1.2. Significance of static and transient topo-
logical configurations in incommensurate sliding
density waves. The DWs, see reviews [25–28], are
seen as superstructures, usually weak (with an ampli-
tude A� 1) and hence harmonic (A cos[q0 ·r+ϕ(r)], q0
and ϕ are the superstructure wave vector and phase).
The DWs are produced by modulations of electronic
charges and atomic displacements or of electronic spins
for CDWs or SDWs, correspondingly. The spectacular
phenomena is the collective Fröhlich conductivity due
to the overall sliding with the collective current pro-
portional to the phase velocity, jc ∝ ∂tϕ. The DW
sliding is ultimately related to the current conversion
process which necessarily involves topological defects
[29] like solitons, dislocation lines/loops, and the tran-
sient processes of phase slips which develop as the edge
dislocation line (D-line) proliferating/expanding across
the sample [30,31] or as the plane of the DW amplitude
vanishing across a narrow sample [32–35].

The DW deformations generate a local charge den-
sity nc ∝ ∂xϕ which brings about a high cost of the
Coulomb energy. The Coulomb enhancement of the
dislocation energy plays an intriguing role in SDWs
bringing to life a kind of a mixed topological object:
a half-integer dislocation combined with a semi-vortex
of a staggered magnetization vector. The phase slips,
necessary for the current conversion or the depinning,

should proceed via propulsion of these combined ob-
jects which provides a natural interpretation for a con-
fusing 2-fold enhancement of a frequency generated by
moving SDWs in comparison with CDWs.

Beyond transient dislocations contributing to phase
slips, static arrays of dislocations can appear in lat-
eral geometries when the electric field is applied trans-
versely to the direction x of the CDW sliding. Indeed,
the interaction energy eΦ∂xϕ/π of the deformed CDW
with the electric potential Φ resembles the one for a su-
perconductor under a magnetic field described by the
vector potential with the component Ax ≡ Φ. Then
the transverse to the chains electric field Ey = −∂yΦ
acts upon the CDW phase analogously to the action
of the transverse magnetic field in a superconducting
film. Hence, an array of static dislocations should ap-
pear above the electric field threshold as the vortex
lattice above the critical field Hc1 in a superconductor.

Figures 1 and 2 illustrate the sequences of phase
slips and the static dislocations. The plots were ob-
tained from numerical modelling of a TDGL type equa-
tions as it has been described elsewere [24, 36, 37].

2. Combined half-integer dislocation and the
magnetization vortex in a spin density wave.

CDW and SDW are characterized by scalar and vec-
tor order parameters: ηcdw(R) = A exp(iϕ) and ηsdw =

= Am exp(iϕ), where m is the unit vector of the stag-
gered magnetization and R = (x, r⊥) with x being the
chain direction.

The energy density of spin rotationsm(R) in SDWs
is not affected by Coulomb forces:

Wspin{m} =
1

2NF

[
C̃‖ (∂xm)

2
+

+ C̃⊥
(
(∂ym)2 + (∂zm)2

)
+Wsa

]
. (1)

Here NF = 2/π�vF and vF are the density of states
and the Fermi velocity of the parent metal, C̃‖ and
C̃⊥ are the elastic moduli related to the rotation of
the staggered magnetization unit vector m, and Wsa

is the spin anisotropy energy. Elastic moduli C̃‖ and
C̃⊥ are similar to bare moduli of phase displacements
taken without Coulomb interactions, i. e., C0

‖ and C⊥
in Eq. (2) below.

The energy for deformations related to phase dis-
placements in both CDW and SDW takes a form

Wchrg{ϕ} =
1

2NF

[
C0

‖

(
1

π
∂xϕ

)2

+C⊥

(
1

π
∇⊥ϕ

)2
]
+

+WC +Wstr , (2)
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Fig. 1. A time-periodic sequence of phase-slip events seen as
a set of nodes of the DW amplitude A(x, t)

Fig. 2. A static array of dislocations appearing in the electric
field applied transversely to the direction x of DW displace-

ments

where dimensionless parameters C0
‖ and C⊥ are the

normalized compression and share moduli; C⊥ ∝
∝ (ATcNFa⊥)2 is a measure of the interchain cou-
pling related to the transition temperature Tc (a⊥ is
the interchain distance); Wstr is the stress energy from
an applied electric potential and/or from disbalance of
normal carriers which promote deformation and/or the
motion of the DW.

The Coulomb part of the energy, WC , comes from
the local charge density related to the DW displace-
ments: nc = eρc∂xϕ/πa

2
⊥, where ρc and ρn = 1 − ρc

are the normalized densities of the condensate and of
the normal carriers. The Coulomb interactions dras-
tically affect the charged phase deformations of dislo-
cations greatly increasing their energy and stretching
the shape in the chains’ x-direction, as we shall remind
below. Vaguely, the combined effect of Coulomb inter-

actions and the screening results in hardening of the
effective compessibility [38] which vanishes at Tc and
diverges at low T with freezing out of normal carriers.
The effective compressibility C‖ hardens with growing
r⊥ (starting from C0

‖ at shortest interchain distances)
as C‖ ∼ r2⊥/r

2
0 beyond the screening length of the par-

ent metal, r⊥ > r0 ∼ 1Å, until it saturates beyond
the screening length rscr = r0/

√
ρn at the value which

grows activationally with lowering T . At r⊥ > rscr

C0
‖ ⇒ C‖ = ρc/ρn,

C‖ ∝ ρc ∝ A2 ∝ (Tc − T ) at T → Tc

and
C‖ ∝ ρ−1

n ∝ exp(Δ/T ) at T → 0.

The resulting big energy of dislocations at small
ρn does not prevent their creation which just requires
for bigger applied potentials, but the Coulomb energy
changes drastically the energy dependence of the dis-
location on its position Y (with respect to a coun-
terpart or a surface). While the spin-vortex energy
per its unit length is a standard WV ∼ Tc ln(Y/a⊥),
for the dislocation as the charged phase vortex, this
form of the energy is reached only when the Coulomb
interaction is screened at Y � rscr, where WD ∼
∼ Tc(rscr/r0) ln(Y/rscr) with the energy scale being
greatly enhanced as rscr/r0.

Coulomb interactions become even more important
in an intermediate (wide at low T ) region r0 < r⊥ <

< rscr governed by the nonlocal, due to unscreened
Coulomb interactions, elasticity with C‖ ∼ r2⊥/r

2
0. For

dislocations with rscr � Y � r0, a curious confine-
ment law is established with WD ∼ TcY/r0 meaning a
constant force acting upon the D-line.

The energies WV (Y ) and WD(Y ) are similar only
near Tc at small A (hence, at the vanishing gap Δ)
when the abundant free carriers screen Coulomb in-
teractions already at shortest distances. Otherwise, at
the developed gap Δ > T , the energy of dislocations is
greatly enhanced with respect to that of vortices which
brings about the option of their splitting into combined
half-integer vortices. In SDWs, the Coulomb enhance-
ment of the dislocation energy plays a principal role
bringing to life a special combined topological object:
the half-integer dislocation ϕ → ϕ + π accompanied
by the 180◦ rotation Oπ of the staggered magnetiza-
tion m → −m. Indeed, the SDW order parameter
η = m cos(Qx+ϕ) allows for the following three types
of self-mapping η → η associated with vorticities νϕ
and νm.

(i) Normal dislocation D2π: ϕ → ϕ + 2π ≡ ϕ and
m → m; νϕ = 1 and νm = 0.
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Fig. 3. Vector-field m for the half-integer dislocation combined
with the semi-vortex of the magnetization. Solid lines indicate
constant DW phases. Due to the presence of the half-integer
dislocation, the number of sites changes between the upper
and the lower rows from 2.5 periods (6 + 6 + 3) to 2 periods

(7 + 5)

(ii) Normal m-vortex V2π : m → O2πm ≡ m and
ϕ→ ϕ; νϕ = 0 and νm = 1.

(iii) Combined object DπVπ: ϕ → ϕ ± π and
m → Oπm = −m; νϕ = ±1/2 and νm = ±1/2.

In the last case, both the orientational factorm and
the translational one cos(Qx+ ϕ) change the sign, but
their product in η stays invariant, as it is demonstrated
schematically in Fig. 3. Remind that at a given posi-
tion, the energies of vortices depend on their winding
numbers proportional to ν2ϕ,m

Wemust compare the energies of objects (i) and (iii)
under the requirement of the charge conservation, i. e.,
preserving the total phase vorticity

∑
νϕ. For magnetic

vortices the total vorticity
∑
νm does not need to be

conserved but in the bulk it must be kept zero; other-
wise, the energy of noncompensated vortices diverges
logarithmically at large distances. For phase disloca-
tions, the energy divergence is not a limitation since it
is compensated by driving potentials. Hence, the only
decomposition path for the conventional dislocation of
the case (i) to the two pairs of half-vortices of the case
(iii) is D2π ⇒ {Dπ, Vπ}+ {Dπ, V−π}. If the energy pa-
rameters for both D and V were the same, then the dis-
sociation cost is zero: ν22π = 1 ⇒ 4ν2π = 1, and the re-
sult will depend on a tiny balance of similar coefficients.
But with dominating Coulomb energy of dislocations,

Fig. 4. Results of the modeling of the evolution from a sin-
gle integer dislocation to the split pair of half-integer com-
bined vortices: (upper panel) the order parameter amplitude
A(x, y); (lowere panel) vector fields of the CDW phase and of
the spin rotation on the background of the density plot for the

amplitude

as expected at low T , the magnetic vortex energy can
be neglected, then the decomposition gains nearly half
of the energy, (ν2π = 1)2 ⇒ 2(νπ = 1/2)2 = 1/2, which
makes it inevitable.

Figure 4 demonstrates results of our modeling of the
evolution from a single phase-only integer vortex (the
dislocation) to the split pair of half-integer combined
vortices.
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The known SDW crystals possess low symmetries
which originates the spin anisotropy in all three direc-
tions. Being small, the anisotropy will not affect the
arrangement in a vicinity of the D-line, but at large
distances from the D-line, the π-rotation of spins will
be concentrated in space within the Neél domain wall,
as it has been outlined already in [13]. The wall will
form a string (a plane in 3D) which tempts to confine
the two combined objects.

Unusually, there will be no confinement within a
quite wide region r⊥ < rscr, where the linear law,
rather than conventional logarithmic one, for the D-line
energy takes place as we have sketched above. Here,
the total energy gain with respect to the normal D-li-
ne is −ECN/2, where EC ∼ Tca⊥/r0 and N = Y/a⊥
is the number of chains separating combined vortices.
This repulsive anti-confinement energy directly over-
runs the energy lost due to domain wall formation
WA
spin = wAN , both having the similar N -dependence.

Usually wA ∼ 1 K/chain � EC ∼ 101 K, so the net
interaction between the two semivortices is strongly re-
pulsive.

Beyond the screening length r⊥ > rscr, the
Coulomb energy slows down while the WA

spin keeps
growing linearly, then the total energy gain of two ob-
jects with respect to one D-line is

W = −E0 lnN+wAN, E0 ∼ Tc
rscr
r0

=
Tc√
ρn
.

Hence there is an equilibrium distance between the
semi-vortices, Neq ∼ E0/w

A ∝ 1/
√
ρn, which di-

verges with freezing out of the screening when ρn → 0.
Already at accessibly low temperatures, the string
length may reach the sample width which is typically
about 1 μm.

3. Two-fluid hydrodynamics for collective
and normal variables in density waves.

Related cases of vortices in superconductors and
dislocations in DWs [32–34] are described usually
within GL-like models and their time-dependent
(TDGL) generalizations. While being consistent for

the explicitly gauge-invariant theory of superconduc-
tors [39, 40], this approach fails for DWs and other
electronic crystals. Working at all steps explicitly with
interfering order parameter and normal electrons, em-
ploying the chiral invariance, and taking the account
for the related quantum anomaly have allowed us [24]
to construct the treatable theory without descending
to the burdens of microscopic calculations.

The equations of motion for the CDW phase cer-
tify the local equilibrium of forces (elastic, Coulomb,
frictional) with no relation to the charge conservation.
Instead, the last is usually preserved automatically by
construction of the charge and the current densities:

nc =
1

π
ρc∂xϕ, jc = − 1

π
ρc∂tϕ (3)

(to be compared with jsc ∝ ρsc∂xϑ for the current de-
pendence on the phase ϑ in superconductors).

The normalized (to T = 0) condensate density or
the phase rigidity ρc(A) has a property that ρc(0) = 1

and ρc(A) ∼ A2 → 0 at A → 0. The expressions
(3) can ensure the charge conservation automatically
indeed, but only if the CDW amplitude is invariable:
A(t, x) = const, otherwise
dnc
dt

= ∂tnc+∂xjc =
1

π
(∂xρc∂tϕ−∂tρc∂xϕ) �= 0. (4)

The charge conservation dnc/dt = 0 is violated in the
current-carrying state (∂tϕ �= 0) if ρc is not space ho-
mogeneous (∂xρc �= 0) and in the strained (charged)
state ∂xϕ �= 0 if ρc varies in time, ∂tρc �= 0. It is ulti-
mately necessary to take into account the normal car-
riers explicitly, without integrating them out prema-
turely. At first sight, that would require for descend-
ing to the fully microscopic theory with its notorious
complications even in linear or gapless regimes [33,41].
Still, there is a way [24] to keep the phenomenology
which is based on the knowledge of chiral invariance
and transformation, importantly taking into account
the chiral anomaly.

The Lagrangian H − i�∂t for electrons in 1D CDW
has a form

L =

(
−i�∂t − i�vF∂x +Φ− vFAx Δeiϕ

Δe−iϕ −i�∂t + i�vF∂x +Φ + vFAx

)
, (5)

where Φ and Ax are the scalar and the vector poten-
tials. The chiral transformation ψ± −→ ψ±exp(±iϕ/2)
[2] brings the wave function Ψ to the local frame of a
distorted CDW phase. It eliminates the phase factors
in non-diagonal elements in L, but in expense of addi-
tional parts in Φ and Ax:

Φ −→ V = Φ +
�vF
2

∂xϕ,

Ax −→ A∗
x = Ax +

�

2vF
∂tϕ,

(6)
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Ex −→ E∗
x = −∂xV + ∂tA

∗
x =

= Ex −
�vF
2

(
∂2x −

1

v2F
∂2t

)
ϕ. (7)

The additions to Φ and Ax from x- and t-derivatives
of the phase are naturally interpreted as the Fermi en-
ergy shift δEF = vF δPF following the Fermi momen-
tum shift δPF = �∂xϕ/2 under the CDW phase defor-
mations. Under the CDW phase deformation and the
applied electric field Ex, the electrons experience the
chiral invariant potentials V and A∗

x and the longitudi-
nal force E∗

x.
At first sight, we have arrived at the transparent

picture of a 1D Dirac semiconductor with the gap 2Δ =

= 2AΔ0 under the effective electric field (7), and it
looks straightforward to exclude the fermions to arrive
at an effective action S{Φ, ϕ, A} =

∫
Wdxdt. And here

we arrive at puzzling contradictions.
(i) In view of Eq. (7), the free energy W should

contain the potential and the phase only in the in-
variant combination V . Having choosen the phase as
(�vF /2)∂xϕ = −Φ, the effective potential V disappears
from the action, then no density and no polarization are
perturbed with respect to Φ. This contradicts to ba-
sic properties of the CDW in both the semiconductor
with respect to electrons and the metal in the collective
behavior.

(ii) We definitely expectW to contain the term pro-
portional to ρc(∂xϕ)2, where ρc is a collective density
responsible for the phase rigidity. But treating the La-
grangian (5) perturbatively with respect to the effective
electric field (7), we evidently should get

δWn = − ε(k, ω)
8πe2

(E∗
x)

2 =

= − ε(k, ω)
8πe2

(
−�vF

2

∂2ϑ

∂x2
+ Ex

)2

, (8)

where ε is the dielectric susceptibility as a function of
the wave number k and the frequency ω (the last will
be neglected here for shortness). At small k,

ε = εΔ +
1

(lk)2
,

1

l2
=
ρn
r20
, ρn =

dn

dζ
N−1
F . (9)

Here n is the concentration of free electrons related to
their chemical potential ζ and ρn is the normalized den-
sity of states which also will be found to be the normal
density. The dielectric constant εΔ ∝ (r0ξ0)

−2 collects
the polarization of electrons gapped by the CDW while
ρn comes from conducting carriers thermally excited or
injected [42] above the gap providing the finite screen-
ing length l = r0/

√
ρ
n
. Both contributions to δWn

bring drastic contradictions.

a) The term with εΔ in Eq. (9) yields to (8) the
forth order gradients of the phase (∂2xxϕ)

2 instead of
the expected second order (∂xϕ)

2.
b) The singularity in k in the term with ρn seems

at first to serve fortunately by canceling excess gradi-
ents leading to the contribution proportional to (∂xϕ)

2:
δWρn = −ρn(�vF /4π) (∂xϕ+ πNFΦ)

2. This expres-
sion brings two confusions with respect to the expected
Wρc = ρc(�vF /4π) (∂xϕ)

2. The signs in expressions
for Wρn and Wρc are opposite, and also temperature
dependencies are conflicting among coefficients ρn (ex-
pected to rise from zero at T = 0 up to 1 at Tc) and
ρc (expected to fall to zero at Tc starting from 1 at
T = 0).

These contradictions can be traced back to the no-
tion of the chiral anomaly, and they can be cured by
properly taking this anomaly into account. The chiral
anomaly is ubiquitous in the premature linearization of
electronic spectra. First, in the course of the lineariza-
tion, the control is lost of the position of the bottom
of the electronic band, hence of the difference between
actions of the external potential Φ and of the Fermi
energy shifting δEF which wrongly appear to be ad-
ditive. Moreover, the whole energy cost of the chiral
transformation δWCT is lost. This energy can be cap-
tured from the non-linearized spectrum of the normal
metal if we consider the chiral transformation pertur-
bation δnCT = ∂xϕ/π as a redistribution of the total
particle density accompanying this transformation:

δWCT =
�vF
4π

(∂xϕ)
2
+

Φ

π
∂xϕ, (10)

where the first term is the density perturbation cost
(δnCT )

2/2NF and the second term is its potential en-
ergy δncΦ. Beyond these physical arguments [43, 44],
the derivation of the chiral anomaly in the spirit of
the field-theory procedure of regularization of fermionic
determinants was demonstrated for CDWs [45] and
for SDWs [45, 46], recall also the special field-induced
SDWs [47].

Bringing together the nonperturbative contribution
(10) and the perturbative one (8), we get

Wtot = δW ρn + δWCT =

= ρc

(
�vF
4π

(∂xϕ)
2 +

Φ

π
∂xϕ

)
− ρn

Φ2

π�vF
, (11)

where ρc = 1−ρn. The above equation correctly mani-
fests the expected dependencies in T and A yielding
also the important relation ρc + ρn = 1.
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The total charge density becomes

ntot =
∂W tot

∂Φ
=

1

π
ρc∂xϕ− ρnΦNF =

=
1

π
∂xϕ− ρnV NF . (12)

The above illustrative discussion was valid in lowest
bilinear approximation in gradients and potentials for
the constant amplitude A. Below, we shall suggest a
general nonlinear scheme necessary for modeling con-
figurations with vortices.

The above relations written for the limit A = const
and for small deviations of ne and nh can be generalized
by extending the energy functional as

∫
W dx with

W =
�vF
4π

[
κx(∂xA)

2
+κ⊥(∇⊥A)

2
+κ⊥A2(∇⊥ϕ)

2
]
+

+

{
�vF
4π

(∂xϕ)
2 +

1

π
Φ∂xϕ

}
+

(
Φ+

�vF
2
∂xϕ

)
n+

+ F (A, ne, nh)−
εhosta

2
⊥

8π
(∇Φ)

2
, (13)

where εhost is the dielectric permittivity of the host
crystal.

Here the parameter κ⊥ is the CDW share modu-
lus coming from the interchain coupling of CDWs, and
the on-chain rigidity κx ∼ 1 (to be put κx = 1);
F (A, ne, nh) is a free energy as a function of the nor-
malized gap value A = Δ/Δ0 and of the concentra-
tion of normal carriers: electrons ne and holes nh with
n = ne − nh. The equilibrium value Aeq is connected
with ne and nh via the minimum of F (A, ne, nh) in such
a way that Aeq(ne, nh) vanishes when ne,h or, better
say, their chemical potentials ±ζ surpass critical val-
ues, hence the metallic phase with A = 0 is restored.
The terms in brackets {. . .} are originated by the chiral
anomaly of Eq. (10) coming from background deforma-
tions of the CDW phase, the next term (proportional
to n) comes from the energy of intrinsic electrons in the
combined potential V .

Assuming the dissipative regime for both ϕ and A,
functional derivatives of (13) yield equations for the
time evolution and the Poisson equation for Φ:

∂2xA+ κ⊥∇2
⊥A+ κ⊥A(∇⊥ϕ)

2 − ∂F

∂A
= γA∂tA, (14)

∂2xϕ+ πNF∂xΦ + π∂xn+

+ κ⊥∇⊥
(
A2∇⊥ϕ

)
= γϕ∂t, (15)

1

π
∂xϕ+ n = −NF r20∇

2
Φ. (16)

Here γϕ = γA2, γ = const and γA = const are the
damping coefficients; γϕ is related to the sliding CDW
conductivity σCDW as γϕσCDW = NF e

2/a2⊥ = 1/4πr20.
In spite of a superficial similarity, Eqs. (14)–(16)

show striking differences with respect to commonly
use TDGL ones. Thus, in Eq. (14) the conventional
term κ⊥A(∇⊥ϕ)

2 does not find its partner with the
x-derivative of ϕ as if the longitudinal gradient of ϕ
does not suppress the amplitude — the phase-slip nodes
would not appear then. In Eqs. (15) and (16), the terms
containing ∂xϕ, ∂xxϕ, and (∂xϕ)

2 are not multiplied
by A2, so the attempt to present them as derivatives
of Ψ will bring singularities proportional to 1/A and
1/A2. Contrary to conventional GL-type equations,
now Eqs. (14)–(16) are nonanalytic in the order pa-
rameter η = A exp(iϕ) or, in other words are singular
in its amplitude. Nevertheless, there are hidden cancel-
lations allowing to compensate for singularities, even if
implicitly, which is vitally important for allowance of
space- and spaciotemporal vortices.

There are some technical challenges in numerical
implementations of the quoted above equations which
one commonly does not meet working within conven-
tional GL approaches, see, e. g., Refs. [35,48]. The first
is the control of compensations at A → 0 in expres-
sions for total charges, currents, and the condensate
energy bringing to action the hidden function of the
condensate density ρc. The second is the entanglement
in dependencies of thermodynamic functions and their
derivatives on A and on n or ζ: approaching of n or ζ
to critical values should eliminate the energy minimum
over A at A �= 0 opening the metallic state, e. g., in the
vortex core.

The best, and may be the only analytically trans-
parent, advancing is possible with the simplest Landau
type expression for F :

F (n,A) =
n2

2NF
+

1

2

[
−τ +

(
n

ncr

)2
]
×

× (AΔ0)
2NF +

b

4
A4Δ2

0NF , (17)

where a, b ∼ 1. In Eq. (17), the first term is the con-
tribution of the normal metal, while two other terms
give the Landau type expansion in the order parame-
ter with the proximity τ ∝ (1−T/Tc) to the transition
temperature being shifted by presence of the normal
carriers which critical concentration is ncr.

We have performed the numerical modeling employ-
ing the following combination of equations: Eq. (13)
for A with F given by Eq. (17), Eq. (14) for ϕ, and
the dissipative equation for m generated by the func-
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tional (1). The vortices can be spontaneously generated
only if equations are written in invariarian variables,
rather than in the economical form for non-unique
phase ϕ and the angle θ. The order parameter ηSDW =

= Am exp(iϕ) is written as ηSDW = (u + iv){p, q}.
For the CDW or for frozen alligned spins in SDW,
the invariant variables are just u and v. For a SDW
with a spin vorticity, the allowed varibles were taken
as a set of four bilinear combinations {α, β, γ, δ} =

= {up, uq, vp, vq} imposing the apparent constraint
αδ = βγ. Examples of resulting calculations are shown
in Figs. 1, 2, and 4.

4. Conclusions.
A necessity of semi-vortices in conventional antifer-

romagnets in presence of frozen-in host lattice dislo-
cations was understood already by I. E. D. [13]. In
the SDW, the semi-vortices become the objects of the
lowest energy created in the course of phase slip pro-
cess; the normal dislocation must split into two objects
of the combined topology with the repulsion between
them. The combined topological objects, where the
spin rotations are coupled to DW displacements, are
stabilized by lowering the Coulomb energy of disloca-
tions. This combination effectively reduces the SDW
period.

Exploiting the chiral transformation and under-
standing the role of the chiral anomaly allows formu-
lating a phenomenological theory in terms of equations
for the DW complex order parameter, the electric po-
tential, and the concentration of normal carriers. This
approach resolves the problem of violation of the con-
servation law for condensed carriers rising dangerously
for nonstationary inhomogeneous regimes; that allows
to model consistently such strongly nonlinear effects as
phase slips and nucleation and propagation of phase
vortices.

The full text of this paper is published in the English
version of JETP.
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It is not excluded that the Standard Model of parti-
cle physics together with general relativity are effective
theories which emerge at low energy for the collective
modes of the extreme ultraviolet [1]. Sakharov grav-
ity [2], which emerges in the fermionic vacuum, pro-
vides the characteristic example. The scenario, where
all the known symmetries in our Universe emerge on
the macroscopic scale, but disappear in the highly
trans-Planckian microscopic regime, takes place in dif-
ferent many-body condensed matter systems. For ex-
ample, the analogs of Lorentz invariance and the curved
spacetime are developed for some low energy fermionic
and bosonic modes [3], but these phenomena disap-
pear at large energy, where the microscopic degrees of
freedom intervene (the analog of the trans-Planckian
degrees of freedom). The condensed matter systems
with topologically stable Weyl points in the fermionic
spectrum, such as Weyl semimetals and the chiral su-
perfluid phase of liquid 3He, demonstrate simultaneous
emergence of chiral fermions, gauge bosons, and tetrad
gravity [4–8], which do not survive on the high-energy
atomic level.

We do not know the structure of the trans-Planc-
kian world, but we can try different possible scenarios
of emergent physics and search for the common prop-
erties in the low energy corner. Here we consider two
scenarios of emergent gravity, which are very different,
but have the important common property.

* E-mail: volovik@boojum.hut.fi

The first one is the tetrad gravity, where the tetrad
fields emerge as bilinear combinations of the fermionic
fields by symmetry breaking. This scenario has been in-
vestigated by Diakonov [9], Vladimirov and Diakonov
[10, 11], and Obukhov and Hehl [12]. The analog
of Diakonov–Vladimirov (DV) scenario takes place in
topological superfluid 3He-B [13].

The other one is the analog of gravity in the elastici-
ty theory of crystals [14–20], where the elastic deforma-
tions are described in terms of the tetrads of elasticity
[16]. In principle, this analogy can be extended to the
real gravity, if the quantum vacuum is considered as
a plastic (malleable) fermionic crystalline medium and
the elasticity tetrads become the gravitational tetrads
[21, 22]. The condensed matter analog of such vacuum
is the quantum crystal with fermionic quasiparticles,
such as vacancies [23–25].

The common property of these two approaches to
quantum gravity is that the tetrad fields in both theo-
ries have dimension of inverse length. As a result, most
of the physical quantities which obey diffeomorphism
invariance become dimensionless [11, 26–28]. Since the
two very different scenarios lead to the same phe-
nomenon, it is natural to suggest that the gravity in
our universe also follows this common rule. Here we
consider some consequences which come from this rule.

Let us consider the theory of the crystal elastic-
ity using approach of Ref. [16]. The deformed crystal
structure can be described as a system of three crystal-
lographic surfaces of a constant phase, Xa(x) = 2πna,
na ∈ Z with a = 1, 2, 3. The intersection of the sur-
faces
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X1(r, t) = 2πn1, X2(r, t) = 2πn2,

X3(r, t) = 2πn3
(1)

are the nodes of the deformed crystal lattice. For the
undeformed crystal, Xa(r, t) = Ka · r, where Ka are
the (primitive) reciprocal lattice vectors. The defor-
mations of the crystal can be described in terms of the
elasticity tetrads, the gradients of the phase functions:

E a
i (x) = ∂iX

a(x) . (2)

In the absence of dislocations, E a
i (x) is an exact dif-

ferential:
∂kE

a
l (x)− ∂lE

a
k (x) = 0 . (3)

In the presence of the topological defects – dislocations,
the density of dislocations plays the role of torsion:

T akl = (∂kE
a
l − ∂lE

a
k ) . (4)

Such construction can be extended to the 3+1 quan-
tum vacuum with a = 0, 1, 2, 3, assuming that the vac-
uum looks like the plastic crystalline medium. In this
model the elasticity tetrads E a

μ become the gravita-
tional tetrads [21, 22]. The deformed vacuum crystal
with dislocations describes the curved geometry of the
teleparallel Weitzenböck gravity with vanishing curva-
ture and nonzero torsion. On the macroscopic coarse
grained level, where the separate dislocations are not
resolved, the torsion field T aμν can be considered as a
continuous function of coordinates. The metric gμν
originates from the elasticity tetrads:

gμν = ηabE
a
μ E

b
ν , (5)

where ηab = (−,+,+,+).
The important property of the elasticity tetrads is

that being the derivatives, they have the canonical di-
mensions of inverse length, [E a

μ ] = [l]−1. Correspond-
ingly, the metric has dimension [gμν ] = 1/[l]2, while the
interval is dimensionless: ds2 = −gμνdxμdxν , [Δs] = 1.
The distance between the two nodes of the deformed
crystal is determined by the integer number of crys-
tal surfaces between the points of the grid and thus
does not depend on the length scale. In such quantum
vacua, the size of the unit cell is not fixed and can be
arbitrary.

Let us introduce notation d for conventional dimen-
sion of the physical quantities and the notation dDV for
the shifted dimension of the same quantities. The shift
of dimensions means that [l]−d → [l]−dDV in the DV
approach. For the interval ds, the conventional dimen-
sion d = −1 and the shifted dimension dDV = 0, see
Table 1. For the torsion field d = 1, and dDV = 2.

The shift of the dimensions of the physical quanti-
ties leads to the new properties of the quantum vacua
and also topological insulators, which allows extending
the application of the topological anomalies. For exam-
ple, the Chern–Simons term describing the 3+1 intrin-
sic quantum Hall effect becomes dimensionless. As a
result, the prefactor of this term is given by the integer
momentum-space topological invariants as in the case
of 2 + 1 dimension [26–28]. The shift is also important
for the Nieh–Yan anomaly [28].

In the DV theory [9–12], the tetrads are composite
fields emerging as bilinear combinations of fermionic
fields. Tetrads appear as the order parameter of the
symmetry breaking transition (see also Ref. [29]):

eaμ = i
〈
ψ†Γa∇μψ −∇μψ

†Γaψ
〉
. (6)

The corresponding symmetry breaking scheme is LL ×
× LS → LL+S, where LL and LS are two separate
symmetries under Lorentz rotations of the coordinate
and spin space, respectively. These two symmetries are
broken to the diagonal subgroup — the Lorentz group
of the combined rotations in two spaces, LL+S. In addi-
tion, this order parameter breaks the PT symmetry, see
also Ref. [30]. The similar scheme of symmetry brea-
king of three-dimensional rotations in the orbital and
spin spaces takes place in the superfluid 3He-B [13,31]:

SO(3)L × SO(3)S → SO(3)S+L.

According to Eq. (6), the frame field eaμ transforms
as a derivative in the same manner as the elasticity
tetrads. That is why it has the dimension of inverse
length, [eaμ] = 1/[l], i. e., its dimension is shifted from
d = 0 to dDV = 1, see Table 2. In such vacua, it is
natural to assume that the fermionic field ψ as well as
the bosonic fields Φ are scalars under diffeomorphisms
[9, 10], i. e., their dimensions are shifted from d = 3/2

and d = 1 to dDV = 0, see Tables 2 and 3, respec-
tively. For Weyl or massless Dirac fermions one has
the conventional action:

S =

∫
d4x|e|eaμ

(
ψ†Γa∇μψ +H.c.

)
.

This action expressed in terms of the DV tetrads re-
mains dimensionless, since [e] = [l]−4, [eaμ] = [l], and
[ψ] = 1, see Table 2. This suggests that the DV dimen-
sion of tetrads is natural, which is also supported by
the elasticity tetrads.

The nontrivial dimension of the metric suggests that
metric is not the quantity, which describes the space-
time, but the quantity, which determines the dynamics
of effective low energy fields in the background of mic-
roscopic quantum vacuum.
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The shifts of dimensions are shown in Tables 1, 2,
and 3 correspondingly for gravity, fermions, and scalar
fields. Many quantities, which obey diffeomorphism
invariance, become dimensionless. The action is di-
mensionless and remains dimensionless in the DV di-
mensions, since the action is a diffeomorphism invari-
ant. Another example of the diffeomorphism invariant
quantity is the rest mass M of particles. In the case of
mass, the dimension is shifted from d = 1 to dDV = 0.
That the DV dimension of mass is [M ] = 1 can be
seen from the classical equation for the particle spec-
trum: gμνpμpν = M2. According to Table 1, M2 has
dimension dDV = −2 + 1 + 1 = 0, i. e., [M ] = 1, and
the action and the mass terms in fermionic and bosonic
actions are dimensionless:

S =M

∫
ds , (7)

S =

∫
d 4x|e|Mψ†ψ , (8)

S =

∫
d 4x

√
−g
(
gμν∇μΦ∇νΦ +M2Φ2

)
, (9)

S =
1

4

∫
d 4x

√
−g
(
FμνF

μν +M2gμνAμAν
)
. (10)

This follows from the DV dimensions

[e] = [
√
−g] = [l]−4, [Φ] = [ψ] = 1, [gμν ] = [l]−2,

[ds] = [M ] = 1, [Aμ] = [l]−1.

Since the scalar curvature in general relativity is
diffeomorphism invariant, it is dimensionless in the DV
approach, [R] = 1. Its dimension is shifted from d = 2

to dDV = 0. Other examples of the diffeomorphism in-
variant quantities are the Newton constant G and the
cosmological constant Λ in the Einstein–Hilbert action:

SGR =
1

16πG

∫
d 4x

√
−gR+

∫
d 4x

√
−gΛ . (11)

The dimensions of G and Λ are shifted from corre-
spondingly d = −2 and d = 4 to dDV = 0, i. e., [Λ] =
= [G] = 1. These dimensionless quantitites are deter-
mined by the ratio of the mass scales [32] or by the
functions of scalar fields [33]. In principle, only the ra-
tio between the mass parameters makes sense [10]. In
a given case, only the combination ΛG2 matters. Ac-
cording to Zeldovich [32], this combination is expressed
in terms of QCD mass scale: ΛG2 ∼ Λ6

QCDG
3 (see also

Refs. [34–37]). In the other approaches, the electroweak

energy scale [38,39] and the neutrino mass scale [40] en-
ter, ΛG2 ∼M8

WG
4 and ΛG2 ∼M4

nG
2, respectively.

The spacetime volume V =
∫
d 4x

√−g is dimen-
sionless, [V ] = 1, and may have quantized values. Then
Λ as the corresponding Lagrange multiplier may have
universal quantized values with Λ = 0 in the equilib-
rium Minkowski vacuum.

The dimensionless Lagrange multiplier appears also
in the q-theory of the quantum vacuum [41], if the
q-theory is based on the 4-form gauge field introduced
by Hawking for phenomenological description of the
quantum vacuum [42],

q2 = FμναβFμναβ .

In the DV units the vacuum variable q and the La-
grange multiplier μq (the corresponding chemical po-
tential of the conserved quantity) are dimensionless,
see Table 3. If μq is fundamental, it becomes the gen-
eral characteristics of the quantum vacuum. While
the variable q determines the variable vacuum energy
Λ(q) = ε(q)−μqq, the universal chemical potential pro-
vides the nullification of Λ in the Minkowski vacuum.
At this value of μq, all the initial states (even those
with the Planck scale Λ) finally relax to Minkowski
vacuum with Λ = 0 [41], thus providing the solution of
the cosmological constant problems.

In the DV approach, mass and energy have differ-
ent dimensions. While mass is dimensionless, [M ] = 1,
the energy has dimension of frequency, [E] = [ω] =

= [
√
g00] = 1/[l]. Correspondingly, the temperature is

dimensionless, [T ] = 1, while the constant temperature,
which enters the Tolman law [43], T (r)

√
−g00(r) =

= TTolman, has dimension of frequency, [TTolman] =

= [ω] = [
√
g00] = 1/[l], see Table 1. Tolman tempe-

rature is the integration constant in equilibrium in a
stationary spacetime [44].

The Unruh temperature of the accelerated body is
TU = a/2π [45], where a is covariant acceleration,

a2 = gμν
d2xμ

ds2
d2xν

ds2
.

Since a is diffeomorphism-invariant, it is dimensionless
together with the Unruh temperature, [a] = [TU ] = 1.
The same is with the Hawking temperature of a black
hole. For the Schwartzschild black hole with rest energy
MBH , Bekenstein entropy SBH , Hawking temperature
TBH , and horizon area ABH :

TBH =
1

8πGMBH
,

SBH = 4πGM2
BH =

ABH
4G

.

(12)
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Table 1. Dimension shifts for gravity

General relativity Dimension d dDV

gμν 0 −2

gμν 0 2
√−g 0 4

d 4x
√−g −4 0

ds2 = gμνdx
μdxν −2 0

dA =
√
dSμνdSμν −2 0
M 1 0

S =M
∫
ds 0 0

∂μ 1 1
pμ 1 1

R = gμνRμν 2 0
GNewton −2 0
R/GNewton 4 0
Λcosmological 4 0
THawking 1 0
TTolman 1 1

TTolman/
√
g00 1 0

Table 3. Dimension shifts for scalar fields

Scalar/Vector Dimension d dDV

Φ 1 0
gμν∂μΦ∂νΦ 4 0
M2φ2 4 0
Aμ 1 1
Fμν 2 2

FμνF
μν 4 0

(FμνF
μν)k 4k 0

Fμν F̃
μν 4 4

Fμναβ 4 4
Fμναβ 4 −4

q2 = FμναβFμναβ 8 0
μq 0 0

All the quantities, that enter Eq. (12), are dimension-
less in the DV approach, [TBH ] = [SBH ] = [MBH ] =

= [ABH ] = [G] = 1. The area of the black hole is
dimensionless, because the covariant form of the scalar
area element is

dA =
√
dSμνdSμν .

Table 2. Dimension shifts for fermions

Fermions Dimension d dDV

eaμ 0 1
eμa 0 −1

e =
√−g 0 4

ψ 3/2 0

Mψ̄ψ 4 0
iψ̄ΓaeμaDμψ 4 0

Ta 1 2
TaT a 2 4

λ2Nieh–Y an 2 0
eaμAνF̃

μν 3 4
ieμae

ν
b ψ̄(Γ

aΓb−ΓbΓa)ψFμν 5 0
QQQL 6 0

Since

[Sμν ] = [l]2 and [Sμν ] = [Sμν ][gμν ]
2 = 1/[l]2,

one obtains [A] = 1, which supports the idea that the
area of the black hole horizon is quantized [46–48].

Similar quantization may occur for the de Sit-
ter spacetime, which is the submanifold of Minkowski
spacetime in the 4 + 1 dimension:

g4+1Mink
μν xμxν = α2.

Since [gμν ] = [l]−2, the parameter α is dimensionless
as well as the scalar curvature R = 12/α2, i. e., in the
DV dimensions [R] = [α] = 1. The dimensionless pa-
rameter α of the de Sitter spacetime emphasizes the
unique symmetry of this spacetime and supports quan-
tization of this parameter (see, e. g., [49]), which could
be similar to the Bekenstein quantization of the black
hole area [46]. However, in case of the superplastic
vacuum, the quantization of area can be very different
from the quantization in terms of the Planck area, be-
cause the elementary cell of the underlying lattice may
have nothing to do with the Planck scale.

Table 2 contains the operators with the mass dimen-
sions 3, 5, and 6. The non-renormalisable dimension 5
operator gives a contribution to the electron magnetic
moment [1]:

G5 = ieμae
ν
b ψ̄(Γ

aΓb − ΓbΓa)ψFμν ,

and the non-renormalisable dimension 6 four-fermion
operator describes the baryon number violation:

G6 = QQQL,
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where L and Q are the lepton and quark doublets.
Since in the DV approach the mass is dimensionless,
these operators become dimensionless: their dDV = 0.
The prefactors in these terms are determined either
by the ratio of the mass scales (“ultraviolet” and “in-
frared”) or by the functions of scalar fields. The same
is with the 4k mass operator for k > 1 in Table 3:
G4k = (FμνF

μν)k.
In terms of the DV dimensionalities, the operators

with dDV = 4 are topological. The operators of the
type G4 = Fμν F̃

μν are topological in both classes of
dimensions, since for them d = dDV = 4. They are
accompanied by the fundamental integer or fractional
prefactors. There are also operators, which have orig-
inal dimension d �= 4 but acquire dimension dDV = 4

in the DV approach. This means that they are not
topological in conventional approach, but may become
topological in the DV dimensions.

The former dimension d = 2 operator TaT a and the
dimension d = 3 operator eaμAνF̃μν acquire dimension
dDV = 4 in the DV dimensionalities. As a result, they
become topological and their prefactors become the
topological quantum numbers. The operator eaμAνF̃μν

determines the quantum Hall response in 3 + 1 topo-
logical insulators [26, 27, 50] described by the following
Chern–Simons topological term [27]:

S4D[Aμ] =

=
1

4π2

3∑
a=1

Na

∫
d 4x E a

μ ε
μναβAν∂αAβ . (13)

It explicitly contains the elasticity tetrads E a
μ . The

integer coefficients Na are three topological invariants
in terms of the Green’s functions:

Na =
1

8π2
εijk

∞∫
−∞

dω

∫
BZ

dSia×

× Tr[(GωG
−1)(GkiG

−1)(GkjG
−1)] . (14)

Invariants Na describe the quantized response of Hall
conductivity to crystal deformations:

dσij
dE a

k

=
e2

2πh
εijkNa . (15)

In terms of the conventional tetrads, the gravita-
tional Nieh–Yan anomaly related to torsion [51–61],

∂μj
μ
5 = λ2

(
T a ∧ Ta − ea ∧ eb ∧Rab

)
, (16)

contains the nonuniversal prefactor — the ultraviolet
cut-off parameter λ with dimension of inverse length,
[λ] = 1/[l]. Since λ may depend on coordinates, which
explicitly violates the topology, the Nie–Yan contribu-
tion to the anomaly is still rather subtle (see recent
literature [27, 61–65]). In the DV tetrads, the torsion
in Eq. (4) has dimension [T akl] = 1/[l]2, and the prefac-
tor λ2 becomes dimensionless, [λ] = 1, which suggests
that the prefactor is universal and is quantized.

The Chern–Simons term describing the 3+1 quan-
tum Hall effect can be extended to the 3+1+1
Wess–Zumino actions:

SaabWZ =
1

8π2

∫
X5

d 4x dτ εμναβγe aγ F
a
μνF

b
αβ . (17)

SabcNY ∝
∫
X5

d 4x dτ εμναβγe aγ T
b
μνT

c
αβ . (18)

SabWZ ∝
∫
X5

d 4x dτ εμναβγe aγ T
b
μνFαβ . (19)

In terms of DV tetrads, these dimensionless terms are
universal and do not depend on the cut-off parameters.

In two scenarios of emergent gravity, the superplas-
tic vacuum and the DV theory with bilinear tetrad
field, the invariance under diffeomorphisms leads to the
dimensionless physics. In the DV theory, this invari-
ance is assumed as fundamental. In the superplastic
vacuum, the diffeomorphism invariance corresponds to
the proposed invariance under arbitrary deformations
of the 4D vacuum crystal. In words of ′t Hooft (ap-
plied originally to the local conformal symmetry) “this
could be a way to make distance and time scales rel-
ative, so that what was dubbed as “small distances”
ceases to have an absolute meaning” [66]. This suggests
that the dimensionless physics can be the natural con-
sequence of the diffeomorphism invariance, and can be
the general property of any gravity emerging in quan-
tum vacuum. The dimensionless physics leads to new
topological terms in action with the universal integer
valued topological quantum numbers of the quantum
vacuum.

The universality takes place only for the topologi-
cal numbers and the symmetry parameters. The other
dimensionless quantitites are not universal, being de-
scribed by the functions of the ratios of different mass
scales. In this respect, the answer to the question of
how many fundamental constants are there in physics
[67–70] can be trivial: there are no fundamental con-
stants, and the ratios of parameters and the ratio of the
length scales are the only meaningful quantities [10].
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N−1-модели в секторе нулевого инстантонного заряда.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В квантовой теории статистическая сумма фор-
мально определяется функциональным интегралом

Z�(t) =

∫
F

[DΦ] e−
St(Φ)

� (1.1)

по некоторому пространству F полей. Корреляци-
онные функции даются интегралом такого же типа:

* E-mail: krichev@math.columbia.edu
** E-mail: nnekrasov@scgp.stonybrook.edu

〈O1(x1) . . .Or(xr)〉t =

=
1

Z�(t)

∫
F

[DΦ] e−
St(Φ)

� O1(x1) . . .Os(xs). (1.2)

Для изучения аналитических свойств этих вели-
чин при изменении параметров t модели оказывает-
ся полезным деформировать область интегрирова-
ния так, чтобы она представляла собой цикл сред-
ней размерности в комплексифицированном про-
станстве полей FC. При этом возможно, что имеется
множество циклов, для которых интеграл (1.1) схо-
дится. Для конечномерных интегралов такие цик-
лы классифицируются группой относительных го-
мологий Hmiddle(FC,FC

−;Z), где FC
− — такие поля

Φ ∈ FC, для которых Re(St(Φ)/�) � 0. Для об-
щих значений параметров t существует базис (γa) в
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Hmiddle(FC,FC
−;Z) так называемых наперстков Леф-

шеца. Наперсток γa, соответствующий критической
точке a функцонала St(Φ), является объединением
градиентных траекторий Re (St(Φ)/�), выходящих
из a. Исходный функциональный интеграл равен
сумме

Z�(t) =
∑
a

naI
a
� (t), (1.3)

где

Ia� (t) =

∫
γa

[DΦ] e−
St(Φ)

� (1.4)

— интеграл по наперстку Лефшеца, соответствую-
щему комплексной критической точке a. Кратно-
сти na являются целыми числами. При малых вари-
ациях t они остаются постоянными, но при пересече-
нии t некоторых гиперповерхностей (стенок марги-
нальной стабильности) кратности na могут скачко-
образно меняться. Это называется явлением Стокса.

Настоящая работа посвящена изучению крити-
ческих точек в некоторых полевых теориях.

1.1. Поля и симметрии

Пространство полей F в каждой из моделей яв-
ляется пространством отображений некоторого ис-
ходного многообразия Σ в риманово многообразие
X . Мы не будем затрагивать деликатный вопрос о
гладкости отображений, имеющий отношение к про-
блеме точного определения меры в функциональном
интеграле. Безусловно, для более строгого подхода
необходимо рассмотреть обрезанную версию меры,
а в определении функционального интеграла заме-
нить микроскопическое действие St(Φ) на действие
St(∧)(Φ∧), в котором характеристические импульсы
полей Φ∧ не превосходят параметра ∧, а констан-
ты t(∧) зависят таким образом от ∧, чтобы в пере-
деле ∧ → ∞ корреляционные функции (1.2) имели
конечное значение при макроскопическом различии
точек x1, . . . , xs. Мы надеемся, что для задачи клас-
сификации возможных интегральных контуров для
асимптотически свободных теорий, таких как сигма-
модели, более строгий подход даст такой же резуль-
тат.

Для учета симметрий теории часто оказыва-
ется полезным рассматривать интегралы по про-
странствамMapsh(Σ, X) твистованных полей. Здесь
h : π1(Σ) → H обозначает гомоморфизм фундамен-
тальной группы Σ в группу симметрий пространства
X (и дополнительных структур X). h-твистован-
ные отображения являются π1(Σ)-эквивариантными

отображениями f : Σ̃ → X универсального накры-
тия Σ, такими что

f(γ · p) = h(γ) · f(p). (1.5)

Другими словами, если зафиксировать точку ξ ∈ Σ

и представителя f(ξ) ∈ X , то твистованное отобра-
жение f в окрестности U точки ξ будет хорошо опре-
деленным отображением U → X . Тем не менее, его
продолжение на все многообразие Σ является мно-
гозначным с точностью до действия h(π1(Σ)) ⊂ G

на X .
Еще одно явление, связанное с наличием симмет-

рий X , это операторы дефекта, связанные со всеми
гомотопическими группами πk(H). Например, эле-
менты групп πdim(Σ)−1(H) классифицируют локаль-
ные твистованные операторы, которые дают воз-
можность определить функциональный интеграл по
пространству Γ(Σ, X ×H H) сечений расслоения, ас-
социированного с главным H-расслоением H над Σ,
задаваемым

c ∈ HdimΣ
(
Σ, πdim(Σ)−1(H)

)
. (1.6)

1.2. Квантовая механика

Случай Σ = S1, соответствующий конечномер-
ным квантовым моделям (в которых Σ одномерно),
был рассмотрен в работе [1]. В этом случае (X,ω)

является симплектическим многообразием, чья ком-
плексификация (XC, ωC) является алгебраической
интегрируемой системой

π : XC → UC ≈ C
r,

лагранжевы слои которой Ju = π−1(u) над общими
u ∈ UC являются поляризованными абелевыми мно-
гообразиями. Действие моделей St(Φ) дается выра-
жением

St(Φ) =

∮
Σ

d−1ωC −
r∑

k=1

tk

∮
uk (s) ds, (1.7)

в котором s ∼ s + 1 — параметр на Σ, uk — гло-
бальные координаты на U , являющиеся гамильто-
нианами интегрируемой системы, t – набор времен,
или обобщенных обратных температур. Функцио-
нальный интеграл (1.1) представляет след комплек-
сифицированного оператора эволюции:

Z�(t) = TrH exp−1

�

∑
k

tkĤk. (1.8)
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Обозначим через Ξ ⊂ U дискриминант системы,
т. е. множество сингулярных слоев Ju. Зафиксиру-
ем некоторую начальную точку u∗ ∈ U\Ξ и обозна-
чим через Γ группу монодромии, т. е. образ фунда-
ментальной группы, отвечающей выбору отмечен-
ной точки π1

(
UC\Ξ, u∗

)
в группу Sp(2r,Z)×Zf аф-

финных преобразований слоя H1(Ju∗ ,Z), сохраняю-
щих симплектическую структуру, заданную формой
пересечения (определяемой поляризацией).

В этом случае критические точки a классифи-
цируются орбитами [c] группы монодромии Γ клас-
сов гомологий c ∈ H1

(
π−1(u∗),Z

)
. Обозначим через

Γ[c] ⊂ Γ стабилизатор c, а через Ũ[c] = Ũ/Γ[c] — соот-
ветствующий фактор универсальной накрывающей.
Очевидно, что для любого целого n �= 0 имеет место
Ũn[c] = Ũ[c]. Обозначим через P := PH1(Ju∗ ,Z) мно-
жество примитивных классов гомологий (т. е. клас-
сов гомологий, которые не являются целыми крат-
ными других классов). Пусть Uρ = Ũρ, ρ ∈ P . Тогда
для n ∈ Z, t ∈ C

r определим суперпотенциал, явля-
ющийся голоморфной функцией на Uρ, с помощью
формулы

Wn,t = n

∮
ρ

d−1ωC −
r∑

k=1

tkuk . (1.9)

Множество

C =
⊔
ρ∈P

Cρ , Cρ ⊂ Uρ, (1.10)

наперстков Лефшеца квантованной алгебраической
интегрируемой системы можно представлять себе
как дискретное подмножество в

U =
⊔
ρ∈P

Uρ. (1.11)

Для ρ �= 0 множество Cρ является множеством кри-
тических точек суперпотенциала (1.9) на Uρ. Для
ρ = 0, когда U0 ≈ U , имеется тонкость. В этом
случае суперпотенциал является линейной комбина-
цией координатных функций uk, а значит, не име-
ет критических точек. Тем не менее, из физиче-
ских соображений мы должны включить в C мно-
жество Ξmax ⊂ Ξ максимально вырожденных сло-
ев, которые соответствуют вырожденным орбитам
гамильтонова векторного поля, отвечающего сумме∑

k tkuk, которая рассматривается как функция на
всем фазовом пространстве XC.

Имеется простая модификация задачи в случае
систем с симметриями, сохраняющими гамильтони-
аны hk. Вместо пространства петель F = LX и его

комплексификации FC = LXC надо, так же, как и
в (1.5), рассмотреть пространство твистованных пе-
тель

F[h] = { x(s) | 0 ≤ s ≤ 1 , x(1) = h · x(0)}

и его комплексификацию FC

[hc]
. Здесь [h] — класс со-

пряженности в группе H симплектических симмет-
рий X , [hc] — класс сопряженности в комплексной
группе HC симплектических голоморфных симмет-
рий XC. Поскольку действие группы сохраняет га-
мильтонианы, группа действует на слоях Ju. В слу-
чае, когда H является группой Ли, порожденной га-
мильтонианами, твистованный случай эквивалентен
нетвистованному с точностью до переопределения
времен t. Случай дискретной группы H очень инте-
ресен и не полностью описан в существующих пуб-
ликациях. Он может быть сведен к (1.9) с P , яв-
ляющимся пространством классов эквивалентноси
h-подкрученных петель на Ju.

1.3. Структура статьи

Мы рассматриваем двумерные полевые теории
со значениями в нечетномерных сферах S2m−1

или их фактор-пространствах по действию группы
U(1), являющихся комплексными проективными
пространствами CP

n−1. Комплексификация этих
пространств содержит, в качестве вещественных
сечений, другие интересные симметрические про-
странства такие, как пространства Лобачевского,
анти-де Ситтера и де Ситтера.

В разд. 2 мы вводим лагранжианы двумерных
сигма-моделей и их реализацию в терминах (линей-
ной) сигма-модели со связями и калибровочнымии
группами. Затем мы обсуждаем твистованные гра-
ничные условия и их комплексификацию. После это-
го мы представляем первые свидетельства возмож-
ности существования в двумерных сигма-моделях
аналога (1.9): в специальном классе неймановских
струнных решений предъявляются алгебраически
интегрируемые модели, а именно, модель Годена,
т. е. система Хитчина в роде нуль с проколами, как
в работе [2], но с иррегулярными сингулярностями.

В разд. 3 вводится основной инструмент нашего
анализа: комплексные ферми-кривые. Вначале мы
проанализируем построение ферми-кривой для ма-
лого возмущения постоянного потенциала уравне-
ния Шредингера и покажем, как резонансные двой-
ные точки разрешаются коэффициентами фурье по-
тенциала u(z, z̄).

В разд. 4 решается обратная задача восстанов-
ления потенциала u(z, z̄) оператора Шредингера по
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ферми-кривой конечного рода. Последние характе-
ризуются как кривые с дополнительной структурой:
голоморфной инволюцией, имеющей по крайней ме-
ре две неподвижные точки, и набором мероморфных
дифференциалов Ω, Ω± с заданными свойствами.

В разд. 5 оператор Шредингера −Δ + u свя-
зывается со своими решениями ψ, Δψ = uψ, так,
как предписывается уравнениями движения сиг-
ма-модели. Мы показываем, что наличие такой свя-
зи обеспечивается дополнительной структурой на
ферми-кривой: наличием некоторой мероморфной
функции E. Более того, мы находим суперпотенци-
ал W , критические точки которого соответствуют
дважды-периодическим решениям уравнений дви-
жения сигма-модели, и явно прослеживаем ана-
логию этого суперпотенциала с суперпотенциалом
(1.9) в квантово-механических моделях.

Раздел 6 содержит заключение и описание на-
правления будущих исследований. В частности, мы
обсуждаем возможности конечномерных приближе-
ний конфигурационного пространства полевых тео-
рий, мотивированных теорией алгебро-геометричес-
ких (или, что то же самое, конечнозонных) решений.

2. СИГМА-МОДЕЛИ

Предположим, что многообразие X , в котором
принимают значения поля модели, является рима-
новым многообразием с метрикой

g = gmn(X)dXmdXn.

Тогда действие St(Φ) сигма-модели задается как

St(Φ) =

∫
Σ

√
hhαβ gmn∂αX

m∂βX
n, (2.1)

где (Xm(z, z̄)) — координатная параметризация
отображения Φ : Σ → X , а t обозначает парамет-
ры, которые описываются ниже. Лагранжиан моде-
ли зависит лишь от конформного класса метрики

ds2Σ = habdξ
adξb, hab ∼ e2ψhab.

Пусть Σ — двумерный тор S1×S1. Обозначим че-
рез x, y вещественные координаты на Σ с периодами
1, т. е. x ∼ x+m, y ∼ y + n при m,n ∈ Z. Конформ-
ные структуры на Σ параметризуются комплексным
числом τ = τ1 + iτ2 с τ2 > 0 с помощью равенства

ds2Σ ∝ (dx+ τdy)(dx + τ̄y) = dzdz̄, (2.2)

в котором z = x + τy, z̄ = x + τ̄ y обозначают, соот-
ветственно, голоморфную и антиголоморфную ко-
оридинаты на Σ.

Ниже мы будем часто использовать обозначения
ωx = 1, ωy = τ для периодов и ω̄x = 1, ω̄y = τ̄ для
сопряженных величин.

Параметры t модели — это параметры конформ-
ной структуры

√
hhαβ на Σ, параметры метрики g и

параметры твистов. Последние возникают в тех слу-
чаях, когда метрика g допускает изометрии. Обозна-
чим через H группу симметрий g. Продеформируем
теорию с помощью плоской H-связности A:

St(Φ;A) =

∫
Σ

dz dz̄ gmn(∂zX
m +Aa

zV
m
a )×

× (∂z̄X
n +Aa

z̄V
n
a ), (2.3)

где Aadz + Āadz̄ — форма H-связности с a =

= 1, . . . , dimH , а Va ∈ Vect(X) — образующие H ,
действующие изометриями X . Из инвариантности
меры функционального интеграла относительно ло-
кальных преобразований отображения Φ : Σ → X ,
заданных изометриями H , следует, что корреляци-
онные функции зависят только от классов эквива-
лентности

A ∼ h−1Ah+ h−1dh.

В координатах x, y на Σ действие (2.3) имеет вид

St(Φ;A) =
1

τ2

∫
R2/Z2

dx dy L ,

L = gmn(X) (τ∇xX
m −∇yX

m) ×
× (τ̄∇xX

n −∇yX
n) ,

(2.4)

где

∇αX
m = ∂αX

m +Aa
αV

m
a (X), α = x, y . (2.5)

Для плоских H-связностей A,

dAa +
1

2
fa
bcA

b ∧Ac = 0 , (2.6)

статсумма (1.1) может быть представлена в гамиль-
тоновой форме:

Z(A; τ, τ̄ ) = TrHgx−twisted

(
gy q

H+ q̄H−
)
, (2.7)

где
q = e2πiτ ,

q̄ = e−2πiτ̄ ,

H± =
1

4π

(
Ĥ ± P̂

)
,

gx = P exp

1∫
0

dxAx,

gy = P exp

1∫
0

dy Ay

(2.8)
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— гамильтонианы и H-твисты, соответственно, а
Hgx−twisted обозначает пространство состояний си-
стемы, полученное квантованием пространства gx-
твистованных петель в пространстве X .

Интересным аспектом теорий с группой симмет-
рий H , имеющей нетривиальную фундаментальную
группу π1(H), является возможность наличия то-
пологически нетривиальных фонов при сохранении
условия плоскости фоновой связности A. Они нахо-
дятся во взаимно-однозначном соответствии с эле-
ментами c ∈ H2(Σ, π1(H)) (ср. (1.6)), известными
для конечных π1(H) как обобщенные классы Шти-
феля –Уитни. Для простой группы Ли H фунда-
ментальная группа π1(H) отождествляется с под-
группой центра Z(H̃) ее односвязного накрытия H̃ .
Топологически нетривиальный фон возникает при
исследовании функционального интеграла по про-
странству Fc сечений X-расслоений над Σ, ассоци-
ированных с главным H-расслоением P над Σ. По-
следнее может быть тривиализовано над дополнени-
ем Σ\Up малой окрестности Up точки p ∈ Σ и над
самой окрестностью Up. Класс гомотопии c ∈ π1(H)

задается петлей в H , т. е. отображением ∂Up → H ,
определяемым переходом между двумя тривиализа-
циями

P |Σ\Up
×H × Σ\Up

и
P |Up ≈ H × Up.

Таким образом, с одной стороны, функциональ-
ный интеграл по Fc может быть интерпретирован
как 1-точечная функция на торе для локального
оператора беспорядка Oc:

Zc(A; τ, τ̄ ) = TrHgx−twisted

(
Oc gy q

H+ q̄H−
)
. (2.9)

С другой стороны Pc поднимается до тривиального
расслоения Σ̃ × H̃ для некторой изогении Σ̃ → Σ.
Плоская H-связность на Σ может рассматриваться
как плоская H̃-связность на Σ̃, эквивариантная от-
носительно действия π1(H).

Классически, в качестве группы симметрий про-
является только группа H , поскольку она является
группой симметрий пространстваX , в котором при-
нимают значения поля. Тем не менее, квантово-ме-
ханически, группа H может действовать на гильбер-
товом пространстве теории проективно, т. е.H явля-
ется на самом деле представлением группы H̃ . Урав-
нение (2.9) является важным инструментом для ис-
следования этого расширения симметрии.

Например, таким образом можно явно продемон-
стрировать существование BPS солитонов в N = 2

суперсимметричной CP
N−1-сигма-модели (см. [3]),

которые преобразуются в фундаментальном пред-
ставлении ∧lCN группы H̃ = SU(N), а значит, гиль-
бертово пространство теории содержит возбужде-
ния, симметрия которых расширена.

2.1. Комплексификация

Cтатистическая сумма (2.7) допускает аналити-
ческое продолжение по параметрам q, q̄, gy. Это про-
должение соответствует взятию того же функцио-
нального интеграла по (твистованным) отображени-
ям Φ : Σ → X , но при соответствующей деформа-
ции действия (2.4), при которой параметры τ и τ̄ не
являются комплексно сопряженными друг другу, а
компонента связности Ay фонового поля становится
комплексной. При этом модулярная инвариантность
требует, чтобы компонента Ax также рассматрива-
лась как комплексное клибровочное поле. Коорди-
наты Xm полей в (2.4), естественно, также стано-
вятся комплексными.

Мы продолжим называть периоды ωα и ω̄α для
α = x, y сопряженными периодами. Сопряжение,
которое имеется в виду, соответствует симметрии
(x, y) �→ (x,−y) физического тора, а не (искусствен-
ному в данном контексте) комплексному сопряже-
нию.

Ниже мы обсудим геометрические аспекты комп-
лексификации полей Φ. Они являются отображени-
ями Σ в комплексификацию XC исходного многооб-
разия. В дальнейшем мы обсудим также аналитиче-
ское продолжение лагранжианов L сигма-моделей,
подкрученные граничные условия и уравнения дви-
жения. В заключение, мы проанализируем интерес-
ную редукцию уравнений движения O(N)- и CP

N−1-
моделей, так называемый анзац Неймана. Значи-
мость этого аназаца заключена в его алгебраической
интегрируемости. Мы покажем, что такие решения
для O(N)- и CP

N−1-моделей описываются в терми-
нах «иррегулярной версии» модели Хитчина рода
нуль и gl2-модели Годена с нулевым спином.

2.1.1. Комплексификация сфер и проективных
пространств

Хорошо известная тройка пространств RP
m,

CP
m, HP

m с симметриями O(m), U(m), Sp(m) имеет
интересные комплексификации.

Для векторного пространства L над полем k обо-
значим двойственное векторное пространство через
L∨. Для l ∈ L, p ∈ L∨ обозначим значение p на l
через p · l ∈ k.

Пусть V ≈ C
m+1 — комплексное евклидово про-

странство, т. е. комплексное векторное пространство
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с невырожденной симметрической формой g (·, ·).
Пусть W ≈ C

n+1 — комплексное векторное прост-
ранство и, наконец, пусть U ≈ C

2(n+1) — комп-
лексное симплектическое пространство, т. е. комп-
лексное векторное пространство с невырожденной
анти-симметрической формой ω(·, ·).

Имеют место (неканонические) изоморфизмы
U =W ⊕W∨ для любого лагранжева подпростран-
стваW ⊂ U и V =W⊕W∨ для любого максимально
изотропного подпространства W ⊂ V в случае чет-
ного n+ 1.

Пространство S(V ) векторов x ∈ V , таких
что g(x, x) = 1, является комплексификацией сфе-
ры Sm.

Комплексификацией PR(V ) пространства RP
m

является фактор-пространство векторов x ∈ V , та-
ких что g(x, x) = 1, по действию Z2 симметрии
x �→ −x.

Комплексификацией PC(W ) пространства
CP

m является фактор-пространство пар (ψ, ψσ),
ψ ∈ W,ψσ ∈W∨, таких что

ψσ · ψ = 1 , (2.10)

по действию C×

(ψ, ψσ) �→ (tψ, t−1ψσ), t ∈ C
× . (2.11)

Другими словами, PC(W ) является голоморфным
симплектическим фактором T ∗W//C×, соответ-
ствующим отображению моментов (2.10).

Комплексификацией PH(U) пространства HP
m

является фактор-пространство пар (u1, u2) в u1,2 ∈
∈ U , таких что

ω(u1, u2) = 1, (2.12)

по действию группы SL(2,C)

(u1, u2) �→ (au1 + bu2, cu1 + du2),

ad− bc = 1 .
(2.13)

2.1.2. Комплексификация: лагранжианы

Соответствующие лагранжианы, записанные в
терминах приведенных выше геометрических струк-
тур, имеют вид

LRPm =
1

2

∫
T2

√
h
(
hαβg(∂αx, ∂βx) +

+ (g(x, x)− 1)U ) ,

LCPm =

=
1

2

∫
T2

√
h
(
hαβDαψ

σ ·Dβψ+(ψσ·ψ−1)U
)
,

Dαψ
σ = ∂αψ

σ −Aαψ
σ ,

Dαψ = ∂αψ +Aαψ ,

LHPm =
εAB

4

∫
T2

√
h
(
hαβω (DαuA,DβuB) +

+ (ω(uA, uB)− εAB)U ) ,

Dαu1 = ∂αu1 +Aαu1 +Bαu2 ,

Dαu2 = ∂αu2 + Cαu1 −Aαu2 ,

(2.14)

где
ε12 = −ε21 = 1.

Лагранжиан

LRPn =

=

∫
T2

√
h

(
1

2
habg(∂ax, ∂bx)+ (g(x, x)− 1)U

)
(2.15)

S(V )-модели, которую мы в дальнейшем будем на-
зывать O(n + 1)-моделью, идентичен лагранжиа-
ну RP

m-модели. Различие моделей в калибровке.
В RP

n-модели решения (x(z, z̄)) и (−x(z, z̄)) отож-
дествляются. Необходимо также включить в модель
твистованные секторы [4], в которых

x(z + ωα, z̄ + ω̄α) = uαx(z, z̄),

где uα = ±1, α = 1, 2.

Для классической CP
m−1-модели требуется ре-

шить уравнения Эйлера–Лагранжа для LCPm−1 .
Требуется определенная аккуратность для форму-
лировки условий периодичности.

Пространство полей в CP
m−1-модели — это про-

странство отображений

F = Maps(Σ,CPm−1) =

= Maps
(
Σ,S2m−1/U(1)

)
, (2.16)

которое является фактор-пространством U(1) экви-
вариантных отображений

F = Maps
(
P,S2m−1

)U(1)
/GP (2.17)

U(1)-расслоений P над Σ в сферу S2m−1 по дейст-
вию калибровочной группы GP = Maps(Σ, U(1)).
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Множество связных компонент
π0Maps(Σ,CPm−1) является множеством топо-
логических классов расслоений P , которое при
n ≥ 2 изоморфно Z. В настоящей работе мы рас-
сматриваем только случай нулевого класса в Z, а
именно, P = Σ× U(1).

Соответствующее комплексифицированное про-
странство — это пространство отображений

ψ : Σ →W, ψσ : Σ →W∨,

удовлетворяющих подкрученным граничным усло-
виям

ψ(z + ωα, z̄ + ω̄α) = uα(z, z̄)ψ(z, z̄),

ψσ(z + ωα, z̄ + ω̄α) = uα(z, z̄)
−1ψσ(z, z̄)

для α = 1, 2, где uα(z, z̄) ∈ C×, профакторизованное
по соотношению

(ψ, ψσ) ∼
(
tψ, t−1ψσ

)
для любых двумерных периодических функций
t : Σ → C

×. Калибровочные поля Aα должны удов-
летворять подкрученным условиям периодичности

Aα(z + ωβ, z̄ + ω̄β) =

= Aα(z, z̄) + uβ(z, z̄)
−1∂αuβ(z, z̄) . (2.18)

Определение комплексификации HP
n-модели мы

оставляем в качестве упражнения.

2.1.3. Модели главного кирального поля

С общей точки зрения представляет интерес слу-
чай, когда многообразие X = G является компакт-
ной группой Ли. В этом случае так называемой мо-
дели главного кирального поля в качестве римано-
вой метрики на X берется G × G инвариантная мет-
рика

G = tr(g−1dg)2 . (2.19)

Группой симметрии модели главного кирального
поля является H = G × G.

2.1.4. Твистованные граничные условия и
комплексификация

Как отмечалось во Введении (см. также (2.3)),
простейший твист граничных условий соответствует
выбору плоской связности в главном H-расслоении
Pc над Σ. Для случая Σ ≈ S1×S1 это соответствует

выбору двух коммутирующих элементов hx, hy ∈ H ,
hxhy = hyhx, с точностью до общего сопряжения

(hx, hy) ≡ (h−1hxh, h
−1hyh), h ∈ H.

Для главного кирального поля X = G твистован-
ные граничные условия имеют вид

g(z + 1, z̄ + 1) = aLg(z, z̄)a
−1
R ,

g(z + τ, z̄ + τ̄ ) = bLg(z, z̄)b
−1
R ,

(2.20)

где aL,R, bL,R ∈ G могут быть одновременным сопря-
жением переведены в максимальный тор T ⊂ G.

Для X = S2m−1 коммутирующая пара общих
твистов hx, hy ∈ O(V ) задает разложение

V ⊗ C =W ⊕W∨,

при котором hx, hy представляются унитарными
коммутирующими операторами a, b ∈ GL(W ),
[a, b] = 0:

hx (ψ ⊕ ψσ) = a · ψ ⊕ ψσa−1 ,

hy (ψ ⊕ ψσ) = b · ψ ⊕ ψσb−1 ,

ψ ∈W , ψσ ∈ W∨,

g(ψ1 ⊕ ψσ1 , ψ2 ⊕ ψσ2 ) = ψσ2 · ψ1 + ψσ1 · ψ2 .

(2.21)

В случае X = S2m коммутирующая пара твистов
общего положения hx, hy ∈ O(2n + 1), hxhy = hyhx,
задает разложение

V ⊗ C =W ⊕W∨ ⊕ C,

такое что hx, hy могут быть представлены унитар-
ными операторами a, b ∈ U(W ), как в (2.21), и дей-
ствуют на C умножением на ±1. В этом случае мет-
рика на V имеет вид

‖ψ ⊕ ψσ ⊕ χ‖2g = 2ψσ · ψ + χ2. (2.22)

При комплексификации мы полагаем, что ψ, ψσ и
χ являются независимыми полями со значениями в
W , W∨ и C, соответственно. При этом a, b становят-
ся общими коммутирующими элементами GL(W ). В
настоящей работе мы рассматриваем только случай,
когда

a = diag(a1, . . . , an),

b = diag(b1, . . . , bn) ,
(2.23)

хотя случай жордановых клеток также представля-
ет интерес.

Для X = CP
m−1 граничные условия классифи-

цируются элементами

c = e
2πip
m ∈ Zm,
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вторым классом Штифеля –Уитни SU(m)/Zm рас-
слоения и парой hx, hy матриц из SU(m), таких что

hxhy = chyhx (2.24)

с точностью до общего сопряжения

hα ∼ h−1hαh, α = x, y, h ∈ SU(m).

Граничные условия имеют вид

ψ(z + ωα, z̄ + ω̄α) = hαe
iϕα(z,z̄)ψ(z, z̄) ,

ψσ(z + ωα, z̄ + ω̄α) = e−iϕα(z,z̄)ψσ(z, z̄)h−1
α ,

Aa(z + ωα, z̄ + ω̄α) = Aa(z, z̄) + i∂aϕ(z, z̄),

(2.25)

в котором eiϕα(z,z̄) является U(1)-значной функцией.
Обозначим l = gcd(p,m) и k = m/l. Тогда h1hk2 =

= hk2h1, а значит, на k-листном накрытии Σ̃ тора
Σ мы получим обычные твистованные граничные
условия. При комплексификации hx, hy становятся
обычными элементами GL(W ), коммутирующими с
точностью до элемента c центра, как в (2.24).

2.2. Уравнения движения при
комплексификации

Для O(N)-модели с четным N имеем

∂z∂z̄ψ = Uψ,

∂z∂z̄ψ
σ = Uψσ ,

U = −1

2
(∂zψ

σ · ∂z̄ψ + ∂z̄ψ
σ · ∂zψ) ,

ψσ · ψ = 1 ,

(2.26)

а для нечетного N

∂z∂z̄ψ = Uψ, ∂z∂z̄ψ
σ = Uψσ,

∂z∂z̄χ = Uχ ,

U = −1

2
(∂zψ

σ · ∂z̄ψ + ∂z̄ψ
σ · ∂zψ)− ∂zχ∂z̄χ ,

ψσ · ψ + χ2 = 1 .

(2.27)

В случае CP
N−1-модели комплексифицированные

уравнения движения имеют вид

− 1

2
(Dz̄Dz +DzDz̄)ψ + U ψ = 0 ,

− 1

2
(Dz̄Dz +DzDz̄)ψ

σ + U ψσ = 0 ,

(2.28)

где

Dz,z̄ψ = ∂z,z̄ψ +Az,z̄ψ,

Dz,z̄ψ
σ = ∂z,z̄ψ

σ −Az,z̄ψ
σ .

(2.29)

Калибровочные поля Aα и потенциал U выража-
ются в терминах решений ψ, ψσ, удовлетворяющих
условиям связи

ψσ · ψ = 1 , (2.30)

с помощью формул

Az,z̄ = −ψσ · ∂z,z̄ψ ,

U = −1

2
(Dzψ

σ ·Dz̄ψ +Dz̄ψ
σ ·Dzψ) .

(2.31)

Уравнения (2.31) калибровочно инвариантны.
Ниже мы часто будем использовать калибровку, в
которой Az̄ = 0.

2.3. Первые признаки алгебраической
интегрируемости

Пусть (x, y) — вещественные координаты на Σ.
Введем для O(N)-модели анзатц Неймана

ψ(x, y) = eixθf(y),

ψσ(x, y) = fσ(y)e−ixθ,
(2.32)

где f(y) ∈ W , fσ(y) ∈ W∨ для четных N , а для
нечетных N дополнительно χ(x, y) = χ(y) ∈ C. Для
CP

N−1-модели мы будем использовать тот же анзац
(2.32). Твист a имеет вид

a = eiθ . (2.33)

В случае O(N)-модели с четным N и в случае
CP

N−1-модели поля f(y) и fσ(y) связаны соотно-
шением

fσ · f = 1. (2.34)

Для O(N)-модели с нечетным N связь имеет вид

χ2(y) + fσ(y) · f(y) = 1. (2.35)

Подстановка анзаца в уравнения движения (ниже
производные ∂yΞ по y обозначаются через Ξ̇) для
O(N)-модели с четным N дает

f̈ =
(
τ̄ τθ2 − u(y)

)
f + 2iτ1θḟ ,

f̈σ = fσ
(
τ̄ τθ2 − u(y)

)
− 2iτ1ḟ

σθ,
(2.36)

где

u(y) ≡ −4τ22U = iτ1

(
fσθḟ − ḟσθf

)
+

+ τ τ̄ fσ · θ2f + ḟσ · ḟ . (2.37)
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Уравнения (2.36), (2.37) являются обобщением сис-
темы Неймана [5], которая линеаризуется на яко-
биане спектральной кривой [6]. Система (2.36) до-
пускает представление Лакса со спектральным па-
раметром, являющимся вариантом gl2-системы Хит-
чина в роде нуль с регулярными [2] и иррегулярны-
ми особенностями. Похожий анзац существует и для
CP

N−1-модели, которому также можно сопоставить
систему Хитчина для рода нуль.

Можно сделать два заключения. Во-первых, су-
ществуют решения сигма-моделей, которые описы-
ваются линейным движением на некоторых абеле-
вых многообразиях и которые аналогичны решени-
ям, возникающим в квантово-механическом случае.
Во-вторых, соответствующие абелевы многообразия
являются якобианами или приммианами некоторых
спектральных кривых. К сожалению, не видно ни-
какого простого обобщения анзаца Неймана для по-
лучения более общих решений сигма-моделей. Необ-
ходим другой подход.

Для N = 4 имеет место совпадение O(N)-мо-
дели и модели главного кирального поля с груп-
пой SU(2). Последняя, как и любая модель главного
кирального поля, допускает представление нулевой
кривизны, которое будет рассмотрено в работе [7].
Подход, который мы используем в настоящей рабо-
те для решения O(N)-модели, не использует пред-
ставления нулевой кривизны. Он представляет со-
бой развитие подхода, предложенного в работе [8] и
развитого в работе [9]. Этот подход естественно на-
звать построением интегрируемых линейных опера-
торов с самосогласованными потенциалами.

3. КОМПЛЕКСНАЯ ФЕРМИ-КРИВАЯ

Построение состоит из двух шагов. Сначала мы
параметризуем периодический линейный оператор
−Δ+u в терминах спектральной кривой и линейно-
го расслоения (дивизора) на ней. Спектральная кри-
вая Cu, которая называется комплексной ферми-кри-
вой, параметризует блоховские решения линейного
уравнения. Второй шаг состоит из характеризации
спектральных кривых, на которых существует на-
бор таких точек, что соответствующий им набор
блоховских решений удовлетворяет определенным
квадратичным соотношениям.

3.1. Периодические линейные операторы

В этом разделе мы представим первый шаг по-
строения. Для двумерной периодической функции

u : Σ → C рассмотрим блоховские решения уравне-
ния Шредингера, т. е. решения уравнения

∂∂̄ψ = u(z, z̄)ψ , (3.1)

такие что

ψ(z + 1, z̄ + 1) = aψ(z, z̄) ,

ψ(z + τ, z̄ + τ̄ ) = b ψ(z, z̄) .
(3.2)

Для заданного u = u(z, z̄) обозначим через

Cu ⊂ M = C
× × C

×

множество величин (a, b), для которых имеются ре-
шения уравнения (3.1), (3.2).

В работе [10] было доказано, что для общего
гладкого периодического потенциала множество Cu
является гладкой римановой поверхностью беско-
нечного рода. Более того, было доказано, что алгеб-
ро-геометрические потенциалы плотны в простран-
стве всех периодических потенциалов. Алгебро-гео-
метрическими называются потенциалы, для кото-
рых нормализация Cu аналитической кривой Cu, на-
зываемая ферми-кривой, имеет конечный род. Для
таких потенциалов Cu компактифицируется двумя
бесконечными точками P±. Уравнение Шрединге-
ра с любым комплексным потенциалом является
формально самосопряженным. Поэтому для любо-
го блоховского решения с множителями (a, b) ∈ Cu
существует двойственное решение ψσ с множителя-
ми (a−1, b−1) ∈ Cu. Другими словами, любая ферми-
кривая инвариантна относительно голоморфной ин-
волюции σ : Cu → Cu:

σ(a, b) := (a−1, b−1). (3.3)

Отметим, что неподвижные точки инволюции, от-
личные от бесконечных, существуют только тогда,
когда уровень E = 0 является собственным для (ан-
ти)периодической задачи для оператора H .

3.1.1. Модельный пример

Для мотивировки дальнейшего начнем с разбо-
ра простейшего примера, в котором потенциал пос-
тоянен, u(z, z̄) = u0 = const �= 0. Обозначим через
Λ, Λ̄ ⊂ C решетки периодов, которые в рамках ком-
плексифицированной постановки не предполагают-
ся комплексно-сопряженными:

Λ = {m+ nτ | m, n ∈ Z} ,
Λ̄ = {m+ nτ̄ | m, n ∈ Z} ,
Λ0 = Λ\{0} .

(3.4)
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Для κ = m+ nτ ∈ Λ0 определим

κ̄ = m+ nτ̄ ,

κ1 = m+ nτ1 ,

κ2 = nτ2 ,

(3.5)

и

Λ0,κ = Λ\{ 0, κ }. (3.6)

Для постоянного потенциала общее решение урав-
нения (3.1) имеет вид

ψ(z, z̄, ζ) = Υζ,u0 ≡ exp (ζz + u0ζ
−1z̄). (3.7)

Явная параметризация кривой Cu0 дается формула-
ми

a(ζ) = exp(ζ + u0ζ
−1) ,

b(ζ) = exp(ζτ + u0ζ
−1τ̄ ).

(3.8)

Кривая инвариантна относительно инволюции

σ : ζ → −ζ ,
a(−ζ) = a−1(ζ) ,

b(−ζ) = b−1(ζ).

(3.9)

Отображение (3.8) ферми-кривой Cu0 = C∗ в кри-
вую Cu0 является отображением нормализации: оно
взаимно-однозначно вне бесконечного числа пар то-
чек
(
ζ−κ,u0

, ζ+κ,u0

)
для κ ∈ Λ0, которые отображаются

в двойные точки

(aκ,u0 , bκ,u0) =
(
a(ζ±κ,u0

), b(ζ±κ,u0
)
)

кривой Cu0 . Здесь ζ±κ,u0
— решения уравнений

ζ+κ,u0
− ζ−κ,u0

=
πκ̄

τ2
,

ζ+κ,u0
ζ−κ,u0

=
κ̄

κ
u0 .

(3.10)

В явном виде

aκ,u0 = (−1)m exp
πκ1
τ2

Dκ,u0 ,

bκ,u0 = (−1)n exp
π(κτ̄ )1
τ2

Dκ,u0 ,
(3.11)

где

Dκ,u0 =

√
1+

4u0
uκ

,

ζ±κ,u0
=
πκ̄

2τ2
(Dκ,u0 ± 1) ,

uκ =
π2κκ̄

τ τ̄

(3.12)

и
κ1 := m+ nτ1 ,

(κτ̄ )1 := mτ1 + nτ τ̄ ,

(κτ̄ )2 := −mτ2.

(3.13)

3.1.2. Возмущение кривой

Обозначим через eκ, κ ∈ Λ, базисные дважды пе-
риодические функции:

eκ = exp

(
π

τ2
(κ̄z−κz̄)

)
= exp(2πi(mx+ny)). (3.14)

Тогда общий периодический потенциал может быть
представлен в виде

u = u0 + εv =
∑
λ∈Λ

u(λ)eλ, (3.15)

где u(λ) ∈ C. Будем считать, что εv = εv(z, z̄) — ма-
ленькое периодическое возмущение, т. е. u(λ) = εv(λ)

для λ ∈ Λ0 и u(0) = u0 + εv(0) для постоянной моды.
Обозначая Hu0 = −∂∂̄ + u0, получаем

Hu0 (eκΥζ,u0) = Eκ(ζ, u0) (eκΥζ,u0) , (3.16)

где

Eκ(ζ, u0) =
πκ

τ2ζ
(ζ + ζ+κ,u0

)(ζ − ζ−κ,u0
). (3.17)

То, что правая часть уравнения (3.17) равна нулю в
точках ζ = ∓ζ±κ,u0

, отражает равенство

eκΥζ−κ,u0
,u0

= Υζ+κ,u0
,u0
. (3.18)

Будем искать решения уравнения Шредингера

(Hu0 + εv) Ψζ,u0 = 0 (3.19)

в виде

Ψζ,u0 = Υζ,u0 +
∑
λ∈Λ0

ψ
(λ)
ζ,u0

(eλΥζ,u0) . (3.20)

Уравнение (3.19) эквивалентно системе квадратич-
ных уравнений:

v(κ) +
(
v(0) + ε−1Eκ(ζ, u0)

)
ψ
(κ)
ζ,u0

+

+
∑

λ∈Λ0,κ

v(λ)ψ
(κ−λ)
ζ,u0

= 0 ,

v(0) +
∑
κ∈Λ0

v(κ)ψ
(−κ)
ζ,u0

= 0 .

(3.21)

Будем решать уравнения (3.21) по теории возмуще-
ний для малых ε. Имеется два типа решений.

1. Вне двойных точек, т. е. ε� |ζ − ζ±κ,u| для всех
κ ∈ Λ. В этом случае решение (3.20) домини-
руется единственной плоской волной Υζ,u0 , по-
правки к которой имеют порядок ε:

ψ
(λ)
ζ,u0

= −ε v(λ)

Eλ(ζ, u0)
+ . . . , λ ∈ Λ0 , (3.22)
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а нулевая мода u(0) отличается от u0 на члены
порядка ε2:

u(0) = u0 − ε2
∑
κ∈Λ0

v(κ)v(−κ)

Eκ(ζ, u)
+ . . . (3.23)

Здесь и далее “ . . .” обозначает члены более вы-
сокого порядка по ε. Соответствующая часть
кривой Cu0 деформируется в кривую Cu:

a(ζ) = exp

(
ζ +

u(0)

ζ
+
τ2
π

×

×
∑
κ∈Λ0

u(κ)u(−κ)

(ζ + ζ+κ,u0)(ζ − ζ−κ,u0)
+ . . .

)
,

b(ζ) = exp

(
τζ + τ̄

u(0)

ζ
+
τ2τ̄

π
×

×
∑
κ∈Λ0

u(κ)u(−κ)

(ζ + ζ+κ,u0)(ζ − ζ−κ,u0)
+ . . .

)
.

(3.24)

2. В окрестности одной из двойных точек, т. е.
для выбранного κ ∈ Λ0 и выбранного знака
“+” или “−”, ζ = ζ+ или ζ = ζ−, где ζ± нахо-
дятся из уравнений

ζ+ − ζ− =
πκ̄

τ2
,

u−
ζ−

− u+
ζ+

=
πκ

τ2
,

(3.25)

эквивалентных

Υζ+,u+ = eκΥζ−,u− . (3.26)

Явным образом, при

u± = u± εy, u = u(0) − εx,

имеем

ζ± =
πκ̄

2τ2

(√
D2
κ,u+

4ε2y2

u2κ
−2εy

uκ
± 1

)
. (3.27)

Решение уравнения HΨ = 0 может быть най-
дено в виде

Ψ = ψ+Υζ+,u+ + ψ−Υζ−,u− +

+ ε
∑

λ∈Λ0,κ

χλeλΥζ−,u− , (3.28)

причем коэффициенты

ψ± = ψ±
0 +εψ

±
1 + . . . ,

χλ = χ
(λ)
0 +εχ

(λ)
1 + . . .

определяются из билинейных уравнений, кото-
рые в пределе ε→ 0 сводятся к

x2 − y2 = v(κ)v(−κ) (3.29)

и

ψ+ = t v(κ) = t̃ (x+ y) ,

ψ− = t (y − x) = −t̃ v(−κ) ,

χ(λ) = t
(x− y)v(λ) − v(λ−κ)v(κ)

Eλ(κ)
=

= t̃
v(λ)v(−κ) − (x+ y)v(λ−κ)

Eλ(κ)
,

λ ∈ Λ0,κ,

(3.30)

где t или t̃— произвольные нормирующие мно-
жители,

Eλ(κ) =
uκ
2λλ̄

(
2λλ̄ −

− κλ̄
(
1+Dκ,u(0)

)
−κ̄λ
(
1−Dκ,u(0)

))
. (3.31)

Часть кривой Cu в окрестности точки
(aκ,u0 , bκ,u0) в параметрах (x, y) имеет вид
(ср. (3.5), (3.13))

a(x, y)

aκ,u(0)

= 1 +
2πiε

τ2uκDκ,u(0)

×

×
(
κ2Dκ,u(0) y − κ1 x

)
+ . . . ,

b(x, y)

bκ,u(0)

= 1 +
2πiε

τ2uκDκ,u(0)

×

×
(
(κτ̄ )2Dκ,u(0) y − (κτ̄ )1x

)
+ . . .

(3.32)

Это параметрическое представление несингу-
лярной квадрики, которая при v(κ)v(−κ) → 0

вырождается в пару прямых, пересекающихся
в двойной точке (x, y) = (0, 0). Для

v(κ)v(−κ) �= 0

двойная точка разрешается.

Отметим, что разрешение двойных точек проис-
ходит одновременно для κ и −κ, поскольку пара-
метр в правой части (3.29) четен по κ. Можно про-
верить, что симметрия ζ �→ −ζ сохраняется во всех
порядках теории возмущений.
Замечание 3.1. Теория возмущений, развитая в
работе [10], имеет другую природу и применима к
конечным возмущениям. Для конечных возмуще-
ния кривая Cu оказывается «склеенной» из областей
трех, а не двух, как выше, типов. Третий тип отве-
чает резонансам более высокого порядка, которые
приходится рассматривать для конечных возмуще-
ний.

832



ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021 К вопросу о наперстках Лефшеца в сигма-моделях, I

4. АЛГЕБРАИЧЕСКИ-ИНТЕГРИРУЕМЫЕ
ПОТЕНЦИАЛЫ

Напомним, что алгебраически-интегрируемые
потенциалы были определены выше как потенциа-
лы, для которых соответствующая ферми-кривая
Cu имеет конечный род.

Теория двумерных операторов, интегрируемых
на одном уровне энергии, восходит к работе [11], в
которой была предложена алгебро-геометрическая
конструкция интегрируемых двумерных операторов
Шредингера в магнитном поле

H = −1

2
(DzDz̄ +Dz̄Dz) + U(z, z̄). (4.1)

Сдвиг потенциала U → U−E преобразует уравнение
Hψ = Eψ к виду Hψ = 0. Поэтому без ограничения
общности мы будем считать, что уровень энергии
нулевой.

Построения работы [11] основывались на по-
нятии двухточечной, двухпараметрической функ-
ции Бейкера –Ахиезера ψ(z, z̄, p), которая однознач-
но определялась гладкой алгебраической кривой Γ

рода g с двумя отмеченными точками P± и эффек-
тивным дивизором D = γ1 + . . .+ γg степени g. Для
функции Бейкера –Ахиезера и для потенциала опе-
ратораH были найдены явные формулы в терминах
тэта-функции Римана Γ.

В работах [12, 13] были найдены достаточные
условия, выделяющие среди общих алгебро-геомет-
рических данных{Γ, P±, D} данные, соответствую-
щие потенциальным операторам

H = −∂z∂z̄ + U(z, z̄) , (4.2)

т. е. операторам с нулевым магнитным полем. Соот-
ветствующие кривые — это кривые с голоморфной
инволюцией σ : Γ → Γ, имеющие в точности две точ-
ки P± = σ(P±). Требование на число неподвижных
точек было крайне существенным и для другого за-
мечательного результата Новикова и Веселова: со-
ответсвующие функции Бейкера –Ахиезера допус-
кают явные выражения в терминах тэта-функций
Прима.

В работе [14] конструкция Новикова и Весело-
ва была обобщена на случай, в котором выделен-
ный уровень энергии является собственным для (ан-
ти)переиодической задачи для оператора Шредин-
гера.

Пусть Γ является гладкой алгебраической кри-
вой рода g с инволюцией

σ : Γ �−→ Γ, σ ◦ σ = Id , (4.3)

имеющей n+ 1 пару

Γσ = {P±} ∪ {p(i)± | i = 1, . . . , n}

неподвижных точек

σ(P±) = P±,

σ(p
(i)
± ) = p

(i)
± .

(4.4)

Зафиксируем в окрестности двух из этих неподвиж-
ных точек P± локальные координаты k−1

± (p), такие
что k−1

± (P±) = 0, которые предполагаются нечетны-
ми относительно σ, т. е.

k±(σ(p)) = −k±(p). (4.5)

В дальнейшем фактор-кривая Γ/σ будет обозна-
чаться через Γ0. Проекция

π : Γ �−→ Γ0 = Γ/σ (4.6)

представляет кривую Γ как двулистное накрытие
кривой Γ0, ветвящееся в точках Γσ. В таком пред-
ставлении инволюция σ соответствует перестанов-
ке листов накрытия. Из формулы Римана – Гурвица
следует, что род кривой Γ равен

g = 2g0 + n, (4.7)

где g0 — род кривой Γ0.
Рассмотрим абелев интеграл третьего рода dΩ на

Γ0 с полюсами только в неподвижных точках инво-
люции, вычеты в которых удовлетворяют соотноше-
ниям

ResP± dΩ = ±1,

Res
p
(i)
+

dΩ = −Res
p
(i)
−
dΩ.

(4.8)

Число нулей дифференциала dΩ равно 2(g0 + n) =

= g + n. Обозначим их через γ0s , s = 1, . . . , g + n,
т. е.

dΩ(γ0s ) = 0. (4.9)

Выберем для каждого s точку γs на Γ такую, что

π(γs) = γ0s , s = 1, . . . , g + n (4.10)

(число таких выборов равно 2g+n). Ниже
γ1, . . . , γg+n будет называться допустимым ди-
визором.
Лемма 4.1. (см. [14]) Для допустимого дивизо-
ра общего положения D существует единственная
функция Бейкера –Ахиезера ψ(z, z̄, p), p ∈ Γ, такая
что

17 ЖЭТФ, вып. 4
833



И. Кричевер, Н. Некрасов ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021

(i) ψ мероморфна на Γ\P± и имеет не более чем
простые полюса в точках γs (если они различны);

(ii) в окрестности точки P± функция ψ имеет
вид

ψ = exp

(
1

2
k±(z + z̄ ± z ∓ z̄)

)
×

×
(
1 +

∞∑
s=1

ξ±s (z, z̄)k
−s
±

)
, k± = k±(p); (4.11)

(iii) ее значения в точках p
(i)
± удовлетворяют

уравнению

ψ(z, z̄, p
(i)
+ ) = ψ(z, z̄, p

(i)
− ). (4.12)

Напомним стандартные факты об многообразии
Прима и тэта-функции Прима.

Существует базис a- и b-циклов на Γ с канониче-
ской матрицей пересечений:

ai · aj = bi · bj = 0,

ai · bj = δij ,

на котором действие σ имеет вид

σ(ai) = ai+g0 ,

σ(bi) = bi+g0 ,

i = 1, . . . , g0,

(4.13)

и
σ(ai) = −ai,
σ(bi) = −bi,

i = 2g0 + 1, . . . , 2g0 + n = g .

(4.14)

Рассмотрим базис голоморфных дифференциалов
dωi на Γ, нормированных так, что∮

aj

dωi = δji , 1 ≤ i, j,≤ g, (4.15)

и определим базис нечетных дифференциалов

dui = dωi − dωi+g0 , i = 1, . . . , g0 , (4.16)
dui = 2dωi+g0 , i = g0 + 1, . . . , g0 + n , (4.17)

σ∗(duj) = −duj. Они называются нормированными
голоморфными дифференциалами Прима. Заметим,
что при n > 0 число g0 + n этих дифференциалов
больше, чем половина рода g кривой Γ. Обозначим
вектор нормированных дифференциалов Прима че-
рез

du = (duj)
g0+n
j=1 . (4.18)

Матрица Π ∈ Mat(g0+n)×(g0+n)(C) b-периодов
дифференциалов Прима

Πkj =

∮
bk

duj , 1 ≤ k, j ≤ g0 + n , (4.19)

симметрична, имеет положительно-определенную
мнимую часть и определяет тэта-функцию Прима

θ(z) = θ(z|Π) :=

=
∑

m∈Zg0+n

exp (2πi(z,m) + πi(Πm,m)) , (4.20)

где для z ∈ C
g0+n

(z,m) = m1z1 + . . .+mg0+nzg0+n . (4.21)

Тэта-функция имеет следующие свойства монодро-
мии:
для

m,n ∈ Z
g0+n (4.22)

выполняется

θ(z +m+Πn|Π) =

= θ(z|Π) exp (−2πi(z,n)− πi(n,Πn)) . (4.23)

Лемма 4.2. (см. [14]) Функция Бейкера –Ахиезера
в Лемме 4.1 равна

ψ(z, z̄, p) =
θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z) θ(Z)

θ(zU+ + z̄U− + Z) θ(A(p) + Z)
×

× exp (zΩ+(p) + z̄Ω−(p)). (4.24)

Здесь
(i)

A(p) =

p∫
P−

du ∈ C
g0+n/Zg0+n ⊕ΠZ

g0+n;

(ii)

Ω±(p) =

p∫
P∓

dΩ±,

где dΩ± — единственный мероморфный дифферен-
циал на Γ, нормированный условиями∮

aj

dΩ± = 0 , j = 1, . . . , g0 + n , (4.25)

с единственным полюсом (второго порядка) в P±
вида

dΩ± =
(
1 +O(k−2

± )
)
dk± , p→ P± ; (4.26)
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(iii) координаты векторов

U± = (U j±)
g
j=1 ∈ C

g

равны

U j± =
1

2πi

∮
bj

dΩ± , j = 1, . . . , g0 + n ; (4.27)

(iv) вектор

Z ∈ C
g0+n/Zg0+n ⊕ΠZ

g0+n

параметризует допустимые дивизоры,

g+n∑
s=1

A(γs) + Z ∈ Z
g0+n ⊕ΠZ

g0+n , (4.28)

(напомним, что dΩ(π(γs)) = 0).
Замечание 4.3. Определение абелева интеграла
Ω− нуждается в уточнении, поскольку дифферен-
циал dΩ− имеет полюс в точке P−. Под интегралом
dΩ− мы подразумеваем выбор в окрестности P− вет-
ви Ω− = k−+O(k−1

− ), а затем ее аналитическое про-
должение вдоль пути. Предполагается, что пути в
определении A(p) и Ω±(p) одни и те же.
Теорема 4.4. (см. [14])Функция Бейкера –Ахиезера
ψ(z, z̄, p), заданная формулой (4.24), удовлетворяет
уравнению

(∂z∂z̄ − u(z, z̄))ψ(z, z̄, p) = 0 (4.29)

с потенциалом

u(z, z̄) = ∂z̄ξ
+
1 = ∂zξ

−
1 =

= 2∂z∂z̄ ln θ(zU
+ + z̄U− + Z). (4.30)

Таким образом, данные (Γ, σ, P±, k±,Ω) опреде-
ляют потенциал u(z, z̄) оператора Шредингера. В
случае, когда этот потенциал периодичен, его фер-
ми-кривая и кривая Γ совпадают, Cu = Γ.

5. УСЛОВИЯ САМОСОГЛАСОВАНИЯ

5.1. Самосогласованные потенциалы:
появление функции E

Предположим, что на кривой Γ0 существует ме-
роморфная функция E(q) с m простыми полюсами.
Обозначим их через

q(j) ∈ Γ0, j = 1, . . . ,m,

а их прообразы на Γ — через

{q(j)+ , q
(j)
− = σ(q

(j)
+ )} = π−1(q(j)).

Прообраз π∗E функции E является четной относи-
тельно σ мероморфной функцией на Γ, которую мы
будем также обозначать через E: E ◦ σ = E. Введем
«времена» T±

n , разлагая E в точке P± по локальной
координате k−1

± :

E(p) = E± +

∞∑
n=1

T±
n k±(p)

−2n, p→ P± . (5.1)

Пусть ψ(z, z̄, p) — функция Бейкера –Ахиезера
(4.24) на Γ. Определим (N = n + 2m)-мерный
вектор

x(z, z̄) = χ⊕ ψ ⊕ ψσ,

χ ∈ C
n, ψ ∈ C

m, ψσ ∈ C
m,

следующим образом:

χ(z, z̄) =
(
ri ψ(z, z̄, p

(i)
± )
)n
i=1

,

ψ(z, z̄) =
(
rj ψ(z, z̄, q

(j)
+ )
)m
j=1

,

ψσ(z, z̄) =
(
rj ψ(z, z̄, q

(j)
− )
)m
j=1

,

(5.2)

где

r2i := −
E(p

(i)
+ )− E(p

(i)
− )

E+ − E−
Res

p
(i)
+

dΩ,

i = 1, . . . , n,

r2j := − 1

2(E+ − E−)
Resq(j) E dΩ ,

j = 1, . . . ,m.

(5.3)

Замечание 5.1. Заметим, что первое из уравнений
(5.3) может быть записано в виде

r2i := −
Res

p
(i)
+

E dΩ +Res
p
(i)
−
E dΩ

E+ − E−
, (5.4)

подчеркивающем роль дифференциала E dΩ.
Теорема 5.2. Вектор x(z, z̄) ∈ C

N удовлетворяет
уравнениям

g(x, x) ≡
n∑
i=1

χ2
i +

m∑
j=1

ψjψ
σ
j = 1 , (5.5)

g (∂zx, ∂z̄x) = −u(z, z̄), (5.6)

где u — потенциал соответствующего оператора
Шредингера. Кроме того, для компонент Tzz, Tz̄z̄
классического тензора напряжений имеют место
равенства

g (∂zx, ∂zx) = T+
1 ,

g (∂z̄x, ∂z̄x) = T−
1 ,

(5.7)
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а для токов высших спинов — равенства

g
(
∂2zx, ∂

2
zx
)
= T+

2 + T+
1 v

+,

g
(
∂2z̄x, ∂

2
z̄x
)
= T−

2 + T−
1 v

−,
(5.8)

где

∂z̄v
+ = uz, ∂zv

− = uz̄. (5.9)

Доказательство. Рассмотрим дифференциал

dΩ[0,0] := ψψσE dΩ , (5.10)

где

ψσ(z, z̄, p) = ψ(z, z̄, σ(p)) . (5.11)

Так как, по предположению, локальные координаты
k−1
± в окрестностях точек P± нечетны относитель-
но σ, то экспоненциальные особенности первых двух
множителей в (5.10) сокращают друг друга. Более
того, из определения допустимых дивизоров следу-
ет, что полюса ψ и ψσ = σ∗ψ сокращаются нулями
dΩ. Следовательно, дифференциал dΩ[0,0] является
четным относительно σ мероморфным дифференци-
алом на Γ с полюсами в точках, где dΩ или функция
E имеют полюса, т. е. в точках

Γσ ∪ { q(j)± | j = 1, . . . ,m } . (5.12)

Сумма вычетов dΩ[0,0] равна нулю. Явно выписы-
вая выражения для вычетов dΩ[0,0], получим (5.5).
Уравнение (5.6) является прямым следствием (5.5)
и (4.29). Его можно получить непосредственно, рас-
сматривая вычеты дифференциала

(∂zψ∂z̄ψ
σ + ∂z̄ψ∂zψ

σ)E dΩ.

Для доказательства (5.7) достаточно воспользо-
ваться равенством нулю вычетов дифференциала

dΩ[1,1] = ∂zψ∂zψ
σE dΩ.

Уравнение (5.8) следует из рассмотрения вычетов
дифференциала

dΩ[2,2] = (∂2zψ)(∂
2
zψ

σ)E dΩ.

�

5.2. Условия периодичности

Алгебро-геометрический потенциал u(z, z̄) пери-
одичен по обеим переменным тогда и только тогда,

когда дополнительно выполнены g + n = 2(g0 + n)

условий:

U+ +U− = m+Π · m̃, m, m̃ ∈ Z
g0+n ,

τU+ + τ̄U− = l+Π · l̃, l, l̃ ∈ Z
g0+n .

(5.13)

Если эти условия выполнены, то кривая Γ отобра-
жается в M = C

× × C×, (ср. (3.2)):

μ : Γ → Cu ⊂ M , μ : p �→ (a(p), b(p)),

a(p) = exp (Ω+(p) + Ω−(p)− 2πi(A(p), m̃)),

b(p) = exp (τΩ+(p) + τ̄Ω−(p)− 2πi(A(p), l̃)).

(5.14)

Выражения (5.14) хорошо определены (однознач-
ны на кривой), поскольку A-периоды дифференци-
алов dΩ± нулевые, а дифференциалов (dA(p), m̃),
(dA(p), l̃) — целочисленны. В то же время B-перио-
ды дифференциалов

dα := dΩ+(p) + dΩ−(p)− 2πi(dA(p), m̃) , (5.15)

dβ := τdΩ+(p) + τ̄ dΩ−(p)− 2πi(dA(p), l̃) (5.16)

являются координатами векторов 2πim и 2πil, соот-
ветственно.

Отметим, что в том случае, когда дифференциал
u(z, z̄) дважды периодичен, соответствующая функ-
ция Бейкера –Ахиезера является блоховским реше-
нием уравнения Шредингера, т. е.

ψ(z + 1, z̄ + 1, p) = a(p)ψ(z, z̄, p) , (5.17)
ψ(z + τ, z̄ + τ̄ , p) = b(p)ψ(z, z̄, p). (5.18)

Для доказательства этих равенств достаточно про-
верить, что их правые и левые части имеют одина-
ковые аналитические свойства на Γ.

Локально гладкая алгебраическая кривая рода g
с инволюцией, имеющая 2n+2 неподвижных точек,
однозначно определяется фактор-кривой и набором
2n + 2 точек на ней. Следовательно, размерность
пространства таких кривых равна 3g0+2n− 1. Век-
торы U±, определенные выше, зависят от выбора
первого ростка локальных координат k−1

± в окрест-
ностях отмеченных точек P±. Таким образом, общее
число параметров равно 3g0 + 2n + 1. При фикси-
рованных целочисленных векторах l, l̃,m, m̃ уравне-
ния (5.13), число которых равно 2(g0+n), определя-
ют (локально) подмногообразие размерности g0 +1,
если оно непусто.

Множество Sg0,n кривых Γ, удовлетворяющих
условиям периодичности для некоторых целочис-
ленных векторов l, l̃,m, m̃, является объединением
связных компонент:

Sg0,n =
⋃
I

Sg0,nI . (5.19)

836



ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021 К вопросу о наперстках Лефшеца в сигма-моделях, I

Локальные координаты на Sg0,n могут быть опре-
делены аналогично тем, которые используются для
кривых Зайберга –Виттена, а именно

A0 = ResP+αdβ,

Ai =

∮
ai+ag0+i

α dβ ,

i = 1, . . . , g0.

(5.20)

Отметим, что, хотя абелев интеграл α(p) многозна-
чен, выражения (5.20) хорошо определены. Действи-
тельно, сдвиг α на константу не меняет A0, так как
вычеты dβ нулевые. Этот сдвиг не меняет и вели-
чины Ai, так как дифференциал dβ нечетен относи-
тельно σ, в то время как ai+ag0+i является четным
циклом.

Из определения (4.16) дифференциалов Прима
следует (ср. (5.14))

a(p
(i)
+ ) = a(p

(i)
− ) ,

b(p
(i)
+ ) = b(p

(i)
− ).

(5.21)

При выполнении условий периодичности координа-
ты вектора x = χ⊕ ψ ⊕ ψσ имеют следующие свой-
ства монодромии:

χi(z + 1, z̄ + 1) = aiχi(z, z̄),

a2i = a2(p
(i)
± ) = 1,

χi(z + τ, z̄ + τ̄ ) = biχi(z, z̄),

b2i = b2(p
(i)
± ) = 1,

(5.22)

здесь i = 1, . . . , n, в то время как

ψ(z + 1, z̄ + 1) = aψ(z, z̄) ,

ψσ(z + 1, z̄ + 1) = ψσ(z, z̄) a−1,

ψ(z + τ, z̄ + τ̄ ) = b ψ(z, z̄) ,

ψσ(z + τ, z̄ + τ̄) = ψσ(z, z̄) b−1 ,

(5.23)

где

a±1 = diag
(
a(q

(1)
± ), . . . , a(q

(m)
± )
)
,

b±1 = diag
(
b(q

(1)
± ), . . . , b(q

(m)
± )
)
.

(5.24)

5.3. Почему функция E существует?

Существование мероморфной функции E с опре-
деленными аналитическими свойствами на спек-
тральной кривой Γ оператора −Δ + u приводит к
тому, что потенциал u оператора может быть квад-
ратичным образом выражен в терминах решений.

Целью настоящего раздела является доказатель-
ство того, что для случая гладких спектральных
кривых существованиефункции E является не толь-
ко достаточным, но и необходимым. Другими слова-
ми, доказательство того, что предложенное постро-
ение дает все решения рассматриваемой проблемы,
для которых спектральная кривая является глад-
кой.

Напомним, что линейное уравнение (3.1) полу-
чается при вариации лагранжиана (2.15) по пере-
менной x. Твистованные граничные условия накла-
дывают ограничения на множитель Лагранжа U =

= u(z, z̄): соответствующая ферми-кривая в про-
странстве M блоховских множителей (известного
также как пространство модулей плоских C

×-связ-
ностей) должна проходить через набор точек M±

j =

=
(
a±1
j , b±1

j

)
, определяемых параметрами твистов.

В отсутствие твистов (ai = bi = 1) это эквива-
лентно нетривиальному нелокальному условию то-
го, что нуль является собственным значением опе-
ратора Шредингера кратности не менее N .

Зафиксируем параметры твистов:

a = (aj)
n+m
j=1 ,

b = (bj)
n+m
j=1 ,

(5.25)

где
a2i = b2i = 1,

i = m+ 1, . . . , n+m,
(5.26)

и обозначим через Ua,b u(z, z̄) множество потенциа-
лов, для которых сформулированное выше условие
выполнено, т. е.

Ua,b :=
{
u |
(
a(q±j ), b(q

±
j )
)
=

= (a±1
j , b±1

j ) ∈ Cu , j = 1, . . . , n+m
}
. (5.27)

Оно стратифицировано конечномерными многооб-
разиями Un,g0a,b , открытые области которых образуют
потенциалы, построенные выше, где g0 — род фак-
тор-кривой Γ0 := Γ/σ, а #Γσ = 2(n + 1) — число
неподвижных точек инволюции.

Размерность многообразия Un,g0a,b равна

dim Un,g0a,b = (g0 + 1−m) + (g0 + n). (5.28)

Первое слагаемое в правой части (5.28) — размер-
ность многообразия спектральных кривых Sg0,n,
проходящих через 2m нетривиальных параметра
подкрутки a±1

j , b±j , j = 1, . . . ,m. Второе слагае-
мое — это размерность соответствующего многооб-
разия Прима.
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Характеризация касательного пространства к
бесконечномерному пространству Ua,b в простран-
стве всех потенциалов u операторов Шредингера на
Σ дается следующей леммой.
Лемма 5.3. Вариация δu(z, z̄) принадлежит ка-
сательному пространству TuUa,b к потенциалу
u ∈ Ua,b тогда и только тогда, когда выполнены
уравнения∫

Σ

δu(z, z̄)ψj(z, z̄)ψ
σ
j (z, z̄)dz dz̄ = 0, (5.29)

где
ψj(z, z̄) := ψ(z, z̄, q

(j)
+ ),

ψσj (z, z̄) := ψ(z, z̄, q
(j)
− ).

Доказательство. Варьируя уравнение (3.1), полу-
чим

(∂∂̄ − u)δψj = δuψj . (5.30)

По предположению, вариация δψj имеет те же бло-
ховские множители (aj , bj), что и ψj . Умножая
обе части (5.30) на двойственное решение ψσj урав-
нения (3.1), которое имеет блоховские множите-
ли (a−1

i , b−1
i ), и усредняя потом по Σ, мы полу-

чим (5.29). �
Вариация лагранжиана по u дает уравнение

∫
Σ

δu(z, z̄)

⎛⎝1−∑
j

ψjψ
σ
j

⎞⎠ dz dz̄ = 0. (5.31)

Учитывая (5.29), мы приходим к выводу, что реше-
ния сигма-модели соответствуют критическим точ-
кам функционала

〈u〉 :=
∫
Σ

u(z, z̄) dz dz̄ , (5.32)

ограниченного на множество Ua,b.
Теорема 5.4. Потенциал u(z, z̄) ∈ Ua,b с глад-
кой ферми-кривой Cu ∈ Sg0,n является критичес-
кой точкой функционала (5.32), ограниченного на
Ua,b тогда и только тогда, когда на фактор-кривой
Cu,0 = Cu/σ существует мероморфная функция E

с простыми полюсами в точках qj ∈ Cu,0, j =

= 1, . . . ,m.
Доказательство. Начнем с доказательства того,
что функционал (5.32) совпадает с первой коорди-
натой A0 на Sg0,n, определенной (5.20). Точнее,

〈u〉 = A0 = ResP+αdβ. (5.33)

Из (5.17) непосредственно следуют выражения для
первых коэффициентов разложения дифференциа-
лов dα и dβ в точке P+,

dα = dk+

(
1 +

∞∑
s=1

αs k
−s−1
+

)
,

dβ = dk+

(
τ +

∞∑
s=1

βs k
−s−1
+

)
,

(5.34)

в терминах первых коэффициентов разложения
(4.11) функции Бейкера –Ахиезера

α1 = ξ1(z, z̄)− ξ1(z + 1, z̄ + 1) ,

β1 = ξ1(z, z̄)− ξ1(z + τ, z̄ + τ̄).
(5.35)

По определению, коэффициенты α1, β1 не зависят
от (z, z̄). Тогда из (5.35) следует равенство

A0 = τα1 − β1 =

∮
∂Σ

ξ1dz =

=

∫
Σ

∂z̄ξ1dz ∧ dz̄ , (5.36)

из которого, в силу (4.30), следует (5.33).
Рассмотрим теперь дифференциал δα dβ. По-

скольку периоды dα постоянны, этот дифференциал
является однозначным четным мероморфным диф-
ференциалом на ферми-кривой с не более чем прос-
тыми полюсами в отмеченных точках P±. Из (5.20)
следует, что он имеет вид

δαdβ = δA0 π
∗(dΩ±) +

g0∑
i=1

δAi π
∗(dωi), (5.37)

где dωi — нормированные голоморфные дифферен-
циалы на C(0)

u = Cu/σ, Ω± — нормированный диф-
ференциал третьего рода с простыми полюсами и
вычетами ±1 в отмеченных точках, а π : Cu → C(0)

u

проекция.
Предположим, что u(z, z̄) является критической

точкой функционала (5.32). Тогда из (5.33) и (5.37)
следует, что δαdβ является голоморфным диффе-
ренциалом на Cu. Он равен нулю в точках qj для всех
вариаций касательных к многообразию спектраль-
ных кривых Sg0,na,b потенциалов u ∈ Ug0,nab , так как
при таких вариациях (aj , bj) остаются постоянны-
ми. Отсюда следует, что размерность пространства
голоморфных дифференциалов на Cu, равных нулю
в m точках qj , равна размерности Sg0,na,b , т. е. равна
g0 +1−m. Тогда из теоремы Римана –Роха следует,
что размерность пространства функций, имеющих
не более чем простые полюсы в точках qj , равна

m+ (g0 + 1−m)− g0 + 1 = 2.
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Это пространство всегда содержит константы. Сле-
довательно, на Cu существует непостоянная функ-
ция E с полюсами в точках qj . �

5.4. Суперпотенциал и черты геометрии
Зайберга –Виттена

Переформулируем доказанное выше утверж-
дение в форме, аналогичной (1.9). Множества Sg0,nI

аналогичны компонентам Uρ в квантово-механичес-
ком случае. Функционал

〈u〉 = A0 = ResP+αdβ

является аналогом суперпотенциала W . Более того,
деформируя контур вокруг P+ таким образом, что
он обходит разрезы и сингулярности αdβ, его можно
сделать еще более похожим на (1.9).

5.5. Обсуждение: от O(3)-модели к
приводимым спектральным кривым

Приведенное выше построение дает решения
подкрученной O(N)-сигма-модели с N = n+2m, где
m — число полюсов мероморфной функции E на Γ0.
По предположению, E не является постоянной, т. е.
m ≥ 1. При фиксированных m > 1 и n решения
индексируются родом g0 фактор-кривой и точкой
I множества связных компонент соответствующих
спектральных кривых (5.19). При этом мы получа-
ем все решения для случая четных N и некоторые
классы решений для нечетных N .

Случай N = 3 выделен. Для него имеется толь-
ко одна возможность: n = 1 и m = 1. Равенство
m = 1 означает что фактор-кривая является раци-
ональной, т. е. Γ0 = CP

1, а значит, g0 в этом случае
принимает только одно значение, g0 = 0. Поскольку
n = 1, кривая Γ является двулистным накрытием Γ0

с четырьмя точками ветвления. Значит, Γ является
эллиптической кривой. Следовательно, соответству-
ющие решения одномерны: они зависят только от
линейной комбинации Uz + Ū z̄, где U, Ū — констан-
ты.

Это наблюдение привело авторов к необходимос-
ти дальнейших обобщений конструкции Новико-
ва –Веселова на случай приводимых спектральных
кривых. Как показано в работе [7], такое обобщение
позволяет построить для любого нечетного N ана-
логи инстантонных решений O(3)-модели, для кото-
рых компоненты Tzz, Tz̄z̄ тензора энергии-импульса
равны нулю. Точнее, в работе [7] доказывается, что
построенные по приводимым спектральным кривым
потенциалы оператора Шредингера удовлетворяют

условиям самосогласования для O(2m+n)-модели с
нечетным n и любым m. Более того, показано, что
для соответствующих потенциалов задача выделе-
ния периодических решений эффективно решается в
терминах спектральных кривых эллиптической сис-
темы Калоджеро –Мозера.

5.6. Ферми-кривые в CP
N−1-модели

Понятие комплексной ферми-кривой для перио-
дического двумерного оператораШредингера в маг-
нитном поле (см. [11]) может быть введено аналогич-
но потенциальному случаю, если поток магнитно-
го поля нулевой, т. е. в случае тривального главного
U(1)-расслоения P или C

×-расслоения PC.
Пусть Γ — гладкая алгебраическая кривая ро-

да g с фиксированными локальными координата-
ми k−1

± двух отмеченных точек P±. Тогда для каж-
дого неспециального эффективного дивизора D =

= γ1 + . . .+ γg на Γ существует единственная функ-
ция Бейкера –Ахиезера ψ(z, z̄, p), такая что:

(i) как функция p ∈ Γ она мероморфна на Γ вне
отмеченных точек P± с дивизором полюсов D;

(ii) в окрестностях отмеченных точек она имеет
вид (4.11), т. е.

ψ = exp

(
1

2
k±(z + z̄ ± z ∓ z̄)

)
×

×
( ∞∑
s=0

ξ±s (z, z̄)k
−s
±

)
,

k± = k±(p);

(iii) она нормирована условием

ξ+0 (z, z̄) = 1. (5.38)

Теорема 5.5. (см. [11]) Определенная выше функ-
ция Бейкера –Ахиезера удовлетворяет уравнению

(−∂z∂z̄ +Az(z, z̄)∂z̄ + U(z, z̄))ψ(z, z̄, p) = 0, (5.39)

где

Az = ∂z ln ξ
−
0 ,

U = ∂z̄ξ
+
1 .

(5.40)

Замечание 5.6. Нормировка (5.38) функции Бей-
кера –Ахиезера соответствует выбору калибровки,
при которой Az̄ = 0.
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5.6.1. Двойственная функция
Бейкера –Ахиезера

Для эффективного неспециального дивизора D
степени g определим двойственный дивизор Ď с по-
мощью уравнения

D + Ď = K + P+ + P−, (5.41)

где K — канонический класс. Другими словами, для
неспециального дивизора D степени g существует
единственный мероморфный дифференциал dΩ с
простыми полюсами в точках P±, вычеты в кото-
рых равны ∓1, такой что dΩ(γs) = 0. Общее число
нулей dΩ равно 2g. Точки γ+s — это дополнительные
нули dΩ.

По определению, двойственная функция Бей-
кера –Ахиезера — это единственная функция
ψσ(z, z̄, p), такая что:

(i) как функция p ∈ Γ она мероморфна на Γ вне
отмеченных точек P± с дивизором полюсов Ď;

(ii) в окрестностях отмеченных точек она имеет
вид

ψσ = exp

(
−1

2
k±(z + z̄ ± z ∓ z̄)

)
×

×
( ∞∑
s=0

ξ̌±s (z, z̄)k
−s
±

)
, k± = k±(p); (5.42)

(iii) она нормирована условием

ξ̌+0 (z, z̄) = 1. (5.43)

Аргументы, аналогичные использованным в ра-
боте [11], доказывают, что двойственная функция
Бейкера –Ахиезера удовлетворяет уравнению(

−∂z∂z̄+Ǎz(z, z̄)∂z̄+Ǔ(z, z̄)
)
ψσ(z, z̄, p) = 0, (5.44)

где

Ǎz = ∂z ln ξ̌
−
0 ,

Ǔ = −∂z̄ ξ̌+1 .
(5.45)

Из определения двойственной функции Бейке-
ра –Ахиезера следует, что дифференциал ψψ̌ dΩ

мероморфен на Γ с простыми полюсами в точках
P± и с вычетами

ResP+ ψψ̌dΩ = −1, ResP− ψψ̌dΩ = ξ−0 ξ̌
−
0 . (5.46)

Из того, что сумма вычетов мероморфного диффе-
ренциала равна нулю, следует

ξ−0 = (ξ̌−0 )−1. (5.47)

Аналогично доказываются равенства

(ξ+1 + ξ̌+1 ) = −ResP+(∂zψ)ψ
σdΩ =

= ResP−(∂zψ)ψ
σdΩ =

= (∂zξ
−
0 )ξ̌−0 . (5.48)

Следствием уравнений (5.44), (5.47) и (5.48) явля-
ется то, что двойственная функция Бейкера –Ахие-
зера является решением формально сопряженного
уравнения

(−∂z∂z̄ −Az(z, z̄)∂z̄ + U(z, z̄)∂zAz(z, z̄)) ×
× ψ̌(z, z̄, p) = 0. (5.49)

5.6.2. Условия самосогласования для
CP

N−1-модели

Пусть E(p) — мероморфная функция на Γ с про-
стыми полюсами в точках qi, i = 1, . . . , N . Тогда
ψψσ E dΩ является мероморфным дифференциалом
на Γ с полюсами в точках P± и qi. Сумма его выче-
тов равна нулю. Отсюда следует равенство

1 =

N∑
i=1

r2i ψiψ
σ
i , (5.50)

в котором

ψi = ψ(z, z̄, qi) ,

ψσi = ψσ(z, z̄, qi)
(5.51)

и
r2i =

1

E+ − E−
ResqiE dΩ ,

E± = E(P±).
(5.52)

Дополнительно предположим, что дифференциал
dE равен нулю в точках P±, т. е. в окрестностях от-
меченных точек:

dE(P±) = 0 ⇒ E = E± +O(k2±). (5.53)

Тогда дифференциал (∂zψ)ψ
σ EdΩ голоморфен в

точке P+, а его вычет в точке P− равен

ResP−(E − E+)(∂zψ)ψ
σdΩ =

= (E− − E+)Az(z, z̄). (5.54)

Следовательно,∑
i

r2i (∂zψi)ψ
σ
i = Az. (5.55)

Аналогично, из равенства

ResP±(E − E−)ψ∂z̄ψ+dΩ = 0 (5.56)

следует, что

0 =
∑
i

r2i ψi (∂z̄ψ
σ
i ) = −

∑
i

r2i (∂z̄ψi)ψ
σ
i . (5.57)
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5.6.3. Условия вещественности

Предположим, что кривая Γ является веществен-
ной, т. е. на ней имеется антиголоморфная инволю-
ция τ : Γ �−→ Γ. Предположим, что эта антиинволю-
ция переставляет отмеченные точки, τ(P±) = P∓,
и что локальные координаты в окрестностях этих
точек сопряжены относительно τ , т. е.

k±(τ(p)) = −k̄∓(p).

Если дивизор D вещественен, τ(D) = D, то из един-
ственности функции Бейкера –Ахиезера следует ра-
венство

ψσ(p) = (ξ̄−0 )
−1
ψ̄(τ(p)). (5.58)

Из уравнений (5.58) и (5.47) следует

ξ−0 = ξ−0 . (5.59)

Дифференциал dΩ удовлетворяет уравнению

dΩ(τ(p)) = −dΩ(τ(p)). (5.60)

Предположим, что точки qi инвариантны относи-
тельно τ , т. е. qi = τ(qi). Тогда без ограничения общ-
ности можно считать, что выполнено равенство

E(p) = −Ē(τ(p)). (5.61)

Тогда константы r2i в (5.50) являются вещественны-
ми, r2i = r̄2i . При этом данные можно выбрать так,
чтобы выполнялось

c2 := (ξ−0 )2 > 0, r2i > 0.

После этого мы получим, что функции

ni = c−1riψi (5.62)

удовлетворяют уравнению

(−∂z∂z̄ − (∂z̄ log c) ∂z + (∂z log c) ∂z̄ + V )×
× ni = 0 (5.63)

и условиям самосогласования

N∑
i=1

nin̄i = 1, (5.64)

а также (ср. (2.31))

Az =−
N∑
i=1

n̄i(∂zni) = −∂z log c , (5.65)

Az̄ =−
N∑
i=1

n̄i(∂z̄ni) = ∂z̄ log c, (5.66)

т. е. являются решением CPN−1-модели, если выпол-
нены условия периодичности. В уравнении (5.63) V
отличается от потенциала U , определенного выше,
сдвигом на AzAz̄.
Замечание 5.7. Явная тэта-функциональная фор-
мула для ψ тождественна (4.24) после замены тэ-
та-функции Прима на тэта-функцию Римана, отве-
чающую матрице T b-периодов нормированных го-
ломорфных дифференциалов на Γ.

Условия периодичности для Γ даются теми же
уравнениями (5.13).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ И НАПРАВЛЕНИЕ
БУДУЩИХ ИССЛЕДОВАНИЙ

В настоящей работе мы построили широкий
класс решений O(N)-модели для четных N и для
CP

N−1-модели с общими твистованными граничны-
ми условиями на Σ с произвольной метрикой. Каж-
дая критическая точка порождает полубесконечную
клетку в комплексифицированном пространстве FC

конфигурационных полей модели, так называемый
наперсток Лефшеца. Последний зависит от неголо-
морфной части данных, таких как выбор эрмитовой
метрики на FC.

Основным инструментом нашего построения яв-
ляется аналитическая комплексная ферми-кривая
Cu, которая параметризует блоховские решения дву-
мерного оператора Шредингера −Δ+ u. Линейные
поля сигма-модели принадлежат ядру этого опера-
тора, в то время как твисты модели определяют на-
бор точек M1, . . . ,MN в пространстве модулей M
плоских C

×-связностей на Σ. Данные монодромии
(аналог отображения Римана – Гильберта) отобра-
жают ферми-кривую вM так, что ее образ проходит
через точки Mj .

Мы показали, что дважды периодические реше-
ния уравнений сигма-модели соответствуют линей-
ному отображению Σ в многообразие Прима фер-
ми-кривой Cu. Это является прямым аналогом ре-
зультата, полученного в работе [1] для квантово-
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механической модели, кратко описанного во Введе-
нии.

Мы также нашли, что симплектическая геомет-
рия M любопытным образом отражается в струк-
туре пространства решений. Как и в квантово-меха-
ническом случае (1.9), решения отвечают критичес-
ким точкам суперпотенциала, который в двумерном
случае может быть выражен в терминах периодов
дифференциала αdβ типа Зайберга –Виттена, инду-
цированного симплектической формой Атьи –Ботта
dα ∧ dβ на M.

Явная связь ферми-кривых с кривыми Зайбер-
га –Виттена остается загадкой. Следует подчерк-
нуть, что для некоторых сигма-моделей решения мо-
гут быть построены с помощью аналитических кри-
вых разными способами: с использованием твистор-
ных кривых, возникающих из представлений нуле-
вой кривизны [15–17], с использованием спектраль-
ных кривых Хитчина [18] и, наконец, с помощью
ферми-кривых. Взаимосвязи этих кривых представ-
ляют собой такуюже загадку, как и в привычной си-
туации монополей: при изучении последних в R2×S1

возникают два типа кривых: кривая, кодирующая
данные рассеяния [19], и спектральная кривая, ко-
торая в действительности является кривой Зайбер-
га –Виттена для квивера N = 2 калибровочной че-
тырехмерной теории [20]. Несмотря на некоторый
прогресс в попытках найти связи между этими кри-
выми [21], общая картина остается неясной.

Планируемое авторами продолжение работы
содержит несколько естественных направлений.
Во-первых, это обобщение конструкции на случай
O(N)-модели с нечетным N , в котором ферми-кри-
вая является (сингулярной) приводимой [7]. Как
оказалось, в этом случае трансцендентные уравне-
ния периодичности (5.13) допускают явное решение
в терминах спектральных кривых эллиптической
системы Калоджеро –Мозера, которая тесно связа-
на с теорией Зайберга –Виттена [20, 22], с теорией
солитонов [23, 24], с теорией системы Хитчина и
калибровочными теориями [2, 25].

Как ожидается, наперстки Лефшеца должны
стать инструментом для вычисления функциональ-
ного интеграла. Первым шагом в этом направлении
должен стать анализ определителя оператора вто-
рой вариации действия. Для случая O(N)-модели
это сводится к исследованию детерминанта опера-
тора Шредингера −Δ + U . Комплекснозначность
потенциала означает, что и спектр оператора ком-
плексен, что приводит к сложностям анализа на-
правлений градиентного потока, траектории которо-

го порождают наперсток, выходящий из критичес-
кой точки.

Представляется естественной модификация
классического действия (2.14), учитывающая
вклады петель, т. е. однопетлевое эффективное
действие. Критические точки эффективного дей-
ствия могут быть представлены в форме условий
самосогласования потенциала оператора Шре-
дингера, включающие в себя решения не только
из ядра оператора, но и те, которые связаны со
всем спектром оператора. Привычный 1/N -анализ
O(N)- и CP

N−1-моделей в бесконечном объеме
[26, 27] предсказывает нарушение конформной
инвариантности, возникновение массовой щели,
восстановление глобальной симметрии. Было бы
интересно проверить эти предсказания с помощью
более тщательного анализа функционального инте-
грала. В частности, ответить на вопрос, является
ли массовая щель универсальной или зависит от
выбора наперстка или линейной комбинации на-
перстков? Нетривиальномть этой проблемы видна
в анализе, проделанном в работах [28–30], хотя и с
другой геометрией мирового листа Σ.

Как уже было сказано выше, алгебро-геометри-
ческие потенциалы U , являясь нелинейным обобще-
нием тригонометрических полиномов, плотны в про-
странстве всех периодических потенциалов. Однако
имеющиеся у авторов аргументы указывают на то,
что построения настоящей работы и их обобщения
в работе [7] дают все решения задачи. Мы надеем-
ся, что их представление в виде критических точек
суперпотенциала W откроет возможность вычисле-
ния интегралов по наперсткам Лефшеца. В кванто-
во-механическом случае намотки вдоль 1-циклов в
абелевом многообразии, являющемся комплексным
тором Лиувилля, могут быть качественно представ-
лены как газ инстантонов и антиинстантонов (пред-
ставляющих намотки вдоль B), одетых пертурба-
тивными осцилляциями (намотками вдоль A цик-
лов). Справедливость этого приближения контроли-
руется малостью параметра e−βω0, где ω0 — частота
классических осцилляций вблизи минимума потен-
циала, а β → ∞— мнимое время. В случае сигма-мо-
дели имеется бесконечное число частот ω0, кото-
рые, в силу конформной инвариантности классиче-
ской теории, стремятся к нулю. Это и есть проблема
роста инстантонов, разрушающая (см. [31, 32]) при-
ближение инстантонного газа в сигма-моделях и че-
тырехмерных калибровочных теориях [33]. Сущест-
вует ли феноменологическая картина наших реше-
ний?

842



ЖЭТФ, том 159, вып. 4, 2021 К вопросу о наперстках Лефшеца в сигма-моделях, I

ПРИЛОЖЕНИЕ

Обобщенные системы Неймана

Решения уравнений (2.36) с четным N могут
быть построены, если заметить, что функция вспо-
могательной переменной z (имеющей смысл U(1)-то-
ка)

J (z) =
1

2

(
ḟσ

1

z + θ
f − fσ

1

z + θ
ḟ

)
+

+ iτ1f
σ θ

z + θ
f (A.1)

сохраняется для всех z:

J̇ (z) = 0.

Введем

Ã(w) = ḟσ
1

w − θ2
f,

B̃(w) = −fσ 1

w − θ2
f,

C̃(w) = ḟσ
1

w − θ2
ḟ ,

D̃(w) = −fσ 1

w − θ2
ḟ ,

(A.2)

где w = z2. Ключевым является утверждение, что
спектральная кривая оператора Лакса

L(w) =

(
A(w) B(w)

C(w) D(w)

)
, (A.3)

где
A = Ã+ iτ1B̃+,

D = D̃ + iτ1B̃+,

C = C̃ + 2iτ1J+ + τ τ̄ ,

B = B̃,

B̃+ = fσ
θ

w − θ2
f ,

J+(w) =
J (z) + J (−z)

2
,

(A.4)

также является интегралом движения:

∂

∂y
Det (k − L(w)) = 0. (A.5)
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