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Известная проблема существенных систематических расхождений между сечениями парциальных
фотонейтронных реакций, полученных на пучках квазимоноэнергетических аннигиляционных фотонов
с помощью метода разделения нейтронов по множественности в Сакле (Франция) и Ливерморе
(США), детально рассматривается для ядер 75As, 127I, 181Ta и 208Pb с использованием объективных
физических критериев достоверности данных. Отношения интегральных сечений σинтС /σинтЛ реакций
(γ, 1n) и (γ, 2n), полученные по данным обеих лабораторий, для трех последних из указанных
ядер значительно различаются, тогда как для ядра 75As практически совпадают. При этом для
всех четырех ядер сечения реакции выхода фотонейтронов (γ, xn) = (γ, 1n) + 2(γ, 2n) + 3(γ, 3n)
существенно различаются уже при энергиях фотонов до порогов реакции (γ, 2n), при которых
проблема разделения нейтронов по множественности отсутствует. Экспериментальные данные по
сечениям парциальных и полных сечений фотонейтронных реакций для ядер 75As, 127I, 181Ta и
208Pb сравниваются с сечениями, оцененными в рамках экспериментально-теоретического метода
с использованием критериев достоверности данных. Установлено, что расхождения в несколько
десятков % величины между сечениями реакций (γ, xn), (γ, sn) = (γ, 1n) + (γ, 2n) + (γ, 3n) и (γ, 1n),
полученными в Ливерморе, и оцененными данными прямо связаны с необоснованным недостоверным
занижением величины сечения реакции (γ, 1n) вследствие потери значительного количества нейтронов
из этой реакции.

DOI: 10.31857/S0044002721050159

1. ВВЕДЕНИЕ

Абсолютное большинство данных по сечениям
полных и парциальных фотонейтронных реакций,
широко использующихся как в фундаментальных
ядерно-физических исследованиях, так и в раз-
нообразных приложениях, получено с помощью
метода разделения фотонейтронов по множествен-
ности в Ливерморе (США) и Сакле (Франция)
[1, 2]. В целом для области гигантского дипольного
резонанса (ГДР) до энергий налетающих фотонов
E ≈ 30 МэВ известно [3–5] около 500 наборов
данных для ∼150 ядер по сечениям как парциаль-
ных реакций (γ, 1n), (γ, 2n) и (γ, 3n), так и реакции
выхода нейтронов

(γ, xn) = (γ, 1n) + 2(γ, 2n) + 3(γ, 3n) (1)

и полной фотонейтронной реакции

(γ, sn) = (γ, 1n) + (γ, 2n) + (γ, 3n). (2)

1)Научно-исследовательский институт ядерной физики
имени Д. В. Скобельцына Московского государственного
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М. В. Ломоносова, физический факультет, Москва,
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Эти данные позволили установить основные ха-
рактеристики (энергетическое положение, ампли-
туда, ширина) ГДР для большого числа атомных
ядер и определить основные закономерности их
изменений в зависимости от энергии налетающих
фотонов, индивидуальных характеристик ядер и
количества образующихся в реакциях нейтронов
[6, 7]. Вместе с тем следует отметить, что во многих
случаях основные характеристики ГДР были опре-
делены с достаточно большими погрешностями,
поскольку данные разных экспериментов, которые
были использованы для их определения, суще-
ственно расходятся.

Как в Ливерморе, так и в Сакле было получе-
но около 100 наборов данных для 19 ядер (51V,
75As, 89Y, 90Zr, 115In, 116−118,120,124Sn, 127I, 133Cs,
159Tb, 165Ho, 181Ta, 197Au, 208Pb, 232Th, 238U). Для
каждого из них сечения парциальных реакций су-
щественно (во многих случаях до 100% величины)
различаются. Эти расхождения определенно явля-
ются систематическими, так как сечения реакции
(γ, 1n), как правило, имеют существенно бо́льшие
величины в Сакле, а реакции (γ, 2n)— напротив, в
Ливерморе (рис. 1) [8]. Так, средние значения от-
ношений интегральных сечений реакций σинтС /σинтЛ ,
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полученных соответственно в Сакле и Ливермо-
ре, составляют 1.08 для реакции (γ, 1n) и 0.84
для реакции (γ, 2n). При этом расхождения меж-
ду величинами сечений реакции выхода нейтро-
нов (1), включающей образующиеся нейтроны всех
множественностей, полученными в разных экспе-
риментах, оказываются относительно небольши-
ми (∼10%) [8, 9]. Такие соотношения свидетель-
ствуют о наличии значительных систематических
погрешностей использованных методов разделения
фотонейтронов по множественности в тех областях
энергий, в которых нейтроны из реакций (γ, 1n) и
(γ, 2n) конкурируют между собой. Поскольку рас-
хождения экспериментальных данных по сечени-
ям парциальных реакций существенно превышают
достигнутые статистические погрешности (обычно
оцениваемые величиной 5–10%), актуальной зада-
чей является определение того, результаты каких
экспериментов являются достоверными и должны
использоваться в оценке достоверных основных
характеристик ГДР.
Решению этой задачи были посвящены специ-

альные исследования, в ходе которых предприни-
мались попытки выяснить причины наблюдающих-
ся расхождений и разработать методы их учета [8–
10]. Эти исследования не опирались на систем-
ный подход, не руководствовались объективными
критериями достоверности и в основном сводились
к выбору как достоверного одного из двух имею-
щихся наборов данных. Как результат, предлага-
емые рекомендации по устранению наблюдаемых
расхождений данных во многих случаях противо-
речили друг другу. Так, например, при отмеченной
выше разной направленности расхождений между
сечениями реакций (γ, 1n) и (γ, 2n), полученных в
разных экспериментах, уменьшение расхождений
данных для одной из них с помощью традиционной
процедуры перенормировки естественным образом
приводило к возрастанию расхождений данных для
другой.
В этой связи с целью получения информа-

ции о сечениях фотонейтронных реакций, свобод-
ной от систематических погрешностей разных экс-
периментов, был предложен экспериментально-
теоретический метод оценки, основанный на ис-
пользовании объективных критериев достоверно-
сти данных, не зависящих от способа их получе-
ния [11].

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО-
ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОЦЕНКИ

СЕЧЕНИЙ ПАРЦИАЛЬНЫХ
ФОТОНЕЙТРОННЫХ РЕАКЦИЙ

В качестве объективных физических критериев
достоверности сечений парциальных реакций были
предложены [11] отношения сечений парциальных

реакций определенной (i = 1, 2, 3. . . ) множествен-
ности σ(γ, in) к сечению σ(γ, xn) реакции выхода
нейтронов (1), которое практически не зависит
от проблем разделения фотонейтронов по множе-
ственности, поскольку включает в себя их все,

Fi = σ(γ, in)/σ(γ, xn). (3)

Использование отношений Fi в качестве крите-
риев достоверности обусловлено тем, что в соот-
ветствии с определениями (3) их значения долж-
ны быть определенно положительными (поскольку
включают в себя только сечения реакций, имеющие
размерность площади) и при этом не должны пре-
вышать пределов 1.00, 0.50, 0.33 соответственно
для i = 1, 2, 3. Превышения отношениями F эксп

i
указанных пределов означают, что распределение
нейтронов между экспериментальными сечениями
реакций было выполнено со значительными систе-
матическими погрешностями, вследствие чего эти
сечения не являются достоверными.
Были выполнены исследования достоверности

экспериментальных данных по сечениям пар-
циальных реакций для большого числа ядер
(63,65Cu, 75As, 80Se, 89Y, 90−92,94Zr, 115In, 127I,
133Cs, 138Ba, 159Tb, 181Ta, 186W, 186,188−190,192Os,
112,114,116−120,122,124Sn, 139La, 165Ho, 197Au, 208Pb,
209Bi и некоторые другие) [11–23]. Они показали,
что во многих случаях сечения реакций, получен-
ные как в Сакле, так и Ливерморе, предложенным
критериям достоверности данных не удовлетворя-
ют. Во многих областях энергий фотонов наблюда-
ются или физически запрещенные отрицательные
значения сечений реакций или значения, при
которых соответствующие им отношения F эксп

i
(3) превышают упомянутые выше объективные
физические пределы достоверности, во многих
случаях отношения F эксп

i значительно отличаются
от F теор

i , рассчитанных в рамках комбинированной
модели фотоядерных реакций (КМФЯР) [24, 25].
С целью определения сечений парциальных

реакций, которые удовлетворяли бы критериям
достоверности при тех значениях сечения вы-
хода нейтронов σэксп(γ, xn) (1), которые были
определены экспериментально, был предложен
экспериментально-теоретический метод оценки
[11]. В этом методе совместно используются экспе-
риментальное сечение реакции выхода σэксп(γ, xn)
и отношения F

теор
i (3), рассчитываемые в рамках

КМФЯР [24, 25]. Как отмечалось, сечение реакции
выхода σэксп(γ, xn) практически не зависит от про-
блем разделения нейтронов по множественности,
поскольку включает в себя все испускаемые в ре-
акции нейтроны. Отношения F

теор
i , определяемые

по сечениям реакций, рассчитываемых в КМФЯР,
также не зависят от проблем экспериментального
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Рис. 1.Систематика [8] отношений σинтС /σинтЛ интегральных сечений, полученных в Сакле и Ливерморе. Кружки— данные
для реакции (γ, 1n), кресты— для реакции (γ, 2n).

определения множественности нейтронов. Таким
образом, и сечения σоцен(γ, in), оцениваемые их
совместным использованием

σоцен(γ, in) = F
теор
i σэксп(γ, xn), (4)

практически не зависят от обсуждаемых проблем
и удовлетворяют физическим критериям достовер-
ности данных.
На основании сравнения оцененных в рамках

экспериментально-теоретического метода сечений
реакций с сечениями, полученными в эксперимен-
тах Сакле и Ливермора, было показано [11–23],
что основными причинами заметных расхождений
между сечениями парциальных реакций, получен-
ных в обеих лабораториях, являются системати-
ческие погрешности метода, использованного для
подсчета событий с одним и двумя нейтронами. В
методе разделения нейтронов из реакций (γ, 1n)
и (γ, 2n) множественность нейтронов определя-
лась по их измеряемой экспериментально энергии,
которая в связи с различными обстоятельствами
может быть весьма близкой у нейтронов, образую-
щихся в обеих парциальных реакциях. Так, напри-
мер, энергии нейтронов из реакций (γ, 1n) и (γ, 2n)
значительно различаются в тех случаях, когда ко-
нечные ядра обеих реакций образуются в основ-
ных состояниях. Однако известно, что во многих
случаях конечное ядро реакции (γ, 1n) образуется
в возбужденных состояниях. При этом энергии
нейтронов оказываются существенно меньшими и
могут оказаться сравнимыми с энергией нейтронов
из реакции (γ, 2n).
Было установлено [11–23], что новые оценен-

ные данные, удовлетворяющие физическим кри-
териям достоверности, существенно расходятся с

экспериментальными данными. В этой связи се-
чения парциальных реакций, оцененные для ядер
181Ta [13], 209Bi [18] и 197Au [19], детально срав-
нивались с результатами измерений выходов соот-
ветствующих реакций, выполненных на пучках тор-
мозного γ-излучения с помощью активационного
метода. В этом методе, альтернативном методу раз-
деления нейтронов по множественности, прямая
идентификация конкретной парциальной реакции
основывается на данных не о вылетающих нейтро-
нах, а об образующихся в конечных состояниях
реакций ядрах. Было установлено, что хотя сече-
ния реакций, оцененные с помощью предложенного
экспериментально-теоретического метода, суще-
ственно расходятся с результатами эксперимен-
тов, выполненных с помощью метода разделения
нейтронов по множественности, они согласуются
с результатами активационных экспериментов и,
следовательно, являются достоверными.

3. СИСТЕМАТИКИ РАСХОЖДЕНИЙ
ДАННЫХ ДЛЯ ЯДЕР 75As, 127I, 181Ta И 208Pb

Для большинства из 19 ядер, систематика рас-
хождений [8] сечений парциальных реакций для
которых приведена на рис. 1, характерным яв-
ляется то обстоятельство, что эти расхождения
наблюдаются при энергиях, превышающих пороги
B2n реакции (γ, 2n), т.е. в областях, в которых эти
две реакции конкурируют между собой. Типичный
пример для случая ядра 159Tb [26, 27] представлен
на рис. 2.
В той же систематике расхождений ядра 75As,

127I, 181Ta и 208Pb вызывают особый интерес.

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 84 № 5 2021
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Рис. 2. Сравнение экспериментальных ([26]— квадраты, [27]— треугольники) сечений реакций на ядре 159Tb: a —
σ(γ, sn), б— σ(γ, 1n), в— σ(γ, 2n).

Их объединяет весьма характерное отличие от
остальных 15 ядер обсуждаемой систематики—
существенные расхождения величин сечений реак-
ции выхода нейтронов (1) и полной фотонейтрон-
ной реакции (2) уже в областях энергий фотонов
до порогов B2n. При таких энергиях проблемы
множественности отсутствуют, поскольку все ней-
троны образуются только в реакции (γ, 1n), и,
следовательно, сечения реакций (γ, xn), (γ, sn) и
(γ, 1n) должны совпадать. Однако для каждого из
рассматриваемых в настоящей работе ядер 181Ta
[26, 28], 208Pb [29, 30], 75As [31, 32] и 127I [33,
34] ситуация существенно отличается от описанной
выше для ядра 159Tb. На рис. 3 в качестве типич-
ных для всех четырех ядер примеров приводятся

полученные в Ливерморе и Сакле сечения реакции
(γ, xn) для обсуждаемых в настоящей работе ядер
208Pb и 75As. Видно, что расхождения в области
энергий до порога B2n оказываются существенно
бо́льшими, чем расхождения при энергиях до B3n.
Так, в случае примера для ядра 208Pb отношения
интегральных сечений значительно различаются,
соответственно σинтС /σинтЛ (Eинт = B2n) = 1.26 [29],
σинтС /σинтЛ (Eинт = B3n) = 1.20 [30], тогда как в слу-
чае приведенного выше примера для ядра 159Tb
совпадают— 1.05 и 1.02 [12].

При этом в случаях ядер 127I, 181Ta и 208Pb
отношения интегральных сечений σинтС /σинтЛ для ре-
акций (γ, 1n) и (γ, 2n) значительно различаются
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Рис. 3. Сравнение сечений реакции (γ, xn), полученных в Сакле (квадраты) и Ливерморе (треугольники): a — 208Pb
[29, 30], б— 75As [31, 32].

(1.34–1.08, 1.25–0.89 и 1.22–0.77 соответствен-
но), тогда как для ядра 75As практически совпа-
дают— σинтС /σинтЛ (1n)≈ σинтС /σинтЛ (2n)≈ 1.22 (этот
случай был ранее рассмотрен специально [22]).
В случае ядра 181Ta причины обнаруженных рас-
хождений данных для сечений реакции выхода
нейтронов (γ, xn) были детально проанализиро-
ваны ранее [13] на основе сравнения экспери-
ментальных данных с результатами оценки с по-
мощью экспериментально-теоретического метода.
Было установлено, что в области энергий фотонов
до порога B3n реакции (γ, 3n) экспериментальное
сечение реакции выхода нейтронов 181Ta(γ, xn),
полученное в Ливерморе [28], занижено на 24% по
сравнению с оцененным сечением (а также и с се-
чением, полученным в Сакле [26]), и показано, что
это существенное недостоверное занижение обу-
словлено потерей в эксперименте Ливермора [28]
значительного количества нейтронов из реакции
181Ta(γ, 1n), которое, в свою очередь, оказалось
заниженным по сравнению с оцененным сечением
на ∼45%. Аналогичные выводы были сделаны при

исследовании соотношений сечений разных реак-
ций на ядре 127I [23].
Настоящая работа посвящена проведению де-

тальных исследований причин наблюдаемых суще-
ственных расхождений между данными экспери-
ментов, выполненных в Ливерморе и Сакле для
ядер 75As и 208Pb, аналогичных тем, которые были
выполнены ранее для ядер 181Ta [13] и 127I [23].

4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ
И ОЦЕНЕННЫЕ СЕЧЕНИЯ ДЛЯ ЯДЕР

75As, 127I, 181Ta И 208Pb

Исследования, выполненные для большого
(∼50) числа ядер [11–23], показали, что во
многих случаях сечения парциальных реакций,
полученные как в Сакле, так и Ливерморе, не
удовлетворяют объективным физическим крите-
риям достоверности данных, в качестве которых
были предложены отношения (3). Так, например, в
типичном случае обсуждаемого в настоящей работе
ядра 208Pb отношения F1,2 (3), представленные на
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Таблица 1.Отношения интегральных сечений σинтоцен/σ
инт
С и σинтоцен/σ

инт
Л полных и парциальных реакций для ядер 181Ta

[13] и 127I [23], рассчитанные в областях энергий фотонов до пороговB3n реакции (γ, 3n)

181Ta 127I

σинтоцен [13]/σ
инт
С [26] σинтоцен [13]/σ

инт
Л [28] σинтоцен [23]/σ

инт
С [33] σинтоцен [23]/σ

инт
Л [34]

(γ, xn) 1.00 1.24 0.99 1.20

(γ, sn) 0.96 1.30 1.00 1.25

(γ, 1n) 0.88 1.46 1.01 1.33

(γ, 2n) 1.16 1.05 0.94 0.98

рис. 4, очевидно, свидетельствуют о недостовер-
ности экспериментальных данных, полученных в
Ливерморе. В области энергий налетающих фото-
нов ∼18–23 МэВ наблюдается много физически
запрещенных отрицательных значений F эксп

1 , а в
области энергий ∼23–28 МэВ значений F эксп

1 ,
существенно отличающихся от F

теор
1 . При этом в

области энергий ∼18–28 МэВ отношения F эксп
2

имеют значения, существенно превышающие до-
пустимое критериями достоверности (3) значение
0.50.

Как отмечалось выше, с использованием крите-
риев достоверности данных в рамках эксперимен-
тально-теоретического метода (4) для большого
числа ядер были оценены сечения парциальных
и полных реакций, удовлетворяющие критериям
достоверности [11–23]. Было установлено, что су-
щественные расхождения новых оцененных сече-
ний с экспериментальными данными обусловлены
тем, что экспериментальные сечения содержат зна-
чительные систематические погрешности процеду-
ры определения множественности фотонейтронов
по их измеряемой кинетической энергии. Как от-
мечалось выше, такого рода расхождения долж-
ны иметь место в тех областях энергий фотонов,
в которых парциальные реакции, прежде всего,
(γ, 1n) и (γ, 2n), между собой конкурируют, т.е.
для средних и тяжелых ядер— в области энер-
гий налетающих фотонов, бо́льших порога B2n.
Наличие существенных расхождений в области
меньших энергий свидетельствует о присутствии
в экспериментальных данных систематических по-
грешностей иного рода, возможно обусловленных
проблемами технического характера, влияющих на
эффективность регистрации нейтронов различной
мультипольности. В этой связи для ядер 75As и
208Pb выполнены детальные исследования соот-
ношений экспериментальных и оцененных сече-
ний разных фотонейтронных реакций, аналогичные
тем, которые были выполнены ранее для ядер 181Ta
[13] и 127I [23].

4.1. Ядра 181Ta и 127I

В случае ядра 181Ta было установлено [13], что
существенное (на 24%) занижение сечения реакции
(γ, xn), полученного в Ливерморе [28], по срав-
нению с оцененными данными и данными Сак-
ле [26] обусловлено потерей в эксперименте [28]
значительной части нейтронов из реакции (γ, 1n),
сечение которой занижено по сравнению с данными
Сакле на 46% (табл. 1). Такой вывод был сделан
на основании исследования того, как соотносятся
между собой сечения всех обсуждаемых полных и
парциальных реакций. С использованием данных
об интегральных сечениях экспериментальных и
оцененных парциальных и полных фотонейтрон-
ных реакций были проанализированы отношения
σинтоцен/σ

инт
С/Л

для каждой из них.

Из данных табл. 1 хорошо видно, что эти данные
существенно различаются для сечений, получен-
ных в Сакле и Ливерморе. В случае данных Сакле
[26] рассчитанные отношения σинтоцен/σ

инт
С близки к 1

(1.00, 0.96, 0.88, 1.16), а относительно небольшие
их различия соответствуют систематическим по-
грешностям идентификации нейтронов с разными
множественностями в реакциях (γ, 1n) и (γ, 2n).
В случае данных Ливермора [28] приведенные

данные определенно свидетельствуют о наличии
систематических погрешностей иного рода, по-
скольку отношения σинтоцен/σ

инт
Л для всех четырех

обсуждаемых реакций на десятки процентов от-
личаются от 1 и существенно различаются между
собой. Так, в области энергий доE = 25.0МэВ се-
чения реакций σ(γ, xn) = σ(γ, 1n) + 2σ(γ, 2n),
σ(γ, sn) = σ(γ, 1n) + σ(γ, 2n), σ(γ, 1n) и σ(γ, 2n)
отличаются вкладами сечения σ(γ, 1n):

– в сечении σ(γ, xn) сечение σ(γ, 1n) име-
ет некоторый вклад, определяемый тем, что к
нему добавляются два сечения σ(γ, 2n); отношение
σинтоцен/σ

инт
Л = 1.24;

– в сечении σ(γ, sn) вклад сечения σ(γ, 1n) воз-
растает, поскольку к нему добавляется лишь одно
сечение σ(γ, 2n); отношение σинтоцен/σ

инт
Л = 1.30;
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Рис. 4. Сравнение [13] экспериментальных переходных функций F эксп
i , полученных по данным Сакле ([29], квадраты) и

Ливермора ([30], треугольники) и для ядра 208Pb, с результатами расчетов [24, 25] F теор
i (кривые): a — F1, б — F2.

– в самом сечении σ(γ, 1n) его собственный
вклад, естественно, максимален— 100%; отноше-
ние σинтоцен/σ

инт
Л = 1.46;

– в сечении σ(γ, 2n) вклад сечения σ(γ, 1n),
естественно, отсутствует (0%); σинтоцен/σ

инт
Л = 1.05.

Таким образом, чем больше оказывается вклад
сечения σ(γ, 1n) в сечениях других реакций, в ко-
торых этот вклад присутствует, тем больше экс-
периментальные сечения отличаются от оцененных
сечений. В случае же отсутствия вклада сечения
σ(γ, 1n) экспериментальное сечение σ(γ, 2n) ока-
зывается практически равным оцененному сече-
нию. Это означает, что наблюдаемые расхождения
сечений реакций σ(γ, xn), σ(γ, sn) и σ(γ, 1n), по-
лученных в Ливерморе [28], с оцененными сечения-
ми обусловлены недостоверным (необоснованным,
ошибочным) занижением именно сечения σ(γ, 1n).

В связи с этим обстоятельством были сделаны
выводы [13] о том, что значительное количество
нейтронов из реакции (γ, 1n) на ядре 181Ta в экс-
периментах Ливермора [28] было потеряно. Этот
вывод дополнительно подтверждается тем обсто-
ятельством, что в эксперименте [28] вообще не
наблюдались нейтроны из реакции 181Ta(γ, 1n) в
области энергий налетающих фотонов, превышаю-
щих∼17.5МэВ. Причиной потери нейтронов могут
быть определенные проблемы с эффективностью
регистрации нейтронов разных энергий, в свою
очередь обусловленные техническими проблемами
сложной экспериментальной установки (большое
количество газоразрядных счетчиков, размещен-
ных в парафиновом замедлителе).

Аналогично ситуации для ядра 181Ta выглядят
(табл. 1) соответствующие соотношения между ве-
личинами сечений разных реакций в случае ядра
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127I [23]: по данным Сакле [33]— 0.99, 1.00, 1.01
и 0.94, по данным Ливермора [34]— 1.20, 1.25,
1.33 и 0.98. Это свидетельствует о том, что и в
случае ядра 127I в эксперименте Ливермора [34]
заметное количество нейтронов из реакции (γ, 1n)
также было потеряно.

4.2. Ядра 75As и 208Pb

В табл. 2 приведены интегральные сечения об-
суждаемых в настоящей работе эксперименталь-
ных сечений фотонейтронных реакций для ядер
208Pb [29, 30] и 75As [31, 32] и сечений, оценен-
ных с помощью экспериментально-теоретического
метода [13, 22]. Соответствующие оцененные се-
чения реакций (γ, sn), (γ, 1n) и (γ, 2n) для ядра
208Pb в сравнении с экспериментальными данными
представлены на рис. 5. Данные табл. 2 позволяют
провести детальный анализ соотношений экспери-
ментальных и оцененных значений интегральных
сечений реакций (γ, xn), (γ, sn), (γ, 1n) и (γ, 2n) для
ядер 75As и 208Pb, аналогичный тому, который был
выполнен ранее для ядер 181Ta [13] и 127I [23]. Дан-
ные о соответствующих отношениях интегральных
сечений σинтоцен/σ

инт
С и σинтоцен/σ

инт
Л , рассчитанных в

областях энергий до порогов B3n для каждого из
ядер, приведены в табл. 3 и свидетельствуют о
том, что для обоих обсуждаемых ядер 75As и 208Pb
(аналогично тому, что выше было представлено для
ядер 181Ta и 127I):

– отношения σинтоцен/σ
инт
С , рассчитанные по дан-

ным, полученным в Сакле [29, 31], относитель-
но близки к 1, а их изменения при переходах
(γ, xn) → (γ, sn) → (γ, 1n) → (γ, 2n) не проявля-
ют сколь-нибудь заметной систематики изменений
(0.99, 1.00, 1.02 и 0.92 в случае ядра 75As и 1.00,
0.99, 0.96 и 1.08 в случае ядра 208Pb);

– отношения σинтоцен/σ
инт
Л , рассчитанные по дан-

ным для реакций (γ, xn), (γ, sn) и (γ, 1n), получен-
ным в Ливерморе [30, 32], имеют величины порядка
нескольких десятков % и демонстрируют очевид-
ные систематики возрастания (1.27 → 1.30 → 1.34
в случае ядра 75As и 1.20 → 1.30 → 1.40 в случае
ядра 208Pb);

– отношения σинтоцен/σ
инт
Л , рассчитанные по дан-

ным Ливермора [30, 32] для реакции (γ, 2n), ока-
зываются намного меньшими по сравнению с отно-
шениями для реакции (γ, 1n): соответственно 1.14
для ядра 75As и 0.85 для ядра 208Pb.
Данные, приведенные в табл. 1 и 3, позволя-

ют относительно сечений реакций, полученных в
Ливерморе для ядер 75As [32] и 208Pb [30], сде-
лать вывод, аналогичный тому, который был сделан

ранее для ядер 181Ta [28] и 127I [34]. Обнаружен-
ные систематические расхождения сечений реак-
ций (γ, xn), (γ, sn) и (γ, 1n), очевидно, свидетель-
ствуют о том, что они обусловлены недостоверным
(необоснованным, ошибочным) занижением сече-
ния реакции (γ, 1n), значительное количество ней-
тронов из которой было потеряно. Следовательно,
данные экспериментов Ливермора для ядер 75As
[32] и 208Pb [30], также как для ядер 127I [34] и 181Ta
[28] не являются достоверными.

4.3. Особенности расхождений
экспериментальных и оцененных сечений реакций

(γ, 2n) для ядер 75As и 208Pb

Следует отметить, что в случаях ядер 127I и 181Ta
отношения σинтоцен/σ

инт
Л (γ, 2n) оказываются весьма

небольшими: экспериментальное сечение реакции
(γ, 2n) в случае ядра 181Ta имеет величину лишь
на 5% меньше, а в случае ядра 127I— лишь на
2% больше соответствующих величин оцененных
сечений. Это означает, что сечения реакции (γ, 2n)
для этих двух ядер были определены в Ливер-
море вполне достоверно, а недостоверные вели-
чины сечений полных реакций (γ, xn), (γ, sn) и
парциальной реакции (γ, 1n) обусловлены потерей
значительного количества нейтронов из реакции
(γ, 1n).
При этом экспериментальные сечения реакции

(γ, 2n), полученные в Ливерморе для ядер 75As
[32] и 208Pb [30], отличаются от оцененных данных
более заметно. Данные, приведенные в табл. 3,
свидетельствуют о том, что в случае ядра 75As
сечение σ(γ, 2n) оказывается на 14% занижен-
ным, а в случае ядра 208Pb, напротив, на 15%
завышенным по сравнению с оцененными сече-
ниями [22, 13]. Таким образом, в случае ядра
75As заниженными по сравнению с оцененными
сечениями оказываются сечения обеих парциаль-
ных реакций, соответственно (γ, 1n) на 34% и
(γ, 2n) на 14%. При этом отношения интегральных
сечений для реакций (γ, 1n) и (γ, 2n), получен-
ных в Сакле и Ливерморе, практически совпада-
ют— σинтС /σинтЛ (1n)≈ σинтС /σинтЛ (2n)≈ 1.22 (рис. 1 и
табл. 2). Это означает, что нейтроны были поте-
ряны не только в реакции (γ, 1n), но и в реакции
(γ, 2n). В совокупности это значит, что расхожде-
ние данных Ливермора с оцененными данными (как
и с данными Сакле) в случае ядра 75As обусловле-
но существенной погрешностью абсолютной нор-
мировки результатов эксперимента [32]. Об этом
свидетельствуют и данные табл. 2: приведенные
отношения σинтС [31]/σинтЛ [32] для всех исследуемых
реакций близки (1.26–1.29). Следует отметить, что
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Рис. 5.Оцененные (кружки) [13] и экспериментальные (Сакле [29]— квадраты иЛивермор [30]— треугольники) сечения
реакций на ядре 208Pb: a — (γ, sn), б — (γ, 1n), в— (γ, 2n).

на основании результатов специального исследо-
вания причин обсуждаемых расхождений авторами
экспериментов в Ливерморе утверждалось [10], что
обсуждаемые расхождения могут быть обуслов-
лены погрешностями процедур, использованных
как для определения потока налетающих фотонов,
так и эффективности детектора: “Therefore, this
comparison implies an error either in the photon flux
determination or in the neutron detection efficiency or
in both.”

Завышение на 15% экспериментального сече-
ния реакции (γ, 2n) по отношению к оцененно-
му сечению для ядра 208Pb подобного простого
объяснения не допускает. Об этом же наглядно
свидетельствуют (рис. 4) отношения F эксп

2 , значе-
ния которых в области энергий фотонов ≈16.5–
23.0 МэВ намного превышают не только рассчи-
танные теоретически значения F

теор
2 , но и объек-

тивный физический предел достоверности данных
0.50. Это означает, что в сечение реакции (γ, 2n)

было недостоверно (необоснованно, ошибочно) до-
бавлено значительное количество нейтронов из
других источников. В рассматриваемой области
энергий налетающих фотонов такими источника-
ми могут быть только реакции (γ, 1n) и (γ, 1n1p).
Поскольку согласно результатам расчетов сечений
различных фотоядерных реакций на ядре 208Pb в
рамках КМФЯР [24, 25] сечение реакции (γ, 1n1p)
в области энергий ≈16.5–23.0 МэВ практически
равно 0, единственным источником избыточных
нейтронов в реакции (γ, 2n) могут быть лишь недо-
стоверно (ошибочно) интерпретированные нейтро-
ны из реакции (γ, 1n). Таким образом, установлен-
ное существенное (40%) недостоверное занижение
сечения реакции (γ, 1n) в сочетании с заметным
(15%) недостоверным завышением сечения реак-
ции (γ, 2n) свидетельствует о проявлении в случае
ядра 208Pb систематических погрешностей обоих
типов. Значительное количество нейтронов было
изъято из канала “1n” в связи с не только недосто-
верной интерпретацией их как нейтронов из канала
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Таблица 2. Сравнение оцененных и экспериментальных интегральных сечений σинт (в МэВ мбн) фотонейтронных
реакций для ядер 75As и 208Pb в области энергий до пороговB3n реакции (γ, 3n)

Реакция
75As (Eинт = B3n = 26.20МэВ)

Эксперимент [31] Эксперимент [32] Оценка [22]

(γ, xn) 1308.77± 6.61 1018.07± 3.39 1290.68± 12.04

(γ, sn) 1091.25± 6.61 841.44± 4.1 1090.40± 11.57

(γ, 1n) 873.82± 5.60 666.33± 3.73 890.14± 10.98

(γ, 2n) 217.43± 3.51 175.10± 1.70 200.27± 3.66

Реакция
208Pb (Eинт = B3n = 23.20МэВ)

Эксперимент [29] Эксперимент [30] Оценка [13]

(γ, xn) 3820.8± 41.6 3186.7± 47.5 3820.8± 41.6

(γ, sn) 3299.4± 29.3 2508.2± 36.9 3270.9± 16.4

(γ, 1n) 2817.1± 41.6 1922.0± 57.9 2699.6± 13.2

(γ, 2n) 530.0± 18.2 670.9± 32.0 571.2± 7.7

Таблица 3. Сравнение отношений σинтоцен/σ
инт
С и σинтоцен/σ

инт
Л интегральных сечений оцененных и экспериментальных

сечений полных и парциальных фотонейтронных реакций на ядрах 75As, 127I и 208Pb, рассчитанных до пороговB3n
реакции (γ, 3n)

75As 208Pb

σинтоцен [22]/σ
инт
С [31] σинтоцен [22]/σ

инт
Л [32] σинтоцен [13]/σ

инт
С [29] σинтоцен [13]/σ

инт
Л [30]

(γ, xn) 0.99 1.27 1.00 1.20

(γ, sn) 1.00 1.30 0.99 1.30

(γ, 1n) 1.02 1.34 0.96 1.40

(γ, 2n) 0.92 1.14 1.08 0.85

“2n”, но и с потерей нейтронов из канала “1n”,
обусловленной техническими проблемами детекти-
рования.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С целью исследования причин существенных
систематических погрешностей эксперименталь-
ных сечений парциальных фотонейтронных реак-
ций на ядрах 75As [31, 32] и 208Pb [29, 30], получен-
ных на пучках квазимоноэнергетических аннигиля-
ционных фотонов с помощью метода разделения
нейтронов по множественности, детально проана-
лизированы соотношения между эксперименталь-
ными сечениями реакций (γ, xn), (γ, sn), (γ, 1n)
и (γ, 2n) и сечениями, оцененными с помощью
экспериментально-теоретического метода [13, 22].
Обнаружено, что в случаях обоих исследованных
в настоящей работе ядер 75As и 208Pb между
обсуждаемыми сечениями реакций присутствуют

характерные расхождения, аналогичные тем, кото-
рые ранее были обнаружены для ядер 181Ta [13] и
127I [23].

Выполненный анализ данных по сечениям реак-
ций (γ, xn), (γ, sn), (γ, 1n) и (γ, 2n) свидетельствует
о том, что результаты экспериментов Сакле для
ядер 75As [31] и 208Pb [29] и оценки с помощью
экспериментально-теоретического метода (соот-
ветственно, [22] и [13]) весьма близки. Наблюда-
ются небольшие расхождения, обусловленные по-
грешностями процедуры определения множествен-
ности нейтронов по их измеряемой энергии.

При этом установлено, что в случаях данных
Ливермора для ядер 75As [32] и 208Pb [30] наблю-
даются весьма характерные соотношения между
экспериментальными и оцененными интегральны-
ми сечениями обсуждаемых реакций. Чем боль-
ше оказывается вклад простой реакции (γ, 1n) в
сечение более сложной реакции, тем больше (на
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несколько десятков процентов) расходятся между
собой экспериментальные и оцененные сечения.
В случае самой реакции (γ, 1n) расхождения до-
стигают максимальных величин. При этом в случае
реакции (γ, 2n), в которой вклад реакции (γ, 1n),
естественно, отсутствует, расхождения между дан-
ными Ливермора и оцененными сечениями умень-
шаются до величин порядка нескольких процентов.
Обнаружено, что ситуации для ядер 75As и 208Pb

оказываются аналогичными ситуациям для ядер
127I и 181Ta, исследованных ранее [13, 23]. Делается
вывод о том, что полученные в Ливерморе сечения
полных и парциальных реакций для ядер 75As [32]
и 208Pb [30], так же, как и для ядер 127I [34] и
181Ta [28], определенно не являются достоверными
вследствие потери значительного количества ней-
тронов из реакции (γ, 1n).
При этом показано, что в случае ядра 75As [32]

потеря нейтронов из реакции (γ, 1n) сопровожда-
ется потерей нейтронов и из реакции (γ, 2n), что в
совокупности означает присутствие для этого ядра
погрешностей абсолютной нормировки экспери-
ментальных данных, обусловленных техническими
проблемами детектирования нейтронов в канале
“1n”.
В случае ядра 208Pb [30] обнаружено как су-

щественное недостоверное занижение сечения ре-
акции (γ, 1n), так и несоответствующее критериям
достоверности данных завышение сечения реакции
(γ, 2n). Это означает, что частично нейтроны из
реакции (γ, 1n) были ошибочно интерпретированы
как образующиеся в реакции (γ, 2n), а частично
потеряны.
Таким образом, показано, что полученные в Ли-

верморе экспериментальные данные для ядер 75As,
127I, 181Ta и 208Pb [28, 30, 32, 34], определенно не
являются достоверными и не должны использо-
ваться в оценках основных параметров ГДР.
Проведенные исследования свидетельствуют о

том, что проблема систематических расхождений
экспериментальных сечений парциальных и пол-
ных фотонейтронных реакций, полученных в раз-
ных экспериментах, является комплексной и носит
индивидуальный характер, поскольку для разных
ядер наблюдаемые расхождения проявляются по-
разному, имеют разные причины и требуют отдель-
ных подходов к анализу и интерпретации.
Исследования выполнены в Центре данных

фотоядерных экспериментов (Отдел электромаг-
нитных процессов и взаимодействий атомных ядер)
Научно-исследовательского института ядерной
физики имени Д.В. Скобельцына МГУ имени
М.В. Ломоносова.
Авторы выражают благодарность В. Н. Орлину

за проведение необходимых теоретических расче-
тов и помощь в обсуждении данных.
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THE PHYSICAL CRITERIA OF RELIABILITY AND FEATURES OF DATA
ON PHOTODISINTEGRATIONOF 75As, 127I, 181Ta, AND 208Pb

V. V. Varlamov1), A. I. Davydov2)

1) Skobeltsyn Institute of Nuclear Physics, Lomonosov Moscow State University, Russia
2) Faculty of Physics, M. V. LomonosovMoscow State University, Russia

The well-known problem of significant systematic disagreements between cross sections of partial
photoneutron reactions obtained using beams of quasimonoenergetic annihilation photons and the neutron
multiplicity sorting method at Saclay (France) and Livermore (USA) is investigated in detail using
objective physical criteria of data reliability for 75As, 127I, 181Ta, and 208Pb. In the cases of three last
nuclei mentioned the ratios of integrated cross sections for reactions (γ, 1n) and (γ, 2n), are significantly
different but in the case of 75As they are practically identical. At the same time in the cases of all
four nuclei the neutron yield (γ, xn) = (γ, 1n) + 2(γ, 2n) + 3(γ, 3n) cross sections obtained at Saclay
and Livermore are significantly different at photon energies before the thresholds of (γ, 2n) reaction
where the problem of neutron multiplicity sorting does not exist. Experimental data on partial and total
photoneutron reaction’s cross sections for 75As, 127I, 181Ta, and 208Pb are compared with new cross
sections evaluated in the framework of the experimental–theoretical method using objective physical
criteria of reliability. It was found that disagreements of tens percent between the cross sections of reactions
(γ, xn), (γ, sn) = (γ, 1n) + (γ, 2n) + (γ, 3n) and (γ, 1n) obtained at Livermore are connected directly
with the contributions into those reactions of reaction (γ, 1n). It was shown that the reason of those
disagreements is not reasonable and not reliable underestimation of (γ, 1n) reaction value because of not
only unreliable identification of many neutrons from this reaction as neutrons from reaction (γ, 2n) but also
because of loss of many neutrons from the reaction (γ, 1n).
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Предложена эмпирическая аппроксимация дифференциальных сечений упругого протон-ядерного
рассеяния в широком диапазоне энергий и для всех ядер-мишеней. В области малых энергий
дифференциальное сечение упругого pp-рассеяния уточнено в рамках теории прямых ядерных реакций
с учетом интерференции электромагнитной и ядерной амплитуд рассеяния.

DOI: 10.31857/S0044002721040127

1. ВВЕДЕНИЕ

Обычно при моделировании упругого ядерного
рассеяния предполагается, что из-за кулоновско-
го барьера вклад ядерной амплитуды рассеяния
мал по сравнению с электромагнитной амплитудой,
так что ограничиваются использованием формулы
Резерфорда для описания углового распределения
упругого рассеяния. Это справедливо для отно-
сительно невысоких энергий и только для сред-
них и тяжелых ядер, но в случае pp-рассеяния и
рассеяния протонов на легких ядрах при энергиях,
начиная со 100 кэВ, дифференциальное сечение
упругого рассеяния может существенно отличаться
от резерфордовского, поскольку сильное взаимо-
действие вносит заметный вклад в сечение рассе-
яния на большие углы.

Для описания дифференциальных угловых рас-
пределений традиционно используют оптические
модели [1], зависящие от большого числа па-
раметров: как самого оптического релятивистски
не инвариантного потенциала, так и радиального
распределения плотности ядра. Однако к ионам
водорода, особенно к pp-рассеянию, применить
оптическую модель не представляется возмож-
ным. Альтернативой оптической модели служит
полуэмпирическая теория прямых ядерных реак-
ций (ТПР) [2, 3], основанная на использовании
релятивистски инвариантных мандельстамовских
переменных [2, 4], а также амплитуд и фаз со-
ответствующих им каналов ядерного рассеяния,
хорошо зарекомендовавшая себя при описании
(α, n)-реакций [5]. Прямые ядерные реакции отли-
чаются от резонансных, идущих через компаунд-

1)Всероссийский Научно-исследовательский институт ав-
томатики им. Н.Л. Духова, Москва, Россия.

*E-mail: AAGalyuzov@vniia.ru
**E-mail: Kosov@vniia.ru

ядро, тем, что прямые процессы быстрые и про-
текают за время порядка 10−22 с, а резонансные
компаунд-системы могут существовать значитель-
но большее время. Универсальный ТПР-подход
позволяет с помощью t- и u-каналов ядерного
рассеяния описывать периферические процессы,
а с помощью s-канального взаимодействия — ре-
акции, идущие с образованием компаунд-ядра и
учитывающие взаимодействие вторичных частиц в
конечном состоянии. Эмпирический подход с от-
носительно небольшим числом параметров выгля-
дит удобным средством для практически необходи-
мой аппроксимации, востребованной в протонной
терапии, ускорительной технике и астрофизиче-
ских расчетах. Были получены эмпирические ап-
проксимации экспериментальных данных диффе-
ренциальных сечений упругих протон-протонного
и протон-ядерного рассеяний, а затем в области
малых энергий выполнена уточняющая парамет-
ризация углового распределения сечения упругого
pp-рассеяния на основе ТПР, учитывающая интер-
ференцию электромагнитной и ядерной амплитуд
рассеяния.

При взаимодействии ядер существует кулонов-
ский барьер реакции, для описания которого ис-
пользуется величина, называемая энергией Гамова
и определяемая как [6, 7]

Eg = 2μ (παzZ)2 , (1)

где μ = m·M
m+M — приведенная масса, m, M и z,

Z — массы и заряды налетающей частицы и ядра-
мишени, а α — постоянная тонкой структуры. Для
реакции упругого pp-рассеяния Eg = 0.493 МэВ.

Энергия Гамова используется в факторе Гамо-
ва [7], описывающем вероятность проницаемости
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кулоновского барьера

P = exp

(
−

√
Eg

TCM

)
, (2)

где TLS/CM — кинетические энергии в лаборатор-
ной системе/системе центра масс, связанные меж-
ду собой как

TCM = TLS ·M · m+M

s
≈ TLS · M

m+M
, (3)

поскольку в нерелятивистском пределе s = m2 +
+ 2(m+ TLS)M +M2 ≈ (m+M)2 — мандельста-
мовская переменная, имеющая смысл квадрата
полной энергии реакции в системе центра масс.
Из (3) следует, что в случае pp-рассеяния в нере-
лятивистском пределе TCM = TLS

2 .
Для того чтобы рассчитать полную амплитуду

рассеяния, необходимо знать выражение электро-
магнитной (резерфордовской) амплитуды рассея-
ния налетающего ядра на ядре-мишени. Амплиту-
ду резерфордовского рассеяния можно определить
как

AR = −16πμαzZ ·
√
s

t
, (4)

где t — мандельстамовская переменная, имеющая
смысл квадрата переданного в упругом рассеянии
импульса:

−t = 2p2CM · (1− cos θCM) = |tmax| · sin2
θCM

2
. (5)

Импульс в системе центра масс реакции выра-
жается через pLS — импульс налетающего ядра в
лабораторной системе как

pCM =
pLS ·M√

s
, (6)

θCM — угол рассеяния в системе центра масс и
квадрат максимального переданного импульса:

|tmax| = 4p2CM. (7)

В (4) и везде далее используется релятивистское
обобщение приведенной массы [8]

μ =
m ·M√

s
. (8)

Дифференциальное сечение резерфордовского
рассеяния полностью ионизированных ядер опре-
деляется выражением [9]

dσR
dΩCM

=

(
2μαzZ

t

)2

· (�c)2 , (9)

где элемент телесного угла dΩCM =
= −dφ · d (cos θCM), φ — азимутальный угол, а �c≈
≈ 200 МэВ фм.

При использовании известного из ядерной ки-
нематики выражения [4]

dσ

dt
=

1

64π · s · p2CM

· |A|2 (10)

дифференциального сечения через полную ком-
плексную амплитуду рассеяния A можно записать:

dσR
dt

=
A2

R

64π · s · p2CM

· (�c)2 . (11)

Чтобы перейти от (11) обратно к (9), нужно вос-
пользоваться тем, что якобиан перехода от dσ

dΩCM
к

dσ
d(−t) имеет вид π

p2CM
.

Резерфордовское дифференциальное сечение
рассеяния тождественных частиц с массой m,
зарядом z и спином S имеет вид [10]

dσR
dΩCM

= (12)

=
Cz(

4p2CM

)2
⎛
⎜⎝ 1

sin4 θCM
2

+
1

cos4 θCM
2

+

+
(−1)2S

S + 1
2

·
cos

(
α

βr
CM

ln
(
tg2 θCM

2

))
sin2 θCM

2 cos2 θCM
2

⎞
⎟⎠ ,

где Cz =
(
mα�cz2

)2. В оригинальном выраже-
нии (12) в [10] использовалась нерелятивистская
величина приведенной массы μ и βr

CM = pCM
μ . В [8]

рассматривалось, в частности, кулоновское рас-
сеяние релятивистских заряженных частиц, для
которых предлагалось применять релятивистское
обобщение приведенной массы (8) и точное выра-
жение βr

CM = pCM√
p2CM+μ2

, которые и были исполь-

зованы в настоящей работе. Первый член в (12)
соответствует вкладу в дифференциальное сечение
t-канального рассеяния, второй — u-канального,
так как мандельстамовская переменная u в случае
упругого рассеяния выражается как

−u = 2p2CM · (1 + cos θCM) = (13)

= |tmax| · cos2
θCM

2
,

а третий — их интерференции.
Для удобства дальнейшего использования мож-

но упростить выражение (12) следующим образом:

dσR
dΩCM

= (14)

=
Cz

t2

(
1 + tg4

θCM

2
+

(−1)2S

S + 1
2

· tg2 θCM

2
×
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× cos

(
α

βr
CM

ln

(
tg2

θCM

2

)))
.

В приближении высоких энергийα�βr
CM коси-

нус в последнем слагаемом правой части выраже-
ния (14) обращается в единицу, однако при малых
энергиях его вклад оказывается существенным, в
связи с чем при аппроксимации эксперименталь-
ных дифференциальных сечений упругого рассея-
ния использовалась точная формула (14).

При низких энергиях ядра экранированы элек-
тронной оболочкой, поэтому на больших межъ-
ядерных расстояниях, соответствующих по соотно-
шению неопределенности малым квадратам пере-
данного импульса |t| и малым углам рассеяния θCM,
для сходимости интеграла от резерфордовского
дифференциального сечения рост 1

t2
при стремле-

нии t к нулю обрезается не зависящим от энер-
гии налетающей частицы параметром электронной
экранировки μS . Резерфордовское сечение ста-
новится пропорциональным фактору 1

(t−μ2
S)

2 , то
есть принимает вид полюсного t-канального чле-
на, который возникает, например, при обмене π0-
мезоном:

1

(t−m2
π0)2

, (15)

гдеmπ0 ≈ 135МэВ — масса π0-мезона (напомним,
что t = −|t| — неположительная величина, изме-
няющаяся согласно (5) от −|tmax| до 0). Если
бы была учтена электронная экранировка, то все
sin2 θCM

2 , согласно (5) пропорциональные мандель-
стамовской переменной t, надо было бы заме-

нить на sin2 θCM
2 +

μ2
S

4p2CM
, а все cos2 θCM

2 , пропорци-

ональные u, — на cos2 θCM
2 +

μ2
S

4p2CM
. Эффект элек-

тронной экранировки учитывался при эмпириче-
ской аппроксимации экспериментальных диффе-
ренциальных сечений упругих протон-протонного и
протон-ядерного рассеяний. В процессе парамет-
ризации углового распределения сечения упругого
pp-рассеяния на основе ТПР было установлено,
что вклад электронной экранировки в электромаг-
нитную амплитуду рассеяния пренебрежимо мал,
поэтому в аппроксимации на основе ТПР она никак
не учитывалась.

Большая часть экспериментальных данных
дифференциальных сечений упругих протон-
протонного и протон-ядерного рассеяний бра-
лась из базы ядерных данных EXFOR [11]. Во
время подготовки экспериментальных данных
для аппроксимации пришлось столкнуться с су-
щественной трудностью, состоящей в том, что
в экспериментальных работах данные об угле
и дифференциальном сечении приведены как в

лабораторной системе, так и в системе центра
масс, причем сечение и угол рассеяния могут
приводиться в разных системах. Это потребовало
скрупулезного изучения каждой работы и приведе-
ния данных к единому виду в системе центра масс(
θCM, dσ

dΩCM

)
, где θ — угол рассеяния в градусах, а

dσ
dΩ — дифференциальное сечение в мбн/ср.

Ниже описываются непрерывная по энергии
эмпирическая аппроксимация дифференциального
сечения упругого pp-рассеяния, а также непрерыв-
ная по энергии и атомному весу A эмпирическая
аппроксимация протон-ядерного рассеяния, полу-
ченные в результате обработки большого объе-
ма экспериментальных данных. Эмпирической ап-
проксимация называется потому, что она проводи-
лась при использовании в качестве фитирующей
функции суммы функций вида C · f ′(−t) · ef(−t),
где C — нормировочная константа, а f(x) — поли-
ном x. Очевидно, что каждый такой член разло-
жения элементарно интегрируется, что упрощает
розыгрыш угла рассеяния с помощью случайного
числа. В рамках такого подхода невозможно было
учесть интерференцию электромагнитной и ядер-
ной амплитуд рассеяния, а их вклады в дифферен-
циальное сечение представлялись независимыми
аддитивными членами и вклад электромагнитного
рассеяния, которое обычно учитывается в форме
многократного рассеяния, вычитался из диффе-
ренциального сечения. Это позволяло по получен-
ным параметризующим дифференциальные сече-
ния формулам элементарно вычислять интеграль-
ные сечения, а простота получающихся функций
делала возможным с высокой производительно-
стью проводить розыгрыш с помощью случайных
чисел угловых распределений этих сечений в про-
цессе численного моделирования.

После построения глобальной pA-формулы,
ориентированной на высокие энергии, в которой
резерфордовское рассеяние можно было выделить
как независимый процесс, с целью сравнения с
полученной эмпирической аппроксимацией упру-
гого pp-рассеяния приводится аппроксимация того
же упругого сечения в области малых энергий,
выполненная на основе ТПР и учитывающая
интерференцию электромагнитной и ядерной ам-
плитуд рассеяния.

2. АППРОКСИМАЦИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СЕЧЕНИЙ
УПРУГИХ ПРОТОН-ПРОТОННОГО

И ПРОТОН-ЯДЕРНОГО РАССЕЯНИЙ
2.1. Описание дифференциального сечения

упругого pp-рассеяния
Дифференциальное сечение упругого pp-рас-

сеяния требуется при моделировании рассеяния
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Таблица 1. Коэффициенты, использовавшиеся в эмпирической аппроксимации (16) дифференциального сечения
упругого pp-рассеяния

Ae 1.71 +
6.24

p
+

2.78

p3
Be 10 ln p+

105
√
p

Ad
74 + 3 (ln p− 5)

2

1 + 3.4/p5
+

0.2/p2 + 17p

p4 + 0.001
√
p

Bd
8p0.055

1 + 3.64/p3

Am 5× 10−5 +
4000

p4 + 1500p
Bm 0.46 +

1.2× 106

p4 + 3.5× 106/
√
p

Ah 5× 10−5 +
1010

p8 + 8.5× 108p2 + 1010
Bh 1.1 +

3.4× 106

p4 + 6.8× 106

протонов на атомах водорода в составе органиче-
ских материалов, в частности при прецизионном
расчете упругого pp-рассеяния при низких энер-
гиях, необходимом для моделированиия эффекта
радиационной терапии, а также в различных аст-
рофизических приложениях. Для этих целей была
бы очень полезна непрерывная в широком диапа-
зоне кинетических энергий налетающего протона
аппроксимация дифференциального сечения упру-
гого pp-рассеяния.

Эмпирическая формула дифференциального
сечения упругого pp-рассеяния имеет вид

dσ

dt
=

AeBee
−Be

√
−t

2
√
−t

+ (16)

+Ade
Bdt + 2AmB2

m(−t)e−(−Bmt)2 +

+AhBhe
Bht + (t ↔ u) ,

где зависимости используемых параметров от
импульса p налетающего протона в лабораторной
системе вМэВ/с приведены в табл. 1. Член (t ↔ u)
означает, что из-за тождественности протонов
необходимо прибавить такое же выражение, где−t

заменено на −u = 2mp ·
(√

p2 +m2
p −mp

)
+ t, а

mp — масса протона.
Первый член (Ae, Be) в (16) соответствует

электромагнитному рассеянию с учетом электрон-
ной экранировки. В процессе аппроксимации бы-
ло опытным путем получено, что в отличие от
резерфордовского рассеяния, дифференциальное
сечение которого ∼t−2, наилучшее качество па-
раметризации дифференциального сечения упру-
гого pp-рассеяния обеспечивает использование в
первом члене (Ae, Be) квадратного корня из −t.
Второе слагаемое в (16) описывает дифракционный
конус. Третий член (Am, Bm) соответствует пер-
вому, а четвертый — последующим одновременно
аппроксимируемым дифракционным максимумам,
поскольку подробно описать все дифракционные
максимумы высших порядков не представляется
возможным, а также потому, что дифракционные

минимумы в силу ферми-движения и флуктуаций
плотности (например, кластеризации) вовсе не так
глубоки, как предсказывает оптическая модель, и
даже на самых тяжелых ядрах проявляются всего
один-два вторичных максимума, а остальное уг-
ловое распределение представляется усредненной
экспоненциально спадающей кривой (Ah, Bh).

Все члены выражения (16) (за исключением
описывающего дифракционный конус (Ad, Bd),
где интеграл равен Ad

Bd
, и Ad имеет смысл зна-

чения дифференциального сечения при рассеянии
на нулевой угол) нормированы так, что коэффи-
циент A соответствует интегралу этого члена по
−t от нуля до бесконечности. В действительно-
сти интегрирование надо производить в ограни-
ченном диапазоне от нуля до значения |tmax| =
= 2mp

(√
p2 +m2

p −mp

)
, совпадающего по вели-

чине с (7) и которое можно получить, если записать
выражение (5) для ядра-мишени. Нормировки не
было сделано для члена (Ad, Bd), описывающего
дифракционный конус, поскольку при малых энер-
гиях, которые сейчас рассматриваются, Bd прак-
тически обращается в нуль, и Ad приобретало бы
неадекватно большую величину. При малых энер-
гиях членом первого дифракционного максимума
(Am, Bm) и эффективной экспонентой, аппрокси-
мирующей высшие максимумы (Ah, Bh), можно
пренебречь. Таким образом, было очевидно, что
при малых энергиях эта общая формула требует
усовершенствования.

Полученная эмпирическая аппроксимация по-
казана на рис. 1. Здесь и далее угловые распреде-
ления представлены для средней энергии исполь-
зованных данных. Различные наборы данных, со-
ответствующие одной и той же средней кинетиче-
ской энергии налетающего протона в лабораторной
системе, изображены различными типами марке-
ров. При рассеянии тождественных частиц диф-
ференциальное сечение симметрично относительно
величин |tmax|/2, соответствующих углу рассеяния
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dσ/dt, мбн/ГэВ2

10−3

100

101

102

100

101

101

102

102

103

104

105

10−1 100 10−3 10−1 100 10−3 10−1 100 10−3 10−1 100

−t, ГэВ2

8.02 МэВ 9.8 МэВ 13.5 МэВ 49.8 МэВ

203 МэВ 361.6 МэВ 530.1 МэВ 664.5 МэВ

796.8 МэВ 959.3 МэВ 1.21 ГэВ 1.61 ГэВ

2.1 ГэВ 2.82 ГэВ 3.97 ГэВ 4.84 ГэВ

Рис. 1. Дифференциальные сечения упругого pp-рассеяния из работ [14–16, 114, 115, 117, 119–143], описанные
формулой (16). Штриховая прямая — резерфордовское дифференциальное сечение (14).

θCM = 90◦ в системе центра масс, поэтому эти зна-
чения мандельстамовской переменной на рисунках
обозначены вертикальными линиями, относитель-
но которых сечение симметрично.

Как видно из рис. 1, за исключением кинети-
ческих энергий налетающих протонов TLS = 49.8
и 203 МэВ, разработанная эмпирическая аппрок-
симация дифференциального сечения упругого pp-
рассеяния хорошо описывает экспериментальные
данные. При меньших энергиях она так же хорошо,
как и на рис. 1, согласуется с экспериментальными
данными, а при росте энергий в ГэВную область
отлично совпадает с ними.

Помимо аппроксимирующей функции (16) на
рис. 1 для каждой кинетической энергии налета-
ющего протона изображена соответствующая ей
кривая резерфордовского рассеяния тождествен-
ных частиц (14), где переход от dσ

dΩCM
к dσ

dt осу-
ществляется с помощью якобиана перехода π

p2CM
.

Как видно из рис. 1, при малых энергиях в об-
ласти малых углов рассеяния угловое распределе-

ние дифференциального сечения совпадает с ре-
зерфордовской кривой. Вероятно, это связано с
тем, что из-за кулоновского барьера при малых
кинетических энергиях и углах рассеяния ядерная
амплитуда мала по сравнению с электромагнит-
ной амплитудой рассеяния. Однако при увеличении
угла рассеяния вклад резерфордовского сечения
падает ∼t−2, и упругое дифференциальное сечение
начинает определяться вкладом ядерной амплиту-
ды рассеяния. На рис. 1 это проявляется посто-
янной величиной дифференциального сечения при
больших углах рассеяния, что соответствует диа-
грамме изотропного распада компаунд-ядра. При
кинетической энергии, большей 100 МэВ, диффе-
ренциальные сечения упругого pp-рассеяния из-
мерялись в области, где резерфордовское сечение
дает малый вклад.

2.2. Описание дифференциального сечения
упругого протон-ядерного рассеяния

Для описания дифференциальных угловых рас-
пределений традиционно используют оптические
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модели [1], зависящие от большого числа пара-
метров как самого оптического потенциала, так и
радиального распределения плотности ядра. Су-
ществуют и другие модели расчета дифференци-
альных угловых распределений, но большинство из
них все равно сводится к параметризации сечений.
В этом смысле простая и удобная для моделиро-
вания эмпирическая параметризация дифференци-
альных сечений ничем не хуже модельной со срав-
нимым числом свободных параметров. Главным
вопросом остается предсказательная сила такой
эмпирической параметризации, поскольку экспе-
риментальные данные дифференциальных сечений
имеются для ограниченных энергетических диапа-
зонов и относительно небольшого набора ядерных
мишеней. Понять то, насколько надежной можно
считать экстраполяцию или интерполяцию разра-
ботанной эмпирической параметризации, описыва-
ющей упругое сечение в области энергий и для ион-
ионных пар, для которых нет экспериментальных
данных, можно оценивая качество параметриза-
ции дифференциальных сечений при непрерывной
аппроксимации параметров фитирующей функции
как функций начальной кинетической энергии TLS
налетающей частицы и атомного веса ядра-мишени
A.

При упругом рассеянии протонов может иметь
место t-канальное рассеяние, примером которого
является кулоновское рассеяние с t-канальным
обменом виртуальным γ-квантом, а также мо-
жет наблюдаться u-канальное рассеяние, когда
налетающая частица подхватывает A− 1 нукло-
нов ядра-мишени, где A — массовое число ядра,
и сама превращается в ядро-мишень с числом
нуклонов A. Эффект подхвата A− 1 нуклонов
ядра-мишени налетающим ядром также называет-
ся “ядерной глорией” и при низких энергиях может
иметь достаточно большую вероятность. Очевид-
но, что в системе центра масс при u-канальном
обмене протон как бы рассеивается назад, причем
при приближении угла рассеяния к 180◦ сечение
не убывает, а растет. Понятно, что никакие оп-
тические потенциалы не способны воспроизвести
этот эффект, а при свободной форме фитирующей
функции его описать возможно. Наиболее ярко
u-канальное рассеяние протонов наблюдается на
трех ядрах: дейтерии (нуклонный обмен), 3He (дей-
тронный обмен) и 4He (тритиевый обмен). Данные
для ядра трития не рассматриваются, поскольку в
физических детекторах такой ядерной мишени не
существует.

Была найдена единая эмпирическая параметри-
зация дифференциального сечения упругого рассе-
яния протонов на легких ядрах с A < 7:

dσ

dt
=

dσe
dt

+ (17)

+Ad (Bd − 2Cdt) e
Bdt−Cdt

2
+ 3AmBmt2eBmt3 +

+AhBhe
Bht +AuBue

But,

где dσe
dt = AeBe

e−Be
√

−t

2
√
−t

и зависимости используе-
мых параметров от импульса p налетающего про-
тона в лабораторной системе в МэВ/с и атомного
веса ядра-мишени A в атомных единицах массы
приведены в табл. 2.

Первый член dσe
dt , так же как и для протон-

ной мишени, приблизительно описывает диффе-
ренциальное сечение электромагнитного рассея-
ния с учетом электронной экранировки. Главным
вкладом ядерного упругого рассеяния является ди-
фракционный конус рассеяния, описываемый вто-
рым членом с нормировочным коэффициентом Ad.
Аппроксимация параметров дифракционного ко-
нуса наиболее сложна, поскольку она фактически
выражает зависимость упругого протон-ядерного
дифференциального сечения от энергии налетаю-
щего иона и атомного веса ядра-мишени. Третий
член (Am, Bm) описывает первый и единственный
дифракционный максимум, а четвертый Ah — ап-
проксимирует вклад всех старших дифракционных
максимумов, которые чаще всего из-за недостаточ-
ного разрешения измерительной установки слива-
ются в одну падающую экспоненту. Наконец, ядер-
ную глорию описывает последний член Au. Если
отвлечься от множителя p2, то в аппроксимации
вклада в сечение ядерной глории Au выделяются
два члена. Первый имеет вид гамма-функции, сна-
чала степенным образом возрастая, а потом экспо-
ненциально падая. Он вносит определяющий вклад
при малых энергиях, но становится пренебрежимо
малым уже при импульсе 200МэВ/с (кинетическая
энергия протона TLS ≈ 21 МэВ), по порядку со-
ответствующим импульсу Ферми нуклонов в ядре.
Второй член степенным образом убывает с возрас-
танием импульса. Он дает небольшой, но более-
менее постоянный вклад при малых энергиях и,
несмотря на то что степенным образом убывает,
при импульсах протона больше импульса Ферми
нуклонов в ядре является определяющим фактором
при описании u-канального рассеяния. Ядерная
глория на фоне быстро падающего с возрастанием
величины −t дифференциального сечения приве-
дена на рис. 2 до кинетической энергии протона
порядка 900 МэВ, но в [12] сечение рассеяния
назад протона на дейтроне измерено вплоть до
энергии 2.7 ГэВ.

Для более тяжелых ядер вклад рассеяния назад
мал, поэтому будет использоваться другая пара-
метризация, не учитывающая u-канального рас-
сеяния, но хорошо воспроизводящая не только
первый, но и второй дифракционный максимумы.
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Таблица 2. Коэффициенты, использовавшиеся в эмпирической аппроксимации (17) дифференциального сечения
упругого протон-ядерного рассеяния при A≤ 6

Ae 1.5 +
0.2(A− 1)

p4

Be 10 ln p+
210

A
√
p

Ad
4000A

1 + a1pA+4
+

a2
p4 + a3p4−2A

+
0.28 (ln p)

10
+ a4

1 + 3.8p−2/A

a1 1.2× 107A8 + 380A17

a2
0.7

1 + 4× 10−12A16

a3
2.5

A12 + 10−16A40

a4 1.2A2 + 2.3

Bd
b1 + 0.2Ap2

p4 + b2/pA/2
+ b3

b1 b1 =
0.01

1 + 0.0024A5

b2 b2 =
9× 10−7

1 + 0.035A5

b3 b3 =
42 + 2.7× 10−11A16

1 + 0.14A

Cd
2.25A3

1 + 18/p2
+

c1
p6−A + c2/p16

c1
0.0024A8

1 + 2.6× 10−4A7

c2
3.5× 10−36A40

1 + 5× 10−15A31

Am
105

(A8 + 2.5× 1012/A16) (pA−2 + d/p4)
+ 0.0006A3

d
8× 107A−12

1 + 10−28A42

Bm

(
10 + 4× 10−8A13

)
p0.114 +

0.003

p8 + 2× 10−23/p16

Ah 0.03 +
1

(pA+1 + 1.5× 10−4p−A/(1 + 5× 10−6A12)) (1 + 10−4A8)

Bh
A/2

p3 + 2× 10−7A4
+

4

1 + 64A−3/p2

Au p2
(
108pA/2e0.32A

√
A−20pA/2e0.45A

√
A

+
7000 + 2.4× 106/A5

1 + 2.5× 105e0.085A3p2.5A

)

Bu

pA−2
(
920 + 0.03A11

)
1 + pA (93 + 0.0023A12)
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Все члены аппроксимирующей формулы (17)
записаны в таком виде, что они легко могут быть
проинтегрированы по −t от нуля до величины (7),
чтобы получить интегральные сечения. Следует
также заметить, что здесь использованы больши́е
степени атомного веса A только для того, чтобы
дать удовлетворительное описание дифференци-
ального сечения для изотопа 6Li, более точная
аппроксимация для которого может быть найдена в
специальных библиотеках физического программ-
ного пакета CHIPS-TPT [13] (Свидетельство Ро-
спатент № 2014611928).

Рассеяние протонов на ядрах дейтерия изучено
достаточно подробно как при низких, так и при
высоких энергиях. Эмпирическая параметризация
(17) экспериментальных упругих дифференциаль-
ных сечений pd-рассеяния, измеренных при малых
кинетических энергиях налетающего протона [14–
43], показана на рис. 2, на каждой из частей кото-
рого кинетическая энергия указана в лабораторной
системе. Заметим, что при больших TLS вплоть до
900 ГэВ разработанная параметризация работает
гораздо лучше, чем при низких энергиях. Из рис. 2
видно, что эффект ядерной глории проявляется
начиная с самых малых энергий. Обращает на себя
внимание то, что при сохранении характера зависи-
мости дифференциального сечения от релятивист-
ски инвариантной мандельстамовской переменной
(5), имеющей смысл квадрата переданного импуль-
са, граница распределения растет с увеличением
энергии налетающего протона. Именно при макси-
мальном квадрате переданного импульса, который
соответствует углу рассеяния в системе центра
масс 180◦, и возникает эффект ядерной глории.

Дейтрон — достаточно рыхлая система, и эф-
фект подхвата нейтрона налетающим протоном не
кажется маловероятным, однако в системе цен-
тра масс это приводит к кажущемуся рассеянию
налетающего протона назад, тогда как, подхватив
нейтрон мишени, он продолжает лететь вперед, а
назад летит протон-спектатор из состава дейтрона
мишени. При кинетической энергии ниже 0.6 МэВ
кулоновский барьер ядерной реакции сводит ве-
роятность u-канального рассеяния практически к
нулю, и ожидаемая ядерная глория практически
отсутствует, а резкий максимум в области малых
углов практически полностью описывается резер-
фордовским рассеянием, как это показано, напри-
мер, для начальной кинетической энергии 448 кэВ.

На рис. 3 показано использование параметри-
зации (17) для описания дифференциальных сече-
ний упругого рассеяния протонов на ядре 3He, из-
меренных в [16, 24, 33, 40, 44–54]. Отчетливо про-
являющийся эффект ядерной глории соответствует
u-канальному обмену ядром дейтерия — подхвату
протоном рыхлого ядра дейтерия как целого. Тем

не менее, экспериментально эффект ядерной гло-
рии отчетливо проявляется вплоть до кинетической
энергии 86 МэВ, что значительно больше импуль-
са Ферми, а начинает быть заметным с энергии
всего 2.6 МэВ. Как видно из рис. 3, начиная с
кинетической энергии протона примерно 0.5 МэВ
отличие упругого дифференциального сечения от
резерфордовской кривой существенно, а с ростом
энергии только увеличивается.

Рассеяние протонов на ядрах основного изотопа
гелия исследовано значительно подробнее, чем на
ядрах 3He. Дифференциальные сечения упругого
pα-рассеяния, измеренные при достаточно малых
энергиях [16, 40, 50, 51, 55–74], показаны на
рис. 4. Вклад ядерной глории, наложенный на
первый дифракционный максимум, виден уже с
TLS = 1.6 МэВ. Принимая во внимание неполное
исследование дифференциальных сечений, можно
предположить, что при взаимодействии протонов
с гелием амплитуды ядерного упругого рассеяния
начинают доминировать в упругом рассеянии на
большие углы, начиная с энергии 1 МэВ. Как и в
случае p3He-рассеяния, отличие углового распре-
деления сечения упругого рассеяния от резерфор-
довской кривой заметно с TLS порядка сотни кэВ,
а при росте энергии только увеличивается. Следу-
ет также упомянуть про подробнейшие измерения
упругого pα-рассеяния, проведенные в [74], начи-
ная с энергии 0.8 ГэВ вплоть до 1.3 ГэВ, т. е. вплоть
до рассеяния назад, которые позволяют предполо-
жить, что подобные реакции лежат за пределами
области применимости оптических моделей [1] и
метода искаженных волн DWA [75].

Чем тяжелее ядро мишени, тем уже дифракци-
онный конус рассеяния, и тем больше дифракцион-
ных максимумов возникает в спектре. При началь-
ной кинетической энергии протона больше 1 ГэВ
насчитывается до десяти вторичных дифракцион-
ных максимумов. Аппроксимировать все максиму-
мы не представляется возможным, поскольку даже
для одного ядра и одной энергии положение всех
максимумов не удается описать с помощью теории
рассеяния Глаубера (релятивистской оптической
модели) [76], варьируя параметры плотности ядра
как свободные параметры. С практической точки
зрения в этом и нет необходимости, поскольку
в области больших переданных импульсов, где
возникают старшие максимумы, доминирует ква-
зисвободное рассеяние с выбиванием нуклона из
ядра или сильным ядерным возбуждением, поэтому
старшие максимумы при высокой энергии можно
описать единой экспоненциально падающей функ-
цией.

Начиная с A = 7 (7Li) ядра становятся доста-
точно велики, и аппроксимирующую формулу при-
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448 кэВ 653 кэВ 895 кэВ 1.98 МэВ 3.07 МэВ 3.49 МэВ

4.21 МэВ 5.31 МэВ 6.43 МэВ 7.64 МэВ 8.96 МэВ 10.39 МэВ

11.91 МэВ 13.54 МэВ 16.18 МэВ

18.06 МэВ 21.08 МэВ 30.2 МэВ

39.75 МэВ 48.33 МэВ 66.6 МэВ

115.7 МэВ 144.3 МэВ 175.4 МэВ

203.2 МэВ 250.5 МэВ 270.4 МэВ 585 МэВ 797.2 МэВ 890.7 МэВ
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Рис. 2. Дифференциальные сечения упругого pd-рассеяния из работ [14–43], описанные формулой (17). Штриховая
прямая — резерфордовское дифференциальное сечение (9).

ходится модифицировать:
dσ

dt
=

dσe
dt

+ (18)

+Ad(Bd − 2Cdt)e
Bdt−Cdt

2
+ 5AmDt4eDt5 +

+ 7AsFt6eFt7 +AhHeHt,

где dσe
dt = AeBe

e−Be
√

−t

2
√
−t

и зависимости используе-
мых параметров от импульса p налетающего про-
тона в лабораторной системе в МэВ/с и атомного
веса ядра-мишени A в атомных единицах массы
приведены в табл. 3. В (18) первые два члена
имеют тот же смысл, что и в (17), третий член
(Am, D) описывает первый, а четвертый (As, F ) —
второй дифракционные максимумы, и все старшие
дифракционные максимумы сливаются в единую
экспоненту, аппроксимирующуюся с помощью па-
раметров Ah иH .

На рис. 5 в качестве примера показано ис-
пользование эмпирической параметризации (18)
для описания дифференциальных сечений упру-
гого рассеяния протонов на свинце, измеренных

в работах [54, 77–107]. В левом верхнем углу
пунктиром показан вклад квазиупругого рассеяния
протона, рассчитанного по оптической модели, и
видно, что при его учете подробное описание стар-
ших максимумов не имеет смысла. Аналогичные
кривые приведены и для энергий больше 0.5 ГэВ,
и там также видно, что старшие дифракционные
максимумы лежат в тени квазиупругого рассея-
ния, имеющего собственные большие погрешности,
превосходящие масштаб нерегулярностей в упру-
гом рассеянии на большие углы. Таким образом,
существенной оказывается аппроксимация только
первого и второго дифракционного максимума.

Из рис. 5 видно, что при малых углах рассея-
ния упругое дифференциальное сечение совпадает
с резерфордовской кривой. Однако при увеличе-
нии TLS отличие вблизи θCM = 180◦ увеличивает-
ся. Наконец, при энергиях порядка десятков ГэВ
в рассматриваемом диапазоне −t полное упругое
дифференциальное сечение везде на 2–3 поряд-
ка превышает резерфордовское дифференциаль-
ное сечение. Это может быть связано с тем, что
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dσ/dt, мбн/ГэВ2
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307 кэВ 448 кэВ 653 кэВ 895 кэВ 2.61 МэВ 4.02 МэВ

4.4 МэВ 4.6 МэВ 5.53 МэВ

6.43 МэВ 6.54 МэВ 6.78 МэВ

7.52 МэВ 8.29 МэВ 8.56 МэВ

8.96 МэВ 9.52 МэВ 9.8 МэВ

10.39 МэВ 11.14 МэВ 20.25 МэВ

27.54 МэВ 31.71 МэВ 37.52 МэВ

46.8 МэВ 85.7 МэВ 100.2 МэВ 585 МэВ 797.2 МэВ 1 ГэВ

Рис. 3.Дифференциальные сечения упругого p3He-рассеяния из работ [16, 24, 33, 40, 44–54], описанные формулой (17).
Штриховая прямая — резерфордовское дифференциальное сечение (9).

из-за большого заряда ядра свинца (Z = 82) при
небольших значениях кинетической энергии нале-
тающего протона высокое значение кулоновского
барьера подавляет ядерную амплитуду рассеяния,
а при росте TLS и преодолении кулоновского ба-
рьера сильная амплитуда рассеяния становится
значительно больше резерфордовской, особенно в
области больших углов рассеяния.

Сравнивая формулу (18) с выражением (17) для
легких ядер, можно отметить, что в ней исчез по-
следний член, описывавший u-канальное рассея-
ние, но зато появился член As, аппроксимирующий
второй дифракционный максимум. Это, однако, не
означает, что при совсем низких энергиях (18) не
описывает максимум в рассеянии назад. Оказы-
вается, что параметров второго дифракционного
максимума вполне достаточно, чтобы описать этот
эффект, который значительношире, чем узкий мак-
симум ядерной глории на легких ядрах. Дело в том,
что по мере снижения начальной энергии уменьша-
ется и верхний предел аппроксимации (7), который
соответствует рассеянию назад, и рассеяние назад
перемещается в область второго дифракционно-
го максимума. Примечательно то, что в отличие

от формулы (17), использовавшейся для легких
ядер, теперь вклад электромагнитного рассеяния
в полное сечение вообще не зависит от материала
мишени и степенным образом уменьшается при
росте величины начального импульса.

Найденная аппроксимирующая формула (18)
была использована для всех ядер мишеней фи-
зических детекторов с A > 6, но рамки статьи не
позволяют привести большое количество получен-
ных аппроксимаций. В области легких ядер (A < 7)
аппроксимация (17) была проведена для сечений
упругого рассеяния протонов на полном наборе
изотопов: 1H, 2H, 3H, 3He, 4He, 6Li.

2.3. Аппроксимация дифференциального сечения
упругого pp-рассеяния в области низких энергий

на основе теории прямых ядерных реакций

В процессе аппроксимации экспериментальных
данных выяснилось, что для pp-рассеяния t/u-
канальные амплитуды много меньше s-канальной
амплитуды рассеяния, поэтому мы ими пренебре-
гали, хотя при очень больших энергиях, когда до-
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512 кэВ 852 кэВ 1.61 МэВ 1.98 МэВ 2.99 МэВ 3.49 МэВ
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12.54 МэВ 13.03 МэВ 14.38 МэВ 15.08 МэВ 16.72 МэВ 17.47 МэВ

30.18 МэВ 89.62 МэВ 301 МэВ 499.6 МэВ 584.6 МэВ 788.4 МэВ

dσ/dt, мбн/ГэВ2
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Рис. 4. Дифференциальные сечения упругого pα-рассеяния из работ [16, 40, 50, 51, 55–74], описанные формулой (17).
Штриховая прямая — резерфордовское дифференциальное сечение (9).

стигаются значения −t	m2
π0 , они и могут ока-

заться необходимыми. Мы сознательно не рас-
сматривали этот диапазон энергий, поскольку для
него существует устоявшаяся теория [108], исполь-
зующая модель однобозонного обмена (OBEM —
One-Boson Exchange Model) [109], являющую-
ся обобщением хорошо известной модели одно-
пионного обмена (OPEM — One-Pion Exchange
Model) [110]. Для аппроксимации отбирались дан-
ные экспериментов с кинетической энергией про-
тонов в лабораторной системе не более 200 МэВ.
В процессе аппроксимации дифференциальных се-
чений упругого pp-рассеяния было установлено,
что получающееся значение параметра электрон-
ной экранировки μs мало и в рассматриваемом диа-
пазоне −t не оказывает влияния на получающуюся
аппроксимацию, в связи с чем эффект электронной
экранировки не учитывался.

Для рассеяния протонов с зарядом z = 1 и
спином S = 1

2 согласно (14) получается следующее
выражение дифференциального сечения:

dσR
dΩCM

=

(
2μα�c

t

)2

× (19)

×
(
1 + tg4

θCM

2
− tg2

θCM

2
×

× cos

(
α

βr
CM

ln

(
tg2

θCM

2

)))
.

Принимая во внимание (4), амплитуду резер-
фордовского pp-рассеяния можно представить в
виде

Ap−p
Rtot = AR ·

√
1 + tg4

θCM

2
− tg2

θCM

2
· cos

(
α

βr
CM

ln

(
tg2

θCM

2

))
. (20)
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15.98 МэВ 21.1 МэВ 25.4 МэВ 30.4 МэВ 35.1 МэВ

40 МэВ 46.7 МэВ 55 МэВ 63.1 МэВ 81.6 МэВ

95.4 МэВ 157.9 МэВ 181.8 МэВ 199.6 МэВ121.1 МэВ

200.7 МэВ 299.7 МэВ 336.3 МэВ 399.5 МэВ 499.6 МэВ

648.8 МэВ 796.8 МэВ 1.02 ГэВ 69.1 ГэВ 174.1 ГэВ
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Рис. 5. Дифференциальные сечения упругого рассеяния протонов на ядрах свинца из работ [54, 77–107], описанные
формулой (18). Штриховая прямая — резерфордовское дифференциальное сечение (9). Точечная кривая — фоновое
квазиупругое протон-нуклонное рассеяние для ядра свинца.

Тогда резерфордовское сечение рассеяния про-
тона на протоне будет определяться выражением
(11), где в качестве амплитуды рассеяния следу-
ет использовать Ap−p

Rtot. Запишем действительную
и мнимую части полной амплитуды упругого pp-
рассеянияA, в которой интерферируют ее электро-
магнитная и сильная составляющие, в виде

Re(A) = Ap−p
Rtot +As · cos(φs), (21)

Im(A) = As · sin(φs), (22)

где в выражении (21) для Re(A) первый член соот-
ветствует амплитуде резерфордовского рассеяния,
а члены с As в (21), (22) обозначают вклад s-
канальной амплитуды рассеяния.

Для упругого pp-рассеяния непрерывная по ки-
нетической энергии налетающего протона аппрок-
симация дифференциального сечения на основе
теории прямых ядерных реакций была выполнена с
использованием двух параметрических зависимо-
стей — амплитуды (As) и фазы (φs) s-канала. Их

зависимости от кинетической энергии протонов в
системе центра масс TCM показаны на рис. 6 и 7.

Безразмерная амплитуда s-канала, показанная
на рис. 6, аппроксимировалась как

As =

2670.5 ·
(
1 +

(
TCM
24.4

)0.957
)

(
1 + TCM

1.22

)
·
(
1 +

(
0.188
TCM

)2
) ·

√
P , (23)

где проницаемость кулоновского барьера P , вхо-
дящая в фактор Гамова и снижающая сильную ам-
плитуду при уменьшении TCM, определяется фор-
мулой (2).

Фаза s-канала, изображенная на рис. 7, описы-
валась функцией

φs =

π ·
(
1 +

(
TCM
0.255

)9.2
)
·
(
1 +

(
TCM
47.0

)2
)

(
1 +

(
TCM
0.246

)9.262
)
·
(
1 +

(
TCM
62.3

)3
) . (24)
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Таблица 3. Коэффициенты, использовавшиеся в эмпирической аппроксимации (18) дифференциального сечения
упругого протон-ядерного рассеяния при A > 6

Ae 30000 +
1000

p3
d1

0.002A4

1.+ 7× 107(A− 6.83)−14

Be 100 + 25 ln(p) d2
2× 106

A6
+

7.2

A0.11

Ad
a1

1 + a2p−4
+

a3
p4 + a4p−2

+
a5

p5 + a6p−16
d3

11A3

1 + 7× 1023A−24

a1 4.5A1.15 d4
100

A3/2

a2 0.06A0.6 As
s1p

−s4

1 + s5p−12
+

s2
1 + s3p−6

a3
0.6A

1 + 2× 1015A16
s1

0.1 + 4.4× 10−5A2

1 + 5× 105A−4

a4
0.17

A+ 9× 105A−3 + 1.5× 1033A−32
s2

3.5× 10−4A2

1 + 108A−8

a5
0.001 + 7× 10−11A5

1 + 4.4× 10−11A5
s3 1.3 + 3× 105A−4

a6
(2.2× 10−28A10)2 + 2× 10−29

1 + 2× 10−22A12
s4

500

A2 + 50
+ 3

Bd
b1p

−8 + b5
p+ b2p−b6

+
b3

1 + b4p−4
s5 10−9A−1 + (6 × 1014A−16)4

b1
400

A12
+ 2× 10−22A9 F f1p

−8 + f2p
−2 +

f3
1 + 10p−8

b2
10−32A12

1 + 5× 1022A−14
f1 0.4A3/2 + 3× 10−9A6

b3
1000

A2
+ 9.5A3/4 f2 5× 10−4A5

b4 4× 10−6A5/2 +
1011

A16
f3 0.002A5

b5
120/A+ 0.002A2

1 + 2× 1014A−16
Ah

r1p
−4 + r6/p

1 + r2p−10
+

r3 + r4(ln(p)− 5)2

1 + r5p−12

b6 9 + 100/A r1 0.05 + 0.005A

Cd
c1

p4p−c3 + c2p−4
r2 7× 10−8A−1/2

c1 0.002A3 +
3× 107

A6
r3 0.8A1/2

c2 7× 10−15A11/2 r4 0.02A1/2

c3
9000

A4
r5 108A−3

Am Am =
g1p

−4

pg2 + g3p−12
+ g4 r6

3× 1032

A32 + 1032

g1
0.0011A3/2

1 + 3× 1034A−36
H

24

1 + h1/p
+

h2p
4

1 + h3p5
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Таблица 3.Окончание

g2 10−5A2 + 2× 1014A−16 h1 20A−1/2

g3
1.2× 10−11A2

1 + 1.5× 1019A−12
h2

7000A

A1/2 + 1

g4
0.016A3/2

1 + 5× 1016A−16
h3

900A1/2

1 + 500A3

D d1p
−d2 + d3p

−d4

Погрешности данных на рис. 7, как и на рис. 6,
не видны, так как находятся в пределах размера
маркеров. Кинетическая энергия в системе центра
масс TCM измеряется в МэВ. При ее стремлении
к нулю фаза становится полностью деструктивной
(φs = π), что отчетливо проявляется в первой точ-
ке (TLS = 499.2 кэВ), а при больших энергиях —
полностью конструктивной (φs = 0). Как видно из
рис. 7, точки с TLS = 14.16 и 50.06 МэВ недоста-
точно хорошо описываются функцией (24), хотя это
и не сказывается на качестве итоговой аппрокси-
мации, изображенной на рис. 8.

Гипотеза деструктивной интерференции при ма-
лых энергиях не оказывает большого влияния на
упругие дифференциальные сечения, поскольку из-
за фактора Гамова сильная амплитуда As экс-
поненциально падает при уменьшении энергии.
Тенденция в последней точке по энергии (TLS =
= 190 МэВ) к уменьшению фазы позволила пред-
положить, что при бо̀льших энергиях можно ожи-
дать стремления фазы к конструктивному значе-
нию, однако, поскольку для столь больших TLS
надо также использовать t/u-канальные ампли-
туды рассеяния, этот вопрос требует дальнейшего
исследования при необходимости продления ап-
проксимации в область бо̀льших энергий.

На рис. 8 аппроксимация дифференциального
сечения упругого pp-рассеяния (сплошная кривая),
полученная по формулам (10) и (21)–(22), в кото-
рых использованы параметрические зависимости
(23) и (24) — амплитуда и фаза s-канала, сравни-
вается с доминирующим при малых −t резерфор-
довским рассеянием (штриховая кривая). Боль-
шая часть экспериментальных данных работ [111–
119] взята из базы ядерных данных EXFOR [11].
Погрешности экспериментальных точек не пре-
вышают размера изображающих их маркеров. На
рис. 8 переменная −t изменяется от 0 до величины
|tmax|/2 из-за того, что рассеивающиеся частицы
тождественные, а значит, распределение dσ

dt сим-
метрично относительно этой величины, соответ-
ствующей согласно (5) углу рассеяния θCM = 90◦ в
системе центра масс.

Эмпирическая аппроксимация (16) углового
распределения упругого pp-рассеяния показана
на рис. 8 точечной кривой. Ее преимуществом
является то, что она выполнена в широком диа-
пазоне энергий. Однако, как видно из рис. 8, в
рассматриваемой области небольших кинетиче-
ских энергий налетающего протона разработанная
аппроксимация на основе ТПР обеспечивает
существенно лучшее описание экспериментальных
данных (при кинетической энергии налетающего
протона TLS = 499.2 кэВ, а также больше 10МэВ).

При уменьшении кинетической энергии налета-
ющих протонов ниже 0.5 МэВ (наименьшая ки-
нетическая энергия, экспериментальные диффе-
ренциальные сечения упругого pp-рассеяния для
которой имеются в базе данных EXFOR, состав-
ляет 499.2 кэВ) отличие полученной аппрокси-
мации дифференциального сечения упругого pp-
рассеяния от резерфордовской кривой сокращает-
ся. Например, при 100 кэВ наибольшее отличие
наблюдается при θCM = 90◦ — максимальном угле
рассеяния тождественных частиц — и составляет
всего 2%, а при θCM < 90◦ — еще меньше, т. е.
является пренебрежимо малым.

Отметим, что обычно изучается только силь-
ное взаимодействие протонов, а электромагнитное
считается тривиальным фактором, который иногда
даже вычитается из экспериментальных значений
сечений. Кроме того, долгое время общепринятым
являлось мнение об изотропном сильном упругом
рассеянии при малых энергиях. На рис. 8 это
выражается практически постоянной величиной dσ

dt
при больших величинах −t, где сильная амплитуда
доминирует. В рамках ТПР это передается не за-
висящей от величины t s-канальной амплитудойAs

(диаграмма изотропного распада компаунд-ядра),
а в потенциальных моделях типа OBEM (One-
Boson Exchange Model) [109] — S-волновым рас-
сеянием. Существенным эффектом является то, что
при малых кинетических энергиях вместо того, что-
бы складываться с резерфордовской амплитудой
(20), сильная амплитуда As вычитается из нее (де-
структивная фаза φs = π при малых TCM на рис. 7),
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Рис. 6. Зависимость амплитуды s-канала As от кинетической энергии TCM.
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Рис. 7. Зависимость фазы s-канала φs от кинетической энергии TCM.
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Рис. 8. Аппроксимация в области низких энергий экспериментальных дифференциальных сечений упругого pp-
рассеяния из работ [111–119] на основе теории прямых ядерных реакций (сплошная кривая). Штриховая прямая —
резерфордовское дифференциальное сечение (11), точечная кривая — эмпирическая аппроксимация (16).

что доказывает несостоятельность независимого
моделирования многократного резерфордовского
и сильного упругого рассеяния в области низких
энергий.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате обработки большого количества
экспериментальных данных в широком диапазоне
энергий разработаны непрерывная по энергии
эмпирическая аппроксимация дифференциального
сечения упругого pp-рассеяния, а также непрерыв-
ная по энергии налетающего протона и атомному
весу ядра-мишени эмпирическая аппроксимация
протон-ядерного рассеяния. В области малых
энергий получена аппроксимация дифференциаль-
ного сечения упругого pp-рассеяния на основе тео-
рии прямых ядерных реакций, а также приведено
сравнение качества описания экспериментальных
данных с помощью нее и разработанной эмпириче-
ской аппроксимации. Показано, что отличие угло-
вых распределений упругих сечений, являющихся
результатом интерференции электромагнитной и

ядерной амплитуд рассеяния, от дифференци-
ального сечения стандартного резерфордовского
рассеяния может быть существенно. Особенно-
стью разработанных эмпирических аппроксимаций
является то, что они очень легко интегрируются и
могут быть использованы для вычисления полных
упругих сечений, а простота фитирующих функ-
ций позволяет с высокой производительностью
разыгрывать полученные угловые распределения
в процессе численного моделирования.
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28. W. Grüebler, V. König, P. A. Schmelzbach, B. Jenny,
H. R. Bürgi, P. Doleschall, G.Heidenreich,H. Roser,
F. Seiler, and W. Reichart, Phys. Lett. B 74, 173
(1978).

29. G. Rauprich, H. J. Hähn, M. Karus, P. Nießen,
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B. Bošnjakovic, C. Daum, F. C. Erné, J. P. Lagnaux,
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AN APPROXIMATIONOF ELASTIC PROTON–NUCLEAR SCATTERING
DIFFERENTIAL CROSS SECTIONS

A. A. Galyuzov1), M. V. Kosov1)

1)Dukhov Automatics Research Institute, Moscow, Russia

An empiric approximation of elastic proton–nuclear differential cross sections is proposed in a wide energy
range and for all target nuclei. At small energies the pp elastic scattering differential cross section is refined
by the direct nuclear reaction theory taking into account an interference of electromagnetic and nuclear
scattering amplitudes.
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В работе представлены результаты эксперимента на магнитном анализаторе (спектрометре) высо-
кого разрешения (МАВР) по передаче нейтрона в реакции 18O+ 181Ta при энергии ядра-снаряда
10МэВ/нуклон.Проведен теоретический анализ экспериментальных сечений для механизма передачи
нейтрона в рамках нестационарного подхода (на основе решения нестационарного уравненияШредин-
гера). Описана динамика процесса передачи нейтрона и определены вероятности заселения свободных
нейтронных уровней в ядре 19O.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе представлены результаты
экспериментальных исследований и теоретические
расчеты для реакции передачи нейтрона с обра-
зованием легкого нейтронно-избыточного изотопа
кислорода 19О в рамках нестационарного (на ос-
нове решения нестационарного уравнения Шре-
дингера) подхода. Исследование реакций передачи
нуклонов является важным направлением физики
тяжелых ионов, позволяющим понять возможно-
сти таких реакций для синтеза новых экзотических
ядер. Теоретическое исследование механизмов ре-
акции передачи нейтронов имеет большое значение
для планирования и проведения экспериментов по
получению нейтронно-избыточных ядер на границе
нуклонной стабильности. Такие исследования мо-
гут помочь также в дальнейшем изучении области
ядерной нестабильности, где ядра существуют в
виде резонансов в непрерывном спектре (напри-
мер, изотопы кислорода 25,26О), имеющих харак-
терные “ядерные” времена жизни.
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2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА

В работах [1, 2] нами были опубликованы ре-
зультаты эксперимента с использованием магнит-
ного анализатора высокого разрешения (МАВР)
по измерению дифференциальных сечений обра-
зования нейтронно-избыточных изотопов кисло-
рода 18−22O в реакции 18O+ 181Ta при энергии
10 МэВ/нуклон. Эксперимент проводился на цик-
лотроне У-400 ЛЯР ОИЯИ. Были изучены ка-
налы передачи нейтронов с пучком 18O и мише-
нью 181Ta. Для формирования профиля пучка ис-
пользовалась магнитная оптика отвода циклотрона
У-400, дополненная системой диафрагм. Профиль
пучка контролировался с помощью специальных
профилометров. В результате удалось получить на
мишени пучок размером 5× 5 мм и интенсивностью
100 нА. В эксперименте использовалась мишень
181Ta толщиной 4 мкм. Разделять продукты реак-
ции и ядра пучка позволял магнитный анализатор
МАВР с относительно высокой эффективностью
(телесный угол составлял 1.5 мср). Энергетиче-
ский диапазон продуктов реакции, которые могли
быть зарегистрированы спектрометром, составлял
Emax/Emin = 5.2 при энергетическом разрешении
ΔE/E = 5× 10−4. Система анализа и регистрации
частиц позволяла проводить измерения энергети-
ческих спектров продуктов реакции в диапазоне
30–110 МэВ. Магнитный анализатор МАВР для
регистрации продуктов реакции позволяет рабо-
тать под малыми углами с пучками высокой ин-
тенсивности (до 5× 1012 с−1). В результате расче-
тов определялись траектории зарядовых состояний
пучка и продуктов ядерных реакций. С помощью
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Рис. 1. Одночастичные энергетические уровни нейтронов в ядре 18О (a, б) и верхние уровни в ядре 181Та (в, г) в
оболочечной модели сферического ядра: a, в — без спин-орбитального взаимодействия; б, г — с его учетом.

позиционно-чувствительных детекторов определя-
лись положения всех продуктов реакции в фокаль-
ной плоскости спектрометра.

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

В работах [1, 2] нами был проведен теоре-
тический анализ экспериментальных результатов
в рамках метода DWBA (Distorted Wave Born
Approximation). Более корректным представляется
рассмотрение реакций передачи нуклонов в рам-
ках точного квантового описания передаваемых
частиц, что возможно на основе численного реше-
ния нестационарного уравнения Шредингера для
волновых функций нуклонов в среднем поле ядер,
движущихся по классическим траекториям [3–8].
Использование нестационарного метода обеспечи-
вает визуализацию динамики происходящих про-
цессов и быстроту вычислений на сетке с шагом
0.1–0.3 Фм, меньшим чем расстояние между ос-
цилляциями плотности вероятности для одночас-
тичных состояний. Это позволяет достаточно точно
вычислять пространственную структуру волновых
функций нейтронов. В дальнейшем в рамках этого
метода рассмотрим реакции однонейтронной пере-
дачи при взаимодействии 18О и 181Та.

Структура ядер 18О и 181Та определялась в
оболочечной модели сферического ядра с учетом
и без учета спин-орбитального взаимодействия [9]
(рис. 1). Параметры потенциала Вудса–Саксона
(см. табл. 1) подобраны с условием равенства
энергий верхних занятых нейтронных уровней в
ядрах 18О и 181Та энергиям отделения нейтрона,
взятым с противоположным знаком. Эксперимен-
тальные значения энергий отделения нейтронов для
ядер 18О и 181Та равны 8.045 и 7.576 МэВ [10].

Как видно из рис. 1, структура верхних занятых
нейтронных уровней ядра 181Та в модели оболочек
с учетом и без учета спин-орбитального взаимо-
действия достаточно близка. Для качественного
понимания процесса передачи нейтрона и суще-
ственного ускорения численного решения неста-
ционарного уравнения Шредингера не учитывался
спин нейтрона, что не привело к принципиальным
различиям в результатах, как и в работах [3, 7, 8].

Радиальные части Rn l(r) волновых функций
для верхних нейтронных уровней ядер 18О и 181Та в
оболочечной модели без учета спин-орбитального
взаимодействия представлены на рис. 2.

Примеры расчета плотности вероятности вол-
новой функции |ψn lm (r)|2 для нейтрона на 3p-
оболочке в ядре 181Та с проекций углового момента
ml = 0, ±1 на ось Oz и усредненной по проекциям
ml плотности вероятности волновой функции

|ψ3p (r)|2 =
1

3

[
|ψ3p ml=0 (r)|2 + (1)

+ |ψ3p ml=+1 (r)|2 + |ψ3p ml=−1 (r)|2
]

представлены на рис. 3. Волновые функции
ψ3p ml=0,±1 (r) использовались в качестве началь-
ных состояний нейтрона в ходе решения нестаци-
онарного уравнения Шредингера, описывающего
эволюцию волновой функции Ψ(r, t) внешнего
нейтрона в поле сталкивающихся ядер

i�
∂Ψ

∂t
= − �

2

2m
ΔΨ+ (2)

+ (V1 (|r− r1(t)|) + V2 (|r− r2(t)|))Ψ,

где r1 (t) , r2 (t) — радиус-векторы центров стал-
кивающихся ядер с массами m1 и m2, движущих-
ся по классическим траекториям; m — масса нук-
лона; Vi (|r− ri(t)|) — потенциалы среднего поля
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Таблица 1.Параметры потенциала Вудса–Саксона для ядер 18О и 181Та в оболочечной модели сферического ядра
с учетом и без учета спин-орбитального взаимодействия [9], κ — константа спин-орбитальной связи

Ядро V
(WS)
0 , МэВ r

(WS)
0 , Фм a(WS), Фм V

(SO)
0 , МэВ r

(SO)
0 , Фм a(SO), Фм κ

18О –47.350 1.347 0.7 –44.86 1.31 0.7 35
18О –52.069 1.347 0.7 – – – –
181Та –42.050 1.347 0.7 –41.35 1.31 0.7 35
181Та –42.747 1.347 0.7 – – – –

Rnl, Фм−3/2

42 6 8 10 12 14 16

0

0.4

0.8

0
r, Фм

Рис. 2. Радиальные части Rnl(r) волновых функций для верхних нейтронных уровней в оболочечной модели без учета
спин-орбитального взаимодействия для состояний в ядрах 18О (кривые: 1s — штрихпунктирная c 2 точками, 1p —
штриховая, 1d — точечная, 2s — штрихпунктирная) и 181Та (1p — сплошная кривая).

взаимодействия нейтрона с ядрами. Зависимость
потенциальной энергии нейтрона от времени опре-
деляется движением ядер в системе их центра масс.
Для решения уравнения (2) была использована
равномерная пространственная сетка в трехмерной
системе декартовых координат (x, y, z) с разме-
рами 285× 200 × 435 точек (85× 60× 130.5 Фм3).
Обычно пространственная сетка для численно-
го решения выбирается в форме прямоугольного
параллелепипеда, размеры которой подбираются
исходя из условий задачи. Шаг пространственной
сетки был принят равным 0.3Фм, что много меньше
размеров ядра, т.е. характерной длины, на которой
сильно меняется полная волновая функция стаци-
онарных состояний и ее радиальная часть. Расче-
ты проводились на гетерогенном вычислительном
кластере “HybriLIT” ЛИТОИЯИ [11].

Путем решения уравнений

m1r̈1 = −∇r1U (|r1 − r2|) ,
m2r̈2 = −∇r2U (|r1 − r2|) (3)

были вычислены траектории ядер 18О и 181Та в
системе центра масс (рис. 4a). Для выбранных
траекторий касательного столкновения ядер мини-
мальное расстояние сближения их центров Rmin,
как видно из рисунка, было больше суммы средне-
квадратичных зарядовых радиусов ядер, равной
8.12 Фм (2.77 Фм для ядра 18О и 5.35 Фм для
181Та [10]). Для центральной части потенциала
взаимодействия ядер U (|r2 − r1|) в форме Вудса–
Саксона были использованы те же значения па-
раметров, что и в предыдущих расчетах по DWBA
[1, 2]: VN0 = −63.487 МэВ, RN = 9.753 Фм, aN =
= 0.659Фм, что дало высоту кулоновского барьера
VB =68.94МэВ. ЗависимостьRmin от прицельного
параметра b, полученная при расчете траекторий в
системе центра масс для ядер 18О и 181Та, пред-
ставлена на рис. 4б.

С помощью проекций вектора скорости ядра-
снаряда 18O, найденных при численном решении
уравнений (3), определены углы рассеяния θц.м в
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Рис. 4.Столкновения ядер 18О и 181Та при энергии 10МэВ/нуклон (163.72 МэВ в системе центра масс). a — траектории
движения ядер 18О (штриховые кривые) и 181Та (сплошные кривые) для прицельныхпараметров b = 7.85–20.85 Фм; б —
зависимостьRmin от прицельного параметра b.

системе центра масс ядер и θлаб в лабораторной
системе координат.

Экспериментальные дифференциальные сече-
ния для канала передачи нейтрона с образованием
изотопов кислорода получены для угла θлаб = 12◦

(θц.м = 13.9◦), которому соответствуют траектории
с прицельным параметром b = 8.6 Фм. Пример
эволюции плотности вероятности внешнего ней-
трона ядра 181Та в ходе касательного столкновения
18О и 181Та при b = 8.6 Фм представлен на рис. 5.

Видно, что поток плотности с ядра 181Та в 18О
немного смещен относительно межъядерной оси
(рис. 5a). Из-за высокой относительной скорости
движения ядер нейтрон не успевает перейти в ядро
18О и заселить незанятые уровни связанного со-
стояния. Бóльшая часть переданной плотности ве-
роятности с течением времени отрывается от ядра
18О, переходя в состояния непрерывного энергети-
ческого спектра (рис. 5г).

Для количественной оценки вероятности засе-
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Рис. 5. Эволюция плотности вероятности внешнего нейтрона в ядре 181Та в ходе касательного столкновения 18О
(окружность штриховой линией) и 181Та (окружность сплошной линией). Радиусы окружностей равны среднеквадра-
тичным зарядовым радиусам ядер, прицельный параметр b = 8.6 Фм, Eц.м = 163.72 МэВ. Порядок панелей (a, б, в, г)
соответствует ходу времени.

ления нейтроном в ядре-снаряде 18О свободных
1p-, 1d- и 2s-состояний воспользуемся разложе-
нием волновой функции нейтрона по волновым
функциям нейтронных состояний в движущемся со
скоростью ν1 ядре:

Ψ(r, t) =
∑
n lml

an lml
ψn lml

(r− r1)× (4)

× exp
(
i
mν1r

�

)
.

Коэффициенты разложения an lml
(комплекс-

ные числа) определяются выражением:

an lml
=

∫

S1

[
ψn lml

(r− r1)× (5)

× exp
(
i
mν1r

�

) ]∗
Ψ(r, t)dV,

где S1 — шар с центром в точке r1(t) и радиу-
сом r1 = 10 Фм. Квадрат модуля коэффициентов
разложения an lml

определяет вероятность, с ко-
торой переданная частица занимает состояние с
квантовыми числами n, l, ml. Таким образом, вес
состояния wn l вычисляется по формуле:

wn l =
1∑

ml=−1

|an lml
|2. (6)

Вероятность передачи нейтрона ядру-снаряду 18О
равна

ptr =

∫

S1

|Ψ|2 dV . (7)

Для столкновения 18О+ 181Та при энергии
Eц.м = 163.72 МэВ и значении b = 8.6Фм (рис. 5г)
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Рис. 7. Дифференциальные сечения для канала передачи нейтрона 181Ta(18O, 19O)180Ta при энергии 10 МэВ/нуклон.
� — эксперимент [1, 2], штриховая кривая — расчет передачи нейтрона в DWBA [1]; • — в рамках нестационарного
подхода.

вероятности заселения состояний 1p, 1d, 2s ядра
18О составляют: w1p/ptr ≈ 0.02, w1d/ptr ≈ 0.15,
w2s/ptr ≈ 0.26 соответственно. Некоторая часть
(около 0.57) переданного нейтронного “облака”
соответствует квазистационарным состояниям
18О. Вероятность заселения глубоких состояний
18О довольно мала.

Для b = 8.6 Фм и Rmin = 10.94 Фм вероятность
передачи нейтрона ptr = 0.056. Зависимость этой
вероятности от Rmin представлена на рис. 6. При
бóльших значениях b иRmin логарифм вероятности
передачи линейно спадает на несколько порядков.
Расчетную вероятность передачи нейтрона в ходе
столкновения ядер при больши́х b = 22.5 Фм и
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Rmin = 24.64 Фм, соответствующих θц.м = 13.19◦,
можно считать незначительной.

Экспериментальное значение дифференци-
ального сечения для канала передачи нейтро-
на 181Ta(18О, 19О) при θц.м = 13.9◦ и Eц.м =
= 163.72 МэВ равно 0.309± 0.071 мбн (см. рис. 7),
с относительной ошибкой измерения ≈23.1% [1,
2]. Для вычисления теоретического значения диф-
ференциального сечения передачи нейтрона вос-
пользуемся формулой дифференциального сечения
упругого рассеяния в классической механике:

dσ

dΩ
(θц.м) =

b(θц.м)

sin θц.м

∣∣∣∣db(θц.м)dθц.м.

∣∣∣∣ . (8)

Умножив значения сечений из (8) на вероятность
передачи нейтрона ptr, получим теоретическое зна-
чение дифференциального сечения передачи ней-
трона:

dσtr

dΩ
(θц.м) =

dσ

dΩ
(θц.м) ptr (b(θц.м)) . (9)

Для угла θц.м = 13.9◦ теоретическое сечение пере-
дачи нейтрона, вычисленное по формулам (8) и (9),
равно 0.201 мбн.

На рис. 7 сопоставлены экспериментальное
дифференциальное сечение передачи нейтрона и
его теоретические значения, полученные в рамках
метода DWBA [1] и решения нестационарного
уравнения Шредингера. Как видно из рисунка, оба
теоретических сечения близки к эксперименталь-
ному. Применение взаимно дополняющих методов,
DWBA (для расчетов углового распределения
сечений реакции) и нестационарного подхода (для
визуализации динамики реакции и определения
механизма заселения нейтронных состояний, см.
рис. 7), позволило нам получить как количествен-
ное, так и качественное описание реакции передачи
нейтрона.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментальные данные, полученные ранее
на циклотроне У-400 ЛЯРОИЯИ с помощью маг-
нитного анализатора высокого разрешения МАВР,
описаны в рамках подхода, основанного на чис-
ленном решении нестационарного уравненияШре-
дингера. Получено близкое к экспериментально-
му теоретическое значение дифференциального се-
чения для канала передачи нейтрона 181Ta(18O,
19O)180Ta при энергии 10 МэВ/нуклон.

Предлагаемый подход позволил описать дина-
мику процесса передачи нейтрона и определить
вероятности заселения свободных уровней в ядре
19O. При энергии 10 МэВ/нуклон бо́льшая часть
(около 57%) переданного нейтронного “облака”
соответствует квазистационарным состояниям.

Теоретический анализ механизма передачи ней-
трона в рамках нестационарного подхода показал,
что при E > 10 МэВ/нуклон поток плотности ве-
роятности нейтрона с ядра 181Та в 18О смещен
относительно межъядерной оси. Поэтому реакции
при E < 10 МэВ/нуклон с точки зрения получе-
ния нейтронно-избыточных ядер можно считать
более эффективными, поскольку в них ожидается
интенсивная передача и эффективное заселение
нейтронами одночастичных уровней при движении
ядер с меньшими относительными скоростями, ко-
гда поток плотности вероятности не будет смещен
относительно межъядерной оси.

Авторы выражают благодарность команде ге-
терогенного кластера ЛИТ ОИЯИ за содействие
выполнению трудоемких компьютерных расчетов.
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DYNAMICS OF NEUTRON TRANSFER IN REACTION 181Ta(18O, 19O)
AT ENERGY 10 MeV/NUCLEON

A. K. Azhibekov1),2),3), Yu. E. Penionzhkevich1),4), S. M. Lukyanov1), T. Issatayev1),3),5),
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3)Institute of Nuclear Physics, Ministry of Energy of the Republic of Kazakhstan,
Almaty, Kazakhstan

4)National Research Nuclear University “MEPhI”, Moscow, Russia
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This paper presents an analysis of the results of experiment with a high-resolution magnetic spectrometer
(MAVR) on neutron transfer in the reaction 18O+ 181Ta at projectile energy 10 MeV/nucleon. The
theoretical analysis of the neutron transfer mechanism was carried out within the framework of the time-
dependent approach (based on the solution of the time-dependent Schrödinger equation). The dynamics of
neutron transfer process was described and the probabilities of population of free neutron levels in the 19O
nucleus were determined.
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В рамках ядерной квантовой теории многих тел рассмотрена микроскопическая модель учета
квазичастично-фононного взаимодействия в магических ядрах, которая представляет интерес для
микроскопической теории пигми- и гигантских мультипольных резонансов, прежде всего, для описа-
ния их тонкой структуры. Работа является продолжением и развитием предыдущей статьи авторов [1].
Подтверждены основные физические результаты этой статьи и получены новые результаты: 1) найдены
и использованы точные (а не приближенные, как в [1]) выражения для первой и второй вариации от
вершины в поле фонона, 2) получено новое уравнение для главной величины в теории конечных ферми-
систем— вершины, содержащее не только известное эффективное взаимодействие, но и полную
амплитуду частично-дырочного взаимодействия, 3) последний результат позволил получить необхо-
димые двухфононные конфигурации. Новейшее уравнение для вершины теперь содержит сложные
как 1p1h⊗ фонон-, так и двухфононные конфигурации вместе с многочисленными корреляциями в
основном состоянии.

DOI: 10.31857/S0044002721050093

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия в области теоретиче-
ской ядерной физики низких энергий предпринима-
лись большие усилия для единообразного описания
характеристик как основного, так и возбужденных
состояний до энергий 30–35 МэВ [2–6], прежде
всего, характеристик пигми-дипольного и гигант-
ских мультипольных резонансов (ПДР и ГМР).
Главный тренд развития состоял в применении и
развитии самосогласованных подходов, основан-
ных на использовании энергетического функцио-
нала плотности. Это позволило единообразно и в
целом достаточно успешно описывать указанные
характеристики с помощью небольшого количе-
ства параметров, см. обзоры [3–5]. Однако в связи
с активным развитием экспериментальной базы в
этой области [4, 7, 8], особенно в энергетической
области ПДР, появляются все новые вопросы к
микроскопической теории [3, 9], например, объ-
яснение загиба радиационной силовой функции в
области 1–3 МэВ [8]. Особенно следует отме-
тить проблему описания тонкой структуры ПДР и
ГМР [7], в которой важны любые детали теории,
приводящие к перераспределению силы [10, 11].

С физической точки зрения задача понимае-
ма, но только в принципе: необходимо надежно

1)Национальный исследовательский центр “Курчатовский
институт”, Москва, Россия.
*E-mail: kamerdzhiev_sp@nrcki.ru

учитывать связь с фононами, или квазичастично-
фононное взаимодействие (КФВ) в дополнение к
стандартным методам хаотических фаз (МХФ) и
квазичастичному МХФ. Эта задача подробно об-
суждалась в теории, однако существует большое
пространство для улучшения существующих под-
ходов. Мы думаем, что развитие в рамках по-
следовательного метода многих тел, прежде всего,
метода квантовых функций Грина (ФГ) на базе
обобщения самосогласованной Теории Конечных
Ферми-Систем (ТКФС) [12–14] является много-
обещающим подходом. Это есть общая цель нашей
работы и, возможно, нескольких будущих работ.
В области самосогласованного описания ха-

рактеристик основного и нескольких низколежа-
щих коллективных состояний большая работа бы-
ла выполнена группой Курчатовского института,
так что можно говорить о втором этапе развития
ТКФС [5, 15, 16]. Здесь использовался в основ-
ном метод эффективного функционала плотности
с параметрами Фаянса [15]. Было показано, что
во всех рассмотренных многочисленных задачах
роль КФВ достаточно велика и необходима для
объяснения экспериментальных данных. Важной
причиной этих успехов, по мнению авторов, было
использование квантового метода многих тел, точ-
нее, метода ФГ.
Одновременно с указанными работами метод

ФГ применялся для описания ПДР и ГМР, как
в рамках несамосогласованных [6, 17, 18], так
и самосогласованных [19, 20] подходов. Отличие
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между [17] и [18] состояло в том, что в [18] недо-
статок метода [17] был исключен, именно, был
предложен приближенный метод хронологическо-
го разделения диаграмм (МХРД), или (исполь-
зуя более современную терминологию) приближе-
ние временного блокирования (ПВБ). Указанный
недостаток был не важен для объяснения свойств
M1-резонанса, находящегося в области энергий
ПДР [21, 22]. Более того, фактически ранее он при-
менялся в рамках Теории Ядерных Полей (ТЯП) и
для электрических ГМР [23, 24] с использованием
параметра усреднения 600 кэВ. Позднее этот метод
был значительно модифицирован и для задач в
ядрах со спариванием был назван квазичастичным
ПВБ [25–27]. Однако главное физическое содер-
жание этого метода, т.е. включение КФВ только в
частично-дырочный пропагатор (на языке ТКФС),
сохранялось всегда, несмотря на тот факт, что при
выводе использовался другой подход, основанный
на уравнении Бете–Солпитера.
В статье [1] был рассмотрен новый подход в

теории ПДР и ГМР, основанный на последователь-
ном включении эффектов КФВ в ТКФС с целью
ее обобщения в область энергий ПДР и ГМР
для магических ядер. В этой работе учитывались
только сложные конфигурации с фононами вида
1p1h⊗ фонон. Несмотря на ограниченность такого
подхода, например, отсутствие двухфононных кон-
фигураций, см. [28], удалось получить ряд новых
эффектов: динамический эффект тэдпола, фонон-
обменное эффективное взаимодействие, обуслов-
ленное обменом фононами в различных каналах,
первая и вторая вариации эффективного взаимо-
действия в поле фонона. В [1] использовалось
существенное предположение для первой δ(1)V и
второй δ(2)V вариаций вершины в поле фононов,
именно, учитывались лишь свободные члены урав-
нений для этих вариаций вершин. Это приближение
привело к учету только сложных конфигураций
1p1h⊗ фонон. В настоящей работе мы отказыва-
емся от этого приближения, т.е. получаем и исполь-
зуем точные выражения для δ(1)V и δ(2)V и с их
помощью получаем новые уравнения для вершины.
В работе [1] был получен в некотором смысле

неожиданный результат: благодаря одной из двух
использованных g2-поправок к вершине, которая
содержала амплитуду рождения фонона g, новая
вершина зависела от энергетической переменной
ε1, т.е. зависела от ε1 не на массовой поверхно-
сти ε1 = ελ1 . Такая зависимость интересна сама
по себе и не содержится в главных наблюдаемых
характеристиках— энергиях и вероятностях пере-
ходов. Однако представляется полезным упростить
задачу и изучить модель, в которой эта зависимость
отсутствует. Это есть “модельность” нашей моде-
ли, т.е. использование одной (и главной!) поправки

к вершине. Как мы увидим, такой подход позволяет
прояснить ситуацию с учетом КФВ, по крайней
мере, в широких рамках обобщения стандартной
ТКФС.
В этой статье рассматриваются только 1p1h⊗

⊗ фонон- и двухфононные конфигурации в маги-
ческих ядрах. Как обычно, мы используем факт
существования малого g2-параметра. Очень ча-
сто мы символически записываем наши формулы,
большая часть которых представляется в виде диа-
грамм Фейнмана, так что окончательные формулы
могут быть легко получены.

2. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
САМОСОГЛАСОВАННОЙ ТКФС

В стандартной ТКФС основной величиной в за-
дачах, связанных с взаимодействием ядра и внеш-
него поля V 0(ω) с энергией ω, является эффек-
тивное поле (вершина) V , описывающее ядерную
поляризуемость и удовлетворяющее уравнению в
символической форме [12]:

V = eqV
0 + FAV, (1)

где

A12(ω) =

∫
G1(ε)G2(ε− ω)dε. (2)

Полная амплитуда частично-дырочного взаимо-
действия Γ удовлетворяет уравнению

Γ = F + FAΓ. (3)

Амплитуда рождения g фонона в ТКФС удовле-
творяет однородному уравнению (в символическом
виде) [12]:

g = FAg. (4)

В уравнениях (1), (3) и (4) F — эффективное вза-
имодействие Ландау–Мигдала, которое в само-
согласованной ТКФС [15] определяется как вто-
рая вариационная производная по плотности от
функционала, A — частично-дырочный пропага-
тор, представляющий собой интеграл от двух ФГ.
Эти уравнения соответствуют обычному МХФ для
магических ядер, сформулированному на языкеФГ.
Нижние индексы означают набор одночастичных
квантовых чисел 1≡ (n1, j1, l1,m1)≡ λ1.
В работах [13, 29, 30] была введена величина,

которую мы назвали фононным тэдполом [31]. Эта
величина, вообще говоря, представляет собой ва-
риацию амплитуды рождения фонона g1 с момен-
том L1 в поле другого фонона g2 с моментом L2,
но в фононный тэдпол, по определению, входит g12
c L1 = L2 = L. Уравнение для амплитуды рожде-
ния двух фононов g12 получается варьированием

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 84 № 5 2021



412 КАМЕРДЖИЕВ, ШИТОВ

+= +   2 +FeqV0 V ' F V ' F V 'V '

Рис. 1. Уравнение для вершины V ′, содержащее простейший пропагатор с КФВ [17, 21]. Прямые и волнистые линии
соответствуют ФГ G и D, кружки с одной волнистой линией— амплитуда рождения фонона g. Прямоугольник—
эффективное взаимодействие F .

уравнения (4) для амплитуды рождения фонона g1
в поле фонона g2:

g12 = δ1FAg2 + F (δ1A)g2 + FAg12, (5)

где
δ1A = Gg1GG+GGg1G. (6)

Уравнение (5) есть интегральное уравнение с дву-
мя свободными членами. Оно решалось только в
координатном представлении в указанных рабо-
тах группы Курчатовского института. В остальных
работах группы использовалась реалистическая
оценка для величины g11, определяющей тэдпол.
Она была основана на предположении для величи-
ны δ1F ≡ δF , входящей в уравнение (5):

δF =

(
δF

δρ

)
Ag. (7)

Как говорилось во Введении, физическое со-
держание предыдущих работ, использующих метод
ФГ, состоит в том, что g2-поправка была включена
только в частично-дырочный пропагатор (2). Если
пользоваться языком ТКФС, то это означало, что
решалось уравнение для вершины V ′, показанное
на рис. 1. Физически оно также соответствует
подходу в рамках ТЯП [23, 24] для ГМР. Здесь
и в дальнейшем цифра 2 перед графиком или
соответствующей формулой означает, что имеются
два однотипных графика или формулы. Для более
точного описания необходимо использовать рецепт
улучшения такого подхода, предложенный в ра-
боте [18], т.е. МХРД, или ПВБ, основанный на

ΔV   =

Рис. 2. g2-поправка (9) для вершины V (1).

δ(2)A  = 2 +  2 +

Рис. 3. Выражение (10) в диаграммном виде.

введении в соответствующее уравнение функции
Хевисайда. ОбобщенныйМХРД-пропагатор имеет
довольно сложный вид и подробно описан в [6].
На рис. 1 диаграммы без фононов соответству-

ют МХФ, сформулированному на языке стандарт-
ной ТКФС, т.е. уравнению (1) с пропагатором (2).

3. ТОЧНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ПЕРВОЙ
И ВТОРОЙ ВАРИАЦИЙ ВЕРШИНЫ δ(1)V

И δ(2)V

Чтобы получить g2-поправку для вершины V
(1), мы используем, как и в [1], следующее выра-
жение:

Ṽ = V +ΔV (g, V ), (8)

где, согласно нашей модели,

ΔV = δ(2)V D. (9)

Здесь δ(2)V — вариация второго порядка в поле
фонона от вершины V (1), она показана на рис. 2.
Прежде всего получим величину δ(2)A для на-

шего случая одинаковых фононов в δ(2)V . Чтобы не
спутать индекс фононов в величине g с одночастич-
ными индексами, введем для фононов обозначение
1̃. В нашем случае 1̃ = 2̃ (рис. 2), что соответствует
δ(2)V = δ1̃δ1̃V . Варьируя величину δ(2)A, получаем
пять слагаемых, показанных на рис. 3:

δ(2)A = δ1̃δ1̃G1G2 = 2G1g1̃G4g1̃G3G2 + (10)

+ 2G1g1̃1̃G3G2 +G1g1̃G3G2g1̃G4.

Уже отсюда видно, что график в центре соответ-
ствует будущему эффекту тэдпола, которого нет на
рис. 1.
Величины δ(1)V и δ(2)V получаются варьирова-

нием уравнения (1) в поле фонона [1]:

δ(1)V = δ(1)FAV + Fδ(1)AV + FAδ(1)V, (11)

δ(2)V = δ(1)δ(1)V = Fδ(2)AV +

+ 2δ(1)Fδ(1)AV + 2δ(1)FAδ(1)V +

+ 2Fδ(1)Aδ(1)V + δ(2)FAV + FAδ(2)V.

В [1] величины δ(1)V и δ(2)V учитывались
приближенно, именно, рассматривались только
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= + 2dΓ V Γ VVδV  =

= + +    22 Γ V Γ VVδ(2)V  =

2 +d(2)Γ V

+Γ V

+ + 222 Γ V dΓ V +dΓ V

Рис. 4. Точные выражения для первой и второй вариаций вершины V δ(1)V и δ(2)V в фононном поле. Прямоугольники с
Γ, dΓ и d(2)Γ обозначают величины Γ (4), dΓ (14) и d(2)Γ (17).

свободные члены уравнений (11). Это приближе-
ние привело к учету только конфигураций 1p1h⊗
⊗ фонон.
В настоящей статье мы отказываемся от такого

приближения и преобразуем уравнения (11) кточ-
ным выражениям для δ(1)V и δ(2)V .
Перепишем уравнения (11) для δ(1)V и δ(2)V в

следующем виде (символически, как обычно):

(1− FA)δ(1)V = (δ(1)V )0, (12)

(1− FA)δ(2)V = (δ(2)V )0,

где (δ(1)V )0 и (δ(2)V )0 — свободные члены уравне-
ний (11). Или в другой форме:

δ(1)V = (1− FA)−1(δ(1)V )0, (13)

δ(2)V = (1− FA)−1(δ(2)V )0.

Следуя [30], введем величину dΓ (чтобы избе-
жать смешивания с обычной вариацией для Γ (3),
мы переопределили ее вместо δΓ в [30]):

dΓ = δ(1)F + FAdΓ. (14)

Далее используем следующие символические
выражения, полученные из уравнений (3) и (14):

Γ = (1− FA)−1F, (15)

dΓ = (1− FA)−1δ(1)F.

Подставляя свободные члены (δ(1)V )0 и (δ(2)V )0
уравнений (11) в (13) и используя (15), получаем
точные выражения для δ(1)V и δ(2)V :

δ(1)V = dΓAV + ΓδAV, (16)

δ(2)V = Γδ(2)AV + 2dΓδAV + 2dΓAδ(1)V+

+ 2ΓδAδ(1)V + d(2)ΓAV,

которые содержат уже Γ и dΓ вместо F и δF . Мы
вводим новую величину

d(2)Γ = δ(2)F + FAd(2)Γ, (17)

или

d(2)Γ = (1− FA)−1δ(2)F. (18)

Полученные точные выражения для δ(1)V и δ(2)V
показаны на рис. 4.

Следует отметить, что “точность” для δ(1)V и
δ(2)V состоит в том, что они содержат именно
величины ТКФС: для вершины V (1), амплитуды Γ
(3), амплитуды рождения фонона g (4) и dΓ (14), т.е.
в этом смысле все полностью соответствует исход-
ным идеям ТКФС [12]. Принципиальное отличие от
[1] в том, что далее используются точные выраже-
ния (16) для δ(1)V и δ(2)V , рис. 4, вместо свободных
членов уравнений (11) для них. Выражения (16),
рис. 4, представляют первый главный результат
нашей работы.

4. НОВОЕ УРАВНЕНИЕ
ДЛЯ ЭФФЕКТИВНОГО ПОЛЯ

4.1. 1p1h⊗ фонон-конфигурации и полная
амплитуда взаимодействия Γ

Рассмотрим нашу исходную формулу для вер-
шины (8). Можно видеть, что выражение (8) есть
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первая итерация следующего уравнения (если V (1)
является нулевой итерацией):

Ṽ = V +ΔV (g, Ṽ ), (19)

где ΔV (g, Ṽ ) содержит уже новую вершину Ṽ в
величинах δ(1)V и δ(2)V из (16). Тогда, используя
(1) и (19), можно получить

Ṽ = V 0 + FAṼ + (1− FA)ΔV (g, Ṽ ). (20)

Подставим в (20) точные выражения δ(1)V и
δ(2)V (16) (которые уже содержат Ṽ ) и используем
соотношения (15) и (18). В результате получаем
новое уравнение для Ṽ :

Ṽ = eqV
0 + FAṼ + 2FGgDGgGGṼ + (21)

+ FGgGDGgGṼ + 2FGg1̃1̃DGGṼ +

+ 4FGGgGΓGDgGGṼ + 2FGgGGDdΓGGṼ +

+ 2δFDGgGGṼ + 2δFDGGΓGgGGṼ +

+ δFDGGdΓGGṼ + δ(2)FGGṼ .

Это уравнение содержит 10 интегральных сла-
гаемых вместо 12 в уравнении (16) в [1] (заметим,
что в его аналитической форме мы пишем цифру
4 в третьей линии уравнения (21) вместо цифры 2
в его графическом представлении). Уравнение (21)
можно записать в диаграммном виде. Однако для
нашей цели включения двухфононных конфигура-
ций лучше использовать не величину dΓ в урав-
нении (21), а амплитуду Γ. Поэтому преобразуем
уравнение для dΓ (14) в выражение для него:

dΓ = δF + ΓAδF = δF + ΓGGδF. (22)

Подставляя (22) в (21), получаем уравнение для Ṽ ,
которое содержит только δF и Γ:

Ṽ = eqV
0 + FAṼ + 2FGgDGgGGṼ + FGgGDGgGṼ + (23)

+ 2FGg1̃1̃DGGṼ +

+ 4FGGgGΓGDgGGṼ + 2FGGgDGδFGGṼ +

+ 2δFDGgGGṼ + 2FGGgDGΓGGδFGGṼ +

+ 2δFDGGΓGgGGṼ + δFDGGδFGGṼ +

+ δFDGGΓGGδFGGṼ + δ(2)FGGṼ .

Оно показано на рис. 5.
Уравнение (23), рис. 5, есть второй главный

результат нашей статьи.
Мы получили существенное обобщение уравне-

ния (16), рис. 6 в [1]. Сравним это с полученным
уравнением (23), рис. 5. Для простоты пронумеруем
наши формулы в соответствии с их линиями в
уравнении (23) и рис. 5:

Ṽ = Ṽ 1 + Ṽ tad + Ṽ 2
n + Ṽ 3

n + Ṽ 4
n + Ṽ 5

n , (24)

где верхний индекс означает только линии в урав-
нении (23), рис. 5. Нижний индекс n в четырех
слагаемых означает, что эти слагаемые содержат
новые части по сравнению с [1].
1. Мы получили полное совпадение с [1] в линии

1 и в линии 2 для слагаемого Ṽ tad.
2. Однако имеются значительные отличия. Как и

следовало ожидать, слагаемые, которые содержат
сначала амплитуду g, у нас не наблюдаются из-
за отсутствия первой g2-поправки к вершине вида
gGDδ(1)V . Но кроме слагаемых, содержащих F и

δF (как в [1]), у нас появилось пять слагаемых,
содержащих полную амплитуду взаимодействия
Γ. Это дает возможность получить двухфононные
конфигурации, см. следующий раздел.

4.2. 1p1h⊗ фонон- и двухфононные конфигурации

Уравнение (23) дает возможность ввести двух-
фононные конфигурации, если воспользоваться
разложением амплитуды Γ по фононам:

Γ(ω) =
∑
s

gsgs∗

ω − ωs
, (25)

где gs удовлетворяет уравнению (4). Это разло-
жение годится именно для расчетов ПДР и ГМР,
поскольку в них, как правило, используется огром-
ное количество фононов, так что разложение (25)
исчерпывает почти всю амплитуду Γ. В принципе,
следовало добавить регулярную часть амплитуды
Γ. Однако такой подход приводит к значительным
усложнениям, связанным с задачей нахождения
регулярной части амплитуды, и является на данном
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Рис. 5. Графическое изображение уравнения (23).

этапе неконструктивным. Он будет рассмотрен в
ближайшем будущем.
Подставляя разложение (25) в величину

2gGDΓGg, которая играет роль фонон-обменного
взаимодействия, имеем (символически):

gDGΓGg = gGgDDgGg, (26)

что показано на рис. 6.

Для получения нового уравнения для вершины
Ṽ необходимо подставить выражение (25) во все
пять членов уравнения (23), рис. 5, которые содер-
жат амплитуду Γ. Получаем результат, показанный
на рис. 7:

Ṽ = eqV
0 + FAṼ + 2FGgDGgGGṼ + FGgGDGgGṼ + (27)

+ 2FGg1̃1̃DGGṼ +

+ 4FGGgGgDDgGgGGṼ + 2FGGgDδFGGṼ +

+ 2δFDGgGGṼ + 2δFDGGδFGGṼ +

+ δ(2)FDGGṼ + δFGGgDDgGGδFGGṼ +

+ 2FGGgGgDDgGGδFGGṼ +

+ 2δFGGgDDgGgGGṼ .

Линии уравнения (27) и рис. 7 соответствуют друг
другу.

Рисунок 7, уравнение (27), есть третий глав-
ный результат нашей статьи.
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Рис. 6. Соотношение (26) в диаграммном представлении.
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Рис. 7. Уравнение (27) в диаграммном представлении.

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 84 № 5 2021



МИКРОСКОПИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УЧЕТА СЛОЖНЫХ КОНФИГУРАЦИЙ 417

5. ОБСУЖДЕНИЕ НОВОГО УРАВНЕНИЯ
ДЛЯ ЭФФЕКТИВНОГО ПОЛЯ Ṽ

5.1. Общее описание. Сравнение со статьей [1]

Используя стандартную диаграммную технику,
можно видеть, что уравнение (27), рис. 7, содержит
как 1p1h ⊗ фонон-конфигурации во всех линиях,
кроме МХФ-части уравнения (1) в линии 1, так
и двухфононные конфигурации в линиях 3, 6, 7,
8 уравнения (27). Это также можно понять, если
мысленно сделать поперечные разрезы слагаемых
на рис. 7.
Пронумеруем слагаемые уравнения (27), рис. 7

в соответствии с их линиями:

Ṽ = Ṽ 1 + Ṽ tad + Ṽ 3
2phon + (28)

+ Ṽ 4 + Ṽ 5 + Ṽ 6
2phon + Ṽ 7

2phon + Ṽ 8
2phon,

где верхние индексы 1–8 означают только номер
линии в уравнении (27), рис. 7. Нижние индексы
2phon означают, что эти слагаемые содержат двух-
фононные конфигурации. Некоторые члены в (28)
включают два слагаемых.
1. Мы получили полное совпадение между урав-

нением (16), рис. 6, в [1] и уравнением (27), рис. 7,
в линии 1 и в линии 2 для слагаемых Ṽ tad.
2. Четыре слагаемых в линиях 4 и 5 совпадают

со слагаемыми в линиях 4 и 6 на рис. 6 в [1], там
они были получены и обсуждены.

3. Слагаемые в линиях 6, 7, 8, т.е. Ṽ 6
2phon +

+ Ṽ 7
2phon + Ṽ 8

2phon, cодержат двухфононные конфи-

гурации и величины (δF )2g2 и δFg3.
Все слагаемые в линиях 4–8 содержат величи-

ны δF . Эта величина выражается через амплиту-
ду трехквазичастичного эффективного взаимодей-
ствия [13]:

δsF = WGgsG. (29)

Как известно, роль этого взаимодействия в це-
лом невелика. Поэтому можно думать, что коли-
чественный вклад этих слагаемых мал. Для задачи
изучения статических характеристик это было по-
казано прямым расчетом с использованием форму-
лы (7) в [16]. Поэтому мы не будем обсуждать эти

слагаемые и далее рассмотрим только слагаемые c
Ṽ 3
2phon, см. следующий раздел. Мы получим общие
формулы для них, но прежде всего и в более
детальной форме рассмотрим новые двухфононные
фонон-обменные взаимодействия, обусловленные
обменом двух фононов, которые играют роль но-
вого эффективного взаимодействия между нукло-
нами.
5.2. Слагаемые Ṽ 3

2phon (линия 3). Двухфононные
конфигурации. Сравнение с моделью ПВБ

Двухфононные слагаемые в линии 3 имеют вид

Ṽ 3
2phon = FGGF

2phonon
ind_1 GGṼ + (30)

+ FGGF
2phonon
ind_2 GGṼ .

Здесь мы ввели двухфононные фонон-обменные
взаимодействия F 2phonon

ind_1 и F 2phonon
ind_2 . Для первого из

двухфононных графиков на рис. 7:

(F
2phonon
ind )1234_1(ε1, ε3, ω) = (31)

=
∑
56ss′

gs15g
s∗
63g

s′
52g

s′∗
46 I56ss′_1δ(ε1 − ε2 + ε4 − ε3),

I56ss′_1(ε1, ε3) =

∫
G5(ε1 − ω1)× (32)

×G6(ε3 − ω1)Ds(ω1)Ds′(ω1 − ω)dω1,

где мы ввели (ε1 − ε2) = (ε3 − ε4) = ω. Результат
интегрирования дается формулой (35).

Для второго F
2phonon
ind , который входит в “пере-

крестный” график на линии 3, рис. 7:

(F
2phonon
ind )1234_2(ε1, ε4, ω) = (33)

=
∑
56ss′

gs15g
s∗
46g

s′
52g

s′∗
63 I56ss′_2δ(ε1 − ε2 + ε4 − ε3),

где

I56ss′_2(ε1, ε4) =

∫
G5(ε1 − ω1)× (34)

×G6(ε4 + ω1)Ds(ω1)Ds′(ω1 − ω)dω1,

I56ss′_1 =
(1− n5)n6

(ε3 + ε5 − ε6 − ε1)(ε1 − ε5 − ωs)(ε1 − ε5 − ω − ω′
s)

− (35)

− n5(1− n6)

(ε3 + ε5 − ε6 − ε1)(ε1 − ε5 + ωs)(ε1 − ε5 − ω + ω′
s)

+

+
(1− n5)n6

(ε3 + ε5 − ε6 − ε1)(ε3 − ε6 + ωs)(ε3 − ε6 − ω + ω′
s)

−
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− n5(1− n6)

(ε3 + ε5 − ε6 − ε1)(ε3 − ε6 − ωs)(ε3 − ε6 − ω − ω′
s)

+
(1− n5)(1 − n6)

(ε1 − ε5 − ωs)(ε3 − ε6 − ωs)(ωs + ω′
s − ω)

+

+
n5n6

(ε1 − ε5 + ωs)(ε3 − ε6 + ωs)(ωs + ω′
s + ω)

+
(1− n5)(1− n6)

(ε1 − ε5 − ω − ω′
s)(ε3 − ε6 − ω − ω′

s)(ωs + ω′
s + ω)

+

+
n5n6

(ε1 − ε5 − ω + ω′
s)(ε3 − ε6 − ω + ω′

s)(ωs + ω′
s − ω)

+

+
(1− n5)(1− n6)

(ε3 + ε5 − ε6 − ε1)(ε1 − ε5 − ωs)(ε1 − ε5 − ω − ω′
s)

−

− n5n6

(ε3 + ε5 − ε6 − ε1)(ε1 − ε5 + ωs)(ε1 − ε5 − ω + ω′
s)

+

+
(1− n5)n6

(ε1 − ε5 − ωs)(ε3 − ε6 − ωs)(ωs + ω′
s − ω)

+
n5(1− n6)

(ε1 − ε5 + ωs)(ε3 − ε6 + ωs)(ωs + ω′
s + ω)

+

+
(1− n5)n6

(ε1 − ε5 + ωs)(ε3 − ε6 + ωs)(ωs + ω′
s + ω)

+
n5(1− n6)

(ε1 − ε5 − ωs)(ε3 − ε6 − ωs)(ωs + ω′
s − ω)

и аналогично для I56ss′_2. Мы видим, что двухфо-
нонные знаменатели [ω ± (ωs + ω′

s)]
−1 входят как

в pp (nλ5nλ6), hh (1− nλ5)(1− nλ6), так и в hp
((1− nλ5)nλ6), ph (nλ5(1− nλ6))-члены, где pp(hh)
соответствуют двум частицам (дыркам) выше (ни-
же) поверхности Ферми и hp(ph) соответствуют
дырке и частице, находящимся по разную сторону
от поверхности Ферми.

Двухфононные слагаемые на линии 3 в формуле
(35) содержат сложные 1p1h⊗ фонон- и двухфо-
нонные конфигурации. Эти конфигурации, включая
те, которые соответствуют корреляции в основном
состоянии (КОС), можно увидеть, если мысленно
сделать поперечные сечения соответствующих гра-
фиков. Наши двухфононные конфигурации также
содержат двухфононные КОС со знаменателями
[ω + (ωs + ω′

s)]
−1. Таким образом, кроме линии 1,

1p1h⊗ фонон-конфигурации присутствуют и в ли-
нии 3 на рис. 7, т.е. мы получили значительное
усложнение по сравнению с [1].

Формула (35) содержит как 1p1h ⊗ фонон-, так
и двухфононные конфигурации, и является весь-
ма громоздкой. Чтобы упростить ее и сравнить с
ПВБ [19, 32], мы попытались (безуспешно!) приве-
сти их с помощью компьютера к виду, содержаще-
му только члены с [ω± (ωs+ω′

s)]
−1. Результат пре-

образования обеих формул имеет вид (36) и (37),

I56ss′_1(ε1, ε3, ω) =
1

(ε3 + ελ5 − ελ6 − ε1)
× (36)

×
(

1− nλ5

(ε1 − ελ5 − ωs)(ε1 − ελ5 − ω − ω′
s)

−

− nλ5

(ε1 − ελ5 + ωs)(ε1 − ελ5 − ω + ω′
s)

+

+
(1− nλ5)n6

(ε3 − ελ6 + ωs)(ε3 − ελ6 − ω + ω′
s)

−

− nλ5(1− n6)

(ε3 − ελ6 − ωs)(ε3 − ελ6 − ω − ω′
s)

)
+

+
1

(ε1 − ελ5 + ωs)(ε3 − ελ6 + ωs)(ωs + ω′
s + ω)

+

+
1

(ε1 − ελ5 − ωs)(ε3 − ελ6 − ωs)(ωs + ω′
s − ω)

,

I56ss′_2(ε1, ε4, ω) =
1

(ε4 + ε1 − ελ6 − ελ5)
× (37)

×
(

1− nλ5

(ε1 − ελ5 − ωs)(ε1 − ελ5 − ω − ω′
s)

−

− nλ5

(ε1 − ελ5 + ωs)(ε1 − ελ5 − ω + ω′
s)

−

− (1− nλ5)(1− n6)

(ελ6 − ε4 + ωs)(ελ6 − ε4 − ω + ω′
s)

+

+
nλ5n6

(ελ6 − ε4 − ωs)(ελ6 − ε4 − ω − ω′
s)

)
+

+
1

(ε1 − ελ5 + ωs)(ε4 − ελ6 − ωs)(ωs + ω′
s + ω)

+

+
1

(ε1 − ελ5 − ωs)(ε4 − ελ6 + ωs)(ωs + ω′
s − ω)

.

Здесь можно видеть значительное отличие от
двухфононной версии работ с ПВБ [19, 32]. С
одной стороны, наш метод введения двухфононных
конфигураций, рис. 7, дает более сложную зави-
симость от ω и позволяет включить как 1p1h⊗
⊗ фонон, так и двухфононные конфигурации. С
другой стороны, в 3-й линии мы получили есте-
ственное для нашей модели усложнение графиков
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1-й линии: график FGGgDg в линии 1 дополняется
графиком FGGF

2phon
ind , т.е. обмен одним фононом

дополняется обменом двумя фононами. Однако со-
ответствующие формулы в линии 3, формула (30),
будут очень громоздкими. Поэтому прежде всего
необходимо рассмотреть другие модели включения
1p1h⊗ фонон- и двухфононных конфигураций в
уравнение для вершины.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Настоящая работа выполнена в рамках ядерной
квантовой теории многих тел, точнее, метода кван-
товых функций Грина и является продолжением
и развитием статьи [1]. Изучена модель, в кото-
рой использовалась только одна, но главная g2-
поправка для вершины V — основной величины в
ТКФС. (В этом заключается “модельность” нашей
работы.) Как и в [1], подтвердилась, т.е. получе-
на, как частный случай, предыдущая модель учета
сложных конфигураций [17] и модель ПВБ [18]
(последняя— при условии, что будет использован
рецепт ПВБ, если необходимо). Вместе с этим
естественно подтвердились новый динамический
эффект тэдпола и наличие слагаемых, содержащих
вариации эффективного взаимодействия в поле
фонона δF , полученные ранее в [1]. Этими двумя
последними эффектами наш подход отличается от
всех предыдущих моделей и методов. В работе по-
лучены следующие новые результаты: 1) В отличие
от [1], получены и использованы не приближенные,
а точные выражения для двух вариаций вершины в
поле фонона. 2) Это позволило получить уравнение
для вершины Ṽ , которое содержит не только обыч-
ное эффективное взаимодействие F в ТКФС, но
и полную амплитуду частично-дырочного взаимо-
действия Γ. 3) Используя разложение этой ампли-
туды по МХФ-фононам, получено новое уравнение
для Ṽ , которое содержит сложные как 1p1h⊗
⊗ фонон-, так и двухфононные конфигурации. Эти
результаты принципиально важны для дальнейше-
го развития обобщенной ТКФС. Однако получен-
ные слагаемые с двухфононными конфигурациями
оказались весьма громоздкими для окончательного
анализа, не говоря уже о расчетах. Это означа-
ет, что наша рассмотренная модель нуждается в
дополнительном анализе, который предполагается
выполнить в ближайшее время.
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MICROSCOPICMODEL OF ACCOUNTING FOR COMPLEX
CONFIGURATIONS FOR PYGMY AND GIANT RESONANCES

S. Kamerdzhiev1), M. Shitov1)

1)National Research Center “Kurchatov Institute”, Moscow, Russia

Within the framework of nuclear quantum many-body theory, a microscopic model of accounting for
the quasiparticle–phonon interaction in magic nuclei has been considered, which is of interest for the
microscopic theory of pygmy- and giant multipole resonances, primarily for describing their fine structure.
The article is continuation and further development of the previous article written by the same authors [1].
The main physical results of [1] have been confirmed and the new results have been obtained: 1) the exact
(not approximate, as in [1]) expressions for the first and second variations of the main quantity in the Theory
of Finite Fermi System, i.e. the vertex, in the phonon field have been found and used, 2) a new equation for
the vertex has been derived; it contains not only the effective interaction, but also the full particle–hole
interaction amplitude, 3) this result made it possible to add the necessary two-phonon configurations. The
new vertex equation now contains complex configurations, 1p1h ⊗ phonon and two-phonon, including
numerous ground-state correlations.
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Для ряда изотопов Pu, Cm, Fm, No известны экспериментальные энергии состояний ираст-полос
вплоть до спина 32+, как это имеет место в 248Cm. Уникальным является то, что все состояния
очень длинных полос в рассмотренных ядрах остаются чисто коллективными. Коллективность полос
проявляется в том, что энергии полос с высокой степенью точности воспроизводятся в рамках феноме-
нологии МВБ1. Неопределенность параметров использованной модели уменьшается при соблюдении
условия, что глубина энергии деформации, полученная на основе реалистических взаимодействий,
равна глубине энергии деформации по внутреннему состоянию МВБ1, вычисленной с найденными
параметрами гамильтониана МВБ1.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Спектроскопия на пучках тяжелых ионов поз-
волила идентифицировать длинные ротационные
полосы для области трансурановых ядер. Анализ
динамических моментов инерции от частоты, про-
веденный для ряда таких ядер в [1], показывает,
что вплоть до предельно измеренных спинов не
наблюдается обратного загиба. Отсутствие бэк-
бендинга означает, что не происходит пересечения
основной полосы коллективных состояний с состо-
яниями, содержащими высокоспиновые квазича-
стичные пары. Такое поведение динамических мо-
ментов инерции коррелирует с большой глубиной
деформационной ямы, более 20 МэВ, полученной
в работе [2] с учетом реалистических сил Гоньи [3].
Первое описание квадрупольной низкоэнергетиче-
ской коллективности связывается с геометриче-
ской моделью Бора–Моттельсона, использующей
пять переменных квадрупольной деформации [4].
В рамках этого представления в работе [5] была
введена неаксиальность, которая широко исполь-
зовалась в франкфуртской модели (обобщенная
модель ядра, GCM— general collective model) кол-
лективных движений в ядрах [6]. В этой моде-
ли коллективный гамильтониан конструируется из
пяти компонент неприводимого тензора оператора
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коллективных координат и импульсов, описываю-
щих форму ядра в лабораторной системе коорди-
нат. Параметры гамильтониана определяются по
совокупности экспериментальных данных о низ-
колежащих коллективных состояниях. Для интер-
претации полученных вычислений делался пере-
ход во внутреннюю систему координат, что дало
возможность выделить из гамильтониана коллек-
тивную потенциальную поверхность, выраженную
через переменные β и γ. При этом считалось, что
при переходе от состояния к состоянию потенци-
альная поверхность не меняется и соответственно
параметры модели остаются неизменными.
Другая теория, Теория Динамической Дефор-

мации Кумара (DDM—Dynamic Deformation
Model) [7, 8], отличалась большим вниманием к
микроскопическому обоснованию предложенного
подхода. Квадрупольные силы вводились через
деформацию среднего поля, конфигурационное
пространство расширялось до девяти главных обо-
лочек. Метод Хартри–Фока–Боголюбова вычис-
ления потенциальной энергии деформации заменя-
ется вычислениями с помощьюметода оболочечной
поправки Струтинского [9]. Моменты инерции и
вибрационные массовые параметры находились,
следуя методу Инглиса [8, 10]. В результате по-
тенциальная энергия, моменты инерции, массовые
параметры, одночастичные энергии, характери-
стики спаривания оказывались функциями формы
ядра. Это приводило к уравнению Шредингера,
включающего ротационно-вибрационную связь.
При этом предполагалось, что средние значения
параметров деформации различаются для разных
состояний в одном ядре. Схема расчетов в DDM не
предполагала наличия самосогласования.
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Благодаря последним двум направлениям по-
явилась возможность интерпретации низколежа-
щих 0+-состояний на основе идеи сосуществова-
ния форм в одном ядре для различных состоя-
ний. Это относилось к низколежащим возбужден-
ным состояниям 0+ в таких ядрах, как 70,72Ge,
72,74Se, 98Mo. Одно из объяснений этих состоя-
ний заключалось в предположении, что в соот-
ветствующих ядрах помимо глобального минимума
на поверхности потенциальной энергии (PES—
potential energy surfaces) при β = 0 существует
еще локальный минимум при β �= 0 и именно за
счет этого минимума формируются некоторые из
низколежащих состояний. То есть делалось пред-
положение, что в одном ядре могут сосуществовать
состояния с разной деформацией. Опыты по заря-
довым радиусам говорят о возможности разной де-
формации основных состояний соседних ядер [11],
а не о сосуществовании состояний с разной де-
формацией в одном ядре. Теоретического доказа-
тельства такого сосуществования до последнего
времени не было, так как анализ волновых функ-
ций не осуществлялся в терминах деформации, т.е.
во внутренней системе координат. Поэтому такое
объяснение оставалось лишь гипотезой. Недавние
работы [12, 13] дают надежду на то, что удастся
подтвердить или опровергнуть гипотезу сосуще-
ствования разных форм в одном ядре.

Цель данной работы заключается в анализе
коллективных состояний ряда четно-четных акти-
нидов в рамках феноменологической версии моде-
ли взаимодействующих бозонов. Неоднозначность
параметров модели минимизируется условием при-
мерного соответствия минимумов энергии дефор-
мации, полученных в Модели Взаимодействующих
Бозонов—МВБ (в работе используется обозна-
чение МВБ1, когда бозоны по изоспину не раз-
личаются) и в микроскопическом расчете [2]. В
частности, было получено описание ираст-полос
четных изотопов Pu, Cm, Fm, No такого качества,
которого не получить в других массовых областях.
Это говорит о слабом влиянии квазичастичных
степеней свободы на высокоспиновые состояния в
рассмотренных ядрах.

2. СВЯЗЬ МОДЕЛИ
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ БОЗОНОВ

С ПЕРЕМЕННЫМИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ
МОДЕЛЕЙ

Со временем, кроме геометрического описания
коллективных состояний, оперирующего деформа-
ционными переменными, появилось иное описание
коллективных состояний, основанное на бозонном
представлении фермионных операторов и наиболее

используемое теперь, это МВБ. Исходными мик-
роскопическими блоками этой модели были фо-
ноны квадрупольного типа в представлении ква-
зичастичного метода Тамма–Данкова или метода
случайной фазы. Отличительной чертой МВБ1 от
более ранних бозонных моделей было используе-
мое предположение о замкнутости алгебры фонон-
ных операторов и их коммутаторов, выраженных
в терминах квазичастиц. Это позволило перейти
к конечному представлению фононных операторов
через бозонные операторы квадрупольного типа и
формально введенных скалярных бозонов. Бозоны
в такой терминологии отличаются от фононных
операторов тем, что для них выполняются идеаль-
ные коммутационные соотношения, характерные
именно для бозонных операторов. При этом пред-
положение замкнутости алгебры фононных опе-
раторов приводит к ограничению максимального
числа бозонов, и это есть главное отличиеМВБ1 от
геометрических моделей ядра. Способ соотнесения
обобщенных координат в геометрических моделях
и бозонных параметров был получен через исполь-
зование внутреннего состояния [14, 15]

|Φ〉 =
{
s+ + β̃

[
d+0 cos γ̃ + (1)

+
1√
2
(d+2 + d+−2) sin γ̃

]}Ω

;

〈Φ|Φ〉 = Ω(1 + β̃2)2.

Если гамильтониан МВБ1 принять в виде

HIBM = εd n̂d + k1(d
+ · d+ss+H.c.) + (2)

+ k2

(
(d+d+)(2) · ds+H.c.

)
+

+
1

2

∑
L

CL(d
+d+)(L) · (dd)(L),

где H.c. означает эрмитово сопряжение, точка
между операторами соответствует скалярному
произведению, то среднее от него по функции
внутреннего состояния имеет вид

〈HIBM〉 = 〈Φ|HIBM|Φ〉(〈Φ|Φ〉)−1 = (3)

=
Ωβ̃2

(1 + β̃2)2

{
εd + 2k1(Ω− 1)−

−
√

8

7
k2(Ω− 1)β̃ cos 3γ̃ +

+

[(
C0

10
+

C2

7
+

9C4

35

)
(Ω− 1) + εd

]
β̃2

}
.

Параметры гамильтониана МВБ1 εd, k1, k2, CL

определяются либо феноменологически на основе
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наилучшего описания энергий коллективных со-
стояний и значений B(E2) между ними, либо мик-
роскопически [16] на основе межнуклонных вза-
имодействий. Дополнительным параметром явля-
ется максимальное число квадрупольных бозонов
или общее число d- и s-бозонов— Ω. Величину
〈HIBM〉 как функцию деформационных характери-
стик β̃ и γ̃ по аналогии с PES можно назвать
поверхностью деформационной энергии.

Параметры деформации МВБ1 β̃ и γ̃ непосред-
ственно не характеризуют геометрическую форму
ядра, они определяют отклонение от сферичности
функции |Φ〉. Для SU(3)-предела МВБ1 и асимп-
тотически при Ω → ∞ β̃ =

√
2 и γ̃ = 0 при k2 > 0,

если же k2 < 0, то γ̃ = π/3 (это часто обозначается
как отрицательные значения β̃ или β), что соот-
ветствует жесткому ротатору. Для O(6)-предела
МВБ1 при Ω → ∞ β̃ = 1, а величина 〈HIBM〉 не
зависит от γ̃, что соответствует предельной γ-
нестабильности. В работе [15] приведена возмож-
ная связь параметра деформации β и параметра β̃:

β =
2Ω

A
β̃; γ = γ̃. (4)

К последнему соотношению следует относить-
ся с большой осторожностью, особенно в сильно
деформированных ядрах, так как не все глубокие
оболочки ядра могут быть вовлечены в общую
деформацию, а также из-за неопределенности па-
раметра Ω. Потому реально β может оказаться
больше по сравнению с оценкой (4). Наконец,
в [17] было получено более точное соотношение
между параметрами β̃ и γ̃ с обычными парамет-
рами деформации β и γ. Это было сделано через
квадрупольный момент ядра. Если квадрупольный
оператор принят в традиционном для МВБ1 виде

T̂ (E2) = e∗
(
d+s+ s+d+ χE2d

+d
)(2)

, (5)

то через среднее его значение по функции внут-
реннего состояния определяется квадрупольный
момент

〈Q(0)
IBM〉 = 〈Φ|4

√
π

5
T̂ (E2)|Φ〉(〈Φ|Φ〉)−1 = (6)

= 4

√
π

5

2Ωβ̃ cos γ̃

1 + β̃2
e∗

(
1−

√
1

14
χE2β̃

cos 2γ̃

cos γ̃

)
,

который приравнивается к квадрупольному момен-
ту ядра, рассматриваемого как равномерно заря-
женный трехосный эллипсоид со средним радиусом
R = 1.2A1/3 Фм и в предположении, что β2 	 1

Q(0) =
3√
5π

ZeR2β cos γ. (7)

Это приводит к

β cos γ =
4π

3

β̃ cos γ̃

1 + β̃2

2e∗Ω

ZeR2
× (8)

×
(
1−

√
1

14
χE2β̃

cos 2γ̃

cos γ̃

)
.

Аналогичным образом поступая с оператором
1/2(Q2 +Q−2), было получено

tg γ = tg γ̃
1 +

√
2/7χE2β̃ cos γ̃

1−
√

1/14χE2β̃(cos 2γ̃/ cos γ̃)
. (9)

Из этого выражения следуют тождества γ = γ̃ = 0
и γ = γ̃ = π/3, а именно эти крайние случаи для
γ будут нас интересовать, и для них имеет место
соотношение

β = 1.4179
β̃

1 + β̃2

e∗WΩ

Z

(
1− 0.2673χE2β̃

)
. (10)

В этом выражении e∗W соответствует тому случаю,
когда значения B(E2) рассматриваются в одноча-
стичных единицах W.u. = 0.0594A4/3e2 Фм4. Связь
между таким образом введенными бозонными за-
рядами имеет вид e∗ = 0.2437A2/3e∗W. Если, ориен-
тируясь на выражение (3), при γ = 0, β > 0, а при
γ = π/3, β < 0, то формула (10) будет справедли-
вой в обоих этих случаях.
У выражения (10) есть существенный недоста-

ток, он связан с тем, что оно не является моно-
тонной функцией β от β̃. Ее максимум достигает-
ся примерно при β̃ 
 1.1, что соответствует β 


 0.29. Впрочем, использовать соотношение (10)
при больших деформациях не правомерно, так как
используется приближение β2 	 1. Поэтому будем
поступать следующим образом: для значения β̃,
соответствующего минимуму 〈HIBM〉, рассчитыва-
ется β с помощью (10). После этого подбирается
значение Ω′, чтобы для найденных так значений β̃ и
β выполнялось равенство

β =
2Ω′

A
β̃. (11)

В конце концов с помощью этого соотношения
определяется связь деформационных параметров.
Один из способов решения задачи на собствен-

ные значения в геометрических моделях заклю-
чается в диагонализации гамильтониана в бази-
се пятимерного осциллятора, что, например, было
осуществлено в работе [18] в 1974 г. для состо-
яний с высокими моментами в деформированных
ядрах. Причем вычисления существенно упроща-
лись через использование матричных элементов
от различных членов гамильтониана, полученных в
базисеO(5) [19]. При таком способе расчета всегда
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остается открытым вопрос о том, чем ограничить
размер базиса. Реально его размер ограничивал-
ся возможностями вычислительных машин. Пред-
ставленный способ расчета связан с лабораторной
системой координат, и в нем теряется связь с пара-
метрами деформации, а по вычисленным волновым
функциям нельзя найти средних значений парамет-
ров деформации для каждого отдельного состо-
яния. Следует отметить, что полная классифика-
ция функций пятимерного осциллятора и способ
вычисления ряда матричных элементов, получен-
ный в [19], оказались удобным инструментом для
вычисления матричных элементов всех операторов
в МВБ1 и использовались при вычислении соб-
ственных значений и собственных функций [20–22]
при произвольных наборах параметров гамильто-
ниана МВБ1.
Тот факт, что гамильтониан МВБ1 с произволь-

ными параметрами может быть представлен через
функцию внутреннего состояния в терминах дефор-
мационных параметров, приводит к идее специфи-
ческого способа определения параметров МВБ1,
не рассматривающего моды возбуждений. А имен-
но, сначала на основе одного из используемых
способов расчета, использующего реалистическое
межнуклонное взаимодействие, находится поверх-
ность потенциальной энергии в деформационных
терминах. Затем параметры бозонного гамильтони-
ана определяются таким образом, чтобы среднее
от бозонного гамильтониана с этими параметрами
по функции внутреннего состояния максимально
соответствовало рассчитанной коллективной по-
тенциальной поверхности. Это было реализовано
в работе [23] с использованием МВБ2, где бозоны
различаются по изоспину. Именно после появле-
ния МВБ2 первоначальный вариант модели, где
различия по изоспину среди бозонов не делались,
стали называть как МВБ1. Также в работе [23] на
основе сил Скирма рассчитывались поверхности
потенциальной энергии и из максимального ее сов-
падения со средним от бозонного гамильтониана
по внутреннему состоянию определялись бозонные
параметры. В [23] утверждается, что не все, но наи-
более значимые параметры МВБ2 определяются с
помощью вейвлет-анализа (wavelet analysis). Это
привело к качественному описанию энергий кол-
лективных состояний широкого набора ядер. Так
как силы Скирма можно разложить по мультипо-
лям, то их использование эффективно включает то,
что делается при расчете параметров МВБ1 с уче-
том перенормировок при рассмотрении различных
мод возбуждений. При этом следует иметь в виду,
что среднее по функции внутреннего состояния
от бозонного гамильтониана имеет существенное
ограничение, проявляющееся в том, что при реа-
листических значениях параметров гамильтониана
среднее не дает нескольких локальных минимумов

потенциальной поверхности от параметров дефор-
мации. Особенности потенциальной поверхности,
которые не могут быть получены с использова-
нием традиционных членов гамильтониана МВБ1,
могут быть реализованы с помощью дополнитель-
ных многобозонных членов, например, минимум в
〈HIBM〉 при β̃ �= 0 и γ̃ �= 0, π/3 достигается за счет
введения члена, пропорционального (d+d+d+)L) ·
· (ddd)L) [24].
В силу этого большой интерес вызывают рабо-

ты [12, 13], где задача на собственные значения и
функции квадрупольного коллективного гамильто-
ниана Бора, зависящего от переменных формы β
и γ с потенциалом, имеющим сферический и де-
формированный минимумы, решается с помощью
дифференциального уравнения. Это дает возмож-
ность интерпретировать волновые функции непо-
средственно через деформационные характеристи-
ки. При этом глубина двух минимумов, высота и
ширина барьера, а также жесткость потенциала
вблизи обоих минимумов определены таким обра-
зом, чтобы добиться удовлетворительного описа-
ния наблюдаемых свойств низколежащих коллек-
тивных квадрупольных состояний. Это демонстри-
ровалось на примере 96Zr.
Такой подход может объяснить природу состоя-

ний, энергии которых не находят объяснения в ряде
подходов, например, вМВБ1. Это значит, что такие
состояния не являются квазичастичными возбуж-
дениями, внедренными в комплекс коллективных
состояний, а являются тоже коллективными, но
их положение определяется особенностью поверх-
ностного потенциала, который не может быть вос-
произведен с традиционным набором операторов
гамильтониана МВБ1.
В следующем разделе в рамках феноменологии

МВБ1 проанализированы энергии ираст-полос и
ряд состояний γ-полос обозначенных ядер. До-
полнительным условием является воспроизведение
глубины потенциальной энергии деформации, по-
лученной на основе взаимодействия Гоньи [2].

3. АНАЛИЗ РЯДА ЯДЕР ТРАНСУРАНОВОЙ
ОБЛАСТИ В ФЕНОМЕНОЛОГИИ МВБ1

Работы по анализу коллективных состояний
в рамках микроскопической версии расширенной
МВБ1 [16, 25, 26] показали, что максимальное
число бозоновΩ оказывается существенно больше,
чем то, что дает число пар числа частиц (или
дырок) валентных нуклонов. Формирование ма-
шинного кода для расчета свойств коллективных
состояний до Ω = 36 было осуществлено одним
из авторов и продемонстрировано при изучении
свойств четных изотопов Hf [27]. Для рассматри-
ваемых ядер Ω было принято равным 24. Это число
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Таблица 1. Значение бозонных параметров в МэВ для изотопов Pu (для 240Pu приведены два набора с полным
числом бозонов Ω = 24 и Ω = 36)

Параметр 236
94 Pu

238
94 Pu

240
94 Pu

242
94 Pu

244
94 Pu

εd −0.599648 −0.616820 −0.617153 −0.647031 −0.603417 −0.604948

k1 −0.036678 −0.035646 −0.037240 −0.030975 −0.038054 −0.038016

k2 0.016832 0.018168 0.021340 0.011139 0.019278 0.017834

C0 0.240945 0.197461 0.241177 0.554837 0.212750 0.229193

C2 0.021790 −0.007801 −0.005771 0.080469 −0.008387 −0.011953

C4 0.030488 0.033498 0.032335 0.048073 0.027480 0.030619

Ω 24 24 24 36 24 24

Vmin [2] −15 −16.2 −16.6 −16.6 −17 −16.5

〈HIBM〉min −14.97 −16.27 −16.50 −16.40 −16.95 −16.40

E(0+1 ) −15.49 −16.84 −17.06 −16.95 −17.52 −17.00

с одной стороны достаточно большое, с другой,
поиск параметров гамильтониана, которые дают в
определенной области их значений наилучшее вос-
произведение экспериментальных значений энер-
гий коллективных состояний, требует разумного
машинного ресурса. Для нескольких ядер такой
расчет был произведен и для Ω = 36, но при этом
размер матриц, требующих диагонализации, силь-
но растет с ростом Ω. Максимальным при Ω = 36
он оказывается для спина I = 16+ и равен 551×
× 551. При фитировании параметров гамильтониа-
на МВБ1 даже по трем полосам нет однозначности
в их определении, тем более, когда параметры
подбираются по одной или двум полосам. Поэтому
поиск параметров осуществлялся в той области
их значений, которая дает величину максимальной
потенциальной энергии деформации, близкую к
оценке, полученной в работе [2].
В работе [28] рассматривалась только ираст-

полоса. Однако выяснилось, что существует и та-
кой набор параметров, который при той же потен-
циальной энергии деформации позволяет воспро-
извести и “γ-полосу”, т.е. полосу с последователь-
ностью состояний 2+2 , 3

+
1 , 4

+
2 , ..., внутри которой

имеются усиленные E2-переходы. В табл. 1, 2 по-
мимо параметров гамильтониана для рассмотрен-
ных ядер даны энергии минимума потенциальной
энергии— Vmin [2], минимум на поверхности де-
формационной энергии МВБ1— 〈HIBM〉min (3), а
также энергии основного состояния в МВБ1 отно-
сительно d-бозонного вакуума, т.е. SU(5)-предела
МВБ1— E(0+1 ).

В табл. 1 приведены результирующие парамет-
ры гамильтониана МВБ1 для четных изотопов Pu,
а в табл. 2— для изотопов Cm. За плавностью

изменения их значений от ядра к ядру не следи-
ли. Главным критерием было максимально точное
воспроизведение энергий состояний до предельных
спинов основной полосы и 2+2 -состояний, ассоции-
руемых обычно с головным уровнем γ-полосы.
Этим параметрам соответствуют теоретические

энергии, представленные в табл. 3, 4 и на рис. 1,
2, где они сравниваются с экспериментальными
значениями. В 236

94 Pu энергии ираст-полосы извест-
ны до спина I = 16+, и они воспроизводятся. В
238,240Pu уже до спинов I = 30+ и I = 32+ соот-
ветственно. Если параметры подбираются только
по ираст-полосам, как в [28], то для всех извест-
ных спинов получается прецизионное описание. В
представленном же здесь варианте для состоя-
ний, начиная с I = 26+ или I = 28+, расчетные
значения оказываются заниженными (см. табл. 3
и рис. 1). При этом анализ волновых функций
показал, что, начиная с этих спинов, среднее чис-
ло квадрупольных бозонов 〈nd〉 начинает быстро
расти. Если в начале полосы 〈nd〉 = 11 и по мере
роста спина на две единицы изменяются от 0.1 до
0.3, то, начиная со спина I = 24+, уже меняются
на единицу, доходя до 20.7 в I = 32+-состоянии.
Такое значение близко к используемому полному
числу бозонов Ω = 24. Поэтому для одного из этих
ядер, а именно для 240Pu, был произведен рас-
чет с Ω = 36. Это существенно улучшило описа-
ние энергий состояний ираст-полосы, не ухудшив
описание состояний γ-полосы при одновременном
согласовании с минимумом потенциальной энер-
гии деформации, полученным в микроскопическом
расчете. Отсюда следует вывод, что если расчетные
энергии высокоспиновых состояний с I ≥ 26+ ока-
зываются меньше экспериментальных, то одной из
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Таблица 2. Значение бозонных параметров в МэВ для изотопов Cm (для 246Cm приведены три набора параметров,
один, отмеченный просто как Ω = 24, соответствует расчету, при котором потенциальная энергия деформации
близка той, что получена в [2], Ω = 24, SU(3)-1 соответствует тому, когда энергия 0+2 оказывается 1170 кэВ,
Ω = 24, SU(3)-2— соответствующая энергия 1820 кэВ; для 248Cm приведены три набора параметров с разными
значениями полного числа бозонов, Ω = 24, Ω = 30 и Ω = 36)

Параметр 242
96Cm

246
96Cm

248
96Cm

εd −0.760776 −0.767505 −0.313958 −0.495547 −0.775108 −0.664738 −0.595391

k1 −0.047578 −0.047365 −0.012914 −0.021580 −0.045880 −0.038703 −0.033694

k2 0.030710 0.027934 0.012363 0.013514 0.024586 0.013733 0.010587

C0 0.517326 0.515156 −0.110052 −0.022396 0.469563 0.525903 0.586469

C2 −0.024683 −0.022940 0.059870 0.052000 −0.019301 0.027832 0.047313

C4 0.047627 0.048715 0.027771 0.030190 0.048427 0.039679 0.038687

Ω 24 24 24, SU(3)-1 24, SU(3)-2 24 30 36

Vmin [2] −18.25 −18.45 −18.45 −18.45 −17.8 −17.8 −17.8

〈HIBM〉min −18.51 −18.12 −9.34 −12.64 −17.81 −17.39 −17.72

E(0+1 ) −19.11 −18.70 −10.21 −13.36 −18.40 −17.89 −18.24

Таблица 3. Сравнение экспериментальных [29] и расчетных энергий в кэВ для изотопов Pu (для 240Pu теор. 1
соответствует расчету с Ω = 24, теор. 2— с Ω = 36)

Iπ
236
96 Pu

238
96 Pu

240
96 Pu

242
96 Pu

244
96 Pu

экс. теор. экс. теор. экс. теор. 1 теор. 2 экс. теор. экс. теор.
2+ 44.6 44.5 44.1 43.8 42.8 42.4 42.9 44.5 44.3 44.2 45.1

4+ 147.5 147.2 145.9 145.2 141.7 140.6 141.7 147.3 146.9 149.9 149.4

6+ 305.8 305.4 303.4 302.6 294.3 293 293.6 306.4 305.7 313 310.8

8+ 515.7 515.5 512.6 513.4 497.4 497 495.3 518.1 517.8 530.2 526.3

10+ 773.5 773.3 771.9 774.6 747.4 749.8 743.7 778.6 779.7 797.8 792.4

12+ 1074.3 1074.3 1077.7 1082.8 1041.1 1048 1036 1084.4 1087 1111.4 1105

14+ 1413.6 1414 1426.4 1434 1374.8 1387 1368 1431.7 1437 1466.7 1459

16+ 1786 1787.9 1815.5 1825 1745.7 1765 1740 1816.7 1823 1859.2 1852

18+ 2191.5 2241.7 2251 2151.6 2176 2148 2236 2243 2284.5 2277

20+ 2702.3 2709 2590.2 2616 2591 2686 2690 2737.9 2730

22+ 3195.4 3194 3059.8 3083 3068 3163 3161 3211 3208

24+ 3717.1 3702 3559 3572 3577 3662 3651 3686.3 3704

26+ 4263.7 4229 4086.3 4079 4117 4172 4155 4145.2 4214

28+ 4833.3 4771.5 4639.4 4600 4688 4606.1 4733

30+ 5426.5 5324 5220.3 5133 5287 5085.7 5256

32+ 1028.5 1029 5819.3 5675 5916 5589.6 5776

34+ 1069.9 1072 6119.7 6289

2+2 1099 1125.8 1128 1137 1.137 1125 1102 1102 1015 1015.5

3+1 1145.3 1781 1177.6 1.180 1178 1145 1059

4+2 1205.7 1232.5 1.234 1245 1202 1117

0+2 1922 1.961 1997 1907 1273

причин может оказаться использование недоста-
точного числа бозонов Ω.

В 242Pu энергии всех рассмотренных состояний
воспроизводятся хорошо. Для 244Pu энергии со-
стояний до спина I = 22+ воспроизводятся хоро-

шо, но при больших спинах имеется превышение
расчетных значений над экспериментальными, хотя
в меньшей степени, чем было получено в [28].

Для всех рассмотренных изотопов Cm с массо-
выми числами A = 242, 246, 248 вплоть до всех
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Рис. 1.Экспериментальные [29] и расчетные значения энергий в изотопахPu. Вариант расчета, обозначенныйкак теор. 2,
соответствует полному числу бозоновΩ = 36, в остальных случаяхΩ = 24.
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Рис. 2. Экспериментальные [1, 29] и расчетные значения энергий в изотопах Cm с Ω = 24.

известных спинов, а это соответственно I = 24+,
I = 26+ и I = 32+, получено, как видно из табл. 4
и рис. 2, весьма удовлетворительное описание. Оно
касается и полос, построенных на 2+2 -состояниях.

На примере изотопов 246,248Cm был осуществ-

лен расчет при разных условиях. Для 246Cm при
неизменном значении Ω = 24 в первом случае па-
раметры подбирались таким образом, чтобы вос-
произвести минимум энергии деформации, и это
приводит к E(0+2 ) = 1.631 МэВ. В следующем
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Рис. 3. ЗначенияBW(E2; I → I − 2) для 248Cm,W.u. = 92.55 e2 Фм4, экспериментальные значения из [29, 30]. Расчеты
представлены последовательно для трех полных значений бозоновΩ = 24, 30 и 36.
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Рис. 4. Экспериментальные [1, 29] и расчетные значения энергий в изотопах Fm и No.

случае, SU(3)-1, поиск параметров осуществлял-
ся в районе тех значений, которые соответствуют
SU(3)-пределу МВБ1, и дает E(0+2 ) = 1.17 МэВ.
Как видно из табл. 2, это приводит по абсолютным
значениям к минимуму потенциальной энергии на

9 МэВ меньше, чем в первом случае, и соот-
ветственно микроскопической оценки. Наконец, в
третьем случае поиск параметров осуществлялся,
начиная с тех значений, которые соответствовали
бы также SU(3)-пределу МВБ1, но с существенно
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Рис. 5. Фрагмент схемы ядерных уровней 240Pu [29].
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Рис. 6. Потенциальная энергия деформации 242Cm,
полученная в [2] и обозначенная как “micr.”, а также
вычисленная в соответствии с (3) (“IBM”) с парамет-
рами из табл. 2; при расчете β через β̃ в соотноше-
нии (11) было использованоΩ′ = 39.

большей энергией 0+2 ,E(0+2 ) = 1.82МэВ. Это дает
большую глубину потенциальной энергии по срав-
нению с предыдущим случаем, но все же оказыва-
ется на 6 МэВ меньше микроскопической оценки.
Результирующие энергии для всех трех вариантов
приведены в табл. 4, а на рис. 2— только для
первого варианта. Это позволяет сделать следую-
щие замечания. Обычно при анализе четно-четных
ядер в рамках феноменологии МВБ1 предпола-
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Рис. 7. Потенциальная энергия деформации 246Cm,
полученная в [2] и обозначенная как “micr.”, а также
вычисленная в соответствии с (3) (“IBM”) с парамет-
рами из табл. 2, Ω′ = 39. Обозначение SU(3) соот-
ветствует кривой, полученной с параметрами, найден-
ными вблизи соответствующего предела МВБ1. Эти
параметры дают соответствие с экспериментальными
энергиями состояний ираст-полосы и 2+2 -состояния,
но различающиеся значения для 0+2 -состояния. Для
SU(3)-1-варианта эта энергия меньше, чем для вари-
анта SU(3)-2.

гается, что коллективная структура варьируется
в тех пределах, которая реализуется в пределах
триады SU(5)−O(6)−SU(3). Однако проведенные
вычисления показывают, что структура коллектив-
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Таблица 4. Сравнение экспериментальных [1, 29] и расчетных энергий в кэВ для изотопов Cm (для 246Cm разные
варианты соответствуют разным наборам параметров из табл. 2; для 248Cm теор. 1 соответствует расчету с Ω = 24,
теор. 2 с Ω = 30, теор. 3 с Ω = 36)

Iπ
242
96Cm

246
96Cm

248
96Cm

экс. теор. экс. теор. SU(3)-1 SU(3)-2 экс. теор. 1 теор. 2 теор. 3

2+ 42.1 41.7 42.9 42.6 42.6 42.8 43.4 43.2 43.7 43.9

4+ 138.1 138.2 141 141.2 141.1 141.6 143.8 143.4 144.5 144.8

6+ 288.3 287.8 294.1 294 293.1 294.4 298.9 298.5 300 300

8+ 489.1 488.2 498.7 498.4 495.7 498 506.4 506.1 506.4 505.7

10+ 735.9 736.1 751.5 751.1 745.5 749.2 762.8 762.6 760.3 758.2

12+ 1026.2 1027.9 1045.3 1048 1039 1044 1064.1 1064 1058 1054

14+ 1355.2 1360 1385.3 1386 1373 1380 1406.1 1407 1395 1389

16+ 1720.8 1728 1758.4 1760 1744 1752 1783.9 1787 1769 1762

18+ 2119.5 2128 2163.3 2165 2149 2158 2192.6 2198 2175 2168

20+ 2549.3 2556 2596.3 2598 2586 2594 2627 2638 2612 2606

22+ 3008.8 3007 3054.2 3054 3050 3057 3083.4 3100 3075 3074

24+ 3497.4 3477 3533.3 3528 3541 3544 3559.5 3581 3563 3570

26+ 4031.4 4015 4054 4051 4055.3 4074 4074 4091

28+ 4512 4589 4576 4572.3 4575 4605 4637

30+ 5016 5142 5115 5113.9 5076 5154 5206

32+ 5565 5709 5665 5680.7 5605 5720 5798

2+2 1200 1124.3 1125 1120 1126 1050 1054 1048 1043

3+1 1237 1165.5 1163 1169 1174 1093 1095 1093

4+2 1286 1220 1214 1232 1236 1144 1145 1156 1158

0+2 1787 1631 1170 1820 1730 1843 1846

ных состояний может выходить за пределы этой
триады, а проявляется это в существенно большей
энергии деформации по сравнению с тем, что дает
SU(3)-предел МВБ1.

Для 248Cm были также реализованы три вари-
анта расчета, отличающиеся полным числом бо-
зонов Ω = 24, 30, 36, но примерно с неизменной
энергией деформации, как это видно из табл. 2.

Таблица 5. Численные соотношения β и β̃ для 248Cm
на основе (4) и (10); было принято χE2 = k2/(2k1)

Ω e∗W χE2 β̃ β(4) β(10)

24 1.5169 –0.268 0.9 0.174 0.285

30 1.2935 –0.1774 0.8 0.194 0.290

36 1.1375 –0.1571 0.7 0.203 0.292

В табл. 4 приведены энергии состояний для всех
трех вариантов, а на рис. 2— только для первого из
них. В силу сказанного ранее относительно выбора
полного числа бозонов в 240Pu число бозонов в
248Cm должно быть определенно больше 24.

Из рассмотренных в данной работе ядер 248Cm
выгодно отличается тем, что для него известны
экспериментальные значенияB(E2) для переходов
вдоль ираст-полосы вплоть до высоких спинов. Их
значения приведены на рис. 3. Здесь же приве-
дены теоретические значения, нормированные на
нижайший переход. Из рисунка видно, что расчеты,
произведенные с Ω = 24, дают явно заниженные
величины, начиная с середины полосы. Расчеты же
с Ω = 30 и с Ω = 36 дают вполне удовлетворитель-
ное описание значений B(E2) в полосе.

Для всех рассмотренных ядер известны экс-
периментальные значения B(E2; 2+ → 0+), что
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Таблица 6. Значение бозонных параметров в МэВ для изотопов Fm и No

Параметр 248
100Fm

250
100Fm

252
102No

254
102No

εd −0.884069 −0.900130 −0.836100 −0.857295

k1 −0.045806 −0.045133 −0.040628 −0.035551

k2 0.025660 0.026923 0.019023 0.019891

C0 0.384586 0.363519 0.167861 0.124074

C2 −0.024916 −0.025427 −0.010254 −0.025006

C4 0.053072 0.051547 0.035493 0.043086

Ω 24 24 24 24

Vmin [2] −20.5 −21 −21.5 −21.5

〈HIBM〉min −20.34 −20.89 −21.25 −21.32

E(0+1 ) −20.98 −21.57 −21.92 −22.02

позволяет численно соотнести параметры β и β̃.
Так как для 248Cm были осуществлены расчеты
для трех значений Ω, то в этих случаях и были
получены оценки, представленные в табл. 5. Зна-
чения β̃ соответствуют минимуму функции (3) с
параметрами из табл. 2. Из табл. 5 видно, что
несмотря на сильно различающиеся входящие в
эту таблицу исходные величины, результирующие β
оказываются неизменными до двух значащих цифр,
и это значение совпадает с тем, что представлено в
работе [2].

В табл. 6 для изотопов 248,250Fm и 252,254No
приведены бозонные параметры. Энергии, соот-
ветствующие им, сравниваются с эксперименталь-
ными значениями в табл. 7 и рис. 4. Описание
удовлетворительно, а это для двух изотопов Fm с
A = 248, 250 и двух изотопов No с A = 252, 254
соответственно представлено до спинов I = 18+,
I = 22+, I = 20+, I = 24+.
Для 242Cm и 252No состояний помимо состоя-

ний ираст-полосы не наблюдается. В ядре 254No
наблюдается полоса, начинающаяся с 3+1 . В си-
лу значительных отрицательных значений однобо-
зонной энергии εd и отрицательных значений C2

(табл. 6) среди теоретических значений некоторых
состояний могут возникать состояния с предель-
но большими значениями 〈nd〉 
 Ω. В расчет их
принимать не следует, и физического смысла они
не имеют. Кроме того, они не формируют полос
состояний, связанных большими значениями E2-
переходов. Именно поэтому при описании сильно-
деформированных ядер в МВБ1 необходимо сле-
дить за составом волновых функций, чтобы такие
блуждающие состояния не возникали. В рассмат-
риваемых случаях для этого следует несколько
увеличить значение параметра гамильтониана C2,

что помимо прочего реализуется при использова-
нии большего числа бозонов Ω. Таким образом,
было выяснено, что получить полосу, начинаю-
щуюся с 3+1 -состояния, в традиционном варианте
МВБ1 невозможно. Как вариант, можно было бы
предположить, что в 254No 3+1 является вторым
состоянием γ-полосы, что соответствует расчету,
представленному в табл. 7. Тем не менее воз-
можно, что это отдельная полоса. Так, в 240Pu
наблюдается помимо ираст еще несколько полос:
три с головным уровнем 0+, одно с 2+ и одно
с 3+, соответствующий фрагмент схемы приведен
на рис. 5. Тогда становится понятным, что такая
же ситуация может иметь место для 254No. В
этом случае природа полосы, начинающейся с 3+1 ,
остается вне настоящего рассмотрения. Предполо-
жение о квазичастичной природе этого состояния
противоречит тому, что квазичастичные возбужде-
ния не оказывают заметного влияния на состоя-
ния ираст-полосы. Поэтому описание такого 3+1 -
состояния может быть связано либо с наличием
дополнительного члена в гамильтониане, например,
пропорционального (d+d+d+)(L) · (ddd)(L), либо в
модели, способной описывать состояния в рамках
представления сосуществования разных форм.

На рис. 5 также приведен ряд полос, начинаю-
щихся с 0+-состояний. Попытка воспроизведения
нижайшей из этих полос приводит к тому, что соот-
ветствующая этому глубина потенциальной энер-
гии деформации оказывается весьма незначитель-
ной. Поэтому эти состояния мы оставляем вне
настоящего рассмотрения.

Для всех рассмотренных изотопов Cm и No c
представленными параметрами МВБ1 были рас-
считаны значения 〈HIBM〉, которые приведены на

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 84 № 5 2021



432 ЕФИМОВ, ИЗОСИМОВ

Таблица 7. Сравнение экспериментальных [1, 29] и расчетных энергий в кэВ для изотопов Fm и No

Iπ
248
100Fm

250
100Fm

252
102No

254
102No

экс. теор. экс. теор. экс. теор. экс. теор.

2+ 46 45.7 45 43.9 46.4 46.3 44.2 43.8

4+ 152 151.6 147 145.8 153.8 153.7 145.2 145.5

6+ 317.2 316.2 304.9 304.4 320.7 320.5 304.6 304.2

8+ 538.6 537.3 516.9 517.4 544.5 544.3 518.7 518.4

10+ 813.3 811.9 780.2 782.4 821.7 822.0 786 786.2

12+ 1137.3 1137 1092 1096 1150 1150 1104.1 1105

14+ 1507.7 1507.8 1448.6 1455 1525.6 1524.8 1470.7 1473

16+ 1921 1921 1846.2 1855 1942 1942 1883 1887

18+ 2372 2372 2281.2 2292 2395.5 2397 2339 2343

20+ 2749.8 2762 2879 2885 2837 2837

22+ 3248.8 3259 3373 3367

24+ 3943 3928

2+2 1074 1095 1089 943

3+1 1116 1135 1134 988 984.0

4+2 1171 1188 1193 1033 1039

5+1 1091 1107

6+2 1160 1189

7+1 1243 1283

рис. 6–10, и они сравниваются с потенциальны-
ми энергиями деформации из [2], полученными на
основе решения задачи многих тел с использо-
ванием приближения среднего поля, включающе-
го парные корреляции, т.е. в самосогласованном
приближении Хартри–Фока–Боголюбова. Ядер-
ный гамильтониан включал эффективное нуклон-
нуклонное взаимодействие Гоньи [3]. Уравнения
решались на основе аксиально-симметричных гар-
монических осцилляторов. Размер базиса при этом
определялся числом оболочек, примерно в восемь
раз большим максимального числа занятых состо-
яний.
Если расчеты, полученные в [2] для рассмот-

ренных здесь ядер, дают минимум потенциальной
энергии деформации при β 
 0.3 (рис. 6–10), то
для 〈HIBM〉 согласно (4) при β = 0.17. Одна из
причин может быть связана с недостаточно ис-
пользуемым числом бозонов.
Для лучшего соответствия деформационных па-

раметров перерасчет β из β̃ производился с помо-
щью (11) описанным ранее способом.
Рисунки 6–10 демонстрируют, что первый ми-

нимум в потенциальной энергии деформации при

β > 0 и его глубина, полученные в [2], воспроиз-
водятся в представленных расчетах в МВБ1. При
этом воспроизведение большой глубины на дефор-
мационной поверхности, до 20 МэВ, несовместимо
с успешным описанием головного уровня β-полосы
в районе 1МэВ. Снижение теоретических значений
указанных энергий в МВБ1 однозначно приводит к
уменьшению глубины ямы в потенциальной энер-
гии деформации. Для 246Cm на рис. 7 приведены
несколько кривых, в том числе соответствующие
параметрам SU(3)-1 и SU(3)-2 из табл. 2. Как уже
говорилось, для первого из них E(0+2 ) = 1.17, для
второго— 1.82 МэВ. Но оба дают недостаточную
энергию минимума в потенциальной энергии де-
формации. Таким образом, можно утверждать, что
в рамках МВБ1 при достаточно большом мини-
муме потенциальной энергии деформации полосы,
подобные β-полосам, воспроизвести невозможно.
Можно предположить, что наличие следующего
локального минимума в потенциальной энергии де-
формации при больших деформациях сможет объ-
яснить некоторые из полос, не воспроизводимые
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Рис. 8. Потенциальная энергия деформации 248Cm,
полученная в [2] и обозначенная как “micr.”, а также
вычисленная в соответствии с (3) (“IBM”) с пара-
метрами из табл. 2 с разными числами бозонов Ω =
= 24, 30, 36. Соответствующие им значения Ω′ =
= 39, 45, 52.

в представленных расчетах, в частности, полос,
построенных на 0+2 .

Для 248Cm на рис. 8 также приведены кривые,
соответствующие разным параметрам гамильтони-
ана с разным числом бозонов (табл. 2). При этом
качество описания энергий примерно одинаково
(табл. 4) при некотором предпочтении варианта с
Ω = 30. Однако поведение 〈HIBM〉 от параметра
деформации достаточно заметно. С ростом Ω про-
исходит более быстрый рост 〈HIBM〉 с изменением
β относительно значения βmin, соответствующего

10
H(β, γ), МэВ

252No
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Рис. 9. Потенциальная энергия деформации 252No,
полученная в [2] и обозначенная как “micr.”, а также
вычисленная в соответствии с (3) (“IBM”) с парамет-
рами из табл. 6, Ω′ = 31.

минимуму 〈HIBM〉 или росту ∂2〈HIBM〉/∂β2 при β =
= βmin.
В табл. 1, 2, 6 наряду с энергией деформации

указаны энергии основного состояния относитель-
но без d-бозонного вакуума, E(0+1 ). Видно, что
последняя величина примерно на 0.6−0.7 МэВ
меньше минимума 〈HIBM〉. Такая оценка может
свидетельствовать, что если для первого возбужде-
ния выполняется условие 0.4 < E(2+1 ) < 0.7 МэВ,
то минимум 〈HIBM〉 осуществляется при β = 0, а
бозонный состав волновых функций сопровожда-
ется значительной ангармоничностью.
Если сравнивать поведение потенциальной

энергии деформации вМВБ1 (3), полученной в [28]
вне описания γ-полос, когда оценки последних
существенно были завышены по сравнению с
экспериментальными значениями и в варианте,
когда эти полосы воспроизводятся, то можно
констатировать следующее. Во втором случае при
увеличении параметра деформации β от значения,
при котором осуществляется минимум 〈HIBM〉,
а это в рассмотренных случаях реализовалось
при β 
 0.29 − 0.30, к большим значениям β, то
рост 〈HIBM〉 происходит медленнее, чем в первом
случае, стремясь сразу асимптотически к нулю.
Особенно ярко это проявляется для изотопов No.
Последнее коррелирует с возможно заниженными
оценками значений 2+2 -состояний.
Это позволяет сделать заключение, что в данной

массовой области, чтобы воспроизвести полосу
с 2+2 -состоянием, величина 〈HIBM〉 при β > 0.3
должна оказаться близкой к нулю при β = 0.83
и более. Если 2+2 -состояние не будет воспроиз-
водиться, то это будет соответствовать значениям

10
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Рис. 10. Потенциальная энергия деформации 254No,
полученная в [2] и обозначенная как “micr.”, а также
вычисленная в соответствии с (3) (“IBM”) с парамет-
рами из табл. 6, Ω′ = 30.
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β от 0.65 до 0.72, т.е. яма потенциальной энергии
деформации будет более жесткой. Ориентировать-
ся в этом случае на микроскопические расчеты
нет возможности, так как МВБ1 не дает второго
минимума в потенциальной энергии деформации
при β > 0.3.
Для воспроизведения же хотя бы одной из

полос на возбужденном 0+-состоянии требуется,
чтобы величина 〈HIBM〉 при β 
 0.3 была порядка
−8.5МэВ или по абсолютной величине несколько
меньше. Однако это противоречит микроскопиче-
ским оценкам.
В микроскопическом расчете реализуется вто-

рой минимум в потенциальной энергии деформации
при β 
 0.95 и разница между основным мини-
мумом и локальным немногим более 2 МэВ по
крайней мере для изотопов No. Такая небольшая
разница может проявляться в структуре низко-
лежащих коллективных состояний, в частности, в
появлении дополнительных полос, построенных на
0+-возбуждениях.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе в рамках феноменологии МВБ1 про-
анализированы ираст-полосы до предельно высо-
ких наблюдаемых спинов в четных изотопах Pu,
Cm, Fm, No. Во всех их описание получено весь-
ма удовлетворительное и влияние квазичастичных
степеней не обнаружено. Исключение представля-
ет только 244Pu, но и для него хорошее описание
энергий получено до спина I = 22+. При этом
одновременно удалось воспроизвести несколько
состояний γ-полосы.Неоднозначность параметров
гамильтониана МВБ1 отчасти минимизировалась
за счет того, чтобы минимум в потенциальной
энергии деформации, определяемый в МВБ1 с
помощью функции внутреннего состояния, при-
мерно соответствовал микроскопическому расчету
в приближении Хартри–Фока–Боголюбова с ис-
пользованием сил Гоньи. При этом глубина ямы в
потенциальной энергии деформации в этих ядрах
весьма внушительна, порядка 20 МэВ. В работе
используется феноменологический подход и, как
правило, он связан с описанием известных энер-
гий коллективных состояний. Однако, опираясь на
успех в этом описании и на систематику извест-
ных энергий, можно получить оценки энергий либо
нижайшей части спектра, либо тех, которые по
спинам на 2–4 единицы выше спинов с известными
энергиями.
Предсказание энергий уровней ираст-полосы в

трансурановой области ядер приобретает особый
интерес в связи с изучением β- и γ-распадов вы-
сокоспиновых изомеров. В области атомных ядер
редкоземельных элементов накоплен достаточно

большой объем информации как о свойствах β-
распадов различного типа, так и о характеристиках
распада высокоспиновых изомеров [29, 31]. При
β-распаде таких изомеров происходит небольшое
изменение спина ядра ΔI = 0;±1, и в дочернем
ядре также заселяются высокоспиновые состоя-
ния, причем после одного-двух последующих γ-
переходов происходит заселение уровней ираст-
полосы [31, 32]. Если энергии уровней ираст-
полосы известны из предыдущих экспериментов
или могут быть рассчитаны теоретически с доста-
точной точностью, то это существенно облегча-
ет получение и интерпретацию экспериментальных
данных по распаду высокоспиновых изомеров.
В области ядер трансурановых элементов дан-

ные о β-распаде высокоспиновых изомеров весьма
малочисленны, а γ-распад подобных изомеров яв-
ляется предметом интенсивных исследований [29,
33, 34]. Между тем ветка на β-распад для основных
состояний нечетно-нечетных ядер в трансурановой
области может быть весьма значительной [29].
Данный факт позволяет ставить вопрос о поиске
и исследовании β-распада высокоспиновых изо-
меров нечетно-нечетных ядер в области трансура-
новых элементов с регистрацией γ-распада высо-
коспиновых состояний в области ираст-полосы в
дочерних четно-четных ядрах. Кроме того, высо-
коспиновые изомеры могут заселяться и исследо-
ваться в области ираст-полосы непосредственно
в ядерных реакциях. В связи с постановкой по-
добных экспериментов информация об энергиях
уровней ираст-полосы имеет чрезвычайно важное
значение для идентификации β- и γ-распадов вы-
сокоспиновых изомеров.
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OF YRAST-BANDS EVEN ISOTOPES Pu, Cm, Fm, No
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In some isotopes of Pu, Cm, Fm, No the yrast-band state energies are experimentally known up to the spin
32+, like this holds in 248Cm. What is unique is that all states of these super long bands remain purely
collective. Collectivity of the bands is manifested in the fact that the band state energies are reproduced
with a high degree of accuracy within the framework of the phenomenology of the IBM1. The uncertainty
of the model parameters is reduced under condition that the depth of the deformation energy obtained on
the basis of realistic interactions was equal to the deformation energy depth in the internal state, calculated
with the found parameters of the IBM1Hamiltonian.
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Рассмотрены несколько моделей массового распределения продуктов деления, используемых в
расчетах нуклеосинтеза тяжелых элементов. В частности, начиная с модели Кодама–Такаши с
преимущественно асимметричным распределением и не учитывающей нейтроны деления до почти
симметричных распределений продуктов деления с учетом множественности нейтронов деления, осно-
ванной на ядерной систематике. Для сценария r-процесса, развивающегося при слиянии нейтронных
звезд, в веществе выброса было определено влияние моделей массового распределения продуктов
деления и их параметров как на распространенность тяжелых ядер, так и на форму и положение пиков
на кривой распространенности. Было оценено возможное увеличение вклада тройного деления при
образовании тяжелых элементов дополнительно к бинарному.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Впервые процесс образования новых элементов
в результате захвата нейтронов и последующего
бета-распада был предложен в работе, извест-
ной как αβγ [1]. Основной механизм образова-
ния тяжелых элементов в быстром нуклеосинтезе,
поддерживаемом многократным захватом нейтро-
нов— r-процессе, одновременно с классификаци-
ей и других процессов образования новых элемен-
тов в природе, был предложен в работах Бэрби-
джа с сотрудниками [2] и Кэмерона [3], а расчеты
нуклеосинтеза в r-процессе впервые были сделаны
позднее [4]. Быстрый нуклеосинтез (или r-процесс)
происходит за счет многократного захвата ней-
тронов и последующих бета-распадов в веществе
большой плотности и замораживании реакций с
протонами и альфа-частицами. В этом процессе
образуется более половины ядер тяжелее железа,
в том числе актиниды.

С момента определения r-процесса было пред-
ложено много разных моделей, создающих условия
для его протекания, однако взгляд на теорию r-
процесса стал принципиально меняться после на-
блюдений химического состава в спектрах очень
старых звезд и открытия идентичности относитель-
ной распространенности r-элементов в Солнечной
системе и в старых звездах [5]. Еще один сильный

1)НИЦ “Курчатовский институт” —ИТЭФ, Москва, Рос-
сия.

2)НИЦ “Курчатовский институт”, Москва, Россия.
*E-mail: Igor.Panov@itep.ru

аргумент в пользу изменения взгляда на r-процесс
появился после осознания невозможности полу-
чить высокую плотность свободных нейтронов при
взрыве и эволюции коллапсирующих сверхновых
[6]. В последние годы, спустя много лет после
первого предложения рассматривать слияние ней-
тронных звезд в тесной двойной системе [7] в ка-
честве сценария для образования тяжелых элемен-
тов, пришло понимание, подтвержденное много-
численными исследованиями (см., например, обзор
[8]) и наблюдениями [9], что в джетах и в ветрах,
образующихся в конце эволюции тесной двойной
системы нейтронных звезд, создаются необходи-
мые для развития r-процесса условия. В процессе
первой регистрации гравитационных волн, возни-
кающих при слиянии нейтронных звезд, и опреде-
лении химического состава разлетающегося веще-
ства после взрыва килоновой [9], были обнаружены
r-элементы [9, 10]. И на сегодняшний день, хотя
все возможности развития r-процесса в природе до
конца не определены, процесс слияния нейтронных
звезд считается одним из основных реальных сце-
нариев, в которых идет синтез тяжелых элементов.

Наблюдениями установлено, что отношения
[Eu/Fe] для очень старых звезд различаются на по-
рядки, причем расхождение уменьшается для более
молодых звезд (с увеличением металличности) [11].
Поскольку европий образуется исключительно
в r-процессе, он является индикатором степени
обогащения химических элементов изотопами,
образованными в r-процессе. Более того, относи-
тельная распространенность тяжелых элементов,

436



МАССОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОДУКТОВ ДЕЛЕНИЯ 437

образованных в “сильном” r-процессе (т.е. в
таком, когда образуются тяжелые элементы вплоть
до урана), поразительно хорошо согласуется с
наблюдениями распространенности химических
элементов в Солнечной системе [12]. Этот факт в
комбинации с большими различиями отношения
[Eu/Fe] для звезд низкой металличности указывает,
что существуют и другие сценарии, отвечающие за
образование r-элементов при взрыве массивной
звезды [13, 14].

Наличие r-элементов наблюдается почти во
всех звездах [15, 16], однако для объяснения
наблюдаемой распространенности тяжелых ядер
очевидно, что существуют сценарии протекания
“слабого” r-процесса, ответственного за синтез
“легких” тяжелых элементов. Горячий нейтринный
ветер от горячей нейтронной звезды может приво-
дить к повышению концентрации свободных ней-
тронов, однако невысокая энтропия, характерная
для ветра, не позволяет развиться сильному r-
процессу [17]. Еще одним источником r-элементов
могут быть редкие взрывы сверхновых с магнито-
ротационным механизмом взрыва [18, 19]. Такой
механизм приводит к образованию полярных дже-
тов с высокой концентрацией свободных нейтронов
(Ye � 0.2), достаточных для протекания сильного
r-процесса [20, 21], и может вносить значительный
вклад в процесс образования тяжелых ядер на
ранней стадии эволюции галактик.

Еще одним реальным механизмом создания
условий для r-процесса является взрыв маломас-
сивной сверхновой в конце эволюции тесной двой-
ной системы двух нейтронных звезд существенно
разных масс. К взрыву приводит быстрая потеря
массы маломассивным компаньоном при сближе-
нии компонентов на последнем этапе эволюции
системы и потеря равновесия маломассивным ком-
понентом при достижении минимального предела
массы, равного примерно 0.09M� (Панов иЮдин,
2020; Юдин и др., 2021) [22, 23].

Можно сказать, что все возможные сценарии
r-процесса различаются только по длительности
существования необходимых для его протекания
условий— τR. Если время τR больше нескольких
сотен миллисекунд— идет сильный r-процесс с
обратной связью, который приводит к образованию
источника новых зародышевых ядер, образующих-
ся при делении актинидов как их продукты. Если
продолжительность τR невелика— идет слабый r-
процесс с образованием так называемых легких
тяжелых ядер, не тяжелее элементов кадмиевого
пика.
Подробно эволюция характера протекания нук-

леосинтеза и другие вероятные сценарии развития
условий для r-процесса описаны в обзоре [14],
а в настоящей работе мы будем рассматривать

влияние массового распределения продуктов де-
ления (МРПД) на распространенность тяжелых
элементов, образованных в сильном r-процессе, на
примере сценария слияния двух нейтронных звезд
примерно одинаковой массы. Варианты развития
такого сценария обсуждались ранее неоднократно
[24–28].
В процессе слияния нейтронных звезд в быст-

ро расширяющемся и остывающем веществе, ха-
рактеризующемся низкими значениями отношения
электронов к протонам Ye, создаются все условия
для протекания основного r-процесса с сильной
обратной связью (r-process with fission cycling).
Количество тяжелых элементов, образованных в
таком r-процессе, сильно зависит от различных
прогнозируемых характеристик атомных ядер, вли-
яние которых подробно обсуждалось неоднократно
(см. [28] и цитирование там). По всей видимости
(см., например, [25] и цитирование там), величина
относительной распространенности тяжелых ядер
сильнее зависит от ядерных данных, чем от массы
нейтронных звезд в двойной системе [27]. В первую
очередь результат сильно зависит от используемых
прогнозов ядерных масс, определяющих не только
границы области быстрого нуклеосинтеза, но и
скорости реакций и периода бета-распада (T1/2).
Зависимость распространенности YA от массовых
моделей и скоростей реакций известна и обсуж-
далась неоднократно (см., например, [29, 30] и
цитирование там).
Нуклеосинтез в r-процессе идет в условиях

высокой плотности нейтронов (Nn > 1024 см−3) в
основном с образованием не изученных экспери-
ментально нейтроноизбыточных ядер и при тем-
пературах T9 < 2 ГК. В таких условиях скорости
реакций с заряженными частицами очень силь-
но замедляются, что и определяет место нукле-
осинтеза на карте ядер— вблизи границы ней-
тронной стабильности, в области ядер с энергия-
ми связи нейтрона Sn � 2 МэВ. Поэтому скоро-
сти бета-распада, рассчитываемые теоретически,
сильно модельно зависимы и также сильно влия-
ют на распространенность образующихся тяжелых
ядер. А для сильного r-процесса, в котором волна
нуклеосинтеза доходит до области трансурановых
ядер, становятся важными и прогнозируемые ха-
рактеристики делящихся ядер, в первую очередь,
массовое распределение продуктов деления.
Вопрос о распределении продуктов деления в r-

процессе стал актуальным после понимания важ-
ности деления для моделирования основного r-
процесса [31, 32]. В сильном r-процессе, харак-
терном для слияния нейтронных звезд, устанав-
ливается квазиравновесный ток ядер, обеспечи-
ваемый 100% делением ядер в области актини-
дов и вовлечением продуктов деления опять в r-
процесс в качестве новых зародышевых ядер. При
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этом распределение зародышевых ядер сильно за-
висит от модели деления, оказывая влияние на
формирование количества ядер в первую очередь
в области второго пика. Однако существующие
модели массового распределения продуктов деле-
ния (см., например, [29]) были созданы и фитиро-
ваны для описания экспериментально изученных
распределений. Но прогнозирование МРПД для
экзотических тяжелых ядер, не изученных экспе-
риментально, требует или построения новых мо-
делей, или экстраполяции существующих далеко
в неизученную область. Поэтому разные модели
дают для короткоживущих нейтроноизбыточных
ядер сильно различающиеся прогнозы массового
распределения продуктов деления, в частности, по
симметрии распределения, количеству мгновенных
нейтронов деления и ширин распределения. Одна
из простых моделей распределения продуктов де-
ления [33], применяющаяся в расчетах r-процесса,
к сожалению, не учитывает нейтроны деления.
Поэтому была создана простая бинарная модель
[31], предполагающая преимущественное форми-
рование одного из осколков с массой A∼ 130 [34]
и учитывающая нейтроны деления. Модифициро-
ванная позднее, эта модель массового распределе-
ния продуктов деления FFDn (Fission Fragments
Distribution, with Neutrons) [35] учитывает нейтро-
ны деления, основываясь на ядерной систематике.
Проведенные с ее помощью расчеты r-процесса
[32, 36] показали хорошее согласие теоретической
распространенности тяжелых элементов с наблю-
дениями при развитии основного r-процесса. В по-
следние годы разрабатывались еще две модели:
GEF [37], развиваемая Шмидтом с сотрудниками
на смену более ранней модели ABLA [38] и ос-
нованная на методе Монте-Карло, и модель SPY
[39], основанная на модификации известной модели
Уилкинса [40]. Они использовались ограниченным
числом авторов, а сравнение характера их влияния
на распространенность тяжелых ядер [25, 28, 41]
показало, что характер зависимости распростра-
ненности тяжелых ядер от модели МРПД изучен
недостаточно. Использование этих моделейМРПД
в расчетах r-процесса показало ряд их недостат-
ков. Так, при применении моделей GEF и SPY
в расчетах нуклеосинтеза [42] второй пик описы-
вается не очень хорошо, возможно, из-за недо-
статочного учета мгновенных нейтронов деления,
наличие которых уменьшает массу продуктов деле-
ния и улучшает согласие в теоретическом описании
второго пика и наблюдений. В [43] был рассмотрен
вклад МРПД в распространенность тяжелых ядер,
полученных при разной длительности нуклеосин-
теза, соответствующей разным сценариям, однако
влияние распределения вторичных зародышевых
ядер, зависящее от модели массового распределе-
ния продуктов деления, подробно не изучалось.

В настоящей работе влияние параметров имею-
щихся моделей МРПД на кривую распространен-
ности тяжелых ядер, формирующуюся в r-процессе
с сильным влиянием процессов деления, будет рас-
смотрено, в основном, на основе двух наиболее
часто используемых моделей [35, 33] и одном ос-
новном сценарии [44].
В разд. 2 будут рассмотрены различные мо-

дели массового распределения продуктов деления
МРПД. В разд. 3 для изучения зависимости конеч-
ной распространенности тяжелых ядер от модели
МРПД будут проанализированы распространен-
ности тяжелых ядер, полученные в r-процессе в
сценарии слияния нейтронных звезд.

2. МАССОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
ПРОДУКТОВ ДЕЛЕНИЯ

До конца 20 в. деление в r-процессе практиче-
ски либо не учитывалось, либо его учет чаще всего
был формальным и схематичным. После того, как
появились первые модели сценариев слияния ней-
тронных звезд, в которых условия для r-процесса
поддерживаются в течение сотен миллисекунд и
дольше, возможным становится протекание основ-
ного r-процесса и зацикливание (fission cycling)
процесса нуклеосинтеза. Для таких расчетов по-
требовались новые ядерные данные, в том числе и
для актинидов и трансактинидов, включая скорости
разных типов деления и массовые распределения
продуктов деления для делящихся экзотических
ядер. Прогнозирование массового распределения
продуктов деления зкзотических ядер-участников
r-процесса стало более актуальным, когда в них
возникла реальная необходимость— после разви-
тия моделей слияния нейтронных звезд. Появились
модели массового распределения, различающие-
ся различными подходами [33, 35, 37–39, 45] и
отличающиеся достаточно сильно по типу деле-
ния (симметричное или асимметричное), по множе-
ственности нейтронов деления и другим парамет-
рам.
Как было показано недавно [28], разные мас-

совые распределения ПД приводят к достаточ-
но сильным различиям в распространенности тя-
желых элементов. Использование разных моде-
лей МРПД меняет теоретическую распространен-
ность тяжелых ядер, образующихся в основном r-
процессе в области ядер с 140 < A < 160 и форму
пиков, особенноA3 ∼ 196. Наиболее велико разли-
чие расчетов YA с использованием в расчетах про-
гнозов ядерных масс на основе капельной модели
конечного радиуса действия (FRDM) [46]. При
использовании прогнозов масс и барьеров деления
на основе обобщенной модели с поправкой Стру-
тинского (ETFSI) [47, 48] или модели Хартри–
Фока [49] расхождения в области между пиками
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Рис. 1. Сравнение модельных массовых распределений продуктов деления для изотопов 238U, 262Rf, 292Cf с разным
избытком нейтронов (кривые) с экспериментом [50, 51] (крестики). Кривые: сплошная—ABLA-модель [38]; штрихпунк-
тирная— модель Кодама–Такахаши [33]; штриховая— базовый вариант (№ 12) модели FFDn [35].

несколько уменьшаются, не сказываясь на форме
теоретических выходов в области второго и третье-
го пиков распространенности тяжелых элементов.
Рассмотренные варианты (см. табл. 1) модели

массового распределения продуктов деления FFDn
[35] различались полушириной, формой распреде-
ления и различным учетом количества нейтронов
деления или их отсутствием: 1) модель [35] со сте-
пенной зависимостью выхода осколков от массы,
числом мгновенных нейтронов деления νn, достига-
ющим 20 для делящихся ядер вблизи границы ней-
тронной стабильности (вариант № 12), рассматри-
ваемого в дальнейшем как базовый; для сравнения
с другими моделями был рассмотрен вариант 11
с ограниченным числом нейтронов деления; 2) то
же, но с удвоенной шириной распределения [29]
(вариант 14); 3) то же, что и в 1), но с гауссовым
распределением осколков по массе (вариант 22) с
модельным или ограниченным (вариант 21) числом
мгновенных нейтронов деления; 4) параметриза-
ция модели FFDn, дающая распределение КТ-
М, близкое к распределению Кодама–Такахаши
[33] при ограничении числа мгновенных нейтронов
деления (вариант 31), и отличающееся от него при
определении числа мгновенных нейтронов деления
согласно модели FFDn (вариант 32).
На рис. 1 показаны МРПД для нескольких

вариантов моделей [33, 35, 38], неплохо описыва-
ющих экспериментально изученные ядра, но раз-
личающиеся для экзотических ядер по форме кри-
вой МРПД, реализуя симметричное или асим-
метричное деление для разных групп ядер. По-
разному приведенные на рисунке модели описы-
вают и наличие мгновенных нейтронов деления—
от отсутствия [33] до увеличения их количества с

увеличением избытка нейтронов при приближении
к границе нейтронной стабильности [35, 38]. Под-
черкнем, что две модели массового распределе-
ния продуктов деления, учитывающие мгновенные
нейтроны деления,—феноменологическая модель
FFDn [35] в параметризации как в работе [29], так и
ABLA-модель [38] (см. рис. 1), приводят к близким
значениям YA (см. также и рисунок в [29]). Они
сходным образом описывают МРПД для большого
числа изотопов, но их применение к расчетам r-
процесса приводит к недооценке выходов тяжелых
элементов между вторым и редкоземельным пика-
ми [28]. Зато третий пик описывается отлично. Рас-
четы МРПД по ABLA-модели до настоящего вре-
мени не опубликованы. Фактически дальнейшим
развитием ABLA-модели стала полуэмпирическая
модель GEF [37].
Напомним характерные особенности модели

Таблица 1.Номера вариантов массового распределения
продуктов деления (МРПД) в зависимости от полуши-
рины, наличия мгновенных нейтронов деления и типа
функции распределения

Параметры

Модель ΔΓ∼ Γ0 ΔΓ∼ Γ0 ΔΓ∼ 2Γ0

νn < 20 νn < 4 νn < 20

FFDn, степенная
функция

12 11 14

FFDn, нормальное
распределение

22 21

KT-M 32 31
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Рис. 2. Массовое распределение продуктов деления (МРПД) для 268Cf (a) и 292Cf (б), согласно моделям: FFDn со
степенной функцией и νn < 20 (вариант 12) и νn < 5 (вариант 11); КТ-М с учетом нейтронов деления (вариант 32) и с
ограничениемпо количеству нейтронов деления νn < 4 (вариант 31); FFDn, но с параметризацией из работы [29] (вариант
14); FFDn, использующей нормальное распределение с учетом мгновенных нейтронов (вариант 22) и с ограничением на
число нейтронов деления νn < 4 (вариант 21). Приведено оригинальное распределениеКодама–Такахаши [33]— кривая
1 (с точками), произвольно нормировано. Обозначения кривых— номер варианта.

FFDn, подробно описанные ранее [35]: 1) Переход
от асимметричного деления к симметричному (при
A > 260); 2) Число нейтронов деления опреде-
лялось на основе известных экспериментальных
данных, и число нейтронов деления увеличивается
линейно с ростом (N − Z) и A; 3) Распределение
по Z не вводилось, заряд продуктов деления
определялся как в [31, 35] согласно модели [34].
Для выявления влияния каждого из параметров
модели на форму и положение пиков на кривой
распространенности тяжелых элементов для двух
моделей были рассмотрены различные варианты
массового распределения FFDn с разной полуши-
риной и разным максимальным числом мгновенных
нейтронов деления с сохранением систематики (см.
рис. 2). К сравнению была добавлена модель KT-
M, аналог известной модели КТ [33], дополненной
учетом эмиссии нейтронов деления νn, величина
которой рассматривалась нами как параметр, а
максимальное значение числа мгновенных нейтро-
нов νn изменялось от 4 до 20.

На рис. 2 для 292Cf и 268Cf приведены МРПД
[33, 35] с разной параметризацией, различающиеся
полушириной распределения и разным предельным
числом мгновенных нейтронов деления. Значения
параметров моделей представлены в табл. 1.

Из рисунка видно, что для сильно нейтроноиз-
быточных ядер искусственное уменьшение числа
мгновенных нейтронов деления приводит к сдвигу
пиков на кривых распределения ПД в область

бóльших значений массового числа A для обеих
рассмотренных моделей.

3. РАСЧЕТ РАСПРОСТРАНЕННОСТИ
ТЯЖЕЛЫХ ЯДЕР

Чтобы исключить влияние сценария, мы рас-
смотрели r-процесс только в одном сценарии слия-
ния нейтронных звезд, используя для расчета нук-
леосинтеза код SYNTHeR [52] и исходные расчеты
эволюции джетов нейтроноизбыточного вещества,
полученных в известном сценарии СНЗ [44]. Чтобы
исследовать влияние модели МРПД и их пара-
метризации, в расчетах YA были использованы две
разные модели [33, 35] с разной параметризацией
(см. описание вариантов в табл. 1).
В расчетах основного r-процесса, рассматрива-

емого в настоящей работе, для масс и барьеров
деления мы использовали прогнозы обобщенной
модели Томаса–Ферми с поправкой Струтинского
(ETFSI-Q) [47, 48], общепринятые скорости реак-
ций [29, 53] и учитывали три моды деления: спон-
танное, запаздывающее и вынужденное [52, 54].
Мы также учитывали эмиссию нейтронов как при
бета-распаде, так и в результате деления (см.
обсуждения влияния запаздывающих процессов
в [55]).
Результаты расчетов— зависимость распро-

страненности тяжелых элементов от используемой
модели массового распределения продуктов деле-
ния— приведены на рис. 3. В процессе деления
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Рис. 3. Зависимость распространенности тяжелых элементов от используемой модели массового распределения
продуктов деления. Кривые: 1 — вариант модели МРПД№ 12 (см. табл. 1 и рис. 2), число нейтронов пропорционально
заряду и атомному числу: νn ∼ (A− Z) < 20; 2 — вариант 11 [29], как № 12, но νn < 4; 3 — модель КТ-М, вариант 31,
νn < 4; 4 — модель КТ-М, вариант 32, но νn < 20; 5 — модель FFDn, вариант 14, в отличие от№ 12 ширина резонансов
увеличена вдвое; 6 — модель FFDn, вариант 21, в отличие от варианта 12 использующая нормальное распределение и
νn < 4; 7 — как кривая 6, но νn < 20.

синтезированных в r-процессе актинидов и тран-
сактинидов образуются ядра-продукты деления
с массовым числом 100 < A < 160, структура
распределения которых будет рассмотрена ниже.
Поэтому наиболее сильно различные прогнозы
МРПД влияют на распространенность тяжелых
элементов в области кадмиевого и редкоземельного
пиков. Хорошо видно, что наиболее сильно мас-
совая структура распределения ядер-продуктов
деления влияет на YA в области второго пика,
который даже раздваивается в случае приме-
нения модели, преимущественно приводящей к
асимметричному делению, КТ-М (кривые 3 и 4).
Заниженное число мгновенных нейтронов деления
приводит к смещению второго пика в сторону от
наблюдаемого пика (кривые 2, 6).

Изменение полуширины МРПД вдвое (сравним
варианты 12 и 24; 32 и 34) не приводит к заметному
изменению расчетных кривых YA. А учет мно-
жественности нейтронов по схеме модели FFDn
приводит к лучшему описанию кадмиевого пика для
любой модели МРПД [33, 35].

На рис. 4 приведено сравнение базового вари-
анта МРПД по модели FFDn (№ 12) с другими
вариантами, для которых скорости бета-распада
были скорректированы согласно систематике, об-
сужденной ранее [35]. Такая коррекция приводит
как к улучшению согласия наблюдений и расчетов,
так и уменьшению влияния параметров моделей
МРПД на формирование кадмиевого пика, сохра-

нив тем не менее сильную зависимость от модели в
области второго пика.
Результаты проведенных расчетов распростра-

ненности химических элементов (рис. 3, 4), обра-
зованных в r-процессе, подтвердили сильную зави-
симость величины YA от модели массового распре-
деления продуктов деления, обсуждавшуюся нами
ранее для другого сценария [28]. В рассмотренном
в настоящей работе сценарии зависимость от моде-
ли оказалась сильнее, чем от параметров модели.
Так, двукратное изменение ширин максимумов на
кривой МРПД приводило лишь к незначительному
изменению распространенности ядер, в основном
с A∼ 130, и на рисунках не приводилось. Макси-
мальное расхождение распространенности тяже-
лых ядер, полученное по разным моделям, достига-
лось в области 100 < A < 150, а не в области 140–
169 [28] и прямо согласуется как с распределением
ПД согласно рассмотренным моделям (рис. 2), так
и с формированием вторичных зародышевых ядер
(рис. 5).
На рис. 5 показана структура МРПД для базо-

вого варианта (№ 12), полученная интегрально как
сумма выходов продуктов деления за весь период
протекания нуклеосинтеза (рис. 5a). Кривые 3 и 4
показывают роль мгновенных нейтронов деления
для распределения КТ-М. Видно, что это рас-
пределение в основном асимметрично и дает два
осколка разной массы, симметричное же деление
составляет малую долю и его роль незначительна.
В обоих случаях (с учетом мгновенных нейтронов
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Рис. 4. Расчеты YA в той же модели FFDn, как и на рис. 3, но с поправкой скоростей бета-распада [35]. Обозначения
кривых 1, 3, 4 — как и на рис. 3.
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Рис. 5. a —Распределение вторичных зародышевых ядер YA в зависимости от модели (обозначения кривых 1, 3,
4 — как и на рис. 3), б — вклад в итоговую кривую продуктов деления YA для модели FFDn (сплошная кривая 1),
запаздывающего деления (штриховая кривая), вынужденного деления (штриховая с длинным штрихом) и спонтанного
деления (штрихпунктирная).

деления и без) модель КТ-Мне позволяет добиться
хорошего согласия с наблюдениями для ядер, фор-
мирующих пик A2. Напротив, модель [35] приводит
в основном к симметричному делению, поскольку
деление происходит преимущественно в области
трансурановых элементов с A > 260 и за счет
вынужденного деления. На рис. 5б для базового

варианта показан вклад различных мод деления,
подробно рассмотренных нами ранее [52, 54].
В последние годы появились работы как экс-

периментальные [56, 57], так и теоретические
[58, 59], указывающие на достаточно большую
массу осколка при тройном делении— сравнимую
с массой осколков при бинарном делении. При
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Рис. 6. Влияние тройного деления на образование в r-процессе тяжелых ядер в сценарии слияния нейтронных звезд
одинаковой массы. Кривые: 1 — тройное деление,A1 = A2 = A3; 2 — тройное деление,A1 = A2; A3 = 48; 3 — тройное
деление,A1 = A2; A3 = 28; 4 — включено только бинарное деление, базовая модель FFDn, вариант№ 12.

тройном или истинно тройном делении (деление
на три осколка примерно равной массы) [60]
образуются продукты деления с атомным номером
A меньше 130 [29, 61, 62], что при большой веро-
ятности тройного деления может заметно изменить
распространенность тяжелых элементов, образу-
ющихся в r-процессе. Деление на три или четыре
осколка наблюдается экспериментально с 1947 г.
[63]. Опираясь на теоретические оценки возмож-
ности деления на n осколков (тройное деление
при n = 3) [64], тройное деление становится более
энергетически выгодным при значении параметра
делимости Z2/A > 0.61 [65] (что характерно для
сильно нейтроноизбыточных трансурановых ядер).
Эксперименты с тяжелыми ионами [61] показали,
что вероятность тройного деления может быть того
же порядка, что и бинарного, а массы осколков
деления при этом могут быть близки. Известные
результаты экспериментов [62, 63] и теоретические
оценки [59] дают основание полагать, что при
делении сильно нейтроноизбыточных ядер (когда
энергия бета-распада велика (Qβ ∼ 12–15 МэВ) и
становится сравнима с оболочечными поправками)
вероятность тройного деления может значительно
увеличиться.

Хотя вероятность тройного деления для экспе-
риментально изученных ядер на порядки меньше,
чем бинарного [61, 62], но для ядер с A > 260
вблизи границы нейтронной стабильности деление
на три фрагмента энергетически возможно и может
происходить [66], а вероятность тройного деления
может быть сравнима с вероятностью бинарного и
может давать существенный вклад в YA. Поэтому

в наших расчетах r-процесса мы рассмотрели при-
сутствие тройного деления [67] с массами оскол-
ков, близкими к экспериментально наблюдаемым
[56, 57] и теоретически рассмотренным [59, 60].
На рис. 6 показано влияние тройного деления на
образование в r-процессе тяжелых ядер в сценарии
слияния нейтронных звезд одинаковой массы при
разных массах третьего осколка: 1) истинно трой-
ное деление (кривая 1 на рис. 6) и другие вариан-
ты тройного деления, когда: 2) A3 = 48, A2 = A1

(кривая 2); 3) A3 = 28, A2 = A1 (кривая 3). Видно,
что при сравнимом с бинарным выходом третье-
го осколка, итоговая кривая распространенности
может хорошо объяснить наблюдаемое количество
тяжелых элементов в области от пика A∼ 80 до
пика A∼ 196, без привлечения дополнительных
сценариев.

Настоящие [62, 63] и планируемые эксперимен-
ты, также как и предсказания теории [64], должны
прояснить этот вопрос и, если вероятность трой-
ного деления таких ядер будет порядка вероят-
ности бинарного деления, учет их в расчетах r-
процесса может значительно улучшить согласие
теоретических прогнозов распространенности тя-
желых ядер с наблюдениями, особенно в области
ядер сA < 130. Но даже без учета вклада тройного
деления при делении сильно нейтроноизбыточных
актинидов можно сказать, что влияние модели мас-
сового распределения продуктов бинарного деле-
ния на образование элементов в r-процессе велико
[63] и модели с симметричным делением ядер с
массой A > 260 [29] описывают распространен-
ность r-элементов лучше, чем другие модели, типа
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модели КТ-М. Некоторое различие в прогнозиру-
емых распространенностях YA, полученное в [28]
при использовании прогнозов по разным моделям
МРПД, отличается от полученных в настоящей
работе скорее всего из-за различных сценариев,
разных алгоритмов в кодах нуклеосинтеза и разных
модификациях баз ядерных данных.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Прежде чем подвести итоги исследования вли-
яния феноменологических моделей на результаты
образования тяжелых ядер, необходимо упомянуть
о результатах изучения влияния на распростра-
ненность тяжелых элементов других моделей мас-
сового распределения [37, 39], рассмотренных в
работе [41], а также некорректный анализ FFDn-
модели, проведенный там. Для прояснения вопроса
отметим следующее: 1) начиная со схемы, пред-
ложенной нами [31], мы подчеркивали, что фено-
менологические модели используются тогда, когда
отсутствуют или несовершенны модели, последо-
вательно учитывающие физику процессов. Самый
простой пример— модели бета-распада, когда до
наших дней для расчетов периодов полураспа-
да сильно нейтроноизбыточных ядер используют-
ся простейшие феноменологические модели наря-
ду с микроскопическими; 2) критика нашей мо-
дели в части определения множественности ней-
тронов при делении некорректна и необоснован-
на. Минимальное количество свободных нейтронов
на одно деление νn в нашей модели равно 2 и
может достигать 20 для некоторых изотопов на
границе нейтронной стабильности. В среднем для
трансурановых ядер в области r-процесса согласно
нашей модели νn = 10–12 и мало отличается от
значений, приводимых в работе [41] (см. νn на
рис. 11 для полуэмпирической модели GEF [37]
и модели SPY [39], согласно которым νn > 9 для
большого числа изотопов с Z > 95); 3) сравне-
ние распространенности тяжелых элементов бы-
ло проведено для моделей GEF [37] и SPY [39]
для двух значений множественности мгновенных
нейтронов деления νn = 0 и 20. Результат расчета
с максимальным значением νn = 20 ассоцииро-
вался с результатами по нашей [35] модели, что
неверно (см., в частности, пункт 2); 4) смещение и
сужение пика A3 (см. рис. 22 из [43]) вызвано не
изменением множественности нейтронов (множе-
ственность нейтронов может влиять на второй пик
или на пик редкоземельных элементов), а скорее
изменением скорости нуклеосинтеза, вызванного
образованием других ядер-продуктов деления с
иными скоростями бета-распада и радиационного
захвата нейтронов (см. рис. 3, 4 в работе [68],
посвященной этому вопросу); 5) если сравнить
величину влияния МРПД на распространенность

тяжелых элементов, проделанное нами и группой
Горилого [41], можно сказать, что погрешности в
распространенности YA, возникающие от неточ-
ности прогнозирования МРПД, сравнимы с по-
грешностью определения ядерных масс и барьеров
деления. Поэтому усилия в определении массы и
заряда продуктов деления, как и множественности
нейтронов деления, актуальны и необходимы, как
и дальнейшее развитие моделей, в том числе и мо-
дели GEF (названной авторами полуэмпирической
и частично основанной на моделировании методом
Монте-Карло).
В заключение можно сказать, что в рамках

одного рассмотренного сценария— слияния ней-
тронных звезд и рассмотренных моделей массовых
распределений продуктов деления [33, 35], раз-
личающихся шириной распределения, количеством
мгновенных нейтронов деления и различием обла-
стей ядер, подверженных симметричному и асим-
метричному делению, влияние модели массового
распределения продуктов деления на образова-
ние широкого диапазона ядер значительно, причем
смена модели МРПД влияет на распространен-
ность образующихся тяжелых ядер много сильнее,
чем изменение параметров в рамках одной модели.
Среди рассмотренных моделей модель МРПД [35]
со значениями параметров из варианта 12 лучше
описывает “наблюдаемую” кривую YA по крайней
мере по следующим причинам, основанным на уве-
личении количества нейтронов деления: в связи
с тем, что число нейтронов нарастает с ростом
массового номера и заряда, а их испарение про-
исходит интенсивнее из более нейтроноизбыточных
продуктов деления, уменьшая массовое число; ши-
рины распределения для каждого продукта деления
уменьшаются, а сами атомные числа смещаются
в сторону меньших атомных масс: в результате
масса легкого осколка деления после эмиссии ней-
тронов почти всегда меньше 130, а атомное число
тяжелого осколка хотя и уменьшается, но всегда
около 130, поскольку в модели определено, что
заряд тяжелого осколка близок к 50 [34]. Еще
одно важное обстоятельство, свидетельствующее
в пользу моделей МРПД, в которых преобладает
симметричное деление, состоит в том, что основной
канал деления в r-процессе— это вынужденное
деление [32, 35, 36, 52, 54], а, как давно известно
[69], МРПД при вынужденном делении существен-
но отличается от МПРД при спонтанном делении,
являясь в основном симметричным. Это объясня-
ется тем, что энергия возбуждения составного ядра
сравнима или много больше энергии связи нейтро-
на. Что, собственно, и заложено в модель [35], в
которой актиниды с A > 260 делятся симметрично.
Разные модели при больших экстраполяциях

вплоть до границы нейтронной стабильности в об-
ласти актинидов могут иметь большие расхожде-
ния, которые могут быть устранены еще не скоро,
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поскольку проведение экспериментов для сильно
нейтроноизбыточных ядер – сложная и дорого-
стоящая задача, а физика деления остается пока
модельно-зависимой. Альтернативой существую-
щим феноменологическим моделям может быть
модель с увеличением доли тройного деления и
массы третьего осколка, на что указывают как
экспериментальные [56, 57], так и теоретичеcкие
[58, 59] работы.
Автор благодаренФ.-К. Тилеманну иМ. Эйхле-

ру за плодотворные обсуждения физических про-
цессов, влияющих на формирование пиков на кри-
вой распространенности тяжелых ядер, и И. Кор-
нееву за помощь в расчете распределения вто-
ричных зародышевых ядер. Работа выполнена при
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FISSION FRAGMENTS’ DISTRIBUTION AND HEAVY NUCLEI
ABUNDANCE, PRODUCED IN THE r-PROCESS

I. V. Panov1),2)

1) NRC “Kurchatov Institute” — ITEP, Moscow, Russia
2) National Research Center “Kurchatov Institute”, Moscow, Russia

Some models of fission fragments’ distribution utilized in nucleosynthesis calculations of heavy elements
were considered. We examined different distributions since Kodama–Takahashi model, with mainly
asymmetric fission fragments’ distribution not considered fission neutrons till models with almost
symmetric distributions with taking into account fission neutrons. For the r-process developing in ejecta
from neutron stars merger scenario the influence of fission fragments distribution models and their
parameters on the abundances of heavy nuclei and the height and positions of abundance peaks were
defined. Also the possible increasing of triple fission contribution in formation of heavy elements in addition
to binary fission was evaluated.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В своей работе [1] К. Мёллер (Chr. Møller) впер-
вые рассчитал в рамках квантовой электродинами-
ки (КЭД) сечение упругого электрон-электронного
рассеяния (впоследствии в его честь оно полу-
чило название “мёллеровское рассеяние”, МР).
С экспериментальной точки зрения МР является
очень “чистым” процессом с хорошо выраженной
возможностью формирования начальных частиц,
детектирования конечных частиц, а также легко
подавляемым фоном. По этим причинам МР пред-
ставляет особый интерес в современной физике:
в поляриметрии, прецизионном определении па-
раметров Стандартной модели (СМ), в поисках
Новой физики и т. д.

Под мёллеровской поляриметрией понимается
экспериментальная реализация изучения процесса
мёллеровского рассеяния для точного определения
поляризации электронного пучка. Она осуществ-
лялась, например, в экспериментах: SLC, E-143
и E-154 в SLAC, в нескольких экспериментах в
JLab и MIT-Bates. При энергиях вышеупомянутых
экспериментов для обеспечения требуемой точно-
сти достаточно было знать однопетлевые элек-
тромагнитные поправки (ЭМП), которые впервые
оценены с помощью ковариантного метода [2] в
работе [3]. Другой расчет был предпринят в [4, 5],
где основное внимание уделено исследованию эф-
фектов зависимости от экспериментальных огра-
ничений на неупругость (или потерянную массу).

Эксперимент E-158 в SLAC [6], в котором изу-
чалось МР поляризованных электронов с энергия-
ми 45–48 ГэВ на неполяризованных электронах во-

1)Объединенный институт ядерных исследований, Дубна,
Россия.

2)Гомельский государственный университет им. Ф. Скори-
ны, Гомель, Беларусь.

*E-mail: zykunov@cern.ch

дородной мишени, позволил получить с беспреце-
дентной точностью значение одного из важнейших
параметров СМ — синуса угла Вайнберга sW [7].
Аналогичный эксперимент следующего поколения
MOLLER [8] с пучком 11 ГэВ, который планирует-
ся осуществить в скором будущем в JLab, позволит
измерить наблюдаемую асимметрию на еще более
высоком уровне чувствительности 0.73 × 10−9, что
позволит существенно улучшить точность измере-
ния и слабого заряда электрона (до 2.3%), и синуса
угла Вайнберга. Обсуждаемые поляризационные
явления, изучающиеся на экспериментах типа E-
158 и MOLLER, имеют электрослабую природу,
что приводит к необходимости изучения электро-
слабых поправок к МР [9–12].

Электрон-электронная (мёллеровская) мода
может быть осуществлена и в работе будущего
лептонного коллайдера ILC/CLIC/FCC/CEPC.
Как и при более низких энергиях в экспериментах
E-158/MOLLER, она может быть интересна как
для прецизионных тестов и измерений СМ, так и
для поисков Новой физики [13]. Как одна из есте-
ственных опций высокоэнергетичных линейных
коллайдеров типа ILC в электрон-электронном
режиме рассматривается проект фотонного кол-
лайдера, на котором энергия и светимость имеют
тот же масштаб, что и у исходных электронных
пучков. При столкновении фотонов будут рождать-
ся хиггсовские бозоны и любые новые заряженные
частицы. Электрослабые радиационные поправки
к МР при коллайдерных энергиях изучались в
работах [14–16].

Зарядовый протонный радиус (ЗПР, proton
charge radius, root-mean-square charge radius)
является одним из фундаментальных структурных
параметров протона. Его точное знание чрезвы-
чайно важно для понимания как КХД — теории
сильных взаимодействий, которая, по современ-
ным представлениям, претендует на корректное
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описание структуры нуклонов, так и важных
тестов КЭД (например, лэмбовского сдвига в
атоме водорода). ЗПР непосредственно зависит от
электрического формфактора протона при малых
передачах, поэтому традиционно ЗПР определяет-
ся в упругом e−p-рассеянии. Как оказалось, экспе-
риментальной точности такого рода экспериментов
для прецизионных тестов КХД и КЭД не вполне
достаточно.

Долгое время одним из актуальных вопросов
современной физики было разрешение загадки
протонного радиуса (proton radius puzzle) — зна-
чительное (более 4% на момент возникновения
проблемы) несовпадение между измерениями ра-
диуса протона в обычном (электронном) и мюонном
(PSI [17, 18]) водородах. Независимое измерение
электрического формфактора протона (а, следова-
тельно, ЗПР) было предложено в JLab [19] (PRad
experiment): начальные неполяризованные элек-
троны рассеиваются на жидководородной мишени
и детектируются калориметром PrimEx HYCAL.
Сечение упругого e−p-рассеяния нормализуется
на сечении неполяризационного мёллеровского
рассеяния. Процессы e−p и e−e− в PRad из-
меряются одновременно и независимо, так как
электроны, которые рассеются на протонном ядре,
и мёллеровские электроны, которые рассеются на
электронах водорода, попадают в непересекающи-
еся области детектора. Такая постановка (норма-
лизация сечения e−p к сечению e−e−) существенно
улучшает учет интегральной светимости при сборе
статистики и позволяет достичь очень высокой
точности определения ЗПР в PRad. Проведенный
эксперимент [19] (закончен в 2016 г.) показал
совпадение с измерением в мюонном водороде, но
все еще остается существенная разница (на 5.8%
меньше) с другими электронными измерениями (и,
соответственно, с рекомендациями CODATA), так
что планируется новый, более точный эксперимент
PRad-II [20].

Разногласие между экспериментальными дан-
ными привело к интенсивному изучению проблемы
(см. ссылки в работе [21]). Предлагались новые
подходы к точному учету двухбозонного обмена,
варианты усложненной протонной структуры, по-
правки, обусловленные эффектами атомной физи-
ки (atomic physics corrections). Рассматривались и
вариантыНовой физики: новые векторые и скаляр-
ные частицы, которыми могут обмениваться мю-
он и протон, “темные” (массивные) фотоны (dark
photons).

Наконец, последние два года принесли измене-
ние ситуации: недавние наиболее точные и продви-
нутые эксперименты и по измерению спектра обыч-
ного атома водорода, и по электрон-протонному
рассеянию [22], дают результаты близкие к тем, что

были получены из анализа спектра мюонного во-
дорода, см., например, [23]. Данные прецизионного
эксперимента PRad-II [20], возможно, наконец по-
ставят точку в проблеме размера протона.

Заявленная точность, однако, требует учета си-
стематических неопределенностей, в первую оче-
редь радиационных поправок. Впервые ЭМП к
упругому e−p-рассеянию (только к лептонному
току) и МР были рассмотрены в работе [21] с
применением ковариантной схемы устранения ин-
фракрасной расходимости (ИКР) [2]. Требуемая
высокая точность побудила авторов [21] удержать в
расчете массу электрона. Был рассмотрен один тип
экспериментальных ограничений — на неупругость
(потерянную массу). Важность проблемы требу-
ет независимого расчета обсуждаемых радиацион-
ных эффектов. Точному учету этих эффектов для
процесса МР в точном соответствии с условиями
эксперимента PRad (в соответствии с ограничени-
ями, накладываемыми возможностями детектора,
fiducial cuts) посвящена настоящая работа.

План работы следующий: в разд. 2 дано общее
описание процесса в борновском приближении, в
разд. 3 приведены выражения виртуальных од-
нопетлевых ЭМП, в разд. 4 подробно разобран
вклад тормозного излучения. Численный анализ
проведен в разд. 5. Технические детали расчета
фазового объема тормозного излучения вынесены
в Приложение.

2. ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССА
В БОРНОВСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Реакция поляризационного мёллеровского рас-
сеяния

e−(p1) + e−(p2) → e−(p3) + e−(p4) (1)

в борновском приближении описывается фей-
нмановскими диаграммами, изображенными на
рис. 1. Приведем стандартный набор лоренц-
инвариантных переменных Мандельштама:

s = (p1 + p2)
2, t≡ q2t = (p1 − p3)

2, (2)

u≡ q2u = (p3 − p2)
2,

которые сформированы из 4-импульсов начальных
(p1 и p2) и конечных (p3 и p4) частиц. В работе
используется пропагаторная структура:

Dr =
1

q2r
. (3)

Индекс r перебирает каналы реакции: r = t, u.
Полная амплитуда борновского процесса пред-

ставляет собой разность t-канальной и u-каналь-
ной частей:

M0 = M0,t −M0,u (4)

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 84 № 5 2021



РАДИАЦИОННЫЕ ПОПРАВКИ В МЁЛЛЕРОВСКОМ РАССЕЯНИИ 449

p1

p2

p3

p4

qt qu

p1

p2

p3

p4

a б

Рис. 1. Фейнмановские диаграммы мёллеровского процесса e−e− → e−e− с безрадиационной кинематикой: а— t-
канальная, б— u-канальная.

(знак минус обусловлен тождественностью ферми-
онов рассматриваемой реакции). Амплитуды t- и
u-канала связаны простой заменой 4-импульсов
(это имеет место как для борновских диаграмм, так
и для диаграмм высших порядков, см. ниже)

M0,u = M0,t|p3↔p4 , (5)

которая проявляется в симметрии конечного вы-
ражения для сечения в виде кроссинговой замены
t ↔ u. Фазовый объем реакции МР имеет вид

dΦ2 = δ(p1 + p2 − p3 − p4)
d3p3

2p30

d3p4

2p40
. (6)

После преобразований и снятия интегралов полу-
чим в с.ц.м.

dΦ2 =
π|p3|
4p40

d cos θ3. (7)

Квадрируем амплитуды, используя стандартную
технику, домножаем получившееся выражение на
фазовый объем и множитель 1

8π2s
и получаем сече-

ние неполяризационного МР в ультрарелятивист-
ском приближении (УРП)

σ0 =
πα2

s

u3 − s3

t2u
+ (t ↔ u) = σ0

t + σ0
u. (8)

Для записи сечения используется сокращенная за-
пись:

σC ≡ dσC

d cos θ3
≡ s

2
· dσ

C

dt
, (9)

где θ3 — угол рассеяния детектируемого электрона
с 4-импульсом p3 в с.ц.м. начальных электронов, а
индексом C обозначается тип вклада в сечение.

В упрощенном виде сечение выглядит так:

σ0 =
πα2

s

s4 + t4 + u4

t2u2
. (10)

В с.ц.м. инварианты t и u имеют вид

t = −s

2
(1− cos θ3), u = −s

2
(1 + cos θ3), (11)

тогда

σ0 =
2πα2

s

(
3 + cos2 θ3

)2
sin4 θ3

. (12)

3. ОДНОПЕТЛЕВОЙ ВИРТУАЛЬНЫЙ
ВКЛАД

Вклад дополнительных виртуальных частиц
представлен тремя классами диаграмм: собствен-
ными энергиями бозонов (boson self energies,
BSE), вершинными функциями (vertices, Ver) и
двухфотонным обменом или боксами (boxes, Box).
Соответствующее сечение выглядит как сумма всех
вкладов:

σV = σBSE + σVer + σBox. (13)

Фейнмановские диаграммы, соответствующие вир-
туальным однопетлевым вкладам, изображены на
рис. 2 (t-канальные диаграммы BSE, кружком на
них обозначены все варианты, возможные в рам-
ках КЭД, и t-канальные вершинные диаграммы) и
рис. 3 (t-канальные боксовские диаграммы). Обо-
значения 4-импульсов те же, что на борновских
диаграммах рис. 1.

Сечение, соответствующее BSE-вкладам, не
содержит ИКР и имеет следующий вид (снова явно
виден кроссинг):

σBSE = 2σ0
t t · ReDγγt

S + (t ↔ u). (14)

Здесь комбинации

Dijr
S = −DirΣ̂ij

T (r)D
jr (15)

связаны с выражениями Σ̂ij
T (r), которые представ-

ляют собой поперечные части перенормированных
бозонных собственных энергий, в данном случае:
i = γ, j = γ. Используется схема перенормировки
на массовой поверхности [24].

Для того чтобы рассчитать вклад в сечение МР
от электронных вершинных функций, используют-
ся формфакторные обозначения в духе работы [24].
Сечение, соответствующее вершинным вкладам,
имеет следующий вид:

σVer =
α

π
σ0
t · Λ1(t,m

2) + (t ↔ u). (16)

Функция Λ1 описывает вклад треугольной диа-
граммы с фотонным обменом. Действительная
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Рис. 2. Фейнмановские t-канальные диаграммы вкладов BSE (а) и вершинных вкладов (б, в) в процесс МР. Волнистой
линией на этих и последующих диаграммах обозначены фотоны.

часть первой функции содержит коллинеарный
логарифм, в УРП в t-канале она имеет вид

ReΛγ
1 = −2 ln

−t

λ2

(
ln

−t

m2
− 1

)
+ (17)

+ ln
−t

m2
+ ln2

−t

m2
+

1

3
π2 − 4.

Сечение, соответствующее вкладам двухфотон-
ного обмена (см. рис. 3), имеет следующий вид:

σBox =
α

π
σ0
t ·

(
2lsu ln

s

λ2
− l2su − π2

)
− (18)

− α3

s

(
1

t
δTγγ +

1

u
δUγγ

)
+ (t ↔ u),

где

δTγγ = l2st
3s2 + u2

2t
− ltus− lstu− (19)

− (l2tu + π2)
s2 + 3u2

2t
,

δUγγ = l2st
s2

t
− ltus− (l2tu + π2)

s2 + u2

2t
,

lxy = ln

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ .

4. ТОРМОЗНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ В МР

Чтобы устранить ИКР, требуется учет процесса
тормозного излучения (ТИ):

e−(p1) + e−(p2) → e−(p3) + e−(p4) + γ(p), (20)

который “сопровождает” исследуемый процесс (1)
и неотличим от него в постановке эксперимента,
когда тормозной фотон не детектируется [25]. Фей-
нмановские t-канальные диаграммы радиационно-
го процесса (20) приведены на рис. 4. Кроме того,
даже без предположений о постановке экспери-
мента, неотличимость процессов совершенно оче-
видна при малых энергиях тормозного фотона; та-
кой процесс будем называть мягким тормозным из-
лучением. Кинематика мягкого ТИ, соответствен-
но, неотличима от кинематики безрадиационного
процесса (1).

Посредством разделения области интегрирова-
ния на две: p0 < ω и p0 > ω, где p0 — энергия
тормозного фотона в с.ц.м. начальных электро-
нов, а ω — параметр, разделяющий области, по-
лучаем два сечения — соответствующие “мягким”
и “жестким” фотонам. В сумме сечение процес-
са (1) с дополнительным виртуальным фотоном и
сечение мягкого ТИ представляют инфракрасно-
конечную величину, однако эта сумма содержит до-
полнительный параметр — максимальную энергию
(мягкого) тормозного фотона ω. Описанный метод
носит название метода Мо–Тсаи [26].

Следуя расчетной технологии работы [27], по-
лучаем хорошо известный результат (см. [14]) для
сечения процесса с мягкими фотонами

σsoft =
α

π

(
4 ln

2ω

λ

[
ln

tu

m2s
− 1

]
− (21)

−
[
ln

s

m2
− 1

]2
+ 1− π2

3
+ l2tu

)
σ0.

Суммируя члены V -вклада

σV
λ = σV − σV (λ →

√
s)

и сечение мягких фотонов, содержащие ИКР, по-
лучим результат, свободный от нее, но логариф-
мически зависящий от ω и содержащий двойные
коллинеарные логарифмы:

σV
λ + σsoft =

α

π

(
4 ln

2ω√
s

[
ln

tu

m2s
− 1

]
−

−
[
ln

s

m2
− 1

]2
+ 1− π2

3
+ l2tu

)
σ0.

В сумме с Λ1-членами из вершинного вклада кол-
линеарные логарифмы сводятся до первой степени:

α

π

(
Λ1(λ

2 → s)− ln2
s

m2

)
=

=
α

π

(
ln2

−t

m2
− ln2

s

m2

)
=

α

π
ln

−t

s
ln

−ts

m4
.

Вернемся к общему описанию процесса ТИ в
МР. Введем лоренц-инварианты, описывающие ра-
диационный процесс (радиационные инварианты):

z1 = 2p1p, v1 = 2p2p, (22)
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a б

Рис. 3. Фейнмановские t-канальные диаграммы боксов в процессеМР: а— прямой бокс, б— перекрестный бокс.

z = 2p3p, v = 2p4p,

которые обращаются в нуль при p → 0 и не яв-
ляются независимыми: так, благодаря законам со-
хранения они связаны с уже введенными инвари-
антами (s, t и u) следуюшими кинематическими
соотношениями:

z1 + v1 = z + v, s+ t+ u = v + 4m2. (23)

Вводятся также три вспомогательных инварианта:

s1 = (p3 + p4)
2, t1 = (p2 − p4)

2, (24)

u1 = (p1 − p4)
2.

Следует сказать, что из шести инвариантных вели-
чин (s, t, u, s1, t1, u1) все, кроме s, зависят от cos θ3,
причем по-разному в безрадиационном и радиаци-
онном случаях. Определение радиационных инва-
риантов и их связь с входными параметрами (Elab
и cos θ3) в УРП приведены в табл. 1. Инвариант
t в радиационном случае свяжем в с.ц.м. с углом
рассеяния (см. рис. 5), приведем точный вид этой
связи

t =
1

2

(
4m2 − s+ v + (25)

+ cos θ3

√
1− 4m2

s

√
(s− v)2 − 4m2s

)
,

инвариант u определяется сходной формулой, но с
противоположным знаком при cos θ3.

Дифференциальное сечение процесса (20) вы-
глядит так:

dσR =
α3

π2s

∑
|R|2dΦ3, (26)

где
∑

|R|2 — квадрированные амплитуды, долж-
ным образом просуммированные и усредненные по
поляризациям (точный вид в УРП можно найти
в [28]), а фазовый объем реакции 2 → 3 имеет вид

dΦ3 = δ(p1 + p2 − p3 − p4 − p)× (27)

× d3p3

2p30

d3p4

2p40

d3p

2p0
.

Существует несколько возможностей преобра-
зования фазового объема (27). Простой и мате-
матически ясный способ — это приведение его к

форме с зависимостью от четырех (радиационных)
инвариантов (см. [29]):

dΦ3 =
π

16s
√
−Δ4

dtdz1dv1dv, (28)

где Δ4 = Δ4(p1, p2, p3, p4) — определитель Грама.
На рис. 6 изображены физические области из-
менения инвариантов, соответствующие фазовому
объему (28): а— диаграмма Далица [30] и б—
диаграмма Чу–Лоу [31]. Величина Q2 определяет-
ся так:

Q2 =
s

2
(1− cos θ3),

т. е. равна абсолютному значению борновского
инварианта t. Точками на диаграммах обозначе-
ны события, разыгранные с помощью программы
VEGAS [32].

Форма (28) была использована, например, в
работе [28], где рассчитан вклад жесткого ТИ в
условиях эксперимента MOLLER. Следует при-
знать, что, несмотря на внешнюю простоту и лег-
кость программирования, вид фазового объема
(28) представляет значительную трудность при ин-
тегрировании. Чтобы добиться необходимой ско-

Таблица 1.Инварианты для безрадиационного и радиа-
ционного случаев в УРП

Инвариант Безрадиацион-
ный случай

Радиацион-
ный случай

s = (p1 + p2)
2 2mElab 2mElab

t = (p1 − p3)
2 −s(1− cos θ3)/2 (v − s)(1− cos θ3)/2

u = (p2 − p3)
2 −s(1 + cos θ3)/2 (v − s)(1 + cos θ3)/2

z1 = 2pp1 0 z1

v1 = 2pp2 0 v1

z = 2pp3 0 z1 + v1 − v

v = 2pp4 0 v

s1 = (p3 + p4)
2 s s− z1 − v1

t1 = (p2 − p4)
2 t t− v + v1

u1 = (p1 − p4)
2 u u− v + z1
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Рис. 4. Фейнмановские t-канальные диаграммы процессаМР с излучением тормозного фотона с 4-импульсом p.

рости сходимости интеграла в таком подходе, на-
пример, в работе [28] были предприняты зна-
чительные усилия в преобразовании (факториза-
ции) подынтегрального выражения, комбинирова-
нии результата в виде относительных поправок δ±,
предварительном разбиении результата по типам
вкладов, удобных для программирования интегри-
рования, и пр.

Чтобы построить программу, позволяющую
учесть ЭМП с произвольным набором ограничений
на условия детектирования, удобно осуществить
преобразование фазового объема (27) в с.ц.м.
начальных частиц [33]. Не приводя детали расчета
(см., например, [34]), дадим в Приложении конеч-
ный результат в обозначениях настоящей статьи.
Используя полученные там выражения для фазо-
вого объема, снимем интеграл по азимутальному
углу детектируемого электрона ϕ3, тогда сечение

x

y

z

p1

p3
p4

p5
θ3 θ5

ϕ5

Рис. 5. Конфигурация 3-импульсов при интегрирова-
нии по фазовому пространству тормозного фотона в
с.ц.м. начальных частиц.

R-вклада принимает вид

σR = − α3

4πs

|p|max∫
0

|p|2
p0

d|p| × (29)

×
1∫

−1

d cos θp

2π∫
0

dϕp|p3|
p40F

∑
|R|2.

Уже в таком виде численное интегрирование
(будем использовать Монте-Карло-интегратор
VEGAS [32]) осуществляется без проблем, если
позаботиться о сгущении точек в области малых
|p|. Однако имеется возможность представить
результат в более изящном виде. Сначала перейдем
к интегралу по фотонной энергии, используя
равенство |p|d|p| = p0dp0, тогда

|p|max∫
0

|p|2
p0

d|p|... =
Ω∫

λ

|p|dp0..., (30)

гдеΩ — максимальная энергия тормозногофотона.
Заметим, что такое преобразование дает возмож-
ность представить сечение мягкого ТИ в виде (про-
изведем также некоторые очевидные упрощения)

σsoft = − α3

4πs

ω∫
λ

|p|dp0 × (31)

×
1∫

−1

d cos θp

2π∫
0

dϕp
1

2

∑
|R|2.

Наконец, применив замену переменной (похо-
жая замена использовалась, например, в [35] для
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Рис. 6. Диаграммы Далица (a) и Чу–Лоу (б) при Elab = 1.1 ГэВ, Q2 = 5× 10−4 ГэВ2, λ = 0.05
√
s (значение массы

фотона искусственно завышено в целях лучшей иллюстрации формы области).

выделения зависимости сечения от минимальной
энергии фотона)

p0 = λ1−xΩx, (32)

что дает

dp0
p0

= ln
Ω

λ
dx,

получим сечение в виде

σR = − α3

4πs
ln

Ω

λ

1∫
0

dx|p|p0 × (33)

×
1∫

−1

d cos θp

2π∫
0

dϕp
|p3|
p40F

∑
|R|2.

Видно, что использование преобразования (30)
дает дополнительные степени свободы для расчета:

• мягкое ТИ теперь можно считать либо по
предварительно упрощенной формуле (21),
либо по формуле (31), используя технику
Монте-Карло (а лучше и по той, и по другой,
чтобы дополнительно свериться);

• имеется возможность вовсе не разделять
ТИ на мягкое и жесткое, а пользоваться
формулой (29) [или (33)], в которой содер-
жится полностью все тормозное излучение;
использование этого нового и, как показы-
вает практический опыт, полезного свойства
назовем W -методом (от “whole” — полный,
цельный, без разделения).

W -метод весьма удобен для вычислений подоб-
ного рода, поскольку он не содержит нефизических
параметров, кроме фиктивной массы фотона λ,
которая естественным образом регуляризует ИКР.
С методической точки зрения W -метод хорош тем,
что вообще не оперирует такими терминами, как
“мягкий фотон”, “жесткий фотон”, “параметр, раз-
деляющий мягкую и жесткую области”, не требует-
ся также отвлекающая в какой-то мере от сути дела
проверка на независимость от этого параметра.
Не стоит забывать также о том, что расчет по
области мягких фотонов в традиционном подходе
Мо–Тсаи — это приближенное вычисление, и оно
принципиально содержит ошибку расчета, кото-
рую довольно сложно контролировать, расчет же в
рамках W -метода такой ошибки не содержит.

5. ЧИСЛЕННЫЕ ОЦЕНКИ И ВЫВОДЫ

Основным объектом исследования будут отно-
сительные поправки к дифференциальному сече-
нию, которые определяются выражением

δC =
σC

σ0
. (34)

Если верхний индекс отсутствует, то имеется в виду
полная ЭМП: δ ≡ δNLO.

Установим независимость полученных резуль-
татов от нефизических параметров. Для этого в
табл. 2 приведены относительные поправки к се-
чению, рассчитанные с помощью W -метода при
различных λ и с помощью метода Мо–Тсаи при
различных ω в кинематике эксперимента PRad
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Таблица 2. Структура относительных поправок к сечению, рассчитанных разными методами (левая часть
таблицы — W-метод, правая — метод Мо–Тсаи), в условиях PRad (Elab = 1.1 ГэВ, θ3 = 90◦, Ω = 0.01

√
s)

λ/
√
s V R V +R ω/

√
s V + S H V + S +H

10−9 −0.9777 0.8010 −0.1767 10−9 −1.0706 0.8936 −0.1770

10−8 −0.8497 0.6732 −0.1765 10−8 −0.9426 0.7658 −0.1768

10−7 −0.7218 0.5455 −0.1763 10−7 −0.8147 0.6381 −0.1766

10−6 −0.5938 0.4177 −0.1761 10−6 −0.6867 0.5103 −0.1764

10−5 −0.4658 0.2900 −0.1759 10−5 −0.5587 0.3826 −0.1761

10−4 −0.3379 0.1623 −0.1756 10−4 −0.4308 0.2549 −0.1759

10−3 −0.2099 0.0440 −0.1659 10−3 −0.3028 0.1272 −0.1756

JLab. Рассмотрена кинематическая точка Elab =
= 1.1 ГэВ, θ3 = 90◦, Ω = 0.01

√
s. Эта же относи-

тельная поправка, рассчитанная в мягкофотон-
ном приближении, равна −0.1748 (хорошее согла-
сие обусловлено выбранным небольшим значением
максимальной энергии фотона). В табл. 2 также от-
ражена структура относительных поправок, видны
логарифмические зависимости V , R-вкладов от λ
(W -метод) и V + S, H-вкладов от ω (метод Мо–
Тсаи).

В табл. 3 и 4 показаны относительные поправ-
ки к сечению при различных энергиях, рассчи-
танные соответственно с помощью W -метода и
метода Мо–Тсаи с Ω = 0.05

√
s. Приведено так-

же значение относительной поправки, рассчитан-
ной в мягкофотонном приближении, при энер-
гии Elab = 11 ГэВ, соответствующей эксперименту

vcut = 10−5 ГэВ2

vcut = 10−4 ГэВ2

vcut = 10−6 ГэВ2

10−510−6 10−4

Q2, ГэВ2
10−3−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

δ

Рис. 7.Относительные поправки к сечению в условиях
PRad в зависимости отQ2 при разных ограничениях на
неупругость.

MOLLER, относительная поправка воспроизводит
известное значение δNLO, soft = −0.1144 из табл. 3
работы [12].

Проведенный анализ позволил установить со-
кращение зависимости от λ (W -метод) и ω (метод
Мо–Тсаи). Оставшаяся слабая зависимость имеет
порядок O(m

2

s ) ln ω
λ (при Elab = 1.1 ГэВ это дает

для относительной поправки ошибку Δδ ∼ 10−4).
Для достижения большей точности результата в
условиях небольших энергий PRad требуется по-
следовательно удержать в расчете массовые сла-
гаемые, как это было сделано в [21].

На рис. 7 и 8 приведены относительные по-
правки к сечению в условиях PRad в зависимости
от Q2 при разных ограничениях на неупругость
и на максимальное значение фотонной энергии.

−0.05

−0.10

−0.15

−0.20

10−5 10−4

Q2, ГэВ2
10−3−0.25

0
δ

sp0 < 0.01

sp0 < 0.05

sp0 < 0.10

Рис. 8.Относительные поправки к сечению в условиях
PRad в зависимости отQ2 при разных ограничениях на
максимальную энергию тормозного фотона.

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 84 № 5 2021



РАДИАЦИОННЫЕ ПОПРАВКИ В МЁЛЛЕРОВСКОМ РАССЕЯНИИ 455

Таблица 3. Относительные поправки к сечению при
различных энергиях (W-метод, Ω = 0.05

√
s)

λ/
√
s

Elab, ГэВ

1.1 2.2 5 11

10−9 −0.0898 −0.0983 −0.1086 −0.1186

10−8 −0.0896 −0.0982 −0.1085 −0.1185

10−7 −0.0894 −0.0980 −0.1085 −0.1185

10−6 −0.0892 −0.0979 −0.1085 −0.1185

10−5 −0.0890 −0.0978 −0.1084 −0.1184

10−4 −0.0887 −0.0976 −0.1082 −0.1182

10−3 −0.0876 −0.0961 −0.1054 −0.1129

δsoft −0.0854 −0.0942 −0.1046 −0.1144

Таблица 4. Относительные поправки к сечению при
различных энергиях (метод Мо–Тсаи,Ω = 0.05

√
s)

ω/
√
s

Elab, ГэВ

1.1 2.2 5 11

10−9 −0.0899 −0.0983 −0.1086 −0.1185

10−8 −0.0897 −0.0982 −0.1086 −0.1185

10−7 −0.0894 −0.0981 −0.1085 −0.1185

10−6 −0.0892 −0.0980 −0.1085 −0.1185

10−5 −0.0890 −0.0979 −0.1084 −0.1185

10−4 −0.0887 −0.0977 −0.1083 −0.1184

10−3 −0.0879 −0.0969 −0.1076 −0.1176

δsoft −0.0854 −0.0942 −0.1046 −0.1144

Рассмотрены две опции энергии начальных элек-
тронов PRad (1.1 и 2.2 ГэВ). Рисунок 7 воспро-
изводит основные закономерности относительных

поправок, установленные в работе [21]: падение с
ростомQ2, стремление к нулю приQ2 → 0, наличие
минимума в области большихQ2, качественно пра-
вильную зависимость от vcut — значения v, которое
ограничивает область интегрирования: см. гори-
зонтальную верхнюю границу (было использовано
vcut = 0.9vmax) на диаграмме Далица на рис. 6а.
Схожее поведение демонстрируют и относитель-
ные поправки рис. 8. Для более детальной вза-
имной сверки в целях получения точного согласия
требуется отдельное совместное с авторами [21]
исследование (включающее выяснение необходи-
мости удерживать массовые слагаемые в расчете,
роль высших поправок и анализ в точном соответ-
ствии с возможностями детектора), которое будет
осуществлено в ближайшем будущем.

Работа выполнена при поддержке Государ-
ственной программы научных исследований Рес-
публики Беларусь “Конвергенция–2025” (подпро-
грамма “Микромир и Вселенная”). Автор при-
знателен И.В. Акушевичу, Ю.М. Быстрицкому и
А.Н. Ильичеву за обсуждение результатов работы.

Приложение

ФАЗОВЫЙ ОБЪЕМ ТИ

Изобразим в с.ц.м. векторы конечных частиц
(см. рис. 5), используя вспомогательный вектор
p5 = −p. Для энергии конечного электрона с 4-
импульсом p3 получаем

p30 =

√
s3 + 2p20

√
s− 3p0s+Ap0sq

2s− 4p0
√
s+ 2p20(1−A2)

, (П.1)

где

sq =
√

s(
√
s− 2p0)2 + 4m2

[
p20(A

2 − 1) + 2p0
√
s− s

]
,

а

A = cos(p̂5,p3) = (П.2)

= sin θ3 sin θ5 cosϕ5 + cos θ3 cos θ5 =

= − sin θ3 sin θp cosϕp − cos θ3 cos θp.

В УРП выражение для энергии приобретает ком-
пактный вид

p30 =

√
s

2

√
s− 2p0√

s− p0(1 +A)
.

С учетом вышесказанного получим фазовый
объем в виде

dΦ3 =
|p3|

4p40F
d cos θ3dϕ3

d3p

2p0
. (П.3)

Интегрирование по азимутальному углу ϕ3 дает 2π
из-за симметрии относительно поворота системы
вокруг оси пучка, а

F = 1 +
p30(1−A|p|/|p3|)√
p3

2
0 − 2A|p||p3|+ |p|2

. (П.4)
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Далее переходим к интегрированию по p:

d3p = |p|2d|p|d cos θpdϕp, θp = π − θ5,

ϕp = π + ϕ5.

С использованием p5 векторы конечных частиц в
с.ц.м. выглядят так:

p3 = (|p3| sin θ3, 0, |p3| cos θ3), (П.5)

p5 = (|p| sin θ5 cosϕ5, |p| sin θ5 sinϕ5, |p| cos θ5),
p4 = p5 − p3.

Ясно, что энергия p40 =
√

m2 + |p4|2 может быть
вычислена из системы (П.5).

Теперь выразим через энергию, азимутальный и
полярный углы фотона все радиационные инвари-
анты [28]:

z1 = 2p0p10 − 2|p||p1| cos θp, (П.6)

v1 = 2p0p20 + 2|p||p2| cos θp,
z = 2p0p30 + 2|p||p3|A,

v = 2p0(
√
s− p30)− 2|p||p3|A.

Заметим, что во всех формулах различаются p0
и |p|: в них удерживается масса фотона λ (т. е.
p20 − |p|2 = λ2 → 0), которая в дальнейшем будет
использована как инфинитезимальный параметр
для регуляризации инфракрасной расходимости.
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RADIATIVE CORRECTIONS INM�LLER SCATTERING
FOR EXPERIMENT PRad IN JLab

V. A. Zykunov1),2)

1)JINR, Dubna, Moscow region, Russia
2)Francisk Skorina Gomel State University, Belarus

Electromagnetic radiative corrections to low energy Møller scattering for the conditions of the PRad
experiment in Jefferson Laboratory using several methods for infrared divergency extraction are calculated.
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НЕКРОЛОГ

АЛЕКСЕЙ АЛЕКСЕЕВИЧ ОГЛОБЛИН
(23.04.1931–23.02.2021)

23 февраля 2021 г. скоропостижно скончал-
ся выдающийся физик, крупный организатор
науки и талантливый педагог, доктор физико-
математических наук, профессор Алексей Алексе-
евич Оглоблин.

А.А. Оглоблин работал в Курчатовском инсти-
туте с 1954 г., занимал должность руководителя
отделения ядерной физики и пучковых технологий
Курчатовского ядерно-физического комплекса.

Жизнь А.А. Оглоблина — замечательный при-
мер служения Родине и науке. Он был всегда на пе-
реднем краю развития экспериментальной ядерной
физики, умело отстаивал и организовывал новые
направления исследования в области физики ядра,
ядерных реакций и приложений ядерной физики.

К наиболее важным полученным им результатам
относятся:

• Разработка метода измерения радиусов ядер
в короткоживущих возбужденных состояни-
ях. Первое наблюдение таких состояний с
аномально большими размерами.

• Синтез ядер за границей нейтронной ста-
бильности (синтезировано 6 из 12 извест-
ных) и их изучение.

• Обнаружение в экзотических ядрах состоя-
ний необычной структуры.

• Первое наблюдение глубоких дырочных со-
стояний ядер.

• Первое исследование реакций с ионами
лития, обнаружение механизма переда-
чи нуклонных группировок (кластеров),
наблюдение высоковозбужденных альфа-
кластерных состояний.

• Изучение явления ядерной радуги и получе-
ние информации о взаимодействии ядер на
малых расстояниях об уравнениях состояния
холодной ядерной материи и массе нейтрон-
ных звезд.

• Первое независимое подтверждение кла-
стерной радиоактивности, наблюдение но-
вых кластерных распадов, установление
ряда закономерностей этих процессов.

• Разработка диагностики износа деталей ма-
шин и механизмов из синтетических матери-
алов с помощью пучков радиоактивных ядер.

• Организация первого в России производства
радиоизотопов 201Tl и 123I для медицины.

А.А. Оглоблин руководил ведущей научной
школой “Экзотические ядра”. Входил в 2003 г.
в десятку лидеров больших российских экспе-
риментов с индексом цитирования свыше 500.
Входил в состав Программных комитетов многих
Международных конференций и лабораторий.
Представлял РФ в комиссиях по ядерной физике
IUPAP (Международный союз чистой и приклад-
ной физики) и OECDMegascience Forum.

А.А. Оглоблин являлся активно работающим
физиком-экспериментатором, выполнившим ряд
важных исследований, причем некоторые наиболее
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существенные — в самое последнее время. Его ра-
боты получилиширокое признание, он многократно
выступал с приглашенными докладами на самых
больших Международных конференциях по ядер-
ной физике. Он являлся автором многих обзорных
работ, опубликованных в советских и зарубежных
журналах и монографиях. А.А. Оглоблин проявил
себя блестящим организатором научных иссле-
дований, создав ряд эффективно действующих
коллабораций (с институтами в Дубне, Киеве,
Алма-Ате, Германии, Японии, Финляндии).

А.А. Оглоблин уделял большое внимание
подготовке научных кадров высшей квалифи-
кации. В числе его учеников — 10 кандидатов,
2 доктора физико-математических наук, один
член-корреспондент РАН. Под его руководством
прошли стажировку ряд сотрудников циклотрон-
ных лабораторий Ташкента, Алма-Аты и Томска.
Занимался преподавательской деятельностью в
МИФИ. Он член Ученого Совета НИЦ “Кур-
чатовский институт”, член диссертационных со-

ветов НИЦ “Курчатовский институт” и Научно-
исследовательского института ядерной физики
имени Д.В. Скобельцына Московского государ-
ственного университета имени М.В. Ломоносова.

А.А. Оглоблин награжден орденом “Знак Поче-
та”, правительственными медалями (в 1966, 1970,
1997, 1998, 2010, 2016 гг.), медалью к 100-летию
со дня рождения В.И. Ленина. Награжден золотой
медалью РАН имени И.В. Курчатова за цикл работ
“Исследование структуры легких ядер и их взаи-
модействий”, юбилейной медалью “65 лет атомной
отрасли России”, медалью “За заслуги в освоении
атомной энергии”. Лауреат Международной пре-
мии имени Г.Н. Флерова ОИЯИ и девяти премий
имени И.В. Курчатова НИЦ “Курчатовский инсти-
тут”. Ветеран атомной энергетики и промышленно-
сти, награжден многими почетными грамотами.

НИЦ “Курчатовский институт”,
Редколлегия ЯФ
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В работах автора по зеркальному механизму
свойства матрицы слабого смешивания лептонов
(матрица PMNS) воспроизводятся при равенстве
нулю майорановских частей масс легких нейтрино
νSM. Для тяжелых зеркальных нейтрино, рассмат-
риваемых в работах и образуемых майорановскими
фермионами с одинаковыми по модулю массами,
это неверно. Легкие νSM включают здесь и дира-
ковскую (μD) и майорановскую (μМ) части массо-
вых матриц (опять одинаковые по модулю):

(μM)a,b ≈
2∑

n=0

Aan
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nb; (1)

(μM)ab ≈±
2∑
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nb;

A� μ� |M |, a, b = 1, 2, 3

– обозначения упомянутых выше работ.Mn может
быть комплексным при наличии майорановских
фаз. А — вещественная, симметричная матрица.

Диагонализация обеих частей (1) (с единой
матрицей UUT = 1) сохраняет все естественные
свойства PMNS, найденные в статье, при том же
предположении об инверсном спектре νSM. Вос-
произведение возникает из общих свойств модели
зеркальной симметрии. Но дираковские по массе
νSM допускают теперь нарушение лептонного чис-
ла (аналогично тяжелым нейтрино в упомянутых
выше работах).

Другие варианты выбора коэффициентов: раз-
личные майорановские массы, комплексные A, не
приводят к простому воспроизведению массово-
го спектра легких нейтрино и свойств матрицы
PMNS.
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