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1. Постановка задачи контактного взаимодействия 
упругих тел 

Рассмотрим в двумерном пространстве 2�  с декартовой си-
стемой координат 1 2x xO  два тела A  и B , занимающих об-
ласть A BG = G G , ограниченную кусочно-гладкой границей 

A BG = G G∂ ∂ ∂  (рис. 1).  
Математическая формулировка квазистатической задачи 

МДТТ в рассматриваемой постановке включает следующие со-
отношения (для каждого тела Gα , { },A Bα ∈ , , 1, 2i j = ): 
уравнения равновесия 

                              ( ) ( ), 0j i j iQασ + =u x , Gα∈x ,                         (1) 
граничные условия (кинематические и силовые) 

                       
( ) ( )

1
0, ,

S
t tα

α=u x u x , 1S Gα
α∈ ⊂ ∂x ,                   (2) 

                    
( ) ( )

2
,j i j iS

n p tα

ασ =u x , 2S Gα
α∈ ⊂ ∂x ,                 (3) 

соотношения Коши для компонент тензора деформации  
( 33, 1, 2, 0i j ε= = ) 

                                        

ji
ij

j i

uu1
2 x x

ε
 ∂∂

= +  ∂ ∂ 
, 

определяющие уравнения (в данном случае закон Гука) для 
компонент тензора напряжений ( 33, 1, 2, 0i j σ= = ) 

                                       ij ijkl klCσ ε= ,                                     (4) 
где ( ),tu x  – вектор перемещения точки, определяемой радиу-
сом-вектором i ix=x e , ( ),0 tαu x  – вектор перемещения точки, 

расположенной на поверхности 1Sα , ( ) ( ), ,i it Q tα α=Q x x e  – 
вектор массовых сил ( Gα∈x ), ( ) ( ), ,i it p t=p x x e  – вектор внеш-

ней нагрузки, действующей на поверхности 2Sα  (
2S Gα

α∈ ⊂ ∂x ), 

ijklC  – компоненты тензора коэффициентов упругости. 
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При решении контактной задачи на поверхностях контакта 
тел A B

k k kS S S= =  (см. рис. 1) дополнительно должны быть вы-
полнены условия контактного взаимодействия по перемещени-
ям и напряжениям [1, 9]. 

Для случая, когда тела могут двигаться относительно друг 
друга  в касательном направлении условия сопряжения по пере-
мещениям (кинематическое условие) задаются формулой 

                    ( ) ( ) ( ), ,A B
n n nu t u t δ− =x x x , kS∈x ,                  (5) 

а по напряжениям (силовое условие) 

                        ( ) ( ), , 0A B
n nt tσ σ= ≤x x , kS∈x .                      (6) 

Здесь A
nu , B

nu  – проекции векторов перемещений граничных 
точек на направление внешней нормали An  к границе тела А, 

nδ  – начальное расстояние (зазор) по нормали между гранич-
ными точками тел A  и B , A

nσ , B
nσ  – проекции векторов 

напряжений Aσ  и Bσ  на направления внешних нормалей An  и 

Вn  соответственно, 1 2 kS S S Gα α α
α∂=  , ( )mes 1 2S S 0,α α∩ =  

( )mes 1 kS S 0,α α∩ =  ( )2mes 0,kS Sα α =  { },A Bα ∈ . 
 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Схема кон-
тактного взаимо-
действия двух тел. 
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Часть прикладных задач требует учета сил трения на кон-
тактных поверхностях, для этого обычно используют закон 
Амонтона-Кулона, который связывает касательные контактные 
напряжения с нормальными.  

В данной работе рассмотрено контактное взаимодействие, 
при котором в касательном направлении тела двигаются без 
трения, а начальный зазор всегда равен нулю. 

Совокупность соотношений (1) – (6) составляет математиче-
скую формулировку контактной задачи механики деформируе-
мого твердого тела (МДТТ). Предполагается, что все функции, 
входящие в данную формулировку, обладают достаточной глад-
костью. 

 
2. Применение численных методов 

для решения контактной задачи 
 

Аналитические решения контактных задач получены для 
весьма ограниченного числа видов контактного взаимодействия 
и форм контактирующих поверхностей. В подавляющем боль-
шинстве практически важных ситуаций необходимо применять 
численные методы, среди которых для решения задач механики 
деформируемого твердого тела (МДТТ) лидирующее положение 
занимает метод конечных элементов (МКЭ) [3–8, 10–12]. Про-
цедура его применения описана во многих указанных руковод-
ствах. В частности, использованный для данной задачи вариант 
МКЭ описан в [9, 10, 13]. В результате применения МКЭ задача 
МДТТ (1) – (6) сводится к решению линейного матричного 
уравнения [2, 4]: 
                                        [ ]{ } { }K U R= .                                          (7) 

Здесь использованы следующие обозначения: [ ]K  – глобаль-
ная матрица жесткости, { }U  – глобальный вектор перемещений, 

{ }R  – глобальный вектор нагрузки. 
При решении контактных задач используют различные ите-

рационные методы, например, метод штрафных функций, метод 
множителей Лагранжа, комбинированный метод штрафов и Ла-
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гранжа, метод псевдосреды, альтернирующий метод Шварца и 
другие [2, 9, 13]. В данной работе применен метод Шварца 
(один из вариантов метода декомпозиции – см. по этому поводу  
[14, стр. 412] и [15] для общего случая) и один из вариантов ме-
тода Лагранжа. 

2.1. Альтернирующий метод Шварца 
 
Альтернирующий метод Шварца является итерационным ме-

тодом, более подробно данный метод описан в [9, 13, 16, 17].  
Его суть в рамках конечно-элементной технологии состоит в 
следующем. На первом шаге (нулевой итерации) задаются ком-
поненты векторов перемещений (нормальных к поверхности) 
контактных узлов ( ){ }k AU  и ( ){ }k BU  (приближение выбирают 
из диапазона ожидаемых значений для зоны контактного взаи-
модействия таким образом, чтобы контактные поверхности тел 
совпадали) 

                               
{ }( ) { }0 0

, ,
,k kA m m

U U=
                                        

(8) 

где  m  ( )1 Am M≤ ≤  – номер текущего узла, лежащего на кон-

тактной поверхности A
kS  тела A , AM  – количество контактных 

узлов на поверхности A
kS  (для тела B  справедлива аналогичная 

формула). 
 После нулевой итерации в узлах на контактных поверхно-

стях перемещения совпадают (выполнено условие (5)), но не 
совпадают контактные давления (условие (6)). 

В дальнейшем на нечетных итерациях выполняется коррек-
ция компонент векторов, задающих контактные силы, ( ){ }k AP  и 

( ){ }k BP  тел A  и B (для выполнения условия (6)). Для тела A  
корректирующие выражения имеют вид  

   
{ }( ) { }( ) ( ) { }( ) { }( )( )2 1 2 2 22

,, , , ,
, 0,1, 2,

n n n nn
A mA m A m B s A mk k k kP P P P nα

+
= − + = 2

 
 (9) 

Здесь ( )
2

,
n

A mα  – итерационный параметр, { }( )

2

,

n

B skP  – вектор 
контактной силы в сходственной относительно узла m  точке s , 

2. Применение численных методов для решения контактной задачи 
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лежащей на контактной поверхности B
kS  тела B . Аналогичное 

соотношение используется для коррекции компонент векторов 
контактных сил, возникающих в контактных узлах тела B . Да-
лее выполняется решение двух подобных задач теории упруго-
сти, в которых на контактных поверхностях ставятся силовые 
условия с новыми значениями контактного давления. 

Отметим, что вместо (9) можно использовать аналогичные 
выражения, с заменой вектора контактных сил { }kP  на вектор 

контактных давлений { }kp или на вектор узловых контактных 

сил { }kR (последняя формула корректно работает только для 
случая, когда сетки на контактных поверхностях тел практиче-
ски совпадают). Более подробно различные варианты алгоритма 
коррекции контактной нагрузки изложены в [21]. В данной ра-
боте выбран вариант, в котором для аппроксимации контактных 
давлений использованы линейные базисные функции (заданные 

на поверхностных элементах), а контактная сила { }( ),A mkP
 
в уз-

ле m  вычислялась путем интегрирования по ячейке Дирихле, 
соответствующей данному узлу.  

Для узла m , относящегося к телу A , и сходственной для 
данного узла  точке s , лежащей на контактной поверхности B

kS  
тела B , из условия равенства контактных сил 

({ }( ) { }( )
2 1 2 1

, ,

n n
k kA m B l

P P+ += ) получаем следующее соотношение для 

итерационных параметров: 

                                  ( ) ( )
2 2

, , 1n n
A m B sα α+ = .                                     (10) 

На четных итерациях выполняется коррекция компонент век-
торов перемещений (по нормали к поверхности) контактных 
узлов ( ){ }k AU  и ( ){ }k BU  тел A  и B  (для выполнения условия 
(5)). Для тела A  корректирующие выражения имеют вид  

   
{ }( ) { }( ) ( ) { }( ) { }( )( )2 2 1 2 1 2 12 1

,, , , ,
, 1, 2, ,n n n nn

k k k kA mA m A m B s A m
U U U U nα− − −−= + − = 2

  
(11) 
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Здесь ( )
2 1

,
n

A mα −  – итерационный параметр, { }( )
2 1

,

n

B s
U −  – вектор пе-

ремещения сходственной точки s , лежащей на контактной по-
верхности B

kS  тела B .  
Аналогичные соотношения используются для коррекции 

компонент векторов перемещений контактных узлов тела B . 
Далее выполняется решение двух подобных задач теории упру-
гости, в которых векторы ( ){ }k AU  и ( ){ }k BU  выполняют роль до-
полнительных кинематических граничных условий. 

Для узла m , относящегося к телу A , и сходственной для 
данного узла  точке s , лежащей на контактной поверхности B

kS  

тела B , из условия равенства перемещений ({ }( ) { }( )
2 2

, ,

n n
k kA m B l

U U= ) 

получаем следующее соотношение для итерационных парамет-
ров: 

                                      ( ) ( )
2 1 2 1

, , 1n n
A m B sα α− −+ = .                                      (12) 

Поскольку нормали к контактным поверхностям в узле тела 
A  и в сходственной точке тела B  направлены в противополож-

ные стороны, то компоненты соответствующих векторов кон-
тактных сил имеют разные знаки (в отличие от компонент век-
тора перемещений). Поэтому знаки в формуле (9) отличаются от 
знаков в формуле (11).  

В работах [14, 16, 17] приведены доказательства сходимости 
метода Шварца (его аналитического варианта). Но постановка 
задачи в этих работах отличается от задачи (1) – (6) отсутствием 
у тел поверхностей, на которых заданы силовые условия (3). Т.е. 
предполагается, что на других участках поверхности, кроме 
контактной, заданы кинематические условия (2). Кроме того, в 
качестве контактных условий выступают не условия проскаль-
зывания (в касательном направлении), а условия прилипания.  

Для указанной постановки задачи из условия минимума со-
ответствующего функционала получена следующая связь опти-
мальных значений итерационных параметров на кинематиче-
ской и силовой итерациях [16, 17] (и для тела A  и для тела B ): 

                                            
2 2 2 1
* * 1n nα α− −+ = ,                              (13) 

2. Применение численных методов для решения контактной задачи 
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причем должны быть выполнены неравенства 

                             
2 2 2 1
* *0 1, 0 1n nα α− −< < < < .                      (14) 

В аналитическом случае для стационарных процессов 
( 2 2 2 1, 1n nα α α α− −= = − ) из условия минимума функционала по-
лучена формула, в которой оптимальное значение *α  выража-
ется через нормы операторов Фредгольма, которые устанавли-
вают соответствие между векторами перемещений и напряже-
ний на поверхности контакта тел ([16, 17]). Но вычисление ука-
занных операторов в многомерном случае представляет весьма 
нетривиальную задачу (поскольку информации о ядрах опера-
торов почти нет), поэтому на практике обычно используют бо-
лее простые формулы для вычисления итерационных парамет-
ров (при этом полученные значения чаще всего не являются оп-
тимальными).  

В [18] предложена и обоснована следующая формула: 

                                
2 1 1 ,n A
A

A B

K
K K

α − = −
+                                   

(15) 

где AK  и BK  – жесткости тел. 

Если обозначить через 1
A

A

C
K

=  податливость тела (величи-

ну, обратную жесткости), то (15) можно переписать в следую-
щем виде: 

                                
2 1 .n A
A

A B

C
C C

α − =
+                                         

(16) 

В [18] отмечено, что выбор величин податливости (или жест-
кости) в качестве локальных, а не интегральных, характеристик 
делает алгоритм более универсальным. В [19] предложено зада-
вать зависимость перемещения от давления на контактной по-
верхности с помощью следующего оператора: 

                           
( ) | ( , ) ( ) ,

k

k

S
S

u G p dτ ρ τ ρ ρ= ∫
                            

(17) 

где p  – контактное давление, а ядро оператора ( , )G ρ τ
представляется в виде 

                          ( , ) ( ) ( ).G C fρ τ τ ρ τ= −
                                  (18) 
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Здесь ( )C τ  – функция, которая зависит от геометрии зоны 
контакта, механических характеристик материала, состояния 
поверхности (она является локальной характеристикой), а 

( )f ρ τ−  – функция влияния других точек, расположенных на 
контактной поверхности, на перемещение рассматриваемой 
точки ( (0) 1f = ).  

С учетом (18) выражение (17) можно переписать следующим 
образом 

                     
( ) | ( ) ( ) ( ) .

k

k

S
S

u C f p dτ τ ρ τ ρ ρ= −∫

                        
(19) 

Тогда функция ( )C τ задается формулой: 

                   
( ) ( ) / ( ) ( ) .

kS

C u f p dτ τ ρ τ ρ ρ= −∫

                     
(20) 

Выражение (20) означает, что ( )C τ  имеет смысл перемеще-
ния точки поверхности тела, вызванного единичной силой, при-
ложенной к рассматриваемой точке, т.е. ее можно использовать 
в качестве функции, задающей локальную податливость ([19]).  

Если подставить выражения для податливости, соответству-
ющие (20), в выражение (16), то получится следующая формула 
для итерационного параметра тела A  в узле m : 

                            

{ }( )

{ }( ) { }( )

2 12 1
, ,2 1

, 2 1 2 12 1
, , ,

,
nn

A m k A mn
A m n nn

A m k kA m B s

U

U U

γ
α

γ

−−

−
− −−

=
+                        

(21)

( 2 1) ( 2 1)

2 1 2 1 2 1
, ( ) ( ) / ( ) ( ) .

B n A n
k k

n n n
A m B s B A m A

S S

f p d f p dγ ρ τ ρ ρ ρ τ ρ ρ
− −

− − −= − −∫ ∫   (22) 

Аналогичное выражение для итерационного параметра для 
тела B  в сходственной (для узла m ) точке s : 

                            

{ }
{ } { }( )

2 12 1
, ( ),2 1

, 2 1 2 12 1
, ( ), ,

,
nn

B s k B sn
B s n nn

B s k kB s A m

U

U U

γ
α

γ

−−

−
− −−

=
+                        

(23) 

    ( 2 1) ( 2 1)

2 1 2 1 2 1
, ( ) ( ) / ( ) ( ) .

A n B n
k k

n n n
B s A m A B s B

S S

f p d f p dγ ρ τ ρ ρ ρ τ ρ ρ
− −

− − −= − −∫ ∫      (24) 
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Отметим, что в соответствие с формулами (22) и (24) пара-
метры 2 1

,
n

A mγ −  и 2 1
,
n

B mγ −  связаны между собой соотношением 

                                      

2 1
, 2 1

,

1n
B s n

A m

γ
γ

−
−= .                                       (25) 

В [19] сделано предположение, что поскольку на силовых 
итерациях выполнено равенство 2 1 2 1( ) ( )n n

A Bp pρ ρ− −= , то можно 

приближенно считать, что 2 1 2 1
, , 1n n

A m B sγ γ− −= = . Тогда выражения 
для итерационных параметров упрощаются и принимают вид 

                            

{ }( )

{ }( ) { }( )

2 1

,2 1
, 2 1 2 1

, ,

,
n

k A mn
A m n n

k kA m B s

U

U U
α

−

−
− −=
+

                         (26)
 

                           

{ }
{ } { }( )

2 1

( ),2 1
, 2 1 2 1

( ), ,

.
n

k B sn
B s n n

k kB s A m

U

U U
α

−

−
− −=
+

 

Формулы (21), (23) являются более общими и универсальны-
ми, чем (26), но, поскольку выражения для функций влияния Af  
и Bf  неизвестны, то нужно, используя имеющуюся информа-

цию, оценить значения параметров 2 1
,
n

A mγ −  и 2 1
,
n

B sγ − . 
Отметим, что поскольку на начальных итерациях перемеще-

ния на контактных поверхностях тел могут иметь разные знаки, 
то для выполнения неравенств (14) в выражениях для итераци-
онных параметров (21), (23) или (26) целесообразно брать зна-
чения перемещений { }( )

2 1

,

n
k A m

U −  и { }( )
2 1

,

n
k B s

U −  по модулю.  

Для определения итерационных параметров 2
,
n

A mα  чаще всего 
берут аналог уравнения (13) и получают [19] 

                                    
2 2 1

, ,1n n
A m A mα α −= − .                                      (27) 

В качестве альтернативного варианта можно применять фор-
мулы, аналогичные (26), в которых вместо перемещений ис-
пользуют значения контактных сил (или давлений) [13]: 
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{ }
{ } { }

2

( ),2
, 2 2

( ), ( ),

,
n

A mn
A m n n

A m B s

P

P P
α =

+  

                            

{ }
{ } { }

2

( ),2
, 2 2

( ), ( ),

.
n

B sn
B s n n

B s A m

P

P P
α =

+                           
(28) 

Для рассматриваемой постановки задачи (1)–(6) метод 
Шварца имеет некоторые дополнительные особенности.  

На рис. 2 продемонстрированы силовые и кинематические 
условия, накладываемые на два тела, вступающие в контактное 
взаимодействие. В этом случае на нечетных итерациях на верх-
ней поверхности AS  верхнего тела (тела A ) требуется замена 
распределенной нагрузки на эквивалентные кинематические 
граничные условия. Необходимость такой замены объясняется 
тем, что каждое контактирующее тело должно быть закреплено, 
т.е. должны быть исключены свободные перемещения каждого 
контактирующего тела как целого тела.  

В качестве подобных дополнительных кинематических усло-
вий могут быть приняты следующие (рис. 2в) 

                         { }( ) { }( )
2 1 2

, ,
, 1, 2, ,n n

S m S m
U U n+ = = 2

                           
(29) 

где m  ( )1 Sm M≤ ≤  – номер текущего узла, лежащего на внеш-

ней поверхности AS  тела A , { }( )
2

,

n

S m
U  – вектор перемещения (по 

нормали к поверхности) узла m , вычисленный на предыдущей 
(четной) итерации. 

В ряде задач выражение (29) оказывается неудачным и может 
существенно замедлить сходимость итерационного процесса. 
Более выгодной оказывается формула 

                     { }( ) { }( )
2 1 22 1

, ,
, 1, 2, ,n nn

mS m S m
U U nβ+ += = 2

                       
(30) 

где коэффициенты 2 1n
mβ

+  равны отношению интегральных кон-
тактных сил на поверхности A

kS   на предыдущей ( 2n ) и теку-
щей ( 2n 1+ ) итерациях. 
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а б в 

Рис. 2. Контактное взаимодействие двух тел: а – исходная схема взаимодей-
ствия, б – схема задания кинематических и силовых условий на кинематиче-
ской итерации, в – схема задания кинематических и силовых условий на сило-
вой итерации. 
 

2.2. Метод множителей Лагранжа с независимой 
контактной поверхностью 

 
Согласно методу множителей Лагранжа к потенциальной 

энергии системы двух тел, входящих в контакт, добавляется 
потенциал контактных сил вида [2, 11] 

                     ( ) ( )= ( ) ,A B
C

Sk

W dS− ⋅ −∫Λ x x                           (31) 

где Λ  – функция множителей Лагранжа, имеющая смысл 
вектора поверхностных контактных сил, ( ) ( ) ( )=i i i+x X u  – 
актуальные положения соответствующих сходственных точек 
тел = ,i A B  на поверхности контакта, ( )iX  и ( )iu  – исходные 
координаты и получаемые перемещения сходственных точек 
соответственно. В дальнейшем полученная энергия варьируется 
и ее первая вариация приравнивается 0. Переменные u  и Λ  
независимы. 

Для вычисления интеграла (31) необходимо его 
дискретизовать. При этом дискретизуется и непрерывная 
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функция Λ . В таком случае в систему линейных 
алгебраических уравнений, полученную с помощью метода 
конечных элементов, добавляются новые неизвестные, 
соответствующие слагаемому [11] 

 
                 � ( ) ( )= ( ) ,T A B

C

Sk

W dS− ⋅ −∫λ x x

                        

(32) 

где Tλ  – вектор дискретизированных множителей Лагранжа. 
Предлагаемый подход заключается в построении 

независимой контактной границы – средней линии. В таком 
случае можно отойти от обязательного определения активного и 
пассивного тела, использующегося во многих методах для 
решения контактных задач, которое часто является 
искусственным и, как правило, случайным. Кроме того 
независимая контактная граница позволяет произвольно 
выбирать способ и точность аппроксимации множителей 
Лагранжа.  

Для данного подхода используется следующий алгоритм. 
Для начала выбираются все точки, которые вступают в контакт - 
контактные точки. По ним строится некоторая средняя линия, 
являющаяся по сути независимой контактной границей. Вдоль 
этой средней линии вводятся множители Лагранжа, причем в 
любом количестве. Далее находятся сходственные точки для 
каждого тела по нормали к средней линии и по ним 
осуществляется взятие контактного интеграла (32). 

 
3. Результаты численных расчетов 

 
В данном разделе для координат будут использованы следу-

ющие обозначения 1 2x x, x y→ → . 
Рассмотрим следующую тестовую двумерную задачу (она 

схематично изображена на рис. 2.а):  второе тело с шириной 
(размер по оси x ) 3и высотой (размер по оси y ) y2 стоит на 
первом теле с шириной 6 и высотой y1. С левой стороны тела 
закреплены по горизонтали, а нижнее тело снизу закреплено по 
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вертикали. На верхнее тело действует равномерно распределен-
ная нагрузка,  равная 10.  

Приведем результаты решения серии контактных задач, в ко-
торых свойства материалов тел меняются в широком диапазоне. 
Базовый материал имеет следующие параметры: модуль Юнга 
E0=70000, коэффициент Пуассона ν=0.3. В дальнейшем матери-
ал второго тела всегда совпадал с базовым, а параметра матери-
ала первого тела варьировались. 

При решении задач контактного взаимодействия двух тел ча-
сто рассматриваемую пару разделяют на активное  и пассивное 
тело (критерии разделения могут быть разными). В рамках дан-
ной работы будем использовать указанные термины, ориентиру-
ясь на следующие рассуждения: второе тело, к которому непо-
средственно приложена силовая нагрузка, и которое под дей-
ствием этой нагрузки вдавливается в первое тело, будем назы-
вать активным; а первое тело, на которое действует только кон-
тактное давление со стороны второго тела, будем называть пас-
сивным. Заметим, что указанные рассуждения не применимы 
непосредственно для большого класса задач, в которых к обоим 
телам приложены некоторые силовые нагрузки (кроме контакт-
ных). В то же время, даже в подобных задачах чаще всего в рас-
сматриваемой паре тел можно выделить в качестве активного то 
тело, для которого приложенная нагрузка является более интен-
сивной. 

В рамках данной работы моделировалась ситуация, когда 
внешняя силовая нагрузка приложена только к активному телу; 
пассивное тело имеет участок, закрепленный в направлении 
нормали к контактной поверхности, и деформируется только 
под воздействием контактных сил. В силу постановки задачи 
точное значение интегральных контактных сил, приложенных к 
контактным поверхностям тел, заранее известно: оно должно по 
модулю совпасть со значением интегральной силы, приложен-
ной к верхней поверхности второго тела. Во всех описанных 
ниже расчетах значения полученных интегральных контактных 
сил отличались от заданной величины не более чем на 0.5%. 

Значительное влияние на скорость сходимости метода Швар-
ца оказывает выбранное начальное приближение. Во всех расче-
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тах (если это не оговорено особо) начальное приближение стро-
илось по принципу, описанному в [20], который для рассматри-
ваемой задачи заключается в следующем: на первом этапе нуле-
вой итерации на контактную поверхность нижнего тела проеци-
руется давление, приложенное к верхней поверхности второго 
тела. После этого для первого тела решаются уравнения равно-
весия  и рассчитывается поле перемещений. На втором этапе 
нулевой итерации в узлах сетки, расположенных на контактной 
поверхности второго тела, ставятся кинематические условия, 
причем значения перемещений соответствуют величинам пере-
мещений в сходственных (для данных узлов) точках на контакт-
ной поверхности первого тела. После этого применяется алго-
ритм метода Шварца с чередованием силовых и кинематических 
условий. 

Во всех расчетах, если это не оговорено особо, использова-
лась равномерная прямоугольная сетка с шагом h = 0.125 и ко-
нечные элементы первого порядка.  

Основная цель проводимых расчетов состоит в исследовании 
влияния параметров 2 1

1,
n
mγ −  и 2 1

2,
n
mγ −  на сходимость итерационного 

процесса. По итогам исследования будет предложена эмпириче-
ская формула для значений данных параметров.  

В рамках данной работы принималось, что данные парамет-
ры являются постоянными для каждого тела, т.е. 2 1

1, 1
n
mγ γ− = , 

2 1
2, 2

n
mγ γ− = . Согласно (25) γ2=1/ γ1, поэтому в дальнейшем приве-

дены данные только для γ1 (для пассивного тела). Итерационные 
параметры 0

1,mα  задавались с помощью формулы 

                                      

0 1
1,

1

.
1m

γα
γ

=
+                                      

(33) 

3.1. Расчеты для различных характерных размеров 
контактирующих тел (первая серия) 

 
В первой серии расчетов исследовалось влияние итерацион-

ных параметров на сходимость итерационного решения кон-

3. Результаты численных расчетов 
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тактной задачи двух тел, выполненных из одного материала (ба-
зового), для различных характерных размеров тел по высоте.  

В первом расчете высота первого тела бралось значительно 
меньше высоты второго: y1=1, y2=5; во втором расчете тела име-
ли одинаковую высоту: y1=3,  y2=3; в третьем расчете высота 
первого тела бралось значительно больше высоты второго: y1=5, 
y2=1. 

Во всех расчетах, проведенных в первой серии, начальное 
приближение, полученное с помощью описанного выше алго-
ритма, оказывалось достаточно близким к итоговому распреде-
лению перемещений uy вдоль контактной границы. Но, несмотря 
на это, скорость сходимости итерационного процесса суще-
ственно изменялась для разных значений γ1. 

В таблицах 1–3 приведены максимальные относительные 
ошибки для uy между двумя соседними итерациями для различ-
ных значений параметра γ1  после различного количества прове-
денных итераций (но каждый раз – после силовой итерации). 
Поскольку процесс начинается с нулевой итерации, то количе-
ство итераций на единицу больше текущего номера. 

В дальнейшем при оценке оптимальности значения γ1 будем 
руководствоваться следующими соображениями: для большин-
ства практических задач в качестве приемлемого уровня относи-
тельной ошибки можно принять значение порядка 1%, поэтому 
будем следить, сколько итераций понадобилось до достижения 
подобного уровня ошибки и какова при этом средняя скорость 
сходимости итерационного процесса.  

 
Табл. 1. Максимальные ошибки по перемещениям: y1=1, y2= 5. 

 
Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

1.5 0.36 0.38 0.31 0.46 0.65 
1.0 0.32 0.16 9.5 10-2 6.7 10-2 3.3 10-2 
0.5 0.24 2.6 10-2 4.1 10-3 4.3 10-4 3.7 10-4 
0.25 0.18 1.2 10-2 3.1 10-3 9.2 10-4 3.6 10-4 
0.1 0.20 2.9 10-2 1.4 10-2 8.0 10-3 2.4 10-3 
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В первом расчете при значениях γ1>1 итерационный про-
цесс расходился. При значении γ1 = 1 уровень ошибки в 1% 
достигался на 19-й итерации. Для значения γ1 = 0.5 после 5-й 
итерации ошибка равна 4.1 10-3, при этом за 4 итерации (с 
первой по пятую) ошибка уменьшилась в 58.5 раз. Для зна-
чения γ1 = 0.25 после 5-й итерации ошибка равна 3.1 10-3, при 
этом за 4 итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась 
в 57.5 раз. Для значения γ1 = 0.1 после 5-й итерации ошибка 
равна 1.4 10-2, при этом за 4 итерации (с первой по пятую) 
ошибка уменьшилась в 13.6 раз. Из приведенных данных 
видно, что значения γ1 = 0.25 и 0.5 являются оптимальными в 
смысле скорости сходимости итерационного процесса (для 
выбранного начального приближения). 

Во втором расчете при значении γ1 = 1.5 уровень ошибки в 
1% достигался на 13-й итерации. Для значения γ1 = 1 после 5-й 
итерации ошибка равна 1.3 10-2, при этом за 4 итерации (с пер-
вой по пятую) ошибка уменьшилась в 19 раз. Для значения γ1 = 
0.5 после 5-й итерации ошибка равна 2 10-3, при этом за 4 итера-
ции (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 90 раз. Для зна-
чения γ1 = 0.25 после 5-й итерации ошибка равна 2.1 10-3, при 
этом за 4 итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 
71.5 раз. Для значения γ1 = 0.05 после 5-й итерации ошибка рав-
на 2.2 10-2, при этом за 4 итерации (с первой по пятую) ошибка 
уменьшилась в 7.7 раз. Из приведенных данных видно, что зна-
чения γ1 = 0.25 и 0.5 по-прежнему являются оптимальными в 
смысле скорости сходимости итерационного процесса (для вы-
бранного начального приближения). 

 
Табл. 2. Максимальные ошибки по перемещениям: y1=3, y2= 3. 

 
Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

1.5 0.28 0.16 7.9 10-2 5.3 10-2 1.9 10-2 
1.0 0.25 6.0 10-2 1.3 10-2 5.7 10-3 6.5 10-4 
0.5 0.18 9.3 10-3 2.0 10-3 9.5 10-4 3.8 10-4 
0.25 0.15 9.9 10-3 2.1 10-3 6.5 10-4 4.3 10-4 
0.05 0.17 5.3 10-2 2.2 10-2 1.1 10-2 4.3 10-3 
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Табл. 3. Максимальные ошибки по перемещениям: y1=5, y2= 1. 
 

Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

1.5 8.4 10-2 3.3 10-2 1.4 10-2 7.1 10-3 1.5 10-3 
1.0 7.1 10-2 1.0 10-2 2.7 10-3 1.7 10-3 6.2 10-4 
0.5 4.9 10-2 3.4 10-3 1.1 10-3 4.9 10-4 3.6 10-4 
0.25 4.0 10-2 3.0 10-3 1.2 10-3 3.4 10-4 3.0 10-4 
0.05 4.7 10-2 1.1 10-2 6.1 10-3 4.4 10-3 2.2 10-3 

 
В третьем расчете начальное приближение оказывается еще 

ближе к итоговому, чем в предыдущих расчетах. Для значения 
γ1 = 1.5 после 5-й итерации ошибка равна 1.4 10-2, при этом за 4 
итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 5.8 раз. 
Для значения γ1 = 1 после 3-й итерации ошибка равна 10-2, при 
этом за 2 итерации (с первой по третью) ошибка уменьшилась в 
7 раз. Для значения γ1 = 0.5 после 3-й итерации ошибка равна 3.4 
10-3, при этом за 2 итерации (с первой по третью) ошибка 
уменьшилась в 14 раз. Для значения γ1 = 0.25 после 3-й итера-
ции ошибка равна 2.1 10-3, при этом за 2 итерации (с первой по 
третью) ошибка уменьшилась в 13 раз. Для значения γ1 = 0.05 
после 3-й итерации ошибка равна 1.1 10-2, при этом за 2 итера-
ции (с первой по третью) ошибка уменьшилась в 4.3 раз. Из 
приведенных данных видно, что значения γ1 = 0.25 и 0.5 по-
прежнему являются оптимальными в смысле скорости сходимо-
сти итерационного процесса (для выбранного начального при-
ближения). 
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          а: uy (y1=1, y2=5) 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
          б: σyy (y1=1, y2=5) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
           в: uy (y1=3, y2=3) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
          г : σyy (y1=3, y2=3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           д: uy (y1=5, y2=1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          е: σyy (y1=5, y2=1) 
 
Рис. 3. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль контакт-
ной границы для первой серии расчетов. 
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На рис. 3 показаны графики распределения перемещения uy и 
компоненты напряжения σyy  вдоль контактной границы для 
различных расчетов (напряжение считалось в центрах ячеек, 
примыкающих к границе). Графики с маркерами соответствуют 
второму телу, а графики без маркеров – первому телу.  

Из рисунков видно, что перемещения и напряжения на кон-
тактных границах совпадают с приемлемой точностью. Отличия 
в графиках напряжений вблизи угловой точки связаны с тем, что 
в данной точке находится концентратор напряжений (аналити-
ческое значение давления здесь стремится к бесконечности), 
поэтому полученные значения напряжений в ее окрестности 
очень чувствительны к использованной сетке (при этом инте-
гральная контактная сила остается неизменной).  

В то же время графики контактных давлений, которые в про-
веденных расчетах отнесены к поверхностным узлам, после си-
ловой итерации всегда совпадают с высокой точностью. Это 
совпадение заложено в выбранный вариант метода Шварца для 
совпадающих сеток (если сетки значительно отличаются, то в 
давлениях возможны локальные несовпадения, но интегральные 
силы будут равны). 

На рис. 4 показаны вместе графики распределения переме-
щения uy для второго тела вдоль контактной границы для всех 
расчетов в первой серии. 

На рис. 5 показаны аналогичные графики для компоненты 
тензора напряжений σyy. 

Рассмотрим влияние выбранного значения параметра γ1 на 
итоговое распределение величин. На рис. 6 показаны графики uy 
и σyy вдоль контактной границы второго тела (y1=3, y2=3) после 
19-й итерации для расчетов,  в которых параметр γ1 принимал 
значения 1, 0.5, 0.25. Из рисунка видно, что рассмотренные ве-
личины сошлись к одним и тем же значениям для всех γ1. 
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Рис. 4. Графики перемещения 
uy для второго тела для первой 
серии расчетов. 

 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 5. Графики напряжений 
σyy для второго тела для первой 
серии расчетов. 

 
 
 

 
                        а: uy  

 
                    б: σyy  

 
Рис. 6. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль контакт-
ной границы для различных значений параметра γ1. 
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На рис. 7 показаны графики uy  и σyy вдоль контактной 
границы второго тела (y1=3, y2=3, γ1=1) для различных 
итераций. Из рисунка видно, что нулевое приближение 
для uy оказалось весьма удачным, поэтому уже после 3-й 
итерации графики перемещений и напряжений практиче-
ски сошлись к итоговым величинам. Ниже будет дополни-
тельно рассмотрен вопрос о влиянии начального прибли-
жения на сходимость итерационного процесса. 

По итогам проведенной серии расчетов можно сделать вы-
вод, что использование для пассивного тела значения параметра 
γ1=0.25 (или γ1=0.5) позволило существенно ускорить сходи-
мость итерационного процесса по сравнению с расчетами, в ко-
торых γ1=1 (для определения итерационных параметров 2 1

1,
n
mα −  

по сути применяется формула (24)). 
 

 
                          а: uy  

 
                     б: σyy  

 
Рис. 7. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль контактно  
границы второго тела для различных итераций (γ1=1). 
 

3.2. Расчеты контактного взаимодействия  более мягкого 
тела, вдавливаемого в более жесткое тело (вторая серия) 

 
Во второй серии расчетов брались тела с одинаковой высотой 

(y1=3, y2=3). Модуль Юнга для второго тела совпадает с базовым 
E2= E0, а модуль Юнга для первого тела принимает следующие 
значения: E1= 3 E0, E1= 10 E0, E1= 100 E0, E1= 1000 E0. 
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Во всех расчетах, проведенных во второй серии, начальное 
приближение, полученное с помощью описанного выше алго-
ритма, оказывалось близким к итоговому распределению пере-
мещений uy вдоль контактной границы. Но, несмотря на эту 
близость, для определенного диапазона значений γ1 все равно 
наблюдалась расходимость или сходимость только до опреде-
ленного (весьма значительного) уровня ошибки итерационного 
процесса. 

 В таблицах 4–7 приведены максимальные относительные 
ошибки для uy между двумя соседними итерациями для различ-
ных значений параметра γ1 после различного количества прове-
денных итераций (но каждый раз – после силовой итерации). 

В первом расчете при значениях 1 1γ ≥  итерационный про-
цесс расходился. Для значения γ1 = 0.5 ошибка порядка 1% до-
стигалась на 11-й итерации. Для значения γ1 = 0.33 после 5-й 
итерации ошибка равна 6 10-3, при этом за 4 итерации (с первой 
по пятую) ошибка уменьшилась в 23 раза. Для значения γ1 = 0.15 
после 5-й итерации ошибка равна 3.6 10-4, при этом за 4 итера-
ции (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 220 раз. Для 
значения γ1 = 0.025 после 5-й итерации ошибка равна 8.3 10-4, 
при этом за 4 итерации (с первой по пятую) ошибка уменьши-
лась в 80 раз. Из приведенных данных видно, что значение γ1 = 
0.15 является оптимальным в смысле скорости сходимости ите-
рационного процесса (среди рассмотренных вариантов, для вы-
бранного начального приближения). 

 
Табл.  4. Максимальные ошибки по перемещениям: E1= 3 E0. 

 
Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

1.0 0.26 0.56 0.84 1.31 0.99 
0.5 0.18 9.7 10-2 5.3 10-2 3.0 10-2 9.6 10-3 
0.33 0.14 2.8 10-2 6.0 10-3 8.8 10-4 4.8 10-4 
0.15 7.9 10-2 1.7 10-3 3.6 10-4 4.5 10-4 4.8 10-4 
0.025 6.6 10-2 6.1 10-3 8.3 10-4 1.3 10-4 1.1 10-4 
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Во втором расчете при значениях 1 0.5γ ≥  итерацион-
ный процесс расходился. При значении γ1 = 0.25 наблюда-
лась очень медленная сходимость.  Для значения γ1 = 0.1 
после 5-й итерации ошибка равна 1.3 10-3, при этом за 4 
итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 44.5 
раз. Для значения γ1 = 0.01 после 5-й итерации ошибка 
равна 1.1 10-4, при этом за 4 итерации (с первой по пятую) 
ошибка уменьшилась в 191 раз. Для значения γ1 = 0.001 
после 5-й итерации ошибка равна 4.3 10-5, при этом за 4 
итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 1535 
раз. Из приведенных данных видно, что значение γ1 = 
0.001 является оптимальным в смысле скорости сходимо-
сти итерационного процесса (среди рассмотренных вари-
антов, для выбранного начального приближения). 

 
 

Табл. 5. Максимальные ошибки по перемещениям: E1= 10 E0. 
 

Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

0.5 0.18 0.81 0.77 3.26 1.04 
0.25 0.12 0.10 8.7 10-2 7.5 10-2 5.7 10-2 
0.1 5.7 10-2 4.9 10-3 1.3 10-3 6.8 10-4 7.4 10-4 
0.01 2.1 10-2 5.3 10-4 1.1 10-4 1.0 10-4 1.0 10-4 
0.001 6.6 10-2 8.1 10-4 4.3 10-5 1.0 10-5 1.1 10-5 

 
 
Табл. 6. Максимальные ошибки по перемещениям: E1= 100 E0. 

 
Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

0.1 6.3 10-2 0.15 0.28 1.19 1.04 
0.025 1.8 10-2 3.8 10-4 2.1 10-3 1.9 10-3 1.9 10-3 
0.01 7.2 10-3 7.8 10-4 8.7 10-4 8.7 10-4 8.7 10-4 
0.001 2.1 10-3 9.0 10-5 9.1 10-5 9.1 10-5 9.1 10-5 
0.0001 2.1 10-3 9.4 10-6 9.6 10-6 9.6 10-6 9.6 10-

6 
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Табл. 7. Максимальные ошибки по перемещениям: E1= 1000 E0. 
 

Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я 

итер. 
0.1 0.12 11.3 5.22 1.29 6.22 
0.01 1.4 10-2 4.6 10-3 7.3 10-3 6.6 10-3 6.7 10-3 
0.001 1.5 10-3 8.9 10-4 8.9 10-4 8.9 10-4 8.9 10-4 
0.0001 1.7 10-3 9.4 10-5 9.4 10-5 9.4 10-5 9.4 10-5 

 
В третьем и четвертом расчетах при значениях 1 0.1γ ≥  ите-

рационный процесс расходился. Для других значений γ1 началь-
ное приближение оказывалось настолько близким к итоговому, 
что уже после 1-й итерации максимальная ошибка не превыша-
ла 1%, а к 3-й итерации процесс сходимости практически за-
вершался. Из приведенных данных видно, что значение γ1 = 
0.0001 является оптимальным (среди рассмотренных вариантов, 
для выбранного начального приближения). 

На рис. 8 показаны графики распределения перемещения uy и 
компоненты напряжения σyy  вдоль контактной границы для 
различных расчетов (напряжение считалось в центрах ячеек, 
примыкающих к границе).  Графики с маркерами соответствуют 
второму телу, а графики без маркеров – первому телу. Из рисун-
ков видно, что перемещения и напряжения на контактных гра-
ницах совпадают с приемлемой точностью. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         а: uy (E1=3E0)                                   б : σyy (E1=3E0) 
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            в: uy (E1= 10 E0) 

 
           г: σyy (E1=10 E0) 

 
          д: uy (E1= 100 E0) 

 
           е: σyy (E1=100 E0) 

 
          ж: uy (E1= 1000 E0) 

 
           з: σyy (E1=1000 E0) 

 
Рис. 8. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль контакт-
ной границы (вторая серия расчетов). 
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На рис. 9 показаны вместе графики распределения переме-
щения uy для второго тела вдоль контактной границы для всех 
расчетов. Кроме того, приведен график для расчета, в котором 
нижняя поверхность второго тела жестко закреплена по верти-
кали (соответственно  uy=0). Полученная задача уже не является 
контактной (она решена за одну итерацию и нижнее тело не 
участвует в расчете), точнее ее можно трактовать как контакт 
верхнего тела с абсолютно жестким нижним телом.  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9. Графики перемещения uy 
для второго тела для второй серии 
расчетов. 
 

 
На рис. 10–13 показаны аналогичные графики для перемеще-

ния ux и компонент тензора напряжений σyy и σxx. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10. Графики перемещения ux 
для второго тела для второй серии 
расчетов. 
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Рис. 11. Графики напряжения 
σyy для второго тела для второй 
серии расчетов 
(E1= E0, E1= 3 E0, E1= 10 E0, 
E1= 100 E0). 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12. Графики напряжения 
σyy для второго тела для второй 
серии расчетов (расчет с одним 
телом, E1= 100 E0, E1= 1000 
E0). 

 
 
 

Из приведенных графиков видно, что чем жестче становится 
первое тело по сравнению со вторым, тем ближе становятся 
графики, полученные при решении контактной задачи, к графи-
кам, полученным в расчете с закреплением второго тела. Для 
случая, когда E1= 1000 E0, соответствующие графики визуально 
неотличимы (поэтому на части рисунков графики для E1= 1000 
E0 отсутствуют).  
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Рис. 13. Графики напряжения σxx 
для второго тела для второй се-
рии расчетов. 

 
 

 
По итогам проведенной серии расчетов для пассивного тела 

можно вывести следующую формулу для параметра γ1, обеспе-
чивающую достаточно быструю сходимость для случая, когда 
активное тело является более мягким по сравнению с пассивным  
(для всего рассмотренного диапазона значений модуля Юнга): 

                               2
1

1

1.5
0.25 E

E
γ

 
=  

 
.                                     (34) 

В качестве показателя степени можно также взять значение 2 
(для каких-то случаев использование соответствующего γ1 мо-
жет ускорить процесс сходимости).  

Для всех проведенных расчетов на совпадающих сетках ито-
говые распределения перемещений и напряжений, полученные 
при использовании разных значений  γ1 , визуально неотличимы 
друг от друга. 

 
3.3. Исследование влияния начального приближения 

на процесс сходимости 
 

Рассмотрим влияние выбора начального приближения на 
процесс сходимости. 

В данной серии расчетов брались тела с одинаковой высотой 
(y1=3,  y2=3). Модуль Юнга для второго тела совпадает с базо-
вым E2= E0.  
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Сначала рассмотрим задачу, в которой E1 = 10 E0. Среднее 
значение uy на контактной поверхности, полученное в предыду-
щем расчете (рис. 8.в), составляет -3.5 10-5, максимальное (по 
модулю) перемещение uy = -4.5 10-5. 

В таблице 8 показаны максимальные ошибки для uy, полу-
ченные для различных γ1 при использовании начального при-
ближения 0

yu = -10-5 (в 4.5 раза меньше, чем максимальное ито- 
говое перемещение). 

В данном расчете для значения γ1 = 0.1 после 5-й итерации 
ошибка равна 5.8 10-3, при этом за 4 итерации (с первой по пя-
тую) ошибка уменьшилась в 130 раз. Для значения γ1 = 0.01 по-
сле 5-й итерации ошибка равна 1.1 10-3, при этом за 4 итерации 
(с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 700 раз. Для значе-
ния γ1 = 0.001 после 5-й итерации ошибка равна 6.6 10-4, при 
этом за 4 итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 
1167 раз. 

  
Табл. 8. Максимальные ошибки по перемещениям: E1= 10 E0, 

0
yu = -10-5. 

 
Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

0.5 0.91 0.27 0.39 3.54 1.56 
0.25 0.87 5.5 10-5 3.7 10-2 2.8 10-2 2.1 10-2 
0.1 0.75 6.3 10-2 5.8 10-3 1.2 10-3 7.5 10-4 
0.01 0.77 3.3 10-2 1.1 10-3 1.1 10-4 1.0 10-4 
0.001 0.77 2.3 10-2 6.6 10-4 3.7 10-5 1.1 10-5 

 
В таблице 9 показаны максимальные ошибки для uy, получен-
ные для различных γ1 при использовании начального приближе- 
ния 0

yu = -2 10-4 (в 4.5 раза больше, чем максимальное итоговое  
перемещение). 

В данном расчете для значения γ1 = 0.1 после 5-й итерации 
ошибка равна 2 10-2, при этом за 4 итерации (с первой по пятую) 
ошибка уменьшилась в 1720 раз. Для значения γ1 = 0.01 после 5-й 
итерации ошибка равна 1.4 10-3, при этом за 4 итерации (с первой 
по пятую) ошибка уменьшилась в 5278 раз. Для значения γ1 = 
0.001 после 5-й итерации ошибка равна 8.3 10-4, при этом за 4 
итерации (с первой по пятую) ошибка уменьшилась в 9626 раз.  
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Табл. 9. Максимальные ошибки по перемещениям: E1 = 10 E0, 

0
yu = -2 10-4. 

 
Значение 
γ1 

Максимальные относительные ошибки по перемещениям 
1-я итер. 3-я итер. 5-я итер. 7-я итер. 11-я итер. 

0.5 1.71 0.83 0.17 0.93 2.56 
0.25 3.26 0.85 0.21 0.15 0.11 
0.1 34.4 0.82 2.0 10-2 9.4 10-3 8.1 10-4 
0.01 7.39 6.6 10-2 1.4 10-3 1.1 10-4 1.0 10-4 
0.001 7.99 1.25 10-2 8.3 10-4 4.4 10-5 1.1 10-5 

 
Если сравнивать величины ошибок, приведенные в таблицах 

8-9, с величинами ошибок в таблице 5 (для случая хорошего 
начального приближения), то видно, что общие тенденции со-
храняются: для значения γ1=0.5 процесс расходится, для γ1=0.25 
наблюдается медленная сходимость, значение  γ1=0.001 является 
оптимальным (среди рассмотренных). Естественно, использова-
ние менее удачного начального приближения приводит к боль-
шим ошибкам после нескольких первых итераций (например, 
после 3-й). Нужно отметить, что при выборе нулевого прибли-
жения лучше недооценить величину перемещения (по модулю), 
чем переоценить его (ошибки после 3-й итерации дл 0

yu =-2 10-4, 

гораздо больше, чем ошибки, полученные для 0
yu =-10-5). 

На рис. 14 показаны графики распределения перемещения uy 
и компоненты напряжения σyy  вдоль контактной границы вто-
рого тела для расчетов с различными начальными приближени-
ями (в первом варианте использовалось начальное приближе-
ние, полученное после проекции силовой нагрузки на нижнее 
тело, во втором варианте начальное приближение 0

yu =-10-5, в 

третьем варианте начальное приближение 0
yu =-2 10-4). Из ри-

сунка видно, что для всех начальных приближений решения со-
шлись к одним и тем же распределениям перемещений и напря-
жений. 

 

3. Результаты численных расчетов 
 



Исследование сходимости метода Шварца 
при решении плоской контактной задачи 

 

34 
 

 
           а: uy (E1= 10 E0) 

 
       б: σyy (E1= 10 E0) 

 
Рис. 14. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль кон-
тактной границы для расчетов с различными начальными приближениями. 
 
3.4. Сравнение результатов, полученных с помощью метода 

Шварца и метода множителей Лагранжа 
(четвертая серия расчетов) 

 
Проведем сравнение результатов, полученных с помощью 

реализации метода Шварца, описанной в параграфе 2.1, и ре-
зультатов, полученных с помощью реализации метода множите-
лей Лагранжа, описанной в параграфе 2.2.  

В данной серии расчетов брались тела с одинаковой высотой 
(y1=3,  y2=3). Модуль Юнга для второго тела совпадает с базо-
вым E2= E0. Модуль Юнга для первого тела принимает следую-
щие значения: E1= 3 E0, E1= 10 E0, E1= 100 E0, E1= 1000 E0. 

В отличие от расчетов во второй серии, рассмотрим плоско 
деформированную задачу, для которой εzz = 0, а σzz определяется 
по закону Гука (4). 

В расчетах с использованием метода Лагранжа применялись 
конечные элементы 2 порядка на треугольной сетке (шаг сетки 
0.125). При отрисовке графиков напряжений, принималось, что 
напряжения являются кусочно-постоянными в пределах тре-
угольника, поэтому на графиках видны характерные «полочки». 

В расчетах с использованием метода Шварца параметр γ1 
определялся по формуле (34). 
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На рис. 15 показаны перемещения и напряжения для расчета 
с E1= 10 E0. На рис. 16 показаны перемещения и напряжения для 
расчета с E1= 100 E0.  

 

 
                а: uy (Шварц) 

 
             б: σyy (Шварц) 

 
                в: uy (Лагранж) 

 
              г: σyy (Лагранж) 

 
Рис. 15. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль кон-
тактной границы (четвертая серия расчетов, E1= 10 E0). 
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                 а: uy (Шварц) 

 
             б: σyy (Шварц) 

 
                 в: uy (Лагранж) 

 
              г: σyy (Лагранж) 

 
Рис. 16. Графики перемещения uy и компоненты напряжения σyy вдоль кон-
тактной границы (четвертая серия расчетов, E1= 100 E0). 

 
Результаты расчетов, оказались достаточно близкими друг к 

другу, что может служить подтверждением правильности полу-
ченных величин. 

 
Заключение 

 
Приведена достаточно общая постановка задачи механиче-

ского контактного взаимодействия двух упругих тел. Дано опи-
сание конечно-элементной реализации итерационного метода 
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Шварца. Приведены различные аналитические соотношения, 
которые можно использовать для вычисления итерационных 
параметров. Продемонстрированы результаты нескольких серий 
расчетов, в которых менялись характерные размеры контакти-
рующих тел и параметры материалов, из которых они сделаны. 
Показано, что в каждой из рассмотренных ситуаций характер 
сходимости итерационного процесса в значительной степени 
определялся выбранными значениями итерационных парамет-
ров. При этом существует диапазон значений, для которых 
наблюдалась расходимость итерационного процесса. На основа-
нии выполненных расчетов предложена эмпирическая формула 
для определения значений итерационных параметров, которые 
обеспечивают достаточно быструю сходимость итераций для 
рассмотренного класса задач. 

Проведено сравнение результатов, полученных с помощью 
метода Шварца, и результатов, полученных с помощью реали-
зации метода множителей Лагранжа с использованием незави-
симой контактной поверхности. Сравнение показало, что ре-
зультаты достаточно близки друг к другу, что может служить 
подтверждением правильности полученных величин. 
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