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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 58 2022 Вып. 4

УДК 621.391 : 519.72

© 2022 г. С. Гуй, И. Хуан1

ЗАМЕЧАНИЯ ОБ ОБРАТНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ ПИНСКЕРА

Предлагается простой подход к обратным неравенствам Пинскера, недавно
полученным О. Бинеттом. Более конкретно, приводятся прямые доказательства
оптимальных вариационных границ на f -дивергенцию с возможными ограниче-
ниями на экстремальные значения относительной информации. Предлагаемые
рассуждения близки по духу к рассуждениям Сасона и Верду.

Ключевые слова: дивергенция Кульбака–Лейблера, полная вариация, обрат-
ные неравенства Пинскера, f -дивергенция, выпуклость, точные неравенства,
экстремизатор.

DOI: 10.31857/S0555292322040015, EDN: EBBEJG

§ 1. Введение

Через P(X ) обозначим класс всех распределений вероятностей на дискретном
пространстве X . Для заданной выпуклой функции f : [0,∞) → (−∞,∞], такой что
f(1) = 0, f -дивергенция между распределениями P,Q ∈ P(X ) при условии P � Q
определяется как

Df (P ‖Q) = EQ

[
f

(
dP

dQ

)]
.

Напомним определение полной вариации

|P −Q| = sup
A

|P (A)−Q(A)|

и неравенство Пинскера

|P −Q| �
√

DKL(P ‖Q)

2
.

Здесь дивергенция Кульбака –Лейблера DKL соответствует дивергенции Df при
f(x) = x log x.
В этой заметке нас будут интересовать некоторые обратные неравенства Пин-

скера. Точнее, мы хотим установить верхние границы на f -дивергенцию при допол-
нительных ограничениях. Подобные верхние границы называются вариационными,
если в них участвует полная вариация.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Национального фонда естественных
наук Китая (грант № 11801274). Статья завершена во время визита, финансируемого программой
№ 202006865011 для аспирантов/приглашенных ученых Китайского совета по стипендиям, в Лабо-
раторию анализа, геометрии и приложений (LAGA) Университета Сорбонна Париж-Север.
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Пусть δ � 0 и 0 � m � 1 � M < ∞. Набор (δ,m,M) представляет собой заданные
параметры ограничений. Рассмотрим следующие три класса P(X )-пар (P,Q):

A(δ,m,M) =

{
(P,Q) : P � Q, |P −Q| = δ, inf

dP

dQ
= m, sup

dP

dQ
= M

}
,

B(m,M) =
⋃
δ�0

A(δ,m,M),

C(δ) =
⋃

0�m�1�M<∞
A(δ,m,M).

Следующие верхние границы получены в [1].

Т е о р ем а 1 (Бинетт, 2019). Пусть δ � 0 и 0 � m � 1 � M < ∞. Тогда

Df (P ‖Q) � (M − 1)f(m) + (1−m)f(M)

M −m
, (P,Q) ∈ B(m,M), (1.1)

Df (P ‖Q) � δ

(
f(m)

1−m
+

f(M)

M − 1

)
, (P,Q) ∈ A(δ,m,M), (1.2)

Df (P ‖Q) � δ

(
f(0) + lim

M ′→∞

f(M ′)

M ′ − 1

)
, (P,Q) ∈ C(δ). (1.3)

Замечание 1. Мы используем следующие соглашения:
(i) Правая часть (1.1) считается равной 0 при M = m;
(ii) Правая часть (1.2) считается равной 0, когда m = 1 или M = 1 (заметим, что

в этих крайних случаях δ = 0).

Все три неравенства точны, что показано с помощью построенных в [1] приме-
ров распределений, на которых достигается экстремум. Дополнительные сведения
об этих неравенствах см. в [1, раздел 1]. О некоторых связанных с этим верхних
границах на f -дивергенцию см. в [2, 3].
Цель настоящей заметки – предложить относительно более простой подход к до-

казательству теоремы 1. Наши аргументы близки по духу к рассуждениям Сасона
и Верду в [4].

§ 2. Доказательство теоремы 1

Пусть κ =
dP

dQ
и, таким образом, EQ(κ) = 1. В силу выпуклости f имеем

f(κ) � f(M)− f(m)

M −m
(κ−m) + f(m).

Применяя к этому EQ, получаем (1.1). Далее, снова благодаря выпуклости f и с уче-
том условия f(1) = 0 имеем

f(κ) = f(κ)
(
1κ�1 + 1κ�1

)
� f(m)

1−m
(1 − κ)1κ�1 +

f(M)

M − 1
(κ− 1)1κ�1. (2.1)

Применяя EQ к этому неравенству и используя тот факт, что

EQ

(
(1 − κ)1κ�1

)
= EQ

(
(κ− 1)1κ�1

)
= δ, (2.2)
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получаем (1.2). Доказательство неравенства (1.3) можно получить аналогично, за-
мечая, что

f(κ) � f(0)(1− κ)1κ�1 +

(
lim

M ′→∞

f(M ′)

M ′ − 1

)
(κ− 1)1κ�1.

Замечание 2. Наш вывод границы (1.1) упрощает непрямое доказательство след-
ствия 2 в [1]. Более того, условие f(1) = 0 мы здесь не используем. Впрочем, само
по себе неравенство (1.1) инвариантно относительно замены f �→ f + const.
Замечание 3. Наше доказательство неравенства (1.1) также обосновывает его

предельную версию:

Df (P ‖Q) � f(m) + (1−m)

(
lim

M ′→∞

f(M ′)

M ′ −m

)
, (P,Q) ∈ B(m,∞).

Замечание 4. Трюк с разложением в (2.1) взят из доказательства теоремы 23
в [4] (см. также [1]). Равенства (2.2) можно найти, например, в [4, теорема 12].

Второй автор выражает благодарность проф. Ян Яну (Нанкинский научно-тех-
нологический университет) за полезные обсуждения в области теории информации
и ее приложений в теории обучения.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
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4. Sason I., Verdú S. f -Divergence Inequalities // IEEE Trans. Inform. Theory. 2016. V. 62.
№ 11. P. 5973–6006. https://doi.org/10.1109/TIT.2016.2603151

Сяюнь Гуй (Xiayun Gui)
Школа транспортной инженерии,
Восточно-китайский университет Цзяотун,
Наньчан, провинция Цзянси, КНР
453421770@qq.com
И Хуан� (Yi С. Huang)
Университет Сорбонна Париж-Север, Институт Галилея,
Лаборатория анализа, геометрии и приложений,
CNRS (UMR 7539), Вильтанёз, Франция
Школа математических наук,
Нанкинский нормальный университет, Нанкин, КНР
�Yi.Huang.Analysis@gmail.com
ORCID: 0000-0002-1297-7674

Поступила в редакцию
24.06.2022

После доработки
23.09.2022

Принята к публикации
24.09.2022

5



ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 58 2022 Вып. 4

УДК 621.391 : 519.72

© 2022 г. В.В. Прелов

СКЛЕИВАНИЕ НЕСКОЛЬКИХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Рассматривается задача нахождения условий, при которых возможно α-скле-
ивание нескольких случайных величин X1, X2, . . . , Xk с конечным или счет-
ным множеством значений, имеющих заданные распределения вероятностей,
т.е. возможность построения совместного распределения этих случайных вели-
чин, такого что Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} = α.

Ключевые слова: склеивание дискретных распределений вероятностей, макси-
мальное склеивание, вероятность ошибки.

DOI: 10.31857/S0555292322040027, EDN: EBJQOY

Пусть X1, X2, . . . , Xk, k � 2, – дискретные случайные величины, принимающие
значения в одном и том же конечном или счетном множестве I с распределениями
вероятностей

PX1 =
{
p
(1)
i , i ∈ I

}
, PX2 =

{
p
(2)
i , i ∈ I

}
, . . . , PXk

=
{
p
(k)
i , i ∈ I

}
соответственно. В дальнейшем без ограничения общности будем считать, что I =
= {1, 2, . . . , n}, n � 2, или I = {1, 2, . . .} в конечномерном или счетномерном случаях
соответственно. Для заданного числа α, 0 � α � 1, назовем α-склеиванием случай-
ных величин X1, X2, . . . , Xk (или их распределений вероятностей PX1 , PX2 , . . . , PXk

)
совместное распределение

PX1X2...Xk
= {pi1i2...ik , ij ∈ I, j = 1, 2, . . . , k}

этих случайных величин, такое что Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} = α. Максимальным
склеиванием случайных величин X1, X2, . . . , Xk называется их α-склеивание при
максимально возможном α = αmax.
Ранее рассматривался лишь случай k = 2, т.е. случай склеивания двух дискрет-

ных случайных величин. Понятие α-склеивания для этого случая было введено в ра-
боте автора [1], а понятие максимального склеивания было введено ранее (см., на-
пример, работы [2–4] и библиографию в них), где, в частности, приведены примеры
использования этого понятия в некоторых задачах теории информации и теории ве-
роятностей. В [1] были получены необходимые и достаточные условия существова-
ния α-склеивания двух случайных величин X и Y с распределениями вероятностей
PX = {pi, i ∈ I} и PY = {qi, i ∈ I} соответственно. А именно, было показано, что
следующие неравенства для α являются необходимыми и достаточными условиями
для существования α-склеивания этих случайных величин:

αmin � α � αmax, (1)
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где

αmax =
∑
i∈I

min{pi, qi} (2)

и

αmin = max
{
max
i∈I

(pi + qi)− 1, 0
}
. (3)

Этот результат об условиях существования α-склеивания был использован в [1]
для решения одной экстремальной задачи о нахождении явного выражения для
минимума информационной дивергенции двух случайных величин при условии, что
заданы распределение вероятностей одной из них и величина их склеивания.
Основная цель данной статьи – установить условия, при которых существует

α-склеивание нескольких случайных величин X1, X2, . . . , Xk, k � 3, с заданными
распределениями вероятностей PXj =

{
p
(j)
i , i ∈ I

}
, j = 1, 2, . . . , k. Здесь мы устанав-

ливаем как необходимое, так и достаточное условия для существования α-склеива-
ния, которые, вообще говоря, различны.
Для формулировки основного утверждения введем необходимые нам величины.

Для целого k � 2 положим

mi = min
{
p
(1)
i , p

(2)
i , . . . , p

(k)
i

}
, i ∈ I, (4)

α∗ = max

{
max
i∈I

k∑
j=1

p
(j)
i − (k − 1), 0

}
, (5)

α∗ = inf
A∈I

∣∣∣∣∑
i∈A

mi −
∑

i∈I\A
mi

∣∣∣∣, (6)

где mi, i ∈ I, определены в (4). Основной результат статьи представляет

Т е о р ем а. Для любых дискретных случайных величин X1, X2, . . . , Xk, k � 3,
с распределениями вероятностей PXj =

{
p
(j)
i , i ∈ I

}
, j = 1, 2, . . . , k, и любого α,

0 � α � 1, справедливы следующие утверждения:
• Для максимального α-склеивания случайных величин X1, X2, . . . , Xk имеет ме-
сто равенство

αmax =
∑
i∈I

mi, (7)

где mi, i ∈ I, определены в (4);
• Если существует α-склеивание случайных величин X1, X2, . . . , Xk, то α удовле-
творяет неравенствам

α∗ � α � αmax, (8)

где α∗ определено в (5);
• Если α удовлетворяет неравенствам

α∗ � α � αmax, если I конечно, и α∗ < α � αmax, если I счетно, (9)

где α∗ определено в (6), то существует α-склеивание случайных величин X1,
X2, . . . , Xk;
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• Если существуют непересекающиеся подмножества A, B и C множества I,
такие что A ∪B ∪ C = I и∑

i∈A

mi � 2
∑
i∈B

mi и
∑
i∈B

mi =
∑
i∈C

mi, (10)

то α-склеивание случайных величин X1, X2, . . . , Xk возможно при любых α ∈
∈ [0, αmax].
Сл е д с т в и е. Если случайные величины X1, X2, . . . , Xk имеют равномерные

распределения на одном и том же конечном множестве I, то их α-склеивание
возможно при всех α ∈ [0, 1].
Прежде чем привести доказательство этой теоремы, заметим, что необходимое

условие существования α-склеивания (8) в случае k = 2 является и достаточным, как
было установлено в [1]. Заметим также, что во многих частных случаях существует
α-склеивание при всех α ∈ [0, αmax], поскольку выполняется условие (10).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы разобьем на несколько шагов.

1. Вначале покажем, что для величины αmax максимального склеивания случай-
ных величин X1, X2, . . . , Xk с распределениями вероятностей PXj =

{
p
(j)
i , i ∈ I

}
,

j = 1, 2, . . . , k, справедливо равенство (7). Прежде всего, очевидно, что

αmax �
∑
i∈I

mi,

так как

Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} =
∑
i∈I

Pr{X1 = X2 = . . . = Xk = i} �

�
∑
i∈I

min{Pr{X1 = i},Pr{X2 = i}, . . . ,Pr{Xk = i}} =
∑
i∈I

mi.

Поэтому нужно лишь доказать, что существуют случайные величиныX1, X2, . . . , Xk

с заданными распределениями вероятностей PXj =
{
p
(j)
i , i ∈ I

}
, j = 1, 2, . . . , k, такие

что их совместное распределение удовлетворяет условию

Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} =
∑
i∈I

mi.

Предположим вначале, что
∑
i∈I

mi = 1. В этом случае очевидно, что все рас-

пределения PXj =
{
p
(j)
i , i ∈ I

}
, j = 1, 2, . . . , k, одинаковы, так что p

(j)
i = mi при

всех i ∈ I и j = 1, 2, . . . , k, а тогда справедливость равенства (7) следует из то-
го, что совместное распределение случайных величин X1, X2, . . . , Xk, для которого
Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} =

∑
i∈I

mi, может быть задано равенствами

Pr{X1 = X2 = . . . = Xk = i} = mi, i ∈ I,

а остальные вероятности этого совместного распределения равны нулю.
Если же

∑
i∈A

mi < 1, то совместное распределение случайных величин X1, X2,

. . . , Xk, для которого Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} =
∑
i∈I

mi, может быть определе-

но следующим образом. Введем в рассмотрение независимые случайные величины
U, Y, Z1, Z2, . . . , Zk, имеющие следующие распределения вероятностей:
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• Случайная величина U принимает два значения 0 и 1 с вероятностями

Pr{U = 0} =
∑
i∈I

mi, Pr{U = 1} = 1−
∑
i∈I

mi; (11)

• Случайная величина Y принимает значения в множестве I с вероятностями

Pr{Y = i} =
mi∑

i∈I

mi
, i ∈ I; (12)

• Случайные величины Zj, j = 1, 2, . . . , k, принимают значения в множестве I
с вероятностями

Pr{Zj = i} =
p
(j)
i −mi

1−
∑
i∈I

mi
, i ∈ I, j = 1, 2, . . . , k. (13)

Определим теперь случайные величины X1, X2, . . . , Xk следующим образом:{
X1 = X2 = . . . = Xk = Y, если U = 0,

Xj = Zj , j = 1, 2, . . . , k, если U = 1.
(14)

Из (11)–(14) легко следует, что так определенные случайные величины X1, X2,

. . . , Xk имеют заданные распределения вероятностей {p(j)i , i ∈ I}, j = 1, 2, . . . , k,
а их совместное распределение таково, что Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} =

∑
i∈I

mi. Дей-
ствительно,

Pr{X1 = X2 = . . . = Xk} =
∑
i∈I

Pr{X1 = X2 = . . . = Xk = i} =

=
∑
i∈I

[
Pr{U = 0}Pr{X1 = X2 = . . . = Xk = i |U = 0}+

+ Pr{U = 1}Pr{X1 = X2 = . . . = Xk = i |U = 1}
]
=

=
∑
i∈I

[(∑
i∈I

mi

)
Pr{Y = i}+

(
1−

∑
i∈I

mi

) k∏
j=1

Pr{Zj = i}
]
=
∑
i∈I

mi,

поскольку из (13) и (4) следует, что
k∏

j=1

Pr{Zj = i} = 0 при любом i ∈ I. Анало-

гично доказывается, что эти случайные величины X1, X2, . . . , Xk имеют заданные
распределения вероятностей

{
p
(j)
i , i ∈ I

}
, j = 1, 2, . . . , k.

2. Докажем теперь необходимое условие существования α-склеивания (8). Для
любых j = 1, 2, . . . , k и i ∈ I, очевидно, имеем

Pr{Xj = i} � Pr{X1 = X2 = . . . = Xk = i}+ Pr{∃�, � 
= j : X� 
= i} �
� α+

∑
�: � �=j

Pr{X� 
= i} = α+ (k − 1)−
∑
�: � �=j

Pr{X� = i},

т.е.

α �
k∑

j=1

p
(j)
i − (k − 1),
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и так как это условие должно выполняться при любом i ∈ I, то

α � max
i∈I

(
k∑

j=1

p
(j)
i

)
− (k − 1),

а значит, необходимое условие (8) доказано.
3. Докажем теперь, что α-склеивание случайных величин X1, X2, . . . , Xk суще-

ствует при любых α, удовлетворяющих условию (9). Согласно доказанному вы-
ше существует максимальное склеивание этих случайных величин с α = αmax =
=
∑
i∈I

mi, где величины mi, i ∈ I, определены в (4). Пусть PX1X2...Xk
= {pi1i2...ik},

где

pi1i2...ik = Pr{X1 = i1, X2 = i2 . . . , Xk = ik}, ij ∈ I, j = 1, 2, . . . , k,

– совместное распределение случайных величин X1, X2, . . . , Xk, осуществляющее это
максимальное склеивание. Покажем теперь, что в случае, когда имеются хотя бы две
отличных от нуля компоненты этого совместного распределения mi = pii...i и mj =
= pjj...j , i 
= j, то существует α-склеивание случайных величин X1, X2, . . . , Xk при
любом α ∈

[
αmax − 2min{mi,mj}, αmax

]
.

Для этого рассмотрим новое совместное распределение

P ′
X1X2...Xk

(x) = {p′i1i2...ik(x)}

этих случайных величин, зависящее от параметра x, компоненты которого задаются
равенствами

p′ii...ii(x) = pii...ii − kx, p′jj...jj(x) = pjj...jj − kx,

p′ji...ii(x) = pji...ii + x, p′ij...jj(x) = pij...jj + x,

p′iji...i(x) = piji...i + x, p′jij...j(x) = pjij...j + x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p′ii...ji(x) = pii...ji + x, p′jj...ij(x) = pjj...ij + x,

p′ii...ij(x) = pii...ij + x, p′jj...ji(x) = pjj...ji + x,

(15)

а остальные компоненты распределения P ′
X1X2...Xk

(x) равны соответствующим ком-
понентам распределения PX1X2...Xk

, т.е. p′i1i2...ik(x) = pi1i2...ik для всех компонент
p′i1i2...ik(x), кроме заданных в (15). Заметим, что параметр x в (15) может принимать
любые значения из интервала

[
0, min{mi,mj}/k

]
, а распределение P ′

X1X2...Xk
(x) за-

дает (αmax−2kx)-склеивание заданных случайных величин X1, X2, . . . , Xk. Поэтому
существует их α-склеивание при любых α ∈

[
αmax − 2min{mi,mj}, αmax

]
.

Теперь заметим, что в случае, когда это совместное распределение P ′
X1X2...Xk

(x)
снова имеет хотя бы две отличные от нуля компоненты p′rr...r и p′ss...s, r 
= s, то снова
с помощью аналогичной процедуры можно расширить интервал возможных значе-
ний существования α-склеивания случайных величин и т.д. Отсюда легко следует,
что с помощью подобных процедур можно расширить интервал возможных зна-
чений α-склеивания случайных величин X1, X2, . . . , Xk до

[
αmax − 2

∑
i∈A

mi, αmax

]
,

где A – любое подмножество множества I, такое что∑
i∈A

mi �
∑

i∈I\A
mi.

А из этого утверждения очевидно следует и существование любого α-склеивания
этих случайных величин из интервалов, указанных в (9).
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4. Докажем, наконец, что в случае выполнения условия (10) существует α-склеи-
вание заданных случайных величин X1, X2, . . . , Xk при любом α ∈ [0, αmax]. Предпо-
ложим, что существует некоторое α̂-склеивание X1, X2, . . . , Xk, задаваемое совмест-
ным распределением PX1X2...Xk

= {pi1i2...ik}, у которого хотя бы две его компоненты
β = pii...i и γ = pi1i2...ik строго положительны, где все индексы ij второй из этих
компонент отличны от i, т.е. ij 
= i, j = 1, 2, . . . , k, и хотя бы два из этих индексов ij
различны. Покажем, что в этом случае существует α-склеивание X1, X2, . . . , Xk при
любом α ∈

[
α̂−min{β, γ}, α̂

]
.

Чтобы доказать это утверждение, рассмотрим новое совместное распределение
P̂X1X2...Xk

= {p̂i1i2...ik} этих случайных величин, зависящее от параметра x, компо-
ненты которого задаются равенствами

p̂ii...ii(x) = pii...ii − kx, p̂i1i2...ik−1ik(x) = pi1i2...ik−1ik − kx,

p̂i1i...ii(x) = pi1i...ii + x, p̂ii2...ik−1ik(x) = pii2...ik−1ik + x,

p̂ii2i...i(x) = pii2i...i + x, p̂i1ii3...ik(x) = pi1ii3...ik + x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p̂ii...ik−1i(x) = pii...ik−1i + x, p̂i1i2...iik(x) = pi1i2...iik + x,

p̂ii...iik (x) = pii...iik + x, p̂i1i2...ik−1i(x) = pi1i2...ik−1i + x,

(16)

а остальные компоненты распределения P̂X1X2...Xk
(x) равны соответствующим ком-

понентам распределения PX1X2...Xk
, т.е. p̂i1i2...ik(x) = pi1i2...ik для всех компонент

p̂i1i2...ik(x), кроме заданных в (16). Параметр x в (16) может принимать любые значе-
ния из интервала

[
0, min{β, γ}/k

]
. Легко убедиться, что распределение P̂X1X2...Xk

(x)
задает (α̂ − kx)-склеивание заданных случайных величин X1, X2, . . . , Xk, а значит,
существует их α-склеивание при любых α ∈

[
α̂−min{β, γ}, α̂

]
.

Предположим теперь, что выполнено условие (10). Тогда, начиная с совместно-
го распределения PX1X2...Xk

случайных величин X1, X2, . . . , Xk, задающего их мак-
симальное склеивание, и последовательно применяя метод расширения интервала
существования α-склеивания, описанный выше в п. 3, к элементам из множеств
B и C, мы можем утверждать, что существует α-склеивание X1, X2, . . . , Xk при
любом α ∈

[
αmax − 2

∑
i∈B

mi, αmax

]
. При этом заметим, что совместное распреде-

ление PX1X2...Xk
= {pi1i2...ik} случайных величин X1, X2, . . . , Xk, осуществляющее(

αmax − 2
∑
i∈B

mi

)
-склеивание, обладает следующим свойством: суммарное количе-

ство его компонент pi1i2...ik , все индексы которых отличны от любого из индексов
компонент pii...i при всех i ∈ A, не меньше 2

∑
i∈B

mi. Кроме того, у всех таких компо-

нент pi1i2...ik имеются хотя бы два различных индекса ij , j = 1, 2, . . . , k. Это утвер-
ждение немедленно следует из свойств совместных распределений, задаваемых ра-
венствами (15). Поэтому, применяя последовательно метод расширения интервала
α-склеивания случайных величин X1, X2, . . . , Xk, описанный в начале этого пункта
(см. (16)), к элементам множества A и элементам, все индексы которых отличны от
любого из индексов компонент pii...i при всех i ∈ A, описанных выше, приходим к
выводу, что ввиду условия∑

i∈A

mi � 2
∑
i∈B

mi

интервал существования α-склеивания случайных величин X1, X2, . . . , Xk можно
расширить до

[
0, αmax

]
.

На этом доказательство теоремы заканчивается. �
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ МАТРИЦ АДАМАРА

Используя каскадную конструкцию q-ичных кодов, построены коды над Zq

в метрике Ли, которые после отображения в двоичный алфавит (которое в слу-
чае алфавита Z4 является отображением Грея) становятся кодами Адамара,
в частности, матрицами Адамара. Наша конструкция позволяет увеличить ранг
и размерность ядра получаемого таким образом кода Адамара. С помощью ком-
пьютера построены новые неэквивалентные матрицы Адамара порядка 32, 48
и 64 с разными фиксированными значениями их рангов и размерности ядер
из диапазонов возможных значений. Оказалось, что в специальном случае на-
ша конструкция совпадает с кронекеровской (или конструкцией Сильвестра)
и может считаться вариантом известной в настоящее время [1] модифициро-
ванной конструкции Сильвестра, которая использует одну матрицу Адамара
порядка m и m (не обязательно различных) матриц Адамара порядка k. Мы
обобщаем здесь эту модифицированную конструкцию, предложив новую более
общую конструкцию типа Сильвестра, основанную уже на двух семействах (не
обязательно различных) матриц Адамара, а именно на k матрицах порядка m
и m матрицах порядка k. Получающаяся матрица Адамара имеет порядок mk,
как и в конструкции в [1].

Ключевые слова: матрица Адамара, код Адамара, обобщенная каскадная кон-
струкция, код в метрике Ли, кронекеровское произведение, конструкция Силь-
вестра, ранг матрицы Адамара, размерность ядра матрицы Адамара, неэкви-
валентные матрицы Адамара.

DOI: 10.31857/S0555292322040039, EDN: EBOXEM

§ 1. Введение

Пусть Eq = {0, 1, . . . , q − 1} – алфавит размера q. Произвольное подмножество
C ⊆ En

q называется q-ичным кодом и обозначается через (n,N, d)q, где n – длина ко-
да, N – число его кодовых слов (или мощность), и d – его минимальное расстояние
(Хэмминга), т.е.

d = d(C) = min{d(x,y) : x 
= y, x,y ∈ C},

где для x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) из множества En

d(x,y) = |{j : xj 
= yj, j = 1, . . . , n}|.

1 Работа выполнена при поддержке Национального гранта правительства Испании PID2019-
104664GB-I00 (AEI, 10.13039/501100011033).

2 Исследования были выполнены в ИППИ им. А.А. Харкевича РАН в рамках проводимых фун-
даментальных исследований по теме “Математические теории корректирующих кодов”, а также
поддержаны грантом Национального научного фонда Болгарии (номер проекта 20-51-18002).
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Для случая, когда q – степень простого числа, a E – конечное поле порядка q,
обозначаемое через Fq, q-ичный (n,N = qk, d)q-код C является линейным простран-
ством размерности k над Fq, и для него используется стандартное обозначение
[n, k, d]q.
Для двоичных кодов принято обозначение (n,N, d) и [n, k, d] (т.е. q опускается).
Расстоянием Ли dL(i, j) между символами i и j из E называется минимальная

разность между этими символами по модулю q:

dL(i, j) = min
{
|j − i|, q − |j − i|

}
.

Это расстояние симметрично, т.е. dL(i, j) = dL(j, i), и продолжается на векторы x
и y из En стандартным образом:

dL(x,y) =

n∑
i=1

dL(xi, yi).

Минимальное расстояние q-ичного кода C в метрике Ли определяется как

dL = min{dL(x,y) : x 
= y, x,y ∈ C}.

В случае, когда E – кольцо Zq, назовем q-ичный код Zq-аддитивным, или Zq-ли-
нейным, если он при этом является подгруппой группы En = Zn

q . В противном
случае будем называть его нелинейным Zq-кодом, либо просто Zq-кодом.
Заметим, что в случае, когда q = 2, Zq-аддитивный код является линейным дво-

ичным кодом, а в случае q = 4 – линейным четверичным или линейным Z4-кодом.
В этой статье мы рассматриваем алфавит E = Zq.
Произвольный, не обязательно линейный, Zq-код можно рассматривать как дво-

ичный код, получаемый с помощью отображения Грея. В работе [2] отображение
Грея из Z4 на Z2

2 определено как

ϕ(0) = (0, 0), ϕ(1) = (0, 1), ϕ(2) = (1, 1), ϕ(3) = (1, 0).

Существуют различные обобщения отображения Грея, действующие из Z2s в про-
странство Z2s−1

2 (см. [3–6]). В работе Карле [3] отображение

ϕ : Z2s → Z
2s−1

2

определено как

ϕ(u) = (us−1, . . . , us−1) + (u0, . . . , us−2)Y, (1)

где u ∈ Z2s , [u0, u1, . . . , us−1]2 – двоичное представление числа u, т.е.

u =

s−1∑
i=0

2iui, ui ∈ {0, 1},

а Y – матрица размера (s− 1)× 2s−1, столбцами которой являются элементы Z
s−1
2 .

Заметим, что (us−1, . . . , us−1) и (u0, . . . , us−2)Y являются двоичными векторами дли-
ны 2s−1 и что строки матрицы Y вместе со строкой, состоящей из одних единиц,
образуют базис кода Рида –Маллера первого порядка.
В работе [7] показано, что обобщение Карле является специальным случаем обоб-

щения, рассмотренного в работе [6], для которого имеет место равенство

s−1∑
i=0

λiϕ(2
i) = ϕ

(s−1∑
i=0

λi2
i

)
, λi ∈ {0, 1}.
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Далее, доопределим отображение для векторов

Φ: Zn
2s → Z

n2s−1

2

как покомпонентное отображение Грея ϕ. В этой статье мы используем новое отоб-
ражение Грея, являющееся обобщением отображения Грея, рассмотренного в [6].
Новое отображение Грея определено на словах, являющихся строками матриц Ада-
мара, для любого натурального числа q, такого что существует матрица Адамара
порядка q/2.
Помимо фундаментальных кодовых параметров, двумя другими важными пара-

метрами произвольных двоичных кодов являются ранг и размерность ядра кода.
Рангом двоичного кода C является размерность его линейной оболочки 〈C〉. Ядро
двоичного кода C длины n, введенное в [8] и обозначаемое через ker(C), образовано
векторами, стабилизирующими код C:

ker(C) =
{
x ∈ Z

n
2 : x+ C = C

}
. (2)

Если код C содержит нулевой вектор, т.е. вектор из одних нулей, то ker(C) явля-
ется линейным подкодом C. Заметим, что если код C линейный, то ker(C) = C =
= 〈C〉. Обозначим ранг двоичного кода C через rank(C), а размерность ядра – через
dim(ker(C)).
Для кодов, содержащих нулевой вектор, ранг и размерность ядра могут быть

использованы как достаточное условие неэквивалентности этих кодов, так как оче-
видно, что эквивалентные коды имеют одинаковый ранг и размерность ядра.
Матрица Адамара H порядка n – это квадратная матрица размера n × n, со-

стоящая из элементов +1 и −1, такая что выполнено условие HHT = nI, где I –
(двоичная) диагональная матрица размера n × n, а HT – транспонированная мат-
рица H . Как известно [9], матрица Адамара H порядка n существует для n, равных
1, 2, либо кратных 4. Две матрицы Адамара эквивалентны, если одна переводится
в другую перестановкой строк и/или столбцов и умножением строк и/или столбцов
на строку/столбец, состоящий из одних элементов −1.
Поэтому всегда можно считать, что первая строка и первый столбец матрицы H

состоят из элементов +1, получая таким образом эквивалентную матрицу, которую
будем называть нормализованной. Если заменить +1 на 0, а −1 на 1, и добавить
дополнительные строки (т.е. полученные заменой нулей на единицы и, наоборот,
единиц на нули), то получим двоичный (n, 2n, n/2)-код, который будем называть
(двоичным) кодом Адамара и обозначать через Hn (см. [9]). Мы всегда предпола-
гаем, что матрица Адамара нормализована, и таким образом, соответствующий код
Адамара содержит нулевое слово.
Пусть H – матрица Адамара порядка n. Обозначим через jm столбец длины m,

состоящий из одних единиц. Применяя перестановки строк и столбцов и умножая
столбцы и строки матрицы H на −1, любые четыре столбца матрицы H можно
(единственным образом) привести к следующему виду:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ja ja ja ja
ja ja −ja −ja
ja −ja ja −ja
ja −ja −ja ja
jb jb jb −jb
jb jb −jb jb
jb −jb jb jb
jb −jb −jb −jb

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Таблица 1
Число матриц Адамара различных типов порядка n � 32

Тип
Порядок

4 8 12 16 20 24 28 32
0 1 1 0 5 0 58 0 13680757
1 0 0 1 0 3 1 486 26369
2 0 0 0 0 0 1 1 2900
3 0 0 0 0 0 0 0 1

Таблица 2
Размерность ядра и ранг кода Адамара длины n = 32

dim(ker(C))
rank(C)

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
6 ∗
4 ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗
2 ◦ � � � � � � � �
1 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

для некоторых натуральных чисел a, b, таких что a + b = n/4 и 0 � b � �n/8�.
Следуя [10], будем говорить, что произвольный набор из четырех столбцов, который
может быть приведен к такому виду, имеет тип b. Очевидно, что перестановки и
смены знака строк и столбцов подматрицы из четырех столбцов не меняют тип.
Матрица Адамара имеет тип b (где 0 � b � �n/8�), если у нее имеется набор из
четырех столбцов типа b и нет набора из четырех столбцов типа, меньшего чем b.
Все матрицы Адамара порядка n � 32 классифицированы согласно своему типу.

В частности, пользуясь соответствующей таблицей работы [11] и результатами для
n = 32 из работ [11, 12], получается классификация, приведенная в табл. 1.
Заметим, что линейные коды Адамара являются кодами Рида –Маллера первого

порядка, или, что эквивалентно, кодами, дуальными к расширенным кодам Хэм-
минга.

Z2s -аддитивный код (т.е. код над Z2s), образ которого под действием отображе-
ния Грея Φ является кодом Адамара, будем называть Z2s-аддитивным кодом Ада-
мара, а его образ под действием Φ будем называть Z2s -линейным кодом Адамара.
В работах [7,13,14] рассматривалось отображение Φ Карле [3] и изучались ранг, раз-
мерность ядра и эквивалентность Z2s-линейных кодов Адамара. В работах [15, 16]
приведены оценки на возможные значения ранга и размерности ядра кодов Ада-
мара. Кроме того, приведены конструкции кодов Адамара для различных рангов и
размерностей ядер. В частности, в работе [15] показано, что в дополнение к линей-
ным кодам Адамара существует код Адамара длины n = 2t, t > 4, с размерностью
ядра k и рангом r для всех значений r, таких что{

t+ 2 � r � 2t+1−k + k − 1, если 3 � k � t− 1,

t+ 3 � r � 2t−1, если 1 � k � 2.
(3)

Например, в табл. 2 и 3 приведены все возможные значения этих параметров r и k
(помеченные символами ∗, � и ◦, значение которых объясняется в § 4) для случаев
t = 5 и t = 6 соответственно. В случае t = 4 существуют ровно пять неэквива-
лентных кодов Адамара [9, с. 266]. Один из них – линейный код Адамара с рангом и
размерностью ядра, равными 5, и по одному коду Адамара для каждого из значений
параметров (r, k) ∈ {(6, 3), (7, 2), (8, 2), (8, 1)}.
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Таблица 3
Размерность ядра и ранг кода Адамара длины n = 64

dim(ker(C))
rank(C)

7 8 9 10 11 12 13 . . . 17 18 19 20 . . . 32
7 ∗
5 ∗
4 ∗ ∗ ∗ ◦
3 ◦ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗ ◦
2 � � � � � . . . � � � � . . . �
1 � � � � � . . . � � � � . . . �

Таблица 4
Размерность ядра и ранг кода Адамара длины n = 48

dim(ker(C))
rank(C)

13 14 15 16 . . . 24
3 ∗ ◦
2 � � � � . . . �
1 ∗ ∗ ◦ ◦ . . . ◦

В [16] доказано существование кодов Адамара длины n = 2t · s (s 
= 1 нечетное)
ранга r и размерности ядра k для всех r ∈ {4s+ t − 3, . . . , n/2} и k ∈ {1, . . . , t − 1}
при условии существования кода Адамара длины 4s. Кроме того, там же доказано,
что существование кода Адамара длины 4s, где s 
= 1 – нечетное число, влечет су-
ществование кода Адамара длины n = 2ts (t � 3) с размерностью ядра k и рангом r
для всех значений r, таких что

4s+ t− 3 � r �
{
2t+1−ks+ k − 1, если 3 � k � t− 1,

2t−1s, если 1 � k � 2.
(4)

Например, для длины n = 48 в табл. 4 приведены все возможные значения для
ранга и размерности ядра (помеченные символами ∗, � и ◦, значение которых объ-
ясняется в § 4). Нахождение точной нижней границы для ранга является открытой
проблемой. Однако для случая, когда размерность ядра равна t−1 или t−2, точная
нижняя оценка равна 4s+ t− 3. В работе [16] установлено, что для того чтобы до-
казать точность этой нижней границы, достаточно показать несуществование кодов
Адамара с k = 1 и r < 4s+ t − 3. Наименьшая длина, для которой это неизвестно,
– это n = 48, где k = 1 и r < 13.
Цель настоящей статьи – описать новую общую конструкцию двоичных кодов

(или матриц) Адамара, которые могут быть представлены как Zq-коды. Построе-
ние основано на обобщенной каскадной конструкции и на результатах и идеях ра-
бот [17–19]. Для случая q = 4 наша конструкция дает Z4-коды произвольной длины n
(при условии существования матрицы Адамара порядка n) с минимальным расстоя-
нием Ли, равным n, которые после применения известного отображения Грея дают
двоичные коды Адамара длины 2n. Для кодов Адамара длины 16, 32, 48 и 64 мы
приводим примеры конструкции кодов Адамара почти для всех возможных зна-
чений ранга и размерности ядра, а также приводим новые нижние оценки числа
таких неэквивалентных кодов с фиксированным рангом и размерностью ядра. Ока-
залось, что в специальном случае наша конструкция совпадает с кронекеровской
(или конструкцией Сильвестра), и может считаться вариантом известной в насто-
ящее время [1] модифицированной конструкции Сильвестра, которая использует
одну матрицу Адамара порядка m, а также m (не обязательно различных) матриц
Адамара порядка k.
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Здесь мы обобщаем эту модифицированную конструкцию, предложив новую бо-
лее общую конструкцию типа Сильвестра, основанную уже на двух семействах (не
обязательно различных) матриц Адамара, а именно на k матрицах порядка m и m
матрицах порядка k. Результирующая матрица Адамара имеет порядок mk, как и
в конструкции из [1].

§ 2. Построение Zq-кодов в метрике Ли

Для независимости изложения вкратце повторим конструкцию q-ичных кодов в
метрике Ли, введенную в [20, 21]. Пусть имеется алфавит E = {0, 1, . . . , q − 1} раз-
мера q. Пронумеруем элементы алфавита: E = Zq = {0, 1, . . . , q− 1}. Предположим,
что q можно представить в виде произведения q = q1q2 . . . qs, где все qi – произволь-
ные натуральные числа, упорядоченные произвольным образом. Это разложение на
множители мы используем для нумерации элементов алфавита E. Определим числа

Qj =
q

q1q2 . . . qj
, j = 1, . . . , s.

Сначала разобьем E на q1 подмножеств Ei размера Q1:

E = E0 ∪ . . . ∪ Eq1−1, Ei = {i+ j · q1 : j = 0, . . . , Q1 − 1}.

Затем сделаем то же самое для каждого множества Ei:

Ei = Ei,0 ∪ Ei,1 ∪ . . . ∪ Ei,q2−1,

где

Ei,j = {i+ j · q1 + k · q1q2 : k = 0, . . . , Q2 − 1},

и так далее. Эта процедура повторяется s шагов, в результате которых получаем
подмножества Ei1,...,is−1 размера Qs−1 = qs, такие что

E =

q1−1⋃
i1=0

. . .

qs−1−1⋃
is−1=0

Ei1,...,is−1 , (5)

где каждое множество Ei1,...,is−1 содержит qs элементов. Каждому элементу a из
алфавита E размера q с разложением q = q1q2 . . . qs приписывается номер, а именно
его вектор индексов L(a) = (i1, i2, . . . , is−1, is), если элемент a принадлежит подмно-
жеству Ei1,...,is−1 и имеет индекс is в множестве Ei1,...,is−1 , где элементы Ei1,...,is−1

упорядочены по возрастанию.
Таким образом, каждому элементу из E ставится в соответствие его номер, пред-

ставляющий собой целочисленный вектор L(a) = (i1, . . . , is) длины s, удовлетворяю-
щий следующему свойству: j-й индекс ij принадлежит множеству {0, 1, . . . , qj−1}.
Определим обратное отображение:

L−1(i1, i2, . . . , is) = a.

Легко видеть, что вектор L(a) является (q1, . . . , qs)-разложением числа a, а именно

L(a) = (i1, i2, . . . , is), a = L−1(i1, i2, . . . , is),

где

a =

s∑
j=1

ij · q1 . . . qj−1 и q0 = 1.
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Конструкция. Пусть задано множество E = {0, 1, . . . , q−1} размера q, где q пред-
ставимо в виде произведения s натуральных чисел q = q1q2 . . . qs. Предположим, что
имеется s кодов Aj (одной и той же длины), j = 1, . . . , j, где код Aj над алфавитом
Eqj = {0, 1, . . . , qj − 1} размера qj имеет параметры (n,Nj , dj)qj . Из каждого ко-
да Aj , j = 1, . . . , s, выберем по произвольному кодовому слову a(j) = (a

(j)
1 , . . . , a

(j)
n ).

Для каждого i, i = 1, . . . , n, построим вектор bi = (a
(1)
i , . . . , a

(s)
i ) из i-х координат

s векторов a(j), j = 1, . . . , s. Очевидно, что элемент j-й позиции этого вектора bi
принадлежит алфавиту размера qj , поскольку это как раз алфавит кода Aj . Отсю-
да следует, что любой такой вектор является вектором индексов L(a) некоторого
элемента ai из множества E, который имеет такой номер, т.е. L(ai) = (a

(1)
i , . . . , a

(s)
i ).

Зададим кодовое слово c = c(a(1), . . . ,a(s)) над E нового результирующего кода C,
заменяя каждый i-й вектор bi элементом ci = L−1(bi), индексный вектор которого
L(ci) совпадает с вектором bi, т.е. L(ci) = bi. Это означает, что на i-й позиции кодо-
вого слова c = (c1, . . . , cn) стоит элемент ci, т.е. что ci = L−1(bi). Когда все кодовые
слова a(j) пробегают все внешние коды Aj для всех j = 1, . . . , s, соответствующие
кодовые слова c = c(a(1), . . . ,a(s)) пробегают весь код C.
Т е о р ем а 1 [20, 21]. Пусть задано множество E = {0, 1, . . . , q − 1} размера q,

где q представимо в виде произведения s натуральных чисел q = q1q2 . . . qs. Пред-
положим, что имеются s внешних qj-ичных кодов Aj , j = 1, . . . , s, с параметрами
(n,Nj , dj)qj . Тогда описанная выше конструкция приводит к q-ичному коду C над
алфавитом E с параметрами

n, N =
s∏

j=1

Nj , dL = min{d1, q1d2, q1q2d3, . . . , q1q2 . . . qs−1ds}.

В следующем параграфе мы представим общую конструкцию кодов в метрике Ли
над алфавитом Zq, которые под действием отображения Грея становятся двоичными
(n, 2n, n/2)-кодами Адамара.

§ 3. Построение Zq-кодов Адамара

В работах [20,21] было замечено, что при существовании двоичного кода Адамара
длины n теорема 1 порождает q-ичный код Адамара той же длины n в метрике
Ли над алфавитом Z4, из которого под действием отображения Грея получается
двоичный код Адамара (в метрике Хэмминга) длины 2n. Объясним этот результат
как начальный шаг к пояснению более общей конструкции.
Пусть E = {0, 1, 2, 3}, т.е. q = 4 = 2 · 2, а значит, q1 = q2 = 2. Произвольному

элементу a из E поставим в соответствие вектор индексов L(a) = (i1, i2), являю-
щийся двоичным представлением числа a, т.е. a = i1 + 2 i2, где i1, i2 ∈ Z2. Пусть
n – некоторое натуральное число, такое что существует двоичный (n, 2n, n/2)-код
Адамара Hn, и пусть A1 – тривиальный (n, 2, n)-код, состоящий из пары дополни-
тельных векторов длины n. Пусть h = (h1, . . . , hn) – произвольное кодовое слово
кода Hn, а a = (a1, . . . , an) – одно из двух кодовых слов кода A1. Для такой пары
выбранных слов поставим в соответствие слово c = c(a,h) = (c1, c2, . . . , cn) нового
кода, где ci = L−1(ai, hi) – элемент из Z4. Таким образом мы получаем новый код C
над алфавитом Z4 с параметрами (n, 4n, dL = n)4, где dL – расстояние Ли, а значит,
отображение Грея порождает двоичный (2n, 4n, n)-код Адамара H2n [20, 21].

Т е о р ем а 2 [20,21]. Пусть Hn – двоичный (n, 2n, n/2)-код Адамара. Тогда кон-
струкция, приведенная в теореме 1, дает код C над алфавитом Z4 с параметрами
(n, 4n, dL = n)4, который под действием отображения Грея индуцирует двоичный
(2n, 4n, n)-код Адамара H2n.
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Новый код C над алфавитом Z4 сохраняет ряд свойств изначального кода Адама-
ра Hn. Необходимо отметить, что в работе [22] были классифицированы все линей-
ные Z2Z4-коды Адамара. Цель настоящей статьи – показать, какие коды могут быть
получены общей конструкцией, приведенной в теореме 1 для произвольного q > 4.
В частности, главной целью является изучение значений q, для которых существу-
ют Zq-коды Адамара. Однако поясним сначала, что подразумевается под Zq-кодом
Адамара, или, что эквивалентно, кодом Адамара над Zq.
Поскольку отображение Грея существует только для случая q = 4, нам придется

для случаев q > 4 использовать другие отображения множества E в двоичные век-
торы. Как мы уже упоминали ранее, одно из таких возможных отображений было
предложено Карле [3]. В частности, для q = 2s элементы алфавита E отобража-
ются в кодовые слова линейного [q/2, q, q/4]-кода Адамара Hq/2, и таким образом,
конструкцию можно рассматривать как каскадный код второго порядка с кодом
Адамара в качестве внутреннего кода [17]. В работе [6] Кротов слегка обобщил
отображение Грея –Карле, предложив использовать в качестве внутреннего кода
произвольный код Адамара. Мы модифицируем оба отображения, используя идеи
обобщенной каскадной конструкции [17, 19].
Пусть q – целое число, такое что существует двоичный код Адамара Hq/2. Пред-

положим, что элементы Zq пронумерованы в соответствии с разложением числа q,
а именно пусть q = q1 · q2, где q1 = q/2 и q2 = 2. Таким образом, произвольному
a ∈ Zq ставим в соответствие вектор индексов L(a) = (i1, i2), где i1 ∈ Zq/2 и i2 ∈ Z2,
причем

{0, 1} = Z2 ⊂ Zq/2 ⊂ Zq = {0, 1, . . . , q − 1}.

Предположим, что Hq/2 – двоичный (q/2, q, q/4)-код Адамара, кодовые слова кото-
рого hi, i = 0, 1, . . . , q − 1, пронумерованы таким образом, что для произвольного
i = 0, 1, . . . , q/2− 1 имеет место следующее равенство:

dH(hi,hi+q/2) = q/2. (6)

Для произвольного элемента a ∈ Zq с вектором индексов L(a) = (i1, i2) определим
следующее отображение Φ(a,Hq/2) (являющееся переформулировкой отображений
из [3, 6]) в множество кодовых слов кода Адамара Hq/2:

ha = Φ(a,Hq/2) = hi1+i2q/2 = hi1 + i2(1, 1, . . . , 1). (7)

Это отображение может быть естественным образом продолжено на векторы u =
= (u1, . . . , um) над Zq, отображающиеся в двоичные векторы длины qm/2:

c = Φ(u, Hq/2) = (hu1 , . . . ,hum), (8)

а также для множеств U векторов над алфавитом Zq:

Φ(U,Hq/2) = {Φ(u, Hq/2) : u ∈ U}. (9)

О пр е д е л е н и е 1. Будем называть Zq-код C длины m и мощности N = qm
Zq-кодом Адамара, если его образ C = Φ(C, Hq/2) является двоичным (qm/2, qm,
qm/4)-кодом Адамара Hqm/2.

Т е о р ем а 3. Пусть q и m – натуральные числа, такие что существуют мат-
рицы Адамара Hq/2 и Hm порядков q/2 и m. Тогда конструкция, заданная в теоре-
ме 1, дает Zq-код Адамара C длины m, такой что его образ C = Φ(C, Hq/2), задан-
ный отображениями (7)–(9), представляет собой двоичный (qm/2, qm, qm/4)-код
Адамара Hqm/2.
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Док а з а т е л ь с т в о. В качестве кода A1 = {a0,a1, . . . ,aq/2−1} возьмем триви-
альный (m, q/2,m)q/2-код U , состоящий из q/2 кодовых слов ai над алфавитом Zq/2.
В качестве кода A2 возьмем (m, 2m,m/2)-код Адамара Hm = {b0, b1, . . . , b2m−1}. По
построению, приведенному в теореме 1, получаем Zq-код C длины m и мощности qm
с минимальным расстоянием Ли

dL = min{m, 2 ·m/2} = m.

Мы утверждаем, что C является Zq-кодом Адамара. Чтобы убедиться в этом, возь-
мем произвольный двоичный (q/2, q, q/4)-код Адамара Hq/2 с кодовыми словами
{h0,h1, . . . ,hq−1}, пронумерованными так, что для произвольного i, i = 0, 1, . . . ,
q/2− 1, кодовые слова hi и hi+q/2 находятся на расстоянии Хэмминга q/2. Рассмот-
рим двоичный код C = Φ(C, Hq/2). Ясно, что длина кода C равна n = qm/2, а его
мощностьN = qm. Необходимо проверить, что минимальное расстояние (Хэмминга)
составляет qm/4. Рассмотрим два кодовых слова c1 = Φ(v1, Hq/2) и c2 = Φ(v2, Hq/2)
кода C. Предположим, что v1 получено из кодовых слов ai1 ∈ A1 и bj1 ∈ Hm, а v2 –
из кодовых слов ai2 ∈ A1 и bj2 ∈ Hm. В соответствии с конструкцией векторы
v1 = (v1,1, . . . , v1,m) и v2 = (v2,1, . . . , v2,m) представляются в виде

v1 = ai1 +
q

2
bj1 , v2 = ai2 +

q

2
bj2 , (10)

где покомпонентное сложение производится в кольце Zq и при этом мы полагаем,
что Zq/2 ⊂ Zq. Необходимо рассмотреть два случая: (i) ai1 = ai2 и (ii) ai1 
= ai1 .
Сначала предположим, что ai1 = ai2 . Из этого следует, что bj1 
= bj2 . Значит, эти

слова различаются в m/2 позициях, из чего, в свою очередь, следует, что слова v1

и v2 находятся на расстоянии dH(v1,v2) = m/2. Однако для каждой s-й позиции,
в которой они различны (т.е. когда v1,s 
= v2,s), в соответствии с (10) имеет место
равенство

dL(v1,s, v2,s) = |v1,s − v2,s| = q/2,

из чего опять вытекает, что под действием отображения Φ(C, Hq/2) согласно усло-
вию (6) каждая такая позиция увеличивает расстояние Хэмминга ровно на q/2 (а не
на q/4). Следовательно, общий вклад в расстояние Хэмминга будет m/2 ·q/2, из чего
следует, что в этом случае dH(c1, c2) = qm/4.
Теперь предположим, что ai1 
= ai2 . Из этого следует, что dH(ai1 ,ai2) = m. По-

скольку для любой пары кодовых слов bi, bj ∈ Hq/2 выполнено условие dH(bi, bj) �
� q/4, из этого также следует, что dH(c1, c2) = qm/4. Таким образом, получаем,
что результирующий код C = Φ(C, Hq/2) имеет минимальное расстояние Хэмминга
dH(C) = qm/4, откуда (учитывая его длину mq/2 и мощность mq) заключаем, что
результирующий код C – это двоичный код Адамара Hqm/2. �
Опр е д е л е н и е 2. Для заданных натуральных чисел q � 2 и m � 4, двоичного

вектора a = (a1, . . . , am) и вектора v = (v1, . . . , vm) длины m над алфавитом Zq/2

обозначим через Ψ(v,a) следующее отображение этой пары векторов в вектор u
длины m над алфавитом Zq:

u = Ψ(v,a) =
(
v1 + a1

q

2
, v2 + a2

q

2
, . . . , vm + am

q

2

)
,

где покомпонентное сложение производится в кольце Zq и мы предполагаем, что
Zq/2 ⊂ Zq. Пусть теперь v пробегает некоторое множество V , а a – некоторое мно-
жество A, тогда определим соответствующее множество результирующих векторов
над алфавитом Zq:

C = Ψ(V,A) = {Ψ(v,a) : v ∈ V, a ∈ A}. (11)
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Теперь опишем обобщенную конструкцию Zq-кодов Адамара. Рассмотрим мно-
жество

SH(q/2) = {Hq/2(i) : i = 1, . . . , sq/2},

состоящее из sq/2 различных двоичных (q/2, q, q/4)-кодов Адамара Hq/2(i). Предпо-
ложим, что кодовые слова каждого из кодов Hq/2(i) пронумерованы:

Hq/2(i) =
{
h
(i)
0 ,h

(i)
1 , . . . ,h

(i)
q−1

}
,

причем таким образом, что для произвольного i и произвольного j = 0, 1, . . . , q/2−1

кодовые слова h
(i)
j и h

(i)
j+q/2 находятся на расстоянии q/2 друг от друга, т.е. выпол-

нено условие (6). Обобщим отображение, заданное формулой (8).

О п р е д е л е н и е 3. Пусть SH(q/2) – множество, состоящее из sq/2 различных
кодов Адамара

Hq/2(i) =
{
h
(i)
0 ,h

(i)
1 , . . . ,h

(i)
q−1

}
, i = 1, . . . , sq/2,

с нумерацией кодовых слов, удовлетворяющих условию (6). Пусть f = (f1, . . . , fm) –
произвольный вектор длины m над алфавитом {1, 2, . . . , sq/2}, а u = (u1, . . . , um) –
произвольный вектор длины m над алфавитом Zq. Определим следующее отобра-
жение Φ(u,f , SH(q/2)) из векторов f и u в двоичный вектор c длины n = qm/2:

c = Φ(u,f , SH(q/2)) =
(
h(f1)
u1

,h(f2)
u2

, . . . ,h(fm)
um

)
. (12)

Соответственно, обозначим через Φ(U,f , SH(q/2)) отображение из множества U та-
ких векторов u длины m над алфавитом Zq в множество C двоичных векторов c:

C = Φ(U,f , SH(q/2)) = {c = Φ(u,f , SH(q/2)) : u ∈ U}. (13)

Следующее утверждение является обобщением теоремы 3.

Т е о р ем а 4. Пусть q � 4 и m � 2 – произвольные натуральные числа, для ко-
торых существуют матрицы Адамара порядков q/2 и m. Пусть SH(q/2) – множе-
ство, состоящее из sq/2 различных кодов Адамара Hq/2(i), i = 1, . . . , sq/2. Тогда для
произвольного (m, 2m,m/2)-кода Адамара Hm, тривиального (m, q/2,m)q/2-кода V
и произвольного вектора f = (f1, . . . , fm) длины m над алфавитом {1, 2, . . . , sq/2}
результирующий двоичный код

C = Φ(C,f , SH(q/2)), где C = Ψ(V,Hm), (14)

является двоичным (qm/2, qm, qm/4)-кодом Адамара Hqm/2.

Док а з а т е л ь с т в о. В соответствии с определением отображения Φ кодовые
слова c = Φ(u,f , SH(q/2)) кода C имеет следующую блоковую структуру: c =
= (c1, c2, . . . , cm), где ci – подвектор длины q/2, являющийся некоторым кодовым
словом h

(fi)
j кода Адамара Hq/2(fi), где fi – элемент, стоящей на i-й позиции век-

тора f . Таким образом, произвольное кодовое слово c кода C имеет в качестве i-го
блока некоторое слово кода Hq/2(fi). Поскольку все коды Hq/2(i) имеют одинаковое
минимальное расстояние, а нумерация их кодовых слов удовлетворяет условию (6),
то вклад в расстояние (Хэмминга) между различными кодовыми словами c и c′ не
зависит от индекса fi. Таким образом, утверждение теоремы вытекает из предыду-
щей теоремы 3. �
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§ 4. Примеры построения кодов Адамара
Для заданного множества SH(n) = {Hn(i) : i = 1, . . . , sn} двоичных (n, 2n, n/2)-

кодов Адамара обозначим через rn(i) двоичный ранг кода Hn(i), а через kn(i) –
размерность ядра кода Hn(i). Представляет интерес следующий вопрос: знаем ли
мы ранг и размерность ядра кодов Адамара, построенных конструкцией, введенной
в теореме 4? Ясно, что для того чтобы ранг был как можно больше, необходимо
выбрать коды Vi с попарно различными столбцами, а в качестве векторов fi – векто-
ры с различными компонентами. Для того чтобы размерность ядра была большой,
необходимо уменьшить число различных столбцов в кодах Vi и число различных
компонент в векторах fi. Примеры, приведенные в данном параграфе для случаев
n = 16, 32, 48, 64, демонстрируют сложность данного вопроса.
П рим е р 1. Пусть q = 8 и m = 4. Пусть множество

SH(4) = {H4(1), H4(2), H4(3)}

состоит, например, из трех (т.е. s4 = 3) различных кодов Адамара длины 4, где
каждый код H4(i) задается множеством слов, образующих матрицу Адамара поряд-
ка 4, в объединении с множеством их дополнительных слов, которое обозначается
через H̄:

H4(1) = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)}∪ H̄,

H4(2) = {(0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)}∪ H̄,

H4(3) = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)}∪ H̄.

Пусть Vi – следующие тривиальные (4, 4, 4)4-коды над алфавитом Z4, i = 0, . . . , 4:

V0 = {(k, k, k, k) : k ∈ {0, 1, 2, 3}},
V1 = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 2), (3, 2, 2, 1), (2, 3, 3, 3)},
V2 = {(0, 0, 0, 0), (1, 3, 2, 1), (3, 2, 1, 2), (2, 1, 3, 3)},
V3 = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (3, 2, 2, 3), (2, 3, 3, 2)},
V4 = {(0, 0, 0, 0), (1, 2, 2, 3), (2, 3, 1, 2), (3, 1, 3, 1)}.

В качестве вектора f можно взять один из 34 = 81 векторов длины 4 над алфавитом
{1, 2, 3}. В качестве кода Адамара H4 длины m = 4 выберем, например, H4 = H4(2).
Тогда можно построить Z8-код Адамара C длины 4 с |H4| · |Vi| = 8 · 4 = 32 ко-
довыми словами, полагая C = Ψ(Vi, H4), что дает (16, 32, 8)-коды Адамара C =
= Φ(C,f , SH(4)). С помощью системы компьютерной алгебры Magma [23] мы про-
верили, что все такие коды Адамара длины 16 являются либо линейными (с рангом
и размерностью ядра, равными 5), либо нелинейными с рангом 6 и размерностью
ядра 3. Кроме того, для длины 16 известно, что с точностью до эквивалентности
существует ровно один код для каждого такого параметра. Следовательно, возмож-
ными значениями для параметров (r, k) являются {(5, 5), (6, 3)}, и не существует
кодов с размерностью ядра 2 или 1. Другими словами, мы можем получить коды
Адамара для всех возможных пар значений (r, k), таких что k � 3. Интересный
факт был получен из результатов компьютерных вычислений. Было замечено, что
для любого кода Vi, i = 0, . . . , 4, получающийся (16, 32, 8)-код Адамара является ли-
нейным, если и только если используемый вектор f = (f1, f2, f3, f4) удовлетворяет
следующему условию:

f1 + f2 + f3 + f4 ≡ 0 (mod 2),

и соответственно является нелинейным в противном случае. Более того, если теперь
вместо H4 = H4(2) выбрать другую матрицу – H4 = H4(1) либо H4 = H4(3), то
результат не меняется.
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Таблица 5
Число неэквивалентных (32, 64, 16)-кодов C = Φ(C,f , SH(8))
относительно общего числа

k
r

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
6 1/3
4 1/38
3 1/40 1/23 5/120 3/32

Прим е р 2. Пусть q = 16 и m = 4. В качестве кода Адамара H4 длины 4 возь-
мем код из примера 1. Пусть V – следующий тривиальный (4, 8, 4)8-код над алфа-
витом Z8:

V = {(0, 0, 0, 0), (1, 2, 3, 4), (2, 3, 4, 5), (3, 4, 5, 6), (4, 5, 6, 7), (5, 6, 7, 1), (6, 7, 1, 2),
(7, 1, 2, 3)}.

На основе этих кодов с помощью нашей конструкции можно построить Z16-код Ада-
мара C = Ψ(V,H4) длины 4 и мощности |H4| · |V | = 8 · 8 = 64. В качестве различных
кодов Адамара длины 8 выберем следующие четыре кода Адамара

SH(8) = {H8(1), H8(2), H8(3), H8(4)}

(т.е. s8 = 4), которые мы задаем половиной кодовых слов (так как вторая, обозна-
ченная через H̄ , однозначно определяется первой):

H8(1) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1)
(0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1)
(0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1)
(0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0)
(0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0)
(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪ H̄,

H8(2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0)
(1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0)
(1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪

⎧⎪⎨⎪⎩
(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1)
(1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0)
(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1)
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪ H̄,

H8(3) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0)
(0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1)
(1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)
(1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0)
(0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0)
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪ H̄,

H8(4) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1)
(0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1)
(1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)
(0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1)
(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1)
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1)

⎫⎪⎬⎪⎭ ∪ H̄.

Используя все возможные векторы f длины 4 над алфавитом {1, 2, 3, 4}, получаем
256 различных (32, 64, 16)-кодов Адамара C = Φ(C,f , SH(8)). Все эти коды имеют
тип 0. Можно получить коды Адамара для всех возможных значений параметров
(r, k) при условии, что k � 3, т.е. всех пар параметров с символом ∗ в табл. 2.
С помощью системы компьютерной алгебры Magma [23] мы получили коды Ада-
мара длины 32, параметры (r, k) которых приведены в табл. 5. В таблице указано
число неэквивалентных кодов Адамара относительно общего числа различных ко-
дов для всех возможных пар (r, k). Кроме того, табл. 6 показывает значения f для
соответствующих неэквивалентных кодов.
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Таблица 6
Значения векторов f для неэквивалентных (32, 64, 16)-кодов
C = Φ(C, f , SH(8))

r k f

6 6 (2, 2, 2, 2)
7 4 (4, 2, 2, 2)
7 3 (3, 2, 2, 2)
8 3 (3, 2, 2, 1)
9 3 (1, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1), (1, 3, 1, 1), (2, 2, 2, 1), (4, 3, 2, 1)
10 3 (2, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 1), (3, 2, 1, 1)

Прим е р 3. Пусть q = 8 и m = 8. Пусть H8 – код Адамара H8(1), заданный
в примере 2, а SH(4) – множество из трех кодов, заданных в примере 1. Рассматривая
тривиальный код

V = {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 3, 3, 2, 1, 3, 1, 2), (3, 1, 2, 1, 3, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 3)},

можно построить 38 = 6561 различных (32, 64, 16)-кодов Адамара: один линейный
(при выборе f = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)) и два неэквивалентных (например, когда f =
= (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2) и f = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2)) кода типа 0 ранга 7 с ядром размер-
ности 4. Таким образом, мы строим коды для всех возможных пар (r, k), таких что
k � 4. Кроме того, мы получаем коды, не эквивалентные кодам из примера 2.

П рим е р 4. Пусть q = 32 и m = 4. Пусть H4 будет тем же кодом Адамара,
что и в примере 1, а Vi, i ∈ {1, 2}, – следующие тривиальные (4, 16, 4)16-коды над
алфавитом Z16:

V1 = {(k, k, k, k) : k ∈ {0, . . . , 15}}

и

V2 = {(k, k, k, k) : k ∈ {0, . . . , 7, 10, . . .15}} ∪ {(8, 9, 8, 9), (9, 8, 9, 8)}.

С этими исходными кодами мы можем построить Z32-коды C длины 4 мощности
|H4| · |Vi| = 8 · 16 = 128, полагая C = Ψ(Vi, H4), i ∈ {1, 2}. Пусть

SH(16) = {H16(1), H16(2), H16(3), H16(4), H16(5)}

– множество из пяти попарно неэквивалентных кода Адамара длины 16, приве-
денных в [23], которые были описаны в 1933 г. в работе [24] (см. также [25, 26]).
Рассматривая различные векторы f длины 4 над алфавитом {1, 2, 3, 4, 5}, получаем
625 различных (64, 128, 32)-кодов Адамара C = Φ(C,f , SH(16)). В табл. 7 для дан-
ных тривиальных кодов V1 и V2 приводится число неэквивалентных кодов Адамара
в зависимости от ранга и размерности ядра. Заметим, что можно получить коды
Адамара для всех возможных пар (r, k), таких что k � 3, за исключением случаев
(11, 4), (8, 3), и (18, 3) (т.е. для пар (r, k), обозначенных символом ∗ в табл. 3). Выби-
рая максимальное значение для каждой пары (r, k), мы получаем по крайней мере
137 неэквивалентных кодов. И наконец, в табл. 8 приведены значения векторов f ,
для которых мы можем построить коды Адамара для каждой из возможных пар
параметров (r, k), используя коды V1 и V2.

П р им е р 5. Пусть q = 8 и m = 12. Пусть SH(4) – такое же множество, как
в примере 1, с s4 = 3 различными кодами Адамара длины 4. Пусть V0 – тривиальный
(12, 4, 12)4-код над алфавитом Z4:

V0 = {(k, k, k, k, k, k, k, k, k, k, k, k) : k ∈ {0, 1, 2, 3}}.
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Таблица 7
Неэквивалентные (64, 128, 32)-коды C = Φ(C,f , SH(16)) с использованием кодов V1 и V2

k
r

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 . . . 32
7 1-0
5 1-0
4 0-1 1-0 1-0 0-0
3 0-0 0-1 4-1 0-6 6-2 6-13 9-12 12-6 6-29 23-49 0-0

Таблица 8
Значения векторов f для некоторых неэквивалентных (64, 128, 32)-кодов
C = Φ(C,f , SH(16)) с использованием кодов V1 и V2

r k f c использ. V1 f c использ. V2 r k f c использ. V1 f c использ. V2

7 7 (1, 1, 1, 1) 11 4
8 5 (4, 4, 4, 4) 11 3 (2, 1, 1, 1)
8 4 (1, 1, 1, 1) 12 3 (4, 1, 1, 1) (4, 1, 4, 1)
8 3 13 3 (5, 1, 1, 1) (4, 1, 1, 1)
9 4 (5, 5, 5, 5) 14 3 (3, 1, 1, 1) (5, 2, 1, 1)
9 3 (4, 4, 4, 4) 15 3 (4, 2, 1, 1) (3, 1, 1, 1)
10 4 (3, 3, 3, 3) 16 3 (4, 3, 1, 1) (4, 2, 1, 1)
10 3 (2, 1, 1, 1) (5, 5, 5, 5) 17 3 (3, 2, 1, 1) (3, 2, 1, 1)

В качестве кода Адамара H12 длины m = 12 выбираем следующий код:

H12 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
(0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1)
(0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1)
(0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0)
(0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0)
(0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1)
(0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0)
(0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0)
(0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1)
(0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0)
(0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∪ H̄,

который получен из строк двоичной матрицы Адамара порядка 12 и ее дополне-
ния, обозначенного через H̄ . Теперь можно построить Z8-коды Адамара C длины 12
мощности |H12| · |V0| = 24 · 4 = 96, полагая C = Ψ(V0, H12). Рассматривая различные
векторы f длины 12 над алфавитом {1, 2, 3}, мы получаем 312 = 531441 различных
(48, 96, 24)-кодов C = Φ(C,f , SH(4)).
В табл. 9 приведено число таких кодов в зависимости от ранга и размерности

ядра, а также все различные векторы f , для которых получаются неэквивалент-
ные коды с этими параметрами. Заметим, что мы можем построить коды Адамара
только для параметров (13, 3), (13, 1) и (14, 1), т.е. для пар, обозначенных симво-
лом ∗ в табл. 4. Такие же результаты получаются при других выборах тривиальных
(12, 4, 12)4-кодов Vi над алфавитом Z4.
П р им е р 6. Пусть q = 24 и m = 4. Пусть H4 – код Адамара H4(1) из примера 1,

а V – следующий тривиальный (4, 12, 4)12-код над алфавитом Z12:

V = {(0, 0, 0, 0), (1, 2, 3, 4), (2, 3, 4, 5), (3, 4, 5, 6), (4, 5, 6, 7), (5, 6, 7, 8),
(6, 7, 8, 9), (7, 8, 9, 10), (8, 9, 10, 11), (9, 10, 11, 1), (10, 11, 1, 2), (11, 1, 2, 3)}.
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Таблица 9
Векторы f для неэквивалентных (48, 96, 24)-кодов
C = Φ(C,f , SH(4))

r k f Число кодов
13 3 (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 4097
13 1 (2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 261624

(2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
(2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
(2, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1)

14 1 (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 265720
(2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
(2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

Для этих значений q и m можно построить Z24-коды C длины 4 мощности |H4| · |V | =
= 8 · 12 = 96, полагая C = Ψ(V,H4). Пусть

SH(12) = {H12, π1(H12), . . . , π4(H12)}

– множество из пяти различных кодов Адамара длины 12, полученных из кода H12,
приведенного в примере 5, и следующих четырех случайных перестановок множе-
ства {0, 1, . . . , 11}:

π1 = (2, 9, 8, 4, 3),

π2 = (2, 11, 8, 10, 9, 7, 6, 5, 4, 3),

π3 = (1, 3)(5, 6)(9, 11, 10),

π4 = (1, 2, 3, 4)(5, 10, 9, 8, 7, 6).

Выбирая различные векторы f длины 4 над алфавитом {1, 2, 3, 4, 5}, получаем 54 =
= 625 различных (48, 96, 24)-кодов Адамара C = Φ(C,f , SH(12)). Все такие коды
имеют ранг 13 и размерность ядра 3. Кроме того, все эти (48, 96, 24)-коды Адамара
попарно не эквивалентны.

§ 5. Случай m = 2

В предыдущих примерах в случаях, когда m равно степени двойки, мы всегда
получали коды с размерностью ядра k � log2 m + 1. В данном параграфе мы рас-
смотрим случай m = 2 и покажем, что для этого случая можно получить коды
с меньшим ядром, вплоть до размерности 2. Заметим, что коды с размерностью
ядра 1 получить невозможно. Кроме того, мы покажем, что если исходные коды
Адамара из множества SH(q/2) не эквивалентны, то и результирующие коды Ада-
мара не эквивалентны.
Прим е р 7. Пусть q = 16 и m = 2. Пусть H2 = {(0 0), (0 1), (1 0), (1 1)}, и пусть

V1 = {(0 0), (1 2), (2 3), . . . , (6 7), (7 1)} – тривиальный код над алфавитом Z8. Пусть
SH(8) – множество из трех (эквивалентных) кодов Адамара длины 8. При этих
параметрах исходных кодов можно построить Z16-коды Адамара C длины 2, что дает
результирующие (16, 32, 8)-коды Адамара вида C = Φ(C,f , SH(8)) со следующими
параметрами (r, k):

(r, k) ∈ {(5, 5), (6, 3), (7, 2), (8, 2)},

т.е. все возможные неэквивалентные коды с ядрами размерности k � 2. Заметим, что
в примере 1 мы получаем все неэквивалентные (16, 32, 8)-коды Адамара с ядрами
размерности k � 3.
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Напомним несколько простых свойств ядра (см. (2)) двоичного кода H . Если
код H содержит нулевое слово и x ∈ ker(H), то очевидно, что

ker(H + x) = ker(H) и ker(π(H)) = π(ker(H)), (15)

где π – некоторая перестановка координат. Напомним, что два двоичных кода H
и H ′ длины n эквивалентны, если существуют некоторая перестановка координат π
и кодовое слово h ∈ H ′, такие что

π(H) = H ′ + h. (16)

Определим стабилизатор ядра как

PAut(H) = {π : π(H) = H}.

Тогда справедлива следующая
Л емма 1. Предположим, что два двоичных кода H и H ′, содержащие нуле-

вой вектор, эквивалентны, т.е. выполняется равенство (16) для некоторых π
и h ∈ H ′. Если в дополнении к этому имеет место условие ker(H) = ker(H ′),
то тогда π ∈ PAut(ker(H)).
Док а з а т е л ь с т в о. Действительно, рассматривая ядра обеих сторон равенст-

ва (16) и принимая во внимание первое равенство в (15), получаем, что

ker(π(H)) = ker(H ′ + h) = ker(H ′).

Из второго равенства в (15) получаем, что π(ker(H)) = ker(H ′). По предположению
ker(H) = ker(H ′), откуда и вытекает утверждение леммы. �
Рассмотрим теперь для случая m = 2 конструкцию, описанную в теореме 4. Три-

виальный (2, q/2, 2)q/2-код V можно задать перестановкой τ на множестве {0, 1, . . . ,
q/2− 1} с помощью выражения

V = {(i, τ(i)) : i = 0, 1, . . . , q/2− 1}.

При этом рассматриваются только те перестановки, для которых τ(0) = 0. Пред-
положим, что H1 и H ′

1 – две двоичные матрицы Адамара с нулевым вектором и
нулевым столбцом, такие что H1 ∪ H̄1 и H ′

1 ∪ H̄ ′
1 являются (q/2, q, q/4)-кодами Ада-

мара. Пусть P = P (τ) – перестановочная матрица, индуцированная перестановкой τ .
Тогда результирующий код Адамара C = C(H1, H

′
1, τ) длины q представляется в сле-

дующем виде:

C =

⎡⎢⎣
H1 PH ′

1

H1 PH̄ ′
1

H̄1 PH ′
1

H̄1 PH̄ ′
1

⎤⎥⎦ . (17)

Из построения кода следует, что ker(C) содержит вектор из всех единиц (1, . . . , 1),
а также вектор (0, . . . , 0, 1, . . . , 1) веса q/2. Предположим, что ker(C) содержит эти
два вектора, т.е. размерность ядра не меньше двух. Для двух пар матриц {H1, H

′
1} и

{H2, H
′
2} скажем, что они эквивалентны, и обозначим это через {H1, H

′
1} ≈ {H2, H

′
2},

если имеет место одно из следующих двух условий:
(i) матрица H1 эквивалентна H2, а матрица H ′

1 эквивалентна H ′
2, либо

(ii) H ′
1 эквивалентна H2, а H1 эквивалентна H ′

2.
Л емма 2. Предположим, что коды C1 = C1(H1, H

′
1, τ1) и C2 = C1(H2, H

′
2, τ2)

построены конструкцией, заданной в теореме 4, и имеют вид (17). Предположим,
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что ker(C1) = ker(C2) и эти ядра имеют размерность 2. Тогда, если две пары мат-
риц {H1, H

′
1} и {H2, H

′
2} не эквивалентны, то соответствующие результирующие

коды C1 и C2 (с размерностью ядра 2) также не эквивалентны.
Док а з а т е л ь с т в о. Поскольку размерность ker(C1) равна 2, то очевидно, что

ker(C1) = ker(C2) = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)},

где 0 = (0, . . . , 0), и 1 = (1, . . . , 1) – векторы длины q/2. Предположим, что коды C1

и C2 эквивалентны, тогда существуют перестановка π и кодовое слово c ∈ C2, такие
что π(C1) = C2+c. Без ограничения общности можно предположить, что c = (c2, c

′
2),

где c2 ∈ H2 и c′2 ∈ H ′
2 (в противном случае можно добавить соответствующий вектор

из ker(C2)). По лемме 1

π ∈ PAut({(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}),

откуда следует, что π = ξ ∗ (π1 × π2), где перестановки π1, π2 переставляют q/2 ко-
ординатных позиций исходных кодов, а ξ меняет местами первые q/2 координатных
позиций со вторыми. Таким образом, имеем

π(C1) =

⎡⎢⎣
π1(H1) π2(P1H

′
1)

π1(H1) π2(P1H̄ ′
1)

π1(H̄1) π2(P1H
′
1)

π1(H̄1) π2(P1H̄ ′
1)

⎤⎥⎦ или π(C1) =

⎡⎢⎣
π2(P1H

′
1) π1(H1)

π2(P1H̄ ′
1) π1(H1)

π2(P1H
′
1) π1(H̄1)

π2(P1H̄ ′
1) π1(H̄1)

⎤⎥⎦ (18)

и

C2 + (c2, c
′
2) =

⎡⎢⎢⎣
H2 + c2 P2H

′
2 + c′2

H2 + c2 P2H̄ ′
2 + c′2

H̄2 + c2 P2H
′
2 + c′2

H̄2 + c2 P2H̄ ′
2 + c′2

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
H2 + c2 P2(H

′
2 + c′2)

H2 + c2 P2(H ′
2 + c′2)

H2 + c2 P2(H
′
2 + c′2)

H2 + c2 P2(H ′
2 + c′2)

⎤⎥⎥⎦ . (19)

Сравнивая матрицы (18) с (19), заключаем, что либо матрица H1 эквивалентна H2,
а H ′

1 эквивалентна H ′
2, либо H ′

1 эквивалентна H2, а H1 эквивалентна H ′
2. �

Прим е р 8. Пусть q = 48 и m = 2. Определим две перестановки

τ1 = (1, 2, 3, . . . , 23),

τ2 = (1, 5)(2, 10)(3, 15) . . . (19, 23),

действующие на множестве {0, 1, . . . , 23}, где τ2(i) = 5i (mod 24) для i = 0, 1, . . . , 23.
Пусть H2 – код Адамара, рассмотренный в примере 7, а V1 = V (τ1) и V2 = V (τ2) –
(2, 24, 2)24-коды над алфавитом Z24, где

Vi = V (τi) = {(0, 0), (1, τi(1)), . . . , (23, τi(23))}

для i = 1, 2. Пусть SH(24) – множество из всех 60 попарно неэквивалентных кодов
Адамара длины 24, указанных в работе [27] (см. также [28]). По лемме 2 получа-
ем 602 = 3600 попарно неэквивалентных матриц Адамара. Число таких матриц
в зависимости от значений ранга и размерности ядра указано в табл. 10. Выбирая
максимальные значения для каждого из рангов, получаем не менее 3932 неэкви-
валентных кодов. Все полученные матрицы имеют тип 0 и размерность ядра 2.
Учитывая теперь результаты, приведенные в примерах 5, 6 и 8, получаем не менее
7 + 625 + 3931 = 4563 неэквивалентных кодов Адамара длины 48.

П р им е р 9. Пусть q = 32 и m = 2. Пусть H2 – код из примера 7, а V – код,
соответствующий перестановке τ = (1, 2, . . . , 15). Пусть SH(16) – множество из пяти
неэквивалентных кодов Адамара длины 16. По лемме 2 получаем 52 = 25 неэкви-
валентных матриц Адамара порядка 32. Если добавить к множеству SH(16) еще

29



Таблица 10
Неэквивалентные (48, 96, 24)-коды Адамара C = Φ(C, f , SH(24)),
полученные с помощью кодов V1 и V2

Число Число
r k неэквивалентных кодов неэквивалентных кодов

с использованием V1 с использованием V2

13 2 1 1 (k = 3)
14 2 0 2
15 2 1 7
16 2 2 14
17 2 7 49
18 2 16 68
19 2 72 245
20 2 208 246
21 2 687 693
22 2 1043 964
23 2 1232 1005
24 2 331 306

Таблица 11
Неэквивалентные (32, 64, 16)-коды Адамара C = Φ(C,f , SH(16))
с размерностью ядра 2

k
r

9 10 11 12 13 14 15 16
2 1 3 7 14 19 23 10 3

четыре нелинейных кода Адамара, к которым применена случайная перестановка
π = (2, 9, 8, 4, 3)(12, 14)(13, 15), то получим 80 неэквивалентных матриц Адамара.
В табл. 11 показано число таких неэквивалентных матриц Адамара с заданными
рангом и размерностью ядра. Таким образом получаем коды с параметрами (r, k),
помеченными в табл. 2 символом �. Поскольку все они имеют размерность ядра 2,
они не эквивалентны кодам, рассмотренным в примерах 2 и 3.

§ 6. Связь с модифицированной конструкцией Сильвестра матриц Адамара
Цель данного параграфа – показать связь нашей конструкции с известной в на-

стоящее время модифицированной конструкцией Сильвестра [1], а затем обобщить
эту модифицированную конструкцию. Существует очевидное сходство нашей кон-
струкции и кронекеровского произведения (в частности, обе они имеют блочный
тип), которое (для построения матриц Адамара) также называется конструкцией
Сильвестра, известной уже с 1867 г. Следующее утверждение устанавливает связь
нашей конструкции, введенной в теореме 3, с классической конструкцией Сильве-
стра. Сначала напомним, что под конструкцией Сильвестра для матриц Адамара
из исходных матриц Адамара Hn = [hi,j ] и Hm мы подразумеваем матрицу вида
Hmn = Hn ⊗ Hm, полученную заменой каждого элемента hi,j на матрицу hi,jHm

(очевидно, что в этом случае hi,j ∈ {±1}).
П р е д л оже н и е 1. Предположим, что выполнены условия теоремы 3. Если

код A1 состоит из тривиальных векторов вида (i, . . . , i), где i ∈ {0, 1, . . . , q/2− 1},
то получаемая матрица Hqm/2 совпадает с классической конструкцией Сильвест-
ра при использовании матриц Hq/2 и Hm.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим i-ю строку матрицы Адамара Hq/2 через r(i),
а через H(i)(A1) – подматрицу, образованную q/2 строками результирующей матри-

30



цы Адамара порядка qm/2, полученную нашей конструкцией, когда мы выбираем
все N1 кодовых слов кода A1 при фиксированном кодовом слове кода A2, а именно
i-й строки r(i) кода Hq/2. Поскольку r(i) = (hi,1, hi,2, . . . , hi,q/2), то соответствующая
подматрица H(i)(A1) имеет следующий вид:

H(i)(A1) = r(i) ⊗Hm =
[
hi,1Hm hi,2Hm . . . hi,q/2Hm

]
(действительно, используемый нами код A1 не меняет порядок строк матрицы Hm).
Выпишем подматрицы H(i)(A1) друг под другом для всех значений i = 1, 2, 3, 4:

H =

⎡⎢⎢⎢⎣
H(1)(A1)
H(2)(A1)

...
H(q/2)(A1)

⎤⎥⎥⎥⎦ .

В результате мы в точности получаем матрицу Адамара H порядка mq/2, получен-
ную, как легко заметить, классической конструкцией Сильвестра из матриц Hq/2

и Hm. �
В работе [1] предложен модифицированный метод Сильвестра построения мат-

риц Адамара. Приведем этот результат. Положим для краткости, что под суммой
a+B элемента a ∈ {0, 1} и двоичной матрицы B = [bi,j ] понимается двоичная мат-
рица a+B = [bi,j + a].

Т е о р ем а 5 [1]. Пусть заданы m матриц Адамара B1, B2, . . . , Bm порядка k
(не обязательно попарно различных ) и матрица Адамара C = [ci,j ] порядка m, где
все матрицы определены над {0, 1}. Тогда матрица

H =

⎡⎢⎣ c1,1 +B1 c1,2 +B2 . . . c1,m +Bm

c2,1 +B1 c2,2 +B2 . . . c2,m +Bm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm,1 +B1 cm,2 +B2 . . . cm,m +Bm

⎤⎥⎦
является матрицей Адамара порядка mk.

Следующий иллюстративный пример нашей конструкции показывает, что кон-
струкция теоремы 4 является модифицированной конструкцией Сильвестра, и для
случая sq/2 � m совпадает с конструкцией, предложенной в работе [1], представлен-
ной в теореме 5.

П рим е р 10. Пример конструкции для случая n = 16, где q/2 = m = 4. Пусть
SH(4) = {H4(i) : i = 1, . . . , 4}, где

H4(1) = {(0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0)},
H4(2) = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1)},
H4(3) = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1)},
H4(4) = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0)}.

Выберем f = (1, 2, 3, 4), матрицу Адамара H4 и тривиальный (4, 4, 4)4-код V над
алфавитом Z4:

H4 = {(0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)},
V = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 3, 3), (3, 2, 2, 2), (2, 3, 1, 1)}.
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Сначала построим (4, 16, 4)8-код C = Ψ(V,H4) над алфавитом Z8:

C =

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 0, 0, 0), (1, 1, 3, 3), (3, 2, 2, 2), (2, 3, 1, 1),
(0, 0, 4, 4), (1, 1, 7, 7), (3, 2, 6, 6), (2, 3, 5, 5),
(0, 4, 4, 0), (1, 5, 7, 3), (3, 6, 6, 2), (2, 7, 5, 1),
(0, 4, 0, 4), (1, 5, 3, 7), (3, 6, 2, 6), (2, 7, 1, 5)

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Далее получаем следующую результирующую матрицу H = Φ(C, SH(4)):

0 0 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1

0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
0 0 1 1

0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 0 0

0 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0

0 0 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1

0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
0 0 1 1

1 1 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
0 0 1 1

1 1 1 1
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1

0 0 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1

1 1 1 1
0 1 1 0
0 1 0 1
1 1 0 0

1 1 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
0 0 1 1

0 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0

0 0 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1

1 1 1 1
0 1 1 0
0 1 0 1
1 1 0 0

0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 0 0

1 1 1 1
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1

Легко видеть, что эта матрица может быть построена модифицированной кон-
струкцией Сильвестра при выборе в теореме 5 матриц Bi = H4(i), i = 1, 2, 3, 4,
и матрицы C = H4.

§ 7. Обобщение модифицированной конструкции Сильвестра матриц Адамара

Теперь наша цель – обобщить модифицированную конструкцию Сильвестра,
предложенную в [1] и сформулированную выше в теореме 5. Конструкцию, при-
веденную в теоремах 4 и 5, можно обобщить, вовлекая в такую конструкцию боль-
шее число исходных матриц Адамара. Идея такого усиления основана на том, что в
обобщенной каскадной конструкции для каждого кодового слова a(i) кода Ai мощ-
ности Ni, i = 1, . . . , s, можно выбирать кодовые слова b из Ni различных кодов
Ai+1(a

(i)), соответствующему кодовому слову a(i), т.е. каждому слову соответству-
ет свой код (см., например, [19] для кодов в метрике Хэмминга). Для случая s = 2
и метрики Ли получаем следующее утверждение (где для удобства обозначений по-
лагаем Ai = Hq(i), Bj = Hm(j) и k = q/2):

Т е о р ем а 6. Пусть заданы два натуральных числа k и m, такие что суще-
ствуют матрицы Адамара порядка k и m. Пусть заданы два множества (не обя-
зательно различных ) матриц Адамара Ai, i = 1, . . . ,m, и Bj , j = 1, . . . , k, порядков
k и m соответственно. Тогда для произвольного тривиального (m, k,m)k-кода V
и произвольного вектора f = (f1, . . . , fm) длины m над алфавитом {1, 2, . . . ,m}
матрица C, где

C = Φ(C,f , A1, . . . , Am), C = Ψ(V,B1, . . . , Bk), (20)

является матрицей Адамара Hkm порядка km.
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Эту теорему мы не будем доказывать, учитывая, что аналогичный результат для
метрики Хэмминга известен [19], а докажем соответствующий результат, сформули-
рованный в терминах модифицированной конструкции Сильвестра. т.е. в терминах
теоремы 5 из работы [1].
Для произвольного двоичного вектора a и e ∈ {0, 1} для краткости будем обо-

значать

a+ e = a+ e(1, 1, . . . , 1).

Новая общая конструкция Сильвестра, которая обобщает известную в настоящее
время модифицированную конструкцию Сильвестра [1], представлена в следующей
теореме.

Т е о р ем а 7. Пусть задано m (не обязательно различных ) матриц Адамара
A1, A2, . . . , Am порядка k и k (не обязательно различных ) матриц Адамара B1, B2,

. . . , Bk порядка m, где все матрицы определены над алфавитом {0, 1}. Пусть a
(j)
i ,

j = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2, . . . , k, обозначает строку с номером i матрицы Aj , пусть

Bu =
[
b(u)r,s

]
, u = 1, 2, . . . , k, r, s = 1, 2, . . . ,m,

и пусть b(u)r обозначает строку с номером r матрицы Bu. Тогда матрица H

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
(1)
1 + b

(1)
1,1 a

(2)
1 + b

(1)
1,2 . . . a

(m)
1 + b

(1)
1,m

a
(1)
2 + b

(2)
1,1 a

(2)
2 + b

(2)
1,2 . . . a

(m)
2 + b

(2)
1,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
k + b

(k)
1,1 a

(2)
k + b

(k)
1,2 . . . a

(m)
k + b

(k)
1,m

a
(1)
1 + b

(1)
2,1 a

(2)
1 + b

(1)
2,2 . . . a

(m)
1 + b

(1)
2,m

a
(1)
2 + b

(2)
2,1 a

(2)
2 + b

(2)
2,2 . . . a

(m)
2 + b

(2)
2,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
k + b

(k)
2,1 a

(2)
k + b

(k)
2,2 . . . a

(m)
k + b

(k)
2,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
1 + b

(1)
m,1 a

(2)
1 + b

(1)
m,2 . . . a

(m)
1 + b

(1)
m,m

a
(1)
2 + b

(2)
m,1 a

(2)
2 + b

(2)
m,2 . . . a

(m)
2 + b

(2)
m,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
k + b

(k)
m,1 a

(2)
k + b

(k)
m,2 . . . a

(m)
k + b

(k)
m,m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
является матрицей Адамара порядка mk.

Приведем независимое доказательство этого результата в обозначениях теоре-
мы 7.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть hi1 и hi2 – две различные строки матрицы H . Сле-
дует рассмотреть три различных случая.

(i) Обе строки hi1 и hi2 принадлежат одной и той же i-й полосе матрицы H ,
образованной векторами a

(u)
j + b

(j)
i,u и a

(u)
j′ + b

(j′)
i,u , где j, j′ = 1, 2, . . . , k и i, u =

1, 2, . . . ,m, т.е. i = i′ и j 
= j′. Так как

d(a
(u)
j + b

(j)
i,u,a

(u)
j′ + b

(j′)
i,u ) = d(a

(u)
j ,a

(u)
j′ ),
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для любых (т.е. равных или неравных) элементов b
(j)
i,u и b

(j′)
i,u , то получаем для

этого случая

d(hi1hi2) =

m∑
u=1

d(a
(u)
j + b

(j)
i,u,a

(u)
j′ + b

(j′)
i,u ) = m×

m∑
u=1

d(a
(u)
j ,a

(u)
j′ ) =

= m× k

2
=

mk

2
,

поскольку j 
= j′.
(ii) Обе строки hi1 и bi2 принадлежат разным i-й и i′-й полосам, соответственно,

матрицы H , но имеют одинаковые номера строк a
(u)
j и a

(u)
j′ внутри этих полос,

т.е. i 
= i′ и j = j′. Принимая во внимание, что a
(u)
j = a

(u)
j′ , получаем в этом

случае

d(hi1 ,hi2) =
m∑

u=1

d
(
a
(u)
j + b

(j)
i,u,a

(u)
j + b

(j)
i′,u

)
= k ×

m∑
u=1

d
(
b
(j)
i,u, b

(j)
i′,u

)
=

= k × d
(
b
(j)
i , b

(j)
i′

)
= k × m

2
=

km

2
.

(iii) Обе строки hi1 и bi2 принадлежат разным i-й и i′-й полосам, соответственно,
матрицы H , и имеют разные номера строк a

(u)
j и a

(u)
j′ внутри этих полос, т.е.

i 
= i′ и j 
= j′. Тогда

d(hi1 , bi2) =

m∑
u=1

d
(
a
(u)
j + b

(j)
i,u,a

(u)
j′ + b

(j′)
i′,u

)
= m×

m∑
u=1

d
(
a
(u)
j ,a

(u)
j′

)
=

= m× k

2
=

mk

2
.

Действительно, второе равенство имеет место, поскольку для произвольных
различных j и j′ выполнено равенство

d
(
a
(u)
j ,a

(u)
j′ + (1, 1, . . . , 1)

)
= d

(
a
(u)
j ,a

(u)
j′

)
,

из которого следует, что

d
(
a
(u)
j + b

(j)
i,u,a

(u)
j′ + b

(j′)
i′,u

)
= d

(
a
(u)
j ,a

(u)
j′

)
. �

Проиллюстрируем новую конструкцию минимальным нетривиальным примером.
Приведенное выше в примере 10 построение матрицы Адамара порядка 16 модифи-
цированной конструкцией Сильвестра может быть обобщено следующим образом.
П рим е р 11. Пусть q = m = 4, и пусть Ai = H4(i) (как в примере 10), i =

= 1, 2, 3, 4. Пусть задан тривиальный код

V = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3, 3)} (21)

(отличный от кода в примере 10), и выберем следующие матрицы Bj , j = 1, 2, 3, 4:

B1 = {(0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)},
B2 = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1)},
B3 = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1)},
B4 = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0)}.
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Используя код V и матрицы B1, B2, B3, B4, сначала построим (4, 16, 4)8-код C =
= Ψ(V,B1, B2, B3, B4) над алфавитом Z8:

C =

⎧⎪⎨⎪⎩
(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2), (3, 3, 1, 1),
(0, 0, 4, 4), (5, 1, 5, 1), (6, 6, 2, 2), (7, 3, 7, 3),
(0, 4, 4, 0), (5, 1, 1, 5), (6, 2, 2, 6), (7, 7, 3, 3),
(0, 4, 0, 4), (1, 1, 5, 5), (2, 6, 2, 6), (3, 7, 7, 3)

.

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Пользуясь нашим отображением (для j-го столбца матрицы C мы используем
код Aj), из кода C получаем результирующую матрицу Адамара H16. Заметим, что
поскольку у всех матриц Bi первая строка нулевая, первая полоса из k строк H16

состоит из m матриц A1, . . . , Am. Таким образом, матрица H16 имеет следующий
вид:

0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0

0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
0 0 1 1

0 0 0 0
1 1 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1

0 0 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
1 1 0 0

0 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 1

0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
1 1 0 0

0 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 1

1 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0

1 1 1 1
1 1 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1

0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0

0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0

1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 0 0

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

1 1 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0

Результирующая матрица Адамара H16 нелинейна, хотя соответствующий код
Адамара линеен. Легко убедится, что построенная матрица Адамара не может быть
получена конструкцией, представленной в теореме 4 при использовании тривиаль-
ного кода V , заданного в (21).
В заключение мы хотим отметить, что наша конструкция дает два независимых

результата: (i) конструкцию q-ичных кодов в метрике Ли (дающие двоичные матри-
цы Адамара после применения отображения Грея) (ii) построение матриц Адамара
с различными рангами и размерностью ядер.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту, указавшему им на связь
с обобщенной конструкцией Сильвестра и на соответствующую работу [1], в которой
приведено такое обобщение.
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ИСПРАВЛЕНИЕ ОДНОЙ ОШИБКИ В КАНАЛАХ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Исследуется задача исправления одной ошибки в произвольном дискретном
канале без памяти с бесшумной мгновенной обратной связью. Для случая одно-
кратной обратной связи предложен способ построения оптимальных стратегий
передачи данных. Полученный результат позволяет доказать, что для двоич-
ного канала двух обратных связей достаточно для передачи такого же числа
сообщений, как и при полной обратной связи. Также разработанная техника
применяется к двоичному асимметричному каналу, для которого строятся стра-
тегии передачи для малых длин.

Ключевые слова: кодирование с обратной связью, симметричный канал, асим-
метричный канал, граница Хэмминга, задача линейного программирования.

DOI: 10.31857/S0555292322040040, EDN: EBRKNL

§ 1. Введение
В данной статье исследуется исправление одной ошибки в произвольном дис-

кретном канале без памяти с бесшумной мгновенной обратной связью. Далее мы
будем по умолчанию предполагать все эти условия выполненными – канал без па-
мяти, а обратная связь бесшумная и мгновенная. Наибольшее внимание уделяется
двоичным симметричному и асимметричному каналам. В двоичном симметричном
канале каждый символ может быть передан неправильно, например, 0 вместо 1
или наоборот. Обычно слово симметричный опускается, и такой канал называется
просто двоичным каналом. В двоичном асимметричном канале вместо переданно-
го символа 1 может быть получен 0, но символ 0 всегда передается безошибочно.
Рассматривается комбинаторная модель канала с обратной связью и одной ошибкой
при передаче символов.
Известно, что задача исправления t ошибок в двоичном канале с полной обратной

связью эквивалентна следующей задаче комбинаторного поиска. Требуется найти
элемент x ∈ M с помощью n вопросов вида: “Лежит ли элемент x в подмножестве A
множества M?” Вопросы задаются последовательно, т.е. каждый следующий во-
прос может зависеть от ответов на предыдущие. Отвечающий на вопросы оппонент
знает x и может солгать не более t раз. Впервые эта задача была сформулирова-
на Реньи [1]. Для линейного числа ошибок в двоичном канале с полной обратной

1 Работа выполнена при поддержке совместного гранта Российского фонда фундаментальных
исследований и Национального научного фонда Болгарии (номер проекта 20-51-18002), Российского
фонда фундаментальных исследований (номер проекта 20-01-00559), а также BMBF-NEWCOM
(номер гранта 16KIS1005).

2 Работа выполнена при поддержке грантов BMBF-NEWCOM (номер гранта 16KIS1005) и
BMBF-6G-life (номер гранта 16KISK002).

3 Работа выполнена при поддержке совместного гранта Российского фонда фундаментальных
исследований и Национального научного фонда Болгарии (номер проекта 20-51-18002).
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связью оптимальная скорость была вычислена Берлекампом [2] и Зигангировым [3].
Эта задача приобрела популярность после того, как в своей автобиографии [4] Улам
задал подобный вопрос для M = 106. Оптимальные стратегии для всех M были
найдены в [5] для t = 1, в [6] для t = 2 и в [7] для t = 3. Таблицы оптимальных
стратегий были составлены в работе [8] для различных t и M � 220.
Исправление ошибок в двоичном асимметричном канале с полной обратной свя-

зью эквивалентно варианту задачи Улама с полуложью, впервые описанной в [9].
Отличие от оригинальной задачи состоит в том, что лгать можно только в случае,
если правильный ответ положительный. Хороший обзор результатов по этой задаче
можно найти в книге [10]. Для фиксированного числа ошибок t максимальная мощ-
ность множества M асимптотически эквивалентна 2n+t

/(n
t

)
. Это было доказано

для t = 1 в [11] и для произвольного t в [12, 13].
Отметим, что при фиксированном количестве ошибок даже однократной обрат-

ной связи достаточно для передачи асимптотически такого же количества сообще-
ний, как и при полной обратной связи. Это было доказано для недвоичного симмет-
ричного канала в работе [14] и для произвольного дискретного канала в [15].
Ключевым результатом настоящей статьи является описание оптимальных стра-

тегий с однократной обратной связью и одной ошибкой для произвольного дискрет-
ного канала. Разработанная техника применяется для построения стратегий пере-
дачи, исправляющих одну ошибку в двоичном канале с одной или двумя обратными
связями, а также для построения стратегий, исправляющих одну ошибку в двоич-
ном асимметричном канале с однократной обратной связью. Наиболее интересным
из полученных результатов является, на наш взгляд, построение стратегии с двумя
обратными связями, исправляющей одну ошибку в двоичном канале и передающей
столько же сообщений, как и полностью адаптивная стратегия.
Оставшаяся часть статьи построена следующим образом. В § 2 приводятся основ-

ные определения. В § 3 сформулирована и доказана основная теорема, описывающая
структуру оптимальных стратегий с одной ошибкой и однократной обратной свя-
зью. В § 4 основная теорема применяется для построения стратегии передачи данных
по двоичному каналу с двумя обратными связями, исправляющей одну ошибку и
позволяющей передать в точности столько же сообщений, сколько передается при
полной обратной связи. В последнем параграфе разработанная техника применяет-
ся для поиска хороших стратегий для двоичного асимметричного канала с одной
ошибкой и однократной обратной связью.

§ 2. Основные определения
Рассмотрим канал с q-ичным входным алфавитом X = {0, . . . , q−1} и выходным

алфавитом Y = X . Кодер передает сообщение x ∈ Xn, декодер получает сообщение
y ∈ Yn. Префикс длины p вектора y будем обозначать yp. Ошибкой будем называть
замену символа q1 последовательности x на символ q2, q1 
= q2. Определим двудоль-
ный граф ошибок G, левая доля которого соответствует элементам из X , а правая –
элементам из Y. Соединим q1 ∈ X и q2 ∈ Y, q1 
= q2, ребром, если при ошибке сим-
вол q1 может перейти в q2. Пример такого графа для троичного однонаправленного
канала изображен на рис. 1.
В данной статье рассматривается передача данных по каналу с k обратными

связями. Пусть длина кодового слова n разбита на k + 1 частей:

n = n1 + n2 + . . .+ nk+1.

Кодер передает сообщение m ∈ [M ]. Первые n1 передаваемых символов x1, . . . , xn1

зависят только от сообщения m. После передачи Ni−1 := n1 + . . . + ni−1 символов,
i � 2, кодер имеет из канала обратной связи значения принятых символов y

Ni−1
.
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0 0

1 1

2 2

Рис. 1. Граф ошибок для троичного однонаправленного канала

Кодер посылает i-й блок из ni символов, являющийся функцией от сообщения m
и принятых им символов y

Ni−1
. Случай k = 0 соответствует каналу без обратной

связи, а случай k = n− 1 – каналу с полной обратной связью.
Определим облако Bt(m) (B(m) для t = 1) для сообщения m как множество

последовательностей y, которые могут быть получены на выходе канала с не бо-
лее чем t ошибками при передаче этого сообщения. Будем называть набор непе-
ресекающихся облаков Bt(m), m ∈ [M ], кодом C, исправляющим t ошибок. Точки
пространства, не принадлежащие ни одному облаку, будем называть свободными
и обозначать через F(C). Коды, не использующие обратной связи, будем называть
неадаптивными.
Отметим, что для симметричного канала без обратной связи облаками являют-

ся шары радиуса t в метрике Хэмминга. Для симметричного канала размеры всех
облаков одинаковы, однако для произвольного графа ошибок это не так. Для пред-
лагаемых в статье конструкций имеет смысл находить коды с максимальным коли-
чеством свободных точек для каждой длины и каждой мощности. Такие коды будем
называть F -оптимальными.
В качестве примера опишем структуру облаков для двоичного канала с одной

ошибкой и полной обратной связью. Каждое облако B(m) содержит последователь-
ность y, которая будет передана в том случае, если в канале нет ошибок. Назовем
эту последовательность корневой. Для любой координаты i в облаке присутствует
последовательность y(i), которая совпадает с y в первых i−1 позициях, отличается
в i-й позиции, а в остальных позициях имеет произвольные символы. Отсюда видно,
что каждое облако состоит как минимум из n + 1 последовательностей. В частно-
сти, отсюда следуют граница Хэмминга на максимальное количество передаваемых
сообщений.

§ 3. Однократная обратная связь

В этом параграфе предложена стратегия передачи сообщений с одной ошибкой
и однократной обратной связью. Разобьем кодовую длину n на две части n1 и n2,
где n = n1 + n2. Определим двудольный граф H = (U � V,E) следующим образом.
Левая и правая доли состоят из qn1 вершин, соответствующих множествам входя-
щих и выходящих последовательностей. Вершины u и v соединяются ребром, если
последовательность, соответствующая v, может получиться из последовательности,
соответствующей u, в результате одной ошибки. Отметим, что мы не соединяем
ребрами вершины, соответствующие совпадающим последовательностям (это соот-
ветствует случаю, когда ошибки не происходит).
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Те о р ем а 1. Пусть задан граф H = (U � V,E). Стратегия, передающая

M =
∑
u∈U

M(u) (1)

сообщений, существует тогда и только тогда, когда имеются коды C(u), описан-
ные выше, удовлетворяющие условию∑

u: (u,v)∈E

M(u) � F (v) (2)

для любого v ∈ V .

Док а з а т е л ь с т в о. Опишем произвольную стратегию кодирования. Сначала
передается последовательность u длины n1, которой соответствует вершина u из
левой доли U графаH . Пусть количество сообщений, передача которых начинается с
последовательности u, равноM(u). Рассмотрим случай, когда в первых n1 символах
ошибки не произошло. На оставшихся n2 символах нам необходимо передать M(u)
различных сообщений, причем может произойти одна ошибка. Поэтому необходимо
использовать код C(u) длины n2 и мощности M(u), исправляющий одну ошибку.
Обозначим через F (u) число свободных точек кода C(u).
В том случае, если в первых n1 символах произошла ошибка и вместо последо-

вательности u была получена v, для передачи M(u) сообщений с началом u нужно
M(u) точек, причем это должны быть свободные точки кода C(v).
Таким образом, для каждого сообщения v должен существовать код C(v), сво-

бодные точки которого распределены между последовательностями u, из которых
можно попасть в последовательность v, причем каждой такой последовательностиu
должно достаться не менее M(u) свободных точек, что возможно тогда и только то-
гда, когда выполняется условие (2).
Теперь опишем алгоритм декодирования. Пусть последовательность из первых n1

полученных символов соответствует вершине v ∈ V , последовательность из n2 по-
следних символов обозначим через a. Если a не является свободной точкой ко-
да C(v), то это значит, что ошибка произошла во второй части сообщения. В этом
случае вторая часть сообщения соответствует центру шара, которому принадлежит
точка a.
Если же последовательность a оказалась свободной точкой кода C(v), то она

относится к какой-то последовательности u, из которой может быть получена v.
Именно эта последовательность u и передавалась на первой стадии кодирования.
Вторая часть сообщения восстанавливается исходя из того, какая именно точка a
была использована из не менее M(u) точек, относящихся к u. �
Нам не известен эффективный (полиномиальный от длины кода) способ нахож-

дения оптимального набора кодов, удовлетворяющих (2). Однако даже выбор одина-
ковых кодов для всех последовательностей u ∈ Xn1 может дать неплохой результат,
как показано в следствии 1.
В качестве примера неоптимальности выбора одинаковых кодов для двоичного

канала рассмотрим случай n1 = 2, n2 = 1. При выборе одинаковых кодов максималь-
ное количество сообщений всегда делится на 2n1 , и в данном случае оно равно 0,
так как даже адаптивно на длине 3 нельзя передать больше двух сообщений. При
выборе разных кодов можно передать два сообщения.
Следующее утверждение для двоичного симметричного канала будет использо-

вано в дальнейшем для построения оптимальной стратегии с двумя обратными свя-
зями.
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Сл е д с т в и е 1. Пусть n2 = 2k − 1, n1 = n− n2, k � 1. Тогда в симметричном
канале с одной ошибкой и однократной обратной связью можно передать

M1(n) = 2n1

⌊
2n2

n1 + n2 + 1

⌋
сообщений.
Док а з а т е л ь с т в о. Назначим каждой точке u в качестве кода C(u) код Хэм-

минга длины n2, из которого удалено x слов. Выберем x так, чтобы выполнялись
ограничения (2), что эквивалентно неравенству

x2k � n1(2
n2−k − x),

откуда получаем

x � n12
n2−k

n1 + 2k
.

Тогда можно взять x =
⌈
n12

n2−k

n1 + 2k

⌉
. Количество оставшихся слов в выбранных кодах

равно

2n2−k −
⌈
n12

n2−k

n1 + 2k

⌉
=

⌊
2n2

n1 + 2k

⌋
=

⌊
2n2

n1 + n2 + 1

⌋
.

Суммарное количество передаваемых сообщений равно

M1(n) = 2n1

⌊
2n2

n1 + n2 + 1

⌋
. �

§ 4. Двоичный симметричный канал с обратной связью
Обозначим через Algk(n) стратегию передачи сообщений по каналу длины n

с одной ошибкой и k обратными связями. Опишем алгоритм построения стратегии
Algk(n) из Algk−1(n− 1), который будет использоваться в дальнейшем.

Алгоритм DADA (Double and Delete Algorithm) построения стратегии Algk(n)
из Algk−1(n−1). Напомним, что каждое облако в двоичном симметричном канале
длины n− 1 содержит корневое сообщение и n− 1 дополнительных, которые совпа-
дают с корневым в первых i− 1 символах и отличаются в i-м, i = 1, 2, . . . , n− 1. Из
каждого облака сообщений длины n − 1 построим два множества сообщений дли-
ны n, дописав слева ко всем сообщениям 0 для первого множества и 1 для второго.
Для того чтобы из первого (второго) множества сделать облако на длине n, доста-
точно добавить любое сообщение, начинающееся на 1 (0). Будем называть такие
множества неполными облаками. Далее, из каждой свободной точки сделаем две
свободных точки, дописав слева 0 или 1. Потратим все имеющиеся свободные по-
следовательности на то, чтобы какое-то количество неполных облаков превратить в
облака. Если число неполных облаков не больше, чем свободных последовательно-
стей длины n, то в конце этой процедуры у нас будет 2M(n− 1) облаков и какое-то
количество свободных точек, где M(n − 1) – количество сообщений, передаваемых
алгоритмом Algk−1(n− 1). В этом случае алгоритм DADA завершается.
В противном случае в конце этой процедуры получится какое-то количество об-

лаков и какое-то количество неполных облаков, полностью покрывающих простран-
ство.
В дальнейшем будем брать одно неполное облако, последовательности в котором

начинаются на 1, и одно неполное облако, последовательности в котором начина-
ются на 0, и уничтожать их, превращая все их элементы в свободные точки. Такая
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операция дает 2n свободных точек. Далее, свободные точки используются на то,
чтобы из неполных облаков сделать облака. Операция повторяется до тех пор, пока
неполные облака не закончатся.
В конце процедуры останется четное количество облаков и не более 2n свободных

точек. Если количество свободных точек равно 2n, то это значит, что только что два
неполных облака были преобразованы в эти 2n свободных точек. Восстановим одно
из этих неполных облаков обратно и превратим в облако, дополнив одной свободной
точкой. В результате получится дополнительное облако.
Таким образом, доказана следующая

Т е о р ем а 2. Предположим, что на длине n−1 построено M(n−1) облаков для
передачи сообщений с одной ошибкой и k − 1 обратными связями, k = 1, . . . , n− 1.
Пусть

U(n) = 2

⌊
2n

2(n+ 1)

⌋
, r(n) = 2n − (n+ 1)U(n).

Тогда алгоритм DADA строит стратегию Algk(n), передающую M(n) сообщений,
где

M(n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2M(n− 1), если 2M(n− 1) � 2n

n+ 1
,

U(n), если 2M(n− 1) >
2n

n+ 1
и r(n) < 2n,

U(n) + 1, если 2M(n− 1) >
2n

n+ 1
и r(n) � 2n.

В случае полной обратной связи оптимальное количество сообщений, которое
можно передать с одной ошибкой, было вычислено в работе [5]. В теореме 3 мы
приводим новое более простое доказательство этого результата.

Т е о р ем а 3. Пусть

U(n) = 2

⌊
2n

2(n+ 1)

⌋
, r(n) = 2n − (n+ 1)U(n).

Тогда по каналу с одной ошибкой возможно передать Mad(n) сообщений, где

Mad(n) =

{
U(n), если r(n) < 2n,

U(n) + 1, если r(n) � 2n.
(3)

Более того, это количество сообщений является оптимальным.

Замечание 1. На самом деле, r всегда четно и меньше 2n+2, поэтому в последней
строке условие r � 2n можно заменить на r = 2n. Отметим, что второй случай
реализуется очень редко. А именно, мощность кода равна U(n) + 1 при n = 1, 2,
а следующая длина кода, при которой это происходит, равна 49736. Таким образом,
оптимальным количеством сообщений чаще всего является максимальное четное
число, не превосходящее границы Хэмминга.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем строить стратегию передачи сообщений индуктив-
но. Для n � 8 формула проверяется вручную.
Теперь предположим, что для длины n − 1, n � 9, у нас построено Mad(n − 1)

облаков. Заметим, что количество неполных облаков не меньше

2Mad(n− 1) � 2n

n
− 4 >

2n

n+ 1
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Таблица 1
Максимальные количества передаваемых сообщений в двоичном симметричном канале
с одной ошибкой с однократной обратной связью и с полной обратной связью

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
M1 2 2 4 8 16 28 50 90 168 312 580 1088 2048 3854
Mad 2 2 4 8 16 28 50 92 170 314 584 1092 2048 3854

при n � 9. Используем алгоритм DADA для построения адаптивной стратегии на
длине n из стратегии на длине n− 1. Так как 2Mad(n− 1) >

2n

n+ 1
, то Mad(n) равно

U(n) или U(n) + 1 в зависимости от r(n), что и требовалось доказать. �
Те о р ем а 4. В двоичном канале с двумя обратными связями и одной ошиб-

кой можно передать Mad(n) сообщений, т.е. столько же, сколько и при полной
обратной связи.
Отметим, что однократной обратной связи для этого недостаточно, что можно

увидеть из табл. 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся алгоритмом DADA для построения Alg2(n)

из Alg1(n−1). В качестве Alg1(n−1) возьмем стратегию, построенную в следствии 1
с M1(n− 1) =

⌊
2n2

n1 + n2 + 1

⌋
2n1 , где n2 = 2k − 1, n1 = n− 1− n2.

Заметим (см. табл. 1), что для n � 9 даже однократной обратной связи достаточ-
но для передачи такого же количества сообщений, как и при кодировании с полной
обратной связью. Поэтому достаточно доказать утверждение для n � 10. Покажем,
что 2M1(n− 1) >

2n

n+ 1
при n � 10.

Это эквивалентно неравенству

2n1+1

⌊
2n2

n1 + n2 + 1

⌋
>

2n1+n2+1

n1 + n2 + 2
.

Сократив на 2n1+1 и применив неравенство �x� > x− 1, получаем⌊
2n2

n1 + n2 + 1

⌋
>

2n2

n1 + n2 + 1
− 1 � 2n2

n1 + n2 + 2
.

Последнее неравенство эквивалентно

2n2 � (n1 + n2 + 1)(n1 + n2 + 2).

Вспоминая, что n2 � n1 и n2 = 2k − 1, получаем, что неравенство выполнено при
n2 � 15.
Таким образом, мы доказали неравенство 2M1(n − 1) >

2n

n+ 1
для n � 16. Для

n ∈ [10, 15] неравенство можно проверить вручную по табл. 1. Воспользовавшись
теоремами 2 и 3, получаем требуемое утверждение. �

§ 5. Двоичный асимметричный канал
В данном параграфе мы применяем полученные ранее теоремы к двоичному

асимметричному каналу. Для этого нам нужно составить таблицы кодов с большим
числом свободных точек. Для нахождения таких кодов будет использован метод
линейного программирования.
В работах [16–18] линейное программирование использовалось для доказатель-

ства верхних оценок мощности неадаптивных кодов, исправляющих асимметричные
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ошибки. Мы модифицируем методы этих работ для получения верхних оценок ко-
личества свободных точек в коде фиксированной длины и мощности.
Обозначим через MZ(n, t) максимальную мощность асимметричного кода дли-

ны n, исправляющего t ошибок. Кроме того, обозначим через L(n, d, w) и U(n, d, w)
нижнюю и верхнюю границы мощности равновесного кода веса w и длины n с рас-
стоянием d.
Т е о р ем а 5. Пусть n � 2t � 2, 1 � M � MZ(n, t). Определим

F (n,M, t) = max

(
2n −

n∑
i=0

(
zi

t∑
j=0

(
i

i− j

)))
,

где максимум берется по всем zi, удовлетворяющим следующим условиям:
1) zi – неотрицательные целые;
2) z0 = 1, z1 = z2 = . . . = zt = 0;

3)
s∑

i=1

(
n− w + i

i

)
zw−i +

t−s∑
j=0

(
w + j

j

)
zw+j �

(
n

w

)
для 0 � s � t < w < n− t;

4)
r∑

j=s

zjL(r − s, 2t+ 2, r − j) � U(n+ r − s, 2t+ 2, r) для 0 � s � r;

5)
r∑

j=s

zn−jL(r − s, 2t+ 2, r − j) � U(n+ r − s, 2t+ 2, r) для 0 � s � r;

6)
s∑

i=1

(
n− w + i

i

)
zw−i +

t−s∑
j=0

(
w + j

j

)
zw+j +

((
w + t− s+ 1

w

)
−
(

t+ 1

t− s+ 1

)
×

×
⌊
w + t− s+ 1

t+ 1

⌋)
zw+t−s+1 �

(
n

w

)
для 0 � s � t < w < n− t,

s∑
i=1

(
n− w + i

i

)
zw−i +

t−s∑
j=0

(
w + j

j

)
zw+j +

((
n− w + s+ 1

s+ 1

)
−

(
t+ 1

t− s

)
×

×
⌊
n− w + s+ 1

t+ 1

⌋)
zw−s−1 �

(
n

w

)
для 0 � s � t < w < n− t;

7)
n∑

i=0

zi = M.

Тогда количество свободных точек F в коде длины n и мощности M , исправляю-
щем t асимметричных ошибок, не превосходит F (n,M, t).
Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через zi, 0 � i � n, количество кодовых слов

веса i в коде длины n, исправляющем t асимметричных ошибок. В работах [16–18]
было доказано, что числа zi должны удовлетворять ограничениям 1), 3)–6). Легко
видеть, что код с максимальным количеством свободных точек должен удовлетво-
рять условию 2). Последнее условие фиксирует мощность рассматриваемого кода.
Оптимизируемое выражение F (n,M, t) соответствует количеству свободных точек
в коде с весовым распределением {zi}. �
Используем также метод линейного программирования для поиска кодов с мак-

симальным количеством свободных точек. Зафиксируем длину кода n, мощность
кодаM и количество исправляемых асимметричных ошибок t. Введем 2n двоичных
переменных xi, соответствующих всем возможным кодовым словам. Для каждой
точки p определим множество Dt(p) кодовых слов, из которых в эту точку мож-

45



Таблица 2
Оптимальное количество свободных точек (n,M, 1)-кодов

n = 6
Мощность M 12 11 10 9 8
Свободные точки F 16 23 28 33 38

n = 7
Мощность M 18 17 16 15 14
Свободные точки F 48 56 62 68 73

n = 8
Мощность M 36 35 34 33 32
Свободные точки F 76 85 92 99 106

n = 9
Мощность M 62 61 60 59 58
Свободные точки F 177 186 193 200 207

но попасть, совершив t асимметричных ошибок. Введем ограничение
∑

i∈Dt(p)

xi � 1.

Максимизируем количество свободных точек 2n −
n∑

i=0

zi(i + 1), где zi – количество

кодовых слов веса i. Отметим, что количество свободных точек выражается через
переменные xi. Добавим ограничение

∑
xi = M , чтобы зафиксировать мощность ко-

да. Отметим, что любое решение данной задачи линейного программирования (если
оно существует) выдает оптимальное количество свободных точек для фиксирован-
ных длины и мощности кода. Для ускорения вычислений мы добавили ограничения
из теоремы 5.
Несмотря на эти оптимизации, программа работает с 2n переменными, а значит,

решение может быть найдено только для достаточно малых значений n. В табл. 2
приводятся параметры некоторых F -оптимальных кодов для t = 1 и n = 6, 7, 8 и 9.
Оптимальные весовые распределения приведены в табл. 3.
Параметры кодов длины n = 6, 8 и 9 совпадают с верхними границами, которые

дает теорема 5. Для n = 7 и M = 18 мы получили 48 свободных точек вместо 49,
которые дает верхняя граница из теоремы 5, т.е. верхняя граница из теоремы 5 не
достигается. Все остальные значения совпадают с верхними границами.
Коды с оптимальным весовым распределением для длины n = 7, 8 были постро-

ены в [16]. Код для длины n = 6 тоже был известен ранее. Для длин n = 6, 8 и всех
мощностей M � MZ(n, 1) оптимальные коды могут быть получены из кода макси-
мальной мощности с весовым распределением, указанным в табл. 3, путем удаления
MZ(n, d) − M кодовых слов максимального веса. Для длины n = 7 и мощности
M = 17 нам известны два кода с разными весовыми распределениями с оптималь-
ным количеством свободных точек: 1+0+3+5+5+3+0+0 и 1+0+3+5+6+1+1+0.
Удаляя кодовые слова максимального веса из кода со вторым весовым распределе-
нием, получаем F -оптимальные коды для всехM < 17. Однако только код с первым
весовым распределением можно дополнить до кода мощности 18.
Программа работает для всех длин n < 9. Для больших длин сложность слишком

велика. Так как F -оптимальные конструкции для длин n = 6, 8 являются вложенны-
ми кодами, то мы ограничиваемся поиском среди таких семейств и для длины n = 9.
Этот подход позволил найти такое семейство вложенных кодов, что максимальный
код мощности 62 имеет весовое распределение, приведенное в табл. 3. Количество
свободных точек в кодах семейства совпадает с верхними границами из теоремы 5
для всех мощностей M . Это означает, что коды из построенного семейства явля-
ются F -оптимальными. Отметим, что код максимальной мощности длины n = 9,
построенный в [16], имеет 171 свободную точку, в то время как в нашем коде 177
свободных точек.
Имея в своем распоряжении таблицы кодов со свободными точками, мы можем

воспользоваться теоремой 1 для построения стратегий передачи данных по асиммет-
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Таблица 3
Оптимальные весовые распределения

Длина и мощность Весовое распределение
n = 6, M = 12 1 + 0 + 3 + 4 + 3 + 0 + 1
n = 7, M = 18 1 + 0 + 3 + 5 + 5 + 3 + 1 + 0
n = 7, M = 17 1 + 0 + 3 + 5 + 6 + 1 + 1 + 0
n = 8, M = 36 1 + 0 + 4 + 8 + 10 + 8 + 4 + 0 + 1
n = 9, M = 62 1+0+4+9+17+17+11+2+1+0

Таблица 4
Количество передаваемых сообщений по асимметричному каналу с однократной обрат-
ной связью и одной ошибкой

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13
M (следствие 2) 9 16 29 52 96 177 327 607 1120
M (теорема 1) 9 16 29 53 97 � 177 � 329 � 607 � 1120

ричному каналу с обратной связью. В случае, когда параметрыM(v) и F (v) зависят
только от веса слова, получаем следующее утверждение.
С л е д с т в и е 2. Пусть M(v) = Mw и F (v) = Fw для всех v ∈ V , таких что

количество единиц в v равно w, т.е. M(v) и F (v) зависят только от веса слова v.
Если условия

(n1 − w)Mw+1 � Fw (4)

выполняются для всех w ∈ [0, n1−1], то количество передаваемых сообщений равно

M =

n1∑
w=0

(
n1

w

)
Mw. (5)

Количества сообщений, передаваемых алгоритмами, построенными с помощью
следствия 2 и теоремы 1, приведены в табл. 4. Для вычисления значений Mw и Fw,
дающих оптимальный ответ, была использована техника динамического программи-
рования. В приведенных ниже примерах мы даем подробное описание кодов, полу-
ченных с помощью следствия 2 и теоремы 1 для длин n = 9 и n = 8 соответственно.
Будем обозначать через (n,M,F, t)Z неадаптивный код длины n, исправляющий t

асимметричных ошибок, имеющий M кодовых слов и F свободных точек. В первом
примере продемонстрируем применение следствия 2, где используемый после об-
ратной связи код зависит только от веса слова, передаваемого до обратной связи.
На длине n = 8 применение следствия 2 позволяет передать только 52 сообщения.
Во втором примере мы показываем, как с помощью теоремы 1 можно передать 53
сообщения. Это означает, что следствие 2 не всегда дает оптимальный ответ.
П рим е р 1. n = 9, M = 96.
Пусть n1 = 5, n2 = 4. Вершинам, соответствующим двоичным словам веса 0 и 1,

мы сопоставляем (4, 2, 12, 1)Z-код из двух слов {0000, 0011}. Вершинам веса 2 и 3 со-
поставляем (4, 3, 9, 1)Z-код из трех слов {0000, 0011, 1100}. Весам 4 и 5 сопоставляем
(4, 4, 4, 1)Z-код из четырех слов {0000, 0011, 1100, 1111}.
Проверим ограничения (n1 − w)Mw+1 � Fw для w ∈ [0, 4]:

w = 0 : 5 · 2 � 12,

w = 1 : 4 · 3 � 12,

w = 2 : 3 · 3 � 9,
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Таблица 5
Мощности кодов для асимметричного канала с полной обратной связью
и одной ошибкой

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13
M [11] 8 16 32 32 64 128 256 512 1024
Mad 11 20 36 66 121 223 415 774 1452

w = 3 : 2 · 4 � 9,

w = 4 : 1 · 4 � 4.

С помощью формулы (5) вычисляем количество передаваемых сообщений:

1 · 2 + 5 · 2 + 10 · 3 + 10 · 3 + 5 · 4 + 1 · 4 = 96.

Прим е р 2. n = 8, M = 53.
Пусть n1 = 6, n2 = 2. Вершине 111111 сопоставим (2, 2, 0, 1)Z-код {00, 11}. Вер-

шинам 111000, 001110, 010101, 100011, 100100, 010010, 001001, 110000, 010100, 001000,
000010, 000001 сопоставим (2, 0, 4, 1)Z-код из 0 слов. Остальным вершинам сопоста-
вим (2, 1, 3, 1)Z-код из одного слова {00}. Легко проверить, что условия (2) из тео-
ремы 1 выполняются. Например, проверим условия для вершины v = 101000: есть
всего 4 вершины {111000, 101100, 101010, 101001}, из которых можно попасть в v.
Мощности соответствующих кодов

M(111000) = 0, M(101100) = 1,

M(101010) = 1, M(101001) = 1.

Сумма этих мощностей не превосходит F (101000) = 3, т.е. ограничение для вершины
v = 101000 выполнено. Таким же образом можно проверить и ограничения для
остальных вершин.
Суммарное количество передаваемых сообщений равно 2 + 0 + 51 = 53.
Приведем таблицу с количеством сообщений, которое можно передать по каналу

с одной асимметричной ошибкой и полной обратной связью. Наилучшие результаты
получены в работе [11], где для передачи M = 2m сообщений требуется длина n =
= m − 1 + �log2(m + 3)�. Несмотря на то, что мы используем только однократную
обратную связь, нам удается передать больше сообщений, чем в [11], при n � 13,
кроме случая n = 7. Для асимметричного канала с полной обратной связью и одной
ошибкой можно использовать алгоритм, аналогичный DADA, позволяющий стро-
ить коды с оптимальным количеством передаваемых сообщений Mad. Мощности
этих кодов приведены в табл. 5. Подробное описание построения таких кодов будет
приведено в одной из последующих работ.
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НЕПЕРЕКРЫВАЮЩИЕСЯ ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННИКИ
С ВЕРШИНАМИ ИЗ БУЛЕВА КУБА И ДРУГИЕ ЗАДАЧИ

ТЕОРИИ КОДИРОВАНИЯ

Устанавливается связь между несколькими задачами, которые, на первый
взгляд, довольно далеки друг от друга, и формулируется ряд открытых про-
блем.

Ключевые слова: выпуклые многогранники, булев куб, групповое тестирование,
поиск фальшивых монет, сигнатурные коды для каналов с множественным до-
ступом и шумом, мультимедийные коды цифровых отпечатков пальцев, опре-
деление носителя вектора по линейным измерениям с шумом.

DOI: 10.31857/S0555292322040052, EDN: ECJVMW

§ 1. Неперекрывающиеся выпуклые многогранники с вершинами из булева куба,
поиск фальшивых монет на точных весах и другие задачи

Начнем с выпуклых многогранников, вершины которых берутся из булева куба
Bn = {0, 1}n ⊂ Rn. Мы будем рассматривать множества A ⊂ Bn мощности не более t
и их выпуклые оболочки (выпуклые многогранники)

〈A〉 =
{∑

a∈A

λaa :
∑
a∈A

λa = 1, λa � 0

}
.

Точка

x =
∑
a∈A

λaa

с неотрицательными коэффициентами λa, такими что
∑
a∈A

λa = 1, называется вы-

пуклой комбинацией точек множества A, а если коэффициенты λa > 0 для всех
точек из A, то про точку x будем говорить, что она представима в виде строго вы-
пуклой комбинации точек из A и называть ее строго внутренней точкой выпуклой
оболочки 〈A〉.
О п р е д е л е н и е 1. Множество C вершин n-мерного булева куба Bn называется

t-независимым, если для любых его двух непересекающихся подмножеств A,B ⊂ C,
таких что |A|, |B| � t, их выпуклые оболочки не пересекаются.
Это определение, как мы сейчас покажем, эквивалентно следующему.

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда в рамках
гранта РНФ 22-41-02028.
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Опр е д е л е н и е 2. Множество C вершин n-мерного булева куба Bn называется
t-независимым, если для любых двух различных подмножеств A,B ⊂ C, таких что
|A|, |B| � t, их выпуклые оболочки не пересекаются по строго внутренней точке.
П р е д л оже н и е 1. Определения 1 и 2 эквивалентны.
Док а з а т е л ь с т в о. 1 → 2. Пусть это не так, т.е. условия определения 1 выпол-

нены, но имеются два различных подмножества A,B ⊂ C, таких что |A|, |B| � t и их
выпуклые оболочки пересекаются по строго внутренней точке x. Тем самым,

x =
∑
a∈A

λaa =
∑
b∈B

λ′
bb, (1)

где все коэффициенты λ положительны и∑
a∈A

λa =
∑
b∈B

λ′
b = 1.

Рассмотрим множества

Δ := A ∩B, ΔA := {i ∈ Δ : λi > λ′
i}, ΔB := {i ∈ Δ : λi < λ′

i}.

Из уравнения (1) следует, что∑
a∈A−Δ

λaa+
∑

a∈ΔA

(λa − λ′
a)a =

∑
b∈B−Δ

λ′
bb+

∑
b∈ΔB

(λ′
b − λb)b. (2)

Легко видеть, что сумма коэффициентов в левой части и правой части уравне-
ния (2) одна и та же, поэтому пронормировав на это число (сумму) левую и правую
часть (2), получим, что выпуклые оболочки непересекающихся множеств (A−Δ) ∪
∪ΔA и (B −Δ) ∪ΔB пересекаются. Противоречие.

2 → 1. Пусть это не так, т.е. условия определения 2 выполнены, но имеются два
непересекающихся подмножества A,B ⊂ C, таких что |A|, |B| � t и их выпуклые
оболочки пересекаются в некоторой точке x. Тем самым,

x =
∑
a∈A

λaa =
∑
b∈B

λ′
bb, (3)

где все коэффициенты λ неотрицательны и
∑
a∈A

λa =
∑
b∈B

λ′
b = 1. Введем множества

Â := {a ∈ A : λa > 0}, B̂ := {b ∈ B : λb > 0}.

Тогда x является общей строго внутренней точкой для двух различных (и даже
непересекающихся) множеств Â и B̂. Противоречие. �
Определение 1 представляется нам более естественным, а определение 2 – это

новая математическая формулировка задачи о мультимедийных кодах, устойчивых
к произвольным линейным атакам коалиций из не более чем t легальных пользова-
телей (см. [1] и обзор [2]). Действительно, линейная атака коалиции A ⊂ C означает,
что эта коалиция может подставить ложный вектор â, сформированный как взве-
шенная сумма векторов, соответствующих членам коалиции, т.е.

â =
∑
a∈A

paa,

где все pa � 0 и
∑
a∈A

pa = 1. Тогда использование t-независимого кода гарантирует,

согласно определению 2, что данный ложный вектор â является строго внутренним
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для единственной коалиции, и тем самым, все пользователи, внесшие ненулевой
вклад в создание ложного вектора, могут быть однозначно определены. Отметим,
что для обычных кодов цифровых отпечатков пальцев [3,4] это свойство – однознач-
ное нахождение коалиции активных пользователей – принципиально недостижимо.
Обозначим через M1(t |n) максимальную мощность t-независимых множеств

n-мерного булева куба и рассмотрим частный случай t = 2. Определение 1 гово-
рит, что множество C вершин булева куба является 2-независимым, если для любых
четырех различных точек a, b, c, d ∈ C отрезки [a, b] и [c, d] не пересекаются. Заме-
тим, что если отрезки [a, b] и [c, d] пересекаются, то точка пересечения – это середина
каждого из отрезков. Действительно, любая точка отрезка, концы которого явля-
ются вершинами булева куба, имеет все координаты из множества {0, γ, 1−γ, 1} для
некоторого γ � 1/2. Если γ < 1/2 (т.е. это не середина отрезка), то по координатам
этой точки концы отрезка восстанавливаются однозначно.
Следовательно, условие 2-независимости равносильно тому, что для любых четы-

рех различных точек a, b, c, d ∈ C справедливо a+b 
= c+d (то свойство, что никакая
точка-вершина куба не может быть выпуклой комбинацией других точек-вершин,
очевидно). В свою очередь, это аналог хорошо известного определения последова-
тельности Сидона [5, 6] или B2-последовательности [7], примененного к булевому
кубу как подмножеству Rn, или, что то же самое, сигнатурный код для двоичного
суммирующего канала с двумя активными пользователями [8, 9].
П р им е р. Легко проверить, что для кода

C = {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)}

все попарные суммы векторов различны, т.е. код является 2-независимым.
С другой стороны, несложно показать, что не существует 2-независимого кода

мощности 6, и следовательно, M1(2 |3) = 5.
Ниже мы увидим, что при любом фиксированном t величина M1(t |n) растет

экспоненциально от n и поэтому естественно рассматривать “скорость” R(1)
t ее роста,

определяемую как

R
(1)
t := lim

n→∞
n−1 log2 M1(t |n), (4)

где предел не обязан существовать, и строго говоря, нужно рассматривать соответ-
ствующие верхний и/или нижний пределы.
Вернемся к случаю t = 2. Так как столбцы проверочной матрицы кода, исправля-

ющего две ошибки, являются B2-последовательностью в группе Zn
2 , т.е. их попарные

суммы различны по модулю 2, то следовательно, эти суммы различны и как целые
числа. Взяв примитивный код БЧХ (или неприводимый код Гоппы), получим, что
R

(1)
2 � 1/2.
С другой стороны, из очевидного аналога границы Хэмминга

M1(t |n)(M1(t |n) − 1) � 3n

(см. общий случай (7) ниже) следует, что

R
(1)
2 � 0,5 log2 3.

Лучшая известная верхняя граница

R
(1)
2 � 0,5753

была получена в [7].
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Теперь перейдем к тематике комбинаторного поиска, а именно к задаче поиска
фальшивых монет на точных весах. Рассмотрим два крайних варианта постановки
задачи, различающиеся тем, какая информация известна априори. Пусть имеется
m монет, из которых не более t фальшивых. В первой, традиционной постановке
задачи предполагается, что все правильные монеты имеют вес α, все фальшивые –
вес β, причем величины α, β известны заранее. Будем называть это задачей поиска
(фальшивых монет) с полной информацией.
Во второй постановке задачи известно лишь, что все правильные монеты имеют

один и тот же вес, а вот веса фальшивых монет могут различаться. Будем называть
это задачей поиска с минимальной априорной информацией.
Обозначим черезM2(t |n) максимальное число монет, среди которых можно най-

ти t фальшивых не более чем за n взвешиваний для задачи поиска с полной инфор-
мацией, и черезM3(t |n) – для задачи поиска с минимальной априорной информаци-
ей. Также рассмотрим функцию n(t |m), обратную к M2(t |n) и определяемую для
задачи поиска с полной информацией как минимальное число взвешиваний, необхо-
димое, чтобы найти среди m монет все фальшивые, если известно, что таковых не
более t.
Мы рассматриваем только так называемый неадаптивный поиск, т.е. когда взве-

шивания производятся одновременно.
Обозначим вес j-й монеты через xj и рассмотрим вектор x = (x1, . . . , xm), кото-

рый мы хотим найти с помощью взвешивания групп монет на точных весах. Взве-
шивание (тест) множества монет J ⊂ {0, 1, . . . ,m} выдает в качестве результата
суммарный вес s(J) взвешиваемых монет

s(J) =
∑
j∈J

xj = (x,h),

где h – характеристический вектор множества J . Пусть J1, . . . , Jn обозначают мно-
жества взвешиваемых монет, h(1), . . . ,h(n) – их характеристические векторы, и пусть
sk := (x,h(k)) – результат взвешивания множества Jk. Двоичную (n×m)-матрицуH ,
строками которой являются векторы h(1), . . . ,h(n), будем называть матрицей изме-
рений. Тогда результаты взвешиваний можно записать в виде уравнения

HxT =

m∑
j=1

xjhj = s, (5)

где вектор-синдром s = (s1, . . . , sn) состоит из результатов взвешиваний, а hj – j-й
столбец матрицы H .
В задаче с полной информацией величина s(J) дает нам точное число фальшивых

монет среди взвешенных. Действительно,

s(J) = β|J ∩ E|+ α(|J | − |J ∩E|) = α|J |+ (β − α)|J ∩ E|,

где E – множество номеров фальшивых монет.
Введем модифицированные результаты взвешиваний

ŝk :=
sk − αwt(h(k))

β − α

и, соответственно, модифицированный вектор-синдром ŝ = (ŝ1, . . . , ŝn), где wt(h) =
= |{i : hi 
= 0}| – вес Хэмминга вектора h. Тем самым, задача свелась к поиску
двоичной (n × m)-матрицы H c максимальным m при заданном n, для которой
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уравнение

ŝ = HyT , (6)

называемое далее синдромным, имеет не более одного двоичного решения y с весом
Хэмминга wt(y) � t, где y – характеристический вектор множества E номеров фаль-
шивых монет. Это уравнение играет роль, аналогичную роли синдромного уравне-
ния для кодов, исправляющих ошибки. Условие, что все суммы по t или меньше
стобцов матрицы H , рассматриваемых как вещественные векторы, различны, оче-
видно равносильно тому, что уравнение (6) имеет не более одного решения веса
Хэмминга не более t. Напомним, что код C ⊂ Bn называется t-сигнатурным кодом
для двоичного суммирующего канала множественного доступа, если все суммы его
слов по t или меньше различны и отличны от нуля (см. [8]). Тем самым, матрица H
является искомой тогда и только тогда, когда ее столбцы образуют t-сигнатурный
код, и величина M2(t |n) – это максимально возможная мощность t-сигнатурного
кода. Взаимосвязи кодов для каналов множественного доступа и комбинаторной
теории поиска посвящено множество работ, начиная с [10, 11].
Задача поиска с полной информацией – классическая, она восходит к работе Эр-

деша и Реньи [12], где были получены верхние и нижние границы величины n(t |m)
для случая, когда t = m. Затем в [13, 14] была найдена лучшая верхняя граница,
асимптотически совпавшая с нижней границей из [12], и тем самым, было доказано,
что

n(m |m) =
m

2 log2 m
(1 + o(1)).

Этот результат был обобщен на недвоичный случай в [15].
Так как суммы по t или менее векторов кода C мощности m принадлежат мно-

жеству {0, 1, . . . , t}n из (t+ 1)n элементов и при этом различны, то

t∑
i=0

(
m

i

)
� (t+ 1)n. (7)

Определим, аналогично (4), “скорость” роста величины M2(t |n) как

R
(2)
t := lim

n→∞
n−1 log2 M2(t |n).

Из (7) следует, что

R
(2)
t � log2 t

t
(1 + o(1)). (8)

Отметим, что эту асимптотическую границу можно в два раза улучшить [10].
Теперь перейдем к задаче поиска в условиях минимальной информации. Эта за-

дача была поставлена и во многом решена в работе [16]. Начнем с замечания из [16]
о том, что неизвестный вес α правильной монеты можно найти взвешиванием пооди-
ночке произвольных 2t+1 монет, поскольку вес α появится среди 2t+1 результатов
взвешивания как минимум t+ 1 раз.
Зная вес α, перепишем синдромное уравнение (5) в виде

s =

m∑
j=1

xjhj = α

m∑
j=1

hj +
∑
j∈E

(xj − α)hj = α

m∑
j=1

hj +HyT , (9)

где вектор y = (y1, . . . , ym) состоит из новых, искусственно введенных весов yj :=
:= xj − α, а E ⊂ {0, 1, . . . ,m}, как и выше, – множество позиций фальшивых монет.
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Приведем синдромное уравнение к виду

ŝ = HyT , (10)

где вектор

ŝ = s− α

m∑
j=1

hj

будем называть модифицированным синдромом. Напомним, что вектор y называ-
ется t-разреженным, если мощность его носителя supp(y) := {i : yi 
= 0} не
превышает t. Следовательно, задача поиска фальшивых монет в предположении,
что вес α правильной монеты известен, равносильна задаче о максимально возмож-
ном числе столбцов m в двоичной матрице с заданным числом строк n, такой что
уравнение (10) при любом ŝ имеет не более одного t-разреженного решения y ∈ Rm.
Это условие, в свою очередь, равносильно тому, что любые 2t столбцов матрицы
линейно независимы.
Легко видеть, что все три задачи могут быть переформулированы как условие,

что синдромное уравнение (10) имеет не более одного t-разреженного решения y,
где сами задачи различаются соответствующими дополнительными ограничениями
на координаты вектора y.
А именно, определения 1 или 2 приводят к ограничению, что рассматриваются

только стохастические векторы-решения y, т.е. такие, что все yi � 0 и
m∑
i=1

yi = 1.

Вторая задача – поиск фальшивых монет с полной информацией – описывается
тем ограничением, что вектор y двоичный.
Наконец, третья задача – при дополнительном предположении, что известен вес

правильной монеты – не накладывает никаких ограничений на вектор y, кроме того,
что он t-разрежен. Эта задача, как мы только что отмечали, равносильна задаче о
максимальном двоичном коде, в котором любые 2t векторов линейно независимы
над полем R.
Тем самым,

m∗(t |n) � M1(t |d), m∗(t |d) � M2(t |d)

и

m∗(t |d) + 2t+ 1 � M3(t |d),

где m∗(t |n) обозначает максимальную мощность n-мерного двоичного кода, в кото-
ром любые 2t векторов линейно независимы над R.
Отметим, что в [16] была доказана асимптотическая нижняя граница

R∗(t) := lim sup
n→∞

n−1 log2 m
∗(t |n) = Ω(t−1 log t),

которая тем самым справедлива для скоростей оптимальных кодов во всех рассмат-
риваемых задачах.
С другой стороны, если во второй задаче предположить, что число фальшивых

монет заранее известно и равно t, то это требование оказывается самым слабым из
всех перечисленных выше задач. Поэтому для всех трех задач справедливо нера-
венство(

m

t

)
� (t+ 1)n
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(ср. неравенство (7)), и следовательно, для них справедлива асимптотическая верх-
няя оценка (8) на скорость соответствующих кодов.
Таким образом, мы установили следующее:
Для всех трех задач порядок скорости наилучшего кода равен t−1 log t.

§ 2. Ошибки в измерениях и каналах

Перейдем теперь к рассмотрению случая, когда имеются ошибки, например, ко-
гда в задаче поиска появляются ошибки во взвешиваниях, или когда ошибки возни-
кают на выходе двоичного суммирующего канала. Как мы увидим ниже, наличие
ошибок вносит существенные различия в описанные выше три задачи. Так, напри-
мер, определения 1 и 2 перестают быть эквивалентными.
Расширим определение 1 на случай ошибок. Очевидно, что для двоичных векто-

ров евклидово расстояние и расстояние Хэмминга связаны соотношением D2(a, b) =
= d(a, b) для любых a, b ∈ Bn.

О п р е д е л е н и е 3. Множество C вершин n-мерного булева куба Bn называется
(t, δ)-независимым кодом, если для любых его двух непересекающихся подмножеств
A,B ⊂ C, таких что |A|, |B| � t, их выпуклые оболочки находятся на евклидовом
расстоянии не меньше чем δ друг от друга, т.е.

D(〈A〉, 〈B〉) := min
a∈〈A〉
b∈〈B〉

D(a, b) � δ. (11)

Мы отмечали в § 1, что определение 2 является математической формулиров-
кой задачи о мультимедийных кодах отпечатков пальцев, устойчивых к линейным
атакам коалиций, где под линейной атакой коалиции A ⊂ C понимается создание
ложного вектора â =

∑
a∈A

paa, где все pa � 0 и
∑
a∈A

pa = 1, и нужно уметь нахо-

дить A по â. Следовательно, использование (t, δ)-независимого кода гарантирует,
что если происходящие ошибки имеют евклидову длину не более δ/2, то любые две
коалиции, способные породить данный ложный вектор, имеют непустое попарное
пересечение. Это свойство аналогично так называемому свойству secure frameproof,
введенному ранее для обычных кодов цифровых отпечатков пальцев. Однако оно
не только не позволяет найти всю коалицию, но даже не гарантирует нахождение
хотя бы одного участника коалиции, так как пересечение всех коалиций, способных
породить данный вектор, может быть пусто (см. [3]).
Отметим, что произвольное t-независимое множество C является одновременно

и (t, δ)-независимым кодом. Действительно, достаточно положить

δ = dt(C) := min
A,B⊂C
A∩B=∅

|A|=|B|=t

D(〈A〉, 〈B〉). (12)

Естественно рассмотреть величину M1(t, δ |n), равную максимальной мощности
(t, δ)-независимого кода в n-мерном булевом кубе. Нам неизвестно, как ведет себя
величина δ(t), такая что M1(t, δ |n) растет экспоненциально от n при δ < δ(t) и
фиксированном t. Более того, нам это неизвестно даже для случая t = 2.
Заметим, что если взять в качестве кода C двоичный код длины n с минимальным

расстоянием Хэмминга d = τn, где 0 < τ < 1/2, и мощности M = 2(R(τ)+o(1))n

с R(τ) > 0, то все вершины будут на попарном евклидовом расстоянии не менее
чем

√
τn, однако это не гарантирует даже свойство t-независимости (т.е. выпуклые

оболочки могут пересекаться).
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Согласно определению 2 множество C ⊂ Bn называется t-независимым, если для
любых двух различных подмножеств A,B ⊂ C мощности не более t каждое их вы-
пуклые оболочки не пересекаются по строго внутренней точке. Очевидно, что сколь
угодно малая ошибка может нарушить это свойство.
Рассмотрим для примера t = 2, A = {a, c}, B = {b, c} и две внутренние точки:

xa = εa+ (1− ε)c ∈ A и xb = εb+ (1 − ε)c ∈ B,

находящиеся на расстоянии ε‖a − b‖2 друг от друга. Иначе говоря, малые ошибки
−εa и −εb, соответственно, переведут эти точки в точку (1− ε)c.
Это замечание может быть интерпретировано как то, что мультимедийные ко-

ды отпечатков пальцев не способны полностью найти коалицию недобросовестных
пользователей в условиях общей линейной атаки и сколь угодно малого целенаправ-
ленного шума (см. [17]). Тем не менее, как было показано в [18], такие коды существу-
ют, если ограничиться атакой усреднения, т.е. когда ложный вектор â = |A|−1

∑
a∈A

a.

Иначе говоря, мы ослабляем условие на расстояние между выпуклыми оболочками
различных t-подмножеств, а именно требуем только, чтобы центры масс выпуклых
оболочек были друг от друга на расстоянии не меньше заданного порога, равного
удвоенной длине ошибки. Если мощность коалиции известна априори, то возникаю-
щая задача превращается в задачу 2 поиска фальшивых монет при полной инфор-
мации и ошибках измерений, или, что равносильно, задачу о сигнатурных кодах для
двоичного суммирующего канала, исправляющих ошибки на выходе канала.
Код C ⊂ Bn будем называть (t, δ)-сигнатурным кодом для двоичного суммирую-

щего канала, если любые две суммы его слов по t или меньше не просто различны,
а находятся на евклидовом расстоянии не менее δ друг от друга. Таким образом,
(t, δ)-сигнатурный код способен правильно находить группу из не более чем t актив-
ных пользователей в условиях, когда выход двоичного суммирующего канала может
быть искажен ошибкой длины (евклидовой) меньше δ/2.
Напомним конструкцию (t, δ)-сигнатурных кодов из [18]. Рассмотрим двоичный

n-мерный код H мощности m, который состоит из столбцов проверочной (n × m)-
матрицы двоичного примитивного кода БЧХ длины m = 2n/t − 1 или неприводи-
мого кода Гоппы длины m = 2n/t, исправляющих t ошибок, где n – число прове-
рочных символов данных кодов. Кроме того, пусть V – линейный двоичный код
длины N с n информационными символами и минимальным кодовым расстояни-
ем d(V ), а ϕ : Bn → V ⊂ BN – произвольное систематическое кодирование этого
кода.
В [18] было показано, что двоичный код

H′ = ϕ(H) = {ϕ(h) : h ∈ H} ⊂ V

длины N является (t, δ)-сигнатурным кодом с δ =
√

d(V ). Если взять в качестве V
коды мощности 2RN с линейно растущим по N расстоянием d(V ) = τN , то полу-
чатся (t, δ)-сигнатурные коды с расстоянием δ(V ), растущим как c

√
N . Так как рас-

сматриваемые коды двоичные, то евклидова длина кодовых векторов имеет порядок
Ω(

√
N), и следовательно, минимальное расстояние этих кодов имеет оптимальный

порядок Ω(
√
N). Важно отметить, что данные коды можно строить со сложностью,

полиномиальной от N , т.е., с полилогарифмической сложностью по m. Отметим,
что случайное кодирование позволяет увеличить скорость в log t раз и, тем самым,
получить коды с оптимальной по порядку скоростью (см. [19]).
Также отметим, что схожая постановка задачи была исследована в [20], где рас-

сматривалась вероятностная модель ошибок (с нормальным распределением).
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Перейдем теперь к задаче 3 и рассмотрим наиболее общий вариант постановки
задачи, когда, несмотря на ошибки в измерениях, требуется найти не только фаль-
шивые монеты, но и веса всех монет. Заметим, что нахождение веса правильной
монеты уже не так очевидно, как в случае, когда ошибок нет, поэтому мы будем
рассматривать упрощенный вариант, когда вес правильной монеты известен и ра-
вен 0. Для (n × m)-матрицы H измерений и неизвестного t-разреженного вектора
y ∈ Rm соответствующее синдромное уравнение примет вид

ŝ = HyT + e, (13)

где e ∈ Rn – вектор ошибки длины ‖e‖2 � ε.
Задача нахождения разреженного решения уравнения (13) стала популярной по-

сле основополагающих работ [21,22], в которых было предложено искать аппрокси-
мацию такого решения уравнения (13) заменой минимизации веса Хэмминга реше-
ния на минимизацию его �1-нормы. А именно было предложено рассмотреть задачу
минимизации ‖y‖1 при ограничении ‖ŝ −HyT ‖2 � ε. Предложенный подход полу-
чил название сжатого измерения (compressed sensing). В качестве матриц измере-
ний было предложено использовать матрицы со свойством ограниченной изометрии
(restricted isometry property), или, сокращенно, RIP-матрицы.
Матрица H называется γt-RIP-матрицей, если для любого t-разреженного век-

тора y ∈ Rn справедливо

(1 − γt)‖y‖22 � ‖HyT ‖22 � (1 + γt)‖y‖22. (14)

Обозначим через y∗ вектор минимальной �1-нормы в множестве{
z ∈ R

n : ‖ŝ−HzT ‖2 � ε
}
.

Основной результат теории сжатых измерений можно неформально сформулиро-
вать следующим образом: если параметр γT , где T в несколько раз больше t, доста-
точно мал, то ‖y∗ − y‖2 � Cε. Приведем в качестве примера точной формулировки
теорему 1 из [23]:
“Пусть для матрицы H выполнено γ3t + 3γ4t < 2. Тогда ‖y∗ − y‖2 � Ctε, где

константа Ct зависит только от γ4t. Например, Ct ≈ 8,82 для γ4t = 1/5.”
В литературе, посвященной теории сжатых измерений, неоднократно указыва-

лось, что для нахождения хорошей аппроксимации решения уравнения (13) доста-
точно найти носитель неизвестного вектора y, а затем применить, например, метод
наименьших квадратов. С другой стороны, нахождение хорошего приближения y∗

еще не гарантирует, что носители векторов y∗ и y совпадают, если не наложить то
ограничение, что

ymin = min
i∈supp(y)

|yi| � Ω(ε).

В противном случае, как мы уже указывали, точное нахождение носителя невоз-
можно. Тем не менее, если найдено хорошее приближение y∗ к искомому вектору y,
а именно если ‖y∗ − y‖2 � ε̂ и одновременно ymin > 2ε̂, то supp(y) = {i : |y∗i | > ε̂}.
В ряде работ (см. [24,25] и библиографию в них) был рассмотрен прямой подход к

восстановлению носителя вектора с помощью RIP-матриц, что накладывало условия
на величину γT для сравнительно малых T . Так, в [24] был предложен алгоритм,
однозначно находящий носитель вектора y, если выполнены условия

γt+1

√
t+ 1 < 1 и ymin > 2ε(1− γt+1

√
t+ 1)−1.
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Хорошо известно, что для RIP-матриц минимальное n имеет вид

n = Ω
(
t log

m

t

)
,

что при фиксированном t и растущем m дает n = O(t logm). Однако явные кон-
струкции таких матриц неизвестны, тогда как (t, δ)-сигнатурные коды из [18] стро-
ятся явно и со сложностью polylog(m) (см. выше), и при этом имеют ту же асимпто-
тику n, что и случайные RIP-матрицы. Недостаток кодов из [18] состоит в том, что
они позволяют находить носитель только у таких t-разреженных векторов, что все
их ненулевые координаты равны 1. Сейчас мы частично устраним этот недостаток.
Вектор y будем называть θ-равномерным в норме �1, если

‖y − 1E‖1 =
∑
i∈E

|yi − 1| � θ,

где E – носитель вектора y, а 1E – характеристический вектор множества E.
П р е д л оже н и е 2. Любой (t, δ)-сигнатурный код H позволяет находить но-

ситель произвольного θ-равномерного вектора, если δ > 2(θh + ε), где h – макси-
мальная евклидова длина векторов из H.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть код H ⊂ Bn является (t, δ)-сигнатурным кодом, т.е.

для любых двух различных подмножеств A,B ⊂ H, таких что |A| � t, |B| � t,
справедливо∥∥∥∥∥∑

a∈A

a−
∑
b∈B

b

∥∥∥∥∥
2

� δ.

Пусть y,y′ – два θ-равномерных t-разреженных вектора с различными носите-
лями A и B соответственно, для которых ‖ŝ−HyT ‖2 � ε и ‖ŝ−Hy′T ‖2 � ε. Тогда

Δ := ‖HyT −Hy′T ‖2 � 2ε.

Обозначим μa = 1 − ya, μb = 1 − yb для a ∈ A, b ∈ B соответственно. Тогда,
с другой стороны,

Δ =

∥∥∥∥∥
(∑

a∈A

a−
∑
b∈B

b

)
−
∑
a∈A

μaha +
∑
b∈B

μbhb

∥∥∥∥∥
2

� δ − 2θh > 2ε.

Полученное противоречие и доказывает утверждение. �
Мы предполагаем, что это утверждение можно распространить на произволь-

ные t-разреженные векторы, или, по крайней мере, на стохастические разреженные
векторы. Если эта гипотеза справедлива, то из [19, теорема 1] будет следовать су-
ществование матриц измерений с n = Ω

(
t
logm

log t

)
, позволяющих находить носитель

t-разреженных векторов, что и будет асимптотическим ответом для задачи поиска
носителя t-разреженного вектора для случая, когда t фиксировано, а размерностьm
вектора стремится к бесконечности.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ
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О КОДАХ С РАССТОЯНИЯМИ d И n

Перечислены все q-ичные аддитивные (и в частности, линейные) блоковые
коды длины n и мощности N � q2, имеющие ровно два расстояния: d и n.
Для произвольных кодов длины n с расстояниями d и n получены верхние
оценки на мощность с помощью линейного программирования и через связь
с множествами точек на евклидовой сфере с двумя расстояниями.

Ключевые слова: код с двумя расстояниями, двухвесовой код, линейный двух-
весовой код, разностная матрица, максимальная дуга, латинский квадрат, ор-
тогональная таблица, оценка на коды, граница линейного программирования,
сферический код.

DOI: 10.31857/S0555292322040064, EDN: NAWXWG

§ 1. Введение

В статье рассматриваются q-ичные блоковые коды длины n, имеющие ровно два
расстояния – d и n. Коды с двумя расстояниями – это классический объект иссле-
дования в алгебраической теории кодирования в течение более 55 лет. Исчерпы-
вающий обзор таких кодов можно найти в работе [1]. Построение новых семейств
таких кодов, так же как и описание некоторых существующих классов таких кодов,
остаются важнейшими открытыми проблемами алгебраической теории кодирования
(см., например, работу [2] и библиографию в ней). Несмотря на многие известные
бесконечные классы двухвесовых кодов, полная классификация таких линейных ко-
дов весьма далека от завершения. Даже в случае кодов с расстояниями d и n до этой
статьи мы не могли сказать, что все такие коды известны.
В двух предыдущих работах [3,4] мы описали такие коды для специального слу-

чая, когда два расстояния – это d и d+1, и показали, что все такие коды получаются
из эквидистантных кодов двумя способами: либо добавлением одной произвольной
позиции (так чтобы сохранить линейность кода) ко всем словам, либо выбрасыва-
нием одной произвольной позиции из всех кодовых слов. Затем в работах [5, 6] мы
рассмотрели произвольные линейные и нелинейные коды с двумя весами d и d + δ
и усилили известные результаты Дельсарта [7, 8], касающиеся необходимых усло-
вий существования таких проективных кодов. Следует также упомянуть работу [9],
где с помощью описания всех дуг в проективной геометрии PG(r, q) с кратностями

1 Работа выполнена при частичной поддержке Национального научного фонда Болгарии (NSF)
(проект KP-06-Russia/33-2020).

2 Работа выполнена при частичной поддержке Национального научного фонда Болгарии (NSF)
(проект KP-06-N32/2-2019).

3 Исследования были выполнены в ИППИ им. А.А. Харкевича РАН в рамках проводимых фун-
даментальных исследований по теме “Математические теории корректирующих кодов”, а также
поддержаны грантом Национального научного фонда Болгарии (номер проекта 20-51-18002).
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пересекающих их гиперплоскостей w, w + 1 и w + 2 были классифицированы все
q-ичные линейные коды с расстояниями d, d+ 1 и d+ 2.
Главная цель данной статьи – это перечисление аддитивных и неаддитивных

(включая дистанционно инвариантные) блоковых кодов длины n, имеющих ровно
два расстояния для очень специального случая, когда эти расстояния равны d и n.
Интересно, что линейные коды такого вида имеют порождающие матрицы, связан-
ные с порождающими матрицами эквидистантных линейных кодов (они получаются
из последних добавлением нулевого столбца и строки из всех единиц). Этот эффект
был замечен в [10] в терминах полностью регулярных кодов с радиусом покрытия
ρ = 2. Мы приводим необходимые и достаточные условия для существования таких
кодов и даем их простое описание. Мы также приводим некоторые новые верхние
оценки на мощность таких произвольных кодов ровно с двумя расстояниями d и n.
Одна из таких оценок это граница линейного программирования, а другая оценка
связана со сферическими кодами, имеющими между кодовыми точками ровно два
расстояния в евклидовой метрике.

§ 2. Предварительные результаты
Пусть q � 2 – целое положительное число, и пусть всюду далееQ = {0, 1, . . . , q−1}

– абелева группа, представленная в аддитивной форме, с нейтральным элементом 0.
Любое подмножество C ⊆ Qn представляет собой код длины n, мощности N = |C|
с минимальным расстоянием d (т.е. d = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x 
= y}), где

d(x, y) = |{i} : xi 
= yi, i = 1, . . . , n}| для x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn),

который обозначается через (n,N, d)q. Если q – степень простого числа, то Q – это
множество элементов поля Галуа Fq, которые мы также будем обозначать через
0, 1, . . . , q − 1, но операции над этими элементами будут осуществляться в поле Fq.
Если (n,N, d)q-код C представляет собой k-мерное подпространство линейного про-
странства Qn, то мы используем для такого кода стандартное обозначение [n, k, d]q,
где N = qk. Для двоичного случая, т.е. когда q = 2, символ q опускается и ис-
пользуются обозначения (n,N, d) и [n, k, d] соответственно. В настоящей статье под
понятием аддитивный мы имеем ввиду абелеву подгруппу в абелевой группе Qn

с аддитивной покоординатной операцией в Q (так что, конечно, эти коды включают
в себя и линейные коды).
Пусть (n,N, {d, n})q обозначает (n,N, d)q-код C ⊂ Qn, обладающий следующим

свойством: для любых двух различных кодовых слов x и y кода C расстояние Хэм-
минга d(x, y) между этими словами равно либо d, либо n. Если не оговорено про-
тивное, то мы всегда полагаем, что в таком коде оба расстояния d и n реализуются.
Нас будут интересовать вопросы существования, построения и перечисления та-

ких (n,N, {d, n})q-кодов, а также верхние оценки максимально возможной мощности
произвольных кодов такого вида.
Мы не рассматриваем тривиальные случаи таких кодов, как, например, повторе-

ние двух (или более) (n1, N, {d1, n1})q- и (n2, N, {d2, n2})q-кодов с одинаковыми или
разными параметрами, эквидистантные коды, коды с тривиальными (т.е. постоян-
ными) координатными позициями и так далее.
О п р е д е л е н и е 1. Пусть G – абелева группа порядка q, представленная в ад-

дитивном виде. Квадратная матрица D порядка qμ с элементами из G называется
разностной матрицей и обозначается через D = D(q, μ), если покоординатная раз-
ность любых двух ее различных строк содержит каждый элемент G ровно μ раз.
Ясно, что матрица D инвариантна относительно сложения любой ее строки или

столбца с постоянным вектором (a, a, . . . , a), где a ∈ G. Осуществляя такие операции,
мы всегда можем привести разностную матрицу D к нормализованной разностной

63



матрице, которая имеет нулевую первую строку и нулевой первый столбец. В даль-
нейшем, если не оговорено противное, без ограничения общности мы всегда будем
полагать, что разностная матрица представлена в нормализованной форме.
Из [11] (см. также [12]) известен следующий результат.
Л емма 1. Для любого простого числа p и любых натуральных чисел � и h

существует разностная матрица D(p�, ph).
Опишем кратко построение всех таких разностных матриц D(p�, ph) из рабо-

ты [12]. Для любого целого m � 1 зафиксируем взаимно-однозначное соответствие
между элементами поля Fpm и элементами векторного пространства Fm

p . Для лю-
бых натуральных чисел � и h положим u = �+ h. Для поля Галуа Fpu с элементами
{f0 = 0, f1 = 1, f2, . . . , fpu−1} обозначим через F = [fi,j] матрицу размера pu × pu,
строки и столбцы которой индексированы элементами поля Fpu , где fi,j = fifj ,
т.е. F – таблица умножения элементов Fpu . Определим оператор Φ = Φu→�, отобра-
жающий элементы x = (x1, . . . , xu) поля Fu

p в элементы x(�) = (x1, . . . , x�) поля F�
p

путем удаления правых u− � координатных позиций векторов из Fu
p :

Φu→�(x1, . . . , x�, . . . , xu) = (x1, . . . , x�).

Обозначим через F [�] матрицу, полученную из матрицы F действием оператора Φ
на все элементы матрицы F :

F [�] =
[
f
[�]
i,j

]
: f

[�]
i,j = Φu→�(fi,j).

Получаем теперь (см. [11], а также [12]), что имеет место следующая
Л емма 2. Для любого простого числа p и любых натуральных чисел � и h мат-

рица F [�] представляет собой аддитивную разностную матрицу D = D(p�, ph).
Если � делит h, т.е. N = ph+� = p�(h/�+1), то F [�] является векторным простран-
ством, откуда вытекает, что разностная матрица D линейна.
Опишем построение (n,N, {d, n})q-кода на основе разностной матрицы D(q, μ)

над G. В рассматриваемом случае G = Fq. Предположим, что первая строка D

состоит из нулей. Обозначим через D(g) матрицу, полученную из D прибавлением
элемента g ∈ G ко всем элементам D, т.е. если D = [di,j ], то D(g) = [di,j + g] для
всех i и j (напомним, что сложение осуществляется в G). По определению D матри-
ца D(g) является разностной матрицей D(q, μ). Из определения следует также, что
для любых двух строк r из D и r(g) из D(g) выполняется следующее свойство [12]:

d(r, r(g)) =

{
qμ, если r(g) = r + (g, g, . . . , g),

(q − 1)μ, если r(g) 
= r + (g, g, . . . , g).
(1)

Ясно, что матрица D(q, μ) индуцирует эквидистантный (qμ − 1, qμ, μ(q − 1))q-код,
оптимальный относительно верхней границы Плоткина

N � qd

qd− (q − 1)n
, (2)

если знаменатель положителен. Чтобы убедится в этом, следует вначале предста-
вить D в нормализованной форме, при которой первый столбец состоит из нулей,
а затем выкинуть этот тривиальный столбец. Из (1) вытекает следующий результат.

Л емма 3 [12]. Строки (N × n)-матрицы
[
D(0) | . . . |D(q−1)

]t образуют двух-
весовой (n,N, {d, n})q-код с параметрами

n = qμ, N = q2μ, d = μ(q − 1). (3)
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Назовем код C, основанный на разностной матрице D (как описано выше), раз-
ностным матричным кодом, или кратко РМ-кодом. Любой (n,N, {d, n})q-код, па-
раметры которого удовлетворяют (3), будем называть псевдоразностным матрич-
ным кодом, или кратко ПРМ-кодом. Ниже мы убедимся, что аддитивные ПРМ-коды
представляют собой РМ-коды. Все эти коды оптимальны относительно q-ичного ана-
лога верхней границы Грея –Рэнкина [13], которого они достигают с точным равен-
ством. Любой q-ичный (n,N, {d, n})q-код, который можно разбить на тривиальные
(n, q, n)q-подкоды (называемые симплексами), удовлетворяет этой границе [13]

N

q
� q(qd− (q − 2)n)(n− d)

n− ((q − 1)n− qd)2
(4)

при условии, что n− ((q − 1)n− qd)2 > 0.
Напомним также границу линейного программирования на мощность N кода C,

в котором максимальное расстояние между кодовыми словами ограничено, скажем,
величиной D (см. работы [14] для первого случая границы D = n и [15] для общего
случая). Для D = n эта оценка выглядит следующим образом:

N � q2d

dq − (q − 1)(n− 1)
, (5)

если знаменатель положителен. Заметим, что (n,N, {d, n})q-ПРМ-код достигает этой
границы с точным равенством.
Как мы уже упоминали, мы рассматриваем не только аддитивные коды, но также

и те, которые не являются аддитивными. В частности, рассматриваются дистанци-
онно инвариантные коды, т.е. такие, весовой спектр которых не зависит от выбора
нулевого слова.
Напомним, что q-ичная (N×n)-матрицаM называется ортогональной таблицей

силы t индекса λ = N/qt с n ограничениями и обозначается через OA(N,n, q, t), если
каждая (N × t)-подматрица содержит в качестве строк каждый q-ичный вектор
длины t ровно λ раз [16].
Будем говорить, что (n+1, N, d∗)q-код C∗, где d∗ ∈ {d, d+1}, получен расширени-

ем (n,N, d)q-кода C, если ко всем кодовым словам кода C добавлена координатная
позиция общей проверки на четность, т.е.

C∗ = {(c1, . . . , cn, cn+1) : (c1, . . . , cn) ∈ C}, где cn+1 =

n+1∑
i=1

ci.

Следующий результат хорошо известен; его можно найти, например, в [17]. Для
заданного q и натурального m введем величину nm = (qm − 1)/(q − 1).
Л емма 4. Пусть Hm – [nm, k, 3]q-код Хэмминга. Тогда расширенный код H∗

m
имеет минимальное расстояние 4, если и только если
(i) q = 2 и m � 2, или
(ii) q = 2r � 4 и m = 2, т.е. nm + 1 = q + 2 и k = q − 1.
Для произвольного (n,N, d)q-кода C определим его радиус покрытия ρ = ρC как

наименьшее целое число, такое что все шары радиуса ρ, проведенные вокруг всех
кодовых слов C (с центрами в этих словах), покрывают все пространство Qn.

§ 3. Необходимые условия
Естественный вопрос о существовании q-ичного двухвесового (n,N, {d, d + δ})q-

кода – это при каких условиях существует такой код? Здесь мы отвечаем на этот
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вопрос для случая, когда d+ δ = n и код удовлетворяет некоторым условиям регу-
лярности. Нам потребуются некоторые известные факты о проективных двухвесо-
вых кодах (см. работы [1, 7, 8] и библиографию в них). Пусть PG(n, q) обозначает
n-мерное проективное пространство над полем Fq. Тогда m-дуга точек в PG(n, q),
где m � n+ 1 и n � 2, – это множество M , содержащее m точек, такое что никакие
n + 1 точек множества M не лежат в гиперплоскости пространства PG(n, q). Ду-
га, содержащая (q + 1) точек PG(2, q), называется овалом, а дуга из (q + 2) точек
пространства PG(2, q) для четного q называется полным овалом, или гиперовалом
(см., например, [18–20]).
Линейный код C называется проективным, если дуальный к нему код C⊥ имеет

минимальное расстояние d⊥ � 3 (т.е. любая порождающая матрица C не содер-
жит двух столбцов, являющихся скалярными кратными друг друга). Для проек-
тивных [n, k, d]q-кодов C можно ввести понятие дополнительного к нему кода Cc

(см., например, [1,7]). Пусть [C] обозначает матрицу, образованную всеми кодовыми
словами кода C (т.е. строками [C] являются кодовые слова C). Код Cc называет-
ся дополнительным к коду C, если матрица

[
[C] | [Cc]

]
является линейным эквиди-

стантным кодом и Cc имеет минимально возможную длину, обеспечивающую это
свойство. Для данного [n, k, d]q-кода C с проверочной матрицей H дополнительный
к нему [nn−k − n, k, dc]-код Cc имеет проверочную матрицу Hc, полученную из мат-
рицы Hn−k удалением всех столбцов матрицы H и столбцов, кратных столбцам H .
Напомним важное свойство дополнительного кода: любому кодовому слову веса w
в [n, k, d]q-коде C соответствует кодовое слово веса wc = qk−1 −w в дополнитель-
ном к нему коде Cc. Следствием этого простого факта является

Л емма 5 [7]. Линейный [n, k, d]q-код C с радиусом покрытия ρ = 2, не дуаль-
ный РМ-коду, существует одновременно с дуальным к нему проективным кодом Cc

с тем же самым радиусом покрытия ρc = 2.

Обобщение этих хорошо известных фактов на произвольные линейные двухвесо-
вые [n, k, {d, d+ δ}]q-коды было получено в [5, 6]. Здесь мы приводим вариант этого
результата на случай [n, k, {d, n}]q-кодов. Для любого кода C с проверочной матри-
цей H обозначим через s максимальное число появлений любого столбца H с учетом
кратных к нему столбцов, т.е. полученных из него умножением на ненулевой элемент
поля Fq.

Л емма 6 [5, 6]. Пусть C – q-ичный линейный нетривиальный двухвесовой
[n, k, {d, n}]q-код, не дуальный s раз повторенному РМ-коду, и пусть μ1 и μ2 обо-
значают число кодовых слов веса d и n соответственно. Тогда существует до-
полнительный к нему линейный двухвесовой [nc, k, {dc, dc + δ}]q-код Cc, такой что

n+ nc = s
qk − 1

q − 1
, d+ dc + δ = sqk−1, n = d+ δ, s = 1, 2, . . . ,

причем Cc содержит μ1 кодовых слов веса dc + δ и μ2 кодовых слов веса dc, и Cc

имеет минимально возможную длину nc, такую что матрица
[
[C] | [Cc]

]
пред-

ставляет собой эквидистантный [s(qk − 1)/(q − 1), k, sqk−1]q-код.

Заметим, что целое число s в лемме 6 является максимальным числом столб-
цов в порождающей матрице C, которые являются скалярными кратными одного
столбца. Для проективных двухвесовых [n, k, {d, n}]q-кодов (т.е. для случая s = 1)
известны следующие результаты.

Л емма 7 [8]. Пусть C – проективный двухвесовой [n, k, {w, n}]q-код над Fq,
где q = pm и p простое. Тогда существуют два целых числа u � 0 и h � 1, такие
что

w = hpu, n = (h+ 1)pu.
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Напомним для проективного случая следующий результат (который прямо вы-
текает из тождеств Мак-Вильямс, если принять во внимание, что дуальный код C⊥

имеет минимальное расстояние d⊥ � 3) (см. [8]).
Л емма 8. Пусть C – двухвесовой проективный [n, k, {w, n}]q-код над Fq, где

q = pm и p – простое число. Обозначим через μ1 и μ2 число кодовых слов кода C
веса w и n соответственно. Тогда{

wμ1 + nμ2 = n(q − 1)qk−1,

w2μ1 + n2μ2 = n(q − 1)(n(q − 1) + 1)qk−2.
(6)

В [5, 6] (см. также [4] для специального случая n − d = 1) нами были получе-
ны условия целочисленности, аналогичные условиям, полученным Дельсартом в [8]
(см. также [1]), для проективных двухвесовых кодов на основе простых комбина-
торных аргументов, не связанных с собственными значениями сильно регулярных
графов. Для случая произвольных двухвесовых (n,N, {d, n})q-кодов с расстояниями
d и n эти условия сводятся к следующему. Как и в работах [8] и [1], мы рассмат-
риваем здесь только двухвесовые (n,N, {d, n})q-коды мощности N � q2. Имеются
тривиальные и нетривиальные примеры таких кодов с N � q2, которые мы упомя-
нем ниже. Мы считаем такие коды неинтересными, так как их мощность не всегда
оптимальна, т.е. не достигает верхних границ. Напомним, что под тривиальными
кодами мы понимаем также такие двухвесовые коды, которые можно представить
в виде прямой суммы (или повторения) двух или более (ni, N, {di, ni})q-кодов.
Т е о р ем а 1. Пусть Q – алфавит любого размера q, и пусть C – произвольный

нетривиальный q-ичный двухвесовой (n,N, {d, n})q-код, где N � q2. Тогда
(i) Мощность N кода C лежит в следующих пределах :

(q − 1)n+ 1 � N � q2d

qd− (q − 1)(n− 1)
(7)

при условии, что qd− (q − 1)(n− 1) > 0;
(ii) Правое неравенство в (7) становится равенством, если и только если матри-

ца [C], образованная всеми кодовыми словами кода C, является ортогональной
таблицей силы t � 2;

(iii) Если правое неравенство в (7) является равенством, то длина n и расстоя-
ние d кода C имеют следующий вид :

n =
N(q(d+ 1)− 1)− q2d

N(q − 1)
(8)

и

d = (n− 1)
(q − 1)N

q(N − q)
; (9)

(iv) Левое неравенство в (7) становится равенством, если и только если C –
эквидистантный (n,N, d)q-код ;

(v) Если правое неравенство в (7) является равенством, то число N делит q2d,
а число q − 1 делит (N − 1)d.

Док а з а т е л ь с т в о. (i) Для случая, когда C – произвольный q-ичный двухве-
совой (n,N, {d, n})q-код, это утверждение следует непосредственно из границы ли-
нейного программирования для этих кодов, которую мы приводим в п. 5.1. Для
случая, когда C – ортогональная таблица силы t � 2, этот результат получается из
аргументов, аналогичных тем, которые мы использовали в [6]. Здесь мы приведем
простое доказательство для общего случая, когда C – произвольный дистанционно
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инвариантный (n,N, {d, n})q-код мощности N � q2; приводимые здесь аргументы
понадобятся нам в дальнейшем.
Предположим, что C содержит нулевое кодовое слово и μ кодовых слов веса d.

Пусть код C∗ состоит только из кодовых слов веса d, и пусть [C∗] – матрица размера
μ× n, строками которой являются слова кода C∗.
Сначала подсчитаем полное число нулей (которое мы обозначим Σ0) в матри-

це [C∗] двумя разными (очевидными) способами. Действительно, по определению

Σ0 = μ(n− d) = (N/q − 1)n.

Далее, так как C дистанционно инвариантен, и следовательно, каждый столбец со-
держит одно и то же число нулей, а именно N/q = μ(n − d)/n + 1, то получаем,
что

μ =
n(N − q)

q(n− d)
. (10)

Затем найдем полное число Σ(0,0) пар координатных позиций, содержащих нулевые
элементы (0, 0), которые встречаются во всех n(n − 1)/2 позициях всех строк мат-
рицы [C∗]. Обозначим через s(i, j) число таких нулевых пар (0, 0), встречающихся
в столбцах с номерами i и j матрицы [C∗]. Получаем очевидным образом(

N

q2
− 1

)
n(n− 1) � Σ(0,0) =

∑
1�i<j=n

s(i, j) = μ(n− d)(n− d− 1). (11)

Подставляя выражение для μ из (10) в формулу (11), получаем следующее неравен-
ство:

N (qd− (q − 1)(n− 1)) � q2d. (12)

Отсюда получаем правое неравенство в (7), так как выполняется условие

qd− (q − 1)(n− 1) > 0.

Рассмотрим теперь левое неравенство в (7). Правое неравенство в (7) (которое
имеет место для произвольного двухвесового (n,N, {d, n})q-кода) влечет следующую
верхнюю оценку на величину d:

d � (n− 1)
N(q − 1)

q(N − q)
.

Но величина d для (n,N, {d, n})q-кода не может быть больше величины (обозначим
ее через d(p)), гарантируемой верхней границей Плоткина (2), которая точна для
эквидистантного кода (действительно, средняя оценка по всем расстояниям всегда
больше минимального расстояния кода с несколькими расстояниями). Поэтому из
неравенства

d � (n− 1)
N(q − 1)

q(N − q)
� d(p) = n

(q − 1)N

q(N − 1)

получаем, что

(n− 1)(N − 1) � n(N − q),

откуда вытекает левое неравенство для N в формуле (7).
(ii) Правое неравенство в (7) становится равенством, если и только если вы-

ражение (11) является равенством. Это имеет место, когда код C удовлетворяет
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следующему условию: величина s0(i, j) = s(i, j) постоянна для любых выбранных
позиций кода с номерами i и j. Мы утверждаем, что это возможно только тогда,
когда матрица [C] является ортогональной таблицей силы t � 2. Предположим про-
тивное – пусть для некоторого элемента a ∈ Q величина sa(i, j) не одна и та же
для всех i и j. Тогда определим новый код C(a), полученный из C перестановкой
элементов алфавита 0 и a во всех кодовых словах C. Производя для него такие же
вычисления, мы придем к противоречию. Так как величина sa(i, j) не постоянна в
выражении (7), мы получим строгое неравенство, противоречащее условию утвер-
ждения. Итак, заключаем, что матрица [C] должна быть ортогональной таблицей.
Но если [C] – ортогональная таблица, то тогда s0(i, j) = s(i, j) является постоянной
величиной для всех i j, выражение (11) представляет собой равенство, и следова-
тельно, правое неравенство в (7) является равенством.
(iii) Если правая часть (7) является равенством, то это означает, что неравен-

ство (11) также является равенством, что можно переписать в следующем виде:

(N − q2)n(n− 1) = qn(N − q)(n− d− 1). (13)

Поэтому можно выписать выражение для n как функции от q, d и N , получая таким
образом (8), и выражение для d как функции от q, n и N , получая (9).
(iv) Условие N = (q−1)n+1 относится к случаю эквидистантных кодов, подробно

рассмотренному в [21] (в этом случае матрица [C] также является ортогональной
таблицей силы t = 2).
(v) Так как n – натуральное число, мы заключаем из (13), что число d должно

быть кратным N/q2. Из этого же равенства, учитывая, что

N(q(d+ 1)− 1)− q2d = (q − 1) (N(d+ 1)− d(q + 1)) + d(N − 1),

мы заключаем, что d(N − 1) кратно q − 1. �
Следующий результат показывает, что существование аддитивного двухвесового

(n,N, {d, n})q-кода C над алфавитом Q, представляющим собой абелеву группу, на-
кладывает очень сильное условие на эту группу. Порядок группы q, а также струк-
тура группы Q совсем не произвольны. Напомним, что для заданной аддитивно
абелевой группы Q порядком элемента x, обозначаемым через ord(x), называется
минимальное число t, такое что tx = x+ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸

t раз

= 0.

Имеет место следующая

Т е о р ем а 2. Пусть Q – абелева группа порядка q, и пусть C – аддитивный
нетривиальный q-ичный двухвесовой (n,N, {d, n})q-код C над алфавитом Q, содер-
жащий нулевое кодовое слово. Тогда
(i) Все элементы Q имеют один и тот же порядок, т.е. ord(x) = ord(y), для
любой пары ненулевых элементов x, y ∈ Q∗;

(ii) Группа Q является прямой суммой m циклических групп Zp, так что

Q = Zp ⊕ Zp ⊕ . . .⊕ Zp;

(iii) Число q имеет вид q = pm, где p – простое число, а m – натуральное;
(iv) Код C содержит не менее чем q − 1 слов веса n.
Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что любая перестановка π элементов Q, такая

что π(0) = 0, примененная к любой позиции кода C, сохраняет свойство кода оста-
ваться двухвесовым (n,N, {d, n})q-кодом с нулевым кодовым словом. Обозначим че-
рез π перестановку, которая не меняет свойство кода C быть аддитивным, так что

x− y = π(x)− π(y) = π(x− y).
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(i) Для заданной пары элементов алфавита x, y ∈ Q∗ = Q \ {0} и кодового слова
c = (x1, x2, . . . , xn) ∈ C веса n выберем некоторые перестановки π1, . . . , πn элемен-
тов Q с условием πi(0) = 0 и такие, что при их применении ко всем координатным
позициям кодового слова c мы получим слово c′ = (x, y, . . . , y) аддитивного кода
(действительно, применение таких перестановок πi ко всем координатам не меня-
ет свойство кода быть аддитивным). Предположим, что t = ord(x) 
= ord(y). Тогда
t-кратная сумма c′ с самим собой c′+. . .+c′ будет равна кодовому слову (0, ty, . . . , ty),
вес которого равен n− 1, так как по предположению ty 
= 0. Тем самым, приходим
к противоречию, и поэтому все ненулевые элементы алфавита имеют один и тот же
порядок.
(ii) Этот факт прямо следует из (i). Действительно, хорошо известно, что любая

абелева группа представляет собой прямую сумму (прямое произведение) цикличе-
ских групп. С другой стороны, любая циклическая группа Zp1p2 имеет элементы
порядка p1, p2 и p1p2, что противоречит (i) и доказывает утверждение.
(iii) Из (ii) следует, что все pi равны, откуда получаем утверждение.
(iv) Так как код аддитивен, мы заключаем, что N � qn. Зафиксируем коорди-

натную позицию, скажем, первую. Разобьем все кодовые слова на смежные классы
согласно элементам, стоящим на первой позиции. Каждый смежный класс является
эквидистантным кодом, мощность которого не менее n [21] (откуда следует выше-
приведенное неравенство). Так как код является группой, то ясно, что мы можем
сдвинуть смежный класс с нулем на первой позиции в любой другой смежный класс.
Отсюда следует также, что каждый элемент алфавита встречается в столбце одно
и то же число раз.
Пусть μ1 обозначает число слов кода C веса d, а μ2 – число слов веса n. Рассмот-

рим сначала случай N = qn. Положим μ = n − d. Тогда можно подсчитать общее
число ненулевых позиций в коде C. Имеем следующие два выражения:{

μ1 + μ2 = N − 1,

dμ1 + nμ2 = nN
(
1− 1

q

)
.

(14)

Выражение для μ1 из первого уравнения подставим во второе, и учитывая, что
N = nq, приведем его к виду

d(N − 1− μ2) + nμ2 = nN

(
1− 1

q

)
= n2(q − 1).

Учитывая, что μ = n− d, получаем

d(qn− 1− μ2) + nμ2 = d(qn− 1) + (n− d)μ2 = (n− μ)(qn− 1) + μμ2 = n2(q − 1).

Таким образом, приходим к уравнению

μμ2 = n(qμ− n) + n− μ. (15)

Так как обе его части – положительные целые числа, заключаем, что qμ − n � 0.
Поэтому можно положить

qμ = n+ λ,

где λ � 0 – целое число. Уравнение (15) можно переписать в следующем виде (где μ
перенесено в левую сторону):{

qμ = n+ λ,

μ(μ2 + 1) = (λ+ 1)n.
(16)
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Так как (λ+ 1)n � n+ λ, то отсюда вытекает, что

μ(μ2 + 1) � qμ,

или, эквивалентным образом, μ2+1 � q. Следовательно, мы получаем, что μ2 � q−1.
Для случая N > qn доказательство не изменяется. �
В следующем утверждении мы сформулируем вариант теоремы 2 из [6] для слу-

чая нетривиальных [n, k, {d, n}]q-кодов, и поэтому это утверждение не нуждается
в доказательстве. Здесь мы предположим, что q = pm, где m � 1 и p – простое. Для
заданного q = pm и произвольного натурального числа a обозначим через γa � 0
максимальное целое число, такое что pγa делит a, т.е. a = pγah, где h и p взаимно
просты. Пусть числа γd, γδ и γc определены аналогичным образом для d, δ и dc со-
ответственно. Напомним, что через (a, b) обозначается наибольший общий делитель
целых чисел a и b.
Т е о р ем а 3. Пусть q = pm, где m � 1 и p – простое число. Пусть C – q-ич-

ный линейный (двухвесовой) [n, k, {d, n}]q-код размерности k � 2, и пусть Cc –
дополнительный к нему двухвесовой [nc, k, {dc, dc + δ}]q-код Cc, где

d+ δ = n и d+ dc + δ = sqk−1, s � 1.

(i) Если s = 1 и k � 4, т.е. C и, следовательно, Cc – проективные коды, то
справедливы следующие два равенства:

(q, d) = (q, δ) и (q, dc) = (q, δ); (17)

(ii) Если s = 1 и k = 3, то оба равенства в (17) имеют место, если справедливо
одно из следующих двух условий:

(d, q)2 � q(n(n− 1), q) или (d+ δ, q)2 > q(nc(nc − 1), q);

(iii) Если s = 1 и k � 2, то выполняется по крайней мере одно из следующих двух
равенств:

γd = γδ или γc = γδ; (18)

(iv) Если s � 1 и k � 3, то выполняется по крайней мере одно из двух равенств
в (18) (соответственно, в (17)).

§ 4. Известные (n,N, {d, n})q-коды
Здесь мы перечислим все известные нетривиальные аддитивные (n,N, {d, n})q-

коды. Большинство этих двухвесовых кодов можно найти в подробном обзоре таких
кодов в [1].
Мы начнем с формулировки утверждения, которое является перефразировкой

соответствующего результата из [10], где были приведены все известные полностью
регулярные линейные коды с радиусом покрытия 2, для которых дуальные коды
антиподальны (т.е. содержат слова веса n). В работе [10] эта теорема была приве-
дена и доказана для случая линейных кодов. Здесь мы сформулируем аналогичный
результат для произвольных аддитивных кодов.
Т е о р ем а 4. Пусть C – нетривиальный аддитивный (n,N, {d, n})q-код мощ-

ности N � q2 над Q. Код C можно привести эквивалентными преобразованиями
к коду C∗ так, чтобы имели место следующие условия:
(i) Для каждого ненулевого кодового слова v ∈ C∗ веса d каждый элемент a ∈ Q,
который встречается в координатной позиции этого слова v, встречается
в этом слове ровно n− d раз;
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(ii) Каждое ненулевое кодовое слово v ∈ C∗ веса n либо удовлетворяет свой-
ству (i), либо имеет вид v = (a, a, . . . , a), где a ∈ Q;

(iii) Длина n кода C∗ (а значит, и кода C) кратна n− d.
Напомним, что в § 2, следуя [13], мы назвали тривиальный (n, q, n)q-код сим-

плексом. Напомним также, что q-ичный дистанционно инвариантный код длины n
является симплексным кодом, если он содержит в качестве подкода симплекс, т.е.
(n, q, n)q-код. Ясно, что аддитивный (n,N, {d, n})q-код, содержащий симплекс, пред-
ставляет собой дистанционно инвариантный симплексный код. Следующий резуль-
тат можно найти в [13].
П р е д л оже н и е 1. Пусть q-ичный код C длины n c минимальным расстояни-

ем d =
(q − 1)n

q
имеет мощность N = qn. Тогда этот код C можно представить

в виде объединения непересекающихся симплексов.
Возникает естественный вопрос: при каких условиях симплексный код, указан-

ный в предложении 1, является ПРМ- или РМ-кодом? Следующее утверждение
дает частичный ответ на этот вопрос.
Т е о р ем а 5. Пусть C – дистанционно инвариантный симплексный код с па-

раметрами (n,N, {d, n})q. Тогда
(i) Код C можно разбить на непересекающиеся подкоды следующим образом:

C =

N/q⋃
i=1

Ci,

где Ci для каждого i является симплексом, а мощность N кратна q;
(ii) Для любого кодового слова c ∈ C, отличного от слов вида (a, a, . . . , a), a ∈ Q,

каждый символ α ∈ Q, который встречается на координатной позиции сло-
ва c, встречается на этой позиции ровно μ раз, где μ = n − d, а n кратно
числу μ;

(iii) Расстояние d кода C удовлетворяет неравенству

d � n
q − 1

q
; (19)

(iv) Если (19) обращается в равенство и N = qn, то код C представляет собой
ПРМ-код с параметрами

n = μq, N = μq2, d = μ(q − 1), μ = n− d;

(v) Если в (iv) код C аддитивен, то он является РМ-кодом.
Док а з а т е л ь с т в о. (i) Так как C содержит в качестве подкода симплекс, со-

держащий нулевое кодовое слово 0, то можно выбрать q − 1 кодовых слов веса n
вида a = (a, a, . . . , a), где a ∈ {1, . . . , q− 1}, которые имеются в C. В противном слу-
чае можно получить такие слова из кодовых слов веса n с помощью перестановок
элементов алфавита. Так как C дистанционно инвариантен, это справедливо для
любого выбора нулевого кодового слова. Для любого такого выбора мы получаем в
качестве подкода некоторый симплекс, содержащий q−1 кодовых слов веса n. Таким
способом мы получаем разбиение кода C на подкоды, каждый из которых представ-
ляет собой симплекс. Ясно, что каждое кодовое слово кода C будет принадлежать
некоторому симплексу. Осталось показать, что никакие два разных симплекса не
могут иметь одно и то же кодовое слово. В самом деле, один из таких симплексов
мы можем сдвинуть в симплекс, содержащий кодовые слова вида a = (a, a, . . . , a).
Ни одно из его слов не может принадлежать другому симплексу, так как все ко-
довые слова из других симплексов находятся на расстоянии d от этого симплекса.
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Мы заключаем, что C можно разбить на непересекающиеся подкоды мощности q,
и следовательно, мощность N должна быть кратна q.
(ii) Обозначим через C0 симплекс, который содержит нулевое кодовое слово и

остальные q− 1 кодовых слов вида a = (a, a, . . . , a). Рассмотрим любое кодовое сло-
во c, не принадлежащее симплексу C0. Ясно, что каждый элемент a, встречающийся
на координатной позиции слова c, должен встречаться (для того чтобы расстояние
было в точности d от q слов симплекса C0) ровно n − d раз. Отсюда следует, во-
первых, что каждый элемент, который встречается на позициях c, должен встре-
чаться ровно μ = n− d раз, а во-вторых, что число n должно быть кратным n− d.
(iii) Так как на позициях любого кодового слова c, не принадлежащего C0, име-

ются q различных элементов, то должно выполняться следующее очевидное нера-
венство: n � q(n− d). Отсюда вытекает неравенство (19).
(iv) Равенство в (19) означает, что n можно представить в виде n = qμ, где

μ = n − d, и следовательно, d = μ(q − 1). Для этих значений n и d мы заключаем
из оценки (4), что N � q2μ. Если N = qn, то N = q2μ, и согласно [13] код C
представляет собой ПРМ-код, что дает (iv).
(v) Из (iv) мы получили, что C является ПРМ-кодом. Покажем теперь, что ад-

дитивный ПРМ-код является РМ-кодом. Так как C аддитивен, то сумма любых
двух строк, скажем, r1 и r2, принадлежит C и содержит на координатных пози-
циях каждый элемент алфавита μ раз (теорема 4). Из кода C строим матрицу D
размера qμ × qμ, содержащую все кодовые слова с нулем на первой позиции, где
μ = n− d. Ясно, что это справедливо, так как C – аддитивный код.
Итак каждая строкаD содержит любой элемент Q ровно μ раз (теорема 4), и для

любых двух строк c1 и c2 кода D покомпонентная разность этих строк c1−c2 также
принадлежит (по определению слова D имеют 0 в первой позиции) коду D. Любое
кодовое слово c ∈ C с первой ненулевой позицией a ∈ Q получено из D сложе-
нием с вектором (a, a, . . . , a), который принадлежит C, так как C – симплексный
код по условию. Мы заключаем, что D – разностная матрица D(q, n − d), а C –
(n, qn, {d, n})q-РМ-код. �
Замечание 1. Условия n = q(n−d) и N = qn в (iv) и (v) опустить нельзя, как по-

казывает следующий пример. Рассмотрим матрицу [C] = [D(0) | . . . |D(q−1)]t, обра-
зованную сдвигамиD(i) разностной матрицыD = D(q, μ), где C – (n,N, {d, n})q-РМ-
код. Если мы удалим одну или несколько таких матриц D(i) из матрицы [C], то по-
лучим дистанционно инвариантный симплексный код некоторой мощности N∗ < qn,
т.е. нелинейный двухвесовой (n,N∗, {d, n})q-код, удовлетворяющий условию теоре-
мы. Аналогично нельзя опустить условие N = qn в (iv) и (v). Например, линейный
код Боуза –Буша имеет длину (см. ниже) n < q(n − d). Аналогично, аддитивный
(n,N, {d, n})q-код не обязательно должен иметь мощность qk. Так, например, раз-
ностная матрица D(4, 2) индуцирует оптимальный аддитивный (8, 32, {6, 8})4-код
мощности N 
= 4k.
Замечание 2. Случай кодов мощности N = q2 также очень специален. Хоро-

шо известный результат гарантирует, что r − 2 взаимно ортогональных латинских
квадратов порядка q индуцирует (r, q2, {r − 1, r})q-код. Для случая, когда q – сте-
пень простого числа, существуют q−1 взаимно ортогональных латинских квадратов,
индуцирующих линейный эквидистантный [q + 1, 2, q]q-код (обратное утверждение
также имеет место для любой длины r � 2 и также хорошо известно). Используя
эти коды с соответствующими значениями ri, можно построить с помощью пря-
мой суммы (используя разбиения на симплексы) (n, q2, {d, n})q-код для любых на-
туральных d = n − s и n = r1 + . . . + rs, рассматривая прямую сумму s исходных
(ri, q

2, {ri−1, ri})q-кодов латинских квадратов. Поэтому мы исключили (как и в [1,8])
все эти тривиальные коды, за исключением (r, q2, {r − 1, r})q-кодов длины r � q,
которые индуцируются r − 2 взаимно ортогональными латинскими квадратами по-
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рядка q. Кроме того, имеются еще, конечно, [q+2, 2, {q+1, q+2}]q-коды, полученные
из эквидистантных [q + 1, 2, q]q-кодов добавлением одной позиции (см [4]).
Теперь мы можем привести все известные семейства нетривиальных аддитивных

(n,N, {d, n})q-кодов, которые были приведены в обзоре [1] (а также были указа-
ны в [10] для линейного случая). Если исключить коды, образованные латинскими
квадратами, то все известные (n,N, {d, n})q-коды делятся на два больших класса
кодов: разностно-матричные (n = qμ,N = qn, {(q − 1)μ, qμ})q-коды, длина n кото-
рых кратна q, и [n, k, {d, n}]q-коды Деннистона длины n, такой что n − 1 кратно
(qk−1 − 1)/(q − 1).
Разностно-матричные коды (РМ-коды). Это (qμ, q2μ, {(q − 1)μ, qμ})q-коды [12],

индуцированные разностными матрицами. Лемма 1 описывает построение таких
кодов для значений q = ph и μ = p�, где p – простое, а h и � – произвольные
натуральные числа.
Следует заметить, что эти коды включают в себя (двоичные) (4m, 8m, {2m, 4m})-

коды Адамара. Действительно, двоичная (т.е. состоящая из элементов 0 и 1) матрица
Адамара является разностной матрицей D(2, 2m).
Коды Деннистона. Это [n = 1+(q+1)(h−1), 3, {q(h−1), n}]q-коды, где 1 < h < q

и h делит q, для q = 2r � 4 (см. семейство TF2 в [1]). В теореме 1 этот случай
соответствует расстоянию d = n − h + 1 = (n − 1)q/(q + 1), из которого следует,
что N = q3. Для случая h = 2 мы получаем [n = q + 2, 3, {q, n}]q-коды Боуза –
Буша (см. семейство TF1 в [1]), построенные в 1952 г. [11], которые индуцируют-
ся гиперовалами в PG(3, q). Значению h = q/2 соответствуют [n = q(q − 1)/2, 3,
{q(q− 2)/2, n}]q-коды Дельсарта [7] (см. семейство TF1d в [1]), построенные незави-
симо в 1971 г., которые проективно дуальны кодам Боуза –Буша [1].
Коды Деннистона образованы максимальными дугами в проективных плоско-

стях [18] (см. также [19, 20]). Коротко объясним, как построить такие коды для
произвольного q = 2m � 4 и натурального h � 2, делящего q, т.е. h = 2u � q/2. Для
заданного Fq пусть H обозначает подгруппу порядка h аддитивной группы поля Fq.
Пусть ϕ(x, y) = ax2 + bxy + cy2 – неприводимая квадратичная форма над Fq. Тогда
[n, 3, {d, n}]q-код Деннистона порождается следующей (3 × n)-матрицей:

Gd =

[
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

]
, (20)

где n = (q + 1)(h− 1) + 1, d = n− h, а (xi, yi) – все упорядоченные пары элементов
поля Fq, которые отображаются в H , т.е. ϕ(xi, yi) ∈ H .
Приведем также порождающие матрицы для кодов Боуза –Буща, а также кодов

Дельсарта, так как они приводятся в явном виде. Пусть матрица G имеет вид

G =

[
1 1 1 1 1 . . . 1 . . . 1
0 1 0 x0 x1 . . . xi . . . xq−2

0 0 1 y0 y1 . . . yi . . . yq−2

]
, (21)

где xi и yi пробегают все ненулевые элементы поля Fq. Тогда, если yi = x2
i , то

матрица G порождает код Боуза –Буша. Если же xi и yi пробегают все упорядочен-
ные пары ненулевых элементов (xi, yi) (число таких различных пар равно, очевидно,
(q−1)×q/2, т.е. длине кодов Дельсарта), такие что Tr(xiyi) = 1, где Tr(x) – функция
следа из Fq в поле F2, т.е.

Tr(x) = x+ x2 + x4 + . . .+ xq/2,

то матрица G порождает код Дельсарта.
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Те о р ем а 6. Пусть C – аддитивный нетривиальный (n,N, {d, n})q-код, где
q = pm, p – произвольное простое число и m = 1, 2, . . . Предположим, что N � q2

и n > 2. Тогда параметры этого кода совпадают с параметрами кода, принадле-
жащего одному из семейств указанных выше кодов.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как C – нетривиальный аддитивный код, то он имеет
мощность N = q2μ � q2.
Начнем со случая N = q2. Для любого натурального q существование r попарно

ортогональных латинских квадратов влечет существование (r+2, q2, {r+1, r+2})q-
МДР-кода (см. также замечание 2). Эти коды включают в себя самые короткие
нетривиальные (q, q2, {q− 1, q})q-РМ-коды, которые существуют для любой степени
простого числа q и совпадают с кодами по латинским квадратам. Еще раз подчерк-
нем, что существует большое количество тривиальных аддитивных двухвесовых
(n, q2, {d, n})q-кодов, указанных в замечаниях выше, которые мы не рассматриваем.
Напомним также, что так как C аддитивен, то все ПРМ-коды согласно теореме 5
являются РМ-кодами.
Теперь докажем, что для случая N = q2μ, где 2 � μ < q, нетривиальный адди-

тивный (n,N, {d, n})q-код C есть не что иное, как (qμ, q2μ, {(q − 1)μ, n})q-код ПРМ
или РМ. Следующий аргумент использовался в [13] (см. также [21]), где были вве-
дены q новых кодов Cj , j = {0, 1, . . . , q−1}, полученных из C выбором всех кодовых
слов кода C, имеющих элемент j на первой позиции, и затем удалением этой пер-
вой позиции. Легко видеть [13], что каждый код Cj имеет только одно расстояние,
а именно d. Следовательно, Cj – эквидистантный (n0, N0, d0)q = (n − 1, qμ, d)q-код
мощности N0 = qμ. Более того, параметры этого кода достигают верхней грани-
цы Плоткина (2) с точным целочисленным равенством, и следовательно, каждый
символ i алфавита {0, 1, . . . , q − 1} встречается одно и то же число раз (а имен-
но μ) в каждой позиции всех кодовых слов кода Cj (см. [21]). Теперь применим
теорему 4, которая утверждает, что каждое кодовое слово c кода Cj содержит все
элементы i 
= j алфавита как координатные элементы ровно μ раз, а элемент j –
ровно μ− 1 раз.
Так как C – аддитивный код, то его подкод C0 также является аддитивным

кодом, удовлетворяющим следующему свойству: каждое ненулевое слово кода C0

содержит каждый ненулевой элемент алфавита ровно μ раз. Мы заключаем, следо-
вательно, что по теореме 5 код C0 станет разностной матрицей, если мы добавим
ко всем словам кода C0 нулевые позиции. Из свойства аддитивности вытекает, что
любой подкод Cj представляет собой сдвиг кода C0. Таким образом, C является
РМ-кодом.
Рассмотрим теперь случай N = q3. Сначала покажем, что в кодах Деннистона

число h должно делить q. Из теоремы 5 заключаем, что n кратно n−d. Следователь-
но, n можно представить в виде n = (n− d)� для некоторого натурального числа �.
Поэтому d = n(�− 1)/�, и мы получаем из (19), что

d = n
�− 1

�
� n

q − 1

q
,

откуда следует, что � � q. Но случай � = q дает РМ-код. Мы заключаем, следова-
тельно, что � < q. Предположим теперь, что

n = 1 + (q + 1)(h− 1) и d = q(h− 1)

для некоторого натурального числа h � 2. Это означает, что

n = q(h− 1) + h = d+ h.
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Таким образом, объединяя равенства

n = 1 + (q + 1)(h− 1) и d = q(h− 1) = n
�− 1

�
,

получаем

q(h− 1) = (q(h− 1) + h)
�− 1

�
,

откуда вытекает, что h(� − 1) = q(h − 1). Так как h � 2, и следовательно, h и h− 1
взаимно просты, мы заключаем, что h делит q, откуда следует, что получается код
с параметрами кода Деннистона.
Случай N > q3 исключается из аналогичных аргументов. Сначала рассматрива-

ется случай N = q3μ, где 2 � μ < q. Напомним, что q = pm. Мы утверждаем, что
в этом случае могут получиться только РМ-коды. Действительно, для всех значе-
ний μ = pr, где 0 < r < m, существует (q2μ, q3μ, {q(q − 1)μ, n})q-РМ-код. В § 2 мы
описали построение всех таких кодов (см. текст после леммы 1), которое можно най-
ти в [12]. Убедимся, почему это единственно возможные случаи. Деля обе стороны
выражения (8) на q3μ, мы получим, что d = n(q − 1)/q, поэтому это должна быть
разностная матрица. Следовательно, для случая, когда d 
= n(q − 1)/q, который
(для случая q3μ) эквивалентен условию d = q(q − 1)μ, мы не получим целочис-
ленное равенство в (8). Так как повторение s копий РМ-кода не меняет равенства
d = n(q − 1)/q, заключаем, что вышеуказанный нетривиальный РМ-код является
единственным нетривиальным кодом для этих значений N .
Рассмотрим теперь случай N = q4, который дает линейные разностно-матричные

коды [12]. В самом деле, имея такой [n, 4, {d, n}]q-код C, можно построить (как мы
делали это раньше, например, в теореме 5) код C0, представляющий собой линейный
эквидистантный [n− 1, 3, d]q-код длины n− 1 = (q4− 1)/(q− 1) с расстоянием d = q3,
дуальным к которому является q-ичный совершенный код Хэмминга.
Покажем теперь, что для случая N = q4 не существует кодов типа Деннистона.

По теореме 4 длина кода типа Деннистона должна иметь вид n = s(q3−1)/(q−1)+1.
Так как n кратно n − d (см. снова теорему 4), то это выражение принимает вид
n = d�/(�− 1) для некоторого натурального � � q. Учитывая, что d = sq2, получаем

n = s
q3 − 1

q − 1
+ 1 = d

�

�− 1
= sq2

�

�− 1
. (22)

Теперь следует рассмотреть отдельно случаи (s, q − 1) = 1 и (s, q − 1) � 2.
Пусть вначале (s, q − 1) = 1. Тогда мы видим, что выражение для n в левой

части (22) не делится на s и на q, а в правой части оно делится на оба эти числа.
Мы заключаем, следовательно, что коды такого типа не существуют.
Рассмотрим теперь случай (s, q − 1) � 2. Для случая s = q − 1 получаем, что

n = q3, и так как N = q4, т.е. N = qn, то заключаем, что C является РМ-кодом.
Предположим теперь, что s = u(q−1), где u � 2. Используя это s в (22), приходим

к равенству

u(q − 1)
q3 − 1

q − 1
+ 1 = u(q − 1)q2

�

�− 1
,

которое после упрощения и умножения обеих сторон на (�−1) принимает следующий
вид:

(� − 1)(u(q3 − 1) + 1) = �u(q3 − q2).
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Упрощая, приходим к неравенству

0 � uq2(q − �) = −u�+ (u+ �)− 1 � −1,

что невозможно, так как 2 � � � q и u � 2, что завершает рассмотрение случая
N = q4.
Случай q4 < N < q5 рассматривается аналогично. Здесь мы имеем только адди-

тивные РМ-коды для значений n = q4μ, где μ пробегает все степени p и q = pm.
Случай N = qk для k � 5 можно рассмотреть аналогичным образом, и мы его

опускаем, чтобы не повторять одни и те же рассуждения.
Теперь следует сделать несколько замечаний для случая, когда q – степень про-

стого нечетного числа. Буш в 1952 г. доказал в [22] несуществование [q+2, 3, q]q-кодов
для нечетного q, что влечет несуществование [q(q− 1)/2, 3, {q(q− 2)/2, q(q− 1)/2}]q-
кодов Дельсарта, так как они проективно дуальны друг другу (см. семейства TF1
и TF1d в [1]). Затем в 1997 г. в [23] было доказано несуществование максималь-
ных дуг (на которых основаны коды Деннистона) в дезарговых плоскостях PG(2, q)
нечетного порядка, что автоматически влечет несуществование всех кодов Денни-
стона для нечетных q. �

§ 5. Верхние границы

Здесь мы рассмотрим верхние границы для величины

Aq(n; {d, n}) = max{N : ∃ (n,N, {d, n})-код},

т.е. границы на максимально возможную мощность кода в Qn
q с двумя расстояниями

d и n.

5.1. Границы линейного программирования. Мы провели всестороннее исследо-
вание границы линейного программирования (ЛП) Дельсарта на Aq(n; {d, n}), ис-
пользуя эту границу в следующем виде. Определим многочлены Кравчука

Q
(n,q)
i (t) =

1

ri
K

(n,q)
i (z), z =

n(1− t)

2
, ri = (q − 1)i

(
n

i

)
,

где

K
(n,q)
i (z) =

i∑
j=0

(−1)j(q − 1)i−j

(
z

j

)(
n− z

i− j

)
представляют собой (обычные) многочлены Кравчука. Для вещественного много-
члена f(t) степени не выше n рассмотрим его разложение

f(t) =

n∑
i=0

fiQ
(n,q)
i (t) (23)

по многочленам Кравчука.

Т е о р ем а 7. Пусть n � q � 2, и пусть f(t) ∈ R[t] – многочлен степени не
выше n, такой что:
(A1) f(−1) � 0 и f(1− 2d/n) � 0;
(A2) Коэффициенты в разложении (23) удовлетворяют условиям f0 > 0 и fi � 0

для каждого i � 1.
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Тогда Aq(n; {d, n}) � f(1)/f0. Если (n,N, {d, n})q-код C достигает этой границы
для некоторого f(t), то f(1 − 2d/n) = f(−1) = 0 и fiMi(C) = 0 для каждого i � 1,
где

Mi(C) =
∑

x,y∈C

Q
(n,q)
i (1 − 2d(x, y)/n). (24)

Граница линейного программирования из нашей работы [6] (формула (40)), ко-
торая была выведена для δ = n − d, дает для нашего случая оценку (5) (которая
в точности представляет собой верхнюю границу в (7)). Это дает нам простое дока-
зательство необходимого условия в утверждении (ii) теоремы 4.

Второе доказательство утверждения (ii) теоремы 1. Верхняя граница в (5) полу-
чена с помощью теоремы 1 с использованием многочлена f(t) = (t− 1+2d/n)(t+1)
второй степени. Если эта оценка достигается (n,N, {d, n})q-кодом C, то из условий
теоремы 7 следует, что M1(C) = M2(C) = 0, так как f1 > 0 и f2 > 0. Это означа-
ет, что код C является ортогональной таблицей силы 2. Мы заключаем очевидным
образом, что мощность N кода C, т.е. величина

N =
dq2

qd− (q − 1)(n− 1)
,

делится на q2 и что d делится на qd− (q − 1)(n− 1). �
Численные результаты дают несколько общих ЛП-границ для специальных слу-

чаев семейств параметров q, n, d. Одну из них (другие оценки кажутся слабее) мы
приведем здесь. Эта оценка представляет собой специальной случай границы, недав-
но полученной в работе [24], для диапазона чуть вне диапазона границы Плоткина.

Т е о р ем а 8. Для каждого натурального числа m � 2 имеет место неравен-
ство

A2(4m+ 1, {2m, 4m+ 1}) � 4m+ 2. (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем теорему 7 для длины n = 4m+1 и расстояния
d = 2m с многочленом

f(t) = 1 + 2mQ
(4m+1,2)
2 (t) + (2m+ 1)Q

(4m+1,2)
4m−1 (t). (26)

Условие (A2) очевидным образом выполняется. Докажем, что условие (A1) выпол-
няется с равенствами.
Из условия Q(n,2)

i (−1) = (−1) получаем f(−1) = 0. Так как 1−2d/n = 1/(4m+1),
рассмотрим выражение

f

(
1

4m+ 1

)
= 1 +

2m(
4m + 1

2

) 2∑
j=0

(−1)j
(
2m

j

)(
2m+ 1

2− j

)
+

+
2m+ 1(
4m+ 1

4m− 1

) 4m−1∑
j=0

(−1)j
(
2m

j

)(
2m+ 1

4m− 1− j

)
.

Первую сумму можно подсчитать непосредственно, и она равна −2m/(4m+1). Для
подсчета второй суммы заметим, что единственные значения j, для которых оба
биномиальных коэффициента ненулевые, – это 2m− 2 � j � 2m. Отсюда приходим
к равенству f(1/(4m+ 1)) = 0.
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Таблица 1
Оптимальные многочлены с одним ненулевым коэффициентом, q = 3

n d f3 sb3(n, d) n d f3 sb3(n, d)

4 1 8 9 4 2 8 9
5 2 8 9 9 4 28 29
10 5 32 33 12 6 44 45
16 8 80 81 20 10 152 153
22 11 224 225

Вычисление соответствующих моментовMi(C), заданных выражением (24), дает
равенствоM2(C) = M4m−1(C) = 0 (так как f2 > 0 и f2m+1 > 0) для любого (4m+1,
4m+ 2, {2m, 4m+ 1})-кода, достигающего этой оценки. �

5.2. Численные вычисления верхних оценок линейного программирования. Здесь
мы представимЛП-границы для величины Aq(n, {d, n}), полученные прямым вычис-
лением ЛП-границы с помощью симплекс-метода с использованием программного
пакета Maple 19. Используемый алгоритм был применен нами для каждого q � 5 и
n � 50. Имеется много случаев, для которых наилучшие оценки получались с помо-
щью многочленов степени 1 и 2, приводящих к уже существующим оценкам. Поэто-
му мы исключили все такие случаи, предпочитая исследовать границы, полученные
с помощью многочленов степени 3 или выше. Более того, мы исключили границы на
все тривиальные коды мощности 4 или менее, границу, заданную выражением (5),
а также все границы, значения которых не являются натуральными числами. На-
конец, мы исключили также случаи, для которых граница, полученная с помощью
сферических кодов (см. п. 5.3 ниже), лучше, или которые соответствуют случаю,
включенному в теорему 8.
Нашу ЛП-границу мы нормализовали, положив f0 = 1, и поэтому оценка, зада-

ваемая допустимым многочленом f , выглядит следующим образом:

Aq(n, {d, n}) � 1 + f1 + f2 + . . .+ fn,

в точности как и в классической формулировке Дельсарта границы линейного про-
граммирования. Во всех интересных случаях только один или два коэффициента fi
не равны нулю. Отметим, что благодаря специфике ЛП-границы мы не ожидаем
большого числа ненулевых коэффициентов, и на самом деле, мы не увидели ни од-
ного случая с тремя или более ненулевыми коэффициентами.
Обозначим через sbq(n, d) наилучший численный результат, полученный указан-

ным выше путем, для величины Aq(n, {d, n}). Так как все случаи для q = 2 уже
покрыты указанными выше исключениями и результатами из работы [24], мы нач-
нем наш обзор результатов по интересующей нас ЛП-границе с q = 3.

Результаты для q = 3. Как и для двоичного случая, для случая q = 3 среди мно-
жеств числовых параметров, содержащих только один ненулевой коэффициент (не
считая, конечно, f0 = 1) в разложении по многочленам Кравчука оптимального мно-
гочлена, мы наблюдали только коэффициент f3. Это означает, что ЛП-многочлен
имеет вид f(t) = 1+f3Q

(n,3)
3 (t). Все эти многочлены, кроме одного, имеют d, близкое

к n/2. Все эти результаты систематизированы в табл. 1.
Остальные случаи, где мы имели два ненулевых коэффициента, кроме обязатель-

ного значения f0 = 1, приведены в табл. 2.
Наконец, мы приводим два случая многочленов

f(t) = 1 + f5Q
(n,3)
5 (t)
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Таблица 2
Оптимальные многочлены с двумя ненулевыми коэффициентами, q = 3

n d
Ненулевые

sb3(n, d) n d
Ненулевые

sb3(n, d)коэффициенты коэффициенты
7 4 f2 = 6, f3 = 20 27 10 6 f2 = 12, f3 = 20 45
24 12 f3 = 113, f4 = 210 324 28 14 f3 = 208, f4 = 400 609
30 15 f3 = 320, f4 = 624 945 7 2 f3 = 4, f5 = 16 21

Таблица 3
Оптимальные многочлены для q = 4

n d
Ненулевые

sb4(n, d) n d
Ненулевые

sb4(n, d)коэффициенты коэффициенты
5 2 f1 = 3/4, f3 = 81/4 22 5 3 f3 = 27 28
6 3 f1 = 1/2, f3 = 45/2 24 9 6 f2 = 12, f3 = 63 76
10 5 f3 = 81 82 18 12 f2 = 33, f3 = 126 160
24 16 f2 = 57, f3 = 198 256 42 28 f3 = 615 616

для (n, d) = (46, 23) и (48, 24), что дает

sb3(46, 23) = 2753 и sb3(48, 24) = 3009

соответственно.

Результаты для q = 4. Для q = 4 мы нашли оптимальные многочлены почти
полностью третьей степени, всего восемь таких случаев, как показано в табл. 3.
Единственный случай, отличный от приведенных в табл. 3, был многочлен пятой

степени

f(t) = 1 + 75Q
(18,4)
4 (t) + 468Q

(18,4)
5 (t),

который дает

sb4(18, 9) = 544.

Результаты для q = 5. Найденные нами для случая q = 5 оптимальные много-
члены приведены в табл. 4.

5.3. Верхние границы с помощью сферических кодов. Взаимосвязь между кодами
с двумя расстояниями в множестве Qn

q и сферическими кодами с двумя расстояни-
ями на евклидовой сфере Sn−1 (описанной, например, в [6, раздел 4.3]) влечет, что
каждый (n,N, {d, n})q-код C ⊂ Qn

q соответствует сферическому коду с двумя рассто-
яниями W ⊂ S(q−1)n−1. Квадраты расстояний между точкамиW равны 2dq/(q−1)n
и 2q/(q − 1). Используя классический результат работы [25], а также результаты
из [6], мы заключаем, что либо

d =
(k − 1)n

k
(27)

для некоторого натурального k ∈
[
2, (

√
2(q − 1)n + 1)/2

]
(и число n очевидным

образом делится на k), либо мощность N ограничена сверху неравенством N �
� 2(q − 1)n+ 1.
Для произвольного q � 3 выражение (27) при k > q влечет, что d > (q−1)n/q, т.е.

величина d находится в диапазоне границы Плоткина. Используя оценку Плоткина,
получаем, что ее можно записать в виде N � (k−1)q/(k−q). Эти наблюдения можно
суммировать следующим образом.
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Таблица 4
Оптимальные многочлены для q = 5

n d
Ненулевые

sb5(n, d) n d
Ненулевые

sb5(n, d)коэффициенты коэффициенты
6 3 f1 = 4/3, f3 = 128/3 45 6 4 f3 = 64 65
7 4 f1 = 1, f3 = 48 50 16 12 f2 = 40, f3 = 224 265
21 14 f3 = 304 305 27 18 f3 = 624, 625
32 24 f2 = 92, f3 = 432 525 33 22 f3 = 1984 1985
44 33 f2 = 152, f3 = 672 825 36 24 f3 = 32, f4 = 2272 2405
42 28 f3 = 1696, f4 = 6528 8225

Те о р ем а 9. Если C – (n,N, {d, n})q-код, то либо

N � 2(q − 1)n+ 1,

либо

d = (k − 1)n/k,

где k ∈
[
2, (

√
2(q − 1)n + 1)/2

]
– натуральное число, и более того, имеет место

неравенство

N � (k − 1)q

k − q

для q � 3 и q < k � (
√
2(q − 1)n+ 1)/2.

Дальнейший набор оценок (для применения их к различным режимам для d и n)
можно извлечь из результатов по сферическим множествам с двумя расстояниями,
которые были рассмотрены и использованы в [26]. Отметим, что работа [26] имеет
дело только с двоичными кодами, но при этом лемму 3.3 и теорему 3.5 из этой
работы можно также применять и для q � 3. Хотя мы интересуемся здесь случаем,
когда расстояния равны d и n, другие случаи также следуют из этих результатов.
В дальнейшем предположим, что q � 3.
В этом месте будет удобно переключится на скалярные произведения для точек

сферического кодов. Легко видеть, что скалярные произведения α и β, −1 < α <
< β < 1, для точек из множества W равны

α = − 1

q − 1
, β =

n(q − 1)− dq

n(q − 1)
.

Теперь из [26, лемма 3.3] вытекает, что если d > n(q−2)/q (это эквивалентно условию
α+ β < 0), то

Aq(n, {d, n}) �
(
n(q − 1)

2

)
за исключением (возможно) случаев n(q − 1) = γ2 − 2 и n(q − 1) = γ2 − 3, где γ :=
:= (n− d)q/n(q − 1) – целое нечетное число. Аналогично [26, теорема 3.5] (первона-
чально полученная в [27]) дает оценку

Aq(n, {d, n}) � n(q − 1) + 2

1− (n(q − 1)− 1)(q − 1)2/dq
,

которая справедлива для dq > (n(q − 1)− 1)(q − 1)2.
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§ 1. Введение

Мы рассматриваем прогнозирование и предикторы для сигналов непрерывного
времени. Типичный подход к прогнозированию сигналов основан на удалении высо-
кочастотной составляющей, рассматриваемой как шум, с помощью некоторых филь-
тров в качестве первого шага и прогнозировании плавной низкочастотной составля-
ющей, что считается более простым. Этот подход предполагает потерю информации,
содержащейся в высокочастотной составляющей, которая расценивается как шум.
Но есть и работы, направленные на извлечение информации, содержащейся в вы-
сокочастотной составляющей. Эти работы основаны на различных статистических
методах и моделях обучения (см., например, работы [1–6] и библиографию в них).
Мы изучаем потраекторную предсказуемость и предикторы для сигналов непре-

рывного времени в рамках детерминисткой модели и частотного анализа. Хорошо
известно, что определенные ограничения на спектр могут обеспечить возможно-
сти прогнозирования и интерполяции сигналов (см., например, работы [7–12] и биб-
лиографию в них). В этих работах рассматривались задачи предсказания сигналов
с ограниченной полосой пропускания, и полученные предикторы не были робастны-
ми по отношению к небольшому шуму на высоких частотах (см., например, обсуж-
дение в [13, гл. 17]).
В настоящей статье мы изучаем предикторы для высокочастотных сигналов, т.е.

для сигналов без каких-либо ограничений на степень затухания спектра на высоких
частотах. Мы рассматриваем сигналы, спектр которых имеет конечный спектраль-
ный зазор, т.е. конечный интервал, на котором его преобразование Фурье обраща-
ется в нуль. Известно, что эти сигналы допускают однозначную экстраполяцию по
своим прошлым наблюдениям. Однако из этой однозначности еще не следует су-
ществование алгоритма прогнозирования. В целом однозначность экстраполяции не
обеспечивает возможности предсказания сигнала; некоторое обсуждение этого мож-
но найти в [14, 15].
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Предикторы антикаузальных сверток (т.е. интегралов, включающих будущие
значения) высокочастотных сигналов были получены в [16] для сигналов с интер-
вальным спектральным зазором, а также в [14] для сигналов с одноточечным спек-
тральным вырождением. Предикторы в этих работах были независимы от спек-
тральных характеристик входных сигналов из класса с определенным спектральным
вырождением для низких частот. Эти предикторы зависели от ядер соответствую-
щих антикаузальных сверток.
В настоящей статье предлагаются принципиально новые предикторы для высо-

кочастотных сигналов. Передаточные функции для этих предикторов представляют
собой многочлены от 1/ω, аппроксимирующие периодическую экспоненту eiωT , где
ω ∈ R – частота, а T > 0 – предварительно выбранный горизонт прогнозирования.
Эти предикторы допускают компактное явное представление во временной области
и в частотной области. Кроме того, предикторы не зависят от спектральных ха-
рактеристик входных сигналов с фиксированным и известным интервальным спек-
тральным зазором. Метод основан на подходе из [17] для предсказания сигналов
с быстроубывающим спектром, где использовались полиномиальные приближения
периодической экспоненты.
Статья организована следующим образом. В § 2 мы формулируем определения

и основные факты, связанные с линейной слабой предсказуемостью. В § 3 сформу-
лированы основные теоремы о предсказуемости и предикторах (теоремы 1, 2). В § 4
мы обсуждаем некоторые проблемы реализации, и наконец, § 5 содержит доказа-
тельства.

§ 2. Постановка задачи и определения

Пусть x(t) – наблюдаемый в текущие моменты времени t ∈ R комплекснозначный
процесс с непрерывным временем. Цель состоит в том, чтобы оценить в текущие мо-
менты времени t значения x(t+T ), используя исторические значения наблюдаемого
процесса x(s)|s�t. Здесь T > 0 – заданный горизонт прогнозирования.
Нам понадобятся некоторые обозначения и определения.
Для p ∈ [1,+∞) и области G ⊂ R обозначим через Lp(G,R) и Lp(G,C) обычные

Lp-пространства функций x : G → R и x : G → C соответственно. Обозначим через
C(G,R) и C(G,C) обычные линейные нормированные пространства ограниченных
непрерывных функций x : G → R и x : G → C, соответственно, с супремум-нормой.
Для x ∈ Lp(R,C), p = 1, 2, обозначим через X = Fx функцию, определенную

на iR как преобразование Фурье x:

X(iω) = (Fx)(iω) =

∞∫
−∞

e−iωtx(t) dt, ω ∈ R.

Известно, что если x ∈ L2(R,C), то X(i · ) ∈ L2(R,C).
Пусть X̄ – множество сигналов x : R → R, таких что их преобразования Фу-

рье X(i · ) ∈ L1(R,C). В частности, в класс X̄ входят сигналы, образованные как

x(t) =
t+δ∫
t

y(s) ds для y ∈ L2(R,R), δ ∈ R. Ясно, что X̄ ⊂ C(R,C), т.е. эти сигналы
ограничены и непрерывны.
Мы рассматриваем X̄ как линейное нормированное пространство, снабженное

нормой ‖X(i · )‖L1(R,C)
, где X(i · ) = Fx для x ∈ X̄ . Определим P как множество

всех непрерывных отображений p : X̄ → C(R,C), таких что для любых x1, x2 ∈ X̄
и τ ∈ R имеем p(x1(·))(t) = p(x2(·))(t) для всех t � τ , если x1(t) = x2(t) для всех
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t � τ . Другими словами, это набор “каузальных” отображений; мы будем искать
предикторы в этом классе.
Пусть задано T > 0.
О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что класс X ⊂ X̄ линейно предсказуем с го-

ризонтом предсказания T , если существует последовательность {p̃d(·)}+∞
d=1 ⊂ P , та-

кая что

sup
t∈R

|x(t+ T )− ỹd(t)| → 0 при d → +∞ ∀x ∈ X ,

где

ỹd = p̃d(x(·)).

Опр е д е л е н и е 2. Скажем, что класс X ⊂ X̄ равномерно линейно предсказуем
с горизонтом предсказания T , если существует последовательность {p̃d(·)}+∞

d=1 ⊂ P ,
такая что

sup
t∈R

|x(t+ T )− ỹd(t)| → 0 равномерно по x ∈ X ,

где ỹd(·) такое же, как в определении 1.
Функции ỹd(t) в приведенном выше определении можно рассматривать как при-

ближенные предсказания процесса x(t+ T ).

§ 3. Основной результат
Пусть задано Ω > 0. Зададим XΩ как множество всех сигналов x(·) ∈ X̄ , таких

что X(iω) = 0 при ω ∈ (−Ω,Ω) для X = Fx.
Пусть UΩ – некоторое множество сигналов x ∈ XΩ, таких что

‖X(i · )‖L1(R,C)
� 1 и

∫
ω: |ω|�M

|X(iω)| dω → 0 при M → +∞

равномерно по x ∈ UΩ для X = Fx.
Т е о р ем а 1. Для любого T > 0 справедливы следующие утверждения:
(i) Класс XΩ линейно предсказуем с горизонтом предсказания T ;
(ii) Класс UΩ равномерно линейно предсказуем с горизонтом предсказания T .

3.1. Семейство предикторов. В этом пункте мы введем некоторые предикторы.

Для d = 1, 2, . . . обозначим через Ψd множество всех функций
d∑

k=1

ak

zk
, определен-

ных для z ∈ C \ {0}, для всех ak ∈ R. Обозначим Ψ :=
⋃
d

Ψd.

Для d = 0, 1, 2, . . . и s ∈ R обозначим через X (d)(s) множество всех сигна-

лов x ∈ X̄ , таких что
s∫

−∞
|tdx(t)| dt < +∞. Можно отметить, что к этому клас-

су относятся, в частности, сигналы x ∈ X̄ , такие что
∫
R

∣∣∣dkX
dωk

(iω)
∣∣∣2dω < +∞ для

k = 0, 1, . . . , d+ 1, X = Fx.
Пусть r : R → (0, 1] – непрерывная функция, такая что r(0) = 1, r(ω) ≡ r(−ω),

функция r(ω) монотонно не возрастает на (0,+∞), и r(ω) → 0 при |ω| → +∞. Пусть
rν(ω) := r(νω), ν ∈ (0, 1].
Т е о р ем а 2. Справедливы следующие утверждения:
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(i) Для любого ε1 > 0 и любого x ∈ XΩ, такого что ‖X(i · )‖L1(R,C)
� 1, суще-

ствует ν0 = ν0(ε1, x) > 0, такое что для X = Fx и любого ν ∈ (0, ν0]∫
ω: |ω|�Ω

(1− rν(ω))|X(iω)| dω � ε1. (1)

Более того, можно выбрать одно и то же ν0 = ν0(ε1) для всех x ∈ UΩ;
(ii) Для любых ε2 > 0 и ν > 0 существуют целое число d = d(ν, ε2, T ) > 0 и

функция ψd ∈ Ψd, такие что

sup
ω: |ω|�Ω

|eiωT rν(ω)− ψd(iω)| � ε2; (2)

(iii) Предсказуемость, указанную в утверждении (i) теоремы 1 для x ∈ XΩ, а так-
же предсказуемость, указанную в утверждении (ii) теоремы 1 для x ∈ UΩ,
можно обеспечить с помощью последовательности предикторов

pd : XΩ → C(R,C), d = 1, 2, . . . ,

определяемых их передаточными функциями ψd(iω). Точнее, для любых ε > 0
и ŷd(t) = pd(x(·))(t) оценка

sup
t∈R

|x(t+ T )− ŷd(t)| � ε

выполняется, если ν, d и ψd таковы, что (1), (2) выполняются для доста-
точно малых ε1 и ε2, таких что

ε1 + ε2 � 2πε.

Можно отметить, что для входных сигналов x ∈ XΩ передаточные функции
ψd(iω) можно заменить функциями ψd(iω)Iω: |ω|�Ω, где I обозначает индика-
торную функцию;

(iv) Для x ∈ X (d−1)(t) ∩ XΩ описанные выше предикторы можно представить
в виде

pd(x(·))(t) =
t∫

−∞

K(t− τ)x(τ) dτ, (3)

где

K(t) =

d∑
k=1

ak
tk−1

(k − 1)!
.

Здесь ak ∈ C – коэффициенты при ψd(z) =
d∑

k=1

akz
−k из п. (ii).

3.2. Интегральное представление предикторов для общего типа x ∈ XΩ. Пред-
ставление (3) для приведенных выше предикторов требует, чтобы x ∈ X (d−1)(t). Об-
судим возможности представления во временной области для общего типа x ∈ XΩ.
Рассмотрим операторы hk, определенные на XΩ своими передаточными функци-

ями (iω)−k, k = 1, 2, . . . Другими словами, если y = hk(x) для x ∈ XΩ, то Y (iω) =

= (iω)−kX(iω) для Y = Fy и X = Fx. Очевидно, что hk(x(·)) ∈ XΩ, преобразования
Фурье процессов hk(x(·)) равны нулю на [−Ω,Ω], а операторы hk : XΩ → C(R,C)
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непрерывны. Из определений следует, что

pd(x(·))(t) =
d∑

k=1

akhk(x(·))(t).

Можно заметить, что pd(·) зависит от T через коэффициенты ak, определенные для
функций ψd(ω), аппроксимирующих eiωT .
Формально оператор hk(x(·) можно представить в виде

hk(x(·))(sk) =
sk∫

−∞

dsk−1

sk−1∫
−∞

dsk−2 . . .

s2∫
−∞

ds1

s1∫
−∞

x(s) ds, (4)

т.е.

h1(x(·))(t) =
t∫

−∞

x(s) ds, hk(x(·))(t) =
t∫

−∞

hk−1(x(·))(s) ds, k = 2, 3, . . .

Для x ∈ XΩ общего типа нет гарантии, что x ∈ L1(R,R) или hk(x(·)) ∈ L1(R,R).
Однако приведенные выше интегралы определены корректно, поскольку их можно
заменить интегралами по конечным интервалам времени

h1(x(·))(t) =
t∫

R1

x(s) ds, hk(x(·))(t) =
t∫

Rk

hk−1(x(·))(s) ds, k > 1, (5)

где Rk – корни сигналов hk(x(·))(t). Это возможно из-за особых свойств сигналов
со спектральным зазором, т.е. с преобразованием Фурье, обращающимся в нуль на
отрезке: при любом τ < 0 эти сигналы имеют бесконечно много корней на отрезке
(−∞, τ) (см., например, [18]). Следовательно, предикторы, определенные в теоре-
ме 2 для x ∈ XΩ, допускают альтернативное интегральное представление через (4)
или (5).

§ 4. О численной реализации предикторов
Непосредственная реализация предиктора, введенного в теореме 2, требует вы-

числений интегралов по полубесконечным интервалам, которые могут быть чис-
ленно сложными. Однако эта теорема может привести к методам прогнозирования,
обходящим такие расчеты. Обсудим эти возможности.
Пусть t1 ∈ R задано. Пусть xk := hk(x) для x ∈ XΩ, k = 1, 2, . . . , и пусть ηk :=

:= xk(t1).
Л емма 1. В обозначениях теоремы 2 для любого t � t1 предсказания ŷd =

= pd(x(·)) можно представить в виде

ŷd(t) =

d∑
k=1

ak

(
k∑

�=1

c�(t)η� + fk(t)

)
, (6)

где c�(t) := (t− t1)
(�−1)/(�− 1)! и

fk(t) :=

t∫
t1

dτ1

τ1∫
t1

dτ2 . . .

τk∫
t1

x(s) ds. (7)
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Эта лемма показывает, что предсказание ŷd(t) для x(t+T ) легко вычислить для
t > t1, если мы знаем все ηk и наблюдаем x|[t1,t].
Обсудим возможные способы вычисления ηk в обход прямого интегрирования по

бесконечным интервалам.
Во-первых, заметим, что (6) подразумевает следующее полезное свойство.
С л е д с т в и е 1. Для любого ε > 0 существуют целое число d = d(ε) > 0 и числа

a1, . . . , ad ∈ R, такие что для любых x ∈ XΩ и t1 ∈ R существуют η̄1, . . . , η̄d ∈ R,
такие что |x(t+ T )− yd(t)| � ε для всех t � t1, где

yd(t) = yd(t, η̄1, . . . , η̄d) :=

d∑
k=1

ak

(
k∑

�=1

c�(t)η̄� + fk(t)

)
. (8)

В этом следствии d = d(ε) можно выбрать, как указано в утверждениях (i), (ii)
теоремы 2, где ε1 и ε2 таковы, что ε1 + ε2 � 2πε.
Далее обсуждается использование соотношения (6) для оценки ηk и прогнозиро-

вания. Пусть θ > t1. Предположим, что цель состоит в том, чтобы спрогнозировать
значение x(θ + T ) для наблюдений в моменты времени t � θ. Если θ > t1 + T , то
следствие 1 дает возможность построить предикторы через подгоночные парамет-
ры η1, . . . , ηd, используя прошлые наблюдения, доступные для t ∈ [t1, θ − T ]: можно
сопоставить значения yd(t, η̄1, . . . , η̄d) с прошлыми наблюдениями x(t+ T ). Начиная
с этого момента, мы предполагаем, что θ > t1 + T .
Пусть d достаточно велико, чтобы x(t+T ) аппроксимировалось величиной ŷd(t),

как описано в теореме 2, т.е. sup
t∈R

|x(t + T ) − ŷd(t)| � ε для некоторого достаточно

малого ε > 0 при некотором выборе ak.
В качестве приближения истинного набора η1, . . . , ηd мы можем принять набор

η̄1, . . . , η̄d, такой что

|x(t+ T )− yd(t, η̄1, . . . , η̄d)| � ε ∀t ∈ [t1, θ − T ]. (9)

(Напомним, что в момент времени θ значения x(t + T ) и yd(t, η̄1, . . . , η̄d) наблю-
даемы для этих t ∈ [t1, θ − T ].) Если выполняется (9), то можно заключить, что
yd(t, η̄1, . . . , η̄d) дает приемлемое предсказание x(t+ T ) для этих t. Ясно, что из тео-
ремы 2 следует, что множество η̄1, . . . , η̄d, обеспечивающее (9), существует, так как
это неравенство выполняется при η̄k = ηk.
Соответствующее значение yd(θ, η̄1, . . . , η̄d) мы можем рассматривать как оценку

для ŷd(θ) и, соответственно, для x(θ + T ).
Далее, набор η̄1, . . . , η̄d, обеспечивающий (9), все еще может быть сложно найти.

Вместо этого можно рассматривать подходящие предсказания и наблюдения в ко-
нечном числе точек t ∈ [t1, T − θ].
Пусть целое число d̄ � d и множество {tm}d̄m=1 ⊂ R выбраны так, что

t1 < t2 < t3 < . . . < td̄−1 < td̄ � θ − T.

Мы предлагаем использовать наблюдения x(t) в моменты времени t = tm. Рассмот-
рим систему уравнений

d∑
k=1

ak

(
k∑

�=1

c�(tm)η̄� + fk(tm)

)
= ζm, m = 1, . . . , d̄. (10)

Рассмотрим сначала случай, когда d̄ = d. В этом случае можно выбрать ζm =
= x(tm + T ); эти значения наблюдаемы непосредственно, без вычисления интегра-
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лов на полубесконечных интервалах, необходимых для ŷd(tm). Соответствующий
выбор η̄k обеспечивает нулевую ошибку предсказания для x(tm + T ), m = 1, . . . , d̄.
Включение в рассмотрение большего количества наблюдений, т.е. выбор боль-

шего d̄ > d и более широкого интервала [t1, θ − T ] приведет к улучшению оцен-
ки ηk. Если мы рассмотрим d̄ > d, то в общем случае невозможно добиться, чтобы
yd(t, η̄1, . . . , η̄d) = x(tm + T ) для всех m, так как нельзя гарантировать, что систе-
ма (10) разрешима для ζm ≡ x(tm + T ) – система будет переопределена. Тем не
менее оценка, представленная в (9), все еще может быть достигнута для любого
сколь угодно большого d̄, поскольку (9) выполняется. Решение может быть найдено
с помощью методы подгонки линейных моделей.
Далее, вместо вычисления коэффициентов ak путем решения задачи аппроксима-

ции комплексной экспоненты, описанной в утверждениях (i), (ii) теоремы 2, можно
найти эти коэффициенты, рассматривая их как дополнительные неизвестные в си-
стеме (10) с d̄ � 2d. Из теоремы 2 снова следует, что существуют η̄k = ηk ∈ R и
ak ∈ R, такие что (10) выполняется с ζm = ŷd(tm). Это привело бы к нелинейной
задаче подбора неизвестных a1, . . . , ad, η̄1, . . . , η̄d.
Состоятельность этих оценок пока неясна, поскольку выбор меньшего ε приводит

к большему d. Мы оставляем анализ этих методов для будущих исследований.

§ 5. Доказательства
Теорема 1 непосредственно вытекает из теоремы 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Докажем утверждение (i). Выберем M > 0
так, чтобы∫

ω: |ω|>M

|X(iω)| dω < ε1/2 ∀x ∈ UΩ.

Тогда rν(ω) → 1 равномерно на ω ∈ [−M,M ], так как

0 < 1− rν(ω) � 1− rν(M) для ω ∈ [−M,M ].

Следовательно, можно выбрать ν > 0 так, что

M∫
−M

(1− rν(ω))|X(iω)| dω � ε1/2.

Это означает, что
∞∫

−∞

(1− rν(ω))|X(iω)| dω =

=

M∫
−M

(1 − rν(ω))|X(iω)| dω +

∫
ω: |ω|>M

(1− rν(ω))|X(iω)| dω �

�
M∫

−M

(1 − rν(ω))|X(iω)| dω +

∫
ω: |ω|>M

|X(iω)| dω � ε1
2

+
ε1
2

� ε1.

Это завершает доказательство утверждения (i).
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Докажем утверждение (ii). Из теоремы Стоуна –Вейерштрасса для веществен-
ных непрерывных функций на локально компактных пространствах следует, что
существуют ψc

d(ω) ∈ Ψd и ψs
d(ω) ∈ Ψd, такие что

sup
ω: |ω|�Ω

| cos(T ·)rν(·)− ψc
d(·)| � ε2/2, sup

ω: |ω|�Ω

| sin(T ·)rν(·)− ψs
d(·)| � ε2/2

(см., например, [19, теорема 12, с. 240–241]).
Легко видеть, что достаточно выбрать нечетные функции ψc

d(ω) =
d∑

k=1

γc
kω

−k и

четные функции ψs
d(ω) =

d∑
k=1

γs
kω

−k, т.е. γc
2m+1 = 0 и γs

2m = 0 для целых чиселm � 0.

Здесь γc
k и γs

k вещественные.
Построим искомые функции как

ψd(iω) = ψc
d(ω) + iψs

d(ω) =

d∑
k=1

γc
kω

−k + i

d∑
k=1

γs
kω

−k =

d∑
k=1

ak(iω)
−k,

где коэффициенты ak ∈ R определяются следующим образом:
• Если k = 2m для целого числа m, то ak = (−1)mγc

k;
• Если k = 2m+ 1 для целого числа m, то ak = −(−1)mγs

k.
Такой выбор ψd гарантирует выполнение оценки (2). Это завершает доказательство
утверждения (ii).
Докажем утверждение (iii). Предположим, что оценки (1), (2) выполнены для

данных d, ν, ψd. Имеем

2π(x(t + T )− ŷd(t)) =

∞∫
−∞

eiωt(eiωT − ψd(iω))X(iω) dω = A(t) +B(t),

где

A(t) =

∞∫
−∞

eiωt(eiωT − eiωT rν(ω))X(iω) dω,

B(t) =

∞∫
−∞

eiωt(eiωT rν(ω)− ψd(iω))X(iω) dω.

Очевидно, что

|A(t)| �
∞∫

−∞

(1− rν(ω))|X(iω)| dω � ε1

и

|B(t)| �
∞∫

−∞

|eiωT rν(ω)− ψd(iω)||X(iω)| dω �

� sup
ω: |ω|�Ω

|eiωT rν(ω)− ψd(iω)|
∞∫

−∞

|X(iω)| dω � ε2.
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Следовательно,

2π|x(t+ T )− ŷd(t)| � ε1 + ε2.

Это доказывает равномерную предсказуемость, указанную в утверждении (ii) тео-
ремы 1 для сигналов x ∈ UΩ. Предсказуемость, указанная в утверждении (i) теоре-
мы 1, следует из вышеприведенного доказательства, примененного к одноэлемент-
ному множеству UΩ = {x(·)}, возможно, умноженному на константу, чтобы удовле-
творить ограничению ‖X(·)‖L1(R,C)�1. Это доказывает утверждение (iii).
Докажем утверждение (iv). Во-первых, из известных свойств преобразованийФу-

рье производных и первообразных вытекают представления (4), (5) (см. некоторые
пояснения в п. 3.2). Утверждение (iv) можно получить последовательным приме-
нением теоремы Фубини к интегрируемым в L1((−∞, t],R) сигналам (τ − s)�x(s),
представленным в (4) для � = 1, 2, . . . , τ ∈ (∞, s]. �

Док а з а т е л ь с т в о л еммы 1. В обозначениях теоремы 2 для всех t � t1 имеем

yd(t) =
d∑

k=1

akxk(t), т.е.

yd(t) =
d∑

k=1

ak

⎛⎝ηk +

t∫
t1

xk−1(s) ds

⎞⎠ (11)

(мы предполагаем здесь что x0 := x). Далее, имеем

t∫
t1

x1(t) dt =

t∫
t1

⎛⎝η1 +

τ∫
t1

x0(s) ds

⎞⎠ dτ = η1(t− t1) +

t∫
t1

dτ

τ∫
t1

x(s) ds

и

t∫
t1

x2(t) dt =

t∫
t1

⎛⎝η2 +

τ1∫
t1

x1(s) ds

⎞⎠ dτ1 = η2(t− t1) +

t∫
t1

dτ1

τ1∫
t1

x1(s) ds =

= η2(t− t1) +

t∫
t1

dτ1

⎡⎣η1(τ1 − t1) +

τ1∫
t1

dτ2

τ2∫
t1

x(s) ds

⎤⎦ =

= η2(t− t1) +
η21
2
(t− t1) +

t∫
t1

dτ1

τ2∫
t1

x(s) ds.

Аналогично получаем, что

t∫
t1

xk(t) dt = ηk(t− t1) +
ηk−1

2
(t− t1)

2 + . . .+
η1
k!
(t− t1)

k +

+

t∫
t1

dτ1

τ1∫
t1

dτ2 . . .

τk∫
t1

x(s) ds.
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Из этого следует, что

ηk +

t∫
t

xk−1(s) ds =

k∑
�=1

c�(t)η� + fk(t).

Вместе с (11) это доказывает (8), что завершает доказательство леммы 1. �
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НИЖНЯЯ ОЦЕНКА МИНИМАЛЬНОГО ЧИСЛА РЕБЕР
В ПОДГРАФАХ ГРАФА ДЖОНСОНА

Доказана новая нижняя оценка минимального числа ребер в подграфах гра-
фа Джонсона в общем случае.

Ключевые слова: графы Джонсона, дистанционные графы.
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§ 1. Введение
В статье рассматривается специальный дистанционный граф G(n, r, s), вершина-

ми которого являются точки в n-мерном булевом кубе, у которых ровно r единиц,
а ребро между такими вершинами проводится тогда и только тогда, когда скалярное
произведение соответствующих векторов равно s. Данное определение можно также
сформулировать в комбинаторных терминах, а именно: вершинами данного графа
являются всевозможные r-элементные подмножества множества Rn = {1, 2, . . . , n},
а ребро проводится между подмножествами, имеющими ровно s общих элементов.
Именно вторым определением мы будем пользоваться в дальнейшем.
Граф G(n, r, s) имеет большое значение для теории графов, комбинаторной гео-

метрии и исследования кодов с запрещенными расстояниями. Именно с помощью
этих графов Франкл и Уилсон установили, что хроматическое число пространства
растет экспоненциально с ростом размерности (см. [1]). В 1991 г. Дж. Кан и Г. Калаи
использовали результаты Франкла и Уилсона для опровержения классической ги-
потезы Борсука о том, что всякое ограниченное множество в Rn мощности больше 1
может быть разбито на n+1 частей меньшего диаметра (см. [2–6]). В работах [7–10]
исследованы некоторые свойства графа G(n, r, s) и схожих с ним по структуре гра-
фов.
Обозначим через ρ(W ) количество ребер графа G = (V,E) на множествеW ⊆ V .

Иными словами,

ρ(W ) = |{(x, y) ∈ E | x ∈ W, y ∈ W}|.

Также положим

ρG(�) = min
|W |=�
W⊆V

ρ(W ).

Отметим, что проблема оценивания количества ребер в индуцированных подграфах
тесно связана с теорией расширителей и спектральной теорией графов (см. [11–13]).
Будем рассматривать величину ρG(n,r,s)(�(n)) при фиксированных r и s в зави-

симости от асимптотики �(n) при n → ∞.
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Напомним, что независимым множеством вершин графа G называется такое под-
множество его вершин, что никакие две вершины этого подмножества не соединены
ребром. Числом независимости α(G) называется наибольшая мощность независимо-
го множества.
Заметим, что если � � α, то ρG(�) = 0. Таким образом, мы будем исследовать

величину ρG(n,r,s)(�) именно в случае α < � � |V (G(n, r, s))| = Cr
n. Число независи-

мости графа G(n, r, s) было исследовано в работе [14].
В работах [15, 16] были доказаны следующие оценки.

Т е о р ем а 1. Для графа G(n, r, s) с фиксированными r, s и любой функции � =
= �(n), такой что � > α(G(n, r, s)), выполнено

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

ns

Cs
rr!

2(r − s)!
.

Те о р ем а 2. Для графа G(n, r, s) с фиксированными r, s > 0 и любой функции
� = �(n), такой что nr−1 = o(�), выполнено

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

ns

Cs
rr!

2(r − s)!
.

Обратим внимание, что вместе эти две теоремы дают точную оценку в случае “са-
мых больших” функций � для любых фиксированных r и s. При меньших � верхняя
оценка из теоремы 1 также верна, однако доказательство нижней оценки аналогично
теореме 2 провести пока не удается.
Заметим, что если мы применим для графа G(n, r, s) теорему Турана для ди-

станционных графов (см. [17]), то получим оценку

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

α(G(n, r, s))
.

При r � 2s+ 1 мы знаем (см. [14]), что

nsc(r, s) � α(G(n, r, s)) � nsd(r, s),

где c(r, s) и d(r, s) – константы, зависящие только от r и s.
Таким образом, в случае r � 2s+ 1 порядок верхней и нижней оценок одинаков,

а зазор остается лишь в константу.
Теперь рассмотрим случай r > 2s+ 1. В этом режиме имеем (см. [14])

α(G(n, r, s)) ∼ nr−s−1

(r − s− 1)!
.

Если подставить это число независимости в турановскую оценку, то в знаменателе
будет nr−s−1, а в верхней оценке из теоремы 1 в знаменателе находится ns. Заметим,
что r − s− 1 > s, а значит, между оценками остается зазор по порядку.
В данной статье будет доказана следующая

Т е о р ем а 3. Для графа G(n, r, s) с фиксированными r и s, где r > 2s+1, s > 1,
и любой функции � = �(n), такой что nr−2 = o(�), � = o(nr−1), выполнено

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

ns
c(r, s),

где c(r, s) – константа, зависящая от r и s.
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Получаем, что в случае nr−2 = o(�), � = o(nr−1) и r > 2s + 1 по теореме 3 мы
также доказали, что нижняя и верхняя оценки отличаются лишь в константу раз.

§ 2. Доказательство теоремы 3
Для каждого n возьмем подмножество вершин Wn графа G(n, r, s), такое что

|Wn| = �(n), � = o(nr−1), nr−2 = o(�).
Пронумеруем все s-элементные подмножества Rn = {1, 2, . . . , n} и назовем их

S1, S2, . . . Sm, где m = Cs
n. Для каждого Si определим подмножество вершин нашего

множества Wn, содержащих его:

Ki = {v | Si ⊂ v, v ∈ Wn}.

Данные множества будут пересекаться по вершинам. Но если две вершины наше-
го графа соединены ребром, то они будут одновременно входить ровно в одно из Ki,
так как они имеют ровно s общих элементов. Тогда

ρ(Wn) =

m∑
i=1

ρ(Ki).

Введем обозначение ki = |Ki|. Заметим, что каждая вершина входит ровно в Cs
r

различных Ki, поэтому получаем
m∑
i=1

ki = �Cs
r .

Также для каждой пары множества Si и элемента j (j не входит в Si) возьмем
множество вершин MSi,j нашего подграфа, содержащее все элементы из Si и эле-
мент j одновременно:

MSi,j = {v | v ∈ Wn, (Si ∪ {j}) ⊂ v}.

Обозначим мощности таких подмножеств mSi,j = |MSi,j|.
Также для каждого множества Si обозначим через Mi максимальное по мощно-

сти MSi,j , а сам элемент j будем обозначать через ti. Если существует несколько
максимальных MSi,j , то выбираем любое из них, поэтому ti и Mi задаются одно-
значно. Положим mi = |Mi|.
Назовем индекс i хорошим, если для него выполнено

mi � 2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki,

а в противном случае будем называть его плохим. Множество хороших индексов
назовем A, а плохих – B:

A =

{
i
∣∣∣ mi � 2Cs

r − 2

2Cs
r − 1

ki

}
, B =

{
i
∣∣∣ mi >

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki

}
.

Лемма 1. Для любого хорошего индекса i выполнено

ρ(Ki) � c1(r, s)k
2
i − c2(r, s)n

r−s−2ki.

Док а з а т е л ь с т в о. Разделим наше доказательство на два случая:

mi � 1

r
ki
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и

1

r
ki < mi � 2Cs

r − 2

2Cs
r − 1

ki.

Покажем, что

1

r
<

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

.

Мы рассматриваем r � 6, поэтому 1

r
� 1

6
, при этом

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

= 1− 1

2Cs
r − 1

� 1− 1

2r − 1
� 10

11
.

Получаем, что

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

>
1

r
,

а значит, разделение имеет смысл.

1. Пусть для какого-то i выполнено mi � 1

r
ki. Степень каждой вершины Si ∪

∪{a1, a2, . . . , ar−s} внутри множества вершин Ki не меньше

ki −mSi,a1 −mSi,a2 − . . .−mSi,ar−s � ki − (r − s)mi � s

r
ki.

Тогда получаем, что

ρ(Ki) � s

2r
k2i .

2. Пусть для i выполнено

1

r
ki < mi � 2Cs

r − 2

2Cs
r − 1

ki.

Множество вершин Ki можно поделить на два подмножества: Mi и Qi = Ki \ Mi.
Также напомним, что все вершины множества Mi имеют еще какой-то общий эле-
мент j по своему определению, а вершины множества Qi элемент j не содержат.
Возьмем любую вершину v = Si ∪ {a1, a2, . . . , ar−s} ∈ Qi. Заметим, что любая вер-
шина множества Mi, не смежная с v, должна содержать элементы Si, j и еще хотя
бы один элемент из множества {a1, . . . , ar−s}. Тогда таких вершин не более

(r − s)Cr−s−2
n−s−2 � (r − s)nr−s−2.

Таким образом, количество вершин множества Mi, смежных с v, не меньше, чем
mi − (r − s)nr−s−2. Получаем, что

ρ(Ki) � |Qi|(mi − (r − s)nr−s−2) = (ki −mi)(mi − (r − s)nr−s−2) =

= (ki −mi)mi − (r − s)nr−s−2(ki −mi).

Оценим эту разность по частям: ki −mi � r − 1

r
ki, поэтому

(r − s)nr−s−2(ki −mi) � (r − s)(r − 1)

r
nr−s−2ki.
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Теперь рассмотрим (ki −mi)mi как функцию относительно mi. Это парабола с вет-
вями вниз, а значит, ее минимум на интервале достигается на одном из концов: при
mi =

1

r
ki получаем

r − 1

r2
k2i , а при mi =

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki получаем
2Cs

r − 2

(2Cs
r − 1)2

k2i . Обозначим

c1 = min

{
s

2r
,

2Cs
r − 2

(2Cs
r − 1)2

,
r − 1

r2

}
, c2 =

(r − s)(r − 1)

r
.

Таким образом, справедливо неравенство

ρ(Ki) � c1(r, s)k
2
i − c2(r, s)n

r−s−2ki. �

Лемма 2. Справедливо неравенство
m∑
i=1

mi � (Cs
r − 1)�+ o(�).

Док а з а т е л ь с т в о. Каждая вершина множества Wn содержит r элементов,
а значит, входит в x = Cs

r соответствующих Ki и не более чем в x соответству-
ющих Mi. Оценим количество вершин, которые входят во все x множеств Mi, т.е.
вместе с каждым множеством Si содержат и элемент ti, отвечающий ему. Пусть F –
множество таких вершин.
Назовем множество A из s + 1 элементов самостоятельным, если при выборе

любого его s-элементного подмножества Si будет выполнено условие A \ Si = {ti}.
Заметим, что любое s-элементное множество может входить только в одно само-
стоятельное множество. Получаем, что два самостоятельных множества не могут
пересекаться по s элементам. Назовем s-элементное множество интересным, если
оно является подмножеством какого-то самостоятельного множества. Разобьем все
вершины в F на две категории:
1) Вершины, у которых есть не интересное s-элементное подмножество;
2) Вершины, у которых все Cs

r s-элементных подмножеств являются интересными.
Докажем, что вершин первой категории не более nr−2. Пусть вершина первой

категории содержит не интересное множество Si = {a1, . . . , as}. По определению F
она обязательно содержит и элемент ti. Множество элементов a1, . . . , as, ti не яв-
ляется самостоятельным, поэтому у него есть s-элементное подмножество Sj , такое
что tj не принадлежит ему. Снова заметим, что tj также принадлежит выбранной
вершине. Тогда вершин, содержащих a1, . . . , as, не больше, чем количество способов
выбрать остальные r − s − 2 вершины, т.е. Cr−s−2

n−s−2. Учитывая, что всего способов
выбрать изначальное не интересное s-элементное множество не более Cs

n, то всего
вершин первой категории не более

Cs
nC

r−s−2
n−s−2 < nr−2 = o(�).

Теперь оценим количество вершин второй категории. Посчитаем количество вер-
шин второй категории, которые содержат фиксированное Si = {b1, . . . , bs}. По опре-
делению F такая вершина содержит элемент ti, причем множество {b1, . . . , bs, ti} –
самостоятельное. Пусть вершина, помимо элементов b1, . . . , bs, ti, содержит еще эле-
мент q. Обратим внимание на множество Sj = {b1, . . . , bs−1, q}. Наша вершина обя-
зательно должна содержать элемент tj . Опять же множество {b1, . . . , bs−1, q, tj} –
самостоятельное, потому что наша вершина принадлежит второй категории. Заме-
тим, что tj не совпадает с bs и ti, иначе два самостоятельных множества имели
бы s общих элементов. Получаем, что рассматриваемая вершина содержит элемен-
ты b1, . . . , bs, q, ti, tj . Заметим, что при условии r > 2s + 1 и s > 1 выполнено
r − s− 3 > s− 2 � 0, а значит, наша вершина содержит еще хотя бы один элемент.
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Получаем, что таких вершин не больше, чем количество способов выбрать элемент q
(их точно меньше n), однозначно зафиксировать ti и tj и далее добавить r− s− 3 из
оставшихся n− s− 3 элементов. Иными словами, вершин второй категории, содер-
жащих Si, не больше, чем nCr−s−3

n−s−3. Учитывая, что всего число способов выбрать
изначальное s-элементное множество равно Cs

n, то всего вершин второй категории
не более

Cs
nnC

r−s−3
n−s−3 < nr−2 = o(�).

Таким образом, мы доказали, что |F | < 2nr−2.
Обозначим через I(v ∈ Mi) индикатор попадания вершины v в множество Mi.

Тогда

m∑
i=1

mi =

m∑
i=1

∑
v∈Wn

I(v ∈ Mi) =
∑

v∈Wn

m∑
i=1

I(v ∈ Mi) =

=
∑
v∈F

m∑
i=1

I(v ∈ Mi) +
∑

v∈(Wn\F )

m∑
i=1

I(v ∈ Mi) � |F |Cs
r + (�− |F |)(Cs

r − 1) =

= (Cs
r − 1)�+ |F | � (Cs

r − 1)�+ o(�),

что завершает доказательство леммы 2. �
Лемма 3. Справедливо неравенство∑
i∈A

ki >
1

2
�− o(�).

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

ki <
2Cs

r − 1

2Cs
r − 2

mi

для плохого элемента i. Тогда∑
i∈B

ki <
2Cs

r − 1

2Cs
r − 2

∑
i∈B

mi,

а по лемме 2 имеем∑
i∈B

mi �
m∑
i=1

mi < (Cs
r − 1) �+ o(�).

Получаем∑
i∈B

ki <
2Cs

r − 1

2Cs
r − 2

(
(Cs

r − 1)�+ o(�)
)
=
(
Cs

r − 1

2

)
� + o(�).

Тогда для хороших элементов имеем

∑
i∈A

ki =

m∑
i=1

ki −
∑
i∈B

ki = Cs
r �−

∑
i∈B

ki > Cs
r� −

((
Cs

r − 1

2

)
�+ o(�)

)
=

1

2
�− o(�),

что завершает доказательство леммы 3. �
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Наконец, мы сможем оценить общее число ребер. Используя лемму 1, получаем

ρ(Wn) =

m∑
i=1

ρ(Ki) �
∑
i∈A

ρ(Ki) �
∑
i∈A

(
c1(r, s)k

2
i − c2(r, s)n

r−s−2ki
)

�

� c1(r, s)
∑
i∈A

k2i − c2(r, s)n
r−s−2Cs

r �.

По неравенству о средних и лемме 3 получаем

∑
i∈A

k2i � 1

|A|

(∑
i∈A

ki

)2

� 1

Cs
n

(∑
i∈A

ki

)2

�

(
1

2
�− o(�)

)2
ns

.

Тогда

ρ(Wn) � c1(r, s)

(
1

2
�− o(�)

)2
ns

− c2(r, s)n
r−s−2Cs

r � =
c1(r, s)

4

�2

ns
+ o

(
�2

ns

)
.

Положим c(r, s) =
c1(r, s)

4
. Утверждение теоремы 3 доказано. �
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КЛАССЫ СБАЛАНСИРОВАННЫХ ФУНКЦИЙ НАД КОНЕЧНЫМИ
ПОЛЯМИ, ОБЛАДАЮЩИХ МАЛЫМ ЗНАЧЕНИЕМ ЛИНЕЙНОЙ

ХАРАКТЕРИСТИКИ

Приводятся сбалансированные функции над конечными полями, обладаю-
щие малым значением линейной характеристики. Ранее линейные характери-
стики похожих классов функций исследовались лишь для случая поля из двух
элементов.

Ключевые слова: сбалансированные функции, линейная характеристика функ-
ций, конечные поля, устойчивые функции.

DOI: 10.31857/S055529232204009X, EDN: NBPDHY

§ 1. Введение

Одной из важных прикладных математических задач является построение сба-
лансированных функций над конечными полями, достаточно удаленных от класса
всех аффинных функций от заданного числа переменных. Данная проблема зна-
чительно проработана для случая булевых функций (см., например, [1–5]). Один
из путей ее решения заключается в построении различных классов булевых бент-
функций, которые наиболее удалены от всех аффинных функций, и последующем
их усложнении с целью получения сбалансированных функций.
Аналогичные вопросы для функций над произвольными конечными полями ре-

шаются сложнее. В работе [6] были определены бент-функции над конечными по-
лями. Позже в [7] были рассмотрены бент-функции над произвольными конечны-
ми абелевыми группами. В ней для измерения похожести функций использовалась
функция “близость”, основанная на том, что две функции f и g наиболее непохожи
друг на друга, если последовательность, состоящая из всех значений функции f − g
сбалансирована, т.е. в ней каждый элемент поля появляется с одинаковой частотой.
В работах [8, 9] похожесть функций над полями характеристики два описывалась
функцией “согласие”, отличавшейся от функции “близость” только нормирующим
множителем. В работе [10] в качестве меры приближения функции классом всех
аффинных функций над конечным полем была определена линейная характеристи-
ка функции. Данная характеристика функции тесно связана с понятием корреляции
между функциями и последовательностями.
Основными результатами работы являются широкие классы сбалансированных

функций над конечными полями, для которых указаны оценки значений линейной
характеристики. С целью понимания основных результатов статьи приводятся уже
известные результаты в удобных для нас обозначениях.
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§ 2. Линейная характеристика функций
Пусть P = GF (q) – произвольное конечное поле из q элементов, q = pt, где

p – простое число, а t – натуральное. В данной работе обозначение P всегда будет
подразумевать выбор такого поля.
Рассмотрим функцию f : Pn → P от n переменных, заданную на поле P . Будем

использовать обозначение f = f(x1, . . . , xn) = f(�x), где �x = (x1, . . . , xn). Назовем
функцию f сбалансированной, если для всех a ∈ P мощность полного прообраза
элемента a при действии отображения f удовлетворяет условию |f−1(a)| = qn−1.
Группа всех аддитивных характеров поля P (гомоморфизмов группы (P,+)

в мультипликативную группу C∗ поля комплексных чисел) состоит из гомоморфиз-
мов (см., например, [11])

χa(x) = e2πi
TrPP0

(ax)

p = exp

{
2πi

TrPP0
(ax)

p

}
, x ∈ P, (1)

где a ∈ P , P0 = GF (p), TrPP0
– функция следa из поля P в простое подполе P0.

Характер χ0 называют тривиальным характером.
Коэффициентом кросс-корреляции между функциями f(�x) и g(�x), соответству-

ющим характеру χa, называют комплексное число

Ca(f, g) =
∑

x1,...,xn∈P

χa(f(�x)− g(�x)). (2)

Модуль коэффициента Ca(f, g) характеризует близость между функциями f(�x)
и g(�x) (см. [12]).
Обозначим через An(P ) множество всех аффинных функций g(�x) от n перемен-

ных над полем P , т.е. функций вида

g(�x) = a0 + a1x1 + . . .+ anxn,

где a0, a1, . . . , an ∈ P . Для линейной функции g0(�x) от n переменных над полем P
будем использовать обозначение

g0(�x) = a1x1 + . . .+ anxn = 〈�a, �x〉,

где �a = (a1, . . . , an), �x = (x1, . . . , xn).
Мультипликативную группу поля P обозначим через P ∗. Линейной характери-

стикой функции f назовем число

C(f) = max
a∈P∗

max
g∈An(P )

|Ca(f, g)|. (3)

П р е д л оже н и е 1. Справедливо равенство

C(f) = max
a∈P∗

max
a1,...,an∈P

∣∣∣∣∣∣
∑

x1,...,xn∈P

exp

{
2πi

TrPP0
(af(�x)− a1x1 − . . .− anxn)

p

}∣∣∣∣∣∣ .
Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что Ca(f, a0+ 〈�a, �x〉) = χa(−a0)Ca(f, 〈�a, �x〉), и так

как |χa(−a0)| = 1, то согласно равенствам (1), (2)

C(f) = max
a∈P∗

max
a1,...,an∈P

|Ca(f, 〈�a, �x〉)| =

= max
a∈P∗

max
a1,...,an∈P

∣∣∣∣∣∣
∑

x1,...,xn∈P

exp

{
2πi

TrPP0
(af(�x)− aa1x1 − . . .− aanxn)

p

}∣∣∣∣∣∣ .
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Отсюда получаем

C(f) = max
a∈P∗

max
a1,...,an∈P

∣∣∣∣∣∣
∑

x1,...,xn∈P

exp

{
2πi

TrPP0
(af(�x)− a1x1 − . . .− anxn)

p

}∣∣∣∣∣∣ . �

Рассмотрим, как ведет себя параметр C(f) в частном случае P = GF (2) = {0, e}.
В этой ситуации

exp

{
2πi

TrPP0
(af(�x)− a1x1 − . . .− anxn)

p

}
= (−1)f(
x)⊕a1x1⊕...⊕anxn ,

коэффициент кросс-корреляции Ce(f, 〈�a, �x〉) равен коэффициенту Уолша –Адамара

Wf (�a) =
∑

x1,...,xn∈P

(−1)f(
x)⊕a1x1⊕...⊕anxn

булевой функции f , и справедливо равенство

C(f) = max

a∈Pn

|Wf (�a)|.

Отметим, что в двоичном случае наиболее удобной для использования является
нелинейность nl(f) булевой функции f , которая равна расстоянию Хэмминга меж-
ду столбцом значений функции f и столбцами значений всех аффинных двоичных
функций от n переменных. Известно (см., например, [4]), что

nl(f) = 2n−1 − 1

2
max

a∈Pn

|Wf (�a)| = 2n−1 − 1

2
C(f).

В случае произвольного конечного поля P понятие нелинейности функции, ос-
нованное на расстоянии Хэмминга, используется в работе [13].
Пусть

f : Pn → P, g(�x) = a0 + a1x1 + . . .+ anxn, b ∈ P.

Обозначим через N(f, g, b) число всех векторов �x ∈ Pn, таких что f(�x) − g(�x) = b.

П р е д л оже н и е 2. Справедлива оценка∣∣N(f, g, b)− qn−1
∣∣ � q − 1

q
C(f),

где C(f) – линейная характеристика функции f .

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно [11]

1

q

∑
a∈P

χa(x) =

{
1, если x = 0,

0, если x 
= 0,
(4)

где χa – характер, определенный равенством (1). Используя это соотношение, полу-
чаем

N(f, g, b) =
1

q

∑

x∈Pn

∑
a∈P

χa(f(�x)− g(�x)− b).
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Учитывая, что χ0(z) = 1 для всех z ∈ P , и выделяя отдельно слагаемое, соответ-
ствующее случаю a = 0, имеем

N(f, g, b)− qn−1 =
1

q

∑
a∈P∗

χa(−b)
∑

x∈Pn

χa(f(�x)− g(�x)).

Тогда∣∣N(f, g, b)− qn−1
∣∣ � 1

q

∑
a∈P∗

|Ca(f, g)| � q − 1

q
C(f). �

Функцию f : Pn → P назовем бент-функцией (см. [6, 7]), если |Ca(f, g)| = qn/2

для всех a ∈ P ∗ и всех g ∈ An(P ). Приведем определение бент-функции в терминах
линейной характеристики. Непосредственно из результатов работ [6, 7, 9] вытекает
следующий результат.

П р е д л оже н и е 3. Для каждой функции f : Pn → P верна оценка

C(f) � q
n
2 ,

которая обращается в равенство тогда и только тогда, когда f является бент-
функцией.

§ 3. Некоторые известные результаты

Приведем известные факты, относящиеся к теории функций, заданных на конеч-
ных полях. Они понадобятся в дальнейшем для доказательства основных результа-
тов. При этом будем использовать удобные для нас обозначения.
Пусть n = 2k, π – подстановка на множестве P k с координатными функциями

π1, . . . , πk, а h : P k → P – произвольная функция. Для всех �x, �y ∈ P k определим
функцию f : Pn → P равенством

f(�x, �y) = 〈π(�x), �y〉+ h(�x) = π1(�x)y1 + . . .+ πk(�x)yk + h(�x). (5)

Такие функции для поля из двух элементов были впервые рассмотрены в статье [14].
Приведем теорему, вытекающую из результатов работы [15].

Т е о р ем а 1. Функция f , определенная равенством (5), является бент-функ-
цией, причем для всех a ∈ P ∗ и линейных функций g(�x, �y) = 〈(�a,�b), (�x, �y)〉 верно
равенство

Ca(f, g) = qkχa

(
h(π−1(�b))− 〈�a, π−1(�b)〉

)
.

Указанное множество бент-функций называется классом Майораны–Макфар-
ланда. Ранее в случае, когда q – простое число, теорема 1 была доказана в рабо-
тах [16, 17]. Бент-функция f : Pn → P называется регулярной [17], если для всех
a ∈ P ∗ и g ∈ An(P ) выполнено равенство Ca(f, g) = qn/2e2πik(a,g)/p, где 0 � k(a, g) �
� p− 1. Функции из класса Майораны–Макфарланда являются регулярными.
Приведем критерий Г. Вейля [18] сбалансированности последовательности эле-

ментов поля в удобной для дальнейшего изложения форме. Назовем последователь-
ность c0, . . . , ct−1 элементов поля P сбалансированной, если в ней каждый элемент
поля P появляется одинаковое число раз. В частности, отсюда будет следовать, что t
делится на q.
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Пр е д л оже н и е 4 [18]. Последовательность c0, . . . , ct−1 сбалансирована тогда
и только тогда, когда для всех a ∈ P ∗

t−1∑
i=0

χa(ci) = 0.

Укажем критерий сбалансированности функции f : Pn → P в терминах коэффи-
циентов кросс-корреляции. Функция f сбалансирована тогда и только тогда, когда
сбалансирована последовательность f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ P , всех ее значений.
Согласно предложению 4 это равносильно условию∑

x1,...,xn∈P

χa(f(x1, . . . , xn)) = Ca(f, 0) = 0

для всех a ∈ P ∗. Таким образом, справедлив следующий факт.

С л е д с т в и е 1. Функция f является сбалансированной тогда и только тогда,
когда Ca(f, 0) = 0 для всех a ∈ P ∗.

Пусть k ∈ N, f : Pn → P . Для любых элементов a1, . . . , ak ∈ P и различных
натуральных чисел i1, . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , n} обозначим через fa1,...,ak

i1,...,ik
функцию, по-

лученную из f(x1, . . . , xn) фиксацией переменных xi1 , . . . , xik значениями a1, . . . , ak
соответственно. Назовем функцию f корреляционно-иммунной порядка k [19], если
для всех a1, . . . , ak ∈ P , i1, . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , n}, таких что 1 � i1 < . . . < ik � n, и
всех z ∈ P для прообразов элемента z при действии отображений fa1,...,ak

i1,...,ik
и f верны

равенства∣∣∣(fa1,...,ak

i1,...,ik

)−1
(z)
∣∣∣ = |f−1(z)|

qk
. (6)

Данное определение обобщает на случай произвольного поля P понятие корреля-
ционно-иммунной булевой функции порядка k (см., например, [4]). Корреляционно-
иммунную функцию f порядка k, являющуюся сбалансированной, называют еще k-
устойчивой, или k-эластичной функцией. Отметим, что наряду с известными приме-
нениями в области защиты информации для симметричных криптосистем, k-устой-
чивые функции как частный случай k-устойчивых отображений (см. [20]) исполь-
зуются в задачах построения протоколов квантового распределения ключей (см.,
например, [21]).
Несложно заметить, что если функция является корреляционно-иммунной по-

рядка k, то она является корреляционно-иммунной порядка k− 1. Кроме того, если
функция f является 1-устойчивой, то f сбалансирована. Поэтому сбалансированные
функции считают 0-устойчивыми. Обозначим через ‖�a‖ число ненулевых координат
вектора �a. Для корреляционно-иммунных функций f порядка k справедлив аналог
теоремы, доказанной ранее для случая q = 2 в работе [22].

Т е о р ем а 2 [19]. Функция f : Pn → P является корреляционно-иммунной по-
рядка k тогда и только тогда, когда для каждого �a ∈ Pn, такого что 1 � ‖�a‖ � k,
при всех a ∈ P ∗ имеет место равенство Ca(f, (�a, �x)) = 0.

С использованием критерия сбалансированности функции непосредственно из
теоремы 2 получим критерий k-устойчивости функции.

С л е д с т в и е 2 [19].Функция f : Pn → P является k-устойчивой тогда и толь-
ко тогда, когда для каждого �a ∈ Pn, такого что 0 � ‖�a‖ � k, при всех a ∈ P ∗ имеет
место равенство Ca(f, 〈�a, �x〉) = 0.
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Пусть g1, . . . , gn+1 – произвольные подстановки поля P ,

f(x1, . . . , xn) = gn+1(g1(x1) + . . .+ gn(xn)).

Для всех {i1, . . . , in−1} ⊂ {1, . . . , n}, a1, . . . , an−1 ∈ P , z ∈ P справедливо равенство∣∣∣∣(fa1,...,an−1

i1,...,in−1

)−1

(z)

∣∣∣∣ = 1,

так как если {j} = {1, . . . , n} \ {i1, . . . , in−1}, то

f
a1,...,an−1

i1,...,in−1
(xj) = gn+1(gj(xj) + c),

где c ∈ P – некоторая константа. Таким образом, f является (n − 1)-устойчивой
функцией, и класс k-устойчивых функций непуст при каждом k < n.
Остается актуальной задача нахождения числа k-устойчивых функций над ко-

нечным полем. В настоящее время получены только асимптотические (см., напри-
мер, [23]) и рекуррентные (см. [24]) оценки для случаев булевых функций и отобра-
жений.
Пусть e – единица поля P . Функция f : Pn → P задается многочленом

f(x1, . . . , xn) =
∑

a1,...,an∈P

f(a1, . . . , an)
(
e− (x1 − a1)

q−1
)
. . .

(
e− (xn − an)

q−1
)

(см. [11, 25]), который после раскрытия скобок принимает вид

f(x1, . . . , xn) =

q−1∑
i1=0

. . .

q−1∑
in=0

ci1...inx
i1
1 . . . xin

n ,

где ci1...in ∈ P . Среди всех многочленов от n переменных, имеющих степень по
каждой переменной не выше q − 1, многочлен, задающий функцию f , будет един-
ственным. Степень монома ci1...inx

i1
1 . . . xin

n определяется по правилу

deg ci1...inx
i1
1 . . . xin

n =

{
i1 + . . .+ in, если ci1...in 
= 0,

−∞, если ci1...in = 0.

Степень функции f (см., например, [26]) определяется равенством

deg f = max
{
deg ci1...inx

i1
1 . . . xin

n : 0 � i1 � q − 1, . . . , 0 � in � q − 1
}
.

Каждое число j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} запишем в p-ичном представлении:

j = j0 + pj1 + . . .+ pt−1jt−1,

где j0, j1, . . . , jt−1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}. В этом случае число

‖j‖p = j0 + j1 + . . .+ jt−1

назовем p-ичным весом числа j. Степенью нелинейности монома ci1...inx
i1
1 . . . xin

n на-
зовем величину

dl ci1...inx
i1
1 . . . xin

n =

{
‖i1‖p + . . .+ ‖in‖p, если ci1...in 
= 0,

−∞, если ci1...in = 0.

Степень нелинейности функции f (см., например, [26]) определяется равенством

dl f = max
{
dl ci1...inx

i1
1 . . . xin

n : 0 � i1 � q − 1, . . . , 0 � in � q − 1
}
.
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Согласно результатам работы [19], если f – сбалансированная функция, то

deg f � n(q − 1)− 1, dl f � nt(p− 1)− 1.

§ 4. Конструкция разветвления функций

Пусть P = {r1, . . . , rq}, и пусть fri : P
n−1 → P , i = 1, . . . , q, – функции от n − 1

переменных. Зададим функцию f : Pn → P по правилу

f(x1, x2, . . . , xn) =

⎧⎨⎩
fr1(x2, . . . , xn), если x1 = r1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

frq (x2, . . . , xn), если x1 = rq .

(7)

Функцию f будем называть разветвлением функций fr1 , . . . , frq .
Т е о р ем а 3. Пусть функция f построена по правилу (7). Тогда:

1) Функция f сбалансирована тогда и только тогда, когда для всех a ∈ P ∗

Ca(fr1 , 0) + . . .+ Ca(frq , 0) = 0;

2) Если функции fr1 , . . . , frq являются корреляционно-иммунными порядка k и для
всех a ∈ P ∗ выполнено

Ca(fr1 , 0) = . . . = Ca(frq , 0),

то функция f является корреляционно-иммунной порядка k;
3) Если функции fr1 , . . . , frq являются k-устойчивыми, то функция f является

k-устойчивой;
4) Линейные характеристики функций связаны соотношением

C(f) � C(fr1) + . . .+ C(frq );

5) deg f � q − 1 + max{deg fri : i = 1, . . . , q};
6) dl f � (p− 1)t+max{dl fri : i = 1, . . . , q}.
Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим символ Кронекера

δx,a =

{
e, если x = a,

0, если x 
= a,

определенный для всех x, a ∈ P , где e – единица поля P . Тогда

f(x1, . . . , xn) =

q∑
i=1

δx1,rifri(x2, . . . , xn).

Для всех a ∈ P ∗ рассмотрим

Ca(f, 〈�a, �x〉) =
∑

x1,...,xn∈P

χa

(
f(x1, . . . , xn)− a1x1 − . . .− anxn

)
=

=

q∑
i=1

∑
x2,...,xn∈P

χa

(
fri(x2, . . . , xn)− a1ri − a2x2 − . . .− anxn

)
=

=

q∑
i=1

χa(−a1ri)
∑

x2,...,xn∈P

χa

(
fri(x2, . . . , xn)− a2x2 − . . .− anxn

)
.
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Получаем

Ca(f, 〈�a, �x〉) =
q∑

i=1

χa(−a1ri)Ca(fri , a2x2 + . . .+ anxn). (8)

Утверждение 1) следует из равенства

Ca(f, 0) = Ca(fr1 , 0) + . . .+ Ca(frq , 0)

и следствия 1.
Докажем утверждение 2). Согласно теореме 2 достаточно доказать, что для всех

a ∈ P ∗ и �a = (a1, . . . , an) ∈ Pn, таких что 1 � ‖�a‖ � k, выполнено Ca(f, 〈�a, �x〉) = 0.
Если a1 = 0, то 1 � ‖(a2, . . . , an)‖ � k, и по теореме 2

Ca(fri , a2x2 + . . .+ anxn) = 0, i = 1, . . . , q.

Значит, Ca(f, 〈�a, �x〉) = 0. Если a1 
= 0 и 1 � ‖(a2, . . . , an)‖ � k − 1, то по теореме 2

Ca(fri , a2x2 + . . .+ anxn) = 0, i = 1, . . . , q,

и Ca(f, 〈�a, �x〉) = 0. Осталось рассмотреть случай, когда a1 
= 0 и (a2, . . . , an) = �0.
В этом случае согласно (8)

Ca(f, 〈�a, �x〉) =
q∑

i=1

χa(−a1ri)Ca(fri , 0).

Так как Ca(fr1 , 0) = . . . = Ca(frq , 0), то

Ca(f, 〈�a, �x〉) = Ca(fr1 , 0)

q∑
i=1

χa(−a1ri).

Из соотношений (4) следует, что
q∑

i=1

χa(−a1ri) = 0,

поэтому Ca(f, 〈�a, �x〉) = 0.
Утверждение 3) непосредственно следует из утверждений 1), 2) и следствий 1, 2.
Утверждение 4) вытекает из соотношений

|Ca(f, 〈�a, �x〉)| �
q∑

i=1

|χa(−a1ri)Ca(fri , a2x2 + . . .+ anxn)| =

=

q∑
i=1

|Ca(fri , a2x2 + . . .+ anxn)| �
q∑

i=1

C(fri),

справедливых для всех a ∈ P ∗ и �a ∈ Pn.
Используя интерполяционную формулу Лагранжа, получим

f(x1, . . . , xn) =

q∑
i=1

δx1,rifri(x2, . . . , xn) =

=

q∑
i=1

(x1 − r1) . . . (x1 − ri−1)(x1 − ri+1) . . . (x1 − rq)

(ri − r1) . . . (ri − ri−1)(ri − ri+1) . . . (ri − rq)
fri(x2, . . . , xn).
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Непосредственно из этого равенства следуют утверждения 5) и 6). �
Впервые аналогичная конструкция для булевых функций была рассмотрена в ра-

боте [27], где были доказаны аналоги утверждений 2) и 3) теоремы 3.
В случае fr1 = . . . = frq функция f , построенная по правилу (7), удовлетворяет

равенству f(x1, . . . , xn) = fr1(x2, . . . , xn). Если r1 = 0, fr2 = . . . = frq = f1, f0 
= f1, то

f(x1, x2, . . . , xn) =

{
f0(x2, . . . , xn), если x1 = 0,

f1(x2, . . . , xn), если x1 
= 0,

и функция f будет задаваться формулой

f(x1, x2, . . . , xn) = xq−1
1 f1(x2, . . . , xn) + (e − xq−1

1 )f0(x2, . . . , xn).

Рассмотрим теперь важную с практической точки зрения конструкцию разветв-
ления бент-функций. Пусть n = 2k, �x, �y ∈ P k, fri(�x, �y) = 〈πi(�x), �y〉 + hi(�y) – бент-
функция из класса Майораны–Макфарланда, где i = 1, . . . , q. Рассмотрим функцию

f(x, �x, �y) =

q∑
i=1

δx,rifri(�x, �y), x ∈ P, (9)

построенную по правилу (7) из функций fr1 , . . . , frq .
Т е о р ем а 4. Пусть функция f построена по правилу (9). Тогда:

1) Функция f сбалансирована тогда и только тогда, когда все элементы

h1(π
−1
1 (�0)), . . . , hq(π

−1
q (�0))

попарно различны;
2) Линейная характеристика функции f удовлетворяет неравенству

C(f) � q
n
2 +1.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение 1). Согласно теореме 1 для всех
a ∈ P ∗ выполнено

Ca(fri , 0) = qkχa(hi(π
−1
i (�0))), i = 1, . . . , q.

По теореме 3 и следствию 1 функция f сбалансирована тогда и только тогда, когда

Ca(f, 0) =

q∑
i=1

Ca(fri , 0) = qk
q∑

i=1

χa(hi(π
−1
i (�0))) = 0

для всех a ∈ P ∗. Из предложения 4 следует, что это равносильно сбалансированности
последовательности h1(π

−1
1 (�0)), . . . , hq(π

−1
q (�0)).

Утверждение 2) непосредственно следует из теоремы 3 и равенств

C(fri) = qn/2, i = 1, . . . , q. �

§ 5. Конструкция Майораны–Макфарланда
Применим конструкцию Майораны–Макфарланда для построения сбалансиро-

ванных функций. Пусть n = 2k, и пусть ϕ – линейное преобразование на множе-
стве P k с координатными функциями ϕ1, . . . , ϕk, определенное по правилу

ϕ(�x) = �xM,
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где M = (mij)k×k – матрица размера k × k над полем P , имеющая ранг k − 1. Для
произвольной функции h : P k → P и всех �x, �y ∈ P k определим функцию f : Pn → P
равенством

f(�x, �y) = 〈ϕ(�x), �y〉+ h(�x) = ϕ1(�x)y1 + . . .+ ϕk(�x)yk + h(�x). (10)

Множество ϕ−1(�0) является линейным пространством размерности 1, порожденным
некоторым ненулевым вектором �c ∈ Pn, т.е.

ϕ−1(�0) = {r�c : r ∈ P}.

Отметим, что в классической конструкции Майораны–Макфарланда в качестве
отображения ϕ берется произвольная подстановка на множестве P k. В этом случае
функция f , задаваемая равенством (10), является бент-функцией.
Т е о р ем а 5. Пусть функция f определена равенством (10). Тогда:

1) f – сбалансированная функция тогда и только тогда, когда h(a�c) 
= h(b�c) для
всех различных a, b ∈ P ;

2) Если deg h � 3, то deg f = deg h;
3) Если dlh � 3, то dl f = dlh;
4) C(f) � q

n
2 +1.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через L линейное пространство, порожденное
системой всех строк матрицы M . Тогда, если �b /∈ L, то ϕ−1(�b) = ∅, а если �b ∈ L, то

ϕ−1(�b) = �d+ ϕ−1(�0), (11)

где �d – фиксированный вектор, такой что �dM = �b. Рассмотрим для всех �a,�b ∈ P k и
a ∈ P ∗ коэффициент кросс-корреляции

Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉) =
∑

x∈Pk

χa(h(�x)− 〈�a, �x〉)
∑

y∈Pk

χa(〈ϕ(�x), �y〉 − 〈�b, �y〉) =

=
∑

x∈Pk

χa(h(�x)− 〈�a, �x〉)
∑

y∈Pk

χa(〈ϕ(�x)−�b, �y〉).

Заметим, что

∑

y∈Pk

χa(〈ϕ(�x)−�b, �y〉) =
{
qk, если ϕ(�x) = �b,

0, если ϕ(�x) 
= �b,

поэтому если �b /∈ L, то Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉) = 0, а если �b ∈ L, то

Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉) = qk
∑


x∈ϕ−1(
b)

χa(h(�x)− 〈�a, �x〉) =

= qk
∑
r∈P

χa(h(�d+ r�c)− 〈�a, �d+ r�c〉) =

= qkχa(−〈�a, �d〉)
∑
r∈P

χa(h(�d+ r�c)− 〈�a, r�c〉).

В частности,

|Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉)| = qk

∣∣∣∣∣∑
r∈P

χa(h(�d+ r�c)− 〈�a, r�c〉)
∣∣∣∣∣ . (12)
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Докажем утверждение 1). Согласно следствию 1 функция f сбалансирована то-
гда и только тогда, когда Ca(f, 0) = 0 для всех a ∈ P ∗. Из равенства (11) следует, что
при �a = �b = �0 выполнено �d = �0, поэтому с использованием равенства (12) получим,
что Ca(f, 0) = 0 для всех a ∈ P ∗ тогда и только тогда, когда∑

r∈P

χa(h(�0 + r�c)) = 0,

для всех a ∈ P ∗. Согласно предложению 4 полученные соотношения равносильны
сбалансированности последовательности, составленной из элементов h(r�c), r ∈ P ,
т.е. условию h(a�c) 
= h(b�c) для всех различных a, b ∈ P .
Докажем утверждения 2) и 3). Имеем равенство

f(�x, �y) = y1�xM
↓
1 + . . .+ yk�xM

↓
k + h(�x) =

k∑
i,j=1

mijxiyj + h(�x),

из которого получаем

deg f =

{
2, если deg h � 2,

deg h, если deg h � 3,

dl f =

{
2, если dlh � 2,

dlh, если dlh � 3.

Утверждение 4) непосредственно следует из равенства (12). �

§ 6. Аналог конструкции Доббертина
Пусть n = 2k, �x, �y ∈ P k, h(�x, �y) – бент-функция над полем P от n переменных.

По аналогии с работой [1] назовем бент-функцию h нормальной, если существу-
ет линейное многообразие M = �α + L, где �α ∈ Pn, а L – линейное пространство
размерности k над полем P , такое что ограничение h на множество M является
константой. Пусть эта константа равна c. Отметим, что бент-функции из класса
Майораны–Макфарланда являются нормальными. Пример булевой бент-функции,
не являющейся нормальной, был построен нетривиальным методом в работе [28].
Для построения сбалансированных функций используем нормальную бент-функ-

цию. Рассмотрим L0 = {(�0, �y) : �y ∈ P k}. Выберем обратимое линейное преобразова-
ние τ : Pn → Pn, такое что τ(L) = L0. Рассмотрим бент-функцию

ϕ(�x, �y) = h(τ−1(�x, �y)).

Ясно, что

ϕ(τ(�α) + L0) = h(τ−1(τ(�α) + L0)) = h(α+ L) = c.

Пусть τ(�α) = (�x0, �y0), тогда τ(�α) + L0 = (�x0,�0) + L0 и ϕ((�x0,�0) + L0) = c. Выберем
произвольную функцию g : P k → P и построим функцию f(�x, �y) по правилу

f(�x, �y) =

{
g(�y), если �x = �x0,

ϕ(�x, �y), если �x 
= �x0.
(13)

Впервые эта конструкция для булевых функций (при q = 2) и в более частном
виде, когда c = 0, �x0 = �0, была предложена Г. Доббертином в работе [1]. Следую-
щая теорема обобщает результаты этой работы на случай произвольного поля из q
элементов.
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Те о р ем а 6. Пусть функция f определена равенством (13). Тогда:
1) f – сбалансированная функция тогда и только тогда, когда g – сбалансированная
функция;

2) C(f) � q
n
2 + C(g);

3) Если degϕ � (q − 1)n/2 и g(�y) 
= const, то deg f = (q − 1)n/2 + deg g;
4) Если dlϕ � t(p− 1)n/2 и g(�y) 
= const, то dl f = t(p− 1)n/2 + dl g.

Док а з а т е л ь с т в о. Найдем для всех a ∈ P ∗ и �a,�b ∈ P k коэффициент кросс-
корреляции:

Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉) =
∑


x,
y∈Pk

χa(f(�x, �y)− 〈�a, �x〉 − 〈�b, �y〉) =

=
∑

y∈Pk

χa(g(�y)− 〈�a, �x0〉 − 〈�b, �y〉) +
∑


x,
y∈Pk


x �=
x0

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�a, �x〉 − 〈�b, �y〉) =

= χa(−〈�a, �x0〉)Ca(g, 〈�b, �y〉) + S(�a,�b).

Вычислим величину

S(�a,�b) =
∑

x �=
x0


y∈Pk

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�a, �x〉 − 〈�b, �y〉).

Для этого изучим∑

x=
x0


y∈Pk

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�a, �x〉 − 〈�b, �y〉) =
∑

y∈Pk

χa(c− 〈�a, �x0〉 − 〈�b, �y〉) =

= χa(c− 〈�a, �x0〉)
∑

y∈Pk

χa(−〈�b, �y〉).

Так как

∑

y∈Pk

χa(−〈�b, �y〉) =
{
0, если �b 
= �0,

qk, если �b = �0,

что равно qkδ
b,
0, то∑

x=
x0


y∈Pk

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�a, �x〉 − 〈�b, �y〉) = χa(c− 〈�a, �x0〉)qkδ
b,
0.

Следовательно,

S(�a,�b) + χa(c− 〈�a, �x0〉)qkδ
b,
0 = Ca(ϕ, 〈�a, �x〉+ 〈�b, �y〉),

и справедливо равенство

Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉) =

= χa(−〈�a, �x0〉)
(
Ca(g, 〈�b, �y〉) + χa(〈�a, �x0〉)Ca(ϕ, 〈�a, �x〉+ 〈�b, �y〉)− χa(c)q

kδ
b,
0

)
.
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Рассмотрим величину∑

a∈Pk

χa(〈�a, �x0〉)Ca(ϕ, 〈�a, �x〉+ 〈�b, �y〉) =

=
∑

a∈Pk

χa(〈�a, �x0〉)
∑


x,
y∈Pk

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�a, �x〉 − 〈�b, �y〉) =

=
∑


x,
y∈Pk

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�b, �y〉)
∑

a∈Pk

χa(〈�a, �x0 − �x〉) =

=
∑

y∈Pk

χa(ϕ(�x, �y)− 〈�b, �y〉)qkδ
x,
x0
= qk

∑

y∈Pk

χa(ϕ(�x0, �y)− 〈�b, �y〉) =

= qk
∑

y∈Pk

χa(c− 〈�b, �y〉) = qkχa(c)
∑

y∈Pk

χa(−〈�b, �y〉) = q2kχa(c)δ
b,
0.

Подставим в полученную формулу значение �b = �0. Получим что сумма qk слагае-
мых каждое из которых по модулю не превосходит qk дает число, имеющее модуль
равный q2k. Это возможно только если каждое слагаемое рассматриваемой суммы
равно χa(c)q

k, т.е.

χa(〈�a, �x0〉)Ca(ϕ, 〈�a, �x〉) = χa(c)q
k.

Таким образом,

Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉) =

=

{
χa(−〈�a, �x0〉)

(
Ca(g, 〈�b, �y〉) + χa(〈�a, �x0〉)Ca(ϕ, 〈�a, �x〉+ 〈�b, �y〉)

)
, если �b 
= �0,

χa(−〈�a, �x0〉)Ca(g, 0), если �b = �0,

и для модуля коэффициента кросс-корреляции справедливы равенства

|Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉)| =

=

{∣∣Ca(g, 〈�b, �y〉) + χa(〈�a, �x0〉)Ca(ϕ, 〈�a, �x〉+ 〈�b, �y〉)
∣∣, если �b 
= �0,

|Ca(g, 0)|, если �b = �0.
(14)

Докажем утверждение 1). Согласно следствию 1 функция f является сбаланси-
рованной тогда и только тогда, когда Ca(f, 0) = 0 для всех a ∈ P ∗. Из равенств (14)
следует, что это равносильно условию Ca(g, 0) = 0, a ∈ P ∗, т.е. сбалансированности
функции g.
Утверждение 2) следует из равенств (14), предложения 3 и соотношений

|Ca(f, 〈(�a,�b), (�x, �y)〉)| � |Ca(g, 〈�b, �y〉)|+ |Ca(ϕ, 〈�a, �x〉+ 〈�b, �y〉)| � C(g) + qk.

Докажем утверждения 3) и 4). Пусть �x0 = (c1, . . . , ck), тогда

f(�x, �y) = δ
x,
x0
(g(�y)− c) + ϕ(�x, �y) =

k∏
i=1

δxi,ci(g(�y)− c) + ϕ(�x, �y) =

=

k∏
i=1

∏
a∈P\{ci}

(xi − a)∏
a∈P\{ci}

(ci − a)
(g(�y)− c) + ϕ(�x, �y).

Справедливость утверждений 3) и 4) теперь очевидна. �
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