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Методами рефлектометрии и диффузного (незеркального) рассеяния синхротронного излучения с энер-
гией фотонов около 71 кэВ исследована структура планарной поверхности коллоидных растворов аморф-
ных 27-нанометровых частиц кремнезема, обогащенных тяжелыми щелочными ионами K+, Rb+ и Cs+.
В работе для жидкофазных систем применен самосогласованный подход, позволяющий без использо-
вания какой-либо априорной информации о приповерхностной структуре восстановить по эксперимен-
тальным данным как профили электронной концентрации перпендикулярно поверхности гидрозоля, так
и спектры корреляционной функции высот в плоскости поверхности. Представленный анализ показы-
вает, что при высоких pH щелочные катионы с большим радиусом и поверхностной концентрацией
(5± 1) · 1018 м−2 замещают ионы Na+ с меньшим радиусом. Этот результат находится как в качествен-
ном согласии с зависимостью одноионной электростатической свободной энергии Харкаца –Улструпа от
ионного радиуса, так и в количественном хорошо соответствует данным других работ с использованием
капиллярно-волнового подхода. Интегральное значение эффективной высоты шероховатости границ раз-
дела 3.2 ± 0.5 Å в пределах погрешности совпадает с предсказанием теории капиллярных волн, однако
полученные из эксперимента спектры корреляционной функции высот принципиально отличаются от тео-
ретических в области низких пространственных частот ν < 10−3 нм−1. Аппроксимация спектров суммой
двухK-корреляционных распределений указывает на переход от собственной шероховатости компактного
слоя ионов щелочных металлов к капиллярной шероховатости поверхности жидкости в области корре-
ляционной длины около 1 мкм. Совокупность имеющихся данных, по нашему мнению, свидетельствует
о дроблении этого слоя на двумерные кластеры — острова Вигнера.

DOI: 10.31857/S0044451021010016

1. ВВЕДЕНИЕ

Протекание множества электрохимических и фи-
зико-химических явлений на межфазных границах
газ–вода и масло–вода происходит при непосред-

* E-mail: tikhonov@kapitza.ras.ru

ственном участии небольших неорганических ионов
[1, 2]. Например, катионы фонового электролита
обычно вовлекаются в качестве посредников [3] или
выступают в роли конкурентов [4] при взаимодей-
ствии заряженных полипептидных макромолекул с
фосфолипидным ленгмюровским монослоем, ими-
тирующим поверхность биологической мембраны.
Для изучения молекулярных структур и ионных
эффектов на поверхности жидкости с 90-х годов
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прошлого века интенсивно привлекаются вычисле-
ния, например, молекулярной динамики с атомным
разрешением [5–7]. В связи с этим эксперименталь-
ные работы, основанные на рассеянии рентгенов-
ского излучения поверхностью жидкости [8], яв-
ляются хорошей базой для проверки как теорети-
ческих моделей [9], так и вычислительных экспе-
риментов [10]. Их основным преимуществом явля-
ется то, что по данным рассеяния обычно мож-
но получать структурную информацию о микроско-
пическом устройстве межфазных границ с субна-
нометровым пространственным разрешением, кото-
рую невозможно извлечь из измерений интеграль-
ных макроскопических характеристик, таких как
поверхностное натяжение, емкость или поверхност-
ный потенциал Вольта [11, 12]. К примеру, в работе
[13] при использовании данных рефлектометрии по-
казано, что термотропное поведение адсорбирован-
ных монослоев длинноцепочечных спиртов на гра-
нице н-гексан–вода, в которых наблюдается явление
кроссовера, характеризуются одним значением кри-
тического показателя. Более того, при определен-
ных условиях с использованием синхротронного из-
лучения в жесткой части спектра удается по экспе-
риментальным данным описать поперечную струк-
туру поверхности жидкости фактически с атомным
разрешением [14,15]. При этом кристаллический по-
рядок в плоскости поверхности можно исследовать
методом скользящей дифракции с субатомным про-
странственным разрешением [16].

В данной работе мы делаем обзор имеющихся и
приводим новые систематические эксперименталь-
ные данные по рефлектометрии и незеркальному
(диффузному) рассеянию в условиях полного внеш-
него отражения синхротронного излучения с энерги-
ей фотонов около 71 кэВ для поверхности водного
раствора аморфных наночастиц SiO2 как стабили-
зированного NaOH, так и обогащенного гидрокси-
дами щелочных металлов K, Rb, и Cs [17]. При ана-
лизе данных рассеяния мы применили для жидко-
фазных систем самосогласованный подход, предло-
женный ранее Кожевниковым [18]. Он позволяет без
использования какой-либо априорной информации
о приповерхностной структуре восстановить по экс-
периментальным данным как профили электронной
концентрации перпендикулярно поверхности гидро-
золя, так и спектры корреляционной функции вы-
сот в плоскости поверхности суспензии. Представ-
ленный анализ подтверждает ранее полученные в
работе [19] результаты, а также дает новые сведе-
ния о спектре шероховатости поверхности жидкос-
ти, который, как оказалось, в нашем случае прин-

ципиально отличается от предсказаний общеприня-
той теории капиллярных волн [20]. Возникновение
наблюдаемой особенности в спектрах мы связываем
с дроблением приповерхностного компактного слоя
щелочных ионов на двумерные кластеры.

2. СИЛЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО
ИЗОБРАЖЕНИЯ

При взаимодействии иона электролита с по-
верхностью силы электрического изображения иг-
рают основополагающую роль [21]. При этом уже
в приближении точечного заряда Вагнера –Онзаге-
ра –Самараса удается получить качественное опи-
сание свойств поверхности раствора электролита
[22, 23]. Например, классическая теория электриче-
ского двойного слоя Гуи –Чепмена –Штерна стро-
ится в этом приближении [24–27]. Обзор Волкова
и др. [28] детально отражает все исторические эта-
пы развития теории электрического двойного слоя.
Принято считать, что Фрумкин был первым, кто об-
ратил внимание на зависимость поверхностного на-
тяжения раствора электролита от размера его ионов
[29, 30]. Относительно недавно Маркин и Волков
[31], используя теорию Харкаца и Улструпа [32, 33],
смогли количественно объяснить зависимость по-
верхностного натяжения раствора простых неорга-
нических солей от ионного радиуса.

Итак, рассмотрим плоскую межфазную границу
воздух — вода, расположенную при z = 0, и ось z на-
правим по нормали к поверхности противоположно
силе тяжести (см. рис. 1). Тогда при z > 0 диэлект-
рическая проницаемость воздуха ε1 ≈ 1, а при z <

< 0 проницаемость воды ε2 ≈ 78. В традиционном
приближении сплошной среды ион электролита рас-

Рис. 1. Взаимодействие однородно заряженной сферы ра-
диусом a и зарядом Σ с плоской межфазной границей
между двумя диэлектрическими средами, Σ′ — фиктив-

ный заряд «электрического изображения»

6



ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021 Исследование поверхности кремнезоля. . .

сматривается как точечный заряд Σ, а его энергия
имеет следующий вид [21]:

Σ2

16πε0ε2

ε2 − ε1
ε1 + ε2

1

z
, (1)

где электрическая постоянная ε0 = 8.85 · 10−12 Ф/м,
а z — расстояние от центра иона до межфазной гра-
ницы. Поскольку ε2− ε1 > 0, любой точечный заряд
в водной среде отталкивается от поверхности по на-
правлению в глубь объема водной фазы вследствие
взаимодействия со своим «электрическим изображе-
нием».

Основным препятствием, которое затрудняет
теоретическое описание переходного слоя, связано с
расходимостью порядка 1/z в (1). Харкац и Улструп
разрешили эту проблему, учтя ненулевой размер
иона [32, 33]. Согласно их работам, в приближении
сплошной среды свободная энергия F (z) заряда Σ,
помещенного в сферическую полость радиусом a на
границе двух диэлектрических сред, описывается
следующими выражениями:

F (0 ≤ z ≤ a) =

=
Σ2

32πε0ε1a

[
2 +

2z

a
+
ε1 − ε2
ε1 + ε2

(
4− 2z

a

)]
+

+
Σ2

32πε0ε1a

(
ε1 − ε2
ε1 + ε2

)2
(1− z/a)(1− 2z/a)

1 + 2z/a
+

+
Σ2

64πε0ε1

(
ε1 − ε2
ε1 + ε2

)2
1

z
ln

[
1 +

2z

a

]
+

+
Σ2

4πε0ε2a

(
ε2

ε1 + ε2

)2 (
1− z

a

)
(2)

и

F (z ≥ a) =
Σ2

32πε0ε2a

[
4 +

ε1 − ε2
ε1 + ε2

2a

z

]
+

+
Σ2

16πε0ε2a

(
ε1 − ε2
ε1 + ε2

)2
1

1− (2z/a)2
+

+
Σ2

64πε0ε2

(
ε1 − ε2
ε1 + ε2

)2
1

z
ln

[
2z + a

2z − a

]
. (3)

Электростатическая свободная энергия иона в
воде z < 0 получается из выражений (2) и (3) за-
меной ε1 ⇔ ε2. Таким образом, чем больше ионный
радиус, тем слабее его взаимодействие с границей,
хотя эта особенность важна только в очень узкой
области порядка 2a вблизи поверхности. На рис. 2
показаны зависимости (2) и (3) для ионов щелоч-
ных металлов. Непосредственно на самой межфаз-
ной границе энергия сферического заряда конечна:

F (0) =
1

4πε0

Σ2

(ε1 + ε2)

1

a
. (4)

Рис. 2. Одноионная электростатическая свободная энергия
Харкаца – Улструпа для ряда ионов щелочных металлов на

межфазной границе воздух–вода как функция z

Считается, что на расстоянии в несколько ионных
радиусов от поверхности ионы взаимодействуют с
ней фактически как точечные заряды [34, 35]. Так-
же ряд авторов проверяли справедливость выраже-
ний (2), (3) и указывали на типографскую ошибку
в оригинальных публикациях Харкаца и Улструпа
[5, 28, 36].

Сплошные линии на рис. 3 показывают различие
ΔFM (z) (на границе воздух–вода) в одноионной сво-
бодной энергии Харкаца –Улструпа для ряда моно-
валентных ионов щелочных металлов M+ (K+, Rb+,
Cs+) от энергии иона Na+, FNa(z). Для Na+ — ра-
диус a = 1.2 Å; для K+ имеем а = 1.5 Å; для Rb+ —
а = 1.7 Å; и для Cs+ — а = 1.8 Å [37]. С одной сто-
роны, при z ≤ 0 разность ΔF < 0.03 эВ (порядка
kBT при T = 298 K и kB — постоянная Больцма-
на) мала, без особенностей, но из этого следует, что
ионы с большим радиусом на самой границе име-
ют меньшую энергию, чем с малым a. Частично это
связано с различием в борновской энергии раство-
рения ионов в воде FM (−∞). С другой стороны,
при z ≈ 2 Å эти кривые имеют минимум глубиной
0.05–0.1 эВ (примерно 2kBT − 4kBT ) на расстоянии
порядка 2a над поверхностью воды, т. е. более круп-
ные ионы будут накапливаться здесь, вытесняя мел-
кие — эффект, связанный с размером иона. Однако
при нормальных условиях (T = 298 К) это явление
не проявляется, потому что подвешивание над по-
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Рис. 3. Размерный эффект на границе воздух–вода. От-
личие свободной энергии одновалентного щелочного иона
M+ (M = K, Rb, Cs) от энергии иона Na+ на границе

воздух– вода

верхностью, например Na+, на высоту около 1 Å свя-
зано с преодолением значительного энергетического
барьера примерно в 2.5 эВ. Для этого требуется спе-
цифическое граничное условие, например, электри-
ческое поле напряженностью около 109 В/м. Поле
такой величины типично для первой гидратной обо-
лочки у небольших неорганических ионов (напри-
мер, Na+, Cu2+, Al3+), но не может быть получено
в электролитическом конденсаторе.

3. ПЕРЕХОДНЫЙ СЛОЙ НА ПОВЕРХНОСТИ
КРЕМНЕЗЕМНОГО ГИДРОЗОЛЯ

Экспериментальная оценка для толщины пере-
ходного слоя на поверхности концентрированного
водного раствора сильного электролита, например,
простой неорганической соли CsCl составляет менее
10 Å [38], т. е. порядка предела пространственного
разрешения в эксперименте рентгеновской рефлек-
тометрии. Однако на поверхности концентрирован-
ного коллоидного раствора аморфных наночастиц
диоксида кремния SiO2 (примерно 40% по массе),
стабилизированного небольшим количеством (при-
мерно 0.1 моль/л) гидроксида щелочного металла
[17,39,40], наблюдается слой протяженностью около
103 Å [41].

Дело в том, что химическое равновесие в гидро-
золе при умеренных pH наступает благодаря про-
цессам протонирования и депротонирования сила-
нольных групп на поверхности кремнезема [42–44].
При значениях pH в интервале между 9 и 12 объем-
ная концентрация ионов OH− составляет c− = 10−5–
10−2 моль/л, что на два-четыре порядка величины
меньше, чем объемная концентрация ионов щелоч-
ных катионов M+ c+ = 0.1–1.0 моль/л. Так, в со-
стоянии равновесия при pH = 9 десорбция гидрок-
сильных ионов (процесс протонирования силаноль-
ной группы) с поверхности кремнезема (в объем)
связана с преодолением энергетического барьера по-
рядка kBT ln(c+/c−) ≈ 9kBT на ион (kB – постоян-
ная Больцмана) и порядка 4kBT при pH = 12. Таким
образом, частицы кремнезема можно рассматривать
как макроионы с зарядом Σ = 102e–103e (где e —
элементарный заряд), а гидрозоль — раствор силь-
ного электролита, который полностью ионизован.
Поскольку большинство ионов электролита MOH
концентрируются у поверхности коллоидных час-
тиц, дебаевская длина экранирования в растворе со-
ставляет

ΛD =
√
ε0ε2kBT/c−NAe2 ≈ 30–1000 Å

(где NA — число Авогадро). Благодаря разнице в
потенциалах сил электрического изображения для
одновалентных катионов Na+ и отрицательно заря-
женных наночастиц-макроионов (1) на поверхности
золя возникает градиент поверхностного потенциа-
ла. В результате, при сохранении электронейтраль-
ности всей системы на поверхности гидрозоля воз-
никает широкий переходный слой (см. рис. 4), про-
тяженность которого порядка ΛD [41, 45].

В работе [46] сообщалось, что при сильном обо-
гащении раствора тяжелыми ионами Cs+ они се-
лективно накапливаются в тонком слое на границе
гидрозоль–воздух, замещая там легкие ионы Na+.
Предложенная в ней качественная четырехслойная
модель структуры планарной границы гидрозоль–
воздух представлена на рис. 4. Она также основана
на структурных параметрах, извлеченных из дан-
ных скользящего малоуглового рассеяния и рефлек-
тометрии синхротронного излучения с энергией фо-
тонов около 15 кэВ [41]. В последнем случае ис-
пользовался стандартный модельный подход (см.,
например, [47, 48]) с построением профилей элек-
тронной концентрации с помощью функции ошибок,
в рамках стандартной теории капиллярных волн
[20, 49, 50].

Первый слой (толщиной h ∼ 8 Å) — компактный
слой щелочных ионов. Их поверхностная концентра-
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Рис. 4. Четырехслойная модель поперечного строения
переходного слоя на границе кремнеземный гидрозоль–
воздух [46,52]. Ионы щелочных металлов с поверхностной
концентрацией около 4·1018 м−2 располагаются в компакт-
ном слое 1 с низкой плотностью и толщиной h ∼ 8 Å, а в
слое 2 толщиной около 13 Å — гидратированные анионы
OH−. Слой 3 с низкой концентрацией электролита име-
ет толщину примерно 10–20 нм, а толщина монослоя на-
ночастиц (слой 4) определяется их диаметром (примерно

27 нм)

ция в нем, согласно данным скользящей дифракции
и рефлектометрии, составляет примерно 4 ·1018 м−2

[51, 52]. Второй слой (толщиной около 13 Å) — диф-
фузный слой пространственного заряда гидратиро-
ванных ионов. Плотность этого слоя не зависит от
присутствия тяжелых ионов в объеме гидрозоля,
поэтому разумно полагать, что в нем в основном
сосредоточен отрицательный заряд анионов OH− с
их оценочной поверхностной концентрацией поряд-
ка 1019 м−2 [45, 46]. Слои 1 и 2 в духе классической
теории электрического двойного слоя следует назы-
вать соответственно компактным и диффузным [1].
Их суммарная толщина составляет d ∼ 20 Å.

Обедненный слой 3 с низкой концентрацией
электролита отделяет первые два слоя от отрица-
тельно заряженных частиц в четвертом слое. Его
толщина зависит от уровня pH (около 20 нм при
pH = 9). Наконец, толщина слоя 4 такая же, как
диаметр коллоидных наночастиц в растворе, а их
концентрация в нем значительно выше, чем в объе-
ме раствора. Разумно полагать, что плоскость наи-
меньшего сближения коллоидных частиц с поверх-
ностью определяется их взаимодействием с про-
странственным зарядом в диффузном слое, кото-

рый создает поле фиктивного заряда «изображе-
ния». Увеличение pH вызывает сближение слоя час-
тиц с поверхностью, видимо, за счет экранирования
их взаимодействия с пространственным зарядом в
диффузном слое при уменьшении дебаевской дли-
ны.

В работе [52] ионы в компактном слое предло-
жено рассматривать как тяжелый и очень плотный
аналог двумерной системы «классических» элек-
тронов, подвешенных над поверхностью некоторых
криогенных диэлектриков (жидкий 3He, 4He, жид-
кий и твердый водород) силами электрического
изображения и внешним электрическим полем [53].
Однако существование над поверхностью золя об-
ласти протяженностью в несколько ангстрем с на-
пряженностью поля порядка 109 В/м требует под-
тверждения. Отметим, что замещение в компакт-
ном слое при обогащении легких маленьких кати-
онов Na+ на более тяжелые и крупные согласует-
ся с выражением (4). При этом в распределении
поверхностного потенциала имеются, как минимум,
два скачка: первый на плоскости наименьшего сбли-
жения с поверхностью для гидроксильных ионов, а
второй на плоскости наименьшего сближения для
наночастиц.

Отметим также, что имеющиеся данные свиде-
тельствует о наличии более протяженной, чем пока-
зано на рис. 4, области расслоения гидрозоля (более
чем в два раза). Связано это с тем, что образование
плотного монослоя наночастиц эквивалентно появ-
лению дополнительной границы раздела. Возникаю-
щее при этом различие в потенциалах сил электри-
ческого изображения для щелочных катионов и ани-
онных наночастиц, видимо, служит причиной рас-
слоения золя в глубине [45, 54, 55].

4. ЭКСПЕРИМЕНТ

Мы провели систематическое исследование
поверхностей монодисперсных суспензий 27-
нанометровых частиц кремнезема, обогащенных
щелочными ионами K+, Rb+ и Cs+. Для обеспе-
чения насыщения слоя 1 в структуре поверхности
образцов золей (см. рис. 4) выбиралась объем-
ная концентрация щелочных металлов, которая
значительно превышала объемную концентрацию
натрия. Исходный концентрированный монодис-
персный золь Ludox TM-50, стабилизированный
гидроксидом натрия, поставлялся компанией Grace
Davison (pH = 9, 50 масс.% — SiO2 и 0.2 масс.% —
Na). Далее золь либо разбавлялся деионизован-
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ной водой (ELGA, PURELAB Option-Q), либо
обогащался путем смешивания в колбе (взбал-
тывался и помещался затем в ультразвуковую
ванну Bandelin) с раствором гидроксида щелочного
металла MOH в деионизованной воде до раствора
с массовой концентрацией SiO2 примерно 30%,
следуя подходу, изложенному в работе [46]. Таким
образом, концентрация ионов Na+ в растворах
составляет около 0.03 моль/л, а концентрация M+

в обогащенном растворе варьируется в интервале
от 0.8 до 1.2 моль/л (pH ≈ 12). Твердые гидра-
ты CsOH ·x(H2O) и RbOH ·x(H2O) (99.9% — по
содержанию металла и 15–20% H2O — по массе)
приобретались у компании Alfa Aesar. Гидроксид
КОН приобретался у Sigma-Aldrich (99.9% — по
содержанию металла).

Согласно данным малоуглового рассеяния, ис-
ходный раствор Ludox TM-50 содержит однородные
аморфные частицы кремнезема с характерным диа-
метром около 27 нм [56,57]. Такой размер частиц ди-
оксида кремния в гидрозоле был выбран намеренно
для облегчения интерпретации данных рентгенов-
ской рефлектометрии. Дело в том, что чем больше
частицы, тем меньше их вклад в коэффициент от-
ражения при больших углах скольжения α. Эта свя-
зано как с широкой (LD ≈ 400 Å) приповерхностной
структурой золя 27-нанометровых частиц (> 200 Å),
так и с высокой шероховатостью поверхности моно-
слоя наночастиц (см. рис. 4).

Добавляя, например, CsOH в исходный гидро-
золь, стабилизированный NaOH (pH ∼ 9), можно
получить раствор с очень высокой объемной кон-
центрацией катионов Cs+ (pH < 12), который в
герметичном контейнере при комнатной температу-
ре остается жидкостью, по крайней мере, в тече-
ние месяца [58–60]. При более высокой концентра-
ции, например, гидроксида цезия (pH > 12.5) золи
Ludox обычно становятся мутными и за время по-
рядка недели затвердевают, переходя в гель, но при
этом в последнем распределение наночастиц SiO2 по
размерам существенно не изменяется [61].

Измерения коэффициента отражения R и интен-
сивности поверхностного диффузного (незеркально-
го) рентгеновского рассеяния Id на границе гидро-
золь–воздух проведены при нормальных условиях
на станции ID31 синхротрона ESRF [62]. В экспе-
риментах интенсивность I0 сфокусированного моно-
хроматического луча фотонов с длиной волны λ =

= 0.1747 ± 0.0003 Å (энергия кванта около 71 кэВ)
составляла порядка 1010 ф/с при поперечных раз-
мерах менее 10 мкм по высоте и около 250 мкм
в горизонтальной плоскости. Для регистрации дан-

Рис. 5. Кинематика рассеяния на поверхности жидкости
при скользящем падении излучения

ных рассеяния был использован двумерный CCD-
детекторMaxiPix (256×256 пикселов, линейный раз-
мер пиксела составлял примерно 55 мкм) [63]. Та-
ким образом, при расстоянии от центра образца до
детектора около 0.9 м угловое разрешение одиноч-
ного пиксела составляет приблизительно 6·10−5 рад.
Экспериментальная область засветки при единич-
ном измерении составляла около 54× 54 пиксела.

Образцы кремнезолей приготавливались и изу-
чались при нормальных условиях (T = 298 K) в те-
мостатированной герметичной ячейке (фтороплас-
товая тарелка диаметром приблизительно 100 мм) с
рентгенопрозрачными окнами в соответствии с ме-
тодикой, описанной в работе [46]. Значение угла пол-
ного внешнего отражения αc для всех границ золь–
воздух составляет αc = λ

√
reρb/π ≈ 3 ·10−4 рад или

примерно 0.017◦ (где re = 2.814 · 10−5 Å — класси-
ческий радиус электрона) и определяется объемной
электронной концентрацией ρb ≈ 1.2ρw в растворах,
где ρw = 0.333 e−Å−3 — электронная концентрация
в воде при нормальных условиях.

В скользящей геометрии кинематику рассеяния
на макроскопически плоской межфазной границе,
ориентированной силой гравитации, удобно описы-
вать в системе координат, в которой начало лежит
в центре области засветки. Плоскость xy совпадает
с границей между монослоем и водой, ось x перпен-
дикулярна к направлению луча (см. рис. 5). Пусть
kin — волновой вектор луча с амплитудой k0 = 2π/λ,
падающего в плоскости yz на межфазную грани-
цу xy под углом скольжения α. Тогда направление
рассеянного луча с волновым вектором ksc задается
в вертикальной плоскости углом β, в горизонталь-
ной — углом φ. Таким образом, компоненты вектора
рассеяния q = kin−ksc в плоскости межфазной гра-
ницы qx = k0 cosβ sinφ и qy = k0(cosβ cosφ − cosα),
а проекция на ось z — qz = k0(sinα+sinβ). В нашем
эксперименте α, β, φ	 1, тогда имеем
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qx ≈ k0φ,

qy ≈ k0
2
(α2 − β2),

qz ≈ k0(α+ β).

(5)

В рефлектометрическом эксперименте β = α,
φ = 0, т. е. вектор q направлен строго по нормали к
поверхности |q| = qz ≈ 2k0α. При измерении незер-
кального рассеяния β 
= α, φ = 0 и, соответственно,
только qx = 0.

Заметим, что при qz < qc = (4π/λ)αc ≈ 0.025 Å−1

падающий луч испытывает полное внешнее отраже-
ние R ≈ 1. При этом за счет наличия шерохова-
тостей на поверхности происходит перераспределе-
ние потока падающего излучения между зеркально
отраженной и рассеянной в воздух компонентами.
В то же время при qz > qc излучение, проникаю-
щее в объем образца, рассеивается на наночастицах
SiO2. Таким образом, для корректного анализа экс-
периментальных данных рефлектометрии необходи-
мо разделить поверхностную и объемную (фоновую)
компоненты рассеяния.

В случае рентгеновского излучения длина вол-
ны λ существенно меньше корреляционной длины
шероховатости поверхности ξ ∼ 1 мкм. Тогда при
малых углах скольжения α (так, что kinξ � 1 и
kscξ � 1) индикатриса поверхностного рассеяния
распределена вдоль qy и быстро убывает при |qx| >
> 0. В то же время интенсивность объемного рассе-
яния зависит только от модуля вектора q и, наобо-
рот, медленно меняется с увеличением qx. С учетом
этого, уровень фона при обработке эксперименталь-
ных данных рассчитывался как усредненное значе-
ние интенсивности, регистрируемой при значениях
азимутальных углов |φ| > 0.05◦ (|qx| > 0.03 Å−1)
для каждого значения углов α (рефлектометрия) и
β (поверхностное рассеяние).

На рис. 6 показаны зависимости коэффициента
отражения R(qz) для поверхности стабилизирован-
ного NaOH и обогащенных золей. На рис. 7–10 для
гидрозолей показаны двумерные карты распреде-
ления интенсивности поверхностного рассеяния как
функции углов β и φ. Они получены при фикси-
рованном угле скольжения α ≈ 2.1 · 10−4 рад, что
составляет примерно 0.012◦. На рис. 11 изображе-
ны одномерные кривые интенсивности поверхност-
ного диффузного (незеркального) рассеяния Id(β)

от поверхности стабилизированного NaOH и обога-
щенных золей при том же значении α, полученные
интегрированием двумерных карт рассеяния по уг-
лу φ в пределах −0.03◦ . . . 0.03◦. На этих кривых

Рис. 6. Зависимости коэффициента отражения R(qz), по-
лученные при нормальных условиях, для кремнезолей,
стабилизированного NaOH (1) и обогащенных KOH (2),

RbOH (3) и CsOH (4)

Рис. 7. Двумерная карта рассеяния при α ≈ 0.012◦ на
поверхности кремнезоля 27-нанометровых частиц SiO2 с

объемной концентрацией Na cNa+ ≈ 0.06 моль/л

самый интенсивный пик соответствует зеркальному
отражению при β ≈ 0.7αc.

5. ТЕОРИЯ

В данной работе анализ кривых зеркального от-
ражения проводился в рамках модельно-независи-
мого метода, основанного на экстраполяции асимп-
тотики угловой зависимости коэффициента зер-
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Рис. 8. Двумерная карта рассеяния при α ≈ 0.012◦

на поверхности кремнезоля с объемной концентрацией K
cK+ ≈ 0.8 моль/л

Рис. 9. Двумерная карта рассеяния при α ≈ 0.012◦ на
поверхности кремнезоля с объемной концентрацией Rb

cRb+ ≈ 1.2 моль/л

Рис. 10. Двумерная карта рассеяния при α ≈ 0.012◦ на
поверхности кремнезоля с объемной концентрацией Cs

cCs+ ≈ 1.2 моль/л

кального отражения R(qz) в область больших qz без
использования каких-либо априорных предположе-
ний о структуре поверхности образца [64–66]. Ранее
с помощью этого подхода нами были изучены струк-
тура и кинетика формирования макроскопически
плоских липидных мультислоев на поверхности гид-
розоля [55,56,67,68], а также структура адсорбцион-
ных пленок на межфазной границе толуол–вода [69].

В жесткой части спектра связь диэлектрической
проницаемости среды ε с ее поляризуемостью χ	 1

задается соотношением ε ≈ 1 − χ. Данный метод
предполагает наличие в профиле поляризуемости
вблизи поверхности χ(z) особых точек, в которых
либо он, либо его n-я производная χ(n)(z) меняется
скачкообразно:

Рис. 11. Экспериментальная (точки) и расчетная (сплош-
ные линии) интенсивности диффузного рассеяния Id(β)

при фиксированном α ≈ 0.012◦ для поверхностей стабили-
зированного NaOH (1), обогащенных KOH (2), RbOH (3)
и CsOH (4) золей. Для ясности каждая кривая смещена

вдоль оси ординат относительно соседней

Δ(n) (zj) ≡ dnχ

dzn
(zj + 0)− dnχ

dzn
(zj − 0) , (6)

где zj — координата j-й точки разрыва. Сочетание
таких особых точек однозначно определяет асимп-
тотическое поведение амплитудного коэффициента
отражения r(k) при k ≡ qz/2 = k0 sinα → ∞:

r0 (k → ∞) � −k20
(
i

k

)n+2 m∑
j=1

Δ(n) (zj) e
ikzj . (7)

Как показано в работах [65, 70], в общем случае су-
ществуют всего два физически разумных распре-
деления χ(z), одновременно удовлетворяющих как
экспериментально измеренному значению квадрата
модуля коэффициента отражения R(k) = |r(k)|2 в
конечном интервале k, так и заданному сочетанию
из m особых точек χ(n) (zj), определяющих асимп-
тотику r0(k → ∞).

В свою очередь, порядок и расположение осо-
бых точек определяется путем модифицированно-
го косинус-фурье-преобразования эксперименталь-
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но измеренной части кривой отражения. Функция
преобразования имеет следующий вид:

F (x) =
22n+4

k40(kmax − kmin)
×

×
kmax∫

kmin

[
k2n+4R(k)− C

]
cos(2kx) dk,

C =
1

kmax − kmin

kmax∫
kmin

k2n+4R(k) dk,

(8)

где интегрирование проводится по измеренному ин-
тервалу (kmin, kmax) значений k.

Функция F (x) сильно осциллирует вблизи нуля,
при этом положения экстремумов в общем случае
зависят от границ интервала интегрирования. В то
же время имеется набор стабильных экстремумов,
фиксированные положения которых зависят от рас-
стояний между парами особых точек xij = zj − zi
независимо от значений kmin и kmax, при этом зна-
чение функции в этих точках равно

F (xij) ≈ Δ(n)(zi)Δ
(n)(zj).

Таким образом, анализируя функцию F (x) при раз-
личных сочетаниях экспериментальных kmin и kmax,
возможно определить взаимные расстояния между
особыми точками, а также знаки скачков Δ(n)(zi) в
этих точках.

Далее искомый профиль поляризуемости пара-
метризуется ступенчатым распределением

χ(z1, . . . , zM ) =
M∑

m=1

Δn(zm)H(z − zm), (9)

где H(z) — функция Хэвисайда [71], с фиксиро-
ванным положением особых точек Δ1(zj) и чис-
лом ступеней M ∼ 100. Коэффициент отражения
Rc(k, χ(z1) . . . χ(zM )) от такой структуры был рас-
считан согласно рекуррентным соотношениям Пар-
ратта [72]. При этом расчетная кривая отражения
Rc подгонялась к экспериментально измеренной R

путем численной оптимизации расчетного профиля
χ(z1 . . . zM ), а целевая функция невязки имела сле-
дующий вид:

MF (χ1, . . . , χM ) =

=
1

N

N∑
i=1

[
R (qi)−Rc (qi)

R (qi)

]2
+

+ P1

M−1∑
j �=j1,...,jm

(χj−1 + χj+1 − 2χj)
2
+

+ P2

m∑
j=j1...jm

(χj+1 − χj) , (10)

где N — число экспериментальных точек, j1 . . . jm —
положение особых точек, P1,2 ≈ 109 — параметры,
регулирующие точность подгонки.

Полученный таким образом профиль поляризу-
емости χ(z) однозначно задает распределение элек-
тронной концентрации ρ(z) по оси z с помощью со-
отношения ρ(z) ≈ 2πχ(z)/(r0λ

2) [73].
Анализ диффузного рассеяния проводился в

рамках теории возмущений по величине функции
ζ(p, z), описывающей рельеф поверхности (ее шеро-
ховатость) в плоскости границы раздела золь–воз-
дух p = (x, y). Для конформных шероховатостей
(функция ζ не зависит от распределения поляризу-
емости по оси z и 〈ζ(p)〉 = 0) двумерное распределе-
ние интенсивности рассеяния от поверхности (инди-
катриса рассеяния) с точностью до членов порядка
ζ2 имеет вид [18, 64]

Id(kin,ksc) =
k40

(4π)2 sinα
×

×
∣∣∣∣∫ ψ0(z, kin)ψ0(z, ksc)

dε

dz
dz

∣∣∣∣2 C̄(ν), (11)

где kin = k0 sinα, а ksc = k0 sinβ.
Здесь C̄(ν) — функция спектральной плотнос-

ти мощности высот шероховатости (power spectral
density function) [74], которая представляет собой
фурье-образ (спектр) автокорреляционной функции
рельефа:

C̄(ν) =

∫
〈ζ(0)ζ(p)〉 exp(2πiνp) dp (12)

и зависит от модуля ν вектора пространственной
частоты ν = 1/|p| = qy/(2π). При этом квадрат
среднеквадратичной высоты шероховатости σ2 мо-
жет быть рассчитан следующим образом:

σ2 =
1

4π2

∞∫
0

C̄(ν) dν. (13)

Пусть ψ0(z, k) — распределение комплексной ам-
плитуды волны в образце, соответствующее реше-
нию одномерного волнового уравнения с граничны-
ми условиями
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ψ0(z, k) =

{
eikz + r(k)e−ikz , z → −∞,

t(k)eiQz , z → +∞,
(14)

где r(k) и t(k) — комплексные амплитудные коэф-
фициенты отражения и пропускания структуры, а
Q =

√
k2 − k20χ(z) — значение волнового вектора в

глубине подложки.
Для слоистого распределения χ(z), описываемо-

го уравнением (9), функция ψ0 может быть рассчи-
тана численно как сумма амплитуд отражения R̄ и
пропускания T̄ в слоях структуры согласно итера-
ционным формулам [72,75]

R̄j+1 =
1

tj+1,j

[
T̄jrj+1,je

−i(Qj+1+Qj)zj +

+ R̄je
−i(Qj+1−Qj)zj

]
, (15)

T̄j+1 =
1

tj+1,j

[
R̄jrj+1,je

i(Qj+1+Qj)zj +

+ T̄je
i(Qj+1−Qj)zj

]
, (16)

где Qj =
√
k2 − k20χ(zj) — значение волнового век-

тора в j-м слое,

rji =
Qj −Qi

Qj +Qi
, tji =

2Qi

Qj +Qi

— френелевские коэффициенты соответственно от-
ражения и пропускания для границ раздела слоев.

Когда в анализируемой структуре присутствуют
дополнительные границы раздела на глубине, мень-
шей характерной глубины проникновения излуче-
ния в области полного внешнего отражения dλ ≈
≈ λ/(2παc) ≈ 80 Å (см., например, [75]), в распреде-
лении Id появляются дополнительные компоненты,
связанные с интерференцией излучения, рассеянно-
го на этих интерфейсах. В случае одиночной плен-
ки толщиной h на подложке двумерная индикатриса
рассеяния, следуя [66, 76], принимает вид

Id(kin,ksc) =
k40

(4π)2 sinα
×

×
[
|A0|2C̄0(ν) + |Ah|2C̄h(ν)+

+ 2Re [A0A
∗
h]
√
C̄0(ν)C̄h(ν)K(p)

]
, (17)

где электродинамические факторы

A(0,h) =

(0,h)+σ∫
(0,h)−σ

ψ0(z, kin)ψ0(z, ksc)
dε

dz
dz, (18)

C̄0(ν) и C̄h(ν) — спектры высот шероховатости соот-
ветственно внешней и внутренней границ раздела,

K(p) = 〈ζ(p, 0)ζ(p, h)〉 ≤ 1

— статистический коэффициент корреляции между
их рельефами.

Таким образом, анализ шероховатости несколь-
ких границ раздела сводится к одновременному чис-
ленному поиску трех функций, C̄0, C̄h, K, путем
подгонки расчетного распределения рассеяния Id
к экспериментальному I. С математической точки
зрения, оптимизация системы линейных алгебраи-
ческих уравнений представляет собой плохо обу-
словленную задачу, т. е. наличие даже небольших
экспериментальных погрешностей во входных дан-
ных приводит к существенным ошибкам решения.
В случае твердотельных образцов, как было показа-
но в работах [76, 77], возможно упростить эту про-
цедуру. Например, можно независимо измерить ше-
роховатость поверхности подложки C̄h перед нане-
сением пленки и затем провести несколько измере-
ний при различных значениях углов α и β, при ко-
торых электродинамический фактор интерференци-
онной компоненты A0A

∗
h обращается в нуль. Одна-

ко для нашего случая поверхности жидкости изме-
рение «чистой подложки» неосуществимо, а множе-
ственные измерения распределений рассеяния, раз-
личающиеся только значением угла скольжения α,
существенно осложняются стохастическими факто-
рами (температурными флуктуациями на поверхно-
сти образца, нестабильностью зондирующего луча
и т. д.).

Как следствие, для получения устойчивого реше-
ния необходимо дополнительно регуляризовать про-
цедуру подгонки. Для этого мы в качестве иско-
мых функций использовали безмодельные распре-
деления f(a,b,c)(ν), такие что

C̄(0,h)(ν) = C̄p exp[f(a,b)(ν)],

где C̄p — начальное приближение, а коэффициент
корреляции

K(ν) = exp(−f2
c (ν)).

В качестве начального приближения C̄p был исполь-
зован теоретический спектр высот шероховатости,
рассчитанный в рамках формализма капиллярных
волн [78]. Также в качестве регуляризации было на-
ложено дополнительное условие гладкости искомых
решений так, что целевая функция невязки имела
вид
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MF (fa, fb, fc) =

=
∑
n

⎡⎣ 1

N

N∑
i=1

[
I (α, βi)− Id

(
α, βi, f(a,b,c)

)
I (α, βi)

]2⎤⎦ +

+ P3

∑
j=(0,h)

νmax∫
νmin

[
d lg C̄j(ν)

d lg ν

]2
dν+

+ P4

νmax∫
νmin

[
dK(ν)

dν

]2
dν, (19)

где I и Id — экспериментальные и рассчитанные по
(17) кривые рассеяния при угле скольжения α, N —
число экспериментальных точек для каждого изме-
рения, P3, P4 ≈ 103 — параметры, регулирующие
точность подгонки.

С одной стороны, поскольку поверхность жидко-
сти является изотропной, для расчета функции C̄(ν)
достаточно рассмотреть только индикатрису в плос-
кости отражения (φ = 0). При этом не надо делать
каких-либо априорных предположений о статисти-
ке распределения ее высот. Требуемая для этого ин-
формация о распределении χ(z) может быть полу-
чена из анализа угловой зависимости кривой отра-
жения R(k).

С другой стороны, в экспериментально регистри-
руемом коэффициенте отражения также присут-
ствует вклад диффузного рассеяния на шерохова-
тостях границ раздела. В рамках теории возмуще-
ний по высоте шероховатости с точностью до членов
порядка ζ2 этот вклад выражается следующим об-
разом [18]:

R(k) ≈ R0(k) + 2Re [r∗0(k) (Δr1 +Δr2)] ;

Δr1 =
ik20
4kin

∑
i=(0,h)

⎡⎣σ2
i

i+σ∫
i−σ

ψ0(z, kin)
d2ε

dz2
dz

⎤⎦ ,

Δr2 = − ik40
8πkin

∑
i=(0,h)

[∫ (
dε

dz

)2

×

× Ψ(z, kin, ksc)C̄i(ν)kscdkscdz

]
,

(20)

где (0, h) — положение границ раздела,

Ψ(z, kin, ksc) = ψ2
0(z, kin)

ψ0(z, ksc)ψ1(z, ksc)

W (ksc)
, (21)

а ψ1(z, k) — амплитуда виртуальной волны, «пада-
ющей» на границу раздела из глубины образца (мо-
жет быть рассчитана численно по аналогии с ψ0 из
выражений (15), (16)),

W = ψ0ψ
′
1 − ψ′

oψ1, R0(k) = |r0(k)|2

— коэффициент отражения от поверхности с профи-
лем χ(z) в отсутствие шероховатости (т. е. ζ(p) ≡ 0

для любых p).
Отметим, что в частном случае одиночной грани-

цы раздела с конформными шероховатостями, вы-
соты которых распределены по нормальному зако-
ну (т. е. C̄(ν) ∝ 1/ν2), поправка (20) может быть
заменена существенно более простой формулой Не-
во –Кроса [79]:

R(k) = R0(k) exp

(
−4σ2k

√
k2 − k20χ

)
, (22)

где поляризуемость в объеме золя χ ≈ 1.1 · 10−7 для
λ ≈ 0.17 Å.

Следует также учесть, что точное значение сред-
неквадратичной высоты шероховатости σ, соглас-
но (13), определяется в бесконечном диапазоне про-
странственных частот ν. Это требует проведения из-
мерений индикатрисы диффузного рассеяния Id при
всех возможных значениях qy. Однако эксперимен-
тальные распределения рассеяния всегда измеряют-
ся в конечном интервале углов β, что ограничива-
ет доступный для анализа диапазон частот ν. При
этом характерные частоты отсечек νmin и νmax опре-
деляются, с одной стороны, угловой шириной пика
зеркально отраженного излучения, перекрывающе-
го область малых углов βmin = α + Δα, и с другой
стороны, максимальным значением βmax, при кото-
ром возможно разделить диффузное рассеяние на
шероховатостях поверхности и фоновое рассеяние в
объеме золя.

Для рассмотренных в настоящей работе кри-
вых рассеяния интервал значимых углов β соста-
вил 0.08◦–1.1◦, что соответствует частотам отсечки
ν ≈ 10−5–10−2 нм−1. Значение σ, полученное ин-
тегрированием рассчитанного спектра C̄(ν) в этих
пределах, далее обозначим как «эффективную» вы-
соту шероховатости.

Таким образом, для корректного анализа экс-
периментальных данных необходимо одновременно
учитывать как рассеяние на шероховатостях в ходе
восстановления поперечного профиля поляризуемо-
сти (электронной концентрации), так и профиль по-
ляризуемости при расчете спектров шероховатости.
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Для этого расчеты проводились согласно итераци-
онному алгоритму, предложенному в работе [66]. На
каждой итерации сначала проводился поиск особых
точек в структуре и реконструкция профиля поля-
ризуемости χ(z) поверхности на основе эксперимен-
тальной кривой отражения R(k) согласно (10). За-
тем найденный профиль χ(z) использовался в расче-
те кривых диффузного рассеяния I(kin,ksc) соглас-
но (17). Далее искомые спектры высот шероховато-
сти C̄(0,h)(ν) находились численно согласно (19). По-
сле этого проводилась коррекция кривой отражения
согласно (20). Наконец, скорректированная кривая
отражения использовалась для новой реконструк-
ции профиля поляризуемости на следующей итера-
ции. Эта процедура повторялась до тех пор, пока
профили χ(z) и спектры C̄(ν), найденные в ходе по-
следующей итерации, не совпадали с результатами
предыдущей в пределах 1%.

Все численные расчеты были реализованы в
среде языка Python с использованием библиотек
Scientific Python, реализующих стандартный алго-
ритм Левенберга –Марквардта [80]. Отметим, что
для рассмотренных в настоящей работе данных ста-
бильное решение возникает уже после трех-четырех
итераций.

На рис. 12 и 13 показаны рассчитанные спектры
шероховатости C̄(ν) для поверхности золей 27-нано-
метровых частиц, обогащенных ионами M+, а также
восстановленные профили электронной концентра-
ции ρ(z) (∝ χ(z)), нормированные на электронную
концентрацию в воде ρw = 0.333 e−/Å3.

6. ОБСУЖДЕНИЕ

Многие авторы проводят описание шероховато-
сти и корреляционных свойств в приповерхностной
структуре жидкости в рамках общепринятой тео-
рии капиллярных волн, обусловленных тепловыми
флуктуациями на межфазной границе [78, 81–85].
Совместное использование данных рефлектометрии
и диффузного рассеяния также применялось нами
ранее для определения структур межфазных гра-
ниц воздух–вода и углеводородная жидкость–вода
в рамках модельного капиллярно-волнового подхо-
да [86–89]. В этом случае автокорреляционнаяфунк-
ция высот капиллярных волн в плоскости поверхно-
сти G(ζxy) определяется силой поверхностного на-
тяжения γ:

G(ζxy) =
kBT

2πγ
K2(ζxyζ||),

ζxy = r(x, y), ζ|| =
√
ρg

γ
,

(23)

где ρ — объемная плотность жидкости, g =

= 9.81 м/с2 — ускорение свободного падения,
K2(x) — функция Макдональда [71, 83]. При-
менив (12), несложно получить выражение для
спектральной плотности мощности капиллярных
шероховатостей:

C̄cap(ν) =
kBT

4π2γ

1

ν2 + ζ2||
. (24)

Модельный спектр высот капиллярных шерохо-
ватостей гидрозоля, рассчитанный для силы поверх-
ностного натяжения γ = 74 ± 1 мН/м при темпера-
туре T = 298 K, представлен сплошными кривыми
на рис. 12. Значение эффективной капиллярной вы-
соты шероховатости, рассчитанное аналитически по
(24) и (13) в интервале ν = 10−5–10−2 нм−1, состав-
ляет σcap ≈ 3.0 Å, что согласуется со значениями,
приведенными ранее [52], и практически не зависит
от ионного состава раствора.

Отметим, что интегрирование C̄cap в области ν >
> 10−2 нм−1 дает значение δσ ≈ 0.09 Å, таким обра-
зом, оценочная погрешность в расчете эффективной
высоты шероховатости, обусловленная потерей вы-
сокочастотной области спектра, составляет поряд-
ка 3%. Однако расчетные спектры шероховатостей
внешней поверхности компактного слоя 1 C̄0(ν) и
границы компактный слой–диффузный слой (слой
1–слой 2 на рис. 4) C̄h(ν) для золя, обогащенного
Na+ (соответственно штриховая и пунктирная ли-
нии на рис. 12а) существенно отклоняются от пред-
сказания теории капиллярных волн (сплошная ли-
ния) [20, 78]. В случае скрытого интерфейса h это
различие носит количественный характер и соответ-
ствует эффективному значению силы поверхност-
ного натяжения, равному примерно 21 мН/м. Оно,
предположительно, обусловлено тем, что различие в
электронных концентрациях у слоя 1 и слоя 2 почти
в 8 раз меньше, чем разность между концентрацией
в слое 1 и внешней средой (воздух), и указывает, воз-
можно, на наличие некоторой собственной структу-
ры у скрытой границы раздела шириной в несколько
ангстрем. Отметим, что ранее об отклонении инте-
гральных характеристик σ спектров C̄(ν) от расчет-
ных значений теории капиллярных волн сообщалось
для границ масло–вода, например, в работах [85,90].
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Рис. 12. Спектры шероховатости, рассчитанные для поверхности золей 27-нанометровых частиц стабилизированного
NaOH (а), а также обогащенных KOH (б), RbOH (в) и CsOH (г). Сплошные линии — теоретический спектр капилляр-
ных волн C̄cap(ν) [78], штриховые линии — спектры шероховатости границ раздела воздух–компактный слой C̄0(ν) и

пунктирные линии — спектры границы компактный слой–диффузный слой C̄h(ν)

При этом спектральные особенности C̄(ν), обуслов-
ливающие это отклонение, в этих работах не уточня-
ются, а интерпретация сводится к предположению о
наличии некой собственной структуры.

В свою очередь, шероховатость внешней грани-
цы раздела C̄0(ν) качественно отличается от пред-
сказания теории капиллярных волн в области про-
странственных частот ν < 10−3 нм−1 и прибли-

жается к нему при ν > 10−3 нм−1. Данный эф-
фект наблюдается для всех золей, допированных
ионами M+, хотя и в разной степени (рис. 12).
При этом значения σ, рассчитанные в экспери-
ментально доступном интервале пространственных
частот ν = 10−5–10−2 нм−1, составили 3.4 ± 0.2 Å
для поверхности золя, стабилизированного Na+;
3.5±0.2 Å для подложки, обогащенной K+; 2.7±0.1 Å

2 ЖЭТФ, вып. 1
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Рис. 13. Восстановленные профили распределений ρ(z), нормированные на электронную концентрацию в воде ρw =

= 0.333 e−/Å3, для поверхности золей 27-нанометровых частиц стабилизированного NaOH (а) и обогащенных KOH (б),
RbOH (в) и CsOH (г)

и 3.2 ± 0.2 Å для подложек соответственно с Rb+

и Cs+.

В литературе аналогичные случаи, но приме-
нительно к твердым поверхностям, обсуждаются в
рамках скейлинговой теории эволюции шероховато-
сти при росте и травлении [91, 92]. В рамках это-
го подхода спектр высот шероховатости поверхно-
сти C̄(ν) рассматривается как суперпозиция двух
компонент с различными функциями распределе-

ния высот, где низкочастотная компонента соответ-
ствует шероховатости исходной подложки, а высоко-
частотная — «возмущающей» шероховатости, фор-
мируемой травлением либо напылением. Модель-
ное описание такой поверхности представляет собой
сумму нескольких корреляционныхK-спектров [93]:

C̄(ν) =
A(σξ)2

π(1 + (ξν)2)(1+H)
, (25)
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Таблица. Параметры аппроксимации эксперимен-
тальных спектров шероховатости C̄0 суммой двух

K-корреляционных спектров (25)

Допант σ, Å H1 H2 A2 · 10−3 ξ2, мкм
Na+ 3.4 0.81 0.11 2.1 1.1
K+ 3.5 0.34 0.28 5.5 1.7
Rb+ 2.7 0.34 0.09 1.6 1.8
Cs+ 3.2 0.33 0.1 0.9 0.8

Примечание. A2 — коэффициент амплитудной от-
сечки при ν → 0, ξ2 — критическая корреляцион-
ная длина, H1, H2 — статические экспоненты

где A — коэффициент амплитудной отсечки при
ν → 0, ξ — критическая корреляционная длина, со-
ответствующая «перегибу» на кривой C̄, H — ста-
тическая экспонента, определяющая скорость убы-
вания C̄ при ν → ∞.

Для оценки характерных статистических пара-
метров шероховатости мы провели аппроксимацию
спектров высот внешней поверхности золя C̄0 сум-
мой двух аналитических кривых вида (25)

C̄1(ν,A1, ξ1, H1) + C̄2(ν,A2, ξ2, H2),

где в качестве параметра σ была принята эффек-
тивная шероховатость, рассчитанная по экспери-
ментальным спектрам. Функции C1 и C2 показа-
ны на рис. 14 соответственно штриховыми и пунк-
тирными линиями. Значения подгоночных парамет-
ров для этих кривых приведены в таблице. Отме-
тим, что для компоненты C̄1 (штриховые линии на
рис. 14), описывающей область низких простран-
ственных частот (ν < 10−4 нм−1), корреляционная
длина лежит заведомо вне экспериментального ин-
тервала частот (1/ξ1 	 νmin). По этой причине A1

и ξ1 не могут быть однозначно определены из имею-
щихся данных и выступают в качестве «свободных
параметров» (например, A1 может варьироваться в
интервале 103–1 при ξ1 ∼ 1000 мкм).

Оценочное значение статической экспоненты в
области низких частот H1 для ионов Na+ составля-
ет примерно 0.81, что существенно превышает тако-
вую для ионов Rb+, K+ и Cs+ (около 0.34). В свою
очередь, в области высоких частот (ν > 10−4 нм−1)
статическая экспонента H2 и критическая корреля-
ционная длина ξ2 существенно отличаются для зо-
лей допированных K+ и Rb+, но почти совпадают
для золей, допированных Na+ и Cs+. Таким обра-
зом, шероховатость компактного слоя на поверхно-
сти кремнезоля можно охарактеризовать как супер-

позицию исходной шероховатости ионного слоя, ста-
тистическое распределение высот которой отклоня-
ется от строгого нормального закона, и возмущаю-
щей стохастической шероховатости, подчиняющей-
ся модели капиллярных волн, при этом вклад ка-
пиллярной составляющей выше в присутствии более
тяжелых ионов.

На всех восстановленных профилях электрон-
ной плотности (рис. 13) присутствует пик толщиной
d = 12–20 Å вблизи поверхности, соответствующий
слою адсорбированных ионов (слои 1 и 2 на рис. 4).
Оценка поверхностной концентрации ионов Na+ и
OH− составляет Θ = Φ/ne ∼ 1019 м−2, где

Φ =

0∫
−d

ρ(z) dz

— интегральная электронная концентрация, а ne ≈
≈ 10 — число электронов на ион (катион Na+ и мо-
лекула H2O содержат по 10 электронов, а в ани-
оне OH− их 8). При обогащении золя гидрокси-
дами тяжелых металлов наблюдается увеличение
Φ в приповерхностном слое, которое соответству-
ет δΘ = (5 ± 1) · 1018 м−2 для Rb+ (ne = 36) или
Cs+ (ne = 54). Эти величины хорошо согласуются с
полученными ранее в рамках капиллярно-волновых
моделей [46, 51, 52].

Итак, данные рефлектометрии указывают на то,
что поверхность гидрозоля в интервале pH от 9 до
12 заряжена положительно в отличие от границы
водного раствора щелочи или соли, которая соглас-
но молекулярно-динамическим расчетам заряжена
отрицательно [94–96]. Замещение большими щелоч-
ными ионами катионов Na+ с меньшим радиусом
находится в качественном согласии с зависимостью
одноионной электростатической свободной энергии
от ионного радиуса (4), полученной ранее Харка-
цем и Улструпом [32, 33]. Среднее расстояние меж-
ду ионами в компактном слое (см. рис. 4) состав-
ляет порядка 5–6 Å, что меньше, чем радиус Бьеру-
ма для одновалентных ионов в водной среде, рав-
ный примерно 7 Å [97]. В такой системе, в принци-
пе, возможна реализация классического кулоновс-
кого кристалла Вигнера [98, 99]. В действительнос-
ти, многие авторы считают, что адсорбированные с
такой высокой плотностью ионы, например, на по-
верхности заряженных частиц (макроионов) в кол-
лоидном растворе, образуют сильнокоррелирован-
ную двумерную жидкость, в которой ближний по-
рядок близок к классическому вигнеровскому кри-
сталлу [100–102]. Отметим также, что трехмерные и
двумерные кулоновские кристаллы из классических
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Рис. 14. Аппроксимация шероховатости поверхности золей 27-нанометровых частиц стабилизированного NaOH (а), а
также обогащенных KOH (б), RbOH (в) и CsOH (г). Сплошные линии — экспериментальные спектры C̄0(ν), штриховые
линии — модельные спектры в области низких частот C̄1, а пунктирные линии — модельные спектры в области высоких

частот C̄2

частиц также наблюдаются экспериментально в пы-
левой плазме, в системе микросфер и кластерах, на-
пример, ионов Be+ в ловушке Пеннинга [103–105].

Согласно имеющимся данным по скользящей ди-
фракции, трансляционная длина корреляции меж-
ду ионами Na+ на поверхности стабилизированно-
го NaOH золя составляет менее 30 Å [51]. Это ука-
зывает, скорее, на кластеризацию адсорбированных
катионов, например, в слое 1, чем на формирова-

ние протяженной кристаллической структуры. Воз-
можная картина образования и структура двумер-
ных кластеров — островов Вигнера обсуждается, на-
пример, в работе [106]. Наблюдаемая особенность в
спектре высот шероховатости, по нашему мнению,
может свидетельствовать о дроблении слоя 1 на дву-
мерные ионные кластеры с характерным линейным
размером намного меньше ξ2. При этом остается не
до конца ясным вопрос о пространственном распре-
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делении анионов OH− в приповерхностной структу-
ре золя. Возможно, дальнейшие эксперименты по
малоугловому скользящему рассеянию и вычисле-
ния молекулярной динамики применительно к этой
системе смогут прояснить этот вопрос.

Таким образом, по данным рефлектометрии
и диффузного рассеяния, собранным в условиях
полного внешнего отражения, получена инфор-
мация о статистических свойствах поверхности
жидкости без использования какой-либо априорной
информации о ее структуре. Наше систематическое
исследование демонстрирует пример принципиаль-
ного отличия корреляционных свойств межслойных
границ в приповерхностной структуре жидкости
от предсказаний общепринятой теории капилляр-
ных волн [20]. С применением самосогласованного
подхода восстановлены профили электронной кон-
центрации и получены спектры корреляционной
функции высот шероховатости. Согласно этому
анализу величина плотности катионов щелочных
металлов на поверхности золя, равная примерно
5 · 1018 м−2 хорошо соответствует данным работы
с использованием капиллярно-волнового подхо-
да [52]. Однако установленные из эксперимента
спектры высот принципиально отклоняются от
предсказаний теории капиллярных волн в области
низких пространственных частот ν < 10−3 нм−1.
Аппроксимация спектров высот шероховатости
суммой двух K-корреляционных распределений
указывает на переход от собственного спектра
шероховатости слоя ионов щелочных металлов к
капиллярной шероховатости поверхности жидкости
в области корреляционной длины, равной примерно
1 мкм. Наблюдаемая особенность в спектрах и
данные скользящей дифракции [51] в совокупности
свидетельствуют о дроблении компактного слоя
щелочных ионов на двумерные кластеры — острова
Вигнера.
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Рассмотрены особенности свободного (вне объема проводника) движения заряженных частиц в поле век-
торного потенциала, образуемого при прохождении постоянного тока вдоль цилиндрического или плос-
кого проводника. Показано, что при движении частиц с отрицательным зарядом вдоль направления тока
(а также при движении положительно заряженных частиц против этого направления) процесс взаимо-
действия зарядов с векторным потенциалом тока соответствует наличию очень глубокой потенциальной
ямы, минимум которой находится за пределами проводника. Такое положение минимума потенциальной
ямы соответствует протеканию тока, сила которого не превышает нескольких килоампер для электронов
и позитронов и нескольких десятков килоампер для протонов. При превышении этих величин минимум
смещается в объем проводника. При уменьшении тока или увеличении продольной энергии частицы
положение минимума изменяется в интервале от области около поверхности проводника до величин,
которые во много десятков раз превышают толщину (диаметр) проводника. Глубина потенциальной ямы
возрастает с увеличением энергии частицы и даже для нерелятивистских частиц может достигать десят-
ков и сотен килоэлектронвольт. Структура потенциальной ямы около поверхности плоского проводника
с током соответствует гармоническому осциллятору, частота которого зависит от силы тока, толщины
плоского проводника и энергии частицы. Наличие таких особенностей позволяет реализовать режим
бездиссипативного каналирования за пределами проводника и транспортировку частиц на большое рас-
стояние.

DOI: 10.31857/S0044451021010028

1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема оптимальной транспортировки, фоку-
сировки и управления параметрами пучков ускорен-
ных заряженных частиц имеет длинную предысто-
рию и много вариантов решений. Ее несомненная ак-
туальность связана как с необходимостью рассмот-
рения конкретных фундаментальных и прикладных
задач, решаемых с помощью пучков частиц, так и с
целью изучения и использования ряда аномальных
свойств самих пучков как нового типа материальной
среды, отличного от таких традиционных систем,
как твердое тело, жидкость, газ или неподвижная
плазма. Традиционные и хорошо известные мето-
ды такого управления используют сложные системы
сильных магнитных и электрических полей, форми-

* E-mail: vivysotskii@gmail.com

руемых специальными электромагнитами или высо-
ковольтными фокусирующими системами, что свя-
зано с очень большими технологическими пробле-
мами и затратами энергии. В последние десятиле-
тия было много попыток альтернативного решения
этой проблемы (начиная с ранних работ [1–3]) с по-
мощью эффекта каналирования при использовании
сильных упорядоченных электрических полей, су-
ществующих в объеме кристаллов.

Традиционная схема каналирования заряжен-
ных частиц соответствует их движению в сильных
электрических полях ядер и электронов, локализо-
ванных в пределах конкретных осей или плоскостей
кристалла. Напряженность таких внутрикристалли-
ческих полей, как правило, существенно превосхо-
дит параметры полей, создаваемых в приборах стан-
дартной пучковой оптики. Это, в частности, позво-
ляет изменять направление пучков частиц с помо-
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щью слабоизогнутых кристаллов [4]. С другой сто-
роны, очевидно, что наличие сильного рассеяния и
тепловых флуктуаций в кристаллической решетке
приводит к малой длине деканалирования и невоз-
можности использования процесса каналирования
для транспортировки частиц на большие расстоя-
ния. Корректные расчеты и вся практика работы
с пучками ускоренных заряженных частиц показы-
вает, что даже в максимально оптимизированных
режимах каналирования (в частности, при движе-
нии позитронов и протонов в межплоскостном про-
странстве кристаллов) взаимодействие с элемента-
ми кристаллической структуры приводит к очень
малой длине деканалирования, которая не превы-
шает нескольких миллиметров. Кроме того, наличие
сильного внутриобъемного взаимодействия движу-
щихся частиц с кристаллом приводит к его деграда-
ции и разрушению.

Вследствие этих обстоятельств режим внутри-
кристаллического каналирования не может быть ис-
пользован как для транспортировки частиц на боль-
шое расстояние, так и для их эффективной фокуси-
ровки при относительно малой энергии частиц.

В работе рассмотрен принципиально другой ме-
тод реализации управляемого ориентационного дви-
жения заряженных частиц с импульсом p = epp в
вакууме за счет использования векторного потенци-
ала, формируемого за пределами одиночного пря-
молинейного проводника с током J = ezJz.

Следует отметить, что при очень упрощенном
(и некорректном) представлении этого процесса ка-
жется, что его особенности должны соответствовать
классической задаче о взаимодействии двух парал-
лельных токов, которые, в зависимости от их вза-
имных направлений, могут либо притягиваться, ли-
бо отталкиваться, не образуя устойчивого положе-
ния равновесия. Более детальный анализ показы-
вает, что учет специфики взаимодействия, связан-
ного даже с очень слабыми релятивистскими эф-
фектами, приводит к возможности реализации ре-
жима ориентационного движения, соответствующе-
го устойчивому каналированию движущихся частиц
в перестраиваемой глубокой потенциальной яме, на-
ходящейся далеко за пределами объема проводника
с током. Особенности такого движения в некотором
смысле объединяют положительные стороны клас-
сического и сложного по организации управления
пучками в свободном пространстве с помощью пуч-
ковой оптики (движение без диссипации) и просто-
го, но малоэффективного (из-за сильного торможе-
ния и рассеяния) управления этими же пучками за
счет процесса внутриобъемного каналирования.

2. ОСОБЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В ПОЛЕ

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА

2.1. «Внеобъемное» каналирование
заряженных частиц в поле цилиндрического

проводника с током

Движение быстрых заряженных частиц в элек-
тромагнитном поле без учета влияния спина описы-
вает уравнение Клейна – Гордона(

i�
∂

∂t
− qϕ(r)

)2

Ψ(r, t) =

=

((
i�∇+

q

c
A(r, t)

)2

c2 +m2c4
)
Ψ(r, t), (1)

которое характеризует их состояние во всех инерци-
онных системах отсчета.

Энергия взаимодействия частицы, движущей-
ся в направлении оси z в объеме проводника и
за его пределами, характеризуется как «стандарт-
ным» скалярным потенциалом вещества проводника
V (r) = qϕ(r), так и векторным потенциалом A(r) =

= ezAz(r) электрического тока J = ezJz, протекаю-
щего по проводнику.

Для анализа движения частиц с импульсом p =

= epp и зарядом q вдоль оси кристалла z уравнение
(1) можно преобразовать, если сделать замену

Ψ(r, t) = Ψ̃(r⊥) exp
(
−i εt− pzz

�

)
,

ε =
√
p2zc

2 +m2c4 + E ≡ γmc2 + E.

(2)

В итоге приходим к релятивистскому аналогу урав-
нения Шредингера в лабораторной системе коорди-
нат: [

−�
2Δ⊥
2γm

+ U (r)

]
Ψ̃ = Eeff Ψ̃,

U (r) = UA (r) + UV (r) , Eeff = E +
E2

2γmc2
.

(3)

Состояние движущейся заряженной частицы в
поле цилиндрического проводника радиусом R ха-
рактеризуется суммарной потенциальной энергией
U (r), зависящей как от вклада UV (r) усредненного
скалярного потенциала V (r) = q〈ϕ(r)〉 конкретного
материала проводника (аналогичного случаю «стан-
дартного» каналирования частиц в объеме кристал-
ла), так и от «векторной» компоненты UA (r), опре-
деляемой векторным потенциалом A(r),

UA (r) = −qA · ep
√
1− 1

γ2
+

q2A2

2γmc2
,

UV (r) = V (r) − V 2(r)

2γmc2
.

(4)
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В случае однородного цилиндрического проводни-
ка в форме цилиндра радиусом R векторный потен-

циал, формируемый электрическим током J , имеет
вид

A = ezAz =

⎧⎪⎨⎪⎩
−ezJr

2
/
cR2, r ≤ R,

−ez (J/c)
{
1 + ln

(
r2
/
R2

)}
, r ≥ R.

(5)

Сначала рассмотрим пространственную струк-
туру векторной части (части, связанной с вектор-
ным потенциалом) потенциальной энергии UA (r)

движущейся заряженной частицы с учетом явного
вида векторного потенциала (5):

UA (r) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(ez · ep)qJ(r/R)

2
√
γ2 − 1

γc
+
q2J2(r/R)4

2γmc4
, r ≤ R,

(ez · ep)qJ
√
γ2 − 1

γc

{
1 + 2 ln

r

R

}
+

q2J2

2γmc4

{
1 + 2 ln

r

R

}2

, r ≥ R.

(6)

Свободному движению частиц с отрицательным за-
рядом q = −e вдоль направления тока (а также
движению положительно заряженных частиц c q =

= e против этого направления) соответствует усло-
вие q(ez ·ep) < 0. Только при таком условии в данной
системе будет существовать удаленный от оси про-
водника устойчивый аксиально-симметричный ми-
нимум энергии частицы. При дополнительном усло-
вии

J < J (cr) ≡ mc3
√
γ2 − 1

|q| (7)

этот минимум в форме аксиальной (кольцевой) по-
тенциальной ямы будет находиться за пределами
объема проводника в области радиусом

rmin = R exp

{
1

2

(
J (cr)

J
− 1

)}
≡

≡ R exp

{
1

2

(
mc3

√
γ2 − 1

|q|J − 1

)}
(8)

относительно оси проводника с током.
Соответственно, при J > J (cr) минимум вектор-

ной части UA (r) общей потенциальной энергии U (r)

будет находиться внутри проводника, что сразу при-
водит к необходимости учета очень сильного тормо-
жения и рассеивания движущихся частиц.

Для электронов и позитронов с произвольной
энергией критический ток равен

J (cr) [кА] ≈ 20
√
γ2 − 1. (9)

Для всех типов нерелятивистских частиц с кинети-
ческой энергией продольного движения Tz величина
этого тока определяется формулой

J (cr) ≈
√
2mTz

c2

|q| =
mvzc

2

|q| . (10)

В частности, для протонов с энергией Tz = 5 кэВ
критический ток равен J (cr) ≈ 120 кА и быстро
возрастает с увеличением энергии. Отсюда следует,
что при протекании в проводнике любого реального
(умеренного) тока J < 120 кА центр потенциальной
ямы для тяжелых частиц будет находиться за преде-
лами проводника. При формальном условии J → 0

имеем rmin → ∞.

Глубина потенциальной ямы для движущейся за-
ряженной частицы равна

UA (r = rmin) = −mc
2(γ2 − 1)

2γ
. (11)

Для нерелятивистских частиц глубина ямы не за-
висит от их массы и численно равна кинетической
энергии их продольного движения,

UA (r = rmin) ≈ −Tz. (12)

На рис. 1 представлена радиальная структу-
ра векторной части UA (r) потенциальной ямы для
электрона с различной энергией продольного дви-
жения Tz, движущегося вдоль цилиндрического
проводника в направлении тока J, или позитрона,
движущегося против направления этого же тока.
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Рис. 1. Структура потенциальной ямы UA(r) для электро-
нов с энергией продольного движения Tz [кэВ] = 5 (кри-
вая 1), 15 (2), 25 (3), 50 (4) при протекании тока J [А] =
= 800 (а), 1000 (б), 2000 (в) вдоль цилиндрического про-
водника. Вертикальные штриховые линии показывают сме-
щение положения минимума векторной части потенциаль-
ной энергии UA(r) электрона или позитрона в поле про-
водника с током относительно радиуса проводника R

Из полученных зависимостей видно, что при
уменьшении силы тока минимум векторной час-
ти UA (r) потенциальной энергии очень существен-
но удаляется от проводника. Глубина образующей-

ся аксиально-симметричной потенциальной ямы, в
полном соответствии с выражениями (11), (12), рез-
ко возрастает с увеличением продольной кинетиче-
ской энергии электрона Tz , увеличиваясь от величи-
ны, совпадающей с Tz для сравнительно медленных
электронов, до десятков и сотен килоэлектронвольт
при увеличении этой энергии. Для релятивистских
частиц c γ � 1 глубина ямы возрастает пропорцио-
нально лоренц-фактору γ.

Радиус положения минимума аксиальной по-
тенциальной ямы rmin может изменяться в очень
широких пределах в зависимости от соотношения√
γ2 − 1/J .
Исходя из этих результатов очевидно, что при

выполнении условия «внеобъемного» каналирова-
ния (7) влияние намного более слабого (и усреднен-
ного по направлению продольного движения части-
цы) скалярного потенциала атомов вещества про-
водника, соответствующего «обычному» каналиро-
ванию и не превышающего 50–200 эВ, на состояние
частиц в суммарных потенциальных ямах являет-
ся несущественным и может не учитываться. Та-
кое игнорирование тем более обоснованно тем, что
преимущественная локализация частиц, продольно
движущихся в области минимума векторной части
потенциальной энергии, далеко отстоит от границы
проводника.

Аналогичным образом легко убедиться, что чис-
то электростатическое взаимодействие движущего-
ся над поверхностью проводника заряда с его изоб-
ражением, формируемым в объеме проводника, бу-
дет очень мало по сравнению с энергией взаимо-
действия UA (r), связанной с векторным потенциа-
лом, формируемым сравнительно большим током в
проводнике, величина которого хоть и меньше, но
вполне сопоставима с J (cr). Максимальная энергия
такого взаимодействия для неподвижного электро-
на или позитрона, даже если рассматривать ее на
минимально допустимом расстоянии r(cr) ≈ 1 нм,
при котором обосновано представление о метал-
ле как сплошной проводящей среде, не превыша-
ет 2–3 эВ, что несопоставимо меньше, чем получен-
ные выше характеристики потенциальной ямы. Для
больших расстояний (в области, близкой к миниму-
му потенциальной ямы) и для движущихся частиц
это взаимодействие будет еще меньше.

Также легко убедиться, что наличие спина у рас-
сматриваемых частиц не оказывает существенного
влияния на структуру потенциальной ямы и особен-
ности режима каналирования. Наличие векторного
потенциала A (r) (5) приводит к появлению магнит-
ного поля

28



ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021 Особенности бездиссипативного каналирования. . .

H(r) = ∇×A (r) = −eϕ
∂Az(r)

∂r
, (13)

содержащего только одну азимутальную компонен-
ту

Hϕ =

{
2Jr/cR2, r ≤ R,

2J/cr, r ≥ R.
(14)

Если учесть, что минимальное сечение провод-
ника, через который может протекать ток величи-
ной в сотни и тысячи ампер, не может быть мень-
ше нескольких квадратных миллиметров, то ми-
нимальный радиус, на котором может находиться
аксиально-симметричный минимум потенциальной
энергии, не может быть меньше 3–5 мм. Исходя из
этих данных легко показать, что максимальная на-
пряженность магнитного поля в такой системе не бу-
дет превышать величину H(max)

ϕ ≈ 1000 Э. Соответ-
ственно, энергия взаимодействия спинового магнит-
ного момента μB (магнетона Бора) электрона или
позитрона с таким полем будет очень малой и не
будет превышать UµBH = −(H(max) ·μB) ≈ 10−5 эВ,
что дает очень малую поправку к структуре рас-
смотренной выше векторной части потенциальной
энергии UA (r).

Таким образом, векторная часть UA (r) потенци-
альной энергии взаимодействия практически полно-
стью характеризует движение заряженных частиц в
поле проводника с током.

2.2. Особенности каналирования заряженных
частиц в поле плоского проводника с током

Альтернативная геометрия околоповерхностного
каналирования может быть связана с движением за-
ряженных частиц в поле плоского проводника с то-
ком. Для плоского проводника в форме пластины
шириной L и толщиной 2a 	 L, центральная плос-
кость которой расположена при x = 0, векторный
потенциал A(x) = ezAz(x) электрического тока J =

= ezJz определяется выражением

Az =

{
−πx2J/caL, |x| ≤ a,

− (πaJ/cL) {(2|x|/a)− 1} , |x| ≥ a.
(15)

Соответствующая этому потенциалу векторная
часть UA (x) общей потенциальной энергии частицы
(4) имеет вид

UA (x) = −q(ez · ep)A
√
1− 1/γ2 +

q2A2

2γmc2
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−πqx

2J
√
γ2 − 1

caLγ
+

(
πqx2J

caL

)2
1

2γmc2
, |x| ≤ a,

−πqaJ {(2|x|/a)− 1}
√
γ2 − 1

cLγ
+

(
πqaJ

cL

[
2|x|
a

− 1

])2
1

2γmc2
, |x| ≥ a.

(16)

Полученную формулу для UA (x) можно преобразо-
вать к виду, удобному для сопоставления с рассмот-
ренным выше случаем цилиндрического проводни-
ка. Для этого общий ток в проводнике J можно
представить как совокупность N = L/2a � 1 па-
раллельных парциальных токов Ja = J/N , располо-

женных в пределах пластины проводника. Каждый
из этих токов протекает по сечению, соответствую-
щему квадрату со стороной 2a, и является прибли-
женным аналогом тока в цилиндрическом провод-
нике диаметром 2R. В таком случае выражение (16)
принимает вид

UA (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−π|q|Ja(x/a)

2
√
γ2 − 1

2cγ
+

(
πq(x/a)2Ja

2c

)2
1

2γmc2
, |x| ≤ a,

−π|q|Ja
√
γ2 − 1

2cγ

[
2|x|
a

− 1

]
+

(
πqJa
2c

[
2|x|
a

− 1

])2
1

2γmc2
, |x| ≥ a.

(17)

В формулах (16) и (17), как и в рассмотренном
выше режиме движения частицы в поле цилиндри-
ческого проводника, свободному движению частиц
с отрицательным зарядом q = −e вдоль направле-
ния тока (а положительно заряженных частиц c q =

= e против этого направления) соответствует усло-
вие q(ez · ep) < 0, которое является обязательным
требованием существования удаленного от поверх-
ности проводника (при |x| > a) минимума векторной
части потенциальной энергии частицы.
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Выражение (17) для векторной части потенци-
альной энергии можно преобразовать к форме, со-
ответствующей параболической потенциальной яме,
т. е. к виду

UA (x ≥ a) =
π2q2J2

a

2γmc4a2
Δx2 − mc2(γ2 − 1)

2γ
,

Δx = a

(
1

2
+
mc3

√
γ2−1

π|q|Ja

)
−|x| ≡ |xmin|−|x|,

(18)

аналогичному потенциальной энергии гармоничес-
кого осциллятора в потенциальной яме с центром
при |xmin|. Два минимума этой потенциальной ямы,

UA (xmin) = −mc2(γ2 − 1)/2γ, (19)

находятся по обеим сторонам плоского проводника
на расстоянии

xmin = ±a
(
mc3

√
γ2 − 1

π|q|Ja +
1

2

)
(20)

от его центральной плоскости с координатой x = 0.
Это расстояние возрастает при уменьшении силы
тока.

Для нерелятивистских частиц глубина (19) этой
ямы, как и в случае цилиндрического проводника с
током (12), не зависит от массы заряженных частиц
и численно равна кинетической энергии их продоль-
ного движения Tz. Для локализации этого миниму-
ма за пределами проводника необходимо выполне-
ние условия

Ja < J (cr)
a =

2mc3
√
γ2 − 1

π|q| , (21)

которое аналогично соответствующему требованию
(7) «внеобъемного» каналирования в случае цилин-
дрического проводника для каналирования электро-
нов и позитронов и отличается от него коэффициен-
том 2/π, отражающим небольшую разницу в выборе
базового элемента тока (проводник с сечением в ви-
де окружности диаметром 2R или в виде квадрата
со стороной 2a). Соответственно, при Ja > J

(cr)
a ми-

нимум потенциальной ямы будет находиться внутри
проводника.

Для электронов и позитронов величина критиче-
ского парциального тока для плоского проводника
равна

J (cr)
a [кА] ≈ 6

√
γ2 − 1. (22)

Для нерелятивистских частиц с кинетической энер-
гией продольного движения Tz величина этого тока
определяется формулой

J (cr)
a ≈

√
2mTz

c2

π|q| =
mvzc

2

π|q| . (23)

В частности, для медленных протонов с энергией
100–400 эВ критический ток равен J (cr)

a ≈ 5–10 кА.
Из сопоставления величин (8) и (20) следует наи-

более важное отличие ориентационного движения в
поле плоского тока от случая цилиндрического про-
водника с током — расстояние от центра проводни-
ка до минимума потенциальной ямы с уменьшени-
ем тока в случае плоского проводника возрастает
намного медленнее (по закону |xmin| ∝ 1/Ja) по
сравнению с экспоненциальным законом в случае
цилиндрического проводника.

На рис. 2 представлены результаты расчета
структуры векторной части потенциальной энергии
для электронов и позитронов с различной энергией
продольного движения Tz, движущихся в поле плос-
кого проводника, по которому протекает парциаль-
ный ток Ja = J(2a/N).

На рис. 3 представлено пространственное изме-
нение положения потенциальной ямы для движуще-
гося электрона или протона с энергией 50 кэВ в поле
плоского проводника при уменьшении парциально-
го тока. Их этих данных видно, что расстояние от
проводника с током до центра потенциальной ямы,
формируемой при взаимодействии движущегося за-
ряда с векторным потенциалом тока, возрастет при
уменьшении силы тока и может во много раз (и да-
же на много порядков при относительно малом токе)
превосходить толщину плоского проводника.

При этом следует учесть, что такое очень боль-
шое удаление центра потенциальной ямы от провод-
ника предполагает, что ширина L проводника суще-
ственно превышает это расстояние и |xmin| 	 L.
При нарушении этого условия (и особенно в случае
|xmin| � L) формулы (15)–(23) становятся некор-
ректными и задачу о структуре векторной части по-
тенциальной энергии необходимо решать с учетом
решения уравнений Максвелла для векторного по-
тенциала в проводнике с конкретной геометрией.

Состояние движущейся заряженной частицы в
потенциальной яме около плоского проводника при
выполнении условия |xmin| < L соответствует гар-
моническому осциллятору с эквидистантным спект-
ром En = �ω0(n + 1/2) и очень большим числом
уровней N = UA (xmin) /�ω0. Характерную частоту
ω0 этого осциллятора,

ω0 =
π|q|Ja
γmc2a

, (24)

можно определить, если сопоставить форму-
лу (18) со стандартным выражением UA (x) =

= γmω2
0(x − xmin)

2/2 для потенциальной энергии
одномерного гармонического осциллятора, соот-
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Рис. 2. Структура потенциальной ямы UA(x) для электро-
нов с энергией продольного движения Tz [кэВ] = 5 (кри-
вая 1), 15 (2), 25 (3), 50 (4) в зависимости от величины
протекающего по плоскому проводнику парциального тока

Ja [А] = J(2a/N) = 2000 (а), 1000 (б), 800 (в)

ветствующего движущейся частице с массой γm

в лабораторной системе. При спонтанном перехо-
де между этими квантовыми уровнями энергии
генерируется излучение. Для электронов или по-
зитронов частота радиационного перехода между

Рис. 3. Смещение минимума потенциальной ямы для заря-
женной частицы в поле плоского проводника при движении
электрона с энергией 50 кэВ при изменении парциально-
го тока Ja [кА] = 1.2 (1), 1.0 (2), 0.8 (3), 0.6 (4), 0.4 (5)
или протона с той же энергией 50 кэВ при соответствую-
щем изменении (в другом интервале) парциального тока

Ja [кА] = 52 (1), 43 (2), 34 (3), 26 (4), 17 (5)

соседними уровнями в лабораторной системе равна

ω0 [МГц] = 3
Ja [А]

γa [см]
. (25)

Для рассмотренных примеров парциального тока
Ja ≈ 10–1000 A и при использовании плоского про-
водника толщиной 2a ≈ 2–5 мм эта частота для
нерелятивистских электронов примерно совпадает с
частотой излучения и соответствует интервалу ω0 ≈
≈ 100 МГц–30 ГГц. Для релятивистских электронов
частота излучения за счет эффекта Доплера может
на несколько порядков превысить величину (25) и
соответствовать терагерцевому диапазону.

Для медленных протонов c (γ−1) 	 1 характер-
ная частота гармонического осциллятора равна

ω0 [ГГц] = 1.5
Ja [А]

a[см]
. (26)

При токе Ja ≈ 0.1–10 кА и в случае плоских про-
водников толщиной 2a ≈ 2 мм пучок медленных
протонов может быть источником перестраиваемого
излучения в диапазоне ω0 ≈ 1.5–150 ТГц.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные особенности структуры потенци-
альной энергии, определяющей движение заряжен-
ных частиц в поле постоянного электрического то-
ка, протекающего в проводниках разной конфигу-
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рации, принципиально отличаются как от фокуси-
рующих и управляющих полей очень сложных маг-
нитных и электростатических систем, используемых
для «стандартного» управления движением потоков
заряженных частиц, так и от режима «стандартно-
го» каналирования в объеме монокристаллов, жест-
ко привязанного к конкретным осям или плоскостям
кристаллов.

Имеется несколько очень существенных особен-
ностей, характеризующих это движение.

Первая из них относится к очень простой воз-
можности изменения положения удаленной от по-
верхности проводника глубокой потенциальной ямы
с помощью изменения силы тока в проводнике, что
позволяет реализовать бездиссипативное движение
и транспортировку заряженных частиц на большое
расстояние. Такая система может быть реализова-
на, например, в удаленной от проводника вакууми-
рованной макроскопической пустотелой трубке, из-
готовленной из немагнитного материала, а в слу-
чае цилиндрического проводника — в пространстве
между двумя коаксиальными трубками радиусами
R1 < rmin и R2 > rmin, охватывающими этот про-
водник в области около rmin.

Вторая особенность связана с аномально боль-
шой глубиной этой удаленной потенциальной ямы,
которая может достигать единиц, десятков и сотен
килоэлектронвольт, что на несколько порядков пре-
вышает параметры потенциальных ям при канали-
ровании в объеме кристаллов. Это важное обстоя-
тельство позволяет обеспечить управляемую транс-
портировку пучков с большой угловой дисперсией
полного импульса частиц.

Еще одна особенность связана с предельной про-
стотой реализации управляемой транспортировки
частиц по заданной траектории за счет использо-
вания изгибов обычного проводника с током. При
этом очень большая глубина «управляющей потен-
циальной ямы» позволяет удерживать частицы на
заданной траектории даже при резком изменении
направления транспортировки. Такой метод намно-
го проще и удобнее по сравнению с использованием
громоздких и энергозатратных магнитных систем.

Дополнительным фактором применения побоч-
ных эффектов такой бездиссипативной транспорти-
ровки является возможность использования элек-
тромагнитного излучения, генерируемого при ради-
ационных переходах между уровнями энергии дви-
жущейся частицы в формируемой удаленной потен-
циальной яме. Частота этого излучения для нере-
лятивистских протонов и релятивистских электро-
нов соответствует терагерцевому диапазону, в рам-

ках которого, как известно, практически отсутству-
ют доступные источники перестраиваемого излуче-
ния.

Следует отметить еще одно важное обстоятель-
ство. Выше было показано, что особенности движе-
ния частиц в поле плоского проводника с током пол-
ностью аналогичны гармоническому осциллятору с
эквидистантным спектром и очень большим количе-
ством разрешенных уровней энергии. При модуля-
ции тока состояние движущихся в его поле частиц
соответствует нестационарному гармоническому ос-
циллятору. В работах [5–12] было показано, что в
такой системе из-за когерентного «перемешивания»
квантовых состояний происходит формирование ко-
герентных коррелированных состояний (ККС) этих
частиц.

Особенность таких состояний состоит в том, что
в результате конструктивной интерференции боль-
шого количества собственных волновых функций
имеет место периодическая генерация гигантских
флуктуаций поперечного импульса и кинетической
энергии, величина которых зависит от коэффици-
ента корреляции и может достигать очень больших
величин при малой средней энергии.

Связь среднеквадратичных флуктуаций динами-
ческих переменных, определяющих состояние такой
системы (в частности поперечной координаты и им-
пульса), задается соотношением неопределенностей
Шредингера –Робертсона для этих величин:

δq δp ≥ �
∗

2
, �

∗ =
�√

1− r2
≡ G�,

r =
〈qp+ pq〉/2− 〈q〉〈p〉√〈q2〉〈p2〉 .

(27)

Базовыми величинами в этих соотношениях являет-
ся коэффициент корреляции r, который задан в ин-
тервале −1 < r < 1 и определяется с помощью анти-
корреляторов для операторов соответствующих ди-
намических переменных, а также коэффициент эф-
фективности корреляции G = 1/

√
1− r2, который

изменяется в интервале 1 ≤ G < ∞ и наиболее на-
глядно демонстрирует преимущества использования
ККС для оптимизации, например, ядерных процес-
сов при малой энергии частиц.

Наиболее эффективным методом формирования
ККС является периодическая модуляция парамет-
ров параболической потенциальной ямы (ее ширины
или глубины [9–13]), в которой находится рассмат-
риваемая частица, на частоте параметрического ре-
зонанса Ω = 2ω0, где ω0 — характерная частота ко-
лебаний разных заряженных частиц в стационарном
гармоническом осцилляторе (25), (26).
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Рис. 4. Возрастание коэффициента корреляции при периодической модуляции параметров нестационарного гармони-
ческого осциллятора с индексом модуляции g = 0.1 в зависимости от длительности модуляции: а — в интервале

0 ≤ t ≤ 100/ω0; б — при t ≈ 500/ω0

При такой модуляции происходит нарастающее
во времени формирование взаимно фазированно-
го суперпозиционного состояния каждой из частиц
в многоуровневой потенциальной яме, что через
некоторое время приводит к полной синхронизации
флуктуаций поперечного импульса и, соответствен-
но, поперечной энергии на всех уровнях. Оптималь-
ные условия для такого взаимодействия подробно
рассмотрены в работе [13].

В работе [14] такая модуляция (и соответству-
ющий максимум генерации энергии ядерного син-
теза) осуществлялась при воздействии на кристалл
PdD перестраиваемым когерентным излучением с
частотами в диапазоне 10–20 ТГц, соответствующи-
ми условию параметрического резонанса Ω = 2ω0

для колебаний ядер дейтерия, внедренных в решет-
ку палладия. В работах [15–17] такая модуляция и
эффективная генерация альфа-частиц обеспечива-
лись при упорядоченном движении протонов с энер-
гией около 500 эВ в межплоскостной потенциальной
яме в решетке лития за счет взаимодействия прото-
нов с периодически расположенными атомами.

В рассматриваемой системе такая модуляция мо-
жет быть эффективно реализована при протекании
слабомодулированного тока по проводнику,

J(t) = J0{1 + g cos(2ω0t)}, |g| < 1, (28)

чему соответствует изменение характерной частоты
собственных колебаний заряженной частицы в поле
векторного потенциала:

ω(t) = ω0{1 + g cos(2ω0t)}, |g| < 1. (29)

На рис. 4 представлена динамика формирования ко-
эффициента корреляции электронов в такой сис-
теме при малом коэффициенте модуляции тока g =

= 0.1 [9].

Коэффициенту корреляции |r|max = 0.999998,
который достигается при t ≈ 500/ω0, соответству-
ет коэффициент эффективности корреляции G =

= 500. При увеличении коэффициента корреляции
до |r|max = 0.9999999, что имеет место при t ≈
≈ 1000/ω0, коэффициент эффективности достига-
ет очень большой величины Gmax = 3000. Для од-
ного из приведенных выше (см. выражение (25))
значений ω0 ≈ 30 ГГц длительность формирова-
ния такого сильнокоррелированного состояния рав-
на Δt ≈ 3 ·10−8 с, что при энергии продольного дви-
жения частицы 15 кэВ соответствует продольному
интервалу движения в таком поле Δz ≈ 2 м.

При увеличении индекса модуляции g процесс
формирования коррелированного состояния частиц
ускоряется. Такие большие величины коэффициента
эффективности корреляции приводят к синхронным
с величинами |r|max и Gmax гигантским флуктуаци-
ям кинетической энергии поперечного движения за-
ряженной частицы в рассматриваемой нестационар-
ной параболической потенциальной яме. Амплитуда
этих флуктуаций может на много порядков превос-
ходить кинетическую энергию продольного движе-
ния частицы. Упрощенная оценка эффективности
этих флуктуаций может быть проведена при исполь-
зовании замены � → �

∗ ≈ G� в соответствующих
квантовых уравнениях. Методика и примеры таких
расчетов приведены в работе [13].

3 ЖЭТФ, вып. 1
33



В. И. Высоцкий, М. В. Высоцкий ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021

ЛИТЕРАТУРА

1. Й. Линдхард, УФН 99, 249 (1969).

2. D. S. Gemmel, Rev. Mod. Phys. 46, 129 (1974).

3. Е. Х. Оцуки, Взаимодействие заряженных час-
тиц с твердыми телами, Мир, Москва (1985).

4. В. М. Бирюков, В. И. Котов, Ю. А. Чесноков, УФН
164, 1017 (1994).

5. E. Schrodinger, Ber. Kgl. Akad. Wiss. 24, 296 (1930).

6. H. P. Robertson, Phys. Rev. A 35, 667 (1930).

7. В. В. Додонов, В. И. Манько, Труды ФИАН 183,
71 (1987).

8. В. В. Додонов, А. В. Климов, В. И. Манько, Труды
ФИАН 200, 56 (1991).

9. V. I. Vysotskii and M. V. Vysotskyy, Eur. Phys. J.
A 49, 99 (2013).

10. V. I. Vysotskii, S. V. Adamenko, and M. V. Vysots-
kyy, Ann. Nucl. Energy 62, 618 (2013).

11. В. И. Высоцкий, М. В. Высоцкий, ЖЭТФ 118, 534
(2014).

12. В. И. Высоцкий, М. В. Высоцкий, ЖЭТФ 120, 246
(2015).

13. В. И. Высоцкий, М. В. Высоцкий, ЖЭТФ 155,
1009 (2019).

14. D. Letts, D. Cravens, and P. Hagelstein, in Low-Ener-
gy Nuclear Reactions Sourcebook, Vol. 2, Amer.
Chem. Soc., Washington, DC (2009), p. 81.

15. S. Lipinski and H. Lipinski, Intern. patent WO
2014/189799 A9 (2014).

16. В. И. Высоцкий, М. В. Высоцкий, С. Барталуччи,
ЖЭТФ 154, 560 (2018).

17. S. Bartalucci, V. I. Vysotskii, and M. V. Vysotskyy,
Phys. Rev. Accel. Beams. 22, 054503 (2019).

34



ЖЭТФ, 2021, том 159, вып. 1, стр. 35–55 c© 2021

ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ ИЗЛУЧАТЕЛЬ НА ГРАНИЦЕ
ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ

А. Б. Петрин*

Объединенный институт высоких температур Российской академии наук
125412, Москва, Россия

Поступила в редакцию 13 июля 2020 г.,
после переработки 30 июля 2020 г.

Принята к публикации 2 августа 2020 г.

Рассмотрена строгая теория излучения элементарного диполя, расположенного на границе или внутри
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поверхностной волны на направленные свойства поверхностных излучателей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время сохраняется значительный
интерес к физическим явлениям, которые сопро-
вождают возбуждение поверхностной плазмонной
волны на поверхности металлической пленки по схе-
ме Кречмана [1] (см. рис. 1). Поверхностная плаз-
монная волна распространяется вдоль поверхнос-
ти металла и локализуется вблизи его поверхности
[2,3], поэтому даже ничтожные изменение показате-
ля преломления в приповерхностной области сильно
влияют на характер ее распространения. На этом
основывается широкое использование схемы Креч-
мана для создания различного рода высокочувстви-
тельных датчиков, реагирующих на изменение по-
казателя преломления тонкого (олиго- или мономо-
лекулярного) поверхностного слоя [4].

Исследования показали [5], что амплитуда по-
верхностной волны на свободной границе пленки в
схеме Кречмана более чем на порядок выше амп-
литуды падающей волны. Поскольку в свободном
пространстве над пленкой не возбуждаются распро-
страняющиеся волны, это дает возможность, поме-

* E-mail: a_petrin@mail.ru

Рис. 1. Возбуждение поверхностной плазмонной волны 1
на поверхности металлической пленки 2 по схеме Кречма-
на. Падающая поляризованная волна 3 со стороны призмы
4 порождает на свободной границе поверхностную плаз-

монную 1 и отраженную 5 волны

щая на свободную поверхность наночастицы или от-
дельные молекулы, наблюдать именно их излуче-
ние, направленное в сторону свободного полупрост-
ранства. Это излучение порождается наведенны-
ми электрическими дипольными моментами наноча-
стиц, которые индуцируются поверхностной волной.
Важно, что только точечные объекты будут излу-
чать распространяющиеся волны в свободное про-
странство и исключительно это излучение можно
будет наблюдать с помощью микроскопа, при этом
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можно полностью быть уверенным, что наблюдае-
мый в микроскоп свет исходит именно из точечных
источников на поверхности. В связи с этим возника-
ет фундаментальный вопрос о том, как влияет ме-
таллическая пленка (или в общем случае многопле-
ночная структура) в схеме Кречмана на простран-
ственное излучение в свободное пространство над
пленкой от точечного излучателя, расположенного
на поверхности.

Теоретические методы нахождения излучения от
элементарного точечного электрического диполя,
расположенного на плоской границе двух сред, бы-
ли развиты на заре эры использования электромаг-
нитных волн для передачи сигналов вдоль земной
поверхности [6]. В дальнейшем эти методы получи-
ли развитие в связи с возникающими новыми зада-
чами радиосвязи [7, 8]. Развитие антенной техники
привело к развитию теории излучения элементарно-
го диполя, расположенного на границе плоскослои-
стой среды, и теории излучения микрополосковых
антенн [9–11], которые являются наилучшими кон-
струкциями с точки зрения их совместимости с мик-
рополосковыми интегральными схемами. Такие ан-
тенны играют особую роль в современной технике,
так как они могут быть изготовлены из фольгиро-
ванных материалов высокопроизводительными ме-
тодами печати и травления.

Существующие теоретические методы расчета
излучения антенн, расположенных на границе сло-
истых структур, сложны и описываются, например,
в терминах диадных функций Грина [12]. Кроме то-
го, сама теория распространения волн в слоистых
структурах содержит много тонких моментов, та-
ких как необходимость правильного выбора ветвей
аналитических функций при записи волн в слоях,
которые могут приводить к чудесам вроде суперраз-
решения [13]. Поэтому в данной работе предложен
вариант строгой электромагнитной теории излуче-
ния элементарного диполя, расположенного на гра-
нице или внутри плоскослоистой структуры. Для
случая излучения диполя, расположенного на сво-
бодной границе одной пленки, ниже продемонстри-
рован метод аналитического упрощения решения,
имеющий, как кажется, потенциально общетеоре-
тическое значение. Этот метод позволил привести
формулы для излучаемых полей к одномерным ин-
тегралам, что существенно упростило анализ задачи
и ускорило численные расчеты.

Рис. 2. Геометрия плоскослоистой структуры, состоящей
из трех пленок

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ИЗЛУЧЕНИЕ
ЭЛЕМЕНТАРНОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ,
РАСПОЛОЖЕННОГО ВНУТРИ

ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ

Рассмотрим задачу излучения электромагнит-
ной волны точечным источником тока единичной
амплитуды, изменяющимся во времени гармониче-
ски с циклической частотой ω. Пусть этот источник
расположен в плоской слоистой структуре, состоя-
щей из нескольких пленок и из окружающих слоис-
тую структуру двух полупространств. Для опреде-
ленности сначала будем считать, что источник рас-
положен в одной из пленок, а затем обобщим эту
задачу на случай, когда источник расположен на их
границе.

Пусть общее число пленок равно Nf , толщина
m-й пленки равна dm и полная толщина слоистой

структуры dtot =
Nf∑
m=1

dm. Общее число границ меж-

ду пленками обозначим как N = Nf+1. Пронумеру-
ем области пространства j = 1, . . . , N + 1 (на рис. 2
показана для примера задача с N = 4 и Nf = 3).
Предположим, что пленки имеют абсолютные ком-
плексные диэлектрические и магнитные проницае-
мости равные εj и μj на рассматриваемой частоте
ω, а перед и за слоистой структурой находятся од-
нородные полупространства с проницаемостями ε1,
μ1 и εN+1, μN+1 (свободное пространство). Обозна-
чим также через zj координаты N границ пленок по

оси z следующим образом: z1 = 0, zj =
j−1∑
m=1

dm при
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Рис. 3. Пленка с номером j, расположенная между грани-
цами zj−1 и zj

j = 2, . . . , N . Уравнения Максвелла для области с
номером j можно записать в виде

rotEj = iωBj, (1)

rotBj = μj (−iωεjEj + Jj) , (2)

где Ej , Bj и Jj — векторы напряженности элек-
трического поля, индукция магнитного поля и плот-
ность стороннего (известного) тока в области с но-
мером j (если источник тока отсутствует в области
j, то Jj = 0). Предполагается комплексное времен-
ное представление в виде e−iωt.

Решая уравнения Максвелла в каждой области с
учетом граничных условий, найдем электромагнит-
ное поле во всех областях. Рассмотрим сначала сле-
дующую вспомогательную задачу.

3. РАСПРОСТРАНЕНИЕ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ В СЛОЕ,
СВОБОДНОЙ ОТ СТОРОННИХ ТОКОВ

Пусть в области с номером j нет сторонних то-
ков между границами zj−1 и zj (см. рис. 3). Диэлек-
трическая и магнитная проницаемости среды в этой

пленке равны соответственно εj и μj . Тогда, учи-
тывая, что в этой области справедливо уравнение
divDj = 0, из уравнений (1) и (2) получаем уравне-
ния для электромагнитных полей в виде

rot rotEj − ω2εjμjEj = 0, (3)

rot rotBj − ω2εjμjBj = 0. (4)

В рассматриваемой области divEj = 0 и divBj =

= 0. Учитывая векторное тождество rot rotF =

= grad divF−ΔF, где Δ = ∂2xx+∂
2
yy+∂

2
zz — оператор

Лапласа, из (3) и (4) получим

ΔEj + ω2εjμjEj = 0, (5)

ΔBj + ω2εjμjBj = 0. (6)

Подставим в полученные выше уравнения ком-
поненты полей в виде фурье-разложений. Напри-
мер, представление для x-компоненты электричес-
кого поля примет вид

Ej,x (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

Ẽj,x (ξ, η, z) e
i(ξx+ηy) dξ dη,

где фурье-образы определяются выражением

Ẽj,x (ξ, η, z) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Ej,x (x, y, z) e
−i(ξx+ηy) dx dy.

Для остальных компонент полей будем исполь-
зовать аналогичные представления и соответствую-
щие символы.

В компонентах полей уравнения (5) и (6) имеют
вид

∂2xxEj,x + ∂2yyEj,x + ∂2zzEj,x + ω2μjεjEj,x = 0,

и аналогичные уравнения для Ej,y, Ej,z и состав-
ляющих магнитного поля, которые выписывать не
будем. Переходя к фурье-образам, получаем из (5)
уравнения

d2Ẽj,x

dz2
+ γ2j Ẽj,x = 0,

d2Ẽj,y

dz2
+ γ2j Ẽj,y = 0,

d2Ẽj,z

dz2
+ γ2j Ẽj,z = 0,

(7)

где γj =
√
k2j − ξ2 − η2, kj = ω

√
μjεj.
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Решения уравнений (7) для направлений распро-
странения волн вдоль (+) и против (−) оси z, можно
записать в виде

E±
j (x, y, z) =

=
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ Ê±
j,x

Ê±
j,y

Ê±
j,z

⎞⎟⎠ e±iγjzei(ξx+ηy) dξ dη. (8)

В рассматриваемом случае divEj = 0 и, следова-
тельно, ξÊ±

j,x + ηÊ±
j,y ± γjÊ

±
j,z = 0. Тогда (8) можно

переписать как

E±
j (x, y, z) =

1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

∓ξ/γj ∓η/γj

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê±

j,x

Ê±
j,y

)
e±iγjzei(ξx+ηy) dξ dη. (9)

Поэтому общее решение уравнений (7) в области
[zj−1, zj] можно записать в виде

Ej (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

−ξ/γj −η/γj

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê+

j,x

Ê+
j,y

)
eiγj(z−zj−1)ei(ξx+ηy) dξ dη+

+
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

ξ/γj η/γj

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê−

j,x

Ê−
j,y

)
e−iγj(z−zj)ei(ξx+ηy) dξ dη. (10)

Обратим внимание на отличие в форме запи-
си (9) и (10). Формально эти уравнения перехо-
дят одно в другое, они описывают волны, распро-
страняющиеся в противоположных направлениях
по оси z. Однако формулы содержат функции γj =

=
√
k2j − ξ2 − η2. Для однозначного определения ви-

да записи решений необходимо выбрать аналити-
ческую ветвь функции комплексного переменного
γj (λ), где λ2 = ξ2 + η2.

Обычно для сред без поглощения используют
ветвь [8]

γj (λ) =

⎧⎨⎩
√
k2j − λ2, λ2 ≤ k2j ,

i
√
λ2 − k2j , λ2 ≥ k2j .

(11)

Если взять вместо (11) другую аналитическую
ветвь, с отрицательной мнимой зависимостью, то
волны с большими λ будут экспоненциально возрас-
тать с увеличением z при удалении от источников
полей, что противоречит принципу причинности.

Более строго, в случае поглощающей среды су-
ществует две точки ветвления функции γj (λ): точ-
ка kj,1 = ω

√|εj| |μj | exp (i (arg (εj) + arg (μj))/2) и
точка kj,2 = eiπkj,1. Аналитическую ветвь функции
γj (λ), пригодную в том числе для описания мате-
риалов с отрицательным преломлением [14] и пере-
ходящую в (11) при бесконечно малом поглощении
среды, можно определить как

γj (λ) =
√
|kj,1 − λ| exp

(
i arg (kj,1 − λ)

2

)
×

×
√
|kj,2 − λ| exp

(
i arg (λ− kj,2)

2

)
, (12)

где функции |ξ| и arg(ξ) — модуль и аргумент комп-
лексной переменной ξ.

Кроме того, в представлении полей (10) при лю-
бых z и правильном выборе аналитической ветви
(12) будет обеспечена сходимость интегралов. При
этом не будут возникать экспоненциально усилива-
ющиеся гармоники при больших значениях ξ и η.

Из уравнения rotEj = iωBj найдем x- и y-ком-
поненты магнитного поля. Для соответствующих
фурье-компонент имеем

B̂+
j = ex

( η
ω
Ê+

j,z−
γj
ω
Ê+

j,y

)
−ey

(
ξ

ω
Ê+

j,z−
γj
ω
Ê+

j,x

)
+

+ ez

(
ξ

ω
Ê+

j,y −
η

ω
Ê+

j,x

)
,

где ex, ey и ez — единичные орты координатных
осей. Из выражения divEj = 0 следует Ê+

j,z =

= −ξÊ+
j,x

/
γj − ηÊ+

j,y

/
γj , тогда

B̂+
j = ex

(
− ξη

ωγj
Ê+

j,x − γ2j + η2

ωγj
Ê+

j,y

)
+

+ ey

(
γ2j + ξ2

ωγj
Ê+

j,x +
ξη

ωγj
Ê+

j,y

)
+

+ ez

(
ξ

ω
Ê+

j,y −
η

ω
Ê+

j,x

)
,

или в матричном виде —
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⎛⎜⎝ B̂+
j,x

B̂+
j,y

B̂+
j,z

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ −ξη/ωγj −(γ2j + η2
)/
ωγj(

γ2j + ξ2
)/
ωγj ξη/ωγj

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê+

j,x

E+
j,y

)
.

Аналогично, для B̂−
j найдем⎛⎜⎝ B̂−

j,x

B̂−
j,y

B̂−
j,z

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ ξη/ωγj
(
γ2j + η2

)/
ωγj

−(γ2j + ξ2
)/
ωγj −ξη/ωγj

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê−

j,x

Ê−
j,y

)
.

Тогда общее решение для магнитного поля в рас-
сматриваемой области с номером j (пленке с номе-
ром j − 1) можно записать в виде

Bj (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ −ξη/ωγj −(γ2j + η2
)/
ωγj(

γ2j + ξ2
)/
ωγj ξη/ωγj

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê+

j,x

Ê+
j,y

)
eiγj(z−zj−1)ei(ξx+ηy) dξ dη +

1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ ξη/ωγj
(
γ2j + η2

)/
ωγj

−(γ2j + ξ2
)/
ωγj −ξη/ωγj

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê−

j,x

Ê−
j,y

)
e−iγj(z−zj)ei(ξx+ηy) dξ dη. (13)

Из (10) и (13) найдем тангенциальные составля-
ющие фурье-образов полей на границах области j в
виде

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽj,x

Ẽj,y

B̃j,x

/
μj

B̃j,y

/
μj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zj−1

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 eiγjdj−1 0

0 1 0 eiγjdj−1

− ξη
ωμjγj

−γ
2
j + η2

ωμjγj

ξη

ωμjγj
eiγjdj−1

γ2j + η2

ωμjγj
eiγjdj−1

γ2j + ξ2

ωμjγj

ξη

ωμjγj
−γ

2
j + ξ2

ωμjγj
eiγjdj−1 − ξη

ωμjγj
eiγjdj−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Ê+

j,x

Ê+
j,y

Ê−
j,x

Ê−
j,y

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽj,x

Ẽj,y

B̃j,x

/
μj

B̃j,y

/
μj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zj

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eiγjdj−1 0 1 0

0 eiγjdj−1 0 1

− ξη

ωμjγj
eiγjdj−1 −γ

2
j + η2

ωμjγj
eiγjdj−1

ξη

ωμjγj

γ2j + η2

ωμjγj

γ2j + ξ2

ωμjγj
eiγjdj−1

ξη

ωμjγj
eiγjdj−1 −γ

2
j + ξ2

ωμjγj
− ξη

ωμjγj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Ê+

j,x

Ê+
j,y

Ê−
j,x

Ê−
j,y

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где dj−1 = zj − zj−1. Вводя вектор-столбец ℘̂j =
(
Ê+

j,x; Ê
+
j,y; Ê

−
j,x; Ê

−
j,y

)T

,
запишем полученные выражения в матричном виде:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽj,x

Ẽj,y

B̃j,x

/
μj

B̃j,y

/
μj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zj−1

=

(
I eiγjdj−1I

Gj −eiγjdj−1Gj

)
℘̂j , (14)
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽj,x

Ẽj,y

B̃j,x

/
μj

B̃j,y

/
μj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zj

=

=

(
eiγjdj−1I I

eiγjdj−1Gj −Gj

)
℘̂j, (15)

где I — единичная 2×2-матрица, а матрицаGj пред-
ставляется как

Gj =

⎛⎜⎜⎜⎝
− ξη

ωμjγj
−γ

2
j + η2

ωμjγj

γ2j + ξ2

ωμjγj

ξη

ωμjγj

⎞⎟⎟⎟⎠ . (16)

4. РАСПРОСТРАНЕНИЕ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ В
МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ,

СВОБОДНОЙ ОТ СТОРОННИХ ТОКОВ

Рассмотрим теперь многослойную структуру,
внутри которой нет сторонних токов. Рассмотрим
границу z = zj между областями с номерами j и
j+1. Непрерывность тангенциальных компонент на-
пряженностей электрического и магнитного полей
на этой границе можно записать в виде

Ej,x (x, y, zj)− Ej+1,x (x, y, zj) = 0,

Ej,y (x, y, zj)− Ej+1,y (x, y, zj) = 0,

Bj,x (x, y, zj)

μj
− Bj+1,x (x, y, zj)

μj+1
= 0,

Bj,y (x, y, zj)

μj
− Bj+1,y (x, y, zj)

μj+1
= 0,

где электрические и магнитные поля в области j+1

выражаются формулами (10) и (13), в которых про-
ведена замена индексов j → j + 1. Так как уравне-
ния Максвелла являются линейными, то граничные
условия должны выполняться для каждого члена
фурье-разложения, т. е. граничные условия выпол-
няются для фурье-образов полей:

Ẽj,x (ξ, η, zj)− Ẽj+1,x (ξ, η, zj) = 0, (17)

Ẽj,y (ξ, η, zj)− Ẽj+1,y (ξ, η, zj) = 0, (18)

B̃j,x (ξ, η, zj)

μj
− B̃j+1,x (ξ, η, zj)

μj+1
= 0, (19)

B̃j,y (ξ, η, zj)

μj
− B̃j+1,y (ξ, η, zj)

μj+1
= 0. (20)

Записывая граничные условия (17)–(20) с помо-
щью выражений (14) и (15), получим матричное
уравнение на границе z = zj:

⎛⎝ eiγjdj−1I I

eiγjdj−1Gj −Gj

⎞⎠ ℘̂j =

=

⎛⎝ I eiγj+1djI

Gj+1 −eiγj+1djGj+1

⎞⎠ ℘̂j+1, (21)

где dj−1 = zj − zj−1, dj = zj+1 − zj .

Уравнение (21) можно записать для j =

= 2, . . . , N − 1, где N + 1 — общее число областей,
N — число границ, т. е. для всех границ, исключая
первую (j = 1) и последнюю (j = N) границы. То
есть исключаются границы

z1 = 0, zN = dtot =

N−1∑
m=1

dm,

где dtot — общая толщина слоистой структуры (сум-
ма толщин пленок, составляющих рассматриваемую
структуру).

Общее решение для электрического и магнитно-
го полей в области j = 1, т. е. в интервале (−∞, z1] ,
где z1 = 0, запишем в виде

E1 (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

−ξ/γ1 −η/γ1

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê+

1,x

Ê+
1,y

)
eiγ1zei(ξx+ηy) dξ dη+

+
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1

⎞⎟⎠(
Ê−

1,x

Ê−
1,y

)
×

× e−iγ1zei(ξx+ηy) dξ dη, (22)
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B1 (x, y, z) =
1

(2π)2
×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ −ξη/ωγ1 −(γ21 + η2
)/
ωγ1(

γ21 + ξ2
)/
ωγ1 ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê+

1,x

Ê+
1,y

)
eiγ1zei(ξx+ηy) dξ dη +

1

(2π)2
×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ ξη/ωγ1
(
γ21 + η2

)/
ωγ1

−(γ21 + ξ2
)/
ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê−

1,x

Ê−
1,y

)
e−iγ1zei(ξx+ηy) dξ dη. (23)

Тогда, записывая условия на границе z1 = 0, полу-
чим(

I I

G1 −G1

)
℘̂1 =

=

(
I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)
℘̂2. (24)

Аналогично, общее решение для электрического
и магнитного полей в области j = N + 1, т. е. в ин-
тервале [zN ,+∞), запишем в виде

EN+1 (x, y, z) =
1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

−ξ/γN+1 −η/γN+1

⎞⎟⎠(
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

)
eiγN+1(z−zN )ei(ξx+ηy) dξ dη+

+
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

ξ/γN+1 η/γN+1

⎞⎟⎠(
Ê−

N+1,x

Ê−
N+1,y

)
e−iγN+1(z−zN ) ei(ξx+ηy) dξ dη, (25)

BN+1 (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ −ξη/ωγN+1 −(γ2N+1 + η2
)/
ωγN+1(

γ2N+1 + ξ2
)/
ωγN+1 ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠(
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

)
eiγN+1(z−zN )ei(ξx+ηy)dξdη+

+
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ ξη/ωγN+1

(
γ2N+1 + η2

)/
ωγN+1

−(γ2N+1 + ξ2
)/
ωγN+1 −ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠(
Ê−

N+1,x

Ê−
N+1,y

)
×

× e−iγN+1(z−zN )ei(ξx+ηy) dξ dη. (26)

Тогда получим граничные условия на границе zN в
виде(

eiγNdN−1I I

eiγNdN−1GN −GN

)
℘̂N =

=

(
I I

GN+1 −GN+1

)
℘̂N+1. (27)

Граничные условия (21), (24) и (27) позволяют
связать вектор-столбцы электрического поля в пер-
вой и последней областях задачи (т. е. в полупро-
странствах, вне плоскослоистой структуры):

℘̂1 =

(
I I

G1 −G1

)−1(
I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)
×

×
(

eiγ2d1I I

eiγ2d1G2 −G2

)−1

× . . .

×
(

I eiγNdN−1I

GN −eiγNdN−1GN

)
×

×
(

eiγNdN−1I I

eiγNdN−1GN −GN

)−1

×

×
(

I I

GN+1 −GN+1

)
℘̂N+1,
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Рис. 4. Точечный излучатель, расположенный в точке
(0, 0, zd) в области с номером s

или
℘̂1 = M× ℘̂N+1. (28)

Матрица M имеет вид M = T1×
(

N∏
m=2

Tm

)
×TN+1,

где

T1 =

(
I I

G1 −G1

)−1

,

Tm =

(
I eiγmdm−1I

Gm −eiγmdm−1Gm

)
×

×
(

eiγmdm−1I I

eiγmdm−1Gm −Gm

)−1

,

TN+1 =

(
I I

GN+1 −GN+1

)
.

Если нам известна, например, падающая на
плоскослоистую структуру волна, а значит, компо-
ненты Ê+

1,x и Ê+
1,y вектор-столбца ℘̂1, то из уравне-

ния (28) можно найти компоненты Ê−
1,x и Ê−

1,y и саму
отраженную волну по формулам (22), (23), а также

компоненты Ê+
N+1,x и Ê+

N+1,y вектор-столбца ℘̂N+1 и
прошедшую волну по формулам (25), (26). Подроб-
ности решения таких задач для пространственно-ог-
раниченных падающих пучков можно найти, напри-
мер, в работах [15–17].

5. РАСПРОСТРАНЕНИЕ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ В
МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ, ОТ
ЭЛЕМЕНТАРНОГО ИСТОЧНИКА

СТОРОННЕГО ТОКА

Пусть имеется точечный излучатель, располо-
женный в точке (0, 0, zd) в области с номером s (см.
рис. 4). Пусть этот излучатель определяется плот-
ностью стороннего тока (в комплексном представле-
нии e−iωt):

J (x, y, z) = (nxex+nyey+nzez) δ (x) δ (y) δ (z−zd) ,

где nx, ny, nz — направляющие косинусы вектора
тока вдоль осей координат, причем n2

x+n
2
y+n

2
z = 1,

δ (x) — дельта-функция Дирака. Тогда фурье-обра-
зы составляющих этого тока определятся следую-
щими выражениями:

J̃s,x (ξ, η, z) =

= nx

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

δ (x) δ (y) δ (z − zd) e
−i(ξx+ηy) dx dy =

= nxδ (z − zd) ,

и аналогично

J̃s,y (ξ, η, z) = nyδ (z − zd) ,

J̃s,z (ξ, η, z) = nzδ (z − zd) .

Пусть этот элементарный источник тока на-
ходится в бесконечно тонком слое (zd − Δz/2,
zd+Δz/2). Тогда уравнения Максвелла (1) и (2) для
фурье-образов полей можно записать (при Δz → 0)
в виде ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iηẼs,z − ΔẼs,y

Δz
= iωB̃s,x,

ΔẼs,x

Δz
− iξẼs,z = iωB̃s,y,

iξẼs,y − iηẼs,x = iωB̃s,z,

(29)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
iηB̃s,z−ΔB̃j,y

Δz
= μs

(
−iωεsẼs,x+nxδ (z−zd)

)
,

ΔB̃s,x

Δz
−iξB̃s,z = μs

(
−iωεsẼs,y+nyδ (z−zd)

)
,

iξB̃s,y−iηB̃s,x = μs

(
−iωεsẼs,z+nzδ (z−zd)

)
.

(30)

Поскольку z-компоненты полей из уравнений
(29) и (30) можно выразить через x- и y-компоненты
по формулам

B̃s,z =
ξ

ω
Ẽs,y − η

ω
Ẽs,x,

Ẽs,z = − ξ

ωεsμs
B̃s,y +

η

ωεsμs
B̃s,x +

1

iωεs
J̃s,z,

для x- и y-компонент напряженностей электричес-
кого и магнитного полей получим

ΔẼs,x =

(
iξη

ωεsμs
B̃s,x + i

(
ω − ξ2

ωεsμs

)
B̃s,y +

ξ

ωεs
nzδ (z − zd)

)
Δz,

ΔẼs,y =

(
i

(
η2

ωεsμs
− ω

)
B̃s,x − iξη

ωεsμs
B̃s,y +

η

ωεs
nzδ (z − zd)

)
Δz,

ΔB̃s,x

μs
=

(
− iξη

ωμs
Ẽs,x + i

(
ξ2

ωμs
− ωεs

)
Ẽs,y + nyδ (z − zd)

)
Δz,

ΔB̃s,y

μs
=

(
i

(
ωεs − η2

ωμs

)
Ẽs,x +

iξη

ωμs
Ẽs,y − nxδ (z − zd)

)
Δz.

Тогда в пределе Δz → 0 скачок тангенциальных
компонент напряженностей электрического и маг-
нитного полей при переходе через бесконечно тон-
кий слой с током имеет вид

ΔẼs,x → nzξ/ωεs,

ΔẼs,y → nzη/ωεs,

ΔB̃s,x

/
μs → ny,

ΔB̃s,y

/
μs → −nx.

В матричном виде уравнения, связывающие тан-
генциальные компоненты полей с двух сторон беско-
нечно тонкого слоя с током, можно записать в сле-
дующем виде:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽs,x

Ẽs,y

B̃s,x

/
μs

B̃s,y

/
μs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zd+0

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽs,x

Ẽs,y

B̃s,x

/
μs

B̃s,y

/
μs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zd−0

=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
nzξ/ωεs

nzη/ωεs

ny

−nx

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (31)

Особо отметим, что скачок электрических по-
лей при переходе через рассматриваемый бесконеч-
но тонкий слой (при Δz → 0), вообще говоря, зави-
сит от диэлектрической проницаемости среды εs, в
которой расположен рассматриваемый источник то-
ка. Но излучение источников, у которых есть толь-
ко составляющие тока вдоль границы, не зависит в
явном виде от диэлектрических свойств среды, в ко-
торой они расположены.

Выразим теперь левую часть граничного усло-
вия (31) через вектор-столбцы ℘̂1 и ℘̂N+1 полупро-
странств снаружи плоскослоистой структуры. Для
этого разобьем область с номером s на две области и
обозначим их индексами l и r (левая и правая, если
смотреть на рис. 4). Введем вектор-столбцы ℘̂l и ℘̂r

в этих областях. Тогда тангенциальные компоненты
напряженностей полей в (31) можно выразить как

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽs,x

Ẽs,y

B̃s,x

/
μs

B̃s,y

/
μs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zd−0

=

=

(
eiγs(zd−zs−1)I I

eiγs(zd−zs−1)Gs −Gs

)
℘̂l, (32)

43



А. Б. Петрин ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ẽs,x

Ẽs,y

B̃s,x

/
μs

B̃s,y

/
μs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=zd+0

=

=

(
I eiγs(zs−zd)I

Gs −eiγs(zs−zd)Gs

)
℘̂r. (33)

Кроме того, из (28) следует, что

℘̂1 = QL℘̂l, (34)

где

QL =

(
I I

G1 −G1

)−1(
I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)
×

×
(

eiγ2d1I I

eiγ2d1G2 −G2

)−1

× . . .

×
(

I eiγs−1ds−2I

Gs−1 −eiγs−1ds−2Gs−1

)
×

×
(

eiγs−1ds−2I I

eiγs−1ds−2Gs−1 −Gs−1

)−1

×

×
(

I e
iγs(zd−zs−1)

I

Gs −eiγs(zd−zs−1)
Gs

)
,

а также
℘̂r = QR℘̂N+1, (35)

где

QR =

(
eiγs(zs−zd)I I

eiγs(zs−zd)Gs −Gs

)−1

×

×
(

I eiγs+1dsI

Gs+1 −eiγs+1dsGs+1

)
×

×
(

eiγs+1dsI I

eiγs+1dsGs+1 −Gs+1

)−1

× . . .

×
(

I eiγNdN−1I

GN −eiγNdN−1GN

)
×

×
(

eiγNdN−1I I

eiγNdN−1GN −GN

)−1(
I I

GN+1 −GN+1.

)
.

Подставляя (34), (35) в (32), (33) и затем полу-
ченные выражения в (31), получаем

HR × ℘̂N+1 = HL × ℘̂1 +V, (36)

где V =
(
nzξ/ωεs; nzη/ωεs; ny; −nx

)T

—
вектор-столбец, характеризующий возбуждающее
воздействие на систему стороннего элементарного
тока, а матрицы HR и HL характеризуют отклик
на внешнее возбуждение слоистой структуры спра-
ва и слева излучателя и выражаются следующим
образом:

HR =

(
I eiγs(zs−zd)I

Gs −eiγs(zs−zd)Gs

)
QR =

= TR ×
(

N∏
m=s+1

Tm

)
×TN+1,

HL =

(
eiγs(zd−zs−1)I I

eiγs(zd−zs−1)Gs −Gs

)
(QL)

−1 =

=

(
T1 ×

(
s−1∏
m=2

Tm

)
×TL

)−1

.

Здесь матрицы Tm при m 
= s имеют вид

Tm =

(
I eiγmdm−1I

Gm −eiγmdm−1Gm

)
×

×
(

eiγmdm−1I I

eiγmdm−1Gm −Gm

)−1

,

а матрицы TL и TR —

TL =

(
I eiγs(zd−zs−1)I

Gs −eiγs(zd−zs−1)Gs

)
×

×
(

eiγs(zd−zs−1)I I

eiγs(zd−zs−1)Gs −Gs

)−1

,

TR =

(
I eiγs(zs−zd)I

Gs −eiγs(zs−zd)Gs

)
×

×
(

eiγs(zs−zd)I I

eiγs(zs−zd)Gs −Gs

)−1

.

В приведенных выше формулах матрицы Gs вы-
ражаются по формуле (16).

Далее, в рассматриваемой задаче источники по-
лей находятся исключительно внутри плоскослои-
стой структуры. Поэтому в столбцах ℘̂1 и ℘̂N+1 есть
только компоненты волн, идущие от плоскослоистой
структуры. Эти столбцы имеют вид

℘̂1 =
(

0; 0; Ê−
1,x; Ê−

1,y

)T

,

℘̂N+1 =
(
Ê+

N+1,x; Ê+
N+1,y; 0; 0

)T

.

Чтобы получить оставшиеся, отличные от нуля,
компоненты ℘̂1 и ℘̂N+1, разобьем каждую из матриц

44



ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021 Элементарный излучатель на границе. . .

HR и HL на четыре 2 × 2-подматрицы HRA, HRB,
HRC , HRD и HLA, HLB, HLC , HLD следующим об-
разом:

HR =

(
HRA HRB

HRC HRD

)
,

и

HL =

(
HLA HLB

HLC HLD

)
.

Тогда уравнение (36) примет вид

(
HRA HRB

HRC HRD

)
×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

(
HLA HLB

HLC HLD

)
×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

Ê−
1,x

Ê−
1,y

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+V. (37)

Если еще разбить вектор

V =
(
V1; V2; V3; V4

)T

на VA = (V1, V2)
T и VB = (V3, V4)

T , то уравне-
ние (37) можно представить следующей системой из
двух матричных уравнений:

HRA

(
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

)
= HLB

(
Ê−

1,x

Ê−
1,y

)
+VA,

HRC

(
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

)
= HLD

(
Ê−

1,x

Ê−
1,y

)
+VB .

Полученные уравнения можно снова объединить
в одно матричное 4× 4-уравнение:(

−HLB HRA

−HLD HRC

)
℘̂out = V, (38)

где введен вектор-столбец

℘̂out =
(
Ê−

1,x; Ê−
1,y; Ê+

N+1,x; Ê+
N+1,y

)T

.

Решая это уравнение, найдем Ê−
1,x, Ê

−
1,y и Ê+

N+1,x,
Ê+

N+1,y, а значит, уходящую из плоскослоистой
структуры влево волну (в направлении z → −∞)
по формулам

E1 (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê−

1,x

Ê−
1,y

)
e−iγ1zei(ξx+ηy) dξ dη, (39)

B1 (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ ξη/ωγ1
(
γ21 + η2

)/
ωγ1

−(γ21 + ξ2
)/
ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê−

1,x

Ê−
1,y

)
e−iγ1zei(ξx+ηy) dξ dη (40)

и волну, уходящую вправо от плоскослоистой струк-
туры (в направлении z → +∞):

EN+1 (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

−ξ/γN+1 −η/γN+1

⎞⎟⎠(
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

)
×

× eiγN+1(z−zN )ei(ξx+ηy) dξ dη, (41)

BN+1 (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

⎛⎜⎝ −ξη/ωγN+1 −(γ2N+1 + η2
)/
ωγN+1(

γ2N+1 + ξ2
)/
ωγN+1 ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω

⎞⎟⎠ ×

×
(
Ê+

N+1,x

Ê+
N+1,y

)
eiγN+1(z−zN )ei(ξx+ηy) dξ dη. (42)
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Наконец, при необходимости, зная ℘̂1 и ℘̂N+1,
можно найти вектор-столбцы поля в любой внут-
ренней области ℘̂j , так как они однозначно опреде-
ляются граничными условиями. После этого элект-
ромагнитные поля в любой из этих областей могут
быть найдены по формулам (10), (13). Таким обра-
зом, электромагнитные поля будут определены во
всем пространстве.

6. ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНОГО
ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ДИПОЛЯ,

РАСПОЛОЖЕННОГО НА ГРАНИЦЕ
МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛЕНКИ,

НАНЕСЕННОЙ НА ПОВЕРХНОСТЬ
ПРИЗМЫ

Рассмотрим теперь задачу излучения элементар-
ного горизонтального источника, расположенного
на свободной границе пленки (см. рис. 5a) в схеме
Кречмана. Поляризация источника — вдоль оси x

(nx = 1, ny = 0, nz = 0). Толщина пленки равна d.
Индекс 1 соответствует полупространству материа-
ла призмы, 2 — пленке, 3 — свободному полупро-
странству над пленкой. Тогда N = 2, zd = z2 = d,
HR = T3, HL = (T1 ×T2)

−1 и уравнение (36) при-
мет вид

T3 × ℘̂3 = (T1 ×T2)
−1 × ℘̂1 +V, (43)

где матрицы выражаются следующими формулами:

T1 =

(
I I

G1 −G1

)−1

,

T2 =

(
I eiγ2dI

G2 −eiγ2dG2

)(
eiγ2dI I

eiγ2dG2 −G2

)−1

,

T3 =

(
I I

G3 −G3

)
,

а вектор-столбец стороннего тока равен V =

=
(

0; 0; 0; −1
)T

.

Учитывая, что (T1 ×T2)
−1

= T−1
2 ×T−1

1 , полу-
чим

HL = (T1 ×T2)
−1

= T−1
2 ×T−1

1 =

=

(
eiγ2dI I

eiγ2dG2 −G2

)(
I eiγ2dI

G2 −eiγ2dG2

)−1

×

×
(

I I

G1 −G1

)
.

Вводя вектор-столбец ℘̂out =
(
Ê−

1,x; Ê
−
1,y; Ê

+
3,x ;

Ê+
3,y

)T

, уравнение (38) для данной задачи можно
записать в виде(

−HLB I

−HLD G3

)
× ℘̂out = V. (44)

Решая линейное уравнение (44), найдем Ê−
1,x,

Ê−
1,y и Ê+

3,x, Ê
+
3,y, и затем по формулам (39)–(42) при

N = 2 получим уходящую волну из плоскослоистой
структуры в призму (в область 1) и свободное про-
странство (область 3) над пленкой (в направлениях
z → ±∞ от границ пленки).

Снова будем считать, что среды немагнитные и
μ1 = μ2 = μ3 = μ0. Тогда, учитывая k2j = εjμ0ω

2,
выражения для подматриц HLB и HLD можно по-
лучить в явном виде:

HLB =

⎛⎜⎜⎝ cos (γ2d) + i

(
ε1 − ε2
ε2

ξ2

γ1
− γ1

)
sin (γ2d)

γ2
iξη

ε1 − ε2
ε2

sin (γ2d)

γ1γ2

iξη
ε1 − ε2
ε2

sin (γ2d)

γ1γ2
cos (γ2d) + i

(
ε1 − ε2
ε2

η2

γ1
− γ1

)
sin (γ2d)

γ2

⎞⎟⎟⎠ ,

HLD =

⎛⎜⎜⎝
ξη

μ0ω

(
cos (γ2d)

γ1
− i

sin (γ2d)

γ2

)
γ21 + η2

γ1μ0ω
cos (γ2d)− i

γ22 + η2

γ2μ0ω
sin (γ2d)

−γ
2
1 + ξ2

γ1μ0ω
cos (γ2d) + i

γ22 + ξ2

γ2μ0ω
sin (γ2d) − ξη

μ0ω

(
cos (γ2d)

γ1
− i

sin (γ2d)

γ2

)
⎞⎟⎟⎠ .

Решив уравнение (44), найдем следующие анали-
тические выражения для Ê−

1,x, Ê
−
1,y, Ê

−
1,z :

Ê−
1,x =

a1x + d1xη
2

ωμ0D
cos (γ2d) +

+ i
b1x + e1xη

2

ωμ0D
sin (γ2d) , (45)

Ê−
1,y =

ξη

ωμ0D
(a1y cos (γ2d) + ib1y sin (γ2d)) , (46)

Ê−
1,z = ξÊ−

1,x

/
γ1 + ηÊ−

1,y

/
γ1, (47)
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и выражения для Ê+
3,x, Ê

+
3,y, Ê

+
3,z:

Ê+
3,x =

a3x + d3xη
2

ωμ0D
cos2 (γ2d) +

+
b3x + e3xη

2

ωμ0D
sin2 (γ2d) + i

c3x + f3xη
2

ωμ0D
×

× cos (γ2d) sin (γ2d) , (48)

Ê+
3,y =

ξη

ωμ0D

(
a3y cos

2 (γ2d) + b3y sin
2 (γ2d) +

+ ic3y cos (γ2d) sin (γ2d)
)
, (49)

Ê+
3,z = −ξÊ+

3,x

/
γ3 − ηÊ+

3,y

/
γ3. (50)

В формулах (45)–(50) коэффициенты a, b, c, d,
e, f являются функциями γ1, γ2 и γ3. Выраже-
ния для этих коэффициентов представлены в При-
ложении A. Кроме того, функция D (ξ, η) есть де-
терминант матрицы уравнения (44). Оказалось, что
D (ξ, η) = D (λ) есть функция λ =

√
ξ2 + η2 и запи-

сывается в виде аналитического выражения:

D (λ) = Δ1 cos
2 (γ2d) + Δ2 sin

2 (γ2d) +

+Δ3 cos (γ2d) sin (γ2d) ,

где

Δ1 =
1

ω2μ2
0

(γ1 + γ3)
2 (
γ1γ3 + λ2

)
γ1γ3

,

Δ2 = − 1

ω2μ2
0

(
γ1γ3 + γ22

)2
γ1γ3γ22k

2
2

×

×
(
λ4 +

γ22 (γ1 + γ3)
2

γ1γ3 + γ22
λ2 + γ1γ

2
2γ3

)
,

Δ3 = − i (γ1+γ3)

ω2μ2
0γ1γ2γ3k

2
2

{
2
(
γ1γ3+γ

2
2

) (
γ1γ3γ

2
2+λ

4
)
+

+
(
γ21γ

2
3 + γ21γ

2
2 + 4γ1γ3γ

2
2 + γ23γ

2
2 + γ42

)
λ2
}
.

Естественно, что полученные выражения
(45)–(50) переходят в соответствующие выражения
для диполя на границе двух полупространств, ко-
гда толщина пленки d стремится к нулю, при этом
полученные выражения можно точно свести к из-
вестным формулам [8].

Аналитические выражения (45)–(50) имеют пер-
востепенное значение, так как позволяют получить
выражения для электрических полей в полупро-
странствах через одномерные интегралы, что значи-
тельно ускоряет счет и повышает точность вычисле-
ний. Действительно, если перейти к полярным коор-
динатам в плоскостях (x, y) и (ξ, η) по формулам

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

ξ = λ cosϑ, η = λ sinϑ
(51)

получим, что величины γ1 =
√
k21 − λ2, γ2 =

=
√
k22 − λ2, γ3 =

√
k23 − λ2, зависящие от них мно-

жители и детерминант D (λ) = D (λ cosϑ, λ sinϑ) яв-
ляются функциями только λ и не зависят от ϑ. По-
этому выражения для соответствующих полей, как
будет показано ниже, можно привести к одномер-
ным интегралам.

Рассмотрим электрические поля в полупростран-
ствах (в областях с номерами j = 1 и j = 3). Снача-
ла рассмотрим (см. представление (39)) в полупро-
странстве с j = 1:

E1,x (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

Ê−
1,xe

−iγ1zei(ξx+ηy) dξ dη.

Подставим выражение (45) для Ê−
1,x, перейдем к по-

лярным координатам (51) и получим

E1,x (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

⎛⎝ 2π∫
0

(
Q1x (γ) +R1x (γ)λ

2 sin2 ϑ
)
e−iγ1zeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
1

(2π)
2

+∞∫
0

(
Q1x (γ) +R1x (γ)λ

2
)
λe−iγ1z

⎛⎝ 2π∫
0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ−

− 1

(2π)
2

+∞∫
0

R1x (γ)λ
3e−iγ1z

⎛⎝ 2π∫
0

cos2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ, (52)
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где введены следующие (зависящие только от λ)
функции:

Q1x (γ) =
1

ωμ0D (λ)
(a1x cos (γ2d) + ib1x sin (γ2d)) ,

R1x (γ) =
1

ωμ0D (λ)
(d1x cos (γ2d) + ie1x sin (γ2d)) .

Интегралы в скобках в (52) могут быть выражены
через функции Бесселя, если использовать их интег-
ральное представление,

Jn (ρλ) =
i−n

2π

2π∫
0

eiρλ cos θeinθdθ. (53)

В частности, нетрудно показать, что из (53) следует
следующий ряд тождеств:

2π∫
0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = 2πJ0 (ρλ) ,

2π∫
0

cosϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = 2πi cosϕJ1 (ρλ) ,

2π∫
0

cos2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = π (J0 (ρλ) −

− J2 (ρλ) cos 2ϕ) ,

2π∫
0

sinϑ cosϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ =

= π sin 2ϕ

(
J0 (ρλ)− 2

ρλ
J1 (ρλ)

)
,

2π∫
0

cosϑ sin2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = i2π×

× cosϕ

(
sin2 ϕJ1 (ρλ)+

(
1−4 sin2 ϕ

) J2 (ρλ)
ρλ

)
.

(54)

Подставляя соответствующие выражения (54) инте-
гралов по ϑ в (52), получим

E1,x (ρ, ϕ, z) =
1

4π

+∞∫
0

(
2Q1x (γ) +R1x (γ)λ

2
) ×

× λe−iγ1zJ0 (ρλ) dλ+

+
cos 2ϕ

4π

+∞∫
0

R1x (γ)λ
3J2 (ρλ) e

−iγ1zdλ. (55)

Аналогичное рассмотрение проведем для y-ком-
поненты. Из (39) и (46) получим

E1,y (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Ê−
1,ye

−iγ1zei(ξx+ηy) dξ dη.

Подставляя выражение (46) для Ê−
1,y, после перехо-

да к полярным координатам (51), получим

E1,y (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

⎛⎝ 2π∫
0

Q1y (γ)λ
2 cosϑ sinϑ ×

× e−iγ1zeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
1

(2π)
2

+∞∫
0

λ3Q1y (γ) e
−iγ1z ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑ sinϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ,

где введена функция от λ:

Q1y (γ) =
1

ωμ0D (λ)
(a1y cos (γ2d) + ib1y sin (γ2d)) .

Учитывая соответствующее интегральное представ-
ление (54) интеграла по ϑ, получим для E1,y выра-
жение

E1,y (ρ, ϕ, z) =
sin 2ϕ

4π

+∞∫
0

λ3Q1y (γ) ×

×
(
J0 (ρλ)− 2

ρλ
J1 (ρλ)

)
e−iγ1zdλ. (56)

Оставшуюся компоненту E1,z в первом полупро-
странстве из (39) запишем в виде

E1,z (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

(
ξÊ−

1,x

γ1
+
ηÊ−

1,y

γ1

)
e−iγ1zei(ξx+ηy)dξ dη,

и, подставляя выражения для Ê−
1,x и Ê−

1,y по форму-
лам (45) и (46), после перехода к полярным коорди-
натам получим
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E1,z (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

Q1x (γ)λ
2eiγ1z

γ1
×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ+

+
1

(2π)2

+∞∫
0

(R1x (γ) +Q1y (γ))λ
4

γ1
eiγ1z ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑ sin2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ.

Используя соответствующие интегральные пред-
ставления (54) для интегралов по ϑ, получим

E1,z (ρ, ϕ, z) =
i cosϕ

2π

+∞∫
0

Q1x (γ)λ
2e−iγ1z

γ1
J1 (ρλ) dλ+

+
i cosϕ sin2 ϕ

2π
×

×
+∞∫
0

(R1x (γ) +Q1y (γ))λ
4J1 (ρλ)

γ1
e−iγ1zdλ+

+
i cosϕ

(
1− 4 sin2 ϕ

)
2π

×

×
+∞∫
0

(R1x (γ) +Q1y (γ)) λ
3J2 (ρλ)

ργ1
e−iγ1zdλ. (57)

Теперь рассмотрим электрическое поле в полу-
пространстве (с номером j = 3). Составляющую по
оси x получим из (41) в виде

E3,x (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

Ê+
3,xe

iγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξ dη.

Преобразуя выражение (48) и переходя к полярным
координатам (51), E3,x можно представить в виде

E3,x (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)2

+∞∫
0

⎛⎝ 2π∫
0

(
Q3x (γ) +R3x (γ)λ

2 sin2 ϑ
)
eiγ3(z−d)eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
1

(2π)
2

+∞∫
0

(
Q3x (γ) + λ2R3x (γ)

)
eiγ3(z−d)

⎛⎝ 2π∫
0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ−

− 1

(2π)
2

+∞∫
0

λ2R3x (γ) e
iγ3(z−d)

⎛⎝ 2π∫
0

cos2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ,

где введены следующие зависящие только от λ

функции:

Q3x (γ) =
1

ωμ0D (λ)

(
a3x cos

2 (γ2d) + b3x sin
2 (γ2d) +

+ ic3x cos (γ2d) sin (γ2d)
)
,

R3x (γ) =
1

ωμ0D (λ)

(
d3x cos

2 (γ2d) +

+ e3x sin
2 (γ2d) + if3x cos (γ2d) sin (γ2d)

)
.

Используя соответствующие интегральные пред-
ставления (54) для интегралов по ϑ, получим

E3,x (ρ, ϕ, z) =
1

4π

+∞∫
0

(
2Q3x (γ) + λ2R3x (γ)

) ×

× J0 (ρλ) e
iγ3(z−d)λdλ+

cos 2ϕ

4π
×

×
+∞∫
0

λ3R3x (γ)J2 (ρλ) e
iγ3(z−d)dλ. (58)

Аналогично, в представлении

E3,y (x, y, z) =

= (2π)
−2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Ê+
3,ye

iγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξ dη

запишем Ê+
3,y в виде (49) и перейдем к полярным

координатам:

4 ЖЭТФ, вып. 1
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E3,y (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)2
×

×
+∞∫
0

⎛⎝ 2π∫
0

Q3y (γ)λ
2 cosϑ sinϑeiγ3(z−d) ×

× eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
1

(2π)
2

+∞∫
0

λ3Q3y (γ) e
iγ3(z−d) ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑ sinϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ,

где

Q3y (γ) =
1

ωμ0D (λ)

(
a3y cos

2 (γ2d) +

+ b3y sin
2 (γ2d) + ic3y cos (γ2d) sin (γ2d)

)
.

Учитывая соответствующее интегральное представ-
ление (54), получим

E3,y (ρ, ϕ, z) =
sin 2ϕ

4π

+∞∫
0

λ3Q3y (γ) ×

×
(
J0 (ρλ)− 2

ρλ
J1 (ρλ)

)
eiγ3(z−d)dλ. (59)

Наконец, для составляющей E3,z, учитывая (50),
получим аналогично

E3,z (x, y, z) = − 1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(
ξÊ+

3,x

γ3
+
ηÊ+

3,y

γ3

)
×

× eiγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξ dη.

Переходя к полярным координатам, запишем следу-
ющее выражение:

E3,z (ρ, ϕ, z) = − 1

(2π)
2

+∞∫
0

Q3x (γ)λ
2eiγ3(z−d)

γ3
×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ−

− 1

(2π)
2

+∞∫
0

(R3x (γ) +Q3y (γ))λ
4

γ3
eiγ3(z−d) ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑ sin2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠ dλ.

Рис. 5. Геометрия задачи излучения элементарного источ-
ника тока, расположенного на свободной границе пленки в
схеме Кречмана при ориентации дипольного момента па-

раллельно (а) и перпендикулярно (б) границе

Учитывая (54), получим

E3,z (ρ, ϕ, z) = − i cosϕ
2π

×

×
+∞∫
0

Q3x (γ)λ
2J1 (ρλ)

γ3
eiγ3(z−d)dλ−

− i cosϕ sin2 ϕ

2π
×

×
+∞∫
0

(R3x (γ) +Q3y (γ))λ
4J1 (ρλ)

γ3
eiγ3(z−d)dλ−

− i cosϕ
(
1− 4 sin2 ϕ

)
2π

×

×
+∞∫
0

(R3x (γ) +Q3y (γ))λ
3J2 (ρλ)

ργ3
eiγ3(z−d)dλ. (60)

Таким образом, мы получили точные аналити-
ческие выражения для электрических полей в полу-
пространствах, окружающих пленку.

7. ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНОГО
ВЕРТИКАЛЬНОГО ДИПОЛЯ,

РАСПОЛОЖЕННОГО НА ГРАНИЦЕ
МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛЕНКИ,

НАНЕСЕННОЙ НА ПОВЕРХНОСТЬ
ПРИЗМЫ

Рассмотрим задачу излучения элементарного
вертикального излучателя, расположенного на
свободной границе пленки (см. рис. 5б) в схеме
Кречмана. Будем считать, что излучатель нахо-
дится в свободном полупространстве, в области 3,
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бесконечно близко к границе. Поляризация ис-
точника — вдоль оси z (nx = 0, ny = 0, nz = 1).
Применяя те же рассуждения, что и для горизон-
тального диполя, получим для фурье-образов полей
Ê−

1,x, Ê
−
1,y и Ê+

3,x, Ê
+
3,y уравнение (44), в котором

вектор-столбец правой части равен

V =
(
ξ/ωε3; η/ωε3; 0; 0

)T

.

Решая уравнение (44), найдем Ê−
1,x, Ê

−
1,y и Ê+

3,x,
Ê+

3,y и далее по формулам (39)–(42) при N = 2, zd =

= z2 = d получим уходящую волну из плоскослои-
стой структуры в призму (в область 1) и свободное
пространство (область 3) над пленкой (в направле-
ниях z → ±∞ от границ пленки).

Снова будем считать, что среды немагнитные и
μ1 = μ2 = μ3 = μ0. Выражения для подматриц HLB

и HLD те же, что и приведенные выше выражения
для горизонтального диполя.

Решив уравнение (44) для вертикального дипо-
ля и учитывая, что k23 = ε3μ0ω

2, найдем следующие
аналитические выражения для Ê−

1,x, Ê
−
1,y, Ê

−
1,z:

Ê−
1,x =

ξ

ωμ0D
(u1x cos (γ2d) + iv1x sin (γ2d)) , (61)

Ê−
1,y =

η

ωμ0D
(u1y cos (γ2d) + iv1y sin (γ2d)) , (62)

Ê−
1,z =

ξÊ−
1,x

γ1
+
ηÊ−

1,y

γ1
=

=
ξ2 + η2

ωμ0D
(u1z cos (γ2d) + iv1z sin (γ2d)) . (63)

Аналогично найдем Ê+
3,x, Ê

+
3,y и Ê+

3,z:

Ê+
3,x =

ξ

ωμ0D

(
u3x cos

2 (γ2d) + v3x sin
2 (γ2d) +

+ iw3x sin (γ2d) cos (γ2d)
)
, (64)

Ê+
3,y =

η

ωμ0D

(
u3y cos

2 (γ2d) + v3y sin
2 (γ2d) +

+ iw3y sin (γ2d) cos (γ2d)
)
, (65)

Ê+
3,z = −ξÊ

+
3,x

γ3
− ηÊ+

3,y

γ3
=
ξ2 + η2

ωμ0D
×

× (
u3z cos

2 (γ2d) + v3z sin
2 (γ2d) +

+ iw3z sin (γ2d) cos (γ2d)
)
. (66)

В формулах (61)–(66) коэффициенты u, v, w яв-
ляются функциями γ1, γ2 и γ3. Выражения для этих
коэффициентов представлены в Приложении B.

Найдем теперь поля в полупространствах.
Полупространство j = 1. Составляющая E1,x

определяется формулой

E1,x (x, y, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Ê−
1,xe

−iγ1zei(ξx+ηy)dξ dη.

Подставим выражение (61) для Ê−
1,x и перейдем к

полярным координатам. Учитывая тождества (54),
получим

E1,x (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

λS1,x (λ) e
−iγ1z ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
i cosϕ

2π

+∞∫
0

S1,x (λ) J1 (ρλ) e
−iγ1zλ2dλ, (67)

где

S1,x (λ) =
1

ωμ0D (λ)
(u1x cos (γ2d) + iv1x sin (γ2d))

— функция только от λ.
Аналогично для составляющей E1,y, учитывая

тождества (54), получим

E1,y (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)2

+∞∫
0

λS1,y (λ) e
−iγ1z ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

sinϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
i sinϕ

2π

+∞∫
0

S1,y (λ) J1 (ρλ) e
−iγ1zλ2dλ, (68)

где

S1,y (λ) =
1

ωμ0D (λ)
(u1y cos (γ2d) + iv1y sin (γ2d))

— также функция только от λ.
Отметим, что из (67) и (68) следует, что в ци-

линдрических координатах E1,ρ (ρ, z) = E1,x cosϕ +

+ E1,y sinϕ не зависит от ϕ, что соответствует сим-
метрии задачи. Из симметрии также следует, что
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E1,z не зависит от ϕ. Действительно, учитывая (54),
получим

E1,z (ρ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

λ2S1,z (λ) e
−iγ1z ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
1

2π

+∞∫
0

S1,z (λ) J0 (ρλ) e
−iγ1zλ3dλ, (69)

где
S1,z (λ) =

1

ωμ0D (λ)
(u1z cos (γ2d) + iv1z sin (γ2d)) .

Полупространство j = 3. Приведем аналогич-
ные выражения для составляющих полей. Состав-
ляющая по оси x представляется в виде

E3,x (x, y, z) =
1

(2π)
2 ×

×
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

Ê+
3,xe

iγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξ dη.

Переходя к полярным координатам и учитывая (54),
получим

E3,x (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

λS3,x (λ) e
iγ3(z−d)×

×
⎛⎝ 2π∫

0

cosϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
i cosϕ

2π

+∞∫
0

S3,x (λ)J1 (ρλ) e
iγ3(z−d)λ2dλ, (70)

где

S3,x (λ) =
1

ωμ0D (λ)

(
u3x cos

2 (γ2d) +

+ v3x sin
2 (γ2d) + iw3x sin (γ2d) cos (γ2d)

)
— функция только от λ.

Аналогично,

E3,y (ρ, ϕ, z) =
1

(2π)
2

+∞∫
0

λS3,y (λ) e
iγ3(z−d) ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

sinϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
i sinϕ

2π

+∞∫
0

S3,y (λ)J1 (ρλ) e
iγ3(z−d)λ2dλ, (71)

где

S3,y (λ) =
1

ωμ0D (λ)

(
u3y cos

2 (γ2d) +

+ v3y sin
2 (γ2d) + iw3y sin (γ2d) cos (γ2d)

)
.

Наконец,

E3,z (ρ, z) =
1

(2π)2

+∞∫
0

λ2S3,z (λ) e
iγ3(z−d) ×

×
⎛⎝ 2π∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

⎞⎠λdλ =

=
1

2π

+∞∫
0

S3,z (λ)J0 (ρλ) e
iγ3(z−d)λ3dλ, (72)

где

S3,z (λ) =
1

ωμ0D (λ)

(
u3z cos

2 (γ2d) +

+ v3z sin
2 (γ2d) + iw3z sin (γ2d) cos (γ2d)

)
.

Итак, мы получили выражения для электрического
поля вертикального диполя, расположенного на гра-
нице пленки в окружающих пленку полупростран-
ствах.

8. ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ ВЕРТИКАЛЬНЫЙ
ИЗЛУЧАТЕЛЬ НА СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕ
ПЛЕНКИ ЗОЛОТА В СХЕМЕ КРЕЧМАНА

Данная статья задумывалась как продолжение
работы по изучению явлений, связанных с поверх-
ностной плазмонной волной, которая возбуждается
по схеме Кречмана и распространяется вдоль сво-
бодной поверхности пленки металла (например, зо-
лота) определенной толщины, нанесенной на призму
[18]. На свободной поверхности пленки возбуждает-
ся волна, которая имеет высокую интенсивность на
границе раздела и убывает экспоненциально в на-
правлении, нормальном к границе. Если поместить
на свободной поверхности молекулу или нанострук-
туру, в которой будет индуцироваться поверхност-
ной волной дипольный момент, то можно найти из-
лучение индуцированного диполя, разложив диполь
на параллельную и перпендикулярную границе со-
ставляющие.

Излучение диполя, ориентированного парал-
лельно границе, было исследовано в работе [19].
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В данной работе мы рассмотрим элементарный
излучатель, с вертикальным дипольным моментом,
направленным перпендикулярно пленке. Интерес
представляет пространственная направленность
излучения этого диполя в двух случаях: при из-
лучении диполя на границе двух полупространств
без пленки (d → 0) и с металлической пленкой, по
свободной границе которой может распространять-
ся поверхностная плазмонная волна. Это сравнение
поможет понять влияние поверхностной волны на
направленные свойства элементарного излучателя.

Итак, выберем частоту излучения диполя ω, со-
ответствующую длине волны в вакууме, равной
λ0 = 633 нм, показатель преломления полупро-
странства призмы на этой частоте выберем равным
np = 1.6 (ε1 = 2.56ε0, где ε0 — диэлектрическая
проницаемость вакуума), показатель преломления
свободного полупространства над пленкой — n1 =

= 1 (ε3 = ε0). Диэлектрическую проницаемость зо-
лотой пленки на заданной частоте примем равной
ε2 = (−11.6 + i1.2) ε0 [12], а ее толщину — d =

= 48.6 нм. Как было показано [18], при таких па-
раметрах в пленке наилучшим образом возбужда-
ется поверхностная плазмонная волна при падении
плоской волны p-поляризации со стороны призмы
под углом αopt = 40.98◦ к нормали. Для того чтобы
оценить влияние такой пленки на излучение дипо-
ля в полупространство призмы и свободное полу-
пространство, были вычислены диаграммы направ-
ленности вертикального диполя, т. е. в плоскостях,
нормальных границе, проходящих через центр ди-
поля. Диаграммы вычислялись по амплитуде поля
и нормировались на максимум излучения.

На рис. 6а показаны диаграммы направленнос-
ти элементарного вертикального диполя в полупро-
странство призмы для двух случаев. Первый слу-
чай — пленка отсутствует (кривая 1 ), при этом ди-
поль расположен на границе двух полупространств
с диэлектрическими проницаемостями ε1 и ε3 со сто-
роны полупространства с ε3. Второй случай — с
пленкой (кривая 2 ), когда диполь расположен на
свободной границе золотой пленки (см. рис. 5б) (на
границе областей с проницаемостями ε2 и ε3 со сто-
роны полупространства с ε3). Диаграммы направ-
ленности представляют собой графики амплитуды
вектора электрического поля Ea в точках на линии
пересечения плоскости, проходящей через диполь, и
сферы большого радиуса Rs в зависимости от по-
лярного угла θ. Центр сферы находился в начале
координат. Угол θ отсчитывался от оси z. В чис-
ленных расчетах радиус сферы принимался равным

Рис. 6. Нормированные диаграммы направленности по ам-
плитуде поля, вычисленные для элементарного вертикаль-
ного диполя, расположенного на границе двух полупро-
странств (кривые 1) и на границе золотой пленки опти-
мальной толщины, нанесенной на призму (кривые 2), в
сторону призмы (а) и в сторону свободного пространст-

ва (б)

Rs = 158λ0, т. е. поля вычислялись в дальней зоне
излучения диполя.

Из рис. 6a видно, что в отсутствие металличе-
ской пленки максимум излучения в призму пример-
но соответствует углу полного внутреннего отраже-
ния призмы (кривая 1), который равен 38.7◦. Когда
появляется металлическая пленка, возникает резкий
пик излучения (кривая 2) при угле примерно 41◦,
однако однозначно связать этот пик на диаграмме
с возбуждением поверхностной волны, как кажет-
ся, нельзя. Интерференционные биения на кривых,
как показали расчеты, определяются конечностью
радиуса Rs и в пределе бесконечного радиуса ис-
чезают. На рис. 6б представлены такие же, как на
рис. 6а, диаграммы направленности, но в сторону
свободного полупространства (в область с проница-
емостью ε3). Из рисунка видно, что наличие метал-
лической пленки качественно не меняет направлен-
ных свойств излучения диполя в сторону свободного
полупространства.
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9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, предложено теоретическое рассмотрение
электромагнитного излучения элементарного ди-
польного источника, расположенного в плоскосло-
истой среде. Предложен аналитический метод све-
дения электромагнитных полей к одномерным ин-
тегралам для задачи излучения точечного диполя,
расположенного на границе одной пленки. Показа-
на общность метода. Рассмотрена прикладная зада-
ча – нахождение направленных характеристик из-
лучения нанообъектов, находящихся на свободной
поверхности пленки золота оптимальной толщины
в схеме Кречмана. Показано, что, при ориентации
излучающего диполя перпендикулярно границе, на-
личие металлической пленки, в которой может воз-
буждаться поверхностная волна, существенно влия-
ет на диаграмму направленности излучателя в полу-
пространство призмы, а в свободное полупростран-
ство практически не влияет.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Приведем выражения для коэффициентов a, b, c,
d, e, f .

Коэффициенты в формуле (45):

a1x = − (γ1 + γ3) , d1x = −γ1 + γ3
γ1γ3

,

b1x =
γ1γ3 + γ22

γ2
,

e1x =
γ3 + γ1
γ2γ3

+
(ε2 − ε1) k

2
3

ε2γ1γ2γ3
.

Коэффициенты в формуле (46):

a1y =
γ1 + γ3
γ1γ3

,

b1y =
1

γ1γ2γ3

(
(ε1 − ε2) k

2
3

ε2
− γ1 (γ1 + γ3)

)
.

Коэффициенты в формуле (48):

a3x = − (γ1 + γ3) , d3x = −γ1 + γ3
γ1γ3

,

b3x =
1

γ1k22

[
γ1γ3

(
k23 − γ23

)
+ γ3γ

3
1 + γ22k

2
1

]
,

e3x =
1

k22γ1γ
2
2γ3

[
γ3γ

2
1

(
k22 + γ22

)− γ3γ
4
2 + k21γ1γ

2
2

]
,

c3x =
γ3

γ1γ2k22

((
γ22 + γ21

) (
k23 − γ23

)
+ 2γ21γ

2
2

)
+

+
1

γ2k22

(
γ42 + γ21γ

2
2 + 2γ22

(
k22 − γ22

))
,

f3x =
1

γ1γ2γ3k22

(
k23

(
γ22 + γ21

)
+ 2γ21γ

2
2 −

− γ23
(
γ22 + γ21

))
+

1

γ2k22

(
2k22 + γ21 − γ22

)
.

Коэффициенты в формуле (49):

a3y =
γ1 + γ3
γ1γ3

,

b3y =
ε1 − ε2
ε2

γ1
(
k23 − γ23

)− γ22γ3

γ1γ22γ3
− γ1 (γ1 + γ3)

γ22γ3
,

c3y =
ε1 − ε2
ε2

k23 − γ3 (γ1 + γ3)

γ1γ2γ3
− 2 (γ1 + γ3)

γ2γ3
.

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Приведем выражения для коэффициентов u, v,
w.

Коэффициенты в формуле (61):

u1x = −γ3 + γ1
γ3

, v1x =
γ1γ3 + γ22
γ2γ3

.

Коэффициенты в формуле (62):

u1y = −γ3 + γ1
γ3

, v1y =
γ1γ3 + γ22
γ2γ3

.

Коэффициенты в формуле (63):

u1z = −γ3 + γ1
γ1γ3

, v1z =
γ1γ3 + γ22
γ1γ2γ3

.

Коэффициенты в формуле (64):

u3x =
(γ1 + γ3) k

2
1

γ1k23
, v3x = −

(
γ22 + γ1γ3

)
k22

γ22k
2
3

,

w3x =

= −
(
k23−γ23

) (
γ21+γ

2
2+2γ1γ3

)
+γ1

(
γ21γ3+γ

2
2γ3+2γ1γ

2
2

)
k23γ1γ2

.

Коэффициенты в формуле (65):

u3y =
(γ1 + γ3) k

2
1

γ1k23
, v3y = −

(
γ22 + γ1γ3

)
k22

γ22k
2
3

,
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w3y =

= −
(
k23−γ23

) (
γ21+γ

2
2+2γ1γ3

)
+γ1

(
γ21γ3+γ

2
2γ3+2γ1γ

2
2

)
γ1γ2k23

.

Коэффициенты в формуле (66):

u3z = − (γ1 + γ3) k
2
1

γ1γ3k23
, v3z =

(
γ22 + γ1γ3

)
k22

γ22γ3k
2
3

,

w3z =

=

(
k23−γ23

) (
γ21+γ

2
2+2γ1γ3

)
+γ1

(
γ21γ3+γ

2
2γ3+2γ1γ

2
2

)
γ1γ2γ3k23

.
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В КВАЗИМОЛЕКУЛЕ ПРИ СТОЛКНОВЕНИЯХ Ne+–Ne
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Показано, что экспоненциальная компонента спектра электронов при столкновениях Ne–Ne связана с
переходами электрона с автоионизационного терма в континуум. Определены характеристики этого тер-
ма. Экспоненциальная форма спектра объясняется отсутствием интерференции амплитуд перехода при
сближении и разлете частиц, что связано с большой вероятностью перехода. Для оже-переходов в квази-
молекуле определены зависимость средней энергии оже-перехода от достигнутого межъядерного рассто-
яния, которая хорошо согласуется с результатами расчетов энергетических уровней для системы Ne–Ne,
и зависимость средневзвешенной вероятности оже-перехода от наблюдаемой энергии электрона Ee. По-
казано, что c ростом Ee при уменьшении межъядерного расстояния вероятность переходов значительно
уменьшается, что, по-видимому, связано с уменьшением интегралов перекрывания волновых функций
взаимодействующих электронов. Проведенный анализ позволяет сформировать целостную картину иони-
зации в столкновениях ионов средних масс энергий порядка кэВ.

DOI: 10.31857/S0044451021010041

1. ВВЕДЕНИЕ

При медленных атомных столкновениях с боль-
шими сечениями происходит формирование авто-
ионизационных состояний, распад которых после
разлета частиц является основным каналом иони-
зации и приводит к возникновению характеристи-
ческого линейчатого спектра электронов. В нашей
работе [1] было показано, что механизм ионизации
при столкновениях Ne+–Ne аналогичен образова-
нию L23, вакансий при столкновениях Ar+–Ar. При
тесном сближении сталкивающихся атомов при до-
стижении межъядерного расстоянияRc = 1.3 ат. ед.,
происходит выдвижение 4fσ-орбитали. Это приво-
дит к появлению одного-двух электронов на уровне
4f -объединенного атома. Заброс электронов на сла-
бо связанные уровни облегчает их переход в кон-
тинуум вследствие возмущения, обусловленного из-
менением поля ядер при столкновениях (динамиче-
ской ионизации). Спектры электронов при столкно-
вениях Ne+–Ne изучались в работе [2] для энергий

* E-mail: zinoviev@inprof.ioffe.ru

соударения 50–300 кэВ и в работе [3] для энергий
25–800 кэВ. В работе [3] была предложена эмпири-
ческая формула, хорошо описывающая экспоненци-
ально убывающий с ростом энергии спектр электро-
нов, и высказано соображение, что данный спектр
связан с переходами электронов в континуум с тер-
ма квазимолекулы, образующейся при сближении
сталкивающихся атомов:

σ (Ee, θ) =
σ′
0

Ee
exp

(− (Ee − δ) a

�v

)
.

В данном выражении σ′
0, δ, a — параметры, Ee —

энергия вылетевшего электрона, v — скорость со-
ударения.

За прошедшее время произошло значительное
развитие теории таких переходов. Было показано,
что они могут быть обусловлены скрытыми пере-
сечениями термов в комплексной плоскости межъ-
ядерного расстояния [4, 5]. Подробный обзор тео-
ретических работ по описанию данного механизма
ионизации дан в [6]. Среди других исследований
спектров электронов при атомных столкновениях
следует упомянуть работы [7–12].

Другим механизмом ионизации, приводящим к
появлению электронов с непрерывным спектром
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энергий в виде широкой полосы, являются оже-пе-
реходы в квазимолекуле, обнаруженные в нашей ра-
боте [13]. В этом случае вакансия на орбитали запол-
няется во время соударения частиц, а энергия пере-
хода меняется при изменении межъядерного рассто-
яния. В работах [7, 14] было развито теоретическое
описание таких переходов, из которого следовало,
что в классически разрешенной области могут на-
блюдаться осцилляции, связанные с интерференци-
ей амплитуд при сближении и разлете частиц, а в
запрещенной области эмиссия электронов возмож-
на вследствие так называемого столкновительного
уширения.

В работах [15,16] применялась регистрация элек-
тронов по совпадениям с рассеянными на заданный
угол ионами и получены спектры электронов для
конкретных траекторий частиц с заданными пара-
метрами удара. Применение данной методики позво-
лило решить задачу спектроскопии квазимолекулы.
Для нескольких систем были определены зависимо-
сти хода орбитали от межъядерного расстояния, ко-
торые неплохо согласуются с теоретическими расче-
тами, и оценена вероятность оже-переходов в квази-
молекуле.

Однако до сих пор детальное сопоставление
с единых позиций существующих теоретических
представлений и результатов измерений спектров
электронов для столкновений типа Ne+–Ne не про-
водилось. В задачи настоящей работы входили сле-
дующие: а) проверить теоретические предсказания
для экспоненциальной части спектра, обусловлен-
ной переходами электрона в континуум вследствие
динамической ионизации; б) рассмотреть влияние
различных каналов на наблюдаемые спектры для
оже-переходов в квазимолекуле и оценить из экспе-
римента зависимость вероятности оже-переходов в
квазимолекуле.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

Результаты измерений сечений эмиссии электро-
нов [17] при столкновениях в диапазоне энергий
3–50 кэВ представлены на рис. 1.

Представленные на рис. 1 спектры распадаются
на две компоненты: экспоненциальную составляю-
щую и широкую полосу, обусловленную оже-перехо-
дами в квазимолекуле. Измерения при сравнительно
низких энергиях позволяют выделить эту составля-
ющую более явно, тогда как при энергии 50 кэВ она
выражена слабо.

Рис. 1. Спектры электронов при столкновениях Ne+–Ne
для различных энергий соударения [17]. Цифры у кривых

указывают энергию соударения в кэВ

Для сопоставления с теорией нам необходимо се-
чение, проинтегрированное по углам вылета элект-
рона σ(Ee, Ecol) (Ee — энергия вылетевшего элект-
рона, Ecol — энергия соударения):

σ (Ee, Ecol) =

∫
d2σ

dEedΩ
sinΘ dΘ dϕ = 4π

d2σ

dEedΩ
β,

где β — поправочный коэффициент, учитывающий
анизотропию вылета электрона в зависимости от уг-
ла наблюдения. В случае [17] угол наблюдения со-
ставлял 128.5◦ относительно направления пучка и
поправочный коэффициент β = 1.18± 0.07. Резуль-
таты измерений зависят от эффекта Доплера и угла
наблюдения вылетевших электронов. Коррекция на
эффект Доплера проводилась согласно формулам

ELab
e =

(
1 +

vi
ve

cosΘ

)2

ECM
e ,

σ (Ee)
CM

= σ (Ee)
Lab dE

Lab
e

dECM
e

.

Здесь ECM
e и ELab

e , σ(Ee)
CM и σ(Ee)

Lab — энергия
электрона и сечение в системе центра масс и в лабо-
раторной системе соответственно, vi — скорость из-
лучателя (в случае квазимолекулы — скорость цент-
ра масс, т. е. vi = v/2) и ve — скорость электрона,
Θ — угол наблюдения.

На рис. 2 представлены данные измерений при
разных углах вылета электрона Θ = 128.5◦ [17] и
Θ = 90◦ [2]. Как видно из рис. 2, данные, измерен-
ные при разных углах вылета электрона, хорошо со-
гласуются между собой при учете эффекта Доплера
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Таблица. Потенциалы ионизации и вероятности ионизации различных состояний Pi в зависимости от энергии
соударения Ecol, вычисленные по формуле (1) [18]

Терм
I,
эВ

E, кэВ
3 4 6.25 12.5 25 50

4f 0.85 P1 0.844 0.864 0.889 0.920 0.943 0.959

4f2 2.31 P2 0.631 0.671 0.727 0.798 0.853 0.893

3d4f2 13.6 P3 0.00176 0.00412 0.0123 0.0447 0.156 0.216

Рис. 2. Учет влияния эффекта Доплера на измеряемые
спектры. Совпадение кривых, измеренных для разных уг-
лов наблюдения, при введении поправки на эффект До-
плера доказывает, что испускание электрона происходит

во время соударения

в предположении, что испускание электрона проис-
ходит в системе центра масс, т. е. во время соударе-
ния.

В дальнейшем мы будем обсуждать зависимости
сечений от энергии вылетевшего электрона, скор-
ректированные на эффект Доплера, и будут исполь-
зоваться атомные единицы.

3. АНАЛИЗ ВКЛАДА ДИНАМИЧЕСКОЙ
ИОНИЗАЦИИ

Оценим вероятность перехода электрона P в кон-
тинуум, применив формулу из работы [18]:

P = exp

(
−πIa

v

)
, (1)

где I — потенциал ионизации, а — характерный мас-
штаб изменения волновой функции, v — скорость

соударения. Для случая выдвижения 4fσ-орбитали
a = 0.134 ат. ед. [3], для 3dσ — 0.25 ат. ед.

Энергии ионизуемых уровней и вероятности
ионизации приведены в таблицe. При возбуждении
одного электрона эффективный заряд остова атома
был равен 1, при возбуждении двух электронов —
1.7, при возбуждении 3d-уровня — 3.

Как видно из таблицы, вероятность ионизации
с уровня 4f весьма высока. Следует отметить, что
ионизовать возбужденный уровень 3d, заселяемый
вследствие выдвижения 3dσ- и 3dπ-орбиталей, зна-
чительно труднее (см. нижнюю строку в таблице).
Следует отметить, что дополнительная ионизация
вследствие выдвижения 3dσ- и 3dπ-орбиталей на-
блюдается только при энергиях соударения более
10 кэВ [19]. Использование этих данных позволя-
ет оценить вклад в сечение ионизации канала, свя-
занного с выдвижением 3dσ- и 3dπ-орбиталей, как
3·10−17 см2, т. е. менее 10% от полного сечения иони-
зации. Выдвижение 4fσ-орбитали вследствие боль-
шого геометрического фактора (Rc = 1.32 ат. ед.
[20]) вносит основной (90%) вклад в сечение иони-
зации.

Другим каналом ионизации, вносящим вклад в
наблюдаемые спектры, являются оже-переходы в
квазимолекуле на 2pπ- и 3pπ-орбитали, наблюдав-
шиеся в работе [15]. Согласно [17] вклад этих кана-
лов в сечение ионизации не превышает 10−18 см2.

Перезарядка и соответствующая интерференция
каналов влияет на зарядовые распределения парт-
неров соударения после разлета, но не сказывается
на степени ионизации системы в целом, а следова-
тельно, на спектре электронов.

В работах [4,5] рассчитывалось поведение термов
Ei(R) для системы H+–H в комплексной плоскости
межъядерного расстояния R. Различные термы яв-
ляются разными листами функции Ei(R). При опре-
деленных точках R эти листы могут пересекаться,
а вероятность перехода между различными терма-
ми может быть оценена вычислением интеграла по
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обходу этих точек, как это сделано в известной моде-
ли Ландау – Зинера. Было обнаружено наличие осо-
бенностей типа «штопора», которые связывают мно-
жество листов и обусловливают возможность пере-
хода электрона в континуум. Это объяснило воз-
можность выдвижения диабатического терма в кон-
тинуум, несмотря на наличие кулоновского сгуще-
ния термов. Для вычисления вероятности перехода
электрона в континуум P с терма Ei(R) было пред-
ложено выражение [5]

P (Ee) =
1

2πv
×

×

∣∣∣∣∣∣∣
dRi

dEe
C2

i (Ee) exp

⎧⎪⎨⎪⎩2i

v

Ee∫
E∞

i

Ri(E
′) dE′

⎫⎪⎬⎪⎭
∣∣∣∣∣∣∣ ,

где Ri(Ee) — функция, обратная к Ei(R). Нормиру-
ющий коэффициент для кулоновского поля иона с
зарядом Z равен

C2 (Ee) =
k3

Z

(
1− exp

{−2πZ

k

})
,

где k — импульс вылетевшего электрона. Таким об-
разом, предсказывается спектр вылетевших элек-
тронов экспоненциальной формы, определяемой в
основном экспонентой exp

(− 2
v

∫
ImRi(E

′)dE′), где
ImRi(Ee) — мнимая часть функции Ri(Ee).

Сечение эмиссии электронов получается инте-
грированием вероятности перехода по параметрам
удара. В работе [21] для описания спектров элект-
ронов было предложено выражение

σ(Ee) = A (Ee) exp

(
−α(Ee)

v

)
,

α (Ee) = 2

Ee∫
Ep

ImR(E) dE ,

A (Ee) =
4π |R (Ee)|2 ImR(Ee)

α(Ee)
.

Следуя методике, предложенной в [22], т. е. взяв от-
ношение сечений для двух скоростей соударения,
можно убрать влияние предэкспоненциального фак-
тора и получить

α (Ee) = − ln

{
σ (Ee, E1)

σ (Ee, E2)

}[
1

v1
− 1

v2

]−1

, (2)

таким образом можно определить из эксперимента
значение α(Ee) (см. рис. 3), здесь v1, v2 — скорости
соударения для двух рассматриваемых случаев.

Рис. 3. (В цвете онлайн) Зависимости α(Ee), полученные
по формуле (2) из отношения сечений, измеренных при
разных энергиях. Стрелкой указано значение Ep = 17.5 эВ,

когда терм переходит в сплошной спектр

Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости ImR(Ee), получен-
ные из различных отношений сечений. Фитирующая кри-

вая F — практически константа

Как видно из рис. 3, данные для различных пар
скоростей укладываются на одну кривую, что ука-
зывает на отсутствие зависимости в предэкспонен-
циальном множителе от скорости соударения. Зави-
симости α(Ee) обращаются в нуль при энергии Ep =

= 17.5±1.0 эВ, что свидетельствует о том, что иони-
зация происходит с автоионизационного уровня, на-
ходящегося в континууме. Значение Ep слабо зави-
сит от использованной пары сечений. Зависимость
α(Ee) хорошо описывается линейной зависимостью,
квадратичный член мал.
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Зависимости величины A(Ee)

от энергии электрона при различных энергиях соударения
(A(Ee) = (dσ/dEe) exp[α(Ee)]). Фитирующая кривая поз-

воляет получить величину A(Ee)

Взяв производную от значения α(Ee) по энергии
электрона, получим из эксперимента зависимость
ImR(Ee) (рис. 4). Фитируя эту зависимость полино-
мом, видим, что ImR(Ee) практически константа и
слабо зависит от Ee, что расходится с теоретически-
ми предсказаниями [5] о том, что значение ImR(Ee)

должно уменьшаться с ростом Ee. Факт, что зави-
симость ImR(Ee) является практически константой,
связан с экспоненциальной формой спектра. Такая
форма спектра предполагает отсутствие интерфе-
ренции амплитуд перехода при сближении и разлете
частиц. А это может происходить в том случае, ес-
ли вероятность перехода в континуум высока, что
имеет место в изучаемом случае.

Значение нормировочного предэкспоненциально-
го множителя можно получить, построив соотноше-
ние A(Ee) = (dσ/dEe) exp[α(Ee)], см. рис. 5. Выра-
жение, предложенное в [21], дает значение A(Ee) =

= 4π |R(Ee)|2 /(Ee − Ecol), что явно не согласуется
с экспериментом. Результаты эксперимента можно
фитировать выражением A(Ee) = 3πR2

c exp(−γEe),
γ = 0.776. Подобная зависимость не имеет пока тео-
ретического объяснения и, возможно, связана с вли-
янием кулоновского поля ядер на волновую функ-
цию эмитированного электрона.

Прямая ионизация и столкновительное ушире-
ние линий (postcollision interaction) приводят к по-
хожим формам спектров электронов. Влияние после
столкновительного уширения наблюдалось вблизи
порогов фотоионизации [23, 24], при возбуждении
автоионизационных состояний при столкновениях с

электронами [25,26] и ионами [27]. При ионном воз-
буждении это влияние характеризуется отношени-
ем времени жизни уровня к времени соударения. В
нашем случае вероятность срыва электрона близка
к 100%, время жизни автоионизационного состоя-
ния мало, что делает влияние послестолкновитель-
ного уширения маловероятным. В частности, экс-
перимент показывает отсутствие зависимости пред-
экспоненциального множителя от скорости соударе-
ния. На наш взгляд, требуется более подробное изу-
чение влияния взаимодействия с ионным остовом на
форму спектра электронов при динамической иони-
зации.

Таким образом, показано, что появление экспо-
ненциальной компоненты в спектре электронов со-
гласуется с представлением о выдвижении автоио-
низационного терма в континуум. Высокая веро-
ятность срыва электрона приводит к отсутствию
интерференции амплитуд перехода при сближении
и разлете частиц и, как следствие, к экспоненци-
альной форме спектра. Определены параметры ав-
тоионизационного терма: Ep = 17.5 эВ, зависи-
мость ImR(Ee), а также значение предэкспоненци-
ального множителя A(Ee). Полученные зависимос-
ти ImR(Ee) и A(Ee) расходятся с предсказаниями
теории.

Получим полное сечение ионизации, проинтегри-
ровав σ(Ee) по энергии электрона,

σi = 3πR2
c ×

×

⎧⎪⎨⎪⎩ exp (−γEp)

ImR (Ee)

v
+ γ

+ [1− exp (−γEp)] γEp

⎫⎪⎬⎪⎭ . (3)

Значения, полученные по формуле (3) (см. рис. 6,
звездочки), находятся в хорошем согласии с незави-
симыми экспериментальными данными [28,29].

4. ОЖЕ-ПЕРЕХОДЫ В КВАЗИМОЛЕКУЛЕ

Как видно из рис. 1, в спектре присутствует ши-
рокая полоса при больших энергиях электронов (бо-
лее 60 эВ), которая связана с оже-переходами в ква-
зимолекуле. Особенно ярко вклад этой компоненты
виден на рис. 5. Оже-переходы в квазимолекуле, об-
разующейся при столкновениях Ne–Ne, изучались
в работе [15] с использованием техники совпадений
электрон–рассеянный ион. Применение техники сов-
падений позволяет уменьшить вклад в спектр пе-
реходов, связанных с выдвижением 4fσ-орбитали,
так как убирается интегрирование по прицельным
параметрам. В изучаемом случае Ne+–Ne имеется
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Рис. 6. Зависимости полного сечения ионизации при
столкновениях Ne+–Ne от энергии соударения. Звездоч-
ками показаны результаты расчета сечения ионизации с

помощью формулы (3)

конечная вероятность оказаться одной вакансии на
снижающейся при сближении частиц 2pπ-орбитали
и стопроцентная вероятность наличия четырех ва-
кансий на 3pπ-орбитали. Это делает переходы на
3pπ-орбиталь на порядок более вероятными, чем
на 2pπ-орбиталь, в согласии с экспериментом [15].
Энергии переходов, связанные с заполнением вакан-
сии на 3pπ-орбитали, лежат в области Ee < 1 ат. ед.,
скрыты вкладом экспоненциальной компоненты и в
настоящей работе не изучались.

4.1. Классическое и квантовомеханическое
описания спектров электронов при
оже-переходах в квазимолекуле

При классическом рассмотрении вероятность
вылета электрона при распаде вакансии на квази-
молекулярном уровне равна

P (Ee) = 2fW (R)
dR

dEe

1

v(R)
.

Здесь f — число вакансий на рассматриваемом
уровне, W (R) — вероятность оже-распада вакансии,
коэффициент 2 учитывает тот факт, что расстоя-
ние R проходится дважды: при сближении и разле-
те частиц, dR/dEe определяется зависимостью тер-
ма от межъядерного расстояния, v(R) — радиаль-
ная компонента скорости. В точке поворота траек-
тории v(R) = 0, и при классическом рассмотрении
в спектре электронов имеется расходимость. Сече-
ние эмиссии электронов получается интегрировани-
ем вероятности перехода по параметрам удара b, ко-
гда достигается межъядерное расстояние R:

σ(Ee) = 2

b(R)∫
0

2πb dbfW (R)
dR

dEe

dt

dR
=

= 4πfW (R)
dR

dEe
R
b (R)

v0
.

Здесь v0 — скорость налетающей частицы, b(R) =

= R[1−U(R)]0.5 — максимальное значение парамет-
ра удара, когда достигается расстояние R, U(R) —
потенциал взаимодействия.

При квантовомеханическом рассмотрении вбли-
зи точки поворота траектории R возникает интер-
ференция амплитуд перехода при сближении и раз-
лете частиц. В работе [14] получено выражение для
вероятности перехода для терма, квадратично зави-
сящего от времени, Ei = ξt2, учитывающее интерфе-
ренцию амплитуд перехода при сближении и разлете
частиц:

P (Ee) = Bξ−2/3A2
i

{
ξ−1/3 (Ee − Ei)

}
.

Здесь Ee — энергия вылетевшего электрона,
Ei(R) — зависимость энергии оже-перехода от
достигнутого межъядерного расстояния, Ai(x) —
функция Эйри, B — нормирующая константа. Если
энергия оже-перехода возрастает при уменьшении
межъядерного расстояния, то при Ee > Ei(R)

спектр экспоненциально убывает пропорционально
асимптотике функции A2

i (x) [30]:

A2
i (x) =

1

4π
x−0.5 exp

(
−4

3
x3/2

)
,

т. е. имеют место туннельные переходы в запрещен-
ной области. В разрешенной области решение имеет
асимптотику [30]

A2
i (x) =

1

π

1

x0.5
sin2

(
x3/2 +

π

4

)
,

т. е. могут наблюдаться осцилляции в спектре элект-
ронов. Параметр α равен

ξ =
1

2

d2Ei

dt2
=

=
1

2

(
d2Ei

dR2

(
dR

dt

)2

+
dEi

dR

d2R

dt2

)∣∣∣∣∣
R=R(E0)

.

Радиальная скорость при приближении к точке
поворота стремится к нулю, поэтому первый член
исчезает и получаем выражение, приведенное в ра-
боте [15]:

ξ =
1

2

dEi

dR

d2R

dt2

∣∣∣∣
R=R(E0)

.
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Замечая, что

d2R

dt2
=

dR

dt

d (dR/dt)

dR
=

1

2

d (dR/dt)
2

dR
=

=
1

2
v20

(
−dU (R)

dR

1

ECM
+ 2

b2

R3

)
,

получаем

ξ =
1

4

dEi

dR
v2
(
−dU (R)

dR

1

ECM
+ 2

b2

R3

)
,

т. е. значение α зависит от производной терма
dEi/dR, возрастает с ростом скорости соударения
и зависит от параметра удара, производной от по-
тенциала взаимодействия U(R). В данной работе
использовалась зависимость U(R), полученная в
[31] из экспериментальных данных о рассеянии при
столкновениях Ne+–Ne.

Для нахождения нормирующей константы B

воспользуемся тем, что в классически разрешенной
области квантовомеханическое решение должно сов-
падать с классическим. Заменяя квадрат синуса в
асимптотике средним значением 0.5 и проводя ин-
тегрирование по параметру удара, получаем

σ(Ee) =

b(R)∫
0

P (b) ·2πb db =

= B

b(R)∫
0

ξ−0.5 [Ee − Ei (R)]
−0.5

b db.

При больших параметрах удара

b ≈ R,Ee − Ei (R) ≈ dEi

dR
(R−R0) ,

ξ−0.5 = 20.5
(
dR

dEi

)−0.5

v−1R1.5b−1.

Интегрируя по параметрам удара, имеем

σ (Ee) ≈ 1

v
B·20.5 dR

dEi
Rb(R).

Приравнивая квантовое выражение к классическо-
му выражению, находим

B = 23/2πfW (R) ,

a для сечения получаем

σ(Ee) = 25/2π2fW (R)×

×
b(R)∫
0

ξ−2/3A2
i

{
α−1/3 [Ee − Ei(R)]

}
b db.

4.2. Анализ спектров в одноканальном
приближении

На рис. 7 приведены рассчитанные спектры элек-
тронов в классическом и квантовомеханическом
приближении, которые сопоставляются c результа-
тами экспериментов. Имеется ошибка, связанная с
различными способами вычитания вклада экспонен-
циальной компоненты. Указана область достоверно-
сти, когда различие в способах вычитания не приво-
дит к ошибке, превышающей 30%. Приведена рас-
четная кривая при параметре удара b = 0.01 Å, что
практически соответствует лобовому соударению.
При этом достигается расстояние наибольшего сбли-
жения R0, определяемое из соотношения U(R) =

= ECM . Нуль функции Эйри при этом соответству-
ет энергии оже-перехода при таком расстоянии. Как
видно из рисунка, при квантовом рассмотрении име-
ет место экспоненциальное убывание при больших
энергиях, описываемое асимптотикой функции Эй-
ри при больших x, а при классическом рассмотрении
в этой точке сечение принимает нулевое значение.
Сопоставление формы расчетных и эксперименталь-
ных кривых позволяет судить о правильности ис-
пользованного при расчете значения параметра α.

Рис. 7. Методика определения Ei(R0). Расчетный спектр
и экспериментальная кривая нормируются по абсолютной
величине, и варьированием параметров расчета достига-
ется хорошее описание правого края спектра. Приведен
случай Ecol = 3 кэВ. Кривые A, B — различные способы
вычитания вклада экспоненциальной компоненты (стрел-
кой указана область достоверности результатов из-за двух
способов вычитания экспоненциальной компоненты). Зна-
чение Ei(R0) соответствует пределу классического расчета
и положению нуля функции Эйри при квантовом расчете

для нулевого параметра удара
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Рис. 8. Положение эффективного терма (точки), полу-
ченного из эксперимента, и диаграмма МО для системы

Ne–Ne [32]. Точки с усами — результаты работы [15]

Проведенный анализ при всех энергиях позволя-
ет построить зависимость средней энергии оже-пе-
рехода от достигнутого межъядерного расстояния.
Поведение термов для систем Ne–Ne и Ne+–Ne по-
добно, что позволяет использовать расчет термов
для системы Ne–Ne для анализа оже-переходов в си-
стеме Ne+–Ne. Величина потенциала ионизации Ne
cоставляет примерно 0.7 aт. eд., в то время как энер-
гия изучаемых оже-переходов в нашем случае со-
ставляет 4–9 ат. ед., т. е. различие небольшое. Ниже,
в разд. 4.3, мы обсудим сдвиги, связанные с разли-
чием систем Ne–Ne и Ne+–Ne. Как видно из рис. 8,
имеется хорошее согласие экспериментальных дан-
ных с результатами расчетов поведения молекуляр-
ных орбиталей (МО) для системы Ne–Ne [32]. Этот
факт является главным аргументом правильности
нашей интерпретации экспериментальных данных.
Второй аргумент связан с тем, что если учесть пред-
сказанную теорией зависимость сечения от скорос-
ти соударения и построить зависимость σ(Ee)v, то
широкие полосы в спектре, измеренные при разных
энергиях соударения, ложатся на единую кривую.

4.3. Анализ спектров в многоканальном
приближении

Как следует из диаграммы МО [32] (рис. 8), за-
полнение вакансии на 2pπ может происходить с ор-
биталей 3pσ (на орбитали 2 электрона), 3dσ (2 элект-
рона), 3dπ (4 электрона).

Мы предполагаем, что орбитали 3sσ, 3pπ и 3dδ не
содержат электронов, так как формируются из неза-
полненных при больших межъядерных расстояни-

Рис. 9. (В цвете онлайн) Энергии оже-переходов из различ-
ных начальных состояний на 2pπ-вакансию, вычисленные
нами из данных о положении МО [32]. Для сопоставле-
ния приведена средняя энергия оже-переходов (эффектив-
ный терм), определенная из эксперимента в одноканаль-

ном приближении

ях уровней. Орбиталь 4fσ опустошена переходами
электронов в континуум. Таким образом, имеется по
крайней мере 6 вариантов оже-переходов: 3pσ2–2pπε
(под значком ε понимается улетающий электрон),
3dσ2–2pπε, 3dπ2–2pπε, 3pσ3dσ–2pπε, 3pσ3dπ–2pπε и
3dσ3dπ–2pπε.

На рис. 9 энергии оже-переходов для этих кана-
лов, рассчитанные из диаграммы МО, сравниваются
со средней энергией оже-перехода, полученной нами
из эксперимента. Имеется хорошее согласие средней
энергии оже-перехода, полученной из анализа экспе-
римента, с расчетными значениями. Следует заме-
тить, что при энергиях соударения 3 и 4 кэВ вклад
в спектр электронов вносят всего два канала. При
больших энергиях столкновения все шесть каналов
могут вносить вклад. В работе [33] были рассчитаны
вероятности переходов из интересующих нас состоя-
ний в водородоподобном ионе с двумя возбужденны-
ми электронами, которые оказались сравнимыми по
величине. В нашем случае энергии уровней 3p и 3d

значительно различаются, поэтому наш расчет но-
сит модельный характер: мы предполагаем вероят-
ности оже-переходов равными. Введем понятие фак-
тора перехода:

Gi = 25/2
π2

v

b(R)∫
0

ξ−2/3A2
i

{
ξ−1/3 [Ee − Ei(R)]

}
b db.
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Рис. 10. Сравнение расчетных факторов оже-переходов с
данными измерений сечений σv для Ecol = 3 кэВ. Для
удобства сравнения результатов расчета и эксперимен-
та измеренное сечение умножено на 1300. Кривая «Сум-
ма» — сумма факторов Gi. Приведено также значение
Wf , умноженное на 1000, полученное по формуле (4)

В классическом пределе Gi = 4π(dEi/dR)
−1Rb(R),

где Ei(R) — зависимость энергии рассматриваемого
оже-перехода от межъядерного расстояния. Произ-
ведение сечения на скорость соударения равно

σv =
∑
i

GiWif,

где Wi — вероятность оже-перехода, f — вероят-
ность иметь вакансию на 2pπ-орбитали. Если взять
отношение σv к сумме факторов перехода, получаем
средневзвешенную вероятность оже-перехода:

W =
1

f

σv∑
iGi

=

∑
iGiWi∑
iGi

, (4)

т. е. каждый переход учитывается с весовым факто-
ром Gi.

На рис. 10–15 представлены зависимости рас-
четных факторов от энергии электронов в сопо-
ставлении с измеренными значениями σv. Соотно-
шение этих величин позволяет оценить средневзве-
шенную вероятность оже-перехода. Как видно из
рис. 10, вычисленное положение правого края спект-
ра определяется каналом 3dπ3dπ–2pπε и отличается
от полученного экспериментально на сдвиг, равный
0.81 ± 0.03 ат. ед. Причина сдвига — различие в по-
ведении орбиталей для систем Ne–Ne и Ne+–Ne, о
чем говорилось выше, а также погрешности теоре-
тического расчета. Вклад канала 3pσ3dπ–2pπε сдви-
нут на ту же величину в сторону меньших энергий,

Рис. 11. Представлены данные для Ecol = 4 кэВ. Значение
σv умножено на 1000. Вклады каналов приведены с учетом

сдвига

Рис. 12. Представлены данные для Ecol = 6.25 кэВ

поскольку энергия обоих переходов определяется в
основном энергией 2pπ-орбитали, и можно предпо-
ложить, что упомянутые сдвиги равны. С учетом
сдвига канал 3pσ3dπ–2pπ начинает вносить вклад
при Ee = 2.2 ат. ед. Имеется корреляция с областью
роста экспериментального сечения. В то же время
этот рост проявляется вблизи края области досто-
верности значения сечения, связанного с вычитани-
ем вклада экспоненциальной компоненты. Из соот-
ношения (4) определена величина fW (R) (сплошная
линия на рис. 10), которую в данном случае можно
трактовать как вероятность оже-перехода в атом-
ных единицах для перехода 3dπ3dπ–2pπε, вносящего
основной вклад в сечение.
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Рис. 13. Представлены данные для Ecol = 12.5 кэВ

Рис. 14. Представлены данные для Ecol = 25 кэВ. Сим-
волами A и B показаны экспериментальные кривые, полу-
ченные при разном способе вычитания экспоненциальной

подложки

При энергии соударения Ecol = 4 кэВ по-преж-
нему доминирует вклад канала 3dπ3dπ–2pπε, сдвиг
составляет 0.95±0.05 ат. ед. Вблизи порога достовер-
ности имеется вклад канала 3pσ3dπ–2pπε. Осталь-
ные каналы вносят вклад при Ee < 2 ат. ед.

При Ecol = 6.25 кэВ край при больших энерги-
ях электронов определяется каналом 3dπ3dπ–2pπε,
сдвиг составляет 1.10± 0.05 ат. ед. Затем подключа-
ются каналы с начальными состояниями 3dσ3dπ и
3dσ4dσ, а при энергиях менее 5 ат. ед. вносит вклад
канал 3pσ3dπ–2pπε.

При больших энергиях 12.5–50 кэВ (рис. 13–15)
практически одинаковую зависимость от энергии
электрона дают три канала с начальными состо-

Рис. 15. Представлены данные для Ecol = 50 кэВ. Обозна-
чения те же

Рис. 16. (В цвете онлайн) Зависимость средней вероят-
ности оже-переходов от наблюдаемой энергии электрона.
Кривые A и B показывают ошибки, связанные с вычита-

нием экспоненциальной компоненты

яниями 3dπ3dπ, 3dσ3dπ и 3dσ3dσ, также группи-
руется вклад от каналов с начальными состояни-
ями 3pσ3dπ и 3pσ3dσ. Сдвиги для энергий 12.5,
25 и 50 кэВ составляют соответственно 1.56, 1.59
и 1.79 ат. ед. Сплошной линией показано значение
фактора fW (R). Кривые, отмеченные символами
A и B, получены при разных способах вычитания
экспоненциальной подложки и позволяют оценить
ошибку, связанную с ee вычитанием.

Вероятности оже-переходов в квазимолекуле в
зависимости от наблюдаемой энергии электрона
представлены на рис. 16. Как видно из рис. 16,
данные, полученные из обработки сечений, изме-
ренных при разных энергиях соударения, согласу-

5 ЖЭТФ, вып. 1
65



А. Н. Зиновьев, П. Ю. Бабенко, А. П. Шергин ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021

ются. Ошибки, связанные с вычитанием экспонен-
циальной компоненты, не превышают 30%. Абсо-
лютные ошибки связаны, главным образом, с абсо-
лютными измерениями сечений и составляют также
30%. Различия в зависимостях вероятности эмиссии
от энергии электрона при разных начальных энер-
гиях связаны с погрешностями определения сдви-
га края спектра между экспериментом и расчетом.
При определении W (Ee) использовалось значение
f = 1/3, что соответствует статистике распреде-
ления вакансии между молекулярными уровнями,
формирующимися из 2p-оболочки Ne при больших
R. Как видно из рис. 16, c ростом Ee, что соот-
ветствует уменьшению межъядерного расстояния,
вероятность переходов значительно уменьшается, и
это, по-видимому, связано с уменьшением интегра-
лов перекрывания волновых функций электронов,
участвующих в оже-переходе.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что экспоненциальная компонента
спектра электронов при столкновениях Ne+–Ne свя-
зана с переходами электрона с автоионизационного
терма в континуум. Определены характеристики
этого терма. Отсутствие интерференции амплитуд
перехода при разлете и сближении частиц связано
с большой вероятностью перехода, что объясняет
практически экспоненциальную форму спектра.

Для оже-переходов в квазимолекуле определена
зависимость средней энергии оже-перехода от до-
стигнутого межъядерного расстояния, которая хо-
рошо согласуется с расчетами МО для системы
Ne–Ne, и определена зависимость средневзвешенной
вероятности оже-перехода от наблюдаемой энергии
электрона. Показано, что c ростом Ee, при умень-
шении межъядерного расстояния вероятность пере-
ходов значительно уменьшается, что, по-видимому,
связано с уменьшением интегралов перекрывания
волновых функций взаимодействующих электро-
нов.

Анализ с современных позиций результатов экс-
периментальных и теоретических исследований про-
шлых лет позволил в настоящей работе оценить
роль конкурирующих механизмов, приводящих к
эмиссии электронов, установить основные характе-
ристики уровней, с которых осуществляются элект-
ронные переходы в континуум и оже-переходы в
квазимолекуле, и сформировать целостную карти-
ну ионизации в столкновениях ионов средних масс
энергий порядка кэВ.
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размеров ансамбля.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Атомные ансамбли, охлажденные до субдопле-
ровских температур в специальных ловушках, вы-
зывают в настоящее время пристальный интерес
как в силу целого ряда их уникальных физических
свойств, так и из-за широкого круга их возмож-
ного практического применения в задачах кванто-
вой метрологии, стандартизации частоты, в кванто-
во-информационных приложениях [1–3].

Большинство методов диагностики и практиче-
ски все предложенные схемы применения холод-
ных атомных ансамблей основаны на их взаимодей-
ствии с электромагнитным излучением. Такое вза-
имодействие обладает рядом особенностей, связан-
ных с коллективными многоатомными эффектами,
обусловленными малой скоростью движения ато-
мов. Во-первых, из-за низкой скорости линия атом-
ного перехода оказывается узкой, и сечение рассея-

* E-mail: ims@is12093.spb.edu

ния резонансного излучения достигает значений по-
рядка квадрата его длины волны. Это означает, что
рассматриваемые атомные ансамбли, как правило,
имеют большую оптическую толщину, и при описа-
нии их взаимодействия со светом необходимо учиты-
вать процессы многократного некогерентного рассе-
яния.

Во-вторых, малая скорость и пространственная
неупорядоченность атомного ансамбля приводит к
возможности образования атомных кластеров, или
квазимолекул, состоящих из нескольких случайно
расположенных на расстояниях порядка длины вол-
ны резонансного излучения друг от друга атомов.
Для разреженных сред это, как правило, двухатом-
ные квазимолекулы. Вероятность образования клас-
теров из большего числа атомов быстро убывает с
уменьшением концентрации.

При близком расположении атомов мы долж-
ны учитывать процессы рекуррентного многократ-
ного рассеяния, приводящие к эффекту диполь-
дипольного межатомного взаимодействия. Это взаи-
модействие вызывает формирование коллективных
(в рассматриваемом случае двухатомных) состоя-
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ний, часть из которых является суперизлучатель-
ными, а часть — субизлучательными.

Наконец, малые скорости приводят к необходи-
мости учитывать интерференционные эффекты при
многократном рассеянии. Интерферировать могут
пары волн, одна из которых образуется в результа-
те многократного последовательного рассеяния на
некоторой цепочке атомов, а вторая — на той же це-
почке, но при прохождении их в обратном порядке.
Из-за низкой скорости атомов доплеровские сдви-
ги при рассеянии малы и эффект интерференции не
исчезает даже при усреднении по случайному неод-
нородному расположению атомов.

Одним из эффективных методов изучения
свойств холодных атомных ансамблей является
исследование динамики флуоресценции после окон-
чания импульсного возбуждения. При этом в самой
динамике коллективные эффекты проявляются
достаточно ярко. К настоящему времени очень де-
тально изучено такое явление, как сверхизлучение
Дике [4], имеющее место в плотных атомных ан-
самблях. Также достаточно подробно, в том числе
и экспериментально, исследовано так называемое
однофотонное сверхизлучение, наблюдающееся
в разреженных средах при слабом возбуждении
[5, 6]. При этом противоположный эффект, субиз-
лучение, проявляющееся в замедлении распада
возбуждения многоатомных систем и связанное
с заселением антисимметричных коллективных
состояний, при которых атомные диполи колеб-
лются в противофазе, исследовано существенно
менее подробно. Одной из причин этого является
сравнительно быстрое нерадиационное разрушение
этих состояний, а другой — необходимость наблю-
дать его на фоне эффекта пленения излучения,
обусловленного диффузией света, связанной с
многократным некогерентным рассеянием фотонов
в оптически плотной среде. По-видимому, впервые
эффект субизлучения наблюдался в разреженных
оптически плотных средах в работе [7].

Традиционно основной величиной, которая ана-
лизируется как при теоретическом, так и при экс-
периментальном изучении эффекта субизлучения,
является временная зависимость полной интенсив-
ности света, излучаемого в заданном направлении.
Иногда в теории вычисляется суммарная интенсив-
ность в полный сферический угол. Основной целью
настоящей работы является более детальный теоре-
тический анализ динамики флуоресценции, включа-
ющий исследование динамики поляризации и спек-
трального состава, а также пространственного рас-
пределения возбужденных атомов в ансамбле. Мы

покажем, что все эти три характеристики претер-
певают качественные изменения в процессе после-
свечения, и их экспериментальное исследование мо-
жет дать дополнительную информацию о физичес-
ких процессах и механизмах, приводящих к медлен-
ному распаду атомного возбуждения.

2. РАСЧЕТ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
СИГНАЛОВ ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ

Мы рассматриваем ансамбль, состоящий из N �
� 1 одинаковых атомов с невырожденным основ-
ным состоянием с угловым моментом Jg = 0. Воз-
бужденное состояние — Je = 1. Время жизни всех
трех зеемановских подуровней (m = −1, 0, 1) одина-
ково и равно τat = 1/γ. Атомы считаются неподвиж-
ными. Медленное смещение, обусловленное конеч-
ной температурой ансамбля, частично учитывается
усреднением рассчитываемых величин по случайно-
му пространственному расположению атомов.

Эволюция состояний атомов описывается с помо-
щью модели связанных диполей, традиционной для
этого класса задач. Эта модель была впервые пред-
ложена Фолди [8], а затем подробно обсуждена Лак-
сом [9]. Позже аналогичный подход был использован
в контексте различных типов коллективных эффек-
тов, таких как многократное и рекуррентное рассе-
яние, коллективный спонтанный распад и сильная
(андерсоновская) локализация света [10–24].

В данной работе мы будем использовать вариант
модели связанных осцилляторов, сформулирован-
ный в рамках последовательного квантового под-
хода, разработанного в работе [25]. Не повторяя
вывода, отметим лишь его основные особенности.
Наш подход базируется на решении нестационарно-
го уравнения Шредингера для волновой функции
ψ, описывающей состояние объединенной, замкну-
той системы, состоящей из всех атомов и электро-
магнитного излучения, включая вакуумный резер-
вуар. Волновую функцию этой системы мы ищем в
виде разложения по собственным функциям ψl га-
мильтониана невзаимодействующих атомов и света
ψ =

∑
l blψl. Рассматривая случай слабого возбуж-

дения и ограничиваясь состояниями, содержащими
не более одного фотона, для амплитуд be однократ-
но возбужденных состояний атома ψe = |g · · · e · · · g〉
получаем следующую систему уравнений:

∂be
∂t

=
(
iδe − γ

2

)
be − iΩe

2
+
iγ

2

∑
e′ �=e

Vee′be′ . (1)

Здесь индекс «e» показывает номер атома, возбуж-
денного в состоянии ψe = |g · · · e · · · g〉, а также
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конкретный зеемановский подуровень, заселенный
в этом состоянии.

Первое слагаемое в правой части уравнения
(1) отвечает за свободную эволюцию независимых
атомных осцилляторов. Второе слагаемое описыва-
ет влияние внешнего возбуждающего лазерного по-
ля. Частота Раби этого поля в точке расположения
атома e равна Ωe. Отстройка поля δe в общем слу-
чае может быть различна для различных переходов
g ↔ e. Такое различие может иметь место, напри-
мер, при наличии внешнего статического электри-
ческого или магнитного поля. Последнее слагаемое
в уравнении (1) учитывает диполь-дипольное взаи-
модействие атомов друг с другом. Оно обусловлива-
ет все коллективные многоатомные эффекты, име-
ющие место в рассматриваемом ансамбле. Матрица
Vee′ , входящая в это слагаемое, имеет следующий
вид:

Vee′ = − 2

γ

∑
μ,ν

dμ
eg · dν

ge′
eikrij

�r3ij
×

×
{
δμν

[
1− ikrij − (krij)

2
] −

− rμij · rνij
r2ij

[
3− 3ikrij − (krij)

2
]}

. (2)

Здесь мы предположили, что в состояниях e и e′ воз-
буждены соответственно атомы i и j; deg — матрич-
ный элемент оператора дипольного момента для пе-
рехода g → e, rij = ri−rj , rij = |ri−rj | и k = ω0/c —
волновое число, соответствующее частоте ω0 этого
перехода, c — скорость света в вакууме. Индексы μ

или ν обозначают проекции на оси выбранной систе-
мы координат μ, ν = x, y, z.

Система (1) для амплитуд be(t) решается чис-
ленно для различных случайных пространственных
конфигураций неподвижных атомов. На основе вы-
численных значений be(t) мы можем найти амплиту-
ды всех других состояний, которые определяют вол-
новую функцию ψ объединенной системы атом–поле
(подробнее см. [25]) и, следовательно, свойства как
атомного ансамбля, так и рассеянного света. Так,
например, интенсивность Iα(Ω, t) поляризационной
компоненты света α, излучаемого облаком в единич-
ном телесном угле вокруг произвольного направле-
ния, заданного волновым вектором k (Ω = θ, ϕ),
можно определить следующим образом [23]:

Iα(Ω, t) =
c

4π
×

×
∣∣∣∣∣∣k2

∑
i,m

(u∗
α · dge)βe(t) exp (−ik · ri))

∣∣∣∣∣∣
2

. (3)

Здесь uα — единичный вектор поляризации вторич-
ного излучения.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Расчет динамики флуоресценции методом свя-
занных осцилляторов может быть проведен для про-
извольной формы и произвольного неоднородного
пространственного распределения атомов. При этом
и форма и распределение влияют лишь количест-
венно, не изменяя базовые физические закономерно-
сти исследуемых эффектов. Поэтому в данной рабо-
те мы рассматриваем геометрически наиболее про-
стой случай однородного в среднем ансамбля куби-
ческой формы. Такой выбор упрощает анализ про-
странственного распределения возбужденных ато-
мов и его изменение со временем. Кроме того, для
простой геометрии при наличии сравнительно рез-
ких границ атомного ансамбля и однородного в
среднем пространственного распределения атомов
удобно проводить сравнение получаемых численных
результатов с предсказаниями диффузионной тео-
рии переноса излучения.

Плотность атомов n во всех расчетах будет оди-
накова: nk−3 = 0.005. Это дает возможность при-
ближенно смоделировать разреженные атомные ан-
самбли, с которыми имеют дело в экспериментах.
Возбуждение предполагается прямоугольным им-
пульсом, несущая частота которого совпадает с час-
тотой перехода в свободном атоме. Длительность
импульса γT = 50, что позволяет возбуждать атомы
в достаточно узком спектральном интервале вблизи
атомного резонанса. Поляризация лазерного излу-
чения может быть любая. Как следует из нашего
анализа, ее характер не влияет на основные физи-
ческие результаты, обсуждаемые в данной работе.
Все конкретные численные результаты, приведен-
ные далее, получены для циркулярно поляризован-
ного света.

Результаты расчетов суммарной интенсивности
флуоресценции, излучаемой во всех направлениях,
во всем спектральном диапазоне и во всех поляри-
зационных каналах, приведены на рис. 1а для атом-
ных ансамблей различного размера. Размер задает-
ся длиной ребра куба L. На рис. 1б показана вре-
менная зависимость мгновенного времени задерж-
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Рис. 1. Динамика флуоресценции атомных ансамблей раз-
личного размера. Плотность атомов n = 0.005k3 , длитель-
ность возбуждения γT = 50. а — полная нормированная
интенсивность излучения по всем направлениям и поляри-

зациям I(t), б — мгновенное время задержки τ (t)

ки, которое определяется как величина, обратная
мгновенной скорости распада: τ(t) = 1/Γ(t), где

Γ(t) = d ln(I(t))/dt. (4)

Полученные кривые демонстрируют ряд важных
физических результатов. На кривых рис. 1 можно
выделить четыре характерных этапа изменения. В
самом начале, после окончания импульса возбуж-
дения (этот момент соответствует t = 0), на вре-
менах t < τat наблюдается эффект суперизлучения.
Скорость распада Γ(t) больше естественной ширины
возбужденных атомных состояний γ. Затем насту-
пает этап пленения излучения. Перенос излучения
описывается диффузионным уравнением [26]. Этот
этап можно разделить на две части. Вначале диф-
фузия излучения описывается многомодовой дина-

микой. На этом этапе скорость распада уменьшает-
ся, а время пленения возрастает.

Затем наступает режим одномодовой диффузии,
когда распад описывается одноэкспоненциальным
законом с характерным временем τd. Хорошо вид-
ны прямолинейные участки на рис. 1а и горизон-
тальные на рис. 1б. Длительность этого этапа воз-
растает с увеличением размеров системы. Для сре-
ды с большой оптической толщиной b, когда фотон
испытывает многократное рассеяние внутри облака,
время τd может быть оценено следующим образом:

τd =
3b2

απ2
τat, (5)

где параметр α зависит от формы облака. Для ку-
бического объема α = 3.

В рассматриваемом случае резонансная оптичес-
кая толщина b0 = nσ0L, где σ0 = 6k−2 — сечение ре-
зонансного рассеяния, составляет величину порядка
5.65 для наибольшего облака kL = 60. Это недоста-
точно большая толщина для применения формулы
(5). При таких толщинах ее необходимо уточнить,
заменив b на b′ = b0 + b∗. В работе [26] показа-
но, что добавка b∗ связана с особенностями гранич-
ных условий для уравнения диффузии излучения
и определяется длиной свободного пробега фотона
l0 = 1/(nσ0) (подробнее см. ниже).

Наконец, после одноэкспоненциального этапа на-
блюдается заметное уменьшение скорости распада
и возрастание времени пленения τ(t). При задан-
ной плотности независимо от размеров ансамбля все
кривые на этом участке на рис. 1а с хорошей точ-
ностью параллельны друг другу. На рис. 1б видно,
что кривые для разных размеров ансамбля выходят
на одну асимптоту, причем различия в мгновенных
скоростях распада и мгновенных временах пленения
практически лежат в пределах точности вычисле-
ний. В этой области времен зависимость характера
субизлучения от размеров системы практически ис-
чезает.

Такое резкое изменение поведения системы го-
ворит об изменении основного механизма, приводя-
щего к задержке флуоресценции. Если на преды-
дущих этапах характер послесвечения определял-
ся пленением, вызванным диффузией излучения, то
на рассматриваемом заключительном этапе мы име-
ем дело с излучением кластеров, случайно образу-
ющихся из близко расположенных атомов. В нашем
случае разреженного облака это преимущественно
кластеры, состоящие из двух атомов. У таких двух-
атомных квазимолекул среди возбужденных состоя-
ний есть долгоживущие антисимметричные состоя-
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Рис. 2. Спектр право (σ+) и лево (σ−) циркулярно поля-
ризованных компонент излучения, рассеянного атомным
облаком на угол θ = π/4, для разных моментов време-
ни: γt = 20 (а), 200 (б). Расчет проведен для ансамбля
kL = 50. Падающее излучение лево циркулярно поляризо-

вано

ния, которые характеризуются большими времена-
ми жизни и которые ответственны за «классичес-
кий» процесс субизлучения, предсказанный Дике.

Убедиться в изменении механизма задержки
можно, проанализировав спектр вторичного излуче-
ния. В данной работе для определения спектра мы
используем оконное преобразование Фурье [27] с ок-
ном прямоугольной формы и длительностью γΔt =

= 30. На рис. 2а показаны спектры двух ортогональ-
ных циркулярно поляризованных компонент излу-
чения, рассеянного на угол θ = π/4, для случая,
когда середине окна соответствует момент времени
γt = 20 после окончания возбуждения. На этом эта-
пе мы наблюдаем лоренцев контур на частоте воз-
буждения, что говорит о том, что основной вклад
в излучение дают несмещенные по частоте коллек-
тивные состояния.

Рис. 3. Спектр коллективных состояний атомного ансам-
бля плотностью n = 0.005k3 , kL = 50

При переходе к этапу двухатомного субизлуче-
ния γt = 200 (рис. 2б) спектр существенно изменяет-
ся. Здесь флуоресценция характеризуется сложной
формой спектра, имеющей широкие крылья.

Наблюдаемая форма спектра определяется
сложной структурой коллективных состояний,
формируемой в результате диполь-дипольного
взаимодействия, обусловленного многократным об-
меном фотонами между атомами. По существу, мы
имеем дело с огромной квазимолекулой, состоящей
из всех атомов, образующих ансамбль. На рис. 3
в качестве примера приведен спектр состояний
для атомного облака с плотностью n = 0.005k3

и размером kL = 50. Этот спектр определяется
набором собственных чисел Λ матрицы Грина для
рассматриваемой системы Gee′ = iδee′+(1−δee′)Vee′ .
Вещественная часть произведения γΛ равна сдвигу
коллективного состояния относительно частоты
перехода свободного атома, а мнимая — скорости
его спонтанного распада. Результат, приведенный
на рис. 3, получен усреднением по 600 различ-
ных случайных пространственных конфигураций
атомов в ансамбле.

Как видно из рис. 3, большинство коллектив-
ных состояний для рассматриваемого разреженно-
го ансамбля имеет относительно малый сдвиг, что
обусловлено большим средним межатомным рас-
стоянием, а следовательно, слабостью межатомно-
го диполь-дипольного взаимодействия. Эти состо-
яния определяют характер диффузии излучения и
эффект пленения. Имеется, однако, некоторое число
состояний с большими сдвигами и заметным отли-
чием времени жизни от естественного. Эти состоя-
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ния лежат на четырех хорошо различимых ветвях
и связаны с отмеченным выше существованием в
неупорядоченной среде пар близко расположенных
атомов.

В рассматриваемом случае атомов с угловым мо-
ментом Je = 1 собственные числа матрицы Грина, а
следовательно, коллективные состояния двухатом-
ных кластеров могут быть найдены аналитически.
У таких кластеров имеется шесть возбужденных со-
стояний. Две пары состояний вырождены. Сдвиги
частот и ширины четырех различимых состояний
удовлетворяют следующим соотношениям:

Δ

γ
=

3ε

4

(
−p cos(kr)

kr
+q

(
cos(kr)

(kr)3
+
sin(kr)

(kr)2

))
,

Γ

γ
= 1− 3ε

2

(
−p sin(kr)

kr
+

+ q

(
sin(kr)

(kr)3
− cos(kr)

(kr)2

))
,

(6)

где ε = ±1, p0 = 0, q0 = −2, p±1 = 1, q±1 = 1.
Для суперизлучательных двухатомных состоя-

ний скорость распада приблизительно в два раза
больше, чем для свободного атома (две верхние вет-
ви на рис. 3). Для субизлучательных время жизни
стремится к бесконечности при сближении атомов
(нижние ветви). При этом спектральный сдвиг так-
же стремится к бесконечности.

В процессе взаимодействия ансамбля с внешним
излучением возбуждаются все коллективные состо-
яния, в том числе и долгоживущие кластерные.
Именно эти состояния и дают основной вклад в из-
лучение на больших временах. Чем больше времени
прошло с окончания возбуждения, тем более дол-
гоживущие состояния дают наблюдаемый вклад во
флуоресценцию, несмотря на относительно малую
вероятность их возбуждения. По этой причине мы
наблюдаем на рис. 1 монотонное возрастание мгно-
венного времени пленения.

Пленение и двухатомное субизлучение в экспери-
менте можно различить не только по характерным
временам затухания или по спектральному составу.
Эти два механизма различаются также поляризаци-
онными свойствами вторичного излучения при воз-
буждении ансамбля поляризованным светом. Мно-
гократное рассеяние в условиях пленения приводит
к существенной деполяризации, что хорошо видно
на рис. 2а. Спектральные плотности двух ортого-
нальных поляризационных компонент одинаковы.
Свет не поляризован.

При рассеянии на двухатомных кластерах свет
остается частично поляризованным. При этом в од-

ном спектральном крыле, соответствующем поло-
жительным отстройкам, излучение не поляризова-
но, а в другом наблюдается существенное различие
интенсивностей различных поляризационных ком-
понент (рис. 2б). Такое различие поляризации в раз-
ных крыльях спектра можно объяснить спецификой
двухатомных субизлучательных состояний. Долго-
живущие состояния с положительным сдвигом час-
тоты формируются из атомных состояний с проек-
цией углового момента m = 0. При распаде таких
квазимолекулярных состояний возникающее излу-
чение не обладает циркулярной поляризацией. Со-
стояния, сдвинутые в отрицательную область и име-
ющие большие времена жизни, обусловлены смеши-
ванием атомных состояний с m = ±1. Их распад
дает поляризованное излучение.

На рис. 4 приведены результаты расчета интен-
сивности двух ортогональных циркулярных поляри-
зационных компонент, излучаемых на угол θ = π/4,
для широкого временного интервала. Для рассмат-
риваемого резонансного возбуждения эффект пле-
нения доминирует на достаточно длительном проме-
жутке времени, на котором свет флуоресценции не
поляризован. Начиная с времен γt � 100 становит-
ся заметен вклад двухатомного субизлучения. Ин-
тенсивности двух ортогональных поляризационных
компонент на этом этапе различны. Свет становит-
ся частично поляризованным. Момент γt � 100 хо-
рошо согласуется с результатами, показанными на
рис. 1, где этап режима пленения излучения также
заканчивается приблизительно на этих временах.

Для лучшего понимания процессов, происхо-
дящих на этапе послесвечения, помимо свойств
вторичного излучения, мы проанализировали так-
же пространственное распределение возбужденных
атомов в ансамбле и его изменение со временем. Для
двух моментов времени γt = 20 и γt = 200 после
окончания импульса это распределение для облака
с kL = 50 показано на рис. 5.

Видно, что для времен, для которых наблюда-
ется медленная зависимость мгновенного времени
пленения τ(t) (рис. 5а), пространственное распре-
деление возбужденных атомов, которое для разре-
женных сред должно совпадать с распределением
плененного излучения, с хорошей точностью описы-
вается законом синуса. Такая зависимость характер-
на для диффузионного переноса и обеспечивает по-
стоянную скорость затухания излучения. На грани-
цах облака возбуждение не равно нулю. Оно обра-
щается в нуль на некотором расстоянии от границы
облака. Именно поэтому время пленения определя-
ется не оптической толщиной b, а несколько боль-
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Рис. 4. Динамика изменения интенсивности двух ортого-
нальных циркулярно поляризованных компонент (а) и сте-
пени циркулярной поляризации (б) излучения на угол π/4.
Возбуждение осуществляется светом с левой циркулярной

поляризацией, kL = 50

шей величиной b′. Пока самая медленная диффузи-
онная мода не распадется, форма распределения не
меняется, изменяется только абсолютная величина
плотности возбуждения. По мере приближения к по-
следнему этапу на синусоидальной зависимости по-
являются некоторые «выбросы», которые со време-
нем становятся доминирующими. Для больших вре-
мен, когда диффузия закончилась, распределение
возбуждения становится практически равномерным
(см. рис. 5б). Следы флуктуаций, сохраняющиеся на
рис. 5, обусловлены усреднением по конечному (по-
рядка 60000) числу ансамблей со случайным распре-
делением атомов.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе мы детально проанализиро-
вали временную зависимость интенсивности флуо-

Рис. 5. Пространственное распределение возбужденных
атомов в облаке kL = 50 для разных моментов времени:

γt = 20 (а), 200 (б)

ресценции, ее спектральный состав и поляризацию,
а также пространственное распределение атомов,
возбуждаемых импульсным излучением. Этот ана-
лиз показал, что при резонансном возбуждении за-
держка флуоресценции на разных этапах обусловле-
на разными механизмами. Вначале доминирует эф-
фект пленения излучения, а на заключительном эта-
пе основной вклад дает двухатомное субизлучение
Дике. Изменение механизма флуоресценции приво-
дит к качественным изменениям ее характеристик.
На определенном этапе появляется поляризация, а
спектр претерпевает существенное уширение.

Обнаруженные эффекты могут быть использо-
ваны при более детальном экспериментальном ана-
лизе свойств атомных ансамблей, охлаждаемых до
сверхнизких температур в специальных ловушках.

Результаты работы были получены с использова-
нием вычислительных ресурсов суперкомпьютерно-
го центра Санкт-Петербургского политехнического
университета Петра Великого (www.scc.spbstu.ru).
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На основе теоремы Гуревича и Питаевского о числе осцилляций, входящих в область дисперсионной
ударной волны при эволюции нелинейного импульса, предложен способ вывода формул для числа со-
литонов, на которые распадается достаточно интенсивный начальный импульс в виде локализованной
простой волны при асимптотически больших временах. В случае интегрируемых уравнений этим ме-
тодом воспроизводятся формулы типа Карпмана, следующие из квазиклассического приближения для
ассоциированной с рассматриваемым уравнением линейной спектральной задачи. Показано на конкрет-
ных примерах, что в случае неинтегрируемых уравнений получаются выражения, предложенные ранее
путем формального продолжения решения модуляционных уравнений Уизема на бездисперсионную об-
ласть волны.

DOI: 10.31857/S0044451021010065

1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно, если в нелинейной волновой систе-
ме могут распространяться солитоны в виде, пред-
положим, положительных импульсов рассматрива-
емой физической переменной, то достаточно интен-
сивное начальное возмущение того же знака распа-
дается в конечном счете на некоторое число солито-
нов. Поскольку число образующихся солитонов яв-
ляется наиболее просто измеряемым параметром в
процессах, включающих рождение солитонов, мето-
ды расчета этого числа имеют большое значение в
теории солитонов. В случае нелинейных волновых
уравнений, к которым применим метод обратной за-
дачи рассеяния, параметры получающихся солито-
нов могут быть найдены из дискретного спектра ас-
социированной с уравнением линейной задачи (см.,
например, [1]). В частности, число солитонов рав-
но числу дискретных собственных значений в этой

* E-mail: kamch@isan.troitsk.ru

линейной задаче, и если это число велико, то к ли-
нейной спектральной задаче применим квазикласси-
ческий метод, выражающий параметры солитонов
через начальную форму импульса. Например, урав-
нение Кортевега–де Фриза (КдФ), которое мы на-
пишем здесь в стандартных безразмерных перемен-
ных,

ut + 6uux + uxxx = 0, (1)

ассоциировано со спектральной задачей Шрединге-
ра [2] ψxx = −(λ + u)ψ, и если начальному распре-
делению u = u0(x) ≥ 0, u0(x) → 0 при x → ±∞,
соответствует большое число собственных значений
−λi > 0, то известные из квантовой механики фор-
мулы метода ВКБ дают для их числа N простое
приближенное выражение Карпмана [3, 4]:

N ≈ 1

π

∫ √
u0(x) dx. (2)

Аналогичные выражения могут быть получены и
для других нелинейных волновых уравнений, явля-
ющихся полностью интегрируемыми. Однако такой
подход ограничен лишь относительно узким (хотя
и важным) классом таких уравнений и, кроме того,
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он оставляет в тени процесс трансформации изна-
чально широкого и гладкого распределения u0(x) в
набор солитонных импульсов

ui(x, t) =
−λi

ch2
[√−λi(x+ 4λit)

] , i = 1, . . . , N. (3)

Здесь используется лишь факт, что при эволюции
u(x, t) согласно уравнению КдФ (1) спектр линей-
ной задачи не изменяется и начальная «переверну-
тая яма» с большим числом собственных значений
трансформируется в N более узких и низких им-
пульсов (3), каждый из которых отвечает своему
собственному значению −λi.

Детальная картина эволюции широкого и интен-
сивного начального импульса была предложена Гу-
ревичем и Питаевским [5], согласно ей изначально
гладкий импульс в процессе эволюции «опрокиды-
вается» с образованием на его фронте дисперсион-
ной ударной волны (ДУВ), которую можно пред-
ставить в виде промодулированного периодическо-
го решения рассматриваемого уравнения. Эволю-
ция ДУВ описывается модуляционными уравнени-
ями для параметров, характеризующих периодиче-
ское решение, и в работе Уизема [6] такие моду-
ляционные уравнения для периодических решений
уравнения КдФ были получены путем усреднения
законов сохранения. В этом случае имеются три мо-
дуляционных параметра ri, i = 1, 2, 3, являющих-
ся римановыми инвариантами системы Уизема, ко-
торому удалось преобразовать свою систему моду-
ляционных уравнений к диагональному виду. В ра-
боте [5] Гуревич и Питаевский рассмотрели типич-
ные ДУВ, возникающие при опрокидывании волны.
В рассматриваемом нами случае, когда начальный
импульс u0(x) представляет собой возвышение на
нулевом фоне, волна опрокидывается на переднем
фронте, и на этом своем крае ДУВ вырождается в
солитонное решение с −λ = r3 = r2 > r1 = 0, рас-
пространяющееся по невозмущенному фону. Задний
малоамплитудный край ДУВ движется по неодно-
родному и, вообще говоря, эволюционирующему фо-
ну импульса с групповой скоростью, определяемой
локальными значениями r1 = r2 = 0 и r3 > 0. Реше-
ние уравнений Уизема для общей формы локализо-
ванного начального распределения было получено в
работе [7], и из него следует формула для распре-
деления волнового числа, т. е. плотности длин волн,
вдоль ДУВ. При асимптотически больших временах
ДУВ распространяется на весь импульс и каждая
длина волны соответствует одному солитону в пре-
деле t→ ∞. Эта теория воспроизводит в асимптоти-
ческом пределе результаты Карпмана и, в частнос-

ти, формулу (2) для числа солитонов. Таким обра-
зом, трансформация изначально гладкого импульса
в набор солитонов происходит через промежуточ-
ную стадию образования ДУВ и ее распространения
на весь импульс с последующим распадом на отдель-
ные солитоны. Развитая теория дает удовлетвори-
тельную картину явления в целом, но в количествен-
ном отношении она применима лишь к полностью
интегрируемым уравнениям, и поэтому необходимо
хотя бы частичное ее обобщение на любые нелиней-
ные волновые уравнения, допускающие устойчивые
солитонные решения. В настоящей работе мы пока-
жем, что формула для числа солитонов, порожда-
емых начальным импульсом в виде простой волны,
распространяющейся в неподвижную среду, может
быть выведена для весьма широкого класса нели-
нейных волновых уравнений без использования ме-
тода обратной задачи рассеяния.

2. КВАЗИПРОСТЫЕ ДИСПЕРСИОННЫЕ
УДАРНЫЕ ВОЛНЫ

Обсудим здесь некоторые свойства рассмат-
риваемого класса начальных импульсов, соответ-
ствующих однонаправленному их распространению
вглубь покоящейся среды. Фактически, во многих
реальных задачах такие начальные условия воз-
никают естественным образом, так как в случае
плоских волн с единственной существенной про-
странственной координатой x любой начальный
импульс распадается со временем на два импульса,
распространяющихся в противоположных направ-
лениях оси x. Такие однонаправленные волны до
момента опрокидывания, пока их форма остается
достаточно плавной и поэтому дисперсионными
эффектами можно пренебречь, являются просты-
ми, т. е. в них все физические переменные могут
быть выражены через одну из них. Для большого
числа физических систем с двумя физическими
переменными это означает, что можно ввести
такие их комбинации r±, называемые бездиспер-
сионными римановыми инвариантами, что вдоль
каждой простой волны один из этих инвариантов
постоянен, а другой изменяется [8]. Если тем или
иным образом учесть дисперсию, то мы придем к
нелинейному волновому уравнению для однона-
правленного распространения волны, и частным
примером такого уравнения является уравнение
КдФ (1) с единственной изменяющейся переменной
u. Возникающая при опрокидывании такой волны
ДУВ является квазипростой [9], когда она распро-
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страняется вглубь однородной покоящейся среды
с постоянными физическими параметрами, т. е.
с постоянными бездисперсионными римановыми
инвариантами r±. В частности, в теории, сводя-
щейся к уравнению КдФ, один бездисперсионный
риманов инвариант (скажем, r−) предполагается
постоянным по определению, а если, кроме того,
импульс распространяется в покоящуюся среду,
то внутри нее r+ также постоянен и может быть
выбран равным нулю подходящим преобразованием
переменных. В теории Гуревича –Питаевского он
«сшивается» с римановым инвариантом r1 системы
Уизема, так что в квазипростой волне, динамика
которой описывается уравнением КдФ, риманов
инвариант r1 имеет постоянное нулевое значение и
все физические переменные выражаются через r2 и
r3. В случае неинтегрируемых уравнений римановы
инварианты системы Уизема отсутствуют, но тем
не менее квазипростые ДУВ обладают некоторыми
свойствами, упрощающими их исследование.

Прежде всего, Гуревич и Мещеркин предполо-
жили в работе [10], что даже в неинтегрируемом слу-
чае опрокидывание простой волны, распространяю-
щейся в неподвижную среду, ведет к образованию
единственной ДУВ, соединяющей состояния среды с
одинаковыми значениями одного из бездисперсион-
ных римановых инвариантов. Сравнение с результа-
тами численных расчетов показывает, что это пред-
положение выполняется с хорошей точностью для
не слишком большой амплитуды волны, и мы огра-
ничимся обсуждением именно такого случая.

Далее, малоамплитудный край ДУВ распростра-
няется с групповой скоростью линейной волны, от-
вечающей закону дисперсии ω = ω(u, k), где u — ло-
кальное значение примыкающего к этому краю фо-
на, а волновое число k удовлетворяет указанному
Уиземом [6] закону сохранения числа волн:

kt + ωx = 0. (4)

Здесь k/(2π) имеет смысл «плотности волн», т. е.
числа длин волн, приходящихся на единицу длины,
а ω/(2π) играет роль «плотности потока волн». В
силу известной оптико-механической аналогии (см.,
например, [11]) движение малоамплитудного края,
являющегося пакетом из группы линейных волн с
частотой несущей волны ω(k), подчиняется уравне-
ниям Гамильтона

dx

dt
=
∂ω

∂k
,

dk

dt
= −∂ω

∂x
, (5)

где первое уравнение соответствует определению
групповой скорости, а второе согласуется с (4) при

дифференцировании вдоль траектории пакета. В
нашей задаче существенно, что зависимость гамиль-
тониана от x и t осуществляется через посредство
фоновой амплитуды u = u(x, t), примыкающей к
малоамплитудному краю и являющейся решением
бездисперсионного уравнения

ut + V0(u)ux = 0. (6)

В частности, из этого уравнения и второго уравне-
ния (5) получаем соотношения

dk

dt
= −∂ω

∂u

∂u

∂x
,

du

dt
=
∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂t
=

(
∂ω

∂k
− V0

)
∂u

∂x
,

(7)

так что их отношение дает обыкновенное дифферен-
циальное уравнение для k(u):

dk

du
=

∂ω/∂u

V0(u)− ∂ω/∂k
. (8)

Оно было выведено Элем в работе [12] из закона со-
хранения числа волн (4) на основе анализа свойств
характеристик системы Уизема. Начальное условие
для этого уравнения можно определить из того об-
стоятельства, что в момент опрокидывания на гра-
нице с покоящейся средой, где u = 0, в приближении
Уизема ДУВ сжимается в точку, так что малоам-
плитудный край соединяется с солитонным краем,
на котором k = 0, и, следовательно,

k(0) = 0. (9)

Решение уравнения (8) с начальным условием (9)
дает нам волновое число k вдоль пути малоампли-
тудного края ДУВ как функцию от локального зна-
чения примыкающего фона u. Например, в слу-
чае эволюции начального импульса, подчиняюще-
гося уравнению КдФ, решение указанной задачи с
V0 = 6u и ω(u, k) = 6uk − k3 дает для этого вол-
нового числа значение k = 2

√
u. Поэтому при эво-

люции импульса в форме ступеньки с амплитудой
u0 волновое число на малоамплитудном крае ДУВ
равно k0 = 2

√
u0 и групповая скорость движения

этого края равна vg = 6u0 − 3k20 = −6u0 в согла-
сии с полным решением задачи Гуревича –Питаев-
ского, полученным в работе [5]. Этот подход допус-
кает обобщение на солитонный край квазипростых
ДУВ [12], что позволило найти основные параметры
ДУВ в задаче об эволюции ступеньки для большого
числа физически важных неинтегрируемых уравне-
ний [12–20].
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Если не накладывать на решение уравнения (8)
граничных условий, то оно будет содержать посто-
янную интегрирования q:

k = k(u, q). (10)

При подстановке этой функции в первое уравнение
Гамильтона (5) мы получим в качестве его реше-
ния некую траекторию движения волнового паке-
та на неоднородном и изменяющемся со временем
фоне u = u(x, t), причем вдоль этой траектории q =
= const, т. е. qt + vgqx = 0. На малоамплитудном
крае ДУВ это уравнение совпадает с одним из пре-
дельных уравнений Уизема, тогда как другим пре-
дельным уравнением является (6). Таким образом,
система

ut + V0(u)ux = 0, qt + vgqx = 0 (11)

продолжает систему модуляционных уравнений Уи-
зема за пределы дисперсионной ударной волны, а
переменная q является римановым инвариантом мо-
дуляционных уравнений для линейных волн. Систе-
ма (11) была недавно получена в работе [21] путем
непосредственной диагонализации модуляционных
уравнений (для солитонного края аналогичная си-
стема получена в [22]; общее обсуждение гамильто-
нова подхода к теории квазипростых ДУВ имеется
в [23]).

Наконец, в конце работы [24] Гуревич и Пита-
евский высказали важное замечание, что групповая
скорость малоамплитудного края vg отличается от
фазовой скорости волны V в этой точке, и поэтому
длина области колебаний увеличивается за единицу
времени на |vg −V |, где знак модуля учитывает воз-
можность разных знаков дисперсии и нелинейности.
Следовательно, число периодов волны в ДУВ увели-
чивается со скоростью

dN

dt
≈ 1

2π
|k(vg − V )| , (12)

где k — волновое число на малоамплитудном крае.
Например, в задаче Гуревича –Питаевского о сту-
пеньке в теории КдФ [5] мы имеем k = k0 = 2

√
u0,

vg = ∂ω/∂k|k=k0
= −6u0, V = ω/k|k=k0

= 2u0, так
что число осцилляций в ДУВ через время t равно

N ≈ (8/π)u
3/2
0 t. (13)

Для времени t = 15 эта формула при u0 = 1 пред-
сказывает значение числа осцилляций N ≈ 38, по-
падающих в область ДУВ. Это число совпадает с
числом осцилляций на графике рис. 1, полученном
численным решением уравнения КдФ, где область

Рис. 1. Профиль ДУВ, образующейся в теории уравнения
КдФ при эволюции начального разрыва. Начальная высо-
та «ступеньки» при x < 0 равна единице. Сплошной лини-
ей показан результат численного решения уравнения КдФ
(1), а штриховыми линиями изображены огибающие про-
модулированной волны согласно решению уравнений Уи-
зема, полученному в работе [5]. На левой границе ДУВ при
x = xL(t) амплитуда ДУВ в приближении Гуревича –Пи-

таевского обращается в нуль

ДУВ определена огибающими промодулированной
волны согласно теории Гуревича –Питаевского.

Если обратиться к задаче о числе солитонов, об-
разующихся из локализованного импульса, то, инте-
грируя формулу (12) вдоль пути малоамплитудного
края xL(t) от момента опрокидывания t = 0 до вре-
мени полного поглощения импульса ударной волной,
получаем выражение [25]

N ≈ 1

2π

∞∫
0

|k(vg − V )| dt. (14)

Групповая скорость малоамплитудного края, явля-
ющаяся в теории Уизема гидродинамической вели-
чиной, имеет в этом случае смысл скорости грани-
цы, отделяющей колебания, превращающиеся при
t → ∞ в солитоны, от линейного волнового пакета.
Неточность в определении положения малоампли-
тудного края ДУВ в приближении Гуревича –Пи-
таевского становится несущественной в асимптоти-
ческом пределе большого числа солитонов N � 1.
Это основное предположение нашего подхода к вы-
числению числа солитонов подтверждается также
тем, что в частном случае теории КдФ на этом пути,
как будет показано ниже, воспроизводится формула
Карпмана (2). Кроме того, в работах [26, 27] теория
Гуревича –Питаевского для уравнения КдФ воспро-
изведена строгим асимптотическим анализом в рам-
ках метода задачи Римана – Гильберта, что подтвер-
ждает основные предположения приближенной тео-
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рии Уизема. Поэтому мы будем предполагать при-
менимость общего метода Уизема и теории Гуреви-
ча –Питаевского для ДУВ также и к неинтегриру-
емым уравнениям. При этом подразумевается, что
возникающие в процессе эволюции солитоны долж-
ны быть устойчивы [28], что мы будем предполагать
в дальнейшем.

Исключив фазовую скорость V = ω/k, предста-
вим формулу (14) в виде

N ≈ 1

2π

∞∫
0

∣∣∣∣k∂ω∂k − ω

∣∣∣∣ dt, (15)

где подынтегральное выражение (с точностью до
знака модуля) имеет простой физический смысл: со-
гласно закону сохранения числа волн (4) величи-
на ω/(2π), вычисленная на малоамплитудном крае
ДУВ, является потоком числа волн в область ДУВ,
но из-за движения этого края с групповой скоро-
стью ∂ω/∂k частоту ω надо вычислять с учетом
сдвига Доплера. Если связать теперь с волновым па-
кетом, движущимся вдоль малоамплитудного края,
движение классической частицы с импульсом k и
гамильтонианом ω(u, k), то подынтегральное выра-
жение становится лагранжианом этой частицы, а
интеграл представляет собой классическое действие
S, соответствующее движению этой частицы вдоль
всего импульса:

N ≈ S

2π
. (16)

Таким образом, если мы можем найти подынте-
гральное выражение в (15) вдоль пути малоампли-
тудного края в зависимости от времени, то тем са-
мым мы определим число солитонов, порождаемых
импульсом. Задача о движении малоамплитудного
края ДУВ для неинтегрируемых уравнений была ре-
шена в [29,30] и здесь мы применим развитую в этих
работах теорию к вычислению числа солитонов для
ряда неинтегрируемых уравнений. Приведем здесь
необходимые формулы.

Пусть начальный импульс имеет профиль u =

= u0(x). Тогда в момент времени t его гладкий про-
филь вплоть до границы с ДУВ представляется из-
вестным решением уравнения (6):

x− V0(u)t = x(u), (17)

где x(u) — функция, обратная начальному профилю
u0(x). Нас интересует случай локализованного им-
пульса, имеющего максимум um в некоторой точке
xm. Кроме того, мы считаем импульс равным нулю
в области покоящейся среды x > 0 и стремящимся

Рис. 2. а) Начальный профиль u0(x) импульса. б) Обрат-
ная функция x(u), состоящая из двух ветвей x1(u) и x2(u)

к нулю при x → −∞; см. рис. 2а. Тогда обратная
функция состоит из двух ветвей x1(u) и x2(u), по-
казанных на рис. 2б, и каждой ветви соответствует
решение (17). Сначала малоамплитудный край ДУВ
движется по однозначной части решения, соответ-
ствующего ветви x1(u), а после достижения точки
максимума um он движется вдоль решения, соот-
ветствующего ветви x2(u). За время dt этот край
пройдет расстояние dx = vgdt и, предполагая пара-
метрическую зависимость t = t(u), x = x(u) вдоль
пути малоамплитудного края, находим, что вдоль
него удовлетворяется уравнение

dx

du
− vg

dt

du
= 0. (18)

Этот же элемент пути dx за время dt соответствует
прохождению малоамплитудным краем ДУВ участ-
ка граничащего с ДУВ гладкого решения (17), так
что, продифференцировав (17) по u и исключив
dx/du с помощью (18), мы придем к уравнению

(vg − V0)
dt

du
− dV0

du
t =

dx

du
. (19)
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Его коэффициенты зависят от u и k, но вдоль мало-
амплитудного края зависимость k(u) нам известна
из решения уравнения (8), так что уравнение (19)
представляет собой простое линейное уравнение для
функции t(u), которое для ветви x1(u) должно ре-
шаться с начальным условием, гласящим, что опро-
кидывание происходит в момент t = 0 в точке с u =

= 0, т. е. t(0) = 0. Полученное решение справедливо
до момента времени tm = t(um), в который мало-
амплитудный край достигает точки максимума рас-
пределения. При t > tm уравнение (19) решается
для ветви x2(u) с условием t(um) = tm. В частном
случае уравнения КдФ эта процедура была пред-
ложена в работе [9] с использованием преобразова-
ния годографа, а ее обобщение на неинтегрируемые
уравнения было дано в работах [29, 30]. В результа-
те подынтегральное выражение в (14) может быть
представлено как функция от u, а функция t(u) нам
известна из решения линейного уравнения (19), так
что нахождение числа солитонов сводится к вычис-
лению интеграла от известной функции от фоновой
амплитуды u. Рассмотрим несколько примеров, ко-
гда такое вычисление может быть проведено отно-
сительно просто.

3. ПРИМЕРЫ

Мы начнем с уравнений, в которых уже учтен пе-
реход к однонаправленному течению среды, так что
не требуется вводить бездисперсионные римановы
инварианты r±.

3.1. Обобщенное уравнение КдФ

Введение дисперсионной поправки в уравнение
(6) приводит к обобщенному уравнению КдФ:

ut + V0(u)ux + uxxx = 0, V0(0) = 0. (20)

Условия, которые накладываются на функцию V0(u)

для существования солитонов и их устойчивости,
были получены в работе [31], и мы предполагаем их
выполненными.

Линеаризуя уравнение (20), находим закон дис-
персии линейных волн

ω(u, r) = V0(u)k − k3, (21)

так что уравнение (8) сводится [12] к уравнению

3k
dk

du
= V ′

0 (u),

решение которого с начальным условием (7) имеет
вид (см. [12])

k(u) =

√
2

3
V0(u). (22)

Следовательно, групповая скорость волны на мало-
амплитудном крае с фоновым значением u равна
vg(u) = −V0(u). Поэтому (19) превращается в урав-
нение

−2V0(u)
dt

du
− V ′

0(u)t = x′(u) (23)

с решением [29]

t(u) =− 1

2
√
V (u)

u∫
0

x′1(u1)√
V (u1)

du1,

0 < t < tm,

t(u) =− 1

2
√
V (u)

⎧⎨⎩
um∫
0

x′1(u)√
V (u1)

du1 +

+

u∫
um

x′2(u)√
V (u1)

du1

⎫⎬⎭ , t > tm.

(24)

Подстановка всех этих выражений в (14) сводит за-
дачу после простых преобразований к вычислению
интеграла

N =
(2/3)3/2

2π

⎧⎨⎩
um∫
0

du
V ′
0(u)

2

um∫
u

(x′2 − x′1) du1√
V0(u1)

+

+

um∫
0

√
V0(u)(x

′
2 − x′1) du

⎫⎬⎭ . (25)

Здесь двойной интеграл сводится к однократному
с помощью очевидного интегрирования по частям
с учетом V0(0) = 0, так что согласно определению
функции x(u) мы получаем окончательное выраже-
ние:

N =
1

2π

um∫
0

√
2

3
V0(u)(x

′
2 − x′1) du =

=
1

2π

0∫
−∞

√
2

3
V0(u0(x)) dx. (26)

Вспоминая выражение (22) для волнового числа, мы
видим, что полученный результат можно записать
как

N ≈ 1

2π

∫
k[u0(x)] dx, (27)

что совпадает с известной формулой Карпмана (2)
в частном случае интегрируемого уравнения КдФ,
когда V0(u) = 6u и k(u) = 2

√
u.

6 ЖЭТФ, вып. 1
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Следует подчеркнуть, что в случае уравнения
КдФ соотношение k(u) = 2

√
u является непосред-

ственным следствием ассоциированной с уравнени-
ем КдФ спектральной задачи Шредингера ψxx =

= −(u+ λ)ψ с «потенциалом» u в пределе λ → 0. В
случае неинтегрируемых уравнений ассоциирован-
ная спектральная задача отсутствует и соотношение
(22) получается интегрированием соответствующего
уравнения (8), которое является следствием уравне-
ний Гамильтона для движения волнового пакета на
малоамплитудном крае ДУВ вдоль эволюциониру-
ющего со временем гладкого фона.

3.2. Уравнение «магмы»

Другим интересным примером однонаправлен-
ного распространения нелинейных волн с диспер-
сией являются волны, распространяющиеся вдоль
струи вязкой жидкости, всплывающей в окружении
упругой среды. Такие волны описываются так назы-
ваемым уравнением «магмы», впервые выведенным
в геофизических приложениях для описания тече-
ния магмы [32,33] через земную мантию. Это урав-
нение имеет солитонные решения [34], что было под-
тверждено в экспериментах со струями жидкости
[35, 36]. Простой вывод уравнения магмы, а также
теория ДУВ в задаче Гуревича –Питаевского о рас-
паде начального распределения в виде ступеньки,
представлены в работе [16], где можно найти ссыл-
ки на более ранние работы. Мы запишем уравнение
магмы в форме

ut + (u2)x − [
u2(u−1ut)x

]
x
= 0, (28)

где u(x, t) имеет смысл локальной площади сечения
всплывающей струи на высоте x в момент времени
t. Линеаризация этого уравнения приводит к закону
дисперсии

ω(u, k) =
2uk

1 + uk2
. (29)

Фазовая скорость V (u, k) = ω/k = 2u/(1 + uk2) в
бездисперсионном пределе k → 0 равна V0(u) = 2u,
так что эволюция плавных волн подчиняется урав-
нению

ut + 2uux = 0. (30)

Для описания движения малоамплитудного края
ДУВ, где k = k(u), удобно ввести переменную [16]

α(u) =
1

1 + uk2(u)
. (31)

Тогда вдоль пути этого края уравнение (8) сводится
к следующему:

dα

du
= − (α+ 1)α

u(2α+ 1)
. (32)

Считая, что импульс распространяется в область с
единичной площадью u = 1, откуда следует началь-
ное условие α(1) = 1, получаем решение этого урав-
нения в форме [16]

u =
2

α(α+ 1)
, k(α) =

√
1

2
(1− α2). (33)

Поскольку переменные u и α однозначно связаны
друг с другом найденным соотношением, будем за-
давать начальное состояние волны распределением
α = α0(x), имеющим две ветви обратной функции
x1,2(α). Переписанное через переменную α уравне-
ние (30)

αt +
4

α(α+ 1)
αx = 0 (34)

имеет для каждой ветви решение

x− 4

α(α + 1)
t = x(α). (35)

Малоамплитудный край движется по гладкому фо-
ну, описываемому этими решениями, с групповой
скоростью

vg =
dω

dk
= 8− 12

α+ 1
(36)

и условие согласования уравнения движения этого
края

dx

dα
− vg

dt

dα
= 0 (37)

с эволюцией примыкающего фона согласно формуле
(35) приводит к уравнению

4(α− 1)(2α+ 1)

α(α + 1)

dt

dα
+

4(2α+ 1)

α2(α + 1)2
t = x′(α). (38)

Из выражений (33) ясно, что переменная α находит-
ся в интервале 0 < α < 1 и в момент опрокидывания
импульса t = 0 равна единице, так что на начальном
этапе эволюции ДУВ решение уравнения (38) имеет
вид

t1(α) =
α

4
√
1− α2

1∫
α

(1 + α)3/2x′1(α)
(1 + α)1/2(1 + 2α)

dα. (39)

Оно справедливо до момента tm = t1(αm), где мини-
мальное значение αm отвечает максимуму в началь-
ном распределении u. После этого момента уравне-
ние (38) решается с начальным условием t(αm) =

= tm, что дает
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t2(α) =
α

4
√
1− α2

⎧⎨⎩
1∫

αm

(1 + α)3/2x′1(α)
(1 + α)1/2(1 + 2α)

dα +

+

αm∫
α

(1 + α)3/2x′2(α)
(1 + α)1/2(1 + 2α)

dα

⎫⎬⎭ . (40)

Для вычисления количества солитонов, порож-
даемых импульсом, мы подставляем закон диспер-
сии (29) и выражение (33) для волнового числа в
формулу (14) и с помощью (38) получаем

N =
1

2π

∫
4
√
2(1 − α2)3/2

(1 + α)2
dt

dα
dα =

=
4
√
2

2π

1∫
αm

(1− α2)3/2

(1 + α)2

[
1

α(1 − α2)
(t2 − t1) −

− α(1 + α)

4(1− α)(1 + 2α)
(x′2 − x′1)

]
dα. (41)

При подстановке сюда формул (39) и (40) возника-
ет двойной интеграл, который снова преобразуется
к однократному с помощью интегрирования по ча-
стям, так что после простых преобразований нахо-
дим

N =
1

2π

1∫
αm

√
1− α2

2
(x′2(α) − x′1(α)) dα =

=
1

2π

0∫
−∞

√
1− α0(x)2

2
dx. (42)

С учетом (33) это выражение также совпадает с (27).

3.3. Уравнение Серра

Когда мы имеем дело с уравнениями, описываю-
щими распространение волн в обоих направлениях,
мы должны ограничиться начальными условиями в
виде простой волны, опрокидывание которой при-
водит к образованию квазипростой ДУВ. Мы про-
иллюстрируем этот подход на примере уравнений
Серра [37], описывающих динамику мелкой воды без
предположения о малости нелинейных эффектов.
Эти уравнения позднее выводились заново в рабо-
тах [38, 39] и поэтому в литературе часто называ-
ются также уравнениями Су –Гарднера или Грина –
Нахди. Мы запишем эти уравнения в стандартной
форме с безразмерными переменными:

ht + (hu)x = 0,

ut + uux + hx =
1

3h

[
h3(uxt + uuxx − (ux)

2)
]
x
,

(43)

где h— полная локальная глубина жидкости, u— го-
ризонтальная скорость течения, усредненная по глу-
бине жидкости.

Если пренебречь дисперсионными эффектами,
т. е. опустить в (43) все члены с высшими производ-
ными, то мы возвращаемся к известным уравнениям
мелкой воды (см., например, [8]):

ht + (hu)x = 0, ut + uux + hx = 0, (44)

совпадающими по форме с уравнениями газовой ди-
намики с h и u, играющими роль плотности газа
и скорости его течения, соответственно, и с урав-
нением состояния p = h2/2, где p — аналог «дав-
ления». «Скорость звука» в таком газе равна c =

= (dp/dh)1/2 =
√
h. Эти уравнения удобно преобра-

зовать к новым переменным — упомянутым во Вве-
дении бездисперсионным римановым инвариантам

r+ = u/2 +
√
h, r− = u/2−

√
h, (45)

так что уравнения (44) принимают вид

∂r+
∂t

+ v+
∂r+
∂x

= 0,
∂r−
∂t

+ v−
∂r−
∂x

= 0, (46)

где характеристические скорости также очень прос-
то выражаются через r±:

v+ =
1

2
(3r+ + r−), v− =

1

2
(r+ + 3r−). (47)

В простой волне один из римановых инвариантов
имеет постоянное значение. Мы для определенно-
сти будем рассматривать распространяющийся в по-
ложительном направлении оси x импульс возвыше-
ния жидкости, вдоль которого постоянен инвариант
r− = u/2 − √

h = −√
h0 = const. В качестве дина-

мической переменной удобно взять локальную ско-
рость звука c =

√
h. В покоящейся среде, в которой

распространяется импульс, скорость звука имеет по-
стоянное значение

√
h0 = c0. Другие переменные вы-

ражаются через скорость звука формулами

u = 2(c− c0), r+ = 2c− c0, v+ = 3c− 2c0. (48)

Второе уравнение (46) удовлетворяется автоматиче-
ски в силу постоянства r−, а первое уравнение при-
нимает форму, аналогичную (30),

ct + (3c− 2c0)cx = 0 (49)

и имеет решение

x− (3c− 2c0)t = x(c), (50)
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где x(c) — состоящая из двух ветвей функция, об-
ратная к начальному распределению локальной ско-
рости звука c(x, 0) в виде локализованного импуль-
са, обращающегося в c0 при x > 0 и x→ −∞.

Мы предполагаем, что решение (50) опрокиды-
вается в момент времени t = 0 с образованием ДУВ,
малоамплитудный край которой распространяется
сначала по ветви x1(c), а затем, после прохожде-
ния точки максимума распределения, по ветви x2(c).
Пусть жидкость имеет в некоторой точке локальные
значения скорости течения u и глубины h. Тогда
для закона дисперсии линейных волн, распростра-
няющихся по жидкости в окрестности этой точки,
находим выражение
ω(k) = uk+kc(1+c4k2/3)−1/2 = k[u+cα(c, k)], (51)

где мы, следуя работе [13], ввели функцию

α(c, k) = (1 + c4k2/3)−1/2, 0 < α < 1, (52)

которая характеризует отклонение закона диспер-
сии от бездисперсионной формулы ω = (u+ c)k. За-
висимость волнового числа от локального значения
скорости звука c на малоамплитудном крае была
найдена в [13] методом работы [12], и мы воспроиз-
ведем здесь необходимые результаты с небольшими
изменениями. На малоамплитудном крае, гранича-
щем с простой волной, волновое число становится
функцией c, k = k(c), так что определяем α(c) =

= α(c, k(c)), вводим обратную функцию c = c(α), и
тогда волновое число можно выразить через пере-
менную α:

k(α) =

√
3

c2(α)

√
1

α2 − 1. (53)

Уравнение (8) превращается в уравнение для α(c):

dα

dc
= −α(4− α)(1 + α)

c(1 + α+ α2)
, (54)

решение которого с начальным условием α(c0) = 1

находится в неявном виде [13, 40]:

c(α) =
c0

α1/4

(
1 + α

2

)1/5(
4− α

3

)21/20

. (55)

В результате уравнения (53) и (55) дают зависи-
мость k(c) в параметрической форме.

Малоамплитудный край движется с групповой
скоростью, которую мы также выразим через α:

vg =
dω

dk
= 2[c(α)− c0] + α3c(α). (56)

Закон движения этого края, записанный в форме

∂x

∂c
− [

2(c− c0) + cα3
] ∂t
∂c

= 0, (57)

должен быть согласован с примыкающим к этому
краю бездисперсионным решением (50), что приво-
дит [40] к уравнению для t(α)

α(1 − α2)(4 − α)
dt

dα
− 3t = Φ(α), (58)

где мы ввели обозначение

Φ(α) =
dx

dc

∣∣∣∣
c=c(α)

(59)

для производной обратной функции начального рас-
пределения после подстановки в нее c = c(α). Реше-
ние этого уравнения с начальным условием t(1) = 0

(считаем c0 = 1) имеет вид [40]

t1(α) =
α3/4(4− α)1/20

(1 − α)1/2(1 + α)3/10
×

×
α∫

1

Φ1(z) dz

z7/4(1− z)1/2(4− z)21/20(1 + z)7/10
. (60)

Оно справедливо до момента времени tm = t1(αm),
где αm отвечает максимальному значению cm в на-
чальном распределении локальной скорости звука,
т. е. находится решением уравнения cm = c(αm), где
в правой части стоит функция (55). При t > tm ана-
логичным образом получаем для движения по вто-
рой ветви

t2(α) =
α3/4(4− α)1/20

(1 − α)1/2(1 + α)3/10
×

×
⎧⎨⎩

αm∫
1

Φ1(z) dz

z7/4(1− z)1/2(4− z)21/20(1 + z)7/10
+

+

α∫
αm

Φ2(z) dz

z7/4(1− z)1/2(4− z)21/20(1 + z)7/10

⎫⎬⎭ . (61)

Имея выражение (51) для закона дисперсии и за-
висимость (53) волнового числа от α, легко вычис-
лить поток числа волн в область ДУВ и получить
формулу для числа солитонов при t→ ∞:

N =
1

2π

∫
k(α)c(α)(1− α2)

dt

dα
dα =

=
1

2π

1∫
αm

c(α)k(α)

4− α
[3(t2 − t1) + Φ2 − Φ1] dα. (62)

Двойной интеграл после подстановки сюда формул
(53), (55), (60), (61) сводим к однократному инте-
грированием по частям, так что после простых пре-
образований находим окончательный результат:
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N =
1

2π

1∫
αm

c(α)k(α)

4− α

1 + α+ α2

α(1 + α)
[Φ2 − Φ1] dα =

=
1

2π

cm∫
c0

k(c)[x′2(c)− x′1(c)] dc =

=
1

2π

0∫
−∞

k[c(x, 0)] dx. (63)

Мы снова получили формулу (27), и приведенные
примеры указывают, что она имеет общий характер.
В следующем разделе, следуя методу работ [14, 41],
мы дадим более общий ее вывод для рассматривае-
мого в настоящей работе класса начальных импуль-
сов.

4. ФОРМУЛА ДЛЯ ЧИСЛА СОЛИТОНОВ

На границе с ДУВ риманов инвариант q (см.
уравнения (10), (11)), продолжающий риманов ин-
вариант модуляционной системы Уизема, равен ну-
лю, так что, следуя Гуревичу и Мещеркину [10], мы
считаем, что это его значение распространяется на
всю область бездисперсионного решения. Тогда на
эту область распространяется и функция для вол-
нового числа k = k1(x, t) = k[u(x, t)]. Решения урав-
нения

dx

dt
=
∂ω

∂k

∣∣∣∣
k=k1(x,t)

(64)

с начальными условиями x(0) = x0, x0 ≤ 0, дают
нам семейство траекторий пакетов, испущенных из
точек x = x0 с волновыми числами k[u0(x0)] несу-
щей волны. Эти решения можно рассматривать как
результат распространения модуляционной теории
Уизема на область вне дисперсионной ударной вол-
ны. Таким образом, мы получаем единое описание
для модуляционной теории вдоль всего импульса,
включая его гладкую область, описываемую бездис-
персионным решением.

Как мы уже знаем из (12), к моменту времени t
в область ДУВ вошло число волн N , равное

N(t) =
1

2π

t∫
0

(
ω − k

dω

dk

)
dt, (65)

где для определенности мы предположили V0(u) >

> 0, ∂2ω/∂k2 < 0, и малоамплитудным является ле-
вый край xL(t) ударной волны, что отвечает выбору
знака в подынтегральном выражении (65). Скорость
изменения dN/dt этого числа равна, очевидно,

dN

dt
=

1

2π

(
ω − k

dω

dk

)
. (66)

Теперь мы определяем число волн N1(t) в области
гладкого решения, соответствующее распределению
волнового числа k1(x, t) в момент времени t:

N1 =
1

2π

xL(t)∫
−l

k1(x1, t) dx1 =

=
1

2π

xL(t)∫
−l

k[u(x1, t)] dx1. (67)

Вычислим скорость изменения этого числа со вре-
менем:

dN1

dt
=

1

2π
×

×

⎧⎪⎨⎪⎩dxL
dt

k1(xL(t), t)+

xL(t)∫
−l

∂k1(x1, t)

∂t
dx1

⎫⎪⎬⎪⎭ . (68)

Для производной dxL/dt мы подставляем ∂ω/∂k1
согласно первому уравнению (5). Далее, волно-
вое число k1(x, t) удовлетворяет закону сохранения
числа волн (4), так что в подынтегральном вы-
ражении второго члена заменяем ∂k1(x1, t)/∂t на
−∂ω(x1, t)∂x1 и после интегрирования получаем

dN1

dt
=

1

2π

(
k
∂ω

∂k
− ω

)
x=xL(t)

. (69)

Это выражение равно выражению (66), взятому с
противоположным знаком, т. е. N1(t)+N(t) = const.
Наконец, в пределе t → ∞ мы имеем N(t) → N

(N — число солитонов, образовавшихся из импуль-
са) и N1 → 0, а при t → 0 ДУВ отсутствует и
N(0) = 0, N1(0) = (1/(2π))

∫∞
−∞ k[u(x, 0)] dx. С уче-

том u(x, 0) = u0(x) мы приходим к окончательной
формуле для числа солитонов

N =
1

2π

∞∫
−∞

k[u0(x)] dx, (70)

где функция k(u) является решением уравнения (8)
с граничным условием (7). Это подтверждает спра-
ведливость формулы (27) для числа солитонов, по-
рождаемых импульсом простой волны, распростра-
няющейся в неподвижную среду.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе мы показали, что общее
выражение (14) для числа солитонов является эф-
фективным средством вычисления этой важной для
эксперимента характеристики нелинейных импуль-
сов при их достаточно долгой эволюции, если огра-
ничиться типичным случаем опрокидывания про-
стой волны, распространяющейся в «неподвижную»
среду, и использовать для расчета траектории ма-
лоамплитудного края ДУВ метод, предложенный в
работах [29, 30]. На этом пути воспроизводится из-
вестная формула Карпмана для уравнения КдФ и
получены ее обобщения для других физически важ-
ных уравнений, не являющихся полностью интегри-
руемыми, к которым неприменим метод обратной
задачи рассеяния. Замечательно, что окончатель-
ный результат во всех рассмотренных случаях мож-
но представить в форме (27), полученной на основе
некоторых предположений в работах [14, 41], что
можно рассматривать как дополнительное обосно-
вание этой формулы, уточняющее метод указанных
работ. Кроме того, использованное в этих работах
предположение, что функцию зависимости волново-
го числа k(u) от фоновой амплитуды волны на ма-
лоамплитудном крае ДУВ можно распространить с
этого края на область гладкого бездисперсионного
решения, где осцилляции отсутствуют, представ-
ляется важным для общей теории дисперсионных
ударных волн утверждением. Наконец, сочетание
гамильтоновой механики волновых пакетов с без-
дисперсионной динамикой фона дает общий подход
к решению задач о взаимодействии линейных волн с
течением среды, что позволяет, например, обобщить
результаты недавней работы [21] на произвольный
профиль фоновой простой волны.
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Л. П. Питаевскому и Г. А. Элю за полезные об-
суждения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Сезонные вариации атмосферных мюонов на
больших глубинах под землей до сих пор остают-
ся в поле зрения исследователей, главным образом
как содержащие информацию, во-первых, о цикли-
ческих процессах в верхних слоях атмосферы и,
во-вторых, о характеристиках и временном поведе-
нии фона в низкофоновых подземных эксперимен-
тах.

Мы остановимся на втором аспекте исследова-
ний вариаций потока мюонов. На больших глубинах
причиной сезонных вариаций мюонов является по-
ложительный температурный эффект, приводящий
к изменению плотности атмосферы и ее высоты в
результате нагрева летом и остывания зимой. Амп-
литуда δIμ = 1.5% и фаза сезонных вариаций ин-
тенсивности мюонов ϕ(Iμ) = 185 ± 15 сут на глу-
бине ∼ 3600 м в.э. были установлены в эксперимен-
тах [1–9]. Помимо этого, в эксперименте [10] была
определена амплитуда сезонных вариаций нейтро-
нов δΦn, образуемых потоком мюонов. Неожидан-
но величина δΦn оказалась примерно в 6 раз выше
амплитуды δIμ. Ранее a priori полагалось, что ва-
риации δΦn должны быть равны вариациям потока
мюонов δIμ. В работе [11] было показано, что об-
наруженный эффект можно объяснить вариациями
средней энергии мюонов δEμ. Из данных экспери-
мента [10] следует, что амплитуда вариаций δEμ на

* E-mail: agafonova@inr.ru

глубине эксперимента LVD должна составлять при-
мерно 10% для того, чтобы совместно с вариация-
ми интенсивности мюонов δIμ = 1.5% обеспечить
величину амплитуды вариаций потока космогенных
нейтронов δΦn = 9.3%, измеренную на LVD [10].

В нашей работе рассматриваются процессы, ко-
торые создают сезонные вариации средней энергии
Eμ потока мюонов. В разд. 2 мы приводим общие со-
отношения, характеризующие связь спектра мюонов
на глубине эксперимента LVD со спектром мюонов
на уровне моря (s.l.); в разд. 3 мы находим энергети-
ческие спектры потока LVD-мюонов и их сезонные
вариации под землей и на уровне моря. В разд. 4
обсуждаются процессы генерации мюонов высокой
энергии, создающие сезонные вариации потока мю-
онов; в разд. 5 и Заключении проводится сравнение
результатов LVD и Borexino и оценивается точность
определения величины δEμ.

2. СВЯЗЬ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ
ХАРАКТЕРИСТИК LVD-МЮОНОВ ПОД

ЗЕМЛЕЙ И НА УРОВНЕ МОРЯ

Температурные вариации интенсивности мюонов
связаны с процессами их генерации в верхних сло-
ях атмосферы. Последующее прохождение мюона-
ми атмосферы практически не влияет на энергию
LVD-мюонов, т. е. мюонов, достигающих глубины
LVD (Hmin = 3.1 км в.э.). Мы будем рассматривать
данные LVD, так как аномальные вариации космо-
генных нейтронов были обнаружены в этом экспе-
рименте.
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Энергопотери мюонов в грунте трансформируют
их исходный энергетический спектр (на поверхно-
сти, ниже будем полагать, что на уровне моря), но
не меняют интенсивности мюонов, обладающих на
уровне моря энергией не ниже пороговой Eth

μ , т. е.
достаточной для достижения глубины LVD. Следо-
вательно, механизм вариаций средней энергии мюо-
нов Eμ под землей должен заключаться в процессах
как генерации мюонов в верхних слоях атмосферы,
так и, в отличие от вариаций интенсивности, про-
хождения мюонами слоя грунта большой толщины.

Для установления источников вариаций рас-
смотрим связь характеристик LVD-мюонов на глу-
бине Hmin (интенсивности, эффективного диапазо-
на энергий, средней энергии) с характеристиками
этих мюонов на поверхности и затем с характери-
стиками «родительских» пионов и генерации пио-
нов в pA-столкновениях. В анализ будут включе-
ны одиночные мюоны, так как они составляют 90%
от полного числа мюонов (10% входят в мюонные
группы), достигающих глубины LVD [12]. Средняя
энергия одиночных LVD-мюонов Eμ = 270± 18 ГэВ
была получена в измерениях [13]. Поэтому при ана-
лизе будем полагать Eμ = 270 ГэВ.

Минимальная энергия мюонов на уровне мо-
ря Emin

μ,sl , необходимая для достижения глубины
Hmin = 3.1 км в.э., равна Emin

μ,sl = 1.3 ТэВ [14]. Поро-
говая энергия Eth

μ,sl (50% вероятности выживания)
составляет 1.8 ТэВ. Эту величину можно опреде-
лить с помощью выражения, связывающего энергию
мюона на уровне моря Eμ,sl с его энергией в среднем
Eav

μ,H на глубине H [15]:

Eav
μ,H = (Eμ,sl + εμ)e

−bH − εμ, (1)

отсюда
Eμ,sl = (Eav

μ,sl + εμ)e
+bH − εμ. (2)

Полагая Eav
μ,H = 0, для Eth

μ,sl получаем

Eth
μ,sl = (e+bH − 1)εμ. (3)

В этих выражениях параметр εμ = a/b характеризу-
ет форму дифференциального спектра мюонов, ко-
торая на больших глубинах является квазиплоской:

dNμ

dE
∝ 1

(εμ + Eμ)γμ
.

Параметр εμ представляет энергию, выше которой
начинают доминировать радиационные потери и
квазиплоский спектр мюонов приобретает форму
спектра на поверхности, Psl(Eμ) ∝ E

−γμ
μ . Величины

a и b входят в формулу для энергопотерь мюонов в
слое вещества H :

−dEμ/dH = a+ bEμ. (4)

Здесь a — полные ионизационные потери, b — сум-
марные потери для трех радиационных процессов.
Отношение a/b = εμ представляет критическую
энергию мюона, при которой ионизационные поте-
ри равны радиационным; при Eμ 	 εμ доминируют
ионизационные потери, при Eμ � εμ — радиацион-
ные. Величины a и b слабо зависят от Eμ: изменение
Eμ от 1 ТэВ до 10 ТэВ приводит к увеличению a в
стандартном грунте от 268 до 293 ГэВ·(км в.э.)−1,
b увеличивается от 0.392 до 0.435 (км в.э.)−1 (см.
табл. 24.2 в [15]).

Подставляя в (3) εμ = a/b = 667 ГэВ (a =

= 280 ГэВ/км в.э., b = 0.42/км в.э.) для глубины
H = 3.1 км в.э. находим Eth

μ,sl = 1785 ГэВ ≈ 1.8 ТэВ.
При выбранных значениях величин a и b средняя
энергия одиночных LVD-мюонов E

cal

μ = 277 ГэВ,
вычисляемая по формуле [16]

E
cal

μ = εμ[1− exp(−bH)](γμ − 2)−1, (5)

с высокой точностью согласуется с установленной
экспериментально Eμ = 270 ГэВ. Параметр γμ =

= 3.75 является модулем показателя дифференци-
ального спектра мюонов на уровне моря: Psl(Eμ) ∝
∝ E

−γμ
μ .
Здесь можно отметить интересное свойство ве-

личины Eμ — ее «насыщение». На больших глуби-
нах, отвечающих условию H � 1/b, в формуле (5)
для E

cal

μ множитель [1– exp(–bH)] ≈ 1, что при εμ =

= const приводит к выражению предельной средней
энергии потока атмосферных одиночных мюонов в
стандартном грунте:

E
lim

μ = εμ(γμ − 2)−1. (6)

К энергии Elim

μ средняя энергия мюонов Eμ асимп-
тотически приближается на глубинах � 5 км в.э.
При значениях параметров εμ = 693 ГэВ, γμ = 3.77,
использованных в работе [16], величина предельной
энергии E

lim

μ = 392 ГэВ; при εμ = 618 ГэВ, γμ = 3.7

величина E
lim

μ = 364 ГэВ [17]; при εμ = 495 ГэВ,

γμ = 3.7 величина E
lim

μ = 291 ГэВ [18]. Как видим,

величина Elim

μ рассчитывается с большой погрешно-
стью. Учитывая результаты различных измерений,
можно полагать E

lim

μ = 400 ГэВ.
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3. СЕЗОННЫЕ ВАРИАЦИИ
ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА

LVD-МЮОНОВ ПОД ЗЕМЛЕЙ И НА
УРОВНЕ МОРЯ

Дифференциальный спектр мюонов на глубинах
H > 1/b ≈ 2.5 км в.э. является квазиплоским до
энергии ∼ εμ, выше которой спектр становится бо-
лее крутым, приобретая форму спектра Psl(Eμ) ∝
∝ E

−γμ
μ с показателем γμ = 3.75. Поэтому спектр

LVD-мюонов можно представить в виде ступень-
ки, обрывающейся при энергии 0Emax

μ = 2Eμ =

= 2 · 270 ГэВ = 540 ГэВ (приближение ступенчато-
го спектра), 0Emax

μ — среднегодовая энергия «сту-
пеньки». В таком случае все LVD-мюоны на глу-
бине 3.1 км в.э. с интенсивностью 0Iμ,H заключены
в энергетическом диапазоне 0–540 ГэВ.

Полагая в выражении (2) E
av

μ,H = 0Emax
μ =

= 540 ГэВ, определяем соответствующую энергию
на уровне моря: 0Emax

μ,sl = 3771 ГэВ ≈ 3.8 ТэВ. Сле-
довательно, среднегодовой спектр мюонов на глу-
бине LVD эффективно формируется LVD-мюонами,
на уровне моря имеющими энергию в диапазоне
Eth

μ,sl ÷ 0Emax
μ,sl → 1.8 ÷ 3.8 ТэВ, с интенсивностью

0Iμ,sl =
0Iμ,H .

Гипотеза о связи сезонных вариаций числа кос-
могенных нейтронов со средней энергией мюонов,
объясняющая аномальные вариации числа нейтро-
нов, приводит к заключению, что энергия мюонов
Eμ на глубине LVD в летний период sEμ,H возрас-
тает на 10%. Необходимо отметить, что величина
Eμ является естественным энергетическим парамет-
ром, характеризующим поток как мюонов, так и об-
разуемых ими нейтронов, несмотря на то, что ос-
новное количество нейтронов производится мюона-
ми высокоэнергетического участка спектра.

При ступенчатом спектре мюонов возрастание
sEμ,H на 10% должно увеличивать максималь-
ную энергию спектра также на 10%: sEmax

μ,H =

= 1.10Emax
μ,H = 594 ГэВ. По формуле (2) находим, что

данной величине соответствует энергия на уровне
моря sEmax

μ,sl = 3970 ГэВ. Таким образом, увели-
чение Emax

μ,H в 1.1 раза (от 0Emax
μ,sl = 3771 ГэВ до

sEmax
μ,sl = 3970 ГэВ) связано с возрастанием энер-

гии 0Emax
μ,sl на 5.3%. В то же время увеличению

Eμ,H = 270 ГэВ в 1.1 раза соответствует увеличе-
ние энергии Eμ,sl всего в 1.036 раза (от 2780 ГэВ до
2880 ГэВ). Полученные соотношения объясняются
свойством формулы (2), связывающей энергии Eav

μ,H

и Eμ,sl и отражающей воздействие на форму спек-
тра мюонов под землей квазипостоянных ионизаци-
онных потерь и радиационных энергопотерь. Одна-

Рис. 1. Распределение вероятности для мюона с энергией
10 ТэВ на уровне моря иметь энергию от E до E+0.1 ТэВ

на глубине 5, 4, 3, 2, 1 км в.э. (цифры у кривых)

ко флуктуирующий характер радиационных потерь,
с одной стороны, значительно увеличивает вероят-
ность достижения мюонами больших глубин и, с
другой, — нелинейно «растягивает» спектр мюонов
на глубине. Под действием этих потерь моноэнерге-
тический поток мюонов с энергией на уровне моря,
например 10 ТэВ, на разных глубинах трансформи-
руется в спектры различной формы (рис. 1, [19]).

Величины 0Emax
μ,sl и sEmax

μ,sl в действительности
определяются участками спектра мюонов Psl(Eμ),
энергия которых превышает эти величины. Их зна-
чения, найденные выше в рамках приближения сту-
пенчатого спектра LVD-мюонов, в силу быстро убы-
вающего спектра Psl(Eμ) ∝ E−3.75

μ близки реаль-
ным.

4. СЕЗОННЫЕ ВАРИАЦИИ
ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО ДИАПАЗОНА
ЭФФЕКТИВНОЙ ГЕНЕРАЦИИ

LVD-МЮОНОВ

Средняя энергия мюона связана с энергией «ро-
дительского» пиона равенством Eπ = (mπ/mμ)Eμ,
где mπ и mμ — массы пиона и мюона. Используя это
соотношение и пренебрегая энергопотерями (иони-
зационными) мюонов в воздухе (≈ 2 ГэВ), можно
перейти от энергии Eth

μ,sl к пороговой энергии пиона:
Eth

π ≈ (mπ/mμ)E
th
μ = 2.4 ТэВ. Полагая, что только

примерно 5% пионов с энергией 2.4 ТэВ распада-
ются (ниже будет показано, что величина kdecπ =

= 0.05 связана с доминированием одиночных мю-
онов в полном потоке на глубине LVD), а осталь-
ные пионы генерируют вторичные адроны, получа-
ем, что для образования одиночного мюона с энерги-
ей Eth

μ = 1.8 ТэВ пионами первого поколения необ-
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ходима энергия приблизительно 48 ТэВ, затрачива-
емая на рождение заряженных пионов. Добавляя к
этому энергию нейтральных пионов (примерно 1/2
от энергии π±), получаем энергию взаимодействия
Eth

in ≈ 72 ТэВ с образованием пионов. Средняя ве-
личина коэффициента неупругости Kinl в глубоко-
неупругом pA-взаимодействии приблизительно рав-
на 0.5 (примерно 1/2 энергии Ep уносится лидирую-
щим нуклоном). С учетом этого получаем величину
пороговой энергии протона Eth

p ≈ 144 ТэВ, необхо-
димой для образования мюона, достигающего глу-
бины LVD. Быстро убывающий спектр первичных
протонов F (Ep) ∝ E−2.75

p и быстрый рост плотности
атмосферы с уменьшением высоты (что приводит
к увеличению вероятности πA-неупругих столкно-
вений для пионов второго поколения) обусловлива-
ют определяющую роль пионов первого поколения
в формировании потока мюонов на глубине LVD.
Вклад пионов второго и последующих поколений в
генерацию мюонов высокой энергии не превышает
20% [20].

Повторив такие же вычисления для среднего-
довых 0Emax и летних sEmax значений, находим
величины 0Emax

π = 4.98 ТэВ, sEmax
π = 5.24 ТэВ.

Следовательно, участки эффективной генерации
LVD-мюонов в спектрах пионов ограничиваются
энергиями 2.4 ≤ 0Eπ ≤ 4.98 ТэВ, 2.4 ≤ sEπ ≤
≤ 5.24 ТэВ.

Используя зависимость множественности пионов
νπ ≈ 3lnEin от энергии взаимодействия Ein и пола-
гая величину kdecπ = 0.05 независящей от Ein, мож-
но оценить число мюонов Nμ, образующихся при
пороговой Eth

in = 72 ТэВ и максимальной Emax
in =

= 152 ТэВ энергиях взаимодействия и достигающих
глубины LVD: ν±π = 2/3(3 lnEin), Nμ = kdecπ νπ =

= 0.1 lnEin [ГэВ]; отсюда N th
μ = 1.12, Nmax

μ = 1.19.
Таким образом, в диапазоне энергий 72 ТэВ ≤ Ein ≤
≤ 152 ТэВ одному pA-взаимодействию соответству-
ет один LVD-мюон.

Для эффективной генерации LVD-мюонов в рас-
падах пионов энергия Eπ не должна превышать кри-
тическую энергию Ecr

π , соответствующую плотно-
сти атмосферы ρat на высоте генерации пионов пер-
вого поколения. Величина Ecr

π определяется усло-
вием равенства λdecπ = λinπ , где λdecπ = γfτ0c0 =

= (Eπ/mπc
2
0)τ0c0 — длина распадного пробега ре-

лятивистского пиона, τ0 = 2.6 · 10−8 с — время
жизни пиона в покое, γf — гамма-фактор пиона,
c0 = 3 · 1010 см/с, λinπ = (σin

π nAρat)
−1 — длина

пробега пиона для неупругого πA-взаимодействия,
nA — число ядер в грамме воздуха, σin

π — сече-
ние неупругого πA-взаимодействия. Для реляти-

вистского пиона в воздухе (σin
π nA)

−1 = 120 г/см2

и λinπ = 120ρ−1
at . Следовательно, Ecr

π [ГэВ] =

= 120ρ−1
at (mπc

2/τ0c0) = 2.15 · 10−2ρ−1
at . Если прирав-

нять пороговую энергию критической, Eth
π = Ecr

π =

= 2.4 ТэВ, то можно оценить плотность слоя возду-
ха генерации пионов ρat ≈ 9 · 10−6 г/см3, которая
соответствует плотности атмосферы на высоте при-
близительно 35 км.

Таким образом, подавляющее число LVD-мюо-
нов образуется в распадах пионов первого поколе-
ния генерации с энергией в интервале от Eth

π до Ecr
π .

Величина 0Ecr
π соответствует среднегодовой высоте

слоя атмосферы, в котором эффективно генериру-
ются пионы с энергией Eπ ≥ Eth

π . Летнее повыше-
ние температуры атмосферы вызывает увеличение
высоты и расширение слоя генерации пионов с энер-
гиями Eπ ≥ Eth

π , сопровождающееся уменьшением
плотности ρat. Уменьшение плотности пригранично-
го слоя атмосферы на высоте около 40 км влечет за
собой расширение энергетического диапазона распа-
дающихся пионов в результате увеличения энергии
Ecr

π от 0Emax
π = 4.98 ТэВ до летнего значения sEcr

π =

= sEmax
π = 5.24 ТэВ и ужесточение спектра образу-

ющихся мюонов.
Эффект летнего ужесточения спектра LVD-мюо-

нов на уровне моря (sγμ,sl < 0γμ,sl = 3.75), обуслов-
ливающего увеличение энергии Eμ,sl и интенсивнос-
ти Iμ, имеет ту же природу, что и ужесточение энер-
гетического спектра и возрастание интенсивности
мюонов высокой энергии (� 1 ТэВ) при увеличении
угла наблюдения θ. Это увеличение длины свободно-
го пробега пионов в слое атмосферы низкой плотно-
сти, приводящее к увеличению вероятности распа-
да пионов высокой энергии. Например, результаты
измерений [21] показывают, что в области энергий
2 · 102 ГэВ < Eμ < 3 · 103 ГэВ дифференциальный
спектр мюонов на уровне моря, усредненный по ин-
тервалу углов 55◦ < θ < 90◦, описывается степен-
ным законом с показателем γμ = 3.1 (погрешность
7%).

Можно оценить летнее отклонение величины
sγμ,sl от среднегодовой 0γμ,sl = 3.75, используя фор-
мулу (5) и амплитуду вариаций 10% энергии Eμ на
глубине LVD. Полагая числитель в выражении (5)
пренебрежимо слабо меняющимся от сезона к сезо-
ну, получаем

sEμ,LVD

0Eμ,LV D

=
0γμ,sl − 2
sγμ,sl − 2

= 1.1. (7)

Отсюда при 0γμ,sl = 3.75 следует sγμ,sl = 3.59, т. е.
летом показатель γμ,sl уменьшается на 4.3%, что на-
ходится в пределах погрешности измерений величи-
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Рис. 2. Сезонная трансформация формы спектра мюонов,
качественное представление. Красная кривая — среднего-
довой спектр 0PH(Eμ), синяя пунктирная — летний спектр

sPH(Eμ)

ны γμ,sl и что затрудняет определение вариаций по-
казателя γμ,sl в эксперименте.

Летнее изменение формы спектра мюонов под
землей (рис. 2) сходно с трансформацией спектра
при увеличении глубины. Отличие заключается в
том, что переход к бо́льшим глубинам приводит к
росту Eμ и уменьшению интенсивности Iμ, в то вре-
мя как летнее изменение формы спектра PH(Eμ) на
глубине H сопровождается увеличением как энер-
гии Eμ, так и интенсивности Iμ.

Очевидно, что в силу постоянства среднегодовых
характеристик потока мюонов их изменение в лет-
ней период соответствует изменению зимой с обрат-
ным знаком.

5. ОБСУЖДЕНИЕ

Вариации космогенных нейтронов являются ин-
струментом, позволившим обнаружить сезонные ва-
риации средней энергии мюонов на большой глу-
бине, где Eμ ≥ 200 ГэВ. Этот метод основывается
на зависимости выхода нейтронов от энергии мюо-
нов Yn ∝ E

0.78

μ , которая подтверждена в большом
числе экспериментов и поддерживается феномено-
логически [22].

Необходимыми условиями для определения ве-
личины вариаций δEμ являются достаточная ско-
рость счета мюонов, стабильная долговременная (не
меньше нескольких лет) работа установки и высокая
эффективность регистрации нейтронов. Установить
вариации δEμ под землей можно прямым измерени-

ем энергии мюонов методом TRD [13] или парметра
[23]. Но применение этих методов для определения
вариаций δEμ малоэффективно, так как они не мо-
гут обеспечить необходимых для этого методичес-
ких условий.

Указание на сезонные вариации величины Eμ

было получено не только на LVD, но и в долго-
временном эксперименте Borexino [24], находящем-
ся вблизи LVD. Амплитуда вариаций скорости об-
разования космогенных нейтронов и соответству-
ющая ей амплитуда вариаций δEμ в эксперимен-
те Borexino составили 2.6% и 9.2 ГэВ, т. е. в 3 ра-
за меньше величин, полученных на LVD (7.7% и
28 ГэВ). Наиболее вероятно, что отличие результа-
тов LVD и Borexino связано с особенностями мето-
дов определения величины Nn и обработки данных.
Возможно, влияние на результат Borexino мог ока-
зать отбор для анализа мюонных событий со мно-
жественностью нейтронов не выше 10. Несмотря на
небольшое количество событий с множественностью
≥ 10 в полном числе мюонов, эти события наибо-
лее сильно влияют на вариации спектра мюонов под
землей, так как ввиду зависимости Nn ∝ E

0.78

μ свя-
заны с высокоэнергетической областью мюонного
спектра под землей.

Эксперименты по установлению сезонных вариа-
ций энергии атмосферных мюонов прямыми измере-
ниями энергии мюонов на уровне моря, как и под-
земные эксперименты, должны отвечать требова-
нию долговременной работы со стабильными пара-
метрами и, кроме этого, достаточным энергетиче-
ским разрешением. Имеющиеся на сегодня резуль-
таты измерений энергетического спектра мюонов на
уровне моря в области энергий Eμ > 1 ТэВ (рис. 4 в
[25]) показывают, что проведенные эксперименты не
отвечают этому требованию — разброс данных раз-
личных экспериментов значительно превышает по-
грешности измерений, указанные на графике. Кро-
ме того, поиск сезонных вариаций средней энергии
потока мюонов на уровне моря с энергиями выше
1 ТэВ не входил в программы проводившихся ис-
следований энергетического спектра мюонов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Более высокая амплитуда сезонных вариаций
космогенных нейтронов по сравнению с амплиту-
дой вариаций интенсивности мюонов была обнару-
жена в двух подземных экспериментах. Зависимость
Nn ∝ E

0.78

μ связывает вариации нейтронов с вариа-
циями средней энергии мюонов. Отсюда следует,
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что температурный эффект, влияющий на генера-
цию мюонов, изменяет не только их интенсивность,
но и среднюю энергию. Сезонные вариации средней
энергии атмосферных мюонов являются новым эф-
фектом в мюонной физике.

Приближение ступенчатого спектра LVD-мюо-
нов под землей позволяет при исследовании меха-
низма вариаций перейти от вариаций средней энер-
гии мюонов под землей к вариациям энергии «сту-
пеньки» Emax

μ .
Рассмотрение вариаций энергетического диапа-

зона мюонов на пути от слоя генерации в атмосфе-
ре до глубины 3.1 км в.э. в рамках приближения
ступенчатого спектра LVD-мюонов под землей при-
водит к заключению, что вариации δEμ определя-
ются вариациями критической энергии для пионов
Ecr

π . В результате этого диапазон генерации мюо-
нов Eth

μ,sl − Emax
μ,sl варьируется с амплитудой 5.3%

с последующим увеличением вариаций до δEmax
μ =

= δEμ = 10% в результате прохождения мюонами
слоя грунта 3.1 км в.э.

Сезонные вариации генерации высокоэнергети-
ческих мюонов на границе атмосферы проявляются
также в вариациях жесткости их спектра на уровне
моря и вариации формы квазиступенчатого спектра
мюонов под землей.

Точность определения вариаций генерации мюо-
нов, приводящих к вариациям δEμ = 10%, зависит
от соответствия приближения ступенчатого спек-
тра мюонов характеристикам реального спектра под
землей, а также от погрешностей расчета энерге-
тических диапазонов по формулам (1)–(3), (5) и
входящих в них величин. Учитывая неопределен-
ность этих величин (на примере вычисления значе-
ния энергии E

lim

μ ), можно допустить, что точность
определения вариаций δEμ не хуже 20%.

Моделирование вариаций δIμ и δEμ в полном
объеме (с включением атмосферных явлений, транс-
формации спектра мюонов высоких энергий в грун-
те, процессов генерации нейтронов) дает пока про-
тиворечивые результаты, не согласующиеся между
собой и не поддерживаемые экспериментальными
данными [24,26].

Сезонные изменения потока нейтронов, ввиду
их заметной величины, необходимо учитывать
при измерении выхода нейтронов. Температура
атмосферы, помимо сезонных модуляций, в тече-
ние года испытывает нерегулярные изменения. В
результате число нейтронов, образуемых мюонами
под землей, значительно отклоняется от средне-
годовой величины и гармонической функции с

нарушением постоянства амплитуды модуляций и
фазы колебаний. Это следует учитывать при анали-
зе фона в низкофоновых подземных экспериментах.

Финансирование. Работа выполнена при час-
тичной поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект №18-02-00064-а) и
программы международного сотрудничества между
INFN Италии и Министерством науки и высшего об-
разования РФ.
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В рамках теории среднего поля рассчитан магнитокалорический эффект в наносистемах на основе
обменно-связанных ферромагнетиков с различными температурами Кюри. Для плоскослоистой структу-
ры Fe/Gd/Fe продемонстрировано хорошее согласие результатов теории среднего поля и теории Ландау,
справедливой вблизи критической температуры фазового перехода. Показана принципиальная возмож-
ность достижения высокой эффективности магнитного охлаждения в этой системе и доказана спра-
ведливость соотношения Максвелла, что делает возможным экспериментальную проверку сделанных
предсказаний. Развитая для плоскослоистых структур теория обобщена на гранулированную среду.

DOI: 10.31857/S0044451021010089

1. ВВЕДЕНИЕ

Магнитокалорический эффект заключается в об-
ратимом изменении температуры магнитного мате-
риала при его адиабатическом намагничивании или
размагничивании. Эффект был открыт более ста
лет назад [1] и по-прежнему вызывает значитель-
ный интерес [2]. Этот интерес связан с возможно-
стью создания «магнитного» холодильника, в кото-
ром роль рабочего тела будет выполнять магнит-
ный материал с сильным магнитокалорическим эф-
фектом. Несмотря на успехи в создании таких ма-
териалов (см., например, работу [3]), проблема маг-
нитного охлаждения при комнатной температуре
остается, на наш взгляд, нерешенной. Принципиаль-
ная сложность для однородных магнитокалоричес-

* E-mail: kuznetsovm@ipmras.ru
** E-mail: drovosekov@kapitza.ras.ru

*** E-mail: andr@ipm.sci-nnov.ru

ких материалов заключается в необходимости при-
ложения очень большого (1–10 Тл) магнитного поля
для достижения заметного (1 K) изменения темпе-
ратуры. Таким образом, рекордные на сегодняшний
день значения эффективности магнитного охлажде-
ния составляют 10 К/Тл [2].

В работе [4] предложен новый подход к пробле-
ме снижения напряженности магнитного поля и по-
вышения эффективности магнитного охлаждения.
В качестве магнитного материала предлагается ис-
пользовать многослойные структуры, состоящие из
пленок с различными температурами Кюри. Тогда
«сильный» ферромагнетик, имеющий бо́льшую тем-
пературу Кюри Θ за счет эффекта магнитной бли-
зости [5] будет подмагничивать «слабый» ферромаг-
нетик (TC < Θ) даже в том случае, если послед-
ний находится в парамагнитной фазе, т. е. TC < T .
Более того, для многослойной структуры, в кото-
рой «слабый» ферромагнетик зажат между слоя-
ми «сильного» ферромагнетика, размагничивание
(намагничивание) прослойки зависит от взаимной
ориентации магнитных моментов в берегах, кото-
рой можно управлять посредством приложения маг-
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Рис. 1. Схематическое изображение трехслойной структу-
ры c АФМ-обменом на границах раздела для случая парал-
лельной (а) и антипараллельной (б) ориентаций намагни-
ченностей боковых слоев: I — ферромагнитный слой; II —
парамагнитный слой; Mf — намагниченность свободного
ферромагнитного слоя; Mp — намагниченность «закреп-
ленного» ферромагнитного слоя, m↑↑(z) и m↑↓(z) — на-

магниченности прослойки

нитного поля (рис. 1). При параллельной ориен-
тации намагниченностей берегов прослойка имеет
бо́льшую (в среднем по толщине) намагниченность,
чем при антипараллельной ориентации. Величина
поля, необходимого для переключения взаимной
ориентации намагниченностей, порядка 10−2 Тл (см.
ниже рис. 2б). Эффективность такого способа изме-
нения намагниченности (энтропии) «слабого» фер-
ромагнетика возрастает с уменьшением его толщи-
ны и может достигать гигантских значений. Эф-
фект носит «обменный» характер, и увеличение эф-
фективности охлаждения достигается за счет ре-
конфигурации обменных полей на границах пле-
нок. В работах [6–9] проведены эксперименты, под-
твердившие возможность усиления магнитокалори-
ческого эффекта в многослойных структурах «силь-
ный»/«слабый» ферромагнетик. Однако величина
эффекта в десятки раз ниже значений, предсказы-
ваемых теорией.

Центральным моментом развиваемого нами под-
хода является предположение об обменном взаимо-
действии на границе ферромагнетиков. Величина
этого взаимодействия заранее не известна, и тре-
буется аккуратная обработка экспериментальных
данных, которая позволит эту обменную констан-
ту определить. Для проведения сравнения нужно

иметь количественную теорию магнитокалорическо-
го эффекта в таких неоднородных системах, постро-
ению которой и посвящена настоящая работа. В ка-
честве отправной точки нами использовано прибли-
жение среднего поля, хорошо зарекомендовавшее се-
бя при анализе статических и динамических магнит-
ных свойств многослойных структур Fe/Gd [10]. В
разд. 2 этой статьи в рамках приближения средне-
го поля приведены расчеты распределений намагни-
ченности, энтропии и величины магнитокалоричес-
кого эффекта в трехслойных структурах Fe/Gd/Fe.
В разд. 3.1 для расчета термодинамических харак-
теристик системы используется теория фазовых пе-
реходов Ландау, справедливая при температурах,
близких к TC , для которых магнитокалорический
эффект максимален. Проводится сравнение с ре-
зультатами разд. 2. Кроме того, получены условия
применимости приближенных аналитических реше-
ний для параллельной и антипараллельной ориента-
ций магнитных моментов ферромагнитных берегов.
В разд. 3.2 полученные приближенные решения ис-
пользованы для оценки магнитокалорического эф-
фекта в системе ферромагнитных гранул, помещен-
ных в парамагнитную матрицу. В Заключении об-
суждаются возможности усиления магнитокалори-
ческого эффекта в ферромагнитных наносистемах.

2. ПЛОСКОСЛОИСТАЯ СТРУКТУРА В
МОДЕЛИ СРЕДНЕГО ПОЛЯ

Идея применения метода среднего поля для рас-
чета магнитных характеристик слоистых структур
была предложена Кэмли в работах [11–13]. Исследо-
вания были прежде всего направлены на выяснение
особенностей магнетизма систем на основе переход-
ных (ПМ) и редкоземельных (РЗМ) ФМ-металлов,
таких как Fe/Gd. Характерной особенностью этих
систем является возможность сильнонеоднородного
распределения намагниченности внутри слоев РЗМ,
что обусловлено конкуренцией нескольких факто-
ров: сильным АФМ-обменом на границе раздела
ПМ/РЗМ, относительно низкой температурой Кю-
ри и малой обменной жесткостью слоев РЗМ. Пред-
ложенный подход позволял на качественном уровне
описать основные особенности поведения слоистых
структур ПМ/РЗМ и даже достичь определенного
количественного согласия с экспериментом [14–17].
Ниже мы используем метод среднего поля для оцен-
ки величины магнитокалорического эффекта в мно-
гослойных структурах на примере системы Fe/Gd,
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Рис. 2. (В цвете онлайн) а) Схематичное изображение модельной слоистой структуры Fe/Gd/Fe и распределения на-
магниченности по атомным слоям внутри прослойки Gd. Показаны кривые намагничивания (б) и полевые зависимости
энтропии (в), полученные в модели среднего поля для структур Fe(35 Å)/Gd(d)/Fe(35 Å) с толщиной прослойки d = 30 Å

(кривые 1 и 2) и d = 50 Å (кривые 3 и 4). Сплошные кривые соответствуют температуре T = TC = 200 К, штриховые —
T = TC = 210 К. На графике (г) продемонстрировано выполнение в рассматриваемой задаче соотношения Максвелла

(dS/dH)T = (dM/dT )H

магнитные свойства которой достаточно хорошо
изучены [18,19].

Рассмотрим трехслойную структуру
Fe(dFe)/Gd(d)/Fe(dFe) с толщинами слоев d, dFe
порядка нескольких нанометров при температурах
T в окрестности температуры Кюри TC гадолиния.
Заметим, что в тонких слоях Gd величина TC может
быть заметно подавлена по сравнению с объемным
значением 293 К. Так, в работах [10, 20, 21] для
d ≈ 50 Å получено значение TC ≈ 200 K. В рас-
сматриваемых условиях слои Fe можно считать
однородно намагниченными до насыщения. При
этом большой АФМ-обмен на границах Fe–Gd

(обменная константа J ≈ −200 K в расчете на атом
Gd [10, 20]) приводит к сильной магнитной поля-
ризации приграничных атомов Gd. В то же время
существенно более слабое ФМ-взаимодействие
атомов Gd внутри прослойки (JGd ≈ 13 K [20])
приводит к быстрому (на масштабах около 20 Å)
разрушению магнитного порядка при удалении от
границы Fe–Gd из-за сильных тепловых флуктуа-
ций вблизи TC . Таким образом, внутри прослойки
Gd формируется сильнонеоднородный профиль
распределения намагниченности с максимумами
вблизи границ Fe–Gd и минимумом в глубине слоя.
Экспериментально наличие такого распределения

7 ЖЭТФ, вып. 1
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намагниченности в слоях Gd было доказано при
исследовании сверхрешеток Fe/Gd методом рентге-
новского резонансного магнитного рассеяния (см.,
например, работы [15,20]).

Для теоретического моделирования этого рас-
пределения по методу среднего поля мы рассмат-
риваем разбиение прослойки Gd на «атомные» под-
слои толщиной a = 3 Å и с намагниченностью mi,
где i — номер слоя (рис. 2a). Выбранное значе-
ние толщины элементарного слоя a = 3 Å прибли-
женно соответствует расстоянию между атомными
плоскостями (0001) ГПУ-кристалла Gd. Эффектив-
ное поле Hi, действующее на атомы i-го слоя, скла-
дывается из внешнего поля H и обменных «моле-
кулярных» полей со стороны близлежащих атомов
того же слоя (γiimi) и соседних слоев (γii±1mi±1):

Hi = H+ γiimi + γii−1mi−1 + γii+1mi+1, (1)

где γij — константы среднего поля. Заметим, что в
однородном случае mi = m, и мы получаем обычное
выражение для молекулярного поля Вейсса H+γm,
где γ = γii + γii−1 + γii+1.

Для характеристики распределения обменных
взаимодействий между атомом Gd заданного слоя с
атомами того же слоя и соседних слоев удобно вве-
сти параметр ζ = γii±1/γ, который можно рассмат-
ривать как отношение числа ближайших атомов в
соседних слоях к их полному количеству. Так, на-
пример, для ГПУ-монокристалла гадолиния ζ = 1/4

[15], в случае же аморфной структуры этот пара-
метр может несколько отличаться [10]. Принимая
во внимание такое определение ζ, выражение для
эффективного поля внутри Gd можно переписать в
виде

Hi = H+ γmi + γζa2
mi+1 − 2mi +mi−1

a2
. (2)

Из такой записи видно, что первые два слагаемых
представляют собой случай однородной намагни-
ченности, а третье слагаемое определяет «гради-
ентный» вклад в эффективное поле. Это слагаемое
в континуальном пределе пропорционально второй
производной намагниченности d2m/dz2 в направле-
нии нормали к пленке z и, таким образом, дает связь
констант среднего поля с обменной жесткостью ма-
териала D = γζa2.

Необходимо также определить эффективные
поля, действующие на границах раздела Fe–Gd.
Поверхностная плотность энергии обменного
АФМ-взаимодействия на интерфейсе Fe–Gd запи-
сывается в виде

Eex = J
mFe ·mGd

mFems
, (3)

где J — обменная константа, mFe и mGd — векторы
намагниченности Fe и приграничного слоя Gd, mFe

и ms — намагниченности насыщения Fe и Gd. От-
сюда получаем эффективное поле, действующее со
стороны слоя Fe на приграничный слой Gd,

HGd = − JmFe

mFemsa
,

и эффективное поле, действующее со стороны Gd на
слой Fe,

HFe = − JmGd

mFemsdFe
.

Равновесное направление намагниченности
в каждом из атомных слоев Gd определяется
условием

mi||Hi, (4)

а абсолютная величина —

mi = msBj

(
μHi

kBT

)
, (5)

где Bj — функция Бриллюэна для полного момен-
та j, μ — магнитный момент на атом Gd, kB —
константа Больцмана. Направление намагниченно-
сти слоев Fe может задаваться фиксированным (в
случае «закрепленного» слоя), либо определяться
из условия, аналогичного (4): mFe|| (H+HFe) (в
случае «свободного» слоя). Результирующее равно-
весное распределение величины и направления на-
магниченности по слоям структуры рассчитывается
численно при заданных H и T .

Полученное распределение намагниченности
позволяет вычислить полный магнитный момент
M и энтропию S единицы объема системы. Полная
намагниченность системы, очевидно, определяется
формулой

M =

dFe

(
m

(1)
Fe +m

(2)
Fe

)
+ a

∑
i

mi

d+ 2dFe
(6)

(отсюда, в частности, можно определить компонен-
ту намагниченности M вдоль магнитного поля).
Для вычисления энтропии S учтем, что слои Fe не
вносят вклада в S, а энтропия единицы объема i-го
слоя Gd в модели среднего поля имеет вид [22, 23]
si =

=
ms

μ
kB

⎡⎢⎢⎣ln
⎛⎜⎜⎝ sh

(
2j+1

2j

μHi

kBT

)
sh

(
1

2j

μHi

kBT

)
⎞⎟⎟⎠−mi

ms

μHi

kBT

⎤⎥⎥⎦ . (7)

Таким образом, средняя энтропия слоя Gd на
единицу объема равна

98



ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021 Магнитокалорический эффект в наносистемах. . .

s =
a

d

∑
i

si, (8)

а полная энтропия всей системы Fe/Gd/Fe на еди-
ницу объема —

S =
a

d+ 2dFe

∑
i

si. (9)

На рис. 2 приведены примеры расчета кривых
намагничивания и полевых зависимостей энтропии
для системы Fe/Gd/Fe в случае, когда намагничен-
ность первого слоя Fe фиксирована в направлении,
противоположном полю, а второй слой Fe свободен.
В этой ситуации, благодаря взаимодействию через
прослойку Gd, в нулевом поле оказывается выгод-
ной параллельная ориентация магнитных моментов
слоев Fe. Однако при приложении определенного
магнитного поля происходит переориентация сво-
бодного слоя Fe, что приводит к антипараллельной
ориентации слоев Fe. При этом существенно меня-
ется форма профиля намагниченности внутри про-
слойки Gd (см. ниже рис. 3). Для расчета исполь-
зованы параметры, полученные в работе [10] для
сверхрешетки [Fe(35 Å)/Gd(50 Å)]12: mFe = 1270 Гс,
ms = 1150 Гс, J = 40 эрг/см2, j = 7/2, μ = 7μB, γ =

= 870, ζ = 0.33, TC = 200 К; для обоих слоев железа
dFe = 35 Å. Расчеты проведены для случаев d = 30 Å

и d = 50 Å при T = TC = 200 К и T = 210 К.
Температурные зависимости изменения энтро-

пии единицы объема прослойки при переключении
взаимной ориентации намагниченностей слоев Fe
приведены в разд. 3.1 (см. ниже рис. 5). Интересно
отметить, что в рассматриваемой задаче выполняет-
ся соотношение Максвелла (dS/dH)T = (dM/dT )H ,
на котором основаны многочисленные эксперимен-
ты по измерению магнитокалорического потенциа-
ла (см. рис. 2г). Этот факт не является триви-
альным. Действительно, выполнение соотношения
Максвелла для однородных материалов очевидно.
В неоднородных системах, к которым принадле-
жит рассмотренная трехслойная структура, намаг-
ниченность является функцией координат и поэто-
му не может непосредственно входить в соотноше-
ние Максвелла. Однако, как нами было показано,
это соотношение выполняется для намагниченности
(6) и энтропии (9), относящихся ко всей системе.

3. ТЕОРИЯ ЛАНДАУ ДЛЯ ФАЗОВЫХ
ПЕРЕХОДОВ ВТОРОГО РОДА

Ранее мы применяли теорию Ландау для
фазовых переходов к плоскослоистой структуре

Co90Fe10/NixCu100−x/Co40Fe40B20 (x ≈ 70 ат.%) [9].
В настоящей работе мы проделаем расчеты для
структуры Fe/Gd/Fe, а также получим значительно
более простые приближенные решения с целью
их сравнения с точными и использования такого
подхода для описания гранулированной среды (см.
разд. 3.2).

3.1. Плоскослоистая структура

В рамках теории Ландау для фазовых перехо-
дов свободную энергию F , приходящуюся на едини-
цу площади, можно записать в виде функционала [9]

F [m] =

d/2∫
−d/2

(
l20
2

(
dm

dz

)2

+
ατ

2
m2+

β

4m2
s

m4

)
dz+

+
lJ
2
(m−σms)

2

∣∣∣∣
z=−d

2

+
lJ
2
(m−ms)

2

∣∣∣∣
z= d

2

. (10)

Здесь α, β, l0 и lJ — феноменологические постоян-
ные, τ = (T − TC)/TC , σ = 1 при параллельной ори-
ентации намагниченностей слоев Fe (↑↑), σ = −1 —
при антипараллельной (↑↓). Последние два слагае-
мых в формуле (10) описывают обменное взаимо-
действие прослойки с ферромагнитными берегами
(см. рис. 1). В силу малости внешнего магнитного
поля мы пренебрегаем членом −H ·m под знаком
интеграла в формуле (10). Уравнение, отвечающее
экстремуму функционала (10), и граничные условия
имеют вид

d2m

dz2
− 1

l2
m− β

l20m
2
s

m3 = 0, (11)

dm

dz

∣∣∣∣
z= d

2

= − lJ
l20
(m−ms)

∣∣∣∣
z= d

2

, (12)

dm

dz

∣∣∣∣
z=− d

2

=
lJ
l20
(m− σms)

∣∣∣∣
z=− d

2

, (13)

где введено обозначение l = l0/
√
ατ . Уравнению (11)

удовлетворяют эллиптические функции Якоби dn и
sn. Эти функции хорошо изучены [24]. Будем искать
решения в виде

m↑↑ = a↑↑ms dn

(
c↑↑

(
z+ z↑↑0
l0

)
, k↑↑

)
, (14)

m↑↓ =

√
a↑↓ms

c↑↓
sn

(
c↑↓

(
z+ z↑↓0
l0

)
, k↑↓

)
. (15)

99
7*



М. А. Кузнецов, А. Б. Дровосеков, А. А. Фраерман ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021

Здесь a↑↑(↑↓), c↑↑(↑↓) и z
↑↑(↑↓)
0 — постоянные, k↑↑ и

k↑↓ — эллиптические модули. Поскольку

a↑↑ms = m↑↑|z=0, a↑↓m2
s = l20 (dm/dz|z=0)

2
,

константы a↑↑ и a↑↓ — действительные числа (если
z
↑↑(↑↓)
0 = 0). После подстановки m↑↑ и m↑↓ в урав-

нение (11) мы можем выразить все неизвестные по-
стоянные через a↑↑(↑↓). В итоге получаем

m↑↑ =

= a↑↑ms dn

⎛⎝i a↑↑√β

2

z
l0
,

√√√√2

(
1+

ατ

βa2↑↑

)⎞⎠ , (16)

m↑↓ = −i
(
2a↑↓
β

)1/4

η±ms ×

× sn

(
i
(
βa↑↓
2

)1/4 z
η±l0

,
√
2τ0η2± − 1

)
, (17)

где i — мнимая единица и введены обозначения

η± = (τ0 ± (τ20 − 1)1/2)1/2, τ0 = ατ/(2βa↑↓)1/2.

Здесь было учтено, что константы z
↑↑(↑↓)
0 могут быть

выбраны равными нулю. Постоянные a↑↑ и a↑↓ опре-
деляются численно из граничных условий. Чтобы
установить, какую из констант η± следует выбрать,
рассмотрим предельный случай бесконечно толстой
прослойки (a↑↓ → 0). В этом пределе, используя
определение функции y = sn (u, k) [25],

u =

y∫
0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

(18)

и формулы (15) и (17), для η+ получим

m = −
√

2ατ

β

ms

sh

(
z̃ + z̃0
l

) , (19)

где z̃ = z + d/2, а постоянная z̃0 = z↑↓0 − d/2 −
−l cth−1 (1) должна быть конечным положительным
числом, определяемым из граничных условий. Фор-
мула (19) соответствует намагниченности прослой-
ки, индуцированной только одним ферромагнитным
слоем, находящимся при z̃ < 0. Таким образом, на-
магниченность (17) с η+ дает правильное предель-
ное выражение. Для дальнейших расчетов мы будем
пользоваться формулой (17) с η+. Заметим, что от
намагниченности (16) можно так же прийти к пре-
делу (19), но, конечно, с обратным знаком.

Получим теперь более простые, но приближен-
ные решения уравнения (11). В случае параллель-
ной ориентации намагниченностей боковых слоев
представим намагниченность прослойки m↑↑ в виде

m↑↑(z) = m0 + ξ(z), ξ (0) = 0, ξ 	 m0.

Здесь m0 — постоянная, ξ(z) — функция координа-
ты z. В линейном приближении по ξ уравнение (11)
примет вид

d2ξ

dz2
− κ2(ξ + ξ0) = 0, (20)

где

κ2 =
1

l20

(
ατ+

3βm2
0

m2
s

)
, ξ0 =

m0(ατm
2
s+βm

2
0)

ατm2
s + 3βm2

0

.

Решением этого уравнения является функция

ξ = ξ0 (chκz − 1) . (21)

Граничные условия (12), (13) позволяют числен-
но определить m0. Если намагниченности ферро-
магнитных берегов антипараллельны, то, считая
βm2

↑↓/ατm
2
s 	 1, можно пренебречь нелинейным

слагаемым в уравнении (11). С учетом граничных
условий получим

m↑↓ =
llJms

l20 ch
d

2l
+ llJ sh

d

2l

sh
z

l
. (22)

Приближенное решение (22) можно также полу-
чить из формулы (17), формально устремляя β к
нулю. Для этого выразим sn(u, k) через dn(u, k) со-
гласно формуле dn2(u, k) = 1 − k2sn2(u, k). Далее,
используя определение функции y = dn(u, k) [25],

u =

y∫
1

dx√
(1− x2) (x2 − 1 + k2)

, (23)

придем к формуле (22). При этом z↑↓0 = 0. Отме-
тим еще, что приближенное и точное решения (21)
и (16) имеют одинаковые разложения в степенные
ряды (по крайней мере, до слагаемых второго по-
рядка включительно).

Феноменологические постоянные α и β были
получены путем их выражения через параметры
теории среднего поля. Для отдельной пленки Gd
справедлива формула (5), где вместо mi следует
взять однородную намагниченность m. Расклады-
вая Bj(x) в ряд при x 	 1, можно привести фор-
мулу (5) к уравнению ατm + βm3/ms = 0, соответ-
ствующему в теории Ландау уравнению, которому
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Зависимостиm↑↑(z) при T = TC (а), T−TC = 10 К (б) иm↑↓(z) при T = TC (в), T−TC = 10 К (г)
для d = 3 нм (кривые 1), 5 нм (2), 7 нм (3), 15 нм (4) в структуре Fe/Gd/Fe. Сплошными линиями изображены точные
решения (16) и (17), штриховыми — приближенные решения (21) и (22), точками — расчеты по теории среднего поля

удовлетворяет намагниченность отдельной пленки
магнетика в отсутствие внешнего поля. Тогда для
постоянных α и β получаются следующие форму-
лы:

α = γ =
TC
cC

≈ 870, (24)

β =
3

10
γ

(
1 +

(
j

j + 1

)2
)

≈ 420, (25)

где cC — постоянная Кюри. Постоянную l0 можно
оценить как l0 = (γζ)

1/2
a ≈ 5.1 нм. Постоянную

lJ , характеризующую взаимодействие прослойки Gd
со слоями Fe, мы оцениваем как lJ ∼ J/msmFe ≈
≈ 280 нм.

На рис. 3 представлены зависимости m↑↑(z) и
m↑↓(z) для структуры Fe/Gd/Fe при различных
толщинах прослойки и температурах. Как и сле-
довало ожидать, между теориями существует до-
статочно хорошее согласие. Расхождения, однако,
увеличиваются по мере возрастания намагничен-
ности прослойки, поскольку начинает сказывать-
ся отсутствие отброшенных слагаемых более вы-

соких порядков в свободной энергии (10). Расче-
ты также показывают, что приближенные решения
(21), (22) для многослойной структуры Fe/Gd/Fe
дают довольно большую ошибку. Действительно,
на рис. 3в видно, что зависимости m↑↓(z) суще-
ственно нелинейны, в то время как приближенное
решение (22) при T = TC линейно по z. Увели-
чение корреляционной длины l0 приводит к луч-
шим результатам. Так, например, для многослойной
структуры Co90Fe10/NixCu100−x/Co40Fe40B20 (α =

= 1300, β = 750, l0 = 25 нм, lJ = 30 нм, ms =

= 180 эрг ·Гс−1· см−3, TC = 330 К) [9] приближен-
ные формулы правильно описывают распределение
намагниченности (рис. 4).

Перейдем к вычислению энтропии в пересчете на
единицу объема прослойки, s = −(∂F/∂T )/d. Без-
относительно ориентации намагниченностей ферро-
магнитных берегов, справедлива формула

s = − α

2TC

1

d

d/2∫
−d/2

m2dz = −αm
2

2TC
, (26)
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимостиm↑↑(z) при T = TC (а), T−TC = 10 К (б) иm↑↓(z) при T = TC (в), T−TC = 10 К (г)
для d = 3 нм (кривые 1), 5 нм (2), 7 нм (3), 15 нм (4) в структуре Co90Fe10/NixCu100−x/Co40Fe40B20. Сплошными линиями

изображены точные решения (16) и (17), штриховыми — приближенные решения (21) и (22)

которую можно получить путем дифференцирова-
ния свободной энергии (10) с использованием фор-
мул (11)–(13). Здесь m2 — средний квадрат намаг-
ниченности прослойки. Заметим, что формула (26)
также может быть получена из связи энтропии s,
внутренней U и свободной F энергий: F = U − Ts.
Дальнейшие вычисления энтропии для случаев па-
раллельной и антипараллельной ориентаций намаг-
ниченностей ферромагнитных берегов приводят к
следующим результатам:

s↑↑ = −αl0a
2
↑↑m

2
s

TCc↑↑d
E

(
am

(
c↑↑d
2l0

, k↑↑
)
, k↑↑

)
, (27)

s↑↓ = − αa↑↓m2
s

2TCc2↑↓k
2
↑↓

×

×
(
1− 2l0

c↑↓d
E

(
am

(
c↑↓d
2l0

, k↑↓
)
, k↑↓

))
, (28)

где E(u, k) и am(u, k) — соответственно эллиптичес-
кий интеграл второго рода и амплитуда эллиптичес-
кого интеграла первого рода. В пределе большого

обмена (lJ → ∞) на границах прослойки из выра-
жений (27) и (28) при T ∼ TC получаем

s↑↑ ≈ −αm
2
s

2TC
, s↑↓ ≈ 0. (29)

Полученные формулы характеризуют максималь-
но возможный магнитокалорический потенциал для
данного материала прослойки — Gd:

Δsmax = αm2
s/2TC ≈ 3 · 106 эрг ·К−1 · см−3.

Заметим, что оценкиΔsmax могут быть в значитель-
ной степени неточными, поскольку излагаемая тео-
рия плохо применима при больших величинах на-
магниченности m. На рис. 5 сплошными линиями
изображены зависимости магнитокалорического по-
тенциала Δs(T ) = s↑↓(T ) − s↑↑(T ) при различных
толщинах прослойки, рассчитанные на основе фор-
мул (27) и (28) для Fe/Gd/Fe. Точками изображены
соответствующие расчеты в рамках теории средне-
го поля на основе формулы (7). Можно видеть, что
теории хорошо согласуются между собой.
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Зависимости Δs(T ) для d = 3 нм
(кривые 1), 5 нм (2), 7 нм (3), 15 нм (4). Сплошны-
ми линиями изображены расчеты на основе теории Лан-
дау, точками — на основе теории среднего поля. Приве-
денные зависимости соответствуют изменению магнитно-
го поля, при котором осуществляется переключение вза-
имной ориентации намагниченностей ферромагнитных бе-

регов (H ∈ (0, H0), H0 ≈ 100 Э)

Зная величину магнитокалорического потенциа-
ла, можно оценить адиабатическое изменение темпе-
ратурыΔT всей структуры при смене взаимной ори-
ентации намагниченностей боковых слоев с парал-
лельной до антипараллельной (см., например, рабо-
ту [26]):

ΔT = Tf − T = − Td

(d+ 2dFe) c
Δs. (30)

Здесь Tf — конечная температура, c — теплоем-
кость в пересчете на единицу объема системы, ко-
торая, вообще говоря, включает в себя вклады
от решеточной и магнитной подсистем. Покажем,
что вкладом магнитной подсистемы можно прене-
бречь, так что согласно закону Дюлонга –Пти c ≈
≈ 1.2 · 107 эрг ·К−1· см−3. Используя формулы (27)
и (28), найдем магнитные вклады в теплоемкость
при постоянном поле:

c↑↑(↑↓) = T

(
∂s↑↑(↑↓)
∂T

)
H

. (31)

На рис. 6 изображены зависимости c↑↑(↑↓)(T ), по-
лученные численно для Fe/Gd/Fe. Можно видеть,
что даже при T = TC магнитные вклады в теплоем-
кость c↑↑(↑↓) почти на порядок меньше вклада реше-
точной подсистемы. Приведем теперь оценки адиа-
батического изменения температуры для Fe/Gd/Fe
(рис. 7). Мы не будем здесь уделять внимания то-
му факту, что в непосредственной окрестности точ-
ки перехода прослойка может перейти в ФМ-фазу

при изменении температуры вследствие приложе-
ния внешнего поля.

Таким образом, нам удалось получить профи-
ли намагниченности прослойки и магнитокалори-
ческие потенциалы в рамках двух подходов. Оба
подхода хорошо согласуются между собой, несмот-
ря на то, что при таких больших значениях намаг-
ниченности прослойки теорию Ландау, казалось бы,
не следует использовать. Приведенные оценки из-
менения температуры системы при адиабатическом
размагничивании в окрестности температуры Кюри
для рассматриваемых толщин прослойки составля-
ют 0.1–0.3 К. Это на порядок меньше ΔT ≈ 3 К объ-
емного Gd при его полном размагничивании, начи-
ная сH = 1 Тл [26]. Вместе с тем в случае структуры
Fe/Gd/Fe переключение взаимной ориентации на-
магниченностей слоев Fe требует приложения маг-
нитного поля величиной всего в несколько сотен эр-
стед (см. рис. 2), что дает выигрыш на 1–2 поряд-
ка по приложенному полю по сравнению с объем-
ным Gd. Таким образом, эффективность магнитно-
го охлаждения в рассматриваемой системе может
существенно повыситься.

3.2. Гранулированная среда

Перейдем теперь к изучению магнитокалоричес-
ких свойств среды, представляющей собой аморф-
ную матрицу из «слабого» ферромагнетика, со-
держащую гранулы из «сильного» ферромагнети-
ка (рис. 8). Последние представляют собой моно-
кристаллы с одноосной магнитной анизотропией, ха-
рактеризуемой постоянной K. Роль гранул состоит
в намагничивании матрицы посредством обменного
взаимодействия подобно тому, как ферромагнитные
берега в плоскослоистой структуре намагничивают
прослойку при параллельной ориентации их намаг-
ниченностей. Магнитным состоянием системы так-
же можно управлять внешним полем.

Будем считать, что все N гранул отличаются
друг от друга только направлениями осей легкого
намагничивания и имеют шарообразную форму с
объемом Vg = (4/3)πR3. Система помещена в одно-
родное магнитное поле H, направленное вдоль оси
z. Тогда свободную энергию можно записать в виде

F [m] = EA + EH + F0[m], (32)
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Рис. 6. Зависимости c↑↑(↑↓)(T ) при d = 3 нм (1), 5 нм (2), 7 нм (3), 15 нм (4)

Рис. 7. Зависимости ΔT (T ) для d = 3 нм (кривые 1),
5 нм (2), 7 нм (3), 15 нм (4). Приведенные зависимо-
сти соответствуют изменению магнитного поля, при кото-
ром осуществляется переключение взаимной ориентации
намагниченностей ферромагнитных берегов (H ∈ (0, H0),

H0 ≈ 100 Э)

F0[m] =

=

∫ (
l20
2

3∑
a=1

(
∂m

∂xa

)2

+
ατ

2
m2+

β

4m2
s

m4

)
dVm +

+
lJ
2

N∑
i=1

∫
(m−msi)

2dσi, (33)

EA = −KVg
M2

N∑
i=1

(Mi · ni)
2, (34)

EH = −H ·
N∑
i=1

Mi, (35)

Рис. 8. Схематическое изображение гранул из «сильно-
го» ферромагнетика, находящихся в матрице из «слабо-
го» ферромагнетика. Двусторонними стрелками изобра-
жены оси легкого намагничивания. Штриховой окружно-
стью изображена ячейка радиусом λ. Поле H направлено

вдоль оси z

где EA и EH — соответственно энергия анизотропии
и энергия Зеемана гранул; σi, ni и Mi (|Mi| =M) —
соответственно площадь поверхности, единичный
вектор, направленный вдоль оси легкого намагничи-
вания, и намагниченность i-й гранулы. Постоянный
векторmsi параллелен или антипараллелен вектору
Mi (в зависимости от знака обменного взаимодей-
ствия на границы гранулы), |msi | = ms. Интегри-
рование в первом слагаемом формулы (33) ведется
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по объему матрицы Vm. Мы снова пренебрегаем чле-
ном −H ·m под знаком интеграла первого слагаемо-
го формулы (33). В рамках нашей модели слагаемые
(34), (35) не зависят от температуры, поэтому не
внесут вклада в энтропию и магнитокалорический
потенциал системы. Уравнение, отвечающее экстре-
муму функционала (33), и граничное условие имеют
вид

Δm − 1

l2
m− β

l20m
2
s

m3 = 0, (36)

N∑
i=1

∫ (
(ei · ∇)m− lJ

l20
(m −msi)

)
dσi = 0. (37)

Здесь направление единичного вектора ei совпадает
с направлением внешней нормали к поверхности i-й
гранулы. Дальнейшее решение в общем виде затруд-
нительно из-за отсутствия сферической симметрии
и наличия сложного граничного условия (37), свя-
зывающего намагниченность матрицы на поверхно-
стях всех гранул и векторы msi .

Чтобы продвинуться дальше, разделим объем
системы на ячейки Вороного [27]. Они представля-
ют собой многогранники, содержащие внутри себя
одну гранулу. Все точки поверхностей этих много-
гранников ближе к своим внутренним гранулам, чем
ко всем остальным. Будем считать, что намагничен-
ность матрицы mi внутри i-й ячейки индуцируется
в основном i-й гранулой, а на границах ячеек мож-
но вводить граничные условия, которые будут опи-
сывать взаимодействие намагниченностей соседних
ячеек. Это позволит из уравнения (37) получить от-
дельные для каждой ячейки граничные условия на
поверхностях гранул. Однако этих упрощений недо-
статочно. Ячейки Вороного мы заменим на одина-
ковые сферы радиусом λ, равным половине средне-
го расстояния между центрами ближайших гранул
(рис. 8). В силу возникшей сферической симметрии
уравнение (36) и граничное условие (37) примут бо-
лее простой вид:

d2mi

dR2
i

+
2

Ri

dmi

dRi
− 1

l2
mi − β

l20m
2
s

m3
i = 0, (38)

dmi

dRi

∣∣∣∣
Ri=R

=
lJ
l20

(mi −msi)

∣∣∣∣
Ri=R

, (39)

где введено обозначение Ri = |r − ri|, ri — ради-
ус-вектор центра i-й гранулы. Условие на границе
ячейки будет зависеть от взаимной ориентации на-
магниченностей гранул. Если приложить к системе
магнитное поле H > K/M , величина которого по-
рядка 10 Э [28], то намагниченности гранул будут

сонаправлены этому полю. Тогда можно ввести сле-
дующее условие на границе ячейки:

dm↑↑
i

dRi

∣∣∣∣∣
Ri=λ

= 0. (40)

Мы обозначили намагниченность i-й ячейки в этом
случае как m↑↑

i . Если внешнее поле отсутствует, то
в силу случайности направлений легких осей гранул
намагниченность матрицы в среднем равна нулю.
Тогда можно ввести следующее граничное условие
для намагниченности m↑↓

i в i-й ячейке:

m↑↓
i |Ri=λ = 0. (41)

Конечно, рассматривая система обладает гистере-
зисом и при перемагничивании в состоянии с вы-
ключенным внешним полем может иметь ненулевую
среднюю намагниченность. Вопрос о способах до-
стижения полного размагничивания системы выхо-
дит за рамки данной статьи (см., например, работу
[29]). Ясно, что «усредненные» граничные условия
(40), (41) выполняются тем лучше, чем больше кор-
реляционный радиус парамагнитной матрицы. Для
решения уравнения (38) применим подход, описан-
ный в разд. 3.1 для плоскослоистой структуры. На-
магниченность m↑↑

i будем искать в виде

m↑↑
i = m0i + ξi, |ξi| 	 ms, ξi(λ) = 0.

Сохраняя только линейные слагаемые по ξi, полу-
чим

d2ξi
dR2

i

+
2

Ri

dξi
dRi

− κ2 (ξi + ξ0i) = 0, (42)

где ξ0i = m0i(ατm
2
s + βm2

0)/(ατm
2
s + 3βm2

0), |m0i| =
= m0. Решением линейного уравнения (42) с учетом
граничного условия (40) является функция

ξi = ξ0i

(
1

κRi
(κλ chκ (λ−Ri) −

− shκ (λ−Ri))− 1

)
. (43)

Постоянная m0i определяется численно из уравне-
ния (39). Для нахождения намагниченности m↑↓

i

пренебрежем нелинейным слагаемым в уравнении
(38). Это можно сделать, если выполняется условие

β

ατ

(
m↑↓

i

ms

)2

	 1. (44)
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Рис. 9. Зависимости m↑↑
i (R) при T − TC = 3 К (a), T −TC = 15 К (б) и m0(R) при T −TC = 3 К (в), T −TC = 15 К (г)

для L = 3 нм (1), 5 нм (2), 7 нм (3). Структура на основе NixCu100−x/Co40Fe40B20

Тогда с учетом граничных условий получим

m↑↓
i =

=
msi lJR

2 sh
λ−Ri

l

l20Ri

((
1 +

lJR

l20

)
sh
λ−R

l
+
R

l
ch
λ−R

l

) . (45)

В этом разделе все дальнейшие расчеты будут про-
деланы для матрицы NixCu100−x (x ≈ 70 ат.%) и
гранул Co40Fe40B20. Для матрицы Gd и гранул Fe
приведенные приближенные решения некорректны.
Это связано с большой величиной взаимодействия
на границе Fe и Gd, что приводит к нарушению
условий применимости приближенных решений. Мы
также будем считать, что все феноменологические
параметры для плоскослоистых структур совпада-
ют с соответствующими параметрами гранулиро-
ванных сред.

Рассмотрим вопрос о влиянии радиуса гранул
на намагниченность в ячейке при условии постоян-
ства среднего расстояния L между поверхностя-
ми соседних гранул, L = 2(λ − R). Если радиус
гранул мал, так что lJR/l

2
0 	 1, то для любых

L справедливо m↑↓
i (R)/ms 	 1. В обратном слу-

чае, lJR/l20 � 1, возможны два варианта. Если
l0
√
ατ cth(L/2l)/lJ 	 1, то m↑↓

i (R) ≈ ms. Если, на-
против, l0

√
ατ cth(L/2l)/lJ � 1, то m↑↓

i (R)/ms 	 1.
Анализ величины m↑↑

i несколько осложнен из-за
необходимости прибегать к численным вычисле-
ниям постоянной m0. Мы приводим зависимости
m↑↑

i (R) и m0 от радиуса R для различных темпе-
ратур и средних расстояний между поверхностями
гранул (рис. 9). Мы видим, что увеличение размеров
гранул с сохранением L приводит как к увеличению
m↑↑

i , так и к увеличению m↑↓
i при некотором отно-

шении других параметров. На данном этапе труд-
но сказать, какое это окажет влияние на магнито-
калорический потенциал системы. Однако ясно, что
увеличение размера гранул более 7–10 нм не имеет
смысла.

На рис. 10 изображены зависимости m↑↑
i (Ri) и

m↑↓
i (Ri) при различных средних расстояниях меж-

ду поверхностями ближайших гранул и при различ-
ных температурах. Радиус гранул R = 10 нм. За-
висимости магнитокалорического потенциалаΔs(T )
для гранулированной среды, полученные численно,
изображены на рис. 11 для различных L и R. Увели-
чение радиуса гранул R, как можно видеть, приво-
дит к увеличению Δs. Здесь мы ограничиваемся по-
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Рис. 10. Зависимости m↑↑
i (Ri) при T −TC = 3 К (a), T−TC = 15 К (б) и m↑↓

i (Ri) при T −TC = 3 К (в), T−TC = 15 К (г)
для L = 3 нм (1), 5 нм (2), 7 нм (3). Структура на основе NixCu100−x/Co40Fe40B20

Рис. 11. Зависимости Δs(T ) для L = 3 нм (1), 5 нм (2),
7 нм (3) при R = 2 нм (a), 5 нм (б), 10 нм (в). Структу-
ра на основе NixCu100−x/Co40Fe40B20. Приведенные за-
висимости соответствуют изменению магнитного поля,
при котором осуществляется перемагничивание системы

(H ∈ (0,H0), H0 ≈ 10 Э [29])
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Рис. 12. Зависимости c↑↑(↑↓)(T ) для L = 3 нм (1), 5 нм (2), 7 нм (3) при R = 10 нм. Структура на основе
NixCu100−x/Co40Fe40B20

Рис. 13. Зависимости ΔT (T ) для L = 3 нм (1), 5 нм (2),
7 нм (3) при R = 2 нм (a), 5 нм (б), 10 нм (в). Структу-
ра на основе NixCu100−x/Co40Fe40B20. Приведенные за-
висимости соответствуют изменению магнитного поля,
при котором осуществляется перемагничивание системы

(H ∈ (0,H0), H0 ≈ 10 Э [29])

строением решения вне окрестности точки перехода,
там, где можно применять приближенные формулы
(43) и (45), на которых основаны вычисления Δs.

Приведем теперь расчеты вкладов в теплоем-
кость от магнитной подсистемы в пересчете на еди-
ницу объема матрицы (рис. 12). В отсутствие внеш-
него поля теплоемкость оказывается на четыре по-
рядка меньше, чем в состоянии параллельной ори-
ентации намагниченности всех гранул. Это мож-

но объяснить значительно меньшей температурной
чувствительностью намагниченности ячейки в от-
сутствие поля. Мы снова видим, что магнитным
вкладом в теплоемкость можно пренебречь. Тог-
да адиабатическое изменение температуры системы
примет вид

ΔT = Tf − T = −T
(
λ3 −R3

)
λ3c

Δs. (46)
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На рис. 13 изображены зависимости ΔT (T ) при раз-
личных L и R. При достаточно высокой плотности
гранул (L =3–5 нм) наблюдается увеличение ΔT с
уменьшением R, несмотря на увеличение Δs. При-
веденные оценки ΔT достаточно малы, что связано
со сравнительно небольшой величиной взаимодейст-
вия lJ .

Таким образом, развитый в разд. 3.1 приближен-
ный подход был обобщен на гранулированную среду.
Полученные для гранулированной среды магнито-
калорические потенциалы сравнимы с соответству-
ющими потенциалами трехслойной структуры [9].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе теории Ландау и теории среднего поля
нами было показано, что магнитокалорический по-
тенциал в плоскослоистой структуре Fe/Gd/Fe мо-
жет достигать достаточно больших значений. Так,
например, Δs ≈ 105 эрг ·К−1 · см−3 для тонкой про-
слойки толщиной 3 нм при критической температу-
ре, что в три раза меньше магнитокалорического по-
тенциала объемного Gd, соответствующего полному
размагничиванию (начиная с H = 1 Тл) при T ∼ TC
[26]. Оценки адиабатического изменения температу-
ры на порядок меньше результата для объемного
Gd при тех же условиях. Однако чтобы переклю-
чить взаимную ориентацию намагниченностей фер-
ромагнитных берегов, необходимо приложить поле
величиной всего в несколько сотен эрстед, что дает
выигрыш на 1–2 порядка по приложенному полю.
Обе приведенные теории хорошо согласуются меж-
ду собой. Теория Ландау имеет ограничения (напри-
мер, должно быть τ 	 1), но позволяет получить
аналитические формулы. Нами также были получе-
ны оценки Δs для гранулированной среды (грану-
лы Co40Fe40B20, матрица NixCu100−x, x ≈ 70 ат.%).
Эти оценки оказались близки к магнитокалориче-
скому потенциалу аналогичной плоскослоистой си-
стемы [9].

Заметим, что гранулированная структура име-
ет ряд преимуществ по отношению к плоскослои-
стой. Во-первых, ей легче придать макроскопиче-
ский объем, что необходимо для использования в
холодильных устройствах. Во-вторых, в реальных
экспериментах кроме самой прослойки и двух со-
седних с ней ферромагнитных слоев присутствуют
и другие слои, а также подложка. Все эти элементы
являются «лишними» в смысле уменьшения магни-
токалорического потенциала в пересчете на объем
всей системы. Для усиления магнитокалорического

эффекта в обменно-связанных магнитных системах
необходим поиск пар материалов с еще большей
величиной обменного взаимодействия на границе
раздела. Сам твердотельный хладагент должен об-
ладать, с одной стороны, значительным внутренним
обменным взаимодействием, с другой, — большой
намагниченностью насыщения.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (грант №20-02-00356), а также с ис-
пользованием средств государственного бюджета
по государственному заданию на 2019–2021 гг.
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ского эффекта по методу среднего поля выполнены
в рамках Программы фундаментальных исследова-
ний Президиума РАН «Актуальные проблемы фи-
зики низких температур».
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Рассмотрены особенности взаимодействия слабонеравновесных фононов с низкоэнергетическими воз-
буждениями парамагнитной природы редкоземельных ионов иттриевого ряда в структуре твердых рас-
творов редкоземельных гранатов в области гелиевых температур. Экспериментально исследовано взаи-
модействие неравновесных фононов с низкоэнергетическими возбуждениями Ho3+ и Tb3+, обусловлен-
ными локальными электрическими полями кристаллической решетки. В ряду крамерсовых ионов, когда
природа низкоэнергетических возбуждений обусловлена снятием вырождения основного уровня парамаг-
нитного иона за счет локальных магнитных полей соседних ионов, взаимодействие в системе неравновес-
ных фононов с низкоэнергетическими возбуждениями наблюдалось практически только в Еr-содержащих
твердых растворах и отсутствовало в структурах, содержащих редкоземельные ионы Gd3+, Dy3+, и Yb3+.
Показано, что в модели двухуровневых систем эффективность взаимодействия и транспортные харак-
теристики фононов тепловых частот зависят от типа редкоземельного иона, энергии и спектральных
особенностей двухуровневых систем, моментов электронов на 4f -оболочке, спин-решеточной релакса-
ции.

DOI: 10.31857/S0044451021010090

1. ВВЕДЕНИЕ

Наличие ионов редкоземельных (РЗ) металлов в
структуре твердых диэлектриков определяет широ-
кое разнообразие физических свойств материалов и
методов их исследования. При низких температурах
это прежде всего возможность формирования маг-
нитоупорядоченных фаз [1], создание различных со-
стояний, индуцированных внешним магнитным по-
лем [2–4], возникновение шоттки-подобных возбуж-
дений, определяющих характер низкотемператур-
ных термодинамических и кинетических характери-
стик фононов тепловых частот [5]. Базовыми мето-
дами исследования особенностей РЗ-ионов в струк-
туре различных материалов являются методы ЭПР

* E-mail: taranov@cplire.ru
** E-mail: khazanov@cplire.ru

и ЯМР [6, 7]. Анализ транспортных характеристик
фононов в области гелиевых температур позволя-
ет исследовать природу низкоэнергетических коле-
бательных состояний, вклад различных механизмов
в рассеяние фононов тепловых частот [8], а также
установить связь кинетических характеристик фо-
нонов в условиях нестационарного процесса их рас-
пространения с данными стационарных низкотемпе-
ратурных измерений теплоемкости [5].

Разнообразие свойств парамагнитных ионов
обусловлено электронной структурой внутренней
4f -оболочки и обладает определенной регулярнос-
тью в зависимости от степени ее заполнения [6].
Кристаллическое поле частично или полностью
снимает вырождение основного уровня магнитного
иона, расщепляя каждый терм на мультиплет
штарковских уровней. Динамические электри-
ческие поля могут возбуждать переходы между
штарковскими уровнями, что лежит в основе созда-
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ния лазерных сред в широком диапазоне энергий [9].
Большие значения магнитокалорического момента
материалов, содержащих примеси парамагнитных
ионов, позволяет использовать их в магнитных
рефрижераторах [10, 11].

Если суммарный механический момент электро-
на обусловлен только суммарным спиновым момен-
том парамагнитного иона, а вклад орбитального
момента отсутствует, то при этом возможно лишь
слабое взаимодействие как со статическими (сла-
бое штарковское расщепление), так и динамически-
ми (слабая связь с колебаниями решетки, медлен-
ная спин-решеточная релаксация) электрическими
полями. Энергия штарковских уровней, как прави-
ло, превышает десятки и сотни градусов Кельвина.
Расщепление крамерсовых дублетов в нулевом маг-
нитном поле составляет не более 13 K. Именно кра-
мерсовы ионы, а также штарковские уровни с энер-
гией менее 10 K в основном и определяют особенно-
сти термодинамических и кинетических характери-
стик фононов в области гелиевых температур.

Цель работы состоит в анализе особенностей
термодинамических и транспортных характеристик
фононов тепловых частот в области гелиевых тем-
ператур в твердых растворах диэлектриков с при-
месями редкоземельных металлов иттриевого ряда.

В работе использован термин «шоттки-подобные
возбуждения», поскольку, в отличие от классичес-
кой аномалии Шоттки в нулевом магнитном по-
ле, природа исследуемых в работе низкоэнергети-
ческих возбуждений обусловлена наличием локаль-
ных магнитных полей ближайших парамагнитных
ионов, которые приводят к расщеплению крамерсо-
вого дублета.

2. МЕТОДИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ
ЭКСПЕРИМЕНТА

В работе приведены результаты эксперименталь-
ного исследования транспортных характеристик
неравновесных фононов (НФ) и теплоемкости C(T )
в области гелиевых температур в монокристаллах
твердых растворов Y3−xRexAl5O12 (YAG :Re),
где Re = Er, Gd, Ho, Dy, Tb; Tm3−xErxAl5O12

(TmAG :Er); Gd3Ga5O12 (GGG) и GGG :Er.
Измерения теплоемкости C(T ) в образцах про-

водились с помощью комплекса для измерения
физических свойств PPMS-9+Ever Cool-II фирмы
Quantum Design в интервале температур 1.9–220 K.

Методика исследования кинетических характе-
ристик фононов состоит в нагреве коротким импуль-

сом тока (t < 100 нс) пленки металла (Au) на од-
ном из торцов и регистрации сигнала широкополос-
ным сверхпроводящим болометром на основе плен-
ки Sn на противоположной грани исследуемого об-
разца. Размер образцов в направлении распростра-
нения теплового импульса менялся от 0.1 до 1 см.
Исследования проводились в температурном диапа-
зоне 2.2–3.8 K. Образцы в процессе измерения бы-
ли полностью погружены в жидкий гелий, что обес-
печивало эффективный теплоотвод от пленки ин-
жектора и малую инерционность болометра. Пре-
вышение температуры Th инжектора фононов над
температурой T0 термостата было таково, что ΔT =

= Th−T0 	 T0, т. е. фононы являются слабонеравно-
весными, а исследуемый образец имеет температуру
термостата. Выделяемая в пленке инжектора мощ-
ность в импульсе не превышала 0.1 Вт/мм2. При
степени легирования образцов более 5% НФ рас-
пространялись, как правило, в режиме диффузии.
В общем случае, при наличии нескольких механиз-
мов рассеяния НФ, измеряемой величиной является
tm(T ) — время регистрации болометром максимума
сигнала S(t). Регистрируемые болометром сигналы
измерялись в пределах линейного участка характе-
ристики болометра. При упругом рассеянии реги-
стрируемые сигналы хорошо описывались решением
нестационарного уравнения диффузии

ΔT (t) ∝ t−1/2 exp

(
− L2

4D0(T )t

)
(1)

(«плоский» источник), где ΔT — разность темпера-
туры, регистрируемой болометром, и температуры
термостата, L — длина образца в направлении рас-
пространения НФ, D0 — коэффициент диффузии.
При этом время tm0(T ) прихода максимума диффу-
зионного сигнала в случае только упругого рассея-
ния однозначно связано с коэффициентом диффу-
зии:

tm0(T ) =
L2

2D0(T )
,

где D0 = v2τ0(ω)/3, v — средняя по поляризации
скорость звука, τ0(ω) ∝ T−4 — время упругого
рассеяния НФ. Данный подход позволяет иссле-
довать температурные зависимости кинетических
характеристик в режиме диффузии, изменяя
температуру термостата. В области гелиевых тем-
ператур (T0 < 4 K) неупругие фонон-фононные
взаимодействия, обусловленные ангармонизмом
кристаллической решетки, в сравнительно корот-
ких образцах маловероятны. Экспериментальные
измерения [12] и теоретические оценки дают зна-
чение примерно 10−2 c. Поэтому эффективность
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рассеяния НФ в условиях эксперимента опреде-
лялась в основном упругим рассеянием фононов,
связанным с взаимозамещением РЗ-ионов на доде-
каэдрических c-позициях кристаллической решетки
твердого раствора [13] и наличием низкоэнерге-
тических возбуждений. Температурный интервал
измерений был ограничен снизу λ-точкой гелия, а
сверху — температурой сверхпроводящей пленки
болометра. Особенности эксперимента, связанные с
увеличением температуры инжектора (увеличением
энергии НФ) и с формированием особенностей
транспорта в результате комбинации эффектив-
ного упругого рассеяния и неупругого рассеяния,
обусловленного ангармонизмом кристаллической
решетки, рассмотрены в работе [14]. Незначитель-
ный нагрев инжектора фононов (ΔT = 0.1–0.2 K),
малое время наблюдения (размер образцов) и
высокая концентрация РЗ-ионов в данной работе
имели целью исключить фонон-фононные взаимо-
действия, обусловленные ангармонизмом, чтобы
проанализировать только взаимодействия НФ с
двухуровневой системой (ДУС).

Наличие в исследуемом диапазоне температур
низкоэнергетических шоттки-подобных возбужде-
ний может давать свой вклад в рассеяние фононов
теплового импульса. Длина lR и время τR пробега
фононов в режиме диффузии относительно неупру-
гого взаимодействия с низкоэнергетическими воз-
буждениями рассмотрены в работе [15] и могут быть
оценены из выражения lR ≈ v

√
τ0(ω)τR(ω) [16] или

аналогичного

lR ≈
√
D0(ω)τR(ω). (2)

Данный процесс означает, что фонон частоты ω,
пройдя расстояние lR, может многократно упруго
рассеяться, прежде чем провзаимодействует с ДУС.
При этом если tm0/τR � 1, то транспорт НФ бу-
дет преимущественно определяться их взаимодей-
ствием с ДУС, в противном случае — преимуще-
ственно упругим рассеянием. При tm0/τR ∼ 1 в от-
носительно длинном образце регистрируемый сиг-
нал позволяет наблюдать особенность, связанную
с взаимодействием НФ с ДУС на фоне упругого
рассеяния фононов дефектами структуры. Пример
подобного наблюдения представлен на рис. 1, ко-
гда зарегистрированные болометром сигналы S(t)

для разных температур в образце Y2.7Tb0.3Al5O12

(L = 1 cм, энергия низколежащего уровня Δ =

= 5.76 K) обусловлены только упругим взаимодей-
ствием, tm0(T ) < 4 · 10−5 с. На задних фронтах ре-
гистрируемых сигналов, изображенных на вставке,
на зависимости S(t) ∝ t−1/2, характерной для режи-

Рис. 1. Сигналы НФ в образце Y2.7Tb0.3Al5O12 (L =

= 1 cм): T = 3.8 K (1); 3.6 K (2); 3.4 K (3);
3 K (4); 2.7 K (5). Вставка — задние фронты в двойном
логарифмическом масштабе из работы [8]: T = 3.8 K (1)

и T = 3 K (2)

ма классической диффузии (1), отражено появление
особенности, обусловленной взаимодействием НФ с
ДУС на временах больше 10−3 с. В отсутствие упру-
гого рассеяния, в условиях баллистического распро-
странения, наблюдение данного взаимодействия бы-
ло бы затруднено в относительно коротких образцах
L < 1 см.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 2 приведены температурные зависимо-
сти C(T ) для ряда концентраций твердых раство-
ров монокристаллов YAG :Re (Re = Er, Gd, Ho, Dy,)
TmAG :Er [10], GGG и GGG :Er. Видно, что в низко-
температурной части диапазона характер зависимо-
стей C(T ) ∝ T−2 отражает вклад в суммарную теп-
лоемкость шоттки-подобных возбуждений на фоне
первых возбужденных штарковских уровней ионов
Er3+ [10], Dy3+, Gd3+, Tm3+ [11] и Ho3+ [10]. Ионы
Er3+, Dy3+, Gd3+ имеют крамерсову природу, что
при отсутствии внешнего магнитного поля может
приводить к снятию вырождения основного уровня
иона за счет локальных магнитных полей ближай-
ших соседей.

Для некрамерсова иона Ho3+ в YAG наличие
низколежащего штарковского уровня с энергией
Δ ≈ 5.7 K было определено в работе [10]. В моде-
ли ДУС вклад данного низкоэнергетического воз-
буждения в суммарную теплоемкость в исследуемом
диапазоне температур (в предположении, что выше-
лежащие уровни не вносят значительного вклада)
можно описать выражением

8 ЖЭТФ, вып. 1
113



А. В. Таранов, Е. Н. Хазанов, Е. В. Чарная ЖЭТФ, том 159, вып. 1, 2021

Рис. 2. (В цвете онлайн) Температурные зависимости теп-
лоемкости для ряда составов твердых растворов: GGG (1);
GGG :Er5% (2); Y1.5Ho1.5Al5O12 (3); Er3Al5O12 (4);
Y2Dy1Al5O12 (5); Y2Er1Al5O12 (6); Tm1Er2Al5O12 (7);
Tm2Er1Al5O12 (8); Tm3Al5O12 (9); Y3Al5O12 (10); оцен-
ки фононного (дебаевского) вклада в теплоемкость для
Er1Y2Al5O12 (11) и Er3Al5O12 (12). Пунктирная прямая —
зависимость C(T ) ∝ T−2. Вставка — зависимость энергии
расщепления крамерсова дублетаΔ основного уровня иона
Er3+ в различных матрицах РЗ-гранатов [10,11]: YAG (�);

TmAG (∇); HoAG (+)

C(T ) = R
(Δ/T )2e−Δ/T

(1 + e−Δ/T )2
, (3)

где R — газовая постоянная. Для образца
Y1.5Ho1.5Al5O12 максимум приведенной на рис. 2
зависимости C(T ) находится при Tmax = 0.417Δ =

= 2.4 K.
Для крамерсовых ионов все не так однознач-

но. Энергия ДУС зависит от концентрации твер-
дого раствора. На вставке к рис. 2 приведена кон-
центрационная зависимость энергии расщепления Δ

основного уровня иона Er3+ в YAG, HoAG [10] и
TmAG [11] в нулевом внешнем магнитном поле. В
работе [17] при понижении температуры в диапа-
зоне 93 мK–8 K в образце Y2Er1Al5O12 широкий, ха-

рактерный для крамерсова расщепления, максимум
теплоемкости наблюдался при Tmax = 266± 30 мK.

В работе [5] было показано, что при распростра-
нении НФ в образцах твердых растворов YAG :Re
с различной концентрацией низкоэнергетических
возбуждений мерой эффективности взаимодействия
НФ с ДУС различной природы помимо времени ре-
гистрации максимума сигнала tm(T ) являются дли-
на lR и время τR свободного пробега НФ при взаи-
модействии с ДУС. При этом если в условиях экс-
перимента tm0/τR � 1, то tm(L) ∝ L, а τR ∝
∝ T−5/n (n — концентрация РЗ-ионов). Линейная
зависимость tm(L) ∝ L свидетельствует о нали-
чии неупругого процесса во взаимодействии НФ с
ДУС [15]. Характер транспорта НФ при этом может
быть подобен режиму квазидиффузии [16], когда на
фоне интенсивного упругого рассеяния НФ в режи-
ме диффузии при увеличении температуры (энер-
гии) фононов становятся возможны неупругие про-
цессы распада фононов за счет ангармонизма крис-
таллической решетки. В этом случае зависимость
tm(L) также близка к линейной [14].

На рис. 3 приведены нормированные на раз-
мер образца температурные зависимости tm(T )/L.
В исследуемом диапазоне температур зависимости
tm(T ) ∝ T−2 отражают зависимости C(T ) (см.
рис. 2). Из сопоставления характера температурных
зависимостей на рис. 2 и 3 можно предположить,
что в области гелиевых температур рассеяние НФ
также определяется наличием низкоэнергетических
возбуждений.

В работе [18] было получено выражение для эф-
фективного времени регистрации максимума сиг-
нала, которое отражает связь кинетических харак-
теристик с данными теплоемкости при условиях
Ctls � Cph в образцах того же состава:

tm(T )

tm0
∝ Ctls(T )

Cph(T )
, (4)

где Ctls — теплоемкость, связанная с ДУС, Cph —
фононная (дебаевская) теплоемкость. Значение tm0

однозначно связано со временем упругого рассея-
ния, хорошо поддается расчету согласно работе [13]
и, как будет показано ниже на рис. 8, может быть
определено для любой концентрации примеси заме-
щения. Единственной оценочной величиной в выра-
жении (3) является Cph(T ). При низких температу-
рах

Cph(T ) =
12π4

5
NR

(
T

TD

)3

, (5)

где N = 20 — число атомов в формульной единице,
TD — температура Дебая.
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Рис. 3. Температурные зависимости tm(T ), нормирован-
ные на длину L образца, в ряде Er- и Но-содержа-
щих монокристаллов твердых растворов алюмогранатов:
Er3Al5O12, L = 0.22 см (�); Y2ErAl5O12, L = 0.25 см (∗);
Tm2ErAl5O12, L = 0.39 cм (◦); TmEr2Al5O12, L = 0.39 см
(∇); Y1.5Er1.5Al5O12, L = 0.6 см (�); Y1.5Ho1.5Al5O12,
L = 0.3 см (Δ); Y2.5Tb0.5Al5O12 (+). Прямая линия —

зависимость tm ∝ T−2

Выражение (4) отражает связь кинетических и
термодинамических характеристик независимых из-
мерений. Так, для приведенных на рис. 3 образ-
цов Er-содержащих твердых растворов YAG :Er и
TmAG :Er при T = 3 K отношения правой и левой
частей этого выражения лежат в интервале 1–2.5.
Близость к равенству правой и левой частей в вы-
ражении (4) для сравнительно коротких образцов
может означать, что в условиях эксперимента —
нестационарного процесса распространения тепло-
вого импульса — возможно установление равнове-
сия в системе НФ–ДУС в образце определенной
длины. Определение конкретных условий возникно-
вения равновесия в системе НФ–ДУС в условиях
нестационарного процесса требует дополнительных
исследований и в данный момент не рассматрива-
ется. Выражение (4) не содержит напрямую значе-
ний кинетических характеристик величин τR и lR,
которые отражают особенности взаимодействия НФ
с ДУС, обусловленные природой конкретного пара-

Рис. 4. (В цвете онлайн) Сигналы НФ в образцах
Y2.8Er0.2Al5O12 (a), Y2.8Lu0.2Al5O12 (b) при T = 3.83 K

(1), 3.43 K (2), 2.91 K (3)

Рис. 5. Сигналы НФ в образцах Y2.5Tb0.5Al5O12, L =

= 0.75 см при T = 3.8 K (1), 3.6 K (2) из работы [8]. На
вставке — то же для L = 0.6 см и T = 3.8 K (1), 3.6 K (2),

3.0 K (3)

магнитного иона в структуре твердого раствора. Ни-
же приведены примеры независимой оценки значе-
ний lR и τR в ряде твердых растворов РЗ-гранатов.

На рис. 4 приведены регистрируемые бо-
лометром сигналы в образцах Y2.8Er0.2Al5O12,
Y2.8Lu0.2Al5O12 одной геометрии (L = 0.68 см)
и концентрации [19]. Незначительное различие
масс РЗ-ионов в YAG :Re означает один и тот же
уровень упругого рассеяния НФ, а следовательно,
и значений D0(T ). Совпадение временных зависи-
мостей сигнала в образцах YAG :Er0.2 и YAG :Lu0.2

при T = 2.91 K позволяет определить значения
lR = 0.68 см и τR = 10−5 с; согласно выражению (2)
имеем lR ≈ √

D0τR.
Оценка величин lR и τR при T = 3 К в образце

Y2.5Tb0.5Al5O12 (штарковский уровень иона Tb3+ в
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Сигналы НФ в образцах
GGG :Er5%, L = 0.4 см: 1 — T = 3.8 K; 2 — T = 3.4 K;
3 — T = 2.93 K. Вставка — образец L = 0.2 см, T = 3.0 K

YAG, Δ = 5.76 K [20]) выполнена на основании ре-
зультатов, приведенных на рис. 5, когда в отличие
от данных, представленных на рис. 1, при увеличе-
нии концентрации Tb3+ взаимодействие НФ с ДУС
становится определяющим и основная часть энер-
гии НФ сосредоточена в системе ДУС. Оценка про-
ведена по пропаданию сигнала, связанного с рас-
сеянием на ДУС, при последовательном уменьше-
нии размера образца до 0.6 см; получена величина
τR = 2.4 ·10−5 с. При этом в образце Y2.5Er0.5Al5O12

при T = 3 K значение τR = 4 · 10−6 с и, согласно
зависимости τR ∝ T−5, меньше в 6 раз. Это же спра-
ведливо и по отношению к составу Y1.5Ho1.5Al5O12

с близким значением нижнего штарковского уровня
Δ ≈ 5.7 K. Подобную активность ион Er3+ проявля-
ет и в других твердотельных матрицах: иттриевых
моноалюминатах [21], катион-вакансионных грана-
тах, структурах флюорита [22].

Выше на рис. 2 приведены температурные за-
висимости C(T ) в беспримесном GGG и образце
GGG :Er5%. В обоих случаях наблюдается значи-
тельный вклад в суммарную теплоемкость низко-
энергетических возбуждений в области гелиевых
температур.

В GGG :Er5% помимо крамерсова расщепления
основного уровня мультиплет 4I15/2 иона Er3+ рас-
щепляется на 8 крамерсовых дублетов, из которых
4 нижних имеют энергии 0, 44.6, 63.3 и 90.6 K [23].
Данные значения энергий находятся за пределами
доступного в эксперименте диапазона энергий фо-
нонов. На рис. 6 приведены регистрируемые боло-
метром сигналы в образце GGG :Er5%, L = 0.4 см, а

Рис. 7. (В цвете онлайн) Сигналы НФ в беспримесных об-
разцах YAG и GGG, L = 1 см: 1 — GGG, T = 3.8 K; 2 —

GGG, T = 3.4 K; 3 — YAG, T = 3.4 K

Рис. 8. Концентрационные зависимости нормированного
на L2 времени упругого рассеяния НФ (T = 3.4 K) в твер-
дых растворах YAG:Re. Сплошная линия — зависимость

tm(x)/L2 в YAG:Er

также для образца L = 0.2 см при T = 3 K (на встав-
ке), когда взаимодействием НФ с ДУС уже можно
пренебречь. При этом оценка τR = 1.6 ·10−6 с на по-
рядок меньше, чем в YAG :Er для близкого по сос-
таву Y2.8Er0.2Al5O12.

На рис. 7 представлены сигналы НФ в беспри-
месных образцах L = 1 см матриц GGG и YAG. Ха-
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рактер сигналов в обоих случаях (время регистра-
ции диффузионного максимума сравнимо с време-
нем баллистического сигнала) обусловлен упругим
рассеянием НФ на нестехиометрических дефектах,
позициях замещения Ga ↔ Gd в GGG (менее 8%) и
Al ↔ Y в YAG (менее 4%) в октаэдрическом окру-
жении кислорода [24]. Таким образом, взаимодей-
ствие НФ с низкоэнергетическими возбуждениями
в GGG полностью отсутствует, в отличие от дан-
ных по теплоемкости (см. рис. 2). Низкоэнергетиче-
ские возбуждения в GGG, обусловленные спиновым
мультиплетом 8S7/2 иона Gd3+ (0, 1.5, 2.4 и 4.4 K),
были определены из данных по теплоемкости в ра-
боте [21] и находятся в пределах исследуемого в ра-
боте диапазона температур. Отсутствие взаимодей-
ствия их с тепловыми импульсами фононов в усло-
виях эксперимента наблюдалось также в монокри-
сталлах YAG :Gd, о чем свидетельствуют данные
на рис. 8, где при T = 3.4 K на нормированной на
L2 зависимости tm0(x) приведены результаты толь-
ко упругого рассеяния НФ в образцах ряда твер-
дых растворов YAG :Re. То же необходимо отметить
и для образцов Y2.4Yb0.4Gd0.2Al5O12, содержащих
крамерсов ион Yb3+, для которого отсутствует рас-
щепление основного уровня в нулевом внешнем маг-
нитном поле и в других матрицах [25].

Отсутствие взаимодействия НФ с низкоэнерге-
тическими возбуждениями в Gd-содержащих твер-
дых растворах в данном случае связано с запол-
ненной ровно наполовину 4f -оболочкой крамерсо-
ва иона Gd3+; при этом орбитальная часть момента
равна нулю. Именно модуляцией орбитального дви-
жения электронов фононами обусловлено взаимо-
действие с ДУС. Однако данное свойство иона Gd3+,
ограничивающее связь колебаний решетки со спина-
ми, не проявилось в аналогичных экспериментах в
стекле пентафосфата гадолиния [25].

На рис. 9 наряду с данными для плавленого
кварца из работы [26] приведены температурные
зависимости tm(T ) в ряде стекол пентафосфатов
на основе парамагнитных ионов Се-ряда ReP5O14

(Re = Ce, Sm, Gd). Для стекол и стеклоподоб-
ных материалов, например, сегнетоэлектриков-ре-
лаксоров, в области температур, предшествующей
«плато» в теплопроводности имеем tm(T ) ∝ T n,
где n > 4. Для плавленого кварца tm(T ) ∝ T 5

[26]. На рис. 9 при близких абсолютных значени-
ях tm для плавленого кварца, SmP5O14 и CeP5O14

при понижении температуры в образцах пента-
фосфата наблюдается слабый вклад в рассеяние
НФ, обусловленный взаимодействием с низкоэнер-
гетическими возбуждениями. При этом для иона

Рис. 9. Температурные зависимости времени прихода мак-
симума сигнала НФ в ряде стекол РЗ-пентафосфатов и в
плавленом кварце: SmP5O14 (◦); GdP5O14 (�); CeP5O14

(Δ); SiO2 (∇). Прямая линия — зависимость tm ∝ T 5

Gd3+ характер зависимости подобен наблюдаемым
в Er-содержащих монокристаллах твердых раство-
ров YAG.

Для крамерсова иона Dy3+ в YAG зависимость
C(T ) на рис. 2 приведена только для образца
Y2Dy1Al5O12 с энергией расщепления основного сос-
тояния Δ = 1.6 K. При этом следующий дублет от-
делен от основного более чем на 80 K и, так же как в
предыдущих случаях, находится за пределами обла-
сти частот НФ, инжектируемых в исследуемый об-
разец.

До настоящего момента мы ограничивались при
обсуждении экспериментальных результатов срав-
нительным анализом длины и времени взаимодейст-
вия (захвата) НФ с ДУС парамагнитной природы,
оставляя за рамками обсуждения спин-решеточную
релаксацию, которая ответственна за обмен с тер-
мостатом. Это может быть допустимо только в том
случае, когда время спин-решеточной релаксации
сравнимо или больше характерного времени экспе-
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римента. Если для крамерсовых ионов Er3+, Tb3+

[27] и Gd3+ [28] при средней температуре измере-
ний транспортных характеристик фононов, T = 3K,
время спин-решеточной релаксации больше 10−3 с,
то для иона Dy3+, по данным работ [27, 29], оно
составляет 10−9–10−7 с, что намного меньше τ0 и
τR. Столь быстрая релаксация затрудняет возмож-
ность накопления и дополнительной задержки НФ
в исследуемом образце. Этот результат для иона
Dy3+ в YAG нашел свое отражение среди данных
рис. 8, где результаты для всего ряда концентраций
YAG :Dy лежат на зависимости, характеризующей
упругое рассеяние НФ. Однако процесс взаимодей-
ствия НФ с ДУС неупругий, что в условиях экспе-
римента может приводить к трансформации инжек-
тируемого в образец фононного спектра. Факт мало-
го времени спин-решеточной релаксации (менее τ0)
может исключить возможность наблюдать эффект
упорядочения в структуре YAG :Dy при концентра-
ции Dy 25%, «замывая» наблюдаемую для YAG :Re
(Lu, Yb) особенность [30, 31]. Судя по результатам,
представленным на рис. 8, в условиях эксперимента
крамерсов ион Yb3+ в структуре YAG также прояв-
ляет только упругое рассеяние.

Таким образом, температурные зависимости
теплоемкости C(T ) и транспортные характеристи-
ки фононов тепловых частот в твердых растворах
РЗ-гранатов в области гелиевых температур в зна-
чительной мере определяются наличием шоттки-
подобных низкоэнергетических возбуждений. При
этом практически для всех парамагнитных ионов
Y-ряда — Gd3+, Tb3+, Dy3+, Ho3+, Er3+ (кроме
Tm3+, Lu3+ и Yb3+) — значения низкотемператур-
ной теплоемкости в нулевом внешнем магнитном
поле на 2–3 порядка величины превышают зна-
чение фононной (дебаевской) теплоемкости. В то
же время эффективность взаимодействия НФ с
низкоэнергетическими возбуждениями в модели
ДУС помимо концентрации твердого раствора
зависит от типа конкретного РЗ-иона, значений
и распределения ДУС по энергии, величины со-
ставляющей механического момента иона, времени
спин-решеточной релаксации. Так, для крамерсова
иона Gd3+ в монокристаллах твердых растворов
YAG :Gd и галлий-гадолиниевом гранате GGG
взаимодействие НФ с низкоэнергетическими воз-
буждениями отсутствует, не наблюдается оно и
для всего состава твердых растворов YAG :Dy.
Это означает, что рассеяние НФ определяется
только упругим рассеянием на позициях замещения
Y ↔ Gd и Y ↔ Dy. В случае иона Gd3+ факт отсут-
ствия взаимодействия в системе НФ–ДУС можно

объяснить нулевой спин-орбитальной составляющей
магнитного момента иона. Для крамерсова иона
Dy3+ спин-орбитальный момент не равен нулю,
однако значения спин-решеточной релаксации,
согласно различным источникам, на 2–3 порядка
величины меньше времени упругого рассеяния
НФ. В случае иона Yb3+ малое значение эффек-
тивного магнитного момента иона не приводит к
заметному снятию вырождения основного уровня в
нулевом внешнем магнитном поле и, как следствие,
для составов YAG :Gd и YAG :Gd,Yb на рис. 8
наблюдается только упругое рассеяние НФ. По
этой же причине отсутствует вклад иона Yb3+

в низкотемпературную теплоемкость в нулевом
внешнем магнитном поле в монокристалле пента-
фосфата YbP5O14 [25]. Для иона Er3+ наблюдается
эффективное взаимодействие НФ–ДУС. Для некра-
мерсовых ионов Ho3+ и Tb3+ природа ДУС —
низколежащие штарковские уровни с энергией
Δ ≈ 6 К относительно основного уровня иона.
Высокая эффективность (меньшие значения τR
при взаимодействии НФ с ДУС) для иона Er3+, в
отличие от Ho3+ и Tb3+, при близких значениях
магнитного момента обусловлена широким рас-
пределением значений энергии ДУС по спектру,
что характерно для крамерсовой природы иона,
когда локальное магнитное поле на позиции иона
определяется разноудаленными соседями Er.
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Представлены результаты экспериментов по изоэнтропическому расширению ударно-сжатых пористых
металлов (Cu, W, Nb), на основании которых были определены термодинамические параметры и элект-
ропроводность. Полученные результаты позволяют сделать вывод, что некоторые пористые металлы
после ударного сжатия и расширения имеют двухфазную структуру. Это существенно меняет характер
испарения и оценку параметров критической точки фазового перехода жидкость–пар, полученную из экс-
периментов по изоэнтропическому расширению ударно-сжатых пористых металлов, а также объясняет
большое различие в оценках параметров критической точки для большой группы металлов (U, W, V,
Co, Mo, Ta и др.), полученных различными методами.

DOI: 10.31857/S0044451021010107

1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1], посвященной оценкам парамет-
ров критической точки фазового перехода жид-
кость–пар урана, обсуждается большое различие
этих оценок, полученных разными методами (с по-
мощью калорических и термических уравнений со-
стояния). Авторы работы [1] указывают на то, что
эта проблема присуща целой группе металлов (U,
W, V, Co, Mo, Ta), «плохих» по терминологии ав-
торов, в отличие от «хороших» металлов (Al, Cu,
Pb, Cs), у которых эти оценки, полученные разными
методами, практически совпадают. В настоящей ра-
боте на основании полученных экспериментальных
данных по изоэнтропическому расширению ударно-
сжатых пористых металлов обсуждаются причины
сильного различия в оценках параметров критиче-
ской точки «плохих» металлов, полученных различ-
ными методами.

Метод изоэнтропического расширения удар-
но-сжатых материалов на протяжении длительного

* E-mail: emelyanov@ficp.ac.ru

периода используют для исследования термоди-
намических свойств металлов в околокритической
области фазового перехода жидкость–пар [2–5]. Эта
экспериментальная методика, в отличие от экспе-
риментов по электрическому взрыву проводников
[6–9], дает удовлетворительную воспроизводимость
результатов от эксперимента к эксперименту.
Пористые образцы в экспериментах по изоэнтро-
пическому расширению ударно-сжатых материалов
используют для получения околокритических со-
стояний с помощью ударно-волновых генераторов
сравнительно небольшой мощности и в плоской
геометрии. Это позволяет проводить одномерные
гидродинамические расчеты и оценивать термоди-
намические параметры исследуемых материалов.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

В этой работе были проведены эксперименты по
изоэнтропическому расширению ударно-сжатых по-
ристых металлов (меди, вольфрама, ниобия) в плос-
кой геометрии. На рис. 1 представлена схема экс-
периментальной сборки. Образцы располагались на
стальном дне кюветы. Ударное сжатие осуществля-
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Рис. 1. Схема экспериментальной сборки для исследова-
ния термодинамических параметров и электропроводности
металлов после ударного сжатия и расширения в гелиевую
среду: 1 — ударник; 2 — дно; 3 — образец; 4 — окно; 5 —

шунт; 6 — кварцевый световод; 7 — электроды

лось стальным ударником, разогнанным продукта-
ми детонации до скоростей 5–7 км/с. Исследуемые
образцы после ударного сжатия расширялись в ге-
лиевую среду с различным начальным давлением
(от 0.5 до 150 атм.). Излучение от исследуемого об-
разца через кварцевый световод регистрировалось
с помощью оптических многоканальных пиромет-
ров на основе пин-диодов. Гелий имеет высокий по-
тенциал ионизации, во всех проведенных экспери-
ментах остается прозрачным и позволяет регистри-
ровать излучение с поверхности образца. Скорость
ударной волны в гелии определялась оптическим ба-
зисным методом [4], т. е. измерялось время между
скачком температуры на экспериментальной запи-
си (рис. 2a), связанным с выходом ударной волны
на свободную поверхность образца (trel), и вторым
скачком температуры, связанным с взаимодействи-
ем ударной волны с окном экспериментальной сбор-
ки (tint). Зная расстояние между поверхностью об-
разца и окном экспериментальной сборки, можно
определить скорость ударной волны, предполагая,
что она постоянна. Массовая скорость и конечное
давление расширения металла рассчитывались с по-
мощью уравнения состояния гелия, основанного на
химической модели плазмы [10].

В экспериментах использовали плоские пори-
стые образцы меди (m = 2.3), ниобия (m = 1.56)
и вольфрама (m = 2.6, 3.1), средний размер час-
тиц для всех материалов около 10 мкм, пористость
m = ρ0/ρ (ρ — плотность образца, ρ0 — плотность
при нормальных условиях). Образцы представляли
собой диски диаметром 15–20 мм и толщиной 300–
400 мкм, которые изготавливались прессованием ис-
ходного порошка до необходимой конечной пористо-

сти в стандартной пресс-форме и методом склеива-
ния металлических порошков спиртовым раствором
поливинилбутераля с последующим отжигом (со-
держание клея в образце после отжига составляло
0.05% по массе). Для регистрации электропровод-
ности расширенных металлов в экспериментальную
сборку были введены электроды. В эксперименте че-
рез электроды пропускался импульс тока 9.5 А и ре-
гистрировалось падение напряжения на электродах.
Подробно методика определения электропроводно-
сти описана в работе [11].

На рис. 2 представлены записи изменений сопро-
тивления меди и напряжения разбаланса измери-
тельного моста для вольфрама. В работе [11] бы-
ли проведены измерения электропроводности рас-
ширенной меди и получена зависимость электропро-
водности от плотности. Плотность расширенной ме-
ди оценивали по времени контакта исследуемого об-
разца с электродами (ta) до момента контакт элек-
тродов со стальным дном сборки (tb) (рис. 2). Та-
ким образом, определялось усредненное по толщине
образца значение плотности. Такой метод оценки
плотности образцов является нестандартным и тре-
бует дополнительного пояснения.

Исследуемый образец после ударного сжатия
расширяется в газовом барьере (гелии). При кон-
такте образца с измерительными электродами ре-
гистрируется падение напряжения, которое меняет-
ся до момента взаимодействия измерительных элек-
тродов с дном экспериментальной сборки (tb). В
эксперименте регистрируются скорость образца и
продолжительность его контакта с измерительны-
ми электродами. Одним из ограничений использова-
ния этой методики является сопротивление образца.
Оно должно быть много больше сопротивления дна
экспериментальной сборки.

Вторым существенным обстоятельством при
оценке плотности является тот факт, что скорость
образца имеет распределение по толщине образ-
ца. Экспериментально можно определить только
скорость свободной поверхности образца. Для
корректной оценки толщины образца и, соответ-
ственно, плотности необходимо знать распределение
скорости по толщине образца. Чтобы оценить рас-
пределение скорости и плотности по толщине
образца, было проведено численное моделирование
каждого эксперимента с помощью одномерного
гидрокода, в основе которого лежит модификация
численного метода индивидуальных частиц [12].
Метод позволяет рассчитывать сложные течения
с множеством границ раздела, большими гради-
ентами плотности и давления. Для замыкания
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Рис. 2. a) Яркостная температура, полученная из экспериментальной записи интенсивности излучения для длины волны
900 нм, и электрическое сопротивление медного образца (конечное давление 1.3 ГПа, начальная пористость m = 2.3).
б) Напряжение V разбаланса измерительного моста при измерении электрического сопротивления вольфрама (конечное

давление 0.325 ГПа, начальная пористость m = 3.1)

системы уравнений Эйлера и определения термоди-
намических параметров использовались уравнения
состояния из работ [13, 14]. Результаты расчета
использовали для оценки толщины образца и функ-
ции распределения плотности во время контакта
образца с измерительными электродами. Плотность
оценивали по формуле

ρ = ρ0di

⎛⎝m tb∫
ta

U dt

⎞⎠−1

, (1)

где di — начальная толщина образца, U — массо-
вая скорость. Гидродинамический расчет позволя-
ет определить функцию распределения скорости по
толщине образца (рис. 3), затем эта функция норми-
руется на определяемую из эксперимента массовую
скорость свободной поверхности образца. Разные
слои образца имеют разную скорость, и плотность
образца также неоднородна по толщине (рис. 3).
Для оценки плотности образца вблизи свободной по-
верхности брали отношение плотности на свободной
поверхности к усредненной плотности из гидроди-
намического расчета и умножали на плотность, по-
лученную из экспериментальных данных по форму-
ле (1).

Результаты оценки плотности ρ для меди для
разных давлений P в области входа изоэнтропы в
двухфазную область представлены на рис. 4a. Име-
ет место хорошее согласие с расчетными значениями
плотности. Хорошо виден перегиб на кривой в коор-
динатах P–ρ. Точка перегиба по давлению совпадает
с точкой перегиба на диаграммах меди в координа-
тах P–U (рис. 4б) и P–T (рис. 5).

Аналогичным способом была проведена оценка
плотности для вольфрама и ниобия, однако получе-
но сильное различие (в 3–4 раза) оценки плотности
на основе экспериментальных данных в сравнении
с оценкой с помощью гидродинамического расчета
(табл. 1). Одним из объяснений обнаруженного раз-
личия в оценках плотности вольфрама из газодина-
мического расчета и из экспериментальных данных
является предположение, что при расширении воль-
фрама помимо основной фазы расширенного воль-
фрама образуется еще одна малоплотная фаза. Дру-
гими словами, ударно-сжатый пористый вольфрам
при расширении представляют собой двухфазную
смесь в отличие от меди. Это предположение под-
тверждают оценки электропроводности расширен-
ного вольфрама, которая (табл. 1) на два порядка
ниже электропроводности вольфрама в околокрити-
ческой области фазового перехода жидкость–пар из
литературных источников [15,16], полученных в экс-
периментах по электровзрыву.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Ранее в наших работах [17, 18] по изоэнтропиче-
скому расширению ударно-сжатого пористого нио-
бия, вольфрама и молибдена в гелиевую среду бы-
ли получены P–T -диаграммы на изоэнтропах раз-
грузки и были зарегистрированы аномально высо-
кие температуры при разгрузке этих металлов в
двухфазную область жидкость–пар (рис. 5). Для
объяснения наблюдаемых высоких температур бы-
ла предложена модель, описанная в работе [17]. В
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Результаты моделирования экспериментов по ударному сжатию и расширению пористой меди
(m = 2.3). На схеме показаны положения маркеров (1,2,3,4,5) для вывода профилей (зависимости от времени) скорости
и плотности при расширении меди в гелиевую среду (0.0185 г/см3) и изменение скорости в разных точках по толщине
образца во время контакта образца с измерительными электродами (x — толщина образца, нормированная на единицу)

рамках этой модели предполагалось, что пористый
металл имеет открытые поры, заполненные гелием,
которые не схлопываются при ударном сжатии, а
газ в порах сжимается до давления сжатия металла
в режиме многократного ударного сжатия. В соот-
ветствии с этой моделью различие в сжимаемости
сжатого в порах газа и окружающего металла при-
водит при разгрузке к различию в давлении и тем-
пературе газа в порах и в металле.

Таким образом, на основании результатов про-
веденных экспериментов и оценок плотности можно
сделать вывод, что ударно-сжатые пористые метал-
лы при расширении могут иметь две фазы — рас-
ширенный металл и так называемые горячие точки
[18], представляющие собой смесь горячего металла
и газа, поскольку при выходе ударной волны на по-

верхность поры возможны струеобразование и вы-
нос металла в газовую среду [19]. Сжатие пористой
среды и образование горячих точек хорошо изучено
в работах по инициированию детонации пористых
взрывчатых веществ [20]. Предполагается, что при
сжатии поры имеют место вязкопластические тече-
ния на поверхности поры, которые и приводят к об-
разованию горячих точек, т. е. произойдет ли обра-
зование таких точек, зависит от вязкости материа-
ла.

На рис. 5 видно, что температура меди после
ударного сжатия и расширения не превосходит тем-
пературу барьерного газа, рассчитанную по уравне-
нию состояний химической плазмы [10]. В то же вре-
мя для вольфрама, ниобия и молибдена после удар-
ного сжатия и расширения при разгрузке в двух-
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Рис. 4. a) P–ρ-диаграмма изоэнтропы меди (m = 2.3) по-
сле ударного сжатия и расширения в гелиевую среду, CP —
критическая точка [4]: 1 — бинодаль [4]; 2 — точка вхо-
да изоэнтропы в двухфазную область (экспериментальные
данные); � — эксперимент; � — расчет; б) P–U -диаграмма

изоэнтропы меди (m = 2.3)

фазную область жидкость–пар были зарегистриро-
ваны аномально высокие температуры. В однофаз-
ной области (область сверхкритического флюида)
регистрируемая температура близка к температу-
ре барьерного газа для всех металлов. Одним из
свойств сверхкритических флюидов является спо-
собность сорбировать газы. Вероятно, горячий газ
растворяется в металле, горячие точки не образу-
ются, и высокая температура не регистрируется при
разгрузке в однофазную область [18]. Также об-
ращает на себя внимание тот факт, что регистри-
руемая температура поверхности образца близка к
температуре барьерного газа в однофазной области.
Это связано с гидродинамической неустойчивостью
поверхности металла при выходе ударной волны на

свободную поверхность и перемешиванием металла
с барьерным газом [19, 21], в результате чего вбли-
зи поверхности металла формируется излучающий
слой с температурой, близкой к температуре барьер-
ного газа.

Такого рода особенности при ударном сжатии и
расширении пористых металлов присущи не только
нашим экспериментам. Так, в работах [3–5, 22, 23]
для достижения околокритических состояний фа-
зового перехода жидкость–пар металлов также ис-
пользовались пористые образцы, а границ двухфаз-
ной области достигали при разгрузке в газовые ба-
рьеры. Однако в этих экспериментах регистриро-
вались, как правило, только динамические харак-
теристики, т. е. экспериментально были получены
P–U -диаграммы изоэнтроп расширения в околокри-
тической области фазового перехода жидкость–пар.
На рис. 6 представлены такие диаграммы для мо-
либдена по данным разных авторов [17, 22]. Экспе-
риментальные точки лежат существенно выше рас-
четных значений, полученных с помощью модели-
рования и широкодиапазонных уравнений в предпо-
ложении, что при ударном нагружении сжатие про-
исходит до беспористого состояния. Для изоэнтроп
изначально пористых вольфрама и урана [5, 18, 23],
так же как и для молибдена, на P–U -диаграмме
зарегистрировано несовпадение экспериментально
полученных точек и расчетных кривых, получен-
ных с помощью уравнений состояния при расши-
рении в двухфазную область. В экспериментах по
изоэнтропическому расширению ударно-сжатых по-
ристых металлов, как установлено в работе [17],
при скоростях ударника ударно-волнового генера-
тора 5–7 км/с имеет место неполное сжатие пор и
при расширении кроме расширенного металла су-
ществует вторая фаза, в которой при расширении
давление выше, чем в металле (так как газ и металл
имеют разную динамическую жесткость и, расши-
ряясь, металл разгружается быстрее, чем газ). На-
личие второй фазы с избыточным давлением приво-
дит к более высокой скорости расширения, что мы
и наблюдаем на P–U -диаграммах расширенных ме-
таллов.

При конструировании широкодиапазонных урав-
нений состояния (см., например, работы [4, 10, 11])
используют различные экспериментальные данные,
в том числе по адиабатическому нагреву метал-
лов (электровзрыв). Но при описании двухфаз-
ной области в этих уравнениях состояния опира-
ются на эксперименты по изоэнтропической раз-
грузке ударно-сжатых пористых металлов (как пра-
вило, изоэнтропы в этих экспериментах достигают
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Рис. 5. P–T -диаграммы изоэнтропы расширения меди (m = 2.3), вольфрама (m = 3.04) [18], ниобия (m = 1.56) [18],
молибдена (m = 3.1, 1.41) [18] и результаты расчета температуры барьерного газа с помощью уравнения состояния

химической плазмы [10]. Стрелками отмечен вход изоэнтроп в двухфазную область

Таблица 1. Зависимости давления и электропроводности от плотности для расширенных вольфрама и ниобия

Металл Эксперимент Расчет

m ρ, г/см3 P ,
ГПa

ρ, г/см3 P ,
ГПa

Удельная
электро-

проводность,
(Ом · м)−1

W

2.68 1.47 0.28 7.05 0.38 −
2.53 2.53 0.29 6.83 0.33 −
2.58 3.93 0.38 6.87 0.432 −
3.1 2.34 1.36 7.62 0.924 182

3.07 3.04 1.39 7.04 0.99 281

3.1 1.08 0.325 4.94 0.25 154

Nb 1.87 1.31 0.458 4.81 0.1 −
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Рис. 6. P–U -диаграммы изоэнтроп расширения молибде-
на: а) [17]: • —m = 3.1; � —m = 1.41; сплошные кривые —
расчет по уравнению состояний; стрелками отмечена точ-
ка входа изоэнтропы в двухфазную область. б) [14]: 1 —
m = 2.31, экспериментальные точки на изоэнтропах рас-
ширения из работы [22], линии — расчет по уравнению

состояний из работы [14]

двухфазной области при разгрузке в газовые ба-
рьеры [3–5,22, 23]). Вероятно, в «плохих» метал-
лах при ударном сжатии их из пористого состоя-
ния и при расширении образуются две фазы (так же
как и в наших экспериментах), которые имеют раз-
ные температуры и плотности. Наличие двух фаз
при расширении ударно-сжатых пористых метал-
лов в околокритической области фазового перехода
жидкость–пар существенно меняет характер испа-
рения и параметры критической точки.

В работе [24] методом квантовой молекуляр-
ной динамики (КМД) представлены расчеты тер-
модинамических свойств расширенного вольфрама,
в том числе в околокритической области фазово-
го перехода жидкость–пар. Дана оценка темпера-

туры и давления в критической точке, которая су-
щественно ниже оценки, полученной из полуэмпи-
рических уравнений состояния [13, 14], опирающих-
ся при описании двухфазной области жидкость–пар
на эксперименты по изоэнтропическому расшире-
нию ударно-сжатых пористых металлов [3,5]. Мож-
но предположить, что в экспериментах по изоэнтро-
пическому расширению ударно-сжатого изначально
пористого вольфрама при расширении в околокри-
тической области фазового перехода жидкость–пар
происходит расслоение на две фазы — расширенный
вольфрам и фаза вольфрам + гелий, которая имеет
более высокую температуру и более низкую плот-
ность по сравнению с температурой и плотностью
расширенного вольфрама, полученных с помощью
гидродинамического моделирования с использова-
нием широкодиапазонных уравнений состояния [13,
14], а также более низкую (в 100 раз) электропро-
водность по сравнению с экспериментами по элек-
тровзрыву [15, 16]. Эта ситуация аналогична фазо-
вым переходам в двухкомпонентных смесях [25] или
случаю, когда при испарении происходит расслое-
ние вещества на две или большее количество фаз.
При этом, как правило, имеет место неконгруэнт-
ное испарение [26], и кривая сосуществования фаз
жидкость–пар на P–T -диаграмме — это не линия,
которая заканчивается в критической точке, а целая
область сосуществования жидкости и пара [25, 26].

Таким образом, можно предположить, что при
изоэнтропическом расширении ударно-сжатого по-
ристого вольфрама происходит неконгруэнтное ис-
парение. Это предположение позволяет объяснить,
почему оценки, полученные из экспериментов по
электрическому взрыву и с помощью моделирова-
ния методом КМД, отличаются от оценок, получен-
ных из уравнений состояния, опирающихся на экс-
перименты по ударному сжатию и расширению по-
ристого вольфрама. В случае моделирования мето-
дом КМД и экспериментов по электровзрыву прово-
лок и фольг имеет место конгруэнтное испарение. А
при ударном сжатии и расширении металла в газо-
вые барьеры при сжатии пор, заполненных барьер-
ным газом, формируется двухфазная структура, и
испарение является неконгруэнтным. Поэтому оцен-
ки параметров критической точки существенно раз-
личаются [1, 24].

В работе [1] сравнивали P–T -диаграммы урана и
двуокиси урана. При конгруэнтном испарении кри-
вая насыщения на P–T -диаграмме в координатах
lgP и 1/T — прямая линия, которая заканчивается в
критической точке. При неконгруэнтном испарении
(например, для UO2 [26]) имеет место отклонение от
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Таблица 2. Оценки параметров критической точки
вольфрама

Pc, ГПa Tc, K Ссылка

1.18 15750 [13]
1.2± 0.15 15900± 700 [18]
0.6± 0.09 12200± 200 [24]
0.58± 0.05 13660± 800 [27]
0.337± 0.085 13400± 1400 [9]

1.3 12500 [8]
1.1± 0.2 16000± 1000 [7]
0.745 12400 [29]
1.48 18540 [28]

13500± 1000 Наша оценка

прямой, и критическая точка не лежит на прямой.
Для вольфрама кривая насыщения в координатах
lgP и 1/T представлена в работе [24]. Оценки пара-
метров критической точки, полученные в этой ра-
боте методом КМД, и некоторые оценки по данным
из экспериментов по электровзрыву лежат на пря-
мой, а оценки параметров критической точки, по-
лученные с помощью полуэмпирических уравнений
состояния, опирающихся на эксперименты по изо-
энтропическому расширению, отклоняются от пря-
мой в координатах lgP и 1/T . Это подтверждает
предположение о неконгруэнтности испарения при
изоэнтропическом расширении ударно-сжатых по-
ристых металлов.

В табл. 2 представлены оценки параметров кри-
тической точки вольфрама, полученные разными
авторами. Оценки параметров критической точки
методом КМД, оценки газотермическим методом на
образцах в виде фольг [27] и большинство оценок,
полученных из экспериментов по электровзрыву ме-
таллических проволочек (например, при оценке тем-
пературы критической точки [8,9,29]), близки. В то
же время они отличаются от оценок, полученных из
экспериментов по изоэнтропическому расширению
ударно-сжатого пористого вольфрама и из уравне-
ний состояния, опирающихся на такие эксперимен-
ты [13,18].

При малом начальном давлении «плохие» метал-
лы ведут себя как хорошие, малоплотная фаза не
образуется, испарение конгруэнтное. На приведен-
ном выше рис. 5 хорошо видно, что при малых дав-
лениях регистрируемые температуры уменьшаются.
Если предполагать, что при расширении металлы

достигают спинодали (так как скорости расшире-
ния высокие), то по регистрируемым температурам
при малых давлениях можно оценить температуру
критической точки металла при конгруэнтном ис-
парении, поскольку температура на спинодали да-
же при нулевом давлении (T0) отличается от темпе-
ратуры критической точки (Tc) на величину около
10% (T0 = 0.9Tc) [30]. Полученная таким образом
оценка температуры критической точки вольфрама
(табл. 2) близка к температуре критической точки,
полученной из экспериментов по электровзрыву ме-
таллических проволочек [8, 9, 29], газотермическим
методом [27] и методом КМД [24].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Большинство данных о границах двухфазной об-
ласти жидкость–пар для металлов получены ме-
тодом изоэнтропического расширения на пористых
образцах и при разгрузке в газовые барьеры [3].
Результаты экспериментов при расширении удар-
но-сжатого пористого вольфрама свидетельствуют
о том, что регистрируется состояние, которое имеет
более высокую температуру и более низкую плот-
ность по сравнению с температурой и плотностью
расширенного вольфрама, полученных с помощью
моделирования с использованием широкодиапазон-
ных уравнений состояния [13, 14], а также более
низкую электропроводность по сравнению с данны-
ми экспериментов по электровзрыву. Это позволя-
ет предположить, что в экспериментах по изоэнтро-
пическому расширению ударно-сжатого изначально
пористого вольфрама при расширении в околокри-
тической области фазового перехода жидкость–пар
происходит расслоение на две фазы и имеет ме-
сто неконгруэнтное испарение. Большое различие в
оценках параметров критической точки вольфрама
из литературных источников можно объяснить раз-
личными механизмами испарения вольфрама в за-
висимости от способа получения околокритических
состояний фазового перехода жидкость–пар.

Для пористого ниобия после ударного сжатия
и расширения также получена плотность ниже
расчетной плотности. Можно предположить, что
для всех «плохих» [1] металлов оценки параметров
критической точки, полученные из полуэмпири-
ческих уравнений состояния, опирающиеся на
эксперименты по изоэнтропическому расширению
ударно-сжатых пористых образцов, будут выше
по температуре и давлению в отличие от оценок,
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полученных методом КМД, из-за формирова-
ния двухфазной структуры, образующейся при
ударном сжатии пористой среды. Для меди и
других «хороших» металлов при ударном сжа-
тии двухфазная структура не образуется, поэтому
оценки, полученные разными методами, совпадают.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
Госзадания №0089-2019-0001 «Экспериментальное и
теоретическое исследование теплофизических ха-
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ных состояниях» и при поддержке гранта Президи-
ума РАН в рамках Программы «Конденсированное
вещество и плазма при высоких плотностях энер-
гии» и гранта Министерства науки и высшего обра-
зования «Энергетика экстремальных состояний ве-
щества».
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В ветроволновом лотке выполнены измерения трех компонент скорости течений ui(i = x, y, z), инду-
цированных механическими волнам, которые генерировались волнопродуктором для трех вариантов до-
минантных частот f0 и набора значительных высот волн Hs для каждой частоты. С целью изучения
степени анизотропии индуцированной волнами турбулентности и оценивания скорости ее диссипации ε

рассчитаны стандартные отклонения σi и частотные спектры Si(f) для компонент измеренных тече-
ний. По предложенной процедуре фильтрации рассчитаны характеристики σiF и SiF (f) для турбулент-
ных составляющих течений, в которых отфильтрованы волновые движения. Показано, что величины
σi проявляют сильную анизотропию, степень которой варьирует с изменением параметров волн. Для
турбулентных составляющих течений имеет место соотношение σxF ≈ σyF ≥ (1.5–3)σzF , означающее
существенную анизотропию турбулентности в случаях горизонтального и вертикального движений. По-
луфеноменологический подход позволяет для величин σiF найти аналитическое представление через
параметры волн. Спектры турбулентных составляющих для горизонтальных компонент скорости SxF (f)

и SyF (f) в области частот f > 2f0 близки по форме и интенсивности и, как правило, имеют степен-
ной закон убывания интенсивности «−1.6 ± 0.1». В том же диапазоне частот интенсивность спектров
вертикальной компоненты скорости SzF (f) на порядок меньше и убывает по закону «−2.0 ± 0.1». Сте-
пенные участки трактуются как аналоги колмогоровских спектров, обусловленных передачей энергии от
орбитальных движений механических волн вверх по частотам. Предложена феноменологическая модель
спектра с законом убывания «−2», позволяющая по интенсивности степенного участка Sz(f) определять
величину скорости диссипации кинетической энергии турбулентности ε. Получены оценки ε и построена
ее параметризация. Приводятся обсуждение и возможная интерпретация полученных результатов.

DOI: 10.31857/S0044451021010119

1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение динамики течений верхнего слоя во-
ды, на поверхности которой присутствуют механи-
ческие или ветровые волны, имеет длинную исто-
рию, начинающуюся со знаменитой работы Стокса
[1] и продолжающуюся в работах Лонге –Хиггинса
[2], а также в совокупности работ Ламли и Террея
с соавторами [3–5]. Развитие этих исследований за
последние полвека подробно описано в недавнем об-
зоре [6]. Причина такого интереса обусловлена боль-

* E-mail: polnikov@mail.ru

шим разнообразием физических процессов в систе-
ме движений в верхнем слое воды (волны, течения,
турбулентность), доступностью различных измере-
ний в такой системе и развитым теоретическим ин-
струментарием, широко представленным, например,
в статьях и книгах [1–10]. Кроме того, результа-
ты изучения динамики верхнего слоя востребованы
и с практической точки зрения. Процессы в верх-
нем слое важны для описания циркуляций, влия-
ющих на морскую индустрию, для расчета тепло-
газообмена атмосферы и океана, для контроля рас-
пространения примеси, а также для учета верти-
кального перемешивания, влияющего на крупномас-
штабную циркуляцию в целом, а с ней — на погоду
и климат Земли [11].

9 ЖЭТФ, вып. 1
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Исследование характеристик турбулентности,
обусловленной присутствием волновых движений в
верхнем слое воды, представляет собой отдельное
направление общей тематики, отмеченной выше.
Турбулентность в воде реализуется вследствие
неустойчивости волновых орбитальных движений,
возникающей при больших числах Рейнольдса, в
данном случае определяемых соотношением [12]
Re ≡ a2ωp/ν, где a — средняя амплитуда волн, ωp —
частота пика спектра волн, а ν — кинематическая
вязкость воды. Если принять, что крутизна грави-
тационных волн δ = akp = aω2

p/g (g — ускорение
силы тяжести, kp — волновое число пика спектра)
на поверхности воды имеет порядок 0.1, то при
типичном значении ν ≈ 10−6 м2/с величина Re

превышает величину 103 уже при значениях a

более 1 см, т. е. условия возникновения турбулент-
ности, вызванной волнами, легко достижимы.
Распространенность явления служит стимулом к
широкому эмпирическому и теоретическому изу-
чению турбулентности, индуцированной волнами
(см., например, работы [13–21]).

В то же время теоретическое понимание процес-
са генерации турбулентности волнами пока не до
конца ясно. Например, аналитическая теория [16]
и численное моделирование [17–19] показывают, что
для развития турбулентности под взволнованной по-
верхностью требуется наличие некоторой затравоч-
ной стохастичности течений (фоновой турбулентно-
сти). Однако количественное уточнение величины
фоновой турбулентности пока не известно, также
как не известны точно и зависимости интенсивности
наведенной волнами турбулентности от параметров
волн и законы ее убывания с глубиной. Учитывая
сказанное, далее мы не будем касаться проблемы
природы турбулентности, вызванной волнами, со-
средоточив внимание на ее эмпирических проявле-
ниях.

Несмотря на значительные успехи, достигнутые
к настоящему времени, многие особенности турбу-
лентности, вызванной волнами на воде, требуют
дальнейшего изучения. В нашей работе мы ограни-
чимся лишь анализом анизотропии дисперсий ком-
понент скорости в слоях воды, расположенных на
глубине порядка десятка высот волн, и связанных
с ними спектральных характеристик течений, рас-
считанных с целью обнаружения участков спектра
колмогоровского типа [7] и оценивания по ним ско-
рости диссипации турбулентности [4–6,13–15].

В этом направлении следует отметить следую-
щие известные результаты. Наиболее важными из
ранних работ являются исследования, проведенные
в работах [3–5]. Так, в работе [4] был приложен
метод линейной фильтрации волновых компонент
(в кратком исполнении) и на примере течений, на-
веденных ветровыми волнами, было показано, что
спектры для горизонтальных и вертикальных ком-
понент течений имеют участки степенного убыва-
ния вида Sz,x(f) ∝ f−5/3. В работе [3] была обосно-
вана применимость гипотезы «замороженной турбу-
лентности» Тейлора для трактовки указанных спек-
тров как аналогов колмогоровских спектров с целью
оценки скорости диссипации турбулентности (СДТ)
ε. Детальное исследование СДТ в течениях, наве-
денных ветровыми волнами в озере Онтарио, бы-
ло проведено в работе [5]. В частности, в ней была
установлена параметризация величины ε от скоро-
сти трения u∗, амплитуды a0 волн на поверхности и
глубины z измерений вида

ε = const · u3∗a0/z2. (1)

Такая же зависимость была установлена и в лот-
ке [20] при наличии ветровых волн и сильных вет-
рах. Поиск подобных зависимостей дает ориентир
для проверки теоретических моделей типа [16–18],
что представляет большой интерес и для случая ме-
ханических волн на воде.

Относительно анизотропии стандартных откло-
нений (СтО) компонент скорости течений в ранних
работах [3–5] ничего не сказано, поскольку в них эм-
пирика подтверждала изотропию СтО на глубинах
порядка 1–2 м. Позднее эмпирически [19] и числен-
но [18, 19] было показано, что СтО горизонтальных
компонент скорости вблизи взволнованной поверх-
ности воды, σx и σy , не равны между собой. При
этом СтО поперечных горизонтальных турбулент-
ных компонент скорости, σy , превышают таковые
для продольных компонент, σx. Наблюдаются и об-
ратные соотношения [21]; есть эмпирические данные
и о полной изотропии СтО для всех компонент тур-
булентных составляющих течений непосредственно
под волнами [15]. По-видимому, причина такой неод-
нозначности кроется в методике выделения самих
турбулентных составляющих, т. е. в методике филь-
трации волновых движений. Ввиду указанной неод-
нозначности в описании характера анизотропии на-
веденной волнами турбулентности этот вопрос нуж-
дается в дальнейшем изучении. При этом суще-
ственную роль играет решение задачи о фильтра-
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Рис. 1. Эскиз лотка и расположения оборудования: WG — волновые датчики; PT — трубки Пито; ADV — набор акустичес-
ких доплеровских велосиметров; IP — набор инструментов для вбрасывания в лоток поплавков или красителей; WM —

волнопродуктор; WA — волнопоглотитель; F — вентилятор. Внутренняя ширина лотка 1 м

ции волновых движений, который был затронут еще
в работе [4], но не раскрыт до конца. Далее мы спе-
циально остановимся на этом вопросе.

В отношении спектральных характеристик ком-
понент скорости, Si(f) (i = x, y, z), эмпирические ре-
зультаты работ [13–15], выполненных в различных
лабораторных условиях для механических волн,
близки к результатам работ [4, 5]. Отметим только,
что в указанных работах изучались лишь продоль-
ные компоненты турбулентных составляющих ско-
рости течений, ux. В высокочастотной области убы-
вания спектров установлены участки вида Sx(k) ∝
∝ k−5/3 [13] (k — волновое число) или Sx(f) ∝ f−5/3

[14, 15] (f — циклическая частота), что авторами
трактуется как классический спектр Колмогорова –
Обухова [7]. Такая трактовка позволила им полу-
чить оценки СДТ ε и даже некоторые их зависимо-
сти от параметров системы.

Так, в работе [13] была установлена зависимость
ε от амплитуды волн a0 на поверхности воды вида

ε(a0) ∝ a30. (2)

В работе [15] при измерениях в системе координат,
отслеживающей уровень воды, для монохроматиче-
ских волн и малых глубин (|z| < 3a0) была установ-
лена зависимость

ε(z) ∝ |z|−m. (3)

В области гребней для зависимости (3) найдено зна-
чение m = 2, а в области ложбин — m = 1/3. Уста-
новлено, что по мере приближения к поверхности
воды значение m = 1.

В порядке обсуждения следует отметить, что за-
висимости (2), (3), в отличие от параметризации (1),
не полны в силу отсутствия согласованности раз-
мерностей их левой и правой частей. Кроме того,
обе зависимости получены лишь для глубин z по-
рядка высоты волн a0, а оценки параметра m яв-
но привязаны к фазам орбитального движения [15].
Эти результаты неприменимы для описания турбу-
лентности в слое воды под взволнованной поверхно-
стью, имеющем порядок доминантной длины волны
λp = 2π/kp. Такая неполнота имеющихся результа-
тов служит стимулом для дальнейших исследова-
ний.

В данной работе изучаются указанные выше
характеристики течений, наведенных механически-
ми волнами, генерированными волнопродуктором в
лотке. Основная цель заключается в выявлении и
детальном описании характера анизотропии наве-
денной волнами турбулентности. Спектральные ха-
рактеристики течений анализируются на предмет
их формы, выявления в ней степенных участков
убывания и оценивания по ним СДТ.

2. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА

Измерения выполнялись в ветроволновом лотке
Первого института океанографии, расположенного
в г. Циндао, КНР. Размеры лотка по длине, ширине
и высоте составляют 32× 1× 2 м3, глубина слоя во-
ды D = 1.2 м. Эксперимент выполнялся как для ме-
ханических волн, генерируемых волнопродуктором,
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так и для ветровых волн. Однако, в силу принци-
пиальной разницы в динамике процессов в верхнем
слое воды для указанных видов волн, здесь будут
приведены результаты только для случая механи-
ческих волн.

Общая геометрия лотка и расположение обору-
дования приведены на рис. 1. Для волновых изме-
рений использовались емкостные волновые датчики
(WG). Трубки Пито (PT) и три акустических допле-
ровских велосиметра (ADV) применялись для из-
мерения соответственно профилей ветра и скорости
течений. Места расположения датчиков WG1–WG4
далее обозначаются как точки измерений P1–P4.

Исследовались два типа механических волн: ре-
гулярные (квазимонохроматические) волны и сто-
хастические волны с широкой спектральной поло-
сой, типа спектров Пирсона –Московица (PM) или
JONSWAP (J) [8]. В обоих случаях задавались три
доминантные частоты волнопродуктора f0 = 1.5,
1.0, 0.7 Гц, и три–пять значений программируемой
значительной высоты волн Hs для каждой частоты
f0. Измерения проводились при установлении ста-
ционарного состояния системы (более 5 мин работы
волнопродуктора).

Все волновые записи имели длительность 10 мин
и частоту дискретизации 50 Гц. Параллельно прово-
дилась визуальная регистрация степени обрушения
волн в процентах (отношение числа обрушившихся
гребней к их общему числу, прошедшему за 1–2 мин
через контролируемый участок наблюдений разме-
рами порядка метра).

В табл. 1 приведены параметры волн, получен-
ные из оценок спектров возвышений поверхности
Sη(f). Здесь a0 =

√
2
∫
Sη(f)df — средняя ампли-

туда волн, fp — частота пика спектра Sη(f), kp =

= (2πfp)
2/g — волновое число пика спектра и δ =

= a0kp — средняя крутизна волн. Величина Br —
интенсивность обрушений волн, заданная в процен-
тах и отражающая отношение числа обрушившихся
гребней к общему числу гребней волн, прошедших
через фиксированный участок наблюдения порядка
метра за 1–2 мин. Величины Hs и f0 — парамет-
ры волнопродуктора, означающие ожидаемую зна-
чительную высоту волн и частоту доминантного пи-
ка их спектра. Далее эти параметры будут исполь-
зованы при параметризации характеристик турбу-
лентности.

Три компоненты скоростей течений ui (i = x, y,
z) измерялись акустическими доплеровскими изме-

рителями течений (ADV) на трех горизонтах: z =

= −10, −20, −30 см (ось z направлена вверх с нача-
лом отсчета на среднем уровне воды). Частота из-
мерений составляла 100 Гц на глубинах z = −10,
−20 см и 128 Гц при z = −30 см, что вызвано тех-
ническими причинами.

Обработка данных измерений проводилась в обо-
лочке MATLAB. Для оценки частотных спектров
S(f) использовались методы авторегрессии, обеспе-
чивающие минимальную погрешность [22]. Вслед-
ствие огромной величины выборки (более 1000 глав-
ных периодов волн), 95% доверительных интерва-
лов для оценок спектров в билогарифмических ко-
ординатах составляют всего [+10%, −12%]. В силу
их малости (по сравнению с изменчивостью спек-
тров S(f) на 4–6 порядков) нанесение этих интерва-
лов на рисунки спектров малоинформативно. Отме-
ченные интервалы соответствует стандартным от-
клонениям для спектральных интенсивностей при-
мерно 3% и 5% [22], что и определяет их точность.

3. МЕТОД ФИЛЬТРАЦИИ ВОЛНОВЫХ
КОМПОНЕНТ

На примере регулярной волны, заданной волно-
продуктором с параметрамиHs = 5 см и f0 = 1.0 Гц,
на рис. 2 приведены временные ряды компонент те-
чений ux(t) и uz(t) для глубины z = −10 см в точке
P2 = 12 м. Видно, что волновой характер движений
превалирует; на спектре течений он проявляется в
виде резкого пика (рис. 3). Интенсивность спектра
течения ожидаемо убывает с глубиной, а ширина его
пика сужается с ростом |z| в силу затухания волно-
вых компонент (см., например, Sz(f) на рис. 3а).

При этом значение спектра в пике на 4–5 по-
рядков превышает интенсивность Sz(f) на частотах
вдали от частоты fp пика спектра (которая близ-
ка к f0). Для фиксированной частоты f0 и гори-
зонта z ширина спектра растет с высотой волны Hs

(рис. 3б). Очевидно, что для выделения турбулент-
ных составляющих необходима процедура фильтра-
ции волновых движений.

Проблему фильтрации мы решаем следующим
образом. Представим скорость ui в виде суммы:

ui = uiW + uiT , (4)

в которой uiW — волновая составляющая скорости,
а uiT — турбулентная. Традиционно [7,8], предполо-
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Таблица 1. Номера экспериментов и параметры механических волн двух типов в точке P2 = 12 м

№
экспери-
мента

Hs, см;
Br, %

f0 = 1.5 Гц
Регулярные волны Нерегулярные волны (PM)

a0, см
fp,
Гц

kp,
рад/м

δ

№
экспери-
мента

Hs, см;
Br, %

a0, см
fp,
Гц

SkpS,
рад/м

δ

I
3;
0

1.36 1.49 8.9 0.12 XII
3;
0

0.86 1.13 5.13 0.041

II
5;
5

2.13 1.49 8.9 0.19 XIII
5;
0

1.26 0.98 3.82 0.048

III
7;
30

2.76 1.48 8.9 0.25 XIV
7;
0

1.56 1.01 4.1 0.064

IV
10;
50

3.20 1.48 8.8 0.28 XV
10;
0

1.89 0.79 2.5 0.047

f0 = 1.0 Гц

Регулярные волны Нерегулярные волны (PM)

Hs, см;
Br, %

a0, см
fp,
Гц

kp,
рад/м

δ

№
экспери-
мента

Hs, см;
Br, %

a0, см
fp,
Гц

kp,
рад/м

δ

V
3;
0

1.03 1.0 4.0 0.04 Для Hs < 10 см нет данных

VI
5;
0

1.74 1.0 4.0 0.07

VII
7;
5

2.45 1.0 4.0 0.10 XVI
10;
0

1.90 0.74 2.2 0.042

VIII
10;
20

3.48 1.0 4.0 0.14 XVII
15;
5

2.25 0.70 1.86 0.07

IX
15;
35

5.03 1.0 4.0 0.20 XVIII
15(J);
95

3.42 0.89 3.32 0.11

f0 = 0.7 Гц

Регулярные волны Нерегулярные волны (J)

Hs, см;
Br, %

a0, см
fp,
Гц

kp,
рад/м

δ

№
экспери-
мента

Hs, см;
Br, %

a0, см
fp,
Гц

kp,
рад/м

δ,
без/
разм.

X
15;
0

3.70 0.7 1.97 0.073 XIX
15(J);

5
2.83 0.71 2.0 0.057

XI
20;
0

4.80 0.7 1.97 0.095 Для Hs = 20 см нет данных

Примечание. Номера экспериментов указаны римскими цифрами; безразмерная величина параметра обруше-
ний гребней волн Br дана с точностью до 5%; сокращения PM и J означают форму спектра, генерированного

волнопродуктором (см. разд. 2).
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Рис. 2. Временные ряды компонент скорости в точке P2 = 12 м на глубине z = −10 см для регулярной волны с
параметрами волнопродуктора Hs = 5 см и f0 = 1.0 Гц: а — ux(t); б — uz(t)

Рис. 3. Спектры Sz(f) при f0 = 1.0 Гц: а — Hs = 5 см и z = −10, −20, −30 см; б — Hs = 3–15 см и z = −10 см. Отрезки
прямых и цифры при них указывают степенной закон убывания спектров

жив отсутствие корреляции между этими составля-
ющими, в рамках потенциальной теории для спект-
ра течений Sui(ω, z) на глубине z получим [23]

Sui(ω, z) = SiW (ω, z) + SiT (ω, z). (5)

Здесь и далее для теоретических соотношений при-
нято использование угловой частоты ω = 2πf и вол-
нового числа k = ω2/g, определяемого дисперсион-
ным соотношением для гравитационных волн. Заме-
тим, что аналогичная «линейная фильтрация» была
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предпринята еще в работе [4], однако далее форму-
лы (5) она не была детализирована.

В выражении (5) SiT — спектр i-й компоненты
турбулентных флуктуаций скорости на глубине z, а

SiW (ω, z) = ω2Sηi(ω, z) ≡

≡ ω2Sη(ω) exp[−2ω2z/g]Ii[Sη(ω, θ)] (6)

— спектр i-й компоненты волновых орбитальных
движений (скоростей), приведенных по потенци-
альной теории к глубине z; Sη(ω) — одномерный
спектр временного ряда возвышений поверхности
η(t); Ii[Sη(ω, θ)] — интеграл по углу θ от двумер-
ного частотно-углового спектра волн на поверхнос-
ти Sη(ω, θ), зависящий от компоненты i орбитальной
скорости волн. Согласно (5), искомый спектр турбу-
лентных пульсаций скорости, SiT (ω, z), следует из
спектра измеряемой скорости Sui(ω, z) за вычетом
теоретического слагаемого SiW (ω, z), форма которо-
го сама по себе представляет интерес. (Далее индекс
«i» пускается, а термины «волновые» и «орбиталь-
ные» движения являются синонимами.)

Расчеты спектра орбитальных движений
SW (f, z) по формуле (6) выявляют в их поведении
два эффекта. Во-первых, спектр орбитальных
движений SW (f, z) заметно шире, чем спектры
возвышений поверхности Sh(f) (рис. 4а). Во-вто-
рых, пик спектра SW (f, z) больше пика спектра
течений Su(f, z), но много уже него, а интенсив-
ность боковых ветвей спектра волновых движений
SW (f, z) на порядок меньше интенсивности спектра
измеряемых течений Su(f, z) (рис. 4б). По этой
причине теоретический спектр далеко не полностью
компенсирует реальные волновые составляющие
спектра течений Su(f, z), которые по своему про-
исхождению занимают широкую полосу частот
[fH − fL] в области доминантного пика спектра
течений на частоте fp (рис. 4б).

Перечисленные особенности спектра волновых
орбитальных движений и их сравнение со спектрами
наведенных волнами течений отмечаются впервые.
Видно, что простое вычитание SW (f, z) из Su(f, z),
согласно формуле (5), будет приводить к существен-
ной изрезанности (вплоть до отрицательных значе-
ний) искомого спектра турбулентности ST (f, z) =

= Su(f, z)−SW (f, z) в области частоты fp, что физи-
чески не приемлемо. Поэтому требуется особая тех-
ника выполнения фильтрации волновых движений,

обеспечивающая монотонность убывания спектра
турбулентности.

На рис. 4б видно, что волновые компоненты
могут быть отфильтрованы путем простого «от-
сечения» главного пика спектра течений Su(f, z)

программно-числовым образом. С учетом этого за-
мечания, для получения спектра турбулентности
ST (f, z) предлагается следующая процедура филь-
трации (отсечения): 1) за уровень отсечения берется
значение спектра на частоте fL максимальной кри-
визны линии спектра Su(f, z), расположенной ни-
же частоты fp его пика (см. рис. 4б) — эта точка
принимается за начало пика волновых движений;
2) для частот f > fL уровень отфильтрованного
спектра остается постоянным вплоть до частоты fH ,
где этот уровень пересекает исходный спектр тече-
ний Su(f, z); 3) в областях f < fL и f > fH ин-
тенсивность спектра течений Su(f, z) остается преж-
ней, так как в них спектр волновых движений на по-
рядок ниже спектра течений. Пример такой филь-
трации приведен на рис. 4б для спектра течений
Sz(f) при z = −10 см и параметрах волнопродук-
тора Hs = 5 см, f0 = 1.0 Гц.

Выбор частоты fL в данной работе осуществлял-
ся визуально, но при большом объеме данных он мо-
жет быть автоматизирован, что никак не влияет на
результат фильтрации. Действительно, применение
указанной фильтрации для спектров течений всех
имеющихся данных показывает, что она захватыва-
ет диапазон частот в пределах 0.5fp < f < 1.5fp,
границы которого в каждом отдельном случае зави-
сят от параметров волн Hs, fp и глубины горизонта
z. Однако для наших целей основной интерес пред-
ставляют результаты фильтрации спектра в остав-
шихся областях частот.

На рис. 4б видно, что на фиксированной глу-
бине z спектр волновых орбитальных движений рез-
ко убывает по мере удаления от частоты пика fp.
Поэтому низко- и высокочастотные участки (f <

< 0.5fp и f > 1.5fp) отфильтрованного спектра,
который нами отождествляется со спектром турбу-
лентных течений, практически совпадают с таковы-
ми для спектра измеренных течений. Это позволя-
ет использовать указанные участки спектра изме-
ренных течений для дальнейшего анализа законов
убывания интенсивности спектра турбулентных со-
ставляющих.

Отметим специально, что по методу фильтрации
спектры ST (f, z) и SF (f, z) тождественны не столь-
ко физически, сколько математически. Поэтому да-
лее мы предпочитаем использовать именно обозна-
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Рис. 4. а) Спектр возвышений Sh(f) (сплошная) и спектр волновых орбитальных движений SW (f) (пунктирная) при
z = −10 см. б) Спектры течений на горизонте z = −10 см: Sz(f) (сплошная), орбитальных движений SW (f) (пунктир-

ная) и отфильтрованных турбулентных движений ST (f) (штриховая). Параметры волн: Hs = 5 см, f0 = 1.0 Гц

чение SF (f, z) для описания турбулентных состав-
ляющих течений и для оценки СтО турбулентных
пульсаций σF (см. разд. 4).

Из сказанного выше видно, что процедура филь-
трации приводит к возникновению понятия ширины
спектра течений, которое далее будет неоднократно
использоваться. Для его однозначности введем сле-
дующее определение: ширина Δfi спектра i-й ком-
поненты течений Si(f) есть величина горизонталь-
ного отрезка на оси частот [fHi−fLi], появляющаяся
в спектре SiF (f) в результате фильтрации волновых
движений (рис. 4б).

В заключение раздела отметим, что средние зна-
чения компонент течений Ui = 〈ui〉, наведенных вол-
нами (далее — «регулярных» течений) в данной ра-
боте не приводятся и не рассматриваются по при-
чине их хаотичной изменчивости с изменением па-
раметров волн Hs, fp и глубины горизонта измере-
ний z, что существенно снижает достоверность оце-
нок Ui. Этот факт обусловлен наличием возвратных
(«фоновых») течений UiB, сопоставимых, в нашем
случае, по величине с оценками регулярных тече-
ний Ui.

Поле возвратных течений, как известно, опреде-
ляется полем волновых движений и геометрией бас-
сейна [2, 6]. Далее предполагается, что в силу мало-
сти градиентов фоновых течений UiB по сравнению
с таковыми для орбитальных волновых движений,
они слабо влияют на интегральные турбулентные
характеристики течений ui типа их СтО, а также
на интенсивность и форму спектров фильтрован-
ных компонент, по которым определяются величины
СтО σiF и СДТ ε.

4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ
АНИЗОТРОПИИ ТЕЧЕНИЙ

4.1. Общие результаты

Оценки стандартных отклонений σi и σiF вре-
менных рядов компонент течений ui(t) будем назы-
вать интегральными оценками турбулентности, на-
веденной волнами в воде. В таком случае разли-
чие величин σi (или σiF ) для различных компо-
нент (i = x, y, z) характеризует степень анизотропии
рассматриваемых течений. В принятом здесь подхо-
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де величины σi и σiF определяются по формулам
спектрального анализа:

σ2
i =

fmax∫
fmin

Si(f) df,

σ2
iF =

fmax∫
fmin

SiF (f) df,

(7)

в которых интегралы по спектру соответствуют
определению СтО для стационарных рядов [3, 5].
Пределы интегрирования снизу определяются ниж-
ней частотной границей оценки спектров, а сверху —
границей появления измерительных шумов в высо-
кочастотной области спектра. В нашей работе при-
нято fmin = 0.01 Гц и fmax = 15 Гц. Результаты
оценок σi и σiF по формулам (7) в случае регуляр-
ных механических волн показаны на рис. 5–7 для
различных параметров волн и глубин. Аналогичные
результаты для нерегулярных механических волн не
приводятся, чтобы не перегружать текст.

Анализ всех полученных оценок СтО для изме-
ренных и отфильтрованных течений выполнен раз-
дельно, поскольку они описывают разные течения.
Основные выводы такого анализа для обоих видов
механических волн приведены в разд. 4.2 и 4.3.

4.2. Стандартные отклонения измеренных
течений

1. СтО рядов измеренных течений, σx, σy и σz , в
случаях как регулярных, так и нерегулярных меха-
нических волн значительно (в 1.5–2 раза) различа-
ются между собой по величине, что свидетельствует
о существенной анизотропии наведенных течений в
целом.

2. При доминантной частоте волн f0 = 1.5 Гц
соотношения σx , σy и σz немонотонно изменяются
с ростом высоты волн Hs (рис. 5а, 6а, 7а). Умень-
шение значений σi для высот волн Hs > 6 см при
f0 = 1.5 Гц связано с их обрушением, наступаю-
щим для этих параметров волнения и отсутствую-
щим при частотах f0 � 1.0 Гц (см. анализ далее).

3. При f0 � 1.0 Гц величины σx и σz близки друг
к другу, монотонно растут с ростом Hs и превыша-
ют величину σy в 1.5–4 раза, поскольку зависимость
σy от Hs крайне слаба (линии 3 на рис. 5б,в, 6б,в,
7б,в). Этот результат отражает факт отсутствия ор-

Рис. 5. (В цвете онлайн) Стандартные отклонения изме-
ренных течений и их турбулентных составляющих, σi и
σiF , для случая регулярных волн на глубине z = −10 см
в точке P2 = 12 м: а — f0 = 1.5 Гц; б — f0 = 1.0 Гц; в —
f0 = 0.7 Гц. Линии: 1 — σx; 2 — σxF ; 3 — σy ; 4 — σyF ;
5 — σz; 6 — σzF ; 7 — параметризация σzF−par по форму-
лам (10)–(12). На панели а линии 3, 4 и 6, 7 совпадают по

причине близости цифровых значений

битальных движений вдоль оси y и свидетельствует
о существовании сильной горизонтальной анизотро-
пии течений, наведенных длинными волнами (когда
доминантная длина волны превышает глубину слоя
воды, 2π/kp � D).

4. Зависимость σx и σz от глубины z с ошибкой
порядка 10% близка к экспоненциальной, ожидае-
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Рис. 6. То же, что на рис. 5, но для z = −20 см

мой для амплитуд орбитальных движений потенци-
альных волн, т. е.

σx,z ∝ exp(kpz). (8)

Величина σy также убывает с ростом z, но не про-
являет зависимости вида (8).

4.3. Стандартные отклонения турбулентных
составляющих течений

СтО турбулентных составляющих течений σiF
приведены на рис. 5–7 штриховыми линиями 2, 4, 6
(в качестве примера только для регулярных волн).

Рис. 7. То же, что на рис. 5, но для z = −30 см

Общий анализ результатов для обоих видов механи-
ческих волн позволяет заключить следующее.

1. Значения σxF и σyF для горизонтальных тече-
ний близки по величине друг к другу и в 1.5–3 раза
больше величины σzF , т. е. имеет место сильная и
устойчивая анизотропия турбулентности в направ-
лениях горизонтального и вертикального движений.

2. При значениях доминантных частот волн f0 ≤
≤ 1.0 Гц относительный вклад энергии турбулент-
ных составляющих, (σiF /σi)2, в кинетическую энер-
гию течений не превышает 15–30% (в зависимости
от степени обрушений), что свидетельствует о пре-
валирующей роли волновых движений в наведенных
течениях (см. рис. 2).
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3. Степень указанной в этом разделе в пунк-
те 1 горизонтально-вертикальной анизотропии тур-
булентности снижается по мере роста высоты волн
Hs и глубины z.

4. По аналогии со свойством 2 этого раздела на-
блюдается немонотонность роста σiF с ростом высот
волн, связанная с их обрушениями.

5. Регулярность зависимости σiF от параметров
системы Hs, f0, z, позволяет дать полуфеноменоло-
гическую параметризацию σiF , которая может быть
пригодна для проверки теоретических моделей на-
веденной волнами турбулентности [17–19].

4.4. Параметризация стандартных
отклонений турбулентных составляющих

течений

С учетом предсказаний потенциальной теории
об экспоненциальном убывании волновых ампли-
туд с глубиной в качестве основы для параметриза-
ции СтО турбулентных составляющих можно взять
формулу

σiT ≡ σiF = c0iδfpa0 exp(cΔfikpz), (9)

где δ = a0kp — крутизна волн на поверхности, а без-
размерные подгоночные параметры c0i и cΔfi мо-
гут содержать дополнительные зависимости от па-
раметров системы. Здесь нижний индекс «Δf» па-
раметра cΔfi означает зависимость интенсивности
уменьшения σiF с ростом глубины от ширины Δf

спектра течений, различной для регулярных и нере-
гулярных волн.

Для определенности проведем конкретизацию
выражения (9) для СтО вертикальной компоненты
турбулентной составляющей скорости σzF , которая,
согласно рис. 5–7, проявляет наиболее простое пове-
дение. Параметризации σxF и σyF могут быть полу-
чены из (9) путем дополнительного уточнения мно-
жителей c0i и параметров cΔfi.

Необходимый для подбора значений c0i и cΔfi

набор значений параметров волн a0, fp, kp, δ был
получен нами путем анализа формы спектров для
временных рядов уровня волновых возвышений по-
верхности, η(t). Эти параметры волн, включая и ин-
тенсивность их обрушений Br, приведены в табл. 1.

Первые оценки подгоночных параметров c0i и
cΔfz показали, что убывание величины σzF с ростом

глубины z достаточно точно передается экспоненци-
альной зависимостью вида (9) при постоянном зна-
чении cΔfz, разном для различного вида волн. Од-
нако параметризация зависимости СтО от амплиту-
ды волн a0 и их крутизны δ = a0kp оказалась более
сложной. Для этой цели, в соответствии с отмечен-
ными ранее свойствами в разд. 2 и в разд. 4 для СтО
течений, потребовался учет интенсивности обруше-
ний Br как параметра волнения, который может су-
щественно влиять на оценку СтО cΔfz , понижая ее
величину.

В результате подбора выражения для фактора
c0z(Br) параметризация для σzF принимает вид

σzF = c0
δfpa0 exp(−cΔfkp|z|)

c1 + δ + cbBr
, (10)

где для регулярных волн

c0 = 2, c1 = 0.2, cb = 1, cΔf = 0.5, (11)

а для нерегулярных волн

c0 = 10, c1 = 0.4, cb = 1, cΔf = 1. (12)

Значения σzF для регулярных волн, получен-
ные по параметризации (10), (11), нанесены на
рис. 5–7 в виде пунктирной линии 7, обозначенной
как σzF−par. Видно, что различие значений σzF−par

и σzF не превышает в среднем 10% от текущего зна-
чения σzF , что свидетельствует о хорошей точности
параметризации (10)–(12). Этот результат закрыва-
ет первую из задач работы.

В заключение раздела отметим, что, согласно со-
отношениям (10)–(12), интенсивность турбулентно-
сти, порождаемой волнами с узким спектром, убы-
вает с глубиной медленнее, чем та, что порождается
волнами с широким спектром при том же значении
частоты пика fp. Этот эффект, очевидно, обуслов-
лен тем, что энергия волн с узким спектром затуха-
ет с глубиной медленнее, чем энергия волн с широ-
ким спектром при той же fp в силу большей доли в
широком спектре компонент с частотами выше fp,
которые более быстро убывают с глубиной (пропор-
ционально exp[−2(2πf)2|z|/g]).

В дальнейшем представляет интерес специаль-
ная эмпирическая проверка как указанной зависи-
мости интенсивности турбулентности на фиксиро-
ванной глубине от ширины спектра волн, так и вли-
яния понижающего фактора обрушений Br на ин-
тенсивность турбулентности в слое воды под волна-
ми при заданных их параметрах.
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5. СПЕКТРЫ ТЕЧЕНИЙ

Поскольку характеристики спектров тече-
ний весьма разнообразны, круг вопросов для их
описания должен быть сужен до круга задач, по-
ставленных в работе (см. Введение). Поэтому здесь
мы ограничимся кратким описанием взаимосвязи
ширины спектра течений с параметрами волнения и
турбулентности и подробно остановимся на анализе
законов резкого убывания спектров SiF . С целью
исключения малоинформативных значений спектра
на низких частотах и высокочастотных шумов об-
ласть построения спектров на рисунках приведена
в диапазоне частот 0.1 � f � 15 Гц.

5.1. Ширина спектра течений и ее
параметризация

В разд. 3 было показано, что ширина спектра те-
чений Δf как физический параметр задачи, появля-
ется при проведении процедуры фильтрации волно-
вых компонент скорости. Изменяясь с амплитудой
волн a0, частотой пика fp и глубиной z, величина Δf

существенно сказывается на интенсивности турбу-
лентных пульсаций скорости в толще воды, характе-
ризуемых величинами σiF . Пример такого влияния
виден из формул (10)–(12) для регулярных и нере-
гулярных волн. Как будет показано ниже, величина
Δf сказывается и на скорости убывания с глуби-
ной величины скорости диссипации турбулентнос-
ти ε. Поэтому представляется важным дать пара-
метризацию величины Δf как функцию параметров
системы a0, fp, z.

Визуальный анализ совокупности оценок спект-
ров течений для всего набора вариантов волн (см.
табл. 1) позволяет выделить следующие эффекты,
связанные с величиной частотной ширины спектра,
определенной на уровне отсечения пика, соответ-
ствующего волновым движениям (см. определение
Δf в конце разд. 3).

1. Спектр течений, наведенных волнами, всегда
намного шире спектра волнения (см. рис. 3а,б).

2. Чем глубже проникают волны с заданной час-
тотой пика спектра fp, тем уже спектр наведенных
течений (см. рис. 4а).

3. Чем больше амплитуда волн a0 при фиксиро-
ванной величине fp, тем шире спектр течений (см.
рис. 4б).

4. Чем ниже доминантная частота волн fp, тем
шире спектр течений при тех же форме спектра
волн и значении a0.

5. Чем шире спектр течений на заданной глу-
бине z и при фиксированной величине fp, тем выше
интенсивность хвоста спектра SiF (см. рис. 4б) и ве-
личина σiF .

На данном этапе исследований точное количе-
ственное выражение упомянутых в пунктах 1–5 за-
висимостей не принципиально. Здесь важен лишь
факт их существования, дающий направление для
параметризации величины Δf . При этом, с уче-
том влияния ширины спектра на скорость убы-
вания интенсивности турбулентности с глубиной,
в качестве фактора cΔf в показателе экспоненты
exp(−cΔfkp|z|) следует искать представление вели-
чины cΔf в безразмерном виде.

Из соображений размерности и с учетом эффек-
тов 1–4 параметризация безразмерного фактора ши-
рины спектра cΔf в терминах параметров системы
a0, fp, z может быть представлена в виде

cΔf ∼
√
a0g

zfp
, (13)

где g — ускорение силы тяжести. Именно соотноше-
ние (13) используется при построении дальнейшей
параметризации скорости диссипации турбулентно-
сти, наведенной волнами.

5.2. Законы убывания интенсивности
спектров

В этом разделе мы рассмотрим формы частот-
ных спектров для горизонтальных и вертикальной
компонент скорости, Sx,y(f) и Sz(f), в области как
низких, так и высоких частот, акцентируя основное
внимание на выявлении участков со степенным за-
коном убывания интенсивности спектров с частотой
вида

Si(f) ∝ f−n. (14)

При этом, согласно сказанному выше о фильтрации
волновых движений (разд. 3), участки спектров из-
меренных течений Si(f) в областях f < 0.5fp и f >
> 1.5fp будут рассматриваться как спектры турбу-
лентных движений. Далее эти области частот будут
именоваться соответственно как НЧ- и ВЧ-области
спектров. Поскольку динамика формирования тур-
булентности в НЧ- и ВЧ-областях в принципе может
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Рис. 8. Спектры Sx(f) (сплошные линии), Sy(f) (штриховые) и Sz(f) (пунктирные) для варианта Hs = 5 см, f0 = 1.0 Гц:
а — z = −10 см; б — z = −30 см

быть различной, далее, следуя традиционному под-
ходу [13–15], мы ограничимся детальным анализом
только ВЧ-областей спектров, оставляя их анализ в
НЧ-области для дальнейшего изучения.

Переходя к описанию формы спектров, сразу же
отметим, что в нашем эксперименте для случаев ре-
гулярных волн с доминантной частотой fp = 1.5 Гц
спектры течений не имеют участков со степенным
законом убывания вида (14) ни для какой из компо-
нент скорости и на всех горизонтах. Для частот fp ≤
≤ 1 Гц степенные законы убывания интенсивности
спектров Si(f) вида (14), как правило, имеют место.
Для нерегулярных волн степенные участки в ВЧ-об-
ласти спектров наблюдаются при всех рассмотрен-
ных параметрах волн.

Далее в качестве примера приводятся только
случаи регулярных волн.

Типичное соотношение форм и интенсивности
спектров трех компонент течений, Sx(f), Sy(f) и
Sz(f), для параметров волн Hs = 5см, f0 = 1.0 Гц
и глубин z = −10, −30 см показано на рис. 8. Вид-
но, что в ВЧ-области интенсивности спектров гори-
зонтальных компонент Sx(f) и Sy(z) всегда близки

друг к другу и значительно превышают интенсив-
ность спектра Sz(f) (в соответствии со свойством 1
разд. 4.3).

Но главное различие спектров горизонтальных и
вертикальной компонент скорости заключается в за-
конах их убывания. Как видно из рис. 8а,б, в ВЧ-об-
ласти параметр n закона убывания (14) для спект-
ров Sx(f) и Sy(f) имеет величину n ≈ 1.6, близ-
кую к параметру спектра Колмогорова –Обухова с
величиной n = 5/3 [7]. Этот результат не нов, по-
скольку такое же значение n для спектров горизон-
тальных компонент течений отмечалось и в работах
[4, 5, 13–15].

В то же время для спектра вертикальных ком-
понент скорости Sz(f) значение n имеет величину
2.0± 0.1 (см. рис. 8, 9), т. е. при f > 2fp выполняет-
ся соотношение

Sz(f) = Cf−2, (15)

которое эмпирически установлено впервые. При
этом для течений, наведенных регулярными волна-
ми, закон убывания вида (15) устойчиво имеет ме-
сто лишь при частотах пика волн fp ≤ 1 Гц. Для
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Рис. 9. a) Спектры Sz(f) на горизонтах z = −20 и z = −30 см для варианта Hs = 5 см, f0 = 1.0 Гц. б) Спектры Sx(f)

(сплошные линии), Sy(f) (штриховые) и Sz(f) (пунктирные) для варианта Hs = 15 см, f0 = 1.0 Гц и z = −20 см

нерегулярных механических волн спектры Sz(f) с
участками вида (15) наблюдаются при всех частотах
пика волн fp для всех значений амплитуд волн a0 и
глубин z (см. детали ниже в табл. 2). Далее имен-
но такие спектры будут анализироваться на предмет
оценивания СДТ.

Вместе со сказанным, с целью полноты картины,
следует отметить и степенную форму спектра Sz(f)

в НЧ-области (f < 0.5fp), подчеркнутую прямыми
линиями на рис. 9. Из них видно, что в НЧ-области
в спектрах Sz(f) имеют место степенные зависимос-
ти с законами (14) при значениях n ≈ 1.6 с разбро-
сом порядка ±0.3 для различных вариантов волн.
Важно, что такие степенные участки имеют место
только при достаточно больших глубинах измере-
ний (z ≤ −20 см). Чем глубже горизонт измерения,
тем шире область степенных участков распростра-
няется в сторону низких частот. Существенно, что в
спектрах горизонтальных компонент скорости Sx(f)

и Sy(f) такие участки, как правило, выражены сла-
бее или полностью отсутствуют (рис. 9б).

Степенные участки в НЧ-области спектров тече-
ний, наведенных волнами, отмечались и ранее, на-
пример, в работах [4,5,20], где рассматривались си-

туации с ветровыми волнами на поверхности воды.
Для механических волн такие особенности спектров
течений приводятся впервые. Поскольку в настоя-
щее время механика формирования турбулентности
в НЧ-области в присутствии волн изучена намного
меньше, чем в ВЧ-области, далее этот вопрос не об-
суждается, а основное внимание традиционно будет
уделено ВЧ-области спектров течений.

6. АНАЛИЗ СПЕКТРОВ Sz(f) В
ВЧ-ОБЛАСТИ И ОЦЕНКИ СДТ

6.1. Анизотропия формы спектров и
определение СДТ

Степенная форма спектров интересна тем, что
она позволяет оценить такую важную характерис-
тику, как скорость диссипации кинетической энер-
гии турбулентности (СДТ), зависимости которой от
параметров системы можно использовать для про-
верки теоретических моделей явления [16–18]. Пара-
метризация такого рода эмпирических зависимостей
представляет собой вторую из задач нашей работы.
Поскольку в ВЧ-области степенные законы убыва-
ния интенсивности спектров для горизонтальных и
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вертикальной компонент течений существенно раз-
личаются, их анализ также требует различного под-
хода.

Интенсивности спектров горизонтальных компо-
нент Sx(f) и Sy(f) убывают по закону «−5/3», ха-
рактерному для изотропной турбулентности Кол-
могорова –Обухова, порождаемой течениями при
больших числах Рейнольдса [7]. Для их анализа
принято привлекать соотношения вида [3–5,20]

Sx,y(f) = Cf−5/3 = CKOε
2/3f−5/3U2/3, (16)

где ε — интересующая нас величина СДТ, U — сред-
няя скорость течения, а CKO — безразмерная конс-
танта [3,5,24]. В формуле (16) для связи с классичес-
ким представлением спектра в k-пространстве ис-
пользуются соотношение f = kU/2π и гипотеза «за-
мороженной турбулентности» Тейлора [3–5]. Приме-
нение этой гипотезы базируется на факте существо-
вания средней скорости U «тейлоровского» перено-
са. В нашем случае такой подход оказался невоз-
можным по причине низкой достоверности опреде-
ления эмпирической средней продольной скорости
Ux (см. замечания в конце разд. 3).

В силу указанных обстоятельств для получе-
ния оценки СДТ остается лишь анализ степенных
участков спектров вертикальной компоненты тече-
ний Sz(f), которые в ВЧ-области имеют вид (15),
т. е. Sz(f) ≈ Cf−2. Здесь C — размерный множи-
тель, который нужно выразить через величину СДТ
εz (с целью простоты записи индекс «z» при εz да-
лее опускается). Поскольку такая задача ставится
впервые, для ее решения потребуется привлечение
ряда гипотез и модельных построений, излагаемых
ниже.

6.2. Модельная интерпретация степенного
спектра вида (15)

Спектр течений вида S(f) = Cf−2 известен в
статистической гидродинамике как спектр лагран-
жевой турбулентности [7, 24]. В нашем случае эм-
пирический спектр S(f) = Cf−2 получен для фик-
сированной точки на основе измерений в эйлеровой
системе координат. По причине совпадения эмпири-
ческого спектра и теоретического спектра лагран-
жевой турбулентности возникает задача теоретиче-
ски обосновать их аналогию.

Ввиду пионерского характера эмпирического ре-
зультата и отсутствия в настоящее время его тео-

рии, указанную аналогию следует принять «априор-
но», до появления альтернативы. В силу сказанного,
здесь мы будем «априорно постулировать» хаотиче-
ские изменения во времени вертикальной скорости
uz(t), наблюдаемой в точке изучаемой системы, как
результат проявления хаотизированных орбиталь-
ных волновых движений, разрушенных их гидроди-
намической неустойчивостью. Такой постулат дает
некоторое феноменологическое (пока не полное) ос-
нование для установления аналогии спектра лагран-
жевой турбулентности и наблюдаемой формы спект-
ра.

Приняв указанный постулат как гипотезу и учи-
тывая размерности частотного спектра [Su(f)] =

= L2T−1 и СДТ [ε] = L2T−3, запишем эмпирическое
соотношение (15) в виде

Sz(f) = Cpεf
−2, (17)

в котором безразмерная величина Cp принимает-
ся фиксированной для имеющейся геометрии систе-
мы, т. е. она неизменна при всех параметрах систе-
мы. Так как величина Cp имеет только нормировоч-
ный характер, на данном этапе для простоты оценок
примем

Cp = 1. (18)

Заметим, что модельная формула (17), как тако-
вая, вполне применима для целей определения за-
висимости ε от параметров системы даже без точ-
ного значения коэффициента Cp. Здесь принципи-
ально важно, что модельное представление спектра
течений вида (17) абсолютно совпадает с экспери-
ментальным результатом (15), тем самым обеспечи-
вая инструмент для эмпирического определения ис-
комой зависимости ε(a0, fp, z).

6.3. Оценки скорости диссипации
турбулентности

Использование формул (17), (18) для оценки ве-
личины ε очевидно. Зафиксировав некоторую часто-
ту fF в области участка спектра вида (17), напри-
мер, fF = 10 Гц, по графику спектра определяем ве-
личину Sz(fF ) = Sz(10 Гц) ≡ S10 и получаем оценку

ε = f2
FS10/Cp = f2

pS10. (19)

Если в будущем потребуется согласование по-
лученных таким образом значений ε с величинами
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СДТ для других компонент скорости, то коэффици-
ент Cp можно использовать в качестве эмпирическо-
го подгоночного параметра в общей формуле (17).
Сейчас этот вопрос не актуален и по этой причине
не обсуждается.

Оценки значений ε, полученные по формуле (19)
для всех случаев, когда спектры Sz(f) имеют закон
убывания (15), приведены в табл. 2 вместе с номера-
ми экспериментов, используемых для их идентифи-
кации параметров волн по табл. 1. Анализ, постро-
енный с привлечением данных о параметрах волн,
позволяет заключить следующее.

Величина СДТ как функция параметров систе-
мы ε(a0, fp, z) резко растет с величиной амплитуды
волны a0, заметно уменьшается с уменьшением час-
тоты пика fp и убывает с ростом глубины z. Регу-
лярность упомянутых зависимостей позволяет най-
ти их аналитическую параметризацию, сбалансиро-
ванную по размерности (типа формулы (1)).

6.4. Параметризация функции ε(a0, fp, z)

При построении параметризации для СДТ бу-
дем исходить из предписываемого теорией экспонен-
циального убывания интенсивности турбулентности
σiF с глубиной и ее зависимости от крутизны волн
(формула (9)), а также из указанного сильного ро-
ста СДТ с ростом их амплитуды (табл. 2).

Тогда в терминах параметров системы a0, fp, kp и
величины g из соображений размерности можно за-
писать общую форму для представления ε(a0, fp, z)
в виде

ε(a0, fp, z) =

= C0(a0, fp, g, z)δ
cδ [a0fpg] exp(cΔkpz), (20)

где C0(a0, fp, g, z) — безразмерная функция, позво-
ляющая варьировать зависимость ε от параметров
системы; подгоночные константы cδ и cΔ отражают
соответственно степень зависимости ε от крутизны
волн и скорость ее убывания с глубиной, зависящей
от ширины спектра турбулентных течений; выраже-
ние в квадратных скобках дает размерность СДТ ε.

Первые пробы показали, что при постоянном
значении C0(a0, fp, g, z) для рассматриваемых глу-
бин и величин kp формула (20) плохо соответствует
эмпирической зависимости ε(z) для различных fp.
По этой причине, с учетом описанного выше влия-

ния ширины спектра на его интенсивность в ВЧ-об-
ласти (см. свойства 1–5 в разд. 5.1) и с привлечением
формулы (13), величина cΔ была детализирована в
виде

cΔ =
c2
cΔf

=
c2(zfp)√
a0g

(21)

с подгоночной константой с2. Кроме того, для уси-
ления зависимости от глубины безразмерный коэф-
фициент C0(a0, fp, z) был детализирован в виде

C0(a0, fp, g, z) = cε(a0/z) (22)

с подгоночной константой cε.

В итоге, при оптимальном выборе степени кру-
тизны cδ = 1, конечная полуэмпирическая парамет-
рическая формула для СДТ приобретает вид

ε = cεδ[a0fpg](a0/z) exp(cΔkpz) (23)

с подгоночными константами cε = 0.01 и с2 = 3 для
величины cΔ, заданной формулой (21).

Результаты оценок ε по формуле (23) помещены
в табл. 2 (курсивом) рядом с эмпирическими зна-
чениями ε. Видно, что для экспериментов VII–XI
качественно, а для экспериментов XIV–XIX и коли-
чественно (со средней ошибкой порядка 30%) фор-
мула (23) передает все эмпирические зависимости
ε(a0, fp, z). Заметим, что параметризация (23) в за-
писи ε1 ≈ (a0fp)

3/z близка к таковой для пристеноч-
ной трубулентности, записанной в виде ε2 ≈ 2u3∗w/z,
откуда следует, что ε1 превышает ε2 на 1–2 порядка
в зависимости от стадии развития волн (см. также
работы [4,5]). Этот результат завершает решение по-
ставленной задачи.

7. ОБСУЖДЕНИЕ

Обсудим ряд ключевых моментов работы, нуж-
дающихся в пояснении.

1. Поскольку в спектрах наведенных волнами
течений содержатся как волновые, так и турбу-
лентные частотные составляющие, для изучения по-
следних нужна фильтрация волновых компонент
спектра. Но каждая из волновых частот убывает
по глубине z со своим декрементом в экспонен-
те exp(−2ω2|z|/g), поэтому указанная фильтрация
должна выполняться в спектральном представле-
нии и никак иначе [4, 23].
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Таблица 2. Значения СДТ для механических волн и ее оценки по параметризации (23)

№
экспери-
мента

Регулярные волны
z = −10 см z = −20 см z = −30 см

Эмпирическое
значение

ε,
10−6 м2/с3

Формула
ε,

10−6 м2/с3

Эмпирическое
значение

ε,
10−6 м2/с3

Формула
ε,

10−6 м2/с3

Эмпирическое
значение

ε,
10−6 м2/с3

Формула
ε,

10−6 м2/с3

V 2.5 2.7 − 0.4 1 0.04

VI 5 15 − 3.1 1.5 0.5

VII 10 48 8 12 1 2.3

VIII 80 137 30 37 5 8.9

IX 250 413 100 124 20 35

z = −10 см z = −20 см z = −30 см

X 150 61 50 25 15 12

XI 400 162 80 68 40 33

Нерегулярные волны

z = −10 см z = −20 см z = −30 см

XII 5 1.6 5 0.13 − 0.04

XIII − 5.3 − 1.0 − 0.14

XIV 18 12 8 2 − 0.3

XV − 11 12 3.7 − 1.2

z = −10 см z = −20 см z = −30 см

XVI 12 10 8 3.5 2 1.3

XVII 20 22 12 8.7 6 3.8

XVIII 100 96 50 30 12 9.4

z = −10 см z = −20 см z = −30 см

XIX 30 29 12 12 7 5.1

Примечание. Знак «−» означает отсутствие участка спектра вида (15); колонка с меткой «формула» соответ-
ствует оценкам СДТ по параметрической формуле (23) (даны курсивом).

10 ЖЭТФ, вып. 1
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Детальный анализ показывает, что форма спект-
ров волновых движений, задаваемая теоретической
формулой (6), намного интенсивнее в пике и гораз-
до уже наблюдаемой формы спектра течений в об-
ласти доминантного пика спектра волн. Это озна-
чает, что в реальности спектр волновых движений
уширятся за счет снижения (теоретического) пико-
вого значения. Поэтому простое теоретическое вы-
читание по формуле (5) становится неприменимым,
и нужна иная процедура фильтрации, обеспечиваю-
щая монотонно убывающую интенсивность спектра
турбулентности, в котором нет выделенных масшта-
бов.

Такая процедура фильтрации волновых компо-
нент, основанная на отсечении доминантного пика
спектра течений, была детализирована и реализова-
на в разд. 3. Она легко осуществима практически,
приводит к монотонно убывающим спектрам турбу-
лентности и физически непротиворечивым резуль-
татам, о чем свидетельствуют все полученные в ра-
боте количественные оценки. Более полный анализ
проблемы фильтрации требует отдельного рассмот-
рения.

2. В работе установлено, что степень и харак-
тер анизотропии наведенных волнами течений су-
щественно зависят от характера рассматриваемых
движений: до фильтрации и после нее.

Так, СтО для измеренных компонент скорости
(без фильтрации) σx и σz на глубинах z ≤ −20 см
близки друг к другу по величине, но заметно превы-
шают величину σy. Эта форма анизотропии не нова.
Она объясняется превалированием в течениях энер-
гии волновых компонент (более 70% энергии), ор-
битальные движения которых имеют двумерный ха-
рактер движений, сосредоточенный в плоскости xz.

Для турбулентных составляющих течений уже
величины СтО горизонтальных компонент σxF и
σyF близки друг к другу, но обе в разы превышают
СтО вертикальной компоненты σzF . Это означает,
что в системе наведенной волнами турбулентности
имеет место горизонтально-вертикальная анизотро-
пия с сохранением изотропии турбулентности толь-
ко в горизонтальной плоскости.

На примере количественных оценок СтО вер-
тикальной компоненты турбулентных течений σzF
впервые построена ее параметризация (10)–(12). По-
казано, что величина σzF пропорциональна кру-
тизне волн δ, экспоненциально убывает по z с де-
крементом, зависящим от ширины спектра, и умень-

шается с ростом интенсивности обрушений волн Br.
В силу качественного (визуального) оценивания ве-
личины Br роль обрушений в формировании турбу-
лентности, наведенной волнами, требует более тща-
тельного количественного изучения в дальнейших
экспериментах.

Важно, что построенная параметризация зави-
симости величины σzF от параметров системы мо-
жет быть использована для верификации теоретиче-
ских моделей явления типа построенных в работах
[16–18]. В дальнейшем возможно уточнение пара-
метризации σzF , ее детализация и расширение для
СтО турбулентных составляющих всех компонент
течений, наведенных волнами.

3. Горизонтально-вертикальная анизотропия на-
веденной волнами турбулентности, установленная в
терминах σiF , подтверждается и различием форм
частотных спектров Sx,y(f) и Sz(f) для горизон-
тальных и вертикальной компонент скорости.

В работе основное внимание сфокусировано на
формах этих спектров в области частот, превыша-
ющих частоту пика fp спектра волн, порождаю-
щих течения. Эта область частот определяется как
ВЧ-область, в которой f > 2fp.

Эмпирически установлено, что в ВЧ-области
спектры горизонтальных турбулентных компонент
скорости, Sx(f) и Sy(f), убывают по закону «−5/3»,
соответствующему классической турбулентности
Колмогорова –Обухова [7]. Но для вертикальной
компоненты скорости, индуцированной регуляр-
ными волнами, при частотах пика fp ≤ 1.0 Гц
реализуется закон убываания «−2» (формула (15)).
Для нерегулярных механических волн такой закон
наблюдается при всех параметрах волнения.

Указанный эмпирический результат установлен
впервые, поэтому его теоретическая трактовка в на-
стоящее время отсутствует. С целью продвижения
в этом направлении нами предлагаются следующие
построения.

Для оценки СДТ из частотных спектров гори-
зонтальных компонент скорости с законами убыва-
ния «−5/3» вполне применим подход «заморожен-
ной турбулентности» Тейлора, обоснованный в ра-
боте [3] и апробированный для случая волн на воде
в работах [4,5,14,15,20]. Этот подход требует надеж-
ной оценки средней скорости U «тейлоровского» пе-
реноса (формула (16) в разд. 6.1). В нашем случае
такой подход реализовать не удается по причине ма-
лой достоверности оценок средних горизонтальных
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течений. Причиной этому является зашумленность
средних течений фоновыми возвратными течения-
ми в лотке (см. разд. 3). Поэтому оценки СДТ были
выполнены только для спектра вертикальных ком-
понент течений вида Sz(f) ∝ f−2.

С целью решения задачи определения СДТ по
спектрам с законами убывания «−2» из соображе-
ний размерности выписаны формулы (17), (18), тео-
ретически обоснованные для лагранжевой турбу-
лентности [7, 24]. Несмотря на то что физическое
обоснование формул (17), (18) для полученных в ра-
боте эмпирических спектров Sz(f) ∝ f2 в настоящее
время отсутствует, эти формулы принимаются как
феноменологическая гипотеза, на основе которой за-
дача оценки СДТ находит свое решение.

4. Для всех случаев, когда спектры вида Sz(f) ∝
∝ f−2 имеют место (см. табл. 2), с применением
формул (17)–(19) выполнены оценки СДТ ε. Уста-
новлено, что величина ε резко растет с ростом ам-
плитуды волн a0, заметно убывает с уменьшением
их доминантной частоты fp и уменьшается с рос-
том глубины z. Из соображений размерности полу-
чена полуэмпирическая формула (23), которая ка-
чественно передает все установленные зависимости
ε(a0, fp, z), отраженные в табл. 2.

Найденная параметризация ε(a0, fp, z) может
быть использована для проверки теоретических
моделей типа приведенных в работах [16–18]; кроме
того, она позволяет проследить и отдельные асимп-
тотики. Например, согласно (23), зависимость ε(a0)
близка к кубической зависимости от амплитуды
волн a0 (на фиксированной глубине z) вида (2),
впервые найденной в работе [12]. Однако, с учетом
изменения глубины, зависимость ε(a0) усиливается
на фактор, зависящий от ширины спектра течений
Δf , которая, в свою очередь, зависит от a0 и z

(формула (21)). Этот результат не имеет аналогов.

Что касается зависимости СДТ от глубины изме-
рений, для малых глубин зависимость ε(z) по фор-
муле (23) близка к обратной по z, что соответствует
результату работы [15] (см. формулу (3) Введения
и последующий текст). Сопоставление формул (3)
и (23) позволяет заметить, что использование толь-
ко степенной зависимости в формуле (3) для описа-
ния ε(z), по-видимому, имеет очень ограниченную
область применимости. Этот вопрос также нужда-
ется в дальнейшем выяснении.

Столь детальное описание оценок СДТ получе-
но впервые, и в дальнейшем оно потребует подтвер-

ждений и доработки. Тем не менее приведенное вы-
ше сравнение с результатами иных работ придает
найденной параметризации (23) значимую достовер-
ность.

5. Отдельно следует отметить эффект влияния
ширины спектра наведенных волнами течений на
интенсивность турбулентности (формулы (10)–(12),
(21), (23)). Этот эмпирический эффект отмечается
первые. В дальнейшем он представляет самостоя-
тельный интерес для детального экспериментально-
го и теоретического изучения.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В сжатом виде полученные результаты заключа-
ются в следующем.

1. Предложена феноменологическая процедура
фильтрации волновых составляющих из полных из-
меренных течений, основанная на отсечении доми-
нантного волнового пика в спектре течений.

2. Рассчитаны стандартные отклонения для из-
меренных и турбулентных составляющих трех ком-
понент скорости течений, соответственно σi и σiF
(i = x, y, z). Показано, что степень и характер ани-
зотропии наведенных волнами течений существенно
зависят от характера рассматриваемых движений:
до фильтрации и после нее.

Для измеренных течений величины σx и σz близ-
ки друг к другу, но в 1.5–4 раза превышают σy,
т. е. имеет место горизонтально-поперечная анизо-
тропия, обусловленная двумерным характером вол-
нения и превалирующей ролью волновых движений
в наведенных течениях (более 70% энергии).

Для величин σiF , характеризующих интенсив-
ность отфильтрованных турбулентных движений,
установлена сильная горизонтально-вертикальная
анизотропия, описываемая соотношением σxF ≈
≈ σyF � (1.5–3)σzF .

3. Горизонтально-вертикальная анизотропия
турбулентности проявляется и в различии форм
частотных спектров для горизонтальных и верти-
кальной компонент скорости. Интенсивности Sx(f)

и Sy(f) близки друг к другу, но намного превышают
интенсивность Sz(f), особенно в области частот f ,
превышающих удвоенную частоту пика спектра
волн fp, которая определяется как ВЧ-область
спектра.
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Установлено, что в ВЧ-области интенсивнос-
ти спектров горизонтальных турбулентных компо-
нент скорости, Sx(f) и Sy(f), убывают по зако-
ну «−5/3», соответствующему классической турбу-
лентности Колмогорова –Обухова [7]. Но спектры
вертикальной компоненты скорости Sz(f) имеют за-
кон убывания «−2», описываемый формулой (15).
Закон Sz(f) ∝ f−2 для регулярных волн реализует-
ся при частотах пика fp � 1.0 Гц, а для нерегуляр-
ных волн — при всех параметрах волнения.

Результат Sz(f) ∝ f−2 не имеет аналогов, а
его теоретическое обоснование в настоящее время
отсутствует. Предложена феноменологическая ги-
потеза об аналогии наблюдаемого, Sz(f) ∝ f−2,
и лагранжева спектров турбулентности, позволяю-
щая указать направление возможного объяснения
результатов.

4. Для спектров вида Sz(f) ∝ f−2 построена фе-
номенологическая модель, позволяющая определять
скорость диссипации турбулентности (СДТ) ε (фор-
мулы (17)–(19)). Выполнены оценки ε, и из сооб-
ражений размерности получена полуэмпирическая
формула (23), качественно передающая все эмпири-
чески установленные зависимости СДТ от парамет-
ров системы ε(a0, fp, z), представленные в табл. 2.

Впервые обнаружен эффект влияния ширины
спектра наведенных волнами течений на интенсив-
ность турбулентности и величину СДТ (формулы
(10)–(12), (21), (23)).

5. Все установленные эмпирические эффекты,
параметрические зависимости и их феноменологи-
ческие трактовки нуждаются в дальнейшем уточ-
нении, детализации и теоретическом обосновании.
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Для ансамбля нелокально связанных неидентичных фазовых осцилляторов рассмотрены пространст-
венно-временные состояния, соответствующие различным режимам долговременной эволюции такого
рода системы. Найдены однородные, градиентные и неоднородные стационарные решения уравнений
Отта –Антонсена, соответствующие ключевым вариантам реализующегося коллективного вращательно-
го движения элементов обсуждаемой среды с ненулевыми мезоскопическими характеристиками, опре-
деляющими степень когерентности динамики расположенных поблизости частиц. Описаны процедуры
поиска класса неоднородных решений как неподвижных точек вспомогательного точечного отображения
и определения устойчивости на основе анализа спектра собственных значений композитного оператора.
Продемонстрированы и описаны статические и бризерные кластерные режимы, а также режимы с нере-
гулярным поведением усредненных комплексных полей, к которым, в частности, относится локальный
параметр порядка.

DOI: 10.31857/S0044451021010120

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время системы связанных осцилля-
торов являются актуальной темой для теоретичес-
ких и экспериментальных исследований. Обуслов-
лено это, прежде всего, тем, что данные системы
представляют собой базовые модели в различных
областях современной науки и техники. С их по-
мощью удается адекватно описывать не только ме-
ханические объекты (в частности, взаимодействую-
щие маятники [1, 2], закрепленные на общей осно-

* E-mail: maksim.bolotov@itmm.unn.ru
** E-mail: smirnov_lev@appl.sci-nnov.ru

*** E-mail: osipov@vmk.unn.ru
**** E-mail: pikovsky@uni-potsdam.de

ве метрономы [3, 4]), но и разнообразные процессы
в электрических (в том числе силовых) сетях [5, 6],
твердотельных структурах [7, 8], молекулярных це-
почках [9, 10] и т. д. Ссылки на конкретные экспе-
риментальные и теоретические исследования можно
найти, например, в книгах [11, 12] и обзоре [13].

Целый ряд ключевых фундаментальных явле-
ний, свойственных нелинейным осцилляторным сре-
дам различной по своей сути природы, нередко и
достаточно успешно удается рассмотреть в рамках
фазового приближения [12, 14, 15]. К таким явлени-
ям, в частности, относится синхронизация и возник-
новение корреляций в системе [1,11]. Переход от бо-
лее точных и конкретных теоретических постановок
к универсальному описанию с помощью динамиче-
ских уравнений для фазовых переменных позволя-
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ет выявить единые принципы и общие закономерно-
сти в поведении физических, химических, биологи-
ческих и социальных систем. При этом для изуче-
ния поведения популяции осцилляторов, взаимодей-
ствующих через среднее поле, чаще всего исполь-
зуется широко известная модель Курамото с гло-
бальной связью и ее разнообразные модификации
[11,13,16–22]. Отличительная особенность такого ро-
да топологии связи состоит в отсутствии какой-ли-
бо информация о положении элементов ансамб-
ля в координатном пространстве. Поэтому в дан-
ном случае, несмотря на то, что возможен процесс
объединения осцилляторов в кластеры, нельзя по-
ставить задачи о формировании пространственных
структур и распространении волн. Однако карти-
на принципиально меняется, если взаимодействие
в среде носит не глобальный, а локальный или
нелокальный характер, так как система становит-
ся пространственно-упорядоченной. В ней автома-
тически пропадает полная симметрия относительно
перестановок элементов, и их нумерация начинает
играть важную роль при изучении динамики осцил-
ляторных популяций.

Нелокальную связь математически можно пред-
ставить, например, в виде оператора свертки. Яд-
ро этого оператора полностью определяет харак-
тер взаимодействия внутри такого рода осциллятор-
ной среды. Несмотря на то, что в литературе рас-
сматривались, в том числе, и дальнодействующие
связи (см., например, [23]), убывающие по степен-
ному закону, в основном значительные и во мно-
гом неожиданные результаты были получены для
ядер конечного радиуса, а также с экспоненциально
убывающими хвостами [24–26]. Прежде всего, среди
данных результатов стоит выделить образование в
ансамблях идентичных элементов химерных состо-
яний, которые характеризуются сосуществованием
синхронных и асинхронных групп осцилляторов. На
сегодняшний день подобные нетривиальные состоя-
ния остаются одним из привлекательных и интри-
гующих эффектов для многих исследователей в об-
ласти нелинейной динамики (см. недавние обзоры
[24–29]). Этот интерес обусловлен тем, что формиро-
вание химер происходит вследствие фундаменталь-
ного явления нарушения симметрии [30], которое в
распределенных популяциях проявляется в том, что
несмотря на то, что однородное полностью синхрон-
ное состояние существует и устойчиво, система (для
целого ряда начальных условий) в процессе долго-
временной эволюции может прийти к совершенно
другому (более сложному) режиму своей динами-
ки, когда наряду с группами взаимно синхронных

элементов имеется значительная часть асинхронных
осцилляторов.

Нетривиальные состояния в средах, состоящих
из фазовых осцилляторов с нелокальной связью,
могут быть описаны как стационарные структуры
с пространственно-неоднородным профилем комп-
лексного параметра порядка, который определяется
локально как мера когерентности мезоскопической
группы соседних элементов. В частности, в данном
контексте для химерных режимов в распределенных
ансамблях и популяциях с композитной топологией
абсолютное значение такого локального комплекс-
ного параметра порядка обращается тождественно
в единицу там, где соседние осцилляторы синхрон-
ны, и меньше единицы в областях с асинхронным
поведением элементов [24–28,31–35].

Среди проводимых исследований особое место
занимают системы, состоящие из неидентичных ос-
цилляторов [13, 18, 20–23, 36–43]. В таких систе-
мах каждый осциллятор обладает своей собственной
частотой, значение которой зависит от свойств кон-
кретного элемента. В ансамбле, состоящем из боль-
шого числа осцилляторов, вполне естественно счи-
тать, что эти частоты выбираются случайным об-
разом, и их распределения подчиняется некоторо-
му закону, который заранее определен из физичес-
ких соображений. Если рассматриваются популяции
с нелокальным взаимодействием, то можно сказать,
что появляется пространственный беспорядок, спо-
собный существенным образом повлиять как на ко-
герентность в группе соседних осцилляторов, так
и на динамику ансамбля в целом. С одной сторо-
ны, его наличие усложняет анализ долговременного
поведения и устанавливающихся в итоге состояний
среды, так как появляются еще дополнительные па-
раметры, ответственные за разброс частот. Можно
ожидать возникновения каких-то новых более слож-
ных режимов, которые отсутствуют в случае иден-
тичных осцилляторов. От степени пространствен-
ного беспорядка зависят бифуркационные значения
других величин, при которых происходит качествен-
ное изменение в возможных сценариях долговремен-
ной эволюции. С другой стороны, появляется по-
тенциал для того, чтобы продвинуться в аналитиче-
ском описании результатов численного моделирова-
ния. Это прежде всего связано с тем, что полностью
когерентный режим не может реализовываться в по-
добных системах. Поэтому вырожденная ситуация,
когда модуль локального комплексного параметра
порядка тождественно обращается в единицу, ста-
новится невозможной.
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В настоящее время распределенные системы, со-
стоящие из неидентичных нелокально связанных ос-
цилляторов, активно изучаются с различных то-
чек зрения. Из большого числа статей, вышедших
за последнее десятилетие по данному направле-
нию исследования, здесь выделено лишь несколь-
ко ключевых работ [37–43]. В частности, в рабо-
тах [37, 38] представлены долгоживущие состояния,
которые характеризуются присутствием областей с
разной степенью когерентности частиц. Такого ро-
да состояния представляют собой аналоги химер и
трансформируются в них в пределе нулевого раз-
броса по частотам. Там же впервые продемонстри-
ровано, что для анализа данных режимов можно
эффективно использовать редукцию Отта –Антон-
сена [20–22], которая позволяет получить самосо-
гласованные динамические уравнения для макро-
скопических комплексных полей, одним из которых
оказывается локальный параметр порядка. В ста-
тье [39] обсуждается обобщенная фазовая модель,
которая может быть использована для описания се-
тей нелокально взаимодействующих между собой
элементов, индивидуальные характеристики кото-
рых различаются. Ключевой особенностью рассмат-
риваемой в [39] системы является присутствие в свя-
зи между двумя парами элементов запаздывания,
выбираемого случайным образом и вносящего до-
полнительный беспорядок. В частности, было пока-
зано, что если значения управляющих параметров
близки к критическим, при которых однородное ча-
стично синхронное состояние теряет свою устойчи-
вость, в процессе своей эволюции популяция неиден-
тичных фазовых осцилляторов с временной задерж-
кой в целом ряде случаев приходит к транзиентным
состояниям, которые отличаются наличием несколь-
ких (двух и более) экстремумов в распределении
усредненных величин, что, в свою очередь, указы-
вает на то, что среда разбивается на регулярные (во
времени) чередующиеся (в пространстве) участки с
повышенной и пониженной когерентностью. В рабо-
тах [44, 45] (в случае, когда среда состоит из одина-
ковых частиц, см., например, публикации [40,41,46])
проанализирован еще один из возможных типичных
режимов, на который может выйти ансамбль осцил-
ляторов. Ниже будем называть его градиентным,
так как он выделяется тем, что в среднем фаза в
произвольный момент времени при обходе замкну-
той в кольцо системы увеличивается на 2πq, где q —
целое число. В статье [42] внимание авторов было
сосредоточено на состояниях с нерегулярным (хао-
тическим) поведением макроскопических полей. В
том числе, была предпринята попытка классифи-

цировать наблюдаемые турбулентные режимы. А в
недавно вышедшей работе [43] обсуждалось суще-
ствование при наличии разброса собственных час-
тот и структурные особенности бризерных квазихи-
мерных режимов, которые характеризуются, с од-
ной стороны, периодическим изменением во време-
ни амплитуд комплексных мезоскопических полей в
каждой точке пространства, а с другой, сосущест-
вованием областей с повышенной и пониженной ко-
герентностью. Отметим, что такие режимы были ра-
нее обнаружены для систем идентичных фазовых
осцилляторов (см., например, [32, 33]). Кроме того,
особо подчеркнем, что в большинстве из перечис-
ленных публикаций в качестве ядер интегрально-
го оператора, описывающего нелокальное взаимо-
действие, использовались либо функции с конечным
числом членов в соответствующем ряде Фурье, либо
прямоугольные распределения конечной ширины.

В предлагаемой работе наряду с изложением
оригинальных результатов для ядер с экспонен-
циально убывающими хвостами предпринята так
же попытка некоторой систематизации и обобще-
ния ранее полученных данных и встречающих-
ся в литературе сведений. Изучаются синхрон-
ные и асинхронные режимы и соответствующие им
пространственно-временные структуры в ансамбле
слабонеидентичных нелокально связанных фазовых
осцилляторов, равномерно распределенных на коль-
це. При теоретическом исследовании используется
подход Отта –Антонсена [20–22]. Характер взаимо-
действия (экспоненциального типа) внутри среды
позволяет перейти от интегро-дифференциального
уравнения для параметра порядка к самосогласо-
ванной системе дифференциальных уравнений в
частных производных для двух комплексных по-
лей аналогично тому, как это было сделано в ра-
ботах [31–33]. Неидентичность элементов среды яв-
ляется ключевой особенностью, которая позволяет
продвинуться прежде всего в изучении разнообра-
зия стационарных неоднородных профилей локаль-
ного параметра порядка и их устойчивости по срав-
нению с выполненными нами ранее исследованиями
систем идентичных осцилляторов [31–33,46], так как
интересующие нас комплексные поля представляют
собой гладкие функции, которые по модулю мень-
ше единицы. Численное моделирование проводится
как в рамках исходной модели популяции, состоя-
щей из большого количества фазовых осцилляторов
с собственными частотами, выбранными случайно
согласно распределению Лоренца, так и на базе за-
мкнутых самосогласованных уравнений для макро-
скопических (усредненных) величин.
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Математическая постановка изучаемой пробле-
мы приводится в разд. 2. Простейшие решения с по-
стоянным по модулю значением параметра порядка
описаны в разд. 3. Здесь речь идет об асинхронных и
частично синхронных однородных режимах, а так-
же о градиентных состояниях. В разд. 4 приводят-
ся сначала базовые сведения и соотношения, лежа-
щие в основе предлагаемого нами метода поиска ста-
ционарных (равномерно вращающихся) неоднород-
ных решений уравнения Отта –Антонсена с перио-
дическими граничными условиями. Далее представ-
лены ключевые аспекты линейного анализа устой-
чивости данных нетривиальных пространственных
структур, которым можно поставить в соответствие
квазихимерные статические состояния исходной фа-
зовой модели. Затем обсуждаются основные момен-
ты и преимущества процедуры построения семейств
подобных образований с разным числом областей
повышенной и пониженной когерентности и форму-
лируются полученные в рамках такого подхода ре-
зультаты. Кроме того, сделанные выводы подкреп-
ляются прямым численным моделированием дина-
мики распределенных фаз и локального комплекс-
ного параметра порядка. Классы возможных наблю-
даемых режимов с более сложным (периодическим
или нерегулярным) поведением (как в пространстве,
так и во времени) мезоскопических (усредненных)
полей обсуждаются в разд. 5. В Заключении подво-
дятся итоги проведенного исследования.

2. МОДЕЛЬ

Рассмотрим ансамбль из N нелокально связан-
ных неидентичных осцилляторов (n = 1, 2, . . . , N),
равномерно распределенных на отрезке длины L с
периодическими граничными условиями на концах
[37–39, 41–43]. Данную систему будем описывать в
рамках фазового приближения с помощью динами-
ческих переменных ϕn(t), изменение каждой из ко-
торых во времени задается уравнением

dφn
dt

= ωn + Im
(
Hn(t)e

−iφn(t)
)
, (1)

где ωn (n = 1, 2, . . . , N) — собственные часто-
ты осцилляторов. Как и в большинстве работ
[18, 37–39,41–43], предполагается, что величины ωn

выбраны случайным образом и имеют функцию
распределения Лоренца (или Коши)

πg(ω) =
γ

(ω − ω0)
2
+ γ2

(2)

со средним значением ω0 и полушириной γ.

Действующее на осцилляторы поле Hn(t) имеет
общий для всех элементов фазовый сдвиг α и опре-
деляется через дискретный оператор свертки:

Hn(t) = e−iα L

N

N∑
ñ=1

G

(
L

N
(n− ñ)

)
eiφñ(t). (3)

Его ядро G(x) характеризует взаимодействие внут-
ри обсуждаемой среды и удовлетворяет требованию
единичной нормировки. В качестве G(x) выбрана
функция

G(x) = κ ch
(
κ(|x| − L/2)

)/
2 sh (κL/2), (4)

хорошо аппроксимирующая случай слабой нело-
кальной связи [31–33, 46]. Она достаточно адекват-
но описывает эффекты, связанные с влиянием на
произвольно выделенный элемент не только его бли-
жайших соседей, но также и других (более далеких)
осцилляторов. Естественно предположить, что это
влияние относительно быстро уменьшается с уве-
личением расстояния между частицами. Особо под-
черкнем, что выражение (4) в пределе κL → +∞
переходит в экспоненциальное ядро

GKB(x) = κ exp(−κ|x|/2)
из классической работыКурамото и Баттогтоха [47].
Фактически, и GKB(x), иG(x) в форме (4) являются
функцией Грина неоднородного уравнения Гельм-
гольца с источником в правой части. Однако в пер-
вом случае система считается распределенной на
всем (бесконечном) интервале от −∞ до +∞, а вто-
рая же ситуация отвечает среде конечной длины,
замкнутой в кольцо, т. е. для которой выполнены пе-
риодические граничные условия.

Сделаем еще ряд замечаний, которые позволя-
ют сократить число параметров в рассматриваемой
системе. Так, например, совокупность соотноше-
ний (3) и (4) инвариантно относительно масштабных
преобразований. Благодаря данному обстоятельству
без ограничения общности коэффициент κ можно
принять равным единице. Поэтому в дальнейшем
будем считать, что κ = 1, а сила связи между эле-
ментами, фактически, определяется длиной среды
L. Кроме того, путем перехода во вращающуюся с
угловой скоростью ω0 систему координат несложно
исключить ω0 из обсуждения с точки зрения управ-
ляющих параметров. Следовательно, уже на этапе
постановки задачи целесообразно положить значе-
ние ω0 равным нулю, т. е. ниже ω0 = 0. Таким об-
разом, для характерных режимов долговременной
эволюции обсуждаемого ансамбля нелокально-взаи-
модействующих осцилляторов определяющими яв-
ляются три величины L, γ и α. Отметим также, что
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случай идентичных осцилляторов (γ = 0) уже ис-
следовался нами в работах [31–33,46].

Сформулированная выше модель, состоящая из
конечного числа N осцилляторов и описываемая
уравнениями (1)–(4) имеет достаточно широкий
спектр практических приложений в различных об-
ластях науки и техники [11,12,15]. Однако для более
глубокого понимания полученных в ходе расчетов
результатов нередко бывает полезен и даже чаще
всего оказывается необходим анализ динамических
свойств и структурных особенностей изучаемой сис-
темы в термодинамическом пределе, когда считает-
ся, что в ней содержится бесконечно большое коли-
чество элементов, т. е. N → ∞. В этом случае от
выражений (1) и (3) переходят к континуальному
варианту их записи:

∂φ(x, t)

∂t
= ω + Im

(
H(x, t)e−iφ(x,t)

)
, (5)

H(x, t) = e−iα

L∫
0

G(x − x̃)eiφ(x̃,t) dx̃. (6)

Здесь, согласно нашему предположению, в полном
соответствии с исходной дискретной моделью вели-
чина ω в каждой точке x интервала от 0 до L за-
дается независимо случайным образом с использо-
ванием вероятностного распределения (2). Обратим
внимание также на то, что интеграл в представ-
лении (6) комплексного поля H(x, t), отвечающего
за нелокальное взаимодействие, стоит воспринимать
как предел интегральных сумм Лебега [48]. Таким
образом, в (5) и (6) не требуется гладкости функции
ϕ(x, t) по пространственной координате x. Данной
чертой отсутствия гладкости обладают все обсужда-
емые режимы поведения среды фазовых осциллято-
ров, что существенно затрудняет задачу их анализа
и классификации на микроскопическом уровне рас-
смотрения, ограничивающемся только соотношени-
ями (1)–(6). Однако переход к мезоскопическим по-
лям в пределе N → ∞ дает возможность значитель-
но продвинуться в решении этой задачи. Основные
моменты такого перехода состоят в следующем.

С одной стороны, с помощью процедуры усред-
нения (см., например, [19–22, 26]) можно опреде-
лить локальный параметр порядка Z(x, t) =

〈
eiφ

〉
loc

,
представляющий собой непрерывную комплексную
функцию координаты x и времени t и удовлетво-
ряющую неравенству |Z(x, t)| ≤ 1. В случае, когда
|Z(x, t)| = 1, все осцилляторы, находящиеся вблизи
точки x, синхронны по фазе. При выполнении усло-
вия 0 < |Z(x, t)| < 1 принято говорить, что наблюда-

ется режим частичной синхронизации. В этой ситуа-
ции в движении частиц наблюдаются корреляции.
Равенство |Z(x, t)| = 0 указывает на то, что элемен-
ты ансамбля вращаются полностью асинхронно. Та-
ким образом, как и для систем с глобальным взаимо-
действием, при исследовании систем с нелокальной
связью комплексный параметр порядка Z(x, t) игра-
ет важную роль, так как его амплитуда характери-
зует степень локальной синхронизации в популяции,
а фаза дает представление о среднем значении, во-
круг которого разбросана величина ϕ в окрестности
точки с координатой x.

С другой стороны, ключевые аспекты эволюции
осцилляторной среды в рамках обсуждаемой фа-
зовой модели в термодинамическом пределе могут
быть описаны путем введения плотности вероятнос-
ти ρ(ϕ, ω, x, t) распределения динамической пере-
менной ϕ при заданном ω и определенных x, t. В
частности, очевидно, что Z(x, t) определяется непо-
средственно с помощью ρ(ϕ, ω, x, t) как

Z(x, t) =

+∞∫
−∞

+π∫
−π

ρ(ϕ, ω, x, t)eiϕ(x,t) dφ dω. (7)

В свою очередь, действительная функция
ρ(ϕ, ω, x, t) должна удовлетворять уравнению
непрерывности

∂ρ

∂t
+

∂

∂ϕ

(
ωρ+ Im

(
He−iϕ

)
ρ
)
= 0. (8)

В работах [20,21] для данного уравнения с H = H(t)

найдено притягивающее многообразие. Впослед-
ствии разработанный в [20,21] подход и полученные
там результаты были обобщены на случай, когда
действующее на элементы ансамбля поле H зависит
не только от времени t, но и от пространствен-
ной координаты x, т. е. в (8) в такой ситуации
H = H(x, t) (см., например, ссылки [22,37], а также
обзор [26]). Здесь лишь кратко остановимся на
базовой идее этого метода и вытекающих из него
следствиях.

Принимая во внимание то, что собственные час-
тоты фазовых осцилляторов и в (1), и в (5) выбира-
ются независимо, а также учитывая условие цик-
личности ρ(ϕ, ω, x, t) = ρ(ϕ + 2π, ω, x, t), решение
уравнения (8) целесообразно искать в виде разло-
жения

ρ(ϕ, ω, x, t) =
g(ω)

2π
×

×
(
1 +

+∞∑
m=1

[
am(ω, x, t)eimϕ + C.c.

])
, (9)
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являющегося, фактически, рядом Фурье по динами-
ческой переменной ϕ. Для интересующего нас мно-
гообразия Отта –Антонсена (называемого так по
фамилиям авторов статей [20, 21]) в спектральном
представлении (9) все коэффициенты am(ω, x, t) с
индексами m > 1 выражаются через множитель
a1(ω, x, t), стоящий при первой гармонике, путем
возведения его в соответствующую степень:

am(ω, x, t) = am1 (ω, x, t). (10)

При этом поведение a1(ω, x, t) описывается уравне-
нием

∂a1
∂t

= −iωa1 + 1

2

(
H∗ −Ha21

)
, (11)

в чем несложно убедиться с помощью прямой под-
становки (9) совместно с (10) в (8).

Далее, следуя предложенной в [20, 21] (см. так-
же [22, 26, 37]) общей концепции и задействовав в
равенстве (7) разложение (9), легко устанавливает-
ся связь между a1(ω, x, t) и Z(x, t), из которой, вос-
пользовавшись сделанным нами ранее предположе-
нием о том, что функция g(ω) имеет форму распре-

деления Коши (2), после интегрирования по ω вы-
текает, что в данной ситуации Z(x, t) = a∗1(−iγ, x, t).
Отметим, что здесь учтено, что ω0 = 0. Тогда, исхо-
дя из (11), для локального комплексного парамет-
ра порядка Z(x, t) получаем эволюционное интег-
ро-дифференциальное уравнение

∂Z

∂t
= −γZ +

1

2

(
H −H∗Z2

)
, (12)

где H(x, t) выражается уже непосредственно через
Z(x, t) с помощью оператора свертки

H(x, t) = e−iα

L∫
0

G(x− x̃)Z(x̃, t) dx̃, (13)

а интеграл по пространству в (13) следует уже вос-
принимать в смысле Римана (в отличии от соот-
ношения (6)). Кроме того, для многообразия От-
та –Антонсена с учетом (2) по Z(x, t) можно восста-
новить плотность вероятности f(ϕ, x, t) разброса ϕ
при определенных x и t [37, 38]:

f(ϕ, x, t) =

+∞∫
−∞

ρ(ϕ, ω, x, t) dω =

⎧⎨⎩δ
(
ϕ− arg(Z)

)
, |Z|=1,

(1− |Z|2)/2π(1− 2|Z| cos(ϕ− arg(Z)
)
+ |Z|2), |Z|<1,

(14)

применив формулу для суммы тригонометрической
прогрессии. Это означает, что профилю Z(x, t) мож-
но поставить в соответствие распределение фаз
ϕ(x, t) (и наоборот, естественно, тоже) в любой за-
данный момент времени.

Все перечисленные выше обстоятельства дела-
ют методы, базирующиеся на идеях работ [20–22]
и основное внимание уделяющие анализу поведе-
ния мезоскопических полей Z(x, t) и H(x, t), весь-
ма эффективным инструментом изучения и пред-
сказания возможных ключевых режимов поведения
интересующей нас многочастичной модели (1)–(4).
В представляемом далее материале нами сделан
еще один шаг, позволяющий упростить исследова-
ние пространственной структуры Z(x, t) и H(x, t).
Используя для ядра G(x) конкретный вид (4), от
соотношения (13) несложно перейти к эквивалент-
ному ему дифференциальному уравнению

∂2H

∂x2
−H = −Ze−iα (15)

с периодическими граничными условиями на концах
интервала [0, L), а именно

H(0, t) = H(L, t),
∂H

∂x
(0, t) =

∂H

∂x
(L, t) = 0. (16)

Таким образом, для исходной задачи (1)–(4) в
пределе N → ∞, построена редукция, заключающа-
яся в переходе от рассмотрения негладких профилей
фаз к работе с непрерывными (на характерных мас-
штабах среды) распределениями Z(x, t) и H(x, t).
Как будет показано ниже, при анализе коллектив-
ных эффектов в системе (1)–(4), содержащих боль-
шое число элементов N , для более глубокого пони-
мания протекающих процессов целесообразно изу-
чать как динамику ансамбля фазовых осциллято-
ров, так и эволюцию комплексного локального па-
раметра порядка Z(x, t), задаваемого системой диф-
ференциальных уравнений в частных производных
(12), (15) с граничными условиями (16).

Прежде чем переходить к последовательному и
подробному изложению материала кратко обозна-
чим типичные устанавливающиеся в ходе числен-
ных расчетов режимы поведения замкнутой в коль-
цо среды нелокально взаимодействующих элемен-
тов. Выполненный в рамках модели (1)–(4) и прове-
денный на базе моделирования самосогласованных
уравнений (12), (15) анализ показал существование
следующих устойчивых структурно различных сос-
тояний:
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Режимы, реализующиеся в си-
стеме (1)–(4). Левая колонка — мгновенные снимки фаз
ϕn. Правая колонка — средние частоты осцилляторов
〈ϕ̇n〉. а,б) Полностью асинхронное состояние при α = 0.2,
γ = 0.5, L = 5.0. в,г) Однородный частично синхронный
режим при α = 0.4, γ = 0.25, L = 6.0. д,е) Частично
синхронный градиентный режим при α = 0.4, γ = 0.25,
L = 25.0. ж,з) Режим кластерной синхронизации при
α = 1.457, γ = 0.02, L = 6.0. и,к Бризерный кластерный
режим при α = 1.457, γ = 0.002, L = 7.005. л,м) Ре-
жим перемежаемости при α = 1.457, γ = 0.02, L = 8.837.
н,о) Турбулентный режим при α = 1.457, γ = 0.02,

L = 16.655

1) полностью асинхронное состояние (рис. 1а,б);
2) однородное частично синхронное состояние

(рис. 1в,г);
3) частично синхронное состояние с градиент-

ным распределением фаз (рис. 1д,е);

4) пространственно-неоднородное кластерное ча-
стично синхронное состояние (рис. 1ж,з), в котором
явным образом выделяются несколько (чаще всего
статичных) участков с большей или меньшей степе-
нью когерентности осцилляторов;

5) бризерный кластерный режим, когда сосуще-
ствуют несколько синхронных кластеров с различ-
ной средней частотой (рис. 1и,к);

6) режим перемежаемости, когда на пространст-
венно-временной диаграмме интервалы с нерегуляр-
ной динамикой усредненных полей сменяются про-
должительными участками с их регулярным поведе-
нием (что можно трактовать как области кластер-
ной синхронизации) (рис. 1л,м);

7) режим турбулентности со сложным нере-
гулярным поведением мезоскопических характери-
стик системы, когда не удается выделить протя-
женные временные интервалы, в течение которых
наблюдается квазистатическая структура простран-
ственных областей с различной степенью когерент-
ности (рис. 1н,о).

Отметим, что второй и третий виды состояний
в пределе бесконечно малого разброса собствен-
ных частот (γ → 0) трансформируются в полнос-
тью синхронные, а образования, описанные в чет-
вертом и пятом пунктах, для идентичных частиц
превращаются в стационарные и бризерные химеры
[26,31–34]. Подчеркнем также то, что рис. 1 не пол-
ностью отражает все особенности последних двух
из перечисленных режимов. Однако несложно за-
метить, что для таких состояний ансамбля с ко-
нечным количеством элементов N уровень фазовой
когерентности меняется со временем в окрестности
каждой пространственной точки, а в распределении
средних частот не выделяются синхронные класте-
ры, состоящие из макроскопического числа осцил-
ляторов.

Ниже, для того чтобы понять и объяснить специ-
фику и условия установления каждого из режимов,
наблюдаемых при прямом моделировании системы
(1)–(4), будем придерживаться следующей страте-
гии. В первую очередь попытаемся найти в тер-
модинамическом пределе соответствующие решения
уравнения Отта –Антонсена (12), (15) с граничны-
ми условиями (16) и проанализировать их устойчи-
вость, а затем проведем проверку полученных ана-
литических результатов численно в рамках исход-
ной модели (1)–(4).
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3. СОСТОЯНИЯ С РАВНОМЕРНО
РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ПО АНСАМБЛЮ

СТЕПЕНЬЮ ФАЗОВОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ
СОСЕДНИХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

3.1. Однородные состояния

Начнем наш анализ с рассмотрения наиболее
простого класса решений самосогласованной систе-
мы уравнений (12), (15) с граничными условиями
(16). Речь идет о стационарных однородных реше-
ниях, для которых модуль локального комплексно-
го параметра порядка Z(x, t) представляет собой по-
стоянную величину, а фаза растет линейно со време-
нем и не зависит от пространственной координаты
x. При этом в исходной модели (1)–(4) наблюдает-
ся в среднем равномерное вращение значительной
группы осцилляторов, а степень когерентности эле-
ментов в каждой точке среды одинакова. В данном
случае функции Z(x, t) иH(x, t) будем искать в виде

Z(x, t) = z0e
iΩt, H(x, t) = h0e

iΩt, (17)

где с помощью z0 и h0 обозначены неизменные (со-
гласно нашему предположению) амплитуды усред-
ненных полей, Ω (здесь и в других ситуациях далее)
играет роль параметра, который задает их общую
несущую частоту. После подстановки (17) в соотно-
шения (12) и (15) получим следующую связь между
z0, h0 и Ω:

2z0(iΩ+ γ) = z0(h0 − h∗0z
2
0), h0 = z0e

−iα. (18)

В первую очередь стоит отметить, что если z0 =

= h0 = zas = 0, то очевидно, что алгебраические
равенства (18) выполняются при любых α и γ и неза-
висимо от длины среды L. Кроме того, величина Ω

остается неопределенной, т. е. существует некий про-
извол в ее выборе (в том числе Ω можно положить
равной нулю). Такое тривиальное решение уравне-
ний Отта –Антонсена (12), (15) отвечает полностью
асинхронному поведению элементов в обсуждаемом
ансамбле, когда фазы осцилляторов распределены
равномерно в интервале от −π до π в каждый мо-
мент времени.

Однако нас прежде всего интересуют устано-
вившиеся режимы, для которых мезоскопические
характеристики распределенной популяции имеют
конечные значения, что указывает на присутствие
корреляций в движении соседних элементов. Из со-
отношений (18) непосредственно следует, что подоб-
ные частично синхронные состояния можно найти в
рамках рассматриваемого здесь класса стационар-
ных однородных решений. Существуют данные кол-
лективные моды, когда управляющие параметры α

и γ удовлетворяют условию 2γ < cosα (так как γ

является полушириной распределения собственных
частот, то γ ≥ 0). В этом случае легко убедиться в
том, что равенствам (18) можно удовлетворить, если

|z0|2 = r2hps = 1− 2γ/ cosα,

Ωhps = γ tgα− sinα.
(19)

Подчеркнем, что для (19) очевидным образом вы-
полняется требование |z0| ≤ 1, которое вытекает из
определения локального параметра порядка. Отме-
тим также, что согласно выражениям (19) длина L
системы не оказывает влияния на само наличие од-
нородных частично когерентных режимов. Несмот-
ря на то, что результаты численного моделирования
во многом согласуются со сделанными в ходе прове-
денного выше анализа выводами (в частности, уро-
вень синхронизации, вычисленный по данным рас-
четов в рамках модели (1)–(4), с достаточно хоро-
шей степенью точности совпадает с оценкой (19))
для целого ряда ситуаций, когда, например, вели-
чина фазовой расстройки α близка к π/2 (α�π/2),
а γ чуть меньше cosα/2 (γ � cosα/2), однород-
ные частично синхронные состояния перестают на-
блюдаться, начиная с некоторого значения L. Ниже
будет представлено объяснение и сформулированы
причины такого поведения исходной системы (1)–(4)
на базе линейного анализа устойчивости стационар-
ных решений (19) уравнений Отта –Антонсена (12),
(15). Но перед этим рассмотрим еще один класс ре-
жимов, для которых уровень когерентности осцил-
ляторов оказывается одинаковым вдоль всей среды.

3.2. Градиентные состояния

В случае идентичных осцилляторов, когда γ = 0,
обсуждаемые в предыдущем разделе однородные
частично когерентные состояния переходят в пол-
ностью синхронные, для которых |Z(x, t)| = 1 при
каждом x в любой момент времени t, что непосред-
ственно видно из соотношений (19) в пределе γ → 0.
Однако для распределенного в пространстве ансам-
бля, состоящего из нелокально взаимодействующих
частиц с одинаковыми индивидуальными характе-
ристиками, есть еще один режим с |Z(x, t)| = 1 всю-
ду. Отличительной чертой данного режима являет-
ся наличие постоянной разности фаз при перехо-
де от точки к точке (для произвольно выбранного
n выполняется равенство ϕn+1(t) − ϕn(t) = Δϕ =

= const 
= 0), так что полный набег фазы при про-
хождении вдоль всей среды отличен от нуля. По-
добное состояние в англоязычной литературе назы-
вают «splay state» [40, 44, 45]. Вполне естественно
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ожидать присутствия их аналогов при γ 
=0 для ис-
следуемой нами модели (1)–(4). Случайный разброс
собственных частот осцилляторов, конечно, должен
привести к тому, что распределение фаз тоже станет
нерегулярным. Однако, несмотря на видимый бес-
порядок, степень которого зависит от γ, поведение
мезоскопических полей останется тем же, что и при
γ = 0, и в среднем общие тенденции (прежде все-
го наклон) в профиле ϕ(x, t) (или ϕn(t)) сохранят-
ся. Поэтому такие состояния далее будем называть
градиентными. Отметим, что ранее уже предприни-
мались попытки их изучения, но для ядер G(x) дру-
гого вида (см., например, [40, 41, 44, 45]).

Учитывая то, что для градиентных режимов,
так же как и для рассмотренных выше однородных
состояний, характерно постоянное значение модуля
локального параметра порядка Z(x, t) по всей длине
среды, будем искать поля Z(x, t) и H(x, t) в схожем
с (17) виде

Z(x, t) = z0e
iΩt−iQx, H(x, t) = h0e

iΩt−iQx (20)

с тем лишь отличием, что в (20) в показателе экспо-
ненты появляется дополнительное слагаемое, про-
порциональное пространственной координате x и
ответственное за общий наклон фазового фронта
функций Z(x, t) иH(x, t). КоэффициентQ такой ли-
нейной зависимости в силу периодических гранич-
ных условий должен быть определен какQ = 2πq/L,
где целое (в интересующей нас здесь ситуации от-
личное от нуля) число q (q = ±1,±2, . . . ) указыва-
ет на количество оборотов на 2π, которое совершит
усредненная фаза при полном обходе системы. Под-
ставив (20) в уравнения Отта –Антонсена (12), (15),
получим два алгебраических равенства:

2(iΩ+ γ)z0 = h0 − h∗0z
2
0 , (1+Q2)h0 = z0e

−iα, (21)

для которых легко находится нетривиальное реше-
ние

|z0|2 = r2gps = 1− 2γ(1 +Q2)

cosα
,

Ωgps = γ tgα− sinα

1 +Q2
,

(22)

отвечающее градиентным состояниям. Непосредст-
венно из выражений (22) следует, что для наличия
такого рода режимов необходимо, чтобы cosα > 2γ.
Кроме того, из требования r2gps > 0 вытекает усло-
вие для протяженности L распределенной популя-
ции фазовых осцилляторов. Согласно этому усло-
вию градиентные состояния с числом оборотов q

существуют, только когда размер L замкнутого в

кольцо ансамбля превышает критическое значение
Lgps(q), т. е.

L > Lgps(q) = 2πq
√

2γ/(cosα− 2γ). (23)

Заметим, что если формально в (22) положить
q равным нулю, то выражения (22) совпадут с со-
отношениями (19). Данное обстоятельство лишний
раз подтверждает взаимосвязь частично синхрон-
ных однородных и градиентных состояний. Однако
их все-таки стоит выделять в два режима различ-
ных классов. В частности, в пользу подобной точки
зрения говорит то, что такая важная в теории син-
хронизации характеристика, как глобальный пара-
метр порядка

R(t) =

∣∣∣∣∣ 1N
N∑

n=1

eiϕn

∣∣∣∣∣ , (24)

который в пределе N→∞ можно рассчитывать по
формуле

R(t) =

∣∣∣∣∣∣ 1L
L∫

0

Z(x̃, t) dx̃

∣∣∣∣∣∣ , (25)

для однородных частично синхронных состояний
принимает конечные значения, а для градиентных
режимов всегда равен нулю, в чем несложно убе-
диться, воспользовавшись (20). Подчеркнем также
еще один момент, что для фиксированных α и γ

в первом случае степень локальной когерентности
всегда выше по сравнению со второй.

Численные расчеты, выполненные в рамках ис-
ходной модели (1)–(4), при определенном выборе па-
ры значений α и γ демонстрируют хорошее согла-
сие с рассмотренным выше описанием. Во-первых,
выражается это в том, что частично синхронные
градиентные состояния наблюдаются в течение дли-
тельных промежутков времени и остаются невос-
приимчивыми по отношению к малым возмущени-
ям, т. е. представляют собой возможные стабиль-
ные варианты вращения фазовых осцилляторов (см.
рис. 1д и рис. 2). Во-вторых, степень локальной
когерентности, о которой можно судить по абсо-
лютной величине комплексного параметра порядка,
вычисленного с помощью процедуры мезоскопичес-
кого усреднения результатов прямого моделирова-
ния, достаточно адекватно воспроизводится форму-
лой (22). Кроме того, точность оценки (22) становит-
ся выше с ростом числа N элементов в системе. Од-
нако в численных расчетах не при всех L > Lgps(q)

удается реализовать градиентные режимы. Так, на-
пример, на рис. 2а и 2б показаны две ситуации, ко-
торые отвечают одному и тому же выбору α и γ
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Эволюция градиентного частично
синхронного режима (ГС). Результаты прямого численно-
го моделирования системы (1)–(4) при α = 1.457. Мгно-
венные снимки фаз φn для областей, представленных на
рис. 3. Область A: а — неустойчивое ГС, эволюциониру-
ющее к однородному режиму с |z| = rhps при γ = 0.001,
L = 4, б — устойчивое ГС при γ = 0.001, L = 14; область
B: в — неустойчивое ГС, эволюционирующее к неоднород-
ному режиму при γ = 0.003, L = 4, г — устойчивое ГС при
γ = 0.003, L = 12, д — неустойчивое ГС, эволюциониру-
ющее к неоднородному режиму при γ = 0.003, L = 28;
область C: е — неустойчивое ГС, эволюционирующее к

неоднородному режиму при γ = 0.005, L = 4

(α = 1.457 и γ = 0.001), но разным L > Lgps ≈ 0.841

(L = 4 (рис. 2а) и L = 14 (рис. 2б)). Видно, что
при L = 4 (рис. 2а) состояние с q = 1 числом оборо-
тов средней фазы на 2π относительно быстро распа-
дается и трансформируется в частично синхронный
однородный режим. Когда же L = 14 (рис. 2б) та-
кого процесса не происходит, и характерные особен-
ности пространственного распределения динамиче-
ских переменных ϕn(t) не претерпевают существен-
ных изменений на протяжении сколь угодно дли-
тельных временных отрезков. Похожий эффект, за-
ключающийся в разрушении градиентного состоя-
ния, несмотря на то, что размер среды L удовлетво-
ряет условию существования (23), присутствует для
α = 1.457 и γ = 0.003 (см. рис. 2в,г,д). Хотя стоит
отметить, что здесь в отличие от случая α = 1.457 и
γ = 0.001 разрушение сформированного в соответ-
ствии с (20), (22) и (14) профиля фаз происходит как
в сравнительно коротких (L = 4, рис. 2в), так и про-

тяженных популяциях (L = 28, рис. 2д), и лишь в
некотором интервале длин L градиентные состояния
оказываются устойчивыми. Для того чтобы объяс-
нить теоретически наблюдаемые в численных расче-
тах особенности эволюции обсуждаемых режимов,
требуется линейный анализ их устойчивости.

3.3. Устойчивость частично синхронных
однородных и градиентных состояний

В данном разделе в термодинамическом преде-
ле на базе редукции Отта –Антонсена проведем ли-
нейный анализ устойчивости рассмотренных выше
режимов поведения системы нелокально связанных
неидентичных фазовых осцилляторов. Это позволит
разрешить отмеченные ранее кажущиеся (но не су-
ществующие на самом деле) противоречия между
развитым теоретическим описанием и проведенны-
ми численными расчетами. Указанный анализ вы-
полним в рамках единого формализма, который яв-
ляется общим и может быть применен как для од-
нородных, так и для градиентных состояний. От-
метим, что для удобства и наглядности ниже будет
использована эквивалентность уравнения (15) с пе-
риодическими граничными условиями (16) и опера-
тора свертки с ядром (13).

Для того чтобы исследовать аналитически
устойчивость обсуждаемых распределений осцил-
ляторов во времени, представим комплексные поля
Z(x, t) и H(x, t) в следующем виде:

Z(x, t) =
(
z0 + Z(x, t)

)
eiΩt−iQx,

H(x, t) =
(
h0 +H(x, t)

)
eiΩt−iQx.

(26)

Здесь явным образом учтены ключевые особеннос-
ти интересующих нас профилей фаз, которым при
фиксированной длине среды L отвечают стационар-
ные решения уравнений Отта –Антонсена (12), (15),
характеризующиеся параметрами Ω и Q. В выраже-
ниях (26) функции Z(x, t) и H(x, t) играют роль сла-
бых (периодических по пространственной координа-
те x) возмущений к однородному состоянию приQ =

= 0 или к градиентному решению с Q 
= 0. Подста-
вив (26) в соотношения (12), (13) и линеаризовав их
вблизи z0 и h0 с учетом малости Z(x, t) и H(x, t), по-
лучим линейное интегро-дифференциальное урав-
нение с не зависящими от x и t коэффициентами:

∂Z
∂t

= −
(
γ+iΩ+

eiα|z0|2
1+Q2

)
Z+

1

2

(H−|z0|2H∗), (27)

H(x, t) = e−iα

L∫
0

G(x− x̃)eiQ(x−x̃)Z(x̃, t) dx̃. (28)
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Далее, следуя одному из вариантов стандартной
процедуры анализа на устойчивость пространствен-
но-временных структур, будем искать Z(x, t) как су-
перпозицию двух ортогональных компонент, запи-
санных в факторизованной форме:

Z(x, t) = A(x)eΛt + B∗(x)eΛ
∗t, (29)

где комплексное число Λ, имеющее в общем случае
как действительную, так и мнимую составляющие,
полностью характеризует динамику каждого из сла-
гаемых в сумме (29). В силу предположения о том,
что рассматриваемая нами система замкнута в коль-
цо, т. е. на концах отрезка [0, L) выполняются пе-
риодические граничные условия, а также благодаря
постоянству множителей во всех членах с Z и H в
соотношении (29), в качестве A(x) и B(x) можно вы-
брать функции, пропорциональные eiKx:

A(x) = aeiKx, B(x) = beiKx, (30)

где волновые числаK = 2πk/L с k = 0, 1, 2, . . . опре-
деляют пространственный период моды, который не
превышает продольный размер L системы. Тогда
после подстановки (29), (30) в (27), (28) останется
рассчитать постоянные комплексные амплитуды a

и b, а требование существования нетривиальных ре-
шений, для которых хотя бы одна из этих амплитуд
отлична от нуля, позволит определить соответству-
ющие величины Λ. В результате получим задачу на
собственные векторы ξ = (a, b)T и собственные зна-
чения Λ 2× 2-матрицы P̂:

Λξ = P̂ξ, P̂ =

(
p11 p12

p21 p22

)
, (31)

где

p11 = −γ − iΩ− eiα|z0|2
1 +Q2

+
e−iα

2
(
1 + (K −Q)2

) ,
p12 = − eiα|z0|2

2
(
1 + (K +Q)2

) ,
p21 = − e−iα|z0|2

2
(
1 + (K −Q)2

) ,
p22 = −γ+iΩ−e

−iα|z0|2
1+Q2

+
eiα

2
(
1+(K+Q)2

) .
(32)

Из (31) непосредственно вытекает, что для нахожде-
ния Λ требуется решить квадратное уравнение, пара
корней которого записывается напрямую через след
tr P̂ и детерминант det P̂ только что введенной мат-
рицы P̂:

Λ1,2 =
1

2

(
tr P̂±

√(
tr P̂

)2

− 4 det P̂

)
. (33)

Рис. 3. (В цвете онлайн) а) Области (на плоскости от па-
раметров α и γ) существования и устойчивости режимов с
равномерным распределением по ансамблю уровнем син-
хронизации. Для таких режимов амплитуда локального па-
раметра порядка Z(x, t) одинакова для любой точки сре-
ды в каждый момент времени. б) Асинхронное состояние
существует при всех α и γ вне зависимости от длины сре-
ды. Неустойчиво в областях A (часть плоскости α, γ с
одинарной штриховкой), B (затененная область с двойной
штриховкой) и C (светлая область с двойной штриховкой)
и устойчиво в области D (часть области α, γ без штрихов-
ки). в) Однородное частично синхронное состояние суще-
ствует и устойчиво при всех L, если пара величин α и γ

выбрана из области A. Если же точка α, γ лежит в обла-
стях B или C, то существует критическое значение, начи-
ная с которого данный режим становится неустойчивым.
В области D такие состояния отсутствуют. г) Градиентное
частично синхронное состояние существует только в обла-
стях A, B и C, когда L > Lgps. Этот режим устойчив в об-
ластях A и B, если L > L∗

1 и L∗
1 < L < L∗

2 , соответственно.
В области C градиентное состояние всюду неустойчиво

Исходя из последнего выражения, несложно сделать
вывод об устойчивости режимов с однородным рас-
пределением модуля комплексного параметра по-
рядка. Если действительная часть Λ1 или Λ2 оказы-
вается положительной, то согласно (29) малые воз-
мущения должны экспоненциально нарастать с те-
чением времени.
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Теперь на основе выработанного выше критерия
определим характер поведения отклонений Z(x, t)

от z0, отвечающих одному из трех рассмотренных
ранее режимов, а именно, полностью асинхронно-
му, частично синхронному однородному и градиент-
ному состояниям. Резюмирующим отражением опи-
санных выше результатов служит рис. 3.

Полностью асинхронный режим с |z0| = zas при-
тягивает к себе близлежащие траектории системы,
если cosα < 2γ, при любой длине среды L, так что в
процессе долговременной эволюции реализуется си-
туация, при которой отсутствуют какие-либо корре-
ляции фаз отдельных элементов. В противном слу-
чае, когда cosα > 2γ, асинхронный режим оказыва-
ется неустойчивым (рис. 3а,б). К развитию данной
неустойчивости приводят однородные по простран-
ству линейные моды с K = 0. Отметим, что данный
результат является универсальным для стандарт-

ных видов ядер, используемых для описания нело-
кального взаимодействия между элементами попу-
ляции, что полностью совпадает с выводом работы
[41], где подробно обсуждалась динамика тривиаль-
ного режима с |z0| = zas = 0 для функции связи
G(x) прямоугольной формы. Отметим также, что
такого рода неустойчивость достаточно распростра-
нена в нелинейных распределенных моделях и носит
имя Экхауса в честь автора монографии [49].

Для частично когерентных состояний с Q = 0,
|z0| = rhps и Ω = Ωhps (см. формулу (19)), возника-
ющих при тех же условиях, при которых асинхрон-
ный режим теряет свою устойчивость, аналогичным
образом несложно изучить поведение малых возму-
щений Z(x, t) в форме (29), (30). Воспользовавшись
выражениями (19), (31), (32) и (33), после ряда ал-
гебраических преобразований получим

Λ1,2 = γ − cosα

(
1− I(K)

2

)
± 1

2

√(
I(K)

(
1− 2γ

cosα

))2

−(2γ tgα−I(K) sinα
)2
, (34)

где I(K) = (1 +K2)−1 представляет собой коэффи-
циент, к умножению на который сводится оператор
свертки в (28), если считать, что H(x, t), так же как
и Z(x, t) пропорционально eiKx. Анализ выраже-
ний (34) показывает, что при γ < (cosα)3 однород-
ный частично синхронный режим является устой-
чивым для любого значения L. В случае, когда γ >
> (cosα)3, для подобного состояния, существующе-
го лишь при γ < cosα/2, условие ReΛ < 0 оказыва-
ется выполненным, только если K = 2πm/L (m =

= 0, 1, 2, . . . ) больше некоторого критического значе-
ния K∗

hps(α, γ). Это означает, что имеется предель-
ная длина L∗

hps(α, γ), при превышении которой соот-
ветствующие пространственно-однородные режимы
поведения системы неустойчивы:

L∗
hps = 2π

√
cos4 α− 2γ cos3 α+ γ2

(cosα− 2γ)(γ − cos3 α)
. (35)

Что касается градиентных состояний, каждое из
которых определяется своим Q = 2πq/L (q = ±1,
±2, . . . ) и формулами (22) для |z0| = rgps и Ωgps, то
исследование их устойчивости и соответствующие
результаты выглядят несколько сложнее. Так, де-
тальный анализ собственных значений Λ1,2 показы-
вает, что в зависимости от значений параметров α и
γ можно выделить различные ситуации, качествен-
ное отображение которых представлено на рис. 3г.

На рис. 3а для случая q = ±1 указаны границы об-
ластей, отвечающих данным трем ситуациям. Если
α и γ выбирать из той части плоскости, которая име-
ет одинарную штриховку (областьA), то существует
критическая длина L∗

1 такая, что при L < L∗
1 гра-

диентный режим неустойчив, а при L > L∗
1, наобо-

рот, устойчив (рис. 2б). Это подтверждают и прямые
численные расчеты в рамках модели (1)–(4) (см., на-
пример, рис. 2а,б). Для тонкого слоя B имеются два
критических значения длины L∗

1 и L∗
2. При этом со-

стояние с набегом фазы на 2π устойчиво в интерва-
ле L∗

1 < L < L∗
2 (рис. 2г) и неустойчиво при L < L∗

1

(рис. 2в), L > L∗
2 (рис. 2д). В области C градиентный

режим неустойчив для любого значения L (рис. 2е).
Отметим, что здесь выписать явные выражения для
L∗
1, L∗

2 не удается и приходится их находить числен-
но.

В заключение данного раздела подчеркнем, что
найденные условия существования и устойчивости
режимов с пространственно-однородной степенью
синхронизации фазовых осцилляторов, а также на-
личие различных критических значений для длины
среды теперь хорошо объясняют поведение систе-
мы (1)–(4), демонстрируемое при прямых числен-
ных расчетах (см. рис. 2). Однако в процессе дол-
говременной эволюции также могут устанавливать-
ся и менее тривиальные состояния, речь о которых
пойдет в следующих разделах.

11 ЖЭТФ, вып. 1
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4. СОСТОЯНИЯ СО СТАТИЧНЫМ
ПРОСТРАНСТВЕННО-НЕОДНОРОДНЫМ
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ СТЕПЕНИ ФАЗОВОЙ

СИНХРОНИЗАЦИИ ЭЛЕМЕНТОВ
АНСАМБЛЯ

4.1. Стационарные решения уравнений
Отта –Антонсена

При подробном изучении сценариев долговре-
менной эволюции модели (1)–(4) в зависимости от
величины фазового сдвига α, степени простран-
ственного беспорядка γ, а также длины среды L с
помощью прямого численного моделирования уста-
новлено, что особую роль играют кластерные час-
тично синхронные режимы вращения (как предель-
ные, так и транзиентные), для которых явным обра-
зом выделяются несколько статичных или квазиста-
тичных участков с различным уровнем когерентнос-
ти осцилляторов. Примеры перехода рассматрива-
емой системы в подобные состояния представлены
на рис. 2в,е, где показано, как разрушается гради-
ентное распределение фаз с одинаковым значением
модуля локального параметра порядка в интерва-
ле [0, L), и устанавливается неизменная в течение
всего дальнейшего времени расчета картина, харак-
терные особенности которой отражены на мгновен-
ных снимках при t = 2000. На данных фрагментах
видно, что имеются две области с большей и мень-
шей степенью скоррелированности движения сосед-
них друг к другу элементов. Указанное обстоятель-
ство дает основание полагать, что профиль каждо-
го из введенных ранее путем процедуры усреднения
мезоскопических полей становится и затем остает-
ся пространственно-неоднородным. Такие долгожи-
вущие режимы поведения распределенных популя-
ций вызывают особый интерес прежде всего по двум
причинам. Во-первых, в обсуждаемых нами ансамб-
лях нелокально связанных фазовых осцилляторов
эти нетривиальные режимы наблюдаются даже то-
гда, когда частично синхронное однородное состоя-
ние устойчиво. Во-вторых, для идентичных элемен-
тов (т. е. в пределе γ → 0) структурные образования,
аналогичные по своему виду тем, что изображены
на рис. 2в,е, а также на рис. 1ж,и, трансформиру-
ются в химеры (в классическом их понимании), от-
личительной чертой которых является присутствие
наряду с участками с частично когерентным движе-
нием элементов макроскопических групп с полно-
стью синхронным вращением [24–29]. Перечислен-
ные факты позволяют сделать вывод об отноше-
нии состояний, которым посвящен данный раздел, к
фундаментальному эффекту частичной потери сим-
метрии [30].

С целью понять и детально описать в термоди-
намическом пределе ключевые особенности покоя-
щихся пространственных структур с областями с по-
вышенной и пониженной степенью локальной фазо-
вой когерентности поведения элементов замкнутой
в кольцо среды построим и проанализируем стацио-
нарные (по модулю) решения редуцированной зада-
чи, полученной с помощью подхода Отта –Антонсе-
на и сформулированной нами в форме совокупности
двух уравнений в частных производных (12), (15) с
граничными условиями (16). Для этого представим
комплексные поля Z(x, t) и H(x, t) в виде

Z(x, t) = z(x)eiΩt, H(x, t) = h(x)eiΩt, (36)

где Ω играет роль неизвестного параметра, кото-
рый требуется определить. После подстановки вы-
ражений (36) для мезоскопических величин Z(x, t)

и H(x, t) в соотношения (12) и (15) приходим к сле-
дующей системе, состоящей из алгебраического ра-
венства и обыкновенного дифференциального урав-
нения второго порядка, в которые входят зависящие
только от переменной x комплексные функции z(x)
и h(x):

2(−iΩ− γ)z + h− h∗z2 = 0, (37a)

h′′ − h+ ze−iα = 0. (37b)

Здесь и далее штрихом обозначена производная по
координате x. В ситуации, когда γ 
= 0, т. е. осцил-
ляторы нетождественны друг другу и различают-
ся по своим индивидуальным характеристикам, при
N → ∞ в интервале [0, L) не найдется ни одной точ-
ки, в малой окрестности которой может быть до-
стигнута полная синхронизация по фазе, а значит,
абсолютное значение локального параметра поряд-
ка всегда остается меньше единицы, т. е. |z(x)| < 1.
Тогда из (37a) несложно выразить h(x) через z(x):

h = 2

(
iΩ

1 + |z|2 +
γ

1− |z|2
)
z. (38)

Затем перепишем z(x) как

z(x) = r(x)eiθ(x), (39)

введя две действительные функции r(x) и θ(x), ко-
торые естественно называть соответственно ампли-
тудой и фазой для z(x) с тем лишь отличием от
классических определений, что для удобства будем
считать r(x) знакопеременной величиной, предпола-
гая, в свою очередь, θ(x) непрерывной в том числе
в тех точках, где r(x) обращается в нуль. При этом
выражение (38) для h(x) примет вид

h = 2reiθ
(

iΩ

1 + r2
+

γ

1− r2

)
. (40)
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Подставив (40) в (37b) и приравняв по отдельности
нулю действительную и мнимую части получивше-
гося соотношения, перейдем к следующей паре урав-
нений:

γ(1 + r2)

(1 − r2)2
r′′ − Ωr

1 + r2
θ′′ − 2Ω(1− r2)

(1 + r2)2
r′θ′ +

+
2γr(r2 + 3)

(1 − r2)3
(r′)2 − γr

1− r2
(θ′)2 =

=
γr

1− r2
− r

2
cosα, (41a)

Ω(1 − r2)

(1 + r2)2
r′′ +

γr

1− r2
θ′′ +

2γ(1 + r2)

(1 − r2)2
r′θ′ +

+
2Ωr(r2 − 3)

(1 + r2)3
(r′)2 − Ωr

1 + r2
(θ′)2 =

=
Ωr

1 + r2
+
r

2
sinα, (41b)

которую путем введения новой переменной u = r′ и
дополнительной замены v = r2θ′, после ряда пре-
образований можно свести к системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений третьего поряд-
ка для r(x), u(x) и v(x) со свободным параметром Ω

при заданных значениях α, γ:

r′ = u, (42a)

u′ =
1

2(γ2(1 + r2)4 +Ω2(1− r2)4)(1− r4)r3
×

×
(
−4r4u2

(
γ2(r2+3)(1+r2)4+Ω2(r2−3)(1−r2)4)−

− 2(8γΩvur3 + γ2(v2 + r4)(1 + r2)2 +

+Ω2r3(1−r2))(1−r4)2+r4(−γ(1+r2) cosα+

+Ω(1− r2) sinα
)
(1 − r4)3

)
, (42b)

v′ =
1

2
(
γ2(1 + r2)4 +Ω2(1 − r2)4

)
(1− r4)

×

×
(
8vru2(Ω2(1− r2)5 − 2γ2(1 + r2)5)+

+ 8γΩ(3r2u2 + v2 + r4)(1− r4)2 +

+ r2
(
Ω(1− r2)3 cosα+ γ(1 + r2)3 sinα

)×
× (1− r4)2

)
. (42c)

Отметим, что понижение размерности (с четвертой
у совокупности соотношений (41) до третьей у сис-
темы (42)) удается осуществить за счет того, что

функция θ(x) определена с точностью до постоян-
ного слагаемого, т. е. структура комплексных полей
z(x) и h(x) (а с ними Z(x, t) и H(x, t)) инвариант-
на относительно совместного сдвига фаз на констан-
ту. По этой же причине без ограничения общности
можно положить θ(0) = 0. Подчеркнем также, что в
силу граничных условий (16) на концах интервала
[0, L) нас будут интересовать только периодические
решения уравнений (42) с периодом, совпадающим
с размером обсуждаемой среды L. Такого рода ре-
шения обладают важной особенностью — трансля-
ционной симметрией, что позволяет удобным спо-
собом (благодаря некоторому произволу) выбирать
положение начала отсчета по пространственной ко-
ординате x. Кроме того, несложно заметить, что
при замене x → −x, r → r, u → −u, v → −v си-
стема (42) останется неизменной. Другими словами,
для соотношений (42) проходит преобразование ин-
волюции. Перечисленные свойства как зависимос-
тей r(x), u(x) и v(x), так и самих уравнений (42) да-
ют основание ограничиться поиском лишь симмет-
ричных по отношению к середине интервала [0, L)

периодических решений r(x), u(x) и v(x), удовлетво-
ряющих следующим условиям:

r(0) = r(L), u(0) = u(L) = 0,

v(0) = v(L) = 0.
(43)

Данным решениям должны быть поставлены в со-
ответствие пространственные профили z(x) и h(x),
которые вместе с соответствующим значением па-
раметра Ω определяют вид стационарных структур.
Подчеркнем также то, что в пользу выбора выде-
ленного класса функций r(x), u(x) и v(x) как наи-
более перспективных в плане описания долгоживу-
щих состояний со статичным неоднородным распре-
делением степени фазовой синхронизации элемен-
тов ансамбля говорят и прямые численные расчеты
в рамках исходной модели (1)–(4) (см., например,
рис. 1ж и фрагменты рис. 2в,е при t = 2000). Сто-
ит однако учитывать, что не все решения системы
(42), для которых выполнены условия (43), явля-
ются физически реализуемыми. Они имеют смысл
только тогда, когда |r(x)| = |z(x)| при всех x на от-
резке [0, L) не превышает единицы. Данное требо-
вание вытекает непосредственно из определения ло-
кального комплексного параметра порядка Z(x, t).
Таким образом, поставленная нами в начале разде-
ла задача о нахождении стационарных решений (36)
системы (12), (15) с граничными условиями (16) мо-
жет быть сведена к нахождению периодических тра-
екторий системы (42), для которых выполняются
условия (43).
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4.2. Процедура поиска статичных
неоднородных состояний и их структурный

анализ

Перейдем теперь к детальному обсуждению клю-
чевых особенностей стационарных режимов с неод-
нородным распределением по пространству локаль-
ного параметра порядка Z(x, t). В данном разделе
прежде всего приведем процедуру поиска всех су-
ществующих периодических решений вспомогатель-
ной системы (42), определяющих вид профилей ком-
плексных полей Z(x, t) и H(x, t) с равномерно вра-
щающейся фазой. Затем выделим основные отличи-
тельные черты семейства подобных решений и со-
отнесем их с той картиной разброса динамических
переменных ϕn(t), которая должна, соответствен-
но, реализовываться в исходной модели (1)–(4) ан-
самбля нелокально связанных неидентичных осцил-
ляторных элементов. Далее такого рода состояния
рассматриваемых популяций будут проинтерпрети-
рованы как с позиции мезоскопических (усреднен-
ных) характеристик, так и с точки зрения свойств
движения отдельных осцилляторов.

Начнем с описания разработанного нами мето-
да поиска неоднородных стационарных (по модулю)
состояний вида (36), базирующегося на идее выде-
ления при фиксированных значениях Ω замкнутых
(и тем самым удовлетворяющих условиям (43)) тра-
екторий в фазовом пространстве r, u, v системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (42)
третьего порядка. Для нахождения указанных тра-
екторий использовалось сечение Пуанкаре u = 0,
u′ > 0, которое строилось путем численного инте-
грирования системы (42), стартуя при этом с мно-
жества r(0) = r0, u(0) = 0, v(0) = 0, где r0 принима-
ет свои значения из интервала (0, 1), и детектируя
каждое событие с u = 0, u′ > 0, а далее нанося его
для визуализации маркером на плоскость r, v (см.
рис. 4). Наш анализ (прежде всего использующий
представленные в разд. 4.1 факты) показывает, что
неподвижным точкам периода p построенного таким
образом отображения отвечают искомые периодиче-
ские решения системы (42) и, следовательно, сим-
метричные пространственно-неоднородные структу-
ры с p максимумами модуля локального параметра
порядка z(x, t). Длина L каждой подобной найден-
ной траектории совпадает с размером среды, в ко-
торой может наблюдаться данное состояние. В ито-
ге, при заданном Ω находим профиль z(x), который
в точности повторяет себя через период L, опреде-
ляемый выбором Ω. При необходимости по форму-
ле (38) легко определяется и зависимость h(x). Но

Рис. 4. (В цвете онлайн) Отображение Пуанкаре для си-
стемы (42) при α = 1.457, γ = 0.020. Условия для сечения:
u = 0, u′ > 0. Эллиптические (синие маркеры) и гипербо-
лические седловые (красные маркеры) неподвижные точ-
ки: а — Ω = −0.8185, б — Ω = −0.78, в — Ω = −0.647.
Неподвижная точка (r1, 0) соответствует неоднородному
решению (36) с одним максимумом |z(x)|. Черные (фи-
олетовые) точки обозначают траектории, не покидающие
(покидающие) области на плоскости (r, v), отображаемые

на фрагментах а–в
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более важным является то, что по локальному па-
раметру порядка z(x) с учетом (36) всегда удается
восстановить распределение исходной динамической
переменной ϕ(x, t) или ϕn(t). Таким образом, по-
лучается обнаружить разнообразные семейства ста-
тичных неоднородных состояний среды нелокаль-
но связанных неидентичных фазовых осцилляторов.
Каждое такое семейство характеризуется индивиду-
альной зависимостью Ω(L) (см. рис. 5), которая рас-
считывается в неявном виде с помощью описанной
выше процедуры.

Перед тем как перейти к обсуждению конкрет-
ных примеров, отметим, что похожий подход уже
успешно применялся в наших предыдущих работах
[31–33], где с помощью него изучались химеры в сре-
дах, состоящих из одинаковых частиц (т. е. γ = 0).
Однако в изучаемом в статьях [31–33] случае име-
ется ряд сложностей, вызванных наличием участ-
ков с полностью синхронными элементами, затруд-
няющих использование численных процедур, кото-
рые позволяют находить воспроизводящие себя на
конечном отрезке кривые. Когда же γ > 0, удается
избежать проблем, связанных с возможностью тож-
дественного совпадения фаз осцилляторов в окрест-
ности некоторой точки x, так как вырожденная си-
туация |z(x)| = 1 становится недостижимой. Тре-
бование |z(x)| < 1 существенно сужает множество
начальных условий, с которых необходимо старто-
вать для построения сечения Пуанкаре, что упроща-
ет процедуру поиска неподвижных точек отображе-
ния и гарантирует отсутствие потерянных решений.
Однако при γ = 0 нельзя дать аналогичных гаран-
тий, потому что все преобразования и вычисления
проводятся с полем h(x), для амплитуды которого
отсутствует ограничение сверху. С другой стороны,
стоит подчеркнуть, что при стремлении к нулю ве-
личины γ, ответственной за степень пространствен-
ного беспорядка, стационарные неоднородные состо-
яния вида (36), полученные для задачи (12), (15),
способны дать дополнительную информацию о хи-
мерных решениях, образующихся при γ = 0, и их
областях существования.

В качестве примера исследуем неподвижные точ-
ки отображения Пуанкаре для фиксированных зна-
чений α = 1.457, γ = 0.02 и различных Ω (см. рис. 4).
Для данных значений параметров в системе суще-
ствует однородное частично синхронное состояние с
Ω = Ωhps ≈ −0.81854 и r = rhps = 0.80482.

На сечении Пуанкаре (r, v), которое определя-
ется условиями u = 0, u′ > 0, ему соответствует
неподвижная точка c координатами (rhps, 0). При
увеличении параметра Ω данная неподвижная точ-

Рис. 5. (В цвете онлайн) Бифуркационная диаграмма ста-
ционарных решений (36) уравнений Отта –Антонсена (12),
(13) при α = 1.457: а — γ = 0.002, б — γ = 0.011.
в — γ = 0.020. Пунктир (A) — однородное частично син-
хронное состояние. Кружки (B1) — неоднородное частично
синхронное состояние с одним максимумом |z(x)|, крести-
ки (C1, C2) — с двумя максимумами, треугольники (D1,
D2) — с тремя максимумами |z(x)|. Закрашенные (пустые)
символы — устойчивые (неустойчивые) режимы. Линии
B2 и B3 — неоднородное частично-синхронное состояние
с одним максимумом |z(x)| соответственно с удвоенной и

утроенной длиной среды
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ка претерпевает бифуркацию, в результате которой
возникают три неподвижные точки: эллиптическая
(r1, 0) периода p = 1 и две седловые точки (r2, v2)

и (r2,−v2). При этом замкнутым траекториям от-
вечают квазипериодические решения системы (42)
(рис. 4a). Неподвижная точка (r1, 0) соответству-
ет неоднородному частично синхронному состоянию
z = z1(x) с одним максимумом модуля параметра
порядка |z(x)|.

При дальнейшем непрерывном изменении зна-
чения Ω на инвариантных траекториях в результа-
те резонансов возникают периодические точки раз-
личных периодов (рис. 4б). Причем в случае пере-
крытия резонансов образуются области хаотическо-
го блуждания [50]. На отображении Пуанкаре ря-
дом с сепаратрисами седловых точек в такой ситуа-
ции можно наблюдать так называемые стохастичес-
кие слои (рис. 4б,в). Далее при Ω ≈ 0.648 из точ-
ки (r1, 0) рождаются две эллиптические точки, а
она при этом становится седловой (рис. 4в). Об-
ратим внимание, что существует множество непо-
движных точек отображения Пуанкаре с координа-
тами (r, 0), которым соответствуют различные ста-
ционарные решения системы (12) и (15).

При дальнейшем увеличении параметра Ω все
траектории (кроме устойчивых сепаратрис) вблизи
седловой точки (r1, 0) быстро покидают ее окрест-
ность. Поиск неподвижной точки с помощью опи-
санного метода усложняется в силу того, что ее мак-
симальный по модулю мультипликатор значитель-
но превышает единицу. Аналогичное поведение на-
блюдается в окрестности остальных седловых точек
большего периода, которые расположены на оси v =

= 0. Такого рода особенность связана с существен-
ным возрастанием длины возвратных траекторий
непосредственно в трехмерном фазовом простран-
стве r, u, v.

4.3. Линейный анализ устойчивости
стационарных неоднородных состояний

При изучении (как однородных, так и градиент-
ных) режимов с равномерно распределенной сте-
пенью синхронизации вдоль всей популяции (см.
разд. 3) нами было установлено, что информа-
ции только о существовании состояний оказывается
недостаточно, чтобы предсказывать возможные сце-
нарии долговременной эволюции ансамблей нело-
кально связанных фазовых осцилляторов. Для это-
го еще дополнительно требуется исследовать соот-
ветствующие пространственные структуры по отно-

шению к малым возмущениям на устойчивость во
времени.

Далее, следуя общей логике, которой, в част-
ности, следовало изложение предыдущего раздела,
проведем линейный анализ свойств устойчивости
статичных конфигураций с неоднородным профи-
лем локального параметра порядка, что позволит
достичь более глубокого понимания динамики об-
суждаемой среды и кооперативных процессов в ней.
С данной целью линеаризуем записанное в своей
исходной форме интегро-дифференциальное урав-
нение Отта –Антонсена (12), (13) вблизи одного из
его стационарных решений (36), характеризующих-
ся параметром Ω и длиной L. Согласно стандартной
процедуре, представим Z(x, t) в виде

Z(x, t) =
(
z(x) + Z(x, t)

)
eiΩt, (44)

где с помощью Z(x, t) обозначены присутствующие
в комплексном поле Z(x, t) периодические по x сла-
бые отклонения от профиля z(x) [26, 31, 34]. Под-
ставив (44) в (12), выполнив ряд преобразований с
учетом (37) и сохранив лишь слагаемые первого по-
рядка малости по Z(x, t), получим

∂Z
∂t

= −(γ + iΩ+ h∗z)Z +
1

2

(H−H∗z2
)
. (45)

Здесь H(x, t) и Z(x, t) связаны посредством опера-
тора свертки с ядром (4), т. е. аналогично тому, как
H(x, t) выражается через Z(x, t) по формуле (13).
Выделим действительную и мнимую компоненты у
комплексной функции Z(x, t) = ζ1(x, t) + iζ2(x, t)

и перепишем равенство (45) как систему уравне-
ний относительно вещественного вектора ζ(x, t) =

=
(
ζ1(x, t), ζ2(x, t)

)T :
∂

∂t
ζ(x, t) =

[
M̂+ K̂

]
ζ(x, t), (46)

где M̂(x) — мультипликативный оператор:

M̂ζ(x, t) =

(
μ1(x) −μ2(x)

μ2(x) μ1(x)

)(
ζ1(x, t)

ζ2(x, t)

)
, (47)

а K̂(x) — интегральный оператор:

K̂ζ(x, t) =

(
κ11(x) κ12(x)

κ21(x) κ22(x)

)
×

×
L∫

0

G(x − x̃)

(
ζ1(x̃, t)

ζ2(x̃, t)

)
dx̃. (48)
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Здесь для удобства и краткости записи приведен-
ных выше представлений M̂(x) и K̂(x) были введе-
ны следующие обозначения:

μ1(x) =− Re
(
z(x)h∗(x)

)− γ,

μ2(x) =− Im
(
z(x)h∗(x)

)− Ω,

κ11(x) =
(
cosα− Re(eiαz2(x))

)
/2,

κ12(x) =
(
sinα− Im(eiαz2(x))

)
/2,

κ21(x) =κ12 − sinα, κ22(x) = cosα− κ11.

(49)

Из (46) непосредственно вытекает, что характер
поведения малых возмущений Z(x, t) определяется
собственными числами λ суммы M̂(x) + K̂(x) не за-
висящих от времени операторов M̂(x) и K̂(x). В
полном спектре обычно в функциональном анали-
зе выделяют непрерывную составляющую λe, со-
держащую в себе существенную часть всех значе-
ний λ, и дискретную составляющую λp, к которой
принадлежат обособленные точки спектра λ. Стоит
отметить, что оператор K̂(x) является компактным
для любого кусочно-гладкого ядра G(x) [34]. В силу
данного свойства существенная часть λe интересу-
ющего нас набора собственных чисел λ комбинации
M̂(x) + K̂(x) совпадает с соответствующей входя-
щей в нее компонентой первого слагаемого M̂(x).
Таким образом, получаем, что λe = μ1(x) ± iμ2(x).
Несложно проверить, что λe удовлетворяют усло-
вию Re (λe) < 0. Следовательно, за линейную устой-
чивость пространственного профиля z(x) (и связан-
ного с ним распределения h(x)) отвечают только
значения из точечной части λp спектра λ.

Полученные с использованием описанных выше
методов результаты поиска стационарных неодно-
родных решений уравнений Отта -Антонсена и ана-
лиза устойчивости соответствующих структур объ-
единены и показаны на рис. 5. Здесь представле-
ны зависимости Ω(L) для однородных частично син-
хронных (ветвь A) и неоднородных с одним (ветвь
B1), двумя (ветви C1 и C2) и тремя (ветви D1 и D2)
максимумами амплитуды |z(x)| параметра порядка
стационарных решений для α = 1.457 и нескольких
значений γ: γ = 0.002, γ = 0.011 и γ = 0.020 (со-
ответственно рис. 5а,б,в). В отличие от ситуации,
когда рассматриваются среды из идентичных эле-
ментов [26, 31–34], при наличии случайного разбро-
са (беспорядка) в индивидуальных частотах осцил-
ляторов можно достоверно рассчитать λp (по край-
ней мере те λp, для которых Reλp > 0) с примене-
нием только стандартного метода дискретизации и
замены операторов M̂(x) и K̂(x) матрицами боль-
шой размерности, не задействуя при этом дополни-
тельных модификаций подобной процедуры, кото-

рые оказываются необходимы для выявления истин-
ных λp в случае γ = 0 (см. подробности в работах
[31–33]). В итоге, с точки зрения анализа в термоди-
намическом пределе имеем еще одно преимущество
в задаче с пространственным беспорядком (т. е. при
γ 
= 0).

Каждый из выделенных видов неоднородных со-
стояний отмечен своим типом маркеров. Причем за-
крашенные точки отвечают устойчивым режимам,
а пустые — неустойчивым. Видно, что ветвь неодно-
родного частично синхронного режима B1 рождает-
ся из прямой линии, с помощью которой на плоско-
сти L, Ω отражен однородный частично синхронный
режим. Происходит это именно в тот момент, когда
последний теряет устойчивость, т. е. в точке с абс-
циссой L = L∗

hps там, где сплошная линия меняется
на штриховую. Кривые B2 (B3) соответствует удво-
енным (утроенному) неоднородным состояниям, для
которых длина среды в два (три) раза превыша-
ет пространственный размер структур с ветви B1,
хотя профиль локального комплексного параметра
порядка полностью совпадает с одним из распреде-
лений z(x), полученных при построении семейства
B1. Несложно заметить, что на линии B1 имеют-
ся точки с такими L и Ω, что найденные при этих
значениях пространственные образования должны
быть устойчивыми, а значит, представляют собой
возможный наблюдаемый в процессе долговремен-
ной эволюции устанавливающийся режим поведе-
ния системы. Данное обстоятельство подтверждает
и численное моделирование уравнений Отта -Антон-
сена. Следует отметить, что в зависимости от ве-
личины γ переходы от однородного частично син-
хронного к кластерному режиму существенно раз-
личаются. В случае сильных частотных расстроек
(большие γ) (рис. 5б,в) переход происходит мягко.
В случае же слабых частотных расстроек (малые γ)
переход является жестким, имеет место гистерезис
(рис. 5а, см. область сопряжения ветвей A и B1).

При увеличении параметра L состояния с одной
повышенной и одной пониженной областью коге-
рентности теряют свою устойчивость. Также рост
продольной длины ансамбля приводит к появлению
режимов с большим числом кластеров с различной
степенью фазовой синхронизации. В частности, из
ветви B2 рождается еще дополнительная ветвь ре-
шений, обозначенная нами как C1. Для структур
этого типа характерно, что |z(x)| > 0, и, следова-
тельно, глобальный параметр порядка отличен от
нуля. Кривая C1 заканчивается на семействе C2, ко-
торое сформировано также стационарными неодно-
родными режимами с p = 2. Основное отличие со-
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стояний с ветви C2 от образований, параметры кото-
рых лежат на линии C1, состоит в том, что для них
|z(x)| в двух точках обращается в нуль, а собранное
по всей популяции макроскопическое поле R рав-
няется нулю. С подобной ситуацией нам уже при-
ходилось сталкиваться, когда проводилось сравне-
ние однородных частично синхронных и градиент-
ных режимов. Если двигаться дальше, то из ветви
B3 рождаются семейства D1 и D2. Они соответству-
ют структурам с p = 3 и переходят друг в друга.
Так, двигаясь в сторону увеличения L, будем реги-
стрировать возникновение новых решений с после-
довательно возрастающим числом максимумов p.

Несмотря на то, что среди обнаруженных нами
состояний линейно устойчивыми (в строгом смыс-
ле) оказались лишь режимы с p = 1, для некоторых
решений с p > 1 показатели экспоненциального ро-
ста являются малыми (∼ 10−3, 10−4). Поэтому сто-
ит ожидать, что все рассмотренные нами статичес-
кие неоднородные структуры играют важную роль
в динамике исходной системы. Подобные ожидания
подтверждаются и численными расчетами, прове-
денными на базе уравнений Отта -Антонсена (12),
(15). Моделирование начальной задачи показывает,
что мезоскопические поля Z(x, t) и H(x, t) с высо-
кой долей вероятности переходят в обсуждаемые в
текущем разделе устойчивые или слабо неустойчи-
вые состояния, которые наблюдаются в течение дли-
тельных промежутков времени. Ниже (в следующем
разделе) внимание будет уделено результатам чис-
ленных расчетов, выполненных непосредственно в
рамках исходной модели (1)–(4), и исследованию то-
го, какие еще (уже динамические) режимы могут
возникнуть в процессе распада статичных квазихи-
мерных структур. В качестве заключительного за-
мечания здесь отметим, что степень беспорядка γ,
с одной стороны, приводит к стабилизации стацио-
нарных с точки зрения распределения абсолютной
величины локального параметра порядка образова-
ний, но с другой стороны, γ влияет на длину за-
мкнутых траекторий системы (42) (см. рис. 5), а
та, в свою очередь, во многом определяет положе-
ние дискретных собственных значений λp оператора
M̂(x) + K̂(x) на комплексной плоскости Reλ, Imλ.
Согласно проведенному анализу, чем длиннее среда,
тем выше шансы, что найдутся λp с Reλp > 0. Та-
ким образом, наиболее устойчивыми являются неод-
нородные состояния со статичными кластерами фа-
зовой синхронизации в случае промежуточных зна-
чений параметра γ, ответственного за разброс в ин-
дивидуальных характеристиках составляющих сре-
ду осцилляторных элементов. Так, например, среди

ситуаций, рассмотренных при построении рис. 5, об-
разования с двумя явно выраженными, практически
не смещающимися, максимумами амплитуды поля
Z(x, t) дольше всего наблюдаются при γ = 0.011.

5. ДИНАМИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ
ДОЛГОВРЕМЕННОЙ ЭВОЛЮЦИИ

СИСТЕМЫ НЕЛОКАЛЬНО СВЯЗАННЫХ
НЕИДЕНТИЧНЫХ ФАЗОВЫХ

ОСЦИЛЛЯТОРОВ

В данном разделе сначала еще раз остановимся
на режиме со статичной картиной кластерной син-
хронизации (рис. 1ж,з), а затем перейдем к подроб-
ному описанию следующих типов таких динамиче-
ских неоднородных состояний, как бризерный кла-
стерный режим (рис. 1и,к), нерегулярные состояния
с явно выраженной перемежаемостью (рис. 1л,м) и
без нее (рис. 1н,о). Представленные здесь результа-
ты получены в рамках прямого численного моде-
лирования системы (1)–(4). В качестве начальных
условий задавалось распределение фаз, восстанов-
ленное по одному из профилей z(x) с соответству-
ющим значением Ω, которые, как обсуждалось в
предыдущем разделе, определяются длиной среды
L при фиксированных параметрах α и γ. Выберем
для определенности в качестве величины параметра
фазового сдвига α = 1.457.

5.1. Статичная кластерная синхронизация

Обсудим прежде всего ситуацию, когда началь-
ные распределения фаз формируются по стационар-
ным неоднородным решениям уравнений Отта -Ан-
тонсена (12), (15) с числом максимумов p = 1.
Как было указано ранее, на бифуркационных диа-
граммах, представленных на рис. 5, им соответ-
ствуют ветви B1. Координата каждого максиму-
ма амплитуды комплексного поля Z(x, t) задает
положение середины группы с повышенной степе-
нью фазовой когерентности и одновременно центра
кластера с частотной синхронизацией осцилляторов
(рис. 1ж,з), т. е. набора элементов, которые имеют
одинаковые средние частоты 〈ϕ̇n〉. Чем ближе ве-
личина max |Z(x, t)| к единице, тем более выраже-
на синхронность осцилляторов. Отметим, что для
идентичных частиц (γ = 0) эти две макроскопи-
ческие фракции совпадают и образуют абсолютно
скоррелированный участок среды с |Z(x, t)| = 1 и
〈ϕ̇〉 = Ω.

Рассмотрим случай γ = 0.002 (рис. 5а). Тогда
ветвь B1 возникает при Ω = Ω∗

hps = −0.9276 (L∗
hps =
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Рис. 6. (В цвете онлайн) а–д) Устойчивое неоднородное со-
стояние при α = 1.457, γ = 0.002, Ω = −0.70, L ≈ 6.4135.
е–к) Неустойчивое неоднородное состояние эволюциони-
рует к бризерному режиму при α = 1.457, γ = 0.002,
Ω = −0.685, L ≈ 7.0047. Начальные условия соответ-
ствуют ветви B1 бифуркационной диаграммы на рис. 5а.
а,е) Профили |z| (синяя сплошная линия), |h| (черная
штриховая линия), определенные методом, описанным в
разд. 5. б,ж) Начальные распределения фаз ϕn, которые
восстановлены по локальным параметрам порядка Z(x).
в,з) Спектр λ линейных возмущений для соответствующих
стационарных решений Z(x) уравнений Отта –Антонсена.
Существенная λe (синие кружки) и точечная λp (красные
ромбы) составляющие спектра λ. г,д,и,к) Результаты пря-
мого численного моделирования системы (1)–(4). г,и) По-
ведение во времени абсолютной величины комплексного
поля Z(xn, t). д,к) Средние частоты осцилляторов 〈ϕ̇n〉

= 10.5141) из однородного частично синхронного ре-
жима, а отвечающая ей зависимость Ω(L) являет-
ся неоднозначной, что характерно для ситуаций с
бистабильностью и гистерезисом. На данной ветви
существует устойчивый интервал −0.9241 < Ω <

< −0.6851 (3.3882 < L < 7.0). На рис. 6а пред-
ставлены профили |z(x)| и |h(x)|, а на рис. 6б со-
ответствующее им распределение мгновенных фаз
ϕn для Ω = −0.7. Рисунок 6в содержит спектр соб-
ственных значений λe и λp, где в силу инвариант-
ности к сдвигу по пространству x → x + x0 систе-
мы (12), (15) существует одно дискретное нулевое
собственное значение, при этом для остальных вы-
полняется условие Reλp < 0, что говорит об устой-
чивости исследуемого режима. На рис. 6г изобра-
жена пространственно-временная динамика величи-
ны |Z(x, t)|, полученная в результате прямого чис-
ленного моделирования системы (1)–(4) с конечным
числом элементов N = 4096. На рис. 6д представ-
лены средние частоты осцилляторов 〈ϕ̇n〉. Отчетли-
во виден один кластер синхронных по частоте эле-
ментов, основная группа которых расположена по-
середине интервала [0, L), а также явно выделяется
максимум в профиле модуля локального параметра
порядка Z(x, t). Данный режим при γ = 0 транс-
формируется в устойчивую однокластерную химеру
(см., например, работы [31–33]).

При увеличении γ степень фазовой когерентнос-
ти вдоль всей популяции в целом падает. Также со-
кращается (в процентном соотношении) и количе-
ство осцилляторов, принадлежащих частотно син-
хронному кластеру, т. е. все меньшее число элемен-
тов ансамбля в нем имеют равные средние частоты.
Так, например, в случае γ = 0.02 (см. рис. 5в) ста-
ционарный неоднородный режим с L = 6.5861 и Ω =

= −0.68 должен быть устойчивым по отношению к
малым возмущениям, так как выбранное нами зна-
чение длины среды попадает в интервал устойчивос-
ти L∗

hps < L < L∗
1, где L∗

hps = 3.83422, L∗
1 = 8.232.

Результаты анализа в рамках развитых в разд. 4
подходов и прямого численного моделирования си-
стемы (1)–(4) приведены на рис. 7а–д. Сравнивая
данные фрагменты рис. 7 с аналогичными панеля-
ми рис. 6, несложно заметить указанные особеннос-
ти, обусловленные изменением уровня беспорядка в
среде.

5.2. Бризерный кластерный режим

Вернемся опять к случаю γ = 0.002. При крити-
ческом значении Ω∗

1 ≈ −0.6851 (L∗
1 ≈ 7.0) стационар-

ный неоднородный режим теряет устойчивость (см.
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Рис. 7. (В цвете онлайн) То же, что на рис. 6. а–д) Устой-
чивое неоднородное состояние при α = 1.457, γ = 0.02,
Ω = −0.68, L ≈ 6.5861. е–к) Неустойчивое неоднород-
ное состояние эволюционирует к режиму перемежаемости
при α = 1.457, γ = 0.02, Ω = −0.64, L ≈ 8.8373. На-
чальные условия соответствуют ветви B1 бифуркационной

диаграммы на рис. 5в

рис. 6е–к). Два комплексно-сопряженных собствен-
ных значения из спектра λp при этом пересекают
мнимую ось (рис. 6з). Система при этом переходит к
бризерному кластерному режиму, когда существуют
несколько частотно синхронных кластеров (рис. 6к).
Причем усредненные величины H(x, t) и Z(x, t) в
каждой точке пространства испытывают периоди-
ческие колебания (рис. 6и). Заметим, что данные
состояния в случае сред, состоящих из идентичных
элементов, т. е. при γ = 0, переходят в бризерные хи-
меры, которые были обнаружены в системах с раз-
личными типами определяющих нелокальную связь
ядер, заданных как в виде экспоненциально убыва-
ющих [32,33], так и гармонических функций [26,34],

а также в форме прямоугольника [51]. Для ансам-
блей, состоящих из фазовых осцилляторов с соб-
ственными частотами, распределенными по закону
Коши, подобные решения с периодическим поведе-
нием локальных мезоскопических полей были рас-
смотрены в работах [37, 43]. В работе [43] показано,
что такие бризерные режимы реализуются в наибо-
лее широких диапазонах управляющих параметров,
если ответственная за степень беспорядка величина
параметра разброса γ мала, однако отлична от нуля,
что справедливо и для исследуемой нами ситуации.
Отметим также, что бризерные режимы наблюда-
лись в двумерных решетках связанных фазовых ос-
цилляторов [52, 53].

Когда γ = 0.02, при превышении критической
длины среды L∗

1 = 8.232, начиная с которой состоя-
ние со статичной кластерной синхронизацией стано-
вится неустойчивым, бризерный режим регистриру-
ется только в очень узком интервале значений L,
так что его довольно трудно выявить. Однако на-
личие такого режима оказывает ощутимое влияние
на переходные процессы в рассматриваемой систе-
ме. В частности, на рис. 7е–к отчетливо видно, что,
несмотря на существенно более сложный (нерегу-
лярный) характер поведения тех движений, которые
устанавливаются в результате развития неустойчи-
вости структуры, изображенной на рис. 7е, на от-
носительно протяженных временных отрезках име-
ет место квазипериодическая динамика, всеми свои-
ми атрибутами напоминающая бризерный кластер-
ный режим. Подобная динамика прерывается рез-
ким смещением положений областей повышенной и
пониженной фазовой когерентности в пространстве,
после чего снова восстанавливается (рис. 7и). Та-
кого рода чередование продолжительных колебаний
структуры мезоскопических полей и быстрых (скач-
кообразных) изменений, происходящих за короткие
(в масштабах численных расчетов) промежутки вре-
мени, можно интерпретировать как явление пере-
межаемости. Данное явление служит одним из ме-
ханизмов перехода к развитой турбулентности, что
фактически и происходит при дальнейшем увеличе-
нии длины среды. Система начинает демонстриро-
вать сложную пространственно-временную динами-
ку с нерегулярным поведением усредненных комп-
лексных полей Z(x, t) и H(x, t), о чем пойдет речь
ниже.

5.3. Нерегулярные режимы

Еще раз подчеркнем, что во всех рассмотрен-
ных нами ситуациях, когда распределение модуля
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комплексного параметра порядка имеет один или
несколько максимумов и нигде не достигает нуля,
процесс разрушения регулярных с точки зрения ме-
зоскопических полей статичных неоднородных со-
стояний протекает всегда по схожему сценарию. При
этом два комплексно-сопряженных значения, при-
надлежащих дискретному спектру λp, пересекают
мнимую ось, что указывает на осцилляторный ха-
рактер неустойчивости. Здесь можно провести пря-
мую аналогию с бифуркацией Андронова –Хопфа
[54]. В частности, на справедливость такой интер-
претации указывает то, что при определенных соче-
таниях величин α, γ и L удается достоверно заре-
гистрировать переход к бризерным кластерным ре-
жимам, и только потом при увеличении длины сре-
ды L распад состояний, отвечающих стационарным
квазихимерным решениям уравнения Отта –Антон-
сена (12), (15), заканчивается установлением слож-
ных динамических режимов, отличительными чер-
тами которых являются дрейф и резкие смещения
положений областей с повышенной и пониженной
степенью фазовой когерентности. Стоит обратить
внимание на то, что в большинстве случаев (две
популяции, с одной стороны, достаточно протяжен-
ные, а с другой, обладающие конечным размером)
число локальных экстремумов в пространственных
зависимостях амплитуд усредненных комплексных
полей в каждый момент времени сохранятся (см.
рис. 8г,и).

В данном разделе сначала выделим и обсудим
более детально основные особенности нерегулярных
неоднородных режимов на примере ситуации, ког-
да γ = 0.011, а начальные условия для элементов
ансамбля формируются с использованием стацио-
нарных решений уравнения Отта –Антонсена (12),
(15), для которых p = 2, а соответствующие вет-
ви на рис. 5б отмечены как C1 и C2. С учетом
вышесказанного и из приведенного ниже описания
можно сделать вывод и о других возможных нере-
гулярных режимах (развивающихся из статичных
кластерных состояний с другим числом максимумов
|z(x)|). Примеры типичных профилей |z(x)| локаль-
ного параметра порядка и связанных с ними распре-
делений фаз ϕn представлены на рис. 8а,е и 8б,ж.
Соответствующие им спектры λ композитного опе-
ратора M̂(x) + K̂(x) линейной задачи (46) на устой-
чивость отображены на рис. 8в,з. Нетрудно заме-
тить, что среди собственных значений λ имеются
такие, для которых Reλ > 0. Хотя отдельно заме-
тим, что Reλ ∼ 10−2. Таким образом, данные ре-
жимы являются слабонеустойчивыми, и ансамбль
фазовых осцилляторов (1)–(4) в прямом численном

Рис. 8. (В цвете онлайн) То же, что на рис. 6. Неустойчи-
вые неоднородные решения с двумя максимумами |z(x)|
(для разных значений Ω и L) эволюционируют к режи-
му перемежаемости при α = 1.457, γ = 0.011. Началь-
ные условия соответствуют ветви C1 при Ω = −0.625,
L ≈ 14.1367 (фрагменты (а–д)) и C2 при Ω = −0.566,
L ≈ 12.7904 (фрагменты (е–к)) бифуркационной диаграм-

мы на рис. 5б

моделировании демонстрирует переход к сложной
пространственно-временной динамике (в том числе,
комплексных мезоскопических полей). Однако от-
четливо видно, что на достаточно продолжитель-
ных временных интервалах динамика возвращается
к состояниям, в которых выделяются две квазиста-
тичные области с высокой степенью когерентности и
два (также квазистатичных) участка с практически
асинхронным поведением осцилляторов (рис. 8г,и).
Причем в конце продолжительных отрезков време-
ни распределение амплитуды Z(x, t) начинает рас-
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качиваться и уходить от близкой структуры к стаци-
онарной через колебания, что как раз можно объяс-
нить осцилляторным характером развития неустой-
чивости. Таким образом, система демонстрирует пе-
ремежаемость регулярных и хаотических режимов.
Это связано с тем, что среди найденных нами реше-
ний уравнений (12), (15), отвечающим ветвям C1 и
C2 на рис. 5, существуют слабонеустойчивые распре-
деления, которым могут быть поставлены в соответ-
ствие относительно простые переходные долгоживу-
щие режимы движения. На профиле средних час-
тот 〈ϕ̇n〉 (рис. 8д,к) в данном случае не удается вы-
делить кластеры частотно синхронных осциллято-
ров, так как за достаточно продолжительный проме-
жуток времени (интервал усреднения) каждый эле-
мент успевает побывать как в областях с высокой
степенью когерентности фаз, так и в практически
асинхронных участках среды. Это приводит к тому,
что средние частоты имеют практически однород-
но зашумленный профиль, сосредоточенный вблизи
кривой, в форме которой однако прослеживаются
структурные особенности, обусловленные тем, что
популяция достаточно долго находится в окрестнос-
ти одного из слабонеустойчивых образований, об-
суждаемых в разд. 4.

Если профиль |z(x)|, определяющий начальные
значения, является сильнонеустойчивым, то систе-
ма демонстрирует хаотическую пространственную
динамику, которая уже не прерывается выходом на
квазистатичные регулярные структуры. В качестве
примера продемонстрируем случай γ = 0.02 для
неустойчивых неоднородных состояний с тремя мак-
симумами |z(x)|. Рисунки 9а–д соответствуют реше-
нию, расположенному на ветви D1, а рис. 9е–к —
решению, расположенному на ветви D2. Здесь со-
стояния, соответствующие режиму с тремя областя-
ми повышенной фазовой когерентности, достаточ-
но быстро разрушаются, и локальный параметр по-
рядка начинает демонстрировать нерегулярную ди-
намику (рис. 9г,и). Распределение средних частот
〈ϕ̇n〉 при этом оказывается равномерно зашумлен-
ным (так же, как в случае перемежаемости). Од-
нако в отличии от рис. 8д,к на рис. 9д,к значения
〈ϕ̇n〉 распределены практически вдоль прямой ли-
нии с одинаковой по величине степенью разброса,
что указывает на отсутствие существенных разли-
чий между пространственными точками среды пос-
ле усреднения по времени.

Таким образом, в системе (1)–(4) неидентичных
нелокально-связанных фазовых осцилляторов при
γ < cosα/2 и γ � cos3 α, начиная с некоторого
критического значения длины среды L, перестают

Рис. 9. (В цвете онлайн) То же, что на рис. 6. Неустойчи-
вые неоднородные решения с тремя максимумами |z(x)|
(для разных значений Ω и L) эволюционируют к турбу-
лентному режиму при α = 1.457, γ = 0.020. Началь-
ные условия соответствуют ветви D1 при Ω = −0.66,
L ≈ 21.9922 (фрагменты (а–д)) и D2 при Ω = −0.66,
L ≈ 20.7145 (фрагменты (е–к)) бифуркационной диаграм-

мы на рис. 5в

наблюдаться устойчивые неоднородные состояния с
регулярным поведением усредненных полей. Вместо
этого реализуются сложные пространственно-вре-
менные режимы с хаотической динамикой парамет-
ра порядка Z(x, t) двух типов. В первом случае име-
ет место перемежаемость, при которой чередуются
достаточно протяженные временные отрезки с ква-
зистатичным распределением мезоскопических ха-
рактеристик ансамбля и с относительно быстрым
смещением областей с повышенной и пониженной
степенью синхронизации, во втором — чисто турбу-
лентный режим.
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подведем кратко итоги работы и сформулиру-
ем ее основные результаты. Нами был рассмотрен
ансамбль, состоящий из большого числа нелокаль-
но-связанных неидентичных фазовых осциллято-
ров, которые равномерно распределены на отрезке с
периодическими граничными условиями. При этом
предполагалось, что собственные частоты задают-
ся независимо случайным образом согласно распре-
делению Лоренца, а взаимодействие между осцил-
ляторами ослабевает по экспоненциальному закону.
Отметим, что данная конфигурация эквивалентна
ситуации, когда элементы располагаются на кольце.
Основными параметрами такой системы являются
величина фазового сдвига, определяющая тип свя-
зи (притягивающий, нейтральный или отталкиваю-
щий), полуширина распределения собственных час-
тот, задающая степень их неоднородности, а также
длина осцилляторной среды. Основная цель работы
состояла в том, чтобы в широком диапазоне зна-
чений указанных параметров исследовать и клас-
сифицировать пространственно-временные структу-
ры, возникающие в процессе долговременной эволю-
ции обсуждаемого ансамбля.

С использованием процедуры усреднения было
получено динамическое уравнение Отта –Антонсе-
на для локального комплексного параметра поряд-
ка, характеризующего степень фазовой скоррели-
рованности элементов в малой окрестности произ-
вольной точки рассматриваемой осцилляторной сре-
ды. В рамках этого уравнения, прежде всего, бы-
ли найдены стационарные (равномерно вращающи-
еся) режимы с постоянным по модулю значением ло-
кального параметра порядка. Установлено, что сре-
ди таких состояний можно выделить два вида: одно-
родные и градиентные. Далее, была определена их
устойчивость с помощью анализа спектра собствен-
ных значений соответствующих линеаризованных
уравнений. Показано, что при больших значениях
полуширины функции распределения собственных
частот реализуется только полностью асинхронный
режим с нулевым средним полем. Если же полуши-
рина случайного разброса становится меньше неко-
торой пороговой величины, то данное состояние пе-
рестает быть устойчивым, а в системе могут наблю-
даться как однородные, так и градиентные частич-
но синхронные режимы в зависимости от размеров
среды и фазового сдвига.

Воспользовавшись тем, что взаимодействие меж-
ду элементами убывает экспоненциальным образом,

интегро-дифференциальное уравнение Отта –Ан-
тонсена было преобразовано к самосогласованной
системе уравнений в частных производных. Это
позволило предложить метод эффективного поис-
ка стационарных (равномерно вращающихся) неод-
нородных пространственных структур, которые в
пределе одинаковых элементов переходят в химер-
ные состояния. Основная идея данного метода со-
стоит в построении замкнутых траекторий в фазо-
вом пространстве вспомогательной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений третьего по-
рядка. Отметим, что подобным периодическим ре-
шениям несложно поставить в соответствие непо-
движные точки двумерного отображения. После то-
го, как были найдены примеры неоднородных про-
филей локального комплексного параметра порядка
и по ним восстановлены распределения фаз, анали-
зировалась устойчивость полученных состояний как
с помощью расчета спектра линейных возмущений,
так и с использованием прямого численного моде-
лирования. Для проведения такого рода анализа по-
требовалось, в частности, разработать и адаптиро-
вать процедуру расчета непрерывной и дискретной
составляющих спектра собственных значений лине-
аризованного вокруг одного из стационарных обра-
зований интегро-дифференциальное уравнение От-
та –Антонсена.

В итоге, установлено, что среди неоднородных
состояний со статичным распределением областей с
повышенной и пониженной степенью синхронизации
устойчивыми (в строгом смысле) являются только
те режимы, для которых у профиля локального па-
раметра порядка имеется только один максимум.
Однако среди остальных найденных нами структур
встречаются слабонеустойчивые (транзиентные) об-
разования. С помощью прямого численного моде-
лирования в рамках исходной системы удалось под-
твердить данные выводы и показать, что обсужда-
емые квазихимерные режимы (как предельные, так
и транзиентные) вращения играют важную роль в
динамике ансамбля из большого числа неиндентич-
ных нелокально связанных фазовых осцилляторов с
экспоненциальным типом взаимодействия, так как
одни из них устанавливаются и в последствии не
разрушаются, а другие возникают в виде переход-
ных продолжительных процессов между интервала-
ми со сложным нерегулярным поведением усреднен-
ных полей. Кроме того, помимо подобной переме-
жаемости регулярных и хаотических коллективных
движений для протяженных сред численные расче-
ты позволили выделить и описать такие состояния
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долговременной эволюции изучаемой системы, как
бризерная кластерная синхронизация и развитый
турбулентный режим.
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Исследован вопрос о применимости столкновительной кинетической модели точечных стоков — линеа-
ризованной теории экранирования электрического поля заряженной пылевой частицы, построенной на
основе кинетических уравнений Власова для электронов и ионов в неравновесной плазме, дополненных
столкновительными членами в форме Бхатнагара – Гросса –Крука и эффективными точечными стока-
ми на пылевые частицы. Критерием применимости столкновительной кинетической модели точечных
стоков является малость отклонения концентрации электронов и ионов вблизи поглощающего сфериче-
ского тела от невозмущенных значений. Проведено сравнение распределений концентрации электронов
и ионов, полученных в рамках столкновительной кинетической модели точечных стоков и приближения
ограниченных орбит. Показано, что последнее применимо только в пределе низких давлений, а с ростом
давления кулоновская асимптотика потенциала, пропорциональная частоте столкновений электронов и
ионов с нейтральными атомами (молекулами), делает неприменимыми формулы приближения ограни-
ченных орбит для расчета распределения ионов. Установлено, что область применимости столкнови-
тельной кинетической модели точечных стоков близка к области применимости теории Дебая – Гюккеля.

DOI: 10.31857/S0044451021010132

1. ВВЕДЕНИЕ

Кинетическое уравнение Власова широко ис-
пользуется для описания свойств плазмы, когда на
первый план выходят коллективные эффекты вза-
имодействия электронов и ионов в неравновесной
плазме [1–6]. Эти уравнения находят применение и
при изучении свойств плазмы с частицами конден-
сированной дисперсной фазы микронных размеров
[7–12]. Также сегодня в физике газовых разрядов
одно из ведущих мест занимают зондовые методы
диагностики плазмы [13–20]. Для определения пла-
вающего потенциала зонда, потенциала поверхности
и заряда пылевых частиц широко используется при-
ближение ограниченных орбит (ПОО) (orbit motion
limited (OML) approach), которое восходит к рабо-

* E-mail: fav@triniti.ru

те Мотт-Смит и Ленгмюра [21]. В работе [22] бы-
ла создана кинетическая теория сферического зон-
да в бесстолкновительной плазме и получены вы-
ражения для распределения потенциала электриче-
ского поля, концентрации электронов и ионов во-
круг поглощающего сферического зонда. В работе
[23] было показано, что эта теория имеет ограни-
ченную область применимости и при некоторых па-
раметрах плазмы и/или зонда не может правильно
описать реакцию плазмы на сферический зонд (пы-
левую частицу). В работе [24] утверждалось, что в
некоторых режимах работы сферического зонда в
теории появляются мнимые значения концентрации
ионов, для устранения которых авторы предложили
модифицировать выражение для определения кон-
центрации ионов из работы [22].

Известно, что ПОО довольно точно предсказы-
вает потенциал поверхности небольших пылевых
частиц, несмотря на упрощающее предположение о
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бесстолкновительном характере движения электро-
нов и ионов. Поэтому исследование границ примени-
мости ПОО важно не только для развития теории
зондов, но и для физики пылевой плазмы, которая
широко распространена в космосе и в лабораторных
условиях [25–32]. Отметим, что сами пылевые части-
цы могут использоваться для зондирования плазмы
[33]. Поэтому настоящая работа посвящена исследо-
ванию ограничений ПОО и пределов применимости
линеаризованной кинетической теории экранирова-
ния электрического поля заряженной пылевой час-
тицы [7, 10].

Работа построена следующим образом. В разд. 2
приводятся выражения для распределений электро-
нов и ионов вокруг сферического зонда при разных
характерах изменения распределения потенциала из
работы [22]. Далее в разд. 3 приводятся основные
уравнения и соотношения столкновительной кине-
тической модели точечных стоков [7, 10] и в разд. 4
проводится сравнение данных, полученных в рам-
ках различных моделей: ПОО [22], модифицирован-
ного ПОО [24] и линеаризованной кинетической тео-
рии экранирования на основе уравнений Власова с
учетом столкновений и стоков электронов и ионов
[7, 10], которую ниже для краткости будем обозна-
чать аббревиатурой ЛКТЭ.

2. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОНЦЕНТРАЦИИ
ЭЛЕКТРОНОВ И ИОНОВ В

ПРИБЛИЖЕНИИ ОГРАНИЧЕННЫХ ОРБИТ

Пусть распределение электронов вдали от зон-
да имеет максвелловский вид. Тогда распределение
электронов в отталкивательном поле зонда в от-
сутствие поглощения описывается распределением
Максвелла –Больцмана [22]:

ne (r) = ne0 exp (−ϕ) , (1)

где ne0 — концентрация электронов в невозмущен-
ной плазме, ϕ — приведенная потенциальная энер-
гия электрона в поле зонда: ϕ = −eφ (r) /Te, e —
элементарный заряд, r — радиальная координата в
сферической системе координат с полюсом в центре
зонда, φ — потенциал электрического поля зонда и
плазмы, Te — температура электронов в энергети-
ческих единицах. При учете поглощения электронов
на поверхности зонда радиусом a в работе [22] полу-
чено выражение

ne (r) =
ne0

2

{
1 + Erf

(√
ϕ0 − ϕ

)
+

+

√
1− a2

r2
Erfc

(√
ϕ0 − ϕ

1− a2/r2

)
×

× exp

[
(ϕ0 − ϕ)

a2

r2 − a2

]}
exp (−ϕ) , (2)

где ϕ0 = ϕ(r = a) ≡ −eφ0/Te, φ0 — электростатичес-
кий потенциал поверхности зонда, Erf(x) — интег-
рал ошибок [34–36]:

Erf (x) =
2√
π

x∫
0

e−t2dt, (3)

Erfc(x) — дополнительный интеграл ошибок:
Erfc(x) = 1− Erf(x).

Далее приведем выражения для расчета распре-
деления концентрации ионов для трех случаев по-
ведения потенциала в окрестности зонда, рассмот-
ренных в работе [22]. Рассматриваем только ио-
ны, совершающие инфинитное движение, так как
для появления совершающих финитное движение
ионов нужно включить столкновения или рассмот-
реть нестационарную задачу зарядки изолированно-
го зонда (пылевой частицы), что является отдель-
ной задачей. В работе [22] рассмотрен вопрос о со-
вершающих в притягивающем центре положительно
заряженного зонда финитное движение электронах
при преобладании столкновений с нейтральными
атомами (молекулами) газа с учетом большой раз-
ницы масс электрона и атомов. В настоящей рабо-
те рассматривается случай отрицательно заряжен-
ной пылевой частицы, при этом финитное движение
могут совершать только положительные ионы, чья
масса сравнима с массой атомов или молекул газа.
Для такого случая нет аналитической теории для
описания совершающих финитное движение ионов
(см., например, работы [37–40]; в работе [39] в пред-
положении максвелловского распределения получе-
но выражение для расчета концентрации захвачен-
ных ионов, которое содержит неопределенный мно-
житель).

2.1. Случай 1

В этом самом простом случае потенциал ведет
себя как |eφ(r)| ∼ 1/r2−δ, δ > 0, и распределе-
ние ионов, совершающих инфинитное движение, в
притягивающем поле без учета поглощения зондом
определяется выражением [22]

ni (r) = ni0

[
2√
π

√
zβϕ+ ezβϕErfc

(√
zβϕ

)]
, (4)

12 ЖЭТФ, вып. 1
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а с учетом поглощения — выражением

ni (r) = ni0

{√
zβϕ

π

[
1 +

√
1− a2

r2
ϕ0

ϕ

]
+

+
1

2
ezβϕErfc

(√
zβϕ

)
+

+

√
1− a2/r2

2
ezβϕ̃Erfc

(√
zβϕ̃

)}
, (5)

где z — зарядовое число ионов, ϕ̃ =

=
(
ϕ− ϕ0a

2/r2
)
/
(
1− a2/r2

)
, ni0 — концентрация

ионов в невозмущенной плазме, β = Te/Ti, Ti —
температура ионов в энергетических единицах.
Отметим, что в случае 1 на всех расстояниях
выполнено условие

r2ϕ (r)

a2
= ϕ0

( r
a

)δ

≥ ϕ0, (6)

поэтому появление мнимых значений концентрации
ионов невозможно, они появились в работе [24] толь-
ко из-за использовании выражения (5) вне пределов
его применимости. Если условие (6) нарушено, то
реализуется случай 2 или 3 [22], для которых рас-
пределение концентрации ионов описывается уже
совсем другими формулами. Поэтому утверждение
авторов [24] о несостоятельности приближения огра-
ниченных орбит (OML) для описании сферического
зонда по этой причине ошибочно.

2.2. Случай 2

В этом случае |eφ(r)| ∼ 1/r2−δ при малых и
|eφ(r)| ∼ 1/r2+ε при больших расстояниях r от цент-
ра зонда (δ > 0, ε > 0). Для этого случая без учета
поглощения ионов в работе [22] получено соотноше-
ние

ni (r) = ni0

[
ezβϕErfc

(√
zβϕ

)
+ I (r,∞)

]
, (7)

где I (r, b) — интеграл, определенный выражением

I (r, b) =
1

2

√
zβ

π

b∫
�0(r)

(
r20/r

2−1
)(

3
dϕ

dr0
+r0

d2ϕ

dr20

)
[F (r, r0)]

1/2
×

× exp

[
zβ

(
ϕ (r0) +

r0
2

dϕ (r0)

dr0

)]
dr0, (8)

F (r, r0) = ϕ(r) − ϕ(r0) +
r0
2

dϕ

dr0

(
r20
r2

− 1

)
, (9)

�0 — максимальный корень уравнения

ϕ (�0)− ϕ (r)− �0
2

dϕ

dr

∣∣∣∣
r=�0

(
�20
r2

− 1

)
= 0. (10)

Отметим, что в выражении (7) производные приве-
денного потенциала по r0 понимаются в следующем
смысле:

dϕ

dr0
=
dϕ

dr

∣∣∣∣
r=r0

,
d2ϕ

dr20
=
d2ϕ

dr2

∣∣∣∣
r=r0

.

Здесь r0 — параметр, который определяет проекции
скорости иона:

v2r =
2ez

mi
[φ (r0)− φ (r)] −

− r0ez

mi

dφ

dr

∣∣∣∣
r=r0

(
r20
r2

− 1

)
,

v2θ =
ezr20
mir2

dφ

dr

∣∣∣∣
r=r0

,

(11)

mi — масса ионов.
При учете поглощения ионов зондом для ni име-

ет место выражение [22]

ni (r) =
1

2
ni0

{
ezβϕErfc

(√
zβϕ

)
+

√
1− a2

r2
×

× Erfc

(√
−zβ�

3
0 (a)

2a2
dϕ

dr

∣∣∣∣
r=�0(a)

−zβ [ϕ0−ϕ (r)]

1− a2/r2

)
×

× exp

[
−zβ a

2ϕ0 − r2ϕ(r)

r2 − a2

]
+

+ I (r, �0 (a))+I (r,∞)

}
. (12)

Отметим, что функция F (r, r0) не отрицательна
в силу определения �0 (см. выражение (10)), а в точ-
ке r0 = �0 обращается в нуль. Поэтому выражение
(8) неудобно для численного интегрирования. С уче-
том того, что в числителе дроби в (8) стоит величи-
на ∂F (r, r0) /∂r0, после интегрирования по частям
получим

I (r, b) =

√
zβ

π

{
2
√
F (r, b) ×

× exp

[
zβ

(
ϕ (b) +

b

2

dϕ

dr0

∣∣∣∣
r0=b

)]
−

− zβ

b∫
�0(r)

√
F (r, r0)

(
3
dϕ

dr0
+ r0

d2ϕ

dr20

)
×

× exp

[
zβ

(
ϕ (r0) +

r0
2

dϕ

dr0

)]
dr0

}
. (13)

Отметим, что в случаях 2 и 3 (см. ниже) первый
член в выражении (13) при b = ∞ переходит в√
4zβϕ(r)/π.
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Максимальный корень �0 уравнения (10) всегда
больше rk — корня уравнения

3
dϕ

dr

∣∣∣∣
rk

+ rk
d2ϕ

dr2

∣∣∣∣
rk

= 0. (14)

Например, для дебаевского потенциала (поведение
которого полностью соответствует случаю 2)

φ(r) =
φ0a

r
e−(r−a)/RD , (15)

решая уравнение (14), находим

rk =
1 +

√
5

2
RD.

Здесь RD — дебаевский радиус экранирования. Сле-
довательно, во всей области изменения параметра r0
приведенный потенциал ϕ(r0) в интеграле (8) или
(13) уменьшается с ростом r0 быстрее, чем 1/r20, т. е.
всегда

ϕ(r0) +
r0
2

ϕ(r0)

dr0
< 0

и экспоненциальный член меньше единицы. Отме-
тим, что при выполнении неравенства

a	 rk (16)

выражение (12) переходит в (5), при a/r → 0 (12)
совпадет с (7), а при r → a из-за наличия поглощаю-
щей поверхности концентрация ионов уменьшится
вдвое.

2.3. Случай 3

Этот случай отличается от случая 2 тем, что при
r → ∞ потенциал убывает строго по закону 1/r2,
т. е. на больших расстояниях ведет себя как

ezφ (r) = −C

r2
≡ −C0Tia

2

r2
(17)

(постоянные C и C0 положительны). Без учета по-
глощения в этом случае к выражению (7) прибавит-
ся член

Δni (r) =
2ni0√
π

[√
zβϕ−

√
zβϕ− C0

a2

r2

]
, (18)

а при учете поглощения поправка к выражению (12)
при a > ak(r) имеет вид

Δni (r) =
ni0√
π

[√
zβϕ−

√
zβϕ− C0

a2

r2

]
, (19)

при a < ak(r) —

Δni (r) =
ni0

2

{
2√
π

[√
zβϕ+

√
zβϕ− zβϕ0

a2

r2
−

− 2

√
zβϕ− C0

a2

r2

]
+

√
1− a2

r2
×

×
[
Erf

(√
−zβ�

3
0 (a)

2a2
dϕ

dr

∣∣∣∣
r=�0(a)

− zβ [ϕ0 − ϕ (r)]

1− a2/r2

)
−

− Erf

(√
zβ
r2ϕ(r) − a2ϕ0

r2 − a2

)]
×

× exp

[
zβ
r2ϕ(r) − a2ϕ0

r2 − a2

]}
. (20)

Здесь ak(r) — критический радиус, определяемый
из уравнения

−φ(ak) + φ(r) +
r

2

dφ

dr

(
1− r2

a2k

)
= 0 (21)

(при a > ak становится важной кривая, разделяю-
щая частицы, точки поворота которых находятся в
ближней и дальней от центра зонда или пылевой
частицы областях).

2.4. Модифицированное распределение
ионов

В работе [24] предлагалось исправить выражение
(5) следующим образом:

ni (r)

ni0
=

√
zβϕ

π
+

1

2
ezβϕErfc

(√
zβϕ

)
+

+
1

2

√
1− a2

r2
ezβϕ̃ +

[√
zβ

π

√
r2ϕ− a2ϕ0

r2
−

− 1

2

√
1− a2

r2
ezβϕ̃Erf

(√
zβϕ̃

)]
θ (ϕ̃) , (22)

где ϕ̃ =
(
r2ϕ− a2ϕ0

)
/
(
r2 − a2

)
, θ (x) — ступенчатая

функция Хевисайда: θ (x) = 1, если x > 0, и 0, если
x < 0. Отметим, что выражение (22) было получено
уже в работе [39]. Это выражение справедливо толь-
ко в случае, если нет барьера при движении иона из
бесконечности к поверхности зонда, т. е. при пове-
дении потенциала, как в случае 1. Как отмечалось
выше, в этом случае величина ϕ̃ строго положитель-
на. Выражение (22) можно применять в случаях 2
и 3, когда количество ионов, для которых существу-
ет барьер, мало. Но такие ионы, как отмечалось в
работе [23], при максвелловской функции распреде-
ления есть всегда, поэтому точность этой формулы
требует отдельного исследования.
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3. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ КИНЕТИЧЕСКОЙ
ТЕОРИИ ЭКРАНИРОВАНИЯ НА ОСНОВЕ

УРАВНЕНИЙ ВЛАСОВА С УЧЕТОМ
СТОЛКНОВЕНИЙ И СТОКОВ
ЭЛЕКТРОНОВ И ИОНОВ

Для проверки полученных выражений для рас-
пределения концентраций электронов и ионов рас-
смотрим задачу на основе подхода в рамках ЛКТЭ
[7,8]. В этих работах для стационарных поправок к
невозмущенным функциям распределения получено
выражение

δfσ,k (v) = φk
eσ
mσ

∂fσ0 (v)

∂v

k

k · v−iνσ+
iS

(0)
σ (v)

k · v−iνσ −

− ikφk
eσ
mσ

νσΦσ (v)

k · v − iνσ

1

1 + IΦσ (k)

∫
1

k · v′ − iνσ
×

× ∂fσ0 (v
′)

∂v′ dv′ +
νσΦσ (v)

k · v − iνσ

1

1 + IΦσ (k)
×

×
∫

S
(0)
σ (v′)

k · v′ − iνσ
dv′, (23)

где σ обозначает электроны (σ = e) или ионы (σ =

= i), eσ, mσ — заряд и масса σ-частиц плазмы со-
ответственно, ee = −e, ei = ze, v — вектор скорости
электронов или ионов, fσ0 — невозмущенные функ-
ции распределения, нормированные условием∫

fσ0 (v) dv = 1,

νσ — частота столкновений электронов и ионов с
атомами буферного газа, S(0)

σ (v) — стационарный
сток частиц σ-компоненты плазмы на макрочасти-
цу:

S(0)
σ (v) = vσσ

(
q0, v

)
fσ0 (v) , (24)

σσ (q, v) — сечения зарядки, которые зависят от
свойств окружающей плазмы, q0 = q (t = ∞) — ста-
ционарный заряд макрочастицы, Φσ (v) — функция
распределения σ-частиц плазмы, формирующаяся в
результате столкновений с нейтральными атомами,
IΦσ (k) — интеграл, определенный выражением

IΦσ (k) = iνσ

∫
Φσ

k · v − iνσ
dv ≡

≡ −4π

k

∞∫
0

Φσνσ arctg

(
kv

νσ

)
v dv. (25)

В случае, когда Φσ является максвелловской функ-
цией с температурой Tσ, последний интеграл равен

IΦσ (k) = − (π)
1/2 kνσ

k
Erfc

(
kνσ
k

)
exp

(
k2νσ
k2

)
,

kνσ = νσ

√
mσ

2Tσ
.

(26)

После интегрирования (23) по dv с максвелловс-
кими функциями распределения в работах [7, 10]
найдено

δnσ,k ≡ nσ0

∫
δfσ,k (v) dv =

= −φk eσnσ0

Tσ
+

ISσ (k)

1 + IΦσ (k)
nσ0, (27)

где интеграл ISσ (k) определен выражением

ISσ (k) = i

∫
S
(0)
σ (v)

k · v − iνσ
dv =

= −4π

k

∞∫
0

fσ0σσ arctg

(
kv

νσ

)
v2dv. (28)

Из выражения (27) следует, что возмущения кон-
центраций заряженных частиц плазмы вызваны как
электрическим полем заряженной макрочастицы,
так и стоками электронов и ионов на макрочасти-
цу.

В стационарном режиме для фурье-образа по-
тенциала в случае максвелловских функций распре-
деления имеем [7, 10]

φk =
4πeq0
k2 + k2D

+
4π

k2 + k2D

∑
σ

eσnσ0
ISσ

1 + IΦσ
, (29)

где kD — постоянная экранирования: k2D =
∑

σ k
2
Dσ,

kDσ — постоянная экранирования σ-компоненты
плазмы:

k2Dσ =
4πe2σnσ0

Tσ
.

После обратного фурье-преобразования (27) и
(29) для стационарного распределения потенциала и
возмущений концентрации частиц плазмы находим

φ (r) =
q0e

−kDr

r
+

2

πr

∑
σ

eσnσ

∫
ISσ (k)

1 + IΦσ (k)
×

× sin (kr)

k2 + k2D
k dk, (30)

δnσ (r) = −nσ0
eσφ (r)

Tσ
+

nσ0

2π2r
×

×
∫

ISσ (k)

1 + IΦσ (k)
sin (kr) k dk. (31)
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Первый член в правой части выражения (31) есть
просто линейный член разложения распределения
Больцмана, а второй член обусловлен стоком σ-час-
тиц плазмы на макрочастицу.

При численном интегрировании (30) и особен-
но (31) возникают трудности, связанные с тем, что
функции

Fσ(k) =
ISσ (k)

1 + IΦσ

при больших k имеют асимптотики вида

Fσ(k) � Fσ,as(k) =
aσ
k

+
bσ
k2
. (32)

Поэтому в численных расчетах по массивам данных
Fσ(k) при больших k методом наименьших квад-
ратов находились коэффициенты aσ и bσ, затем
из Fσ(k) вычиталась Fσ,as(k) и проводилось быст-
рое фурье-преобразование. Затем к полученному ре-
зультату добавлялись асимптотические распределе-
ния потенциала и концентраций:

φas (r) ≡ 2

πr

∑
σ

eσnσ

∫
Fσ,as (k)

k2 + k2D
sin (kr) k dk =

=
ẽQas

r
g (kDr) +

eQas

r

(
1− e−kDr

)
, (33)

nσ,as (r) ≡ nσ0

2π2r

∫
Fσ,as (k) sin (kr) k dk =

=
nσ0

2π2r

(aσ
r

+
π

2
bσ

)
, (34)

где Q̃as =
∑

σ Q̃σ,as, Qas =
∑

σQσ,as, g (kDr) =

= e−kDrEi (kDr) + ekDrE1 (kDr), Ei(x), E1(x) — ин-
тегральные показательные функции, асимптотичес-
кие заряды определены выражениями

Q̃σ,as =
aσeσnσ

πekD
, Qσ,as =

bσeσnσ

ek2D
.

С учетом того, что при x→ ∞ функция g(x) → 2/x,
из (33) и (17) находим

C0 = −
2e2z

(
Q̃e,as + Q̃i,as

)
TikDa2

. (35)

4. СРАВНЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ МОДЕЛЕЙ

В случае зондовых измерений потенциал зонда
может быть произвольным, но в случае макрочасти-
цы в плазме потенциал ее поверхности определяется
равенством потоков электронов и ионов на нее:

Se = Si, (36)

где

Sσ = nσ0

∫
S(0)
σ (v) dv = nσ0

∫
σσ
(
φ0, v

)
fσ0 (v) dv,

σσ (φ0, v) — сечения зарядки, которые зависят от
свойств окружающей плазмы. В качестве сечения
зарядки мы будем использовать сечения поглоще-
ния в приближении ограниченных орбит [21]:

σσ (u) = πr20

⎧⎨⎩1− 2eσφ0
mσu2

, u2 > 2eσφ0/mσ,

0, u2 < 2eσφ0/mσ.
(37)

Можно также учесть влияние столкновений на се-
чения поглощения ионов (см., например, работы
[41–48]).

Используя сечения (37), в случае максвелловс-
ких функций распределения для потоков находим

Se =πr
2
0ne0

√
8Te
πme

exp

(
eφ0
Te

)
,

Si =πr
2
0zni0

√
8Ti
πmi

(
1− ezφ0

Ti

)
.

(38)

Выражения (38) не учитывают ионы, совершающие
финитное движение вокруг зонда с отрицательным
потенциалом, а также выражение для Si справедли-
во только при поведении потенциала, описываемом
случаем 1. Если поведение потенциала относится к
случаю 2 или 3, то поток ионов на зонд уже зави-
сит от всего хода потенциала, а не только от φ0, и
определяется выражением [22]

Si = πr20zni0

√
8Ti
πmi

{
C0 +

�20 (a)

a2
−
[
�20 (a)

a2
− 1

]
×

× exp

[
zβϕ (�0|r=a) +

zβ�0 (a)

2

dϕ

dr

∣∣∣∣
r=�0(a)

]
+

+

∞∫
�0(a)

r0

[
1− exp

(
zβϕ (r0) +

r0zβ

2
×

× dϕ (r0)

dr0

)]
dr0

}
. (39)

(В случае 2, напомним, C0 = 0.) Здесь мы самосо-
гласованную задачу не решаем, поэтому потенциал
поверхности зонда определяется с использованием
формулы (38) для потока ионов.

Если всюду в области r0 > �0(a) выполнено усло-
вие

ϕ (r0) +
r0
2

dϕ (r0)

dr0
	 1

zβ
, (40)

то выражение (39) переходит во второе выраже-
ние (38).
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Рис. 1. Распределение приведенного потенциала Θ(r) =

= kDr2φ(r)/φ0 самосогласованного электрического поля
вокруг макрочастицы радиусом 1 мкм в изотермической
плазме при E/N = 1 Тд, давлении 0.1 Па (а), 1 Па (б) и
10 Па (в) в аргоне: сплошные кривые — полный потенци-
ал (30), ромбы — дебаевский потенциал (42), штрихпунк-
тирные кривые с двумя точками — полный потенциал (30)
без дебаевского вклада, кружки — φg(r) (43), штриховые
кривые — φQ(r), штрихпунктирные кривые — φS(r) (49)

На рис. 1 представлены распределения приведен-
ного потенциала Θ(r) = kDr

2φ(r)/φ0 в аргоне при
Edis/N = 1 Тд при трех разных давлениях и, соот-
ветственно, разных частотах столкновений, найден-
ные из выражения (30) путем быстрого фурье-пре-
образования. В расчетах использовались равномер-
ные сетки по k и r в основном из N = 216 то-
чек при максимальном значении волнового числа
kmax = 211kD и максимальном значении радиаль-
ной координаты Rmax = πN/kmax = 32πRD. Кон-
центрации электронов и ионов задавались, как и в
работе [10], следующими: ne0 = ni0 = 109 см−3 (zi =
= 1), радиус пылевой частицы a = 1 мкм, темпе-
ратура ионов Ti = 0.026 эВ (300 К). Температура
электронов задавалась соответствующей приведен-
ной напряженности электрического поля E/N , рав-
ной 10−4 и 1 Тд (более подробно см. работу [10]).

В изотермической плазме (Te ≈ Ti = 0.026 эВ)
распределения потенциала имели практически та-
кой же вид, отличаясь только мелкими деталями.
Интегралы ISσ (28) вычислялись методом трапеций
с адаптивным выбором шага для достижения задан-
ной относительной точности, равной 10−6.

Из рис. 1 видно, что величина Θ(r) при давлении
0.1 Па проходит через максимум, а на больших рас-
стояниях принимает постоянное значение, поэтому
распределение потенциала при этом давлении отно-
сится к случаю 3. Такая же картина при этом дав-
лении наблюдалась и в других инертных газах. С
ростом давления на больших расстояниях величина
Θ(r) начинает расти, что связано с вкладом потен-
циала φQ (см. ниже выражение (44)), убывающего
как 1/r . Это приводит к тому, что интеграл (8) при
b = ∞ и интеграл в выражении для стока ионов (39)
становятся расходящимися. Поэтому поведение по-
тенциала уже при давлении газа 1 Па не описывает-
ся ни одним из рассмотренных в работе [22] случаев.

На рис. 1 также приведены распределения потен-
циала согласно аналитическому выражению [10]

φ (r) = φD (r) + φg (r) + φQ (r) , (41)
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где φD — дебаевский потенциал (q0 — заряд пылевой
частицы):

φD (r) =
eq0e

−kDr

r
, (42)

φg — обусловленная стоками электронов и ионов на
пылевую частицу часть потенциала в бесстолкнови-
тельном пределе:

φg (r) = −
∑
eQ̃σ

r
g (kDr) , (43)

φQ — обусловленная столкновениями электронов и
ионов с нейтральными атомами часть потенциала:

φQ (r) = −e
∑
Qσ

r

(
1− e−kDr

)
. (44)

Здесь Q̃σ и Qσ — эффективные заряды, определен-
ные выражениями

Q̃σ =
2πzσnσ0

kD

∞∫
0

fσ0σσv
2dv, (45)

Qσ =
πνσ
kD

√
πmσ

2Tσ
Q̃σ. (46)

При выполнении условия kDa 	 1 для нахождения
заряда макрочастицы можно использовать вакуум-
ную связь с потенциалом поверхности: eq0 = φ0a, в
случае дебаевского экранирования нужно использо-
вать формулу eq0 = φ0a (1 + kDa).

При интегрировании с максвелловскими функ-
циями распределения в работе [10] получены выра-
жения

Q̃i =
zini0πr

2
0

2kD

(
1− 2eziφ0

Ti

)
,

Q̃e =
zene0πr

2
0

2kD

[
2√
π

√
−eφ0
Te

exp

(
eφ0
Te

)
+

+

(
1 +

2eφ0
Te

)
erfc

(√
−eφ0
Te

)]
.

(47)

При давлении 0.1 Па значение эффективного за-
ряда Qi (Qe 	 Qi), связанного со столкновениями,
мало, поэтому (41) практически совпадает с суммой
дебаевского потенциала (42) и потенциала (43). От-
метим, что потенциал (43) на больших расстояниях
kDr � 1 выходит на асимптотику:

φg(r) � −
2e
(
Q̃e + Q̃i

)
kDr2

. (48)

Поэтому при определении величины C0 в выраже-
нии (41) вместо Q̃e,as и Q̃i,as можно использовать

Рис. 2. Наибольший корень уравнения (10) в электричес-
ком поле макрочастицы радиусом 1 мкм в изотермичес-
кой плазме при E/N = 10−4 Тд при давлении 0.1 Па (1),

1 Па (2) и 10 Па (3) в аргоне

заряды Q̃e и Q̃i (это значение параметра будем да-
лее обозначать как C0Q).

С ростом давления потенциал φg(r) практиче-
ски не меняется, а φQ(r) растет пропорционально
частоте столкновений. Это приводит к тому, что де-
баевская часть потенциала φD(r) становится мень-
ше остальной части на меньших расстояниях. Отме-
тим, что согласно [7,10] в сильно столкновительном
режиме поведение потенциала описывается суммой
φ(r) = φD(r) + φS(r), где φS — обусловленная сто-
ками электронов и ионов на пылевую частицу часть
потенциала в столкновительной плазме:

φS (r) = −e
∑
Qsσ

r

(
1− e−kDr

)
, (49)

Qsσ — эффективный заряд, определенный выраже-
нием

Qsσ =
zσmσνσSσ

k2DTσ
. (50)

Из рис. 1 видно, что величина φS(r) с ростом дав-
ления становится все выше и выше.

Расчеты в других газах показали аналогичное
поведение распределений потенциала с максимумом
величины Θ(r) и линейным ростом на больших рас-
стояниях при давлении выше 1 Па. Здесь обратим
внимание на то, что в работе [41] отмечалось хоро-
шее согласие распределений потенциала, рассчитан-
ных из исходных кинетических уравнений Власо-
ва со столкновительным членом в форме Бхатнага-
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Таблица 1. Потенциал поверхности пылевой частицы радиусом 1 мкм из уравнения (36), значение расчетного
потенциала (36) при r = a, поток ионов из (38) и (39), значения величины C0 с зарядами Q̃e и Q̃i и с асимпто-

тическими зарядами (35) в инертных газах при давлении p = 0.1 Па и E/N = 10−4 Тд

Газ φ0 φ(r = a) Si (38) Si (39) C0Q C0 (35)

He −0.079 −0.076 1.60 · 107 1.23 · 107 0.884 0.880

Ne −0.096 −0.093 8.30 · 106 6.28 · 106 1.050 1.045

Ar −0.103 −0.100 6.25 · 106 5.04 · 106 1.122 1.111

Kr −0.111 −0.107 4.58 · 106 3.73 · 106 1.199 1.187

Xe −0.116 −0.112 3.79 · 106 3.18 · 106 1.247 1.232

Таблица 2. Потенциал поверхности пылевой частицы из уравнения (36), значение расчетного потенциала (36) при
r = a, поток ионов из (38) и (39), значения величины C0 с зарядами Q̃e и Q̃i и с асимптотическими зарядами

(35) в инертных газах при давлении p = 0.1 Па и E/N = 1 Тд

Газ φ0 φ(r = a) Si (38) Si (39) C0Q C0 (35)

He −0.853 −0.832 1.34 · 108 1.21 · 108 15.6 15.5

Ne −5.644 −5.508 3.86 · 108 3.61 · 108 108.2 107.3

Ar −4.229 −4.127 2.06 · 108 2.25 · 108 80.7 79.6

Kr −4.179 −4.078 1.41 · 108 1.58 · 108 79.6 78.4

Xe −3.718 −3.628 1.00 · 108 1.20 · 108 70.6 69.3

ра – Гросса –Крука (БГК) и в рамках линеаризован-
ной теории [7].

На рис. 2 приведены зависимости наибольшего
решения уравнения (10) при разных давлениях, най-
денные с использованием рассчитанных из (30) рас-
пределений потенциала. Видно, что при давлении
аргона p = 0.1 Па на малых расстояниях до kDr ∼
∼ 10 поведение �0 соответствует дебаевскому потен-
циалу (см. [22]), причем при kDr ≥ (1 +

√
5)/2 �0

максимальное решение уравнения (10) достаточно
быстро выходит на решение �0 = r, которое имеет
место всегда. Далее начинается влияние растущей
части величины Θ(r), что приводит к всплеску �0 и
последующему возврату на линию �0 = r. При p =

= 1 Па этот всплеск сдвигается в сторону меньших
расстояний, а при p = 10 Па начинается прямо от
поверхности пылевой частицы.

В табл. 1 и 2 приведены значения ряда величин
в инертных газах при давлении p = 0.1 Па в изо-
термической (E/N = 10−4 Тд) и неизотермической
(E/N = 1 Тд) плазме для пылевых частиц радиу-
сом a = 1 мкм. Видно, что потенциал поверхности
пылевой частицы из уравнения (36) с потоками (38)
(потенциал поверхности без учета барьеров для дви-
жения ионов) очень близок к значению расчетного

потенциала (30) при r = a, а поток ионов из выраже-
ния (38), обычно используемого при определении за-
ряда в ПОО, и выражения (39) также оказываются
близкими. При этом выражение (39) в изотермиче-
ской плазме дает чуть меньшие значения, а в неизо-
термической плазме в аргоне, криптоне и ксеноне —
чуть большие значения. Это находится в согласии
с работой [41], в которой наблюдалось прохождение
через максимум зависимости потока ионов от про-
изведения длины свободного пробега ионов �i на по-
стоянную экранирования. В неизотермической плаз-
ме постоянная экранирования оказывается меньше
примерно в

√
2 раз (см. [10]), поэтому произведение

kD�i во столько же раз уменьшается и в неизотер-
мической плазме в аргоне, криптоне и ксеноне поток
оказывается ближе к максимуму. Также интересно
отметить близость значений параметров C0Q, опре-
деленного с зарядами Q̃e и Q̃i (47), и C0, вычислен-
ного с асимптотическими зарядами из (35).

При увеличении давления до 1 Па близость по-
тенциалов поверхности из уравнения (36) с потока-
ми (38) и расчетного потенциала (30) при r = a, а
также величин C0 и C0Q сохраняется, а значения
потока в тяжелых инертных газах начинают сильно
расходиться (см. табл. 3). Еще большее расхождение
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Рис. 3. Распределение концентрации электронов (ne) и ионов (ni) вокруг макрочастицы радиусом 1 мкм в изотермиче-
ской плазме (а) и в неизотермической плазме при E/N = 1 Тд (б) и давлении 0.1 Па в аргоне. Сплошные кривые — из
(31), штриховые — из (12) с добавочным членом (19) или (20) для ионов и из (2) для электронов, пунктирные — ли-
неаризация распределений Больцмана: nσ(r) = nσ0 [1− eσφ (r)/Tσ] (30), штрихпунктирные — модифицированное ПОО

(22), штрихпунктирные с двумя точками — распределение Больцмана для электронов (1)

Таблица 3. Поток ионов на пылевую частицу ра-
диусом 1 мкм в инертных газах при давлении

p = 1 Па

Газ E/N = 10−4 Тд E/N = 1 Тд
Si (38) Si (39) Si (38) Si (39)

He 1.60 · 107 2.01 · 107 1.34 · 108 1.14 · 108
Ne 8.30 · 106 1.07 · 107 3.86 · 108 4.33 · 108
Ar 6.25 · 106 1.10 · 107 2.06 · 108 4.97 · 108
Kr 4.58 · 106 8.58 · 106 1.41 · 108 3.81 · 108
Xe 3.79 · 106 2.04 · 106 1.00 · 108 3.33 · 108

наблюдается при дальнейшем росте давления, что
обусловлено растущей пропорционально давлению
частью потенциала, имеющей кулоновскую зависи-
мость. Поэтому возникает вопрос о точности опреде-
ления потенциала поверхности пылевых частиц при
давлениях выше 1 Па из уравнения (36) с потоками
(38).

На рис. 3 приведены зависимости концентра-
ции электронов и ионов в аргоне при давлении
0.1 Па. Видно, что уже при kDr ≤ 2 начинается рас-
хождение между распределениями ионов в рамках
ЛКТЭ и ПОО. При этом распределение электронов
в ЛКТЭ практически полностью описывается лине-
аризованным распределением Больцмана, а ионов

достаточно близко к нему. Отметим, что распределе-
ние электронов (2) в ПОО оказывается достаточно
близким к распределению Больцмана (1), что свя-
зано с незначительностью потерь электронов из-за
стока на пылевую частицу.

Сравнение распределений ионов, найденных в
ПОО и из модифицированного выражения (22), по-
казывает, что при давлении 0.1 Па они различаются
незначительно как при E/N = 10−4 Тд, когда заряд
пылевых частиц мал, так и при 1 Тд, когда заряд
становится почти на два порядка выше (см. [10]).
Это говорит о том, что при давлении 0.1 Па влияние
потенциальных барьеров при приближении ионов к
поверхности пылевой частицы незначительно.

При увеличении давления, как видно из рис. 4,
на распределении ионов в ПОО на малых расстояни-
ях появляются заметные нерегулярные отклонения,
что связано с неприменимостью ни одного из рас-
смотренных в работе [22] случаев поведения потен-
циала при давлении выше 1 Па. При более высоких
давлениях нерегулярное поведение распределения
ионов только усиливается во всех рассмотренных
в настоящей работе инертных газах. При этом вы-
ражение (22) позволяет рассчитать распределение
ионов и при этих давлениях, но точность получен-
ных значений концентрации ионов при этом оста-
ется неизвестной. В расчетах кинетических уравне-
ний Власова со столкновительным членом в форме
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Рис. 4. Распределение концентрации электронов (ne) и
ионов (ni) вокруг макрочастицы радиусом 1 мкм в неизо-
термической плазме при E/N = 1 Тд и давлении 1 Па в

аргоне. Обозначения, как на рис. 3

БГК [49] было показано, что полученное распреде-
ление ионов при низких давлениях оказывается до-
статочно близким к распределению (22). Такой же
вывод был сделан и в расчетах методом частиц в
ячейках [50].

Близость распределений ионов и электронов в
ЛКТЭ и линеаризованных распределений Больц-
мана позволяет сделать вывод, что область при-
менимости ЛКТЭ близка к области применимости
теории Дебая – Гюккеля и ограничивается областью
малых значений отношения потенциальной и тепло-
вой энергии электронов и ионов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные исследования распределения
электронов и ионов вокруг заряженной пылевой
частицы на основе линеаризованной кинетической
теории экранирования, включающей кинетические
уравнения с самосогласованным полем, дополнен-
ные столкновительными интегралами в форме
Бхатнагара – Гросса –Крука и точечными стока-
ми электронов и ионов, показали ограниченную
применимость приближения ограниченных орбит
и ограниченную применимость линеаризованной
кинетической теории экранирования на основе
уравнений Власова с учетом столкновений и сто-
ков электронов и ионов. Сравнение полученных
распределений электронов и ионов с результатами
теории зондов в рамках приближения ограничен-

ных орбит показало, что последнее в инертных
газах применимо только в пределе низких давле-
ний, а с ростом давления кулоновская асимптотика
потенциала, пропорциональная частоте столкнове-
ний электронов и ионов с нейтральными атомами
(молекулами), делает неприменимыми формулы
приближения ограниченных орбит для распреде-
ления ионов. Распределения электронов и ионов,
полученные в рамках столкновительной кинетиче-
ской модели точечных стоков, оказались близки
к линеаризованным распределениям Больцмана.
Это позволяет сделать вывод, что область приме-
нимости столкновительной кинетической модели
точечных стоков близка к области применимости
теории Дебая – Гюккеля.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского научного фонда
(проект №16-12-10424).
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