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Генерация высших гармоник в плоских квантовых графеновых точках, инициированная интенсивным ко-
герентным излучением, исследована с помощью динамической теории усредненного поля Хартри –Фока.
Развита микроскопическая теория, описывающая экстремальный нелинейно-оптический отклик плоских
квантовых графеновых точек. Численно решена замкнутая система дифференциальных уравнений для
одночастичной матрицы плотности при многофотонном взаимодействии графеновых квантовых точек и
сильного лазерного поля. Полученные решения указывают на важность типа ребер и поперечного раз-
мера, а также значимость ширины запрещенной зоны и величины лазерного поля в процессе генерации
высших гармоник в треугольной квантовой графеновой точке.

DOI: 10.31857/S0044451022020018

1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее десятилетие растет интерес к рас-
пространению генерации высших гармоник (ГВГ)
на двумерные кристаллы и наноструктуры, такие
как полуметаллический графен [1] и полупровод-
никовые дихалькогениды переходных металлов [2].
Роль графена как эффективного нелинейно-опти-
ческого материала обсуждалась во многих теорети-
ческих [3–22], а также экспериментальных [23, 24]
исследованиях, которые рассматривают различные
экстремальные нелинейные оптические эффекты, в
частности ГВГ, происходящие в сильных когерент-
ных полях излучения в многофотонном режиме при
возбуждении таких наноструктур [25, 26]. С дру-
гой стороны, помимо замечательных и уникальных
электронных и оптических свойств графена, отсут-
ствие запрещенной зоны, как у всех полуметаллов,
сильно ограничивает его применимость, в отличие,
например, от двухслойного графена [27–32].

Проблема нулевой энергетической щели была ре-
шена путем уменьшения поперечного размера гра-
фена [33]. В результате размерного квантования
открывается энергетическая щель. Полуметалличе-

* E-mail: amarkos@ysu.am

ский графен конечных размеров становится полу-
проводником. Среди углеродных наноструктур осо-
бый интерес как нелинейная среда представляют
графеновые ленты (наноленты) [33,34], графено-по-
добные квантовые точки, такие как замкнуто-вы-
пуклые фуллерены различной базовой симметрии
[21, 22] и графеновые квантовые точки (ГКТ) раз-
личного латерального размера. Графеновую нано-
структуру можно охарактеризовать по тому, сохра-
няется ли симметрия подрешетки. ГКТ имеет энер-
гетическую щель, которой можно управлять с помо-
щью ее поперечного размера, формы и типа кромки
[33, 35]. Для ГКТ возможны два типа ребер: «крес-
ло» и «зигзаг», а наличие или отсутствие симмет-
рии подрешетки играет важную роль в определе-
нии электронных свойств графеновых нанострук-
тур [33]. Поведение ГКТ количественно различно
для структур с зигзагообразными и креслообразы-
ми краями, что связано с краевыми состояниями,
присутствующими в системах с зигзагообразными
краями [36]. Итак, представляет интерес исследо-
вать процесс ГВГ в ГКТ с разными ребрами. Та-
кая наноструктура демонстрирует оптические свой-
ства, принципиально отличные от свойств графена
[37–39]. В то же время носители в ГКТ обладают
не менее выдающимися транспортными свойствами,
чем графен [3].
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Важным преимуществом ГКТ перед графеновы-
ми нанолентами [40] является ограничение квази-
частиц в пространстве. Последнее может иметь
решающее значение для эффективности ГВГ, по-
скольку ограничение предотвращает распростране-
ние электронного волнового пакета в одном допол-
нительном измерении и, следовательно, может уве-
личить выход ГВГ [41].

В настоящей работе исследуется ГВГ в треуголь-
ной ГКТ, вызванная интенсивным когерентным из-
лучением. Замкнутая система дифференциальных
уравнений для одночастичной матрицы плотности
при многофотонном взаимодействии ГКТ и сильно-
го лазерного поля решается численно в рамках мик-
роскопической теории, описывающей экстремаль-
ный нелинейно-оптический отклик ГКТ. Кулоновс-
кое электрон-электронное взаимодействие (ЭЭВ)
рассматривается в приближении Хаббарда. Энерге-
тическая щель ГКТ контролируется ее поперечным
размером, формой и типом кромки. Полученные ре-
шения указывают на значимость латерального раз-
мера для процесса ГВГ в треугольных ГКТ с крес-
лообразым и зигзагообразным краями. Таким об-
разом, мы теоретически исследовали влияние кван-
тового ограничения на ГВГ в ГКТ путем система-
тического изменения латерального размера модель-
ной точки. Обратите внимание, что рассматривае-
мые квантовые точки экспериментально [33] доступ-
ны.

Работа организована следующим образом. В
разд. 2 представлена система уравнений для од-
ночастичной матрицы плотности. В разд. 3 мы
рассматриваем многофотонное возбуждение и гене-
рацию гармоник в треугольной ГКТ с различными
типами краев и с разными поперечными размерами.
Наконец, заключение приведено в разд. 4.

2. ДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
УСРЕДНЕННОГО ПОЛЯ ХАРТРИ–ФОКА
ДЛЯ ГЕНЕРАЦИИ ВЫСШИХ ГАРМОНИК

В ГКТ

Предположим расположенную в плоскости xy

плоскую ГКТ, ограниченную по осям x и y, кото-
рая взаимодействует с плоской квазимонохромати-
ческой электромагнитной (ЭМ) волной. Будем счи-
тать, что ЭМ-волна распространяется перпендику-
лярно плоскости xy. Мы считаем ГКТ нейтральны-
ми. Они будут описаны с использованием эмпири-
ческой модели сильной связи (СС) [42], применение
которой к ГКТ обсуждалось в работе [33]. Гамильто-
ниан СС может описывать системы конечного раз-

мера, ограничиваясь матричными элементами тун-
нелирования между атомами внутри ГКТ. Полный
гамильтониан имеет вид

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint. (1)

Здесь

Ĥ0 = −
∑
〈i,j〉σ

tijc
†
iσcjσ +

+
U

2

∑
iσ

(
c†iσciσ − ni

2

)(
c†iσciσ − ni

2

)
(2)

— свободный гамильтониан ГКТ для модели СС,
c†iσ — оператор рождения электрона с поляризацией
спина σ в узле i, а 〈i, j〉 указывает на суммирование
по ближайшим соседним узлам с переданной энер-
гией tij , U — энергия ЭЭВ, ni — полная электронная
плотность для узла i.

Гамильтониан СС описывает системы конечного
размера, ограничивая матричные элементы tij тун-
нелирования между атомами внутри квантовой точ-
ки. Ненулевые матричные элементы гамильтониа-
на СС, заданные первым членом в выражении (2),
соответствуют матричному элементу туннелирова-
ния tij между энергетическими состояниями в со-
седних узлах. Второй член в (2) представляет собой
гамильтониан кулоновского ЭЭВ (Ĥee) в приближе-
нии Хаббарда, где игнорируются все элементы мат-
рицы кулоновского рассеяния, за исключением чле-
нов локального взаимодействия (порядка U) между
электронами со спином вверх и вниз, занимающи-
ми одну и ту же позицию i (величина σ противопо-
ложна по поляризации спину σ). Операторы c†iσ , ciσ
удовлетворяют правилам антикоммутации

{ciσcjσ} = {c†iσc
†
jσ} = 0, {ciσ′c†jσ} = δijδσσ′ ,

которые гарантируют антисимметрию многочастич-
ных состояний.

Мы предполагаем, что до взаимодействия〈
c†iσciσ

〉
= ni. В расчетах взаимодействие между

светом и материей описывается в калибровке длины
через скалярный потенциал

Ĥint = e
∑
iσ

ri ·E (t) c†iσciσ

с элементарным зарядом e, радиус-вектором ri и
напряженностью электрического поля E (t). В га-
мильтониане мы пренебрегаем колебаниями решет-
ки. Интеграл перехода tij между ближайшими со-
седними атомами ГКТ может быть определен экспе-
риментально и равен tij = 2.7 эВ [3]. Принимается,
что поле волны есть
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Ex (t) = f (t)E0 cosωt cos θ,

Ey (t) = f (t)E0 cosωt sin θ
(3)

с частотой ω, огибающей импульса f (t) =

= sin2 (πt/T ), углом θ между напряженностью
электрического поля волны осью x. Длительность
импульса T равна 20 периодам волны: T = 40π/ω.
Из уравнения Гейзенберга

i�
∂L̂

∂t
=
[
L̂, Ĥ

]
можно получить эволюционные уравнения для од-
ночастичной матрицы плотности ρ

(σ)
ij =

〈
c†jσciσ

〉
.

Кроме того, мы примем, что система релаксирует с
вероятностью γ к равновесному распределению ρ

(σ)
0ij .

Чтобы получить замкнутую систему уравнений для
одночастичной матрицы плотности ρ(σ)ij =

〈
c†jσciσ

〉
,

ЭЭВ будет рассматриваться в приближении Харт-
ри –Фока:

ĤHF
ee � U

2

∑
iσ

(〈
c†iσciσ

〉
− ni

2

)(
c†iσciσ − ni

2

)
. (4)

Таким образом, получаем следующее уравнение для
матрицы плотности:

i�
∂ρ

(σ)
ij

∂t
=
∑
k

(
tkjρ

(σ)
ik − tikρ

(σ)
kj

)
+

+ U
(
ρ
(σ)
ii − ρ

(σ)
jj

)
ρ
(σ)
ij + eE (t) · (ri − rj) ρ

(σ)
ij −

− i�γ
(
ρ
(σ)
ij − ρ

(σ)
0ij

)
. (5)

Мы численно диагонализуем гамильтониан силь-
ной связи Ĥ0. Для статической системы гамильто-
ниан Хартри –Фока обращается в нуль, ĤHF

ee � 0.
Следует отметить, что ЭЭВ в пределе Хартри –Фо-
ка входит в эмпирический интеграл перехода меж-
ду ближайшими соседними атомами, tij , который
выбирается близким к экспериментальным значе-
ниям. Итак, локальное ЭЭВ в приближении Харт-
ри –Фока актуально в квантовой динамике, иници-
ированной полем лазера накачки и, как мы увидим
ниже, значительно изменяет спектр ГВГ. С помо-
щью численной диагонализации мы находим соб-
ственные состояния ψμ (i) и собственные энергии εμ
(μ = 0, 1, . . . , N − 1). Результаты численной диаго-
нализации показаны ниже на рис. 3, 4. Без туннели-
рования все уровни энергии были вырожденными.
Мы видим, что туннелирование сняло вырождение
и привело к образованию зоны валентных состоя-
ний ниже уровня Ферми, εμ = 0, зоны состояний
проводимости над уровнем Ферми и щель на уровне

Ферми (см. также работу [33]). Квантовая динами-
ка сильного поля периодически возбуждаемой ГКТ
регулируется замкнутой системой дифференциаль-
ных уравнений (5), которая должна быть решена с
соответствующими начальными условиями. Постро-
им исходную матрицу плотности ρ

(σ)
0ij через запол-

нение электронных состояний в валентной зоне со-
гласно распределению Ферми –Дирака. Поскольку
запрещенная зона достаточно велика, мы предпола-
гаем, что распределение Ферми –Дирака при нуле-
вой температуре имеет вид

ρ
(σ)
0ij =

N−1∑
μ=N/2

ψ∗
μ (j)ψμ (i) .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
ЭФФЕКТИВНОСТИ ГВГ В
ТРЕУГОЛЬНЫХ ГКТ

Спектр ГВГ вычисляется с помощью преобра-
зования Фурье a (Ω) дипольного ускорения a (t) =

= d2d/dt2. Дипольный момент определяется как
d (t) =

〈∑
iσ ric

†
iσciσ

〉
. Для точности мы нормируем

ускорение диполя на коэффициент a0 = ω2d, где ω =

= 1 эВ /� и d = 1 Å. Мощность, излучаемая на дан-
ной частоте, пропорциональна |a (Ω)|2. Чтобы про-
яснить основные аспекты ГВГ в треугольной ГКТ,
мы предполагаем, что частота возбуждающей вол-
ны накачки равна ω = 0.1 эВ/�, что намного меньше
типичного зазора U � 3 эВ. Вероятность релаксации
равна �γ = 50 мэВ для всех численных расчетов. В
большинстве расчетов предполагается, что волна (3)
линейно поляризована вдоль оси x (θ = 0). Ось x на-
ходится в плоскости рис. 1, 2 и направлена горизон-
тально вправо. Взаимодействие волна–частица бу-
дет характеризоваться работой электрического по-
ля волны на отрезке между ближайшими атомами
углерода: W =eE0a. Нелинейные и многофотонные
эффекты имеют место, когда величина W становит-
ся сравнима или больше, чем энергия фотона �ω.
В нашей модели гексагональные двумерные нано-
структуры формируются из π-орбиталей атомов уг-
лерода. В результате мы пренебрегаем переходами
на σ и между орбиталями π–σ. Эти орбитали отде-
лены от σ-орбитали большой энергетической щелью
(порядка 10 эВ) в несколько t [43]. Следовательно,
мы будем рассматривать умеренно сильные волны
накачки: �ω � W < t. Для более сильных полей
обязательно нужно учитывать другие орбитали ато-
ма.
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Рис. 1. Схема решетки треугольной ГКТ с зигзагообразными ребрами с N = 61 (а), 78 (б), 97 (в), 118 (г) атомами.
Расстояние между ближайшими соседними атомами равно a � 1.42 Å

Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но для треугольной ГКТ с креслообразными краями. Число атомов N = 60 (а), 90 (б),
126 (в), 168 (г)

На рис. 1, 2 схематически изображена решетка
графена, а на рис. 3, 4 показаны энергетические
спектры СС в окрестности уровня Ферми, εμ = 0,
для треугольных ГКТ с зигзагообразными и крес-
лообразными краями при разном числе атомов уг-
лерода. На рис. 1–4 видно, что с увеличением числа
атомов решетки плотность собственных энергетиче-
ских состояний увеличивается. Как будет видно поз-
же, это увеличит вероятность многофотонного ГВГ.

Чтобы сравнить спектры излучения ГВГ в тре-
угольных ГКТ с разными краями и разным числом
атомов решетки, на рис. 5, 6 приведены все резуль-
таты для спектров, нормированных на число атомов
N . На рис. 5 для компонент |аx (Ω) | и |ay (Ω) | берет-
ся сильная ЭМ-волна с амплитудой E0 = 0.3 В/Å и
энергией ЭЭВ U � 3 эВ. Как показано на рис. 5,
в сильном лазерном поле существенны многофотон-
ные гармоники, а выходы ГВГ для ГКТ одинако-
во существенны как для креслообразных, так и для

зигзагообразных краев, особенно для больших N . В
обоих случаях спектры ГВГ имеют структуру мно-
гоступенчатых плато, что связано с возбуждениями
собственных энергетических состояний между неза-
нятыми энергетическими уровнями и занятым уров-
нем [33]. ГКТ с креслообразными краями имеет осе-
вую симметрию (см. рис. 2), и, в частности, в этом
случае |ay| = 0 (поэтому на рис. 5 кривая |ay| от-
сутствует), в то время как в случае зигзагообраз-
ных ребер обе компоненты, |ax| и |ay|, существенны
(рис. 5). Кроме того, в спектре ГВГ в ГКТ с кресло-
образными краями видны только нечетные гармо-
ники, как в обычном графене [1]. Однако для зиг-
загообразных краев из-за отсутствия инверсионной
симметрии в спектре излучения ГВГ присутствуют
и нечетные, и четные гармоники. Чтобы это пока-
зать наглядно, на рис. 6 отдельно приведены резуль-
таты для ГВГ для первых тридцати гармоник при
приблизительно одинаковом числе (N � 60) атомов
треугольной ГКТ с разными краями.

158



ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022 Генерация высших гармоник. . .

Рис. 3. Собственные энергии в треугольной ГКТ с зигзагообразными ребрами с числом атомов N = 61 (а), 78 (б), 97 (в),
118 (г)

Далее мы рассматриваем спектры ГВГ в зависи-
мости от интенсивности волны накачки. На рис. 7
представлены спектры ГВГ в зависимости от ам-
плитуды ЭМ-поля и номеров гармоник при фик-
сированной энергии ЭЭВ U � 3 эВ. Для сравне-
ния мы исследуем ГКТ с приблизительно одинако-
вым числом атомов углерода, но с разными края-
ми: креслообразными и зигзагообразными. Как по-
казано на рис. 7, вероятность ГВГ возрастает с уве-
личением числа атомов N и с появлением новых
энергетических состояний (также см. рис. 1–4). Но-
мер места отсечки гармоник, когда зависимость на-

чинает резко убывать, линейно возрастает с уве-
личением напряженности поля. Затем, по достиже-
нии гармоники отсечки ncut, соответствующей пе-
реходу из самого низкого занятого энергетическо-
го уровня на самый высокий незанятый энергетиче-
ский уровень, скорость ГВГ насыщается (ступенча-
тая огибающая желтого цвета). Место отсечки гар-
моник видно на рис. 5: ncut � 160. Отметим, что
линейная зависимость гармоник отсечки от напря-
женности поля присуща ГВГ на дискретных уров-
нях или кристаллам с линейной дисперсией энергии.
Как и в случае атомов, для ГКТ при фиксирован-

159



Б. Р. Авчян, А. Г. Казарян, К. А. Саргсян, Х. В. Седракян ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022

Рис. 4. То же, что и на рис. 3, но для треугольной ГКТ с креслообразными краями. Число атомов N = 60 (а), 90 (б),
126 (в), 168 (г)

ной энергии фотона с увеличением электрической
напряженности волны накачки энергия обрезания
гармоники (�ωncut) увеличивается.

Кроме того, как было показано в работе [29], ло-
кальное ЭЭВ подавляет флуктуацию заряда и сни-
жает поглощенную энергию. Также ожидается по-
давление выхода ГВГ из-за кулоновского ЭЭВ. По-
следнее показано на рис. 8, где приведены спект-
ры ГВГ в режиме сильного ЭМ-поля в зависимо-
сти от номера гармоники и энергии ЭЭВ для раз-
ных краев ГКТ и числа атомов углерода. Как вид-
но на рис. 8, для небольшого числа N атомов ГКТ

с увеличением энергии ЭЭВ скорость ГВГ в целом
подавляется (поэтому на рис. 8 приведена зависи-
мость для средних гармоник с номерами меньше чем
40). Последнее не имеет места для больших N , когда
увеличивается плотность энергетических состояний
(рис. 8в,г). Спектр ГВГ перестает зависеть от куло-
новского ЭЭВ. Такое свойство присуще обычному
графену [1], неограниченному в пространстве.

Мы также исследовали зависимость спектров
ГВГ от ориентации напряженности ЭМ-волны. На
рис. 9 представлены графики зависимости спектров
при ГВГ от порядка гармоник и ориентации поля
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Скорость излучения ГВГ, выраженная через преобразование Фурье дипольного ускорения
N−1|ai (Ω) |/a0, в логарифмическом масштабе в зависимости от номера гармоники волны накачки для треугольной ГКТ.
Приведены компоненты |ax| в треугольной ГКТ с зигзагообразными (1) и креслообразными (3) краями, а также компо-
ненты |ay | в ГКС с зигзагообразными (2) краями. Число атомов N = 61 (а), 97 (б), 118 (в), 141 (г) для случаев 1, 2 и
N = 60 (а), 90 (б), 126 (в), 168 (г) для случая 3. ЭМ-волна линейно поляризована по оси x. Частота волны ω = 0.1 эВ/�,
напряженность поля E0 = 0.3 В/Å. Спектры показаны для умеренной (типичной) энергии ЭЭВ U = 3 эВ. Вероятность

релаксации �γ = 50 мэВ

волны накачки по отношению к оси x фиксирован-
ной амплитуды (E0 = 0.3 В/Å) и частоты при уме-
ренной энергии ЭЭВ U � 3 эВ. Как видно на рис. 9,
ориентация волны накачки под разными углами к
оси x приводит к разным спектрам гармоник. Это
связано с тем, что у треугольной ГКТ нет инверсной

симметрии (см. рис. 1–4). Как показано на рис. 9а,б
для углов 0 < θ < π/2 скорость средних гармоник
(максимумы для номеров n � 10–40) увеличивает-
ся, а высшие гармоники подавляются. Однако на
рис. 9в,г видно, что с увеличением плотности энер-
гетических состояний эта закономерность наруша-
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Рис. 6. То же, что и на рис. 5, но вне логарифмического масштаба: показаны гармоники (четные и нечетные) в треуголь-
ной ГКТ с зигзагообразными краями для N = 60 (а) и гармоники (только нечетные) в ГКТ с креслообразными краями

для N = 61 (б)

Рис. 7. (В цвете онлайн) Скорость испускания ГВГ, выраженная через преобразование Фурье дипольного ускорения
N−1|ax (Ω) |/a0 в режиме сильного поля, в логарифмическом масштабе в зависимости от амплитуды ЭМ-поля и номера
гармоники для треугольной ГКТ с разными ребрами и числом атомов углерода N = 61 (а), 118 (в) для треугольной ГКТ
с зигзагообразными краями и N = 60 (б), 126 (г) для треугольной ГКТ с креслообразными краями. ЭМ-волна линейно

поляризована по оси x. Частота волны ω = 0.1 эВ/�, энергия ЭЭВ U = 3 эВ, вероятность релаксации �γ = 50 мэВ

162



ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022 Генерация высших гармоник. . .

Рис. 8. (В цвете онлайн) То же, что и на рис. 7, но вне логарифмического масштаба в зависимости от энергии ЭЭВ и
порядка гармоник при фиксированной напряженности электромагнитного поля E0 = 0.3 В/Å. ЭМ-волна линейно поля-

ризована вдоль оси x

ется и спектр ГВГ перестает зависеть от ориента-
ции силы ЭМ-волны. Этим ГКТ становится похожа
на неограниченный в пространстве графен [1].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы исследовали влияние интенсивного когерент-
ного излучения на ГКТ. Была разработана мик-
роскопическая теория для описания экстремаль-
ного нелинейно-оптического отклика треугольной
ГКТ. Численно решена замкнутая система диффе-
ренциальных уравнений для одночастичной матри-
цы плотности при многофотонном взаимодействии
ГКТ с сильным лазерным полем. Полученные реше-
ния указывают на важность типа кромки и попереч-
ного размера, а также на значимость ширины запре-
щенной зоны и величины лазерного поля для про-
цесса ГВГ в плоских ГКТ. Номер гармоники отсеч-
ки линейно возрастает с увеличением напряженно-
сти поля. Как и в случае ГВГ на атомах, для ГКТ с
увеличением силы волны накачки при фиксирован-
ной энергии фотона энергия обрезания гармоники

(�ωncut) увеличивается линейно. Из-за отсутствия
или наличия симметрии подрешетки у треугольной
ГКТ с зигзагообразными краями в процессе гене-
рации в поле ЭМ-волны появляются гармоники как
нечетного, так и четного порядка, а при креслооб-
разных кромках существенны только нечетные гар-
моники.

Мы также исследовали зависимость спектров
ГВГ от ориентации напряженности волны накач-
ки. Как показывают численные результаты, из-за
различной симметрии подрешеток одинаковые углы
дают разные парциальные выходы в спектрах ГВГ
для треугольных ГКТ с креслообразными и зигза-
гообразными краями. К тому же скорость средних
гармоник для малого числа атомов увеличивается, а
высшие гармоники подавляются, что не имеет места
с увеличением плотности энергетических состояний.
Кроме того, с ростом плотности энергетических со-
стояний нарушается правило, согласно которому в
случае небольшого числа атомов ГКТ с увеличени-
ем энергии ЭЭВ скорость ГВГ в целом подавляется.
Таким образом, с увеличением средней плотности
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Скорость испускания ГВГ, выраженная через преобразование Фурье дипольного ускорения
N−1|ax (Ω) |/a0, в зависимости от порядка гармоник и угла θ между вектором напряженности ЭМ-поля и осью x при
N = 61 (а), 118 (в) в треугольной ГКТ с зигзагообразными краями, N = 60 (б), 126 (г) в треугольной ГКТ с креслооб-
разными краями. Частота волны ω = 0.1 эВ/�, напряженность поля E0 = 0.3 В/Å, энергия ЭЭВ U = 3 эВ, вероятность

релаксации �γ = 50 мэВ

собственных состояний ГКТ ведет себя как неогра-
ниченный в пространстве графен.

Итак, мы исследовали размер и форму ГКТ,
используя ограничение квазичастиц в простран-
стве. Полученные результаты показывают, что ГКТ
могут служить эффективной средой для генерации
четных и нечетных гармоник высшего порядка
при взаимодействии с лазерным полем умеренной
интенсивности за счет ограничения квазичастиц в
ГКТ. Кроме того, вероятность ГВГ возрастает с
увеличением числа атомов ГКТ или с появлением
новых энергетических состояний. Это потенциаль-
ный способ увеличения выхода и энергии фотонов
в процессе ГВГ в графеноподобных квантовых
точках.
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Теоретически исследуется модель одноатомного лазера с некогерентной накачкой. В стационарном слу-
чае из уравнения для оператора плотности системы выводится линейное однородное дифференциальное
уравнение для усредненной по фазе Q-функции Хусими. В режиме, при котором связь поля с атомом во
много раз сильнее, чем связь поля с резервуаром, обеспечивающим его распад, найдено асимптотичес-
кое решение этого уравнения. Это решение позволяет описать некоторые статистические особенности
одноатомного лазера, в частности, слабую субпуассоновскую статистику фотонов.

DOI: 10.31857/S004445102202002X

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время источники неклассических
состояний света востребованы в таких областях фи-
зики, как квантовая информатика, квантовые ком-
муникации, квантовая криптография и квантовые
стандарты частоты [1–5]. Проводятся различные ис-
следования, направленные на создание таких источ-
ников. В частности, есть работы, в которых для
получения определенных состояний света, а так-
же для создания различных элементов квантовых
устройств предлагается использовать системы, со-
стоящие всего из одного или нескольких квантовых
излучателей [6–9]. Свойства одиночного излучателя
отображаются на состоянии электромагнитного по-
ля, что позволяет получить, к примеру, субпуассо-
новский свет [10].

Одной из фундаментальных моделей квантовой
оптики является модель одноатомного лазера. Дан-
ной модели посвящено множество как теоретичес-
ких [11–27], так и экспериментальных [28–30] ра-
бот. Различные эффекты, обнаруженные в этих ра-

* E-mail: larionov.nickolay@gmail.com

ботах, в основном связаны с сильным проявлением
ферми-статистики одиночного излучателя: эффект
самотушения, сжатие амплитудной компоненты по-
ля, субпуассоновская статистика фотонов, генера-
ция без инверсии и др.

Существенный вклад в понимание физики од-
ноатомного лазера был сделан группой ученых из
Института физики НАН Беларуси, возглавляемой
С. Я. Килином (см. [11, 15–18, 20, 27] и ссылки в
них). Один из теоретических подходов, использу-
емых этой группой, основан на анализе уравне-
ния для оператора плотности системы, записанного
для таких квазивероятностных распределений, как
P -функция Глаубера и Q-функция Хусими, позво-
ляющих находить нормально и антинормально упо-
рядоченные корреляционные функции полевых опе-
раторов соответственно.

В работе [21] для случая стационарного режима
работы одноатомного лазера с некогерентной накач-
кой было получено линейное однородное дифферен-
циальное уравнение второго порядка для усреднен-
ной по фазе P -функции. В предельном случае, когда
связь поля с атомом во много раз сильнее, чем связь
поля с резервуаром, обеспечивающим его затухание
(так называемый «классический» режим — режим,
в котором для одноатомного лазера возможно су-
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ществование порога генерации [19]), было получе-
но приближенное решение этого уравнения. Послед-
нее, являющееся порождающим решением в пробле-
ме малого параметра у старшей производной (син-
гулярно возмущенная задача, см., к примеру, [31]),
для определенных значений параметров лазера дает
хорошее согласие с численными расчетами и, более
того, содержит в себе некоторые предельные реше-
ния, полученные ранее в [15,16]. Дальнейший анализ
этого уравнения позволил получить приближенное
выражение для P -функции, которая, в отличие от
предыдущих решений, демонстрирует существенно
неклассическое поведение — становится отрицатель-
но определенной [22].

В силу специфики P -функции, которая может
быть отрицательной и/или неограниченной, анализ
упомянутого уравнения и его приближенных ре-
шений сталкивается с определенными трудностями.
В частности, здесь возникает проблема искусствен-
ного ограничения области определения P -функции
(см., к примеру, [15, 21]). В связи с этим возни-
кает естественное желание получить аналогичное
уравнение, но для «хорошего» квазивероятностно-
го распределения. В качестве последнего в пред-
ставленной статье было выбрано квазивероятност-
ное распределение Q, которое является неотрица-
тельно определенным и ограниченным.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 2
для одноатомного лазера с некогерентной накач-
кой, генерирующего в стационарном режиме, выво-
дится однородное дифференциальное уравнение для
усредненной по фазеQ-функции. Раздел 3 посвящен
анализу выведенного уравнения в случае «классиче-
ского» режима работы лазера. Находится асимпто-
тическое решение этого уравнения, которое сравни-
вается с соответствующим решением для P -функ-
ции [21]. В разд. 4 с помощью найденного реше-
ния исследуется статистка фотонов в моде резона-
тора. Основное внимание уделено области значений
параметров лазера, для которых ранее была пред-
сказана слабая субпуассоновская статистика [19]. В
разд. 5 для определенных значений параметра на-
качки лазера найденное асимптотическое решение
приводится к простому гауссовому виду. Этот гаус-
сов вид решения позволяет легко найти связь с ра-
нее разработанной теорией, основанной на линеари-
зации уравнений Гейзенберга –Ланжевена по малым
флуктуациям вблизи сильного «классического» ре-
шения [19]. В Заключении подводятся итоги прове-
денного исследования.

2. МОДЕЛЬ ОДНОАТОМНОГО ЛАЗЕРА.
УРАВНЕНИЕ ДЛЯ УСРЕДНЕННОЙ ПО

ФАЗЕ Q-ФУНКЦИИ

Рассматриваемая модель одноатомного лазера
представлена одиночным двухуровневым атомом,
взаимодействующим с затухающей модой резонато-
ра. Некогерентная накачка атома с нижнего уровня
|1〉 на верхний уровень |2〉 осуществляется со ско-
ростью Γ/2. Спонтанный распад атома с верхнего
уровня |2〉 на нижний |1〉 происходит со скоростью
γ/2. Константа взаимодействия атома с модой резо-
натора обозначена как g. Затухание моды резонато-
ра происходит со скоростью κ/2.

Уравнение для оператора плотности ρ̂ одноатом-
ного лазера имеет вид

∂ρ̂

∂t
=− i

�
[V̂ , ρ̂] +

κ

2

(
2 âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â

)
+

+
γ

2

(
2σ̂ρ̂σ̂† − σ̂†σ̂ρ̂− ρ̂σ̂†σ̂

)
+

+
Γ

2

(
2σ̂†ρ̂σ̂ − σ̂σ̂†ρ̂− ρ̂σ̂σ̂†) , (1)

где â†, â — операторы соответственно рождения и
уничтожения фотонов в моде резонатора; σ̂† =

= |2〉〈1|, σ̂ = |1〉〈2| — операторы атомных переходов;
V̂ = i�g

(
â†σ̂ − σ̂†â

)
— оператор взаимодействия

атома с модой резонатора, �— приведенная постоян-
ная Планка. Физический смысл каждого слагаемого
в правой части (1) определяется соответствующей
скоростной константой.

Будем рассматривать диагональное представле-
ние антинормально упорядоченного оператора плот-
ности ρ̂ (z, z∗), которое определяется следующим об-
разом:

ρ̂ =

∫
ρ̂ (z, z∗) |z〉〈z| d2z, (2)

где |z〉 — когерентное состояние поля, d2z ≡
≡ dRe[z]d Im[z] и Re[z], Im[z] — действительная и
мнимая части комплексного числа z. Используя
известные правила перехода [32]

â†ρ̂→ z∗ρ̂ (z, z∗) ,

âρ̂→
(
z +

∂

∂z∗

)
ρ̂ (z, z∗) ,

ρ̂â→ zρ̂ (z, z∗) ,

ρ̂â† →
(
z∗ +

∂

∂z

)
ρ̂ (z, z∗)

(3)

и вводя функции

ρik (z, z
∗) = 〈i| ρ̂ (z, z∗) |k〉 , i, k = 1, 2,

D(z, z∗) = ρ22 (z, z
∗)− ρ11 (z, z

∗)
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и Q-функцию

Q(z, z∗) = ρ11 (z, z
∗) + ρ22 (z, z

∗) ,

из уравнения (1) можно легко получить систему
дифференциальных уравнений в частных производ-
ных:

∂Q

∂t
=

∂

∂z

[
κ

2

(
zQ+

∂Q

∂z∗

)
− gρ21

]
+

+
∂

∂z∗

[
κ

2

(
z∗Q+

∂Q

∂z

)
− gρ12

]
,

∂D

∂t
= (Γ− γ)Q− (Γ + γ)D+

+
∂

∂z

[κ
2
zD−gρ21

]
+

∂

∂z∗
[κ
2
z∗D−gρ12

]
−

− 2g [z∗ρ21 + zρ12] + κ
∂2D

∂z∂z∗
,

∂ρ21
∂t

= −Γ+γ

2
ρ21+

κ

2

[
∂

∂z
zρ21+

∂

∂z∗
z∗ρ21

]
+

+ g

[
zD +

1

2

∂

∂z∗
(D −Q)

]
+ κ

∂2ρ21
∂z∂z∗

.

(4)

Здесь и далее, для того чтобы избежать громозд-
кость выражений, у квазивероятностей опущены
скобки с комплексными аргументами z, z∗.

Физический смысл дополнительных функций ρ21
и D следует из их средних значений:

〈D〉 = 〈ρ22〉 − 〈ρ11〉 ≡ 〈σ̂z〉 =
∫
Dd2z

— атомная инверсия,

〈ρ21〉 = 〈ρ12〉∗ ≡ 〈σ̂〉 =
∫
ρ21 d

2z

— среднее значение атомной поляризации.
Первое уравнение в системе (4) можно перепи-

сать в виде уравнения неразрывности

∂Q

∂t
+ divJ = q, (5)

где определены дивергенция div = (∂/∂z, ∂/∂z∗)
и вектор тока квазивероятности J = (J, J∗),
J = −κ/2 (z + ∂/∂z∗)Q. Источник q =

= −g (∂ρ21/∂z + ∂ρ12/∂z
∗) также может быть

записан через дивергенцию некоторого вектора.
Перейдем к новым полярным координатам (I, ϕ),

таким что z =
√
Ieiϕ, и определим усредненные по

фазе ϕ квазивероятностные распределения как

Q (I) =
1

2π

2π∫
0

Q (I, ϕ) dϕ,

D (I) =
1

2π

2π∫
0

D (I, ϕ) dϕ,

ρ12 (I) = ρ∗21 (I) =
1

2π

2π∫
0

eiϕρ12 (I, ϕ) dϕ.

(6)

Тогда в стационарном случае из уравнения
неразрывности (5) можно получить следующую
связь между Q (I) и суммой когерентностей
ρΣ (I) = ρ21 (I) + ρ12 (I):

ρΣ (I) =
κ

g

√
I

[
Q (I) +

dQ (I)

dI

]
. (7)

Из двух последних уравнений системы (4) в ста-
ционарном случае имеем

(Γ− γ)Q (I)− (Γ + γ)D (I)− 2g
√
IρΣ (I) =

=
d

dI

[
g
√
IρΣ (I)− κID (I)− κI

dD (I)

dI

]
,

(Γ + γ)ρΣ (I) +
κ

2I
ρΣ (I) −

− 2g
√
I

[
2D (I) +

d

dI
(D (I)−Q (I))

]
=

= 2κ
d

dI
I

[
ρΣ (I) +

dρΣ (I)

dI

]
.

(8)

Используя (7), можно исключить из системы (8)
функцию ρΣ (I) и получить систему двух диффе-
ренциальных уравнений относительно неизвестных
функций Q (I) и D (I).

Наша задача состоит в получении одного диф-
ференциального уравнения для функции Q (I). Но
первое уравнение в системе (8) (говорим о системе
(8), подразумевая, что ρΣ (I) исключена из нее при
помощи (7)) является дифференциальным уравне-
нием второго порядка относительно функции D (I),
а второе — первого порядка относительно той же
функции D (I). Поэтому, для того чтобы исключить
из (8) D (I), dD (I) /dI и d2D (I) /dI2, нужно доба-
вить к этой системе еще одно уравнение, которое
содержало бы вторую производную функции D (I).
Это уравнение можно получить, продифференциро-
вав второе уравнение в системе (8).

Опуская промежуточные элементарные вычис-
ления, выпишем окончательный результат:

5∑
ν=0

pν (I)Q
(ν) (I) = 0, (9)
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p5 (I) = b02I
2 + b03I

3,

p4 (I) = b11I + b12I
2 + b13I

3,

p3 (I) = b20 + b21I + b22I
2 + b23I

3,

p2 (I) = b30 + b31I + b32I
2 + b33I

3,

p1 (I) = b40 + b41I + b42I
2,

p0 (I) = b50 + b51I + b52I
2,

где введено обозначениеQ(ν) (I) ≡ dνQ (I) /dIν и ко-
эффициенты bik = bik (Γ, γ, κ, g) выписаны в Прило-
жении.

Таким образом, искомое уравнение для усред-
ненной по фазе Q-функции является однородным
дифференциальным уравнением пятого порядка с
полиномиальными коэффициентами. Напомним,
что соответствующее уравнение для усредненной
по фазе P -функции является уравнением второго
порядка [21].

3. ФУНКЦИЯ Q(I) ДЛЯ ОДНОАТОМНОГО
ЛАЗЕРА, РАБОТАЮЩЕГО В
«КЛАССИЧЕСКОМ» РЕЖИМЕ

Далее, как и в работах [19, 21], будем использо-
вать следующие три безразмерных параметра: без-
размерный параметр накачки r = Γ/γ, безразмер-
ный коэффициент насыщения Is = γ/κ и безраз-
мерную константу связи (кооперативный параметр)
c = 4g2/γκ.

Как упоминалось выше, в статье [21] для рас-
сматриваемого одноатомного лазера было выведе-
но уравнение для усредненной по фазе P -функции
P (I). Это уравнение представляет собой однород-
ное дифференциальное уравнение второго порядка
с полиномиальными коэффициентами. В «класси-
ческом» режиме, когда произведение cIs 
 1 (т. е.
g/κ
 1), в этом уравнении можно выделить малый
параметр λ ≈ 1/cIs, стоящий при старшей производ-
ной. Используя теорию возмущений, авторы статьи
[21] нашли порождающее решение P0 (I) этого урав-
нения (формула (50) в [21]), являющееся решением
дифференциального уравнения первого порядка.

В случае «хорошего» резонатора Is 
 1 функ-
ция P0 (I) хорошо описывает статистические свой-
ства одноатомного лазера. В частности, с ее помо-
щью можно описать некоторые результаты, полу-
чающиеся из решения системы уравнений Гейзен-
берга –Ланжевена путем их линеаризации по малым
флуктуациям вблизи сильного «классического» ре-
шения [19,21] (далее «линейная» теория). Выпишем
результаты этой «линейной» теории:

I0 (r, Is, c) =
Is
2

[
(r − 1)− (r + 1)2

c

]
,

Qlin
f (r, c) =

2c2 − c(r − 5)(r + 1) + 3(r + 1)3

2c2
[
(r − 1)− (r + 1)2

c

] .
(10)

Здесь I0 ≈ 〈n̂〉 ≡ 〈â†â〉 — классическая внутрире-
зонаторная интенсивность (сильное «классическое»
решение), а Qlin

f ≈ Qf =
(
〈n̂2〉 − 〈n̂〉2

)
/〈n̂〉 − 1 —

Q-параметр Манделя для поля (верхний индекс
«lin» указывает на то, что это результат «линейной»
теории).

Формулы (10) имеют смысл для c > 8 и для r ∈
∈ (rth, rq), где rth — пороговое значение параметра
накачки и rq — значение параметра накачки, при ко-
тором происходит эффект самотушения. Явные вы-
ражения для rth, rq получаются из уравнения I0 = 0:

rth = rm − c

2

√
1− 8

c
, rq = rm +

c

2

√
1− 8

c
, (11)

где rm = c/2 − 1 значение накачки, когда ин-
тенсивность I0 достигает своего максимума Im =

= Is(c/8− 1).
Результаты (10) предсказывают незначительную

субпуассоновскую статистику фотонов в моде ре-
зонатора [21]. При c ≈ 200 и выше и для значе-
ний параметра накачки, близких к r = c/5, Q-пара-
метр МанделяQlin

f становится отрицательным и при
c → ∞ принимает значение равное −0.05. P -функ-
ция в этой области значений параметров демон-
стрирует неклассическое поведение [22] — становит-
ся отрицательно определенной и неограниченной, а
у приближенного решения P0 (I) появляется суще-
ственно особая точка, близкая к I0, не позволяющая
подтвердить результаты «линейной» теории.

Отметим, что для рассматриваемой модели од-
ноатомного лазера выявленное минимальное значе-
ние Q-параметра Манделя равно −0.15 [13, 24]. Та-
кая субпуассоновская статистика связана с эффек-
том антигруппировки фотонов, который лучше все-
го проявляется в режиме малого числа фотонов в
моде резонатора rIs ≈ 1 (Γ ≈ κ) [24]. Однако в рас-
сматриваемом нами «классическом» режиме, т. е. в
режиме, когда существуют решения (10), этот эф-
фект ослаблен присутствием большого числа фото-
нов, некогерентно накопленных в моде и обладаю-
щих относительно большим стохастическим време-
нем жизни.

Теперь перейдем к выделению малого параметра
λ ≈ 1/cIs в уравнении (9) и попробуем получить со-
ответствующее порождающее решение для Q-функ-
ции. Будем действовать так же, как и в работе [21].

2 ЖЭТФ, вып. 2
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Для этого перепишем полиномы pν (I), выделив в
них корни:

p5 (I) = b03I
2 (I − I00) ,

p4 (I) = b13I (I − I11) (I − I12) ,

p3 (I) = b23 (I − I21) (I − I22) (I − I23) ,

p2 (I) = b33 (I − I31) (I − I32) (I − I33) ,

p1 (I) = b42 (I − I−4) (I − I+4) ,

p0 (I) = b52 (I − I−5) (I − I+5) ,

(12)

где в последних двух полиномах обозначения корней
аналогичны обозначениям в работе [21].

Коэффициенты при двух последних полиномах
b42, b52 ∼ cIs, а коэффициенты при всех осталь-
ных полиномах порядка единицы. Поэтому в режи-
ме cIs 
 1 заменим уравнение (9) на приближенное
уравнение первого порядка

b42 (I − I−4) (I − I+4)Q
(1) (I) +

+ b52 (I − I−5) (I − I+5)Q (I) = 0. (13)

Решение этого уравнения имеет следующий вид:

Q0 (I) = N0

(
1− I

I−4

)f1

×

×
∣∣∣∣(1− I

I+4

)∣∣∣∣f2 exp(−b52b42 I
)
, (14)

f1 = −b52
b42

(I−4 − I−5) (I−4 − I+5)

I−4 − I+4
,

f2 =
b52
b42

(I+4 − I−5) (I+4 − I+5)

I−4 − I+4
,

где N0 — нормировочная константа, а нижний ин-
декс «0» у функции указывает на то, что это реше-
ние является порождающим в задаче с малым пара-
метром.

Найденное решение (14) по своей структуре
практически полностью совпадает с соответствую-
щим порождающим решением P0 (I) для P -функции
(см. формулу (50) в [21]). Однако у решения (14)
есть некоторые преимущества, связанные с тем, что
Q-функция неотрицательно определена и ограни-
ченна. Так, экспонента в (14), в связи с положи-
тельностью отношения b52/b42 > 0, убывает при воз-
растании аргумента I. Напротив, функция P0 (I),
найденная в [21], экспоненциально возрастает при
I → ∞, что явилось одной из причин искусственно-
го ограничения ее области определения.

Первая скобка (1− I/I−4) в правой части (14)
всегда положительна, так как корень I−4 < 0. Вто-
рая скобка (1− I/I+4) становится отрицательной

для I > I+4 (корень I+4 > 0), а следовательно,
Q0 (I) принимает комплексное значение, что недопу-
стимо для Q-функции. Однако для случая «хороше-
го» резонатора, Is 
 1, значение корня I+4 близко к
тем значениям переменной I, для которых Q-функ-
ция — пренебрежимо малая величина. Для случая
«плохого» резонатора, Is ∼ 1, Is � 1, значение кор-
ня I+4 находится в области значений переменной I,
где Q-функция не является малой. Если же огра-
ничивать область определения функции Q0 (I) от-
резком [0, I+4], как это было сделано для функции
P0 (I) в [21], то это может приводить к нефизиче-
ским результатам. Поэтому скобка (1− I/I+4) в (14)
взята под знак модуля.

Отметим несколько особенностей решения (14),
которые есть и у функции P0 (I). Корень I−5 прак-
тически полностью повторяет решение для класси-
ческой внутрирезонаторной интенсивности (10), т. е.
I−5 ≈ I0. В случае «хорошего» резонатора, вблизи
максимума классического решения I0, выполняется
приближенное равенство I+4 ≈ I+5.

Анализ уравнения (9) показывает, что решение
(14) не может быть использовано для описания ра-
боты лазера в случае, когда параметр накачки мно-
го меньше порогового значения rth. В этом случае,
учитывая, что основные изменения Q-функции про-
исходят в области малых значений переменной I,
можно рассмотреть уравнение, получающееся из (9)
путем пренебрежения в полиномах всеми степенями
переменной I, т. е.

b20Q
(3) (I) + b30Q

(2) (I) +

+ b40Q
(1) (I) + b50Q (I) = 0. (15)

Решение этого уравнения имеет вид

Q (I) = N0 exp (I/a) , (16)

где константа a < 0 является действительным кор-
нем полиномиального уравнения

b20x
3 + b30x

2 + b40x+ b50 = 0.

Эта константа при r → 0,∞ стремится к минус еди-
нице, т. е. в этих предельных случаях Q-функция
описывает вакуумное состояние моды:

Q (I) = eI/π.

Таким образом, решение (16) описывает тепловое
излучение со средним числом фотонов равным 〈n̂〉 =
= − (a+ 1).
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Рис. 1. Сравнение поведения функций P0 (I) [21] и Q0 (I) (14): a) Is = 100, c = 50; б) Is = 100, c = 100; в) Is = 100,
c = 175. г) Поведение функции Q0 (I) (14) при переходе в режим сильной связи

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На рис. 1 сравнивается поведение функций P0 (I)

[21] и Q0 (I) (14) при переходе в режим, близкий к
режиму сильной связи c 
 Is (т. е. g 
 γ — связь
атома с полем во много раз сильнее, чем связь ато-
ма с резервуаром, обеспечивающим его спонтанный
распад вне моды резонатора). Для всех графиков
r = c/5, т. е. выбрано значение параметра накачки,
при котором Q-параметр Манделя Qlin

f (10) прини-
мает минимальное значение. Видно, что увеличение
константы связи c при фиксированном Is приводит к
все более узкому и выраженному пику для функции
P0 (I). При c = 175 заметна несимметричность этой
функции, связанная с ограниченностью ее области
определения. Для c ≈ 200 у функции P0 (I) появля-
ется особенность (аналогичная особенность наблю-
далась в [24, 25]), которая не позволяет вычислить
интересующие средние величины. При дальнейшем
увеличении константы связи c эта особенность ухо-

дит за область определения функции P0 (I), но вы-
числение средних дает неправдоподобные результа-
ты. Функция Q0 (I), как и следовало ожидать, не
имеет никаких особенностей и позволяет легко вы-
числять интересующие средние величины.

В табл. 1 для значений параметров лазера, соот-
ветствующих рис. 1а,б,в, представлены результаты
«линейной» теории (10) (в таблице обозначены как
Lin) и результаты, полученные с помощью функций
P0 (I) и Q0 (I). Видно хорошее согласие между раз-
личными подходами.

На рис. 1г, все также для r = c/5, представ-
лено поведение функции Q0 (I) при переходе в ре-
жим сильной связи. При этом параметры c, Is подо-
браны так, чтобы классическая внутрирезонаторная
интенсивность была равна I0 = 700. В табл. 2 при-
ведены соответствующие значения 〈n̂〉 и Qf .

В табл. 2 только первые два верхних блока со-
ответствуют графикам на рис. 1г. Нижний блок от-
носится к режиму сильной связи и «плохого» ре-
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Таблица 1

Рис. 1а Is = 100, c = 50

Lin I0 = 329, Qlin
f = 0.19

P0 〈n̂〉 = 329.1, Qf = 0.19

Q0 〈n̂〉 = 329.1, Qf = 0.19

Рис. 1б Is = 100, c = 100

Lin I0 = 729.5, Qlin
f = 0.056

P0 〈n̂〉 = 729.6, Qf = 0.056

Q0 〈n̂〉 = 729.6, Qf = 0.057

Рис. 1в Is = 100, c = 175

Lin I0 = 1329.7, Qlin
f = 0.0075

P0 〈n̂〉 = 1329.8, Qf = 0.008

Q0 〈n̂〉 = 1329.8, Qf = 0.0084

Таблица 2

Рис. 1г Is = 95.95, c = 102

Lin I0 = 700, Qlin
f = 0.056

P0 〈n̂〉 = 700.1, Qf = 0.056

Q0 〈n̂〉 = 700.1, Qf = 0.057

Рис. 1г Is = 8.83, c = 103

Lin I0 = 700, Qlin
f = −0.04

P0 〈n̂〉 = UnPh, Qf = UnPh

Q0 〈n̂〉 = 700.1, Qf = −0.039

Is = 0.87, c = 104

Lin I0 = 700, Qlin
f = −0.049

P0 〈n̂〉 = UnPh, Qf = UnPh

Q0 〈n̂〉 = 700.1, Qf = −0.047

зонатора, Is = 0.87 (график не приведен, так как
он практически совпадает с графиком для случая
c = 103). Из приведенных значений видно, что най-
денная Q-функция Q0 (I) (14) хорошо описывает
слабую субпуассоновскую статистику, предсказан-
ную «линейной» теорией. Случай «плохого» резона-
тора и случаи c ≈ 200, c > 200 функция P0 (I) опи-
сать не может (аббревиатура UnPh в табл. 2 озна-
чает нефизический результат, Unphysical result).

На рис. 2 сравниваются результаты «линейной»
теории с результатами, полученными с помощью ре-
шений (14), (16). Для случая «хорошего» резона-
тора, Is 
 1, и для значений параметра накачки,
лежащих между rth и rq (рис. 2а,б,в), оба подхо-
да полностью согласуются друг с другом. Характер-
ный пороговый пик для Q-параметра Манделя [19]
и пик, обусловленный эффектом «запирания» ато-
ма в возбужденном состоянии, хорошо описывается
найденной функцией (14). Для значений параметра
накачки, лежащих много ниже классического поро-
га rth, решение (14) дает нефизический результат
для Q-параметра Манделя. Для получения резуль-
татов в этом случае использовано решение (16) (си-
няя пунктирная кривая).

На рис. 2б рассматривается переход в режим
сильной связи, когда возникает слабая субпуассо-
новская статистика фотонов, предсказанная «ли-
нейной» теорией. Как видно из рисунка, найден-
ная функция Q0 (I) (14) полностью описывает этот
квантовый эффект.

Режим «плохого» резонатора Is ∼ 1 рассмотрен
на рис. 2г. Графики для Q-параметра Манделя Qlin

f

(10), в силу его естественной зависимости только от
параметров r, c, полностью совпадают с графиками
на рис. 2б. Из сравнения с численными расчетами
видно, что результаты, полученные с помощью «ли-
нейной» теории (10), лучше описывают переход в
субпуассоновский режим. Для «плохого» резонато-
ра функция Q0 (I) (14) дает только качественный
результат. Однако в пределе c→ ∞ результаты, по-
лученные с помощью функции Q0 (I) (14), совпадут
с результатами «линейной» теории.

5. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИИ Q0 (I)

ГАУССОВЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Рассмотрим режим «хорошего» резонато-
ра, Is 
 1, и значения параметра накачки,
близкие к rm (10), (11). Учтем, что в рассмат-
риваемом случае I+4 ≈ I+5 и I−5 ≈ I0. Отсюда
f1 ≈ (b52/b42) (I0 − I−4), f2 ≈ 0 и (14) можно
переписать следующим образом:

Q0 (I) = N0

(
1 +

ΔI

I0 − I−4

)(b52/b42)(I0−I−4)

×

× exp

(
−b52
b42

ΔI

)
, (17)
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Сравнение результатов «линейной» теории (10) с результатами, полученными с помощью функ-
ции Q0 (I) (14). а,в) Зависимости среднего числа фотонов 〈n(r)〉 и Q-параметра Манделя Qf (r) от параметра накачки
r; Is = 40, c = 20. б,г) Зависимости Q-параметра Манделя Qf (r) от параметра накачки r. Переход в режим сильной

связи: б) «хороший» резонатор, Is = 40; г) «плохой» резонатор, Is = 1. Зеленые точки — численный расчет

где ΔI = I − I0 и I0 − I−4 
 1. Функция (17) имеет
максимум, соответствующий значениям I, близким
к классическому решению I0, т. е. для ΔI ≈ 0. То-
гда в области значений переменной I, для которых
(17) не является пренебрежимо малой, т. е. для I,
не слишком удаленных от значения I0, можно сде-
лать следующее разложение предэкспоненциально-
го множителя:(

1 +
ΔI

I0 − I−4

)−(I0−I−4)

=

= exp

[
− (I0 − I−4) ln

(
1 +

ΔI

I0 − I−4

)]
≈

≈ exp

[
−ΔI +

(ΔI)2

2 (I0 − I−4)

]
. (18)

Подставляя (18) в (17) видим, что Q-функция при-
нимает вид гауссовой функции:

Q0 (I) = N0 exp

[
− (ΔI)2

2σ2

]
, (19)

где дисперсия σ2 = (I0 − I−4) b42/b52 определяется
решениями (10),

σ2 = π

∞∫
0

I2Q0 (I) dI −

⎛⎝π ∞∫
0

IQ0 (I) dI

⎞⎠2

=

= 1 + I0
(
2 +Qlin

f

)
. (20)

Таким образом, как это следует из (20), решение
(19) описывает слабую субпуассоновскую статисти-
ку фотонов в моде резонатора. В самом деле, по
определению Q-параметра Манделя имеем
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Qf =

π

∞∫
0

I2Q (I) dI −

⎛⎝π ∞∫
0

IQ (I) dI

⎞⎠2

− π

∞∫
0

IQ (I) dI

π

∞∫
0

IQ (I) dI − 1

− 1 ≈ σ2 − I0 − 1

I0
− 1 = Qlin

f . (21)

Отметим, что для функции P0 (I) в работе [21]
также было получено гауссово выражение, типа
(19). Однако дисперсия σ2 в этом случае была равна
произведению I0Q

lin
f , которое для субпуассоновской

статистики фотонов становилось отрицательным,
что делало функцию P0 (I) неограниченной.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе на основе уравнения для усред-
ненной по фазе Q-функции (9) исследовался ста-
ционарный режим работы одноатомного лазера с
некогерентной накачкой. В «классическом» режи-
ме (g/κ 
 1) получено приближенное решение это-
го уравнения (14), (16). Это решение описывает ос-
новные особенности одноатомного лазера, в част-
ности, позволяет описать слабую субпуассоновскую
статистику фотонов в моде резонатора, ранее обна-
руженную с помощью подхода, основанного на лине-
аризации уравнений Гейзенберга –Ланжевена вбли-
зи сильного классического решения (10) [19, 21].

Подытоживая, можно сказать, что анализ ста-
ционарного режима работы одноатомного лазера с
некогерентной накачкой может быть сведен к анали-
зу одного линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения. Так, в случае P -функции это урав-
нение (41) в [21], а для Q-функции — уравнение (9)
данной статьи. В рассмотренном здесь и в работе

[21] предельном случае g/κ
 1 в упомянутых диф-
ференциальных уравнениях появляется малый па-
раметр, который относительно легко позволяет най-
ти приближенные решения этих уравнений.

В конце отметим, что уравнение (9) также анали-
зировалось в работе [25], где рассматривался част-
ный случай Γ ≈ κ, т. е. случай малого числа фото-
нов в моде резонатора. Для произвольных значений
отношения g/κ анализ уравнения (9) был затрудни-
телен. Только в предельном случае g/Γ ≈ g/κ→ ∞
были найдены точные аналитические решения урав-
нения (9), одно из которых совпадает с решением
(16). В случае малого числа фотонов более плодо-
творным оказался подход, основанный на анали-
зе бесконечной системы алгебраических уравнений
для различных моментов полевых операторов [33].
Возможно, именно этот подход для некоторых част-
ных случаев позволит найти точные решения для
средних величин, характеризующих одноатомный
лазер [34].

Финансирование. Работа выполнена в рамках
Государственного задания на проведение фундамен-
тальных исследований (код темы FSEG-2020-0024).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Коэффициенты bik из уравнения (9) равны

b02 = −1

2
[1 + Is(r + 1)] , b03 = 1;

b11 = −3 [1 + Is(r + 1)] ,

b12 =
1

2
[7− 3Is(r + 1)] , b13 = 3;

b20 = −3 [1 + Is(r + 1)] ,

b21 =
1

4

[
−21− 26Is(r + 1) + 3I2s (r + 1)2

]
,

b22 = −3 [−4 + Is(r + 1)] , b23 = 3;

b30 =
1

2

[
−15− 8Is(r + 1) + 3I2s (r + 1)2

]
,

174



ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022 Q-распределение для одноатомного лазера. . .

b31 = −1

2
Is

[
c(1 + Is(r + 1))− (r + 1)(−13 + 3Is(r + 1))

]
,

b32 =
1

2
[23 + Is(2c− 7(r + 1))] , b33 = 1;

b40 =
1

4

[
− 24+Is(r+1−3c)−I3s (r + 1)(c+ (r + 1)2) + I2s (8(r + 1)2 − c(3r + 4))

]
,

b41 =
1

4

[
15−2Is(c+10(r+1))+I2s (5(r+1)2−2c(2r+1))

]
,

b42 =
1

2
[7 + Is(4c− 3(r + 1))] ;

b50 =
1

4

[
− 6 + Is(5(r + 1)− 3c) + I3s (r + 1)(c(r − 1)− (r + 1)2) + I2s (2(r + 1)2 − 4c)

]
,

b51 =
1

2

[
3− 4Is(r + 1) + I2s ((r + 1)2 − 2cr)

]
, b52 = cIs.

(22)
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Измерен выход гамма-квантов от реакций ядерного синтеза, идущих из различных спиновых состояний
мюонных молекул ptμ и pdμ. Работа выполнена на установке «Тритон» в ЛЯП ОИЯИ с применением спе-
циально созданной жидкотритиевой мишени. Впервые наблюдались каналы реакции синтеза с выходом
двойных γ-квантов: ptμ → 4Heμ+ γ+ γ, pdμ → 3Heμ+ γ+ γ. Полученные данные по выходу одиночных
γ-квантов в канале реакции синтеза ptμ → 4Heμ + γ хорошо согласуются с данными более ранних ис-
следований. Экспериментально определен парциальный коэффициент прилипания мюона к ядру гелия
в канале реакций pt- и pd-синтеза с выходом одного γ-кванта.

DOI: 10.31857/S0044451022020031

1. ВВЕДЕНИЕ

К настоящему времени мюонный катализ реак-
ций синтеза в смеси изотопов водорода достаточно
хорошо изучен как экспериментально, так и теоре-
тически. Параметры μ-катализа для процессов tt-,
dt-, dd- и pd-синтеза были измерены в различных

* E-mail: demin@jinr.ru

экспериментах. Исключением является только ядер-
ная pt-реакция, протекающая в мюонной молеку-
ле ptμ.

Эксперимент по изучению мюонного катализа в
молекуле ptμ впервые был предложен в обзоре [1] и
проведен в жидкой смеси изотопов водорода в конце
1980-х гг. на мюонном пучке PSI (Швейцария) меж-
дународной коллаборацией ученых [2]. Измеренные
в этом эксперименте скорости pt-синтеза в молекуле
ptμ для канала с конверсией мюона существенно (до
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300 раз) превышали расчеты теории. Это расхож-
дение было одним из побудительных мотивов для
выполнения нового эксперимента [3].

Для исследования были выбраны параметры
жидководородной смеси, наиболее близкие к ис-
пользуемым в эксперименте [2]. Основные преиму-
щества нашего эксперимента заключались в низ-
ком фоне γ-квантов, связанном с работой ускори-
теля, использовании двух гамма-детекторов и высо-
кой эффективности регистрации продуктов мюон-
ного катализа.

Проведено исследование следующих каналов
синтеза в мюонной молекуле ptμ с выделением
энергии синтеза E ≈ 19.8 МэВ:

ptμ→ 4Heμ+ γ, (1)
ptμ→ 4Heμ+ γ + γ, (2)
ptμ→ 4He+ μconv, (3)
ptμ→ 4Heμ+ e+ + e−. (4)

Суммарный спин p+ t ядер в мю-молекуле ptμ в
начальном состоянии реакций (1)–(4) имеет [1] зна-
чения I = 1+ или I = 0+, а основное состояние ядра
4He есть 0+, поэтому в конечное состояние возмо-
жен только M1-переход 1+ → 0+ в реакции (1) и
E0-переход 0+ → 0+ в реакциях (2)–(4).

Также изучались каналы ядерной pd-реакции с
испусканием γ-квантов в молекуле pdμ:

pdμ→ 3Heμ+ γ, (5)
pdμ→ 3Heμ+ γ + γ, (6)

для которых энергия синтеза E ≈ 5.5 МэВ. Пере-
ход в основное состояние (1/2)+ ядра 3He в реакции
(5) является переходом M1 из pd-состояний с сум-
марным спином I = (1/2)+ и I = (3/2)+, а реак-
ция (6) осуществляется посредством E0-перехода из
pd-состояния со спином I = (1/2)+. Отметим, что
каналы (1) и (3) наблюдались ранее в единственном
эксперименте [2] по изучению реакций мюонного ка-
тализа в мюонной молекуле ptμ. Реакции (2) и (4)
не наблюдались, в том числе и в экспериментах на
пучках. Только в ходе настоящих эксперименталь-
ных исследований удалось впервые обнаружить ка-
налы реакции (2), (4) и (6). Также наблюдалась ре-
акция (1) с освободившимся мюоном. В данной рабо-
те представлено исследование каналов реакции (1),
(2) и (5), (6) с выходом γ-квантов.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Эксперимент выполнялся на установке «Три-
тон» [4], расположенной на пучке отрицательных

Рис. 1. Схема эксперимента: а) для экспозиций I, II, IV;
б) для экспозиции III. 1, 2, 3 — счетчики пучка мюонов,
F — медный замедлитель мюонов, H/T — мишень, Е1,
Е2 — детекторы электронов, М — детектор мюонов, G1,

G2 — детекторы γ-квантов

Таблица 1. Параметры экспериментальных экспо-
зиций: ct и cd — содержание трития и дейтерия,
α — угол между γ-детекторами, Nμ — число оста-

новившихся в мишени мюонов

Эксп. ct, % [5] cd, % α Nμ

I 0.84± 0.01 0.023± 0.01 180◦ 107

II 0.10± 0.01 0.016± 0.01 180◦ 107

III 0.10± 0.01 0.016± 0.01 110◦ 107

IV 0 0.011÷ 0.016 [7] 180◦ 106

мюонов фазотрона Лаборатории ядерных проблем
им. В. П. Джелепова ОИЯИ. Использовался пучок
с импульсом 100 МэВ/c и интенсивностью 104 с−1.
Схема эксперимента представлена на рис. 1.

Для проведения эксперимента была изготовлена
мишень c рабочим объемом 50 см3 [5]. Мишень за-
полнялась жидким водородом при температуре 22 К
с небольшим содержанием тяжелых изотопов водо-
рода. Для регистрации γ-квантов использовались
те же γ-детекторы G1 и G2 на основе кристаллов
BGO, которые применялись ранее в эксперименте
[6]. Электроны от распада мюонов в мишени и e+e−-
пары от реакции (4) регистрировались детекторами
электронов E1 и Е2. Конверсионные мюоны от ре-
акции (3) регистрировались детектором мюонов M,
толщина которого была выбрана из условия гаран-
тированной остановки мюона конверсии в теле де-
тектора. Методика эксперимента и обработки дан-
ных детально описана в работе [3].

При проведении эксперимента осуществлялась
запись осциллограмм событий с детекторов G1, G2,
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Рис. 2. Осциллограмма экспериментального события с вы-
ходом пары γ-квантов от реакции (2). Изображены сигна-
лы с детекторов в соответствии с обозначениями на рис. 1.

Масштаб рисунка по времени — 20 мкс

E1, E2, M и счетчика 3 пучка мюонов. Было выпол-
нено четыре экспериментальные экспозиции: три c
тритием (две концентрации трития при разных уг-
лах расположения γ-детекторов) и одна с водоро-
дом. Во всех экспозициях содержание дейтерия в
водороде внутри мишени было близко к природной
концентрации дейтерия. Параметры экспозиций, в
том числе содержание дейтерия, обобщены в табл. 1.

3. НАБЛЮДЕНИЕ ДВОЙНЫХ γ-КВАНТОВ

На рис. 2 в качестве примера изображена осцил-
лограмма впервые наблюденного экспериментально-
го события мюонного катализа, соответствующего
реакции (2).

Первый по времени сигнал — остановка мюона в
мишени (сигнал в счетчике 3), вторая группа сигна-
лов (G1, G2) — регистрация γ-квантов одновремен-
но в двух γ-детекторах, третья группа сигналов (M,
E2, G2) — регистрация одного и того же электрона
от распада мюона в мишени (μ− → e−+νμ+ν̄e). Для
реакции (6) осциллограмма события подобна, отли-
чие заключается в сумме энергий двух γ-квантов.

Суммарный по двум γ-детекторам энергетичес-
кий спектр показан на рис. 3: гистограмма на
рис. 3а — спектр, соответствующий реакциям (2) и
(6), наблюдался в экспозициях II+III, на рис. 3б —
спектр, отвечающий только реакции (6), поскольку
в экспозиции IV не было трития.

Суммарный энергетический спектр для экспози-
ций I и II (подобный спектру на рис. 3а) содержит
γ-кванты как от реакции (2) (пик 19.8 МэВ), так
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Рис. 3. Суммарный экспериментальный энергетический
спектр двойных γ-квантов: а) экспозиции II+III, б) экспо-

зиция IV

и от реакции (6) (пик 5.5 МэВ), которая протека-
ла благодаря наличию в водороде примеси природ-
ного дейтерия. Последнее обстоятельство позволило
определить процентные отношения Y 0

pd(2γ)/Y
0
pt(2γ)

выходов двойных γ-квантов в каналах реакций (6)
и (2):

Y 0
pd(2γ)

Y 0
pt(2γ)

=

{
7.6% для экспозиции I,
13.4% для экспозиции II.

(7)

Здесь учтен расчет эффективностей регистрации,
составивших величины 0.94% и 1.43% для каналов
реакций соответственно (6) и (2). Ошибка в опреде-
лении процентного отношения выходов не превыша-
ет 15%. Экспозиция III была исключена из рассмот-
рения по причине большого вклада перерассеяния
γ-квантов от реакции (5), в силу взаимного располо-
жения детекторов G1 и G2. Кроме того, из-за недо-
статочной статистики не удалось определить ско-
рость ядерного перехода в реакции (6).
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Рис. 4. Экспериментальный (гистограмма) и модельный
(сплошная линия) спектры энергии одного из двух γ-кван-

тов от реакции (2) (экспозиция III)

Экспериментальный спектр энергии одного
γ-кванта от реакции (2) (энергетический спектр
зарегистрированных γ-квантов в одном из γ-детек-
торов G1 или G2 при наличии сигнала в другом)
и соответствующий ему модельный теоретический
спектр изображены на рис. 4. Они находятся в
хорошем качественном согласии даже при том,
что крылья экспериментального распределения
содержат события с перерассеянием (составив-
шие наибольший вклад в экспозиции III, когда
γ-детекторы были приближены друг к другу). Для
определения скорости ядерного перехода в реакции
(2) отбирались γ-кванты из центральной области
этого спектра с целью уменьшения систематической
ошибки. Пик в районе 1 МэВ обусловлен перерассе-
янием одиночных γ-квантов из одного γ-детектора
в другой (из G1 в G2 и наоборот).

Спектр, изображенный на рис. 4 сплошной ли-
нией, представляет собой теоретическое распреде-
ление, которое следует из предположения о двух-
фотонном E0-переходе между уровнями ядерной
4He∗-системы при ее девозбуждении в основное со-
стояние. Механизм такого монопольного перехода
0 → 0 хорошо известен в атомной физике, например,
двухфотонный переход 2S1/2 → 1S1/2 в атоме водо-
рода, который играет важную роль в эволюции го-
рячей Вселенной. Соответствующее распределение
фотона по энергиям имеет [8] вид ∼ E3

ω(E − Eω)
3,

где Eω — энергия одного γ-кванта из пары, а E —
энергия перехода (в нашем случае E ≈ 19.8 МэВ),
причем максимум распределения отвечает значению
энергии E/2.

С целью исследования зависимости выхода
γ-квантов от угла их вылета в реакции (2) прове-

Рис. 5. (В цвете онлайн) Энергетический спектр одиноч-
ных γ-квантов для экспозиции I: гистограмма — экспери-
ментальный спектр; синяя, зеленая, черная линии — ре-
зультат моделирования отклика γ-детектора для каналов
реакций (1), (2), (5) соответственно, красная линия — сум-

марный моделированный отклик

дены экспозиции II и III с разным расположением
γ-детекторов относительно мишени. Существенной
зависимости выхода γ-квантов от угла вылета в
реакции (2) обнаружено не было.

4. НАБЛЮДЕНИЕ ОДИНОЧНЫХ
γ-КВАНТОВ

Обнаружение новых каналов синтеза с выходом
двух γ-квантов (2) и (6) способствовало выяснению
причины искажения экспериментальных спектров в
предыдущем исследовании [2]: имея в распоряжении
всего один γ-детектор, экспериментаторы не могли
отделить канал с двойными γ-квантами и регистри-
ровали их как относящиеся к каналу реакции (1)
c выходом одиночного γ-кванта. На примере рис. 5
видно, как искажается экспериментальный энерге-
тический спектр одиночных γ-квантов, если реги-
стрировать только один γ-квант из пары от кана-
ла реакции (2) при их относительно высоком вы-
ходе. Но в действительности такой эксперименталь-
ный спектр одиночных γ-квантов состоит из

— γ-квантов от каналов реакций (1), (2), (5);
— γ-квантов от каскадного излучения мюонов,

перехваченных более тяжелыми атомами стенок ми-
шени, куда диффундируют мезоатомы dμ и tμ (пик
1.6 МэВ);

— γ-квантов от реакций радиационного захвата
нейтрона ядром водорода в мишени (пик 2.2 МэВ);
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Таблица 2. Эффективность регистрации ε

и экспериментальный относительный выход
Y 0(γ)/

∑
Y 0(γ) в каналах реакций для экспозиций

I и II. Ошибка в определении относительных
выходов не превышает 5%

Канал реакции ε
Y 0(γ)/

∑
Y 0(γ)

I II

ptμ→ 4Heμ+ γ 11.7% 67.3% 28.7%
ptμ→ 4Heμ+ 2γ

(учтен один из пары)
18.2% 14.3% 7.4%

pdμ→ 3Heμ+ γ 10.2% 18.4% 63.9%

Рис. 6. Осциллограмма экспериментального события с вы-
ходом двух последовательных γ-квантов. Масштаб рисунка

по времени — 20 мкс

— типичного отклика кристалла BGO на быст-
рые нейтроны [9].

Отметим, что источником коррелированного по
времени нейтронного фона являются реакции син-
теза в мюонных молекулах ddμ и dtμ. Несмотря на
малую концентрацию тяжелых изотопов водорода в
мишени, благодаря высокой скорости образования
мюонных молекул ddμ и dtμ, испускаются нейтро-
ны, которые заметно искажают левое крыло экспе-
риментального спектра одиночных γ-квантов.

Относительные выходы (табл. 2) для каналов ре-
акций (1), (2) и (5) были определены в результа-
те фитирования экспериментального спектра функ-
цией суммарного моделированного отклика детек-
тора с учетом расчетных эффективностей. Рас-
чет эффективностей регистрации ε проводился ме-
тодом Монте-Карло с использованием программы
GEANT4.

Таблица 3. Абсолютные выходы Y 0, скорости ре-
акций λ и парциальный коэффициент прилипа-

ния ωs

Канал реакции Величина Значение Эксп.

ptμ→ 4Heμ+ γ

λγpt, мкс−1 0.078(4) I
Y 0(γ), % 3.28(5) I
Y 0(γ), % 2.47(5) II
Y 0(γ), % 2.55(25) III
ωs, % 0.991(1) I

ptμ→ 4Heμ+ 2γ

λ2γpt , мкс−1 0.15(6) I
λ2γpt , мкс−1 0.14(5) II, III
Y 0(2γ), % 1.61(6) I
Y 0(2γ), % 1.44(6) II
Y 0(2γ), % 1.51(16) III

pdμ→ 3Heμ+ γ

λγpd, мкс
−1 0.25(4) IV

Y 0(γ), % 15.3(2.3) IV
ωs, % 0.994(1) IV

pdμ→ 3Heμ+ 2γ Y 0(2γ), % 0.5(0.1) IV

В каждой экспозиции с тритием удалось заре-
гистрировать несколько десятков последовательных
одиночных γ-квантов. Пример осциллограммы та-
кого события (см. обозначения на рис. 1) приведен
на рис. 6.

Подобные события наблюдались также в экспо-
зиции IV. Это позволило оценить парциальный (от-
несенный к выходу в канале реакции с одиночным
γ-квантом) коэффициент ωs прилипания мюона к
радиогенному гелию [10] при синтезе в мюонных мо-
лекулах ptμ и pdμ методом регистрации последова-
тельных событий мюонного катализа [11].

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ ДАННЫХ

В табл. 3 представлены результаты обработки
данных эксперимента, проведенной по методике, де-
тально описанной в работе [3]. Основные система-
тические ошибки возникали при выделении одиноч-
ных γ-квантов на фоне двойных и в обратном слу-
чае.

Абсолютные выходы Y 0(y) продуктов y реакций
вычислялись по формуле Y 0(y) = Ny/[Nμε(y)ft], где
Ny — число зарегистрированных продуктов реак-
ции, Nμ — число мюонов, остановившихся в мише-
ни, ε(y) — эффективность регистрации, ft = 0.668 —
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временной фактор, возникающий из налагаемого
условия 0.5 ≤ t(y)− t(e) ≤ 4.5, где t(y) и t(e) — вре-
мена (в мкс) регистрации продукта реакции и элек-
трона от распада мюона соответственно. В качестве
числа мюонов, остановившихся в мишени, прини-
малось число зарегистрированных электронов при
условии t(e)− t(μ) ≥ 0.5 мкс, где t(μ) — время оста-
новки мюона в мишени. Эффективность регистра-
ции продуктов мюонного катализа получена моде-
лированием физических процессов в мишени и де-
текторах с помощью программы GEANT4.

Скорость ядерной реакции λy определялась пу-
тем фитирования временно́го спектра продукта y со-
ответствующего канала реакции.

Парциальный коэффициент прилипания ωs вы-
числялся из соотношения 1 − ωs = Nγseq/(Nγε(γ)),
где Nγseq — число зарегистрированных событий с
выходом двух последовательных γ-квантов (рис. 6).
Полученные значения, представленные в табл. 3,
близки к теоретическим оценкам [12].

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И
ВЫВОДЫ

Основным результатом данной работы является
первое наблюдение двойных γ-квантов в выходном
канале реакции pt-синтеза, протекающей в мюонной
молекуле ptμ. Достоверность такого события под-
тверждается согласованностью эксперимента и тео-
рии (двухфотонный E0-переход), а также величиной
полученной скорости λ2γpt (табл. 3), которая в пре-
делах ошибок совпадает со скороcтью E0-перехода,
измеренной в работе [2], в предположении, что этот
переход отвечает реакции с конверсией мюона (3),
обусловленной образованием виртуального фотона.

Здесь уместно отметить, что ранее в эксперимен-
те [6] по изучению редкого радиационного канала
dd-синтеза ядер в мю-молекуле ddμ:

ddμ→ 4Heμ+ γ, (8)

наблюдалось порядка ста событий, удовлетворяю-
щих критериям отбора для γ-квантов, имеющих
энергию в соответствии с конечным состоянием ре-
акции синтеза (1) с выходом одиночных γ-квантов.
Одно из наиболее вероятных объяснений состоит в
том, что этот процесс (1) протекает не в связанном
состоянии мюонной системы ptμ (молекуле), а «на
лету», когда «горячий» мюонный атом трития, об-
разовавшийся как продукт более вероятной реакции
ddμ → tμ+ p, сталкивается с молекулой HD в атмо-
сфере плотного дейтерия. Заметим также, что в про-
анализированных данных того же эксперимента [6]

не удалось выделить события, которые отвечали бы
реакции ddμ → 4Heμ+ 2γ.

В то же время проведенные в данной работе ис-
следования показывают возможность измерения вы-
хода реакции (6) даже при естественном содержании
дейтерия в водороде.

Предварительные результаты настоящего экс-
перимента были представлены на Международной
конференции NTIHEP-18 [13]. Обработка получен-
ных экспериментальных данных, необходимых для
детального описания каналов (3) и (4), в настоящее
время продолжается.
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Abstract. We describe how to apply adjoint sen-
sitivity methods to backward Monte-Carlo schemes
arising from simulations of particles passing through
matter. Relying on this, we demonstrate deriva-
tive based techniques for solving inverse problems for
such systems without approximations to underlying
transport dynamics. We are implementing those al-
gorithms for various scenarios within a general pur-
pose differentiable programming C++17 library NOA
(github.com/grinisrit/noa).

1. Overview of the main results. In this pa-
per, we explore the challenges and opportunities that
arise in integrating differentiable programming (DP)
with simulations in particle physics.

In our context, we will broadly refer to DP as a pro-
gram for which some of the inputs could be given the
notion of a variable, and the output of that program
could be differentiated with respect to them.

Most common examples include the widely used
deep learning (DL) models created over the powerful
automatic differentiation (AD) engines such as Tensor-
Flow and PyTorch. Since their initial release, those ma-
chine learning (ML) frameworks grew up into fully-fled-
ged DP libraries capable of tackling a more diversified
set of tasks.

Recently, a very fruitful interaction between DP as
we know it in ML and numerical solutions to differen-

* E-mail: roland.grinis@grinisrit.com
** GrinisRIT ltd., London, UK

tial equations started to gather pace with the work of
Chen et al. [1]. A whole new area tagged now-days
Neural Differential Equations arose in scientific ML.

On one hand, using ML we obtain a more flexible
framework with a wealth of new tools to tackle a variety
of inverse problems in mathematical modeling. On the
other hand, many techniques in the latter such as the
adjoint sensitivity methods give rise to new powerful
algorithms for AD.

A few implementations are now available:

— torchdiffeq is the initial python package devel-
oped by [1] providing ODE solvers that not only inte-
grate with PyTorch DL models, but also use those to
describe the dynamics;

— torchsde builds off from torchdiffeq and provides
the same functionality for SDEs, as well as O(1)-me-
mory gradient computation algorithms, see [2];

— diffeqflux is a Julia package developed by Rack-
auckas et al. [3] and relies on a rich scientific ML ecosys-
tem treating many different types of equations inclu-
ding PDEs.

Unsurprisingly, one can also find roots of this story
in computational finance, see for example the work of
Giles et al. [4]. An AD algorithm is presented there
for computing the risk sensitivities for a portfolio of
options priced through Monte-Carlo simulation. That
set-up is close to our case of interest and therefore rep-
resents a great source of inspiration for us.

In fact, for particle physics simulations a similar
picture is left almost unexplored so far. The dynamics
are richer than the ones considered before, but we also
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Fig. 1. (Color online) This is a toy example. The contours
correspond to level sets of the materials mixture given by a
Gaussian centered at ϑμ = (0, 5) with scale ϑσ =

√
10. In

blue we show the BMC simulated trajectories. For the sake of
simplicity, we assume the known particle flux is constant equals
to one and is reached after two steps. A naive implementation
of the BMC scheme to compute the flux in this configuration
can be found in the Appendix, routine backward_mc 1.There
is, however, a challenge with the approach consisting in differ-
entiating through the MC simulation with AD. The algorithm is
not scalable in the number of steps for the discretisation of the
transport. This issue can be addressed by adjoint sensitivity
methods. The routine backward_mc_grad 2 in the Appendix
provides an implementation with first order derivative for the

BMC scheme in this example

have more tools at our disposal such as the Backward
Monte-Carlo (BMC) techniques [5, 6]. We make use of
the latter to adapt the adjoint sensitivity methods [7] to
the transport of particles through matter simulations.

Ultimately, we obtain a novel methodology for
image reconstruction problems when the absorption
mechanism is non-linear. In future, one can demon-
strate this approach in the specific case of muography.
We are releasing our implementations within the open
source library NOA [8].

The results are shown in Figs. 1–3.

2. Conclusion. In this paper, we have demon-
strated how to efficiently integrate automatic diffe-
rentiation and adjoint sensitivity methods with BMC
schemes arising in the passage of particles through mat-
ter simulations.

We believe that this builds a whole new bridge be-
tween scientific machine learning and inverse problems
arising in particle physics. In future, we hope to prove
the success of this technique in a variety of image recon-
struction problems with non-linear dynamics, starting
with muography.

10008006004002000
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Fig. 2. After implementing BMC over LibTorch’s Autograd li-
brary we can use a gradient based optimisation to solve the in-
verse problem for ϑμ and ϑσ. Let us set ϑμ = (−1, 5) arbitrar-
ily. We present SGD convergence over 1000 steps with learning
rate 0.05, reaching ϑ̂μ = (−1.0033, 4.9891) and ϑ̂2

σ = 9.9611

in good agreement with true values
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Fig. 3. (Color online) Optimal parameters and Bayesian pos-
terior sampled using NOA [8] implementation of Riemannian

HMC with an explicit symplectic integrator
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Appendix. Code examples. We have col-
lected here the two BMC implementations for our
basic example. You can reproduce all the calcu-
lations in this paper from the notebook differen-
tiable_programming_pms.ipynb available in NOA [8].
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For the specific code snippets here the only dependency is LibTorch:

#i n c l u d e <to r ch / to r ch . h>

The following routine will be used throughout and provides the rotations by a tensor angles for multiple
scattering:

i n l i n e t o r ch : : Tensor r o t ( const t o r ch : : Tensor &ang l e s )
{
const auto n = ang l e s . numel ( ) ;
const auto c = to r ch : : cos ( ang l e s ) ;
const auto s = to r ch : : s i n ( a ng l e s ) ;
r e turn t o r ch : : s t a ck ({ c , −s , s , c } ) . t ( ) . v i ew ({ n , 2 , 2} ) ;
}

Given the set-up in Fig. 1 example we define:

const auto d e t e c t o r = to r ch : : z e r o s ( 2 ) ;
const auto mate r i a lA = 0.9 f ;
const auto mate r i a lB = 0.01 f ;

i n l i n e const auto PI = 2 . f ∗ t o r ch : : acos ( t o r ch : : t e n s o r ( 0 . f ) ) ;

i n l i n e t o r ch : : Tensor mix_dens i ty (
const t o r ch : : Tensor &s ta t e s ,
const t o r ch : : Tensor &v a r t h e t a )
{
r e turn t o r ch : : exp (−( s t a t e s − v a r t h e t a . s l i c e (0 , 0 , 2 ) )
. pow ( 2 ) . sum(−1) / v a r t h e t a [ 2 ] . pow ( 2 ) ) ;
}

Example 1. This implementation relies completely on the AD engine for tensors. The whole trajectory is
kept in memory to perform reverse-mode differentiation.

The routine accepts a tensor theta representing the angles for the readings on the detector, the tensor node
encoding the mixture of the materials which is essentially our variable, and the number of particles npar.

It outputs the simulated flux on the detector corresponding to theta:

i n l i n e t o r ch : : Tensor backward_mc(
const t o r ch : : Tensor &theta ,
const t o r ch : : Tensor &node ,
const i n t npar )
{
const auto l e ng th1 = 1 . f − 0 .2 f ∗ t o r ch : : rand ( npar ) ;
const auto r o t 1 = r o t ( t h e t a ) ;

auto s tep1 = to r ch : : s t a ck ({ to r ch : : z e r o s ( npar ) , l e ng th1 }) . t ( ) ;
s t ep1 = ro t1 . matmul ( s tep1 . v iew ({ npar , 2 , 1}) ) . v i ew ({ npar , 2}) ;
const auto s t a t e 1 = de t e c t o r + step1 ;

auto b i a s i n g = to r ch : : r a n d i n t (0 , 2 , { npar }) ;
auto d e n s i t y = mix_dens i ty ( s ta te1 , node ) ;
auto we ight s =
to r ch : : where ( b i a s i n g > 0 ,
( d e n s i t y / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lA ,
( (1 − d e n s i t y ) / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lB ) ∗
t o r ch : : exp (−0.1 f ∗ l e ng th1 ) ;

const auto l e ng th2 = 1 . f − 0 .2 f ∗ t o r ch : : rand ( npar ) ;
const auto r o t 2 = r o t (0 . 05 f ∗ PI ∗ ( t o r ch : : rand ( npar ) − 0 .5 f ) ) ;
auto s tep2 =
l eng th2 . v iew ({ npar , 1}) ∗ s tep1 / l eng th1 . v iew ({ npar , 1}) ;

s tep2 = ro t2 . matmul ( s tep2 . v iew ({ npar , 2 , 1}) ) . v i ew ({ npar , 2}) ;
const auto s t a t e 2 = s t a t e 1 + step2 ;

b i a s i n g = to r ch : : r a n d i n t (0 , 2 , { npar }) ;
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d e n s i t y = mix_dens i ty ( s ta te2 , node ) ;
we i ght s ∗=
to r ch : : where ( b i a s i n g > 0 ,
( d e n s i t y / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lA ,
( (1 − d e n s i t y ) / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lB ) ∗
t o r ch : : exp (−0.1 f ∗ l e ng th2 ) ;

// assuming the f l u x i s known equa l to one at s t a t e 2
r e turn we ight s ;
}

Example 2. This routine adopts the adjoint sensitivity algorithm to earlier Example 1. It outputs the value
of the flux and the first order derivative w.r.t. the tensor node:

i n l i n e s t d : : tup l e <to r ch : : Tensor , t o r c h : : Tensor> backward_mc_grad (
const t o r ch : : Tensor &theta ,
const t o r ch : : Tensor &node )
{
const auto npar = 1 ; //work wi th s i n g l e p a r t i c l e
auto bmc_grad = to r ch : : z e r o s_ l i k e ( node ) ;

const auto l e ng th1 = 1 . f − 0 .2 f ∗ t o r ch : : rand ( npar ) ;
const auto r o t 1 = r o t ( t h e t a ) ;
auto s tep1 = to r ch : : s t a ck ({ to r ch : : z e r o s ( npar ) , l e ng th1 } ) . t ( ) ;
s t ep1 = ro t1 . matmul ( s tep1 . v iew ({ npar , 2 , 1 } ) ) . v i ew ({ npar , 2} ) ;
const auto s t a t e 1 = de t e c t o r + step1 ;

auto b i a s i n g = to r ch : : r a n d i n t (0 , 2 , { npar } ) ;
auto node_lea f = node . detach ( ) . requ i res_grad_ ( ) ;
auto d e n s i t y = mix_dens i ty ( s ta te1 , node_lea f ) ;
auto we i gh t s_ l e a f = to r ch : : where ( b i a s i n g > 0 ,
( d e n s i t y / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lA ,
( (1 − d e n s i t y ) / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lB ) ∗ t o r ch : : exp (−0.01 f ∗ l e ng th1 ) ;

bmc_grad += to r ch : : autog rad : : grad ({ we i gh t s_ l e a f } , { node_lea f } ) [ 0 ] ;
auto we ights = we i gh t s_ l e a f . detach ( ) ;

const auto l e ng th2 = 1 . f − 0 .2 f ∗ t o r ch : : rand ( npar ) ;
const auto r o t 2 = r o t (0 . 05 f ∗ PI ∗ ( t o r ch : : rand ( npar ) − 0 .5 f ) ) ;
auto s tep2 = l eng th2 . v iew ({ npar , 1}) ∗ s tep1 / l eng th1 . v iew ({ npar , 1} ) ;
s tep2 = ro t2 . matmul ( s tep2 . v iew ({ npar , 2 , 1 } ) ) . v i ew ({ npar , 2} ) ;
const auto s t a t e 2 = s t a t e 1 + step2 ;

b i a s i n g = to r ch : : r a n d i n t (0 , 2 , { npar } ) ;
node_lea f = node . detach ( ) . requ i res_grad_ ( ) ;
d e n s i t y = mix_dens i ty ( s ta te2 , node_lea f ) ;
we i gh t s_ l e a f = to r ch : : where ( b i a s i n g > 0 ,
( d e n s i t y / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lA ,
( (1 − d e n s i t y ) / 0 . 5 ) ∗ mate r i a lB ) ∗ t o r ch : : exp (−0.01 f ∗ l e ng th2 ) ;

const auto weight2 = we i gh t s_ l e a f . detach ( ) ;
bmc_grad = we ight s ∗ t o r ch : : autog rad : : grad ({ we i gh t s_ l e a f } , { node_lea f } ) [ 0 ]
+ weight2 ∗ bmc_grad ;
we i ght s ∗= weight2 ;

// assuming the f l u x i s known equa l to one at s t a t e 2
r e turn s t d : : make_tuple ( weights , bmc_grad ) ;
}
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Построены и исследованы сингулярные функции в КЭД сильного поля с двумя типами внешних электро-
магнитных полей, которые принципиально различны. Первый тип относится к классу так называемых
t-потенциальных электрических ступеней (электрические поля включаются и выключаются в начальный
и конечный моменты времени), а второй — к классу так называемых x-потенциальных электрических
ступеней (не зависящие от времени электрические поля постоянного направления, которые сосредоточе-
ны в ограниченном пространстве). Первый тип (T -постоянное электрическое поле) представляет собой
однородное электрическое поле, которое действует в течение конечного промежутка времени T , а второй
(L-постоянное электрическое поле) — постоянное электрическое поле, ограниченное двумя обкладками
конденсатора, разделенными большим расстоянием L. Для обоих случаев найдены in- и out-решения
уравнения Дирака в терминах переменных светового конуса. При помощи этих решений строятся ин-
тегральные представления Фока –Швингера по собственному времени для всех сингулярных функций,
которые обеспечивают непертурбативные (по отношению к внешнему полю) вычисления любых ампли-
туд переходов и средних значений всех физических величин. Рассматривая T -постоянное и L-постоянное
поля как различные регуляризации постоянного однородного электрическом поля, можно показать их эк-
вивалентность для достаточно больших T и L.

DOI: 10.31857/S0044451022020055

1. ВВЕДЕНИЕ

Квантовая электродинамика (КЭД) идеально
описывает процессы с взаимодействующими заря-
женными частицами и фотонами. КЭД с внешним
электромагнитным полем представляет собой удоб-
ную модель для рассмотрения процессов с неболь-
шим количеством данных частиц на фоне, создава-
емом огромным количеством фотонов, совокупность

* E-mail: breev@mail.tsu.ru
** E-mail: gavrilovsergeyp@yahoo.com

*** E-mail: dmitrygitman@hotmail.com

которых при определенных обстоятельствах может
быть описана полуклассически [1] и выглядит в мо-
дели как внешнее поле. Таким образом, в данной мо-
дели электромагнитное поле проявляется как внеш-
нее классическое поле и фотоны, которые описыва-
ются чисто квантовым образом. Такая модель обыч-
но называется КЭД сильного поля.

Внешнее поле в КЭД сильного поля не может
трактоваться пертурбативно и должно учитывать-
ся точно, тогда как для процессов с заряженны-
ми частицами и фотонами можно построить тео-
рию возмущений. В такой теории возмущений воз-
никают процессы нулевого порядка без фотонов и
процессы более высокого порядка с фотонами. Су-
щественная и нетривиальная часть КЭД сильного
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поля связана с процессами нулевого порядка. Рож-
дение частиц из вакуума сильными электрическими
внешними полями (эффект Швингера [2], привлека-
ющий внимание уже давно, или, другими словами,
нестабильность вакуума), по сути, является прояв-
лением процессов нулевого порядка. Для зависящих
от времени внешних электрических полей, которые
включаются и выключаются в начальный и конеч-
ный моменты времени, теория возмущений с учетом
радиационных поправок и с точным учетом взаи-
модействия с сильным внешним полем была разви-
та в работах [3]. Данные внешние поля постоянно-
го направления называются t-электрическими сту-
пеньками (далее — t-ступеньками). А теория возму-
щений использует существенно специальные набо-
ры точных решений уравнения Дирака для соответ-
ствующих t-ступенек (примеры, когда такие реше-
ния могут быть найдены и все вычисления могут
быть выполнены аналитически, мы называем точно
решаемыми случаями). Она включает в себя техни-
ку расчета процессов нулевого порядка, модифици-
рованные правила Фейнмана для расчета амплитуд
рассеяния с заряженными частицами и фотонами и
теорию возмущений для расчета средних значений.
Для простоты эффекты рождения частиц обычно
рассматриваются в однородных внешних электри-
ческих полях, зависящих от времени.

Подходы к рассмотрению квантовых эффектов
в КЭД сильного поля в t-ступеньках не применимы
напрямую к КЭД сильного поля в не зависящих от
времени электрических внешних полях постоянного
направления, которые сосредоточены в ограничен-
ной пространственной области, в так называемых
x-ступеньках электрического потенциала (далее —
x-ступеньках). В работе [4] был построен непер-
турбативный подход для расчета процессов нулево-
го порядка в КЭД сильного поля в x-ступеньках.
Соответствующая техника основана на использова-
нии специальных наборов точных решений уравне-
ния Дирака в x-ступеньке. Эти решения представ-
ляют собой стационарные плоские волны с заданны-
ми продольными импульсами pL и pR в макроскопи-
ческих областях слева и справа от x-ступеньки, со-
ответственно (см. [4–6]). По аналогии с КЭД силь-
ного поля в t-ступеньках можно построить теорию
возмущений для КЭД сильного поля в критических
x-ступеньках по радиационным поправкам и с точ-
ным учетом взаимодействия с сильным полем.

Сингулярные функции спинорного поля в соот-
ветствующих внешних полях (обобщающие извест-
ные сингулярные функции в стандартной КЭД, см.
[7]) являются ключевыми элементами для построе-

ния теорий возмущений в КЭД сильного поля, как
в t-ступеньках, так и в x-ступеньках. При этом
амплитуды перехода и средние значения физичес-
ких величин выражаются через причинный пропа-
гатор (in–out-пропагатор) Sc(X,X ′), так называе-
мый in–in-пропагатор Sc

in(X,X
′) и out–out-пропага-

тор Sc
out(X,X

′). В свою очередь, данные сингуляр-
ные функции связаны с in- и out-вакуумом следую-
щим образом:

Sc(X,X ′) = i 〈0, out| T̂ Ψ̂(X)×

× Ψ̂†(X ′)γ0 |0, in〉
/
〈0, out|0, in〉 ,

Sc
in(X,X

′) = i 〈0, in| T̂ Ψ̂(X)Ψ̂†(X ′)γ0 |0, in〉 ,
Sc

out(X,X
′) = i 〈0, out| T̂ Ψ̂(X)Ψ̂†(X ′)γ0 |0, out〉 .

(1)

Здесь Ψ̂ (X) — оператор поля в представлении Гей-
зенберга, удовлетворяющий уравнению Дирака в со-
ответствующем внешнем поле,

X = (Xμ) = (t, r), t = X0, r = (Xk),

x = X1, μ = 0, 1, . . .D, k = 1, . . . , D,

T̂ обозначает операцию хронологического упорядо-
чения; |0, in〉 и |0, out〉 — начальный и конечный ва-
куум, соответственно.

Отметим, что, несмотря на то, что формальные
представления (1) верны в КЭД сильного поля как
в t-ступеньках, так и в x-ступеньках, in- и out-реше-
ния строятся по-разному, так же, как и операторы
рождения и уничтожения и соответствующие ваку-
умные состояния.

Уравнение Дирака во внешнем электромагнит-
ном поле заданным потенциалом Aμ(X) в d-мерном
пространстве-времени имеет вид (� = c = 1)

(γμPμ −m)ψ(X) = 0,

Pμ = i∂μ − qAμ(X) ,

где ψ(X) — 2[d/2]-компонентный спинор, γμ — мат-
рицы Дирака,

[γμ, γν ]+ = 2ημν , ημν = diag(1,−1, . . . ,−1)︸ ︷︷ ︸
d

,

d = D + 1 ,

q = −e, e > 0 — заряд электрона, m — его масса.
Заметим, что в случае, когда вакуум нестаби-

лен, все сингулярные функции (1) различны. Раз-
личия между функциями Sc

in(X,X
′), Sc

out(X,X
′) и

причинным пропагатором Sc(X,X ′) обозначаются
через Sp(X,X ′) и Sp̄(X,X ′),

Sp(X,X ′) = Sc
in(X,X

′)− Sc(X,X ′) ,

S p̄(X,X ′) = Sc
out(X,X

′)− Sc(X,X ′) .
(2)
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Перестановочная функция

S(X,X ′) = i[Ψ̂ (X) , Ψ̂†(X ′)γ0]+,

S(X,X ′)|t=t′ = iγ0δ(r − r′) ,
(3)

является важной характеристикой спинорного поля.
Ее вид существенно зависит от структуры внешне-
го поля. В работах [3] сформулированы правила по-
строения всех необходимых сингулярных функций
в виде сумм по соответствующим точным решени-
ям уравнения Дирака для t-ступенек. Те же идеи
можно использовать для построения сингулярных
функций в КЭД сильного поля в x-ступеньках.

В случае постоянного однородного электромаг-
нитного поля причинный пропагатор электрона
Sc(X,X ′) был найден в явном виде как интеграл по
собственному времени Фока –Швингера много лет
назад [2]. Этот вид основывается на методе эффек-
тивного действия, см. [8]. Очевидно, что постоян-
ное однородное электромагнитное поле — это идеа-
лизация, которая полезна для описания эффектов в
медленно меняющихся и слабо неоднородных полях.
Случай постоянного однородного электромагнитно-
го поля рассматривается как приближение в веду-
щем порядке теоретико-полевых расчетов [9,10], т. е.
приближения локально постоянного поля (см., на-
пример, работы [11–17] и ссылки в них).

Постоянное однородное электрическое поле мож-
но рассматривать как предел T -постоянного элект-
рического поля (однородное электрическое поле, ко-
торое действует в течение временного интервала T )
большой длительности или как предел L-постоян-
ного электрического поля (постоянного электричес-
кого поля, заключенного между двумя обкладками
конденсатора, разделенными расстоянием L) боль-
шого пространственного масштаба. КЭД сильно-
го поля для T -постоянного электрического поля и
L-постоянного электрического поля описывает фи-
зически разные задачи. В этой работе мы получим
явный вид для всех указанных выше сингулярных
функций и покажем, что в пределе T, L → ∞ оба
подхода приводят к одним и тем же результатам.

В данной работе мы строим и исследуем спинор-
ные сингулярные функции в КЭД сильного поля в
T -постоянном электрическом поле и в КЭД сильно-
го поля в L-постоянном электрическом поле. С этой
целью в разд. 2 мы находим in- и out-решения урав-
нения Дирака в T -постоянном электрическом по-
ле, используя переменные светового конуса. С помо-
щью этих решений мы строим интегральные пред-
ставления Фока –Швингера по собственному време-
ни для всех сингулярных функций, которые обеспе-
чивают непертурбативные (по отношению к внешне-

му полю) вычисления любых амплитуд переходов и
средних значений любых физических величин. Эти
представления получены для произвольной ориен-
тации внешнего электрического поля, что нетриви-
альным образом обобщает результаты работ [18,19].
В разд. 3 мы находим соответствующие наборы in-
и out-решений уравнения Дирака в L-постоянном
электрическом полем в переменных светового кону-
са. При помощи данных наборов мы строим инте-
гральные представления Фока –Швингера для со-
ответствующих спинорных сингулярных функций.
Полученные результаты обсуждаются в разд. 4. Рас-
сматривая вычисления в T -постоянном поле и L-по-
стоянном поле как различные регуляризации соот-
ветствующих вычислений в постоянном однородном
электрическом поле, мы показываем их эквивалент-
ность для достаточно больших значений T и L.

2. СИНГУЛЯРНЫЕ ФУНКЦИИ В КЭД
СИЛЬНОГО ПОЛЯ В T -ПОСТОЯННОМ

ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

2.1. In- и out-решения

В данном разделе мы рассмотрим случай t-сту-
пеньки, которая представляет собой T -постоянное
электрическое поле, действующее в течение боль-
шого промежутка времени. T -постоянное поле яв-
ляется одной из возможных регуляризаций посто-
янного однородного электрического поля в пределе
T → ∞. Для построения спинорных сингулярных
функций нам понадобятся два полных набора ре-
шений уравнения Дирака, in-решения { ζψn (x)} и
out-решения

{
ζψn (x)

}
со специальной асимптоти-

кой при t → −∞ и t → +∞, соответственно. Ниж-
ний индекс ζ = + асимптотически соответствует
электронам, а ζ = − асимптотически соответствует
позитронам. Поскольку явный вид искомых реше-
ний нетривиально зависит от ориентации электри-
ческого поля относительно оси x, ниже мы рассмот-
рим оба случая по отдельности.

Рассмотрим постоянное электрическое поле, ко-
торое имеет только одну ненулевую компоненту Ex

вдоль оси x. Поле задается зависящим от времени
электромагнитным потенциалом Aμ(X),

Aμ(X) = Extδ
1
μ, Ex = κE, κ = ±1, E > 0 . (4)

Случай κ = −1 был рассмотрен в работах [18, 19].
Отметим, что в случае κ = +1 направление поля
совпадает с направлением поля в общей формули-
ровке КЭД сильного поля в x-ступеньках, приведен-
ной в [4].
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Введем полный набор решений уравнения Дира-
ка, имеющих следующий вид:

ψ (X) = (γP +m) Φ (X) , X = (t, x, r⊥) ,

Φ (X) = φ (t, x)ϕp⊥ (r⊥) vχ,σ ,

ϕp⊥ (r⊥) = (2π)−(d−2)/2 exp (ip⊥r⊥) ,

r⊥ =
(
X2, . . . , XD

)
, p⊥ =

(
p2, . . . , pD

)
,

γ⊥ =
(
γ2, . . . , γD

)
,

(5)

где vχ,σ — набор постоянных ортонорированных
спиноров,

χ = ±1, σ = (σ1, σ2, . . . , σ[d/2]−1), σj = ±1.

Спиноры vχ,σ удовлетворяют соотношениям

γ0γ1vχ,σ = χvχ,σ, v†χ,σvχ′,σ′ = δχ,χ′δσ,σ′ .

Фактически, функции (5) соответствуют состояни-
ям с заданными импульсами p⊥ в направлении, пер-
пендикулярном оси x. Квантовые числа χ и σj опи-
сывают поляризацию спина и обеспечивают удоб-
ную параметризацию решений. Поскольку в изме-
рениях (1 + 1) и (2 + 1) (d = 2, 3) нет спиновых сте-
пеней свободы, квантовые числа σ отсутствуют. За-
метим, что в размерностях (2 + 1) существуют два
неэквивалентных представления для γ-матриц, ко-
торые соответствуют разным сортам фермионов, ко-
торые параметризуются параметром χ = ±1. В d-из-
мерениях для любых заданных импульсов существу-
ет только J(d) = 2[d/2]−1 различных состояний спи-
на. Причем решения (5), которые различаются толь-
ко значениями χ, линейно зависимы. Без ограниче-
ния общности положим χ = 1 и введем обозначение
vσ = v1,σ.

Скалярные функции φ(t, x) удовлетворяют урав-
нению

{
∂2t − ∂2x + 2ieκEt∂x +

+
[
(eEt)

2 − ieκE + p2
⊥ +m2

]}
φ(t, x) = 0 . (6)

Рассмотрим решения уравнения Дирака с опре-
деленными значениями импульсов,

ψn (X) = (γP +m) φn (t, x)ϕp⊥ (r⊥) vσ,

φn (t, x) = eipxxφn(t), n = (px,p⊥, σ) ,

px = p1, p̂xψn (X) = pxψn (X) , p̂x = −i∂x .
(7)

Асимптотики решений (7) для κ = −1 и κ = +1

при t→ ±∞ были исследованы в работах [19] и [20],
соответственно. Решения

+
−φn (t, x) = Cne

ipxxD−ρ [±(1 + i )ξ] , κ = +1,
−
+φn (t, x) = Čne

ipxxDρ−1 [±(1− i )ξ] , κ = +1,
−
+φn (t, x) = Cne

ipxxDρ−1 [±(1− i )ξ] , κ = −1,
+
−φn (t, x) = Čne

ipxxDρ−1 [±(1 + i )ξ] , κ = −1,

(8)

Cn = (4πeE)
−1/2

e−πλ/8,

Čn = (2πλeE)−1/2 e−πλ/8 ,

ρ =
i

2
λ+

κ+ 1

2
,

ξ =
eEt− κpx√

eE
,

λ =
p⊥2 +m2

eE
,

уравнения (6) использованы для построения in-ре-
шений и out-решений. Будем говорить, что функ-
ции ζφn(t, x) соответствуют in-решениям {ζψn (X)},
а функции ζφn (t, x) соответствуют out-решениям{
ζψn (X)

}
. В (8) функции Dν(x) — функции парабо-

лического цилиндра. In- и out-решения ортонорми-
рованы относительно стандартного скалярного про-
изведения,

(ζψn,ζ ψn′) =
(
ζψn,

ζ ψn′
)
= δ(p⊥ − p′

⊥)δ(px − p′x)δσ,σ′ ,

(ψ, ψ′) =
∫
ψ† (x)ψ′ (x) dr ,

dr = dx1 . . . dxD .

Удобнее работать с решениями уравнения (6), ко-
торые зависят от координат на световом конусе

x± = t± x.

Данные решения параметризуются набором кванто-
вых чисел n− = (p−,p⊥, σ) и имеют следующий вид:

+κ
−κφn− (t, x) = Cn− ×

× exp

{
−ieκE

2

(
1

2
x2− − x2

)
− i

2
p−x+ −

− i

2
[κλ− 2i] ln

[
∓π−√
eE

exp

(
− iπ

2
θ(κ)

)]}
,

Cn− = (4πeE)−1/2 ×

× exp

{
i

4
[(2λ log 2 + π)κ+ π(1 + iλ)]

}
,

λ =
p2
⊥ +m2

eE
, π− = p− + eκEx− .

(9)

Для удобства мы ввели следующее обозначение:

+κ
−κφ =

{
+
−φ, κ = +1,
−
+φ, κ = −1,
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где ζφ и ζφ — различные наборы функций. Здесь
p− — импульс, принимающий непрерывные значе-
ния и являющийся собственным значением опера-
тора 2i(∂/∂x+). Знак ±κ, отвечающий функциям
+κ
−κφn− (t, x), совпадает со знаком кинетического им-
пульса π− при x− → ±∞. Далее мы покажем, что
состояния (9) необходимы для построения специаль-
ных асимптотик при t→ ±∞.

Наборы решений (9) и (8) связаны между собой
интегральным преобразованием

+κ
−κφn (t, x) =

= (2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M∗(px, p−)+κ
−κφn− (t, x) dp−,

M(px, p−) =

= exp

{
− iκ

4eE

[
(p− + 2px)

2 − 2(px)
2
]}

.

(10)

Обратное преобразование имеет вид

+κ
−κφn− (t, x) =

= (2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M(px, p−)+κ
−κφn (t, x) dpx . (11)

Заметим, что в случае постоянного однородно-
го электрического поля преобразования (10) и (11)
были рассмотрены в работе [21].

Как мы упоминали выше, функциям +κφn (t, x)

соответствуют out-решения +κψn (X), тогда как
функциям −κφn(t, x) соответствуют in-решения
−κψn (X). Преобразования (11) позволяют нам по-
строить in- и out-решения −κψn− (X) и +κψn− (X) с
квантовыми числами n−, соответственно:

+κ
−κψn− (X) = (γP +m) +κ

−κφn− (t, x)ϕp⊥ (r⊥) vσ .

На данном шаге мы введем два различных набо-
ра решений:

κ = +1 :{
+φn− (t, x) = θ(+π−)+φn−(t, x)g (

+ |+ ) ,
−φn− (t, x) = θ(−π−)−φn− (t, x) g (− |− ) ,

κ = −1 :{
+φn− (t, x) = θ(+π−)+φn−(t, x)g (+ |+ ) ,

−φn− (t, x) = θ(−π−)−φn−(t, x)g (
− |− ) ,

(12)

где θ (x) — ступенчатая функция Хевисайда. Мы мо-
жем проверить что выполняются следующие соот-
ношения:

(2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M∗(px, p−)−κ
+κφn− (t, x) dp− =

= −κ
+κφn (t, x) .

Функциям −κφn (t, x) соответствуют out-реше-
ния −κψn (X), тогда как функциям +κφn(t, x) со-
ответствуют in-решения +κψn (X). Преобразования
(11) позволяют нам построить in- и out-решения
+κψn− (X) и −κψn− (X) с квантовыми числами n−:

−κ
+κψn− (X) = (γP +m) −κ

+κφn− (t, x)ϕp⊥ (r⊥) vσ .

Таким образом, мы построили in- и out-решения
для двух различных направлений электрического
поля, κ = ±1. Причем имеют место преобразования
данных решений друг через друга:

ζψn−(X) = +ψn− (X) g
(
+

∣∣ζ )+ −ψn− (X) g
(
−
∣∣ζ ) ,

ζψn− (X) = +ψn− (X) g
(
+ |ζ

)
+ −ψn− (X) g

(− |ζ
)
.

Здесь g-коэффициенты определяются соотношения-
ми

g
(
ζ |ζ

)
=

√
πλ exp (−πλ/4)
Γ (1− iζλ/2)

,

g
(− |+

)
= −g

(
+ |−

)
= κ exp(−πλ/2) .

(13)

2.2. Представления собственного времени

Используя представления сингулярных функций
в виде некоторых сумм решений уравнения Дирака,
построенных в работах [3,19], можно найти их пред-
ставления по собственному времени. Таким образом,
представления по собственному времени для сингу-
лярных функций Sp(X,X ′) и S p̄(X,X ′) следуют из
выражений

Sp(X,X ′) = i

∞∫
−∞

dp− ×

×
∫

Rd−2

dp⊥
∑
σ=±1

−ψn− (X) ×

×
[
g
(
+

∣∣− ) g (− ∣∣− )−1
]†

+ψ̄n− (X ′) ,

S p̄(X,X ′) = −i
∞∫

−∞
dp− ×

×
∫

Rd−2

dp⊥
∑
σ=±1

+ψn−(X)×

×
[
g
(
+

∣∣+ )−1
g
(
+

∣∣− )] −ψ̄n−(X
′) .

(14)
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Заметим, что сингулярные функции (14) в рабо-
те [19] были обозначены по-другому, а именно, как
−Sa(X,X ′) и −Sp(X,X ′), соответственно. Учиты-
вая (13) и (12), получим

Sp(X,X ′) =

= −κ
∞∫

−∞
dp−θ(+κπ′

−)+Y (X,X ′; p−),

S p̄(X,X ′) =

= +κ

∞∫
−∞

dp−θ(−κπ′
−)

+κY (X,X ′; p−),

+Y (X,X ′; p−) =

= i

∫
Rd−2

dp⊥
∑
σ

+ψn− (X) +ψ̄n− (X ′) ,

+κY (X,X ′; p−) =

= i

∫
Rd−2

dp⊥
∑
σ

+κψn−(X)+κψ̄n−(X
′).

(15)

В соответствии с работой [19], причинный пропа-
гатор и перестановочная функция могут быть пред-
ставлены в виде

Sc(X,X ′) = (γP +m)Δc(X,X ′),

Δc(X,X ′) =
∫
Γc

f(X,X ′; s) ds, (16)

S(X,X ′) = (γP +m)Δ(X,X ′),

Δ(X,X ′) = sgn(t− t′)
∫
Γ

f(X,X ′; s) ds, (17)

где
sgn(t− t′) = θ (t− t′)− θ (t′ − t) ,

и функция

f(X,X ′; s) = exp
(
−eκEγ0γ1s

)
f (0)(X,X ′; s),

f (0)(X,X ′; s) = −
(
−i
4π

)d/2

×

× eE

s(d−2)/2 sinh(eEs)
×

× exp

[
−ism2 + ieΛ+

i

4s
|r⊥ − r′⊥|

2 −

− i

4
eE coth(eEs)

(
y20 − y21

)]
(18)

представляет собой ядро Фока –Швингера [2, 22].
Здесь и далее мы вводим четыре-вектор

yμ = Xμ −X ′
μ, y0 = t− t′, y1 = x′ − x.

Функция f(X,X ′; s) удовлетворяет следующему
дифференциальному уравнению с начальным
условием:

−i d
ds
f(X,X ′; s) =

(
P 2 −m2 + ieEγ0γ1

)
f(X,X ′; s) ,

lim
s→±0

f(X,X ′; s) = ±i δ(X −X ′) .

Заметим что только член Λ в (18) является калиб-
ровочно-зависимой величиной, которая может быть
представлена в виде интеграла вдоль кривой, про-
ходящей через точки X и X ′,

Λ = −
X∫

X′

Aμ(X̃) dX̃μ . (19)

В рассматриваемой калибровке электромагнитный
потенциал Aμ(X) задается формулой (4), так что
мы имеем

Λ = κEy1(t+ t′)/2.

Контуры интегрирования показаны на рис. 1 и
рис. 2. Контуры Γc и Γ1 обходят снизу все особые
точки на вещественной оси, кроме начала коорди-
нат. Функция f (0)(X,X ′; s) имеет две особые точки
s0 = 0 и eEs1 = −iπ на комплексной плоскости меж-
ду контурами Γc − Γ1 и Γp − Γ3.

Контур Γ расположен в нижней части комплекс-
ной плоскости s в достаточно малой окрестности
точки s = 0, а также соединяет точки s = +0 и s =
= e−iπ0. Заметим, что интеграл по контуру Γ в (17)
может быть представлен как интеграл по контуру
Γc −Γ2 − Γ1. Так как ядро f(X,X ′; s) не имеет дру-
гих особенностей в достаточно малой окрестности
точки s = 0, то замыкание контура интегрирования
Γc − Γ2 − Γ1 при Re s → ±∞, дает контур интегри-
рования Γ.

Заметим что представление (16) имеет форму
представленияШвингера [2]. Представление (17) об-
ладает универсальной структурой присущей пред-
ставлению собственного времени для перестановоч-
ной функции, см. [18]. Отсюда следует, что интеграл
(17) удовлетворяет уравнению Дирака и начальному
условию

S(X,X ′)|t=t′ = iγ0δ(r− r′).

В свою очередь, это показывает полноту двух набо-
ров

{
±ψn−(x)

}
и
{±ψn−(x)

}
на гиперповерхности

t = const.
Следуя процедуре, указанной в работе [19], и

учитывая что
Ey = κEy1,
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Рис. 1. Контуры интегрирования Γ1, Γ2, Γ3, Γc, Γp

Рис. 2. Контуры интегрирования

мы можем представить сингулярные функции (15)
в виде интегралов по собственному времени:

Sp(X,X ′) = (γP +m)Δp(X,X ′) ,

S p̄(X,X ′) = (γP +m)Δp̄(X,X ′) ,

−Δp(X,X ′) =
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds+
(20)

+ θ (Ey)

∫
Γ1
p

f(X,X ′; s) ds ,

−Δp̄(X,X ′) =
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds+

+ θ (−Ey)

∫
Γ1
p

f(X,X ′; s) ds .

Контур интегрирования Γ1
p (радиус которого стре-

мится к нулю) соединяет точки

s = e−iπ0− iπ/ (eE)

и
s = +0− iπ/ (eE) .

Заметим, что интеграл по контуру Γ1
p в (20) сво-

дится к интегралу по контуру Γ2 +Γ3 −Γp, так как,
замыкая контур интегрирования Γ2 + Γ3 − Γp при
Re s → ±∞, мы можем преобразовать его в кон-
тур Γ1

p.
Используя (20), получаем представление по

собственному времени для сингулярных функций
Sc
in/out(X,X

′):

Sc
in/out(X,X

′) = Sp/p̄(X,X ′) + Sc(X,X ′) . (21)

Представления (16), (17) и (20) могут быть за-
писаны в ковариантной форме при помощи тензора
электромагнитного поля Fμν , см. работы [18,19]. На-
пример, для d = 4 получим

f(X,X ′; s) =

= exp
(
−e
4
[γμ, γν ]Fμνs

)
f (0)(X,X ′; s),

f (0)(X,X ′; s) =
e2EB exp (−ieΛ′)

(4π)2 sinh(eEs) sin(eBs)
×

× exp

[
−im2s− i

1

4
yqF coth(qFs)y

]
,

Λ′ = −
X∫

X′

(
AE

μ (X̃) +AB
μ (X̃)

)
dX̃μ ,

(22)

где E и B — электрические и магнитные поля в Fμν ,
AE

μ + AB
μ — потенциалы электрических (E) и маг-

нитных (B) компонент тензора Fμν , соответственно.
Интеграл в (22) берется вдоль кривой соединяющей
точки X и X ′.

Как следует из (18) и (20), для функций
Sp,p̄(X,X ′) (а также для Sc

in/out(X,X
′)), замена

Ex = E → Ex = −E эквивалентна замене

x→ −x, x′ → −x′, γ1 → −γ1.

Причем проекция

Ey/E = (Ex/E)y1

вектора смещения

y = (y2, . . . , yD)

на направление поля и функция f(X,X ′; s) не ме-
няются. Это означает, что средний ток созданных
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частиц остается направленным вдоль электрическо-
го поля.

Заметим, что контуры интегрирования в пред-
ставлениях собственного времени для причинно-
го пропагатора и перестановочной функции нечув-
ствительны к направлению электрического поля.
Однако контуры интегрирования в представлени-
ях собственного времени для сингулярных функций
Sp,p̄(X,X ′) зависят от проекции Ey. Это естествен-
но, поскольку именно эти сингулярные функции
определяют влияние внешнего электрического поля
на электрические токи создаваемых частиц. Такое
наблюдение невозможно было сделать из представ-
лений, полученных в работах [18,19] для конкретно-
го выбора системы координат.

3. СИНГУЛЯРНЫЕ ФУНКЦИИ В КЭД В
L-ПОСТОЯННОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

3.1. In- и out-решения

В этом разделе мы построим спинорные сингу-
лярные функции в КЭД в L-постоянном электричес-
ком поле. Данное поле имеет только одну ненулевую
компоненту Ex вдоль оси x,

Ex (x) =

{
0, x ∈ (−∞,−L/2]∪ [L/2,∞),

E, x ∈ Sint = (−L/2, L/2),
L > 0.

Будем предполагать, что соответствующая по-
тенциальная ступенька имеет достаточно большую
высоту, eEL 
 2m (такая ступенька назывется
критической). В этом случае поле Ex (x) и веду-
щие вклады в вакуумные средние можно рассмат-
ривать как макроскопические физические величи-
ны. В этом смысле L-постоянное электрическое по-
ле является слабо неоднородным, и характеристики
вакуумной нестабильности имеют некоторые уни-
версальные особенности, см. [15]. Эффект рождения
пар связан с наличием зоны Клейна. Подчеркнем,
что в пределе L → ∞ L-постоянное электрическое
поле является одной из возможных регуляризаций
постоянного однородного электрического поля.

Некоторые характеристики вакуумной неста-
бильности, в частности, деформации спинорных
сингулярных функций в КЭД в L-постоянном
электрическом полем при больших L, могут быть
приближенно вычислены в КЭД с постоянным
однородным электрическим полем. Последняя
задача важна сама по себе, и ее решение в рамках
последовательной формулировки КЭД [4] дается
ниже, см. также результаты, полученные в работе
[5] для L-постоянного электрического поля.

Выберем электромагнитные потенциалы, описы-
вающие постоянное однородное электрическое поле
E, направленное вдоль оси x, следующим образом:

A0(X) = −Ex, Ak(X) = 0 . (23)

Рассмотрим полный набор стационарных реше-
ний уравнения Дирака в электромагнитном поле
(23) вида

ψn0 (X) = (γP +m)Φn0 (X) ,

Φn0 (X) = ϕn0 (t, x)ϕp⊥ (r⊥) vχ,σ,

n0 = (p0,p⊥, σ),

ϕn0 (t, x) = (2π)
−1/2

exp (−ip0t)ϕn0 (x) ,

(24)

где ϕp⊥ (r⊥) и vχ,σ даны в (5). В силу причин, опи-
санных выше в разд. 2, выберем χ = 1. Скалярные
функции ϕn0 (x) удовлетворяют дифференциально-
му уравнению второго порядка{

p̂2x − iU ′ (x)− [p0 − U (x)]2 + p2
⊥ +m2

}
×

× ϕn0 (x) = 0,

U(x) = −eA0(x) .
(25)

Решения уравнения Дирака с хорошо определен-
ными левыми и правыми асимптотиками обозначим
как ζψn0 (X) и ζψn0 (X),

p̂x ζψn0 (X) = pL ζψn0 (X) , x→ −∞, ζ = sgn(pL),

p̂x
ζψn0 (X) = pR ζψn0 (X) , x→ +∞ , ζ = sgn(pR) .

Решения ζψn0 (X) и ζψn0 (X) описывают асимпто-
тически частицы с определенными импульсами pL

при x → −∞ и pR при x → +∞, соответственно.
Мы видим, что решения ζψn0 (X) и ζψn0 (X) име-
ют вид (24), при этом функции ϕn0 (x) обозначены
как ζϕn0 (x) и ζϕn0 (x), соответственно. Они имеют
следующие асимптотики:

ζϕn0 (x) = ζC exp
[
ipLx

]
, x→ −∞ ,

ζϕn0 (x) =
ζC exp

[
ipRx

]
, x→ +∞ .

Здесь ζC и ζC — нормировочные множители.
Решения ζψn0 (X) и ζψn0 (X) удовлетворяют сле-

дующим соотношениям ортогональности на гипер-
поверхности x = const:(

ζψn0 , ζ′ψn′
0

)
x
= ζδζ,ζ′δn0,n′

0
,(

ζψn0 ,
ζ′
ψn′

0

)
x
= −ζδζ,ζ′δn0,n′

0
,

(ψ, ψ′)x =

∫
ψ† (X) γ0γ1ψ′ (X) dt dr⊥ ,

δn0,n′
0
= δσ,σ′δ (p0 − p′0) δ (p⊥ − p′

⊥) .

(26)
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Они выражаются друг через друга следующим об-
разом:

ζψn0 (X) =

= +ψn0(X)g̃
(
+

∣∣ζ )− −ψn0(X)g̃
(
−
∣∣ζ ) ,

ζψn0 (X) =

= −ψn0 (X) g̃
(− |ζ

)
− +ψn0 (X) g̃

(
+ |ζ

)
,

(27)

где коэффициенты разложения определяются из со-
отношений(

ζψn0 ,
ζ′
ψn′

0
(X)

)
x
= g̃

(
ζ

∣∣∣ζ′ )
δn0,n′

0
,

g̃
(
ζ′
|ζ
)
= g̃

(
ζ

∣∣∣ζ′ )∗
.

Заметим, что коэффициенты g̃ отличаются от ко-
эффициентов g, которые имеют место в КЭД в t-сту-
пеньках, см. разд. 2. Коэффициенты g̃ удовлетворя-
ют следующим соотношениям:∣∣g̃ (− ∣∣+ )∣∣2 =

∣∣g̃ (+ ∣∣− )∣∣2 ,∣∣g̃ (+ ∣∣+ )∣∣2 =
∣∣g̃ (− ∣∣− )∣∣2 ,

g̃ (+ |− )

g̃ (− |− )
=
g̃ (+ |− )

g̃ (+ |+ )
,∣∣g̃ (+ ∣∣− )∣∣2 − ∣∣g̃ (+ ∣∣+ )∣∣2 = 1 .

(28)

Вернемся к решению уравнения (25), которое мы
можем записать в виде[

d2

dξ2
+ ξ2 + i − λ

]
ϕn0 (x) = 0 , (29)

ξ =
eEx− p0√

eE
,

λ =
p2
⊥ +m2

eE
.

Общее решение уравнения (29) полностью опре-
деляется подходящей парой линейно независимых
функций параболического цилиндра. А именно, па-
рой

Dρ[(1− i)ξ], D−1−ρ[(1 + i)ξ]

или парой

Dρ[−(1− i)ξ], D−1−ρ[−(1 + i)ξ],

где
ρ = −iλ/2− 1.

Учитывая асимптотические разложения функ-
ций параболического цилиндра, мы можем класси-
фицировать решения по знаку импульсов pL и pR. В

результате получим четыре набора решений уравне-
ния (29):

+ϕn0 (x) =

= +CD−1−ρ[−(1+i)ξ] ∝ e−iξ2/2, ξ → −∞ ,

−ϕn0 (x) =

= −C Dρ[−(1− i)ξ] ∝ eiξ
2/2, ξ → −∞;

(30)

+ϕn0 (x) =

= +C Dρ[(1− i)ξ] ∝ eiξ
2/2, ξ → ∞ ,

−ϕn0 (x) =

= −C D−1−ρ[(1 + i)ξ] ∝ e−iξ2/2, ξ → ∞,

−ζC = ζC = (eE)
−1/2

eπλ/8 ×

×
[
λ

2
(1 + ζ) + 1− ζ

]−1/2

.

(31)

Что позволяет нам построить соответствующие ди-
раковские спиноры, которые являются in- и out-ре-
шениями:

in-solutions: −ψn0(X), −ψn0(X) ,

out-solutions: +ψn0(X), +ψn0(X) .
(32)

Коэффициенты g̃ имеют вид

g̃
(
−
∣∣+ ) = g̃

(
+

∣∣− ) = eπλ/2 . (33)

Согласно общей теории [4], дифференциальные
средние числа рожденных пар определяются соот-
ношением

N cr
n0

=
∣∣g̃ (+ ∣∣− )∣∣−2

= e−πλ .

Действуя тем же образом, как и в разд. 2 при
вычислении спинорных сингулярных функций (1)
и (2), построим полные наборы решений уравнения
Дирака с корректно определенными левыми и пра-
выми асимптотиками в терминах переменных свето-
вого конуса x± = t±x. С этой целью мы рассмотрим
спиноры ψ̃n− (X), параметризованные квантовыми
числами n− = (p−, p⊥, σ):

ψ̃n− (X) = (γP +m)Φn− (X) ,

Φn− (X) = ϕn− (t, x)ϕp⊥ (r⊥) vσ ,
(34)

где функции ϕn− (t, x) удовлетворяют уравнению

{
p̂2x − iU ′ (x) − [p̂0 − U (x)]

2
+ p2

⊥ +m2
}
×

× ϕn− (t, x) = 0 . (35)
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Построим нестационарные решения уравнения
(35). Заметим, что данное уравнение допускает ин-
тегралы движения Ŷα , α = 0, 1, 2, 3, в классе линей-
ных дифференциальных операторов первого поряд-
ка:

Ŷ0 = ie, Ŷ1 = ∂t, Ŷ2 = ∂x + ieEt ,

Ŷ3 = x∂t + t∂x +
ieE

2
(t2 + x2) .

Операторы Ŷα образуют четырехмерную алгебру
Ли L, заданную ненулевыми коммутационными со-
отношениями:

[Ŷ1, Ŷ2] = E Ŷ0, [Ŷ1, Ŷ3] = Ŷ2, [Ŷ2, Ŷ3] = Ŷ1 .

Уравнение (35) представляет собой уравнение на
собственные функции оператора Казимира

K̂ = 2E Ŷ0Ŷ3 − Ŷ 2
1 + Ŷ 2

2 ,

а именно,

K̂ϕn− (t, x) =
(
p2
⊥ +m2

)
ϕn−(t, x), [K̂, Ŷa] = 0 .

Для построения полных наборов решений тако-
го рода уравнений эффективно применение метода
некоммутативного интегрирования [23–25], основан-
ного на алгебре симметрии уравнения Дирака. Сна-
чала определим неприводимое λ-представление ал-
гебры Ли в пространстве функций от переменной
p− ∈ (−∞,+∞) при помощи операторов

�a(p−, ∂p− , j), α = 0, 1, 2, 3; j ∈ (0,∞),

получим

�0(p−, ∂p− , j) = ie ,

�1(p−, ∂p− , j) = −eE∂p− +
i

2
p− ,

�2(p−, ∂p− , j) = eE∂p− +
i

2
p− ,

�3(p−, ∂p− , j) = −p−∂p− + ij − 1 ,

�21(p−, ∂p− , j)− �22(p−, ∂p− , j)−
− 2E�0(p−, ∂p− , j)�3(p−, ∂p− , j) = (2eE)j .

Интегрируя систему уравнений[
Ŷa + �a(p−, ∂p− , j)

]
ϕn− (t, x) = 0

вместе с уравнением (35), получим алгебраическое
уравнение j = −λ/2 и два его полных набора реше-
ний −ϕn− и +ϕn− . Данные решения параметризуют-
ся набором квантовых чисел n−:

+
−ϕn− (t, x) = C ′ exp

[
ie
E

2

(
1

2
x2− − t2

)
−

− i

2
(λ− 2i) ln

±iπ−√
eE

− i

2
p−x+

]
, (36)

π− = p− + eEx− .

Квантовое число p− является собственным значени-
ем оператора симметрии i(Ŷ1 + Ŷ2):

i(Ŷ1 + Ŷ2)
+
−ϕn− (t, x) = p− +

−ϕn− (t, x) .

В этом случае решения уравнения Дирака имеют
вид (34) с функциями (36):

+
−ψ̃n− (X) = (γP +m) +

−Φn− (X) ,
+
−Φn− (X) = +

−ϕn−(t, x)ϕp⊥ (r⊥) vσ ,
(37)

Построим прямое и обратное интегральные пре-
образования, которые связывают функции (36) с
функциями (30) и (31). Посмотрим на решения урав-
нения (25) вида

+
−ϕn0(t, x) = (2πeE)−1/2 ×

×
+∞∫

−∞
M̃∗(p0, p−)+−ϕn− (t, x) dp−, (38)

которые удовлетворяют уравнению

p̂0
+
−ϕn0(t, x) = p0

+
−ϕn0(t, x) . (39)

Подставляя (38) в (39) с учетом условия[
∂t − eE∂p− +

i

2
p−

]
ϕn− (t, x) = 0 ,

видим, что функция M̃(p0, p−) определяется как ре-
шение уравнения

−i
(
−eE∂p− +

i

2
p−

)
M̃(p0, p−) = p0M̃(p0, p−) .

Выберем частное решение

M̃(p0, p−) = exp
i

4eE

(
p2− − 4p−p0 + 2p20

)
,

которое удовлетворяет условию ортогональности

+∞∫
−∞

M̃∗(p0, p−)M̃(p0, p
′
−) dp0 =

= 2πeE δ(p− − p
′
−) . (40)

Запишем обратное преобразование

+
−ϕn−(t, x) = (2πeE)−1/2 ×

×
+∞∫

−∞
M̃(p0, p−)+−ϕn0(t, x) dp0 . (41)
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Для совместности преобразований (38) и (41), в
выражениях (30), (31) положим

C ′ = 2iλ/4eπλ/4 (4πeE)−1/2 .

Обратное преобразование (41) показывает, что
функции +

−ϕn−(t, x) выражаются через функции
+
−ϕn0(t, x) с хорошо определенными левыми и пра-
выми асимптотиками.

Из преобразований (38) и (41) следуют соответ-
ствующие соотношения между решениями уравне-
ния Дирака:

+
−ψn0 (X) = (2πeE)−1/2 ×

×
+∞∫

−∞
M̃∗(p0, p−)+−ψ̃n− (X) dp− ,

+
−ψ̃n− (X) = (2πeE)−1/2 ×

×
+∞∫

−∞
M̃(p0, p−)+−ψn0 (X) dp0 ,

(42)

где +
−ψn0 (X) даны в (24) с функциями ϕn0 (x), обо-

значенными как +
−ϕn0(x), функции

+
−ψ̃n− (X) даются

выражением (37). Из второго преобразования в (42)
и соотношения (40) следует, что спиноры +

−ψ̃n− (X)

удовлетворяют условию ортогональности на гипер-
поверхности x = const:(

+
−ψ̃n− ,

+
− ψ̃n′

−

)
x
= −δn−,n′

− .

В соответствии с (32), функции +ψ̃n− (X) описыва-
ют out-решения, а функции −ψ̃n− (X) — in-решения.
Коэффициенты g̃ (− |+ ) даны в (33) и не зависят от
p0 и p−, а также связывают между собой наборы
решений +

−ψ̃n− .
При помощи (37) мы построили два полных

и ортогональных набора решений
{
±ψ̃n−(x)

}
и{

±ψ̃n−(x))
}
уравнения Дирака; дополнительные на-

боры решений выберем следующим образом:
−ψ̃n− (X) = −θ (π−) −ψ̃n− (X) g̃

(
−
∣∣− ) ,

+ψ̃n− (X) = −θ (−π−) +ψ̃n− (X) g̃
(
+ |+

)
.

(43)

Они могут быть представлены в виде
−
+ψ̃n− (X) = (γP +m) −

+Φn− (X) ,
−
+Φn− (X) = −

+ϕn−(t, x)ϕp⊥ (r⊥) vχ,σ ,
−
+ϕn−(t, x) = (2π)

−1/2
exp (−ip0t) −

+ϕn−(x) ,

(44)

где
−ϕn− (t, x) = −θ (π−) −ϕn−(t, x)g̃

(
−
∣∣− ) ,

+ϕn− (t, x) = −θ (−π−) +ϕn−(t, x)g̃
(
+ |+

)
.

(45)

Применяя интегральное преобразование типа
(38) к решениям (45), получим

(2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M̃∗(p0, p−)−ϕn− (t, x) dp− =

= −ϕn0(t, x) ,

(2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M̃∗(p0, p−)+ϕn− (t, x) dp− =

= +ϕn0(t, x) .

Тогда

−
+ψn0 (X) =

= (2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M̃∗(p0, p−)−+ψ̃n− (X) dp− ,

−
+ψ̃n− (X) =

= (2πeE)−1/2

+∞∫
−∞

M̃(p0, p−)−+ψn0 (X) dp0 ,

(46)

где −
+ψn0 (X) даны в (24), а функции ϕn0 (x) обозна-

чены как −
+ϕn0 (X). Функции −

+ψ̃n− (X) даны в (44).
Используя второе преобразование в (46) и соот-

ношения (26), мы видим что выполняются соотно-
шения ортогональности:(

+ψ̃n− ,− ψ̃n′
−

)
x
= 0,(

−ψ̃n− ,
+ ψ̃n′

−

)
x
= 0 .

Очевидно, что

+ψ̃n−(X) = 0, π− > 0,

−ψ̃n−(X) = 0, π− < 0 .

Используя (42) и (46) и учитывая, что коэффи-
циенты g̃′ не зависят от p0, из (27), находим

+ψ̃n− (X) = g̃
(
+

∣∣− )−1 ×

×
[

−ψ̃n− (X) g̃
(
−
∣∣− )+ −ψ̃n− (X)

]
= 0, π− > 0 ,

−ψ̃n− (X) = g̃
(− |+

)−1 ×

×
[

+ψ̃n− (X) g̃
(
+ |+

)
+ +ψ̃n− (X)

]
= 0, π− < 0 .

Таким образом, соотношения (43) справедливы для
всех g̃ (− |− ) и g̃ (+ |+ ), удовлетворяющих услови-
ям (28).
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Заметим, что подобные наборы решений урав-
нения Клейна – Гордона для скалярных частиц, на-
ходящихся между двумя обкладками конденсатора,
получены в работе [26]. Эти решения связаны между
собой при помощи интегральных преобразований,
аналогичных преобразованиям (42) и (46).

3.2. Представления собственного времени

Спинорные сингулярные функции в КЭД в
x-ступеньках определяются уравнениями (1), (2) и
(3). В случае L-постоянного электрического поля
их можно найти как суммы по построенным выше
решениям, см. [4]. Отметим, что для L → ∞ доста-
точно рассматривать суммы только в зоне Клейна.
В этой зоне решения (30) и (31) удовлетворяют
следующим соотношениям ортонормированности
на гиперплоскости t = const:(

ζψn0 , ζψn′
0

)
=
(

ζψn0 ,
ζψn′

0

)
=

= δσ,σ′δ(p0 − p′0)δ(p⊥ − p′
⊥)Mn0 ,(

ζψn0 ,
ζ ψn′

0

)
= 0 ,

(ψ, ψ′) =
∫
ψ† (X)ψ′ (X) dr ,

Mn0 =
∣∣g̃ (+ ∣∣− )∣∣2 = eπλ .

Тогда сингулярные функции можно представить в
виде

Sc(X,X ′) =

= θ(t− t′)S− (X,X ′)− θ(t′ − t)S+ (X,X ′) ,

S−(X,X ′) = i
∑
n0

M−1
n0

×

× +ψn0 (X) g̃
(
+ |−

)
g̃
(− |−

)−1 −ψ̄n0 (X
′) , (47)

S+(X,X ′) = i
∑
n0

M−1
n0

×

× −ψn0 (X) g̃
(
−
∣∣+ ) g̃ (+ ∣∣+ )−1

+ψ̄n0 (X
′) ;

S(X,X ′) = S− (X,X ′) + S+ (X,X ′) ; (48)

Sc
in/out(X,X

′) =

= θ(t− t′)S−
in/out (X,X

′)−θ(t′−t)S+
in/out (X,X

′) ,

S−
in/out(X,X

′) =

= i
∑
n0

M−1
n0

∓ψn0 (X) ∓ψ̄n0 (X
′) , (49)

S+
in/out(X,X

′) = i
∑
n0

M−1
n0 ∓ψn0 (X) ∓ψ̄n0 (X

′) ,

ψ̄ = ψ†γ0 .

Используя соотношения (27), представим сингу-
лярные функции Sp(X,X ′) и Sp̄(X,X ′) в (2) следу-
ющим образом:

Sp(X,X ′) =

= i
∑
n0

M−1
n0 −ψn0 (X) g̃

(− |−
)−1 −ψ̄n0 (X

′) ,

Sp̄(X,X ′) =

= −i
∑
n0

M−1
n0

+ψn0 (X) g̃
(
+

∣∣+ )−1
+ψ̄n0 (X

′) .

(50)

Подчеркнем, что если вакуум стабилен, то обе функ-
ции обращаются в нуль.

Используя (42), (46) и (43), получим следующие
интегральные представления:

S−(X,X ′) = −i
∑
σ

∫
dp−dp⊥ ×

× θ
(
+π′

−
)
e−πλ/2 +ψ̃n− (X) −ψ̃n− (X ′) ,

S+(X,X ′) = −i
∑
σ

∫
dp−dp⊥ ×

× θ
(
−π′

−
)
e−πλ/2 −ψ̃n− (X) +ψ̃n− (X ′) ,

(51)

Sp(X,X ′) = −i
∑
σ

∫
dp−dp⊥ ×

× θ
(
+π′

−
)
e−πλ −ψ̃n− (X)− ψ̃n− (X ′) ,

Sp̄(X,X ′) = i
∑
σ

∫
dp−dp⊥ ×

× θ
(
−π′

−
)
e−πλ +ψ̃n− (X)

+
ψ̃n− (X ′) .

(52)

Учитывая (37) и (43) и выполнив суммирование
по квантовым числам σ,

∑
σ

v1,σv
†
1,σ =

∑
σ

(v1,σ ⊗ v†1,σ) = Ξ+ =
1

2

(
1+γ0γ1

)
,

перепишем представление (51) следующим образом:
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S±(X,X ′) =
∫
θ
(
∓π′

−
)
Y (±)(X,X ′; p−) dp− ,

Y (±)(X,X ′; p−) =
1

4π

[
γ0 +

(m− γ⊥p̂⊥)
π−

]
Ξ+ ×

×
[
γ0 +

(m+ γ⊥p̂′∗
⊥)

π′−

]
γ0 −

+F ,

−
+F =

i

(2π)
d−2

I1 exp

{
i

2

[
eE

(
x2− − x′2−

2
−t2+t′2

)
−

− p−(x+ − x′+)
]
− im2 −

+a

}
,

I1 =

∫
exp

[
−i −

+ap
2
⊥ + i(r⊥ − r′⊥)p⊥

]
dp⊥ ,

−
+a =

1

2eE

{
ln (∓iπ̃−)−

[
ln
(
±iπ̃′

−
)]∗}

,

π̃− = π−/
√
eE, π̃′

− = π′
−/

√
eE .

Для комплексной переменной −
+a выберем главную

ветвь логарифма:

Re(−+a) =
1

2eE
ln

∣∣∣∣π−π′−

∣∣∣∣ ,
Im(−+a) = ∓ π

2eE
sgn(π−)θ(−π−π′

−) .

Вычисляя гауссовый интеграл I1, получим

−
+F (X,X

′; p−) = i

(
−i

4π −
+a

)(d−2)/2

×

× exp

{
−i
π− + π′

−
4

y+ +

+ ieΛ− i −
+am

2 +
i

4 −
+a

|r⊥ − r′⊥|
2

}
,

Λ = −Ey0(x+ x′)/2 , y± = x± − x′±.

(53)

Учитывая данный результат, можно записать
функции S±(X,X ′) в виде

S±(X,X ′) = ∓(γP +m)Δ±(X,X ′) ,

Δ±(X,X ′) =
∫
dp− θ

(
∓π′

−
) −

+f(X,X
′; p−) ,

−
+f(X,X

′; p−) = exp
(
−eEγ0γ1 −

+a
) −

+f
(0) ,

−
+f

(0) = −
(
−i
4π

)d/2 (−
+a

)(2−d)/2 ×

(54)

× exp

{
−i −

+am
2 +

i

4 −
+a

|r⊥−r′⊥|
2 −i

π−+π′
−

4
y+ +

+ ieΛ− 1

2

{
ln (∓iπ−) +

[
ln
(
∓iπ′

−
)]∗}}

.

Полагая y− �= 0, выполним замену переменной
s = −a в интеграле Δ+(X,X ′) и замену переменной
s = +a в интеграле Δ−(X,X ′):

Δ+(X,X ′) =

+∞∫
−∞

θ
(
−π′

−
) −f(X,X ′; p−) dp− =

=

∫
Γc

f̃(X,X ′; s)
eE ds

sinh(eEs)
−

− θ(+y−)
∫

Γc−Γ2−Γ1

f̃(X,X ′; s)
eE ds

sinh(eEs)
,

Δ−(X,X ′) =

+∞∫
−∞

θ
(
+π′

−
)

+f(X,X
′; p−) dp− =

=

∫
Γc

f̃(X,X ′; s)
eE ds

sinh(eEs)
−

− θ(−y−)
∫

Γc−Γ2−Γ1

f̃(X,X ′; s)
eE ds

sinh(eEs)
,

f̃(X,X ′; s) =

= −
(

−i
4πs

)d/2
1

s
exp

[
− eEγ0γ1 s+ieΛ−ism2 +

+
i

4s
|r⊥ − r′⊥|

2 − i

4
eE coth(eEs)

(
y20 − y21

)]
.

Все контуры интегрирования показаны на рис. 1.
Замыкая контур интегрирования Γc − Γ2 − Γ1 на
Re s→ ±∞, преобразуем его в контур Γ (см. рис. 2).

В итоге получим

S±(X,X ′) = (γP +m)Δ±(X,X ′) ,

∓Δ±(X,X ′) =
∫
Γc

f(X,X ′; s) ds− (55)

−θ(±y−)
∫
Γ

f(X,X ′; s) ds .

Ядро Фока –Швингера f(X,X ′; s) дано выражени-
ем (18) с калибровочно-зависимым членом Λ в (53).
Заметим, что этот член может быть представлен как
интеграл по кривой (19), где в нашем случае потен-
циал Aμ(X) определяется выражением (23).

В работе [18], было показано что∫
Γ

F (X,X ′; s) ds = 0, yμy
μ < 0 ,

откуда следует, что интегралы Δ±(X,X ′) в (55) мо-
гут быть записаны следующим образом:

4 ЖЭТФ, вып. 2
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∓Δ±(X,X ′) =
∫
Γc

f(X,X ′; s) ds−

− θ(±y0)
∫
Γ

f(X,X ′; s) ds . (56)

Таким образом, мы вывели интегральное пред-
ставление Швингера (16) для причинного пропага-
тора (47) и продемонстрировали, что перестановоч-
ная функция (48) имеет универсальную структу-
ру (17):

Sc(X,X ′) = (γP +m)Δc(X,X ′),

Δc(X,X ′) =
∫
Γc

f(X,X ′; s) ds ,

S(X,X ′) = (γP +m)Δ(X,X ′),

Δ(X,X ′) = sgn(t− t′)
∫
Γ

f(X,X ′; s) ds .

Фактически, приведенный выше результат пред-
ставляет собой косвенное доказательство полноты
построенных выше наборов решений на гиперплос-
кости t-const. Представление (56) верно для произ-
вольных X и X ′, несмотря на то, что замена пере-
менных в интеграле (54) проводилась при условии
y− �= 0. Все это подтверждает, что представление
(56) эквивалентно представлению (47).

Действуя аналогично, представим сингулярные
функции Sp(X,X ′) и Sp̄(X,X ′) в (52) следующим
образом:

Sp(X,X ′) =
∫
dp− θ

(
+π′

−
)
Ỹ (−)(X,X ′; p−) ,

S p̄(X,X ′) =
∫
dp− θ

(
−π′

−
)
Ỹ (+)(X,X ′; p−) ,

Ỹ (±)(X,X ′; p−) =
1

4π

[
γ0 +

(m− γ⊥p̂⊥)
π−

]
Ξ+×

×
[
γ0 +

(m+ γ⊥p̂′∗
⊥)

π′−

]
γ0 F̃ (±) ,

F̃ (±) =
±iI2

(2π)d−2
exp

{
i

2

[
eE

(
x2−−x′2−

2
−t2+t′2

)
−

− p−(x+ − x′+)
]
− i

(
b± − iπ

2eE

)
m2

}
,

I2 =

∫
exp

[
−i

(
b±−

iπ

2eE

)
p2⊥+i(r⊥−r′⊥)p⊥

]
dp⊥ ,

b± =
(
ln(±i π̃−)−

[
ln
(
±iπ̃′

−
)]∗)

/(2eE) .

Полагая y− �= 0, выполним в интеграле Sp(X,X ′)
замену переменных

s = b− − iπ/(2eE),

так что

Re(s) =
1

2eE
log

∣∣∣∣π−π′−

∣∣∣∣ ,
Im(s) = − π

2eE
[θ(+π−) + θ(−π−)] ,

а в интеграле Sp̄(X,X ′) — замену переменных

s = b+ − iπ/(2eE),

так что

Re(s) =
1

2eE
log

∣∣∣∣π−π′−

∣∣∣∣ ,
Im(s) = − π

2eE

[
θ(−π−) + θ(−π′

−)
]
.

Тогда

Sp(X,X ′) = −
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds −

− θ(−y−)
∫

Γ2+Γ3−Γp

f(X,X ′; s) ds ,

Sp̄(X,X ′) = −
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds −

− θ(+y−)
∫

Γ2+Γ3−Γp

f(X,X ′; s) ds .

(57)

Замыкая контур интегрирования Γ2 + Γ3 − Γp при
Re s → ±∞ трансформируем его в контур Γ1

p (см.
рис. 2) с радиусом, стремящимся к нулю:

Sp(X,X ′) = (γP +m)Δp(X,X ′) ,

Δp(X,X ′) = −
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds −

− θ(−y−)
∫
Γ1
p

f(X,X ′; s) ds ;

Sp̄(X,X ′) = (γP +m)Δp̄(X,X ′) ,

Δp̄(X,X ′) = −
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds −

− θ(+y−)
∫
Γ1
p

f(X,X ′; s) ds .

(58)

Заметим, что в пределе s→ ±0−iπ/eE мы имеем
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lim
s→±0−iπ/eE

f(X,X ′; s) =

= ±f⊥(X,X ′)δ(y0)δ(y1) ,

f⊥(X,X ′) = −i
(
eE

4π2

)(d−2)/2

×

× exp

(
iπγ0γ1 − πm2

eE
− eE

4π
|r⊥ − r′⊥|

2
)
.

(59)

Принимая во внимание (59), можно выделить все
особенности в интеграле (58):∫

Γ1
p

f(X,X ′; s) ds = θ(y21 − y20)Δ
p
R(X,X

′) ,

Δp
R(X,X

′) =
∫
Γp
R

f(X,X ′; s) ds .

Здесь Γp
R — контур интегрирования проходящий по

часовой стрелке в виде круга с центром s = −iπ/eE
и достаточно малого радиуса R, так что внутри дан-
ного контура функция f(x, x′, s) не имеет других
особенностей.

Приведем окончательный вид сингулярных
функций Sp/p̄:

Sp/p̄(X,X ′) = (γP +m)Δp/p̄(X,X ′) ,

−Δp(X,X ′) =
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds + (60)

+ θ(y1)

∫
Γ1
p

f(X,X ′; s) ds ,

−Δp̄(X,X ′) =
∫
Γp

f(X,X ′; s) ds +

+ θ(−y1)
∫
Γ1
p

f(X,X ′; s) ds .

Заметим, что контур Γ1
p трансформируется в контур

Γ2 + Γ3 − Γp. Ступенчатая функция θ(±y1) может
быть представлена как функция θ(yE/E) от проек-
ции yE/E вектора смещения y на направление элек-
трического поля.

Учитывая (60), мы получаем представление по
собственному времени для сингулярных функций
Sc
in/out(X,X

′) и S∓
in/out(X,X

′):

Sc
in/out(X,X

′) = Sp/p̄(X,X ′) + Sc(X,X ′) ,

S∓
in/out(X,X

′) = ∓Sp/p̄(X,X ′) + S±(X,X ′) .
(61)

Заметим, что замена переменных в интеграле
(57) была выполнена при условии y− �= 0. Однако
представления (52) справедливы для всех y−.

Можно проверить, что представления (60) (и
следовательно, представления (61)) справедливы
для произвольных X и X ′. Для этого мы нужно
показать, что для всех X и X ′ представления (60)
удовлетворяют тому же самому уравнению Дирака,
что и представления (50). Сначала мы должны про-
верить, что интегралы (60) удовлетворяют уравне-
нию Дирака для всех X и X ′. Затем остается убе-
диться, что при t = t′ условия Коши для обобщен-
ных функций (50) совпадают с условиями для вы-
ражений (60).

Заметим, что соответствующие скалярные син-
гулярные функции могут быть получены из пред-
ставлений для спинорных функций Δ±(X,X ′),
Δc(X,X ′), Δ(x, x′) и Δp/p̄(X,X ′), если формально
положить все γ-матрицы равными нулю.

Мы рассмотрели случай, когда L-постоянное
электрическое поле направлено вдоль оси x, Ex = E.
Ясно, что выбор противоположного направления со-
ответствует отражению x → −x, x′ → −x′ и замене
γ1 → −γ1. Поэтому достаточно рассмотреть случай
одного направления электрического поля. Мы ви-
дим, что представления (60) и (61) с точностью до
калибровочного слагаемого совпадают с представ-
лениями (20) и (21). Их легко записать в ковари-
антном виде с помощью тензора электромагнитного
поля Fμν , см. (22). Напомним, что выражение (22)
было найдено для постоянного электрического поля,
задаваемого нестационарным потенциалом в рамках
общей формулировки КЭД для такого случая [3].

4. ОБСУЖДЕНИЕ

В данной работе построены и исследованы син-
гулярные функции в КЭД сильного поля в T -посто-
янном электрическом поле и в КЭД сильного по-
ля в L-постоянном электрическом поле. Для обоих
случаев найдены in- и out-решения уравнения Дира-
ка специального вида в переменных светового кону-
са. С помощью этих решений построены интеграль-
ные представления Фока –Швингера по собственно-
му времени для всех видов сингулярных функций,
необходимых для вычисления амплитуд вероятно-
стей процессов и средних значений физических ве-
личин. Впервые получены интегральные представ-
ления Фока –Швингера для сингулярных функций
в КЭД сильного поля в L-постоянном электриче-
ском поле. Получены представления сингулярных
функций в КЭД сильного поля в T -постоянном элек-
трическом поле для произвольной ориентации внеш-
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него электрического поля, что нетривиальным обра-
зом обобщает результаты работ [18, 19].

После стандартной ультрафиолетовой регуляри-
зации и перенормировки все физические величины,
которые могут быть получены при помощи при-
чинного пропагатора Sc(X,X ′), конечны в преде-
ле L → ∞ и T → ∞. К примеру, это видно для
вакуумных матричных элементов тензора энергии-
импульса:

〈Tμν〉c = 〈0, out|Tμν |0, in〉 c−1
v ,

Tμν =
1

2

(
T can
μν + T can

νμ

)
,

T can
μν =

1

4

{[
Ψ̂†(X)γ0, γμPνΨ̂(X)

]
+

+
[
P ∗
ν Ψ̂

†(X)γ0, γμΨ̂(X)
]}

,

которые могут быть представлены в виде

〈Tμν〉c = i tr [AμνS
c(X,X ′)]|X=X′ ,

Aμν =
1

4

[
γμ(Pν + P ′∗

ν ) + γν(Pμ + P ′∗
μ )

]
.

Естественно, что проблемы нестабильности ва-
куума и ее проявления совершенно различны в L-по-
стоянном поле и T -постоянном поле для конечных
интервалов T и L. Однако в пределе T, L → ∞ со-
ответствующие характеристики нестабильности ва-
куума оказываются одинаковыми. В частности, этот
факт можно интерпретировать следующим образом:
оба случая представляют собой разные регуляри-
зации в идеализированном случае постоянного од-
нородного электрического поля. Однако эта экви-
валентность может отсутствовать для средних зна-
чений физических величин, которые могут быть
получены с использованием сингулярных функций
Sc
in/out(X,X

′). Например, вакуумные средние тензо-
ра энергии-импульса,

〈Tμν〉in/out = 〈0, in/out|Tμν |0, in/out〉 ,

могут быть представлены в виде

〈Tμν〉in/out = i tr
[
AμνS

c
in/out(X,X

′)
]∣∣∣

X=X′
,

где учтены вклады от Sp/p̄(X,X ′). Такие вклады
неограниченно растут в пределах T → ∞ и L→ ∞,
см. работы [5, 20]. Этот факт связан с неограничен-
ным ростом плотности рождающихся пар электро-
нов и позитронов. Отсюда следует, что в таких слу-
чаях существует существенная физическая разница
между T -постоянным и L-постоянным полем.

Тем не менее, в случаях, когда соответствующие
вклады в диаграммы Фейнмана конечны, можно ис-
пользовать полученные собственно-временные пред-
ставления сингулярных функций Sp/p̄(X,X ′). Тогда
регуляризация постоянного однородного электриче-
ского поля L-постоянным полем эквивалентна регу-
ляризации T -постоянным полем при T, L→ ∞.

Финансирование. Исследование выполнено
при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект № 19-12-00042).
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Теоретически исследовано взаимодействие оптически возбужденных экситонов с акустическими волнами
в планарных полупроводниковых наноструктурах в сильнонелинейном режиме. Для частоты оптической
накачки выше частоты экситонного резонанса описан режим многомодовой оптомеханической лазер-
ной генерации и продемонстрированы широкополосные спектры излучения, подобные хаотическим. Для
частоты оптической накачки ниже частоты экситонного резонанса предсказано формирование распро-
страняющихся оптомеханических доменных стенок, обусловленных оптомеханической нелинейностью.
Условия устойчивости доменных стенок исследованы аналитически и согласуются с результатами пря-
мого численного моделирования. Полученные результаты применимы к нелинейному распространению
звука в массивах квантовых ям или в планарных полупроводниковых брэгговских микрорезонаторах,
поддерживающих экситон-поляритонные моды.

DOI: 10.31857/S0044451022020067

1. ВВЕДЕНИЕ

Полупроводниковая оптомеханика, основанная
на использовании экситонных поляритонов — гиб-
ридных квазичастиц, являющихся смесью фотонов
и материальных возбуждений, — испытывает в дан-
ный момент бурное развитие, вызванное успехами
в технологиях создания планарных наносистем [1].
Недавно были реализованы фононные лазеры с по-
ляритонной накачкой [2] и динамически перестра-
иваемые массивы поляритонных параметрических
резонаторов [3]. Особенностью поляритонной плат-
формы является наличие резонансного фотоупруго-
го взаимодействия в дополнение к геометрическому
оптомеханическому взаимодействию [4]. С акустиче-
ской волной может взаимодействовать как экситон-
ная, так и фотонная компонента поляритона, что
может приводить к усилению оптомеханического

* E-mail: poddubny@coherent.ioffe.ru

взаимодействия [5]. Было предсказано, что поляри-
тонные оптомеханические системы могут усиливать
звук PT -симметричным образом [6], а также обла-
дают сильной акустической невзаимностью [7]. Од-
нако большинство исследований нелинейной опто-
механической динамики поляритонов до сих пор
проводилось в режиме оптомеханического резонато-
ра, когда лишь несколько локализованных экситон-
ных, фотонных и акустических мод взаимодейству-
ют друг с другом, см. работу [8] и ссылки в ней. Учи-
тывая огромный прогресс в понимании коллектив-
ных нелинейных оптомеханических эффектов в мас-
сивах связанных резонаторах [9–14], включая явле-
ние синхронизации [12, 15], формирование солито-
нов [14] и химерные состояния [11], актуально рас-
смотрение распределенных поляритонных систем, в
которых акустические волны взаимодействуют с эк-
ситонами и светом.

В настоящей работе теоретически изучено нели-
нейное оптомеханическое взаимодействие между оп-
тически накачивыемыми экситонами и распростра-
няющимися акустическими волнами. Мы предпо-
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Рис. 1. Схематическое изображение рассматриваемой
структуры. Оптомеханическая доменная стенка распро-
страняется перпендикулярно массиву полупроводниковых
квантовых ям (КЯ) при наличии однородной оптической
накачки E exp(−iωpt) (ОД — оптическое детектирование)

лагаем, что экситоны имеют большую массу и,
следовательно, квазилокализованы в пространстве.
Такая ситуация обычно реализуется в периодиче-
ских полупроводниковых сверхрешетках, где экси-
тоны локализованы внутри квантовых ям, а про-
дольная акустическая волна может свободно рас-
пространяться вдоль нормали структуры [5, 16].
Подобная структура изображена схематически на
рис. 1. Помимо этого, полученные результаты могут
быть применены к латерально распространяющим-
ся акустическим волнам в планарных брэгговских
полупроводниковых микрорезонаторах [3]. В рабо-
те продемонстрировано, что нелинейная оптомеха-
ническая динамика может быть довольно сложной
в зависимости от частоты накачки, длины структу-
ры и граничных условий. Помимо известного режи-
ма оптомеханической лазерной генерации [17] мы
также предсказываем образование движущихся с
дозвуковой скоростью оптомеханических доменных
стенок.

2. МОДЕЛЬ

Рассматривается распространение взаимодейст-
вующих света, экситонов и акустических волн вдоль
нормали z плоской периодической полупроводнико-
вой наноструктуры, такой как массив квантовых
ям, показанный на рис. 1. Когда длины оптичес-
ких и акустических волн больше периода структу-
ры вдоль оси роста z, систему можно рассматри-
вать как сплошную среду. Например, эксперимент
по мандельштам-бриллюэновскому рассеянию экси-
тонных поляритонов в работе [5] был проведен для
40 квантовых ям GaAs толщиной 17.1 нм, разделен-

ных барьерами AlAs толщиной 7.5 нм, когда прибли-
жение сплошной среды вполне оправдано. Лагран-
жиан для такой системы имеет вид

L =
1

8π

[
(∂tA)

2

c2
− (∂zA)

2

]
− 1

c
P ∂tA+

+
ρ

2
(∂tu)

2 − E
2
(∂zu)

2 +

+
f

2

[
(∂tP )

2 − (ωx + Ξ ∂zu)
2P 2

]
. (1)

Первый член лагранжиана (1) соответствует свобод-
ному электромагнитному полю, описываемому век-
торным потенциалом A(z, t), а второй член пред-
ставляет его взаимодействие с экситонной поляри-
зацией P (z, t). Вторая строка лагранжиана (1) опи-
сывает поле механических смещений u(z, t), где ρ —
плотность среды и E — модуль Юнга. Последняя
строка уравнения (1) представляет собой лагранжи-
ан гармонического осциллятора, описывающего по-
ляризацию экситона. Частота осциллятора линейно
сдвигается с деформацией ∂zu; константа деформа-
ционного потенциала Ξ приблизительно равна 10 эВ.
Предполагается, что экситоны не могут двигаться в
направлении z, будучи сильно ограниченными внут-
ри отдельных квантовых ям. Константа нормиров-
ки f связана с продольно-поперечным расщеплени-
ем ω

LT
[18] как f = 2π/ωxωLT

. В массиве квантовых
ям GaAs/AlGaAs это расщепление порядка �ω

LT
∼

∼ 0.1 мэВ [5].
Из лагранжиана (1) следуют уравнения движе-

ния для полей A(z, t), u(z, t), и P (z, t):

∂2tA− c2∂2zA = 4πc∂tP , (2)
∂2t u− s2∂2zu = (fωxΞ/ρ) ∂zP

2 , (3)
∂2t P + ω2

xP = −2ωxΞP ∂zu− (1/fc) ∂tA , (4)

где s =
√

E/ρ — скорость (продольного) звука и мы
пренебрегли квадратичными по Ξ вкладами.

Поскольку частота экситона намного выше аку-
стической, положим

P (z, t) = P1(z, t) exp(−iωxt) + c.c.,
A(z, t) = A1(z, t) exp(−iωxt) + c.c.

Затем, используя приближение вращающейся вол-
ны, из уравнений (3), (4) получаем

∂2t u− s2∂2zu =
4πΞ

ωLTρ
∂z|P1|2 , (5)

i∂tP1 = ΞP1 ∂zu− ωLT

4π
E1 , (6)

где E1(z, t) = (iωx/c)A1(z, t) — электрическое по-
ле. Вместо поля смещений u(z, t) удобно ввести поле
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ξ(z, t) = Ξ∂zu + ε|P1|2, где ε = 4πΞ2/ωLT E . Это по-
ле пропорционально напряжению и учитывает как
механический, так и экситонный вклад. Тогда полу-
чаем систему уравнений

∂2t ξ + 2Γs∂tξ − s2∂2zξ = ε∂2t |P1|2 , (7)
i∂tP1 = −iΓxP1 + ξP1 + α|P1|2P1 +G , (8)

где G(z, t) = (ω
LT
/4π)E1(z, t) и дополнительно бы-

ли введены скорости затухания экситона Γx и звука
Γs. Из уравнения (8) следует, что взаимодействие со
звуком вызывает нелинейность для экситона с кон-
стантой α = −ε [19]. Однако такая нелинейность для
реалистичных параметров подавляется экситон-эк-
ситонным отталкивающим взаимодействием, приво-
дящим к суммарному значению α > 0. Влияние та-
кой нелинейности широко изучалось, в частности, в
работах [19–21]. В настоящей статье нас интересу-
ет эффект экситон-звукового взаимодействия. По-
этому вклад, пропорциональный α, не учитывает-
ся. Мы также предполагаем, что электрическое по-
ле E1(z, t) определяется лазером накачки, и прене-
брегаем обратным действием экситонов, т. е. прене-
брегаем уравнением (2), что оправдано при условии
ω

LT
< Γx.
Рассматривается случай однородного возбужде-

ния с частотой ωp:

E1(z, t) = E exp [−i(ωp − ωx)t] .

Это можно реализовать, возбуждая массив сбоку,
как показано на рис. 1. Эксперимент по распростра-
нению нелинейных акустических возбуждений, ко-
торый будет обсуждаться далее, потенциально мо-
жет быть проведен следующим образом. Звук за-
пускается с левого края структуры путем возбуж-
дения коротким оптическим лазерным импульсом,
как это было сделано в работах [16,22]. Волна приво-
дит к модуляции частот экситонного резонанса. Эта
модуляция исследуется оптически путем измерения
либо обратного мандельштам-бриллюэновского рас-
сеяния экситонных поляритонов [5], либо когерент-
ного отражения оптического импульса [16]. Типич-
ные интенсивности накачки в современном экспери-
менте «накачка-зондирование» [16] были равны J ∼
∼ 0.1 мДж/см2, а нелинейные акустические эффек-
ты наблюдались для J � 3 мДж/см2.

3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ В
ЛИНЕАРИЗОВАННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Сначала рассмотрим однородные в пространстве
напряжение ξ(z, t) = ξ0 и экситонную поляризацию
P1(z, t) = b0 exp[−i(ωp − ωx)t], где

b0 =
G

ωp − ωx − ξ0 + iΓx
. (9)

Для анализа устойчивости исследуется динамика
малых поправок ζ и a = a1+ia2 к полю деформаций
ξ и полю поляризаций P1. Их эволюция описывается
уравнениями

∂2t ζ + 2Γs∂tζ − s2∂2zζ = 2ε|b0|∂2t a1, (10)
∂ta1 = −(ωp − ωx − ξ0)a2 − Γxa1 , (11)
∂ta2 = (ωp − ωx − ξ0)a1 − Γxa2 − |b0|ζ . (12)

Рассматривая решение, зависящее от времени и ко-
ординаты как exp(−iΩt+ikz), получаем условие раз-
решимости уравнений (10)–(12) в виде(

s2k2 − Ω2 − 2iΓsΩ
) (

Δ2 + Γ2
x − Ω2 − 2iΓxΩ

)
+

+ 2Ω2ε|b0|2Δ = 0 , (13)

где Δ = ωp − ωx − ξ0 – отстройка частоты лазера от
экситонного резонанса.

В режиме сильной связи, когда Γs и Γx малы,
дисперсионное соотношение в главном порядке при-
ближения имеет вид

Ω2 =
s2k2 +Δ(Δ− 2ε|b0|2)

2
±

± 1

2

√
[s2k2 −Δ(Δ + 2ε|b0|2)]2 − 8Δ3ε|b0|2. (14)

При положительной отстройке лазера (Δ > 0)
собственные частоты становятся комплексными в
окрестности k = ±

√
Δ(Δ + 2ε|b0|2)/s. Более того,

некоторые собственные частоты имеют положитель-
ную мнимую часть, что указывает на рост соответ-
ствующих собственных мод со временем.

Теперь исследуем влияние конечных потерь на
неустойчивость. Предполагается, что потери и на-
качка слабые по сравнению с соответствующими
звуковыми частотами, Γx,Γs, ε|b0|2 � |Δ|, s|k|. Тог-
да естественно предположить, что наиболее неста-
бильная мода будет иметь волновой вектор k ≈
≈ ±|Δ|/s и частоту Ω ≈ |Δ|. Вблизи этой точки
уравнение (13) можно упростить до

(Ω− sk + iΓs)(Ω− |Δ|+ iΓx) = −1

2
ε|b0|2Δ . (15)

Анализ показывает, что нестабильность сохраняет-
ся, если

ε|b0|2Δ > 2ΓxΓs.

Нестабильными оказываются акустические волны с
волновыми векторами в области∣∣∣∣|k| − Δ

s

∣∣∣∣ < Γs + Γx

s

√
ε|b0|2Δ
2ΓsΓx

− 1 .
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Установившаяся эволюция поля деформаций ξ(z, t) (а) и временная эволюция амплитуд первых
пяти пространственных гармоник (б) для длины системы L = 3.3s/Γx. Параметры расчета приведены в тексте

Рис. 3. (В цвете онлайн) То же, что на рис. 2, но для L = 4.5s/Гx

4. РЕЖИМ ОПТОМЕХАНИЧЕСКОЙ
ЛАЗЕРНОЙ ГЕНЕРАЦИИ

Исследуем численно динамику системы в случае,
когда основное состояние неустойчиво и структура
генерирует автоколебания. На рис. 2 и 3 показаны
результаты расчетов для Δ/Γx = 1.5, Γs/Γx = 0.01,
εG2/Γ3

x = 0.09 и разных длин системы L. Предпо-
ложим, что напряжения на краях структуры рав-
ны нулю, что соответствует граничным условиям

ξ(±L/2) = 0. В качестве начальных условий был
взят слабый шум для ξ и стационарное решение
для b0.

Рисунок 2 рассчитан для длины структуры L =

= 3.3 s/Γx. На рис. 2а показана цветом карта де-
формаций ξ(z, t). На рис. 2б представлена времен-
ная эволюция амплитуд пространственных спект-
ральных гармоник. Мы определяем их как

Sm =
√
(km/s)2|Sξ(km)|2 + |S∂tξ(km)|2,
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Установившаяся динамика акустической составляющей, рассчитанная для различных акустичес-
ких импедансов, определяющих граничные условия в уравнении (16): Zr = 0 (а), Zr = 0.25 (б), Zr = 4 (в) и Zr = ∞ (г).
Другие параметры расчета не менялись: L = 32s/Γx и εG2/Γ3

x = 0.04. Начальными условиями для расчета были взяты
случайные шумы как в акустической, так и в экситонной составляющих. Показана рассчитанная динамика после большой

задержки t0 = 10000/Γx, когда переходные процессы уже успели завершиться

где Sξ и S∂tξ — пространственные спектры соответ-
ственно ξ и ∂tξ, а km = πm/L. Видно, что положи-
тельный темп роста наблюдается только для одной
моды m = 2.

Для более длинной системы несколько простран-
ственных гармоник могут находиться в пределах
диапазона усиления в линейном режиме. Случай,
когда две гармоники усиливаются одновременно, по-
казан на рис. 3. Параметры расчета выбраны таки-
ми же, как для рис. 2, но L = 4.5 s/Γx. Происхо-
дит конкуренция между модами, и, в зависимости
от начального условия, могут образовываться два
различных стационарных состояния, в которых до-
минирует либо гармоника с m = 3, как на рис. 3,
либо гармоника с m = 2.

При большой длине системы и большой мощно-
сти накачки динамика становится намного богаче.
Это обусловлено тем, что большое количество про-
странственных гармоник попадает в диапазон уси-
ления и одновременно возбуждается в системе. На
нелинейном этапе поведение системы определяется
сложной динамикой взаимодействующих мод. Бы-
ло проведено численное моделирование для накачки
εG2/Γ3

x = 4 и длины системы L = 32 s/Γx. Эволю-
ция распределения акустической энергии в системе
показана на рис. 4 при различных граничных усло-
виях, наложенных на правом краю,

∂tξt(L/2) + sZr∂zξ(L/2) = 0 , (16)
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Рис. 5. Спектры скорости Sdtξ (слева) и соответствующие корреляционные функции скорости g(τ ) (справа), рассчи-
танные для различных акустических импедансов Zr на правой границе. Скорость измерялась при z0 = 0 (а, б) и при
z0 = L/2 = 16s/Γx (в–з). Акустический импеданс Zr увеличивается сверху вниз, как показано на рисунке. Параметры

такие же, как для рис. 4

которые описывают ситуацию, когда область z >

> L/2 заполнена материалами с различными акус-
тическими импедансами, характеризуемыми пара-
метром Zr = 0, 0.25, 4, ∞ соответственно для
рис. 4а,б,в,г. На левом краю всегда считалось, что
ξ(−L/2) = 0, т. е. Zl = 0.

Видно, что динамика существенно меняется в за-
висимости от импеданса на правом краю. Далее бы-
ли рассчитаны временные спектры скорости v(t) =
= ∂tξ(z0, t), см. рис. 5, где верхняя строка соответ-
ствует импедансам Zr = 0, нижние три строки со-
ответствуют Zr = 0.25s, Zr = 4s, Zr = ∞. Ско-

рость рассчитывалась на правом конце (z0 = L/2)
для всех случаев, кроме рис. 5a,б. Выбор для из-
мерения скорости на правом краю сделан потому,
что это значение определяет интенсивность излуче-
ния акустических волн на среду, контактирующую
со структурой справа. В случае, когда Zr = 0, ско-
рость на правом краю тождественно равна нулю,
поэтому для анализа было выбрано ее значение в
середине структуры, z0 = 0.

Видно, что все спектры скоростей на
рис. 5а,в,д,ж довольно широкие, но имеют разную
ширину и структуру. Корреляционные функции
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Рис. 6. То же, что и на рис. 5. Более узкая часть спектра показана с большим разрешением. Корреляционные функции
показаны на больших временах. Вертикальные линии в правом столбце указывают время однократного прохождения

акустической волны через структуру и время ее прохождения туда и обратно

g(τ) =

∫
v(t− τ)v(t) dt∫

v(t)2dt

,

показанные в правом столбце рис. 5, быстро зату-
хают, что хорошо согласуется с шириной спектра.
Широкие спектры и быстрозатухающие корреляци-
онные функции подтверждают, что динамика акус-
тического поля очень сложна и, возможно, хаотич-
на. Интересно отметить, что в линейном режиме аб-
солютные значения коэффициентов отражения аку-
стических волн для Zr = 0.25s и Zr = 4s одинаковы,
но в нелинейном режиме генерации динамика для
этих импедансов различается. Это может происхо-
дить из-за того, что экситоны влияют на отражение
акустической моды на краях системы.

Интересно рассмотреть тонкую структуру спект-
ров и поведение корреляционных функций на вре-
менах, сравнимых со временем прохождения акусти-
ческих волн через систему. Это показано на рис. 6.
Видно, что в случае Zr = 0 корреляционная функ-
ция имеет резкий максимум при τ ≈ 64/Γx, кото-
рый соответствует проходу акустической волны че-
рез структуру слева направо и затем обратно, спра-
ва налево. Другой максимум виден при τ ≈ 32/Γx

и соответствует времени однократного прохождения
акустических волн через структуру слева направо.
При Zr = 0.25s максимумов корреляционной функ-
ции, кроме максимума при τ = 0, не наблюдается.
Для Zr = 4s и Zr = ∞ первые максимумы распо-
ложены при τ ≈ 64/Γx. Данные особенности прояв-
ляются и в тонкой структуре спектров. Расстояние
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Рис. 7. Диаграммы существования дозвуковых и сверхзвуковых оптомеханических доменных стенок для различных па-
раметров v− ωx и амплитуд накачки. Накачка изменяется от G = 0.2Γx до G = 2.9Γx с шагом 0.3Γx (а) и от G = Γx до

G = 0.35Γx с шагом −0.05Γx (б)

между соседними пиками соответствует указанным
выше временам: оно равно Δω ≈ 0.2Γx (рис. 6б) и
Δω = 0.1Γx (рис. 6е,з).

5. ОПТОМЕХАНИЧЕСКИЕ ДОМЕННЫЕ
СТЕНКИ

Теперь рассмотрим ситуацию, когда накачка от-
рицательно отстроена от экситонного резонанса,
ωp < ωx. В этом случае однородное решение явля-
ется стабильным и оптомеханическая генерация не
происходит, но ниже будет показано, что возможно
образование оптомеханических доменных стенок.

Сначала рассмотрим случай Γs = 0 и перепишем
основные уравнения (7), (8) в системе отсчета, дви-
жущейся со скоростью v:

(∂2t − 2v∂t∂η)(ξ − ε|b|2) = (s2 − v2)∂2ηξ + εv2∂2η |b|2,

∂tb = v∂ηb− i(ωx − ωp)b− Γxb− ibξ − iG,

где b(η, t) = P1(z, t) и η = z − vt. Стационарные ре-
шения в движущейся системе отсчета описываются
связанными уравнениями

∂2ηξ =
εv2

v2 − s2
∂2η |b|2,

v∂ηb = i(ωx − ωp)b+ Γxb+ ibξ + iG.

(17)

Уравнение (17) имеет решение ξ = εv2|b|2/(v2−s2)+
+ ξ0, где ξ0 — константа. Используя это, получаем

уравнение для стационарного распределения поля b
экситонных поляризаций:

v∂ηb = iΩ̃b+ Γxb+ iμ|b|2b+ iG, (18)

где Ω̃ = ωx − ωp + ξ0 и μ = εv2/(v2 − s2).
Без ограничения общности можно поло-

жить ξ = 0 при η = −∞. Это означает, что
b(η = −∞) = G/(ωp − ωx + iΓx) и поэтому
ξ0 = −μG2/[Γ2

x + (ωx − ωp)
2]. Это состояние мы

далее называем основным состоянием.
Выясним, можно ли связать основное состоя-

ние доменной стенки с другим пространственно-од-
нородным состоянием. Это возможно, только если
уравнение (18) имеет три пространственно-однород-
ных решения. Нетрудно написать алгебраическое
уравнение для интенсивности пространственно-од-
нородных состояний:

μ2|b|6 + 2Ω̃μ|b|4 + (Ω̃2 + Γ2
x)|b|2 −G2 = 0. (19)

Используя то, что одно из решений есть |b0|2 =

= G2/[(ωx − ωp)
2 + Γ2

x], можно представить другие
два решения уравнения (19) в простой форме:

|b|2 =
1

2

(
G2

(ωx − ωp)2 + Γ2
x

− 2(ωx − ωp)

μ
±

±
√

G4

[(ωx−ωp)2+Γ2
x]

2
− 4(ωx−ωp)G2

μ[(ωx−ωp)2+Γ2
x]
−4Γ2

x

μ2

)
.

(20)
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Рис. 8. (В цвете онлайн) a) Области существования нескольких стационарных решений для G = 2Γx и v < s. б, в) Из-
менения экситонной компоненты b стационарных решений в зависимости от скорости v (соответствующий путь показан
штриховой линией на рис. а) при ωx − ωp = Γx. г) Бифуркационная диаграмма для механической составляющей ξ.
Синие линии соответствуют основному решению, а зеленые и красные линии — двум другим решениям. Столкновение
основного состояния с другим устойчивым состоянием отмечено знаком «bf». Седло (s) и два стационарных состояния
типа фокус (f1, f2) отмечены на фазовой плоскости на рис. 10 (см. ниже). Пунктирные линии показывают устойчивые

состояния, которые не связаны с основным состоянием

Эти три решения существуют в области параметров
ωx − v, находящейся справа от кривых на рис. 7а и
слева от кривых на рис. 7б.

Анализ показывает, что сверхзвуковые доменные
стенки никогда не могут соединять динамически
устойчивые решения. Поэтому основное внимание
мы уделяем дозвуковым доменным стенкам. Преж-
де всего исследуем, как изменяются установившиеся
состояния, когда параметр v изменяется для фик-
сированного значения ωx в области существования
нескольких решений. Соответствующий путь пока-
зан штриховой линией на рис. 8а. Решение, пока-

занное синей линией, соответствует основному реше-
нию ξ = 0. Два других решения показаны зеленой и
красной линиями. Рисунки 8б и 8в демонстрируют,
как экситонные компоненты стационарных решений
меняются с изменением скорости v. Аналогичная би-
фуркационная диаграмма для механической состав-
ляющей ξ представлена на рис. 8г. Можно видеть,
что при определенном значении v основное состоя-
ние сталкивается с другим решением, точка столк-
новения (bf) отмечена на рис. 8.

Перейдем к классификации стационарных состо-
яний. Это можно сделать, найдя собственные зна-
чения линеаризованной задачи, описывающей про-
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Эволюция действительной (справа) и мнимой (слева) частей собственных значений, опреде-
ляющих пространственную релаксацию к основному состоянию (а и б) и к двум другим устойчивым состояниям (в–е).

Показаны типы стационарных состояний для седел (s), для узлов (n) и для фокусов (f)

странственную эволюцию поля b в окрестности то-
чек равновесия. Действительная и мнимая части со-
ответствующих собственных значений представле-
ны на рис. 9. Расчет показывает, что для скоростей,
близких к 1, основное состояние — седло, два дру-
гих — фокусы. Соответствующаяфазовая плоскость
для v = 0.85s показана на рис. 10. Он демонстриру-
ет, что основное состояние действительно является

седлом и имеет гетероклинические связи со всеми
другими устойчивыми состояниями. Эти гетерокли-
нические связи показаны толстыми красными лини-
ями, что говорит о существовании двух разных до-
менных стенок, движущихся со скоростью v = 0.85s.
Эти доменные стенки связывают основное состояние
с состояниями с различными механическими ξ и эк-
ситонными b компонентами.
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Фазовая плоскость для v = 0.85s и ωx = ωp + Γx (а) и части фазовой плоскости вблизи
стационарных состояний (б–г)

Пространственный профиль доменной стенки,
соединяющей основное состояние с состоянием, обо-
значенным как «f2», показан на рис. 11a. Посколь-
ку одно из стационарных состояний представляет
собой фокус, хвост, переходящий в данное стацио-
нарное состояние, осциллирует в пространстве. Это
объясняет существование дополнительного макси-
мума в пространственном спектре доменной стенки
(рис. 11б). Этот максимум становится более выра-
женным для более высоких скоростей, когда колеба-
ния становятся быстрее, а скорость их уменьшается
(см. рис. 9в и 9г). Для более низких скоростей ре-

лаксация становится монотонной, когда фокус пре-
вращается в узел.

Важный результат состоит в том, что при
некоторой пороговой скорости основное состояние
сталкивается с другим стационарным состоянием
в процессе транскритической бифуркации. В точке
бифуркации хвосты доменной стенки релаксируют
к основному состоянию алгебраически, поскольку
соответствующее собственное значение обращается
в нуль. Здесь следует отметить, что основное состоя-
ние становится узлом для скоростей ниже пороговой
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Рис. 11. (В цвете онлайн) а) Эволюция экситонного поля b в доменной стенке, соединяющей основное состояние s и
стационарное состояние f2. б и в) Нормированные компоненты механической деформации ξ и ∂zξ в доменной стенке.
г) Нормированный пространственный спектр ξz для v = 0.85s. Тонкие синие и зеленые линии показывают спектры для

скоростей доменных стенок v = 0.8s и v = 0.9s

скорости бифуркации. Это означает, что для этих
скоростей основное состояние может быть связано
только с одним из двух других стационарных состо-
яний. На рис. 8а и 8г состояния, не имеющие связи с
основным состоянием, показаны пунктирной лини-
ей.

Для меньших значений частоты ωx бифуркаци-
онная диаграмма выглядит иначе, как показано на
рис. 12. В этом случае основное состояние сталки-
вается с иным решением, чем для ωx − ωp = Γx.
Зависимости собственных значений, определяющих
релаксацию доменных стенок к фону, от скорости
v показаны на рис. 13. При высоких скоростях ос-
новным стационарным состоянием является седло, а
двумя другими состояниями — фокусы. Затем один
из фокусов превращается в узел. Наконец, проис-

ходит транскритическая бифуркация: основное со-
стояние становится узлом, а второе состояние ста-
новится седлом. Как и в предыдущем случае, после
точки бифуркации основное состояние может быть
связано только с одним из двух других состояний.
При еще меньших скоростях второй фокус также
превращается в узел.

Для экспериментального наблюдения доменные
стенки должны быть динамически устойчивыми.
Спектральный анализ показывает, что это так, если
соответствующие стационарные состояния стабиль-
ны. Как обсуждалось ранее, пространственно-одно-
родные состояния устойчивы, если (ωx−ωp)+ ξ > 0.
Таким образом, стабильные доменные стенки явля-
ются связями между состояниями, расположенны-
ми над тонкими горизонтальными черными лини-

5 ЖЭТФ, вып. 2
217



А. В. Юлин, А. В. Пошакинский, А. Н. Поддубный ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022

Рис. 12. (В цвете онлайн) То же что на рис. 8, но для ωx = ωp + 0.2Γx

ями на рис. 8г и 12г. Также было изучено, как ко-
нечные механические потери влияют на распростра-
нение доменной стенки. Было установлено, что до-
менные стенки могут образовываться при наличии
механических потерь, если потери не слишком вели-
ки.

Образование доменных стенок наблюдалось и
при прямом численном решении уравнений. Распро-
страняющиеся волны хорошо описываются разви-
той теорией. Численный расчет также показывает,
что две доменные стенки образуются после того, как
левый край системы сдвигается на Δξ1 при t = t1,
а затем при t = t2 > t1 на Δξ2. Обычно эти домен-
ные стенки распространяются с разными скоростя-
ми. Если вторая доменная стенка быстрее первой, то
в какой-то момент они сталкиваются, образуя новую
доменную стенку со своей скоростью.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, мы теоретически исследовали
сильнонелинейный режим оптомеханического взаи-
модействия между оптически накачивыемыми экси-
тонами в полупроводниковой сверхрешетке и рас-
пространяющимися акустическими фононами. Бы-
ли рассмотрены различные режимы взаимодейст-
вия в зависимости от отстройки частоты накачки
от частоты экситонного резонанса.

Если частота накачки выше частоты экситонного
резонанса, то структура находится в режиме опто-
механической лазерной генерации. Однако, в отли-
чие от обычного одномодового оптомеханического
лазера [8, 17, 23], была обнаружена сложная конку-
ренция между усиливающимися акустическими мо-
дами, которая происходит, когда структура доста-
точно длинная, так что несколько пространствен-
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Рис. 13. (В цвете онлайн) То же что на рис. 9, но для ωx − ωp = 0.2Γx

ных гармоник попадают в контур усиления. Широ-
кий спектр генерируемого акустического поля и его
корреляционные функции, быстро затухающие во
времени, указывают на довольно сложную и, веро-
ятно, хаотическую динамику. Мы также показали,
что спектры излучения существенно зависят от гра-
ничных условий для акустической волны на краю
структуры.

В случае, когда структура накачивается с час-
тотой ниже частоты экситонного резонанса, опто-
механическая генерация невозможна, но вместо нее
могут формироваться оптомеханические доменные
стенки. Был проведен подробный анализ стацио-
нарных состояний в структуре и было показано,
что только дозвуковые доменные стенки могут быть
стабильными и соединять динамически устойчи-
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вые стационарные решения. Рассчитаны зависимос-
ти скорости стенки и амплитуды деформации от
частоты накачки.

Мы надеемся, что полученные результаты
будут полезны для быстро развивающейся об-
ласти резонансной оптомеханики и могут быть
экспериментально подтверждены для современных
структур. Естественным продолжением этой рабо-
ты могло бы стать исследование фоноритонного
режима [7, 24, 25], когда не только экситоны и
акустические волны, как в текущем исследовании,
а три типа возбуждений: свет, экситон и акусти-
ческие волны, испытывают сильное нелинейное
взаимодействие.
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нансовой поддержке Российского научного фонда
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С помощью метода молекулярной динамики проведено исследование зависимости температуры плавле-
ния наночастиц Ti, Ti3Al, TiAl и TiAl3 от их диаметра в вакууме и в алюминиевой матрице. Для всех
рассматриваемых наночастиц температура плавления снижалась по мере уменьшения их диаметра про-
порционально отношению площади поверхности частицы к ее объему. При этом значения температуры
плавления частиц Ti, Ti3Al и TiAl в алюминиевой матрице оказались ниже, чем аналогичных частиц в
вакууме, что объясняется размытием и разупорядочением границы раздела вследствие взаимной диф-
фузии. Принципиально другой результат был получен для частиц TiAl3 — оболочка из алюминия в этом
случае почти не оказывала влияния на температуру плавления частицы. По мере увеличения размера
частиц в вакууме и в алюминии значения их температуры плавления стремились к одной и той же ве-
личине, что объясняется снижением роли поверхности и ее размытия вследствие взаимной диффузии с
ростом диаметра частицы.

DOI: 10.31857/S0044451022020079

1. ВВЕДЕНИЕ

Сплавы и интерметаллические соединения систе-
мы Ti–Al обладают уникальным сочетанием эксплу-
атационных свойств, таких как малая плотность,
высокий предел текучести при повышенных темпе-
ратурах, хорошая стойкость к окислению и корро-
зии [1–5]. Одним из перспективных методов их по-
лучения является предварительная механоактива-
ционная обработка, позволяющая достичь предель-
ной степени измельчения зерна в смеси до основ-
ной реакции синтеза [5–7]. В процессе механоакти-
вации формируются так называемые механокомпо-
зиты, представляющие собой матрицу из более пла-
стичного компонента (алюминия), в объеме которой
находятся наноразмерные частицы более хрупкого
компонента смеси [6,7]. Такая система характеризу-
ется высокой степенью неравновесности из-за высо-

* E-mail: gmpoletaev@mail.ru

кой концентрации дефектов, поверхностей раздела
и внутренних напряжений. Отмечается, что начало
реакции горения в такой неравновесной системе на-
чинается при температурах существенно ниже тем-
пературы плавления алюминия [6, 7]. Кроме того,
известно, что температура плавления наноразмер-
ных частиц снижается из-за высокой доли поверхно-
сти по отношению к их объему [8–13]. Строго гово-
ря, истинным фазовым переходом следует считать
переход в бесконечно большой термодинамической
системе, но, тем не менее, снижение температуры
плавления наночастиц — экспериментально наблю-
даемый феномен [9–11], который следует учитывать
в моделях и технологических операциях.

В дореакционных механокомпозитах Ti–Al ма-
лые частицы Ti и зародыши интерметаллидов на-
ходятся в матрице алюминия, что, очевидно, изме-
няет связь размера частиц и их температуры плав-
ления по сравнению с нахождением в вакууме. При
этом влияние матрицы может быть неоднозначным.
С одной стороны, атомы алюминия, окружающие
частицу, могут приводить к понижению потенциаль-
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ной энергии приповерхностных атомов частицы, т. е.
тем самым снижать влияние поверхности на темпе-
ратуру плавления. Но, с другой стороны, из-за вза-
имной диффузии на границе раздела возможно ее
размытие, что, напротив, приводит к образованию
большего количества «приповерхностных» атомов с
большей по сравнению с атомами в ядре частицы
потенциальной энергией. Настоящая работа посвя-
щена исследованию методом молекулярной динами-
ки зависимости температуры плавления наночастиц
Ti, Ti3Al, TiAl и TiAl3 от их диаметра в вакууме и
в алюминиевой матрице.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Частица в модели создавалась путем выреза-
ния шара соответствующего размера из идеально-
го кристалла. При этом частицы интерметаллидов
Ti3Al, TiAl и TiAl3 изначально имели сверхструк-
турную упаковку соответственно D019, L10 и D022.
Пример частицы TiAl диаметром 9 нм изображен на
рис. 1а. Для моделирования алюминиевой матрицы
вокруг частицы создавалась оболочка, содержащая
примерно столько же атомов, сколько содержала ча-
стица (рис. 1б). Изначально оболочка тоже выреза-
лась из кристалла алюминия. Данной толщины обо-
лочки было достаточно, и дальнейшее ее увеличе-
ние не влияло на результаты. В работе [14] похожая
модель использовалась для моделирования раство-
рения частицы Ti в алюминиевой матрице.

Рассматривались частицы диаметром от 2.5 до
12 нм. После создания начальной структуры части-
цы проводилась первичная структурная релаксация
при стартовой температуре 0 К, в конце которой ча-
стица охлаждалась. Частица находилась в расчет-
ной ячейке в виде прямоугольного параллелепипеда
с периодическими граничными условиями. Для дан-
ной модели могут быть использованы и свободные
условия, но мы использовали периодические, чтобы
атомы, испаряющиеся при больших температурах с
поверхности частицы, оставались в расчетной ячей-
ке. Расстояние между стенками расчетной ячейки
было достаточно большим для того, чтобы исклю-
чить взаимодействие частицы со своим виртуаль-
ным двойником.

Для описания межатомных взаимодействий в
системе Ti–Al использовались потенциалы модели
погруженного атома (embedded atom model, EAM)
из работы [15], где они были получены на осно-
ве сопоставления с экспериментальными данными и
ab initio расчетами для различных свойств и струк-

Рис. 1. Примеры начальных структур наночастиц: а— TiAl
диаметром 9 нм; б — срез частицы Ti диаметром 11 нм в
оболочке Al (Ti — темные атомы, Al — светлые атомы)

тур металлов Ti, Al и интерметаллидов Ti3Al и
TiAl. Они хорошо зарекомендовали себя при про-
ведении различных исследований и прошли успеш-
ную апробацию по широкому спектру механических
и структурно-энергетических свойств сплавов систе-
мы Ti–Al [15–19].

Температура в модели задавалась через началь-
ные скорости атомов согласно распределению Макс-
велла с учетом теплового расширения. В связи с
тем, что при высоких температурах диффузия на
границе Ti–Al происходит активно и граница быстро
размывается, метод поиска температуры плавления
путем постепенного повышения температуры, как,
например, в работах [12, 13], был исключен. В на-
шей работе мы начинали каждый эксперимент со
структуры, полученной после первичной релакса-
ции, задавая ту или иную температуру и поддержи-
вая ее постоянной с помощью термостата Нозе – Гу-
вера. Один компьютерный эксперимент длился от 20
до 500 пс в зависимости от размера частицы и скоро-
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сти фронта плавления. Шаг интегрирования по вре-
мени в методе молекулярной динамики составлял
2 фс. Температура плавления частиц определялась
по относительно резкому увеличению средней по-
тенциальной энергии атомов (при исследовании час-
тиц в алюминиевой матрице анализировалась энер-
гия только атомов Ti). Кроме того, плавление, как
будет показано на рисунках ниже, обычно хорошо
видно визуально. Для приблизительной оценки тем-
пературы плавления сначала температура задава-
лась с шагом 50 К. Но вблизи точки плавления шаг
изменения температуры уменьшался вплоть до 5 К.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Плавление частиц начиналось с поверхности.
При этом движение фронта плавления было хоро-
шо видно визуально, особенно в случае сравнитель-
но больших частиц. На рис. 2а изображена части-
ца Ti диаметром 12 нм в момент движения фрон-
та плавления от поверхности внутрь частицы. Ско-
рость движения фронта зависела от температуры
и возрастала с повышением температуры. Согласно
работам [20, 21], фронт плавления–кристаллизации
движется в металлах со скоростью порядка несколь-
ких десятков м/с, уменьшаясь почти до нуля при
температуре плавления. Скорость движения фрон-
та плавления круглой частицы не была постоянной,
а увеличивалась по мере уменьшения размера крис-
таллического ядра.

При температурах выше температуры плавле-
ния алюминиевой оболочки (примерно 1000 К в ис-
пользуемой модели) начиналась интенсивная взаи-
модиффузия на границе раздела частицы и алюми-
ния, скорость которой, однако, в большинстве слу-
чаев была ниже скорости движения фронта плавле-
ния (рис. 2б). Расширяющаяся диффузионная зона
в значительной степени разрыхляла границу, нару-
шая ее кристаллическую структуру. При темпера-
турах, близких к температуре плавления частицы,
диффузия интенсифицировалась еще больше из-за
плавления приграничного слоя частицы. Проникаю-
щие в частицу атомы Al ускоряли движение фрон-
та плавления, быстро занимая очередной разрушен-
ный слой частицы.

В системах Ti3Al+(Al) и TiAl+(Al) (алюминие-
вая оболочка обозначена как (Al)) при тех же тем-
пературах диффузия протекала слабее, чем в сис-
теме Ti+(Al), что объясняется сравнительно более
крепкими межатомными связями в интерметалли-
дах. Но вблизи температуры плавления интерме-

Рис. 2. Структура центрального слоя частицы в процессе
плавления: а — фронт плавления, движущийся от свобод-
ной поверхности, в частице Ti диаметром 12 нм при тем-
пературе 2000 К в момент времени 150 пс; б — размытая в
результате диффузии граница между Ti (черные атомы) и
Al (белые атомы) в частице Ti диаметром 9 нм в оболочке

Al при температуре 1970 К в момент времени 50 пс

таллических наночастиц возникала такая же ситуа-
ция, как в случае системы Ti+(Al), — образующий-
ся жидко-жидкофазный контакт на границе приво-
дил к интенсивной диффузии и практически к тако-
му же эффекту снижения температуры плавления
частицы при наличии алюминиевой оболочки, как в
случае частицы Ti.

На рис. 3 изображены полученные зависимости
температур плавления частиц от их диаметра в ва-
кууме и в алюминиевой матрице. На рисунках так-
же штриховыми линиями приведены соответствую-
щие аппроксимационные кривые, полученные из со-
ображения, что снижение температуры плавления
пропорционально отношению площади поверхности
частицы к ее объему:

Tm(d) = T 0
m − A

d− δ
. (1)
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Рис. 3. Зависимости температуры плавления от диаметра частицы в вакууме (темные точки) и в алюминиевой матрице
(светлые точки): а — Ti; б — Ti3Al; в — TiAl; г — TiAl3

Здесь Tm и T 0
m — температуры плавления соответст-

венно частицы и массивного материала, d— диаметр
частицы,A— параметр, отвечающий за степень вли-
яния поверхности частицы на ее плавление, δ — по-
правка, учитывающая толщину приповерхностного
слоя частицы.

Согласно полученным данным, значительное
снижение температуры плавления касается дейст-
вительно очень малых частиц, имеющих диаметр
порядка нескольких нанометров. Формула (1) хо-
рошо описывает все найденные зависимости, что
подтверждает известный факт о снижении темпе-
ратуры плавления наночастиц по мере уменьшения
их диаметра [8–13]. В таблице приведены значения
параметров A и δ, используемых в формуле (1).

Как видно из таблицы, для всех рассмотренных
частиц в вакууме приходилось учитывать поправку
δ = 1.6 нм для их диаметра. Это говорит о том, что
эффективная толщина приповерхностного слоя час-
тицы, влияющая на снижение температуры плавле-
ния, равна примерно 0.8 нм. Для частиц в алюми-

Таблица. Значения параметров A и δ

A, К · нм δ, нм

Ti 680 1.6

Ti+(Al) 770 2.3

Ti3Al 620 1.6

Ti3Al+(Al) 660 2.3

TiAl 560 1.6

TiAl+(Al) 660 2.3

TiAl3 680 1.6

TiAl3+(Al) 680 1.5

ниевой матрице поправка δ оказалась выше (2.3 нм)
и также одинакова для всех рассмотренных частиц,
кроме TiAl3, что, очевидно, было вызвано размыти-

224



ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022 Молекулярно-динамическое исследование зависимости. . .

ем границы вследствие взаимной диффузии на гра-
нице частицы и жидкого алюминия. Принципиально
другой результат был получен для частиц TiAl3 —
оболочка из алюминия не снижала, а в некоторых
случаях даже немного повышала температуру плав-
ления. Значения, полученные для частиц в вакуу-
ме и в алюминиевой матрице, на рис. 3г почти сов-
падают. По всей видимости, это связано с тем, что
некоторые атомы Ti на поверхности частицы в этом
случае, создавая относительно более крепкие связи
по сравнению со связями атомов в алюминии, ча-
стично «укрепляют» поверхность, увеличивая эф-
фективный диаметр частицы (d− δ).

Температура плавления титана (Tm = 1995 К
в модели) достаточно хорошо совпала со справоч-
ным значением (Tm = 1943 К), что является допол-
нительным подтверждением физической адекватно-
сти используемых потенциалов. Довольно близкими
оказались значения для TiAl3: Tm = 1520 К в мо-
дели и Tm = 1613 К согласно фазовой диаграмме
[1]. Однако для интерметаллидов Ti3Al и TiAl по-
тенциалы из работы [15] дают завышенное значение
температуры плавления, для обоих интерметалли-
дов она оказалась выше 2300 К.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом молекулярной динамики проведено ис-
следование зависимости температуры плавления на-
ночастиц Ti, Ti3Al, TiAl и TiAl3 от их диаметра в ва-
кууме и в алюминиевой матрице. Для всех рассмат-
риваемых наночастиц температура плавления сни-
жалась по мере уменьшения их диаметра пропорци-
онально отношению площади поверхности частицы
к ее объему. Значительное снижение температуры
плавления начиналось, как правило, при диаметре
частиц менее примерно 7 нм. При этом температуры
плавления частиц Ti, Ti3Al и TiAl в алюминиевой
матрице оказались ниже, чем аналогичных частиц в
вакууме, что объясняется размытием и разупорядо-
чением границы раздела вследствие взаимной диф-
фузии. Принципиально другой результат был полу-
чен для частиц TiAl3 — оболочка из алюминия в
этом случае почти не оказывала влияния на темпе-
ратуру плавления частицы, что, по всей видимости,
объясняется «укрепляющим» действием атомов Ti,
находящихся на поверхности частицы. По мере уве-
личения размера частиц в вакууме и в алюминии,
значения их температуры плавления стремились к
одной и той же величине, что объясняется сниже-

нием роли поверхности и ее размытием вследствие
взаимной диффузии с ростом диаметра частицы.

Плавление частиц начиналось с поверхности.
Скорость движения фронта плавления зависе-
ла от температуры и возрастала с повышением
температуры. В случае частиц, находящихся в
матрице алюминия при температурах, близких к
температуре плавления частицы, диффузия интен-
сифицировалась из-за плавления приграничного
слоя частицы, что приводило к ускорению движе-
ния фронта плавления.

Финансирование. Работа выполнена при
финансовой поддержке Министерства науки и
высшего образования Российской Федерации
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Исследованы процессы синтеза буферного слоя углерода на монокристалле SiC (0001) и его последую-
щей интеркаляции атомами кобальта. C помощью рентгеновской фотоэлектронной спектроскопии было
показано, что процесс интеркаляции сопровождается образованием поверхностного сплава силицидов ко-
бальта под квазисвободным графеном. Данные, измеренные методом фотоэлектронной спектроскопии с
угловым разрешением, демонстрируют наличие конуса Дирака вблизи уровня Ферми, что подтверждает
образование квазисвободного графена в результате интеркаляции. Морфология и однородность получен-
ной системы были изучены с помощью атомно-силовой микроскопии и спектроскопии комбинационного
рассеяния света. В рамках теории функционала плотности были исследованы особенности зонной струк-
туры графена на возможных сплавах силицидов кобальта. Расчеты химического сдвига 2p-уровня Si для
силицидов кобальта подтверждают наличие компонент CoSi и CoSi2 в данных рентгеновской фотоэлек-
тронной спектроскопии. При этом показано, что формирование квазисвободного графена с линейной
дисперсией π-состояний возможно только на поверхности CoSi. Учитывая важность исследования гра-
фена на изолирующих подложках, а также уникальные свойства графена при контакте с магнитными
металлами, мы надеемся, что данное исследование внесет вклад в дальнейшую реализацию графена в
устройствах спинтроники и наноэлектроники.

DOI: 10.31857/S0044451022020080

1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение и модификация электронной структу-
ры графена по-прежнему является одной из клю-
чевых задач в физике конденсированного состоя-
ния [1–7]. Линейный дисперсионный спектр электро-
нов E(k) в графене обеспечивает аномально высо-
кую проводимость [1, 2, 7], в то время как возмож-
ность открытия запрещенной зоны в точке Дира-
ка при контакте с магнитными и тяжелыми метал-
лами позволяет предсказать множество фундамен-
тальных эффектов, таких как квантовый аномаль-
ный эффект Холла, квантовый долинный эффект

* E-mail: sfilnov@gmail.com

Холла и др. [6, 8, 9]. Более того, уникальные свой-
ства конуса Дирака в графене и возможность его
модификации открывают новые возможности для
применения в элементах устройств спинтроники и
наноэлектроники [3–5].

Для реализации уникальных свойств графена
необходимо использовать изолирующие подложки.
Карбид кремния (SiC) — один из наиболее доступ-
ных изоляционных материалов, используемых в со-
временной электронике, и перспективная подложка
для изготовления графена [10]. Существуют два ос-
новных метода синтеза графена на монокристаллах
SiC [10–12]. Первый связан с термическим отжи-
гом поверхности SiC до получения системы Gr/Б-
СГ/SiC, где БСГ — это буферный слой графена
(БСГ), в котором примерно 1/3 атомов взаимодей-
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Рис. 1. Картины ДМЭ: а — исходная поверхность 6H-SiC (0001), энергия электронов 50 эВ; б — (
√
3·√3)R30◦ реконструк-

ция поверхности SiC при температуре отжига 950 ◦C, энергия электронов 57 эВ; в — реконструкция (6
√
3 · 6√3)R30◦

поверхности SiC при температуре отжига 1150 ◦C, энергия электронов 89 эВ; г — структура 1 × 1, полученная после
интеркаляции кобальта при 450 ◦C

ствуют посредством ковалентной связи с атомами
поверхности SiC, а Gr — квазисвободный монослой
углерода, или графен. Второй способ также связан
с термическим отжигом поверхности, но до полу-
чения системы БСГ/SiC с последующей интерка-
ляцией атомов различных элементов (Cu, Sb, Ge и
др. [13–15]) под буферный слой углерода. Процесс
интеркаляции в таком случае приводит к разруше-
нию ковалентной связи между атомами углерода в
БСГ и подложкой, превращая БСГ в графен. С уче-
том того, что электронная структура графена при
контакте с металлами обладает рядом уникальных
свойств [6,8,9], в данной работе был выбран именно
второй способ получения графена на монокристал-
ле SiC.

Кобальт — один из немногих элементов, обла-
дающих ферромагнитным порядком при комнатной
температуре [16], а также перспективная подлож-
ка для контакта с графеном [17]. В работах [5, 18]
был изучен процесс интеркаляции Со под графен,
выращенный с помощью первого метода синтеза на
монокристалле SiC. Было показано, что Со эффек-
тивно интеркалируется под графен с образованием
поверхностного сплава силицидов кобальта. Однако
процесс интеркаляции Co под графен сопровожда-
ется образованием нескольких слоев графена, ввиду
того, что Co также интеркалируется под БСГ. При
этом получение однослойного графена при интерка-
ляции Co возможно только при использовании БСГ
на SiC и интеркаляции атомов кобальта под него.
Более того, процессы сплавления интеркалируемого
металла и формирование ультратонких поверхност-
ных пленок под графеном все еще остаются мало
изученными.

В данной работе мы исследуем процесс форми-
рования, электронную и кристаллическую структу-
ру графена при интеркаляции атомов Co под БСГ.
Процессы синтеза БСГ и интеркаляции атомов ко-
бальта изучаются с помощью методов дифракции
медленных электронов (ДМЭ) и рентгеновской фо-
тоэлектронной спектроскопии (РФЭС). С помощью
методов спектроскопии комбинационного рассеяния
света (КРС) и атомно-силовой микроскопии (АСМ)
мы рассматриваем морфологию и кристаллическую
структуру системы до и после интеркаляции. Элек-
тронная структура полученной системы изучается
с помощью методов фотоэлектронной спектроско-
пии с угловым разрешением (ФЭСУР) и РФЭС. C
помощью расчетов в рамках теории функционала
плотности мы исследуем поведение зонной структу-
ры графена на возможных сплавах силицидов ко-
бальта.

2. ПОЛУЧЕНИЕ БУФЕРНОГО СЛОЯ НА
SiC (0001)

Известно, что термическая графитизация Si-тер-
минированной поверхности SiC в зависимости от
температуры и времени синтеза может приводить к
формированию буферного слоя графена (БСГ), од-
нослойного и многослойного графена [10,12]. Основ-
ной целью данной работы было изучение процессов
формирования силицидов кобальта под графеном.
Для этого сначала был проведен синтез БСГ пу-
тем термической графитизации Si-терминированной
поверхности SiC(0001) политипа 6H при температу-
рах около 1150 ◦C, а затем с помощью интеркаляции
атомов кобальта происходило превращение БСГ в
графен. Атомы углерода в решетке БСГ образуют
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Рис. 2. РФЭС-спектры уровней C1s и Si2p, измеренные
для исходного монокристалла SiC с выращенным БСГ

(нижние части) и после интеркаляции 20 Å Co

структуру (6
√
3 × 6

√
3)R30◦, и приблизительно 1/3

из них ковалентно связаны с подложкой. На рис. 1
показано изучение эволюции системы в результате
прогрева с помощью метода ДМЭ. Изначально мо-
нокристалл SiC характеризуется структурой 1× 1 с
четко различимыми рефлексами в вершинах шести-
угольника, рис. 1а. Затем при температурах около
1000◦C происходит реконструкция поверхности до
структуры (

√
3 ×

√
3) R30◦. И, наконец, как видно

на рис. 1в, прогрев до 1150 ◦C приводит к появлению
структуры (6

√
3 × 6

√
3)R30◦. Влияние прогрева на

монокристалл SiC также было изучено с помощью
метода РФЭС. На рис. 2 (нижние части) показа-
ны результаты измерения РФЭС внутренних C1s- и
Si2p-уровней для данной системы. Разложение спек-
тра C 1s-уровня системы характеризуется компо-
нентами S1 (284.60 эВ) и S2 (285.45 эВ), соответству-
ющими углероду в БСГ, и компонентой объемного
углерода в соединении SiC (283.69 эВ). Компонента
S2 относится к химической связи внутри плоскости
поверхности реконструированного слоя, а S1 связа-
на со взаимодействием реконструированного слоя с
верхними атомами Si. Спектр Si2p-уровня (рис. 3б)
представляет собой одиночный пик с энергией связи
101.66 эВ [19]. Заметим, что спин-орбитальный дуб-
лет Si(2p1/2 и 2p3/2) не разрешается, ввиду исполь-
зования немонохроматизированного излучения Kα

Al [20]. Таким образом, с помощью методов ДМЭ и
РФЭС было показано, что прогрев монокристалла
SiC при температурах около 1150 ◦C является эф-
фективным методом для получения БСГ.

3. ИНТЕРКАЛЯЦИЯ КОБАЛЬТА ПОД
БУФЕРНЫЙ СЛОЙ

Интеркаляция кобальта проводилась путем на-
пыления пленки Co толщиной 20 Å на нагретую до
450 ◦C подложку SiC (0001). На рис. 1г показано
картина ДМЭ после интеркаляции Co. Можно заме-
тить, что система теперь характеризуется типичной
для гексагональных ячеек структурой 1×1, что сви-
детельствует об успешной интеркаляции кобальта
под БСГ. Полученные результаты свидетельствуют
о трансформации БСГ в монослой графена. На верх-
ней части рис. 2 показаны изменения РФЭС-спект-
ров C1s- и Si2p-уровней и их разложение на состав-
ляющие после интеркаляции атомов кобальта. Из
разложения спектра C1s можно заметить, что ком-
поненты S1 и S2 пропадают и появляется интенсив-
ная компонента при энергии связи 284.4 эВ, соот-
ветствующая графену [10,18], а компонента углеро-
да в монокристалле SiC смещается на 0.7 эВ в сто-
рону меньших энергий связи до 283.0 эВ, что обу-
словлено изгибом зон при контакте металла с по-
лупроводником [21]. Следует отметить, что спектр
Si2p уже представляет собой сложную многокомпо-
нентную форму. Компонента B, соответствующая
Si в объеме карбида кремния, оказывается так же
сдвинута на 0.7 эВ в сторону меньших энергий свя-
зи до 100.9 эВ, как и компонента C1s. Кроме ос-
новной объемной компоненты, в разложении при-
сутствуют дополнительные вклады — компоненты
A и C. Компонента A при энергии связи 102 эВ
предположительно соответствует соединению CoSi.
В работе [22] отмечалось наличие высокоэнергети-
ческой компоненты относительно объемной компо-
ненты в спектре Si2p, соответствующей соединению
CoSi. Низкоэнергетическая компонента C при энер-
гии связи 99.5 эВ может быть соотнесена с соеди-
нением CoSi2 с меньшим содержанием Co [22]. Пик
D, обладающий самой высокой энергией связи, мы
соотносим с образованием оксидных групп кремния.

Для определения глубины залегания слоев после
интеркаляции, мы провели анализ РФЭС-спектров
при различных углах вылета фотоэлектронов. Из-
вестно, что интенсивность пиков, получаемых в слу-
чае РФЭС, зависит от глубины залегания исследу-
емого элемента. Пренебрегая дифракционными эф-
фектами [23], из анализа зависимости интенсивно-
сти РФЭС-пиков от угла вылета фотоэлектронов
можно определить очередность следования соедине-
ний в системе. На рис. 3 представлены РФЭС-спект-
ры системы при различных углах вылета фотоэлек-
тронов. В таблице приведены данные анализа ин-
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Рис. 3. Спектры РФЭС с угловым разрешением, измеренные при углах излучения 0◦ и 60◦ относительно нормали к
поверхности

Таблица. Сравнения параметров рентгеновских фо-
тоэлектронных пиков от угла эмиссии

Название
пика

I0/I60
Полуширина,

эВ

Gr 1.0 0.65

SiC 4.0 0.60

D 1.3 3.22

A 1.3 1.38

B 4.6 0.85

C 1.9 0.71

Co 1.9 0.76

тенсивности пиков в зависимости от угла вылета фо-
тоэлектронов. В первой колонке показаны обозначе-
ния пиков в соответствии с указанными на рис. 2 и
рис. 3. Во второй колонке показано отношение ин-
тенсивности этих пиков, измеренных при нормаль-
ной эмиссии и угле эмиссии 60◦. Видно, что наибо-
лее поверхностными пиками являются пики A и D.
Как описано выше, пик A предположительно соот-
ветствует соединению CoSi. Более глубокое залега-
ние имеют элементы с пиками Co и C, соответству-
ющие кобальту и предположительно CoSi2. Из полу-

ченных данных можно сделать вывод о том, что в
процессе интеркаляции под графеном синтезируют-
ся силициды кобальта с предположительными сте-
хиометриями CoSi и CoSi2.

Стоит отметить, что в литературных данных
существуют немалые противоречия относительно
энергетического положения компонент Si2p в соеди-
нениях Co–Si [18, 22, 24]. Это может быть связано
с чувствительностью соединений Co–Si к условиям
синтеза: количеству напыленного кобальта, темпе-
ратуре реакции и кристаллической структуре по-
верхности подложки.

4. ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРНЫХ
ХАРАКТЕРИСТИК И МОРФОЛОГИИ

ПОВЕРХНОСТИ ГРАФЕНА

Кристаллическая структура и морфология были
изучены с помощью методов ДМЭ, АСМ и КРС. На
рис. 4 показаны карты топографии поверхности об-
разца, полученные методом АСМ. Карты измерены
в двух областях: в области, закрытой металлической
маской — рис. 4а, и в центральной области после ин-
теркаляции Со — рис. 4б. Закрытая область пред-
ставляет собой ступенчатую поверхность, характер-
ную для отожженного SiC [25], с множеством де-
фектов, которые, возможно, связаны с образовани-
ем микротрубок [26]. Видно, что интеркаляция ато-
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Рис. 4. АСМ-изображения поверхности отожженного 6H-SiC (0001) (a) и поверхность 6H-SiC (0001) после роста БСГ и
интеркаляции Co (б). Спектр КРС, измеренный в центре образца (в). Символы — экспериментальные данные, сплошные

линии — результат аппроксимации

Рис. 5. Карты распределения концентрации носителей заряда (б) и величины двуосной деформации (а), полученные в ре-
зультате обработки массива спектров КРС, измеренного в области размером 10×10 мкм2 в центре образца Gr/CoSix/SiC

мов Co приводит к появлению треугольных класте-
ров размером от 1 до 8 нм. В работе [27] сообщалось,
что осаждение Co на поверхность Si (111) приводит
к образованию островков CoSix (x = 1, 2) приблизи-
тельно треугольной формы.

Спектры КРС образца после роста БСГ и ин-
теркаляции Co были измерены в шести различных
точках на его поверхности: в центре — точка 1, в
середине каждой из сторон образца с отступом в
2 мм от края — точки 2–5, и в области, закрытой
металлической маской, — точка 6. Спектры, изме-
ренные в точках 1–5, слабо отличались друг от дру-
га, что указывает на достаточно высокую однород-
ность полученной системы. На рис. 4в представлен
спектр, типичный для области образца, не закры-

той маской. В спектрах наблюдаются линии, харак-
терные для графена: линии G (1585 см−1) и 2D
(2700 см−1), а также дополнительные линии, свя-
занные с дефектами: D4 (1350 см−1), D′ (1620 см−1)
и D3 (1500 см−1). Наличие ярко выраженной ли-
нии 2D позволяет утверждать, что буферный слой
углерода, изначально находившийся на поверхности
SiC, успешно отделился от подложки и превратился
в графен. Также в окрестности центра образца были
измерены карты КРС. С помощью разложения каж-
дого спектра на компоненты (аналогично представ-
ленному на рис. 4в) в автоматическом режиме были
построены карты распределения различных пара-
метров спектральных линий и производных от них
величин. В частности, с помощью методики разде-
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Рис. 6. Спектры КРС образца Gr/CoSix/SiC, измеренные
в центральной области образца (Gr/CoSix/6H-SiC), и в

области, закрытой металлической маской (6H-SiC)

ления вкладов деформации и допирования в поло-
жения линий G и 2D для графена на SiC [28, 29]
были построены карты распределения концентра-
ции электронов ne и величины двуосной деформа-
ции ε|| — рис. 5. Средние величины деформации и
концентрации электронов в двух исследованных об-
ластях оказались одинаковыми (ne = 2 · 1012 см−2,
ε|| = 0.06%). Для эпитаксиального графена, синте-
зируемого на подложках SiC методом термодеструк-
ции, характерные величины деформации находят-
ся в диапазоне 0.2–0.4%. Полученное нами значение
деформации указывает на то, что кристаллическая
решетка графена не связана с подложкой SiC, как
в случае графена, синтезируемого методом термо-
деструкции, и является еще одним подтверждением
успешной интеркаляцией буферного слоя наряду с
наличием линии 2D и отсутствием вклада буферно-
го слоя. Известно, что для силицидов кобальта ха-
рактерно наличие в их спектрах КРС линий с ча-
стотами 204 см−1 (CoSi) и 325 см−1 (CoSi2) [30]. С
целью подтверждения наличия силицидов кобальта
под пленкой графена были измерены спектры КРС
в области 100–500 см−1. На рис. 6 приведено срав-
нение спектров, измеренных в центре образца, и в
области, закрытой металлической маской. В случае
спектра, измеренного в центре образца, можно заме-
тить дополнительный пик с частотой 204 см−1, на-
личие которого можно связать с присутствием плен-
ки CoSi. Характерный для CoSi2 пик в спектре не
наблюдается, что может быть вызвано небольшой
долей CoSi2 в сформированной под графеном плен-
ке CoSix.

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННОЙ
СТРУКТУРЫ ГРАФЕНА

На рис. 7а приведены результаты исследова-
ния электронной структуры графена вблизи уровня
Ферми методом фотоэлектронной спектроскопии с
угловым разрешением (ФЭСУР). Можно заметить,
что вблизи уровня Ферми данная система характе-
ризуется наличием конуса Дирака, что подтвержда-
ет трансформацию БСГ в графен в процессе интер-
каляции атомов Co. Точка Дирака для данной си-
стемы располагается немного ниже уровня Ферми
−0.4 эВ, что свидетельствует о допировании n-типа
графена. Похожим уровнем электронного допирова-
ния и формой линий обладает графен, полученный
при интеркаляции атомов Si на монокристалле Co
[31]. Также можно заметить отсутствие особенно-
стей, связанных с двуслойным графеном [32]. Состо-
яние с энергией связи около 3 эВ относительно уров-
ня Ферми можно соотнести с зоной электронных
состояний CoSi, согласно работам [33, 34]. Данный
факт, совместно с анализом РФЭС-спектров, свиде-
тельствует о расположении CoSi под графеном.

Для изучения вида зонной структуры графе-
на на поверхностях силицидов CoSi и CoSi2 бы-
ли проведены расчеты с помощью теории функци-
онала плотности (ТФП) системы Gr/CoSi/CoSi2/Gr
(рис. 7б и рис. 8). Объем силицида соответствовал
стехиометрии CoSi2 со структурой типа CaF2, а пер-
вые два верхних слоя модельной ячейки были пре-
вращены в CoSi со структурой типа CsCl в соот-
ветствии с выводами структурного анализа системы
Co–Si(111) [27], основанными на данных, получен-
ных методом сканирующей тунельной спектроско-
пии. Согласно работе [27], поверхность CoSi2 не яв-
ляется энергетически выгодной и должна испыты-
вать реконструкцию в стехиометрию СoSi. Данный
факт подтверждается проведенной структурной оп-
тимизацией модельной системы. Если структура по-
верхности CoSi почти не меняется в процессе релак-
сации, то поверхность CoSi2 с другой стороны мо-
дельной ячейки испытывает сильную деформацию
с выдавливанием атомов кобальта на поверхность
(рис. 8б). Это приводит к тому, что графен, свя-
зываясь с верхними атомами кобальта, теряет ли-
нейный характер дисперсии π-состояний вблизи K-
точки (рис. 8г). При этом графен на поверхности
CoSi остается достаточно свободным, хотя и испы-
тывает некоторую корругацию, приводящую к об-
разованию запрещенной зоны. Эта щель, тем не ме-
нее, может и не проявляться в эксперименте, так как
модельная ячейка имеет меньший период, нежели
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Рис. 7. a) Электронная зонная структура интеркалированной системы, измеренная в направлении, ортогональном Γ–K
поверхностной зоны Бриллюэна. Данные ФЭСУР были измерены при энергии фотонов 40.8 эВ (HeIIα) и при комнатной
температуре. Для лучшей наглядности область с конусом Дирака показана в увеличенном масштабе и в виде второй про-
изводной от интенсивности по энергии. б) Теоретически рассчитанная зонная структура графена на CoSi в направлении,
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Рис. 8. Ячейка системы Gr/CoSi/CoSi2/Gr до (а) и после (б) проведения процедуры минимизации межатомных сил.
Теоретически рассчитанный вклад слоя графена в зонную структуру системы для поверхности CoSi (в) и CoSi2 (г)

структура, имеющаяся в эксперименте. Поскольку
сокращение периода сопряжено с небольшим (2%)
растяжением решетки графена, корругация реаль-
ной системы может оказаться гораздо меньше пред-
сказываемой, что влечет за собой закрытие энерге-
тической щели. Этим же недостатком модели мож-
но объяснить более сильное электронное допиро-
вание системы −0.6 эВ, по сравнению с экспери-

ментальным значением −0.4 эВ (рис. 7б). Расчеты
системы с ее реальным периодом крайне затруд-
нительны, но выводы о наличии конуса Дирака в
графене на CoSi и его отсутствие в графене на
CoSi2 можно считать достоверными. Для более де-
тального сравнения результатов ТФП-вычислений
с ФЭСУР-изображениями на рис. 7б представлена
смоделированная картина зонной структуры систе-

6 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 9. а) ПЭМ-изображение системы PtC/Gr/CoSi/CoSi2/SiC. б) Положения Si2p-уровней CoSi и CoSi2, полученные
из ТФП-расчетов с электронной вакансией на остовном уровне. Параметры интенсивности и полуширин для модельных
пиков взяты из разложения данных РФЭС на отдельные компоненты (таблица). Штриховой линией отмечено экспери-

ментальное положение объемной компоненты в SiC

мы Gr/CoSi посредством выделения вклада графе-
на и двух верхних слоев ячейки Gr/CoSi/CoSi2/Gr,
представленной на рис. 8б. Как можно заметить, по-
мимо состояния с энергией связи 3 эВ, которое мож-
но наблюдать на ФЭСУР-изображениях, ярко выра-
женным весом обладает состояние c энергией связи
2.1 эВ. Тот факт, что его не видно в эксперимен-
тально полученном изображении зонной структуры,
может быть объяснено тем, что расчет никак не учи-
тывает вероятность фотоэмиссии для фотоэлектро-
нов с состояний валентной зоны. Это может приво-
дить к тому, что в эксперименте будет наблюдать-
ся только часть валентных состояний CoSi. Второй
важной особенностью рассчитанной зонной структу-
ры является наличие состояний при энергии связи
8 эВ, что подтверждает тот факт, что состояния, на-
блюдаемые примерно при этой же энергии связи на
ФЭСУР-изображениях относятся к CoSi.

В качестве подтверждения корректности интер-
претации данных РФЭС нами была проведена про-
цедура расчета химического сдвига уровня Si2p при
переходе от CoSi к CoSi2. Часто, для того чтобы
воспроизвести энергии связей уровней, наблюдае-
мых в эксперименте, бывает недостаточно учиты-
вать только лишь их энергетические положения,
определенные для электронной системы в ТФП, по-
скольку такой подход может приводить к значи-
тельным ошибкам при анализе экспериментальных
спектров [35]. Если мы хотим иметь хорошую точ-
ность определения изменения энергии связи, наблю-
даемую в спектре, то помимо изначального поло-
жения остовного уровня в невозбужденной элект-

ронной системе необходимо учитывать релаксацию
«пассивных» электронов при удалении основного
электрона. Для решения данной проблемы в так на-
зываемом ΔSCF-подходе [36] на рассматриваемом
остовном уровне изучаемой нами системы создается
электронная вакансия, затем в ходе сведения элект-
ронной плотности в процессе ТФП-расчета проис-
ходит релаксация электронной системы и создан-
ная дырка подвергается экранированию со стороны
окружающих ее валентных электронов. После этого
мы должны узнать, насколько изменилась полная
энергия системы при удалении электрона, сравнив
систему с вакансией и изначальную систему. Дан-
ная процедура может быть проделана для Si2p-уров-
ня объемных ячеек CoSi и CoSi2. Согласно дан-
ным, полученных методом просвечивающей элект-
ронной микроскопии (ПЭМ) высокого разрешения
(рис. 9а), были определены межслоевые расстояния
и заданы соответствующие расстояния в теоретичес-
ких ячейках. На рис. 9б показано теоретически рас-
считанное взаимное положение Si2p-уровней этих
систем совместно с экспериментальным положени-
ем Si2p в объеме SiC. Для моделирования пиков
были использованы интенсивности и полуширины,
получаемые из аппроксимации экспериментальных
спектров (таблица). Как можно видеть, определен-
ное значение химического сдвига равняется 2.8 эВ
с энергией связи CoSi большей, чем в CoSi2. Это
хорошо согласуется с экспериментальным значени-
ем 2.5 эВ, а полученное расхождение может быть
объяснено отсутствием учета многоэлектронных эф-
фектов при релаксации дырки в ТФП [36].
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6. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Синтез и исследования методами фотоэлектрон-
ной спектроскопии проводились in situ в условиях
сверхвысокого вакуума на установке «Универ-М»
в ресурсном центре «Физические методы исследо-
вания поверхности» Научного парка СПбГУ. В ка-
честве источников возбуждения использовались уз-
кополосный высокоинтенсивный источник ультра-
фиолетового излучения VUV 5k c монохроматором
и рентгеновский источник излучения с Al-анодом.
Толщина наносимых слоев кобальта контролирова-
лась по кварцевым микровесам. Измерения мето-
дом АСМ проводились в атмосферных условиях и
при комнатной температуре в полуконтактном ре-
жиме на оборудовании NT-MDT Solver. Спектры
КРС измерялись в геометрии «обратного рассея-
ния» на установке Horiba Jobin-Yvon T64000, осна-
щенной конфокальным оптическим микроскопом.
Источником возбуждения служил твердотельный
лазер Nd:YAG с длиной волны 532 нм. Лазерный
луч фокусировался на образец с помощью линзы
объектива 100× (NA = 0.9) в пятно диаметром по-
рядка 1 мкм. Расчеты в рамках ТФП были проведе-
ны с использованием вычислительных ресурсов Ре-
сурсного Центра «Вычислительный центр СПбГУ»
(http://www.cc.spbu.ru/). Моделирование электрон-
ной структуры исследуемой системы было прове-
дено в рамках псевдопотенциального метода с ис-
пользованием базиса локализованных псевдоатом-
ных орбиталей, реализованного в программном па-
кете OpenMX [37, 38]. Для атомов C и Si базис-
ный набор содержал 5 функций (s2p2d1), а атомы
Co описывались с использованием базиса из ше-
сти функций (s3p2d1), который можно считать до-
статочно полным для точного описания электрон-
ной структуры исследуемой системы. Для описания
обменно-корреляционной энергии был применен по-
тенциал PBE в рамках обобщенного градиентного
приближения (GGA) [39]. В ходе расчетов была ис-
пользована модель системы Gr/CoSi/CoSi2/Gr, со-
держащая три блока Si-Co-Si, один блок Co-Si на
верхней стороне слэба, покрытого с двух сторон сло-
ями графена размерностью 6х6 по отношению к его
элементарной ячейке. При осуществлении цикла са-
мосогласованного поля использовалась дискретная
сетка из k точек размером 2 × 2 × 1. Приведение
зонной структуры суперячейки к первой зоне Брил-
люэна графена было выполнено в соответствии со
статьей [40]. Структурная оптимизация была вы-
полнена с использованием метода полного потенциа-
ла (FP) присоединенных плоских волн с включени-

ем локальных орбиталей (APW + lo), реализован-
ного в программном коде WIEN2k [41]. Параметр,
определяющий точность вычислений в рамках ме-
тода APW + lo, RMT × Kmax был выбран рав-
ным 3.0, где RMT — это радиус наименьшей атом-
ной сферы и Kmax — граница отсечки для бази-
са плоских волн. Радиусы атомных сфер были вы-
браны равными 1.69a0 для кремния, 1.30a0 для уг-
лерода и 2.29 a0 для кобальта, где a0 — радиус
Бора. Положения атомов в каждой элементарной
ячейке оптимизировались в скалярном релятивист-
ском приближении до тех пор, пока силы на каждом
атоме не стали меньше 2 мРи/a0 (6 · 10−2 эВ/Å).
Расчеты химического сдвига Si2p уровня для си-
стем CoSi и CoSi2 были выполнены с использова-
нием суперячеек размерностью 2 × 2 × 2 и экс-
периментальной постоянной ячейки CoSi2, равной
5.356 Å [42]. Применение подхода суперячейки обу-
словлено необходимостью предотвращения взаимо-
действия электронных вакансий между собой. Кро-
ме того, в расчетах с вакансией было применено на-
ложение фонового отрицательного заряда, обеспе-
чивающего нейтральность системы с дыркой. Из-
мерения с помощью просвечивающей электронной
микроскопии проводились с использованием микро-
скопа Zeiss Libra 200FE в МРЦ «Нанотехнологии»
Научного парка СПбГУ. Подготовка ламели про-
водилась в сканирующем электронном микроскопе
со сфокусированным ионным пучком Zeiss Auriga
(FIB-SEM). Аморфный пассивирующий слой PtC
был нанесен с целью предотвращения повреждения
поверхности при изготовлении ламели.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе было проведено эксперимен-
тальное изучение процессов формирования буфер-
ного слоя углерода на монокристалле SiC (0001) и
его последующей интеркаляции атомами кобальта.
С помощью метода дифракции медленных элект-
ронов было показано, что прогрев монокристалла
SiC до температуры 1150 ◦C в условиях сверхвысо-
кого вакуума является эффективной методикой для
получения буферного слоя углерода. С помощью из-
мерения и анализа рентгеновских фотоэлектронных
спектров мы изучили эволюцию системы при интер-
каляции атомов кобальта, а также предположили
возможное формирование стехиометрических спла-
вов силицидов кобальта. Изучение морфологии с по-
мощью атомно-силовой микроскопии показало, что
полученная система характеризуется ступенчатой

235
6*



С. О. Фильнов, А. А. Рыбкина, А. В. Тарасов и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022

структурой, с размещенными на ней треугольными
кластерами. С помощью измерений спектроскопии
комбинационного рассеяния света вместе с анали-
зом фотоэлектронных спектров мы сделали вывод
о возможной стехиометрии данных кластеров. Из-
мерение фотоэлектронной спектроскопии с угловым
разрешением продемонстрировало наличие конуса
Дирака вблизи уровня Ферми, что подтверждает
превращение буферного слоя углерода в свободный
графен в процессе интеркаляции атомов кобаль-
та. И, наконец, были проведены ab initio-расчеты
зонной структуры графена на предполагаемых сте-
хиометриях силицидов кобальта.

Финансирование. Работа была выполнена
в рамках финансовой поддержки Министерст-
ва науки и высшего образования РФ (грант
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Рассчитана ударная адиабата Пуассона (изоэнтропа) дейтерия в районе скачка плотности, зафиксирован-
ного в эксперименте. Авторы эксперимента связывают этот скачок с фазовым переходом. Отличительной
особенностью расчетной модели является учет коллективной энергии связи атомов (когезии) и исклю-
ченного объема. Результаты расчета демонстрируют наличие фазового перехода и скачка плотности на
изоэнтропе. Аналогичный фазовый переход — диссоциативный фазовый переход — ранее обнаружен при
расчете ударной адиабаты Гюгонио для дейтерия. Выдвинута гипотеза о существовании нового класса
фазовых переходов — диссоциативного и плазменного — с одинаковой топологией фазовых характери-
стик. Впервые этот тип фазовых переходов был рассмотрен Норманом и Старостиным [12,13].

DOI: 10.31857/S0044451022020092

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования свойств сжатого водорода, находя-
щегося в конденсированном состоянии, ведутся дав-
но и широким фронтом. При температурах ниже
1000 К измерена кривая плавления твердого моле-
кулярного водорода и зафиксированы структурные
фазовые переходы [1]. Основные усилия были на-
правлены на поиск области существования метал-
лического водорода. Эксперименты, в основном ста-
тические, были выполнены на алмазных наковаль-
нях [2].

Закономерности сжатия дейтерия актуальны и
в связи с проблемой управляемого термоядерного
синтеза (УТС). В разных лабораториях ударно-вол-
новыми методами были выполнены измерения удар-
ной адиабаты Гюгонио (далее просто «адиабаты»)
для дейтерия [3–6]. Рост температуры при сжатии
выявил ряд новых проблем. Среди них закономерно-
сти процессов диссоциации и ионизации в плотном
дейтерии (водороде).

* E-mail: alhomkin@mail.ru
** E-mail: shum_ac@mail.ru

Уже первые эксперименты по динамическому
сжатию дейтерия, выполненные в 90-х годах, сразу
привлекли внимание полученными результатами. В
работе [3] на ударной адиабате была зафиксирова-
на область «аномального» сжатия дейтерия, объяс-
нить существование которой долго пытались много-
численные научные группы [7]. А вот в других рабо-
тах [4–6] таких аномальных сжатий зафиксировано
не было. В результате исследователи разделились на
две неравные группы: группу, считающую результа-
ты эксперимента [3] и эффект аномальной сжимае-
мости достоверными, и группу, считающую данные
эксперимента [3] ошибочными, а эффект аномально-
го сжатия не существующим. Первая группа на се-
годня составляет меньшинство и, тем не менее, авто-
ры, приняв участие в обсуждении этой проблемы [8],
приняли результаты эксперимента [3] как достовер-
ные. Была предложена [8] физическая модель, каче-
ственно описывающая эффект аномального сжатия,
в ней было рассмотрено существование необычного
фазового перехода, названного авторами диссоци-
ативным фазовым переходом (ДФП). В использо-
ванной модели рассмотрена неидеальная смесь дис-
социирующего молекулярного дейтерия без процес-
сов ионизации. Учтена ограниченная сжимаемость
смеси в приближении Карнахана –Старлинга и коге-
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зионное (коллективное, квантовое) притяжение сво-
бодных атомов. Модель приводила к существованию
фазового перехода со скачком степени диссоциации
в районе аномалии адиабаты и к бинодали, отлич-
ной от бинодали Ван дер Ваальса (ВдВ) [9]. Ска-
жем прямо, предложенная модель, которая связыва-
ла эффект аномальной сжимаемости с существова-
нием нового фазового перехода (ДФП), не убедила
научную общественность.

Появление работы Фортова с соавторами [10]
вновь оживило дискуссию о фазовых переходах в
водороде (дейтерии). Была измерена ударная адиа-
бата Пуассона (далее изоэнтропа) дейтерия и обна-
ружена аномалия, похожая на скачок плотности, ко-
торую авторы работы [10] назвали фазовым пере-
ходом. Совсем недавно вышла работа Мочалова с
соавторами [11], где исследуется смесь дейтерия и
гелия, а также измерены дополнительные точки на
изоэнтропе для чистого дейтерия при сверхвысоких
давлениях. Существование фазового перехода под-
твердилось, при этом основное внимание в работе
[11] было уделено эффекту подавления наблюдаемо-
го скачка плотности при добавлении гелия.

Для объяснения первых экспериментов [10] при-
влекались две принципиально различные модели:
модель плазменного фазового перехода (ПФП),
предложенная Норманом и Старостиным [12, 13] и
ведущая к скачку степени ионизации, и численная
модель, описывающая диссоциацию молекулярного
водорода и превращение его в водород атомарный
при сжатии [14], но без заявки бинодали возмож-
ного фазового перехода. Обе модели указывали на
скачок плотности в районе экспериментально на-
блюдаемого. Обращает на себя внимание тот факт,
что для объяснения эксперимента в области скачка
плотности использовались физические модели,
основанные на совершенно различных физических
эффектах: аномальной ионизации, свойственной
ПФП, и диссоциации при сжатии [14]. В работе [11]
используется известная модель SAHA и результаты
ab initio расчетов. Отмечается наличие процессов
диссоциации и процессов ионизации, хотя получа-
емые температуры в области предполагаемого пе-
рехода недостаточны для существенной ионизации.
Для ожидаемого фазового перехода предложено
обобщающее название: диссоциативно-ионизаци-
онный фазовый переход [11]. О бинодали нового
фазового перехода не сообщается. Одним из аргу-
ментов в пользу ПФП были данные, полученные
независимо Терновым с сотрудниками [15] для
водорода, где фиксировался рост проводимости
при сжатии. Проводимость в обсуждаемых нами

экспериментах [10, 11] не измерялась. Заметим,
что при обсуждении результатов [15] возможное
влияние процессов «холодной» ионизации [16,17] на
проводимость водорода [15], не рассматривалось.

Несколько слов о ПФП, который является одним
из главных претендентов на объяснение полученных
аномалий на изоэнтропе дейтерия и свойства кото-
рого понадобятся нам в дальнейшем при обсужде-
нии полученных результатов. Гипотеза о существо-
вании ПФП была выдвинута Норманом и Старо-
стиным пятьдесят лет назад [12, 13]. Ситуация во-
круг проблемы менялась радикально: от утвержде-
ния, что такой переход зафиксирован, до утвержде-
ния, что такого перехода нет. Трудность при фор-
мулировке четкого ответа была обусловлена, в част-
ности, тем обстоятельством, что его существование
ожидалось в плазме плотной (иногда даже говорят
о плазме экстремальных параметров), создать ко-
торую непросто. Экспериментальные свидетельства
существования перехода были в основном косвен-
ные, таковыми были и результаты ab initio расче-
тов [18]. Тем не менее свойства ПФП на модельном
уровне были исследованы достаточно подробно и ка-
чественно еще в пионерских работах [12,13], а затем
и в более поздних [19,20]. Отметим ряд свойств моде-
ли ПФП, обнаруженных на ранних этапах в работе
[13] и свойственных только ему.

1. Переход происходит в реагирующей смеси ато-
мов и свободных зарядов. Кривая ионизационно-
го равновесия (зависимость концентрации атомов
от концентрации свободных зарядов) демонстрирует
необычное (волнообразное) [13] поведение, допуска-
ющее сосуществование состояний с различной сте-
пенью ионизации (рис. 1а).

2. Околокритическая изотерма, качественно по-
строенная авторами работы [13], имела необычное
(возвратное) поведение, свидетельствующее о су-
ществовании метастабильных состояний (рис. 1б) в
районе перехода, в отличие от околокритических
волнообразных изотерм ВдВ [9].

3. Элементы бинодали ПФП рассмотрены в ра-
боте [13]. Зависимость критического давления от
температуры рассчитана для атомарной плазмы с
ПФП в работе [19]. Критическое давление падало с
ростом температуры, что противоречило аналогич-
ной зависимости для классического перехода ВдВ
(рис. 2). Исследования в работе [20] выполнялись
для плазмы инертных газов, где в области модельно-
го поиска ПФП экспериментально зафиксирован не
был [7]. Авторы работы [20], рассмотрев кварк-глю-
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Рис. 1. Кривые ионизационного равновесия (а) и критические изотермы (б) для ПФП (оба рисунка из обзора [13]).
Кривая диссоциативного равновесия (в) и околокритические изотермы (г) для ДФП (в — расчет, г — из работы [8])

онную плазму дополнительно к плазме инертных га-
зов, назвали переход в двух последних случаях эн-
тропийным.

В настоящей работе рассчитана изоэнтропа дей-
терия с использованием модели с ДФП [8]. Следу-
ет заметить, что предварительные результаты та-
ких расчетов были сообщены на ежегодной Сессии
по неидеальной плазме под председательством ныне
покойного академика В. Е. Фортова еще в 2013 го-
ду. Производственная необходимость вынудила нас
прервать эту работу, хотя полученные результаты
вселяли оптимизм. Итак, мы используем модель мо-
лекулярно-атомарного дейтерия с ДФП, предложен-
ную ранее [8] для описания эффекта аномального
сжатия дейтерия на адиабате, для описания скачка
плотности на изоэнтропе [10,11]. Тем самым мы вы-
двигаем гипотезу о существовании ДФП и связан-
ных с ним аномалий как на адиабате, так и на изо-

энтропе дейтерия (водорода). Мы также покажем,
что обнаруженный нами ДФП и предсказанный в
работе [13] ПФП относятся к одному классу новых
фазовых переходов со свойственными только этим
переходам бинодалью, околокритическими изотер-
мами и кривыми равновесия химических реакций.
Можно утверждать, что предсказание ПФП [13], в
определенном смысле, привело к предсказанию но-
вого класса фазовых переходов (ПФП и ДФП), одна
из модификаций которого (ДФП), возможно, и была
обнаружена экспериментально в дейтерии.

Структура работы следующая. В разд. 2 изло-
жены основные соотношения атомарно-молекуляр-
ной модели неидеального водорода (дейтерия), кото-
рые будут использованы в работе для расчета изоэн-
тропы. Далее рассмотрены результаты расчетов при
варьировании некоторых (размер атома дейтерия)
свободных параметров. В разд. 3 приведены уравне-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Зависимость давления от темпе-
ратуры в приведенных координатах: штриховая кривая —
ВдВ; красная кривая с кружками — ДФП [8]; сплошная

черная кривая — ПФП [19]

ния диссоциативного и ионизационного равновесий
для моделей ДФП и ПФП, а также их изотермы и
бинодали для установления их топологического по-
добия. В Заключении представлены выводы по ра-
боте.

2. ХИМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
АТОМАРНО-МОЛЕКУЛЯРНОГО
ВОДОРОДА (ДЕЙТЕРИЯ) С ДФП

Свободная энергия диссоциирующей атомар-
но-молекулярной смеси Nm молекул и Na атомов,
находящихся в объеме V при температуре T ,
предложена нами ранее [8] и имеет вид

F = −NakBT ln

(
eV ga
Naλ3a

)
−

−NmkBT ln

(
eV gmΣm

Nmλ3m

)
+

+ (Na +Nm) kBT
4η − 3η2

(1− η)2
+

1

2
NaEcoh(y), (1)

где λa(m) = 2π�2/ma(m)kBT — тепловая длина вол-
ны атома (молекулы), ga(m) — их статистические ве-
са, Σm — статистическая сумма молекулы, kB — по-
стоянная Больцмана, Ecoh(y) — коллективная энер-
гия связи в плотном атомарном водороде как функ-

Рис. 3. Когезионная энергия в зависимости от радиуса
ячейки Вигнера – Зейтца. Сплошная линия — расчет по
Бардину [8]; штриховая кривая — константы UBER из LDA,

штрихпунктирная кривая — константы из GGA [23]

ция безразмерного радиуса ячейки Вигнера – Зейтца
Ra = (3/4πna)

1/3 в боровских радиусах, y = Ra/a0,

η =
4π

3

(
Na

V
R3

a +
Nm

V
R3

m

)
— суммарный параметр упаковки, выраженный че-
рез радиусы твердых сфер атомов (Ra) и молекул
(Rm). Первые три члена описывают смесь атомов и
молекул в приближении исключенного объема Кар-
нахана –Старлинга для смеси твердых шаров, а по-
следний, четвертый, член — энергию коллективного
(когезионного) взаимодействия атомов.

В работе [8] для когезии используется выраже-
ние, рассчитанное для водорода на основе теории
Бардина [21]. В настоящей работе для когезии ис-
пользуется универсальная функция UBER [22]:

Ecoh(y) = EUBER(ΔE, y0, l0, y) =

= ΔE(1 + a∗(y)) exp [−a∗(y)] ,

где a∗(y) = (y− y0)/l0 с параметрами UBER [22,23],
рассчитанными в приближении «атом в желе» (local
density approximation, LDA), y0 = 1.72 ат. ед., l0 =

= 0.45 ат. ед., ΔE = 2.16 эВ. Возможен расчет необ-
ходимых параметров и методомGGA (grand gradient
approximation).

На рис. 3 сравниваются выражения для когезии,
полученные разными методами. Видно, что когезия,
рассчитанная по теории Бардина [21] для решетки
атомов, близка к таковой для атомов, погруженных
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в электронное желе (LDA, GGA) [23]. Для наших
вычислений мы выбрали вариант с параметрами,
рассчитанными методом LDA просто потому, что он
лежит между двумя другими, убедившись в тесто-
вых расчетах в близости вариантов с параметрами,
полученными методами LDA и GGA.

2.1. Уравнение состояния. Энтропия

Используя известные термодинамические соот-
ношения, можно получить выражения для давления
P , химических потенциалов атомов μa и молекул
μm, а также энтропии:

P = kBT

(
Na +Nm

V

)(
1 +

4η − 2η2

(1− η)3

)
−

− 1

2

Na

V

y

3

∂Ecoh(y)

∂y
. (2)

Для химических потенциалов молекулы и атома в
температурных единицах (β = 1/kBT ) имеем

βμm = βμ0
m + βΔμm, (3)

βμa = βμ0
a + βΔμa. (4)

Здесь

βμ0
a,m = − ln

(
V ga,mΣa,m

Na,mλ3a,m

)
, (5)

βΔμm =
4η − 3η2

(1− η)2
+
Na +Nm

V

4π

3
R3

m

4− 2η

(1 − η)3
, (6)

βΔμa =
4η − 3η2

(1 − η)2
+
Na +Nm

V

4π

3
R3

a

4− 2η

(1− η)3
+

+
βEcoh(y)

2

(
1− y

3Ecoh

∂Ecoh(y)

∂y

)
. (7)

Для энтропии имеем

S = −∂F
∂T

, (8)

S = Sa
id + Sm

id + (Na +Nm)kB
4η − 3η2

(1− η)2
, (9)

где Sa
id и Sm

id — энтропии идеальных газов атомов и
молекул [9]. Вклад когезионного взаимодействия не
входит в выражение для энтропии, поскольку он не
зависит от температуры.

2.2. Уравнения диссоциативного равновесия

Используя соотношение μm = 2μa, получим
уравнение диссоциативного равновесия:

nm = n2
aλ

3
a

gm
g2a

2
√
2Σm exp(−βΔμm + 2βΔμa), (10)

где

Σm = exp

(
Dm

kBT

)
σ(T ), (11)

Dm = 4.478 эВ — энергия диссоциации молекулы
водорода, σ(T ) — внутренняя статистическая сум-
ма (колебательная и вращательная) молекулы. Для
водорода

σ(T ) =
T

87.58

1

1− exp (6338.2/T )
. (12)

Достаточно подробно процедура решения урав-
нения диссоциативного равновесия изложена в ра-
боте [8]. В результате определяется степень диссоци-
ативного равновесия γ = na/n, где n = na + 2nm —
полная плотность ядер водорода, соответственно,
nm/n = (1 − γ)/2. График зависимости nm(na),
рассчитанной в соответствии с выражением (10)
для изотермы T = 6000 K, представлен выше на
рис. 1в. Виден волнообразный характер этой зависи-
мости, напоминающий таковую для ПФП (см. выше
рис. 1а). При расчете изоэнтропы мы несколько мо-
дифицировали первоначальный алгоритм решения.
Мы ввели в качестве внешних параметров размеры
твердых сердцевин молекул Rm и атомов Ra. Для
энергии когезионной связи атомов водорода мы ис-
пользовали данные расчетов методом функционала
плотности [23].

2.3. Расчет изоэнтропы

На рис. 4, 5 представлены результаты расчета
изоэнтропы дейтерия при различных комбинациях
размеров молекул и атомов.

В эксперименте энтропия меняется в интервале
22–40 Дж/г ·К, что соответствует безразмерной эн-
тропии в диапазоне 5.5–10. Нами для всех расче-
тов использована величина безразмерной энтропии,
равная 7. Отношение радиуса твердой сердцевины
молекулы к радиусу атома в наших расчетах изме-
нялось в диапазоне Rm/Ra = 1.67–1.9. При дальней-
шем развитии модели, видимо, следует учесть зави-
симость радиуса твердой сердцевины атома от плот-
ности.

Для достаточно простой модели, тем более уже
апробированной на ударной адиабате [8], согласие
с экспериментом можно считать удовлетворитель-
ным. Главный результат нашей серии модельных
расчетов — это наличие ДФП на изоэнтропе с четко
фиксируемым скачком плотности.
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Изоэнтропа дейтерия (безраз-
мерная энтропия S = 7). Звездочки — эксперимент [10].
Наши расчеты для радиуса твердой сердцевины молеку-
лы (в боровских радиусах) Rm = 1.4: синяя и красная
сплошные кривые отвечают молекулярной фазе для отно-
шений радиуса молекулы к радиусу атома соответственно
Rm/Ra = 1.67 и Rm/Ra = 1.86; синяя пунктирная и крас-
ная штриховая кривые — атомарной фазе соответственно

для Rm/Ra = 1.67 и Rm/Ra = 1.86

Рис. 5. (В цвете онлайн) Изоэнтропа дейтерия (безразмер-
ная энтропия S = 7). Звездочки — эксперимент [10]. Наши
расчеты для радиуса твердой сердцевины молекулы (в бо-
ровских радиусах) Rm = 1.45: синяя, красная и сиреневая
сплошные кривые отвечают молекулярной фазе для отно-
шений радиуса молекулы к радиусу атома соответственно
Rm/Ra = 1.7, 1.86, 1.9; синяя пунктирная, красная штри-
ховая и сиреневая штрихпунктирная кривые — атомарной

фазе соответственно для Rm/Ra = 1.7, 1.86, 1.9

3. ДИССОЦИАТИВНЫЙ И ПЛАЗМЕННЫЙ
ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ — ФАЗОВЫЕ
ПЕРЕХОДЫ ЕДИНОГО, НОВОГО ТИПА

3.1. Уравнения ионизационного равновесия в
химической модели атомарной плазмы с

ПФП

Как уже отмечалось во Введении, характерной
особенностью ДФП и ПФП является волнообразный
характер кривых диссоциативного и ионизационно-
го равновесия. Для ДФП эта кривая определяется
соотношением (10), а для ПФП мы воспользуемся
соотношениями из работы [13].

В работах [12, 13] рассмотрена атомарная трех-
компонентная плазма, состоящая из электронов,
ионов и атомов с концентрациями соответственно
ne, ni и na. Концентрация атомов связана с концен-
трациями свободных зарядов формулой Саха, кото-
рую, следуя [13], запишем в виде

na = nineλ
3
e

ga
2gi

exp [βI − ϕ(ΓD, βRy)] , (13)

где ga и gi — статистические веса атома и иона, I и
λe — потенциал ионизации атома и тепловая длина
волны электрона. Функция ϕ(ΓD, βRy) описывает
снижение потенциала ионизации, вызванное эффек-
тами неидеальности свободных зарядов (дебаевское
притяжение) и эффектами вырождения (квантовое
отталкивание).

График зависимости na(ni), заимствованный из
работы [13], представлен выше на рис. 1а. Соответ-
ствующая зависимость nm(na) для ДФП показана
на рис. 1в. Хорошо видна волнообразность кривых,
их топологическая похожесть. Обращаем внимание
на наличие двухзначных решений ni(na) для ПФП
и na(nm) для ДФП. Рассмотренные зависимости и
приводят в дальнейшем к фазовым переходам.

3.2. Изотермы и бинодали ДФП и ПФП

Выше показаны изотермы ПФП (рис. 1б) и ДФП
(рис. 1г). Для ПФП качественный, но верный гра-
фик изотермы как функции объема взят из рабо-
ты [13], а для ДФП приведены рассчитанные нами
изотермы как функции плотности [8] для различ-
ных температур. Хорошо видна топологическая по-
хожесть изотерм. Они явно принадлежат к одному
классу явлений. Отметим, что для плазмы инерт-
ных газов с ПФП [20] изотермы также подобны изоб-
раженным на рис. 1б,г.
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На приведенный выше рис. 2 мы дополнительно
к данным из работы [8] нанесли элемент бинодали
ПФП, рассчитанный в работе [19] и приведенный к
переменным, предложенным в [8]. Нанесенная бино-
даль ПФП только подтверждает обсуждаемое нами
топологическое подобие ПФП и ДФП.

3.3. Новый тип фазовых переходов

Выводы, к которым мы пришли, необычны. Мы
не считаем себя сторонниками ПФП [24], и во многих
своих работах мы предлагали альтернативные ва-
рианты интерпретации полученных «свидетельств»
его существования. Следует признать, однако, весь-
ма высокий уровень проработки многочисленных
проявлений возможного существования ПФП, вы-
полненный авторами работы [13]. Столкнувшись в
работах по дейтерию c совершенно иной системой —
атомарно-молекулярной реагирующей смесью — мы
с удивлением обнаружили «подобие» многих харак-
теристик, о которых мы рассказали в данной рабо-
те. Можно сказать, что, предсказав ПФП, существо-
вание которого пока дискутируется, авторы рабо-
ты [13] одновременно заявили о существовании но-
вого типа фазовых переходов, одна из модифика-
ций которого (ДФП), возможно, обнаружена экспе-
риментально. Предложенная в работе модель подт-
верждает существование фазового перехода нового
типа (ДФП) на адиабатах дейтерия.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассчитана изоэнтропа дейтерия с использова-
нием ранее предложенной модели неидеальной ато-
марно-молекулярной смеси. Отличительной особен-
ностью модели является учет коллективной энергии
связи атомов (когезии) и исключенного объема. Ре-
зультаты расчета демонстрируют наличие фазового
перехода и скачка плотности на изоэнтропе. Анало-
гичный фазовый переход — ДФП — имеет место и
на адиабате Гюгонио для дейтерия [3].

Выдвинута гипотеза о существовании нового
класса фазовых переходов (ПФП и ДФП) с одина-
ковой топологией фазовых характеристик, на суще-
ствование одного из которых (ДФП) указывают дан-
ные ударно-волновых экспериментов [3,10]. Впервые
этот тип фазовых переходов был рассмотрен Норма-
ном и Старостиным [13].
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В гетероструктурах NiFe/Cu/IrMn с варьируемой толщиной прослойки меди tCu исследованы спино-
вые волны методом мандельштам-бриллюэновской спектроскопии (BLS). Обнаружено перераспределе-
ние вкладов зерен различного размера, которое приводит к сдвигу кривых дисперсионных соотношений
по частоте по мере изменения толщины прослойки Cu. Резонансные частоты стоксовой и антистоксовой
линий при инверсии внешнего магнитного поля сдвигаются, и этот сдвиг, характеризующий величи-
ну обменного смещения, монотонно уменьшается с ростом tCu и полностью исчезает при образовании
сплошного слоя меди tCu > 1 нм. С ростом толщины слоя меди гетероструктура становится более од-
нородной, что приводит к ослаблению флуктуаций плотности энергии обменного взаимодействия между
NiFe и IrMn и уменьшает ширину линий в спектрах BLS.

DOI: 10.31857/S0044451022020109

1. ВВЕДЕНИЕ

Многослойные гетероструктуры ферромагнетик
(ФМ)–антиферромагнетик (АФМ) являются осно-
вой инженерии датчиков Холла [1], устройств маг-
нитной памяти [2] и других приборов, в которых
используется эффект обменного смещения. Сдвиг
центра петли магнитного гистерезиса вдоль оси по-
ля называется обменным смещением HB и объяс-
няется обменным взаимодействием между слоями
ФМ и АФМ. Одним из информативных эксперимен-
тальных методов исследования обменного смещения
является метод мандельштам-бриллюэновской спек-
троскопии (BLS), который чувствителен к поверх-
ностным спиновым волнам, в том числе на интер-
фейсе ФМ/АФМ.

* E-mail: morgunov2005@yandex.ru

Исследования гетероструктур NiFe/АФМ мето-
дом BLS проводились во многих работах (например,
[3–5]). В работе [3] при увеличении толщины слоя
NiFe в гетероструктурах NiFe/NiO линии Стокса и
анти-Стокса сдвигались по частоте. При этом с рос-
том толщины слоя NiFe уменьшались ширины этих
линий, которые были на порядок больше ширины
линии, наблюдаемой в одиночных слоях NiFe, при-
готовленных в тех же условиях. Это говорит о том,
что параметры спектров BLS чувствительны к неод-
нородности интерфейса NiFe/АФМ. Авторы [3] объ-
ясняли уширение линий с помощью представлений
о локальных флуктуациях обменной связи, вызван-
ных неоднородностью интерфейса NiFe/NiO. При
увеличении эффективной толщины ферромагнитно-
го слоя роль этих флуктуаций маскируется доми-
нирующим вкладом спиновых волн в совершенной
части NiFe. Аналогичная убывающая зависимость
ширины линии в спектре BLS от толщины ферро-
магнитного слоя NiFe наблюдалась в работе [4] в ге-
тероструктурах NiFe/Co. Как будет показано далее,
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в нашей работе качество интерфейса NiFe/Cu/IrMn
зависит не от толщины ФМ- или АФМ-слоев, а от
толщины спейсера. Это меняет подход к интерпре-
тации обнаруженных в [3, 4] явлений и ставит в ка-
честве одной из целей нашей работы анализ влия-
ния диамагнитной прослойки (спейсера) на спектры
BLS. Под эффективной толщиной спейсера здесь и
далее мы понимаем толщину однородного слоя, ко-
торый бы образовался из данного количества ато-
мов, если бы они распределялись равномерно, т. е.
величина tCu при ее малых значениях (когда нет
полного покрытия) характеризует количество ато-
мов меди, сгруппированных в островки между ФМ-
и АФМ-слоями, а не реальную толщину идеализи-
рованного сплошного спейсера.

В работе [5] в гетероструктурах NiFe/IrMn метод
BLS используется для исследования угловой зависи-
мости резонансной частоты ω(φH) спиновой волны
при разных толщинах антиферромагнитного слоя
IrMn. При увеличении внешнего магнитного поля,
в котором записывались спектры BLS, угловая за-
висимость ω(φH) смещалась в сторону больших час-
тот. Авторы объясняли этот сдвиг тем, что оба слоя
(ФМ и АФМ) были поликристаллическими и харак-
теризовались распределениями по размерам зерен
NiFe и IrMn. От размера зерен зависела как вели-
чина однонаправленной анизотропии зерен HB , так
и величина вращающейся анизотропии HRA. С рос-
том магнитного поля баланс зеемановской энергии и
упомянутых энергий анизотропии менялся так, что
с помощью спектроскопии BLS начинали выявлять-
ся вклады все более крупных зерен, так что часто-
та линии BLS соответственно возрастала. Таким об-
разом, к настоящему времени известно, что одним
из определяющих факторов спиновой динамики в
гетероструктурах ФМ/АФМ, управляющих шири-
ной линии ферромагнитного резонанса и BLS, яв-
ляется распределение зерен ферромагнетика и анти-
ферромагнетика по размерам. При этом о влиянии
толщины и свойств разделительного диамагнитного
слоя НМ на спин-волновые процессы в структурах
ФМ/НМ/АФМ известно сравнительно мало.

Дисперсионные соотношения (зависимости час-
тоты максимума BLS от проекции волнового век-
тора света на плоскость образца) для тепловых
спиновых волн исследовались в гетероструктурах
NiFe/Cu/NiFe и Fe/Cr/Fe [6]. Была разработана тео-
рия, учитывающая различные типы взаимодействий
между ферромагнитными слоями: магнитное ди-
польное взаимодействие, линейное, билинейное и би-
квадратичное обменные взаимодействия [6]. Кроме
того, были учтены поверхностная, одноосная маг-

нитная анизотропия, возникающая на интерфейсе,
а также объемная кубическая анизотропия в фер-
ромагнетике. Было установлено, что параметр би-
линейного обмена сильно зависит от толщины спей-
сера, а параметр биквадратного обмена от толщи-
ны спейсера не зависит. В случае структур ФМ/Н-
М/АФМ к управляющим параметрам добавляется
также величина однонаправленной анизотропии зе-
рен HB, величина вращающейся анизотропии HRA.
Эти параметры структурно чувствительные, т. е.
они зависят от совершенства ферромагнитных слоев
и качества интерфейса. При этом в поликристалли-
ческих образцах величинаHB иHRA зависит от раз-
мера зерен и доли контакта между ними, от их вза-
имной ориентации, текстуры поликристаллического
слоя [3–5,7–9].

Цели данной работы заключались в установ-
лении роли обменного смещения в формировании
спектров BLS, а также в обнаружении изменений
однонаправленной анизотропии с ростом эффектив-
ной толщины спейсерного слоя Cu, структура кото-
рого изменяется от отдельных островков до фрак-
тальных структур и полного покрытия медью ин-
терфейса NiFe/Cu/IrMn на конечных стадиях напы-
ления.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДИКА

В опытах использовались многослойные ге-
тероструктуры Ta(5 нм)/NiFe(10 нм)/Cu(tCu)/
IrMn(10 нм)/Ta(5 нм). Эффективная толщина мед-
ного слоя tCu варьируется в диапазоне 0.08–5 нм.
Образец без меди tCu = 0 является эталонным
образцом. Коммерчески изготовленные гетеро-
структуры были напылены на подложках Si/SiO2

методом магнетронного напыления на постоянном
токе по методике, сходной с описанной в работах
[10, 11].

Измерения спектров рассеяния света методом
BLS выполнялись при комнатной температуре в
геометрии Дэмона –Эшбаха с обратным рассеянием
(рис. 1). Внешнее магнитное поле H направлено в
плоскости образца размерами 5×5 мм2 перпендику-
лярно плоскости падения света (рис. 1). В плоскости
образца магнитное поле лежало в направлении, в ко-
тором поле обменного смещения, выявленное в неза-
висимых измерениях в СКВИД-магнетометре, было
максимальным (т. е. в направлении поля обменного
смещения). Запись спектров Мандельштама –Брил-
люэна проводилась в двух ориентациях внешнего
магнитного поля H = 3 кЭ и H = −3 кЭ относи-
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Рис. 1. Схема эксперимента при записи спектров рассея-
ния Мандельштама–Бриллюэна

тельно направления поля обменного смещения HB

в образце. Угол падения луча α составлял 15◦ отно-
сительно нормали к плоскости образца.

Если требовалось менять величину проекции
волнового вектора на плоскость образца, то изме-
рения дисперсионных соотношений ω(k) проводи-
лись при углах падения лазерного луча α = 10◦–45◦

с шагом 5◦ (k — проекция волнового вектора све-
та на плоскость образца вдоль оси x). Внешнее
магнитное поле в этой серии экспериментов бы-
ло направлено против направления поля обменно-
го смещения HB. Варьируемый угол падения све-
та позволял получать величины проекции волно-
вого вектора падающего света на поверхность об-
разца k = 40976 см−1, 61074 см−1, 80708 см−1,
99728 см−1, 117990 см−1, 135355 см−1, 151691 см−1 и
166874 см−1. В качестве источника света использо-
вался лазерный луч с длинной волны 532 нм, гене-
рируемый одночастотным лазером Excelsior (Spectra
Physics) EXLSR-532-200-CDRH. Диаметр сфокуси-
рованного на поверхности образца лазерного пятна
составлял 25 мкм. Мощность лазерного излучения
составляла 20 мВт, что исключало нагрев образца и
сколь-нибудь существенное изменение его темпера-
туры в процессе измерений. Глубина проникновения
лазерного луча составляет 30–40 нм [12], что больше
суммарной толщины всех слоев исследуемых гетеро-
структур.

Поле обменного смещения HB определялось из
петель магнитного гистерезиса, записанных при
комнатной температуре с помощью СКВИД-магни-
тометра Quantum Design XL.

Изображения поперечного сечения образцов без
меди и с медью толщиной tCu = 0.83 нм (рис 3а,б)
получались с помощью просвечивающего электрон-
ного микроскопа высокого разрешения JEOL (HR
TEM) при ускоряющем напряжении 200 кВ.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

Зависимости частоты линии BLS от волнового
вектора k спиновых волн (дисперсионные зависимо-
сти) для образцов с толщинами меди tCu = 0 (1),
0.5 нм (2), 1 нм (3), 2.5 нм (4) и 5 нм (5) пред-
ставлены на рис. 2а. Дисперсионные зависимости
являются симметричными по отношению к волново-
му числу k для всей серии образцов с медью. Вид-
но, что с ростом толщины спейсера Cu наблюда-
ется сдвиг дисперсионных кривых по частоте. Со-
гласно геометрии эксперимента угол между прило-
женным магнитным полем и намагниченностью об-
разца равен φH = 0, а угол между намагниченнос-
тью ФМ-слоя и направлением одноосной анизотро-
пии этого слоя равен φFM = 0 (рис. 1). Угол меж-
ду главной осью намагниченности слоя АФМ и на-
правлением намагниченности ФМ, φFM = 0. Тогда
уравнение для частоты спиновой волны запишется
в виде [5]

(
ω

γ

)2

=

[
H +HU +HRA + 2πMsktFM +

+ Dk2+
HW

HW /HB+1

] [
H+4πMeff+HU +

+ HRA − 2πMSktFM +Dk2 +
HW

HW /HB + 1

]
, (1)

где γ — гиромагнитное отношение (для NiFe
γ = 17.6 ГГц/кЭ [5]), H — приложенное маг-
нитное поле, HU — поле одноосной анизотропии,
HRA — поле вращающейся анизотропии, MS ≈
≈ 780 ед. СГСМ/см3 — намагниченность насыщения
для NiFe [5], k — волновое число, tNiFe — толщина
пленки NiFe (10 нм), D — обменная жесткость
D ≈ 2 · 10−9 Э · см2 [6], HW — поле доменной
стенки, HB — поле обменного смещения, Meff —
эффективная намагниченность, определяемая из
формулы 4πMeff = 4MS − HS , где HS — поле
поверхностной анизотропии.

С помощью выражения (1) мы аппрокси-
мировали дисперсионные соотношения ωk(k) и
определили параметры HU , HRA, HB. На рис. 2б–г
представлены зависимости поля обменного сме-
щения HB (б), поля вращающейся анизотропии
HRA (в), поля одноосной анизотропии HU (г)
от толщины медной прослойки. При этом зна-
чения намагниченности насыщения, обменной
жесткости и эффективной намагниченности ва-
рьировались от образца к образцу в диапазонах
4πMeff ≈ 7.4–9.8 кЭ, D ≈ 1 · 10−9–8 · 10−9 Э · см2,
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Рис. 2. Зависимость частоты пиков BLS от волнового числа k(а) для толщин меди tCu = 0 (1), 0.5 нм (2), 1 нм (3),
2.5 нм (4) и 5 нм (5). Зависимости поля обменного смещения HB (б), поля вращающейся анизотропии HRA (в), поля

одноосной анизотропии HU (г) от толщины медной прослойки

MS = 780–950 ед. СГСМ/см3, что согласуется с
литературными данными о возможных вариаци-
ях этих параметров [5, 6]. Поле доменной стенки
принималось равным HW = 1 кЭ, как это было
определено для доменной стенки в аналогичной
гетероструктуре NiFe/IrMn [13].

Поле вращающейся анизотропии можно предста-
вить как анизотропию, наведенную обменным сме-
щением. Действие этого поля заключается в том,
что интерфейсный слой, в дополнение к прочим ви-
дам анизотропии, обладает разными по величине
барьерами переключения намагниченности в зави-
симости от направления внешнего поля. Эта неэк-
вивалентность высоты барьера зависит от намагни-
ченности самого интерфейсного слоя и, таким об-
разом, регулируется внешним полем, следуя за его
направлением. В литературе [5,7–9] описаны вариа-
ции поля вращающейся анизотропии в зависимости
от геометрии локального контакта зерен на границе

раздела NiFe/IrMn, т. е. от их размера и ориентации
кристаллографических плоскостей IrMn и NiFe.

Согласно [5, 7–9], при этом имеется распределе-
ние зерен IrMn и NiFe по размеру. Крупные зерна
с высокими анизотропией и барьером перемагничи-
вания влияют на поле вращающейся анизотропии
HRA, а мелкие зерна не влияют на величину HRA,
так как они легко перемагничиваются во внешнем
поле. И мелкие, и крупные зерна одинаково влияют
на величину HB. Таким образом, мы можем судить
о влиянии крупных или мелких зерен IrMn и NiFe
по значению определенных параметров HRA и HB

из выражения (1).
Для анализа поликристаллической структуры

слоев IrMn и NiFe были получены изображения
TEM поперечного сечения образцов без меди и с ме-
дью толщиной tCu = 0.83 нм (рис. 3а,б).

Видно, что слои IrMn и NiFe являются поликрис-
таллическими и состоят из зерен, которые имеют
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Рис. 3. TEM-изображение образца без меди (а).
TEM-изображение образца с толщиной tCu = 0.83 нм (б).
Распределения размеров зерен в слоях IrMn и NiFe (в).
Сплошные линии — аппроксимация логнормальной функ-

цией с параметрами, указанными в тексте

распределения по размеру. Эти распределения зада-
ют распределение площади контакта каждого зерна
с другим слоем. Напыление атомов Cu не влияет на
зерна NiFe, поскольку к моменту напыления слоя
меди слой NiFe уже был сформирован напылением
на слой Ta. Однако из-за того, что адгезия меди не
равна адгезии NiFe, напыление меди способно из-
менить распределение зерен IrMn, поскольку этот
слой напыляется на медную прослойку. Распреде-
ление зерен IrMn по линейным размерам, опреде-
ляемым вдоль одного и того же направления, было
оценено с помощью статистического анализа образ-
цов без меди и с толщиной tCu = 0.83 нм. Гисто-
граммы, построенные на основе 100–200 измерений,
представлены на рис. 3в. Эти распределения хорошо
описываются логнормальной функцией со средним

Рис. 4. Спектры Бриллюэна для образцов tCu = 0 (а),
0.08 нм (б), 0.25 нм (в), 0.5 нм (г), 1 нм (д), 2.5 нм (е)
и 5 нм (ж) при угле падения лазерного луча α = 15◦

(k = 6.1 · 104 см−1). Пики Стокса (1) и анти-Стокса (1 ′)
соответствуют H = 3 кЭ, пики Стокса (2) и анти-Стокса
(2 ′) — H = −3 кЭ. Пунктир — смещение резонансных час-
тот ΔωS иΔωA при инверсии внешнего магнитного поляH

размером зерна для образца без меди d = 4.3 нм и
средним размером зерна d = 6.2 нм в образце с ме-
дью. Следовательно, медь способствует увеличению
среднего размера зерна у слоя IrMn в 1.5 раза.

Поле вращающейся анизотропии HRA уменьша-
ется с увеличением толщины Cu в диапазоне от 0
до 5 нм (рис. 2в). Значение HRA не обращается
в нуль при толщине tCu > 1 нм, когда исчезает
прямое обменное взаимодействие, оставаясь равной
HRA ≈ 320 Э при толщине меди tCu = 1–5 нм. Та-
ким образом, вклад крупных зерен в HRA остается
ненулевым во всем диапазоне толщин Cu, в отличие
от их вклада в поле HB, которое становится рав-
ным нулю при полном покрытии медью интерфейса
NiFe/Cu/IrMn. Это можно объяснить тем, что по-
верхностный слой антиферромагнетика на границе
с медью также обладает вращающейся анизотропи-
ей.

Поле одноосной анизотропии HU в диапазоне
толщины слоя tCu от 0 до 5 нм монотонно убывает с
увеличением толщины слоя меди (рис. 2г). Посколь-
ку природа этой анизотропии связана с обменным
взаимодействием между слоями NiFe и IrMn, умень-
шение HU вызвано уменьшением обменного взаимо-
действия этих слоев через медную прослойку.

На рис. 4 приведены спектры BLS для серии об-
разцов NiFe/Cu/IrMn с толщинами слоя меди tCu =

= 0 (а), 0.08 нм (б), 0.25 нм (в), 0.5 нм (г), 1 нм (д),
2.5 нм (е) и 5 нм (ж) во внешнем магнитном поле

7 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 5. Зависимость среднего смещения резонансных час-
тот рассеянияΔωS−A (1), поля обменного смещения, по-
лученного из измерений СКВИД-магнитометра (2), и поля
обменного смещения, пересчитанного из смещений резо-
нансных частот (3) с помощью выражения (1), от толщины
Cu. На вставке представлена смещенная петля гистерезиса

относительно нуля для образца без прослойки Cu

H = 3 кЭ и H = −3 кЭ. При H = 3 кЭ наблюдаются
пики Стокса (1) и анти-Стокса (1 ′), которые меняют
свои частоты при H = −3 кЭ. Инверсия магнитно-
го поля приводит к смещению пиков Стокса (1) и
(2) на величину ΔωS , а для пиков анти-Стокса (1 ′)
и (2 ′) смещение происходит на величину ΔωA. Эти
смещения максимальны для образца без меди и мо-
нотонно уменьшаются с увеличением толщины слоя
Cu. Для определения резонансной частоты и шири-
ны линий Стокса и анти-Стокса спектры BLS всей
серии образцов аппроксимировались функцией Ло-
ренца (сплошные линии на рис. 4).

Это позволяло кроме центров линий и их сме-
щений ΔωS и ΔωA определять также ширину ли-
нии Δω. Для построения зависимости ширины ли-
нии от толщины спейсера ширины линий Стокса и
анти-Стокса, извлеченные из аппроксимации, были
усреднены в общем массиве, что позволяло умень-
шить разброс. Такой же подход применялся при
определении смещения линий при инверсии поля,
так что в результате полученные значения сдвигов
ΔωS и ΔωA усреднялись и давали величину ΔωS−A.

На рис. 5 (зависимость 1) представлена моно-
тонно убывающая зависимость среднего смещения
линий ΔωS−A от толщины Cu. В независимых из-
мерениях с помощью СКВИД-магнитометра было
установлено, что образцы демонстрируют смещен-
ный вдоль оси поля гистерезис, т. е. обладают по-
лем обменного смещения HB (вставка на рис. 5),
которое уменьшается с увеличением толщины Cu и

Рис. 6. Зависимость средней ширины линии пиков BLSΔω

от толщины меди. Линией показана аппроксимация выра-
жением (2)

полностью исчезает при tCu ≈ 1 нм (зависимость
2 на рис. 5). Сходство зависимостей ΔωS−A(tCu)
и HB(tCu) позволяет предположить наличие общих
причин для изменения магнонных частот ΔωS−A и
обменного смещения. Для того чтобы пересчитать
смещение резонансных частот ΔωS−A в поле обмен-
ного смещенияHB, мы использовали выражение (1).
Значения полей магнитных анизотропий были взя-
ты из аппроксимации дисперсионных соотношений.
Значения поля обменного смещения, рассчитанные
из смещения резонансной частоты BLS, представле-
ны на рис. 5 (зависимость 3) для разных толщин
медного спейсера.

Видно, что значения полей обменного смещения,
определенные из прямых измерений СКВИД-магни-
тометра (кривая 2) и из пересчета смещения часто-
ты линии BLS (кривая 3) коррелируют между собой.
Количественное различие полей обменного смеще-
ния, полученного этими двумя методиками, может
быть связано с тем, что в методе BLS во внимание
принимаются спиновые волны, распространяющие-
ся в тонком приповерхностном слое ферромагнети-
ка, тогда как при магнитометрических измерени-
ях измеряется интегральная характеристика всего
ферромагнитного слоя NiFe.

На рис. 6 приведена зависимость средней шири-
ны линии Δω от толщины меди. Видно, что с увели-
чением толщины меди значение Δω сначала умень-
шается, а при tCu > 1 нм она насыщается до значе-
ния Δω ≈ 0.7 ГГц. Поскольку метод BLS измеряет
поверхностные спиновые волны в ферромагнетике,
по ширине линии BLS можно судить о качестве ин-
терфейса NiFe/Cu/IrMn. В работе [3] было показано,
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что флуктуации поверхностной анизотропии, возни-
кающие из-за неоднородности интерфейса, вносят
существенный вклад в ширину линии ферромагнит-
ного резонанса (при k = 0) и BLS (при k �= 0) в ге-
тероструктурах ФМ/АФМ. Средняя ширина линии
BLS должна уменьшаться с увеличением толщины
спейсера tCu

Δω =
4πMSγ

2Sh

2πDω0

(
JB exp (−tCu/t0)

MStNiFe

)2

, (2)

где t0 — глубина неоднородностей интерфейса
NiFe/IrMn, Sh — площадь неоднородностей в плос-
кости NiFe/IrMn, ω0 = 19.4 ГГц — средняя частота
пика Стокса и анти-Стокса для контрольного об-
разца без меди, JB — плотность энергии обменного
взаимодействия между атомами ферромагнитного
слоя (NiFe) и антиферромагнитного слоя (IrMn).
Поскольку для контрольного образца HB = 119 Э,
то JB = HBMStNiFe = 0.09 эрг/см2. На рис. 6
линией представлена аппроксимация Δω(tCu) вы-
ражением (2) с указанными выше параметрами. Из
аппроксимации были получены значения геометрии
неоднородностей интерфейса NiFe/IrMn t0 = 0.7 нм
и Sh = 0.4 нм2 для контрольного образца, которые
близки к литературным данным [3,4] (Sh = 0.6 нм2).

Таким образом, поле обменного смещения в од-
ном и том же образце без меди было определе-
но тремя способами: из измерений петли магнит-
ного гистерезиса в СКВИД-магнитометре HB =

= 119 ± 2 Э, из аппроксимации дисперсионных со-
отношений ω(k) выражением (1) HB = 140 ± 18 Э
и из сдвига спектров BLS при инверсии магнитного
поля HB = 127± 11 Э. Различие этих полей обмен-
ного смещения находится почти в пределах погреш-
ности эксперимента. Однако можно ожидать, что
при измерениях динамическим методом, таким как
BLS, величина обменного смещения будет отличать-
ся от значения, установленного статическим мето-
дом [14–17]. В литературе [14–17] это различие объ-
ясняется медленной релаксацией намагниченности,
связанной с движением доменных стенок в ферро-
магнитном слое.

4. ВЫВОДЫ

1. В гетероструктурах NiFe/Cu/IrMn обнаруже-
но, что с ростом толщины слоя Cu увеличивает-
ся средний размер зерна IrMn. Вклад в магнитную
анизотропию более крупных зерен увеличивается,
а вклад мелких зерен становится меньше по мере
увеличения толщины меди. При этом наблюдается

сдвиг дисперсионных кривых по частоте, что вызва-
но конкуренцией вкладов зерен IrMn и NiFe.

2. Установлено, что сдвиг резонансных частот
рассеяния спиновых волн стоксовой и антистоксо-
вой линий при инверсии внешнего магнитного поля
происходит из-за поля обменного смещения. С рос-
том толщины Cu сдвиг уменьшается и полностью
исчезает при полном покрытии слоя Cu интерфейса
NiFe/Cu/IrMn.

3. Смена островковой структуры меди на сплош-
ной слой Cu приводит к уменьшению ширины
линии BLS, что ослабляет флуктуации плотности
энергии обменного взаимодействия между атома-
ми слоев NiFe и IrMn и делает гетероструктуру
NiFe/Cu/IrMn более однородной.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
тематической карты Института проблем химичес-
кой физики АААА-А19-119111390022-2 и в рамках
программы Президента РФ для поддержки ведущих
научных школ (грант №2644.2020.2).
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Рассматривается задача о нахождении эффективных термоэлектрических характеристик композитных
сред, а именно: тепло- и электропроводности, термоэдс и добротности. Предполагается, что характер-
ный размер включений достаточно велик (больше 20–30 нм), что позволяет пренебречь туннелированием
заряда и рассеянием фононов на границах различных сред. Исследованы слоистые, волокнистые и зер-
нистые композиты. Приведено подробное обоснование выбора граничных условий, основанное на прин-
ципе Пригожина. В качестве примера исследованы свойства композитной среды, состоящей из матрицы
MgAg0.97Sb1, в которую помещены включения из SnSe цилиндрической или сферической формы.

DOI: 10.31857/S0044451022020110

1. ВВЕДЕНИЕ

Твердотельное охлаждение по сравнению с тра-
диционными (парокомпрессионными) методами об-
ладает рядом преимуществ. Используемые матери-
алы являются экологически безопасными в отличие
от множества хладагентов, применяющихся в насто-
ящее время в холодильной технике. В твердотель-
ных охладителях нет движущихся частей, поэтому
они более компактны, надежны и практически бес-
шумны. Существует два вида твердотельного охла-
ждения: на калорических эффектах [1–3] и термо-
электрическое [4–6]. Первое является гораздо более
эффективным, но имеет множество существенных
недостатков. Охлаждение на магнитокалорическом
эффекте основано на использовании дорогостоящих
материалов [2]. Электрокалорическое охлаждение
требует высокоэффективных тепловых ключей [1].
Охлаждение на мультикалорическом эффекте суще-
ствует только в виде теоретических разработок [7].
Термоэлектрическое преобразование энергии хоть и

* E-mail: ferroelectrics@ya.ru

используется в различных областях, но в силу необ-
ратимости термодинамических процессов, лежащих
в ее основе, обладает сравнительно малой термо-
динамической эффективностью. Значительное уве-
личение эффективности термоэлектрического пре-
образования энергии было достигнуто в середине
XX века, когда было предложено использовать по-
лупроводниковые материалы [4]. В дальнейшем эф-
фективность повышалась очень медленно, со сред-
ней скоростью примерно 0.5% в год. Ввиду этого
основной проблемой при разработке охлаждающих
технологий XXI века является нахождение высоко-
эффективных калорических и термоэлектрических
материалов, обеспечивающих высокую производи-
тельность устройств охлаждения и термостабилиза-
ции. Одной из возможностей устранения недостат-
ков твердотельного охлаждения является объедине-
ние обоих способов твердотельного преобразования
энергии. Вариантом совместного использования ка-
лорических и термоэлектрических явлений может
служить использование термоэлектрических клю-
чей в охладителях на калорических эффектах [8,9].
Другим способом увеличения эффективности явля-
ется наноструктурирование [10–12], в частности, ис-
пользование нанокомпозитов [13, 14]. Композитные
материалы разделяются на слоистые, волокнистые
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и зернистые. Слоистые композиты изготавливаются
из чередующихся слоев различных материалов, ко-
торые могут объединяться в сверхрешетки. Волок-
нистые и зернистые композиты состоят из матрицы
и армирующих включений (тонких волокон или час-
тиц). Для сверхрешеток из калорических материа-
лов влияние взаимодействия полей различной при-
роды на ее физические характеристики легко мо-
жет быть описано матричным методом усреднения
(ММУ) [15–17]. Поскольку формулы для эффектив-
ной среды, получаемые ММУ, являются частным
случаем формул для периодических сред, для слои-
стых композитов приближение эффективной среды
становится все более точным при уменьшении тол-
щины слоев. Для волокнистых и зернистых компо-
зитов строгих методов расчета не существует. Ос-
новную роль в получении усредненных характери-
стик играют приближенные методы, основанные на
некоторых физических допущениях. Среди них от-
метим наиболее распространенные методыМаксвел-
ла Гарнетта и Бруггемана. Расчет же термоэлектри-
ческих композитных сред представляет собой более
сложную задачу. Связано это со следующими об-
стоятельствами. Во-первых, уравнения, описываю-
щие физические поля в термоэлектриках, являются
нелинейными и образуют систему. И во-вторых, на
границах различных термоэлектриков следует учи-
тывать некоторые новые физические явления, ко-
торых нет в неограниченных телах. К таким явле-
ниям следует отнести туннелирование заряда через
границу [18] и дополнительное рассеяние фононов и
носителей заряда [19].

В данной работе рассматриваются все три вари-
анта композитных сред из термоэлектрических ма-
териалов. Толщина любого слоя и размер включе-
ний должны превышать некую величину, которая
зависит от материала и оценивается в 20–30 нм.
Это ограничение вызвано условием, чтобы харак-
терный размер включений был больше длины сво-
бодного пробега как носителей заряда, так и фо-
нонов. При этом предположении можно пренебречь
туннелированием заряда и рассеянием фононов на
границе. Данное условие не выполняется для сверх-
решеток со слоями толщиной 3–10 нм [13,14], для ко-
торых были получены наилучшие результаты. Тем
не менее матричный метод усреднения в силу его
простоты может с успехом применяться для описа-
ния решеток с достаточно толстыми слоями. Для
простоты последующих рассуждений каждый слой
или включение считается изотропным, хотя обоб-
щение на случай произвольной анизотропии легко

может быть получено, если в итоговых формулах
считать основные физические характеристики сло-
ев тензорными величинами. Основной целью явля-
ется корректная постановка задачи со строгим обос-
нованием граничных условий и исследование эф-
фективности композитной структуры в зависимости
от процентного содержания включений (отношений
толщин слоев). Для термоэлектрических материа-
лов эффективность определяется добротностью Z

(число Иоффе, figure of merit) или безразмерным
фактором ZT = Tσα2/k [4–6], где T — абсолют-
ная температура, σ и k — коэффициенты электро-
и теплопроводности соответственно, α — коэффи-
циент Зеебека (термоэдс). Хорошо известно, что в
отсутствие взаимодействия электрического и тепло-
вого полей (α = 0) композитная среда может быть
заменена на некоторую эффективную, физические
характеристики которой не зависят от координаты.
В этом случае нахождение усредненных (эффектив-
ных) значений электро- и теплопроводности ника-
ких трудностей не вызывает [18, 20]. Даже для изо-
тропных слоев слоистое тело является анизотроп-
ным, и теплопроводности вдоль k‖ и поперек k⊥
слоев различаются. Также не совпадают коэффици-
енты σ‖ и σ⊥. Значения этих коэффициентов для
всей структуры определяются значениями этих же
коэффициентов для отдельных слоев и приведены,
например, в [20,21] (см. также ниже формулы (18)).
Для термоэлектрических материалов (α �= 0) такие
формулы для частного случая двухслойных сред
были получены в [21,22]. Общий случай многослой-
ной среды рассмотрен в настоящей работе. Кроме
структур, состоящих из произвольного числа плос-
ких слоев, рассматривается усреднение тонких ци-
линдрических и сферических термоэлектрических
слоев, являющихся основой для наноматрешек [23].

Следует подчеркнуть, что общий случай усред-
нения термоэлектрических сред рассматривался ра-
нее в [24, 25], но для граничных условий, при ко-
торых возникают поверхностные потоки. В данной
работе приводится вывод корректных условий из
принципа Пригожина неравновесной термодинами-
ки, и процедура усреднения проводится для полу-
ченных граничных условий. Подобные граничные
условия использовались в [26,27] при описании рас-
пределения термоэлектрического поля в эллипсои-
де и сфероиде. Кроме того, в настоящей работе
матричный метод усреднения обобщается на случай
нелинейных уравнений, что позволяет без особых
трудов находить усредненные значения α, σ, k в слу-
чае, когда эти величины являются тензорными.
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2. УСРЕДНЕНИЕ СЛОИСТЫХ
ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СРЕД

2.1. Уравнения термоэлектричества

Для описания теплового и электрического полей
будем использовать температуру T , потенциал элек-
трического поля ϕ, а также связанные с ними вели-
чины: напряженность электрического поля E, элек-
трический ток j и тепловой поток q. Эти величины,
согласно принципам неравновесной термодинамики
[28,29], связаны между собой соотношениями{

E = ρj+ α gradT,

q = αT j− k gradT,{
j = σE− ασ gradT,

q = ασTE− (k + α2σT ) gradT,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
gradT =

αT

k
j−

q

k
,

gradϕ = −
(
ρ+

α2T

k

)
j+

α

k
q.

(1)

Здесь ρ = 1/σ — удельное сопротивление. Три сис-
темы в (1) являются эквивалентными, различаются
только выбором переменных в левой части и все ис-
пользуются для последующих преобразований. По-
мимо соотношений (1) должны выполняться усло-
вия сохранения заряда и энергии:

div j = 0, div q+ j · gradϕ = 0. (2)

В соответствии со сказанным выше, при нахож-
дении параметров эффективной среды отбросим
джоулево тепло j · gradϕ во втором уравнении (2).
Оно квадратичным образом зависит от напряжен-
ности электрического поля, которая предполагается
инфинитезимально малой. Перейдем от электричес-
кого потенциала ϕ к термоэлектрическому по фор-
муле Φ = ϕ+αT и будем предполагать, что коэффи-
циенты α, σ, k не зависят от температуры и элект-
рического поля. Это предположение означает, что
эффектом Томсона будем пренебрегать. Тогда сис-
тема уравнений (1), (2) упростится и запишется в
виде ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

j = −σ gradΦ,
div σ gradΦ = 0,

q = −ασT gradΦ− k gradT,

div k gradT +
j2

σ
= 0.

(3)

В системе (3) только уравнение для теплового по-
тока содержит обе неизвестные функции T и Φ.

Термоэлектрический потенциал может быть найден
независимо от теплового поля. Уравнение для его
определения имеет вид ΔΦ = 0, где Δ — опера-
тор Лапласа. После нахождения Φ для получения
распределения температуры следует решить послед-
нее уравнение системы (3), которое также является
уравнением Лапласа. Таким образом, решение си-
стемы (3) сводится к последовательному решению
двух уравнений Лапласа. Отсюда сразу следует, что
усреднение коэффициентов тепло- и электропровод-
ности для слоистой структуры происходит независи-
мо друг от друга, поэтому для нахождения их эф-
фективных значений можно использовать правила
усреднения диэлектриков. Трудности могут возни-
кать только при усреднении коэффициента термо-
эдс, который характеризует степень взаимодействия
теплового и электрического полей.

2.2. Условия на границе двух
термоэлектриков

Для корректного вывода граничных условий об-
ратимся к одному из основных принципов неравно-
весной термодинамики — принципу Пригожина [30].
Теорема Пригожина утверждает, что скорость про-
изводства энтропии внутри открытой системы в ста-
ционарном состоянии положительна и минимальна.
Обозначим через Xi термодинамические силы, а че-
рез Ji — термодинамические потоки. При малых
отклонениях от положения равновесия потоки яв-
ляются линейными функциями термодинамических
сил:

Ji =
n∑

k=1

LikXk, (4)

причем кинетические коэффициенты Lik при отсут-
ствии магнитного поля должны удовлетворять сле-
дующему условию симметрии: Lik = Lki. В матрич-
ном виде соотношение (4) запишем как J = LX ,
где J и X — вектор-столбцы, J = (J1, J2, . . . , Jn)

tr,
X = (X1, X2, . . . , Xn)

tr, а L — квадратная матрица
с элементами Lik. Индекс tr означает транспониро-
вание. Производство энтропии в этом приближении
квадратичным образом зависит от термодинамичес-
ких сил:

dS

dt
=

∫
V

n∑
i=1

n∑
k=1

LikXiXk dV,

dS

dt
=

∫
V

XtrLX dV.

(5)

Согласно принципу Пригожина связь между силами
и потоками (4) может быть найдена из условия ми-

255



А. С. Старков, И. А. Старков ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022

нимальности производства энтропии (5). В соответ-
ствии с формулами (4), (5) производство энтропии
также может быть записано в виде

dS

dt
=

∫
V

n∑
i=1

XiJi dV =

∫
V

XtrJ dV. (6)

Для вывода уравнений и граничных условий удоб-
нее формула (4), которая позволяет использовать
вариационные методы. В некоторых случаях (§§ 6,
7 гл. 10 [31]) соотношение (6) позволяет проще опре-
делить силы и потоки. Если от термодинамических
сил Xi перейти к новым термодинамическим силам
Yi по формулам, которые в матричной записи име-
ют вид X = CY с симметричной матрицей C, то
производство энтропии примет вид

dS

dt
=

∫
V

Y trL′Y dV, L′ = CtrLC. (7)

Обычно считают матрицу C унитарной: C−1 = Ctr,
а матрицу L′ — диагональной, что позволяет упро-
стить некоторые выкладки. Эти условия будем счи-
тать в дальнейшем выполненными. Из формулы (7)
вытекают законы преобразования потоков J и про-
изводства энтропии:

J ′ = L′Y,
dS

dt
=

∫
V

Y trJ ′ dV. (8)

Таким образом, в неравновесной термодинамике при
изменении сил также меняются и потоки.

В дальнейшем для определенности будем пола-
гать, что силы имеют вид Xi = − gradUi, где Ui —
некоторые потенциальные функции, из которых со-
ставим столбец U . Именно этот случай реализуется
в теории термоэлектричества. При сделанном пред-
положении о термодинамических силах уравнения
для потоков имеют вид законов сохранения:

div Ji = 0, Ji = −
n∑

k=1

Lik gradUk. (9)

Граничные условия вытекают либо из общей фор-
мы первой вариации для интегральной части в (6)
[32], либо из условия ограниченности слагаемых в
(9), понимаемых в смысле обобщенных функций.
И в том, и в другом случае требуется непрерыв-
ность нормальной к границе составляющей векто-
ров потоков Ji и функций

∑n
k=1 Lik gradUk. Если

же производство энтропии линейным преобразова-
нием U = CU ′ приведено к диагональному виду (7),

то система уравнений (9) распадается на множество
отдельных уравнений, которые имеют вид

divL′
kk gradU

′
k = 0. (10)

Тогда на границах раздела должны быть непрерыв-
ны сама функция U ′

k и нормальная к границе ком-
понента вектора L′

kk gradU
′
k. Для уравнений термо-

электричества, как следует из уравнений (3), в ка-
честве U ′

k выступают Φ и T . Отвечающее электри-
ческому току слагаемое в производстве энтропии в
соответствии с формулой (8) записывается в виде∫

σ
( gradΦ)2

2
dV. (11)

Отсюда из принципа Пригожина вытекает непре-
рывность на границах различных сред как термо-
электрического потенциала Φ, так и нормальной со-
ставляющей вектора gradΦ, т. е. электрического то-
ка j. В противном случае на границе возникают по-
верхностные токи.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда меняются
силы, а потоки остаются неизменными [24, 25]. С
точки зрения неравновесной термодинамики это ме-
тодически неправильно, но ошибкой не является,
хотя может приводить к некорректным результа-
там. Так как в подходе работы [24] потоки не ме-
няются, то граничные условия для них совпадают с
граничными условиями, вытекающими из принци-
па Пригожина. В свою очередь, граничные условия
для потенциальных функций (непрерывность исход-
ных потенциалов Ui) просто постулируются, а не вы-
водятся. Требование непрерывности электрического
потенциала ϕ приводит к разрыву термоэлектриче-
ского потенциала Φ и к появлению нефизических по-
верхностных токов. При этом производство энтро-
пии не является минимальным, и принцип Приго-
жина не выполняется. Значит, подход [24,25] следу-
ет считать ошибочным, а выводы этих работ — не
соответствующими действительности. Ввиду этого
в дальнейшем на границе раздела сред будем требо-
вать непрерывность следующих четырех величин:

(Φ, T, jn, qn). (12)

Здесь jn, qn — нормальные составляющие соответст-
вующих векторов.

2.3. Матричный метод усреднения для
слоистых термоэлектриков

Исследование системы уравнений (1), (2) нач-
нем с периодической слоистой структуры, изобра-
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Рис. 1. Периодическая система термоэлектрических слоев

женной на рис. 1. Период состоит из n слоев. Каж-
дый слой характеризуется постоянными σi, ki, αi,
где i — номер слоя. Толщину i-го слоя обозначим
через hi = xi − xi−1, а относительную толщину —
через ϑi = hi/xn,

∑
ϑi = 1. Для достаточно тол-

стых слоев hi > 20 нм можно пренебречь рассеянием
фононов, туннелированием и энергетической фильт-
рацией носителей на границах [4] и ограничиться
условиями непрерывности для величин из (12) на
границах x = xi, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Кроме того, величины в (12) должны быть пери-
одическими: их значения при x = 0 и x = xn долж-
ны совпадать. Условия периодичности, как и любые
другие граничные условия при x = 0 и x = xn, не
влияют на усредненные характеристики [15], поэто-
му в дальнейшем их не будем учитывать.

Для нахождения усредненных характеристик
описанной периодической структуры воспользуемся
ММУ [16], который изначально использовался при
решении задач теории упругости [15]. Преимуще-
ством ММУ при нахождении эффективных пара-
метров слоистых сред является возможность огра-
ничиться операциями с матрицами и не решать ни-
каких дифференциальных уравнений. Ранее он ис-
пользовался только для усреднения структур, опи-
сываемых линейными уравнениями. Применим этот
метод к нелинейным уравнениям (1). Для этого из
величин, непрерывных на границах раздела сред,
составим столбец U = (ϕ, T, jx, qx)

tr. Из системы
уравнений (1) выразим производные от компонент
U по x и перепишем систему в виде

∂Φ

∂x
= −ρjx,

∂T

∂x
=
αT

k
jx −

1

k
qx,

∂jx

∂x
= σ

∂Φ

∂y
,

∂qx

∂x
= −j2x

(
ρ+

α2T

k

)
−

−
α

k
jxqx + ασT

∂2Φ

∂y2
+ k

∂2T

∂y2
.

(13)

Здесь индекс x указывает на соответствующую ком-
поненту вектора. В системе (13) оставлена зависи-
мость только от одной координаты вдоль слоев — y,
так как зависимость от второй продольной коорди-
наты точно такая же и не добавляет новой инфор-
мации об усредненных характеристиках рассматри-
ваемой структуры. В матричной форме система (13)
может быть записана в виде

∂U

∂x
= A(U). (14)

Здесь A(U) — операторная матрица, определяемая
правой частью системы (13). Важным свойством
матрицы A является то, что в нее не входят произ-
водные по координате x. Для линейных уравнений
A(U) = A0U с некоторой операторной матрицей A0,
не зависящей от U . В этом случае решение U мо-
жет быть получено при помощи матричной экспо-
ненты [15], задаваемой своим рядом Маклорена. В
рассматриваемом нелинейном случае также можно
искать решение (14) в виде ряда Маклорена. Для
первых членов этого ряда имеем

U(x) = U(0) +A(U(0))x+

+
dA

dU

∣∣∣∣
U=U(0)

A(U(0))
x2

2
+ . . . (15)

Если же коэффициенты матрицы A(U) зависят так-
же от координаты x, то линейное слагаемое в (15)
следует заменить на

∫
A(U(0), x) dx. Ограничиваясь

первыми двумя слагаемыми в (15), для каждого
слоя получаем приближенную формулу, связываю-
щую значения столбца неизвестных в начале и конце
периода:

U(xn) = U(0) +

n∑
i=1

Ai(U0)hi + . . . (16)

Сравнивая правую часть в (16) с аналогичным раз-
ложением для эффективной среды, для эффектив-
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ного значения матрицы A(U) при наличии зависи-
мости от x и при ее отсутствии получаем следующие
выражения:

Aeff (U0) =

n∑
i=1

xi∫
xi−1

Ai(U0, x) dx,

Aeff (U0) =

n∑
i=1

Ai(U0)ϑi.

(17)

Если общая толщина системы остается постоян-
ной, а число периодов стремится к бесконечности, то
невыписанными слагаемыми в (16) можно пренеб-
речь. Это утверждение доказано только в линей-
ном случае при некоторых ограничениях на матри-
цу A0 [16], но естественно ожидать, что оно оста-
ется в силе и для нелинейных задач, для которых
ряд (15) сходится в некоторой норме. Если слоис-
тую среду заменить на эффективную с постоянными
физическими характеристиками, то формула (16)
по-прежнему должна быть справедливой. С физи-
ческой точки зрения, это предположение означает,
что температура T , потенциал ϕ, ток j и поток теп-
ла q мало меняются поперек произвольного слоя, а
их зависимость от координаты в каждом слое мож-
но приближенно считать линейной. Для нелиней-
ной системы уравнений данный подход приводит к
некоторым интегральным соотношениям, связыва-
ющим термоэлектрические характеристики с темпе-
ратурой и электрическим полем. Для того чтобы из
этих соотношений получить искомые эффективные
значения α, σ, k, сделаем несколько упрощающих
предположений. Будем полагать, что задаваемые на
внешних границах электрическое и температурное
поля не очень велики. Тогда изменение температу-
ры T также можно считать малым по сравнению
с самой температурой. Считая данное предположе-
ние выполненным и сравнивая формулу (16) с ана-
логичной формулой эффективной среды, получаем
искомые формулы для эффективных характеристик
периодической среды:

1

k⊥
=

(
1

k

)
, α⊥ =

(
α

k

)
k⊥, ρ⊥ = ρ,

σ‖ = σ, α‖ =
ασ

σ‖
, k‖ = k.

(18)

Здесь черта над величиной означает ее взвешенное
среднее по слоям. Например,

k =
n∑

i=1

ϑiki, k =
n∑

i=1

xi∫
xi−1

ki(x) dx. (19)

Первая из формул (18) справедлива в случае кусоч-
но-постоянных физических характеристик слоистой
системы, а вторая, более общая, — для коэффициен-
тов, меняющихся вдоль координаты x. Полученные
формулы (18) полностью описывают эффективную
термоэлектрическую среду и позволяют вычислить
ее добротности Z‖ и Z⊥. Эти формулы применимы
не только для периодических, но и для произволь-
ных слоистых структур.

Если рассматриваются цилиндрические или сфе-
рические слои, уравнения которых в цилиндриче-
ской или сферической системе координат задаются
уравнениями r = ri, i = 0, 1, . . . , n, а толщины за-
даются соотношениями li = ri+1 − ri, то и для та-
ких структур применим ММУ. Для них усреднение
проходит по кольцам или по шаровым слоям. Соот-
ветственно, при интегрировании возникает дополни-
тельный множитель r или r2, который приводит к
изменению правил усреднения (18), (19) [16,20]. До-
статочно простые, но громоздкие выкладки показы-
вают, что формулы (18) остаются в силе, если пра-
вило усреднения (19) для направления, перпенди-
кулярного слоям, заменить на одно из следующих.
Для цилиндрических слоев усредненные характери-
стики некоторой величины a находятся по формуле

â =
1

ln(rn/r0)

n∑
i=1

ln(ri+1/ri) ai. (20)

Для сферических слоев формула нахождения сред-
них имеет вид

ã =
r0rn

rn − r0

n∑
i=1

(
1

ri
−

1

ri+1

)
ai. (21)

Таким образом, при усреднении цилиндрических
или сферических слоев в формуле (19) нужно пра-
вило a для некоторой величины a заменить на пра-
вило â (20) или ã (21) соответственно. В качестве
величины a может выступать α, ρ, σ или k. Пере-
ход от формул усреднения плоскослоистых термо-
электрических сред к аналогичным формулам для
цилиндрических и сферических слоев совпадает с
подобной процедурой в отсутствие взаимодействия
теплового и электрического полей [16, 20].

При αi = 0 формулы (18) переходят в хорошо из-
вестные формулы теплоемкости и электропроводно-
сти слоистых сред [20]. Наличие термоэдс не меняет
теплопроводность поперек слоев k⊥. Теплопровод-
ность вдоль слоев k‖, наоборот, зависит от коэффи-
циентов Зеебека αi и коэффициентов электропро-
водности σi. Кроме того, термоэлектрическая до-
бавка к k‖ оказывается пропорциональной темпера-
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туре и может быть как положительной, так и от-
рицательной. Коэффициенты Зеебека для разных
направлений усредняются по-разному. Для направ-
ления, перпендикулярного слоям, помимо значений
этого коэффициента в слоях, на усредненное зна-
чение влияют только коэффициенты теплопровод-
ности. В направлении, параллельном слоям, коэф-
фициент α‖ определяется через αi и коэффициен-
ты электропроводности. Формулы для эффективно-
го сопротивления вдоль и поперек слоев для термо-
электрических сред полностью совпадают с форму-
лами для нахождения сопротивления цепи при по-
следовательном и параллельном соединении отдель-
ных сопротивлений.

Одним из преимуществ ММУ является то, что
его можно использовать и для нахождения эф-
фективных характеристик анизотропных материа-
лов, причем сложность расчетов при этом не силь-
но увеличивается. Если считать кинетические ко-
эффициенты тензорными величинами σij , αij , kij ,
i, j = 1, 2, 3, то для эффективных значений коэф-
фициентов электропроводности и теплопроводности
σe
ij , keij получаем согласно [33] следующие выраже-

ния:

1

σe
11

=

(
1

σ11

)
, σe

1i =

(
σ1i

σ11

)
σe
11,

σe
ii = σii −

(
σ1iσi1

σ11

)
+
σe
1iσ

e
i1

σe
11

,

1

ke11
=

(
1

k11

)
, ke1i =

(
k1i

k11

)
ke11,

keii = kii −
(
k1iki1

k11

)
+
ke1ik

e
i1

ke11
, i = 2, 3.

(22)

Если в тензорах σij и kij отличны от нуля только
диагональные элементы (σij = 0, kij = 0, i �= j),
то формулы (22) переходят в выведенные ранее для
изотропной среды формулы (18). Из формул (22)
следует, что усреднение происходит по трем прави-
лам. Коэффициенты поперек слоев (σ11 и k11) усред-
няются по правилу взвешенного среднего гармони-
ческого и их среднее значение не зависит от других
коэффициентов. Среднее значение коэффициентов,
содержащих один индекс 1, определяется не толь-
ко значениями этих коэффициентов в слоях, но и
значениями коэффициентов с индексом 11. Нако-
нец, эффективные значения кинетических коэффи-
циентов, определяющих поведение термоэлектрика
вдоль слоев, задается значениями всех компонент
соответствующего тензора. Аналогичные формулы

могут быть выписаны и для анизотропных сфери-
ческих и цилиндрических слоев [33]. Заметим, что
учет анизотропии не приводит к заметному увели-
чению числа Иоффе [34].

2.4. Возможность увеличения
термоэлектрической добротности для

слоистых сред

Выведенные формулы (18) позволяют решить
вопрос о целесообразности добавления еще одного
слоя с известными термоэлектрическими свойства-
ми. Пусть имеется изначальный слой относительной
толщины ϑ1 и к нему добавили второй слой относи-
тельной толщины ϑ2 = 1 − ϑ1. Введем новые тер-
моэлектрические коэффициенты β = α/k, κ = 1/k.
Эффективные значения этих коэффициентов и так-
же ρe линейно зависят от ϑ2, а именно:

βe = β1 + (β2 − β1)ϑ2, κe = κ1 + (κ2 − κ1)ϑ2,

ρe = ρ1 + (ρ2 − ρ1)ϑ2.

Тогда изменение термоэлектрической добротности
при изменении ϑ2 можно охарактеризовать коэф-
фициентом L, который определим следующим об-
разом:

L(ϑ1) ≡
1

Z

dZ

dϑ2
= 2

δβ

βe
−
δρ

ρe
−
δκ

κe
. (23)

Здесь введены обозначения δβ = β2 − β1, δκ = κ2 −
− κ1, δρ = ρ2 − ρ1. После приведения к общему зна-
менателю дробей в правой части равенства (23) ока-
зывается, что числитель является линейной функ-
цией ϑ2. Отсюда вытекает, что условием увеличе-
ния добротности по сравнению со значениями Z1

и Z2 является положительность L(0) и отрицатель-
ность L(1). Простой анализ выражения (23) показы-
вает, что одновременное выполнение двух этих усло-
вий при любых физически осуществимых парамет-
рах в (23) невозможно. А вот обратная ситуация,
когда L(0) < 0, а L(1) > 0, возможна. Следователь-
но, зависимость Z(ϑ2) может иметь минимум, но не
может иметь максимум на промежутке [0; 1]. Зна-
чит, термоэлектрическая добротность двухслойной
системы не превосходит большее значение из термо-
электрических добротностей каждого из слоев. Этот
вывод является чрезвычайно важным. Из него сле-
дует, что увеличение термоэлектрической добротно-
сти в слоистой системе возможно, только если тол-
щина слоев будет меньше 20 нм, когда предлагаемая
модель усреднения перестает работать из-за возрас-
тания роли фононов и носителей зарядов. Получен-
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ное в работе [22] увеличение добротности для двух-
слойной системы вызвано ее зависимостью от вели-
чины подаваемого напряжения, точнее, от величи-
ны джоулева тепла. Оно является весьма малым и
имеет место при небольших значениях относитель-
ной толщины дополнительного слоя. Эксперимен-
тального подтверждения полученных в [22] теорети-
ческих результатов получить не удалось. Напомним,
что в предлагаемом на основе ММУ подходе усред-
ненные характеристики считались при инфините-
зимально малых напряженностях. На наш взгляд,
возможное увеличение добротности, вызванное ко-
нечным значением напряженности электрического
поля, точнее, величиной джоулева тепла, не явля-
ется устойчивым к малым возмущениям, вызыва-
емым различными физическими факторами. Вви-
ду этого использование зависимости эффективных
свойств композитных сред от электрического поля
не может привести к увеличению Ze реальных сло-
истых термоэлектрических сред.

Численные расчеты также показывают, что
увеличения термоэлектрической добротности
невозможно добиться для цилиндрических и
сферических слоев, но строгим доказательством
этого утверждения авторы не располагают. Ввиду
этого структуры типа наноматрешек не являются
перспективными для получения высокодобротных
термоэлектрических материалов. Возможно только
использование включений типа ядро–оболочка. До-
бавление к этому типу включений еще нескольких
слоев приведет только к уменьшению эффективнос-
ти композитного материала.

3. УСРЕДНЕНИЕ ВОЛОКНИСТЫХ И
ЗЕРНИСТЫХ КОМПОЗИТНЫХ
ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СРЕД

3.1. Постановка задачи

Из вида уравнений (2) и граничных условий
(12) сразу следует, что электрическая проводимость
усредняется независимо от других характеристик.
Для ее нахождения можно использовать хорошо
известные формулы Максвелла Гарнетта и Бруг-
гемана. Ввиду этого ограничимся нахождением αe

и ke для включений цилиндрической и сферичес-
кой формы. Вначале разберем случай одиночного
включения. Будем одновременно рассматривать ци-
линдрическое и сферическое включения в центре
цилиндрической или сферической системы коорди-
нат (r, θ) (см. рис. 2). Радиусы цилиндра и шара
обозначим через r0. Термоэлектрические постоян-

Рис. 2. Система цилиндрических (а) и сферических (б)
включений в неограниченную матрицу

ные вне включений будем снабжать индексом m,
внутри — индексом i. Включения располагаются
во внешнем электрическом и температурном полях
ϕ∞ = −E∞r cos θ, T∞ = −q∞r cos θ. Постоянные E∞
и q∞ имеют смысл напряженности электрического
поля и теплового потока на большом удалении от
включения. Искомые значения потенциалов ϕ,Φ и
температуры T должны удовлетворять уравнениям
(1)–(3). При удалении от включения они должны
стремиться к заданным значениям:

ϕ→ ϕ∞, T → T∞,

Φ→ Φ∞ = ϕ∞ + αmT∞, r → ∞.
(24)

На межфазной границе r = r0 должны выполнять-
ся граничные условия (12), которые в рассматрива-
емом случае заключаются в непрерывности следую-
щих величин:

(Φ, jr, T, qr). (25)
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Решение поставленной задачи (24), (25) будем ис-
кать в виде

Φm =

(
−(E∞ + αmq∞)r +A

rd+1
0

rd

)
cos θ,

Φi = −Br cos θ,

Tm =

(
−q∞r + C

rd+1
0

rd

)
cos θ,

Ti = Dr cos θ

(26)

с некоторыми неизвестными постоянными A, B, C,
D. Постоянная d = 1 для цилиндра и d = 2 для сфе-
ры. Неизвестные функции, записанные в виде (26),
удовлетворяют уравнению Лапласа и условиям на
бесконечности (24). Обратимся теперь к граничным
условиям (25). При подстановке (26) в (25) получаем
систему линейных уравнений, из которой находим
искомые коэффициенты:

A = a(E∞ + αmq∞), a =
σi − σm

σi + dσm
,

B = b(E∞ + αmq∞),

b =
(1 + d)σm

σi + dσm
,

C = C1q∞ + C2b(E∞ + αmq∞),

C1 =
ki − km

ki + dkm
, C2 =

(αm − αi)σiT

ki + dkm
,

D = D1q∞ +D2b(E∞ + αmq∞),

D1 =
(1 + d)km

ki + dkm
, D2 = C2.

(27)

Полученное решение (26), (27) можно использо-
вать для нахождения эффективных характеристик
композитной среды со случайно расположенными
цилиндрическими или сферическими включениями
типа ядро–оболочка.

Выше были описаны два различных подхода к
граничным условиям. В первом требовалось непре-
рывность электрического потенциала ϕ, во вто-
ром — непрерывность термоэлектрического потен-
циала Φ. Для сравнения этих подходов рассчитаем
радиальную составляющую тока jr в двух случаях.
Будем считать, что термоэлектрический шар поме-
щен только в электрическое поле (E∞ = 5 кВ/м,
q∞ = 0, r0 = 3 мкм, d = 2). В качестве мате-
риала матрицы был выбран MgAg0.97Sb1 (αm =

= 220 мкВ/K, σm = 4.76 · 104 Ом−1 · м−1, km =

= 0.81 Вт · м−1 · K−1 [35, 36]), в качестве напол-
нителя — p-SiGe (αi = 115.12 мкВ/K, σi =

= 8.58 · 104 Ом−1 · м−1, ki = 2.37 Вт · м−1 ·K−1 [37])

Рис. 3. Координатные зависимости радиальной состав-
ляющей тока для различных моделей граничных усло-
вий — непрерывность термоэлектрического (jr,c) и непре-
рывность электрического (jr,w) потенциалов. Расчеты вы-
полнены для матрицы MgAg0.97Sb1 и сферических вклю-
чений p-SiGe (а), SnSe (б). Кривая jr,w не является непре-
рывной, поскольку на границе раздела сред при r = r0
имеет дельтообразную особенность, которая не отобража-

ется на графике

и SnSe (αi = 210 мкВ/K, σi = 9.2 · 103 Ом−1 · м−1,
ki = 1.1 Вт · м−1 ·K−1 [38]).

Результаты расчетов радиальной составляющей
тока (jr,c) и ее аналога (jr,w) по формулам (27) пред-
ставлены на рис. 3. Наибольшая относительная раз-
ность токов jr,w и jr,c при комнатной температуре
составила 6.5% для включений p-SiGe и 20% для
SnSe. Отметим, что эта величина пропорциональ-
на абсолютной температуре и для высоких темпера-
тур может составлять несколько десятков процен-
тов. Графики радиальных составляющих тока для
двух моделей ведут себя примерно одинаково, что
приводит к близким значениям для физических ха-
рактеристик усредненной среды. Более того, они мо-
гут быть получены друг из друга простой заменой
кинетических коэффициентов. Тем не менее непре-
рывность потенциала ϕ приводит к разрыву тер-
моэлектрического потенциала Φ на границе разде-
ла двух сред. Вследствие этого нормальная состав-
ляющая тока в соответствии с формулами (1) яв-
ляется обобщенной функцией и содержит дельтооб-
разную особенность на границе. При этом диверген-
ция тока имеет особенность в виде производной от
дельта-функции. Это означает, что граница раздела
является источником тока. Следовательно, непре-
рывность ϕ ведет к нефизической картине для тока
и при определенных условиях (например, при вы-
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соких температурах) может приводить к серьезной
погрешности.

3.2. Усреднение нанокомпозитов со случайно
расположенными включениями

Эффективные характеристики композитной сре-
ды будем находить по методу Бруггемана [10,11,39].
Рассмотрим некоторую элементарную ячейку. Обо-
значим объемы, занимаемые матрицей и включени-
ем в ячейке, через Vm и Vi, а относительные объе-
мы — через νm = Vm/V и νi = Vi/V , νi+νm = 1. Эф-
фективная электропроводность, как показано вы-
ше, определяется только значениями σm и σi. В
этом случае уравнение для определения σe в под-
ходе Бруггемана хорошо известно и имеет вид

νm
σm − σe

σm + dσe
+ νi

σi − σe

σi + dσe
= 0. (28)

Обобщим данный подход для нахождения коэф-
фициентов αe и ke, полагая σe известным. Плот-
ность дипольных моментов включения в эффектив-
ной среде согласно (26), (27) имеет вид

Ci =
ki − ke

ki + dke
q∞ +

(αi − αe)σiσe(1 + d)

(ki + dke)(σi + dσe)
×

× (E∞ + αeq∞)T. (29)

Совершенно аналогично находится плотность ди-
польных моментов для материала матрицы в эф-
фективной среде:

Cm =
km − ke

km + dke
q∞ +

(αm − αi)σmσe(1 + d)

(km + dke)(σm + dσe)
×

× (E∞ + αeq∞)T. (30)

Потребуем вслед за Бруггеманом, чтобы полный ди-
польный момент ячейки равнялся 0. Отсюда полу-
чаем уравнение νiCi + νmCm = 0. Приравнивая ко-
эффициенты при линейно независимых параметрах
Q∞ и E∞, приходим к уравнениям, позволяющим
находить эффективные значения теплопроводности
и термоэдс:

νi
ki − ke

ki + dke
+ νm

km − ke

km + dke
= 0,

νi
(αe − αi)σi

(ki + dke)(σi + dσe)
+

+νm
(αe − αm)σm

(km + dke)(σm + dσe)
= 0.

(31)

Из приведенных формул следует, что теплопровод-
ность, так же как и электропроводность, усредня-

ется независимо от других физических характерис-
тик. В эффективное значение коэффициента Зеебе-
ка входят как значения этого коэффициента в мат-
рице и включении, так и теплопроводность и элект-
ропроводность.

3.3. Обсуждения и результаты

На основе формул (28) и (31) были проведе-
ны численные расчеты двухфазных композитных
сред. Были рассчитаны эффективные термоэлект-
рические характеристики для двух возможных ва-
риантов включений SnSe — цилиндрических и сфе-
рических — в матрицу MgAg0.97Sb1. Результаты рас-
четов зависимости эффективных значений электро-
проводности, коэффициента Зеебека, теплопровод-
ности и добротности от концентрации включений
представлены на рис. 4.

Как и следовало ожидать, термоэлектрическая
эффективность в рассматриваемой модели эффек-
тивной среды оказалась монотонной функцией от
концентрации включений и не превосходит наи-
большей эффективности компонент [10, 26, 27]. Для
электро- и теплопроводности композитных сред для
усредненных значений этих величин могут быть по-
лучены более точные оценки. А именно, эффектив-
ная теплопроводность композита лежит между взве-
шенным средним и взвешенным гармоническим теп-
лопроводностей компонент [20]. Аналогичные оцен-
ки справедливы для сопротивления и электропро-
водности. Важным обстоятельством является то,
что эти оценки являются абсолютными и не зависят
от модели усреднения. По-видимому, эффективные
значения термоэдс и термоэлектрической добротно-
сти также могут быть оценены подобным образом.
Отсюда следует, что для сред, которые позволяют
использовать приближение эффективной среды, не
следует ждать увеличения термоэлектрической доб-
ротности. Для увеличения числа Иоффе следует ис-
пользовать зависимость кинетических коэффициен-
тов от размеров для наноразмерных включений (на-
ноструктурирование [6,10,11]). Так, для нанострук-
турированных кремниевых нанопроволок параметр
ZT увеличился в 60 раз по сравнению с объемным
материалом [40]. В наноструктурированном матери-
але имеется множество границ между наночасти-
цами, поэтому естественно ожидать существенного
уменьшения фононной теплопроводности по сравне-
нию с исходными материалом. Рассеяние фононов
на границах нановключений размером 10–20 нм в
твердом растворе Bi2Te3 может уменьшить тепло-
проводность кристаллической решетки на 20–30%

262



ЖЭТФ, том 161, вып. 2, 2022 Усреднение термоэлектрических сред. . .

Рис. 4. Зависимости приведенной дифференциальной термоэдс αe (а), теплопроводности ke (б), электропроводности
σe (в), термоэлектрической эффективности ZT (г) от концентрации включений различной формы при T = 300 K

[19]. При этом изменение электропроводности на 10–
15% меньше, что приводит к увеличению отноше-
ния σ/k и термоэлектрической добротности. Несо-
мненно, что аналогичный эффект должен иметь ме-
сто для случая различных материалов нановключе-
ний и матрицы.

4. ВЫВОДЫ

Систематическое использование термоэлектри-
ческого потенциала Φ позволило перейти от систе-
мы уравнений к одному уравнению, содержащему
только этот потенциал. В результате удалось упро-
стить описание различного вида включений в тер-
моэлектрической среде. Основными преимущества-
ми описанного выше подхода к описанию термо-
электрических явлений является простота, строгая
обоснованность, возможность модификации. Пред-

ложенная модель не является полной и не объясня-
ет зависимость свойств композитной среды от раз-
меров включений, которая наблюдается в экспери-
менте. Ввиду этого первоочередной задачей теории
является исследование этой зависимости. Необходи-
мым условием является учет трех основных меха-
низмов, способствующих увеличению термоэлектри-
ческой добротности: рассеяние фононов на границах
включений, энергетическая фильтрация носителей
вследствие наличия потенциальных барьеров меж-
ду включениями, туннелирование электронов меж-
ду наноструктурными элементами.

Задача усреднения термоэлектрических сред
является более сложной, чем близкая к ней за-
дача нахождения эффективной диэлектрической
проницаемости. Вызвано это как наличием взаимо-
действия теплового и электростатического поля, так
и нелинейностью уравнений термоэлектричества.
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Основное нелинейное слагаемое, с физической точ-
ки зрения, есть джоулево тепло, пропорциональное
квадрату электрического тока. В настоящей работе
ток считается малым, что позволяет пренебречь
указанным слагаемым. При данном допущении
удается строго доказать, что эффективная термо-
электрическая добротность слоистых композитов
заключена между добротностями отдельных слоев,
т. е. не может быть больше, чем максимальная
добротность слоя. Значит, увеличения добротности
можно ожидать только от ламинатных композитов
с толщиной слоев меньшей 20 нм. Для описания
таких структур нужно учитывать дополнительные
эффекты. Основным недостатком тонкослойных
структур является трудоемкость и высокая стои-
мость их изготовления. Более перспективными, на
наш взгляд, являются волокнистые и зернистые
композиты. Проведенные расчеты показали явную
зависимость усредненных свойств от геометрии
включений. При выбранном соотношении термо-
физических характеристик матрицы и включения
наибольшая эффективность достигается, когда
включения имеют шарообразную форму. Таким
образом, наиболее перспективным материалом
для высокопроизводительных термоэлектрических
охладителей и генераторов являются зернистые
композитные наноструктуры.

Финансирование. Исследование выполнено
при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект №19-79-10074).
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Исследованы транспортные свойства нематических аэрогелей, состоящих из нановолокон Al2O3·SiO2

с высокой степенью ориентации, покрытых графеновой оболочкой с большим количеством дефектов.
Температурные зависимости электросопротивления в диапазоне 9–40 K строго следуют формуле для
прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка, в которой показатель степени α меняется от 0.4

до 0.9 при уменьшении числа слоев в графеновой оболочке от 4–6 до 1–2. Зависимость α от толщины
оболочки можно объяснить одновременным изменением размерности прыжкового транспорта и харак-
тера зависимости плотности локализованных состояний от энергии вблизи уровня Ферми. Приближение
α к единице при минимальной толщине графеновой оболочки свидетельствует о постепенном переходе
от транспорта с переменной длиной прыжка к прыжковому транспорту на ближайшие соседние места.
Измеренное при T = 4.2 K магнитосопротивление является отрицательным, существенно возрастает с
уменьшением толщины графеновой оболочки и с хорошей точностью аппроксимируется формулой для
случая слабой локализации. При этом значения длины фазовой когерентности находятся в разумном
соотношении с размером графеновых зерен. Исследованные проводящие аэрогели дополняют уже из-
вестный набор материалов, в которых при низких температурах наблюдается прыжковый электронный
транспорт, что свойственно средам с сильной локализацией носителей заряда, и одновременно отрица-
тельное магнитосопротивление, обычно проявляющееся в условиях слабой локализации.

DOI: 10.31857/S0044451022020122

1. ВВЕДЕНИЕ

Среди всего многообразия аэрогелей выделяют-
ся нематически упорядоченные системы, состоящие
из почти параллельных друг другу наноразмер-

* E-mail: v.tsebro@mail.ru
** E-mail: nikolaev@kapitza.ras.ru

ных волокон диаметром 5–50 нм и длиной поряд-
ка нескольких сантиметров [1,2]. Сильная анизотро-
пия таких аэрогелей дает возможность исследовать
ряд фундаментальных физических явлений в сре-
дах, заполняющих аэрогель, как это, например, сде-
лано в работах, посвященных квантовым свойствам
сверхтекучего 3He [3, 4]. С другой стороны, интерес
могут представлять и свойства самого нематически
упорядоченного аэрогеля, если, например, сделать
его токопроводящим. В упомянутых выше работах
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речь идет об аэрогелях на основе γ-Al2O3. Данный
материал под названием нафен изготавливается, в
частности, фирмой ANF Technology [5]. В дальней-
шем эта фирма развила подобную технологию из-
готовления аэрогеля на основе силиката алюминия
Al2O3·SiO2 (так называемый муллит). Отработан-
ная в последнее время технология осаждения угле-
рода на поверхность нановолокон нафена/муллита
методом CVD (см. [6–8]) позволяет получить токо-
проводящие образцы аэрогеля. В результате такой
графенизации на поверхности нановолокон аэроге-
ля образуется оболочка из нескольких графеновых
слоев с большим числом дефектов.

В настоящей работе исследовалась проводимость
образцов муллита, графенизация которых проводи-
лась методом CVD. По аналогии с рядом исследо-
ванных ранее различных неупорядоченных углеро-
досодержащих систем [9–13], в которых при низких
температурах имеет место электрический транспорт
прыжкового типа, можно было ожидать, что и в
данном случае будет наблюдаться прыжковая про-
водимость, которая в силу специфики структуры
этих аэрогелей может иметь свои особенности.

Температурная зависимость проводимости в об-
ласти низких температур при прыжковом меха-
низме, когда превалируют прыжки с переменной
длиной (VRH), описывается известным выражени-
ем [14, 15]:

σ(T ) = σ0 exp

[
−
(
T0
T

)α ]
, (1)

T0 =
β

g(μ)ξd
, (2)

где α = 1/(1 + d), d — размерность системы,
g(μ) — плотность локализованных состояний на
уровне Ферми, ξ — изотропная длина локализации
носителей, β — численный коэффициент (β = 21.2

и 13.8 соответственно для d = 3 и 2). Подавляющее
большинство экспериментальных работ, посвящен-
ных исследованию прыжковой проводимости в раз-
личных неупорядоченных средах, относятся к слу-
чаям d = 3 и 2, когда согласно (1) по величине α в
поведении температурной зависимости проводимо-
сти определяют размерность исследуемой системы,
и/или, зная размерность, из (2) получают величину
ξ по установленной тем или иным способом в других
измерениях величине g(μ), либо наоборот.

Однако уже в самых ранних работах [16, 17]
при анализе экспериментальных данных для силь-
но легированных полупроводников было отмечено,
что встречаются различные значения α от 0.25 до

0.7, хотя большинство результатов группируются в
трехмерном случае прежде всего около величины
0.25. Чуть ранее в работах [18, 19] было показано,
что если плотность локализованных состояний на
уровне Ферми не является постоянной, но изменя-
ется с энергией ε (отсчитываемой от уровня Ферми)
по закону

g(ε) = g0|ε|n, (3)

то в случае произвольной размерности d

α =
n+ 1

n+ d+ 1
. (4)

Отсюда следует, что в случае сильного изменения
g(ε) вблизи уровня Ферми значения α могут быть
существенно больше 1/4 для d = 3 (или существен-
но больше 1/3 для d = 2).

Кроме сильно легированных полупроводников
неупорядоченные проводящие среды, в которых на-
блюдался активационный прыжковый транспорт со
значениями α, отличными от «классических» зна-
чений α = 1/4, 1/3 (или 1/2)1), — это прежде все-
го углеродосодержащие системы различного строе-
ния [9–13], проводящие полимеры [20–22], а также
поликристаллический графен [23]. Так, в композит-
ных системах «carbon black (CB)-полимер» [9,10,13]
наблюдаемые значения α находятся в интервале от
0.5 до 0.79, чему дано объяснение в рамках модели
суперлокализации электронных состояний во фрак-
тальной структуре [24,25]. По результатам исследо-
вания прыжковой проводимости в поликристалли-
ческом графене [23] наряду со значением α = 0.33,
характерным для 2D-систем, наблюдались специ-
фические значения α = 0.41 и 0.72. Авторы [23]
предполагают, что, хотя графен является 2D-систе-
мой, проводимость в данном случае осуществляет-
ся за счет прыжков между проводящими границами
кристаллитов, при этом ее поведение интерпретиру-
ется на основе квазиодномерной модели [26].

Среди работ по проводящим полимерам, низ-
котемпературный транспорт в которых описывает-
ся прыжковым VRH-механизмом [27], следует отме-
тить работу [20], где исследовалась прыжковая про-
водимость полианилиновой (PANI) сетки в матри-
це полиметилметакрилата (PMMA), в которой уста-
новлено, что выше порога перколяции происходит
уменьшение α от 1 до 0.25 с ростом содержания

1) Случай α = 1/2, как известно, это не только одномерный
вариант формулы (4), но прежде всего независимо от размер-
ности результат возникновения из-за электрон-электронного
взаимодействия кулоновской щели вблизи уровня Ферми (за-
кон Шкловского –Эфроса [14]).
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PANI. Предполагается, что большие значения α в
этой системе связаны с суперлокализацией волно-
вой фунции электронов из-за фрактального харак-
тера полианилиновой сетки при приближении к по-
рогу перколяции. Непосредственно вблизи порога
перколяции, где α ≈ 1, имеет место режим прыжков
на ближайшие соседние места (NNH). Ниже порога
перколяции поведение σ(T ) соответствует зависимо-
сти (1) c α = 1/2, характерной для гранулированных
металлов [28].

Большая величина α = 0.65–0.70 при T < 50 K
наблюдалась также в работе [22] для монокристал-
лов полидиацетилена. Результат объясняется квази-
одномерной прыжковой проводимостью с влиянием
кулоновского взаимодействия. Выше T = 50 K до-
минирует прыжковый NNH-транспорт (α = 1).

В сильно анизотропных образцах проводящих
полимеров, таких как тонкие пленки PEDOT:PSS,
было обнаружено [29], что α = 0.25 для латераль-
ного направления (σ‖), в то время как α = 0.81

для перпендикулярного (вертикального) направле-
ния (σ⊥) при отношении σ‖/σ⊥ = 10–103. Такое
поведение было интерпретировано как проявление
в латеральном и вертикальном направлениях двух
различных режимов прыжкового механизма: VRH
для σ‖ и NNH для σ⊥ (несмотря на то, что в по-
следнем случае α заметно меньше единицы). Одна-
ко в работе [30] с помощью численного моделирова-
ния показано, что по мере того как волновые функ-
ции локализованных состояний становится анизо-
тропными, σ в направлении, где длина локализации
становится меньше, в рамках механизма VRH сле-
дует формуле (1), при этом величина α может на-
ходиться в интервале от 1/4 до 1, что и объясняет
экспериментальные данные для PEDOT:PSS [29].

Нематические проводящие аэрогели, исследован-
ные в настоящей работе, также представляют со-
бой сильно анизотропные материалы, и поэтому
интересной задачей несомненно является изучение
их транспортных свойств и выяснение соотношения
между этими свойствами и строением данных объ-
ектов. Электронно-микроскопический анализ пока-
зал, что хорошо упорядоченную нановолоконную
структуру нематических аэрогелей можно предста-
вить как сильно сжатую в поперечном направлении
волнистую сетку проводящих нановолокон, контак-
ты между которыми осуществляются на расстояни-
ях, намного превышающих их диаметр. В резуль-
тате измерений на объемных образцах установле-
но, что анизотропия удельного сопротивления ρ⊥/ρ‖
находится в интервале 25–40. Температурная зави-
симость проводимости этих аэрогелей в интервале

температур от 9 до 40 K весьма строго следует фор-
муле (1) для прыжковой проводимости как в про-
дольном (вдоль наноразмерных волокон), так и в по-
перечном направлениях. При этом оказалось, что α
независимо от направления принимает разные зна-
чения, от 0.4 до 0.9, в зависимости от содержания
углерода (толщины графеновой оболочки на поверх-
ности нановолокон). В этом смысле данная ситу-
ация принципиально отличается от вышеупомяну-
того случая анизотропных проводящих полимеров,
где установлено наличие двух различных режимов
прыжковой проводимости с сильно различающими-
ся значениями α для разных направлений [29, 30].
Понятно, что, поскольку покрытые проводящей обо-
лочкой нановолокна аэрогеля соприкасаются друг с
другом на расстояниях, намного превышающих их
диаметр, величина α определяется исключительно
транспортом вдоль нановолокон, и, следовательно,
от направления не зависит.

2. ОБРАЗЦЫ АЭРОГЕЛЕЙ И
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДЕТАЛИ

В настоящей работе исследовались графенизиро-
ванные образцы муллита — аэрогеля на основе си-
ликата алюминия (Al2O3·SiO2). Графенизация об-
разцов, как было выше отмечено, проводилась мето-
дом CVD, подобно тому, как это делалось в работах
[6–8]. В зависимости от времени CVD-процесса при-
готавливались образцы с различным содержанием
углерода, которое определялось методом XPS в про-
цессе электронной микроскопии образцов, при этом
за окончательную величину принималось усреднен-
ное по многим точкам значение содержания углеро-
да. В результате были исследованы образцы с содер-
жанием углерода: 14 ат.% (AG-14), 20 ат.% (AG-20),
31 ат.% (AG-31) и 44 ат.% (AG-44).

Хорошая проводимость графенизированных об-
разцов позволяла получать их изображения ме-
тодом сканирующей электронной микроскопии, не
прибегая к использованию дополнительных токо-
проводящих покрытий. Как видно на таких изоб-
ражениях (рис. 1), волнистые и слегка скручен-
ные между собой нановолокна, на нижней границе
масштаба имеющие диаметр 10–15 нм, расположе-
ны примерно на таких же расстояниях между со-
бой и практически параллельны друг другу. Следу-
ет отметить фрактальный характер упаковки нано-
волокон аэрогеля, который хорошо виден на изоб-
ражениях торца отдельного нановолоконного фраг-
мента. Так, на рис. 2 показаны электронно-микро-
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Рис. 1. Электронно-микроскопические изображения нановолоконной структуры образцов аэрогелей AG-14 (слева) и
AG-44 (справа)

Рис. 2. Электронно-микроскопические изображения торца нановолоконного фрагмента аэрогеля AG-44 при различном
увеличении, свидетельствующие о фрактальном характере упаковки нановолокон

скопические изображения торца такого фрагмента
диаметром порядка 150 мкм при разном увеличе-
нии. Конусные образования, хорошо видные на ме-
сте разлома при увеличении 10000, образованы смы-
кающимися в одной фрактальной группе нановолок-
нами. Как видно на рис. 1 и рис. 2, между группами
собранных в пучок нановолокон существуют объем-
ные пустоты, и такая картина воспроизводится при
изменении масштаба на два порядка величины.

Если, исходя из полученных методом XPS дан-
ных по содержанию в образцах углерода и средне-
го диаметра нановолокон, оценить толщину графе-
новой оболочки, то получается, что она составляет

1–2 графеновых слоя для образцов с минимальным
содержанием углерода (AG-14) и 4–6 слоев для об-
разцов с максимальным содержанием (AG-44).

Как известно, мощным инструментом характе-
ризации дефектного состояния в различных графе-
ноподобных системах является спектроскопия ком-
бинационного рассеяния света (КРС) [31–37]. На
рис. 3 представлены спектры КРC для исследован-
ных нами образцов аэрогелей. Как видно, на полу-
ченных спектрах присутствуют характерные фонон-
ные моды для sp2-модификаций углерода (графит,
графен, углеродные нанотрубки и т. п.) [31]. Такие
особенности спектра, как положение мод, их отно-
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Рис. 3. Спектры комбинационного рассеяния света: а —
спектр образца AG-30: измеренный спектр (черная линия),
цветными линиями показаны вклады отельных мод при
их аппроксимации лоренцианами, итоговое приближение
спектра показано красной линией; б — нормализованные
спектры КРС трех образцов аэрогелей с различным со-

держанием углерода, λ = 532 нм

сительные интенсивности и ширины пиков, обыч-
но используются для определения конкретной мо-
дификации графитоподобной системы, в том числе
и наноуглерода. В нашем случае наблюдаются ос-
новные характерные пики графена: D-мода с час-
тотами около 1340 см−1, G-мода с частотами око-
ло 1588 см−1 и 2D-мода около 2680 см−1. Высокая
относительная интенсивность D-моды обычно гово-
рит о большом количестве дефектов, как одиноч-
ных, так и протяженных [7, 32–34]. Mаркером высо-
кой дефектности (или нанодисперсности) является
также низкая относительная интенсивность 2D-мо-
ды [35].

Для характеризации степени дефектности в уг-
леродном материале аэрогелей и оценки среднего
размера графеновых зерен на поверхности наново-
локон La нами использовалась величина отноше-
ния интенсивностей D-полосы к G-полосе (ID/IG)

[31,36,37]. Для оценки La применялась формула [36]

Рис. 4. Конструкция держателя образцов в форме нано-
волоконного фрагмента: 1 — основание держателя (стек-
лотекстолит); 2 — контактные площадки; 3 — контакт-
ные провода; 4 — самотвердеющая проводящая серебря-

ная паста; 5 — образец аэрогеля

La(нм) = 2.4 · 10−10λ4(ID/IG)
−1, (5)

где λ — длина волны возбуждения КРС (в нашем
случае 532 нм). Как следует из табл. 1, в образцах
AG-14 и AG-30 отношение (ID/IG) имеет близкие
значения, а именно 2.6 и 2.4 соответственно, в то
время как величина (ID/IG) для образца AG-44 со-
ставляет 1.8. Согласно (5) оценка La дает значение
7.4 нм для AG-14, которое увеличивается до 10.7 нм
для AG-44. Из данных, представленных в табл. 1,
следует также отметить заметное уширение D-, G-
и 2D-мод по мере перехода от образцов AG-14 к AG-
44, что может быть интерпретировано как следствие
повышения слоистости графеноподобной системы.
Однако численная оценка количества графеновых
слоев не представляется возможной из-за высокой
дефектности.

Измерения электросопротивления образцов
аэрогелей проводились нами в двух вариантах:
1) стандартным четырехконтактным методом на от-
дельных фрагментах материала с большим отноше-
нием длины к его поперечному размеру;
2) модифицированным методом Шнабеля [38] на
больших объемных образцах сантиметрового разме-
ра, имеющих форму прямоугольного параллелепи-
педа.

В первом варианте измерения проводились на
отдельных фрагментах, представляющих собой об-
разования с большим числом нановолокон. Попе-
речное сечение таких фрагментов было порядка
0.05 мм2 при длине 6–8 мм. Для каждого образ-
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Таблица 1. Результаты анализа представленных на рис. 3 спектров КРС для образцов аэрогелей с различным
содержанием углерода. Приведены параметры пиков D, G, D′ и 2D при их аппроксимации лоренцианами, от-
ношение интенсивностей D-полосы к G-полосе (ID/IG), а также оценка значений среднего размера графеновых

зерен La согласно формуле (5)

AG-14 AG-30 AG-44

мода центр ширина высота центр ширина высота центр ширина высота

D 1339.5 48.9 28.3 1341.5 62.8 27.5 1343.1 77.6 19.1
G 1589.7 54.7 10.9 1586.3 61.0 11.6 1588.0 81.0 10.5
D′ 1614.5 24.5 4.4 1610.1 33.4 6.4 1608.8 30.6 2.5
2D 2677.6 84.6 4.7 2680.0 108.6 4.1 2681.3 131.5 2.5

D +D′ 2929.0 99.5 2.1 2923.3 114.4 2.1 2923.6 112.3 1.5

ID/IG 2.6 2.4 1.8

La, нм 7.4 8.1 10.7

ца изготавливался отдельный специальный держа-
тель (рис. 4) из натянутых под малым углом к плос-
кости основания держателя (1) тонких (диаметром
0.06–0.08 мм) луженых медных проволок (3), кото-
рые служили подводами к токовым и потенциаль-
ным контактам к образцу. После помещения образ-
ца (5) в пространство между контактными прово-
локами и плоскостью основания держателя с обрат-
ной стороны контактных проволок наносилась ма-
лая капля проводящей самотвердеющей серебряной
пасты (4) для образования стабильного контакта.
Понятно, что в такой геометрии эксперимента изме-
ряемая величина электросопротивления определя-
ется, главным образом, продольной (вдоль направ-
ления нановолокон) компонентой удельного сопро-
тивления ρ‖.

Второй вариант измерений ρ модифицирован-
ным методом Шнабеля [38] на больших объемных
образцах аэрогелей, имеющих форму прямоугольно-
го параллелепипеда, позволил определить абсолют-
ные значения компонент удельного сопротивления,
как в продольном (ρ‖), так и поперечном (ρ⊥) на-
правлениях. В известном методе Шнабеля [39, 40]
предлагалось решение для образца в виде плоскопа-
раллельной проводящей пластины заданной толщи-
ны и ширины, но бесконечной длины. При этом два
точечных контакта на одной стороне образца и два
на противоположной стороне расположены по цен-
тру точно друг против друга. Описанная нами ранее
в методической работе [38] модификация этого мето-
да состоит в нахождении способа решения задачи о
величине удельного сопротивления ρ для анизотроп-

ного образца конечных размеров. Основные особен-
ности использования этой методики в применении к
нашему случаю изложены в Приложении.

Следует отметить, что если до графенизации об-
разцы муллита являются достаточно прочными об-
разованими, которым механической обработкой при
необходимости можно придать необходимые разме-
ры и форму, то после процесса графенизации они
становятся предельно непрочными, распадающими-
ся на отдельные фрагменты при слабом механичес-
ком воздействии. Это является следствием того,
что связь между нановолокнами графенизирован-
ного муллита после того, как они покрываются гра-
феновой оболочкой, становится очень слабой. При-
дать такому высокопористому проводящему мате-
риалу необходимые размеры и форму, а также осу-
ществить в нужных местах надежные, стабильные
во времени, электрические точечные контакты пред-
ставляло определенную проблему, которую, в из-
вестной мере, в данной работе удалось решить.

Для измерений были приготовлены объемные об-
разцы AG-14 размером 10 × 3 × 2.7 мм3, AG-30
(14 × 7 × 6 мм3) и AG-44 (9.8 × 3 × 2.7 мм3). Для
каждого из этих образцов изготавливалась отдель-
ная контактная сборка с размерами, определяемыми
размерами объемного аэрогеля. Конструкция такой
сборки представлена на рис. 5. В данной конструк-
ции образец аэрогеля (5) помещался между двумя
накладками (2) с коническими отверстиями для раз-
мещения медных конических контактов (3). Перед
размещением контакта в крышке на его острие поме-
щалось небольшое количество самотвердеющей се-
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Рис. 5. Конструкция контактной сборки для измерений
двух компонент удельного сопротивления по модифици-
рованному методу Шнабеля: 1 — термоусадочная оболоч-
ка; 2 — накладки с контактами; 3 — конические контакты;
4 — самотвердеющая проводящая серебряная паста; 5 —
объемный образец аэрогеля, A, B, C, D — обозначения

точечных контактов, используемые в Приложении

Рис. 6. Температурные зависимости логарифмической
производной кондактанса для четырех образцов нановоло-
конных фрагментов с разным содержанием углерода: a —
AG-14, b — AG-20, c — AG-31, d — AG-44. На вставке

показана зависимость T0 от α

ребряной пасты (4). В результате поперечный раз-
мер области точечного контакта к образцу не пре-
вышал 0.1 мм. Для удержания всей конструкции,
придания ей целостности и необходимой прочности,
контактная сборка помещалась в термоусадочную
оболочку (1).

Сборки с образцами крепились на массивном
медном термоблоке, который размещался в каме-
ре с теплообменным газообразным гелием при дав-
лении 5–10 Торр в криостате для промежуточных
температур. Температурные зависимости условных
сопротивлений R1(T ) и R2(T ) (см. Приложение) из-
мерялись при очень медленном отогреве термобло-
ка с коммутацией измерительного тока для исклю-

Рис. 7. Образец нановолоконного фрагмента AG-20: а —
зависимость логарифма сопротивления от T−0.69; б — от-
клонение экспериментальных точек от линейной зависимо-

сти

чения термо- и контактных эдс. Скорость отогрева
менялась от 0.05 K/мин. вблизи T = 5 K до 0.2 K/-
мин. вблизи T = 40 K. Несмотря на малые скорости
отогрева, при измерениях на больших объемных об-
разцах в интервале температур от 20 до 26 K из-
за плохой теплопроводности высокопористого аэро-
геля имело место переохлаждение образцов вслед-
ствие десорбции теплообменного газа. Поэтому из-
меренные в этом интервале данные исключались из
рассмотрения (см. ниже рис. 9). При измерениях на
фрагментах AG с малым поперечным размером пе-
реохлаждения образцов в области десорбции тепло-
обменного газа не наблюдалось (рис. 6 и 7).

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

Температурные зависимости проводимости аэро-
гелей измерялись в интервале температур от 5 до
50 K, поскольку именно в этой области температур
они следуют выражению (1) с различными значени-
ями α и T0. Для обработки данных с целью опреде-
ления величин α и T0 использовался подход, впер-
вые предложенный в работах [17, 41] для систем, в
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Таблица 2. Параметры α и T0 для четырех образцов
нановолоконных фрагментов: AG-14, AG-20, AG-31

и AG-44.

α T0, K

AG-14 0.86 24.0
AG-20 0.69 16.8
AG-31 0.54 11.7
AG-44 0.43 7.3

которых прыжковый VRH-транспорт наблюдается
в сравнительно небольшом интервале температур.
При этом подходе в логарифмических координатах
строится температурная зависимость логарифмиче-
ской производной проводимости W (T ), определяе-
мой как

W (T ) = T [d lnσ(T )]/dT = Δ lnσ(T )/Δ lnT . (6)

Прямолинейный участок зависимостиW (T ) опреде-
ляет область температур, в которой строго выпол-
няется закон (1), а требуемые параметры α и T0 на-
ходятся из уравнений

lgW (T ) = A− α lgT,

A = α lgT0 + lgα.
(7)

На рис. 6 приведены температурные зависимости
логарифмической производной кондактанса

W (T ) = Δ lnG(T )/Δ lnT,

где G = R−1, для четырех фрагментов AG с раз-
ным содержанием углерода. Как следует из приве-
денных данных, величина α, определяемая, соглас-
но (7), наклоном прямолинейных участков на рис. 6,
монотонно увеличивается по мере уменьшения тол-
щины графеновой оболочки нановолокон аэрогеля
(при переходе от образца AG-44 к образцу AG-14).
В табл. 2 приведены параметры α и T0 для всех че-
тырех образцов. Связь между этими параметрами
носит хорошо выраженный линейный характер (см.
вставку на рис. 6). Отметим, что для всех образ-
цов строгое следование температурной зависимости
проводимости выражению (1) наблюдается в темпе-
ратурном интервале от 9 до 40 K, что в качестве
примера иллюстрируется данными, приведенными
на рис. 7 для образца AG-20, где показаны зависи-
мость lnR от T−0.69 и отклонение эксперименталь-
ных точек от соответствующей линейной зависимо-
сти.

Рис. 8. Измеренные методом Шнабеля температурные за-
висимости анизотропии удельного сопротивления (a) и его
двух компонент ρ‖ и ρ⊥ (б) для объемного образца AG-14

Как было отмечено выше, измерения темпера-
турных зависимостей удельного сопротивления на
больших объемных образцах аэрогелей, имеющих
форму прямоугольного параллелепипеда, проводи-
лись по модифицированному методуШнабеля на об-
разцах составов AG-14, AG-31 и AG-44. На рис. 8
в логарифмических координатах приведены темпе-
ратурные зависимости продольной (ρ‖) и попереч-
ной (ρ⊥) компонент удельного сопротивления, а так-
же величины анизотропии проводящей среды ρ⊥/ρ‖
для объемного образца AG-14. Видно, что обе ком-
поненты, сильно различающиеся по величине, изме-
няются с температурой подобным образом, и вели-
чина анизотропии зависит от температуры слабо.

На рис. 9 в качестве примера обработки дан-
ных, полученных на объемных образцах, приведены
температурные зависимости логарифмической про-
изводной поперечной компоненты проводимости

W (T ) = Δ lnσ⊥(T )/Δ lnT

для образца AG-14. Видно, что за исключением
участка температур, где происходит переохлажде-
ние образца из-за десорбции теплообменного газа
(от 20 до 26 K), данные хорошо укладываются на
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Рис. 9. Температурные зависимости логарифмической
производной поперечной компоненты проводимости для

объемного образца AG-14

Таблица 3. Параметры α‖, α⊥, T ‖
0 и T⊥

0 для объ-
емных образцов AG-14, AG-31 и AG-44

α‖ α⊥ T
‖
0 , K T⊥

0 , K

AG-14 0.90 0.81 22.6 27.6
AG-31 0.58 0.58 25.7 27.1
AG-44 0.49 0.49 5.8 6.9

прямую линию, наклон которой определяет величи-
ну α⊥ = 0.81.

В табл. 3 приведены значения параметров α и
T0 для обеих компонент проводимости объемных об-
разцов аэрогелей всех трех исследованных составов,
а в табл. 4 абсолютные значения удельного сопро-
тивления и величины анизотропии при двух темпе-
ратурах в начале и в конце температурного интер-
вала, где температурная зависимость проводимости
следует формуле (1).

На рис. 10 собраны воедино значения α, полу-
ченные на четырех фрагментах AG и на объемных
образцах для обеих компонент проводимости. Вид-
но, что все данные группируются вокруг единой за-
висимости α от содержания углерода. На объемных
образцах значения α‖ и α⊥ в точности совпадают
друг с другом, кроме образца AG-14, где наблюда-
ется некоторое различие, внутрь которого попада-
ет значение α для образца в виде длинноразмерно-
го фрагмента (ясно, что в этом случае измеряется

Таблица 4. Значения ρ‖, ρ⊥ и величины анизотро-
пии ρ⊥/ρ‖ при температурах 4.5 K и 45 K для объ-

емных образцов AG-14, AG-31 и AG-44

T , K ρ‖, Ом·см ρ⊥, Ом·см ρ⊥/ρ‖
AG-14 4.5 3.28 130.7 39.8

45 0.103 3.94 38.3

AG-31 4.5 4.99 137.5 27.5
45 0.58 15.3 26.3

AG-44 4.5 0.81 39.0 48.2
45 0.35 15.9 45.4

Рис. 10. Зависимость величины α от содержания углерода

преимущественно величина α‖). Равенство значений
α‖ и α⊥ для объемных образцов указывает на то,
что величина α определяется транспортом по гра-
феновой оболочке вдоль поверхности нановолокон
аэрогеля. Анизотропия же эффективной объемной
проводимости, измеренная модифицированным ме-
тодом Шнабеля, определяется морфологией волок-
нистой структуры, а именно, фактором пересечения
нановолокон друг с другом на расстояниях, значи-
тельно превышающих их диаметр.

Таким образом, исследованные в настоящей ра-
боте нематические проводящие аэрогели из графе-
низированного муллита являют собой крайне ред-
кий случай системы, в которой в рамках неизменной
морфологии наблюдается монотонное изменение α
в зависимости от одного параметра — содержания
в образцах углерода или, другим словами, толщи-
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ны графеновой оболочки нановолокон аэрогеля2).
Для объяснения этой зависимости следует предпо-
ложить, что, по-видимому, и в нашем случае спра-
ведлива приведенная выше формула (4), при этом
по мере увеличения толщины графеновой оболочки
значения d и n в формуле (4) меняются от d = 1

и n = 2 (AG-14) до d = 3 и n = 1 (AG-44). Если
это так, то для самых тонких графеновых оболо-
чек следует рассматривать квазиодномерный VRH-
механизм. Теоретически такое рассмотрение для от-
дельной одномерной цепочки и многих взаимодей-
ствующих параллельных цепочек было сделано, на-
пример, в работе [26] (так называемая модель FTS),
где отмечены случаи d = 1, 2, 3 и n = 0, 1, 2. На
основе FTS-модели были интерпретированы, напри-
мер, экспериментальные данные по прыжковой про-
водимости в полупроводниковом поликристалличе-
ском графене с размером кристаллитов от несколь-
ких нанометров до нескольких десятков наномет-
ров [23]. При этом предполагается, что прыжковый
квазиодномерный транспорт носителей происходит
за счет прыжков между проводящими границами
(краями) кристаллитов. Существование таких про-
водящих границ (преимущественно края в форме
“zigzag”) экспериментально показано в работе [42].

В нашем случае одномерный режим прыжко-
вой проводимости может реализовываться, если
принять во внимание следующее обстоятельство.
Для образца с минимальным содержанием углеро-
да (толщина покрытия 1–2 слоя) средний размер
графеновых зерен по результам КРС составляет
7–8 нм. При этом диаметр нановолокна оказывается
сравним с размером зерна. Если рассматривать дви-
жение носителей заряда в такой системе как пере-
скоки между зернами (или, как это отмечалось вы-
ше, между проводящими границами зерен), то оче-
видно, что прыжковый транспорт в данном случае
должен иметь преимущественно одномерный харак-
тер. С увеличением толщины углеродного покрытия
движение носителей заряда по графеновой оболоч-
ке, по-видимому, уже нельзя рассматривать как од-
номерное. При этом, как следует из приведенных ни-
же данных по отрицательному магнитосопротивле-
нию, несмотря на рост среднего размера зерна, об-
щая дефектность системы растет.

2) В этой связи, из других систем прежде всего следует от-
метить упомянутую выше работу [20], где величина α возрас-
тала от 0.25 до 1 по мере уменьшения объемной доли поли-
анилиновой сетки в матрице полиметилметакрилата. Кроме
того, по результатам работы [23] некоторый набор значений
α наблюдался в серии образцов поликристаллического гра-
фена.

Большое значение показателя α для образцов с
минимальным содержанием углерода может озна-
чать, что система приближается к переходу от про-
водимости в режиме VRH к режиму прыжков на
ближайшие соседние места NNH. Аналогичный слу-
чай наблюдался в работе [20] при исследовании по-
лианилиновой сетки PANI в матрице PМMA, где
увеличение α до единицы происходило при умень-
шении содержания полианилина вплоть до порога
перколяции. В этой работе установлено, что режим
NNH в исследованной ими системе реализуется, ко-
гда диаметр нитей PANI уменьшается до величины,
сравнимой с характерной длиной прыжка.

В другой работе, где исследованы образцы угле-
родных аэрогелей с проводящими цепочками угле-
родных гранул [11], в отличие от нашего случая и
упомянутой выше работы, при уменьшении плотно-
сти аэрогеля поперечный размер проводящих цепо-
чек остается неизменным, но увеличивается их дли-
на. По мнению авторов, данная система описывает-
ся в рамках модели гранулированного металла [28]
и величина α = 1/2 для всех образцов обусловле-
на наличием кулоновской щели. При этом переход
к одномерному характеру движения носителей про-
исходит, когда при увеличении температуры харак-
терная длина прыжка становится меньше, чем сред-
няя длина проводящих цепочек без самопересечения
(средняя длина цепочек между узлами)3). Переход
же от режима VRH к режиму NNH происходит, ко-
гда длина прыжка становится меньше, чем удвоен-
ный размер гранул.

Обращает на себя внимание полученная нами ли-
нейная связь между α и T0 в формуле (1) (см. встав-
ку на рис. 6). Это означает, что зависимости α и T0
от эффективной размерности имеют подобный вид.
Насколько нам известно, одновременный рост α и T0
при изменении параметров системы не отмечался ни
в одной из опубликованных ранее работ. Единствен-
ным исключением является работа [13], где в ком-
позитной системе “carbon black (CB)-полимер” при
изменении концентрации CB наблюдалась корреля-
ция значений α и T0 для двух групп образцов с CB
разного происхождения. При этом величины α и T0
в каждой из групп практически не зависят от кон-

3) Здесь следует упомянуть еще одну углеродную систе-
му — так называемые карбины, которые, как предполагается,
состоят из цепочек углеродных атомов с sp-связями. В об-
разцах карбинов в зависимости от температуры синтеза на-
блюдается прыжковая проводимость с α = 1/2, 1/3 и 1/4,
при этом случай α = 1/2 объясняется не наличием кулонов-
ской щели, а одномерным характером прыжкового транспор-
та (см. работу [43] и ссылки в ней).
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центрации CB, а также не указано, в чем именно
состоит различие этих двух групп, и причины такой
корреляции не обсуждаются.

Следует отметить также довольно низкие значе-
ния T0 (см. табл. 2, 3), которые (особенно для об-
разцов с большим содержанием углерода) находят-
ся вблизи нижней границы температурного интер-
вала (9–40 K), где температурная зависимость про-
водимости следует формуле (1). Это может свиде-
тельствовать о большой величине длины локализа-
ции носителей ξ. В большом числе случаев для сис-
тем с VRH-механизмом прыжковой проводимости
оценить величину ξ позволяют измерения магни-
тосопротивления, поскольку, согласно теории VRH
[14, 15], магнитосопротивление положительно (в си-
лу сжатия с полем волновой функции локализован-
ных носителей), и (в не очень сильных магнитных
полях)

ln[ρ(B)/ρ(0)] ∝ (ξ/LB)
4(T0/T )

3/(d+1)

(LB — магнитная длина). Положительное магнито-
сопротивление в системах с сильной локализацией
носителей и VRH-механизмом прыжкового транс-
порта наблюдалось в самых разных неупорядочен-
ных средах, что позволяло определять величину ξ.
Представляло интерес и в нашем случае измерить
поведение магнитосопротивления образцов аэроге-
лей в не очень сильных магнитных полях.

Такие измерения при T = 4.2 K в магнитных по-
лях до 2.4 Tл были выполнены на образцах аэроге-
лей в виде длинноразмерных фрагментов, посколь-
ку в этой геометрии измеряемое магнитосопротив-
ление будет преимущественно поперечным, когда
ток через образец течет перпендикулярно вектору
магнитного поля. На рис. 11a приведены измерен-
ные зависимости ΔR(B)/R(0) для образцов AG-14
и AG-44. Видно, что магнитосопротивление в нашем
случае является отрицательным, весьма значитель-
ным по величине и существенно уменьшается при
увеличении содержания углерода.

Как известно (см., например, [44]), отрицатель-
ное магнитосопротивление характерно для систем
со слабой локализацией носителей при диффузион-
ном транспорте, когда kF l 
 1 (kF — квазифер-
миевский импульс, l — длина пробега носителей),
а σ(T ) ∝ ln(T ). Эффект обусловлен расфазиров-
кой в магнитном поле самопересекающихся траек-
торий диффузионного движения носителей в пря-
мом и обратном направлениях. Однако известны
многочисленные случаи, когда отрицательное маг-
нитосопротивление наблюдается в различных си-
стемах и в случае сильной локализации c прыж-

ковым VRH-механизмом, когда температурная за-
висимость σ(T ) при низких температурах следует
формуле (1). Среди таких систем отметим гетеро-
структуры GaAs/AlGaAs [45] и GaAs/InGaAs [46],
пленки Ge [47], фторированный графен [48], пленки
In2O3−x [49, 50], сильно разупорядоченное углерод-
ное нановолокно [51], сетчатые пленки из однослой-
ных углеродных нанотрубок [52].

Теоретически механизм отрицательного магни-
тосопротивления в случае сильной локализации но-
сителей и VRH-механизма прыжкового транспорта
был предложен в известной работе [53] (дальней-
шее развитие см. в работах [54–56]), где было пока-
зано, что интерференция между всеми возможны-
ми различными прыжковыми траекториями с одно-
го центра локализации на другой может в зависи-
мости от условий существенно менять вероятность
туннелирования носителей (так называемая модель
NSS). Отрицательное магнитосопротивление возни-
кает в этой модели в результате разрушения магнит-
ным полем такой интерференции подобно тому, как
это происходит в системах со слабой локализацией
в диффузионном режиме. При этом были получе-
ны разные зависимости магнитокондактанса G от
магнитного поля. Так, в не очень сильных магнит-
ных полях ΔG(B) ∝ B [53], в то время как в [54–56]
ΔG(B) ∝ B2.

Однако среди перечисленных выше эксперимен-
тальных работ [45–52] выделяются такие (отметим,
например, работу [51] по углеродному нановолок-
ну и работу [52] по нанотрубным сеткам), в кото-
рых в достаточно широком интервале магнитных
полей зависимость магнитокондактанса от величи-
ны магнитного поля хорошо описывается выражени-
ем, характерным для систем со слабой локализацией
и диффузионным режимом электронного транспор-
та [44]:

ΔG(B) = A(T )

[
Ψ

(
1

2
+
Bφ

B

)
+ ln

(
B

Bφ

)]
, (8)

где A(T ) — зависящая от температуры константа,
определяемая параметрами системы, Ψ — дигамма-
функция, Bφ = �/4eL2

φ (Lφ — длина фазовой коге-
рентности).

Оказалось, что и в нашем случае выражение (8)
очень хорошо описывает полевые зависимости маг-
нитокондактанса для образцов аэрогелей с различ-
ным содержанием углерода (см. рис. 11б, где пока-
заны результаты такой аппроксимации). Результаты
аппроксимации дают значения Bφ = 0.745 Tл для
AG-14 и 1.012 Tл для AG-44, откуда следуют соот-
ветственно значения Lφ = 14.9 нм и 12.8 нм. Если
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Рис. 11. Образцы AG-14 (1) и AG-44 (2): а — приведен-
ные зависимости магнитосопротивленияΔR(B)/R(0); б —
аппроксимации экспериментальных зависимостей магни-
токондактанса ΔG(B)/G(0) выражением (8), T = 4.2 K

сравнить эти значения со средним размером графе-
новых зерен La из оптических данных по КРС (см.
табл. 1), видно, что для образцов с минимальной
толщиной графеновой оболочки нановолокон аэро-
геля (AG-14) величина Lφ примерно в два раза боль-
ше La, тогда как для максимальной толщины (для
AG-44) Lφ лишь ненамного превышает La. Отметим
также, что если по оптическим данным с ростом
толщины графеновой оболочки величина La уве-
личивается, то величина Lφ, напротив, несколько
уменьшается. Таким образом, получается, что, ес-
ли применение выражения (8) для описания отрица-
тельного магнитосопротивления образцов аэрогелей
правомерно, то это означает, что увеличение эффек-
тивной размерности системы при увеличении числа
графеновых слов в оболочке нановолокон приводит

к уменьшению длины фазовой когерентности, т. е.
несмотря на то, что с ростом толщины оболочки
средний размер графенового зерна увеличивается,
общая дефектность системы также растет.

Оправданность использования выражения (8)
для описания отрицательного магнитосопротивле-
ния обусловлена в нашем случае не только тем,
что из него следуют разумные значения электрон-
ных параметров исследованных систем, как это по-
казано в упомянутых выше работах [51, 52], но и
специальными экспериментами [46], где на приме-
ре одиночной квантовой ямы в гетероструктуре
GaAs/InxGa1−xAs/GaAs с одной заполненной носи-
телями двухмерной подзоной размерного квантова-
ния показано, что квантовые поправки к проводи-
мости весьма существенны не только в заведомо
диффузионном режиме при kF l = 2–25, но и при
существенно меньших длинах свободного пробега в
интервале kF l = 0.5–2. Сюда же можно отнести и
работу по транспорту в сильно разупорядоченных
многослойных углеродных нанотрубках [57], где при
l < 10 нм поведение магнитосопротивления в зави-
симости от поля с хорошей точностью следует вы-
ражению (8).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате исследования транспортных
свойств нематических проводящих аэрогелей
установлено, что температурная зависимость про-
водимости этих материалов в области температур от
9 до 40 K строго следует выражению (1) для прыж-
кового транспорта с переменной длиной прыжка.
Проводящей средой, в которой такой транспорт
происходит, является графеновая оболочка волокон
аэрогеля, а ее толщина и есть основной параметр,
от которого зависят значение α в формуле (1) и
величина отрицательного магнитосопротивления.
При уменьшении числа слоев углеродной оболочки
от 4–6 до 1–2 величина α растет от 0.4 до 0.9. В
соответствии с формулой (4) рост α до 0.75 можно
объяснить уменьшением размерности системы и
увеличением показателя степени n в зависимости
плотности локализованных состояний от энергии
вблизи уровня Ферми. Это согласуется с тем фак-
том, что при минимальном содержании углерода
диаметр нановолокон становится сопоставим с
размером графеновых зерен. В результате прыж-
ковый транспорт приобретает преимущественно
одномерный характер. Дальнейший рост α вплоть
до 0.9 фактически означает приближение системы
к переходу в режим прыжков на ближайшие сосед-
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ние места. Транспортные измерения в магнитном
поле показали, что магнитосопротивление образ-
цов аэрогелей с углеродным покрытием является
отрицательным и существенно уменьшается при
увеличении содержания углерода. Наблюдаемую
зависимость R(H) с хорошей точностью удалось
аппроксимировать формулой (8) для случая слабой
локализации. Полученные в результате значения
длины фазовой когерентности находятся в разум-
ном соотношении с размером графеновых зерен
углеродного покрытия волокон. Таким образом,
исследованные в настоящей работе аэрогели до-
полняют уже известный набор систем, в которых
при низких температурах наблюдается прыжковый
электронный транспорт, что свойственно средам
с сильной локализацией носителей заряда, и од-
новременно отрицательное магнитосопротивление,
обычно проявляющееся при диффузионном режиме
транспорта в условиях слабой локализации.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке Российского научного фонда (грант
№РНФ-20-42-08004).

ПРИЛОЖЕНИЕ

В методе Шнабеля возможны два способа изме-
рения. В 1-й геометрии Шнабеля ток подводится к
контактам A и D и измеряется разность потенциа-
лов VBC между контактами B и C (см. обозначения
контактов в левой части рис. 5). Во 2-й геометрии
Шнабеля ток идет через контакты A и B, а раз-
ность потенциалов VCD измеряется между контак-
тами C и D. Из таких измерений определяются ве-
личины условных сопротивлений R1 = VBC/IAD и
R2 = VCD/IAB . Значения VBC или VCD могут быть
выражены аналитически из решения задачи о рас-
пределении потенциала электрического поля в объ-
еме образца при пропускании тока I через токовые
контакты.

В исходных работах Шнабеля [39, 40] эта задача
была решена для образца в виде бесконечной плос-
кой пластины, где присутствуют только два геомет-
рических параметра — толщина пластины d и рас-
стояние между соседними контактами s, а также в
виде бесконечной полосы, где добавляется еще один
геометрический параметр — ширина полосы b.

В наших работах [38, 58] было найдено решение
этой задачи для образцов, имеющих форму пря-
моугольного параллелепипеда конечных размеров.
Было показано, что величины R1 и R2 могут быть
представлены в виде

R1 =
ρ

d
G(a, b, d, s), R2 =

ρ

d
H(a, b, d, s).

Здесь ρ — удельное сопротивление проводящей сре-
ды, a, b, d — размеры образца вдоль главных осей,
s — расстояние между контактами AB и, соответст-
венно, CD. Функции G и H выражаются аналити-
чески в виде двойных бесконечных рядов [38, 58]. В
случае изотропного образца удельное сопротивление
ρ может быть найдено из одного любого из этих из-
мерений (либо из R1, либо из R2).

В анизотропном случае в работе Ван дер Пау [59]
было показано, что простым линейным преобразова-
нием координат задача о распределении потенциала
в анизотропном образце может быть сведена к ана-
логичной задаче для гипотетического изотропного
образца, который имеет другие размеры и удель-
ное сопротивление. Приведем кратко основные за-
ключительные выкладки, касающиеся случая ани-
зотропных образцов нематических образцов аэроге-
лей, исследованных в настоящей работе.

Предполагается, что система координат выбрана
таким образом, что ребра объемных образцов аэро-
гелей направлены по главным осям тензора удель-
ного сопротивления, принятым за оси (x1, x2, x3), а
отрезки AB и CD параллельны оси x1 вдоль нано-
волокон аэрогеля (рис. 5). В этой системе коорди-
нат тензор ρik диагонален и имеет всего три ком-
поненты (ρ1, ρ2, ρ3). Коэффициенты линейного пре-
образования координат выбираются таким образом,
что удельное сопротивление изотропного образа ρ∗

и размеры a∗, b∗, d∗, s∗ оказываются следующими:

ρ∗ = (ρ1ρ2ρ3)
1/3,

a∗ = (ρ1/ρ
∗)1/2 a, b∗ = (ρ2/ρ

∗)1/2 b,

d∗ = (ρ3/ρ
∗)1/2 d, s∗ = (ρ1/ρ

∗)1/2 .

Здесь индекс «∗» обозначает величину, относящу-
юся к изотропному образу реального анизотропно-
го образца. При этом измеряемые сопротивления
R1, R2 изучаемого анизотропного образца равны со-
ответствующим сопротивлениям его гипотетическо-
го изотропного образа R∗

1, R
∗
2.

Из аналитических формул для функций G и
H (см. [38, 58]) можно увидеть, что на самом де-
ле они зависят не от четырех (a, b, d, s), а от трех
аргументов, в качестве которых удобно взять от-
ношения (a/s, b/s, d/s) для изучаемого образца и
(a∗/s∗, b∗/s∗, d∗/s∗) для его изотропного образа. То-
гда измеряемые сопротивления R1 и R2 можно за-
писать следующим образом:
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R1 = R∗
1 =

ρ∗

d∗
G

(
a∗

s∗
,
b∗

s∗
,
d∗

s∗

)
=

=
(ρ1ρ2)

1/2

d
G

(
a

s
,
λ21b

s
,
λ31d

s

)
,

R2 = R∗
2 =

ρ∗

d∗
H

(
a∗

s∗
,
b∗

s∗
,
d∗

s∗

)
=

=
(ρ1ρ2)

1/2

d
H

(
a

s
,
λ21b

s
,
λ31d

s

)
,

где введены обозначения λ21 = (ρ2/ρ1)
1/2 и λ31 =

= (ρ3/ρ1)
1/2.

В процессе измерений независимыми являются
только две величины, R1 и R2. Поэтому из этих из-
мерений нельзя определить все три значения тензо-
ра удельного сопротивления. Однако, если выполня-
ется условие, что из трех главных значений тензо-
ра удельного сопротивления два из них равны, как
в нашем случае объемных образцов нематических
аэрогелей, то у него имеется только два независи-
мых главных значения, которые могут быть найде-
ны из измерений R1 и R2. Отметим, что в наших
экспериментах на объемных образцах аэрогелей ли-
нии размещения зондов AB и CD (см. рис. 5) на-
правлены вдоль направления наибольшей проводи-
мости, принятого за ось x1 с удельным сопротивле-
нием ρ1, а удельные сопротивления по двум другим
осям считаются равными, т.е. ρ2 = ρ3 и λ21 = λ31.

Зная аналитические выражения для функций G
иH [38,58], геометрические размеры образца (значе-
ния a, b, d) и расстояние между точечными контак-
тами s, мы можем построить величину отношения

R1

R2
=
G(a/s, λ b/s, λ d/s)

H(a/s, λ b/s, λ d/s)

в зависимости только от одного аргумента λ = λ21 =

= λ31. Для каждого измерения величин R1 и R2 из
этой зависимости определяется параметр анизотро-
пии λ, а затем величина ρ1 двумя способами:

ρ1 =
R1d

λG(a/s, λ b/s, λ d/s)

или ρ1 =
R2d

λH(a/s, λ b/s, λ d/s)
,

после чего находим величину ρ3 = ρ1λ
2.
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Rev. Lett. 117, 255301 (2016).

5. http://www.anftechnology.com/nafen.

6. I. Hussainova, R. Ivanov, S. N. Stamatin et al.,
Carbon 88, 157 (2015).

7. R. Ivanov, V. Mikli, J. Kübarsepp, and I. Hussainova,
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Исследована возможность повышения рабочей частоты существующих плазменных черенковских СВЧ-
излучателей на релятивистских электронных пучках большой плотности. Рассмотрены высокочастот-
ная и низкочастотная поверхностные волны незамагниченной трубчатой плазмы большой плотности в
волноводе и определены условия их возбуждения электронными пучками. Вычислены коэффициенты
пространственного усиления поверхностных волн в режимах одночастичного и коллективного эффектов
Черенкова. Получены нелинейные уравнения пространственного усиления волн и рассчитаны эффектив-
ности усиления поверхностных волн. Показано, что повышение на порядок рабочей частоты действующих
плазменных излучателей вполне реально и достигается всего лишь повышением плотности используемой
плазмы.

DOI: 10.31857/S0044451022020134

1. ВВЕДЕНИЕ

В плазменной СВЧ-электронике в качестве
электродинамических систем применяются отрезки
плазменных волноводов с излучателем на одном
из торцов. В успешно реализованных на сегодняш-
ний день плазменных излучателях (усилителях и
генераторах) используется замагниченная плазма
трубчатой геометрии. Работают такие излучатели
в СВЧ-диапазоне, т. е. на частотах ω порядка
1010–1011 рад/c. Отличительной особенностью
плазменных излучателей является то, что их
рабочая частота сопоставима с электронной ленг-
мюровской частотой плазменного заполнения, т. е.
ωp ∼ α · (1010–1011) рад/c, где α — несколько единиц
[1–3]. По спектру выходного сигнала плазменные
СВЧ-источники работают как в режиме генерации
[4] и усиления [5] монохроматического сигнала с пе-
рестраиваемой частотой, так и в режиме усиления
шумов [6, 7].

* E-mail: igorkartashov@mail.ru
** E-mail: kuzelev@mail.ru

В настоящее время обсуждается возможность со-
здания существенно более высокочастотных плаз-
менных излучателей с рабочей частотой ω ∼ 1012

рад/c и больше. Повышение рабочей частоты в реа-
лизованных на сегодняшний день плазменных излу-
чателях неизбежно влечет за собой использование
более плотной плазмы, что приводит к необходи-
мости изменения основных теоретических моделей
плазменной СВЧ-электроники. Во-первых, плотную
плазму замагнитить сложно, поскольку требуется
создание очень сильного внешнего магнитного поля
в достаточно большом объеме плазменного волново-
да. Поэтому приходится исходить из того, что плаз-
ма является слабо замагниченной (или вообще неза-
магниченной) [8–10]. Традиционно в большинстве
теоретических исследований, посвященных расчету
конкретных плазменных излучателей, плазма пред-
полагалась замагниченной полностью [2,11]. Во-вто-
рых, глубина проникновения поперечного электро-
магнитного поля в плотную незамагниченную плаз-
му может оказаться меньше ее толщины, реализу-
емой в плазменных излучателях с трубчатой плаз-
мой. Поэтому оказывается неприменимой традици-
онно и эффективно используемая при расчетах при-
боров плазменной СВЧ-электроники модель беско-
нечно тонкой плазмы [11–13]. Электромагнитные

9 ЖЭТФ, вып. 2
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свойства волн в слоистых структурах с изотроп-
ной плазмой и в магнитоактивной плазме газового
ВЧ-разряда, их возбуждение внешней неоднородной
электромагнитной волной и спиральными антенна-
ми рассматривалось в [14, 15]. Настоящее исследо-
вание в первую очередь направлено на учет конеч-
ности толщины трубчатой плазмы в традиционных
схемах плазменной СВЧ-электроники при условии,
что плазма является незамагниченной.

В любом из известных черенковских плазменных
излучателей обязательно имеется некоторое внеш-
нее магнитное поле, необходимое для получения
и транспортировки сильноточного релятивистско-
го электронного пучка. Незамагниченность плазмы
предполагает выполнение неравенств

Ω2
e � ω2, Ωeω

2
p � ω3, (1)

второе из которых, с учетом того, что ω и ωp од-
ного порядка, фактически эквивалентно первому.
Здесь Ωe — электронная циклотронная частота. Чем
плотнее плазма, тем выше частота ω и тем лучше
выполняются неравенства (1). Напротив, плотности
используемых в плазменных излучателях электрон-
ных пучков малы по сравнению с плотностями плаз-
мы. Поэтому, предполагая выполненными неравен-
ства

Ω2
e 
 ω2

bγ
−3, |δku|2,

δb < c/ωb,
(2)

электронный пучок считаем бесконечно тонким и
полностью замагниченным. Здесь ωb — ленгмюровс-
кая частота электронов пучка, u — их скорость, γ =

= (1−u2/c2)−1/2, δb — толщина трубчатого пучка, а
δk — пространственный инкремент резонансной че-
ренковской пучково-плазменной неустойчивости.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Рассмотрим взаимодействие прямолинейного
электронного пучка с волной E-типа волновода
кругового поперечного сечения, в котором нахо-
дится радиально неоднородная плазма. Направим
ось z вдоль оси волновода, совпадающей с направ-
лением движения пучка, и определим продольную
составляющую напряженности электрического поля
формулой

Ez(t, z, r) =
1

2
[E(r) exp(−iωt+ikzz+ilϕ) + c.c.] , (3)

где r, ϕ, z — цилиндрические координаты, l =

= 0, 1, . . . — номер азимутальной моды. Тензор ди-
электрической проницаемости плазмы возьмем в ви-
де [16]

εij(ω, r) = εp(ω, r)δij , i, j = r, ϕ, z, (4)

εp(ω, r) = 1 − ω2
p(r)/ω

2 (столкновениями и тепло-
вым движением электронов пренебрегаем, движе-
ние ионов не учитываем). Из уравнений Максвелла
с тензором диэлектрической проницаемости (4) сле-
дует уравнение для комплексной амплитуды E(r) в
формуле (3):

1

r

d

dr

(
r
εp(ω, r)

χ2(ω, r)

dE

dr

)
−

− εp(ω, r)

χ2(ω, r)

l2

r2
E − εp(ω, r)E = 0, (5)

где χ2(ω, r) = k2z − εp(ω, r)ω
2/c2. В дальнейшем

рассматривается азимутально симметричный слу-
чай l = 0.

Пусть трубчатая плазма с постоянной плотно-
стью расположена в области r ∈ [r1, r2]. Уравнение
(5) справедливо как в плазме, так и в вакуумных об-
ластях волновода r ∈ [0, r1) и r ∈ (r2, R), где R — ра-
диус волновода. Непосредственно из уравнения (5)
получаются следующие граничные условия на гра-
ницах трубчатой плазмы:

{E}r=r1,2
= 0,

{
εp(ω, r)

χ2(ω, r)

dE

dr

}
r=r1,2

= 0, (6)

причем в вакуумных областях εp(ω, r) = 1, а в облас-
ти плазмы εp(ω, r) = εp = 1−ω2

p/ω
2 с постоянной ωp.

Еще одно граничное условие E(R) = 0 записывается
на идеально проводящей границе волновода.

Плотность тока бесконечно тонкого трубчато-
го замагниченного электронного пучка определим
формулой

jz(t, z, r) = δbδ(r − rb)jb(t, z; rb), (7)

где jb(t, z; rb) — функция, для нахождения которой
требуются уравнения динамики пучка, а параметри-
ческая зависимость от радиуса трубчатого пучка rb
обусловлена тем, что на электроны пучка действует
поле (3) именно в точке r = rb. Наличие в волно-
воде тока с плотностью (7) приводит к следующему
скачку азимутальной составляющей индукции маг-
нитного поля волны:

{Bϕ(t, z, r)}r=rb
=

4π

c
δbjb(t, z; rb). (8)

Азимутальная составляющая индукции магнитного
поля определяется формулой вида (3) с комплекс-
ной амплитудой

B(r) = −iεp(ω, r)
ω

cχ2(ω, r)

dE

dr
. (9)
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Подставляя формулу вида (3) с комплексной ампли-
тудой (9) в (8) и считая, что электронный пучок про-
ходит по одной из вакуумных областей волновода,
находим следующие граничные условия для функ-
ции E(r) на электронном пучке:

{E}r=rb
= 0,

{
dE

dr

}
r=rb

=
4πi

ω
δbχ

2
0 〈jb(rb)〉 , (10)

где

〈jb(rb)〉 =
ω

π

2π/ω∫
0

jb(t, z; rb) exp (iωt− ikzz) dt (11)

— пространственно-временная фурье-гармоника
плотности тока пучка, χ2

0 = k2z − ω2/c2. В (10)
добавлено очевидное условие непрерывности на
электронном пучке самой функции E(r). В линей-
ном приближении для вычисления функции (11)
можно воспользоваться известным выражением
для проводимости пучка электронов, полученным в
гидродинамической модели [11, 16], что дает

4πi

ω
〈jb(rb)〉 = − ω2

bγ
−3

(ω − kzu)2
E(rb). (12)

Процедура вычисления функции (11) в нелинейной
теории будет описана ниже.

3. ОСОБЕННОСТИ ПОВЕРХНОСТНЫХ
ВОЛН ВОЛНОВОДА С

НЕЗАМАГНИЧЕННОЙ ТРУБЧАТОЙ
ПЛАЗМОЙ

Перейдем теперь к выводу дисперсионного урав-
нения и формулы для собственной функции E(r)

волн плазменного волновода с трубчатой незамагни-
ченной плазмой конечной толщины. Наличие пучка
пока не учитываем. Ограниченное при r = 0 реше-
ние уравнения (5) запишем в виде

E(r) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
AI0(χ0r), r < r1,

BI0(χpr) + CK0(χpr), r1 < r < r2,

DF0(χ0r), r2 < r < R,

(13)

где

F0(χ0r) = K0(χ0r)− I0(χ0r)
K0(χ0R)

I0(χ0R)
, (14)

χ2
p = k2z − εpω

2/c2, а A, B, C, D — постоянные. Под-
становка (13) в граничные условия (6) приводит к
следующей системе уравнений:

AI0(χ0r1)−BI0(χpr1)− CK0(χpr1) = 0,

χpAI1(χ0r1)− εpχ0 (BI1(χpr1) −
− CK1(χpr1)) = 0,

BI0(χpr2) + CK0(χpr2)−DF0(χ0r2) = 0,

εpχ0 (BI1(χpr2)− CK1(χpr2)) −
−χpDF1(χ0r2) = 0,

(15)

где

F1(χ0r) = −K1(χ0r)− I1(χ0r)
K0(χ0R)

I0(χ0R)
. (16)

Равенство нулю определителя системы (15) дает
дисперсионное уравнение для определения спектров
частот плазменного волновода. Запишем его в ви-
де [16, 17]

D0(ω, kz) ≡ εpχ0S1I0(χ0r1)−χpS0I1(χ0r1) = 0, (17)

где

S0 = εpχ0F0(χ0r2)×
× (I0(χpr1)K1(χpr2) +K0(χpr1)I1(χpr2)) +

+χpF1(χ0r2)×
× (I0(χpr1)K0(χpr2)−K0(χpr1)I0(χpr2)) ,

S1 = εpχ0F0(χ0r2)×
× (I1(χpr1)K1(χpr2)−K1(χpr1)I1(χpr2)) +

+χpF1(χ0r2)×
× (I1(χpr1)K0(χpr2) +K1(χpr1)I0(χpr2)) .

(18)

Полагая далее A = 1, из первых трех уравнений
системы (15) получаем следующие выражения для
постоянных B, C, D:

B = χpr1

(
χ

χ0εp
I1(χ0r1)K0(χpr1) +

+ I0(χ0r1)K1(χpr1)

)
,

C = χpr1

(
− χ

χ0εp
I1(χ0r1)I0(χpr1) +

+ I0(χ0r1)I1(χpr1)

)
,

D = B
I0(χpr2)

F0(χ0r2)
+ C

K0(χpr2)

F0(χ0r2)
.

(19)

Последние формулы вместе с формулой (13) опреде-
ляют собственные функции плазменного волновода.
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Рис. 1. Частоты поверхностных волн трубчатой плазмы
«малой» плотности в волноводе. Штриховая линия — све-

товая прямая ω = kzc

Рассмотрим характерные численные примеры.
Зафиксируем следующие параметры плазменного
волновода: R = 2 см, r1 = 1 см, r2 = 1.2 см, а
плазму сначала возьмем небольшой плотности ωp =

= 30 ·1010 рад/с. Дисперсионные кривые ω(kz) плаз-
менных волн в области ω < kzc представлены на
рис. 1. Видны две дисперсионные кривые, соответ-
ствующие двум поверхностным волнам трубчатой
плазмы. Верхняя кривая в неинтересующую нас об-
ласть ω > kzc не продолжена.

Поверхностные волны, дисперсионные кривые
которых представлены на рис. 1 и которые будем на-
зывать низкочастотной и высокочастотной поверх-
ностными волнами, различаются своими собствен-
ными функциями E(r). Собственная функция вы-
сокочастотной поверхностной волны, рассчитанная
в точке ω = 17 · 1010 рад/с и kz = 6.72 см−1 диспер-
сионной кривой, представлена на рис. 2а. Из приве-
денного рисунка следует, что поляризованная плаз-
ма в высокочастотной поверхностной волне являет-
ся двойным слоем, в котором заряды на внутренней
и внешней границах плазменной трубки противопо-
ложны. На следующем рис. 2б изображена собствен-
ная функция низкочастотной поверхностной волны
в точке ω = 17 · 1010 рад/с и kz = 8.99 см−1. Из
этого рисунка следует, что в низкочастотной поверх-
ностной волне плазменная трубка поляризована как
простой слой.

В интересующем нас случае более плотной плаз-
мы (ωp = 130 · 1010 рад/с) наблюдается существен-
ная особенность — разница между частотами высо-
кочастотной и низкочастотной поверхностных волн
стала весьма малой (рис. 3), что и понятно. Посколь-

Рис. 2. Собственные функции высокочастотной (а) и низ-
кочастотной (б) поверхностных волн в случае плазмы «ма-

лой» плотности

Рис. 3. Частоты поверхностных волн трубчатой плазмы
«большой» плотности в волноводе

ку в случае плотной плазмы глубина проникновения
поля в плазму меньше толщины плазмы (c/ωp ≈
≈ 0.02 см, δp = r2− r1 = 0.2 см), заряды на противо-
положных границах плазменной трубки мало влия-
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Рис. 4. Собственные функции высокочастотной (а) и низ-
кочастотной (б) поверхностных волн в случае плазмы

«большой» плотности

ют друг на друга. Поэтому характер поляризации
плазмы не имеет большого значения.

Существенные изменения при большой плотнос-
ти плазмы наблюдаются и в структуре собственной
функции E(r). На рис. 4а функция E(r) представ-
лена в случае высокочастотной поверхностной вол-
ны (ω = 70 · 1010 рад/с и kz = 29.8 см−1). Видно,
что поле сосредоточено вблизи внутренней грани-
цы плазменной трубки, а значит, именно на этой
границе локализованы поверхностные поляризаци-
онные заряды. Поле низкочастотной поверхностной
волны, рассчитанное в точке ω = 70 · 1010 рад/с и
kz = 30.78 см−1 дисперсионной кривой, представле-
но на рис. 4б. Видно, что поле поверхностной волны
сосредоточено вблизи внешней границы плазменной
трубки.

Если в дисперсионном уравнении (17) положить
kz = ω/u, то получится уравнение относительно
частоты ω, решения которого определяют возмож-
ные рабочие частоты плазменного излучателя на
электронном пучке малой плотности (режим одно-

Рис. 5. Частоты одночастичного черенковского резонанса
пучка с поверхностными волнами волновода с незамагни-

ченной трубчатой плазмой

частичного вынужденного эффекта Черенкова [18]).
На рис. 5 приведены зависимости x этих частот для
волновода с указанными выше радиусами и пучка со
скоростью u = 2.6·1010 см/с от плазменной частоты.

Из рис. 5 следует, что с точки зрения выпол-
нимости условий черенковского резонанса различий
между высокочастотной и низкочастотной поверх-
ностными волнами волновода с плотной трубчатой
плазмой фактически нет. Однако считать, что при
увеличении плотности плазмы неустойчивости на
этих волнах сливаются в некую единую неустойчи-
вость, нельзя. Дело в том, что у высокочастотной
и низкочастотной поверхностных волн существенно
различаются собственные функции (рис. 4). Поэто-
му возбуждается электронным пучком всегда толь-
ко какая-то одна волна. Если пучок проходит внут-
ри плазменной трубки, причем достаточно близко к
внутренней границе плазмы, то возбуждаться будет
высокочастотная поверхностная волна. Если же пу-
чок проходит вне плазменной трубки, то будет воз-
буждаться низкочастотная поверхностная волна.

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНКРЕМЕНТОВ
ПРОСТРАНСТВЕННОГО УСИЛЕНИЯ

ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН
НЕЗАМАГНИЧЕННОЙ ТРУБЧАТОЙ

ПЛАЗМЫ

Рассмотрим геометрию плазменно-пучковой си-
стемы уже реализованную в экспериментах [19, 20]:
бесконечно тонкий трубчатый электронный пучок
проходит внутри плазменной трубки, т. е. rb < r1 <

< r2 < R. Запишем решение уравнения (5) в виде
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E(r) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
AI0(χ0r), r < rb,

BI0(χ0r) + CK0(χ0r), rb < r < r1,

P I0(χpr) +QK0(χpr), r1 < r < r2,

DF0(χ0r), r2 < r < R.

(20)

Подстановка решения (20) в граничные условия (6)
и (10) приводит к следующей системе уравнений:

AI0(χ0rb)−BI0(χ0rb)− CK0(χ0rb) = 0,

AI1(χ0rb)−BI1(χ0rb) + CK1(χ0rb) =

= −4πi

ω
δbχ0 〈jb(rb)〉 ,

BI0(χ0r1) + CK0(χ0r1)−
−PI0(χpr1)−QK0(χpr1) = 0,

χp (BI1(χ0r1)− CK1(χ0r1)) −
−εpχ0 (PI1(χpr1)−QK1(χpr1)) = 0,

P I0(χpr2) +QK0(χpr2)−DF0(χ0r2) = 0,

εpχ0 (PI1(χpr2)−QK1(χpr2)) −
−χpDF1(χ0r2) = 0.

(21)

Из первых двух уравнений системы (21) находим

B = A+
4πi

ω
δbrbχ

2
0K0(χ0rb) 〈jb(rb)〉 ,

C = −4πi

ω
δbrbχ

2
0I0(χ0rb) 〈jb(rb)〉 .

(22)

Из последних двух уравнений системы (21) имеем

P = D
χpr2
εpχ0

(εpχ0K1(χpr2)F0+χpK0(χpr2)F1) ,

Q = D
χpr2
εpχ0

(εpχ0I1(χpr2)F0 − χpI0(χpr2)F1) .
(23)

Подставляя далее (22) и (23) в третье и четвертое
уравнения системы (21), получаем следующую си-
стему:

AI0(χ0r1)−D
χpr2
εpχ0

S0 = −4πi

ω
δbrbχ

2
0T0 〈jb(rb)〉 ,

AI1(χ0r1)−Dr2S1 = −4πi

ω
δbrbχ

2
0T1 〈jb(rb)〉 ,

(24)

где

T0 = I0(χ0r1)K0(χ0rb)−K0(χ0r1)I0(χ0rb),

T1 = I1(χ0r1)K0(χ0rb) +K1(χ0r1)I0(χ0rb).
(25)

Окончательно из (24) находим выражение для ам-
плитуды A, определяющее по формулам (20) и (3)
поле в месте нахождения пучка:

A =
W0(ω, kz)

D0(ω, kz)

4πi

ω
δbrbχ

2
0 〈jb(rb)〉 , (26)

где
W0(ω, kz) = χpS0T1 − εpχ0S1T0, (27)

а D0(ω, kz) — дисперсионная функция, определен-
ная в (17).

Соотношение (26) можно рассматривать как
уравнение возбуждения плазменного волновода
электронным пучком. Если нет пучка (например,
δb = 0), то не возбуждается и волновод, т. е. A = 0.
Исключением является случай D0(ω, kz) = 0, что
как раз и является дисперсионным уравнением
(17), определяющим собственные частоты волн
плазменного волновода.

Подставляя в соотношение (26) выражение (12)
и учитывая, что E(rb) = AI0(χ0rb), получаем сле-
дующее дисперсионное уравнение для комплекс-
ных спектров исследуемого плазменного волновода
с пучком:

D0(ω, kz) = −δbrbχ2
0I0(χ0rb)W0(ω, kz)×

× ω2
bγ

−3

(ω − kzu)2
. (28)

Имея задачу исследовать пространственное уси-
ление поверхностных волн в плазменном волново-
де с пучком, будем решать уравнение (28) относи-
тельно комплексного волнового числа kz(ω) при ве-
щественной частоте ω. Полагая, как это обычно де-
лается при черенковском взаимодействии пучков с
волнами любой природы [11,18]

kz = ω/u+ δk, |δk| � ω/u, (29)

преобразуем уравнение (28) к кубическому уравне-
нию для комплексного коэффициента усиления δk:(

D0(ω, kzω) +
∂D0(ω, kzω)

∂kzω
δk

)
δk2 =

= −δbrb
(
W ′

0(ω, kzω) +
∂W ′

0(ω, kzω)

∂kzω
δk

)
×

× ω2
bγ

−3

u2
, (30)

где kzω = ω/u, а W ′
0(ω, kz) = χ2

0I0(χ0rb)W0(ω, kz).
Пусть выполнено условие одночастичного черен-

ковского резонанса (т. е. плазменная волна находит-
ся в черенковском резонансе с электроном [18,21])

D0(ω, kzω) = 0, (31)

и плотность пучка настолько мала, что вторым сла-
гаемым в скобках в правой части дисперсионного
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уравнения (30) можно пренебречь. Тогда для комп-
лексного коэффициента усиления на частоте одно-
частичного черенковского резонанса получаем сле-
дующее выражение:

δk(ω0) =
1− i

√
3

2

ω0

u

∣∣∣∣∣δbrbω2
bγ

−3

ω2
0

×

× W ′
0(ω0, k0)

(
k0
∂D0(ω0, k0)

∂k0

)−1
∣∣∣∣∣
1/3

, (32)

где ω0 — решение уравнения (31) (т. е. одна из час-
тот, представленных на рис. 5), а k0 = ω0/u. Коэф-
фициент усиления (32) имеет обычную для любого
одночастичного вынужденного эффекта Черенкова
структуру. Условием применимости решения (32),
т. е. условием одночастичности усиления, является
неравенство∣∣∣∣ 1

W ′
0(ω0, k0)

∂W ′
0(ω0, k0)

∂k0
δk(ω0)

∣∣∣∣ � 1. (33)

Последующие расчеты покажут, что левая часть
(33) меньше единицы, хотя и незначительно (для тех
параметров, которые, исходя из экспериментальных
данных, мы выбрали при расчетах).

В принципе, уравнение (28) описывает и коллек-
тивный вынужденный эффект Черенкова на высо-
кочастотной и низкочастотной поверхностных плаз-
менных волнах. Действительно, используя выраже-
ния (17) и (27), преобразуем это уравнение к виду

D0(ω, kz)Db(ω, kz) = −δbrbχ2
0ω

2
bγ

−3θ(ω, kz), (34)

где
Db(ω, kz) = (ω − kzu)

2 − Ω2
b(ω, kz) (35)

есть дисперсионное уравнение, определяющее час-
тоты волн тонкого замагниченного электронного
пучка в волноводе [2], а

Ω2
b(ω, kz) = δbrbχ

2
0ω

2
bγ

−3I20 (χ0rb)×

×
(
K0(χ0rb)

I0(χ0rb)
− K0(χ0R)

I0(χ0R)

)
,

θ(ω, kz) = I20 (χ0rb)

(
εpχ0S1I0(χ0r1) ×

×
(
K0(χ0rb)

I0(χ0rb)
− K0(χ0r1)

I0(χ0r1)
+

+
K0(χ0R)

I0(χ0R)

(
K0(χ0rb)

I0(χ0rb)
− 1

))
+

+χpS0I1(χ0r1)×

×
(
K0(χ0rb)

I0(χ0rb)
+
K1(χ0r1)

I1(χ0r1)
−

− K0(χ0R)

I0(χ0R)

(
K0(χ0rb)

I0(χ0rb)
− 1

)))
.

(36)

Левая часть дисперсионного уравнения (34) запи-
сана в «канонической» форме уравнения связанных
волн — волн плазмы и волн пучка [2]. Коэффициент
связи волн содержится в величине θ(ω, kz), но выде-
лить его аналитическое выражение, так же как и
аналитические выражения для частот плазменных
волн (аналогов Ωb), не удается.

При выполнении неравенства Ω2
b � ω2 ∼ |kzu|2

спектр медленной волны плотности заряда пучка
можно определить формулой1)

kbz(ω) = kzω

(
1 +

Ωb(ω, kzω)

ω

)
. (37)

Частота резонанса волн ωb
0 определяется из уравне-

ния D0

(
ω, kbz(ω)

)
= 0. На резонансной частоте ре-

шение уравнения (34) ищется в виде

kz(ω
b
0) = kb0 + δk, (38)

где kb0 = kbz(ω
b
0). Подставляя (38) в уравнение (34),

находим следующее выражение для резонансного
коэффициента усиления в режиме коллективного
вынужденного эффекта Черенкова:

δk(ωb
0) = −i

∣∣∣∣∣12δbrbχ2
0

ω2
bγ

−3

uΩb(ωb
0, k

b
0)

×

× θ(ωb
0, k

b
0)

(
∂D0(ω

b
0, k

b
0)

∂kb0

)−1
∣∣∣∣∣
1/2

. (39)

Условием применимости решения (39), т. е. условием
коллективности усиления, является неравенство

|δk(ωb
0)u| � Ωb(ω

b
0, k

b
0). (40)

Неравенство (40), по сути противоположное (33),
при использованных в настоящей работе конкрет-
ных параметров системы выполнено не было.

Найдем теперь комплексные собственные функ-
ции плазменно-пучкового волновода. Эти функции,
определяемые формулой (20), можно вычислить при
помощи системы (21), полагая одну из амплитуд из-
вестной. Продемонстрируем менее громоздкий ме-
тод вычисления собственных функций E(r). Запи-
шем функцию

E(r) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
BI0(χ0r) + CK0(χ0r), r < r1,

P I0(χpr) +QK0(χpr), r1 < r < r2,

DF0(χ0r), r2 < r < R,

(41)

1) Как известно [18, 22], неустойчивость и усиление имеют
место только при резонансе плазменной волны с медленной
волной пучка.
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частично совпадающую с решением (20). Подстанов-
ка (41) в граничные условия на границах плазмен-
ной трубки дает следующую систему уравнений:

BI0(χ0r1) + CK0(χ0r1)−
−PI0(χpr1)−QK0(χpr1) = 0,

χp (BI1(χ0r1)− CK1(χ0r1)) −
−εpχ0 (PI1(χpr1)−QK1(χpr1)) = 0,

P I0(χpr2) +QK0(χpr2)−DF0(χ0r2) = 0,

εpχ0 (PI1(χpr2)−QK1(χpr2)) −
−χpDF1(χ0r2) = 0.

(42)

Выражая из системы (42) постоянные C,P,Q,D че-
рез B, имеем

C = BΘ−1[χpI1(χ0r1) (UI0(χpr1) +

+ V K0(χpr1)) +εpχ0I0(χ0r1) (−UI1(χpr1) +

+ V K1(χpr1))],

D = BΘ−1 εp
r1r2

, P = D
χpr2
εpχ0

U,

Q = D
χpr2
εpχ0

V,

(43)

где

U = χpF1(χ0r2)K0(χpr2)+

+εpχ0F0(χ0r2)K1(χpr2),

V = −χpF1(χ0r2)I0(χpr2)+

+εpχ0F0(χ0r2)I1(χpr2),

Θ = χpK1(χ0r1) (UI0(χpr1)+V K0(χpr1)) −
−εpχ0K0(χ0r1) (−UI1(χpr1)+V K1(χpr1)) .

(44)

Если решение (41) справедливо вплоть до оси
волновода r = 0, то должно быть C = 0, откуда и из
(43) следует дисперсионное уравнение (17) плазмен-
ного волновода. Если есть пучок, то решение (41)
справедливо только при r > rb. При r < rb решение
записывается в виде E(r) = AI0(χ0r), и из гранич-
ных условий (10) с учетом (12) следуют соотноше-
ния

AI0(χ0rb) = B (I0(χ0rb) + C1K0(χ0rb)) ,

B (I1(χ0rb)− C1K1(χ0rb)) −AI1(χ0rb) =

= −δbχ0
ω2
bγ

−3

(ω − kzu)2
AI0(χ0rb),

(45)

где C1 совпадает с первым выражением (43), взятым
при B = 1. Из (45) получается дисперсионное урав-
нение (28) плазменного волновода с пучком. Если
решение дисперсионного уравнения известно, то для

Рис. 6. Коэффициенты усиления поверхностных плазмен-
ных волн для случая плазмы «малой» плотности

построения собственной функции достаточно перво-
го соотношения (45). Собственная функция опреде-
ляется формулой

E(r) = AI0(χ0r), r < rb,

E(r) = A
I0(χ0rb)

I0(χ0rb) + C1K0(χ0rb)
×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
I0(χ0r) + C1K0(χ0r), rb < r < r1,

P1I0(χpr) +Q1K0(χpr), r1 < r < r2,

D1F0(χ0r), r2 < r < R.

(46)

Здесь C1, P1, Q1, D1 — величины (43), взятые при
B = 1.

Рассмотрим некоторые примеры вычисления ко-
эффициентов усиления Im δk(ω) и соответствующих
собственных функций поверхностных волн в плаз-
менных волноводах с пучком. Зафиксируем следую-
щие параметры R = 2 см, r1 = 1 см, r2 = 1.2 см,
rb = 0.9 см, δb = 0.1 см, u = 2.6 · 1010 см/с, ωb =

= 1010 рад/с и зададим, как и прежде, два значения
плазменной частоты — низкую ωp = 30 · 1010 рад/с
и высокую ωp = 130 · 1010 рад/с.

В случае ωp = 30 · 1010 рад/с (рис. 6) наблюда-
ются две отдельные области усиления — низкочас-
тотная и высокочастотная, в которых происходит
усиление соответствующих поверхностных волн. На
частотах максимального коэффициента усиления
левая часть неравенства (33) была равна 0.64 на
низкой частоте и 0.36 на высокой. Очевидно, что
при этом говорить о реализации одночастичного вы-
нужденного эффекта Черенкова в «чистом» виде не
приходится. Хотя скорее всего механизм усиления
преимущественно является одночастичным.
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Рис. 7. Структуры поля поверхностных волн для случая
«малой» плотности плазмы: а — низкочастотная волна,

б — высокочастотная волна

Для вычисления соответствующих собственных
функций необходимо в (46) подставить ω и kz, свя-
занные дисперсионным уравнением плазменно-пуч-
кового волновода. Пусть вещественная частота ω

из области усиления задана. Тогда из дисперсион-
ного уравнения определяется комплексная величи-
на kz(ω). Как видно на рис. 6, максимум усиле-
ния в низкочастотной области приходится пример-
но на ω = 10.3 · 1010 рад/с, при этом kz(ω) ≈
≈ (3.99 − 0.066i) см−1. Результат вычисления соб-
ственной функции представлен на рис. 7а и вполне
соответствует собственной функции низкочастот-
ной поверхностной волны. Небольшой излом гра-
фика функции E(r) (особенно ее мнимой части —
штриховая линия) приходится на координату пучка
rb = 0.9 см. Максимум усиления в высокочастотной
области приходится примерно на ω = 16.3 · 1010 ра-
д/с, при этом kz(ω) ≈ (6.55− 0.149i) см−1. Соответ-
ствующий результат вычисления собственной функ-
ции представлен на рис. 7б и вполне соответствует
собственной функции высокочастотной поверхност-
ной волны.

Рис. 8. Коэффициент усиления поверхностной плазменной
волны для случая плазмы «большой» плотности

Совершенно иная картина наблюдается в случае
плазмы «большой» плотности ωp = 130 · 1010 ра-
д/с (рис. 8). Имеется только одна частотная область
усиления, причем весьма узкая. Это обусловлено
совместным действием двух факторов: слиянием ко-
эффициентов усиления из-за сближения резонанс-
ных частот и уменьшением коэффициента усиления
одной из волн из-за того, что ее собственная функ-
ция в точке прохождения пучка мала. Второй фак-
тор является определяющим 2). Обращает на себя
внимание факт достаточно большого коэффициен-
та усиления — порядка 0.2 см−1 в максимуме. Левая
часть неравенства (33) составляет 0.73, т. е. режим
усиления, видимо, переходный от одночастичного к
коллективному.

Согласно рис. 8 максимум усиления при ωp =

= 130 · 1010 рад/с приходится на ω = 58 · 1010 рад/с,
при этом kz(ω) ≈ (22.4 − 0.18i) см−1. Подставляя
эти значения в формулы (46), вычислим собствен-
ную функцию усиливаемой волны (рис. 9). Сравни-
вая этот рисунок с рис. 4, видим, что структура поля
соответствует собственной функции высокочастот-
ной поверхностной волны плотной плазмы — поле
локализовано вблизи внутренней границы плазмен-
ной трубки (рис. 4а). Результаты расчетов показы-
вают, что для выбранной геометрии плазменно-пуч-
ковой системы (пучок внутри плазменной трубки)
при большой плотности плазмы всегда усиливает-

2) При очень большой плотности электронного пучка опре-
деляющим может оказаться фактор близости частот высоко-
частотной и низкочастотной поверхностных волн. При этом
разложения левой части дисперсионного уравнения (28) с
точностью до линейных по δk членов будет недостаточно.
Требуется более сложное рассмотрение, которому мы пред-
полагаем посвятить отдельную работу.
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Рис. 9. Структура поля усиливаемой волны для случая
«большой» плотности плазмы

ся высокочастотная поверхностная волна. Следует
ожидать, что в случае электронного пучка, прохо-
дящего вне плазменной трубки, должна усиливаться
поверхностная волна с собственной функцией типа
представленной на рис. 4б.

5. НЕЛИНЕЙНЫЙ РЕЖИМ УСИЛЕНИЯ
ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН В ВОЛНОВОДЕ С

НЕЗАМАГНИЧЕННОЙ ТРУБЧАТОЙ
ПЛАЗМОЙ

В линейном приближении высокочастотная со-
ставляющая плотности тока пучка определяется
формулой, аналогичной формуле (3) (см. (7) и (11)):

jb(t, z; rb) =
1

2
[〈jb(rb)〉 exp(−iωt+ ikzz) + c.c.]. (47)

Формулу (47) можно записать по-другому:

jb(t, z; rb) =

=
1

2
[〈jb(z; rb)〉 exp(−iωt+ ikzωz) + c.c.] , (48)

где kzω = ω/u и введена медленная амплитуда, учи-
тывающая нарастание возмущений за счет развития
неустойчивости. В линейном приближении [23]

〈jb(z; rb)〉 =
3∑

n=1

αn(ω) exp[iδkn(ω)z], (49)

где δkn(ω) — корни кубического уравнения (30), а
αn(ω) — некоторые коэффициенты. Формула (48)
справедлива и в нелинейном режиме, но для вы-
числения функции 〈jb(z; rb)〉 требуются нелинейные
уравнения.

Используя выражение E(rb) = I0(χ0rb)A, пере-
пишем формулу (26) в виде

D0(ω, kz)E(rb) =
4πi

ω
δbrbW

′
0(ω, kz) 〈jb(rb)〉 , (50)

где W ′
0(ω, kz) — функция, введенная в (30). Обоб-

щением последней формулы на случай, когда ам-
плитуда плотности тока пучка зависит от координа-
ты z, является следующее псевдодифференциальное
уравнение:

D0(ω, k̂z)E(z, rb) =

=
4πi

ω
δbrbW

′
0(ω, k̂z) 〈jb(z; rb)〉 , (51)

где k̂z = −id/dz — оператор волнового числа.
Операторным аналогом (29) являются выраже-

ния

k̂z =
ω

u
− i

d

dz
, k̂2z =

ω2

u2
− 2i

ω

u

d

dz
, (52)

в которых оператор дифференцирования действует
только на медленные амплитуды. С использованием
(52) псевдодифференциальное уравнение (51) мож-
но свести к следующему дифференциальному урав-
нению:

D0(ω, kzω)E(z, rb)− i
∂D0(ω, kzω)

∂kzω

dE(z, rb)

dz
=

=
4πi

ω
δbrb ×

×
(
W ′

0(ω, kzω)− i
∂W ′

0(ω, kzω)

∂kzω

d

dz

)
〈jb(z; rb)〉 . (53)

Уравнение (53) есть уравнение для зависящей от ко-
ординаты z амплитуды напряженности поля E(z, rb)

волны, возбуждаемой током 〈jb(z; rb)〉. Плазма в
этом уравнении фигурирует через диэлектрическую
проницаемость εp, поэтому плазма описывается в
линейном приближении, что общепринято в теории
резонансных черенковских неустойчивостей элект-
ронных пучков в плазме [11,24]. Условием примени-
мости линейного приближения для плазмы является
неравенство, приведенное в (29) [25–27].

Для вычисления в нелинейном режиме усреднен-
ной плотности тока пучка 〈jb(z; rb)〉 используем ме-
тод интегрирования по начальным данным [25, 28],
согласно которому функция jb(t, z; rb) в выражении
(7) определяется формулой

jb(t, z; rb) = en0bu

∫
δ[t− T (z, t0)] dt0, (54)

где n0b — невозмущенная плотность электронов пуч-
ка, t0 — время влета электрона в область взаимодей-
ствия через плоскость z = 0, а T (z, t0) — время, за
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которое электрон, влетевший в момент времени t0,
окажется в точке z. Подставляя (54) в выражение
(11), получаем

〈jb(z; rb)〉 =

= en0bu
ω

π

2π/ω∫
0

exp
(
iωT (z, t0)− i

ω

u
z
)
dt0. (55)

Величина T (z, t0) является решением уравнений
движения, в которых в качестве независимой пере-
менной выбрана координата z

dT

dz
=

1

V
, V

dP

dz
= eEz(T, z, rb), (56)

где V (z, t0) — скорость в точке z электрона, влетев-
шего в волновод в момент t0, P (z, t0) — релятивист-
ский импульс электрона пучка, а Ez(T, z, rb) — поле
(3) на траектории электрона. Уравнения (56) инте-
грируются со следующими условиями влета:

T (z = 0) = t0, P (z = 0) = muγ. (57)

Вводя изменение скорости электрона пучка

Ṽ = u− V, (58)

считая, что |Ṽ | � u и используя выражение (3), пре-
образуем уравнения движения (56) к виду

dT

dz
=

1

u

(
1 +

Ṽ

u

)
,

dP

dz
=
e

u

1

2
×

×
[
E(z, rb) exp

(
−iωT (z, t0) + i

ω

u
z
)
+ c.c.

]
.

(59)

Введем новую функцию

τ(z, τ0) = T (z, t0)− z/u, τ0 = t0 (60)

и выразим импульс электрона пучка через измене-
ние его скорости Ṽ (z, τ0). Тогда выражение (55) пре-
образуется к виду

〈jb(z; rb)〉 = en0bu
ω

π

2π/ω∫
0

exp (iωτ(z, τ0)) dτ0, (61)

а уравнения движения (59) запишутся следующим
образом:

dτ

dz
=
Ṽ

u2
,

dṼ

dz
= − e

muγ3

(
1 + 2

u2

c2
γ2
Ṽ

u

)3/2

×

×1

2
[E(z, rb) exp (−iωτ(z, τ0)) + c.c.].

(62)

Граничные условия для уравнений (62) следуют из
условий (57) и выражений (58) и (60) и имеют вид

τ(z = 0) = τ0, Ṽ (z = 0) = 0. (63)

Уравнения (53) и (62) вместе с выражением (61) об-
разуют замкнутую систему, описывающую усиление
поверхностных плазменных волн в волноводе с неза-
магниченной линейной трубчатой плазмой и тон-
ким релятивистским электронным пучком. Помимо
условий влета электронов пучка (63) система долж-
на быть дополнена условием возбуждения волны на
входе усилителя

E(z = 0, rb) = E0. (64)

Введем обозначения

δ(ω) =

∣∣∣∣∣δbrbω2
bγ

−3

ω2
W ′

0(ω, kzω) ×

×
(
kzω

∂D0(ω, kzω)

∂kzω

)−1
∣∣∣∣∣
1/3

,

s = sign

[
W ′

0(ω, kzω)

(
kzω

∂D0(ω, kzω)

∂kzω

)−1
]
,

Δ(ω) = D0(ω, kzω)

(
δ(ω)kzω

∂D0(ω, kzω)

∂kzω

)−1

,

d(ω) =
δ(ω)

W ′
0(ω, kzω)

kzω
∂W ′

0(ω, kzω)

∂kzω

(65)

и используем безразмерные переменные

ξ =
ω

u
δ(ω)z, ε(ξ) =

eE(z, rb)

δ2(ω)muωγ3
,

y0 = ωτ0,

y(ξ, y0) = ωτ(z, τ0), η(ξ, y0) =
Ṽ (z, τ0)

δ(ω)u
.

(66)

В новых переменных нелинейные уравнения запи-
шутся в виде

dy(ξ, y0)

dξ
= η(ξ, y0),

dη(ξ, y0)

dξ
= − (1 + μ(ω)η(ξ, y0))

3/2 ×

×1

2
[ε(ξ) exp (−iy(ξ, y0)) + c.c.],

dε(ξ)

dξ
+ iΔ(ω)ε(ξ) = −s

(
1− id(ω)

d

dξ

)
ρ(ξ),

ρ(ξ) =
1

π

2π∫
0

exp (iy(ξ, y0)) dy0,

(67)
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где

μ(ω) = 2
u2

c2
γ2δ(ω) (68)

— параметр релятивизма электронного пучка. Урав-
нения (67) применимы во всем диапазоне частот, как
в областях усиления поверхностных волн, так и вне
зон усиления, где они описывают волны плотности
заряда электронного пучка. Заметим, что частота
ω в величине δ(ω) из (65) может быть любой. В
резонансе, при ω = ω0, величина δ(ω0) определя-
ет согласно формуле (32) резонансный коэффици-
ент усиления при одночастичном вынужденном эф-
фекте Черенкова пучка малой плотности. При дру-
гих частотах уравнения (67) описывают динамику
нерезонансной пучковой неустойчивости с простран-
ственным инкрементом, определяемым дисперсион-
ным уравнением (30), и, таким образом, δ(ω) просто
обозначение.

Надо иметь в виду, что комплексная амплитуда
E(z, r) не является в «чистом» виде амплитудой
плазменной волны. В ней содержится вклад, обу-
словленный высокочастотным пространственным
зарядом пучка. Чтобы разделить в уравнениях (67)
вклады от пучка и плазмы в амплитуду поля ε(ξ)

введем новую функцию:

ε′(ξ) = ε(ξ)− isd(ω)ρ(ξ). (69)

После перехода к ε′(ξ) второе и третье уравнения
системы (67) преобразуются к виду

dη(ξ, y0)

dξ
= − (1 + μ(ω)η(ξ, y0))

3/2 ×

× (Fb(ξ, y0) + Fp(ξ, y0)) ,

dε′(ξ)
dξ

+ iΔ(ω)ε′(ξ) = s[Δ(ω)d(ω)− 1]ρ(ξ),

(70)

где

Fb(ξ, y0) =
1

2
isd(ω)×

× (ρ(ξ) exp[−iy(ξ, y0)]− c.c.) ,

Fp(ξ, y0) =
1

2
(ε′(ξ) exp[−iy(ξ, y0)] + c.c.) .

(71)

В правой части первого уравнения (70) в явном виде
выделены сила высокочастотного пространственно-
го заряда пучка Fb(ξ, y0) и сила со стороны поля
плазменной волны Fp(ξ, y0).

Из уравнений (70) несложно получить следую-
щий первый интеграл:

Рис. 10. Пространственная динамика амплитуд при усиле-
нии низкочастотной поверхностной волны в плазме «ма-

лой» плотности

1

2π

2π∫
0

dy0√
1 + μ(ω)η(ξ, y0)

−

− μ(ω)

8

s

Δ(ω)d(ω) − 1
|ε′(ξ)|2 =

= 1− μ(ω)

8

s

Δ(ω)d(ω) − 1
|ε′(ξ = 0)|2, (72)

Определим эффективность пучково-плазменного
взаимодействия как относительное изменение
средней кинетической энергии электронов пучка

КПД =
γ − 〈γ(ξ, y0)〉

γ − 1
, (73)

где γ(ξ, y0) — релятивистский фактор электрона,
влетевшего в момент времени y0, в точке ξ волново-
да, а угловые скобки означают усреднение по всем
электронам, влетевшим в волновод за период 2π/ω.
Выражая скорость электрона через безразмерную
величину η(ξ, y0), преобразуем (73) к виду

КПД =
γ

γ−1

⎛⎝1− 1

2π

2π∫
0

dy0√
1+μ(ω)η(ξ, y0)

⎞⎠ . (74)

Используя далее интеграл (72), получим следующее
выражение для эффективности усиления:

КПД = −1

8
μ(ω)

γ

γ − 1

s

Δ(ω)d(ω) − 1
×

× (|ε′(ξ)|2 − |ε′(ξ = 0)|2). (75)
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Рис. 11. Эффективности усиления низкочастотной по-
верхностной волны в случае плазмы «малой» плотности:
сплошная кривая — на частоте максимального усиления;
штриховая — на несколько большей частоте; пунктирная —

на несколько меньшей частоте

Рассмотрим теперь результаты численного мо-
делирования нелинейной динамики усиления. Огра-
ничимся системами с теми же параметрами, что и
в линейном приближении. Начнем со случая ωp =

= 30 ·1010 рад/с и усиления низкочастотной поверх-
ностной волны на частоте максимального усиления
ω = 10.3 · 1010 рад/с. На рис. 10 в зависимости от
размерной координаты z показана пространствен-
ная динамика безразмерной амплитуды напряжен-
ности электрического поля |ε(z)| и амплитуды воз-
мущения плотности заряда пучка |ρ(z)|. Если ам-
плитуда напряженности поля приводится в относи-
тельных единицах, то амплитуда возмущения плот-
ности пучка, в силу формул (54) и (55), фактичес-
ки приведена в абсолютных единицах — абсолют-
ное возмущение плотности есть n0b|ρ(z)|. Поэтому
при |ρ(z)| � 2 возмущения плотности пучка близки
к максимуму (пучок замодулирован полностью).

Динамика амплитуд такая же, как при извест-
ном явлении захвата электронов пучка плазмен-
ной волной [26], что свидетельствует в пользу того,
что механизмом неустойчивости является именно
одночастичный вынужденный эффект Черенкова.
Заметим, что уравнения (70) в точности перейдут
в «классические» уравнения, описывающие захват
электронов пучка ленгмюровской волной [11, 27],
если в уравнении для η(ξ, y0) пренебречь силой
высокочастотного пространственного заряда пучка
Fb(ξ, y0). В нашем случае на стадии насыщения она
примерно в четыре раза меньше силы со стороны
плазменной волны.

На рис. 11 представлены результаты для эф-
фективности усиления (75). На частоте максималь-

Рис. 12. Пространственная динамика амплитуд при усиле-
нии высокочастотной поверхностной волны в плазме «ма-

лой» плотности

Рис. 13. Эффективности усиления высокочастотной по-
верхностной волны в случае плазмы «малой» плотности:
сплошная кривая — на частоте максимального усиления;
штриховая — на несколько большей частоте; пунктирная —

на несколько меньшей частоте

ного усиления эффективность достигает 15%. На
несколько большей частоте ω = 11 · 1010 рад/с эф-
фективность существенно выше, что обусловлено
бо́льшим значением скорости электронов пучка от-
носительно скорости плазменной волны [11]. Однако
при дальнейшем увеличении частоты усиление сры-
вается, что обусловлено выходом частоты за верх-
нюю границу зоны усиления (рис. 6). При уменьше-
нии частоты (ω = 9.5 · 1010 рад/с) эффективность
падает.

Примерно так же выглядит усиление при ωp =

= 30 · 1010 рад/с и высокочастотной поверхностной
волны (рис. 12) на частоте максимального усиления
ω = 16.3 · 1010 рад/с. Из-за увеличения коэффи-
циента усиления нелинейное насыщение наступает
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Рис. 14. Пространственная динамика амплитуд при усиле-
нии поверхностной волны в плазме «большой» плотности

на меньшем расстоянии при z ∼ 55 см. Динамика
эффективностей усиления представлена на рис. 13.
Прослеживаются примерно те же закономерности,
что и при усилении низкочастотной поверхностной
волны.

Наконец, рассмотрим усиление поверхностных
волн в случае плотной плазмы ωp = 130 · 1010 рад/с.
В этом случае, как было установлено ранее, имеет-
ся всего одна область усиления. Пространственная
динамика амплитуд на частоте максимального уси-
ления ω = 58 · 1010 рад/с представлена на рис. 14.
Виден существенно менее регулярный ход ампли-
туд волн на стадии после насыщения. Более того,
после насыщения амплитуда возмущения плотности
пучка резко уменьшается, что говорит об ином ме-
ханизме нелинейного насыщения. Значительно воз-
росла сила высокочастотного пространственного за-
ряда пучка — силы Fb и Fp примерно сравнялись.
Известно, что если сила пространственного заряда
превышает силу со стороны поля излучаемой волны,
то механизмом нелинейного насыщения является са-
мозахват [11] или опрокидывание волны плотности
заряда пучка. В случае рис. 14 самозахват проявля-
ется несомненно.

Эффективность усиления на частоте ω =

= 58 · 1010 рад/с представлена на рис. 15. От-
личительной особенностью является то, что при
незначительном отклонении частоты ω от часто-
ты максимального усиления наблюдается резкое
уменьшение эффективности, что связано как с ма-
лой шириной зоны усиления, так и с начинающим
проявляться изменением механизма взаимодей-
ствия пучка с плазменной волной.

Рис. 15. Эффективность усиления поверхностной волны в
случае плазмы «большой» плотности

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основываясь на приведенных выше результа-
тах теоретических исследований, можно сделать
следующий важный вывод: экспериментально
реализованные на сегодняшний день мощные че-
ренковские плазменные источники СВЧ-излучения
могут быть успешно использованы для получения
электромагнитного излучения с частотой в несколь-
ко раз, а то и на порядок, большей той частоты, на
которую они были рассчитаны. Причем потребуется
для этого минимальная доработка существующих
экспериментальных установок — увеличение плот-
ности плазмы, что легко реализуется технически
и не связано с какими-либо дополнительными фи-
нансовыми вложениями. Фактически одно и то же
устройство может быть одинаково эффективным в
очень большом частотном диапазоне. Единственная
экспериментальная трудность связана с тем, что
при значительном увеличении частоты потребуется
кардинальная и весьма затратная перестройка сис-
темы диагностики электромагнитного излучения.
По-видимому, именно по этой причине на имеющих-
ся экспериментальных установках не проводились
исследования с плазмой очень большой плотности.

Благодарности. Авторы выражают благодар-
ность О. Т. Лозе, инициировавшему проведенные
теоретические исследования, за полезные обсужде-
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Рассмотрена низкочастотная проводимость LC-систем — неупорядоченных решеток с индуктивными (L)

и емкостными (C) связями в переменном электрическом поле. Выясняются условия, при которых в таких
системах возможны реальные (омические) потери энергии.

DOI: 10.31857/S0044451022020146

В ходе исследований электрических свойств дву-
мерных композитов [1] Дыхне, в частности, показал,
что для случайно-неоднородных бинарных систем
их эффективная проводимость σe равна среднему
геометрическому от проводимостей компонент, если
их концентрации равны. Этот же результат спра-
ведлив для системы со структурой шахматной дос-
ки, а также для неупорядоченной квадратной ре-
шетки с половинным составом. Применение полу-
ченной формулы для σe к LC-решетке, связи кото-
рой представляют собой индуктивность L или элек-
трическую емкость C, привело к неожиданному ре-
зультату: в системе, состоящей только из недисси-
пативных элементов, оказались возможны потери
энергии. Таким образом система, состоящая из ре-
активных (L- и C-) сопротивлений, может обладать
реальным активным (омическим) сопротивлением.

В настоящей работе проблема существования ре-
альных потерь энергии в LC-системах обсуждает-
ся с общих позиций. Показано, что омическим со-
противлением могут обладать как двумерные, так и
трехмерные LC-системы. Оказалось, что веществен-
ная часть величины σe, отвечающая за потери энер-
гии, непосредственно связана с особенностями σe
как аналитической функции отношения проводимо-
стей компонент. Поэтому исследование физическо-
го явления омических потерь в LC-системах может
прояснить некоторые чисто математические вопро-
сы.

* E-mail: balagurov@deom.chph.ras.ru, byabalagurov@mail.ru

1. Сначала рассмотрим двумерную задачу о про-
водимости изотропного двухкомпонентного компо-
зита. Эффективная проводимость σe такой системы
является функцией трех основных аргументов:

σe = σe(p;σ1, σ2) . (1)

Здесь σ1 и σ2 — проводимости компонент, p — без-
размерная концентрация (доля занимаемой площа-
ди) первой компоненты; концентрация второй ком-
поненты равна 1 − p. Для решеток под концентра-
цией p понимается доля связей с проводимостью σ1.

В работах [1, 2] для величины σe получено так
называемое соотношение взаимности:

σe(p;σ1, σ2)σe(p;σ2, σ1) = σ1 σ2 . (2)

Здесь второй сомножитель в левой части равенства
относится к взаимной системе, отличающейся от ис-
ходной заменой σ1 � σ2. Соотношение (2) было вы-
ведено в работе [2] для систем с периодическим рас-
положением включений. Применение преобразова-
ния симметрии позволило доказать (см. [1]), что со-
отношение (2) справедливо для двумерных систем
произвольной структуры, в том числе и неупорядо-
ченной.

Следуя работе [1], рассмотрим теперь бинарную
модель со случайным распределением компонент.
Такая система при замене проводимостей σ1 � σ2
становится взаимной, а при дополнительной замене
концентрации (p → 1 − p) возвращается в исходное
состояние. Поэтому при такой двойной замене эф-
фективная проводимость не меняется, так что

σe(p;σ1, σ2) = σe(1− p;σ2, σ1) . (3)
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С учетом этого равенства соотношение взаимности
(2) для подобных систем принимает вид

σe(p;σ1, σ2)σe(1− p;σ1, σ2) = σ1 σ2 . (4)

Отсюда при p = 1/2 получаем [1]

σe(1/2;σ1, σ2) =
√
σ1 σ2 . (5)

Этот результат, как следует из его вывода, справед-
лив для изотропной двумерной бинарной системы
со случайным распределением компонент. В то же
время для модели со структурой шахматной доски
имеем p = 1/2, а замена σ1 � σ2 ее не меняет. Поэто-
му уже из соотношения взаимности (2) следует, что
результат (5) справедлив и для этой упорядоченной
модели. Выражение (5) было получено также в хо-
де непосредственного решения (с определением на-
пряженности электрического поля в каждой ячейке)
задачи о проводимости модели со структурой шах-
матной доски [3]. Можно показать [1] также, что ре-
зультат (5) справедлив и для квадратной решетки со
случайным распределением проводимостей связей
при их равной концентрации. Отметим, что во всех
трех случаях концентрация p = 1/2 является кри-
тической (порогом протекания), при которой проис-
ходит фазовый переход металл–диэлектрик [4].

Рассмотрим квадратную решетку, связи которой
содержат не обычные проводимости или сопротив-
ления, а индуктивность (L-связи) или электричес-
кую емкость (C-связи), случайным образом распре-
деленные. Проводимости таких связей чисто мни-
мые (бездиссипативные) и имеют вид [5]

σ1 = σL = i
c2

ωL
, σ2 = σC = −iωC , (6)

где под частотой ω следует понимать величину
ω + i0. В (6) L — индуктивность, C — емкость, c —
скорость света.

Эффективная проводимость подобной LC-систе-
мы в квазистационарном приближении [5] определя-
ется подстановкой мнимых проводимостей (6) в вы-
ражение для σe системы той же структуры с обыч-
ными проводимостями. Для неупорядоченной квад-
ратной LC-решетки с половинным составом подста-
новка σ1 и σ2 из (6) в формулу (5) дает [1]

σe(1/2;σL, σC) = c

√
C

L
. (7)

Этот результат кажется парадоксальным. Действи-
тельно, согласно формуле (7) LC-система с чисто
мнимыми (бездиссипативными) элементами облада-
ет вещественной эффективной проводимостью. Это

означает, что в ней происходит, как и в системе с
обычными (активными) сопротивлениями, диссипа-
ция энергии, т. е. имеются омические потери.

Объяснение этого феномена дано в работе [1] и
состоит в следующем. В неупорядоченной решетке
имеются LC-контуры с различными собственными
частотами. Энергия электрического поля затрачи-
вается на резонансное возбуждение колебаний этих
контуров. При этом реальная диссипация энергии
происходит при наличии в системе сколь угодно
малого поглощения. В бесконечной решетке спектр
собственных частот непрерывен, так что поглоще-
ние энергии происходит в широком диапазоне изме-
нения частоты ω.

Приведенные рассуждения иллюстрируют ре-
зультат (7), относящийся к квадратной решетке с
критической концентрацией. Однако эта аргумента-
ция в равной мере применима к любым LC-решет-
кам (в том числе трехмерным) и не ограничивается
критической концентрацией. Поэтому следует ожи-
дать, что существование омического сопротивления
в LC-системах является достаточно общим явлени-
ем.

2. Существование омической проводимости в
LC-системе было установлено в работе [1] на част-
ном примере неупорядоченной квадратной решет-
ки с критической концентрацией. Для исследования
этой проблемы в случае произвольной LC-решетки
необходимо выяснить некоторые общие свойства эф-
фективной проводимости σe из формулы (1) при
комплексных значениях аргументов σ1 и σ2 [6, 7].
Для этого введем безразмерную эффективную про-
водимость f согласно выражению

σe(p;σ1, σ2) = σ1 f(p, h) , h =
σ2
σ1

. (8)

В трехмерном случае под p следует понимать до-
лю объема, занятого первой компонентой, или долю
связей с проводимостью σ1 в решетке.

Согласно [5] в переменном электрическом по-
ле проводимость σ(ω) наравне с диэлектрической
проницаемостью является аналитической функцией
комплексной частоты ω при Imω > 0. Кроме того,
σ(ω) не имеет в верхней полуплоскости ω нулей. По-
этому безразмерная проводимость f , равная отно-
шению двух аналитических функций σe/σ1, также
аналитична при Imω > 0. Зависимость функции

f = f(p, ζ) (9)

осуществляется через аргумент

ζ = ζ(ω) =
σ2(ω)

σ1(ω)
. (10)

10 ЖЭТФ, вып. 2
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В свою очередь, с помощью этого соотношения верх-
няя полуплоскость ω конформно отображается на
некоторую область комплексной плоскости перемен-
ной ζ. В этой области величина f(p, ζ) аналитична
уже как функция аргумента ζ. Наибольшую по пло-
щади область дает отображение (10) с проводимос-
тями компонент, по форме совпадающими с σL и σC
из формулы (6):

ζ(ω) = −ω2

Ω2
, Ω =

c√
LC

. (11)

Однако здесь, в отличие от (6), величина ω являет-
ся комплексной переменной, определенной на всей
верхней полуплоскости; Ω — томсоновская частота.
Соотношением (11) верхняя полуплоскость Imω > 0

отображается на всю комплексную плоскость ζ за
исключением луча Im ζ = 0 и −∞ � Re ζ � 0.
Следовательно, безразмерная эффективная прово-
димость f(p, ζ) как функция аргумента ζ аналитич-
на на всей комплексной плоскости с разрезом вдоль
отрицательной действительной полуоси. При этом
любые особенности функции f(p, ζ) могут находить-
ся только на этом луче.

Согласно [5]

σ(−ω∗) = σ∗(ω) , (12)

так что

f(p, ζ(−ω∗)) = f∗(p, ζ(ω)), (13)

или при

ζ = ξ + iη (14)

имеем

f(p, ξ − iη) = f∗(p, ξ + iη) . (15)

Положив в (15) ξ = −t и η = 0, находим следующие
соотношения симметрии:

Re f (−)(p,−t) = Re f (+)(p,−t) , (16)

Im f (−)(p,−t) = − Im f (+)(p,−t) , (17)

где 0 � t � ∞. Здесь индексы «плюс» и «минус»
обозначают принадлежность функции f к верхнему
или нижнему берегу разреза вдоль луча — отрица-
тельной действительной полуоси.

Как известно [4], в двумерном случае имеется
одна критическая концентрация pc (порог протека-
ния). При концентрации первой компоненты p < pc

в бинарной двумерной системе имеется протекание
только по второй компоненте, а при p > pc —
только по первой. В трехмерном случае ситуация
иная — здесь критических концентраций две: pc1 и
pc2 (pc1 < pc2). При p < pc1 есть протекание толь-
ко по второй компоненте, в диапазоне pc1 < p < pc2
сосуществуют протекания по обеим компонентам, а
при p > pc2 отсутствует протекание по второй ком-
поненте.

Если σ2 = 0, то при изменении концентрации
первой компоненты от p > pc1 до p < pc1 в точ-
ке p = pc1 происходит фазовый переход металл–ди-
электрик: эффективная проводимость σe при всех
p � pc1 равна нулю. Если же σ2 �= 0, но мала
(σ2/σ1 � 1), то в окрестности критической концент-
рации pc1 в поведении эффективной проводимости
имеются известные аномалии, которые описывают-
ся в рамках гипотезы подобия [4]. Ниже понадобится
выражение для безразмерной эффективной прово-
димости f в самой критической точке:

f(pc1, h) = a0 h
s, h� 1. (18)

Здесь s — критический индекс (0 < s < 1), a0 ∼ 1 —
численный коэффициент. В двумерном случае s =

= 1/2, a0 = 1 и для функции f имеем

f(1/2, h) =
√
h (19)

— ср. с формулой (5).
В противоположном случае h
 1 с учетом опре-

деления величины pc2 для функции f(p, h) имеем
следующие асимптотики:

p > pc2 : f(p, h) � f(p,∞) + . . . , (20)

p < pc2 : f(p, h) � hA(p) +B(p) + . . . (21)

Здесь символ � означает асимптотическое выраже-
ние. В (21) A(p) и B(p) — некоторые функции кон-
центрации p. Опущенные в (20), (21) члены разло-
жения имеют порядок 1/h и выше.

Вычисляя при p > pc2 интеграл∫
f(p, z)− f(p,∞)

z − ζ

dz

2πi
, (22)

взятый вдоль контура, представляющего собой
окружность бесконечного радиуса, дополненную
обходом вокруг разреза (см. рисунок), получим
следующее дисперсионное соотношение:

p > pc2 : f(p, ζ) = f(p,∞)−

− 1

π

∞∫
0

Im f (+)(p,−t)
t+ ζ

dt . (23)
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Аналогичным образом находим второе дисперсион-
ное соотношение:

p < pc2 : f(p, ζ) = ζA(p) +B(p)−

− 1

π

∞∫
0

Im f (+)(p,−t)
t+ ζ

dt . (24)

Следовательно, знание величины Im f (+)(p,−t) как
функции действительной переменной t позволяет с
помощью этих соотношений находить f(p, ζ) в лю-
бой точке комплексной плоскости ζ. Если безраз-
мерная эффективная проводимость f(p, h) извест-
на во всем интервале 0 � h � ∞, то функцию
Im f (+)(p,−t) можно найти из соотношений (23),
(24) при ζ = h, рассматривая их как интегральные
уравнения.

3. В рассматриваемом квазистационарном при-
ближении выражение для эффективной проводимо-
сти LC-системы следует из общей формулы (8) с
заменой h → ζ при подстановке величин σ1 = σL и
σ2 = σC из (6). В результате аргумент ζ примет вид

ζ =
σC
σL

= − (ω + i0)2

Ω2
(25)

с Ω из формулы (11). Здесь ω — реальная (вещест-
венная) частота ω > 0. Подстановка (25) вместо h в
формулу (8) дает

σe(p;σL, σC) = i
c2

ωL
f (−)(p,−ω2/Ω2) . (26)

Индекс «минус» у функции f означает, что она
должна быть взята на нижнем берегу разреза.

Отделяя мнимую и действительную части, полу-
чим

Imσe(p;σL, σC) =
c2

ωL
Re f (−)(p,−ω2/Ω2) , (27)

Reσe(p;σL, σC) = − c2

ω2
Im f (−)(p,−ω2/Ω2) . (28)

С учетом соотношений симметрии (16), (17) выра-
жения (27), (28) принимают вид

Imσe(p;σL, σC) =
c2

ωL
Re f (+)(p,−ω2/Ω2) , (29)

Reσe(p;σL, σC) =
c2

ωL
Im f (+)(p,−ω2/Ω2) . (30)

Здесь индекс «плюс» означает верхний берег разре-
за. Таким образом, омическая проводимость Reσe
LC-cистемы выражается через ту же функцию
Im f (+)(p,−t), которая входит в дисперсионные со-
отношения (23), (24).

Величина Im f (+)(p,−t) может быть найдена в
явном виде для некоторых частных случаев. Так, в
двумерном случае из формулы (19) следует

f (+)(1/2,−t) = i
√
t , (31)

так что

Im f (+)(1/2,−ω2/Ω2) =
ω

Ω
. (32)

Соответствующая действительная часть функции
f (+)(1/2,−ω2/Ω2) в этом случае равна нулю. Под-
становка выражения (32) в общую формулу (30)
приводит, как и следует, к результату (7).

Из формулы (18) находим

f (+)(pc1,−t) = a0 t
s eisπ , (33)

откуда следует

Re f (+)(pc1,−ω2/Ω2) = a0

(ω
Ω

)2s

cos sπ , (34)

Im f (+)(pc1,−ω2/Ω2) = a0

(ω
Ω

)2s

sin sπ . (35)

Подстановка выражения (35) в общую формулу (30)
дает

Reσe(pc1;σL, σC) = a0
c2

L

ω2s−1

Ω2s
sin sπ . (36)

В трехмерном случае s ≈ 0.7 [7] и 2s− 1 ≈ 0.4, так
что величина Reσe зависит от частоты примерно
как ω1/2.
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Таким образом, согласно формуле (30) действи-
тельная часть эффективной проводимости LC-ре-
шетки, ответственная за омические потери, выра-
жается через величину Im f (+)(p,−t), характеризу-
ющую математическую особенность функции f(p, ζ)
на разрезе плоскости комплексного аргумента ζ. Эта
же величина входит в дисперсионные соотношения
(23), (24), из которых следует, что Im f (+)(p,−t)
отлична от нуля при любой концентрации p. С
другой стороны, при фиксированном p величина
Im f (+)(p,−t) �= 0 по крайней мере в некотором
диапазоне изменения аргумента t. Следует ожи-
дать поэтому, что для неупорядоченных LC-реше-
ток Reσe �= 0 в широкой области изменения как
концентрации, так и частоты. Отличие Reσe от ну-
ля означает наличие омических потерь энергии, так
что должно выполняться неравенство

Im f (+)(p,−t) � 0 (37)

при всех 0 � t � ∞. Справедливость этого неравен-
ства подтверждается частными случаями — см. (32)
и (35).

Как отмечено в разд. 1, в неупорядоченной
LC-решетке имеется множество LC-цепочек с раз-
личными собственными частотами ων . Поэтому ве-
личина f(p,−ω2/Ω2) как отклик на внешнее пере-
менное электрическое поле представляет собой сум-
му резонансных слагаемых типа 1/(ω2−ω2

ν), чему в
функции f(p, ζ) отвечают слагаемые полюсного ви-
да 1/(ζ + tν), где tν > 0. Поэтому при ζ = −t + i0

для мнимой части f (+)(p,−t) получаем

Im f (+)(p,−t) =
∑
ν

Fν δ(t− tν), Fν > 0. (38)

Для LC-решеток конечного размера спектр час-
тот ων , как и величин tν , дискретен, так что
Im f (+)(p,−t) представляет собой сумму дель-
та-функций. При переходе к решеткам бесконечно-
го размера спектр величин tν становится непрерыв-
ным, сумма в (38) заменяется на интеграл и за-
висимость Im f (+)(p,−t) от аргумента t становится
«нормальной» — монотонной. Приведенные частные
примеры (32) и (35) относятся к бесконечным систе-
мам, так как только для них имеет смысл введение
понятия критической концентрации.

Ввиду важности величины Im f (+)(p,−t) для
всей задачи о проводимости двухкомпонентных ком-
позитов необходимо найти мнимую часть f (+)(p,−t)
для неупорядоченных, например, квадратной и ку-
бической LC-решеток. В принципе это можно сде-
лать, вычисляя в ходе обычного компьютерного экс-
перимента в режиме постоянного тока эффектив-
ную проводимость σe решетки с проводимостями
σ1 = 1, σ2 = −t + iε, где ε → +0. Затем величи-
на Im f (+)(p,−t) определяется из соотношения

σe(p; 1,−t+ iε) = f(p,−t+ iε)

при достаточно малом ε. Такой подход, однако, весь-
ма трудозатратен, а использование полученной для
Im f (+)(p,−t) «гребенки» не слишком удобно. Бо-
лее реалистичным представляется определение ве-
личины Im f (+)(p,−t) из дисперсионных соотноше-
ний (23), (24) как интегральных уравнений. Аппрок-
симируя Im f (+)(p,−t) ступенчатой функцией аргу-
мента t, результат вычислений получим в виде ги-
стограммы. Этот график даст общее представление
о зависимости функции Im f (+)(p,−t) от t при за-
данной концентрации p.
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рисунки в том формате, в котором они готовились).
В том случае, если статья посылается по электрон-
ной почте, текст должен быть представлен допол-
нительно в формате ps или pdf.

5. Статьи должны быть напечатаны шрифтом 12
пунктов в одну колонку через полтора интервала,
на одной стороне листа, с полями с левой стороны

листа не у́же 4 см; рукописные вставки не допуска-
ются. В обозначениях и индексах (в тексте и на ри-
сунках) не должно быть русских букв. Например,
следует писать Popt, а не Pопт. Все сколько-нибудь
громоздкие формулы должны выноситься на от-
дельные строки. Векторные величины должны быть
выделены прямым полужирным шрифтом.

Все страницы рукописи должны быть пронуме-
рованы. Таблицы, аннотация, литература, подписи
к рисункам должны быть напечатаны на отдельных
страницах.

6. Подстрочные примечания должны иметь
сплошную нумерацию по всей статье. Цитируемая
литература должна даваться не в виде подстрочных
примечаний, а общим списком в конце статьи с ука-
занием в тексте статьи ссылки порядковой цифрой
в прямых скобках (например, [1]). Литература да-
ется в порядке упоминания в статье. Указываются
инициалы и фамилии авторов (всех авторов, если
число авторов меньше четырех, и троих и др., если
число авторов больше четырех). Порядок оформле-
ния литературы виден из следующих примеров:

1. В. Б. Берестецкий, Е. М. Лифшиц, Л. П. Пита-
евский, Квантовая электродинамика, Наука,
Москва (1984), с. 1.

2. А. М. Сергеев, Р. И. Чернова, А. Я. Сергиенко,
ФТТ 30, 835 (1988).

3. R. Brewer, J. M. Faber, C. N. Malleson et al.,
Phys. Rev. A 18, 1632 (1978).

4. A. N. Stirling and D. Watson, in Progress in Low
Temperature Physics, ed. by D. F. Brewer, North
Holland, Amsterdam (1986), Vol. 10, p. 683.

5. К. Д. Громов, М. Э. Ландсберг, в сб. Тез. докл.
X Всесоюзн. конф. по физике низких темпе-
ратур (Ташкент, 1986), Наука, Москва (1987),
с. 434.

6. M. P. Elliot, V. Rumford, and A. A. Smith,
Preprint TH 4302-CERN (1988).
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7. Л. Н. Шалимова, А. С. Крюков, Препринт
ОИЯИ №P-16-22 (1987).

8. Н. В. Васильев, Дисс. ... канд. физ.-матем. на-
ук, МГУ, Москва (1985).

9. A. Fang and С. Howald, E-print archives, cond-
mat/0404452.

7. Все рисунки и чертежи должны быть выпол-
нены четко, в формате, обеспечивающем ясность по-
нимания всех деталей; это особенно относится к фо-
токопиям. Надписи на рисунках следует по возмож-
ности заменять цифрами и буквенными обозначени-
ями, разъясняемыми в подписи к рисунку или в тек-

сте. В рукописи рисунки должны быть представле-
ны на отдельных страницах в конце статьи.

8. Редакция посылает автору одну корректуру
по электронной почте в виде ∗.ps-файла. Постра-
ничный список исправлений должен быть отправлен
автором на электронный адрес журнала в течение
недели.

9. К рукописи необходимо приложить электрон-
ный адрес (e-mail), почтовый адрес места работы
с индексом, фамилию, полное имя и отчество ав-
тора, с которым предпочтительно вести переписку,
а также номер телефона, служебного или домашне-
го.

303



Главный редактор А. И. СМИРНОВ

Редколлегия:

д-р физ.-мат. наук И. Г. ЗУБАРЕВ,
д-р физ.-мат. наук Е. И. КАЦ (зам. гл. редактора, представительство ЖЭТФ во Франции),

д-р физ.-мат. наук В. П. КРАЙНОВ, акад. М. В. САДОВСКИЙ, канд. физ.-мат. наук С. С. СОСИН,
канд. физ.-мат. наук Ю. С. БАРАШ, член-корр. РАН С. В. ТРОИЦКИЙ (зам. гл. редактора),
член-корр. РАН И. А. ФОМИН (зам. гл. редактора), д-р физ.-мат. наук А. В. ФИЛИППОВ,

д-р физ.-мат. наук Д. Е. ХМЕЛЬНИЦКИЙ
(зам. гл. редактора, представительство ЖЭТФ в Великобритании),
д-р физ.-мат. наук А. А. ЦЕЙТЛИН, акад. А. М. ЧЕРЕПАЩУК

Редакционный совет:

акад. А. Ф. АНДРЕЕВ (председатель),
член-корр. РАН В. В. ЛЕБЕДЕВ, д-р физ.-мат. наук В. С. ПОПОВ

Зав. редакцией Н. Г. Церевитинова
Редакторы: Л. Б. Кульчицкая, Т. Г. Орехова, Т. Н. Смирнова

304



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


