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Рассматривается задача на собственные значения для двумерного оператора Лапласа со смешанны-
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ВВЕДЕНИЕ

Для решения рассматриваемой задачи исполь-
зуется метод без насыщения К.И. Бабенко [1], кото-
рый автоматически настраивается на гладкость ре-
шения (его точность тем выше, чем большим усло-
виям гладкости удовлетворяет решение). A priori
гладкость решения может быть неизвестна. По-
дробнее с многочисленными примерами расчета
собственных значений для оператора Лапласа с
однородными краевыми условиями см. [2].

Задача Зарембы опубликована в 1910 г. [3]. Со-
временные исследования этой задачи проводили
Н. Тарханов, А.А. Шлапунов и др., см. [4–9]. В этих
работах задача Зарембы рассматривается аналити-
чески в круге. В настоящей работе задача Зарем-
бы исследуется численно. Задача рассматривает-
ся в произвольной гладкой области, для которой
известно конформное отображение этой области
на круг (аналитическое или численное). В по-
следнем случае достаточно знать параметриче-
ские уравнения границы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В произвольной области G ∈ R2 с достаточно
гладкой границей ∂G рассмотрим задачу (1)–(3):

(1)

(2)

( )Δ + = ∈) ,( 0,u z F z z G

∂ =
1

0,Gu

(3)

Здесь функция F(z) либо задана, либо F(z) =
= [Q(z) + λP(z)]u(z), где Q(z) и P(z) – заданные
функции, , и в этом случае имеем
задачу на собственные значения для оператора
Лапласа; A – заданная на границе ∂G2 гладкая
функция; n – единичный вектор внешней норма-
ли к ∂G2. В дальнейшем будем считать, что F, Q и
P – гладкие функции, P(z) ≥ δ > 0. Пусть z = ϕ(ζ),
|ζ| ≤ 1 – конформное отображение единичного кру-
га на область G, тогда в плоскости ζ формально по-
лучаем те же соотношения (1)–(3), где, однако,
вместо u(z) и F(z) следует писать u(ζ) = u(z(ζ)) и
|ϕ'(ζ)|2F(z(ζ)), а вместо A – α(θ) = 

Обозначим через 

функцию Грина оператора Лапласа в круге с кра-
евым условием Дирихле. Из (1)–(3) имеем

(4)

(5)

(6)
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где  Здесь ψ(θ) – значение u на грани-
це. Для задачи Дирихле ψ(θ) = 0, а для задачи За-
рембы должна быть выбрана с учетом краевого
условия (6):

Для интерполяции функции |ϕ'(x)|2[q(ξ) +
+ 1 применяется глобальная интерполя-
ционная формула К.И. Бабенко для функции
двух переменных в круге, см. [10, формула 3.2.1].
Для погрешности этой формулы ρM(⋅; f ) справед-
лива

Т е о р е м а  (К. И. Бабенко). Рассмотрим класс
функций  удовлетворяющих в

круге D условиям  тогда, если

f ∈ , то

(8)

где cμ – константа, зависящая от μ.
Таким образом, из рассмотрения формулы (8)

видно, что при одинаковом числе узлов интерпо-
ляции M скорость убывания погрешности интер-
поляционной формулы (8) возрастает с ростом μ,
т.е. с ростом гладкости интерполируемой функ-
ции f. Это означает, что полученная интерполя-
ционная формула не имеет насыщения.

2. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ
В силу граничного условия (6) последний ин-

теграл в (7) принимает вид

(8)

Здесь ψ(θ) на части границы  неизвест-
но и должно быть определено из граничного
условия (6). Сделаем в интеграле (8) замену:

(9)

Тогда получаем  = ,

где θ определено в (9). Для функции ψ(x) приме-
ним интерполяционную формулу Лагранжа с уз-
лами в нулях полинома Чебышева степени l [1]:

1 Полученные интегралы вычисляются аналитически.
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Дело сводится к вычислению интегралов

(10)

где θ определено в (9), .
Отсюда следует

(11)

 Далее, подстав-

ляя в (7), получаем:
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Пусть C = 

Подставляем в соотношение (12), тогда имеем

(14)

Пусть в (14) ς пробегает узлы интерполяции
внутри круга, тогда имеем

где θi определено в (13).

3. РЕКУРРЕНТНАЯ ФОРМУЛА

Формулы для  (cм. (11))  требуют-
ся формулы для  (см. (10)), K0(ς, θ) =

= , ς = ρeiϕ. Следовательно, нужны

формулы для интегралов , где θ

определено в (9). Обозначим:
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Рис. 1. λ1 = –1.828.

−0.5

0

0.5

1.0
Y

−0.5

−0.5
−0.4
−0.3
−0.2
−0.1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

Собственная 
функция 

0

−0.6
−0.7

0.5 1.0 X0

Рис. 2. λ2 = 5.194.

−0.5

0

0.5

1.0
Y

−0.5

−0.4
−0.2
0.2

0.4

0.8
1.0
1.2
1.4
1.6

0.6

0

−0.6
−0.8
−1.0
−1.2
−1.4
−1.6

0.5 1.0 X0

Собственная 
функция 

Рис. 3. λ3 =14.681970642.
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4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Расчеты проводились для круга единичного
радиуса (A = 1, , Q ≡ 0, P ≡ 1) и обла-
сти, получающейся из круга конформным отоб-
ражением: z = ς(1 + 0.0625 · ς12) при тех же пара-
метрах граничных условий (A = 1, ).
Граница этой области имеет в 12 точках кривизну,
равную –2710, т.е. порядка 103. В круге выбира-
лась сетка из 9 окружностей с расположением то-
чек по окружностям (начиная с первой, ближай-
шей к границе): /27,25,23,21,17,9,7,3,3/. Второй
расчет проводится на сетке из 15 окружностей по
31 точке на каждой окружности (это максималь-
ная допустимая методикой сетка).

Из рассмотрения табл. 1 видим, что у операто-
ра –Δ есть отрицательное собственное значение,
т.е. он не положительно определен. Третье соб-
ственное значение в круге совпадает со всеми
знаками на двух сетках. Видимо, это объясняется
строением собственной формы (рис. 4). Соб-
ственные формы для трех первых собственных
значений в круге приведены на рис. 1–3.

θ = θ = π1 20,

θ = θ = π1 20,

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На доступных для описанной методики сетках
с приемлемой точностью вычислены по четыре
собственных значения задач Заремба в круге и в
области, ограниченной эпитрохоидой (эпитрохо-
ида кривая, которую описывает точка малого кру-
га, катящегося по большому кругу, в данном слу-
чае по кругу радиуса 1; для этой области известно
конформное круга отображение на эту область).
Третье собственное значение для круга определе-
но с 9-ю знаками после запятой, а для эпитрохои-
ды с 3-мя знаками после запятой. Погрешность
определения остальных собственных значений
легко найти из табл. 1. Из рассмотрения таблицы
видим, что у оператора –Δ есть отрицательное
собственное значение, т.е. он не положительно
определен.
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In the present work we consider an eigenvalue problem for a two-dimensional Laplace operator with mixed
boundary condition (the Zaremba problem) which (presumably) has a smooth solution inside the domain.
Calculations show that the operator –Δ has a negative eigenvalue, i.e., it is not positively defined.

Keywords: problem of Zaremba, Laplace’s equation, problem of eigen values



10

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 500,
с. 10–15

О ГАУССОВСКИХ ОПЕРАТОРАХ ПЕРЕХОДА
© 2021 г.   Г. А. Алексеев1,2,*, К. А. Афонин1,2, В. И. Богачев1,2,3,4,*

Представлено академиком РАН А.С. Холево 05.04.2021 г.
Поступило 09.04.2021 г.

После доработки 09.04.2021 г.
Принято к публикации 13.08.2021 г.

В работе получен ряд обобщений известной характеризации гауссовских операторов перехода.

Ключевые слова: гауссовская мера, феллеровский оператор
DOI: 10.31857/S2686954321050027

В теореме 1 работы А.С. Холево [1] (см. также
[2]) установлено, что всякий феллеровский линей-
ный оператор T в пространстве  ограничен-
ных борелевских мер на , переводящий гауссов-
ские меры в гауссовские, представляет собой
свертку фиксированной гауссовской меры с обра-
зом меры при линейном операторе, т. е. имеет вид

(1)

где  – некоторая гауссовская мера,  – об-
раз меры  при некотором линейном операторе S,
задаваемый на борелевских множествах форму-
лой

В нашей работе теорема 1 работы [1] обобщена
в нескольких направлениях: 1) показано, что до-
статочно иметь гауссовость образов при T лишь
для гауссовских мер, сосредоточенных на аффин-
ных прямых, 2) получен бесконечномерный ана-
лог, 3) ослаблено условие феллеровости операто-
ра T, в частности, достаточно его секвенциальной
непрерывности в слабой топологии.

Сразу отметим, что оператор T указанного ви-
да однозначно восстанавливается по образам ди-

R( )nM
R

n

−μ = γ ∗ μ ,�

1
0 ( )T S

γ0
−μ �

1S
μ

− −μ = μ .�

1 1( )( ) ( ( ))S B S B

раковских мер , ибо  и  есть разность
средних гауссовских мер  и . Поэтому
можно было бы предположить, что достаточно
гауссовости образов мер Дирака. Однако это не-
верно уже на прямой: в качестве  можно взять
образ меры  при гомеоморфизме . Тем не
менее гауссовости образов одномерных гауссов-
ских мер оказывается достаточно. Ниже приведе-
ны простые примеры, показывающие, что нельзя
отказаться и от условия феллеровости T, хотя уда-
ется его ослабить.

Для вполне регулярного топологического про-
странства X обозначим через  пространство
ограниченных непрерывных функций на X и че-
рез  пространство всех ограниченных (воз-
можно знакопеременных) радоновских мер на X,
см. [3]. Пространство  можно наделить нор-
мой ||μ|| полной вариации, а также слабой тополо-
гией, порожденной двойственностью с простран-
ством , см. [3].

Отображение  называется
феллеровским, если существует такое отображение

, что

Феллеровость равносильна линейности и непре-
рывности в слабой топологии. При этом оператор
T автоматически оказывается ограниченным от-
носительно нормы полной вариации (это следует
из теоремы Банаха–Штейнгауза).

Гауссовской мерой на  называется образ стан-

дартной гауссовской меры с плотностью 
при аффинной функции. В том числе гауссовской

δx γ = δ0 0T Sx
δxT δ0T

μT
μ �

3x x

( )bC X

( )M X

( )M X

( )bC X

→: ( ) ( )T M X M X

→*: ( ) ( )b bT C X C X

μ = μ ∀ ∈ ,

μ ∈

 ( ) ( ) * ( ) ( ) ( )

( )

b
X X

f x T dx T f x dx f C X
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считается дираковская мера  в точке . Гауссов-
ской мерой (см. [4]) на локально выпуклом про-
странстве X с топологическим сопряженным X*
будем называть вероятностную радоновскую ме-
ру  на X, для которой одномерные образы 
гауссовы. Такая мера обладает средним , для
которого  есть интеграл от f по мере  для
всякого . Одномерной гауссовской мерой
называется мера, сосредоточенная на одномер-
ном аффинном подпространстве, т. е. образ стан-
дартной гауссовской меры при аффинном отоб-
ражении вида

с одномерным образом, где .

Т е о р е м а  1. Представление (1) феллеровских
операторов в  остается в силе и для локально
выпуклого пространства X, причем гауссовость об-
разов при  достаточно иметь лишь для одномер-
ных гауссовских мер.

Ввиду этого обобщения доказательство из ра-
боты [1] для  становится заметно короче (ниже
приведено это рассуждение). На самом деле нами
доказано более общее утверждение, причем и для

 оно несколько отличается от результата работы
[1] (хотя при этом применен метод из [1]).

Обозначим через  линейную оболочку
множества гауссовских радоновских мер на ло-
кально выпуклом пространстве X.

Т е о р е м а  2. Пусть линейное отображение
 переводит все одномерные гаус-

совские меры в гауссовские, причем для всякого
 есть такая функция , ограни-

ченная и непрерывная на каждой аффинной прямой,
что для всех одномерных гауссовских мер  имеем

Тогда найдутся гауссовская мера  и линейный опе-
ратор  такие, что (1) верно для всех дира-
ковских мер.

Если же, кроме того, оператор T задан и линеен
на всем пространстве  и непрерывен в слабой
топологии, то оператор  непрерывен и  имеет
вид (1) для всех мер из .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для  и 
положим ,

δa a

γ −γ � 1f
γ( )a

γ( ( ))f a γ
∈ *f X

, → , +�R:x yL X t tx y

, ∈x y X

( )M X

T

R
n

R

( )LG X

→: ( ) ( )T LG X M X

∈ *f X →:fg X C

ν

ν = ν. exp( ) ( ) f
X X

if d T g d

γ0
→:S X X

( )M X
S T

( )M X

, ∈x y X ∈ *f X
, , = +( ) ( )x y f fg t g tx y

, ,
− −

, , ,

→ ,
ν = ν , ν ∈ .� �

1 1

: ( ) ( )

( ) ( )
x y f

x y f x y

G LG LG

G T L f LG

R R

R

Тогда  по условию отображает гауссовские
меры на прямой в гауссовские. Кроме того, для
каждого  выполнено равенство

Это означает, что экспоненте  можно со-
поставить функцию

интеграл от которой по мере ν равен интегралу от
 по мере . Значит, согласно теореме 3

ниже,  имеет представление (1), т.е.

(2)

где  и  –
линейная функция, . Подста-
вив в (2) меру Дирака , получим

(3)

Из (3) следует равенство средних

(4)

Положим

Докажем линейность S. В самом деле, равенство
(4) принимает вид

(5)

Так как , то при y = 0 получим в (5) для
всех  равенство

В силу произвольности  заключаем, что

Теперь запишем (5) в виде

(6)

Воспользовавшись однородностью , имеем

(7)

, ,x y fG

∈Rs

, ,

, ,
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
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АЛЕКСЕЕВ и др.

Поменяв  в (6) местами, получим, что

Тогда, переходя к пределу при  в (7), заклю-
чаем, что для всех  и  выполнено
равенство

Поэтому  аддитивно. Линейность  доказана.
Теперь установим, что T имеет вид (1) для ди-

раковских мер. Действительно, взяв в равенстве
(3) вектор  и число t = 1 и учитывая, что

получим

Значит,  для всех . Первое
утверждение доказано. Перейдем к доказатель-
ству второго утверждения. Из непрерывности T
следует, что для всякой направленности элемен-
тов , сходящейся к нулю, имеет место сла-
бая сходимость мер

Выведем из этого непрерывность S. Предположим,
что S разрывно в нуле. Тогда найдутся направлен-
ность элементов  и непрерывная полунорма
q такие, что , но  для всех α. Кроме
того, существует R > 0 такое, что . По-
ложим . Тогда  для всех .
Поэтому V ∩ (V –  = , откуда

что противоречит слабой сходимости  к
мере γ. Так как  плотно в  в слабой то-
пологии, то T имеет вид (1) на .

Итак, теперь гауссовость образов достаточно
проверять лишь для гауссовских мер на аффин-
ных прямых. Осталось доказать теорему 2 для .
Применим метод работы [1] с заметными упро-
щениями для n = 1. Гауссовскую меру на  со
средним a и дисперсией  обозначим через .

Т е о р е м а  3. Пусть отображение T :  →
→  переводит гауссовские меры в гауссов-
ские, причем для каждого  есть такая функ-
ция , что

,x y

→
+ = .

0
lim ( ( )) ( )
t

f S x ty f Sx

→ ∞t
, ∈x y X ∈ *f X
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δ = γ ∗ δ  γ .0 0( )x SxT

α ∈x X
α → 0x α >( ) 1q Sx

γ < >( ) 1/2q R
= <{ }V q R α ∉(2 ) 2S Rx V α

α(2 ))S Rx ∅

ααγ − = γ ∗ δ < ,(2 )
1( (2 )) ( )
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( )LG X ( )M X
( )M X

R

R
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λ ∈ R( )bg C

λ

λ μ =
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


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( ) ( ) ( )

i x T dx

g x dx LG R

Тогда T линейно и найдутся такие гауссовская мера
 и линейная функция , что (1) верно для

всех .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Отображение  линейно

на , ибо правая часть равенства выше линей-
на по  и преобразование Фурье инъективно. Гаус-
совская мера  с  отображается в гауссовскую
меру . Функции  и  не-
прерывны по совокупности переменных. Это сле-
дует из равносильности поточечной сходимости
преобразований Фурье гауссовских мер и сходимо-
сти средних и дисперсий и того, что для всех 
имеем

где через  обозначено преобразование Фурье
меры . В частности,

откуда получаем

(8)

Рассмотрим задачу Коши для одномерного урав-
нения теплопроводности

(9)

Так как плотность меры  является фундамен-
тальным решением уравнения теплопроводно-
сти, то (8) означает, что функция

есть решение (9). Оно бесконечно дифференци-
руемо по  при t > 0, что дает гладкость функ-
ций  и  в той же области. Подставляя

в уравнение теплопроводности и дифференци-
руя, получаем

Так как левая часть содержит члены не выше вто-
рого порядка по λ, то имеем . Учитывая
это, приходим к двум уравнениям

(10)

γ0 →R R:S
μ ∈ R( )LG

T
R( )LG

μ
,μx t ≥ 0t

, , ,σ ,μ = μ ( ) ( )x t a x t x tT ,( )a x t σ ,( )x t

λ ∈R

, ,σ ,

, λ ,

μ λ =

= λ μ = μ , 
( ) ( )( )( )

exp( ) ( ) ( ) ( )
a x t x t

x t x t

F

i y T dy g y dy

μ( )F
μ

, ,σ , λ , λμ λ = μ = ,( 0) ( 0) 0( )( ) ( ) ( ) ( )a x x xF g y dy g x

, ,σ ,

, ,σ , ,

μ λ =

= μ λ μ , λ ∈ .
( ) ( )

( 0) ( 0)

( )( )

( )( ) ( )
a x t x t

a y y x t

F

F dy R

−
λ∂ = ∂ , , = .1 22 ( 0) ( )t xu u u x g x

,μx t

λ , ,σ ,, = μ λ( ) ( )( ) ( )( )a x t x tu x t F

,( )x t
,( )a x t σ ,( )x t

−
λ , = λ , − λ σ ,1 2( ) exp( ( ) 2 ( ))u x t i a x t x t

λ∂ − λ ∂ σ =
= λ∂ − λ ∂ σ + λ∂ − λ ∂ σ .

2

2 2 2 2 2

8 4

4 2 ( 2 )
t t

x x x x

i a

i a i a

∂ σ = 0x

∂ = ∂ , ∂ σ = ∂ .2 22 ( )t x t xa a a
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Поскольку  не зависит от x, то второе уравнение
в (10) дает равенство

т.е. функция  линейна по x. Тогда с учетом
первого уравнения в (10) получим, что  не
зависит от t. Таким образом,

Тогда снова из второго равенства в (10) видно, что
функция  линейна по t. Окончательно полу-
чаем

Положим . Тогда для всех  выпол-
нено равенство преобразований Фурье

поэтому .
З а м е ч а н и е  1. Хотя предыдущая теорема

ослабляет условие феллеровости, полностью от
него отказаться нельзя. Это ясно из того, что опе-
ратор вида (1) феллеров, причем легко указать
примеры непрерывных операторов в , не яв-
ляющихся феллеровскими, но переводящих гаус-
совские меры в гауссовские. Запишем  как
прямую сумму трех замкнутых по норме подпро-
странств: пространства Ma абсолютно непрерыв-
ных мер, пространства Md мер, сосредоточенных
на счетных множествах, и пространства Ms сингу-
лярных мер без атомов. Оператор μ = μa + μd +
+  тождественен на гауссовских мер,
но разрывен в слабой топологии, ибо равен нулю
на плотном в слабой топологии множестве Ms.
Оператор , где  – стандартная
гауссовская мера, также переводит гауссовские
меры в гауссовские, но не имеет вида (1) даже на
гауссовских мерах.

Перейдем к аналогу теоремы 2 для секвенци-
ально непрерывных операторов. В частности, мы
увидим, что для метризуемого пространства X
слабая непрерывность оператора в  равно-
сильна секвенциальной непрерывности, хотя
пространство  неметризуемо в слабой топо-

σ

, = + , ,( ) (0 )ta x t A x a t

,( )a x t
,( )a x t

,μ δ

, = = + , ,
, = = .

0 0 0

( ) ( ) (0 0)
(0 0) T T
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,μ δσ , = + σ , , σ , = σ = σ .
0 0 0

2( ) (0 0) (0 0) T Tx t A t

=( )S x Ax λ ∈R

λ ,
−

−

,
−

,
−

,
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= λ , − λ σ , =

= λ + , ×
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= δ λ μ λ =
= δ λ μ λ =
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�
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1 2

1 2 2

0
1

0
1

0
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u x t F T

i a x t x t
i S x a
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−
, ,μ = δ ∗ μ �

1
0 ( )x t x tT T S

R( )M

( )M R

μ μ + μ�s a d

μ = δ ∗ μ + γ ∗ μ1 1a d γ1

( )M X

( )M X

логии. В общем локально выпуклом пространстве
X секвенциально непрерывный оператор S задает
отображение  посредством (1), причем су-
ществуют секвенциально непрерывные разрыв-
ные операторы S.

Пусть  – вполне регулярное пространство,
 – множество мер из , сосредоточен-

ных на счетных объединениях метризуемых ком-
пактов (или, что равносильно, на суслинских мно-
жествах);  – линейное подпространство в

. Если  – локально выпуклое простран-
ство, то  (см. [4, теорема 3.4.1]) и

 при . Пусть  –
линейное пространство ограниченных секвенци-
ально непрерывных функций на . Функции из

 измеримы относительно всех мер из ,
поэтому на  и  можно ввести тополо-
гию , порожденную двойственностью с

. Эта топология сильнее слабой, если на X
есть разрывные секвенциально непрерывные
функции (такое пространство не секвенциально,
т.е. содержит незамкнутые секвенциально за-
мкнутые множества).

Л е м м а  1. Линейное отображение T :  →
→ MS(X) непрерывно в топологии  в точности
тогда, когда оно секвенциально непрерывно.

Если X метризуемо (или секвенциально), то это
же верно и для операторов из  в .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T секвенциально
непрерывно. Тогда оно ограничено как оператор
на  с нормой полной вариации. Это следует
из того, что T отображает сходящиеся по норме к
нулю последовательности в ограниченные. Для

 положим

Тогда , ибо при  в  имеем
 в топологии , поэтому  в то-

пологии . Кроме того,  ≤ .
Для меры , являющейся линейной комбина-

цией мер Дирака, имеем

Равенство верно и для всякой меры  из  с
компактным метризуемым носителем K, так как
она есть предел в слабой топологии последова-
тельности мер  с конечными носителями в .
При этом имеет место и сходимость в топологии

, ибо для всякой функции  ее суже-
ние на K непрерывно в силу метризуемости K, что
дает функцию , совпадающую с f на K,
но интегралы от f и g по мерам, сосредоточенным

( )LG X

X
( )SM X ( )M X

( )SM X
( )M X X

⊂( ) ( )SLG X M X
μ ∗ ν ∈ ( )SM X μ,ν ∈ ( )SM X ( )bSC X

X
( )bSC X ( )SM X

( )SM X ( )LG X
τSC

( )bSC X

( )SM X
τSC

( )M X ( )M X

( )SM X

∈ ( )bf SC X

= δ .* ( ) ( ) ( )x
X

T f x f y T dy

∈* ( )bT f SC X →nx x X
δ → δ

nx x τSC δ → δ
nx xT T

τSC ∈sup | * ( )|x X T f x || |||| ||f T
μ

μ = μ , ∈ . ( ) ( ) * ( ) ( ) ( )bf x T dx T f x dx f SC X

μ ( )SM X

μn K

τSC ∈ ( )bf SC X

∈ ( )bg C X
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АЛЕКСЕЕВ и др.

на K, равны. Теперь равенство распространяется
на все меры  с помощью приближения
по вариации мерами с метризуемыми компакт-
ными носителями. Это влечет непрерывность  в
топологии .

Можно было использовать и то, что всякая ме-
ра  из  есть предел последовательности
линейных комбинаций мер Дирака в топологии

. В самом деле,  сосредоточена на объедине-
нии  возрастающих метризуемых компактов .
Вложим  гомеоморфно в  и найдем меры  с
конечными носителями в , слабо сходящиеся к

 на . Это даст сходимость в топологии  на
 ввиду равномерной плотности мер  на .

Т е о р е м а  4. Пусть линейный оператор
 → MS(X) отображает одномерные гаус-

совские меры в гауссовские и непрерывен в тополо-
гии . Тогда найдутся гауссовская мера  и ли-
нейный секвенциально непрерывный оператор

 такие, что (1) верно для всех мер из
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непрерывность опера-
тора в топологии  равносильна тому, что для
каждой функции  функция  также
принадлежит , причем равенство

выполнено для всех . Тогда, взяв точки
 и функционал , для всех 

получим тождество

причем функция  лежит в .
Таким образом, в обозначениях теоремы 2 экспо-
ненте exp(if) соответствует функция

По первому утверждению теоремы 2 оператор 
на мерах Дирака имеет вид (1) с некоторыми гаус-
совской мерой  и линейным оператором

. Заметим, что  секвенциально непре-
рывен. Это видно из того же рассуждения, что и
выше в случае непрерывности, а также следует из
сходимости средних слабо сходящейся последо-
вательности гауссовских мер (см. [3, предложение
2.7.19]). Так как  секвенциально непрерывно, то
оно измеримо для каждой меры  из . Поэто-
му корректно определен линейный оператор

Отображение R непрерывно в топологии .
Действительно, для всякой функции 
функция

секвенциально непрерывна и ограничена и при
 имеем

Операторы T и R равны на линейной оболочке
дираковских мер и непрерывны в топологии .
Значит, они равны на , ибо эта линейная
оболочка плотна в  в топологии .

Отметим, что для слабой топологии вместо 
лемма неверна. Например, если  – компакти-
фикация Стоуна–Чеха множества натуральных
чисел , то из слабой сходимости в M(X) следует
сходимость на всех борелевских множествах (см.
[3, предложение 5.6.15]), поэтому функционал

 секвенциально непрерывен, но разры-
вен в слабой топологии, если B – борелевское
множество с разрывным индикатором (напри-
мер, точка из ).

Заметим, что преобразования вида (1) сохра-
няют некоторые другие интересные классы мер (с

 из соответствующего класса), в том числе лога-
рифмически вогнутые (см. [3]) и устойчивые (см.
[5]). Интересно изучить для них аналоги характе-
ризации (1). В работе [6] показано, что диффузи-
онные полугруппы, сохраняющие логарифмиче-
скую вогнутость, являются гауссовскими, их пе-
реходные операторы имеют вид (1).
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В данном сообщении развивается теория малых сокращений для ассоциативных алгебр с базисом
из обратимых элементов, заданных образующими и определяющими соотношениями. Изучаются
фактор-алгебры групповой алгебры свободной группы, вводятся три аксиомы для определяющих
соотношений, которые выражают свойство малых сокращений для колец. Авторы показывают, что
такое кольцо нетривиально и называют его кольцом с малыми сокращениями.

Ключевые слова: кольцо с малыми сокращениями, поворот, мультиповорот, задание кольца образу-
ющими и определяющими соотношениями, группа с малыми сокращениями, групповая алгебра
DOI: 10.31857/S2686954321050192

В данной работе приводится аксиоматическое
определение кольца с малыми сокращениями, за-
данного образующими и определяющими соот-
ношениями. Формулируется теорема о нетриви-
альности кольца с малыми сокращениями (см.
теорема 1). Полное доказательство этого резуль-
тата занимает около 300 с. и его предварительное
изложение представлено в препринте [3].

1. ОПИСАНИЕ ПРОБЛЕМЫ

Следующий вопрос представляет несомнен-
ный интерес: Если взаимодействия между опре-
деляющими соотношениями являются слабыми в
определенном смысле, будет ли полученная ал-
гебра обладать некоторыми свойствами свобод-
ной алгебры?

В случае групп, полугрупп и моноидов теория
малых сокращений дает положительный ответ
(см. детали в [10, 17]). Однако построение такой
теории для систем с несколькими операциями
сталкивается со значительными трудностями.
Общая теория ассоциативных колец с базисом из
обратимых элементов, представленная в этой ра-
боте, была построена после изучения частного
случая, который рассмотрен в [2]. Теорема 3 по-
казывает, что кольцо, введенное в работе [2], яв-
ляется частным примером кольца с малыми со-
кращениями. Его конструкция представляет со-
бой первый шаг процесса построения конечно
порожденного тела (соответствующую проблему
поставил, в частности, А. Г. Курош), причем здесь
ситуация по сравнению с групповым случаем глу-
боко нетривиальна.

Наша мотивация исходит из того факта, что
теория групп с малыми сокращениями и, особен-
но, итерированная теория групп с малыми сокра-
щениями (построенная Новиковым и Адяном
при решении проблемы Бернсайда) играет глав-
ную роль в решении многих классических задач
теории групп. Эта теория обеспечивает мощный
метод построения групп с необычными и даже эк-
зотическими свойствами, такими как, например,
бесконечные бернсайдовские группы [12, 1, 15, 8,
11, 4], монстр Тарского [14], конечно порожден-
ные бесконечные делимые группы [7] и многие
др. [13]. Актуальной является разработка анало-
гичного метода в теории колец в целях контроля
над соотношениями. Мы имеем в виду, что мно-

УДК 512.555, 512.543

МАТЕМАТИКА

1Department of Mathematics, Bar-Ilan University, 
Ramat Gan, Israel
2Institute of Mathematics, The Hebrew University 
of Jerusalem, Jerusalem, Israel
3Московский физико-технический институт 
(национальный исследовательский университет), 
Долгопрудный, Московская обл., Россия
4 College of Mathematics and Statistics, Shenzhen University, 
Shenzhen, China
*E-mail: atkarskaya.agatha@gmail.com
**E-mail: kanelster@gmail.com
***E-mail: plotkin.evgeny@gmail.com
****E-mail: eliyahu.rips@mail.huji.ac.il



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЛЕЦ 17

гие объекты строятся с помощью естественных, в
рамках здравого смысла, систем соотношений.
Трудности заключаются в том, чтобы не было
лишних следствий этих соотношений, в частно-
сти объект не стал тривиальным. Мы ожидаем,
что предлагаемое понятие может быть использо-
вано, например, для построения конечно порож-
денного тела, а также аналога монстра Тарского и
обобщения теоремы Бергмана о централизаторе,
в том числе и для групповой алгебры свободной
группы.

Классический метод Новикова–Адяна реше-
ния проблемы Бернсайда [12, 1] (а также постро-
ения монстра Тарского – группы порожденной
любыми двумя своими некоммутирующими эле-
ментами) опирается на сложную индукцию по
рангу с большим количествоминдуктивных пред-
положений. Движущей силой этого метода явля-
ется то обстоятельство, что различные периоди-
ческие слова одного ранга с периодами схожей
длины имеют малую общую часть. Более того, со-
отношения одного ранга после специального
приведения мало взаимодействуют друг с другом
по модулю возможных преобразований младших
рангов. Это соответствует обобщенному условию
малых сокращений, что позволяет сделать шаг
индукции. Отметим, что понятие поворота в
данном ранге, используемое в работе Новикова и
Адяна, послужило отправной точкой для нашего
базового понятия мультиповорота (см. определе-
ние в параграфе 2.2 данной статьи, также в рабо-
тах [2, 3]).

Аналогичные трудные проблемы хорошо из-
вестны и в теории колец, однако соответствую-
щего универсального подхода для них пока не су-
ществует. Мы предполагаем, что итерирование
нашей конструкции подобно тому, как это дела-
ется при решении проблемы Бернсайда, даст ис-
комый метод для построения колец и ассоциатив-
ных алгебр с заданными свойствами. Данная ра-
бота соответствует случаю малых сокращений,
т.е. случаю когда ранг только один. В частности
наша конструкция может быть первым шагом в
построении конечно-порожденного тела.

В настоящее время неизвестно, как с ассоциа-
тивным кольцом связать геометрический объект.
Программу Громова “Группы как геометрические
объекты” [5], см. также [6], предваряет комбина-
торный подход. В групповом случае комбинатор-
ным объектом, отвечающим гиперболической
группе, является группа с малыми сокращениями
(если каждое соотношение представляется произ-
ведением не менее 7 малых кусков). Мы надеемся
построить определение “гиперболического коль-
ца”, начиная с рассматриваемых в настоящей ра-
боте колец с малыми сокращениями. Если будет
дано определение гиперболического кольца, то,
по всей видимости, рассматриваемые нами в этой

статье кольца с малыми сокращениями будут та-
кими кольцами. Мы предполагаем, что другим
частным случаем должны стать групповые кольца
гиперболических групп.

Естественно предположить, что при надлежа-
щем определении кручения в кольцевом случае
построенные кольца без кручения должны иметь
малую когомологическую размерность и одно-
мерные централизаторы элементов, обладать
свойством неаменабельности и иметь положи-
тельное решение проблемы Капланского о дели-
телях нуля. Развитие итеративной теории малых
сокращений может быть полезно, в частности,
для решения классической проблемы построения
конечно порожденного тела.

Отметим, что подход А. Смоктунович к кон-
тролю за соотношениями в кольцах привел к по-
строению простого ниль-кольца и других важных
примеров ниль-алгебр, см., например, [18, 9].
Этот подход основан на идеях, отличных от на-
ших, и не связан с теорией малых сокращений.

2. АКСИОМЫ МАЛЫХ СОКРАЩЕНИЙ
ДЛЯ КОЛЕЦ

2.1. Группы с малыми сокращениями
Рассмотрим группу G, заданную образующими

и определяющими соотношениями .
Мы предполагаем, что множество определяющих
соотношений  замкнуто относительно цикли-
ческих перестановок и взятия обратных и все эле-
менты из  являются циклически редуцирован-
ными. Взаимодействие между определяющими
соотношениями определяется в терминах малых
кусков. Слово  называется малым куском по от-
ношению к множеству  (в обобщенном группо-
вом смысле, см. [16, 10]), если существуют соот-
ношения вида  и  в  такие, что  и 
не сопряжен соотношению из  в соответствую-
щей свободной группе, даже после сокращений.

З а м е ч а н и е  1. Геометрически малые куски
можно рассматривать как слова, которые могут
появиться на общей границе между двумя клетка-
ми в диаграмме Ван Кампена [13, 10]. В частно-
сти, если , то мы можем заменить эти
клетки одной клеткой. Поэтому с самого начала
мы предполагаем, что .

Условие малых сокращений  означает, что
каждое соотношение в  не может быть записано
как произведение менее чем  малых кусков. Для
большинства целей семи малых кусков достаточ-
но, поскольку при условии C(7) дискретная эйле-
рова характеристика становится отрицательной
[10]. Чтобы гарантировать это, мы можем предпо-
ложить, что длина любого малого куска меньше
одной шестой длины соотношения, в котором он

=  | 5G X
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появляется. Основная теорема теории малых со-
кращений может быть сформулирована так:

Пусть ,  – два слова, которые не содержат
вхождений более половины соотношений из .
Они представляют один и тот же элемент из G тогда
и только тогда, когда они могут быть соединены од-
нослойной диаграммой [10, Лемма Гриндлингера].
(В частности, группа с малыми сокращениями не-
тривиальна.) Переход от  к  может быть пред-

ставлен в виде последовательности элементарных
шагов, называемых поворотами [12]. Каждый по-
ворот поворачивает ровно одну клетку.

Для удобства читателя ниже мы приводим
пример однослойной диаграммы, где слово  чи-
тается на ее верхней стороне, слово  – на ниж-
ней стороне, а клетки – это групповые соотноше-
ния из списка .

2.2. Основные определения для колец

Пусть  – поле. Мы будем использовать малые
греческие буквы для ненулевых элементов поля .
Пусть  – свободная группа, свободно порож-
денная алфавитом S. Элементы  называются
мономами или словами. Обозначим через 
групповую алгебру. Элементы  называются по-
линомами. Пусть , Через  обозначаем
их произведение. Мы пишем ab, если между  и 
нет сокращений.

Пусть фиксирован конечный или бесконеч-
ный набор полиномов  из :

Мы предполагаем, что мономы mij являются реду-
цированными, полиномы  – аддитивно редуци-
рованными,  – некоторое множество индексов,
все коэффициенты  ненулевые.

Обозначим через  идеал, порожденный как
идеал набором . Обозначим множество всех мо-
номов  из  через .

Целью настощей работы является определение
класса колец с малыми сокращениями. Такое
кольцо мы будем представлять в виде ,
и наше определение будем формулировать в виде
трех условий (аксиом) на  (набор соотношений)
и будем считать  фиксированными.

У с л о в и е  1 (Аксиома совместимости).

(i) Если , то 

для любого .

(ii) Пусть , где S – алфавит, свобод-

но порождающий , . Предполо-

жим, что x–1 – начальный символ какого-то mi.
Тогда

(после сокращений в мономах ). Мы требуем,
чтобы аналогичное условие выполнялось также, ес-
ли x–1 – последний символ монома и умножение на x
в последнем равенстве – с правой стороны.

Из второго условия аксиомы совместимости
немедленно следует, что множество  замкнуто
относительно взятия подслов. В частности, пу-
стое слово всегда принадлежит .

Определим понятие малого куска относитель-
но  в алгебре . Оно играет центральную роль
в нашей теории.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть . Предполо-
жим, существуют два полинома

такие что  является подсловом в  и в , т.е.

где , , ,  возможно являются пустыми.
Предположим, что

(даже после сокращений ), или
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(даже после сокращений). Тогда моном c называ-
ется м а л ы м  к у с к о м .

Обозначим множество всех малых кусков че-
рез . Ясно, что . Из определения следует,
что множество  замкнуто относительно взятия
подслов. В частности, если множество  непусто,
пустое слово всегда будет малым куском. Если на-
бор  оказался пустым, то мы все равно полагаем
пустое слово малым куском.

Пусть . Тогда или , где  –
малые куски, или  не может быть представлено
как произведение малых кусков. Введем меру на
мономах из  (Λ-мера). Будем говорить, что

, если  может быть представлен как про-
изведение малых кусков и минимальное возмож-
ное число малых кусков, в таком представлении
равняется . Будем говорить, что , если 
не может быть представлен как произведение ма-
лых кусков.

Зафиксируем константу , .
У с л о в и е  2 (Аксиома малых сокращений с

условием ).

Предположим, что  и линейная ком-

бинация  является ненулевой после приведе-

ния подобных членов.

Тогда существует моном a в  с ненулевым

коэффициентом после приведения подобных членов
такой, что:

или  не может быть представлен как произве-
дение малых кусков,

или каждое представление  в качестве произве-
дения малых кусков содержит, по крайней мере,

 малых кусков.
То есть, , включая .

О п р е д е л е н и е  2. Пусть .

Будем называть мономы , , и н -
ц и д е н т н ы м и  м о н о м а м и  (включая случай

). Напомним, что , .
Теперь мы вводим последнее условие, называ-

емое аксиомой изоляции. В отличие от двух
предыдущих аксиом, это полностью теоретико-
кольцевое условие. В нем мы используем понятие
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максимального вхождения монома из  и поня-
тие перекрытия вхождений.

Мы рассматриваем вхождения  в слово ,
т.е. , где ,  могут быть пустыми. Под
максимальным вхождением мы понимаем вхож-
дение монома из , которое не содержится в
большем таком вхождении. Отметим, что общая
часть двух максимальных вхождений всегда явля-
ется малым куском.

Перекрытие вхождений определяется как об-
щая часть двух вхождений.

Третья аксиома накладывает некоторые есте-
ственные ограничения на рассматриваемые коль-
ца. Мы выбрали ее наиболее слабую форму, что-
бы охватить наиболее широкий класс колец, что
существенно усложнило определение.

У с л о в и е  3 (Аксиома изоляции, левая, с
условием ). Пусть     – любая последо-
вательность мономов из  такая, что ,

 для всех ,
мономы  и  инцидентны для всех

,
и  – любой моном со следующими свой-

ствами:
1) ;
2) , ,  не имеют сокращений;
3)  – максимальное вхождение в ,  –

максимальное вхождение в ;
4) если  – максимальное вхождение в , ко-

торое содержит a,  – максимальное вхождение
в , которое содержит a, то существуют моно-
мы l,  такие, что

• ,  – малые куски;
• , la,  не имеют сокращений;
• существует последовательность мономов b1,

...,  из  таких, что , , для всех
i = 1, ...,  мономы  инцидентны, и  τ – 2.

Тогда .
Правая аксиома изоляции с условием  фор-

мулируется симметрично.
О п р е д е л е н и е  3. Будем говорить, что

 есть -к о л ь ц о  с  м а л ы м и
с о к р а щ е н и я м и , если оно удовлетворяет ак-
сиоме совместимости, аксиоме малых сокраще-

}

∈ }a U
=U LaR L R

}

τ ,1m ,2m ,… dm
} ≠1 dm m

Λ ≥ τ −( ) 2im = , ,1i … d

im +1im
= , , −1 1i … d

∈ }a

Λ ≥ τ −( ) 2a
, ∉ }1 dam am 1am dam

1m 1am dm
dam

1ap 1am
dap

dam
∈ }'l

l 'l
, ∈ }'la l a 'l a

nb } =1 1b lap = 'n db l ap
− 1n +, 1i ib b Λ ≥( )ib

p1

l a m1

pd

l' a md

−− ⋅ ≠ ⋅11
11 ddm mpp

τ

=  ! ^ 5/k τ( )C



20

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

АТКАРСКАЯ и др.

ний с условием  и по крайней мере одной из ак-
сиом изоляции с условием .

Если дана группа  и ,
, тогда преобразование  = w'

называется п о в о р о т о м .
Мы заменяем понятие группового поворота

понятием кольцевого мультиповорота. Возьмем

, где все . Предположим, что  –

это моном вида  для некоторого ,

. Переход от  к 

называется м у л ь т и п о в о р о т о м . Это преоб-
разование продолжается линейно на , а затем
линейно на все полиномы, содержащие мономы

вида . Соответствующий полином 

называется р а с к л а д к о й  данного мультипово-
рота.

П р и м е р ы. В данных примерах для простоты
рассматривается групповая алгебра над полем из
двух элементов.

A. Предположим  и берется полином
. В этом случае мы получаем переход от

 к  в результате соответствующего мульти-
поворота:

Переход от  к  показывает, что поворот
можно рассматривать в качестве частного случая
мультиповорота.

B. Предположим  и берется полином
. Тогда мы получаем переход от 

к . Графически это выглядит следующим
образом:

C. Предположим  и берется поли-
ном . Тогда соответствующий муль-
типоворот – это переход от  к  + l · r.
Заметим, что поле замены a1 на 1, подслово q со-
кращаетсяс подсловом q–1. Результат имеет сле-
дующий вид (пустое слово 1 не отражено на ри-
сунке):

D. Предположим  и берутся следую-
щие полиномы  и  из . То-

гда имеются два соседних мультиповорота: a1 за-

меняется на  и b1 заменяется на . 

Предположим, что сначала выполняется мульти-
поворот слева, а затем мультиповорот справа. То-

гда  заменяется на , а затем ре-
зультат заменяется на la2s1b2r + la2 · r +

+  · r. При этом в мономах  и 
могут возникнуть сокращения. Теперь предполо-
жим, что сначала выполняется мультиповорот

справа, а затем мультиповорот слева. Тогда  за-
меняется на , а затем результат заме-
няется на  и произ-
водятся сокращения в необходимых местах. Заме-
тим, что требуется изменить второй мультиповорот,
чтобы приметить его. Также заметим, что итого-
вый результат не зависит от порядка выполнения
мультиповоротов.

τ
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Данные выше примеры позволяют увидеть,
что, в отличие от групп, в кольцах в результате
мультиповоротов возникают новые эффекты.

Определим следующее векторное пространство,
ассоциированное с данным мономом и набором
мультиповоротов. Сначала рассмотрим моном

 и один мультиповорот, порожденный по-

линомом . Тогда соответствующее-

пространство линейно порождается мономами
  (после возможных сокращений) с

линейной зависимостью . Теперь рас-

смотрим моном  и несколько мультиповоротов.
Тогда соответствующее пространство линейно
порождается  и всеми мономами, которые полу-
чаются из него при помощи данных мультипово-
ротов, с линейными зависимостями равными
раскладкам данных мультиповоротов.

Рассмотрим определенное выше векторное
пространство, которое возникает в последнем
примере D. В примере D имеются следующие мо-
номы:

и линейные зависимости между ними:

Заметим, что последний полином является
суммой предыдущих. Таким образом, у нас име-
ется 5 линейных зависимостей (а не 6). Следова-
тельно, итоговое векторное пространство имеет
размерность не меньше четырех (так как у нас де-
вять попарно различных порождающих моно-
мов). Заметим, что в случае групп соответствую-
щее векторное пространство всегда одномерно,
т.е. данный эффект вырождается (см. диаграмму в
конце пункта 2.1).

3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
Т е о р е м а  1. Кольцо с малыми сокращениями

всегда нетривиально.

=v hlm r

=
α ∈ 5
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,jlm r = , ,1j … n

=
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3 1 1 3 2 3 1 0la s b r la b r la s r

Приведем примеры колец с малыми сокраще-
ниями.

Т е о р е м а  2. Групповая алгебра группы с малы-
ми сокращениями, удовлетворяющей условию 
для , является кольцом с малыми сокращени-
ями.

Пусть  – есть групповая алгебра над полем
 свободной группы  с не менее чем четырьмя

образующими. Пусть, далее,  – моном,  –
его длина, при этом  не начинается и не за-
канчивается ни на одну из букв . Возь-
мем натуральные числа m и n так, что 
и моном :

(где знак  означает “существенно меньше”).
Пусть  состоит из тринома ,

. Имеет место следующая
Т е о р е м а  3. Кольцо  является кольцом с ма-

лыми сокращениями.
З а м е ч а н и е  2. В алгебре  элемент  об-

ратим, ибо  обратим, и если , то
. Построение конечно по-

рожденного тела осуществляется с помощью ите-
рирования следующей процедуры: берется мо-
ном w, по нему строится моном  и соотношение

. В пределе оказывается, что сумма
любых двух мономов либо нулевая (тогда они от-
вечают одному и тому же элементу алгебры), либо
равна третьему моному (тогда она обратима). Тем
самым строится конечно порожденное тело (не
только как кольцо, но и как полугруппа). Труд-
ность состоит в доказательстве нетривиальности
получившегося кольца. Весьма нетривиальная
теорема 3 означает возможность осуществить пер-
вый шаг этой процедуры.
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In the present paper we develop a small cancellation theory for associative algebras with a basis of invertible
elements. Namely, we study quotients of a group algebra of a free group and introduce three specific axioms
for the corresponding defining relations which provide small cancellation properies of the obtained ring.
We show that the obtained ring is non-trivial. This ring is called a small cancellation ring.
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В работе построены три новых периодических ультрадискретных преобразования плоскости. Ранее
были известны два таких преобразования.

Ключевые слова: нелинейные рекуррентные последовательности, тропические последовательности,
нелинейные периодические преобразования
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В работе [1] были построены два периодиче-
ских преобразования плоскости 

периоды которых имеют длины 7 и 8 соответ-
ственно.

Процедура ультрадискретизации была введена
в работах [2–4]. Ее смысл мы объясним на приме-
ре преобразования . Для этого построим после-
довательность  с помощью рекур-
рентного соотношения

Она однозначно определяется коэффициентами
α, β и любыми двумя соседними элементами за ис-
ключением случаев, когда среди элементов после-
довательности встречается нуль. Поэтому удобно
считать начальные значения ,  и
коэффициенты α, β формальными переменны-
ми. В этом случае элементы последовательности

 – рациональные функции от переменных
. Пусть

R
2

( ) ( ) { }= = − − −1 ,  , c min ,  ,T x y y z z x x y

( ) ( ) { }= = − − − −2 ,  , c min ,  2 ,T x y y z z x y x y

1T
( ) ( )∈ Z1   u n n

( ) ( ) ( ) ( )+ + = α + + β1 1 1 12 1 1 .u n u n u n u n

=1(0)u x =1(1)u y

( )1u n
α β,  ,  ,x y

( ) ( ) ( )
( )

= 1
1 ,p n Q n

u n x
R n

где  – целые числа, а Q(n) и R(n) – полино-
мы, которые не делятся на переменную  Из ре-
куррентного соотношения для  следует, что

или

Последовательность  однозначно определя-
ется начальными значениями   = 0.
Построим на плоскости последовательность то-
чек

Она определяется начальной точкой 
и рекуррентным соотношением

Именно так в рассматриваемом случае выглядит
процедура ультрадискретизации последователь-
ности рациональных функций  и строится со-
ответствующее ей преобразование плоскости 

По аналогии с вышесказанным, рекуррент-
ным соотношениям

,

,
после ультрадискретизации, сопоставляются сле-
дующие преобразования плоскости:

 с  ,

( )1p n
.x

( )1u n

( ) ( ) ( ) ( ){ }+ + + + = +1 1 1 12 1 min 1 , 0p n p n p n p n
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2 2 2 22 1 1 ,u n u n u n u n

( ) ( ) ( )+ = α + + β3 3 32 1 ,u n u n u n
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БЫКОВСКИЙ

 с  ,

 с  ,

 с  .
Т е о р е м а  1. Преобразования плоскости

 – периодические с длинами периодов
7, 8, 5, 9, 12 соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для  определим
последовательность  на плоскости с
помощью рекуррентного соотношения

и начального значения

Легко проверить, что она периодическая с перио-
дом

длины 7. При этом

суть прямолинейные полуинтервалы. Для k = 0, 1,
 они не пересекаются и их объединение –

выпуклый семиугольник с вершинами

Преобразование  отображает этот семиуголь-
ник на себя и при этом каждая его сторона пере-
ходит в некоторую другую. Отсюда следует, для
любой начальной точки  на семиугольнике по-
следовательность точек, определяемая рекур-
рентным соотношением  – периоди-
ческая с длиной периода 7. Так как для любого

 последовательность  удовлетворяет
рекуррентному соотношению для , и точка
(0, 0) лежит внутри пятиугольника, то утвержде-
ние теоремы для преобразования  справедливо
при любом выборе начальной точки.

Доказательство теоремы в остальных случаях
проходит по той же схеме как для  Поэтому мы
ограничимся выписыванием периодов.

Для преобразования :

с длиной периода 8.
Для преобразования :

с длиной периода 5.
Для преобразования :
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с длиной периода 9.
Для преобразования :

с длиной периода 12.
Более громоздкие по сравнению с предложен-

ным в настоящей работе доказательства перио-
дичности  и  приведены в работе [5].

Отметим также, что последовательности 
 и  интегрируемы в том смысле, что ве-

личины

являются инвариантами, не зависящими от  (см.
[6–8] соответственно).
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

История развития гиперболической теории и
основные ее достижения подробно описаны в об-
зоре [1] и монографиях [2, 3]. Одним из аспектов
этой теории является вопрос об отыскании кон-
кретных примеров гиперболических динамиче-
ских систем и связанный с ним вопрос о способах
проверки условий гиперболичности. Общепри-
нятым инструментом указанной проверки счита-
ется известный критерий конусов [1–3]. Однако к
настоящему времени разработан и альтернатив-
ный способ обнаружения гиперболического пове-
дения, суть которого состоит в следующем [4, 5].

Пусть M – гладкое риманово многообразие,
 – непустое компактное подмножество,

инвариантное относительно диффеоморфизма f,
т.е.  Как и в случае критерия конусов,
для проверки факта гиперболичности множества
A мы предполагаем существование некоторого
стартового разложения касательного простран-
ства   в прямую сумму подпространств

   j = 1, 2. Однако вме-
сто связанных с подпространствами  
полей конусов в нашем случае строятся непо-

⊂A M

( ) = .f A A

,xT M ∈x A
( )1 ,E x ( )2 ,E x ( ) >dim 0,jE x

( )1 ,E x ( )2E x

средственно сами неустойчивое и устойчивое
распределения   фигурирующие в гипербо-
лическом разложении

Как оказывается, искомые подпространства  
могут быть представлены в параметрической
форме

(1)

(2)

где  и  – векторные парамет-

ры на  и  соответственно, а линейные опера-
торы  
ограниченные по  в равномерной оператор-
ной топологии, подлежат определению. Далее,
опираясь на факт Df-инвариантности подпро-
странств (1), (2), для отыскания a(x), b(x) прихо-
дим к некоторым нелинейным функциональным
уравнениям, к которым, в свою очередь, при опре-
деленных дополнительных ограничениях удается
применить принцип сжимающих отображений.
В результате устанавливаем существование под-
пространств ,  при  и получаем для них
явные параметрические представления (1), (2).
После этого, опираясь на указанные представле-
ния, отдельно проверяем факты экспоненциаль-

u,xE s,xE

= ⊕ ∈u s, .x x xT M E E x A
u,xE s

xE

( ) ( ){ }= ξ = + ∈ = ∈u
1 2 2 1 1 1: ,   ,x xE u u T M u a x u u E x

( ) ( ){ }= ξ = + ∈ = ∈s
1 2 1 2 2 2: ,   ,x xE u u T M u b x u u E x

( )∈1 1u E x ( )∈2 2u E x
u
xE s

xE
( ) ( ) ( )→1 2: ,a x E x E x ( ) ( ) ( )→2 1: ,b x E x E x

∈x A

u
xE s

xE ∈x A
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ного стремления к нулю при  векторов
 и  , при  и 

соответственно.
Опишем теперь интересующий нас класс диф-

феоморфизмов. Для этого обозначим через  =
=  тор

(3)

Иными словами,  где p – так называе-
мая естественная проекция. Если отождествить
точки тора (3) с точками фундаментальной обла-
сти

то для p получаем явную формулу

(4)

Далее, рассмотрим отображение 
имеющее вид

(5)

Здесь  – невырожденная квадратная матрица раз-
мера 2 × 2 с целочисленными элементами, спектр
которой не пересекается с единичной окружно-
стью, а вектор-функция  принадлежит классу

 Предполагаем также, что она является
2π-периодической по  т.е. 
для любого  Что же касается элемента Λϕ +
+  из  то он задается по правилу:

где  – проекция (4), а через  обозна-

чен произвольный прообраз точки  (по-
скольку разность любых двух таких прообразов
есть величина вида  где  то приведенная
формула не зависит от конкретного выбора

). И наконец, предполагаем, что (5) – диф-
феоморфизм тора (3), т.е.

(6)

Определим затем понятие гиперболичности
применительно к рассматриваемому отображению
(5). Для этого нам потребуется линейный оператор

 (дифференциал), задающийся
равенством   а так-

→ +∞n
ξ( ( ))nD f x − ξ( ( )) ,nD f x ∈Nn ξ ∈ s
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π
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x y x
y

T
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ϕ π( )(mod2 )g T
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2

1 1(mod 2 )

     

Λ ( ) [Λ ( ) ( ( ))],g p p g p

T

p ( )− ϕ ∈R
1 2p

ϕ ∈ T
2
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2,l

− ϕ1( )p

( )( )= + ϕ ≠ ∀ϕ ∈R
2detΛ 1, det Λ ' 0      .g

ϕ →2 2( ) :DG R R

−ϕ = + ϕ1( ) Λ '( ( ))DG g p ∀ϕ ∈ 2    ,T

же операторы    опреде-
ляющиеся соотношениями

где , 
О п р е д е л е н и е (У). Будем говорить, что

диффеоморфизм (5) г и п е р б о л и ч е с к и й  или
является д и ф ф е о м о р ф и з м о м А н о с о в а,
если для каждого  пространство 
допускает представление в виде прямой суммы

 одномерных линейных подпро-

странств   и выполняются следующие тре-
бования:

а) для  имеем   =

=  (это свойство называется инвариантностью);
б) существуют такие постоянные 

 что

(здесь ||⋅|| – произвольно фиксированная норма
в ).

Данное определение представляет собой клас-
сическое определение Д.В. Аносова из [6]. Следу-
ет также напомнить, что в работе [6] гиперболи-
ческие диффеоморфизмы назывались У-диффео-
морфизмами или У-системами. Именно по этой
причине мы пометили определение гиперболич-
ности буквой У.

Для описания достаточных условий гипербо-
личности, которые будут использоваться в дан-
ной статье, обозначим через ,  и , 
собственные значения матрицы , а через e1 и e2 –
отвечающие им собственные векторы. Кроме
этого, рассмотрим векторы  удовлетво-
ряющие соотношениям

(7)
где Λ* – сопряженная матрица, (⋅, ⋅) – евклидово
скалярное произведение в   – символ Кро-
некера. Далее, положим

(8)
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(9)

(10)

Имеет место следующая
Т е о р е м а 1. При выполнении неравенств

(11)

диффеоморфизм (5) обладает свойством гипербо-
личности.

Доказательство теоремы 1, содержащееся в [4],
базируется на описанном выше альтернативном
подходе к проверке гиперболичности. А именно,
в формулах (1), (2) (в которых теперь  заме-
нено на ), мы полагаем  j = 1, 2,
где  j = 1, 2, а  – векторы из
(7). Один из вариантов достаточных условий ги-
перболичности, которые удается получить на
этом пути, имеет вид (11). Именно он и взят за ос-
нову при анализе рассматриваемого ниже класса
диффеоморфизмов тора 

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Обратимся сначала к известному линейному

отображению “кот Арнольда”, которое в коорди-
натах x, y из (3) имеет вид

(12)

Далее, введем в рассмотрение отображение

(13)

где   j = 1, 2, и
выполняются неравенства

(14)

Заметим, что условия (14) влекут справедливость
второго требования из (6), а значит, обеспечива-
ют взаимную однозначность отображения (13) на
торе  И наконец, следуя идеям работ [7, 8], рас-
смотрим суперпозицию диффеоморфизмов (12),
(13), т.е. отображение

(15)

Для формулировки достаточных условий ги-
перболичности диффеоморфизма (15) нам потре-
буются некоторые обозначения. А именно, поло-
жим

( ) ( ) ( ) ( )α ϕ = λ + β ϕ α ϕ = λ + β ϕ1 1 1,1 2 2 2,2, ,

( ) ( )
ϕ∈ ϕ∈
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(16)

(17)

(18)

(19)
Как оказывается, интересующие нас условия ги-
перболичности выписываются в терминах посто-
янных (16)–(19). А именно, справедливо следую-
щее утверждение, являющееся основным резуль-
татом данной статьи.

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены неравенства

(20)

Тогда отображение (15) представляет собой диф-
феоморфизм Аносова на торе 

Для доказательства заметим, что в случае отоб-
ражения (15) имеем

а векторы   из [7] задаются равенствами

(21)

В свою очередь, объединяя соотношения (21) с
формулами

где  приходим к выводу, что
в данной ситуации
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Опираясь на базовые соотношения (22)–(25),
убеждаемся в том, что здесь

а значит, условия (20) влекут выполнение требо-
ваний (11). Остается воспользоваться теоремой 1
и заключить, что в предположениях (20) интере-
сующий нас диффеоморфизм (15) действительно
является гиперболическим.

В качестве конкретного примера рассмотрим
отображение (15) с функциями

(26)

Фигурирующие в (26) ограничения на параметры
 гарантируют выполнение в данном случае

условий (14). Что же касается требований (20), то
они эквивалентны оценкам

Заметим еще, что эти условия заведомо справед-
ливы, например, в случае, когда  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обсудим сначала вопрос о возможных обоб-
щениях полученных нами результатов. Ясно, что
при построении класса отображений (15) вместо
диффеоморфизма (12) можно взять произволь-
ный линейный гиперболический автоморфизм
тора  Каждому такому автоморфизму будет со-
ответствовать своя версия теоремы 2. Кроме того,
даже в первоначальном случае (12), (13) условия
указанной теоремы можно несколько ослабить,
если для проверки гиперболичности воспользо-
ваться усиленным вариантом теоремы 1.

Для получения более слабых, чем (11) доста-
точных условий гиперболичности, сначала в фор-
мулах (8)–(10) переопределим величины  
А именно, положим

(27)

Кроме того, введем еще две постоянные

(28)

Из результатов статьи [5] вытекает следующая
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия
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(29)

где постоянные  задаются прежними равен-
ствами (10), а  – величины (27), (28).
Тогда диффеоморфизм (5) является гиперболическим.

Обратим внимание, что в силу очевидной
оценки

условия (29) действительно слабее ограничений
(11). Однако с использованием теоремы 3 для
отображения (15) в общем случае выходят более
громоздкие, чем (20) достаточные условия гипер-
боличности. Именно по этой причине мы изна-
чально остановили свой выбор на теореме 1.

В заключение проиллюстрируем применимость
теоремы 3 на конкретном примере, заимствован-
ном из работ [7, 8]. Как и в указанных статьях, рас-
смотрим диффеоморфизм (15) с функциями

(30)

где  – так называемая функция Мебиуса.
Данная функция является 2π-периодической по z
и на отрезке  задается формулой

где 

Что же касается точек   то в них она
доопределяется по непрерывности.

Несложный подсчет показывает, что в нашем
случае

а значит,
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ГЛЫЗИН, КОЛЕСОВ

Далее, принимая во внимание приведенные фор-
мулы, убеждаемся в том, что в рассматриваемой
ситуации условия (29) эквивалентны требованию

Вопрос же о гиперболичности отображения (15),
(30) при  остается открытым.
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An effective method is proposed for constructing specific examples of Anosov diffeomorphisms on the torus

 which are different from linear hyperbolic automorphisms. A special class of diffeomorphisms is intro-
duced, which are superpositions of the well-known linear Arnold’s cat map with some diffeomorphisms ho-
motopic to the identity. Sufficient hyperbolicity conditions that are constructively verified are established for
this class of mappings.
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k-Спектром называется множество таких положительных чисел α, что биномиальный случайный
граф  не подчиняется закону нуля или единицы для формул первого порядка кванторной
глубины не более k. Мы доказали, что минимальное , при котором k-спектр бесконечен, равно 5.
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−α,( )G n n
k

1. ЛОГИКА ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
СЛУЧАЙНОГО ГРАФА

Простым графом (далее просто графом)  на-
зывается пара множеств , где V – произ-
вольное непустое множество, а  – некоторое
множество неупорядоченных пар различных эле-
ментов из V. Под изоморфизмом графов  = (V1, E1),

 подразумевается биекция ,
сохраняющая ребра, т.е. {x, y} ∈  ∈
∈ E2. Свойство графов – множество графов,
замкнутое относительно изоморфизма. Для фор-
мализации некоторых свойств графов использу-
ется язык первого порядка. Так, например, свой-
ство содержать треугольник (тройку вершин, по-

G
= ,( )G V E

E

1G
= ,2 2 2( )G V E : →1 2f V V

⇔ ,1 { ( ) ( )}E f x f y

парно соединенных ребрами) записывается
формулой первого порядка

Свойство графа иметь изолированную вершину
(вершину, из которой не исходит ни одно ребро)
записывается формулой первого порядка

Говоря простыми словами, формула первого по-
рядка – это формальная запись свойства, исполь-
зующая символы переменных ( ), буле-
вы связки ( ), предикатные символы
(в случае графов =, ~), кванторы ( ) и скобки.
Строгое определение формулы первого порядка
можно найти, например, в [1]. Под сигнатурой
формулы подразумевается множество предикат-
ных символов  с заданными арностями (т.е. на-
туральными числами, обозначающими количе-
ство аргументов соответствующего предиката).
Под интерпретацией подразумевается множество

 и отображение , ставящее в соответствие каж-
дому символу из  предикат , где a –
арность этого предикатного символа. В случае
графов сигнатура состоит из двух предикатных
символов ~, =, а интерпретациями являются ко-
нечные простые графы (предикат  является
истинным для вершин x, y, соединенных ребром).
Иными словами, для интерпретации  на  вер-
шинах:

1)  – множество вершин графа ,
2) предикат ~ истинен на вершинах x, y тогда и

только тогда, когда x, y соединены ребром в ,

∃ ∃ ∃ ∧ ∧ .∼ ∼ ∼1 2 3 1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( )x x x x x x x x x

∃ ∀ ¬ .∼( )x y y x

, , , ,1x x y z …
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ЖУКОВСКИЙ и др.

3) предикат  истинен на совпадающих вер-
шинах x, y.

Логика первого порядка обладает рядом важ-
ных свойств, одним из которых является теорема
Гёделя о полноте [1]. Из этой теоремы, в частно-
сти, следует так называемый закон 0 или 1. Для
графов это утверждение звучит следующим обра-
зом. Пусть ϕ – формула первого порядка, а  –
множество графов на множестве вершин ,
для которых формула ϕ является истинной. Тогда

Заметим, что  – это количество всех графов
на . Закон 0 или 1 был впервые доказан
Глебским, Коганом, Легоньким и Талановым в
1969 г. [2] и далее в 1976 г. он независимо (и по-
другому) был доказан Фейгиным [3]. Чтобы заме-
тить, что закон 0 или 1 вытекает из теоремы Гёде-
ля, достаточно построить так называемую систе-
му аксиом расширения и доказать, что ни для ка-
кого конечного графа не истинны все эти
аксиомы одновременно, но существует един-
ственный счетный граф , для которого они ис-
тинны (этот граф называется графом Радо, и с
вероятностью 1 он изоморфен случайному счет-
ному графу в биномиальной модели) [4]. Дей-
ствительно, упомянутая система аксиом является
почти наверное теорией, т.е. любая аксиома истин-
на на почти всех графах, а значит, то же самое вер-
но и для любой выводимой из нее формулы (т.е.
формулы, истинной на всех графах, на которых
истинен и некоторый конечный набор аксиом).
По теореме Гёделя любая формула, истинная на

, истинна на почти всех графах. Наоборот, если
формула ϕ не является истинной на , то  –
истинна, а значит, истинна на почти всех графах.
Единственным нетривиальным моментом в этом
доказательстве является единственность графа
Радо (существование счетного графа следует из
непротиворечивости упомянутой системы акси-
ом, см. [1]).

Альтернативное доказательство [5] закона 0 или
1 опирается на теорему Эренфойхта [6], связываю-
щую игру Эренфойхта с понятием элементарной
эквивалентности. Напомним, что кванторной глу-
биной формулы q(ϕ) называется количество кван-
торов в самой длинной последовательности вло-
женных кванторов в этой формуле (см. формаль-
ное определение в [1]). Будем говорить, что графы

 являются k-элементарно экивалентными,
если для любой формулы первого порядка ϕ с

 либо ϕ истинна на , либо ложна на
. В игре Эренфойхта на графах  с k раун-

дами участвуют два игрока, Новатор и Консерва-
тор. В -м раунде ( ) Новатор выбирает
вершину из любого графа, отличную от уже вы-

=

nG
, ,{1 }… n

→∞
∈ ,&

2

lim | |/2 {0 1}.nC
nn

2

2 nC

, ,{1 }… n

R

R
R ¬ϕ

,1 2G G

ϕ =( ) kq ,1 2G G
,1 2G G ,1 2G G

ν ≤ ν ≤1 k

бранных. Затем Консерватор выбирает вершину
из другого графа, отличную от уже выбранных.
К концу игры выбраны вершины 
и . Консерватор побеждает в том и
только том случае, когда отображение f: {x1, ...,

, переводящее вершину  в вер-
шину  для каждого , является изо-
морфизмом индуцированных подграфов 
и . Теорема Эренфойхта утверждает, что
графы  являются k-элементарно эквива-
лентными тогда и только тогда, когда у Консерва-
тора есть выигрышная стратегия на  в k раун-
дах.

Из теоремы Эренфойхта можно (см., напри-
мер, [4, 7]) получить следствие о справедливости
законов 0 или 1: закон 0 или 1 справедлив для лю-
бой формулы первого порядка ϕ с  тогда и
только тогда, когда у Консерватора есть выиг-
рышная стратегия в k раундах на почти всех гра-
фах (иными словами,

где  – множество пар графов G1 на  и 
на , на которых у Консерватора есть выиг-
рышная стратегия в k раундах).

2. СПЕКТРЫ ФОРМУЛ
Мы изучаем вероятности истинности формул

первого порядка на биномиальном случайном
графе  [7, 8]. Множество вершин этого гра-
фа – , а ребра проводятся независимо с ве-
роятностью p каждое. Иными словами, для любо-
го графа 

Говорят, что случайный граф  подчиняется
закону нуля или единицы, если для любой фор-
мулы первого порядка ϕ либо

либо

(здесь и далее мы пишем , если формула ϕ
истинна на графе G). Заметим, что упомянутая
теорема из предыдущего раздела утверждает
справедливость закона 0 или 1 для случайного

графа . Легко заметить [5], что закон 0 или

1 справедлив и для всех p таких, что для любого
 выполнено , , в

силу истинности (с асимптотической вероятно-
стью 1) всех аксиом расширения.

, , ∈1 1( )kx … x V G
, , ∈1 2( )ky … y V G

→ , ,1} { }k kx y … y νx
νy ν ∈ , ,{1 }… k

, ,11 { ... }|
kx xG

, ,12 { }|
ky … yG
,1 2G G

,1 2G G

ϕ ≤( ) kq

+
,, →∞

=&
2 2

lim | |/2 1,n mC C
n mn m

,& n m , ,{1 }… n 2G
, ,{1 }… m

,( )G n p
, ,{1 }… n

= , , ,({1 } )G … n E
| | −| |, = = − .

2

P( ( ) ) (1 ) nE C EG n p G p p
,( )G n p

→∞
, ϕ =lim P( ( ) ) 1,�

n
G n p

→∞
, ϕ =lim P( ( ) ) 0�

n
G n p

ϕ�G

( ),1
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G n

α > 0 α, − → ∞min { 1 }p p n → ∞n
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Если же , , то закон 0 или 1 спра-
ведлив тогда и только тогда, когда  – иррацио-

нально или  и  [9]. При

ограничении на кванторную глубину формул за-
кон становится справедлив и для некоторых ра-

циональных  и  (см., например,

[10, 11]). Говорят, что случайный граф  под-
чиняется k-закону нуля или единицы, если для
любой формулы первого порядка ϕ с  либо

 либо  = 0. В
[11] доказано, что множество таких , что
случайный граф  не подчиняется k-за-
кону нуля или единицы, конечно. Множество

 всех таких , что случайный граф
 не подчиняется k-закону нуля или еди-

ницы, называется k-спектром. Таким образом,
возникает вопрос: а бесконечно ли множество

 хоть для каких-то k? Ясно, что если  бес-
конечно для некоторого k, то  также беско-
нечно для всех . В [12] Дж. Спенсер доказал,
что k-спектр бесконечен при . В [10] дока-
зано, что  и  В [13]
приведен пример такой формулы первого поряд-
ка ϕ кванторной глубины 5, что  не
стремится ни к 0, ни к 1 для бесконечно многих .
Итак, минимальное k, при котором множество

 бесконечно, равно 4 или 5.
Нам удалось доказать, что минимальное k, при

котором k-спектр бесконечен, равно 5, что равно-
сильно следующей теореме.

Т е о р е м а  1. Множество  конечно.
И д е я  д о к а з а т е л ь с т в а. В прежней рабо-

те [14] нам удалось доказать, что множество 
не содержит ни одной предельной точки кроме,
быть может, 1/2 и 3/5. Теперь мы доказали, что и
1/2, 3/5 не являются предельными точками спек-
тра. Для доказательства этого утверждения доста-
точно показать, что для некоторого  случай-
ный граф  подчиняется 4-закону 0 или 1
для всех  и  (пусто-
та спектра для некоторой левой окрестности лю-
бой предельной точки доказана в [9]). Последнее
утверждение мы доказали с помощью следствия
из теоремы Эренфойхта и следующей леммы.

Л е м м а  1. Существует  такое, что для
любого

с вероятностью, стремящейся к 1, у Консерватора
есть выигрышная стратегия в 4 раундах в игре

Эренфойхта на графах ,  при n,
.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Исследования выполнены за счет гранта Россий-
ского фонда фундаментальных исследований, проект
№ 20-31-70025.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Верещагин Н.К., Шень А. Языки и исчисления. М.:
МНЦМО, 2012. 240 с.

2. Глебский Ю.В., Коган Д.И., Лиогонький М.И., Тала-
нов В.А. Объем и доля выполнимости формул узко-
го исчисления предикатов // Кибернетика. 1969.
№ 2. С. 17–26.

3. Fagin R. Probabilities in finite models // J. Symbolic
Logic. 1976. № 41. P. 50–58.

4. Spencer J.H. The Strange Logic of Random Graphs.
Berlin: Springer-Verlag, 2001. 168 p.

5. Spencer J.H. Threshold spectra via the Ehrenfeucht
game // Discrete Applied Mathematics. 1991. № 30.
P. 235–252.

6. Ehrenfeucht A. An application of games to the complet-
ness problem for formalized theories // Warszawa
Fund. Math. 1960. № 49. P. 121–149.

7. Alon N., Spencer J.H. Probabilistic method. New York:
Wiley, 2008. 400 c.

8. Janson S., Łuczak T., Ruciński A. Random Graphs.
New York: Wiley, 2000. 336 c.

9. Shelah S., Spencer J.H. Zero-one laws for sparse ran-
dom graphs // J. Amer. Math. Soc. 1988. № 1. P. 97–
115.

10. Zhukovskii M.E. Zero-one -law // Discrete Mathe-
matics. 2012. № 312. P. 1670–1688.

11. Ostrovsky L.B., Zhukovskii M.E. Monadic second-or-
der properties of very sparse random graphs // Annals
of pure and applied logic. 2017. № 168(11). P. 2087–
2101.

12. Spencer J.H. Infinite spectra in the first order theory of
graphs // Combinatorica. 1990. №10:1. P. 95–102.

13. Zhukovskii M. On Infinite Spectra of First Order Prop-
erties of Random Graphs // Moscow Journal of Com-
binatorics and Number Theory. 2016. № 6(4). P. 73–
102.

14. Matushkin A.D., Zhukovskii M.E. First order sentences
about random graphs: small number of alternations //
Discrete Applied Mathematics. 2018. № 236. P. 329–
346.

−α=p n α > 0
α

α > 1 { }α ∉ + , ∈N
11 m
m

α ∈ ,(0 1] α = + 11
m

,( )G n p

ϕ ≤( ) kq

→∞
, ϕ =lim P( ( ) ) 1,�

n
G n p

→∞
, ϕlim P( ( ) )

n
G n p �

∈Nm
− − /, 1 1( )mG n n

( )S k α > 0
−α,( )G n n

( )S k ( )S k
�( )S

>� k
≥ 14k

φ∩ , =(3) (0 1)S φ∩ , = .(4) (0 1/2)S

−α, ϕP( ( ) )�G n n
α

( )S k

(4)S

(4)S

ε > 0
−α,( )G n n

α ∈ , + ε(1/2 1/2 ) α ∈ , + ε(3/5 3/5 )

ε > 0

( ) ( )α ∈ , + ε , + ε1 1 3 3
2 2 5 5

�

−α,( )G n n −α,( )G m m
→ ∞m

k



34

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

ЖУКОВСКИЙ и др.

ON THE 4-SPECTRUM OF FIRST-ORDER PROPERTIES 
OF RANDOM GRAPHS

M. E. Zhukovskiia,b,c,d, A. D. Matushkina, and Y. N. Yarovikova,e

a Moscow Institute of Physics and Technology (National Research University), 
Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation

b The Russian Presidential Academy of National Economy and Public Administration, Moscow, Russian Federation
c  Caucasus Mathematical Center, Adyghe State University, Maykop, Republic of Adygea, Russian Federation

d Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russian Federation
e Artificial Intelligence Research Institute (AIRI), Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

A k-spectrum is a set of all positive α such that the random binomial graph  does not obey the zero-
one law for first-order formulas with quantifier depth no more than k. We proved that the minimal k such that
the k-spectrum is infinite, equals to 5.

Keywords: first-order logic, random binomial graph, zero-one law, spectrum of formula, Ehrenfeucht game

−α,( )G n n



35

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 500,
с. 35–39

ТЕОРЕМЫ СРАВНЕНИЯ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ
С МЛАДШИМИ ПРОИЗВОДНЫМИ,

УЧИТЫВАЮЩИЕ ГЕОМЕТРИЮ ОБЛАСТИ
© 2021 г.   А. А. Коньков1,*

Представлено академиком РАН В.В. Козловым 06.07.2021 г.
Поступило 08.07.2021 г.

После доработки 08.07.2021 г.
Принято к публикации 08.08.2021 г.

Получены теоремы сравнения, позволяющие оценить сферический максимум решений квази-
линейных эллиптических неравенств, содержащих младшие производные, через решения задачи
Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, правая часть которого зависит от гео-
метрии области.

Ключевые слова: нелинейные эллиптические операторы, неограниченные области, емкость
DOI: 10.31857/S2686954321050209

Пусть  — открытое подмножество ,
. Положим  и  =

= , . Через  и 
обозначим открытый шар и сферу радиуса  с
центром в точке x. В случае x = 0 пишем  и 
вместо  и .

Будем рассматривать неравенства

(1)

где ,  – оператор
градиента и  – вещественное число. Счита-
ем, что главная часть дифференциального опера-
тора удовлетворяет условию равномерной эллип-
тичности

для почти всех x  и всех , а коэффи-
циент при младших производных b – неотрица-
тельная функция, принадлежащая пространству

 для всех , где  при
 и  при .

Ω ≠ ∅ R
n

≥ 2n ,Ω = ∈ Ω : < <
1 2 1 2{ | | }r r x r x r ,1 2r rB

∈ < <1 2{ : | | }nx r x rR < <1 20 r r x
rB x

rS
> 0r

rB rS
0
rB 0

rS

−
,, + ≥ Ω ,

0 1

1div ( ) ( )| | 0 вp
R RA x Du b x Du

≤ < ≤ ∞0 10 R R = ∂ , , ∂
1

( )
nx xD …

> 1p

−

ξ ≤ ξ ,ξ ,
ξ ≤ ξ >

1
1

2 1 2

| | ( )

| ( , )| | | , , 0,

p

p

C A x

A x C C C

,∈ Ω
0 1R R ξ ∈R

n

ν ,Ω
0

( )R rL ∈ ,0 1( )r R R < ν ≤ ∞n
≤p n ν = p >p n

Теоремы сравнения для неравенств (1), не со-
держащих младшие производные, получены в ра-
боте [2].

Решением (1) будем называть функцию u та-
кую, что  и A(x, Du) ∈
∈  для любого  и при этом

для всех неотрицательных ϕ ∈  .
Говорим также, что

(2)

если  для всех 
Пусть  – решение (1), (2). Обозначим

где ограничение u на  понимается в смысле
следа, а ess sup берется по -мерной мере Ле-
бега на сфере Sr. Если , то будем счи-
тать, что .

Емкость компакта  по отношению к от-
крытому множеству  определяется равен-
ством

, ∞ ,∈ Ω ∩ Ω
0 0

1( ) ( )p R r R ru W L
/ − ,Ω

0( 1)( )p p R rL ∈ ,0 1( )r R R
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где точная нижняя грань берется по всем функци-
ям , равным тождественно единице в
окрестности K. Емкость пустого множества счи-
тается равной нулю. В случае  пишем
cap(K) вместо cap(K, ω).

Если p = 2 и , то cap(K) совпадает с хорошо
известной винеровской емкостью [4].

Для любого  величину

будем называть -существенным внутренним диа-
метром открытого множества  [5]. В случае

 полагаем diamεω = 0.
Несложно увидеть, что diamεω является моно-

тонной функцией множества  и вещественного
числа . Другими словами, если  и ,
то 

Под , где  – открытое подмножество

, будем подразумевать пространство измери-
мых функций f таких, что

Норма в  определяется равенством

где |B1| – объем единичного шара в . В случае
, очевидно, имеем

(3)

Предположим, что E – непустое открытое под-
множество сферы Sr. Обозначим

где   – дуальный метриче-
ский тензор на сфере Sr, индуцированный евкли-

довой метрикой в , а  – элемент -мер-
ного объема сферы .

Согласно вариационному принципу 
является первым собственным значением спек-
тральной задачи

для оператора p-Лапласа–Бельтрами
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Т е о р е м а  1. Пусть  и q – неотрицательные
измеримые функции такие, что

(4)

и при этом

(5)

и

(6)

для всех r , где ,  и  – не-
которые вещественные числа.

Предположим также, что  – неотрицательное
решение (1), (2), причем  – неубывающая
функция на интервале  и

(7)

Тогда для любого вещественного числа 
найдутся постоянные  и , зависящие
только от a, , , , , , , , , такие, что на
промежутке  существует решение задачи
Коши

(8)

(9)

удовлетворяющее оценке

(10)
для всех r ∈ (R0, R1).

З а м е ч а н и е 1. Если , то в теореме 1
можно взять . В этом случае, в левой ча-
сти (8) будем, очевидно, иметь радиальный опе-
ратор p-Лапласа.

Т е о р е м а 2. Пусть справедливы условия тео-
ремы 1. Тогда для любого вещественного числа a > p – 2
найдутся постоянные  и , зависящие
только от , , , , , , , , , такие, что

(11)

для всех .
З а м е ч а н и е 2. Согласно (3) неравенство (6)

будет выполнено, если  и

для всех .
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Т е о р е м а 3. Теорема 1 остается в силе, если
функция  вместо (4) и (5) удовлетворяет условиям

(12)

и

(13)

для всех , где

а ,  и  < σ3 <

< σ2 <  – некоторые вещественные числа. При
этом постоянные  и  теперь будут зави-
сеть только от , , , , , , , , , , , ,

, .

З а м е ч а н и е 3. Если дополнительно потре-
бовать, чтобы

(14)

для всех , где  – вещественное чис-
ло, то неравенство (13) будет справедливо для некото-
рой функции Λ, пропорциональной .

В самом деле, можно показать, что соотноше-
ние (14) влечет оценку

для всех , где постоянная C > 0 зависит
только от , , , , , .

При  из теоремы 3 можно также полу-
чить емкостные оценки решения в окрестности
граничной точки , аналогичные [1, 6, 7].

Т е о р е м а 4. Пусть в предположениях теоре-
мы 1 вместо (4) и (5) справедливы условия (12) и (13).
Тогда для любого вещественного числа 
найдутся постоянные  и , зависящие
только от , , , , , , , , , , , , , ,
такие, что для всех  имеет место нера-
венство (11).

Далее будем рассматривать неравенства

(15)

Λ
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Функция u называется решением (15), если
  и

 для любого  и при
этом

для всех неотрицательных 

Объединяя теоремы 1–4 с результатами рабо-
ты [3], приходим к следующим утверждениям.

Т е о р е м а 5. Пусть  и  – неотрицательные
измеримые функции, удовлетворяющие условиям
(4)–(6), а  и l: [R0, R1) ×
×  — локально ограниченные измери-
мые функции такие, что

(16)

для всех , ,

(17)

для всех , ,

(18)

для всех , , и

(19)

для всех , где  – некоторое веще-
ственное число.

Предположим также, что  – неотрицательное
решение (15), (2), причем  – неубывающая
функция на интервале  и выполнено условие (7).

Тогда для любых вещественных чисел  и
 найдутся постоянные ,  и ,

зависящие только от , , , , , , , , , , ,
такие, что на промежутке  существует ре-
шение уравнения

удовлетворяющее условию (9) и оценке (10).
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КОНЬКОВ

П р и м е р  1. Пусть  – решение задачи

для которого справедливо соотношение (7), где

есть равномерно эллиптический оператор с изме-
римыми коэффициентами. Согласно принципу
максимума,  должна быть неубывающей
функцией на интервале . Полагая

очевидно, получим, что  является решением не-
равенства

где A(x, Du) = ,

Таким образом, для любых функций , , f и ,
удовлетворяющих условиям (4)–(6), (16)–(19), и
вещественных чисел  и  найдутся по-
стоянные ,  и , зависящие только
от , , , , , , ,  и от постоянных эллиптич-
ности оператора , такие, что на промежутке

 существует решение уравнения

(20)

удовлетворяющее условию (9) и оценке (10).

В случае , полагая  и α = 1, мы,
очевидно, получим радиальную компоненту опе-
ратора  в левой части (20).

Т е о р е м а  6. В предположениях теоремы 5 для
любых вещественных чисел a > p – 2 и  най-
дутся постоянные ,  и , зависящие
только от , , , , , , , , , , , такие, что

u
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a n p α ε ζ θ σ ν 1C 2C

(21)

для всех .

Т е о р е м а 7. Теорема 5 остается в силе, если
функция  вместо (4) и (5) удовлетворяет условиям
(12) и (13). При этом постоянные ,  и

 теперь будут зависеть только от , , , ,
, , , , , , , , , , , .

Т е о р е м а 8. Пусть в предположениях теоре-
мы 5 функция  вместо (4) и (5) удовлетворяет
условиям (12) и (13). Тогда для любых вещественных
чисел  и  найдутся постоянные ,

 и , зависящие только от , , , , , ,
, , , , , , , , , , такие, что для всех

 имеет место неравенство (21).
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Трещиноватые среды являются важным объектом для исследования, так как в них скапливается
нефть, практический интерес представляют трещины гидроразрыва пласта. Исследование таких не-
однородностей с помощью методов математического моделирования позволяет рассмотреть раз-
личные постановки задач с трещинами различной формы, размеров и другими характеристиками.
Модель трещины Шонберга позволяет учесть характеристики флюида внутри трещины, что явля-
ется крайне важным при проведении геологоразведочных работ. В работе разработан алгоритм рас-
чета параметров среды на границе трещины, заданной моделью Шонберга, с использованием се-
точно-характеристического метода. Приводятся результаты применения разработанного алгоритма
к решению задачи сейсмического мониторинга трещины гидроразрыва пласта, где наполняющий
трещину флюид является необходимой частью для наблюдения.

Ключевые слова: модели трещин, сейсморазведка, сеточно-характеристический метод, гидроразрыв
пласта
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ВВЕДЕНИЕ

Трещиноватые среды – важная часть геологи-
ческих структур для исследования. Трещины яв-
ляются зонами скопления нефти и газа, что пред-
ставляет особый интерес для геологического со-
общества [1, 2]. Однако трещины различаются по
форме, размеру, характеристикам содержащегося
внутри флюида и другим параметрам, поэтому
достаточно сложно разработать одну универсаль-
ную модель для описания всех типов трещин [3].

Одной из наиболее распространенных моде-
лей трещин является модель бесконечно тонкой
трещины (БТТ) [4]. Такая модель подходит для
описания трещин, заполненных газом, что рав-
нозначно использованию контактного условия
свободной границы на границах трещины. С точ-

ки зрения построения расчетной области с таки-
ми трещинами, модель БТТ не требует дополни-
тельных преобразований расчетной сетки, что яв-
ляется большим преимуществом данной модели.
Однако модель БТТ не способна корректно опи-
сывать трещины, заполненные различным типом
флюида (с различными параметрами плотности,
скоростью распространения звука), что ограни-
чивает область прикладных задач для решения.
Для учета характеристик флюида внутри трещи-
ны существует модель трещины Шонберга [5], в
которой трещина определяется через так называ-
емые параметры раскрытости трещины.

В данной работе был разработан подход к мо-
делированию трещиноватых геологических сред
для двумерных и трехмерных постановок задач
сеточно-характеристическим методом [6] с ис-
пользованием модели трещины Шонберга. Про-
ведено моделирование распространения сейсми-
ческих волн от точечного источника в геологиче-
ской среде с трещиной с нулевыми параметрами
раскрытости, в результате которого волна должна
полностью отражаться от трещины, что и достиг-
нуто с применением разработанного алгоритма.
Было проведено моделирование для задачи сей-
смического мониторинга трещины гидроразрыва
пласта с использованием разработанного алго-
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ритма трещины Шонберга и трещины БТТ, кото-
рые продемонстрировали качественное совпаде-
ние результатов, но расхождение в количествен-
ном соотношении.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Для моделирования геологической среды, в

работе использовалась система уравнений для
описания поведения сейсмических волн в линей-
но-упругих средах [7]:

(1)

(2)

где u – скорость распространения сейсмических
волн, ρ – плотность среды, σ – тензор напряже-
ний Коши, t – время, λ и μ – параметры Ляме,
определяющие свойства упругого материала, I –
единичный тензор.

Cистему (1)–(2) можно привести к виду

(3)

где вектор q состоит из шести компонент тензора
напряжений и трех компонент скорости; матри-
цы Ax, Ay, Az составлены из коэффициентов систе-
мы (1), (2).

После применения метода расщепления по
пространственным координатам получаем три
одномерные системы уравнений:

(4)

Рассмотрим систему (4), например, для коор-
динаты x:

(5)

Система (5) – гиперболическая, поэтому ее
можно представить в виде

∂ρ = ∇ ⋅ σ
∂

( ) ,Tu
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( ) (( ) ( ) ),Tu l u u
t

∂ ∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

0,x y zA A A
t x y z
q q q q

∂ ∂+ = =
∂ ∂

0, , , .iA i x y z
t i
q q

∂ ∂+ =
∂ ∂
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(6)

где Ωx – матрица из собственных векторов матри-
цы Ax, Λx – диагональная матрица с собственны-
ми значениями на диагонали. Собственные зна-
чения матриц Ax, Ay, Az равны {–cp, cp, –cs, cs, –cs,
cs, 0, 0, 0}, где cp и cs – продольная и поперечная
скорости звука, соответственно, которые можно
вычислить по формулам:

(7)

После замены переменных ω = , система
(6) принимает вид

(8)

Система уравнений (8) решалась с помощью
сеточно-характеристического метода на основе
схемы Лакса–Вендроффа [8, 9]:

(9)

На границе трещины дополнительно были
введены условия, описывающие модель трещины
Шонберга:
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Рис. 1. Распределение компоненты тензора напряжений σxx для модели трещины Шонберга с нулевыми параметрами
раскрытости для t = 1 с.
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Условия (10)–(12) обозначают равенство нор-
мальных компонент тензора напряжений на гра-
нице трещины, условия (13)–(15) – способ вы-
числения данных компонент. Индексы l и r озна-
чают смежные ячейки слева и справа от трещины
соответственно. Параметры KT, KN – так называе-
мые параметры раскрытости трещины, характе-
ризующие трещину. Их можно вычислить анали-
тически (с помощью параметров Ляме, плотности
и ширины трещины) или с помощью лаборатор-
ных экспериментов [10].

Таким образом, после решения уравнений
(13)–(15), неизвестными остаются значения трех
компонент скорости (Vx, Vy, Vz) и трех компонент

тензора напряжений (σyy, σzz, σyz). Для их нахож-
дения на границе трещины совместно решалась
система уравнений (8)–(12).

ОТРАЖЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ
ОТ ТРЕЩИНЫ С НУЛЕВЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ РАСКРЫТОСТИ
Для проверки разработанного алгоритма был

проведен расчет отражения волны, исходящей от
сферического источника, от трещины с нулевы-
ми параметрами раскрытости, что соответствует
случаю полного отражения волны от трещины.
Трехмерная модель состояла из однородной сре-
ды с трещиной в плоскости YZ. Результирующий

Рис. 2. Распределение тензора напряжений для модели трещины БТТ (1) и модели трещины Шонберга: (2) а – трещи-
на БТТ, б – трещина Шонберга, в – значения компоненты тензора напряжении σxx, кг/(м с2) для t = 0.065 с.
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отклик от трещины (волновое поле распределе-
ния компоненты тензора напряжений σxx) пока-
зан на рис. 1 после отражения от трещины, на-
блюдается полное отражение волны от трещины,
что соответствует постановке задачи.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТКЛИКА
ОТ ТРЕЩИНЫ ГИДРОРАЗРЫВА ПЛАСТА

Была решена прямая задача получения сей-
смического отклика от трещины гидроразрыва
пласта. Данная искусственно созданная трещина
часто применяется в реальных сейсмических ра-
ботах для увеличения притока флюида в скважи-
ну [11, 12]. Наблюдение за состоянием трещины
осуществляется с помощью приемников сигнала,
расположенных перед трещиной.

Параметры геологической среды с трещиной
были следующими: плотность – 2500 кг/м3, про-
дольная скорость звука – 5000 м/с, поперечная
скорость звука – 3000 м/с. Трещина была распо-
ложена на расстоянии 300 м от источника, моде-
лирующего подземные сейсмы (естественные ко-
лебания, возникающие в толще геологической
среды). Высота трещины составляла 30 м, шири-
на – 30 см. Расчетная область составляла 1200 ×
× 1200 м. Параметры флюида, наполняющего тре-
щину, были следующими: плотность – 830 кг/м3,
продольная скорость звука – 1290 м/с, попереч-
ная скорость звука – 1290 м/с. В соответствии с
данными характеристиками трещины [10], пара-
метры KN и KT были равны 4.6 × 109 .

На рис. 2а и 2б представлены аномальные вол-
новые отклики от трещины для модели трещины
Шонберга и для модели трещины БТТ. Каче-
ственно результаты совпадают, однако количе-
ственно значения модуля скорости оказываются
больше для откликов от трещины по модели LSM
(рис. 2в), что существенно при наблюдении тре-
щины и контроля наполняющего ее флюида.

ВЫВОДЫ
В работе представлен подход к моделирова-

нию трещиноватых геологических сред для дву-
мерных и трехмерных постановок задач сеточно-
характеристическим методом с использованием
модели трещины Шонберга. Описан алгоритм
расчета точек на границе трещины. Проведено
моделирование распространения сейсмических
волн от сферического источника в геологической
среде с трещиной с нулевыми параметрами рас-
крытости. Результаты показали полное отраже-
ние волны от трещины, что соответствует постанов-
ке задачи. Также была решена задача сейсмическо-
го мониторинга для моделирования трещины
гидроразрыва пласта с использованием разрабо-
танного алгоритма по модели трещины Шонбер-

га и модели трещины БТТ. Результаты продемон-
стрировали качественное совпадение, но расхож-
дение в количественном соотношении.
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MATHEMATICAL MODELING OF 3D DYNAMIC PROCESSES NEAR A 
FRACTURE USING THE FRACTURE MODEL OF SCHOENBERG
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Dolgoprudnyi, Moscow oblast, Russian Federation
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The fractured media are very important objects for investigation because they accumulate oil, the hydraulic
fracturing is of great practical interest. The exploration of such heterogeneities with the help of methods of
mathematical modelling allows to examine different problem formulations with fractures of different forms,
sizes and other characteristics. The fracture model of Schoenberg allows to take into account the character-
istics of f luid inside the fracture, which is very important while conducting the seismic geological surveys. In
this work, we developed the algorithm for computing the medium parameters on the border of a fracture, de-
scribed by the model of Schoenberg, using the grid-characteristic method. We present the results of applica-
tion of the developed algorithm to the solution of the problem of seismic monitoring of the hydraulic fracture,
where the fracture filling f luid is a necessary part of investigation.

Keywords: fracture models, seismology, grid-characteristic method, hydraulic fracturing



45

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 500,
с. 45–51

О ПРОБЛЕМЕ ПЕРИОДИЧНОСТИ РАЗЛОЖЕНИЯ В НЕПРЕРЫВНУЮ 
ДРОБЬ ЭЛЕМЕНТОВ ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ СО СТЕПЕНЬЮ 

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ S-ЕДИНИЦЫ НЕ ВЫШЕ 11
© 2021 г.   Академик РАН В. П. Платонов1,2,*, М. М. Петрунин1,**, Ю. Н. Штейников1,***

Поступило 26.08.2021 г.
После доработки 26.08.2021 г.

Принято к публикации 01.09.2021 г.

Решается проблема описания свободных от квадратов многочленов  с периодическим разложе-
нием  в функциональную непрерывную дробь в , где k – числовое поле, при условии, что
степень фундаментальной S-единицы соответствующего гиперэллиптического поля  не
превосходит 11.
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( )f x
( )f x (( ))k x

( )( ( ))k x f x

ВВЕДЕНИЕ

Пусть поле k характеристики 0, и  –
многочлен свободный от квадратов. В классиче-
ском случае функциональных непрерывных дро-
бей в , первые результаты по которому
были получены 200 лет назад Абелем и Чебыше-
вым (см. [1–4]), важным элементом исследова-
ния свойств периодичности является элемент ,
где многочлен f определяет гиперэллиптическое
поле . В отличие от классического
случая, в случае непрерывных дробей в  на-
личие в поле L периодических элементов не га-
рантирует периодичности разложения элемента

. В цикле работ по исследованию и нахожде-
нию элементов f с периодическим  было по-
казано, что периодичность  – редкое явление,
которое, впрочем, требует наличия нетривиаль-
ных S-единиц в соответствующем гиперэллипти-
ческом поле  для множества нормирований S,
индуцированного линейным многочленом .

∈( ) [ ]f x k x

/((1 ))k x

f

= ( )( ( ))L k x f x
(( ))k x

f
f

f

L
x

В работе [5] были найдены все такие многочле-
ны f степени 3 с рациональными коэффициента-
ми, рассматриваемые с точностью до естествен-
ной эквивалентности. В работах [6, 7] эти иссле-
дования были обобщены на числовые поля
констант, и была полностью решена проблема
периодичности  для квадратичных и числовых
полей степени 3 над , а также была доказана
теорема конечности для расширений  степени
≤6. В работе [8] аналогичный результат был полу-
чен для случая многочленов  степени 4 над ,
что завершило описание периодических  в эл-
липтическом случае над полем рациональных чи-
сел. Аргументы и подходы работ [5–8] существен-
но опирались на параметризацию пар: эллипти-
ческая кривая и точка с заданным порядком
кручения (см. [9, 10]).

В случае многочленов f степени 5 и выше по-
добные параметризации неизвестны, и описание
периодических  требует иных подходов. В ра-
боте [5] для гиперэллиптических полей, содержа-
щих S-единицы малых степеней, с помощью мето-
да, основанного на решении норменного уравне-
ния, были получены рекуррентные соотношения на
коэффициенты решения норменного уравнения.
С помощью этих соотношений были найдены но-
вые примеры  с периодическим разложе-
нием  для произвольной степени  f, причем в
случае deg f = 3 построенные примеры исчерпы-
вали множество таких f. Однако даже уже в слу-
чае, когда многочлен имеет степень 3, для полей,

f
Q

Q

f Q

f

f
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содержащих фундаментальные S-единицы нечет-
ной степени начиная с 9, указанный выше метод
становится вычислительно сложным.

В работе [11] был предложен новый эффектив-
ный метод для решения норменного уравнения,
основанный на применении базисов Грёбнера.
В [11] над произвольным полем k была показана
конечность многочленов нечетной степени, от-
личной от 11, таких, что элемент  периодичен,
а соответствующее гиперэллиптическое поле

 содержит S-единицу степени 11. Кроме
того, было доказано, что в случае  не суще-
ствует многочленов нечетной степени отличной
от 9 и 11 с указанными свойствами. В дальнейшем
данный подход получил свое развитие в работе
[14], где с помощью последовательных вычислений
результантов и без использования параметризаций
удалось получить альтернативное доказательство
теоремы об описании кубических многочленов f
над  с периодическим разложением  в непре-
рывную дробь, а также были сделаны продвижения
в обобщении полученных результатов на случай
произвольных числовых полей.

В настоящей работе мы, развивая методы ра-
боты [11], решаем вышеописанную проблему для
произвольной степени многочлена f, накладывая
ограничение только лишь на степень фундамен-
тальной S-единицы соответствующего гиперэл-
липтического поля. Отметим, что в [12] показано,
что существование фундаментальной S-единицы
является необходимым условием для наличия пе-
риодических элементов в поле . В настоящей
работе нами доказано, что если ограничить кон-
стантой 11 степень соответствующей фундамен-
тальной S-единицы, то для почти всех d не суще-
ствует многочлена f степени d над произвольным
числовым полем  с периодическим разложени-
ем  в непрерывную дробь в . Более того,
нами явно приведены все многочлены f с перио-
дическим  с указанным ограничением на сте-
пень соответствующей S-единицы. Оказывается,
что с точностью до эквивалентности такой много-
член либо единственен для каждой пары d и фикси-
рованной степени фундаментальной S-единицы
соответствующего гиперэллиптического поля, либо
это бесконечная серия cxd + 1, .

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Для неприводимого над k многочлена h опре-

делим дискретное нормирование  (элемента

поля ) равенством , где взаимно

простые многочлены p, q не делятся на ; беско-
нечное нормирование, в свою очередь, опреде-
лим равенством

f
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Q f
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h

Далее считаем, что degh = 1, и без ограничения
общности положим . Пусть нормирование

 поля  имеет два продолжения  и  на по-
ле . Поскольку в случае 
для  бесконечное нормирование имеет одно
продолжение, положим . Группа S-це-
лых элементов поля  называется группой S-еди-
ниц. Если существует хотя бы одна нетривиаль-
ная S-единица (т.е. отличная от константы поля k),
то в описанном нами случае группа S-единиц яв-
ляется прямым произведением  и бесконечной
циклической группы. Образующие этой цикли-
ческой группы называются фундаментальными
S-единицами. Для S-единицы ,

, выполнено , ,
для некоторого целого m, называемого степенью
S-единицы. Для фундаментальной S-единицы с
положительной степенью m существует k-точка
кручения порядка m в якобиане соответствующей
гиперэллиптической кривой.

Будем говорить, что элементы поля L разлага-
ются в формальные степенные ряды , где

, если существует вложение L в поле фор-
мальных степенных рядов . Подробные све-
дения о разложении в ряд Лорана, функциональ-
ных непрерывных дробях и их связи с S-единица-
ми содержатся в работе [3].

Под периодичностью разложения в непрерывную
дробь мы понимаем периодичность последователь-
ности полных частных. Периодичность разложения

 в непрерывную дробь равносильна периодич-

ности , где  – автоморфизм по-
ля k постоянный на , а также периодичности

 для некоторых . Поэтому мы
будем рассматривать многочлены с точностью до
эквивалентности, определяемой преобразования-
ми, указанными выше. Отношение эквивалентно-
сти зависит от поля k, и в зависимости от контек-
ста мы будем рассматривать его или над , или
над полем определения многочлена f. Мы будем
называть полем определения многочлена f мини-
мальное поле , содержащее все его коэф-
фициенты.

Т е о р е м а  1. Зафиксируем натуральное число
. Для каждого нечетного d, , с точ-

ностью до эквивалентности существует не более
одного бесквадратного многочлена ,  = d,
для которого выполнены следующие условия:

∞
 ν = − 
 

deg deg .p q p
q

=h x
νx ( )k x +νx

−νx

= ( )( )L k x f = +deg 2 1f g
∈Ng

+
∞= ν , ν{ }xS

L

×k

α + β f
α,β ∈ ( )k x α − β =2 2 mf bx ∈ \{0}b k

≥
γ

j
j

j s

x

γ ∈j k
(( ))k x

( )f x
σ( )f x σ ∈ QAut( / )k

Q

2 ( )a f bx , ∈ \{0}a b k

Q

⊆ Qk

≤ 11U < <1 d U

∈ Q[ ]f x deg f
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(i) разложение в непрерывную дробь в  эле-
мента  периодично;

(ii) гиперэллиптическое поле  со-
держит фундаментальную S-единицу степени U
для .

Все такие многочлены приводятся ниже.

В случае  такой многочлен единстве-

нен и равен . Многочленов с  или
 нечетной степени, удовлетворяющих

условиям (i) и (ii), не существует.
Отметим, что если условия (i) и (ii) выполнены

над , то они выполнены и над полем определения
многочлена f. А множество таких многочленов для

 над любым полем , , образу-

ет семейство , .

Перечислим все многочлены , обладающие
периодическим разложением  в непрерыв-
ную дробь, в условиях теоремы 2:

Q(( ))x
f

= Q( )( )L x f

+
∞= ν , ν{ }xS

=deg f U

+ 1Ux =deg 1f
>deg f U

Q

=deg f U k : < ∞Q[ ]k

= + 1Uf cx ∈ \{0}c k

,d Uf

,d Uf

,

,

,

= − + + ,
= − − − + + ,

= − + + ,

3 2
3 5

3 2
3 7

3 2
3 8

12 8 4 1

6(9 21 41) 4(3 21 13) 4 1

12 5 2 1

f x x x

f x x x

f x x x

,

,

,

= − + + + + +

+ + + ,

= − + + + ,

= + − + − + − +

+ − + − + +

+ − + − +

3 2 2 2
3 9

2

3 2
3 10

3 4 3 2 2
3 11

4 3 2

4 3 2

(6 6) (249 105 360)
2397 2055 3495

2 4 2
120 25 2 1

1 ( 24 72 70 112 76)
11

1 (2877 9984 13080 23436 24318)
11
1 (10224 35451 46509 83811 87
4

f x z x z z x

z z

f x x x

f x z z z z x

z z z z x

z z z z ,129)

( )
( )

( )
( )

,

,

2

= − + − + + ,

= − + + +

+ − − +

+ − − +

+ − + + + +

5 4 3 2
5 7

2 5
5 9

2 4

2 3

2

125 25 15 1
256 32 16
15401 592891 5225741

400 6400 6400
4221 20517 88921
400 800 400

57 33 1237
16 4 16

19 22 409 1,
10 5 10

f x x x x x

f z z x

z z x

z z x

z z x x

= − + −

− + − + +

7 6 5
7,9

4 3 2

16807 2401 1029
4096 512 256

49 35 3 1,
16 16 2

f x x x

x x x x

Выше  обозначает порождающий соответствую-
щее числовое поле элемент из табл. 1. В силу гро-
моздкости коэффициентов многочленов  f5, 11, ,
мы не приводим их в настоящей статье, и намере-
ны их опубликовать в планируемой полной вер-
сии изложения.

ПЕРИОДИЧЕСКИЙ КОРЕНЬ
Далее мы приводим результаты о существова-

нии фундаментальных S-единиц и критерии пе-
риодичности  из статей [13, 12].

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть многочлен f свобо-
ден от квадратов, , а степень фунда-
ментальной S-единицы равна . Тогда для подходя-
щих , , , вы-
полнено соотношение , где если  –
четно, то , а в противном случае ,

. Более того, указанный  является мини-
мально возможным, при котором выполняется это
соотношение.

Уравнение из предложения 1 будем называть
обобщенным норменным уравнением, а если

, то просто норменным.
Т е о р е м а  2. Пусть многочлен f свободен от

квадратов, а . Элемент  периоди-
чен тогда и только тогда, когда некоторого ,
существует решение , ,

, уравнения

(1)
и решение для наименьшего такого m удовлетворя-
ет условиям:

Вообще говоря, теорема 2 дает критерий ква-
зипериодичности , но в работе [12] было дока-
зано, что квазипериодичность  равносильна
периодичности.

НЕТРИВИАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ
Зафиксируем , deg f и degd1, тогда степени

всех многочленов определяются из теоремы 2.
Определим коэффициенты  из следую-
щих равенств:

= − + −

− + − + − + +

9 8 7
9,11

6 5 4 3 2

4782969 531441 177147
65536 8192 4096

6561 3645 243 63 2 1.
256 256 32 16

f x x x

x x x x x x

z

,7 11f

f

= +deg 2 1f g
n

μ ,μ , , ∈1 2 1 2 [ ]\{0}d d k x ∈ \{0}b k = 1 2f d d
μ − μ =2 2

1 1 2 2
md d bx n

= 2n m =n m
∈1d k n

=2d f

= +deg 2 1f g f
∈Nm

μ ,μ , , ∈1 2 1 2 [ ]d d k x ∈ \{0}b k
= 1 2f d d

μ − μ = ,2 2
1 1 2 2

md d bx

−μ =

+μ ≤ − +

2
2

2
1

degdeg ,
2

degdeg (2 1).
2

m d

m d g

f
f

m

, , ,i t j la b h f
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(2)

О п р е д е л е н и е  1. Пусть заданы .
Будем называть набор , где

, , , , ,
, а произведение 

свободно от квадратов, н е т р и в и а л ь н ы м
р е ш е н и е м  о б о б щ е н н о г о  н о р м е н н о -
г о  у р а в н е н и я  над k, если выполнено соотно-
шение (1).

Мы будем писать н е т р и в и а л ь н о е  р е -
ш е н и е  н о р м е н н о г о  у р а в н е н и я , если

. Мы будем писать просто  н е т р и в и а л ь -
н о е  р е ш е н и е, если из контекста ясно, что
речь идет о нетривиальном решении норменного
или обобщенного норменного уравнения.

Введем отношение эквивалентности на нетри-
виальных решениях, продолжающее и сохраняю-
щие отношение эквивалентности на многочленах
f из [11].

О п р е д е л е н и е  2. Будем называть преобра-
зованием нетривиального решения обобщенного
норменного уравнения над полем k  д о п у с -
т и м ы м п р е о б р а з о в а н и е м , если для

μ = ; μ = ;

= ; = .

 

 

1 2

1 2

i t
i t

i t
j l

j l
j l

a x b x

d h x d f x

, ∈Ng m
μ ,μ , , ,1 2 1 2( )d d b

∈ \{0}b k μ ,μ , , ∈1 2 1 2 [ ]d d k x ≠1 0d ≠2 0d ≠0 0a
+ = +1 2deg deg 2 1d d g = 1 2f d d

=1 1d

некоторого  оно переводит набор
 в один из следующих наборов:

• 

• ,

• ,

• ,

или преобразование, полученные путем последо-
вательного применения вышеперечисленных
преобразований. Мы определили группу

. Будем называть
нетривиальные решения э к в и в а л е н т н ы м и
над k, если существует допустимое преобразова-
ние над k переводящее одно в другое.

О п р е д е л е н и е  3. Нетривиальное решение
норменного уравнения (1) является также реше-
нием полиномиальной системы с переменными

. Назовем такую систему с и с т е м о й
о б о б щ е н н о г о  н о р м е н н о г о  у р а в н е -
н и я.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть заданы m > 0,
 = 2g + 1 и . Тогда решение системы

обобщенного норменного уравнения соответ-
ствует периодическому  тогда и только тогда, ко-

γ ∈ \{0}k
Ω = μ ,μ , , ,1 2 1 2( )d d b

,γΓ Ω = μ γ ,μ γ , γ , γ , γ1 1 2 1 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ),mx x d x d x b

,γΓ Ω = γμ , γμ , , , γ2
2 1 2 1 2( ) ( )d d b

,γΓ Ω = γμ ,μ , , γ , γ2 2
3 1 2 1 2( ) ( )d d b

,γΓ Ω = μ ,μ , γ , γ , γ4 1 2 1 2( ) ( )d d b

,γ ,γ ,γ ,γΓ = Γ Ω Γ Ω Γ Ω Γ Ω1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )k

, , ,i t j la b h f

deg f 2degd

f

Таблица 1. 

Примечание. Для указанных d и U приведены , поле k и , где  неприводимый над  многочлен, задающий
поле алгебраических чисел , которое является полем определения многочлена  с периодическим разложе-

нием  в непрерывную дробь.

D = deg f
Степень

S-единицы U Поле k Многочлен 

3 5 –

3 7

3 8 –

3 9 , 

3 10 –

3 11 , 

5 7 –

5 9 , 

5 11 , 

7 9 –

7 11 , 

9 11 –

, ( )d UF t

Q

Q( 21) −2 21t

Q

Q( )z , =3 9( ) 0F z − + −3 2 1 1
2 12

t t t

Q

Q( )z , =3 11( ) 0F z − − + − +5 4 3 2 354 3 21
3

t t t t t

Q

Q( )z , =5 9( ) 0F z − −3 27 51t t

Q( )z , =5 11( ) 0F z − − − + + + +7 6 5 4 3 253 133 195 1000 1165 955t t t t t t t

Q

Q( )z , =7 11( ) 0F z − − − −4 3 22 81 303 321t t t t

Q

,d UF ,d Uf , ∈( ) [ ]d UF t tQ Q

,= [ ]/( )d Uk t FQ ,d Uf

,d Uf
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гда  и , ,
, .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что
если обнуляется свободный коэффициент любо-
го из многочленов , то нетривиальное
решение (1) не является решением с минималь-
ным m. Оставшиеся требования напрямую следу-
ют из теоремы 2.

Для многочлена h через  обозначим стар-
ший ненулевой коэффициент. Напомним лемму,
доказанную ранее в статье [14].

Л е м м а  1. Пусть  — наименьшее такое
число, что существует нетривиальное решение
обобщенного норменного уравнения над k, тогда для
данного m:

1) существует нетривиальное решение над k с
 и  или ;

2) существует нетривиальное решение над k с
 и  или ;

3) при условии  существует не-
тривиальное решение над  с .

Л е м м а  2. Пусть  – один из коэффициентов
, не совпадающий с , b0, и

пусть не существует нетривиального решения над
 с условиями , λ = 0, то-

гда над полем  не существует нетривиальных ре-
шений с условием λ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть нетривиальное
решение с  существует. Тогда в силу того, что
группа  сохраняет нулевые коэффициенты, и
того, что по предложению 2 получаем ,

, , по лемме 1 с помощью преоб-
разования группы  можно получить нетривиаль-
ное решение над  с условиями  =
= b0 = 1, λ = 0. Противоречие.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим критерий
периодичности  из теоремы 2, в частности,
рассмотрим неравенства на  и degd2,

. Легко видеть, что для реше-
ния (1) с наименьшим  выполнено одно из двух:
или  и  – нечетное число, или 
и . Первый случай соответствует фунда-
ментальной S-единице нечетной степени ,
а второй – фундаментальной S-единице степени

. Из критерия также нетрудно вывести, что
для  периодичность  возможна лишь
в случае S-единицы нечетной степени  и

= 2mod 2 deg mod 2m d , , ,0 0 0 0h f b a − /2( deg ) 2m db

1degdh − ∈
1deg deg \{0}f df k

, ,μ ,μ1 2 1 2d d

lc( )h

∈Nm

= = = μ0 0 11 lc( )h f =1 0f =1 1f

= = = μ0 0 21 lc( )h f =1 0f =1 1f

, , , ∈ \{0}i t j lb b f h k
k = = = = 1i t j lb b f h

λ
μ ,μ , ,1 2 1 2d d − /,

2 2deg ( deg ) 2d m df b

k − /= = =
2 2deg ( deg ) 2 0 1d m df b b

k

λ = 0
Γk

≠
2deg 0df

− / ≠
2( deg ) 2 0m db ≠0 0b

Γk

k − /=
2 2deg ( deg ) 2d m df b

f
, degm f

= −1 2deg deg degd f d
m

=1deg 0d m >1deg 0d
>2deg 0d

=U m

= 2U m
= degm f f

=U m

. По теореме 2 случаи  – degd2

или  не дают периодического . Отку-
да видно, что нам заведомо не подходят случаи

, а также случаи . Сле-
довательно, нам достаточно рассмотреть случаи

. Причем выполнено 
и  или  и , ,

. Откуда, в случае фундаментальной S-еди-
ницы чётной степени нам достаточно рассмот-
реть только случай degf = 3, который для произ-
вольной чётности U был рассмотрен в работе [7].
Случай ,  разобран для произ-
вольной степени f в [5]. Таким образом, чтобы за-
вершить доказательство теоремы 1, нам остается
рассмотреть три случая:  и

, deg f = 5, 7.

Доказательство каждого из этих случаев состо-
ит из несколько частей. Сначала мы доказываем,
что при вырожденных условиях на коэффициен-
ты многочленов уравнения (1) нет искомых мно-
гочленов. Далее мы рассматриваем только невы-
рожденные случаи, что позволяет провести пре-
образования системы из введенной нами группы
преобразований, которые облегчают вычисли-
тельную процедуру. Наконец, мы строим базис
Грёбнера преобразованной системы, и проводим
вычисление всех требуемых нам решений.

По теореме 2 и лемме 1 во всех интересующих
нас случаях можно считать, что , .
Чтобы провести вышеуказанные преобразова-
ния, нам необходимо убедиться, что не существу-
ет решений системы (1) с , где f1 и другие ко-
эффициенты определяются из (2). По предложе-
нию 2 мы можем положить  = b0 = 1.
Подставим их в систему норменного уравнения, а
также подставим . Базис Грёбнера системы
норменного уравнения с подставленными пара-
метрам состоит из единицы, а значит решений с

 не существует, что
по лемме 2 позволяет считать .

Дальнейшую процедуру подробно опишем
только для случая  и степени соответ-
ствующей -единицы равной . Остальные слу-
чаи рассматриваются по аналогичной схеме, и
полное их изложение выходит за рамки объема
настоящей статьи.

По теореме 2 в этом случае периодичность 
влечет . Воспользуемся тем,
что  и леммой 1, и подставим в систему нор-
менного уравнения . В результа-

= +1mf cx < 2degm f

< 2degm d f

= >2deg degd f m < degm f

= , , ,deg 3 5 7 9f < ≤deg 5f m
= 2U m < ≤deg 11f m =U m = +2 1m l

∈Nl

= +deg 2m f =U m

= = , =9 deg 5U m f
= = 11U m

=2d f = =1 0 1d h

=1 0f

− /=
2 2deg ( deg ) 2d m df b

=1 0f

− /= = = , =
2 2deg ( deg ) 2 0 11 0d m df b b f

≠1 0f

=deg 5f
S 9

f
μ ≤ μ =1 2deg( ) deg( ) 2

≠1 0f
= , = , =2 0 11 1 1b f f
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те подстановки получим систему из 9 уравнений и
9 неизвестных:

Мы можем упростить систему, выразив явно
переменные и подставив в систему их выражения:

В силу того, что , сократим множитель b0

в уравнении  +

+  –  = 0. После пре-
образования получается система из трех уравне-
ний от переменных :

Условия, приведенные выше, задают идеал, ба-
зис Грёбнера которого состоит из трех многочле-
нов:

− + =
− + + =

− − + + + =

2 2
0 0

2
0 1 0 0 1

2 2 2
0 2 1 0 2 0 1 1 0

0,

2 2 0,

2 2 2 0,

a b

a a b b b

b f a a a b b b b

+ − + + + =
+ + − + + + =

+ + + + + =

2 2
0 1 2 0 3 1 2 1 0 1

2 2 2
1 2 0 1 3 0 4 2 0 2 1

2 2
1 3 0 1 4 0 5 1 2 0 3

2 2 2 2 0,

2 2 2 1 0,

2 2 2 1 0,

b b f b f a a b b b

b f b b f b f a b f b

b f b b f b f b f b f

+ + + + =
+ + + =

+ =

2
1 4 0 1 5 1 3 0 4 2

2
1 5 1 4 0 5 3

1 5 4

2 2 2 0,

2 2 0,
2 0.

b f b b f b f b f f

b f b f b f f
b f f

= −0 0,a b
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Опишем последний этап для всех случаев в ви-
де некоторого алгоритма.

1. Берем последний многочлен P в найденном
базисе Грёбнера для соответствующего лексико-
графического порядка. Он является многочленом
над  от одной переменной и в данном случае ра-
вен

2. Берем последовательно каждый неприводи-
мый множитель многочлена , и возьмем его ко-
рень α в соответствующем расширении .

3. Подставляем α в остальные многочлены из
базиса Грёбнера и последовательно находим все
значения неизвестных. В нашем случае оказыва-
ется, что все они лежат в поле, полученном при-
соединением к  исходного корня α.

Среди найденных решений системы обобщен-
ного норменного уравнения отбрасываем те, ко-
торые не соответствуют предложению 2. Во всех
случаях оказывалось, что мы с точностью до эк-
вивалентности находим лишь один многочлен.

В табл. 1 и ниже приведены многочлены  и
, корнем которого является , преобразо-

ванные с целью приведения коэффициентов к
более аккуратному виду.
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We solve the problem of describing square-free polynomials  with periodic expansion of 
into a functional continued fraction in , where k is a number field and the degree of the corresponding
fundamental -unit of hyperelliptic field  is less or equal to 11.
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В работе исследуется, в какой мере групповое многообразие алгебраической группы определяет ее
групповую структуру.
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1. В этом сообщении исследуется, в какой мере
групповое многообразие алгебраической группы
определяет ее групповую структуру. Все рассмат-
риваемые далее алгебраические многообразия
считаются определенными над фиксированным
алгебраически замкнутым полем k.

Хорошо известно, что в классе связных унипо-
тентных алгебраических групп существует, вооб-
ще говоря, бесконечно много зависящих от пара-
метров неизоморфных групповых структур на
фиксированном групповом многообразии (кото-
рое автоматически изоморфно аффинному про-
странству).

Более интересным и доступным в отношении
исследуемой задачи оказывается класс редуктив-
ных групп. Следующий результат показывает не-
единственность таких структур в классе связных
не полупростых редуктивных алгебраических
групп.

Пусть  – связная редуктивная алгебраиче-
ская группа, D – ее коммутант, а  – связная ком-
понента единицы ее центра. Группы D и Z явля-
ются соответственно связной полупростой алгеб-
раической группой и тором. Алгебраические
группы D × Z и  не всегда изоморфны; суще-
ствование изоморфизма между ними равносиль-
но равенству , которое, в свою оче-
редь, равносильно тому, что изогения алгебраи-
ческих групп , является их
изоморфизмом. Однако, как показывает следую-

G
Z

G

∩ = { }D Z e

× → , , �( )D Z G d z dz

щая теорема, D × Z и  всегда изоморфны как ал-
гебраические многообразия.

Т е о р е м а  1. Существует такой инъективный
гомоморфизм алгебраических групп   , что
отображение  явля-
ется изоморфизмом алгебраических многообразий
(но, вообще говоря, не гомоморфизмом алгебраиче-
ских групп).

С л е д с т в и е  1. Алгебраические группы D × Z и
 (в общем случае не являющиеся изоморфными)

изоморфны как алгебраические многообразия.
2. Групповые многообразия из теоремы 1 пред-

ставляются в виде произведений двух многообра-
зий. В теоремах 2–4 найдены ограничения на со-
множители таких произведений.

Т е о р е м а  2. Алгебраическая кривая не может
быть прямым сомножителем многообразия связной
полупростой алгебраической группы.

Далее, если не оговорено отдельно, мы счита-
ем, что ; топологические термины относят-
ся к классической топологии, а гомологии и кого-
мологии являются сингулярными. По принципу
Лефшеца сформулированные ниже теоремы 4, 9,
12, 13 справедливы для любого поля k характери-
стики нуль.

Т е о р е м а  3. Если d-мерное алгебраическое
многообразие X является прямым сомножителем
многообразия связной редуктивной алгебраической
группы, то  и  при .

С л е д с т в и е  2. Стягиваемое алгебраическое
многообразие (в частности, ) положительной
размерности не может быть прямым сомножите-
лем многообразия связной редуктивной алгебраиче-
ской группы.

G

ι: Z →⊂ G
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Т е о р е м а  4. Алгебраическая поверхность не
может быть прямым сомножителем многообразия
связной полупростой алгебраической группы.

3. Теорема 1 естественно приводит к вопросу о
том, какие геометрические свойства группового
многообразия отражаются на алгебраических
свойствах соответствующей группы. Явно или
неявно этот вопрос давно рассматривался в лите-
ратуре. Так, М. Лазар доказал в [3], что если много-
образие алгебраической группы изоморфно аф-
финному пространству, то эта группа унипотент-
на. Ниже приведено несколько результатов по
этой теме.

Первый касается так называемых тороидаль-
ных групп. По теореме Шевалле, всякая связная
алгебраическая группа  содержит наибольшую
связную аффинную нормальную подгруппу , а
группа  является абелевым многообразием.
М. Розенлихт в [4] рассматривал такие группы ,
названные им тороидальными, что  – тор.
Теорема 5 дает критерий тороидальности в тер-
минах геометрических свойств алгебраического
многообразия  (доказательство не использует
ограничений на характеристику поля ; ограни-
чение на подмногообразия в теореме 5 является
более слабым, чем ограничение, указанное в [2,
Prop. 5.4.5 ]):

Т е о р е м а  5. Связная алгебраическая группа 
тороидальна тогда и только тогда, когда алгебра-
ическое многообразие  не содержит подмного-
образий, изоморфных .

Другими результатами по указанной теме яв-
ляются теорема 6, ее следствие и теорема 7, в ко-
торых использованы следующие обозначения.
Пусть  – неприводимое алгебраическое много-
образие. Мультипликативная группа  обра-
тимых регулярных функций на X содержит под-
группу ненулевых констант  и  является
конечно порожденной свободной абелевой груп-
пой (см. [4, Thm. 1]). Далее мы полагаем:

Т е о р е м а  6. Если  – связная аффинная ал-
гебраическая группа, то размерность ее унипо-
тентного радикала равна 

С л е д с т в и е  3. Связная аффинная алгебраиче-
ская группа G редуктивна тогда и только тогда,
когда .

Предыдущее следствие показывает, что свой-
ство связной аффинной алгебраической группы
быть редуктивной выражается через геометриче-
ское свойство ее группового многообразия. Сле-
дующая теорема 7, обобщающая теорему М. Лаза-
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ра [3], показывает, что это же верно и для свой-
ства группы быть разрешимой.

Т е о р е м а  7. Следующие свойства связной аф-
финной алгебраической группы  эквивалентны:

(a) S разрешима;
(б) ;
(в) существуют такие неотрицательные целые

числа  и r, что алгебраическое многообразие S изо-
морфно , где  – произведение  экземпля-
ров многообразия ; при этом автоматически

.
Группа S унипотентна (соответственно, явля-

ется тором) тогда и только тогда, когда S как ал-
гебраическое многообразие изоморфно  (соответ-
ственно, ).

4. Теоремы 8–10 доставляют информацию о
множестве всех групповых структур на алгебраи-
ческом многообразии, допускающем хотя бы од-
ну такую структуру.

Т е о р е м а  8. Две алгебраические группы, одна
из которых тороидальна, изоморфны тогда и толь-
ко тогда, когда они изоморфны как алгебраические
многообразия.

Т е о р е м а  9. Пусть  и  – связные аффин-
ные алгебраические группы, а  – максимальная ре-
дуктивная алгебраическая подгруппа в , .
Если  и  изоморфны как алгебраические много-
образия, то  и  – связные алгебраические группы
с изоморфными алгебрами Ли.

Т е о р е м а  10. Пусть  – связная редуктивная
алгебраическая группа.

(i) Если  – такая алгебраическая группа, что
 и  изоморфны как алгебраические многообразия,

то
(a)  связна и редуктивна, а алгебры Ли  и

 изоморфны;
(б) в случае полупростой односвязной группы 

алгебраические группы  и  изоморфны.
(ii) Число всех, рассматриваемых с точностью

до изоморфизма, алгебраических групп, групповые
многообразия которых изоморфны групповому мно-
гообразию , конечно.

5. Доказательство утверждения (ii) теоремы 10
использует следующую общую теорему конечно-
сти для редуктивных групп, в которой характери-
стика поля  может быть любой.

Т е о р е м а  11. Число всех, рассматриваемых с
точностью до изоморфизма, связных редуктивных
алгебраических групп фиксированного ранга конечно.

С л е д с т в и е  4. Число всех, рассматриваемых
с точностью до изоморфизма, корневых данных
(root data) фиксированного ранга конечно.
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С л е д с т в и е  5. Число всех, рассматриваемых
с точностью до изоморфизма, связных компактных
групп Ли фиксированного ранга конечно.

6. Если в обозначениях теоремы 1 группа 
полупроста (т.е. ), то эта теорема не до-
ставляет примеров неизоморфных групповых
структур на одном и том же групповом многооб-
разии. Такие примеры могут быть получены
иным, описанным ниже способом.

Пусть  – целое положительное число,  –
односвязная полупростая алгебраическая группа.
Группа  (  сомножителей) являет-
ся связной полупростой, так что ее центр  –
конечная группа. Пусть  – свободная группа ран-
га  со свободной системой образующих .
Для любых элементов , где ,
и  обозначим через  элемент из , явля-
ющийся образом элемента w при гомоморфизме

, который отображает xj в hj для каждого j.
Любой элемент  определяет отображе-
ние , , являю-
щееся автоморфизмом группового многообразия

 (но, вообще говоря, не группы G). Oграничение
 на  является автоморфизмом группы

. Рассмотрим какую-либо подгруппу  груп-
пы .

Т е о р е м а  12. (a) Групповые многообразия связ-
ных полупростых алгебраических групп G/C и

 изоморфны.

(б)  и  являются изоморфными ал-
гебраическими группами тогда и только тогда, ко-
гда C и  лежат в одной орбите естественного
действия группы  (изоморфной группе авто-
морфизмов диаграммы Дынкина группы G) на мно-
жестве всех подгрупп группы .

С помощью теоремы 12 легко построить при-
меры неизоморфных связных полупростых ал-
гебраических групп, групповые многообразия ко-
торых изоморфны.

П р и м е р. Пусть n = 2, , ,
, d ≥ 2, C = .

В этом случае , εd = 1}
не переводится в C группой . Поэтому

 и  –
неизоморфные связные полупростые алгебраиче-
ские группы, изоморфные как алгебраические мно-
гообразия. Отметим, что если d = 2, то ,

.

Аналогично строятся диффеоморфные неизо-
морфные компактные вещественные группы Ли.

7. Построенные в предыдущем разделе группы
полупросты, но не просты. Следующая теорема
показывает, что это не случайно.

Т е о р е м а  13. Две алгебраические группы, одна
из которых связна и проста, изоморфны тогда и
только тогда, когда они изоморфны как алгебраиче-
ские многообразия.

Соображения, использованные в доказатель-
стве теоремы 13, дают и доказательство следую-
щей теоремы, которая в [1] приведена без доказа-
тельства.

Т е о р е м а  14 [1, Thm. 9.3]. Две связные ком-
пактные простые вещественные группы Ли, рас-
сматриваемые как топологические пространства,
гомотопически эквивалентны тогда и только тогда,
когда они изоморфны как вещественные группы Ли.
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Получена полная классификация многогранных множеств (объединений конечного числа выпук-
лых многогранников), допускающих самоподобные замощения, т.е. разбиения на сдвиги одного и
того же множества, аффинно подобного исходному. В любой размерности существует бесконечно
много неэквивалентных между собой многогранных множеств с данным свойством. При дополни-
тельном предположении, что подобие задается целой матрицей, а сдвиги (“цифры”) составляют
полную систему вычетов относительно нее, единственным таким множеством является параллеле-
пипед. Указаны приложения полученных результатов к многомерным всплескам и системам Хаара.

Ключевые слова: замощение, самоподобие, тайл, многогранник, целый аттрактор, конус, система
Хаара
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ВВЕДЕНИЕ

Самоподобные замощения (тайлинги) ком-
пактных множеств широко изучались в литерату-
ре по геометрии, комбинаторике, теории чисел,
гармоническому анализу и всплескам. В данной
работе мы получим классификацию всех много-
гранных замощений и их особого вида – много-
гранных целых аттракторов. В разделе 1 будут да-
ны формулировки основных результатов, в разде-
ле 2 – краткие доказательства (подробные
доказательства будут представлены в расширен-
ном варианте данной статьи).

О п р е д е л е н и е  1. Компактное множество
 положительной меры Лебега допускает

т а й л и н г , если существует разбиение ,

в котором все множества  являются параллель-
ными сдвигами одного и того же компакта (т а й -
л а ) и их попарные пересечения имеют меру нуль.

⊂ R
dG

=
= ∪

1

N

i
i

G T

iT

Если тайл аффинно подобен G, то тайлинг назы-
вается самоподобным.

Как правило, множества, допускающие само-
подобный тайлинг, имеют фрактальную структу-
ру, что затрудняет их использование в приложе-
ниях. Естественная задача – найти и охарактери-
зовать простые (в том или ином смысле)
множества, обладающие этим свойством. Напри-
мер, многогранники или, более широко, много-
гранные множества. Многогранным множеством
называется объединение конечного числа выпук-
лых многогранников. Каждый многогранник
предполагается компактным и невырожденным
(имеющим непустую внутренность). Кроме чисто
геометрического интереса, этот вопрос важен в
кристаллографии, при исследовании уточняю-
щих алгоритмов (subdivision schemes), в теории
приближений, при построении всплесков и дру-
гих ортогональных систем в , см. [1, 3, 4, 6,
9, 11] и ссылки в этих работах. В частности, тайлы
являются основой для функций Хаара многих пе-
ременных. Поэтому, многогранные тайлы приво-
дят к построению функций Хаара с носителями –
многогранными множествами.

Первые результаты в этом направлении были
получены Грехенигом и Мадих [2], которые оха-
рактеризовали самоподобные тайлинги паралле-
лепипедов и соответствующие базисы Хаара в

. Полная классификация операторов аф-
финного подобия и векторов сдвигов, порождаю-
щих тайлинги параллелепипедов, была получена
в [13]. Вопрос классификации тайлов-многогран-
ников исследовался в [9, 12, 13]. Несложно пока-

R2( )dL

R2( )dL
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ПРОТАСОВ, ЗАЙЦЕВА

зать, что среди всех выпуклых многогранников (и
даже среди выпуклых тел) только параллелепипед
допускает самоподобный тайлинг. Для невыпук-
лых многогранников вопрос гораздо более сло-
жен. В [13] было показано, что на двумерной
плоскости невыпуклый многоугольник не может
иметь самоподобного тайлинга. Случай большей
размерности был оставлен в качестве открытой
проблемы. В недавней работе [12] было показано,
что если у самоподобного тайла есть выпуклый
угол (т.е. пересечение с некоторым шаром явля-
ется окрестностью вершины выпуклого конуса,
не содержащего прямой линии), то данный тайл
аффинно эквивалентен объединению целых
сдвигов единичного куба. Поэтому, в случае ко-
гда многогранник имеет хотя бы один выпуклый
угол, мы знаем его общий вид. Это, однако, не ре-
шает проблему полностью, поскольку не все мно-
гогранники данного вида допускают самоподоб-
ный тайлинг. Но главная сложность состоит в
том, что не все многогранники имеют хотя бы
один выпуклый угол. В качестве примера рас-
смотрим правильный тетраэдр в  и каждую из
его вершин “вдавим внутрь”, сделав на ее месте
ямку в виде тетраэдра. Что касается многогран-
ных множеств, то они уже на двумерной плоско-
сти могут не иметь выпуклых углов. Выпуклость в
[12] существенна, и доказательство не проходит в
общем случае. Таким образом, вопрос о много-
гранниках, допускающих самоподобный тай-
линг, оставался открытым. С другой стороны, из-
вестны примеры несвязных многогранных мно-
жеств с самоподобным тайлингом [13]. Поэтому,
разумно ставить задачу следующим образом:

З а д а ч а  1. Найти все многогранные множе-
ства в , допускающие самоподобный тайлинг.

Вторая задача сужает вопрос на один класс са-
моподобных тайлов – целых аттракторов. Целый
аттрактор в  является аналогом единичного от-
резка в системе счисления, определенной целой
матрицей и системой целых векторов – “цифр”.
Пусть дана d × d матрица M с целыми коэффициен-
тами, а также множество векторов D = ,
где . Матрица  предполагается растя-
гивающей, т.е. все ее собственные значения по
модулю больше 1, а векторы  взяты из разных
классов смежности , т.е.,  при

. Таким образом, в  задана M-адическая си-
стема счисления с цифрами si. Целым аттрактором

называется множество G = .

Известно [2, 7], что  – компакт, имеющий целую
положительную меру и допускающий самоподобный
тайлинг множествами , ..., m – 1. Ха-
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рактеристическая функция аттрактора ϕ(x) = 
удовлетворяет масштабирующему уравнению

ϕ(x) = . Этим объясняются много-

численные применения целых аттракторов в тео-
рии всплесков, теории приближений (subdivision
schemes) и т.д. В частности, если мера  равна
единице, то функция ϕ порождает кратномас-
штабный анализ в  [3, 10, 11].

Единичный куб в  является целым аттракто-
ром, порожденным матрицей , где I – еди-
ничная матрица, и 2d цифрами ,

. Тот же куб порождается и другими па-
рами . Например, при надлежащем выборе
матрицы M, куб является целым аттрактором, за-
даваемым всего двумя цифрами. Системы счис-
ления в , имеющие в качестве аттрактора еди-
ничный куб или параллелепипед, исследовались,
в частности, в [2, 13], в [13] дана полная класси-
фикация таких систем в . Вопрос – есть ли дру-
гие многогранные целые аттракторы в ?

З а д а ч а  2. Найти все многогранные множе-
ства в , являющиеся целыми аттракторами.

Мы даем решения задач 1 и 2. В теореме 1 клас-
сифицированы все многогранные множества в

, допускающие самоподобный тайлинг. В лю-
бой размерности таких множеств (не эквивалент-
ных друг другу) бесконечно много. А с много-
гранными целыми аттракторами ситуация иная.
Теорема 2 устанавливает, что все они – паралле-
лепипеды.

1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Мы рассматриваем самоподобный тайлинг
 компактного множества ; для каждо-

го тайла  его подобие множеству  задается
аффинным преобразованием ; все эти
преобразования имеют одну и ту же линейную
часть, заданную растягивающей матрицей M, и
отличаются только сдвигами.

Многогранное множество в  – объединение
конечного числа выпуклых невырожденных мно-
гогранников. Одномерные многогранные множе-
ства состоят из конечного числа отрезков. Все од-
номерные многогранные множества, допускаю-
щие самоподобный тайлинг, охарактеризованы в
[5, 13]. Мы используем этот результат, поэтому
приведем его полностью. Для натуральных чисел
a, n, обозначим . Это –
арифметическая прогрессия длины , начинаю-
щаяся с нуля, имеющая разность a. Для натураль-
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ного числа r и положительных векторов ,
обозначим  – сум-
мы по Минковскому арифметических прогрес-
сий . Пару векторов  назовем до-
пустимой, если , и для каждого  вы-
полнено:  и ai делится на .
Следующий результат дает классификацию одно-
мерных многогранных тайлов [13, теорема 7]:

Множество , являющееся объединени-
ем конечного числа отрезков, допускает самопо-
добный тайлинг тогда и только тогда, когда най-
дутся  и допустимая пара векторов 
такая, что  эквивалентно, с точностью до умно-
жения на константу, множеству

(1)

Итак, множество  эквивалентно объедине-
нию целых сдвигов единичного отрезка, заданно-
му формулой (1). Общее число отрезков равно

; случай одного отрезка соответствует r = 1.
Теперь мы формулируем основной результат,
классифицирующий многогранные самоподоб-
ные тайлы в .

Т е о р е м а  1. Многогранное множество в 
допускает самоподобный тайлинг тогда и только
тогда, когда оно аффинно эквивалентно прямому
произведению d одномерных множеств вида (1).
Каждое из этих d множеств порождено своей
тройкой , где  и a, n – допустимая пара
из .

З а м е ч а н и е  1. Пример такого множества
дан на рис. 1. Одно из множеств порождено трой-
кой , а другое .
Соответствующие арифметические прогрессии
получаются  (их сумма дает мно-
жество по оси x),  (их сумма дает
множество по оси y).

Итак, все многогранные множества, допуска-
ющие самоподобный тайлинг, являются пря-
мыми произведениями соответствующих одно-
мерных множеств. Следовательно, каждое такое
множество является дизъюнктным объединени-
ем единичных кубиков целочисленной решетки. 

В частности, такой же вид должны иметь все
многогранные целые аттракторы. Следующий ре-
зультат, однако, показывает, что их семейство го-
раздо беднее и ограничивается параллелепипедами.

Т е о р е м а  2. Если целый аттрактор является
многогранным множеством, то это – параллелепи-
пед.

Схемы и основные шаги доказательств теорем 1
и 2 приведены в следующем параграфе.
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2. НАБРОСКИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ
Короткий формат сообщения не позволяет из-

ложить полные доказательства, это будет сделано
в отдельной статье. Мы наметим план и подроб-
нее остановимся на главных идеях.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1: к р а т -
к о е  и з л о ж е н и е. Доказательство мы разбили
на несколько шагов, в каждом устанавливается
одна лемма. Пусть  – многогранное мно-
жество, имеющее самоподобный тайлинг .

Ш а г  1. Выпуклая оболочка  – выпук-
лый многогранник. Его вершины будем называть
крайними вершинами множества . В силу тео-
ремы Крейна–Мильмана, у каждого многогран-
ного множества есть крайние вершины, и их вы-
пуклая оболочка содержит это множество. На
рис. 2 проиллюстрированы крайние вершины у
тетраэдра с “вдавленными” углами.

Для произвольной крайней вершины , рас-
смотрим соответствующий угол K – пересечение
множества  с малым шаром с центром . Радиус
шара будем предполагать настолько малым, на-
сколько это необходимо. Тем же символом K будем
обозначать коническую оболочку угла K, т.е. мно-
жество . Это – невырожденный точечный
(не содержащий прямой линии) конус, возможно,
невыпуклый. Мы часто будем отождествлять угол
с соответствующим конусом. Выпуклая оболочка

 – угол многогранника . Конус 

определяет частичный порядок в : , если
. У каждого подмножества 
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Рис. 1. Пример двумерного многогранного множе-
ства, допускающего самоподобный тайлинг.
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есть не более одного минимального элемента x,
для которого  для всех .

Л е м м а  1. Если многогранное множество 
имеет самоподобный тайлинг , то каждая его
крайняя вершина  содержится в единствен-
ном тайле . Более того,  является также и
крайней вершиной , а углы множеств  и  в этой
вершине совпадают.

Доказательство основано на том, что  – един-
ственный минимальный элемент конуса , а
значит, и единственный минимальный элемент

, поскольку  содержится в этом конусе. Если
бы два сдвига тайла  содержали , то  имело бы
два минимальных элемента, что невозможно.

Ш а г  2. Итак, каждая крайняя вершина  по-
крыта единственным тайлом , для которого она
также является крайней вершиной. Это опреде-
ляет отображение множества крайних вершин 
в множество крайних вершин . Но поскольку 
и  аффинно подобны, получаем отображение
(возможно, не инъективное) множества крайних
вершин  в себя. Какая-то итерация этого отоб-
ражения имеет неподвижную точку , причем
(возможно, после дополнительных итераций)
можно считать, что все грани угла  множе-
ства  совпадают с соответствующими гранями
того же угла в . Мы будем называть крайнюю
вершину множества  неподвижной, если она
совпадает с соответствующей вершиной покры-
вающего ее тайла , и все соответствующие грани
угла  в этой вершине у множеств  и  сов-
падают.

Л е м м а  2. У самоподобного тайлинга  много-
гранного множества  всегда существует итера-
ция  такая, что  с тайлингом  имеет хотя
бы одну неподвижную вершину.
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Заметим, что если понятие крайней вершины
зависит только от геометрии множества , то не-
подвижная вершина зависит от тайлинга. Везде
далее мы будем считать, что достаточное число
итераций уже проделано, и  – неподвижная вер-
шина  с тайлингом , а размер тайла достаточно
мал (насколько это необходимо). Угол множества

 (он же – угол T) в неподвижной вершине также
будем называть неподвижным.

Ш а г  3. Итак, множество  с тайлингом 
имеет хотя бы один неподвижный угол. Наша
следующая цель – доказать, что этот угол выпук-
лый и простой (т.е. имеет ровно d ребер). Это бу-
дет сделано в несколько этапов – шаги 3–6. В на-
чале мы установим следующую лемму, которая
позволит свести задачу к меньшей размерности.

Л е м м а  3. Пусть многогранное множество 
имеет самоподобный тайлинг , и  – тайл,
содержащий неподвижный угол . Тогда если  со-
держит некоторую грань  конуса ,

, то все элементы T, пересекающие
эту грань, являются сдвигами  на векторы, парал-
лельные . Пересечения грани  с тайлами из  об-
разуют самоподобный тайлинг множества .

Таким образом, если неподвижный угол  со-
держит какую-то грань своей выпуклой оболоч-
ки, то тайлинг  также определяет самоподоб-
ный тайлинг для пересечения  с этой гранью.

Ш а г  4. Теперь доказываем, что если непо-
движный угол  содержит какую-то грань ,

 = j, своей выпуклой оболочки, и эта грань
простая (имеет ровно j ребер), то тайл T, содер-
жащий , содержит также -мерный параллеле-
пипед, вписанный в .

Л е м м а  4. В условиях леммы 3 предположим,
что  является j-мерным простым конусом. На
каждом его ребре отметим максимальный по вклю-
чению отрезок, содержащий точку  и лежащий в

. Тогда  содержит j-мерный параллелепипед, по-
рожденный этими отрезками (т.е. являющийся их
суммой по Минковскому).

Доказательство осуществляется по индукции
относительно размерности j. Для j = 1 утвержде-
ние верно, поскольку угол всегда содержит ребра
своей выпуклой оболочки, и соответствующий
отрезок на этом ребре является одномерным па-
раллелепипедом, который (по определению!) ле-
жит в . Переход  осуществляется так: по
предположению индукции, для каждой -
мерной грани L' конуса  соответствующий

-мерный параллелепипед  L' содержит-
ся в . Обозначим через  отрезок, содержащийся
в оставшемся ребре конуса . Тогда (по предпо-
ложению индукции для одномерной грани L =
= ) сдвиг  содержится в соответству-
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Рис. 2. Крайние вершины тетраэдра с “вдавленными”
вершинами.
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ющем сдвиге T + a, и, следовательно, содержится
в . Если какая-то точка  не покрывается
тайлом T, то она должна содержаться в каком-то
его сдвиге , причем . Из этого сле-
дует, что сдвиг ребра , лежащий в , со-
держится в . Значит, он пересекает одну из про-
тивоположных граней  и  этого паралле-
лепипеда. Последнее невозможно, поскольку
тайл  не пересекает ни T, ни .

Ш а г  5. Теперь мы устанавливаем главное
вспомогательное утверждение. Несмотря на тех-
нический характер леммы, этот геометрический
факт, возможно, не лишен и самостоятельного
интереса.

Л е м м а  5. Если выпуклый многогранный конус
 не является простым, но имеет простые фасады

(т.е. гиперграни), то верно следующее: либо  про-
стой, либо для любого семейства векторов , исхо-
дящих из вершины конуса  и идущих вдоль его ребер
(один вектор на каждом ребре), найдется два фаса-
да  и два различных вектора , для кото-
рых параллелепипеды  и  имеют об-
щую внутреннюю точку. Через  обозначен па-
раллелепипед, порожденный векторами, лежащими
на фасаде X.

В первом случае, если C – простой конус, парал-
лелепипеды всех фасадов и их сдвиги на векторы се-
мейства  образуют границу d-мерного параллеле-
пипеда, лежащую в .

Иллюстрация ко второму случаю леммы дана
на рис. 3, 4.
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Ш а г  6. Мы подошли к ключевому месту в до-
казательстве.

Л е м м а  6. Если многогранное множество до-
пускает самоподобный тайлинг , и  – его непо-
движный угол, то для любого  этот угол
содержит все j-мерные грани угла , и все эти
грани простые.

При  мы немедленно получаем, что
 и что этот конус простой.

С л е д с т в и е  1. Каждый неподвижный угол
многогранного множества – выпуклый и простой.

Лемма 6 доказывается по индукции относи-
тельно j. Для j = 1 все выполнено, поскольку  со-
держит все ребра конуса . Если утвер-
ждение верно для размерности , то у произ-
вольной j-мерной грани  конуса  все

-мерные грани простые и содержатся в .
Возьмем на каждом ребре конуса  по макси-
мальному отрезку, лежащему в тайле , и вос-
пользуемся леммой 4. Получается, что на каждой

-мерной грани конуса  эти отрезки порож-
дают параллелепипед, лежащий в . Теперь при-
меняем лемму 5 к конусу  с простыми гра-
нями. Если конус  не простой, то найдется две
грани и два отрезка, для которых два соответству-
ющих сдвинутых параллелепипеда имеют общую
внутреннюю точку. Последнее невозможно, по-
скольку в силу леммы 5 векторы сдвигов  раз-
личны и, следовательно, эти параллелепипеды
принадлежат разным тайлам. Таким образом,
имеет место первый случай леммы 5: конус  про-
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Рис. 3. “Лилия” – фигура из параллелепипедов, по-
рожденных векторами на фасадах.
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стой, и  содержит границу -мерного параллеле-
пипеда  с углом . Если множество точек , не
лежащих в , непусто, то оно содержит открытый
угол  с вершиной . Если мы выбрали размер
тайла  достаточно малым, то мал будет и парал-
лелепипед , а значит  пересечет его границу.
Последнее невозможно, поскольку граница  ле-
жит в .

Ш а г  7. Каждый неподвижный угол множе-
ства  выпуклый и простой (Следствие 1). По-
скольку множество  имеет хотя бы один непо-
движный угол (лемма 2), оно имеет и выпуклый
простой угол, а значит, согласно [12],  эквива-
лентно объединению целых сдвигов единичного
куба. Остается классифицировать все множества
такого типа, допускающие самоподобный тай-
линг.

Л е м м а  7. Если множество  является объеди-
нением целых сдвигов единичного куба и допускает
самоподобный тайлинг  с неподвижным углом ,
то найдется подмножество , составляющее тай-
линг некоторого прямоугольного параллелепипеда с
углом .

Ш а г  8. Итак, множество  является объеди-
нением целых сдвигов единичного куба и, по-
скольку оно подобно , несколько сдвигов  об-
разуют тайлинг параллелепипеда. Следователь-
но, центры составляющих  кубов образуют
дискретный тайл для параллелепипеда, т.е. его
целые сдвиги образуют дискретный параллелепи-
пед. Тогда из [8] следует, что множество центров
является прямым произведением одномерных
множеств, каждое из которых составляет тайлинг
отрезка. Поэтому  является произведением од-
номерных множеств, состоящих из конечного
числа отрезков и допускающих самоподобный
тайлинг. Осталось воспользоваться классифика-
цией таких одномерных множеств, данной в па-
раграфе 2 [13, теорема 7].

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м ы  2.
Из теоремы 1 следует, что  состоит из непересе-
кающихся целых сдвигов единичного куба. Взяв
достаточно большую итерацию самоподобного
тайлинга , можно считать, что диаметр тайла
меньше 1. Значит, один тайл не может пересекать
несколько кубов, т.е. каждый тайл лежит в одном из
кубов. Если  состоит из более чем одного куба, то
рассмотрим сдвиги тайла , лежащие в
двух фиксированных кубах. Несложно показать,
что векторы , для которых тайлы 
составляют первый куб, находятся в тех же классах
смежности , что векторы  для вто-
рого куба. Последнее невозможно, поскольку все
эти векторы являются цифрами из D и должны
принадлежать разным классам.
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b Laboratory “High-dimensional approximation and applications”, Lomonosov Moscow State University, 
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We obtain a complete classification of polyhedral sets (unions of finitely many convex polyhedra) that admit
self-affine tilings, i.e., partitions to parallel shifts of one set which is affinely similar to the initial one. In every
dimension there exist infinitely many non-equivalent polyhedral sets possessing this property. Under an ad-
ditional assumption that the affine similarity is defined by an integer matrix and by integer shifts (“digits”)
from different quotient classes with respect to this matrix, the only such a polyhedral set is a parallelepiped.
Applications to multivariate wavelets and to the Haar systems are discussed.

Keywords: tiling, self-affinity, tile, polyhedron, integer attractor, cone, Haar system



62

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 500,
с. 62–66

КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ 
УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ ВОЛЬТЕРРОВЫХ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
© 2021 г.   Н. А. Раутиан1,*

Представлено академиком РАН В. А. Садовничим 28.06.2021 г.
Поступило 08.07.2021 г.

После доработки 08.07.2021 г.
Принято к публикации 18.08.2021 г.

Работа посвящена исследованию абстрактных интегро-дифференциальных уравнений, являющих-
ся операторными моделями задач теории вязкоупругости. В качестве ядер интегральных операторов
могут быть рассмотрены, в частности, суммы убывающих экспонент или суммы функций Работно-
ва с положительными коэффициентами, имеющие широкое применение в теории вязкоупугости.
Приводится метод сведения исходной начальной задачи для модельного интегро-дифференциаль-
ного уравнения с операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве к задаче Коши для
дифференциального уравнения первого порядка. Установлено экспоненциальное убывание реше-
ний при известных предположениях для ядер интегральных операторов. На основе полученных ре-
зультатов установлена корректная разрешимость исходной начальной задачи для вольтеррова инте-
гро-дифференциального уравнения с соответствующими оценками решения.

Ключевые слова: вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения, линейные дифференциаль-
ные уравнения в гильбертовых пространствах, экспоненциальная устойчивость
DOI: 10.31857/S268695432105012X

В статье будет рассмотрено абстрактное инте-
гро-дифференциальное уравнение с операторны-
ми коэффициентами в гильбертовом простран-
стве и представлена общая схема исследования,
которую можно применить ко многим другим ли-
нейным моделям, содержащим вольтерровы ин-
тегральные операторы.

Указанное абстрактное интегро-дифференци-
альное уравнение может быть реализовано как
интегро-дифференциальное уравнение в частных
производных, возникающее в теории линейной
вязкоупругости (см. [1–6]). К рассматриваемому
классу уравнений относятся также интегро-диф-
ференциальные уравнения Гуртина–Пипкина,
описывающие процесс распространения тепла в
средах с памятью (см. [7, 8]). Кроме того, указан-
ные уравнения возникают в задачах усреднения в
многофазных средах (закон Дарси) (см. [9]). В ка-
честве ядер интегральных операторов могут быть
рассмотрены, в частности, суммы убывающих
экспонент или суммы дробно-экспоненциаль-

ных функций (функций Работнова) с положи-
тельными коэффициентами, имеющие широкое
применение в теории вязкоупругости (см. [10]).

Представленные в данной работе результаты
базируются на подходе, связанном с исследова-
нием линейных дифференциальных уравнений в
банаховых пространствах (см. [11, 12]), и являют-
ся продолжением и развитием исследований,
опубликованных в работах [13, 14], посвященных
спектральному анализу оператор-функций, явля-
ющихся символами вольтерровых интегро-диф-
ференциальных уравнений.

Следует отметить, что существуют и другие под-
ходы для описания колебаний неоднородных мно-
гофазных сред. В качестве примера можно привести
подход, связанный с применением эллиптических
функционально-дифференциальных уравнений,
изложенный в работе [15].

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство, A – самосопряженный положитель-
ный оператор  , действую-
щий в пространстве H. Пусть  – самосопряжен-
ной неотрицательный оператор, действующий в

= ≥ κ0*A A I κ >0( 0)
B
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пространстве H с областью определения ,
такой, что , удовлетворяющий нера-
венству ,  для любого

, I – тождественный оператор в про-
странстве H.

Рассмотрим следующую задачу для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка
на положительной полуоси :

(1)

(2)

Предположим, что ядра интегральных опера-
торов  , имеют следующее представле-
ние:

(3)

где  (i = 1, 2) – положительные меры, которым
соответствуют возрастающие, непрерывные спра-
ва функции распределения , соответственно.
Интеграл понимается в смысле Стилтьеса. Кроме
того, будем считать, что выполнены условия

(4)

Положим

(5)

З а м е ч а н и е  1. Из свойств операторов A и 
и неравенства Гайнца (см. [11]) следует, что опе-
ратор , является обратимым, операторы Q1 :=

:= ,  – допускают ограни-
ченное замыкание в H,  – ограниченный опе-
ратор.

Превратим область определения  опера-
тора ,  в гильбертово пространство Hβ,

введя на  норму , эквивалентную

норме графика оператора .
О п р е д е л е н и е  1. Будем называть век-

тор функцию  к л а с с и ч е с к и м  р е ш е -
н и е м  задачи (1), (2), если ,

,  удовлетворяет уравне-
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нию (1) для каждого значения  и начально-
му условию (2).

2. СВЕДЕНИЕ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ 
К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Применим формулу интегрирования по ча-
стям к интегралам в левой части уравнения (1) и
заметим, что , .
Введем новые переменные

(6)

Введем следующее обозначение:

(7)

Тогда задача (1), (2) формально может быть при-
ведена к следующей начальной задаче для систе-
мы дифференциальных уравнений первого по-
рядка:

(8)

где , , f1(t) := f(t) – (M1(t)A +

+

(9)

Теперь наша задача состоит в том, чтобы пре-
вратить систему уравнений (8), (9) в начальную
задачу в некотором расширенном функциональ-
ном пространстве, в котором эта задача будет
корректной, а также установить соответствие (не
только формальное) между решением задачи (8),
(9) и решением исходной задачи (1), (2).
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РАУТИАН

3. ЗАДАЧА КОШИ В РАСШИРЕННОМ 
ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. 

ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Через  обозначим пространства 
вектор-функций на полуоси  со значе-
ниями в H, снабженные нормами

соответственно.
Рассмотрим сильно непрерывную мультипли-

кативную полугруппу  в пространстве  (см.
[12, c. 65]):  , t ≥ 0,

. Известно, что линейный оператор
 в пространстве Ωk с областью опре-

деления D(Tk) =  является ге-
нератором полугруппы  (см. [12, c. 65]).

Введем операторы  и сопряжен-

ные операторы  (k = 1, 2) следующим
образом:

Рассмотрим гильбертово пространство  =
=  снабженное нормой

которое будем называть расширенным гильбер-
товым пространством.

Введем линейный оператор  в пространстве
 с областью определения

действующий следующим образом:

Введем четырехкомпонентные векторы вида
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Теперь мы можем переписать систему (8), (9) в
виде дифференциального уравнения первого по-
рядка в расширенном функциональном простран-
стве. Рассмотрим следующую задачу Коши в про-
странстве :

(10)

(11)

О п р е д е л е н и е  2. Вектор Z(t) = ,
 называется к л а с с и ч е с к и м

р е ш е н и е м задачи (10), (11), если ,
, H),  k = 1,

2, по переменной t, для любого ,

, вектор Z(t) удовлетворяет
уравнению (10) для любого и начальному
условию (11).

О п р е д е л е н и е  3 (см. [11]). Линейный опе-
ратор  c областью определения, плотной в гиль-
бертовом пространстве, называется д и с с и п а -
т и в н ы м , если  при  и
м а к с и м а л ь н о  д и с с и п а т и в н ы м , если он
диссипативен и не имеет нетривиальных дисси-
пативных расширений.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (4). То-
гда оператор  в пространстве  с плотной обла-
стью определения  является максимально дис-
сипативным.

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (4). То-
гда линейный оператор  является генератором
сжимающей C0-полугруппы  в простран-
стве , при этом решение задачи (10), (11) пред-
ставимо в виде   и для любого

 справедливо энергетическое равенство

(12)

4. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Перед формулировкой теоремы об экспонен-
циальной устойчивости сформулируем следую-
щее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  1. Существует такое ,
что для всех  справедливо неравенство
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(13)

Приведем результат об экспоненциальной
устойчивости полугруппы , в предполо-
жении, что H – сепарабельное вещественное
гильбертово пространство.

Т е о р е м а  3. Пусть  – решение задачи
(10), (11) при  и выполнены условия (4). Тогда
справедливо неравенство

(14)

для любого  При этом  ωβ =

=

где  определяется неравенством (13), λ0 =

= , 

5. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
Рассмотрим задачу Коши для неоднородного

уравнения

(15)

(16)

Будем предполагать, что вектор-функция 
имеет вид , f1(t) = f(t) – (M1(t)A +
+  где , k = 1, 2, определяются фор-

мулами (7), вектор имеет вид , 0, 0).
Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия (4) и

следующие условия:

1) вектор-функция  и
векторы   или

2) вектор-функция  функ-

ции  k = 1, 2, векторы 

Тогда задача (15), (16) имеет единственное
классическое решение Z(t) = , ξ2(t, τ)),
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где , , u(t) – классическое
решение задачи (1), (2) и справедлива следующая
оценка:

(17)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f
и векторов ϕ0, ϕ1.

Если выполнены условия теоремы и H – сепара-
бельное вещественное гильбертово пространство,
то для решения , где

, ,  – классическое ре-
шение задачи (1), (2), справедлива следующая оценка:

(18)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f
и векторов ϕ0, ϕ1, и постоянной ω, определенной в
формулировке теоремы 3.
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Presented by Academician of the RAS V.A. Sadovnichii

The work is devoted to the study of abstract integro-differential equations, which are operator models of the
viscoelasticity theory problems. The sums of decreasing exponents or sums of Rabotnov functions with pos-
itive coefficients can be considered in particular as the kernels of integral operators, which are widely used in
the theory of viscoelasticity. The method of converging of the initial problem for a model integro-differential
equation with operator coefficients in Hilbert space to the Cauchy problem for a first-order differential equa-
tion is given. Exponential stability of solutions is establishedunder known assumptions for kernels of integral
operators. The correct solvability of the initial problem for the Volterra integro-differential equation with the
corresponding solution estimates are established on the basis of the obtained results.
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Рассмотрена система взаимно гравитирующих частиц с возможными столкновениями, которые мы
моделируем путем добавления к гравитационному потенциалу потенциала отталкивающих сил ти-
па межмолекулярных сил Леннарда-Джонса. При бесконечном числе частиц функция плотности
распределения вероятности определяется кинетическим уравнением Власова с модифицирован-
ным гравитационным потенциалом. С помощью метода энергии–Казимира доказывается суще-
ствование большого класса нелинейно устойчивых равновесных решений этого уравнения.
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ВВЕДЕНИЕ

Уравнения типа Власова содержат в себе реше-
ния задачи  тел для любого . Это свойство де-
лает их сверхфундаментальными. Уравнение
Власова имеет микроскопические решения, соот-
ветствующие точным решениям классической
механики. Это свойство используется и при вы-
воде из цепочки Боголюбова, и при аппроксима-
ции непрерывного решения с помощью этих
микроскопических решений в виде суммы дельта-
функций. Тот факт, что уравнение Власова имеет
микроскопические решения, полезен для обос-
нования метода частиц в численных расчетах.
Под уравнением Власова понимается обычно
следующее уравнение для произвольного потен-
циала  парного взаимодействия частиц:

Рассмотрим подстановку

N N

,( )K x y

( ) ( )∂ ∂ ∂+ , − ∇ , , , , = .
∂ ∂ ∂v v v

v

( ) ( ) 0x
F F FK x y F t y d dy
t x

Здесь  – дельта-функция Дирака,  и  –
функции времени, координат и скоростей ча-
стиц,  – числа (веса частиц). Такая подста-
новка проходит, если  и  удовлетворяют урав-
нениям движения N тел:

где  – вектор градиента по первому аргументу.
Такие решения называются микроскопическими –
либо подстановкой в виде конечного числа частиц,
либо подстановкой в виде суммы дельта-функций
[1–4]. Уравнения гидродинамического типа полу-
чают из системы кинетических уравнений, после-
довательно интегрируя и вводя моменты:

плотность частиц
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САЛЬНИКОВА

математическое ожидание импульса или средний
импульс

дисперсия по импульсам, которая пропорцио-
нальна энергии хаотического движения

Пусть  – гравитационный потенци-
ал, . Для произвольной точки 

(1)

Для описания эволюции всего ансамбля точек
введем функцию плотности  на
фазовом пространстве ,  = M.
Если столкновениями частиц можно пренебречь,
то функция f постоянна вдоль решений уравне-
ний (1) и удовлетворяет закону сохранения пер-
вого порядка на фазовом пространстве, характери-
стической системой которого являются уравнения
движения (1) одиночной пробной частицы:

(2)

Пространственная плотность массы ,
индуцированная f, определяет гравитационный
потенциал U с обычным граничным условием на
пространственной бесконечности:

(3)

(4)

Тогда (2)–(4) – уравнения Власова–Пуассона,
замкнутая нелинейная система уравнений в част-
ных производных, определяющая временную
эволюцию самогравитирующего бесстолкнови-
тельного ансамбля частиц. Помимо нелинейно-
сти, особая математическая сложностьэтой си-
стемы заключается в том, что уравнение в фазовом
пространстве связано с уравнением в конфигураци-
онном пространстве. Уравнение (2) легко дает
априорные оценки Lp-норм функции  для лю-
бых , но после интегрирования по  сохра-
няется только L1-оценка на , что не дает хоро-
шей оценки для . Важное предположение со-
стоит в том, что ансамбль частиц достаточно
велик, чтобы обосновать описание гладкой функ-
цией плотности на фазовом пространстве, и что
столкновения достаточно редки, чтобы ими мож-
но было пренебречь. Если же нужно учитывать
столкновения, то оператор столкновений Больц-

, = , ,
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мана заменяет нуль в правой части уравнения
Власова (2). Функция плотности распределения
вероятности определяется системой уравнений
Власова–Больцмана–Пуассона [5].

В математических моделях столкновения меж-
ду частицами можно описывать различными спо-
собами. Можно использовать теорию неупругого
удара твердых тел с коэффициентом восстановле-
ния Ньютона для относительной скорости отска-
кивающих частиц. При компьютерном модели-
ровании основная трудность этого подхода состо-
ит в отслеживаниии уточнении громадного числа
моментов времени соударений частиц. Другая
математическая модель, предложенная в [6], со-
стоит в добавлении к гравитационному потенци-
алу потенциала отталкивающих сил типа межмоле-
кулярных сил типа Леннарда-Джонса. Численные
эксперименты показали, что при выполнении усло-
вия устойчивости по Якоби обе модели приводят к
качественно идентичному характеру эволюции си-
стемы, с образованием устойчивых конфигураций.
В настоящем исследовании обсуждается кинетиче-
ское уравнение Власова с модифицированным гра-
витационным потенциалом – потенциалом типа
Леннарда-Джонса, который обеспечит “сглажен-
ное” контактное взаимодействие системы взаимно
гравитирующих частиц. К гравитационному потен-
циалу добавляется потенциал силы отталкивания,
позволяющий учитывать размеры частиц и избегать
сингулярностей, характерных для гравитационно-
го потенциала. Для частиц, например, однород-
ных шаров с массами , центры которых на-
ходятся на расстоянии r, потенциал типа Леннар-
да-Джонса имеет вид

где  – гравитационная постоянная, коэффици-
ент k можно выбрать из условия, чтобы на рассто-
янии, равном сумме радиусов шаров, силы при-
тяжения и отталкивания равнялись по величине.
Показатель степени . Несложно получить
из теоремы об изменении момента инерции систе-
мы, с помощью формулы Эйлера для однородных
функций, что для потенциала вида  не выполня-
ется необходимое условие устойчивости Якоби.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Мы собираемся доказывать существование и

нелинейную устойчивость стационарных состоя-
ний предлагаемой динамической модели с моди-
фицированным гравитационным потенциалом.
При этом, в отличие от множества работ по этой
теме для гравитационных и электромагнитных
взаимодействий частиц, в нашей системе не при-
сутствует уравнение Пуассона. Эволюция систе-

,i jm m

α

γ
= − + , α > ,( ) 1i jm m kV r

r r

γ

α ∈ ,(1 2)

−2r
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мы взаимно гравитирующих частиц со “сглажен-
ными” столкновениями подчиняется уравнению
Власова (2), где  – время,  – положе-
ния частиц,  – скорости частиц,

есть пространственная плотность вероятности –
некоторое обобщение принятого в случае гравита-
ционного взаимодействия определения массы ча-
стиц. Модифицированный гравитационный по-
тенциал запишем в следующем виде:

Целью работы является доказательство дина-
мической устойчивости системы вследствие полу-
чения устойчивых состояний как минимизирую-
щих решений функционала энергии–Казимира.

1. Метод функционалов энергии–Казимира
В развитие метода А.М. Ляпунова исследова-

ния нелинейной устойчивости равновесных ре-
шений, В.И. Арнольд предложил в [7, 8] для га-
мильтоновых систем с гамильтонианом H и с до-
полнительными коммутирующими интегралами
C исследовать , выбирая функцию Казими-
ра C так, чтобы функция  имела критиче-
скую точку на стационарном решении. В.И. Ар-
нольд использовал свойства выпуклости ,
чтобы найти явную норму и априорные оценки, не-
обходимые для ограничения конечных отклонений
от состояния равновесия. Эти оценки позволяют
доказать нелинейную устойчивость, тогда как
обычно используемые вторая вариация или спек-
тральные аргументы доказывают только линеари-
зованную устойчивость [9]. Заметим, кстати, что
для системы  с первыми инте-
гралами известна теорема Рауса о том, что точки
строгого локального минимума или максимума
одного интеграла на фиксированных уровнях
остальных интегралов определяют устойчивые
стационарные движения системы.

Итак, отправной точкой настоящего исследова-
ния является общий метод утверждения нелиней-
ной устойчивости для бесконечномерных гамиль-
тоновых систем, представленный в [8]. Строгое
применение этого метода к системам Власова–
Пуассона в различных ситуациях представлено в
многочисленных работах Герхарда Рейна, в том
числе с соавторами (Яном Го и др.) [5, 10–13]. Клю-
чевое отличие рассматриваемой задачи состоит в
том, что для модифицированного потенциала с
параметром  отсутствует уравнение Пуас-
сона. Так что наша стратегия доказательства суще-

∈t R ∈ 3x R
∈v

3R

ρ , = , , v v( ) ( )t x f t x d

α= − + , α ∈ , .1 1( ) (1 2)U r
r r

+( )H C
+( )H C

+( )H C

= , ∈ ⊂v� ( ) nx x x D R

α ∈ ,(1 2)

ствования нелинейно устойчивых стационарных
состояний будет следующей. Соответствующий
уравнению Власова для задачи с модифицирован-
ным гравитационным потенциалом фазовый поток
уравнений характеристик сохраняет фазовый объ-
ем. Тогда для любой разумно выбранной функ-
ции  так называемый функционал Казимира

будет также сохраняться. Гамильтониан  = Ekin(f) +
+ Epot( f ) не имеет критических точек, если брать в
качестве пространства состояний пространство
всех плотностей фазового пространства f, то ли-
нейная часть продолжения в окрестности некото-
рого устойчивого состояния  с потенциалом U0
не исчезает, однако для функционала энергии–
Казимира

соответствующие устойчивые состояния есть
критические точки. (Критические точки гамиль-
тониана, ограниченного на многообразие, кото-
рое определяется связью .) Вместо
анализа устойчивости некоторого состояния мы
будем исследовать функционал  – будет ли этот
функционал достигать минимума на подходящем
множестве состояний f. Такой минимизатор, если
существует, является критической точкой функ-
ционала , следовательно, это должно быть
устойчивым состоянием. Его минимизирующее
свойство приводит к утверждению устойчивости.

В этом исследовании есть два подхода – две
различные вариационные задачи, определяемые
ролью функционала Казимира.

Первая – доказать, что функционал  имеет
минимизирующую плотность , такую, что

для всех , где ограничивающее множество
есть

Вторая вариационная задача – доказать, что
функционал  имеет минимизирующую функ-
цию , где ограничивающее множество
определено как

Φ
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Во всех случаях параметр  – это заданное
положительное число. В первой задаче функцио-
нал Казимира является частью функционала, ко-
торый нужно минимизировать, а во второй вари-
ационной задаче – это часть ограничения [5]. Мы
обратимся ко второй вариационной задаче.

1.1. Вторая вариационная задача
В нашей модели уравнение Власова, описыва-

ющее эволюцию функции фазовой плотности
 частиц, взаимодействующих с модифи-

цированным трехмерным гравитационным по-
тенциалом типа Леннарда-Джонса, имеет вид

Сохраняющаяся полная энергия системы 
содержит слагаемые разных знаков. Очевидная
трудность состоит в том, чтобы контролировать
формы энергии по отдельности. С этой целью
можно интерполировать потенциальную энер-
гию из кинетической энергии и из пространства
Лебега , сохранение которого обеспечивается
инвариантностью функционалов Казимира, т.е.
потенциальная энергия может контролироваться
интерполяцией между инвариантами системы и
кинетической энергией, со степенью кинетиче-
ской энергии строго меньше единицы. Для грави-
тационного потенциала степень равна 1/2, трех-
мерная система Власова–Пуассона является до-
критической. (По аналогии с дисперсионными
уравнениями в частных производных, в случае та-
кого уравнения, в котором гамильтониан состоит
из двух членов противоположного знака, которые
могут расходиться при балансировке, говорят об
уравнении фокусировки; и когда такой контроль
над потенциальной энергией может быть уста-
новлен, это называется докритическим уравне-
нием. Когда такой контроль возможен, но со сте-
пенью потенциальной энергии, равной единице,
говорят о критическом уравнении. Когда такое
управление возможно только при мощности,
строго превышающей 1, говорят о сверхкритиче-
ских уравнениях, для которых обычно ожидается
явления взрыва с течением времени) [14].

Задача Коши для системы Власова–Пуассона
хорошо изучена. После множества предваритель-
ных результатов в 1989 г. независимо и почти од-
новременно были даны два разных доказатель-
ства глобального существования классических
решений для общих данных, одно К. Пфаффель-

> 0M
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мозером, а другое П.-Л. Лайонсом и Б. Перт-
хэмом. В отличие от задачи N тел глобальное су-
ществование получается как для случая отталки-
вания, так и для случая притяжения. В первом
случае полная энергия положительно определе-
на, а во втором – неопределенная, однако при
этом одни и те же априорные оценки могут быть
получены в обоих случаях.

В рассматриваемой нами системе с потенциалом
типа Леннарда-Джонса к отрицательному члену
гравитационного потенциала добавился положи-
тельный, со степенью  в знаменателе: ,
так что потенциальная энергия имеет вид

В дополнение к известным оценкам для грави-
тационной части потенциальной энергии нам не-
обходимо получить аналогичные оценки для раз-
личных значений параметра . Воспользуемся
неравенством Соболева оценки для сверток в .

Пусть , и пусть , где

Тогда

Доказательство следует из неравенства Юнга и
интерполяционной теоремы Марцинкевича [15].

Пусть   (n = 3), следовательно,

, и мы получаем известную ранее оценку
для гравитационного потенциала

Пусть   (n = 3), следовательно,

, и мы получаем оценку для потенциала

Пусть   (n = 3), следователь-

но, , и мы получаем оценку для по-
тенциала
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Например, для , для ,
p = 4/3.

Чтобы знать о достаточной регулярности осред-
ненного силового поля и иметь возможность опре-
делять характеристические кривые для соответству-
ющих обыкновенных дифференциальных уравнений
характеристик, надо знать зависимость от функции
плотности распределения для больших скоростей.
Пространственная плотность ограничена в соответ-
ствующей норме кинетической энергией

так как  является моментом второго порядка
по скорости от f, а  – моментом нулевого по-
рядка. Для  известна оценка целостности
пространственной плотности [5, 14]. Применяя
эту формулу для различных значений параметра

 мы получим для нашей модели для 
оценку кинетической энергией в соответствую-
щей степени и далее оценку потенциальной энер-
гии. В частности, для приведенных выше оценок
для , имеем следующие неравен-
ства:

есть известная ранее оценка для гравитационного
потенциала;

Последняя оценка приведена для полноты карти-
ны, мы не рассматриваем  в рамках нашей
модели.

2. Динамическая устойчивость
Динамическая переменная – плотность

 в фазовом пространстве – индуцирует
пространственную плотность . Любой ми-
нимизатор f0 функционала  на множестве 
будет устойчивым по Ляпунову стационарным
состоянием:

(Если  то говорят об орбитальной
устойчивости.)
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Для стационарных решений  = ϕ(E) =
=  – изотропное установившееся состо-
яние. Простейший пример функции, удовлетво-
ряющей свойствам компактности, это политроп-
ные модели: , где  обозначает
положительную часть,  – энергия
частицы, сохраняющаяся вдоль характеристик
уравнения Власова,  – некоторая отрица-
тельная константа (далее – множитель Лагранжа),

 [10]. Для политропных моделей ас-
социированное пространственное распределение
такое же, как для самогравитирующего газа, что
подтверждает закон давления политропных газов.
Решение имеет компактный носитель и конеч-
ную массу – необходимое ограничение для ста-
ционарных состояний. Случай  приводит
к решениям с бесконечно малой массой и с не-
компактным носителем. В предельном случае

 (сфера Пламмера) масса конечна, но не-
компактный носитель [14].

Для функционала Казимира конкретизируем
условия, накладываемые на функцию . Строго
выпуклая функция ;

 для больших  при 
Ключевой момент настоящего исследования –

это доказательство существования минимизатора
функционала энергии на ограничивающем мно-
жестве, определенном заданными константами.

3. Теорема о существовании минимизатора

Т е о р е м а. Пусть функция  удовлетворя-
ет перечисленным выше условиям. Тогда функцио-
нал энергии  ограничен снизу на множестве  с

. Пусть  – миними-
зирующая последовательность функционала , та-
кая что  Тогда cуществует функция

 подпоследовательность  и последова-

тельность сдвигов векторов  так что

 слабо сходится к f0 в

, при ,

 сильно сходится к  в

, при , а f0 является минимизатором
функционала энергии: .

Доказательство теоремы для нашего случая
модифицированного гравитационного потенци-
ала существенно опирается на работы для грави-
тационного потенциала [5, 10, 12]. Для добавлен-
ного потенциала сил отталкивания с параметром

 при поверке условий соответствующих лемм
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используются полученные нами выше оценочные
неравенства.

Перечислим основные моменты доказатель-
ства. Существует отрицательная нижняя граница
функционала энергии. Тогда существующая
минимизирующая последовательность ограниче-
на в . Значит, существует слабо сходящаяся
подпоследовательность, и ее слабый предел – это
кандидат в минимизатор f0. Тогда нам нужно пе-
рейти к пределу во всех трех частях функционала
энергии. Для кинетической энергии это сделать
легко, используя выпуклость  и лемму Мазура.
Основная трудность в потенциальной энергии,
для которой нужно доказать, что индуцирован-
ные силовые поля сильно сходятся в L2. А так как
они не зависят напрямую от f, а только от индуци-
рованной пространственной плотности ρf, то есть
необходимость перейти к редуцированному по-
тенциалу, который определяется на подходящем
наборе пространственных плотностей. Поэтому
вопрос о существовании минимизатора перено-
сится в приведенную вариационную задачу в тер-
минах пространственных плотностей. Такой под-
ход описан в работах [5, 12, 13]. Потенциальная
энергия ограничена для состояний на ограничен-
ном множестве, где убирается зависимость от
скоростей. Чтобы доказать, что силовые поля,
индуцированные минимизирующими последова-
тельностями, сильно сходятся, т.е. выполняется
свойство компактности, нужно, чтобы последо-
вательности ρj были сконцентрированы. Это про-
веряется при оценках поведения системы при из-
менении масштаба. Далее доказывается, что ми-
нимизирующие последовательности не исчезают
и что не исчезающие слабо сходящиеся миними-
зирующие последовательности остаются скон-
центрированными. Следовательно, силовые поля
сильно сходятся, и существование минимизатора
доказано. Теоремы о том, что минимизаторы яв-
ляются равновесными решениями, и об их дина-
мической устойчивости приведены в [5].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе доказано существование устойчивых
по Ляпунову равновесных решений уравнения
Власова, описывающего эволюцию функции фа-
зовой плотности системы взаимно гравитирую-
щих частиц с возможными столкновениями.
Вместо анализа устойчивости какого-то конкрет-
ного равновесного состояния исследуется функ-
ционал функции фазовой плотности – достигнет
ли этот функционал минимума на подходящем
наборе состояний f. Такой минимизатор, если он
существует, является критической точкой функ-
ционала энергии, а его свойство минимизации
приводит к утверждению устойчивости.
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EXISTENCE AND STABILITY OF EQUILIBRIUM SOLUTIONS
OF THE VLASOV EQUATION WITH A MODIFIED 

GRAVITATIONAL POTENTIAL
T. V. Salnikovaa

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

We consider a system of mutually gravitating particles with possible collisions, which we simulate by adding
to the gravitational potential the potential of repulsive forces similarly such as Lennard-Jones intermolecular
forces. For an infinite number of particles, the probability density function is determined by the Vlasov kinetic
equation with a modified gravitational potential. Using the energy-Casimir method, the existence of a large
class of nonlinearly stable equilibrium solutions of this equation is proved.

Keywords: energy-Casimir method, nonlinear stability, Lennard-Jones type potential
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Рассматривается вторая краевая задача для дифференциально-разностного уравнения второго по-
рядка с переменными коэффициентами на интервале (0, d). Получено необходимое и достаточное
условие существования обобщенного решения. Доказано, что если правая часть уравнения ортого-
нальна в  некоторым функциям, то обобщенное решение из пространства Соболева 
будет принадлежать пространству .
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ВВЕДЕНИЕ

Обобщенные решения первой краевой задачи
для функционально-дифференциальных уравне-
ний нейтрального типа на конечном интервале
(0, d) впервые рассматривались в работах [1, 2].
Было показано, что гладкость обобщенных реше-
ний может нарушаться во внутренних точках ин-
тервала даже при бесконечно дифференцируемой
правой части и сохраняется лишь на подынтерва-
лах, получаемых выбрасыванием из интервала
(0, d) орбит его концов. В работах [3, 4] получены
условия на правые части уравнения, обеспечива-
ющие гладкость обобщенных решений первой
краевой задачи для дифференциально-разност-
ных уравнений на всем интервале (0, d). Вопрос о
нахождении таких условий в случае второй крае-
вой задачи является открытым. В работах [5, 6] в
случаях как первой, так и второй краевых задач
были получены условия на коэффициенты диф-
ференциально-разностного уравнения, при вы-
полнении которых гладкость обобщенных реше-
ний дифференциально-разностного уравнения
сохраняется на всем интервале для любой правой

части. Краевые задачи для функционально-диф-
ференциальных уравнений возникают во многих
важных приложениях, в частности в задачах тео-
рии управления системами с последействием [4,
7–10].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Введем операторы RQ: , R:
,  и PQ: 

следующим образом:

(1)

где , , , ;
 – комплекснозначные функции;
, ; , ;
, .

Рассмотрим задачу

(2)

(3)

где .
Заметим, что сдвиги аргументов  в

операторе R могут отображать точки интервала 
в . Поэтому краевые условия для уравнения
(2) мы задаем не только в точках 0 и , но и на
множестве . Для этого используется оператор

, который является оператором продолжения
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нулем функции из  на . Для рассмотре-
ния дифференциально-разностного уравнения (2)
на интервале  вводится оператор , являющийся
оператором сужения функции из  на .

Если , рассмотрим один класс непересе-
кающихся подынтервалов: , ,
..., n + 1. Если , рассмотрим два класса не-
пересекающихся подынтервалов: Q1k = (k – 1,

, , и ,
.

Обозначим через , , теплицеву
матрицу порядка  с элементами

(4)

где , ; , если ;
, если .

Очевидно, матрица  может быть получена
из матрицы  вычеркиванием последней
строки и последнего столбца. Свойства оператора

 тесно связаны со свойствами матриц .
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что

для всех  и  ( , если ,
и s = 1, если ) выполняется неравенство

(5)

где  не зависит от x и Y,  и  – скаляр-

ное произведение и норма в  соответственно.

2. РАЗРЕШИМОСТЬ ВТОРОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Пусть  – пространство Соболева ком-
плекснозначных функций из , имеющих все
обобщенные производные вплоть до k-го порядка

2( )L Q R\Q
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из . Скалярное произведение в  вво-
дится по формуле

Введем неограниченный оператор  :  
 → L2(Q) с областью определения  =

= ,
действующий по формуле

(6)

О п р е д е л е н и е  1. Функция  на-
зывается о б о б щ е н н ы м  р е ш е н и е м  з а -
д а ч и  (2), (3), если

(7)
Т е о р е м а  1. Пусть выполняется неравенство

(5). Тогда вторая краевая задача (2), (3) имеет
обобщенное решение  тогда и только то-
гда, когда

(8)

3. ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
НА ПОДЫНТЕРВАЛАХ

Т е о р е м а  2. Пусть выполняется неравенство
(5), и пусть  – обобщенное решение зада-
чи (2), (3). Тогда , k = 1, ...,

, , , если ;
, , если θ = 1.

4. ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
НА ВСЕМ ИНТЕРВАЛЕ (0, d)

Предположим, что θ = 1, т.е. . Введем
матрицу R1 порядка  по формуле
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Обозначим через  матрицу порядка

, полученную из матрицы R1 вычер-

киванием первого (последнего) столбца соответ-

ственно, а через  матрицу порядка ,

1
1R 2

1( )R

+ × +( 2) (2 1)n n

0
1R + ×( 2) 2n n

полученную из R1 вычеркиванием первого и по-
следнего столбцов.

Будем предполагать, что выполняется условие
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=
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Л е м м а  1. Пусть выполнены условия (5) и (9).
Тогда  и .

Обозначим через   j-й
столбец матрицы порядка , полученной
из матрицы  вычеркиванием первой
(последней) строки .

Введем линейный ограниченный оператор
 с областью опреде-

ления , действующий по
формуле

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (5) и
(9), и пусть . Предположим, что столбцы  и

 линейно независимы. Тогда оператор
   → L2(Q) фредгольмов,

 и  = 1. Если к тому же

(10)

то ( ; если же

(11)

то ( .
Из теорем 1 и 3 вытекает
С л е д с т в и е  1. Пусть выполнены условия тео-

ремы 3. Если к тому же справедливы равенства
(10), то найдутся три линейно независимые функ-
ции , ,   такие, что , и при вы-
полнении условий , , обобщен-

ное решение задачи (2), (3)  существует

и принадлежит пространству . Если же
справедливо неравенство (11), то найдутся две ли-
нейно независимые функции h0, h1  такие,
что , и при выполнении условий

, j = 0, 1, обобщенное решение задачи

(2), (3)  существует и принадлежит

пространству .
Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия (5) и

(9), и пусть . Предположим, что столбцы 
и  линейно зависимы и . Тогда
оператор  → L2(Q) фредгольмов,

 и  = 1. Если при этом  =

=  или , то  = 2.
Из теорем 1 и 4 вытекает
С л е д с т в и е  2. Пусть выполнены условия тео-

ремы 4. Тогда найдутся две линейно независимые
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функции ,   такие, что , и при
выполнении условий , , обоб-

щенное решение задачи (2), (3)  суще-

ствует и принадлежит пространству .
П р и м е р  1. Рассмотрим оператор RQ:

, 3), где , (Ru)(x) = a0u(x) +
+  + a–1u(x – 1) + ,

, . Тогда n = 2, , а матрица 
имеет вид

Следовательно,

Предположим, что выполняется условие (5), а
столбцы  и  линейно независимы. Можно по-
казать, что тогда . Следовательно, выпол-
няется условие (10). Таким образом, в силу тео-
ремы 3 оператор ,
3) фредгольмов,  и , при
этом  = 3.
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ВВЕДЕНИЕ
Как известно, изучение интегрируемости ав-

тономных систем на конечномерном конфигура-
ционном многообразии Mn приводит к изучению
систем порядка 2n на касательном расслоении
TMn. При этом ключевым, наряду с геометрией
многообразия Mn, является структура присутству-
ющего в системе силового поля. Так, задача о
движении n-мерного закрепленного маятника в
обобщенном сферическом шарнире в неконсер-
вативном поле сил приводит к динамической си-
стеме на касательном расслоении к (n – 1)-мер-
ной сфере, при этом метрика специального вида
на ней индуцирована дополнительными группа-
ми симметрий [1, 2]. Системы, описывающие
движение такого маятника, обладают знакопере-
менной диссипацией, и полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных функ-
ций, выражающихся через конечную комбина-
цию элементарных функций [2, 3].

Также хорошо известны и сложны задачи о
движении точки по многомерным поверхностям
вращения, в пространствах Лобачевского и др.
Тем не менее, иногда в системах с диссипацией
удается найти полный список первых интегралов,
состоящий из трансцендентных (в смысле ком-

плексного анализа) функций, поскольку полный
список даже непрерывных в целом автономных
первых интегралов найти невозможно. Здесь ре-
зультаты важны в смысле присутствия именно
неконсервативного поля сил.

Вообще, современное состояние рассматрива-
емых проблем предполагает обширный список
литературы. Приведем лишь некоторые из них
[4–6].

В данной работе показана интегрируемость
классов однородных динамических систем геоде-
зических, потенциальных и диссипативных на
касательных расслоениях к гладким конечномер-
ным многообразиям. При этом силовые поля
приводят к появлению диссипации переменного
знака и обобщают ранее рассмотренные.

1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ

Как известно, в случае n-мерного гладкого ри-
манова многообразия Mn с координатами (α, β),
β = (β1, …, βn – 1) и аффинной связностью (α, β)
уравнения геодезических линий на касательном
расслоении TMn , ,

, ..., βn – 1 = xn, , имеют следу-
ющий вид (дифференцирование берется по нату-
ральному параметру):

Γi
jk

• • •
− −α β β α β β… …1 1 1 1{ , , , ; , , , }n n α = 1x

β = 2
1 x = …

1( , , )nx x x
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(1)

Изучим структуру уравнений (1) при измене-
нии координат на касательном расслоении TMn.
Для этого рассмотрим замену координат каса-
тельного пространства:

(2)

которую можно обратить:  при этом

Rij, Tji, i, j = 1, …, n, – функции от x, а также RT = E,
где , . Назовем также уравнения
(2) новыми кинематическими соотношениями,
т.е. линейными соотношениями на касательном
расслоении TMn. Справедливы равенства

(3)

где , j, i, k = 1, …, n, при этом в системе

(3) вместо , i = 1, …, n, надо подставить форму-
лы (2), и правые части составной системы (2), (3)
являются однородными формами по квазискоро-
стям z1, …, zn.

П р е д л о ж е н и е  1. Система (1) в той обла-
сти, где det , эквивалентна составной си-
стеме (2), (3).

Результат перехода от уравнений геодезических
(1) к эквивалентной системе (2), (3) зависит как от
замены (2) (т.е. вводимых кинематических соотно-
шений), так и от аффинной связности (α, β).

Рассмотрим далее достаточно общий случай
задания кинематических соотношений в следую-
щем виде:

(4)

где , k = 1, …, n – 1, , l = 1, …, n – 2,
, m = 1, …, n – 3, …,  – гладкие функ-

ции, не равные тождественно нулю. Такие коор-
динаты z1, …, zn в касательном пространстве вво-
дятся тогда, когда рассматриваются следующие
уравнения геодезических [7, 8] (в частности, на
многомерных поверхностях вращения, в про-
странствах Лобачевского и т.д.) с n(n – 1) + 1 не-
нулевыми коэффициентами связности (здесь и
далее двойной индекс, разделенный запятой, это не
дифференцирование, в отличие от формул (3)):
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и в случае (4) уравнения (3) примут вид
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ШАМОЛИН

, и уравнения (5) геодезиче-
ских почти всюду эквивалентны составной систе-
ме (4), (6) на многообразии TMn , ...,
βn – 1}.

Для полного интегрирования системы (4), (6)
необходимо знать, вообще говоря, 2n – 1 незави-
симых первых интегралов. При этом первые ин-
тегралы (в частности, и для уравнений геодезиче-
ских) можно искать и в более общем виде, чем
рассмотрено далее.

П р е д л о ж е н и е  2. Если всюду справедлива
система 1 + n(n – 1)/2 дифференциальных равенств

(7)

то система (4), (6) имеет аналитический первый
интеграл вида

(8)

П р и м е р ы. Уравнения (5) геодезических в
многомерном пространстве Лобачевского в моде-
ли Клейна примут вид

(9)

Можно выписать многопараметрическую систе-
му, эквивалентную уравнениям (9) геодезических
и имеющую первый интеграл вида (8). Аналогич-
ными свойствами обладают уравнения геодезиче-
ских и на многомерных поверхностях вращения.

Система равенств (7) может трактоваться как
возможность преобразования квадратичной фор-
мы метрики многообразия к каноническому виду
с законом сохранения энергии (8) (или см. ниже
(21)) в зависимости от рассматриваемой задачи.
История и текущее состояние рассмотрения дан-
ной более общей проблемы достаточно обширны
(отметим лишь работы [8, 9]). Поиск же как пер-
вого интеграла (8), так и других (см. далее) опира-

γ = γ γ( ) ln ( ) /Dj d j d

α β… 1 1{ , , ; ,nz z

α
αα

α
α

−
α − −

α
− − − − − −

Γ α β + α ≡
α Γ α β + α + α Γ α β ≡

α Γ α β + α +
+ α β β β Γ α β ≡

α Γ α β + β +
+ α β Γ α

…

…

2 1 2
1 1 1 11
2 1

, 1 1
2 2 2 2

1 2 1 3 2 1 2 1, 1
2 2

1 12 1 1
2 2 1

2 1 1 22

( , ) ( ) 0,

( )[2 ( , ) ( )] ( ) ( , ) 0, ,

( )[2 ( , ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) 0,

( )[2 ( , ) ( )]

( ) ( ) ( ,

n

n
n

n n n

n n n n n n

Df

f Df f

f Df

f g h i

f Dg

f g
−

− −

− − − − −
−

− − − − −
−

− − − −

β ≡
α Γ α β + β +

+ α β β Γ α β ≡
α β Γ α β + β +
+ α β Γ α β ≡

…

… …

…

…

2 1
1 1, 1 2 1

2 2 2 1
1 2 1 1 2 1, 1

2 2 1
2 1 3 2, 1 1 2

2 2 2
1 1 2 1, 1

) 0, ,

( )[2 ( , ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( , ) 0, ,

( ) ( )[2 ( , ) ( )]

( ) ( ) ( , ) 0,

n
n n

n n n n n
n

n n n n n
n

n n n n

f Dg

f g i

f r Di

f i

Φ = + + = =… …

2 2 2
1 1 1 1( const) ., ,n nz z z z C

•• • • •
−

•• • •

α − α − β − − β =
α

β − α β = = … −
α

2 2 2
1 1

1 ( ... ) 0,

2  0,  1, , 1.

n

k k k n

ется на наличие в системе дополнительных групп
симметрий.

Можно доказать отдельную теорему существо-
вания решения , k = 1, …, n – 1, , l = 1,
…, n – 2, , m = 1, …, n – 3, …,  системы
(7) для наличия аналитического интеграла (8) для
исследуемой системы (4), (6) уравнений геодези-
ческих. Но в дальнейшем при изучении динами-
ческих систем с диссипацией не всегда все усло-
вия (7) нам потребуются. Тем не менее, в даль-
нейшем будем предполагать в уравнениях (4)
выполнение условий

(10)

при этом функции , l = 1, …, n – 2, , m =
= 1, …, n – 3, …, , вообще говоря, должны
удовлетворять (n – 1)(n – 2)/2 преобразованным
уравнениям из (7):

(11)

Таким образом, функции , l = 1, …, n – 2,
, m = 1, …, n – 3, …,  зависят от коэф-

фициентов связности, а ограничения на функции
,  будут даны ниже.

П р е д л о ж е н и е  3. Если выполнены свойства
(10), (11), при этом справедливы равенства

(12)

то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл
следующего вида:

(13)

П р е д л о ж е н и е  4. Если выполнены условия
предложения 3, а также
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при этом справедливы равенства
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то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл
следующего вида:

(16)

Далее доказываем по индукции необходимое
количество предложений (их всего n) и приходим
к следующему утверждению (здесь и далее много-
точие в утверждениях и означает n утверждений
об n интегралах).

П р е д л о ж е н и е  5. Если выполнены условия
предложений 3, 4, …, при этом справедливо равен-
ство

(17)

то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл
следующего вида:

(18)

П р е д л о ж е н и е  6. Если выполнены условия
предложений 3, …, 5, то система (4), (6) имеет пер-
вый интеграл следующего вида:

(19)

где, после взятия интеграла (19), вместо постоян-
ных Cn – 1, Cn можно формально подставить левые
части соответствующих равенств.

Т е о р е м а  1. Если выполнены условия предло-
жений 2, …, 5, то система (4), (6) обладает n + 1
независимыми первыми интегралами вида (8), (13),
(16), …, (18), (19).

То, что полный набор при некоторых условиях
состоит из n + 1, а не из 2n – 1 первых интегралов,
будет показано ниже.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ 

СИЛОВОМ ПОЛЕ
Модифицируем (4), (6), получив систему консер-

вативную: введем гладкое (внешнее) силовое поле в
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проекциях на оси , k = 1, …, n, соответственно:
, gn – 3(β1)

...r1(βn – 3), …, , . Рассматри-
ваемая система на касательном расслоении
TMn  примет вид

(20)

и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:

•
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ШАМОЛИН

П р е д л о ж е н и е  7. Если выполнены условия
предложения 2, то система (20) имеет гладкий пер-
вый интеграл следующего вида:

(21)

Следующие утверждения справедливы в более
общем виде, но мы ограничимся следующим.

П р е д л о ж е н и е  8. Пусть , k = 1,
…, n – 1. Если выполнены условия предложений 3, …,
5, то система (20) имеет n гладких первых инте-
грала вида (13), (16), …, (18), (19).

Т е о р е м а  2. Пусть , k = 1, …, n – 1.
Если выполнены условия предложений 2, …, 5, то си-
стема (20) обладает n + 1 независимыми первыми
интегралами вида (21), (13), (16), …, (18), (19).

То, что полный набор при некоторых условиях
состоит из n + 1, а не из 2n – 1 первых интегралов,
будет показано ниже.

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ В СИЛОВОМ ПОЛЕ

С ДИССИПАЦИЕЙ
Теперь несколько модифицируем (20) при

условиях (10)–(12), (14), (15), …, (17), а также при
, k = 1, …, n – 1. При этом получим си-

стему со знакопеременной диссипацией, наличие
которой характеризует не только коэффициент

, , в первом уравнении (22), но и следу-
ющая зависимость (внешнего) силового поля в
проекциях на оси , k = 1, …, n, соответственно:
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, …, , . Рассмат-
риваемая система на касательном расслоении
TMn  примет вид

(22)

и она почти всюду эквивалентна системе на вто-
рые производные от α, β, в которой явно выделя-
ется знакопеременная диссипация [2, 3].

Перейдем теперь к интегрированию системы
(22) порядка 2n при выполнении группы условий
(11) и при выполнении равенств

Пусть при этом функция  удовлетворяет пер-
вому из группы равенств (7). Введем также (по
аналогии с (11)) ограничение и на функцию :
она должна удовлетворять следующему преобра-
зованному равенству из (7):
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и происходит отделение независимой подсисте-
мы порядка 2n – 1:

Для полного интегрирования данной системы не-
обходимо знать, вообще говоря, 2n – 1 независимых
первых интегралов. Однако после следующей заме-

ны переменных , …, wn – 3 =

= , , wn – 1 = ,
, последняя система распадается следую-

щим образом:

(23)
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(24)

(25)

где в системе (24) символом «…» показаны одина-
ковые члены, а функция  – одна из функций
g, h, …, зависящая от соответствующего угла .

Видно, что для полной интегрируемости си-
стемы (23)–(25) достаточно указать два независи-
мых первых интеграла системы (23), по одному –
для систем (24) (меняя в них независимые пере-
менные; таких систем – n – 2 штуки), и дополни-
тельный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (25) (т.е. всего n + 1).

Будем также предполагать, что для некоторого
 R выполнено равенство

(26)

а для некоторых  R выполнены равенства

(27)

Здесь , т.е.  =
= λ1. Условие (26) назовем “геометрическим”, а
условия из группы (27) – “энергетическими”.

Условие (26) названо геометрическим в том
числе потому, что накладывает условие на коэф-
фициент связности , приводя соответствую-
щие коэффициенты системы к однородному виду
относительно функции Δ(α). Условия же группы
(27) названы энергетическими в том числе пото-
му, что силы становятся, в некотором смысле,
“потенциальными” по отношению к функциям

 и Δ(α), приводя соответствующие коэф-
фициенты системы к однородному виду (опять
же относительно функции Δ(α)). При этом функ-
ция Δ(α) и вводит в систему диссипацию разных
знаков.

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия (26)
и (27). Тогда система (23)–(25) обладает полным
набором (n + 1) независимых, вообще говоря, транс-
цендентных [10, 11] первых интегралов.

В общем случае первые интегралы выписыва-
ются громоздко (интегрирование уравнения Абе-
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ля [12]). В частности, если , , явный
вид ключевого первого интеграла таков:

(28)

При этом дополнительный первый интеграл
системы (23) имеет следующий структурный вид:

(29)

Первые интегралы для систем (24) будут иметь
вид

(30)

о функциях , s = 1, …, n – 2, см. (16), …, (18).
Дополнительный интеграл, “привязывающий”
уравнение (25), находится по аналогии с (19):

(31)

при этом после взятия интеграла (31) вместо по-
стоянной Cn можно формально подставить левую
часть равенств (30) при s = n – 2.

Выражение первых интегралов (28)–(31) через
конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но так-
же и от явного вида функции . Действительно,

при ,  дополнительный первый инте-
грал системы (23) найдется из квадратуры
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При этом после интегрирования вместо C1 можно
подставить левую часть (28). Правая часть данной
квадратуры выражается через конечную комби-
нацию элементарных функций, а левая – в зави-
симости о функции .

Справедлива и теорема, в некотором смысле
обратная к теореме 3.

Т е о р е м а  4. Условия (26), (27) (например, при
, ) являются необходимыми условиями

существования ключевого первого интеграла (28)
для системы (23)–(25).

4. СТРУКТУРА ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ
ДЛЯ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ

Если α – периодическая координата периода
2π, то система (23)–(25) в условиях теоремы 3 ста-
новится динамической системой с переменной
диссипацией с нулевым средним [2, 13]. При этом
при  она превращается в систему консер-
вативную, которая обладает следующими гладки-
ми первыми интегралами:

(32)

(33)

Очевидно, что отношение двух первых инте-
гралов (32), (33) также является первым интегра-
лом системы (23)–(25) при . Но при 
каждая из функций

(34)

и (33) по отдельности не является первым интегра-
лом системы (23)–(25). Однако отношение функ-
ций (34), (33) является первым интегралом системы
(23)–(25) (при , ) при любом b.

Как отмечалось, для систем любого порядка с
диссипацией трансцендентность функций (в
смысле наличия существенно особых точек) как
первых интегралов наследуется из нахождения в
системе притягивающих или отталкивающих
предельных множеств [14, 15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ: 
СИСТЕМЫ НА РАССЛОЕНИИ 
К КОНЕЧНОМЕРНОЙ СФЕРЕ 

И ПРИЛОЖЕНИЯ
Выше уже были выделены в качестве примеров

два класса многообразий (многомерные поверх-
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ности вращения и пространства Лобачевского),
для которых применима предлагаемая методика
интегрирования систем с диссипацией. Теперь
отметим однопараметрическое семейство функ-
ций  и , определяющей метрику на ко-
нечномерной сфере:

при этом выделим два существенных подслучая:

(35)

(36)

Случай (35) формирует класс систем, соответ-
ствующих движению динамически симметрич-
ного (n + 1)-мерного твердого тела на нулевых
уровнях циклических интегралов, вообще говоря,
в неконсервативном поле сил, при дополнитель-
ной зависимости силового поля от (тензора вто-
рого ранга) угловой скорости [2, 13]. Случай (36)
формирует класс систем, соответствующих дви-
жению точки на n-мерной сфере с естественной
метрикой, индуцированной метрикой всеобъем-
лющего (n + 1)-мерного евклидова пространства.
В частности, при  рассматриваемая
система описывает геодезический поток на n-мерной
сфере. В случае (35) если , то
система описывает движение (n + 1)-мерного
твердого тела в силовом поле  под дей-
ствием следящей силы [2, 3]. В частности, если

, , то система описы-
вает обобщенный сферический маятник, поме-
щенный в поток набегающей среды в (n + 1)-ном
пространстве, и обладает полным набором транс-
цендентных первых интегралов, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных
функций [2, 3, 13, 14].

Если функция  не является периодиче-
ской, то рассматриваемая диссипативная система
является системой с переменной диссипацией с
ненулевым средним (т.е. она является собственно
диссипативной). Тем не менее, и в этом случае
(благодаря теоремам 3 и 4) можно получить яв-
ный вид трансцендентных первых интегралов,
выражающихся через конечную комбинацию
элементарных функций. Последнее также опре-
деляет новые нетривиальные случаи интегрируе-
мости динамических систем с диссипацией на ка-

сательном расслоении гладкого конечномерного
многообразия в явном виде.
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The integrability of certain classes of homogeneous geodesic, potential, and dissipative dynamical systems is
shown on the tangent bundles to finite-dimensional manifolds. In this case, the force fields have the so-called
variable dissipation and generalize the previously considered fields.
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Предлагается новая версия метода Гаусса–Ньютона для решения системы нелинейных уравнений,
основанная на идеях использования верхней оценки нормы невязки системы уравнений и квадра-
тичной регуляризации. В рамках данного метода получена глобальная сходимость. При естествен-
ных предположениях установлена глобальная линейная сходимость. Предложенный метод исполь-
зует адаптивную стратегию выбора гиперпараметров локальной модели, формируя гибкий и удоб-
ный в использовании метод, реализуемый на практике с помощью стандартных методов выпуклой
оптимизации.

Ключевые слова: системы нелинейных уравнений, унимодальная оптимизация, метод Гаусса–Нью-
тона, условие Поляка–Лоясиевича, неточное проксимальное отображение, неточный оракул,
недоопределенная модель, оценка сложности
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ВВЕДЕНИЕ
Системы нелинейных уравнений часто фигу-

рируют в различных приложениях, а сама пробле-
ма решения системы уравнений является фунда-
ментальной в численных методах [1–3]. В работе
рассматривается следующая гладкая система не-
линейных уравнений:

(1)

Решение данной задачи рассматривается в ключе
релаксации через задачу безусловной минимиза-
ции евклидовой нормы невязки:

(2)

Решение (2) ищется в рамках метода Гаусса–
Ньютона. Данное решение полезно тем, что, ис-
пользуя только информацию о первых производ-
ных, при естественных предположениях возмож-
на суперлинейная сходимость к решению задачи
[4]. Такая быстрая скорость решения характерна

= , = , , .( ) (0 0)T
m mF x …0 0

∈
= .

R

def
1min{ ( ) ( ) }

nx
f x F x

для задач машинного обучения при решении
недоопределенных систем уравнений. Также метод
Гаусса–Ньютона возникает в анализе метода нату-
рального градиента в задачах оптимизации регу-
ляризованных вероятностных моделей. Условия,
позволяющие доказать быструю сходимость ме-
тода Гаусса–Ньютона для недоопределенных мо-
делей, часто назвываются условиями интерполя-
ции, в добавок ко всему, они позволяют утвер-
ждать о наличии решения исходной системы
нелинейных уравнений (1) [5]. Представленная в
данной работе общая схема регуляризованного
метода, в частности, имеет и явное правило вы-
числения приближения решения (3), фактически
являющееся примером использования важного
на практике механизма предобусловливания [1].

1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим итеративную процедуру решения
задачи (2), основанную на минимизации линеа-
ризованной модели функционала:

Дополнительно вводятся изначальные предполо-
жения. Рассмотрим замкнутое выпуклое множество

, обладающее непустой внутренностью.

φ , = + − ,
, ∈ × .R R
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ЮДИН

П р е д п о л о ж е н и е  1. Пусть  – много-
значное отображение, удовлетворяющее условию
Липшица на :

Введем понятие множества Лебега уровня
 функции f1 относительно приближенного

решения :

Предположим .
П р е д п о л о ж е н и е  2. Пусть для многознач-

ного отображения выполнено условие Поляка–
Лоясиевича [6]:

где  – минимальное сингулярное число
матрицы.

Определим локальную мажоранту (локальную
модель)  функции f1 в точке y:

Приведенная мажоранта позволяет опреде-
лить правило обновления решения xk на итерации

 с ,  и :

(3)

В [7] показано удобство выбора , в
процессе оптимизации можно на каждой итера-
ции варьировать  и , используя процедуру по-
иска оценки локальной постоянной Липшица на
отрезке . Значение  соответ-
ствует ближайшей верхней оценке на  отно-
сительно  с , :

где , 
В силу этого неравенства в [7] установлена глобаль-
ная линейная сходимость в условии предположе-
ния 2 при использовании мажоранты .
Введем обозначение:
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которое позволяет упростить вычисление при-
ближения точки минимума по y в случае

, , :

Обозначим процедуру получения  на итера-
ции k через отображение . Допол-

нительно введем обозначение  – приближение
значения , удовлетворяющее неравенству:

Таким образом, схема оптимизации с подбором
 на шаге k заключается в следующем:

1. Получить  как приближение оптимально-
го значения ;

2. Получить значение  как
приближение .

В этой схеме вместе с поиском  происходит
оптимизация отображения , и в таком виде ме-
тод ведет себя в режиме, близком к режиму при
использовании мажоранты , что
формально отражено в теоремах 1 и 2.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнено предположение 1,
, . Определим функции

Тогда для метода с правилом обновления  верны
следующие оценки:
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Т е о р е м а  2. Пусть выполнены предположения

1 и 2. Определим функцию f2(x)  (f1(x))2. Тогда для
метода с правилом обновления  выполняются сле-
дующие соотношения:

Если в правиле обновления  зафиксирована Lk = LF,
то данные соотношения выражаются по-другому:

Согласно теореме 2, предложенная схема де-
монстрирует более быструю линейную сходи-
мость относительно итераций по сравнению с
выбором τk = f1(xk) [7], однако на практике часто
это означает усложнение вычисления каждой
итерации, что приходится соизмерять для опре-
деления наиболее оптимальной стратегии реше-
ния задачи.

Минимизация величины ( (xk, Lk, τ))
по τ > 0 может быть достаточно трудоемкой про-
цедурой. Более того, отображение (⋅) может быть
негладким по τ, а в случае дифференцируемости по
τ практическая реализация может представлять со-
бой разновидность алгоритма распространения
ошибки через итерации метода оптимизации, ап-
проксимирующего отображение (xk). При ис-
пользовании правила вычисления xk + 1 (3) в каче-
стве отображения (⋅) величина ( (xk, Lk, τ))
принимает следующий вид:

Данная функция является строго выпуклой по τ,
так как локальная мажоранта (y) строго выпук-
ла по τ и сильно выпукла по y, ( (xk, Lk, τ))
представляет собой проекцию по y локальной ма-
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жоранты ψx, L, τ(y) [2, Theorem 3.1.7], поэтому в
рассматриваемом случае приближение оптималь-
ного τ можно эффективно найти с помощью
стандартных средств выпуклой оптимизации, в
частности, процедур одномерного поиска.

2. ЭКСПЕРИМЕНТЫ

На основе предложенного метода проведена
серия экспериментов на модельных задачах. Ме-
тод протестирован на задаче решения гладкой не-
линейной системы уравнений в трех вариантах,
различающихся выбором τk. Вариант c τk = f1(xk)
называется “методом трех квадратов” [7]. Вари-
ант, в котором на итерации k значение τk оптими-
зируется через минимизацию ( (xk, Lk, τ)) с
помощью быстрого градиентного метода, назы-
вается адаптивным методом. Вариант, в котором
τk = φ(xk, y), называется методом Гаусса–Ньюто-

на. Приняв за xT  (x1, …, xn), x ∈ , n = 100, рас-
смотрим два вида F:

1. Система уравнений на основе функции
Розенброка–Скокова:

FR(x) = 0m, где m = 2n – 2 и (x)  i(xi – (xi + 1)2), 

(x)  1 – xi + 1, i ∈ {1, …, n – 1}.

2. Hat-система: FH(x)  ∇(||x||2 – 1)2 = 0m.
Для обозначенных отображений FR и FH иссле-

дуемый метод был применен в трех вариантах для
решения нелинейной системы уравнений, ре-
зультаты экспериментов представлены на рис. 1.
На данном рисунке изображены графики, усред-
ненные по пяти запускам, отличающимися на-
чальным приближением, полученным сэмплиро-
ванием из стандартного многомерного нормаль-
ного распределения, смещенного на вектор,
элементы которого равны –7, в каждом случае
расстояние между начальным приближением и
ближайшей точкой экстремума функции f1 не

меньше 2  в пространстве . В результате для
каждого  f1(xk) ≤ 10–6 расстояние между xk и ближай-
шей точкой экстремума f1 не превосходит 10–6 по
метрике Чебышева.

Согласно представленным результатам, все
три варианта выбора τk демонстрируют сопоста-
вимые результаты в случае FH, на системе FR “ме-
тод трех квадратов” и адаптивный метод суще-
ственно лучше справились, чем метод Гаусса–
Ньютона. Хотя теоремы 1 и 2 утверждают схо-
жесть поведения адаптивного метода и метода
Гаусса–Ньютона в худшем случае, однако при ре-
шении системы FR адаптивный метод справился
лучше метода Гаусса–Ньютона. Также стоит за-
метить, что при решении системы FR происходит

τψ , ,k kx L -

=def
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n
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2iRF =def
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оптимизация разновидности функции Розенброка–
Скокова:

При этом выбор τk = f1(xk) позволяет аналити-
чески вычислять xk + 1, в свою очередь оптимиза-
ция ( (xk, Lk, τ)) в добавок к аналитическому
вычислению xk + 1 позволяет динамически контро-
лировать близость мажоранты к оптимизируемой
функции, выполняя процедуру одномерной мини-
мизации, в то время как выбор τk = φ(xk, y) на прак-
тике часто требует выполнение итеративной про-
цедуры многомерной минимизации для вычисле-
ния xk + 1. Эксперименты продемонстрировали,
что предлагаемый метод применим не только для
минимизации унимодальных функционалов f1 с
гладким отображением F, обладающим свой-
ством Липшица, но также и для оптимизации не-
которых f1 с несколькими точками глобального
минимума и с F, не обладающим свойством Лип-
шица, например, FH.

Более подробный отчет о результатах экспери-
ментов с методом Гаусса–Ньютона в предложен-
ных вариантах изложен в [8].

−
+ +
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= − + −
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In this article, we propose a new version of Gauss–Newton method for solving systems of nonlinear equa-
tions based on ideas of the residual upper bound for a system of nonlinear equations and a quadratic regular-
ization term. We prove a global convergence for the presented method. Under natural assumptions we estab-
lish a global linear convergence. The proposed method uses an adaptive strategy to choose hyperparameters
of a local model forming a f lexible and convenient method, implementable using standard convex optimiza-
tion techniques.
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Рассматривается моделирование процессов фильтрации воздуха посредством гранулированных
сорбентов. Задача актуальна для промышленной очистки воздуха от вредных продуктов производ-
ства, а также для бытовой очистки. Математическое моделирование полезно для разработки и мо-
дернизации фильтров, а также для оптимизации технического обслуживания. Предложен много-
масштабный подход для решения комплексной задачи фильтрации в условиях реальной геометрии.
Его основу составляет метод расщепления по физическим процессам и пространственно-времен-
ным масштабам. Базовыми моделями на макромасштабах являются уравнения квазигидро- и квази-
газодинамики и конвекции-диффузии, на микромасштабах – модели частиц, в том числе молеку-
лярной динамики. Численная реализация первых производится сеточным методом конечных объ-
емов на неструктурированных сетках, вторых – с помощью схемы Верле и ее обобщений. Анализ
результатов численных экспериментов подтвердил их достоверность и теоретическую обоснован-
ность.
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Очистка воздуха является одной из наиболее
приоритетных задач современной экологии. При-
чиной высокого загрязнения воздушной среды яв-
ляется деятельность человека, в частности, разви-
тие промышленности, сельского хозяйства, увели-
чение количества транспортных средств. Среди
природных источников загрязнения ведущее место
занимают вулканы [1]. Одним из направлений ре-
шения данной экологической проблемы является
совершенствование систем промышленной и быто-
вой очистки воздушной среды, для чего проводятся
широкие научные исследования и натурные экспе-
рименты. Последние все больше заменяются мето-
дами математического и компьютерного модели-
рования.

Главной проблемой очистки воздушной среды
в настоящее время является удаление из потока
наноразмерных частиц загрязнителя. Удаление
таких частиц на ранних стадиях очистки физиче-

ски невозможно ввиду их особо малого размера.
При этом опасность присутствия таких частиц в
воздушном потоке связана с тем, что при попада-
нии в легкие человека и животных, они остаются
там на продолжительное время и приводят в итоге
к развитию необратимых патологий органов ды-
хания. Для очистки воздушного потока от твер-
дых наночастиц могут применяться системы
фильтрации газов с использованием гранулиро-
ванных сорбентов [2–5] – элементов различной
формы, имеющих поверхностный или объемный
заряд, позволяющий захватывать загрязняющие
частицы малого размера. Данный подход позволяет
управлять допустимой концентрацией загрязните-
ля и режимом работы фильтра с помощью увеличе-
ния количества сорбента. Кроме того, подобные
очистные системы допускают эффективную реге-
нерацию без опасности нарушения последующей
работы.

При попадании загрязненной газовой смеси в
активную область фильтра, наполненную грану-
лами сорбента, в результате взаимодействия с ни-
ми загрязнитель удерживается в системе. Для по-
строения адекватной математической модели та-
кого процесса необходимо учитывать:

− течение среды, в том числе в области скопле-
ния гранул;
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− конвекционно-диффузионный перенос за-
грязнителя;

− захват примеси сорбционными элементами.
Для моделирования течения воздуха восполь-

зуемся тем фактом, что при небольших перепадах
давления и малых скоростях (что справедливо
при рассмотрении фильтрационных устройств)
допускается описание поведения потока воздуха
как несжимаемой среды. Это позволяет исполь-
зовать либо уравнения Навье–Стокса в гидроди-
намическом приближении, либо обобщающую
их квазигидродинамическую систему [6, 7]. В слу-
чае изотермического течения последняя в безраз-
мерной форме имеет вид:

(1)
∂ = ∇ ∇ ⊗ + ∇ ⊗ +
∂

+ ∇ ⊗ + ⊗ − ∇ ⊗ − ∇

1 [ ( ) ]
Re

[ ] ( ) ,

T

t
p

u u u

w u u w u u

(2)

(3)

где  – прямое произведение векторов, p –
давление, w – регуляризирующая поправка, τ –

Δ = ∇ − ∇ ∇
τ
1 ( ) [( , ) ],p u u u

= τ ∇ + ∇[( , ) ],pw u u

• ⊗ •( )

Рис. 1. Алгоритм многомасштабного подхода.

Начальные данные
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Завершение расчета

Распределения CКонтакты граничных
условий

Рис. 2. Схема геометрии расчетной области.
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параметр регуляризации. Дополним систему
уравнений (1)–(3) граничными условиями:

течение Пуазейля на входе:

(4)

свободный выход на выходе:

(5)

условия прилипания на стенке:

(6)

В качестве начальных условий принимаются
условия покоя среды:

(7)

Здесь  – атмосферное давление. Константа 
выбирается из условия постоянства расхода жид-
кости, проходящей через фильтр. Отметим, что
мелкодисперсность примеси позволяет вычис-
ленные единожды параметры течения использо-
вать для последующего моделирования нестацио-
нарного процесса очитки [8].

Распределение и эволюцию компонентов при-
меси в фильтре будем описывать с помощью
уравнений конвекции-диффузии, учитывающих
сорбционные процессы посредством введения
специальных граничных условий [9]. В безраз-
мерной форме система имеет следующий вид:

(8)

( )∂= = − = >
∂

{ ( , ),0,0} , const 0 ,T pU y z C C
n

u

∂ = =
∂ 00, ,p p

n
u

∂= =
∂

, 0.p
n

u 0

= = 0, .p pu 0

0p C

( )∂ = ∇ ∇ +
∂

,k
k k k

C D C C
t

u

здесь Ck – концентрация частиц сорта k,  –

константа нормировки,  – безразмерный ко-
эффициент диффузии частиц. Система уравне-
ний (8) дополняется граничными условиями:

на входе в среду:

(9)

где  – количество компонент загрязнителя;
на выходе из среды:

(10)

на стенках (поверхность резервуара или сорб-
ционного элемента):

(11)

где  – равновесное значение концентрации ча-
стиц k-го компонента примеси,  – максималь-
ная концентрация k-го компонента, удерживаемая
элементом поверхности гранулы сорбента,  – ин-
тенсивность захвата частиц k-го компонента за-
грязнителя поверхностью гранулы сорбента (мо-
жет зависеть от общего числа вакансий на поверх-
ности гранулы, свободных от всех наночастиц
всех сортов загрязнителя).

Системы уравнений (1)–(3) и (8) будем назы-
вать макромоделями. Микромоделями первого
приближения будем считать методики расчета

параметров , , , на основе методов ча-
стиц и молекулярной динамики [10]. Тогда итого-

= 0,

0

k
k

D
D

u H
0,kD
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kn
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Рис. 3. Распределение полной концентрации примеси, изоповерхности.
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вый многомасштабный подход можно предста-
вить схемой, изображенной на рис. 1.

Дискретизация уравнений (1)–(3) выполнена
в соответствии с работой [11]. Естественные пере-
менные определялись в центрах ячеек, регуляри-
зующая поправка – на гранях сеточных элемен-
тов. Сеточные аналоги уравнений (8) были полу-
чены на основе метода конечных объемов [12–
14], где в качестве контрольных объемов исполь-
зовались ячейки пространственной сетки. Для
аппроксимации по времени использовалась яв-
ная схема.

В модельном численном эксперименте рас-
сматривалась область с размерами L1 = 2, L2 = 12,
содержащая 210 сферических гранул радиуса 0.15,
схема которой изображена на рис. 2. На входе
фильтра задавалось постоянное распределение
скорости . Течение рассчиталось для Re =
= 150. Коэффициент Dk принимался равным 1.0.
Начальное состояние u = 0, p = p0 и C = 0.0 с рав-
новесной концентрацией примеси равной 0.0.
Скорость захвата загрязнителя принималась рав-
ной A = 1.0. Критерий насыщения – С** = 1000.
В численном расчете использовалась тетраэд-
ральная сетка, содержащая 1780727 элементов.
Результаты проведенных расчетов представлены
на рис. 3, 4. Они подтверждают наличие эффекта
очистки – прилипания частиц к поверхности гра-
нул сорбента.

В заключение отметим, что использование
многомасштабного подхода позволяет получать
эволюцию концентрации примеси в областях
различной сложности, в том числе реальной гео-
метрии. С практической точки зрения проведе-
ние подобных численных расчетов может стать

= 1.0xu

полезным инструментом для разработки и опти-
мизации фильтрационных устройств, а также их
эффективной эксплуатации.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Джувеликян Х.А., Черепухина И.В. Современные
проблемы природного и техногенного загрязнения
окружающей среды // “Живые и биокосные систе-
мы”. 2017. № 22. URL: http://www.jbks.ru/ar-
chive/issue-22/article-8

2. Штокман Е.А. Очистка воздуха. Москва: АСВ,
2007. 313 с.

3. Xu Zh. Fundamentals of Air Cleaning Technology and
Its Application in Cleanrooms. B., Heidelberg: Spring-
er, 2014. 871 p.

4. Sparks T., Chase G. Filters and Filtration Handbook
(Sixth Edition). Butterworth-Heinemann, 2015. 431 p.

5. Гладышев Н.Ф., Гладышева Т.Г, Дворецкий С.И. Си-
стемы и средства регенерации и очистки воздуха
обитаемых герметичных объектов. Москва: Изда-
тельский дом «Спектр», 2016. 204 с.

6. Elizarova T.G. Quasi-Gas Dynamic Equations. B.,
Heidelberg: Springer-Verlag, 2009. 286 p.

7. Elizarova T.G., Zlotnik A.A., Chetverushkin B.N. On
quasi-gasdynamic and quasi-hydrodynamic equations
for binary gas mixtures // Doklady Mathematics. 2014.
V. 90. № 3. P. 719–723.

8. Поляков С.В., Кудряшова Т.А., Тарасов Н.И. Метод
двойного потенциала для моделирования внутрен-
него течения вязкой несжимаемой жидкости //
Доклады РАН. Математика, информатика, про-
цессы управления. 2020. Т. 494. № 1. С. 73–76.

9. Karamzin Yu.N., Kudryashova T.A., Polyakov S.V. On a
class of f lux schemes for convection-diffusion equa-

Рис. 4. Распределение полной концентрации примеси, набор сечений.

0 0.2
0.1

0.4
0.3

0.6Концентрация: 0.70.5
0.8 2

X

Z

Y
0.9 20



96

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

ПОЛЯКОВ и др.

tions // Computational Mathematics and Information
Technologies. 2017. V. 1. № 2. P. 169–179.

10. Подрыга В.О., Вихров Е.В., Поляков С.В. Молеку-
лярно-динамический расчет коэффициента диф-
фузии газов на примере аргона, азота, водорода,
кислорода, метана и углекислого газа // Преприн-
ты ИПМ им. М.В. Келдыша. 2019. № 96. 24 с.

11. Тарасов Н.И., Поляков С.В., Карамзин Ю.Н., Кудря-
шова Т.А., Подрыга В.О., Пузырьков Д.В. Модели-
рование потока вязкой несжимаемой жидкости с
помощью квазигидродинамической системы урав-

нений // Матем. моделирование. 2019. Т. 31. № 12.
С. 33–43.

12. Ильин В.П. Методы конечных разностей и конеч-
ных объемов для эллиптических уравнений. Ново-
сибирск: Изд-во Ин-та математики СО РАН, 2000.
345 с.

13. Eymard R., Gallouet T.R., Herbin R. The finite volume
method // Handbook of Numerical Analysis, Elsevier.
2000. V. 7. P. 713–1020.

14. LeVeque R.J. Finite Volume Methods for Hyperbolic
Problems. Cambridge University Press. 2002. 558 p.

APPLICATION OF THE MULTI-SCALE APPROACH 
FOR AIR SORBENT FILTRATION SIMULATION
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The problem of numerical modeling air filtration by granular sorbents is considered. The task of cleaning air
is relevant for industrial purification from harmful products of manufacturing, as well as for household clean-
ing air. Mathematical modeling can be useful both for the development and modernization of filters, and for
optimizing maintenance. A multiscale approach is proposed for solving a complex filtration problem in real
geometry conditions. It is based on the method of splitting into physical processes and space-time scales. The
basic models on the macroscale are the equations of quasihydro- and quasi-gasdynamics and convection-dif-
fusion, on the microscale are models of particles, including the molecular dynamics. The numerical imple-
mentation of the former is carried out by mesh method of the finite-volumes on unstructured meshes, and
the latter, using the Verlet scheme and its generalizations. Analysis of the results of numerical experiments
confirmed their reliability and theoretical validity.

Keywords: air purification, multi-scale mathematical models, numerical methods, ecology, filtration, sor-
bents
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Описана структура пересечения субримановой сферы на группе Энгеля с двумерным инвариант-
ным множеством дискретных симметрий: регулярность, аналитические свойства, принадлежность
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log

Описание метрики Карно–Каратеодори и суб-
римановых сфер является одним из центральных
вопросов субримановой геометрии [1, 2]. Извест-
но лишь несколько субримановых геометрий, в
которых явно описаны сферы: группа Гейзенбер-
га [3], плоский случай Мартине [4], осесиммет-
ричные субримановы структуры на группах SO(3)
и SL(2) [6, 5], субримановы структуры на группах
SE(2) [7] и SH(2) [8]. Все эти структуры заданы на
3-мерных многообразиях и все, кроме случая
Мартине, являются контактными левоинвари-
антными структурами с вектором роста (2, 3), по-
тому двухступенными. Первое описание трехсту-
пенной субримановой структуры – на группе Эн-
геля – получено в работе [9]. На основе этих
результатов, в данной работе мы получаем по-
дробное описание субримановой сферы на груп-
пе Энгеля (ее сечения двумерным инвариантным
многообразием группы симметрий).

1. ГРУППА ЭНГЕЛЯ

Алгебра Энгеля – это нильпотентная 4-мерная
алгебра Ли, в которой существует базис

, ..., X4), в котором таблица умножения
имеет вид

= 1span(Xg

Группа Энгеля G есть связная односвязная группа
Ли с алгеброй Ли . Ее линейное представление
есть

Мы будем использовать модель , в ко-
торой левоинвариантный репер имеет вид
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как в работе [9]. Наряду с переменной , будем

использовать переменную .

2. ПОСТАНОВКА И ОСОБЕННОСТИ 
СУБРИМАНОВОЙ ЗАДАЧИ

НА ГРУППЕ ЭНГЕЛЯ
Рассмотрим левоинвариантную субриманову

структуру на группе Энгеля G с ортонормирован-
ным репером :

Выходящие из единицы группы субримановы
кратчайшие для этой структуры суть решения за-
дачи оптимального управления

(1)

(2)

(3)

Эта задача имеет ряд важных особенностей:
– это простейшая субриманова задача глуби-

ны 3 (вектор роста (2, 3, 4)),
– это простейшая левоинвариантная субрима-

нова задача с нетривиальными анормальными
геодезическими (кратчайшими),

– эта задача проецируется в субриманову задачу
в плоском случае Мартине (вектор роста (2, 2, 3)),

– эта задача вкладывается в любую левоинва-
риантную субриманову задачу с вектором роста
больше (2, 3, 4), например, в задачу на группе
Картана (вектор роста (2, 3, 5)), задачи с вектором
роста , , , ….

3. РАНЕЕ ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
В работе [9], а также в более ранних статьях,

цитированных в этой работе, получены следую-
щие результаты для задачи (1)–(3):

– cистема вполне управляема;
– oптимальное управление существует;
– oписаны анормальные траектории:

– это однопараметрические подгруппы ,

– они проецируются на плоскость  в пря-
мые,

– поэтому они оптимальны,
– они нестрого анормальны;
– нормальные экстремали удовлетворяют

гамильтоновой системе принципа максимума
Понтрягина с гамильтонианом H(λ) =
= :

(4)
(5)

– в фазовом цилиндре уравнения маятника
(4), (5) введены координаты , в которых это
уравнение выпрямляется:

– получена параметризация экспоненциального
отображения эллиптическими функциями Якоби:

– описана дискретная группа симметрий экс-
поненциального отображения

она порождена отражениями ,  маятника в
осях , c и отражением : ;

– найдены соответствующие времена Макс-
велла вдоль геодезических;

– доказано, что время разреза есть первое вре-
мя Максвелла, соответствующее отражениям, по-
лучено его явное выражение

– построен оптимальный синтез;
– описано множество разреза.

4. СУБРИМАНОВЫ РАССТОЯНИЕ И СФЕРЫ
Напомним основные определения и свойства

субримановой метрики и сфер.
Субриманово расстояние (метрика Карно–

Каратеодори) определяется следующим образом:

Субриманова сфера радиуса R с центром  есть В силу инвариантности метрики относительно
левых сдвигов на группе Энгеля ,

v

= −v

3

6
yw

,1 2X X

Δ = , , , = δ , , = , .1 2span( ) ( ) 1 2i j ijX X g X X i j

= + , ∈ , = , ∈ ,� R
2

1 1 2 2 1 2( )q u X u X q G u u u

= , = ,1 1(0) Id ( )q q t q

= + → .
1

2 2
1 2

0
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В силу того, что группа Энгеля есть группа Карно,
левоинвариантная субриманова структура согла-
сована с дилатациями:

Поэтому достаточно исследовать единичную
сферу

Ранее получена параметризация единичной
сферы S экспоненциальным отображением:

Субриманова структура и сфера имеют дискрет-
ные симметрии:

Основной объект этой работы – сечение сферы
двумерным инвариантным многообразием ос-
новных симметрий ε1, ε2:

Обозначим подмножества, на которые распадает-
ся сечение , см. рис. 1:

, = , ,
= .

0 1 0 1

0 0

( ) ( )
( ( )) ( )q R R

d qq qq d q q
L S q S qq

β

β

β β

δ : , , , β ,β ,β ,β , β > ,
, δ = β , ,

δ = .

�
2 3( ) ( ) 0

(Id ( )) (Id )
( (Id)) (Id)R R

x y z w x y z w
d q d q

S S

= = ∈ , = .1(Id) { | ( Id) 1}S S q G d q

= λ, λ ∈ , λ ≥ .cut{Exp( 1) | ( ) 1}S C t

ε = , = , , .( ) 1 8i S S i …

= ∈ ε = ε = = ∩ = = .�

1 2{ | ( ) ( ) } { 0}S q S q q q S x z

�S
�

± = ∩ = , = ± ,{ 0 sgn 1}A S w y

�

± = ∩ = , = ±{ 0 sgn 1},C S y w

(6)
Имеются следующие симметрии между этими
подмножествами:

5. КРАТНОСТЬ ТОЧЕК СЕЧЕНИЯ 
Кратностью точки  называется величина

Т е о р е м а  1. (1) .

(2)  (континуум ).
(3) .

6. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ТОЧЕК СЕЧЕНИЯ 

Т е о р е м а  2. (1)  суть точки на анормальных
кратчайших.

(2)  суть сопряженные точки, точки Макс-
велла, точки разреза, центральные элементы груп-
пы Энгеля.

(3)  суть точки Максвелла, точки разреза.

7. ЯВНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ 
ДЛЯ СУБРИМАНОВА РАССТОЯНИЯ 

ДО НЕКОТОРЫХ ТОЧЕК ГРУППЫ ЭНГЕЛЯ

Т е о р е м а  3. (1) Если ,  = 0,
 есть точка анормальной кратчайшей, то

(2) Если , ,  есть
центральный элемент группы, то

8. РЕГУЛЯРНОСТЬ СЕЧЕНИЯ 

Т е о р е м а  4. (1) Кривые  аналитичны и регу-
лярны.

(2) ,  суть особые точки, в них  негладкая,
но липшицева.
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Рис. 1. Сечение сферы .
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САЧКОВ, ПОПОВ

(3)  гладкая класса .

(4)  гладкая класса .

(5)  гладкая класса .

9. АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
Множество называется аналитическим, если в

некоторой окрестности каждой своей точки оно
задается конечной системой вещественно-анали-
тических уравнений. Множество называется по-
луаналитическим, если в некоторой окрестности
каждой своей точки оно задается конечной систе-
мой вещественно-аналитических уравнений и
неравенств. Множество называется субаналити-
ческим, если его можно получить из полуанали-
тических множеств путем конечнократного при-
менения операций объединения, пересечения и
взятия образа собственного аналитического
отображения. На двумерной плоскости понятия
полуаналитических и субаналитических мно-
жеств совпадают.

Несубаналитичность субримановых сфер тес-
но связана с наличием анормальных кратчайших.
А.А. Аграчев [11] доказал субаналитичность сфер
для субримановых структур без анормальных
кратчайших и для многих структур без строго
анормальных кратчайших. Позже А.А. Аграчев и
А.В. Сарычев [12] показали, что для 2-порождаю-
щих субримановых структур (для которых нет
анормальных кратчайших) сферы субаналитич-
ны. Известно также, что для плоской субримано-
вой структуры в случае Мартине [4] и для некото-
рых ее возмущений [13] имеются анормальные
кратчайшие, а сферы несубаналитичны.

Т е о р е м а  5. (1) Множество  полу-
аналитично, потому субаналитично.

(2) В окрестности точки  кривая  есть гра-
фик неаналитической функции

(3) Поэтому множество  неполуаналитично,
что эквивалентно несубаналитичности так как

.
(4) Следовательно, сфера  несубаналитична.

10. Exp-log-КАТЕГОРИЯ

Функция  принадлежит exp-log-ка-
тегории, если она представляется в виде конеч-
ной композиции субаналитических функций,
экспонент и логарифмов. Множество принадле-

+ +γ = γ ∪ ,22 { }C A ∞C

+γ ∪1 { }C ∞C

−γ ∪1 { }A 1C

�S

�

+ −,\{ }S A A

−A γ1

( )= − − + ,

+= → .

3 31 24 exp (1 (1))
6

1 0
2

w Y Y o
Y

yY

�S

� ⊂ R
2S

S

→: nf R R

жит exp-log-категории, если в некоторой окрест-
ности любой своей точки оно является графиком
отображения, компоненты которого — функции
из exp-log-категории.

Т е о р е м а  6. В окрестности точки  кривая
 есть график функции из exp-log-категории:

где  есть аналитическая функция в окрест-
ности точки .

Поэтому множество  принадлежит exp-log-
категории.

11. СТРАТИФИКАЦИЯ УИТНИ
Напомним следующие фундаментальные фак-

ты, относящиеся к стратификации Уитни [10]:
если множество субаналитично, то оно являет-

ся стратифицированным пространством Уитни
(С. Лоясевич, Х. Хиронака),

если множество принадлежит exp-log-катего-
рии, то оно является стратифицированным про-
странством Уитни (Ta Lê Loi).

Т е о р е м а  7. Разбиение (6) есть стратифика-
ция Уитни.
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Исследуются вопросы притяжения для систем с кулоновым трением, представленных уравнениями
Лагранжа 2-го рода. Методы исследований опираются на прямой метод Ляпунова и метод предель-
ных уравнений, восходящих к работам G.R. Sell (1967) и Z. Artstein (1977, 1978) по топологической
динамике неавтономных систем. Полученные результаты обобщают принцип инвариантности
Ла-Салля.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Исследуется асимптотическое поведение ме-

ханических систем с сухим трением, представ-
ленных уравнениями

(1)

описание которых опирается на [1]. Здесь Ta – ки-

нетическая энергия системы,  – разрывные от-
носительно обобщенных скоростей кулоновы си-
лы трения,  – активные силы системы. Детально
изучается случай, когда активные силы представ-
ляют собой сумму потенциальных и диссипатив-
ных (отличных от сил трения) сил. Мы делаем
предположение о том, что коэффициенты трения
зависят от переменной  (времени). Такая зависи-
мость может возникать по разным причинам, та-
ким, как изменение температуры или иных ха-
рактеристик трущихся тел.

Если использовать известные подходы теории
разрывных систем [2], то уравнения (1) следует
рассматривать, как дифференциальные включе-
ния. В своих исследованиях мы используем прин-
цип инвариантности для неавтономных диффе-
ренциальных уравнений с разрывной правой ча-
стью, развитый в [3], с использованием функций
Ляпунова со знакопостоянными производными.

∂ ∂− = + , = , , ,
∂ ∂�

1A Ta a
i ii i

T Td Q Q i … k
dt qq

T
iQ

A
iQ

t

Отметим, что функции Ляпунова со знакопосто-
янными производными характерны для механи-
ческих систем, если в качестве функции Ляпуно-
ва выступает полная энергия системы.

Теоремы прямого метода Ляпунова для систем
автономных обыкновенных дифференциальных
уравнений со знакопостоянными производными
функций Ляпунова получены в известных рабо-
тах Е.А. Барбашина и Н.Н. Красовского (см. [4]).
В них асимптотическая устойчивость была уста-
новлена при дополнительном предположении об
отсутствии целых траекторий системы в окрест-
ности начала координат (положения равнове-
сия). Если избавиться от этого предположения,
можно утверждать лишь то, что -предельные
множества решений лежат во множестве нулей
производной функции Ляпунова. Эти выводы в
дальнейшем получили развитие в работах Ла-Сал-
ля и в настоящее время известны как принцип
инвариантности (см. [5, гл. 7 ]).

Проблемы, которые на этом пути возникают
при рассмотрении неавтономных систем, состоят
в следующем.

1. -Предельные множества решений неавто-
номных дифференциальных уравнений не обла-
дают свойствами типа инвариантности, на кото-
рые существенно опирается принцип инвариант-
ности Ла-Салля.

2. Становится неясным, как интерпретировать
множество нулей производной функции Ляпуно-
ва, так как эта производная зависит также и от пе-
ременной .

Попытки, направленные на преодоление этих
трудностей, восходят к статьям [6–8] и в настоя-

ω

ω

t
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щее время привели к методу исследования вопро-
сов притяжения и асимптотической устойчиво-
сти, который известен как метод предельных
уравнений (см. [9, 10]).

Для дифференциальных включений и диффе-
ренциальных уравнений с разрывной правой ча-
стью наряду с указанными выше проблемами воз-
никает еще принципиальный вопрос о построении
предельных дифференциальных соотношений,
поскольку для этого нет подходящих теорем мате-
матического анализа о сходимости последователь-
ностей многозначных функций. Впервые эта про-
блема была решена в работах [11, 3] с использова-
нием методов многозначного анализа.

Для детального описания и преобразования ме-
ханической системы (1) примем следующие обозна-
чения: , , q = ,

 – векторы-столбцы обобщенных
координат, скоростей, ускорений и активных сил.

Кинетическая энергия  системы представляет
собой сумму  положительно опреде-
ленной квадратичной формы

обобщенных скоростей с симметричной матри-
цей , линейной формы обобщенных

скоростей  и функции .

Обобщенные силы трения скольжения при
условии  имеют вид

(2)

Здесь  – модули нормальных реакций в
точках соприкосновения трущихся тел,  >
> 0 – коэффициенты трения, .
Для  считаем . Отметим, что
если активные силы, действующие на систему,
известны, то реакции связей с трением неизвест-
ны и подлежат определению (см. [1]). Эти вопро-
сы в данной статье не затрагиваются. Всюду в
дальнейшем мы предполагаем, что функции Ni

определены и непрерывны, функции aij, ,  не-

прерывно дифференцируемы, функции fi и  не-
прерывны по своим аргументам.

Уравнения (1) с силами трения (2) могут в до-
статочно общем виде описывать системы с одно-
степенными кинематическими парами с трением
(например, механизмы, состоящие из шатунов и
ползунов, маятниковые системы с трением в
шарнирах и опорах).
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Обозначим через  и  векторы-столбцы

частных производных функции  по пере-
менным  и , соответственно, и запишем урав-
нения (1) в векторной форме

(3)

Функция  в выражении кинетической энергии
Ta после дифференцирования задает гироскопиче-

ские силы  с коэффициентами

Функции  представляют перенос-

ные силы инерции.
Применяя к силам трения в точках разрыва

простейшее выпуклое доопределение [2, с. 40],
получим общее выражение сил трения в виде

для каждого i = 1, …, k*.
Введем в рассмотрение векторную функцию

, определенную равенствами

Тогда уравнение (3) запишется в виде диффе-
ренциального включения

(4)
Обозначим

и запишем включение (4) в виде дифференциаль-
ного включения первого порядка

(5)
Такое преобразование позволяет использовать в
исследовании уравнений (1) определения и фак-
ты теории дифференциальных включений и диф-
ференциальных уравнений с разрывной правой
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частью, в частности, ссылаться на теоремы из ста-
тей [11, 3].

2. ПРИНЦИП ИНВАРИАНТНОСТИ
И ПРИТЯЖЕНИЕ

Под решением, определенным на промежутке
, уравнения (3) понимается решение x(t) =

=  дифференциального включения (4)
или, эквивалентно, дифференциального включе-
ния (5).

Опишем ряд общих свойств для решений урав-
нения (3), вытекающие из [1, гл. 1, 3], которые в
дальнейшем учитываются без оговорок.

У т в е р ж д е н и е. 1. Для любых начальных дан-
ных включение (4) имеет решение и любое решение
этого включения может быть продолжено на правый
максимальный промежуток существования .

2. Любое ограниченное непродолжимое решение
включения (4) определено на промежутке .

3. При условии непрерывной дифференцируемости
всех функций (кроме сигнатур), фигурирующих в опи-
сании системы (1), любое решение включения (4) явля-
ется правосторонним с правой производной ,
непрерывной справа и удовлетворяющей включению
(4) в каждой точке t из промежутка существования
этого решения. Кроме этого, имеет место правосто-
ронняя единственность решений, т.е. с увеличением 
решения могут сливаться, но не могут разветвлять-
ся.

Правосторонние решения несут в себе опреде-
ленный физический смысл, а именно: ускорения
в классической механике понимаются как правые
производные скорости. С математической точки
зрения это более узкий класс решений, который
позволяет уточнять поведение движений системы
в окрестности множества положений равновесия.

Для каждого  и  положим

и определим многозначную функцию со значе-
ниями , где

(6)

Дифференциальное включение

(7)
будем называть предельным для дифференциаль-
ного включения (4).

Будем говорить, что множество  полуин-
вариантно, если для любой точки 
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существует решение  включения
(7), такое, что  и  для всех .

Для траекторий решений  через
 будем обозначать ω-предельные множе-

ства, которые понимаются в обычном смысле.
Они (как и траектории любой ограниченной кри-
вой) обладают свойствами компактности, связно-
сти и  при , где d – рассто-
яние от точки до множества. Последнее свойство
служит основой для изучения вопросов притяже-
ния. Особо отметим, что множества  полуин-
вариантны [11].

Для каждой точки  верхняя производ-
ная непрерывно дифференцируемой функции
Ляпунова V(x) в силу включения (5) в точке 
определяется равенством

(8)

где  – знак скалярного произведения,  –
градиент функции V по переменной x.

Отметим, что в точках непрерывности сил тре-
ния (т.е. при условии  для всех )
формула (8) приобретает вид

(9)

Верхняя производная  функции  в
силу предельного включения (7) записывается в
виде

(10)

Т е о р е м а  1. Пусть для каждого компактного
множества  существует константа M, та-
кая, что для всех , , выполня-
ется

(11)

где  – вектор коэффициентов трения ,
. Предположим, что все функции  в

каждой точке  непрерывны по x равномерно от-
носительно  и в точках непрерывности сил трения

 выполняется неравенство . Тогда:
1. Для любого ограниченного решения уравнения

(1) и для любой точки  существует
решение  включения (7) с начальным
условием , такое, что  для всех

.

2. Множество  принадлежит наибольшему
полуинвариантному подмножеству множества

.
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Теорема 1 решает упомянутые выше проблемы
исследования неавтономных систем методом
предельных уравнений и является аналогом
принципа инвариантности для системы (1).

Пусть , где ,

 – потенциальная энергия системы,  –
диссипативные силы с условиями ,

, которые представляют вязкое тре-

ние или силы сопротивления среды. Тогда урав-
нение (3) приобретет вид

(12)

Для функции Ляпунова  форму-
лы (9) и (10) запишутся в виде

(13)

Далее рассматриваем систему (12) с предель-
ным дифференциальным включением

(14)

Т е о р е м а  2. Пусть для любого компактного
множества  выполняется неравенство (11)
и коэффициенты трения , , в каж-
дой точке  непрерывны по  равномерно отно-
сительно . Тогда:

1. Для любого ограниченного решения уравнения
(12) и для любой точки  существу-
ет решение  включения (14) с на-
чальным условием , такое, что 
для всех , где функция  определена во втором
равенстве (13).

2. Множество  принадлежит наибольшему
полуинвариантному подмножеству множества

(15)

Для каждой точки  обозначим:
 – множество индексов , таких,

что выполняется хотя бы одно из условий
 или .

 – множество индексов , та-
ких, что , функция  непрерывно диф-

ференцируема и выполняется условие , где
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 – верхняя производная функции  в
силу предельного включения (14).

В приводимых ниже следствиях предполагаем,
что выполняются все условия теоремы 2 и x(t) –
ограниченное решение уравнения (12).

С л е д с т в и е  1. Для любой точки 
и индекса  выполняется .

С л е д с т в и е  2. Если ,
то  принадлежит множеству M = {(q, 0):

 положений равновесия
предельного дифференциального включения (14).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В [1] вопросы притяжения и асимптотической

устойчивости различных систем (в том числе и
механических) изучались на основе модифика-
ций теорем Ляпунова с использованием несколь-
ких функций Ляпунова, выбор которых неодно-
значен.

Для этих же целей может быть использован
универсальный метод импликации свойств свя-
занных математических моделей [12], если исход-
ную и предельную системы рассматривать как
структурно близкие. Но при этом вопрос выбора
вспомогательной системы тоже остается откры-
тым.

В рамках предложенного в данной статье мето-
да притяжение и асимптотическое поведение
движений механических систем с трением так
или иначе сводится к анализу множества E* нулей
функции Ляпунова в силу предельного диффе-
ренциального включения. В теореме 2 его описа-
ние достаточно конструктивно для класса меха-
нических систем с трением (12), но в общем слу-
чае оно может иметь сложную структуру даже для
автономных систем.

В следствии 2 получены условия, при которых
любое ограниченное решение уравнения (12) стре-
мится к множеству M положений равновесия пре-
дельного дифференциального включения (14).
Для неограниченных решений можно утверждать
лишь то, что они слабо стремятся к этому множе-
ству, т.е. существует последовательность точек

, такая, что . Это свойство
в сочетании со свойством устойчивости дает
асимптотическую устойчивость множества M и
близко к свойству “инвариантности с посещени-
ем” для решений уравнения из статьи [12,
Пример 2 ].

Вопрос о том, стремится ли ограниченное ре-
шение исходной системы к какому-либо кон-
кретному положению равновесия, требует допол-
нительного исследования. Для этого могут ис-
пользоваться любые подходящие средства и
факты, такие, как свойства ω-предельных мно-

,�
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ФИНОГЕНКО

жеств и структура исходных и предельных диффе-
ренциальных включений. В общем виде такие ис-
следования вряд ли целесообразны.

Проиллюстрируем сказанное выше на приме-
ре движения маятника с массой и длиной, равны-
ми единице:

(16)

где φ – угол поворота маятника, отсчитанный от
нижнего положения,  – нормальная
реакция,  – коэффициент трения, a =

, . Функция Ляпунова 

V = T + Π = .

Вывод, который позволяют сделать теорема 2
и ее следствия, следующий: если , то любое
ограниченное решение уравнения (16) стремится
к множеству M =  положений
равновесия предельного дифференциального вклю-
чения. Но учитывая, что множества уровня функ-
ции Ляпунова V при условии  состоят из мно-
жества изолированных точек, удовлетворяющих
уравнению , а ω-предельное множе-
ство связно, заключаем, что любое ограниченное
решение уравнения (16) стремится к какой-либо
конкретной точке из множества . В [1, c. 227–229]
для коэффициента трения  этот вывод
сделан с применением вспомогательных функ-
ций Ляпунова.
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ности, которая бы обеспечила наименьшее значение верхней границы анизотропийной нормы си-
стемы в ошибках оценивания при фиксированном виде оценивателя.
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ВВЕДЕНИЕ

Область применения различных чувствитель-
ных элементов и датчиков в последнее время ста-
новится все более всеобъемлющей, затрагивая да-
же бытовые нужды каждого человека. С помощью
сети датчиков организуется слежение за источни-
ками загрязнения окружающей среды, синхрони-
зируются часы на разных устройствах, строится
схема предупреждения стихийных бедствий, ме-
дицинская поддержка тяжелых больных и даже
система “умный дом”. С другой стороны, для се-
тевых систем остаются актуальными проблемы
высокой эффективности при относительно невы-
соких затратах на внедрение, настройку и обслу-
живание. Именно поэтому организацию наибо-
лее эффективной схемы обмена информацией
между датчиками можно выделить как самостоя-
тельную, имеющую практическую значимость,
задачу. В работе [1] отмечается важность решения
проблемы настройки сетевой системы при реше-
нии задачи оценки параметров.

За последние годы разработано множество
способов настройки сетевых систем, например,
оптимизация вычислительных мощностей рас-
смотрена в [2], в работе [3] была предложена мо-
дель так называемого виртуального сенсора, ко-
гда все вычисления проводятся на внешнем про-
цессоре, а не средствами самого датчика, что
позволяет более эффективно организовать работу
всей сети. Идея обмена информацией между со-
седними сенсорами рассмотрена в [4], где с помо-
щью метода наименьших квадратов предложен
алгоритм отладки сети. Стохастический подход
для настройки сети датчиков можно найти в [5],
где предполагается, что измерения сильно за-
шумлены, вследствие чего применяется вероят-
ностный подход.

В данном сообщении рассматривается задача
выбора матрицы смежности для обмена инфор-
мацией между отдельными датчиками в сетевой
системе для фиксированной модели оценивания
в рамках анизотропийной теории. Первоначаль-
но концепция анизотропийной теории, предло-
женной И.Г. Владимировым в работе [7], исполь-
зовала стохастический подход для задач, тради-
ционно рассматриваемых в  теории. Базовое
понятие для анизотропийной теории – анизотро-
пия случайного вектора. В последних работах,
связанных с анизотропийной теорией, под анизо-
тропией случайного вектора понимают мини-
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мальное значение информационного уклонения
Кульбака–Лейблера между двумя плотностями
распределения вероятностей – той, которая соот-
ветствует выбранному случайному вектору и нор-
мальной плотностью распределения с нулевым
матожиданием и скалярной ковариационной
матрицей [8]. Анизотропию случайного вектора
можно трактовать как меру отличия этого вектора
от гауссовского. Критерием в задачах анизотро-
пийной теории выступает анизотропийная норма
динамической системы – индуцированная нор-
ма, являющаяся супремумом отношения нормы
выхода системы к норме входа при условии, что
все возможные входы выбираются из класса век-
торов с ограниченной фиксированным числом
анизотропией.

За более чем двадцатипятилетнюю историю в
рамках анизотропийной теории решены задачи
анализа для нестационарных и стационарных [8]
систем, а также задачи синтеза управления и
фильтрации. Существенным ограничением явля-
лось предположение о детерминированности
рассматриваемых линейных систем, впервые это
условие было исключено в работе [9], где была ре-
шена задача анизотропийного анализа для стоха-
стической системы. До этого момента существо-
вали только оценочные методы вычисления гра-
ницы анизотропийной нормы [10].

Модели динамических систем с мультиплика-
тивными шумами описывают финансовые, меха-
нические, гибридные, популяционные и многие
другие системы, но также они описывают сетевые
системы, в которых присутствует множество от-
дельных датчиков. Поскольку анизотропийный
анализ для систем с мультипликативными шума-
ми был рассмотрен в [11], а после была решена за-
дача оценивания для сети датчиков с отказами
[12] и предложен алгоритм коррекции для выпада-
ющих измерений [13], остро обозначилась пробле-
ма настройки сети датчиков, а именно: настройка
схемы обмена информацией (матрицы смежности)
между узлами в сети измерителей. В данной работе
будут даны условия, позволяющие свести задачу
настройки матрицы смежности к задаче выпук-
лой оптимизации.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим линейную дискретную нестацио-

нарную модель в пространстве состояний с нуле-
выми начальными условиями следующего вида:

(1)

где  – состояние,  – возмущение
из класса последовательностей с ограниченным
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уровнем анизотропии,  – выход, для кото-
рого строится оценка, ,  – до-
ступные измерения, время ограничено значени-
ем N. Все матрицы в системе (1) известны и име-
ют соответствующие размерности. Случайные
величины  имеют распределение Бернулли с
известной вероятностью успеха  и
неудачи  соответственно. В
этом случае под успехом понимается получение
зашумленных измерений от конкретного датчи-
ка, под неудачей – только шума. Также считаются
известными модели оценивателей для системы
(1), соответствующие конкретным датчикам:

(2)

где матрицы  считаются известными.
Выходы  соответствуют взвешенным оценкам
выхода исходной системы, полученным на осно-
вании доступных соответствующему датчику дан-
ных. Матрица смежности  подлежит
определению с целью обеспечить минимальную
верхнюю границу анизотропийной нормы систе-
мы в ошибках оценивания. Иными словами, за-
дача состоит в (ре-)организации оптимального (с
точки зрения оценивания известными моделями)
способа коммуникации между отдельными узла-
ми сетевой системы.

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
В анизотропийной теории управления и филь-

трации для численного решения конкретных за-
дач широко применяется метод выпуклой опти-
мизации с ограничениями в виде линейных мат-
ричных неравенств [14]. Более полный обзор
теории относительно линейных нестационарных
систем в рамках анизотропийной теории можно
найти в работе [15].

Поскольку в задачах оценивания критерием
оптимальности является значение анизотропийной
нормы системы в ошибках оценивания, перейдем к
такому способу описания динамики рассматривае-
мой пары система–оцениватель. Для того чтобы пе-
рейти к системе в ошибках оценивания, необходи-
мо ввести n виртуальных объектов, которые дуб-
лируют динамику системы (1):

(3)

Для каждого из виртуальных объектов (3) соот-
ветствующий оцениватель имеет вид (2). Обозна-
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чив через  и , j = 1, 2,
…, n, ошибки индивидуального и совокупного
оценивания состояния, соответственно, получим
следующую систему в ошибках:

(4)

где   =
=   = 

  ,
δji – символ Кронекера. Вводя расширенные век-

торы состояния , ошибки оце-

нивания состояния и оценивае-

мого выхода , объединим векто-

ры  и  в один новый вектор , с
помощью которого от (4) перейдем уже к оконча-
тельному виду системы в ошибках оценивания:

(5)

где случайные величины  имеют ну-
левое среднее и известную дисперсию, а матрицы
определены следующим образом:

при этом использованы обозначения  = ,
,  =  ,  =
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, , где col(n) – век-
тор из единиц длиной ,  – блочная
матрица из соответствующих блоков Xji, 
– диагональная матрица,  – матрица-
столбец, состоящая из блоков Xj,  – кронекеро-
во произведение матриц.

Для системы вида (5) условие ограниченности
анизотропийной нормы числом был сформули-
рован в работе [11] в виде следующего утвержде-
ния.
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Т е о р е м а 1 [11]. Если уровень анизотропии
внешнего возмущения для системы (5) ограничен па-
раметром a, случайные величины  статистиче-
ски независимы для всех значений i, k, имеют нуле-
вое среднее и заданные ковариации , i = 1, 2, …, n,
а также существует положительно определенное
решение Rk для следующих матричных неравенств:

(6)

и для всех  выполнены граничные
условия

(7)

и неравенство специального вида

(8)

причем все матрицы Ψk положительно определены,
тогда анизотропийная норма системы (5) ограни-
чена числом .

Неравенства в выражениях (6), (7) понимают-
ся в смысле положительной определенности мат-
рицы, стоящей в левой части.

Приведенная выше теорема не позволяет на-
прямую вычислить параметры матрицы смежно-
сти, поскольку содержит произведение этой
матрицы с неизвестными матрицами Rk в выра-
жениях (6). С помощью замены переменных и на-
чального приближения решения неравенств (6)
можно сформулировать решение поставленной
задаче в следующем виде.

Т е о р е м а 2. Матрица смежности  для сети
датчиков с отказами в модели оценивателя (2) под
действием возмущения с ограниченным уровнем
анизотропии может быть определена через реше-
ние задачи выпуклой оптимизации

при условии выполнения ограничений
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в совокупности с неравенствами (7), (8).
В условиях теоремы использована замена пе-

ременных следующего вида:

где , , а матрицы Rk име-
ют диагональный вид с блоками

Также стоит отметить, что в качестве начального
приближения матриц ,  могут быть
выбраны матрицы, полученные согласно решению
задачи (6)–(8) для единичной матрицы смежности,
что соответствует наличию отдельных датчиков, не
обменивающихся информацией.

ПРИМЕР
Рассмотрим модель колесного перевернутого

маятника, замкнутого стабилизирующим управ-
лением на основе Model Predictive Control (MPC).
Матрицы в пространстве состояний имеют следу-
ющий вид:
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Рассмотрена простейшая сеть, состоящая из

двух идентичных датчиков с вероятностью безот-
казной работы 95%, при этом уровень анизотро-
пии внешнего возмущения не превосходит еди-
ницу.

На рис. 1 приведен первый компонент оцени-
ваемого выхода. Сплошной линией обозначена
реальная траектория объекта, соответствующая
перемещению по прямой на плоскости, прерыви-
стая линия – оценка, полученная на основе изме-
рений одного датчика, без составления сети,
пунктирная линия – оценка, полученная с помо-
щью сетевого обмена информации между датчи-
ками на основе матрицы смежности, полученной
на основе предложенного алгоритма. Как видно
на рис. 1, даже после серии отказов оценка быст-
ро возвращается в малую окрестность реальной
траектории. При этом значение среднеквадра-
тичного коэффициента усиления уменьшилось
приблизительно на 38%. Внедиагональные эле-
менты матрицы смежности оказались равными
0.0329, а диагональные – 0.9671, что обусловлено
тем, что датчики были выбраны идентичными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В сообщении рассмотрена задача настройки

схемы обмена информации между датчиками для
линейной дискретной нестационарной модели в
случае неидеальных измерителей и внешним воз-
мущением из класса окрашенных шумов. Пока-
зано, что поставленную задачу можно свести к за-
даче выпуклой оптимизации, позволяющей вы-
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Рис. 1. Результаты моделирования.
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числить верхнюю границу анизотропийной
нормы системы в ошибках оценивания. На чис-
ленном примере продемонстрировано, что нали-
чие обмена информации между датчиками может
значительно улучшить качество оценки в случае
точечных отказов измерителей.
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пользовании сокращений необходимо дать их
расшифровку; следует ограничиваться общепри-
нятыми сокращениями и не вводить новых без
достаточных на то оснований.

9. Благодарности должны быть перечислены
отдельно от источников финансирования.

10. Финансирование работы. Укажите инфор-
мацию о грантах и любой другой финансовой
поддержке исследований.

11. Обязательное указание конфликта интере-
сов – любых отношений или сферы интересов,
которые могли бы прямо или косвенно повлиять
на вашу работу или сделать ее предвзятой (напри-
мер, член редколлегии обязан указывать, что он
публикуется в журнале, где он член редколлегии).

12. Авторы могут приложить свою версию пе-
ревода статьи на английский язык или дать необ-
ходимые пояснения переводчику.

13. В формулах следует избегать громоздких
обозначений. Занумерованные формулы обяза-
тельно выключаются в красную строку, номер
формулы ставится у правого края.

14. Ссылки в тексте на цитированную литера-
туру даются в квадратных скобках, например [1].
В списке все работы перечисляются в порядке ци-
тирования. Самоцитирование допускается в объ-
еме не более 30%.

Для книг: фамилия и инициалы автора, полное
название книги, место издания, издательство, год
издания, том или выпуск и общее количество
страниц.

Ссылки на книги, переведенные на русский
язык, должны сопровождаться ссылками на ориги-
нальные издания с указанием выходных данных.

Для периодических изданий: фамилия и инициа-
лы автора, название статьи, название журнала,
год издания, том, номер, первая и последняя
страницы статьи.

Желательно указывать индекс DOI цитируе-
мой статьи.

Ссылки на неопубликованные работы не до-
пускаются.

15. Редакция обращает внимание авторов на
то, что журнал “Доклады Российской академии
наук. Математика, информатика, процессы
управления” является органом общей научной
информации и в связи с этим просит авторов из-
лагать материал в ясной и доступной форме.

16. Если материал не может быть изложен в
объемах, указанных выше, или требует большого
числа иллюстраций, редакция советует авторам
направлять его в какой-либо специализирован-
ный журнал. Работы, нарушающие эти условия,
редакция возвращает авторам для сокращения.

17. Появление краткого сообщения в “Докладах
Академии наук” не препятствует впоследствии

публикации расширенного варианта в другом пе-
риодическом издании, с соблюдением всех этиче-
ских норм. Одновременная отсылка рукописи в
“Доклады” и в другой журнал не допускается.

18. В соответствии с новыми международными
правилами будет проводиться проверка на пред-
мет соблюдения авторами прав на заимствован-
ные материалы, отсутствие плагиата и повторно-
го опубликования. Проверка с использованием
компьютерных программ проводится и зарубеж-
ными партнерами Издательства в отношении пе-
реводной версии статьи. Если автором нарушены
права третьих лиц: не получены разрешения на
использование заимствованных материалов,
установлены факты плагиата, повторного опуб-
ликования и т.п., произведение будет отозвано.

19. Рукописи проходят процедуру анонимного
внешнего рецензирования ведущими отечествен-
ными и зарубежными экспертами и рекоменду-
ются к печати Редколлегией журнала на конкурс-
ной основе.

20. Важно соблюдать правила публикацион-
ной этики и избегать следующих нарушений:
1) фабрикации и фальсификации данных, т.е. их
подделки или изменения; 2) плагиата и самопла-
гиата – копирования без надлежащего цитирова-
ния хотя бы одного предложения из чужой или
даже собственной ранее опубликованной руко-
писи, а также рисунков и таблиц; 3) многократ-
ной подачи рукописи в несколько журналов од-
новременно; 4) избыточных публикаций, осно-
ванных на одном и том же эксперименте;
5) неподобающего указания авторства, когда в ав-
торский коллектив включены люди, не внесшие
вклада в работу, или, наоборот, не включены лю-
ди, внесшие значительный вклад.

21. На любой материал, который автор заим-
ствует из других работ, необходимо получить раз-
решение от правообладателя и приложить к руко-
писи. Правообладателем статей в журналах, как
правило, является не автор, а издатель журнала, в
котором опубликован материал. Подробнее о
получении разрешения см. по ссылке
https://www.pleiades.online/ru/authors/permission/ 

22. Все используемые в статье цитаты обяза-
тельно приводятся на оригинальном языке и со-
провождаются соответствующей ссылкой.

23. Для более полного описания исследования
к статье могут прилагаться дополнительные мате-
риалы (аудио- и видеофайлы, презентации, до-
полнительные таблицы и рисунки и пр.). Они
публикуются только в электронной версии на
сайте https://link.springer.com/ (для англоязычных
журналов) и https://elibrary.ru (для русскоязыч-
ных журналов).
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