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В сепарабельном гильбертовом пространстве H исследуется асимптотическое поведение
собственных значений одной краевой задачи для дифференциально-операторного уравне-
ния второго порядка. Спектральный параметр задачи линейно входит в уравнение и в
одно из краевых условии как квадратный трёхчлен. Найдены асимптотические формулы
для собственных значений рассматриваемой задачи.
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Введение. Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство. Через L2((0, 1);H) обо-
значим множество всех вектор-функций x → u(x) : (0, 1) → H, сильно измеримых и таких,
что

∫ 1
0 ‖u(x)‖2H dx < +∞. Как известно, L2((0, 1);H) является гильбертовым пространством

со скалярным произведением

(u, v)L2((0,1);H) =

1∫

0

(u(x), v(x))H dx.

Пусть A – самосопряжённый положительно-определённый оператор в H (A =A∗ � γ2I,
I – единичный оператор в H) с областью определения D(A). Поскольку A−1 ограничен в
H, то H(A) := {u : u ∈ D(A), ‖u‖H(A) = ‖Au‖H} является гильбертовым пространством,
норма которого эквивалентна норме оператора A. Положим

W 2
2 ((0, 1);H(A),H) :=

:= {u : Au, u′′ ∈ L2((0, 1);H), ‖u‖2W 2
2 ((0,1);H(A),H) = ‖Au‖2L2((0,1);H) + ‖u′′‖2L2((0,1);H)}.

Множество W 2
2 ((0, 1);H(A),H) является гильбертовым пространством [1, c. 23].

В настоящей работе в сепарабельном гильбертовом пространстве H исследуется асимпто-
тическое поведение собственных значений следующей краевой задачи для дифференциально-
операторного уравнения второго порядка:

−u′′(x) +Au(x) = λu(x), x ∈ (0, 1), (1)

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0, (2)

где λ – спектральный параметр; A – линейный неограниченный самосопряжённый положи-
тельно-определённый оператор в H, и обратный оператор A−1 вполне непрерывен в H; αi,
i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа, причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0. При этих
предположениях доказывается, что собственные значения краевой задачи (1), (2) являются
вещественными. Далее доказано, что краевая задача (1), (2) имеет три серии собственных
значений, две из которых ведут себя асимптотически как вещественные числа, являющиеся
нулями квадратного трёхчлена α0 +α1λ+α2λ

2, другая серия асимптотически ведет себя как
μk + n2π2, где μk → +∞ – собственные значения оператора A.
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Определение. Собственными значениями краевой задачи (1), (2) назовём те значения
λ, при которых задача (1), (2) имеет нетривиальное решение, принадлежащее пространству
W 2

2 ((0; 1);H(A),H).
Ранее спектральная задача с неклассической асимптотикой для уравнения Лапласа в квад-

рате была изучена в статье [2]. Точнее, рассмотрена задача, содержащая в одном из краевых
условий дифференциальный оператор и имеющая последовательность собственных значений,
сходящихся к нулю.

В работе [3] рассмотрена спектральная задача для уравнения Лапласа в квадрате, в ко-
торой спектр не является дискретным. Далее, в статье [4] в ограниченной области Ω ∈ Rn с
достаточно гладкой границей Γ для уравнения Лапласа исследована следующая спектральная
задача:

−Δu = λu в Ω, (3)

−u = λ
∂u

∂v
на Γ, (4)

где λ – спектральный параметр, v – внутренняя нормаль к границе Γ. Доказано, что спектр
краевой задачи (3), (4) дискретен и состоит из двух серий собственных значений, сходящихся
соответственно к нулю и к +∞.

Известно, что многие спектральные краевые задачи для эллиптических дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, заданные в негладких областях (в прямоугольнике),
сводятся к спектральным краевым задачам для эллиптических дифференциально-оператор-
ных уравнений в некотором гильбертовом пространстве.

Отметим, что некоторые спектральные вопросы краевых задач для эллиптического диф-
ференциально-операторного уравнения второго порядка в случае, когда один и тот же спек-
тральный параметр входит в уравнение и в граничные условия, изучались в работах [5–9]
и др.

После спектрального разложения по собственным элементам оператора, фигурирующим в
уравнении, которые образуют полный ортонормированный базис, поставленная для эллипти-
ческих дифференциально-операторных уравнений спектральная задача сводится к спектраль-
ной краевой задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Спектральные вопросы краевых задач для обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка с одним и тем же спектральным параметром в уравнении и в краевых усло-
виях исследованы в различных аспектах. Так, например, в [10–12] изучены спектральные во-
просы для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка, в котором один
и тот же спектральный параметр присутствует в уравнении линейно, а в одном из краевых
условий – квадратично. В работе [13] исследуется асимптотическое поведение собственных
значений краевых задач для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка
в случае, когда один и тот же спектральный параметр λ входит в уравнение линейно, а в
одном из краевых условий представляет собой квадратный трёхчлен относительно λ.

1. Свойства собственных значений.
Лемма 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) A – линейный неограниченный самосопряжённый положительно-определённый опера-

тор в сепарабельном гильбертовом пространстве H, обратный к которому вполне непреры-
вен;

2) αi, i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа, причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0.
Тогда собственные значения краевой задачи (1), (2) вещественны.
Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1 из [14].
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда корни

λ1,2 =
−α1 ∓

√
α2
1 − 4α2α0

2α2

квадратного трёхчлена α0 + α1λ + α2λ
2 не являются собственными значениями краевой

задачи (1), (2).
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Доказательство. Собственные элементы оператора A, соответствующие собственным
значениям μk, обозначим через ϕk, k ∈ N : Aϕk = μkϕk. Известно, что система {ϕk}∞1
образует полный ортонормированный базис в пространстве H.Тогда любой элемент u ∈ H
разлагается в ряд Фурье

u =

∞∑

k=1

(u, ϕk)Hϕk.

Известно (см., например, [15, с. 578]), что для любого элемента u ∈ D(A) имеет место
разложение

Au =
∞∑

k=1

μk(u, ϕk)Hϕk,

где ряд
∑∞

k=1 μ
2
k|(u, ϕk)|2 сходится. Пусть теперь {ϕk}∞1 – ортонормированный базис в прост-

ранстве H и u(x) ∈ L2((0, 1);H). Тогда почти всюду на интервале (0, 1) имеет место разло-
жение

u(x) =
∞∑

k=1

(u(x), ϕk)Hϕk,

где ряд сходится в H.
Если Au(x), u′′(x) ∈ L2((0, 1);H), то почти всюду на (0, 1) имеют место разложение в

сходящиеся в H ряды

Au(x) =

∞∑

k=1

μk(u(x), ϕk)Hϕk, u′′(x) =
∞∑

k=1

(u′′(x), ϕk)Hϕk.

Учитывая эти спектральные разложения в задаче (1), (2), для коэффициентов Фурье
uk(x) = (uk(x), ϕk)H получим следующую спектральную задачу для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка:

−u′′k(x) + μkuk(x) = λuk(x), x ∈ (0, 1), (5)

u′k(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)uk(0) = 0, uk(1) = 0. (6)

Таким образом, изучение собственных значений краевой задачи (1), (2) сводится к изуче-
нию собственных значений краевой задачи (5), (6) для различных натуральных k. Спектр
краевой задачи (1), (2) состоит из тех λ, при которых задача (5), (6) имеет нетривиальное
решение uk(x, λ) хотя бы при одном k ∈ N. Число λ = μk не может быть собственным
значением задачи (5), (6), поскольку в таком случае эта задача имеет только тривиальное
решение.

Сначала покажем, что число λ1 не является собственным значением краевой задачи (5),
(6), т.е. что задача

−u′′k(x) + μkuk(x) = λ1uk(x), x ∈ (0, 1), (7)

u′k(0) + (α0 + α1λ1 + α2λ
2
1)uk(0) = 0, uk(1) = 0 (8)

при каждом k имеет только тривиальное решение.
Общее решение уравнения (7) имеет вид

uk(x, λ1) = c1e
−x

√
μk−λ1 + c2e

−(1−x)
√
μk−λ1 , (9)

где ci, i = 1, 2, – произвольные постоянные. Подставив (9) в условия (8), получим систему
относительно ci, i = 1, 2, определитель которой имеет вид

Dk(λ1) = −
√
μk − λ1(1 + e−2

√
μk−λ1).
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Очевидно, что Dk(λ1) �= 0 для любого k. Отсюда следует, что при каждом k функции
uk(x, λ1) тождественно равны нулю, т.е. λ = λ1 не является собственным значением задачи
(5), (6) и тем самым краевой задачи (1), (2).

Не нарушая общности, будем предполагать, что, начиная с некоторого k, выполняется
неравенство

μk >
−α1 +

√
α2
1 − 4α2α0

2α2
, (10)

так как μk → +∞ при k → +∞.
Аналогичным образом доказывается, что при выполнении условия (10) число λ = λ2 также

не является собственным значением краевой задачи (1), (2). Лемма 2 доказана.
2. Асимптотические формулы для собственных значений.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) A – линейный неограниченный самосопряжённый положительно-определённый опера-

тор в сепарабельном гильбертовом пространстве H, обратный к которому вполне непреры-
вен;

2) αi, i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа, причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0.
Тогда краевая задача (1), (2) имеет три серии собственных значений:

λ
(1)
k ∼ λ1 =

−α1 −
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
, λ

(2)
k ∼ λ2 =

−α1 +
√

α2
1 − 4α2α0

2α2

при k → ∞ и λ
(3)
k,n = μk + γn (k, n ∈ N), где μk → +∞ – собственные значения оператора

A, а γn ∼ n2π2 при n → ∞.
Доказательство. Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения (5) име-

ет вид
uk(x, λ) = c1e

−x
√
μk−λ + c2e

−(1−x)
√
μk−λ, (11)

где ci, i = 1, 2, – произвольные постоянные. Подставив (11) в (6), получим систему относи-
тельно ci, i = 1, 2, определитель Dk(λ) которой имеет вид

Dk(λ) = (α0 + α1λ+ α2λ
2 −

√
μk − λ)− (α0 + α1λ+ α2λ

2 +
√

μk − λ)e−2
√
μk−λ. (12)

Таким образом, собственные значения краевой задачи (5), (6) и тем самым краевой задачи
(1), (2) – корни уравнения Dk(λ) = 0 (относительно λ, λ �= μk) хотя бы при одном k.
Учитывая равенства (12), запишем Dk(λ) = 0 в виде

(α0 + α1λ+ α2λ
2) sh

√
μk − λ−

√
μk − λ ch

√
μk − λ = 0. (13)

Найдём те собственные значения λ, для которых λ < μk. Тогда из уравнения (13) имеем

α0 + α1λ+ α2λ
2 −

√
μk − λ cth

√
μk − λ = 0. (14)

Рассмотрим отдельно случаи λ ∈ (−∞, λ1), λ ∈ (λ1, λ2), λ ∈ (λ2,+∞). Очевидно, что если
λ ∈ (λ1, λ2), то уравнение (14) не имеет решения относительно λ ни при каких k. Дейст-
вительно, так как при λ ∈ (λ1, λ2) квадратный трёхчлен α0 + α1λ + α2λ

2 принимает отри-
цательное значение, а функция

√
μk − λ cth

√
μk − λ при всех k, удовлетворяющих условию

(10), положительна, то получаем, что

(α0 + α1λ+ α2λ
2)−

√
μk − λ cth

√
μk − λ < 0,

начиная, быть может, с некоторого k. Отсюда следует, что при выполнении условия (10)
задача (5), (6) в интервале (λ1, λ2) не имеет собственных значений.
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Пусть λ ∈ (−∞, λ1). Положим в уравнении (14)
√
μk − λ = y (

√
μk − λ1 < y < +∞).

Отсюда λ = μk − y2. Тогда получим следующее уравнение относительно y :

α2(μk − y2)2 + α1(μk − y2) + α0 − y cth y = 0, y ∈ (
√

μk − λ1,+∞). (15)

Собственные значения краевой задачи (5), (6) для λ ∈ (−∞, λ1) являются корнями урав-
нения (15). Пусть ε > 0 – достаточно малое число. Покажем, что существует k, при котором
уравнение (15) имеет решение yk ∈ (

√
μk − λ1,

√
μk − λ1 + ε].

Рассмотрим функции

ψk(y) = α2(μk − y2)2 + α1(μk − y2) + α0 − y cth y

на отрезке [
√
μk − λ1,

√
μk − λ1 + ε] :

ψk(
√

μk − λ1) = lim
y→

√
μk−λ1+0

ψk(y) = −
√

μk − λ1 cth
√

μk − λ1 < 0,

lim
k→+∞

ψk(
√

μk − λ1 + ε) = +∞.

Следовательно, начиная с некоторого k, выполняются неравенства ψk(
√
μk − λ1 + ε) > 0.

Далее следует применить теорему Коши (о нулях непрерывной функции) к функции ψk(y)
на отрезке [

√
μk − λ1,

√
μk − λ1 + ε], начиная с некоторого k. В силу произвольности ε > 0

имеет место эквивалентность yk ∼
√
μk − λ1 при k → +∞. Отсюда и из равенства

√
μk − λ =

= y для собственных значений краевой задачи (5), (6) при λ ∈ (−∞, λ1) получаем следующее
асимптотическое соотношение:

λ
(1)
k ∼ λ1 =

−α1 −
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
при k → +∞.

Аналогичным образом исследуется уравнение (14) в случае, когда λ2 < λ < +∞, а точнее,
при λ2 < λ < μk. Положим в уравнении (14)

√
μk − λ = t, 0 < t <

√
μk − λ2. Отсюда

λ = μk − t2. Тогда уравнение (14) примет вид

α2(μk − t2)2 + α1(μk − t2) + α0 − t cth t = 0, t ∈ (0,
√

μk − λ2). (16)

Собственные значения краевой задачи (5), (6) для λ ∈ (λ2,+∞) являются корнями уравне-
ния (16). Рассмотрим функцию

fk(t) = α2(μk − t2)2 + α1(μk − t2) + α0 − t cth t, t ∈ (0,
√

μk − λ2),

и покажем, что производная

f ′
k(t) = −4α2t(μk − t2)− 2α1t−

sh (2t)− 2t

2 sh2t
< 0,

начиная с некоторого k. На самом деле, если α1 > 0, то очевидно неравенство

4α2t(μk − t2) + 2α1t+
sh (2t)− 2t

2 sh2t
> 0, (17)

так как μk − t2 > 0 и sh (2t) > 2t при t > 0, а если α1 < 0, то из 0 < t <
√
μk − λ2 следует,

что
μk − t2 > λ2 >

−α1

2α2
. (18)
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Из соотношений (18) получим неравенство (17). Значит, независимо от знака α1, начиная с
некоторого k, f ′

k(t) < 0. Следовательно, функция fk(t), начиная с некоторого k, удовлетво-
ряющего условию (10), монотонно убывает на промежутке (0,

√
μk − λ2), т.е.

fk(
√

μk − λ2) = lim
y→

√
μk−λ2−0

fk(t) = −
√

μk − λ2 cth
√

μk − λ2 < 0,

но для достаточно малых ε > 0

lim
k→+∞

fk(
√

μk − λ2 − ε) = +∞,

а значит, начиная с некоторого k, fk(
√
μk − λ2−ε) > 0. Таким образом, начиная с некоторого

k, функция fk(t) на отрезке [
√
μk − λ2 − ε,

√
μk − λ2] имеет точно один нуль, который обо-

значим через tk. В силу произвольности ε > 0 имеет место эквивалентность tk ∼
√
μk − λ2

при k → +∞. Отсюда и из равенства
√
μk − λ = t для собственных значений краевой зада-

чи (5), (6), удовлетворяющих условию λ2 < λ < +∞, получаем следующее асимптотическое
соотношение:

λ
(2)
k ∼ λ2 =

−α1 +
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
при k → +∞.

Найдём теперь те собственные значения λ, для которых λ > μk.
Положим в уравнении (13)

√
λ− μk = z, 0 < z < ∞. Отсюда λ = z2 +μk. Тогда получим

следующее уравнение относительно z :

z cos z − (α0 + α1(μk + z2) + α2(μk + z2)2) sin z = 0, z ∈ (0,+∞). (19)

Пусть z �= nπ, n ∈ N. В этом случае уравнение (19) равносильно уравнению

z ctg z − (α0 + α1(μk + z2) + α2(μk + z2)2) = 0, z ∈ (0,+∞), z �= nπ, n ∈ N.

Рассмотрим функцию

ηk(z) = z ctg z − (α0 + α1(μk + z2) + α2(μk + z2)2), z ∈ (0,+∞), z �= nπ, n ∈ N.

В каждом интервале (nπ, (n + 1)π), n ∈ N, функция ηk(z) принимает значения от −∞ до
+∞, а её производная

η′k(z) =
sin(2z)− 2z

2 sin2 z
− (2α1z + 4α2z(μk + z2)) < 0

при каждом k, удовлетворяющем условию (10), для z ∈ (0,+∞), z �= nπ, n ∈ N. Отсюда
следует, что функция ηk(z) убывает на каждом интервале (nπ, (n + 1)π). Таким образом,
функция ηk(z), начиная с некоторого k, в каждом интервале (nπ, (n + 1)π), n ∈ N, имеет
только один нуль zn,k : nπ < zn,k < (n + 1)π, n ∈ N. Отсюда и из равенства

√
λ− μk = z,

где λ = z2 + μk, получим следующую асимптотическую формулу для собственных значений
краевой задачи (5), (6) и тем самым краевой задачи (1), (2):

λ
(3)
k,n = μk + γn,

где γn ∼ n2π2, n → ∞. Теорема доказана.
Замечание 1. При α0 = α1 = 0 задача (1), (2) изучена в работе [16], где показано, что в

этом случае задача имеет две серии собственных значений, одна из которых сходится к нулю, а
другая серия асимптотически ведет себя как μk+n2π2, где μk → +∞ – собственные значения
оператора A. Очевидно, что результат данной работы совпадает с результатом в [16] при
α0 = α1 = 0.
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Замечание 2. В статье [14] в сепарабельном гильбертовом пространстве H исследовано
асимптотическое поведение собственных значений следующей краевой задачи для дифферен-
циально-операторного уравнения второго порядка:

−u′′(x) +Au(x) = λ2u(x), x ∈ (0, 1), (20)

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0. (21)

При выполнении условий сформулированной выше теоремы доказано, что краевая задача (20),
(21) имеет четыре серии собственных значений:

λ
(1)
k ∼ 1√

α2

4
√
μk, λ

(2)
k ∼ − 1√

α2

4
√
μk, λ

(3)
k,n =

√
μk + γn, λ

(4)
k,n = −

√
μk + δn

при n, k → +∞, где μk → +∞ – собственные значения оператора A, а γn ∼ n2π2 и δn ∼ n2π2

при n → +∞.
Замечание 3. Если в краевой задаче (1), (2) за гильбертово пространство H взять чис-

ловую прямую R = (−∞,+∞), за оператор A взять q(x) – интегрируемую функцию на
отрезке [0, 1], то получим следующую спектральную задачу для обыкновенного дифференци-
ального уравнения второго порядка:

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ (0, 1), (22)

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0, (23)

которая исследована в работе [13]. Из этой работы следует, что собственные значения краевой
задачи (22), (23) ведут себя асимптотически как

λn = n2π2 +

1∫

0

q(x) dx+ o(1/n).

Естественно, первая и вторая серии собственных значений, полученные для краевой задачи
(1), (2), отсутствуют.

Пример. Рассмотрим в квадрате [0, 1] × [0, 1] задачу на собственные значения

−∂2v(x, y)

∂x2
+

∂4v(x, y)

∂y4
+ ωv(x, y) = λv(x, y), (24)

∂v(0, y)

∂x
+ (α0 + α1λ+ α2λ

2)v(0, y) = 0, v(1, y) = 0, y ∈ [0, 1],

∂jv(x, 0)

∂yj
=

∂jv(x, 1)

∂yj
, j = 0, 3, x ∈ [0, 1], (25)

где ω – некоторое положительное число; αi, i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа,
причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0.

В гильбертовом пространстве H := L2(0, 1) рассмотрим оператор A, определённый ра-
венствами

D(A) := W 4
2 ((0, 1), u

(j)(0) = u(j)(1), j = 0, 3), Au =
d4u

dy4
+ ωu. (26)

Запишем задачу (24), (25) в операторной форме:

−u′′(x) +Au(x) = λu(x), x ∈ (0, 1),

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0,
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где u(x) := v(x, · ) – вектор-функция со значениями в L2(0, 1). Очевидно, что оператор A,
определённый равенствами (26), является самосопряжённым и при достаточно больших ω > 0
положительно-определённым оператором в L2(0, 1), а A−1 вполне непрерывен в L2(0, 1), так
как вложение D(A) ⊂ L2(0, 1) является компактным. Простые вычисления показывают, что
собственные значения оператора A имеют вид

μk(A) = 16π4k4 + ω, k = 0, 1, 2, . . .

Тогда в силу доказанной теоремы краевая задача (24), (25) имеет три серии собственных
значений:

λ
(1)
k ∼ λ1 =

−α1 −
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
, λ

(2)
k ∼ λ2 =

−α1 +
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
при k → +∞,

λ
(3)
k,n ∼ 16π4k4 + n2π2 при k → +∞, n → +∞.

Далее будем пользоваться следующей леммой.
Лемма 3 [17]. Пусть даны две числовые последовательности μk ∼ akα и vn ∼ bnβ, 0 <

< a, b, α, β < ∞, k, n ∈ N. Составим суммы μk + vn со всевозможными k и n. Полученные
числа перенумеруем по возрастанию и обозначим через λm.

Тогда последовательность λm имеет асимптотику λm ∼ dmδ, где

δ =
αβ

α+ β
, d =

(
α

2γ

)αβ/(α+β)

aβ/(α+β)bα/(α+β), γ =

π/2∫

0

sin−1+2/α t cos1+2/α t dt.

С помощью леммы 3 запишем асимптотическую формулу для собственных значений λ
(3)
k,n

относительно одного индекса вместо двух:

λm ∼ (4π2/γ)4/3m4/3, m → +∞,

где γ =
∫ π/2
0 sin−1/2 t cos3/2 t dt.
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Методом функции Грина решена задача с условиями типа Штурма для обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка с оператором распределённого диффе-
ренцирования. Построена функция Грина и исследованы её свойства. Доказана теорема
существования и единственности решения исследуемой задачи.

DOI: 10.31857/S0374064122120020, EDN: NCBQSQ

Введение. В интервале 0 < x < l рассмотрим уравнение

u′′(x)− q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
0x[p(x)u(x)] dα = f(x), 0 < β < 1, (1)

где

Dα
0xu(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

Γ(−α)

x∫

0

u(t) dt

(x− t)α+1
, α < 0,

u(x), α = 0,
dn

dxn
Dα−n

0x u(x), n− 1 < α � n, n ∈ N,

– оператор дробного интегро-дифференцирования (в смысле Римана–Лиувилля) порядка α
[1, 2], Γ(z) – гамма-функция Эйлера, μ(α), p(x), q(x), f(x) – заданные функции, u(x) –
искомая функция.

Уравнение (1) относится к классу непрерывных дифференциальных уравнений (см. [1, 2]).
Интегро-дифференциальный оператор

Mα,β
ax u(x) =

β∫

α

bξ(x)D
ξ
axu(x) dξ, 0 < α < β, (2)

был введён в работе [1] и назван непрерывным (континуумальным) дифференциальным опе-
ратором, который в последнее время называют оператором непрерывно распределённого диф-
ференцирования.

При bξ(x) = 1 в формуле (2) оператор Mα,β
ax называется оператором дифференцирования

континуального (сегментного) порядка и обозначается через

D[α,β]
ax u(x) =

β∫

α

Dξ
axu(x) dξ. (3)

В работе [2] были изучены свойства оператора (3), в частности, доказана положительность
оператора, получена формула непрерывного интегрирования по частям.
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В статье [3] (см. также [4, гл. 5]) построен оператор, обращающий оператор (3), получе-
ны аналоги формулы Ньютона–Лейбница для интегрального и интегро-дифференциального
операторов. Определены корректные формы начальных данных и решена задача Коши для
интегро-дифференциального уравнения континуального порядка.

В работе [5] для обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка

D
[α,β]
0x u(x) + λu(x) = f(x), 0 < β � 1,

построено фундаментальное решение, найдено представление решения задачи Коши, показа-
ны положительность фундаментального решения и характер зависимости от спектрального
параметра.

В работе [6] (см. также [7]) для обыкновенного дифференциального уравнения

b∫

a

ω(α)Dα
t x(t) dα = Ax(t)

изучена задача Коши в банаховом пространстве с линейным ограниченным оператором в пра-
вой части. Методами теории преобразования Лапласа найдены условия существования и един-
ственности решения задачи в пространстве экспоненциально растущих функций.

В последнее время, наряду с операторами (2) и (3), изучаются так называемые операторы
дискретно распределённого дифференцирования

n∑

i=1

λiD
si
txu(x), si > 0, i = 1, n, n ∈ N, (4)

и интенсивно исследуются дифференциальные уравнения как обыкновенные, так и в частных
производных с операторами вида (2)–(4).

В статье [8] сформулирована и решена начальная задача для линейного обыкновенного
дифференциального уравнения дробного порядка с оператором дискретно распределённого
дифференцирования. Начальные условия задачи обеспечивают её однозначную разрешимость
при произвольном распределении параметров, отвечающих порядку производных, входящих
в уравнение (в отличие от задачи Коши), и являются необходимыми для исследуемого урав-
нения. Задача редуцирована к интегральному уравнению, построено явное представление ре-
шения в терминах функции Райта. В качестве следствия из этих результатов получены необ-
ходимые и достаточные условия разрешимости задачи Коши.

В работе [9] решена задача Коши для многомерного уравнения дробной диффузии с опе-
ратором дискретно распределённого порядка. В терминах функции Райта построено фунда-
ментальное решение и исследованы его свойства. Найдено представление решения исследуемой
задачи и доказана теорема единственности решения в классе функций быстрого роста, удовле-
творяющих аналогу условия А.Н. Тихонова. Показано, что разрешимость исследуемой задачи
зависит от распределения параметров, входящих в уравнение.

В статье [10] рассматриваются линейные уравнения в банаховых пространствах с распре-
делённой дробной производной, задаваемой интегралом Стилтьеса, и с замкнутым оператором
A в правой части. В отличие от ранее изученных классов уравнений с распределёнными произ-
водными, такие уравнения могут содержать непрерывную и дискретную части интеграла, т.е.
стандартный интеграл от дробной производной по её порядку и линейную комбинацию дроб-
ных производных с разными порядками. Вводятся в рассмотрение разрешающие семейства
операторов для таких уравнений и изучаются их свойства. Доказывается теорема о возмуще-
нии для этого класса операторов и изучается задача Коши для неоднородного уравнения с
распределённой дробной производной.

В работе [11] исследуется однозначная разрешимость линейных уравнений в банаховых
пространствах с дискретно распределённой дробной производной Герасимова–Капуто в тер-
минах аналитических разрешающих семейств операторов. На основе полученных абстрактных
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результатов исследована однозначная разрешимость начально-краевых задач для одного клас-
са уравнений с дискретно распределённой дробной производной по времени и с многочленами
от эллиптического самосопряжённого дифференциального по пространственным переменным
оператора.

В статьях [12–15] исследовалось линейное обыкновенное дифференциальное уравнение с
оператором дробного дискретно распределённого дифференцирования

m∑

j=1

βj∂
αj

0xu(x) + λu(x) = f(x).

В частности, в [12] построено фундаментальное решение и найдено решение задачи Коши. В
[13] методом функции Грина решена задача с условиями Штурма–Лиувилля и показано, что
при определённых значениях начальных данных выполняется условие разрешимости исследу-
емой задачи. В [14] и [15] изучались нелокальные краевые задачи и были доказаны соответ-
ствующие теоремы существования и единственности решения исследуемых задач.

В работе [16] исследованы начальная задача и задача Штурма–Лиувилля для линейно-
го обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка с запаздывающим ар-
гументом, содержащего производную Герасимова–Капуто. Доказаны соответствующие теоре-
мы существования и единственности решений исследуемых задач. Решение задачи Штурма–
Лиувилля записано в терминах функции Грина. Также в работе [17] методом функции Грина
изучена краевая задача с условиями типа Штурма–Лиувилля для линейного обыкновенного
дифференциального уравнения дробного порядка с запаздывающим аргументом, содержащего
производную Римана–Лиувилля. Доказана теорема существования и единственности решения,
построена соответствующая функция Грина. Используя асимптотические формулы для обоб-
щённой функции Райта, доказана теорема о конечности числа собственных значений краевой
задачи с условиями типа Штурма–Лиувилля.

Ранее автором были исследованы задача Коши [18] и задача Дирихле [19] для уравнения
(1), в частности, построено фундаментальное решение с помощью ряда Неймана и найдены
представления решений этих задач в явном виде, в случае задачи Дирихле записана соответ-
ствующая функция Грина.

В данной работе исследована задача с условиями типа Штурма [20, с. 52] для уравнения
(1). Построена функция Грина рассматриваемой задачи и записано решение в явном виде
в терминах функции Грина. Показано, что если условие разрешимости не выполняется, то
нарушается единственность решения исследуемой задачи.

1. Постановка задачи. Далее будем считать, что μ(α) ∈ L[0, β], p(x) ∈ Lip [0, l], q(x) ∈
∈ AC[0, l].

Регулярным решением уравнения (1) в интервале (0, l) назовём функцию u(x), принадле-
жащую классу C[0, l]

⋂
C2(0, l) и удовлетворяющую уравнению (1) во всех точках x ∈ (0, l).

Задача. Найти регулярное решение u(x) уравнения (1) в интервале (0, l), удовлетворяю-
щее условиям

lim
x→0

[au(x) + bu′(x)] = u0, lim
x→l

[cu(x) + du′(x)] = ul, (5)

где a, b, c, d, u0, ul – заданные константы, причём a2 + b2 �= 0, c2 + d2 �= 0.

2. Вспомогательные утверждения. Рассмотрим функцию [18]

W (x, t) = x− t+

x∫

t

(x− s)R(s, t) ds, 0 � t � x � l, (6)

где

R(x, t) =
∞∑

n=1

Kn(x, t), K1(x, t) = q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
tx[(x− t)p(x)] dα,
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Kn+1(x, t) =

x∫

t

Kn(x, s)K1(s, t) ds, n ∈ N.

Сходимость бесконечного ряда для R(x, t) следует из оценок

|Kn(x, t)| � Cn (x− t)n−1

Γ(n)
, n ∈ N, |R(x, t)| � C exp[C(x− t)], C > 0,

доказательства которых приведены при доказательстве леммы 1 работы [18].
Функция W (x, t), определённая формулой (6), является фундаментальным решением

уравнения (1) и удовлетворяет условиям (см. [18]):

Wxx(x, t)− q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
tx[p(x)W (x, t)] dα = 0, (7)

W (t, t) = 0, Wx(t, t) = 1, 0 � t � x � l, (8)

Wtt(x, t)− p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
xt[q(t)W (x, t)] dα = 0, (9)

W (x, x) = 0, Wt(x, x) = −1, 0 � t � x � l, (10)

Wxxt(x, t) − q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
tx[p(x)Wt(x, t)] dα = 0, (11)

Wxt(t, t) = 0, 0 � t � x � l. (12)

3. Функция Грина.
Определение. Функцией Грина задачи с условиями типа Штурма (5) для уравнения (1)

назовём функцию v(x, t), обладающую следующими свойствами:
1) v(x, t) непрерывна в Ω;
2) в каждом из полуинтервалов [0, t) и (t, l] функция v(x, t) как функция переменной x

является решением задачи

vxx(x, t)− q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
0x[p(x)v(x, t)] dα = 0, (13)

av(0, t) + bvx(0, t) = 0, cv(l, t) + dvx(l, t) = 0; (14)

по переменной t в каждом из полуинтервалов [0, x) и (x, l] функция v(x, t) является реше-
нием задачи

vtt(x, t) − p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
lt[q(t)v(x, t)] dα = 0, (15)

av(x, 0) + bvt(x, 0) = 0, cv(x, l) + dvt(x, 0) = 0; (16)

3) при t = x производные vx(x, t) и vt(x, t) имеют скачок, равный единице, т.е.

vx(x, x+ 0)− vx(x, x− 0) = −1, (17)

vt(x, x+ 0)− vt(x, x− 0) = 1, (18)
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а при любом фиксированном t из отрезка [0, l] функция v(x, t) имеет непрерывные произ-
водные первого и второго порядка по x в каждом из полуинтервалов [0, t) и (t, l]. При любом
фиксированном x из отрезка [0, l] функция v(x, t) имеет непрерывные производные первого
и второго порядка по t в каждом из полуинтервалов [0, x) и (x, l].

Введём в рассмотрение функцию, определённую на компакте Ω = [0, l]× [0, l] :

G(x, t) = H(x− t)W (x, t)− 1

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)][cW (l, t) + dWx(l, t)], (19)

где H(s) – функция Хевисайда, W (x, t) – фундаментальное решение уравнения (1),

Δ = acW (l, 0) + adWx(l, 0) + bcWt(l, 0) + bdWxt(l, 0) �= 0. (20)

Лемма. Пусть выполнено условие (20). Тогда функция G(x, t), определяемая формулой
(19), является функцией Грина задачи с условиями типа Штурма (5) для уравнения (1).

Доказательство. Непрерывность функции Грина G(x, t) на компакте Ω следует из
непрерывности функции W (x, t) на этом компакте Ω.

Второе свойство доказывается непосредственной подстановкой равенства (19) в формулы
(13)–(16) с учётом соотношений (7)–(12):

Gxx(x, t)− q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
0x[p(x)G(x, t)] dα =

= H(x− t)

[

Wxx(x, t) − q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
tx[p(x)W (x, t)] dα

]

−

− a

Δ
[cW (l, t) + dWx(l, t)]

[

Wxx(x, 0)− q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
0x[p(x)W (x, 0)] dα

]

−

− b

Δ
[cW (l, t) + dWx(l, t)]

[

Wxxt(x, 0) − q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
0x[p(x)Wt(x, 0)] dα

]

= 0, (21)

Gtt(x, t)− p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
lt[q(t)G(x, t)] dα = H(x− t)

[

Wtt(x, t)− p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
xt[q(t)W (x, t)] dα

]

−

− c

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)]

[

Wtt(l, t)− p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
lt[q(t)W (l, t)] dα

]

−

− d

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)]

[

Wxtt(l, t)− p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
lt[q(t)Wx(l, t)] dα

]

= 0. (22)

Из представления (19) в силу соотношений (8) и (10) имеем равенства

G(0, t) =
b

Δ
[cW (l, t) + dWx(l, t)], (23)

G(l, t) = W (l, t)− 1

Δ
[aW (l, 0) + bWt(l, 0)][cW (l, t) + dWx(l, t)], (24)
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G(x, 0) = W (x, 0)− 1

Δ
[cW (l, 0) + dWx(l, 0)][aW (x, 0) + bWt(x, 0)], (25)

G(x, l) = − d

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)]. (26)

Продифференцировав формулу (19) по x и по t, получим

Gx(x, t) = H(x− t)Wx(x, t)−
1

Δ
[aWx(x, 0) + bWxt(x, 0)][cW (l, t) + dWx(l, t)], (27)

Gt(x, t) = H(x− t)Wt(x, t)−
1

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)][cWt(l, t) + dWxt(l, t)]. (28)

Из соотношений (27), (28) в силу формул (8), (10), (12) следуют равенства

Gx(0, t) = − a

Δ
[cW (l, t) + dWx(l, t)], (29)

Gx(l, t) = Wx(l, t)−
1

Δ
[aWx(l, 0) + bWxt(l, 0)][cW (l, t) + dWx(l, t)], (30)

Gt(x, 0) = Wt(x, 0) −
1

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)][cWt(l, 0) + dWxt(l, 0)], (31)

Gt(x, l) =
c

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)]. (32)

Из соотношений (23)–(26) и (29)–(32) следует, что функция G(x, t), определённая форму-
лой (19), удовлетворяет граничным условиям (14), (16), т.е. справедливы равенства

aG(0, t) + bGx(0, t) = 0, cG(l, t) + dGx(l, t) = 0, (33)

aG(x, 0) + bGt(x, 0) = 0, cG(x, l) + dGt(x, 0) = 0. (34)

Подставляя формулы (27), (28) в соотношения (17), (18), с учётом того, что W (x) –
непрерывная функция, а H(x) – разрывная в нуле функция, ввиду равенств Wx(x, x) = 1,
Wt(x, x) = −1 получим

Gx(x, x+0)−Gx(x, x−0)= lim
ε→−0

H(ε)Wx(x, x)−
1

Δ
[aWx(x, 0)+bWxt(x, 0)][cW (l, x)+dWx(l, x)]−

− lim
ε→+0

H(ε)Wx(x, x) +
1

Δ
[aWx(x, 0) + bWxt(x, 0)][cW (l, x) + dWx(l, x)] = −1, (35)

Gt(x, x+0)−Gt(x, x− 0)= lim
ε→−0

H(ε)Wt(x, x)−
1

Δ
[aW (x, 0)+ bWt(x, 0)][cWt(l, x)+ dWxt(l, x)]−

− lim
ε→+0

H(ε)Wt(x, x) +
1

Δ
[aW (x, 0) + bWt(x, 0)][cWt(l, x) + dWxt(l, x)] = 1, (36)

что доказывает справедливость формул (17) и (18). Лемма доказана.
4. Представление решения.
Теорема. Пусть μ(α) ∈ L[0, β], p(x) ∈ Lip [0, l], q(x) ∈ AC[0, l], f(x) ∈ L[0, l]

⋂
C(0, l).

Тогда при выполнении условия разрешимости (20) существует единственное регулярное ре-
шение задачи (1), (5), которое имеет вид

u(x) =

l∫

0

G(x, t)f(t) dt− u0
a2 + b2

[aGt(x, 0)− bG(x, 0)] +
ul

c2 + d2
[cGt(x, l)− dG(x, l)], (37)

если a2 + b2 �= 0, c2 + d2 �= 0.
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Доказательство. Пусть u(x) – регулярное решение уравнения (1). Умножим обе части
уравнения (1) на функцию G(x, t), предварительно поменяв в нем переменную x на t, и
проинтегрируем полученное равенство по t в пределах от ε до l − ε, где ε – достаточно
малое положительное число. Тогда имеем

l−ε∫

ε

G(x, t)u′′(t) dt−
l−ε∫

ε

G(x, t)q(t)

β∫

0

μ(α)Dα
0t[p(t)u(t)] dα dt =

l−ε∫

ε

G(x, t)f(t) dt. (38)

Интегрируя по частям первое слагаемое левой части равенства (38) и учитывая, что функ-
ция Gt(x, t) имеет разрыв, предварительно разбив промежуток интегрирования на два про-
межутка (от ε до x и от x до l − ε), в пределе при ε → 0 будем иметь

lim
ε→0

l−ε∫

ε

G(x, t)u′′(t) dt = lim
ε→0

[

u′(l − ε)G(x, l − ε)− u′(ε)G(x, ε) −
x∫

ε

Gt(x, t)u
′(t) dt−

−
l−ε∫

x

Gt(x, t)u
′(t) dt

]

= G(x, l) lim
x→l

u′(x)−G(x, 0) lim
x→0

u′(x)− u(l)Gt(x, l) + u(0)Gt(x, 0) +

+ u(x)[Gt(x, x+ 0)−Gt(x, x− 0)] +

l∫

0

Gtt(x, t)u(t) dt. (39)

В силу формулы дробного интегрирования по частям

l∫

0

g(x)Dγ
0xh(x)dx =

l∫

0

h(x)Dγ
lxg(x)dx для любого γ < 0

и равенства
lim
x→0

Dγ−1
0x v(x) = 0 для любых v(x) ∈ C[0, l] и γ ∈ (0, 1)

второе слагаемое в левой части формулы (38) запишется в виде

lim
ε→0

l−ε∫

ε

G(x, t)q(t)

β∫

0

μ(α)Dα
0t[p(t)u(t)] dα dt = q(l)G(x, l)

β∫

0

μ(α)Dα−1
0l [p(t)u(t)] dα −

− q(0)G(x, 0)

β∫

0

μ(α)Dα−1
00 [p(t)u(t)] dα −

l∫

0

∂

∂t
[q(t)G(x, t)]

β∫

0

μ(α)Dα−1
0t [p(t)u(t)] dα dt =

= q(l)G(x, l)

β∫

0

μ(α)Dα−1
0l [p(t)u(t)] dα −

l∫

0

u(t)p(t)

β∫

0

μ(α)Dα−1
lt

∂

∂t
[q(t)G(x, t)] dα dt =

=

l∫

0

u(t)p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
lt[q(t)G(x, t)] dα dt. (40)
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С учётом формул (36), (39) и (40) из равенства (38) при ε → 0 получим

u(x) +

l∫

0

u(t)

[

Gtt(x, t)− p(t)

β∫

0

μ(α)Dα
lt[q(t)G(x, t)] dα

]

dt =

= −G(x, l) lim
x→l

u′(x) +G(x, 0) lim
x→0

u′(x) + u(l)Gt(x, l)− u(0)Gt(x, 0) +

l∫

0

G(x, t)f(t) dt. (41)

Обозначим
A(x) := −u(0)Gt(x, 0) +G(x, 0) lim

x→0
u′(x), (42)

B(x) := u(l)Gt(x, 0)−G(x, l) lim
x→l

u′(x). (43)

Из формул (42) и (43), учитывая равенства (5), (34), будем иметь

A(x) = − u0
a2 + b2

[aGt(x, 0)− bG(x, 0)], (44)

B(x) =
ul

c2 + d2
[cGt(x, l)− dG(x, l)]. (45)

Подставив формулы (44), (45) в равенство (41), получим соотношение, из которого в силу
равенства (22) следует формула (37).

Покажем теперь, что функция u(x), определяемая формулой (37), действительно является
решением задачи (1), (5). Продифференцировав дважды равенство (37), с учётом формулы
(35) будем иметь

u′(x)=

l∫

0

Gx(x, t)f(t) dt−
u0

a2 + b2
[a[Gt(x, 0)]

′−b[G(x, 0)]′]+
ul

c2 + d2
[c[Gt(x, l)]

′−d[G(x, l)]′], (46)

u′′(x) =
d

dx

[ x∫

0

Gx(x, t)f(t) dt +

l∫

x

Gx(x, t)f(t) dt

]

− u0
a2 + b2

[a[Gt(x, 0)]
′′ − b[G(x, 0)]′′] +

+
ul

c2 + d2
[c[Gt(x, l)]

′′ − d[G(x, l)]′′] =

l∫

0

Gxx(x, t)f(t) dt+ f(x)−

− u0
a2 + b2

[a[Gt(x, 0)]
′′ − b[G(x, 0)]′′] +

ul
c2 + d2

[c[Gt(x, l)]
′′ − d[G(x, l)]′′]. (47)

Подставив представление решения (37) и формулу (47) в уравнение (1), в силу равенства
(21) получим, что функция, определяемая соотношением (37), действительно является реше-
нием уравнения (1).

С учётом формул (8), (10), (12) из равенств (19), (27) и (28) будем иметь

G(0, 0) = − b

Δ
[cW (l, 0) + dWx(l, 0)], G(0, l) =

bd

Δ
, (48)

G(l, 0) = W (l, 0)− 1

Δ
[aW (l, 0) + bWt(l, 0)][cW (l, 0) + dWx(l, 0)], (49)

G(l, l) = − d

Δ
[aW (l, 0) + bWt(l, 0)], (50)

lim
x→0

[G(x, 0)]′ = 1− a

Δ
[cW (l, 0) + dWx(l, 0)], lim

x→0
[G(x, l)]′ = −ad

Δ
, (51)
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lim
x→l

[G(x, 0)]′ = Wx(l, 0) −
1

Δ
[aWx(l, 0) + bWxt(l, 0)][cW (l, 0) + dWx(l, 0)], (52)

lim
x→l

[G(x, l)]′ = − d

Δ
[aWx(l, 0) + bWxt(l, 0)], (53)

lim
x→0

Gt(x, 0) = −1 +
b

Δ
[cWt(l, 0) + dWxt(l, 0)], lim

x→0
Gt(x, l) = −bc

Δ
, (54)

lim
x→l

Gt(x, 0) = Wt(l, 0)−
1

Δ
[aW (l, 0) + bWt(l, 0)][cWt(l, 0) + dWxt(l, 0)], (55)

lim
x→l

Gt(x, l) =
c

Δ
[aW (l, 0) + bWt(l, 0)], (56)

lim
x→0

[Gt(x, 0)]
′ = − a

Δ
[cWt(l, 0) + dWxt(l, 0)], lim

x→0
[Gt(x, l)]

′ =
ac

Δ
, (57)

lim
x→l

[Gt(x, 0)]
′ = Wxt(l, 0) −

1

Δ
[aWx(l, 0) + bWxt(l, 0)][cWt(l, 0) + dWxt(l, 0)], (58)

lim
x→l

[Gt(x, l)]
′ =

c

Δ
[aWx(l, 0) + bWxt(l, 0)]. (59)

Из равенств (37) и (46) имеем соотношения

u(0) =

l∫

0

G(0, t)f(t) dt− u0
a2 + b2

[a lim
x→0

Gt(x, 0)−bG(0, 0)]+
ul

c2 + d2
[c lim

x→0
Gt(x, l)−dG(0, l)], (60)

lim
x→0

u′(x) =

l∫

0

Gx(0, t)f(t) dt −
u0

a2 + b2
[a lim

x→0
[Gt(x, 0)]

′ − b lim
x→0

[G(x, 0)]′] +

+
ul

c2 + d2
[c lim

x→0
[Gt(x, l)]

′ − d lim
x→0

[G(x, l)]′], (61)

u(l) =

l∫

0

G(l, t)f(t) dt − u0
a2 + b2

[a lim
x→l

Gt(x, 0)− bG(l, 0)] +
ul

c2 + d2
[c lim

x→l
Gt(x, l)− dG(l, l)], (62)

lim
x→l

u′(x) =

l∫

0

Gx(l, t)f(t) dt −
u0

a2 + b2
[a lim

x→l
[Gt(x, 0)]

′ − b lim
x→l

[G(x, 0)]′] +

+
ul

c2 + d2
[c lim

x→l
[Gt(x, l)]

′ − d lim
x→l

[G(x, l)]′]. (63)

Подставив равенства (60)–(63) в условия (5), с учётом формул (33), (48)–(59) получим
верные тождества. Теорема доказана.

Замечание. В случае Δ = acW (l, 0) + adWx(l, 0) + bcWt(l, 0) + bdWxt(l, 0) = 0 нарушается
единственность решения задачи (1), (5).

Действительно, если Δ = 0, то однородная задача

u′′(x)− q(x)

β∫

0

μ(α)Dα
0x[p(x)u(x)] dα = 0, (64)

au(0) + bu′(0) = 0, cu(l) + du′(l) = 0 (65)
имеет ненулевое решение. В частности, любая функция u(x) = k[aW (x, 0) + bWt(x, 0)], k =
= const, является решением задачи (64), (65).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.4+519.2

ВЕРОЯТНОСТНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ
c© 2022 г. Я. И. Белопольская

Показано, что вероятностная интерпретация решения задачи Коши для систем семилиней-
ных и квазилинейных параболических уравнений позволяет свести эту задачу к решению
соответствующей стохастической задачи. Сформулированы условия, при которых решение
стохастической задачи существует и единственно. Как следствие получены вероятностные
(интегральные) представления искомых решений задачи Коши.

DOI: 10.31857/S0374064122120032, EDN: NCBSDL

Введение. Существование связи между теорией линейных параболических уравнений вто-
рого порядка и теорией случайных процессов было установлено уже в классической работе
А.Н. Колмогорова [1], где показано, что решение задачи Коши для параболического уравнения
второго порядка может быть представлено в виде среднего по траекториям соответствующего
случайного процесса. В частности, классические решения прямой задачи Коши

ut =
1

2
uyy, u(0, y) = u0(y), y ∈ R,

и обратной задачи Коши

vt +
1

2
vxx = 0, v(T, x) = v0(x), x ∈ R, 0 � t � T,

для уравнения теплопроводности можно представить в виде средних по траекториям случай-
ных процессов w̃(t) = ξ0 + w(t) и wx(t) = x + w(t). Здесь w(t) – стандартный винеровский
процесс, заданный на вероятностном пространстве (Ω,F , P ), а ξ0 – не зависящая от w(t)
случайная величина с плотностью распределения u0. Соответствующие представления име-
ют вид

u(t, y) = E[u0(y − w̃(t))] =

∫

R

u0(x)p(0, x, t, y) dx

и
v(s, x) = E[v0(x+ w(T )) −w(s)] =

∫

R

v0(y)p(s, x, T, y) dy,

где

p(s, x, t, y) =
1

√
2(t− s)

exp

(

−(x− y)2

2(t− s)

)

– плотность переходной вероятности процесса ξs,x(t) = x+ w(t)− w(s).
Конструируя более сложные случайные процессы, например, рассматривая решения сто-

хастических дифференциальных уравнений (СДУ), можно получать представления решения
задачи Коши для широкого класса линейных и нелинейных параболических уравнений и сис-
тем второго порядка относительно функций, заданных на пространствах [0, T ] × R

d, d � ∞.
Если ξ(t) – удовлетворяющий некоторому СДУ случайный процесс, позволяющий постро-
ить решение соответствующей параболической задачи в виде среднего по траекториям это-
го процесса, то будем называть это СДУ стохастической моделью рассматриваемой задачи.
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При построении стохастических моделей систем нелинейных параболических уравнений коэф-
фициенты соответствующего СДУ зависят от решения этой системы, так что стохастическая
модель требует, наряду с СДУ, наличия некоторого замыкающего соотношения, как правило,
представляющего собой вероятностное представление решения исходной задачи.

Заметим, что вероятностный подход к построению решения задачи Коши для параболи-
ческих уравнений и систем является естественным обобщением метода характеристик, позво-
ляющего устанавливать связь между теорией обыкновенных дифференциальных уравнений и
теорией гиперболических уравнений и систем первого порядка, как линейных, так и нелиней-
ных.

Начало развитию вероятностного подхода к исследованию решения задачи Коши для нели-
нейных параболических уравнений с помощью СДУ было положено в работах Г. Маккина [2]
и М.И. Фрейдлина [3], где показано, что решение задачи Коши для семилиинейных парабо-
лических уравнений, т.е. уравнений, коэффициенты которых зависят от искомого решения,
допускает вероятностное представление в терминах решения соответствующего СДУ.

Вероятностный подход к исследованию решений систем семилинейных параболических
уравнений был предложен в работах Ю.Л. Далецкого и автора [4, 5]. Развитие этого подхода
позволило получить новые интегральные представления для различных классов решений за-
дачи Коши как для семилинейных, так и для квазилинейных и полностью нелинейных парабо-
лических уравнений, а для систем, помимо этого, – дополнительную информацию о структуре
системы и поведении её решений [6]. Ещё одно специфическое свойство вероятностного подхо-
да – это слабая зависимость получаемых результатов от размерности фазового пространства,
что позволяет рассматривать уравнения и системы в бесконечномерных пространствах [4].
Наряду с этим вероятностный подход даёт возможность рассматривать уравнения и системы
с вырождающимися коэффициентами при членах старшего порядка и, в частности, исследо-
вать поведение решения задачи Коши для параболических систем в пределе по исчезающей
вязкости [7].

В этой работе будет показано, что вероятностная интерпретация классических и вязкост-
ных решений обратной задачи Коши позволяет выделить несколько типов систем нелинейных
параболических уравнений, указать естественные функциональные классы, в которых можно
искать решения задачи Коши и исследовать их свойства.

Построим вероятностные представления классических и вязкостных решений обратной за-
дачи Коши

∂su
m+

1

2

d∑

i,j=1

Gij(x, u)∇2
xixj

um+

d∑

i=1

ai(x, u)∇xiu
m+

d∑

i=1

d∑

q=1

Bmq
i (x, u)∇xiuq+

d1∑

q=1

cmq(x, u)uq = 0,

um(T, x) = u0m(x), m = 1, d, 0 � s � T, (1)

в предположении, что

Gij(x, u) =

d∑

k=1

Aik(x, u)Akj(x, u).

Построение дифференциального продолжения квазилинейной системы вида (1) (т.е. сис-
темы, коэффициенты которой зависят как от u, так и от ∇u) позволит включить исходную
систему в расширенную семилинейную систему относительно функций Vm = (um,∇um)

∂sVm + Fm(x, V ) +
1

2
TrG(x, u)∇2Vm = 0, (2)

где

TrG∇2Vm =

d∑

i,j=1

Gij
∂2Vm

∂xi∂xj

и ∇2Vm – матрица Гессе функции Vm, и, как следствие, построить вероятностные представле-
ния классических и вязкостных решений обратной задачи Коши для квазилинейной системы.
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В теории уравнений в частных производных был получен ряд результатов о существовании
и единственности вязкостных решений задачи Коши для систем нелинейных параболических
уравнений второго порядка

∂tu
m + Fm(t, x, u,∇um,∇2um) = 0, um(0, x) = u0m(x), (3)

называемых слабо связанными системами, т.е. систем с недиагональным вхождением только
членов нулевого порядка (см. [8, 9]). Насколько нам известно, нет работ, в которых методами
теории уравнений в частных производных изучалась бы задача Коши вида

∂tu
m + Fm(t, x, u,∇u,∇2um) = 0, um(T, x) = u0m(x).

Вероятностные модели вязкостных решений задачи Коши для систем (3) были постро-
ены Е. Парду и его соавторами [10–12]. В этих работах было показано, что если функция
Fm(t, x, u, p, q) имеет вид

Fm(t, x, u,∇um,∇2um) =
1

2
TrAm(x, u)∇2um[Am]т(x, u) +

+ 〈am(x, u),∇um〉+ (c(x, u)u)m + fm(t, x, u),

где Gm – положительно определённые R
d
⊗

R
d-матрицы, а R

d1
⊗

R
d1 -матрицы c(x, u) обла-

дают свойствами Q-матрицы (т.е. cmq(x) � 0 при m �= q и
∑d1

j=1 cij(x, u) = 0), то систему (3)
можно рассматривать как обратное уравнение Колмогорова для диффузионного процесса с
переключениями, задаваемыми марковской цепью. Здесь и ниже 〈a, b〉 =

∑d
k=1 akbk, a, b ∈ R

d,
и 〈Aa, b〉 = 〈a,Aтb〉.

Вероятностный подход к построению классических решений линейных систем такого вида
был развит в работах [13, 14], а соответствующие результаты для нелинейных систем получены
в статьях [15, 16].

Отметим, что вероятностная интерпретация решений um(s, x) обратной задачи Коши (3)
(как классических, так и вязкостных) позволяет рассматривать их как скалярные функции
u(s, x,m), заданные на пространстве [0, T ] × R

d × M, где M = {1, 2, . . . , d1}, и формулиро-
вать вероятностную модель как диффузионный процесс ξ(t) с переключениями, определяе-
мыми марковской цепью ν(t) с генератором c, а систему (3) можно интерпретировать как
(скалярное) обратное уравнение Колмогорова для двухкомпонентного марковского процесса
(ξ(t), ν(t)).

Как будет показано ниже, системы типа (1) и (2) также допускают вероятностную интер-
претацию как системы обратных уравнений Колмогорова для двухкомпонентного случайного
процесса (ξ(t), η(t)), где ξ(t) ∈ R

d – диффузионный процесс, а η(t) ∈ R
d1 – диффузионный

процесс, порождающий мультипликативный операторный функционал от ξ(t). Более того,
вероятностное представление решения задачи Коши для систем такого типа, рассматриваемое
в данной работе, позволяет свести решение исходной системы относительно функций um(t, x),
x ∈ R

d, t ∈ [0, T ], к решению скалярного уравнения относительно функции Φ(t, x, h) =
= 〈h, u(t, x)〉 в расширенном фазовом пространстве R

d × R
d1 .

Отметим, что вероятностный подход, рассматриваемый в этой работе, применим также к
построению решения прямой задачи Коши для систем вида

∂tu
m =

1

2
TrA(y, u)∇2umAт(y, u) + 〈a(y, u),∇um〉 −

d∑

i=1

d1∑

q=1

Bmq
i (y, u)∇yiu

q +

d1∑

k=1

cmq(y, u)uq,

um(0, y) = u0m(y), (4)

поскольку (4) можно свести к (1) с помощью простой замены

um(t, y) = vm(T − t, y).
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Однако задача Коши для системы нелинейных параболических уравнений вида

∂tu
m =

1

2

d∑

i,j=1

∇2
yiyj

[( d1∑

q=1

Gmq
ij (y, u)uq

)

um
]

+

d∑

i=1

ami (y, u)∇yiu
m −

−
d∑

i=1

d1∑

q=1

Bmq
i (y, u)∇yiu

q +

d1∑

q=1

cmq(y, u)uq, um(0, y) = u0m(y), (5)

такую интерпретацию не допускает. Это связано с тем, что с вероятностной точки зрения
системы (5) естественно интерпретировать как системы прямых уравнений Колмогорова, что
приводит к необходимости разрабатывать альтернативные подходы к выводу соответствующих
моделей и их исследованию. Первые результаты о структуре вероятностных моделей для таких
систем параболических уравнений можно найти в работах [17, 18] и в ряде других.

В общем случае вероятностный подход к изучению краевых задач для систем нелинейных
параболических уравнений состоит из трёх этапов: на первом этапе нужно построить стоха-
стическую модель рассматриваемой задачи; на втором – исследовать эту модель и доказать
разрешимость соответствующей стохастической задачи; на третьем – проверить, что в резуль-
тате решения стохастической задачи построено искомое решение исходной задачи.

В настоящей работе будут сформулированы стохастические модели классического и вяз-
костного решения задачи Коши для систем вида (1), (2) и исследованы эти модели. Как след-
ствие, будут найдены вероятностные представления классических и вязкостных решений об-
ратной задачи Коши для систем (1), (2). Полученные таким образом интегральные представ-
ления могут быть использованы для создания эффективных численных схем построения со-
ответствующих решений. При этом стохастические уравнения, входящие в эту модель, можно
использовать для оценки сходимости соответствующего численного метода. Ввиду ограничен-
ности объёма остановимся на основных идеях доказательств, опуская детали и ссылаясь на
работы, где приведены полные доказательства соответствующих фактов.

Далее статья организована следующим образом. В п. 1 рассмотрим стохастические модели,
связанные с классическим решением обратной задачи Коши для семилинейных систем вида
(1). Системы такого вида встречаются в задачах финансовой математики и теории игр, а так-
же к ним можно свести решение систем вида (2) и (4). Наряду с этим такие системы возникают
при изучении дифференциальных продолжений квазилинейных уравнений (т.е. уравнений с
нелинейным вхождением градиента решения) и полностью нелинейных скалярных уравнений
(т.е. уравнений с нелинейным вхождением старших производных). При этом рассмотрение
дифференциального продолжения квазилинейного или полностью нелинейного параболиче-
ского уравнения позволяет включить его в качестве компоненты в систему семилинейных
параболических уравнений и свести решение задачи Коши для исходных уравнений и систем
к решению задачи Коши для систем семилинейных уравнений с большим количеством уравне-
ний. Стохастические модели для квазилинейных систем параболических уравнений, позволя-
ющие получить вероятностные представления классических решений задачи Коши для таких
систем, изучаются в п. 2. В п. 3 приведём стохастические модели для квазилинейных уравне-
ний, которые позволяют получить вероятностные представления вязкостных решений задачи
Коши.

1. Стохастические модели классического решения обратной задачи Коши для
системы семилинейных параболических уравнений. С вероятностной точки зрения сис-
темы вида (1) можно интерпретировать как системы обратных уравнений Колмогорова для
соответствующих случайных процессов. Для того чтобы описать эти процессы, введём в рас-
смотрение вероятностное пространство (Ω,F , P ), т.е. измеримое пространство (Ω,F) с ме-
рой P, P (Ω) = 1, и заданный на нем стандартный винеровский процесс w(t) ∈ R

d. Для
случайной величины ξ : Ω → Rd и ограниченной борелевской функции f : Rd → R обозначим

Ef(ξ) =

∫

Ω

f(ξ(ω))P (dω) =

∫

Rd

f(y)μ(dy),

где μ(dy) = P{ξ ∈ dy).
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Пусть Cb(R
d;Rd1) – пространство измеримых ограниченных функций на R

d со значениями
в R

d1 ; C1,k([0, T ] × R
d) – пространство функций, дифференцируемых по t ∈ [0, T ] и k раз

дифференцируемых по x ∈ R
d.

Пусть φ ∈ Cb(R
d;Rd1), Θ – множество функций вида Φ(z) = 〈h, φ(x)〉, заданных на

пространстве Z = R
d × R

d1 , γ = (x, h) ∈ Z, с нормой

‖Φ‖Θ = sup
‖h‖=1

sup
x∈Rd

|〈h, φ(x)〉|,

и L – его подмножество, состоящее из функций, удовлетворяющих условию Липшица по x.
Нетрудно проверить, что имеет место равенство

‖Φ‖Θ = ‖φ‖Θ1 .

Фундаментальную роль в стохастическом анализе играет формула Ито, позволяющая вы-
числить стохастический дифференциал dη(t) процесса η(t) = f(ξ(t)) по заданному стохасти-
ческому дифференциалу dξ(t).

Формула Ито. Пусть a(x) ∈ R
d, A(x) ∈ R

d
⊗

R
d, x ∈ R

d, f ∈ C1,2([0, T ]× R
d) и

dξ(t) = a(ξ(t)) dt +A(ξ(t)) dw(t).

Тогда
dη(t) = [∂tf(ξ(t)) + Lf(ξ(t))] dt+ 〈∇f(ξ(t)), A(ξ(t)) dw(t)〉.

Здесь

Lf(x) =
1

2
TrA(x)∇2f(x)Aт(x) + 〈a(x),∇f(x)〉, 〈x, y〉 =

d∑

k=1

xkyk, x, y ∈ R
d.

Символом “т” будем обозначать операцию транспонирования.
Пусть a(x, u) ∈ R

d, A(x, u) ∈ R
d
⊗

R
d, а c(x, u) и C(x, u)y – линейные отображения в

пространстве R
d1 , x, y ∈ R

d, u ∈ R
d1 .

Стохастической моделью классического решения задачи Коши (1) назовём систему стоха-
стических соотношений

dξ(t) = a(ξ(t), u(t, ξ(t))) dt +A(ξ(t), u(t, ξ(t))) dw(t), ξ(s) = x ∈ R
d, (6)

dη(t) = c(ξ(t), u(t, ξ(t)))η(t) dt + C(ξ(t), u(t, ξ(t)))(η(t), dw(t)), η(s) = h ∈ R
d1 , (7)

〈h, u(s, x)〉 = E〈ηs,h(T ), u0(ξs,x(T ))〉, 0 � s � t � T. (8)

Здесь ξs,x(t), ηs,h(t) – случайные процессы, удовлетворяющие (6) и (7) соответственно,

a : Rd × R
d1 → R

d, A : Rd ×R
d1 → R

d⊗
R
d,

c : Rd × R
d1 → R

d1
⊗

R
d1 , C : Rd × R

d1 → R
d⊗

R
d1
⊗

R
d1

и 〈h, u〉 =
∑d1

m=1 hmum – скалярное произведение в R
d1 .

Далее нам понадобится ряд условий.
Условие C1. Существует константа ρ0 и положительные константы L, Ku,v, K, для

которых выполнены оценки

‖a(x, u) − a(y, v)‖2 + ‖A(x, u) −A(y, v)‖2 � L[‖x− y‖2 +Ku,v‖u− v‖2],

‖a(x, u)‖2 + ‖A(x, u)‖2 � K[1 + ‖x‖2 + ‖u‖2p],

‖c(x, u) − c(y, v)‖2 + ‖C(x, u) − C(y, v)‖2 � L[‖x− y‖3 +Ku,v‖u− v‖2],
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〈c(x, u)h, v〉 � [ρ0 + ρ‖u‖]‖h‖, ‖C(x, u)z‖2 � ρ[1 + ‖u‖2]‖z‖2, z ∈ R
d,

sup
x

‖u0(x)‖2 � K0, sup
x

‖∇u0(x)‖ � L0.

Условие C2. Пусть выполнено условие C1 и коэффициенты системы (6)–(8) имеют огра-
ниченные непрерывные производные по обоим аргументам до порядка k.

Введём обозначения

Lvf(x) =
1

2
TrA(x, v)∇2fAт(x, v) + a(x, v) · ∇f(x), Mvf(x) = B(x, v)∇f(x) + c(x, v)f(x). (9)

Покажем, что задание стохастической модели (6)–(8) позволяет свести классическое реше-
ние задачи Коши для системы (1) к решению интегрального уравнения

u(s, x) = E[Sт(s, T )u0(ξs,x(T ))],

вытекающего из (8). Здесь 〈S(t, s)h, u〉 = 〈h, Sт(t, s)u(t)〉 и S(t, s)h = η(t). Установим разре-
шимость этой модели.

Теорема 1. Пусть выполнено условие C2 при k = 1. Тогда существует отрезок [T2, T ],
длина δ = |T − T2| которого зависит от констант в оценках условия C2, такой, что для
всех s, t ∈ [T2, T ] существует единственное решение (ξ(t), η(t), u(s, x)) системы (6)–(8). При
этом процесс ξ(t) ∈ R

d обладает марковским свойством, а функция u(s, x) ∈ R
d1 ограничена

при s ∈ [T2, T ] и удовлетворяет условию Липшица.
Доказательство теоремы 1 разобьем на несколько утверждений.
Рассмотрим линеаризованную задачу, которая позволит получить необходимые априорные

оценки. Пусть v(s, x) – заданная ограниченная функция на множестве [0, T ]×R
d, удовлетво-

ряющая оценкам

sup
x∈Rd

‖v(s, x)‖ � Kv(s) и ‖v(s, x) − v(s, y)‖ � Lv(s)‖x− y‖.

Рассмотрим стохастическую систему

dξ(t) = a(ξ(t), v(t, ξ(t))) dt +A(ξ(t), v(t, ξ(t))) dw(t), ξ(s) = x ∈ R
d,

dη(t) = c(ξ(t), v(t, ξ(t)))η(t) dt + C(ξ(t), v(t, ξ(t)))(η(t), dw(t)), η(s) = h ∈ R
d1 ,

и пусть функция g(s, x) задана соотношением

〈h, g(s, x)〉 = E〈ηs,h(T ), u0(ξs,x(T ))〉, 0 � s � t � T. (10)

Используя стандартные оценки и формулу Ито, покажем, что справедливо следующее утвер-
ждение.

Лемма 1. Пусть выполнено условие C1, u0 ∈ Θ1, v ∈ L. Тогда существует такой
отрезок Δ1, что функция g(s, x), заданная соотношением (10), удовлетворяет оценке

sup
x

‖g(s, x)‖ � γ(s),

если v(s, x) удовлетворяет оценке

sup
x

‖v(s, x)‖ � γ(s),

где γ(s) < ∞ для всех s ∈ Δ1.
Доказательство. Пусть γ(s) – положительная функция и

Kv(s) = sup
x∈Rd

‖v(s, x)‖ � γ(s)
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для всех s ∈ [0, T ]. Покажем, что существует такой отрезок Δ1 = [T1, T ], где T1 < T, что
Kg(s) � γ(s) для всех s ∈ Δ1.

Используя оценки стохастических интегралов и оценки из условия C1, нетрудно проверить,
что выполняется неравенство

‖g(s)‖2Θ1
� Ku0 exp

[ T∫

s

[2ρ0 + 3ρKv(τ)] dτ

]

,

где Ku0 = sup
x

‖u0(x)‖2, и функция γ(s), заданная соотношением

γ(s) =
2ρ0Ku0e

2ρ0(T−s)

2ρ0 + 3ρKu0 − 3ρKu0e
2ρ0(T−s)

, (11)

обладает требуемыми свойствами, а именно, если Kv(τ) � γ(τ), то Kg(τ) � γ(τ) для любого
τ ∈ Δ1.

Из соотношения (11) следует, что функция γ(τ) ограничена на всём отрезке [0, T ], если
2ρ0 + 3ρKu0 < 0. В противном случае функция γ(τ) ограничена на отрезке Δ1 = [T1, T ],
длина которого подчиняется оценке

|T1 − T | < 1

2ρ0
ln

[

1 +
2ρ0

3ρKu0

]

. (12)

Если условие C2 выполнено при k = 1, то аналогичную оценку можно получить и для функ-
ции Липшица Lg(s) в неравенстве

‖g(s, x) − g(s, y)‖ � Lg(s)‖x− y‖

для s ∈ [T2, T ], где T2 � T1. Точнее, можно показать, что если функция v(s, x) подчиняется
условию Липшица

‖v(s, x) − v(s, y)‖ � β(s)‖x− y‖,
то справедлива оценка Lg(s) � β(s). Для этого достаточно доказать, что существует отрезок
[T2, T ] и ограниченная на нем функция φ(s) > 0 такие, что для всех s ∈ [T2, T ] выполняется
неравенство ‖∇g(s, x)‖2 � φ(x), если ‖∇v(s, x)‖2 � φ(s). Необходимый результат можно
получить, применив описанные выше рассуждения к стохастической системе, содержащей (6)–
(8) и соотношения

dα(t) = m(ξ(t), V (t, ξ(t)))α(t) dt +M(ξ(t), V (t, ξ(t)))(α(t), dw(t)), α(s) = I,

dζ(t) = c(ξ(t), v(ξ(t)))ζ(t) dt + C(ξ(t), v(ξ(t)))(ζ(t), dw(t)) + n(ζ(t), α(t), V (t, ξ(t))) dt +

+N(ξ(t), v(t, ξ(t)))(η(t), dw(t)), η(s) = h ∈ R
d1 ,

〈h,∇g(s, x)〉 = E〈ηs,h(T ),∇u0(ξs,x(T ))α(T )〉 + 〈ζs,h(T ), u0(ξs,x(T ))〉, 0 � s � t � T,

где I -единичная матрица, V (t, x) = (v(t, x),∇v(t, x)). Здесь

m(ξ(t), V (t, ξ(t))) = ∇xa(ξ(t), v(t, ξ(t))) +∇va(ξ(t), v(t, ξ(t)))∇xv(t, ξ(t)),

n(ξ(t), V (t, ξ(t))) = ∇xc(ξ(t), v(t, ξ(t))) +∇vc(ξ(t), v(t, ξ(t)))∇xv(t, ξ(t)),

и аналогичные соотношения связывают M c A и N с C.
Применяя лемму 2 к системе последовательных приближений

〈h, un(s, x)〉 = E〈ηn−1
s,h (T ), u0(ξ

n−1
s,x (T ))〉, 0 � s � t � T,
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где ξns,x(t) и ηns,h(t) – последовательные приближения к решениям СДУ (6) и (7), можно до-
казать для некоторых положительных T1 сходимость последовательности un в пространстве
C([T1, T ];Cb(R

d;Rd1)). Если выполнено условие C2 при k = 2 + ε, ε ∈ (0, 1), то можно про-
верить, что последовательность ∇un сходится к пределу ∇u на некотором отрезке [T2, T ]
и последовательность ∇2un сходится к пределу ∇2u на отрезке [T3, T ], [T3, T ] ⊂ [T2, T ] ⊂
⊂ [T1, T ]. Отсюда вытекает справедливость следующего утверждения.

Теорема 2. Пусть выполнено условие C2 при k = 3. Тогда существует отрезок [T3, T ],
длина δ3 = |T − T3| которого зависит от констант в оценках условия C2, такой, что для
всех s ∈ [T2, T ] существует единственное решение (ξ(t), η(t), u(s, x)) системы (6)–(8). При
этом функция u(s, x) вида (8) ограничена и дважды дифференцируема.

В результате приходим к следующему утверждению.
Теорема 3. В условиях теоремы 3 для всех s ∈ [T3, T ] существует единственное клас-

сическое решение системы (1). Существуют константы в условии C2, при которых суще-
ствует единственное классическое глобальное решение систем (1) на всём отрезке [0, T ].

Доказательство. Пусть u ∈ C1,2([T3, T ]×R
d;Rd1). Применяя формулу Ито, можно прове-

рить, что функция u(s, x) вида (8) удовлетворяет задаче Коши (1). Действительно, вычислив
стохастический дифференциал случайного процесса γ(t) = Sт(t, s)u(t, ξs,x(t)), получим

dγ(t) = dSт(t, s)u(t, ξs,x(t)) + Sт(t, s) du(t, ξs,x(t)) + dSт(t, s) du(t, ξs,x(t)).

Опуская для упрощения аргументы у коэффициентов и функции u и применяя ещё раз фор-
мулу Ито, получаем равенство

dγ(t) = Sт(t, s)

[

∂tu+
1

2
TrA∇2uAт + 〈a,∇u〉+ 〈Cт, Aт∇u〉+ cтu

]

dt+

+ Sт(t, s)〈[Cтu+Aт∇u], dw(t)〉.
Проинтегрировав по t от s ∈ [T3, T ] до T и вычислив математическое ожидание, имеем

E[Sт(T, s)u0(ξs,x(T ))]− u(s, x) =

= E

[ T∫

s

Sт(τ, s)[∂τu(s, ξs,x(τ)) + Luu(s, ξs,x(τ)) +Muu(s, ξs,x(τ))] dτ

]

.

Как следует из (8), левая часть последнего равенства равна нулю. Таким образом, поскольку
при любых s и x

E

[ T∫

s

Sт(τ, s)[∂τu(s, ξs,x(τ)) + Luu(s, ξs,x(τ)) +Muu(s, ξs,x(τ))] dτ

]

= 0,

то отсюда вытекает, что функция u(s, x) = E[Sт(t, s)u0(ξs,x(T ))] является классическим реше-
нием задачи (1). Заметим, что при применении формулы Ито мы предположили, что u(s, x)
дифференцируема по s ∈ [T3, T ]. Доказательство этого факта аналогично проведённому до-
казательству и основано на непосредственной проверке существования предела

lim
Δs→0

u(s+Δs, x)− u(s, x)

Δs
= lim

Δs→0

1

Δs
E[Sт(s+Δs, T )u0(ξs+Δs,x(T ))− Sт(s, T )u0(ξs,x(T ))] =

= E[(Sт(s+Δs, T )− Sт(s, T ))u(T, ξs+Δs,x(T )) + Sт(s, T )(u0(ξs+Δs,x(T ))− u0(ξs,x(T )))]. (13)

При этом для вычисления правой части (13) используются соотношения

Sт(s+Δs, T )− Sт(s, T ) = Sт(s+Δs, T )[I − Sт(s, s+Δs)] =
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=

s+Δs∫

s

Sт(T, τ)cт(ξ(τ), u(τ, ξ(τ))) dτ +

s+Δs∫

s

Sт(T, τ)Cт(ξ(τ), u(τ, ξ(τ))) dw(τ)

и

u(T, ξs,x(T )) = u(T, ξs+Δs,x(T )) +

s+Δs∫

s

Luu(τ, ξ(τ)) dτ +

s+Δs∫

s

∇u(τ, ξ(τ))A(ξ(τ), u(τ, ξ(τ))) dw(τ).

Далее, вычисляя математическое ожидание и переходя к пределу, получим равенство ∂su =
= −Luu − Muu, и поскольку u(s) ∈ C2(Rd;Rd1) в силу теоремы 2, то существование ∂su
также гарантировано.

Анализ задачи Коши для системы (4) показывает, что с помощью простого преобразования
v(T − t, x) = u(t, x) её можно свести к задаче Коши вида

∂tvm +
1

2

d∑

i,j=1

Gij(v)∇2
yiyjvm +

d∑

i=1

ami (y, v)∇yivm +

d∑

i=1

d1∑

k=1

Cmk
i (y, v)∇yivk +

d1∑

k=1

cmk(y, v)vk = 0,

v(T, x) = u0(x)

и затем рассмотреть стохастическую модель

dξ(s) = a(ξ(s), v(T − s, ξ(s)))ds +A(ξ(s), v(T − s, ξ(s))) dw(s), ξ(t) = x ∈ R
d, (14)

dη(s) = c(ξ(s), v(T − s, ξ(s)))η(s)ds + C(ξ(s), v(T − s, ξ(s)))(η(s), dw(s)), η(t) = h ∈ R
d1 , (15)

〈h, v(T − t, x)〉 = E〈ηt,h(T ), u0(ξt,x(T ))〉, 0 � t � s � T.

Как следствие, можно применить теоремы 1–3 и проверить, что при выполнении условий C2
при k = 3 функция u(t, x) = v(T − t, x) является классическим решением задачи Коши
для (1).

Теорема 4. Вероятностное представление классического решения задачи Коши для неод-
нородной параболической системы

∂sg
m +

1

2

d∑

i,j=1

Gij(y, g)∇2
yiyjg

m +

d∑

i=1

ai(y, g)∇yig
m +

d∑

i=1

d1∑

q=1

Bmq
i (y, g)∇yig

q +

+

d1∑

q=1

cmq(y, g)gq = fm(x, g), g(0, x) = g0(x) (16)

имеет вид

〈h, g(s, x)〉 = E

[

〈ηs,h(T ), g0(ξs,x(T ))〉+
T∫

0

〈ηs,h(τ), f(ξ(τ), g(τ, ξ(τ)))〉 dτ
]

, (17)

где функции ξ(t) и η(t) подчиняются СДУ

dξ(t) = a(ξ(t), g(t, ξ(t))) dt +A(ξ(t), g(t, ξ(t))) dw(t), ξ(s) = x ∈ R
d,

dη(t) = c(ξ(t), g(t, ξ(t)))η(t) dt + C(ξ(t), g(t, ξ(t)))(η(t), dw(t)), η(s) = h ∈ R
d1 .

Доказательство. Пусть g(t, x) – решение задачи Коши (16). Рассмотрим случайный про-
цесс γ(t) = 〈η(t), g(t, ξ(t))〉, применив к которому формулу Ито, получим равенство

dγ(t) = 〈dη(t), g(t, ξ(t))〉 + 〈η(t), dg(t, ξ(t))〉 + 〈dη(t), dg(t, ξ(t))〉.
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Повторно применив формулу Ито и воспользовавшись соотношениями (14) и (15), получим

dγ(t) =

〈

η(t),

[

∂tg +
1

2
TrA(ξ(t), g(t, ξ(t)))∇2g(t, ξ(t))Aт(ξ(t), g(t, ξ(t))) + a(ξ(t), g(t, ξ(t))) +

+ Cт(ξ(t), g(t, ξ(t)))∇g(t, ξ(t))A(ξ(t), g(t, ξ(t))) + cт(ξ(t), g(t, ξ(t)))g(t, ξ(t))

]〉

dt+

+〈η(t), 〈[Cт(ξ(t), g(t, ξ(t)))g(t, ξ(t))+cт (ξ(t), g(t, ξ(t)))∇g(t, ξ(t))A(ξ(t), g(t, ξ(t)))], dw(t)〉〉. (18)

Проинтегрируем (18) по t от s до T, вычислим математическое ожидание и, принимая во
внимание, что u(T, ξ(T )) = g0(ξ(T )), g(s, ξ(s)) = g(s, x), получим

E〈η(T ), g0(ξ(T ))〉 − 〈h, g(s, x)〉 =
T∫

s

E〈η(t), ∂tg + 〈a(ξ(t), g(t, ξ(t))),∇g〉 +

+
1

2
TrA(ξ(t), g(t, ξ(t)))∇2g(t, ξ(t))Aт(ξ(t), g(t, ξ(t))) + cт(ξ(t), g(t, ξ(t)))g(t, ξ(t)) +

+ Cт(ξ(t), g(t, ξ(t)))∇g(t, ξ(t))A(ξ(t), g(t, ξ(t)))〉 dt.
Замечание 1. Пусть u(s, x) – классическое решение задачи Коши (1). Соотношение (8)

позволяет заметить, что задача Коши (1) эквивалентна задаче Коши для скалярного урав-
нения

∂sΦ+ 〈q(γ, u),∇Φ〉 + 1

2
TrQ(γ, u)∇2ΦQт(γ, u) = 0, Φ(T, γ) = Φ0(γ) = 〈h, u0(x)〉 (19)

относительно функции Φ(s, γ), γ = (x, h) ∈ R
d × R

d1 . Здесь

q(γ) =

(
a(x) 0
0 c(x)h

)

, Q(γ) =

(
A(x) 0
0 C(x)h

)

. (20)

Обозначив W (t) =

(
w(t)
w(t)

)

, запишем систему (6)–(8) в виде

dγ(t) = q(γ(t)) dt +Q(γ(t)) dW (t), γ(s) = γ,

Φ(s, γ) = E[Φ0(γs,γ(T ))] = E[〈ηs,h(T ), u0(ξs,x(T ))〉]. (21)

Используя формулу Ито, можно проверить, что функция Φ(s, γ) вида (21) является един-
ственным классическим решением задачи (19).

Эта эквивалентность, в частности, играет важную роль при построении вязкостных реше-
ний задачи Коши для систем нелинейных параболических уравнений.

2. Стохастические модели классического решения обратной задачи Коши для
систем квазилинейных и полностью нелинейных параболических уравнений. Будем
считать, что система параболических уравнений квазилинейна или полностью нелинейна, если
коэффициенты этой системы нелинейно зависят от градиента или от гессиана (матрицы Гессе)
её решения соответственно.

Рассмотрим задачу Коши для системы квазилинейных уравнений

∂su
m +

1

2
TrA(x, u)∇2umAт(x, u) + 〈a(x, u,∇u),∇um〉+

d1∑

q=1

〈Bmq(x, u,∇u),∇uq〉+

+

d1∑

q=1

cmq(x, u,∇u)uq = 0, um(T, x) = u0m(x). (22)
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После дифференцирования (22) и введения новой переменной v = ∇u получим систему семи-
линейных параболических уравнений относительно вектор-функции

V (s, x) = (u(s, x),∇u(s, x) = v(s, x)) = (V1(s, x) . . . , VM (s, x)),

где M = d1(1 + d), обладающую той же структурой, что и системы, рассмотренные в п. 1.
Лемма 2. Дифференциальное продолжение системы (22), т.е. система уравнений для

функции V (s, x)=(u(s, x),∇u(s, x)), является семилинейной системой с диагональным вхож-
дением старших производных.

Доказательство. Вычислениями проверяется, что вектор функция V (s, x) = (u(s, x),
∇u(s, x)) удовлетворяет системе семилинейных уравнений, состоящей из (22) и уравнений
для vm(s, x) = ∇um(s, x) :

∂sv
m + Luvm +Muvm +

d1∑

q=1

〈θmq(x, V ),∇vq〉+
d1∑

q=1

〈βmq(x, V ), vq〉+
d1∑

q=1

∇xc
mq(x, V )uq = 0, (23)

где

θ = ∇xG+∇uGv +∇vav +∇vcu+∇vBv +B, β = ∇xa+∇uav +∇ucu+ c+∇xB +∇uBv,

а Lu и Mu имеют вид (9).
Рассмотрим стохастическую модель, соответствующую новой системе (22), (23), и покажем,

что справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. Стохастическая модель, соответствующая системе (22), (23), имеет

структуру, аналогичную структуре стохастической модели исходной системы (22).
Доказательство. Рассмотрим систему СДУ

dξ(t) = a(ξ(t), V (t, ξ(t)))ds +A(ξ(t), u(t, ξ(t))) dw(t), ξ(s) = x ∈ R
d, 0 � s � t � T, (24)

dη(t) = c(ξ(t), V (t, ξ(t)))η(t) dt + C(ξ(t), V (t, ξ(t)))(η(t), dw(t)), η(s) = h ∈ R
d1 , (25)

〈h, u(s, x)〉 = E〈ηs,h(T ), u0(ξs,x(T ))〉 (26)

и систему СДУ для процессов αij(t) = ∇iξj(t) и βim(t) = ∇iηm(t)

dαij(θ) = [∇uqai(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))vjq(θ, ξ(θ))αkm(θ) +∇vqlai(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))∇mvql(θ, ξ(θ))×

× αmj(θ)] dθ +∇uqAik(ξ(θ), u(θ, ξ(θ)))vkq(θ, ξ(θ))αkm(θ) dwn(θ), (27)

dβim(θ) = [∇uqcmk(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))vqr(θ, ξ(θ))αri(θ)ηk(θ) + cmk(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))βik(θ)] dθ +

+ [∇uqC
j
mk(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))vjq(θ, ξ(θ))αji(θ)ηk(θ) +Cj

mk(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))βki(θ)] dwj(θ). (28)

В соотношениях (27), (28) используем соглашение о суммировании по повторяющимся аргу-
ментам, чтобы упростить громоздкие обозначения. Дополним систему (24)–(27) соотношением

〈h,∇u(s, x)〉 = E〈∇ηs,h(T ), u0(ξs,x(T ))〉+ 〈ηs,h(T ),∇u0(ξs,x(T ))α(T )〉.

Пусть Y = R
d
⊕

(Rd
⊗

R
d)
⊗

R
d1 и G

⊕
Γ = G

⊗
I + I

⊗
Γ – тензорная сумма операто-

ров, действующих в пространстве Y по правилу

G
⊕

Γ(x, y) = Gx
⊗

y + x
⊗

Γy.

Используя эти обозначения, будем рассматривать уравнения (25), (27), (28) как уравнения
для процессов β1(θ) = ∇ηk(θ), β2(θ) = α(θ)

⊗
η(θ), имеющие вид

dβ1(θ) = c(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))β1(θ) dθ + C(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))β1(θ) dw(θ) +

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



ВЕРОЯТНОСТНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 1617

+∇c(ξ(θ), V (θ, ξ(θ))) � β2(θ) dθ +∇C(ξ(θ), V (θ, ξ(θ))) � β2(θ) dw(θ),
dβ2(θ) = [∇a(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))

⊕
c(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))]β2(θ) dθ +

+ [∇A(ξ(θ), u(θ, ξ(θ)))
⊕

C(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))]β2(θ) dw(θ),

β1(s) = 0, β2(s) = y
⊗

h.

Здесь ∇c � (α
⊗

h) = c(α, h), ∇C � (α
⊗

h) = ∇C(α, h). Запишем уравнение для процесса
β(θ) = (β1(θ), β2(θ)) в виде

dβ(θ) = b(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))β(θ) dθ +B(ξ(θ, V (θ, ξ(θ)))β(θ)dW (θ),

где

W (t) =

(
w(t)
w(t)

)

, β(θ) =

(
ζ(θ)

α(θ)
⊗

η(θ)

)

,

а линейные отображения b(u), B(u) действуют по правилу

b(u)

(
β1

y
⊗

η

)

=

(
cβ1 +∇c(y, η)

0 · y
⊗

η + y
⊗

cη

)

=

(
c ∇c
0 ∇a

⊕
c

)(
β1

y
⊗

η

)

,

B(u)

(
β1

y
⊗

η

)

=

(
Cβ1 +∇C(y, h)

∇Ay
⊗

η + y
⊗

Ch

)

=

(
C ∇C
0 ∇Ay

⊕
C

)(
β1

y
⊗

η

)

.

В результате систему (25), (26), (28) можно представить в виде линейного СДУ

dβ(θ) = b(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))β(θ) dθ +B(ξ(θ), V (θ, ξ(θ)))β(θ)dW (θ) (29)

с соответствующими начальными условиями. Пусть

G0(x) = G(0, x) =

(
u0(x)
v0(x)

)

,

где v0 = ∇u0 – дифференцируемая ограниченная функция. Рассмотрим функцию

G(s, x) =

(
u(s, x)
v(s, x)

)

= E

[(
η(T ) 0
β1(T ) β2(T )

)(
u0(ξs,x(T ))
v0(ξs,x(T ))

)]

=

=

(
E[η(T )u0(ξs,x(T ))]

E[β1(T )u0(ξs,x(T )) + β2(T )v0(ξs,x(T ))]

)

(30)

и заметим, что система (24), (29) и (30) имеет ту же структуру, что и система (24)–(26).
Cистема стохастических соотношений (24), (29), (30) является стохастической моделью для

системы (22), (23) параболических уравнений, полученной из исходной системы с помощью
процедуры дифференциального продолжения. Таким образом, если коэффициенты b и B
удовлетворяют условиям C1 и C2, то утверждения теорем 3 и 4 справедливы и в новом кон-
тексте.

Отметим, что описанный выше подход работает и при построении вероятностного пред-
ставления решения задачи Коши для полностью нелинейного уравнения, однако при этом
возникает необходимость рассматривать дифференциальное продолжение исходной системы
до третьего порядка.

3. Вероятностные модели вязкостных решений обратной задачи Коши для сис-
тем нелинейных параболических уравнений.Далее опишем альтернативный вероятност-
ный подход, который позволяет естественным образом построить вероятностные представле-
ния для вязкостных решений задачи Коши (1). Предлагаемый подход базируется на резуль-
татах теории обратных стохастических дифференциальных уравнений, основы которой были
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заложены в работах [10–12]. Среди многих результатов этой теории существенную роль игра-
ет возможность построения вероятностных представлений вязкостных решений задачи Коши
для скалярных квазилинейных параболических уравнений. В этой работе будут обобщены со-
ответствующие результаты на системы вида (1).

Для упрощения рассмотрим систему

ums + 〈a(x),∇um〉+ 1

2
TrA(x)∇2umAт(x) +

d1∑

q=1

〈Bmq(x),∇uq〉+
d1∑

q=1

cmq(x)uq =

= f̃m(x, u,Aт(x)∇u+B(x)u), um(T, x) = u0m(x), m = 1, d. (31)

Пусть, как и выше, (Ω,F , P ) – заданное вероятностное пространство и Ft – семейство σ-
подалгебр σ-алгебры F , порождённых винеровским процессом w(t) ∈ R

d.
Рассмотрим процесс γ(t) = (ξ(t), η(t)) ∈ R

d×R
d, удовлетворяющий (прямой) системе СДУ:

dξ(t) = a(ξ(t)) dt +A(ξ(t)) dw(t), ξ(s) = x ∈ R
d, 0 � s � t, (32)

dη(t) = c(ξ(t))η(t) dt + C(ξ(t))(η(t), dw(t)), η(s) = h ∈ R
d. (33)

Как уже было показано, процесс γ(t) = (ξ(t), η(t)) удовлетворяет СДУ

dγ(t) = q(γ(t)) dt+Q(γ(t))dW (t), (34)

где q и Q заданы соотношениями (20) и W (t) = (w(t), w(t))т .
Существование и единственность процесса γ(t), удовлетворяющего (34), гарантируется

условием C2. Обозначим как S(t, s) и Sт(s, t) стохастические эволюционные семейства, за-
данные соотношениями η(t) = S(t, s)h и 〈S(t, s)h, u〉 = 〈h, Sт(s, t)u〉.

Для того чтобы вывести вероятностное представление решения задачи Коши для системы
(31), предположим, что функция u ∈ C1,2([0, T ] × R

d;Rd) является классическим решением
этой задачи. Из формулы Ито следует, что стохастический дифференциал процесса

ỹ(t) = 〈η(t), u(t, ξ(t))〉 = 〈h, Sт(s, t)u(t, ξ(t))〉 ∈ R

имеет вид

dỹ(t) =

〈

h, Sт(s, t)

[

ut+ 〈∇u, a(ξ(t))〉+ 1

2
TrA(ξ(t))∇2uAт(ξ(t))+ 〈B(ξ(t)),∇u〉+ c(ξ(t))u

]〉

dt+

+ 〈h, Sт(s, t)[〈∇u,A(ξ(t)) dw(t)〉 + 〈Cт(ξ(t))u, dw(t)〉]〉, (35)

где

〈B,∇u(x)〉m =

d1∑

q=1

d∑

j,k=1

Cmq
j (x)Ajk∇xk

uq.

Введём обозначения

y(t) = v(t, γ(t)) = Sт(s, t)u(t, ξ(t)), f(γ(t), y(t), z(t)) = Sт(s, t)f̃(ξ(t), y(t), z(t)).

Поскольку по предположению u удовлетворяет (31), то из (35) вытекает, что процесс y(t) =
= u(t, γ(t))〉 удовлетворяет стохастической задаче Коши

dy(t) = −f(γ(t), y(t), z(t)) dt + z(t) dw(t), y(T ) = u0(γ(T )), (36)

если
z(t) = Sт(s, t)[∇uA(t, ξ(t)) + Cт(ξ(t))u(t, ξ(t))] ∈ R

d⊗
R
d.

Будем рассматривать (36) как обратное стохастическое дифференциальное уравнение.
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Обозначив W (t) = (w(t), w(t))т и записав систему (32), (33) как уравнение (17) относи-
тельно γ(t) = (ξ(t), η(t)), придём к системе ПОСДУ, состоящей из прямого СДУ

dγ(t) = g(γ(t)) dt +G(γ(t)) dW (t), γ(s) = γ = (x, h), (37)

и обратного СДУ (ОСДУ)

dy(t) = −f(γ(t), y(t), z(t)) dt + z(t) dw(t), y(T ) = ζ ∈ R
d. (38)

Замечание 2. Если правая часть системы (31) имеет произвольный вид m(x, u,∇u), то
нужно будет формулировать условия, гарантирующие, что

f(γ(t), y(t), z(t)) = m(γ(t), [Sт(t, T )]−1y(t), (Aт)−1[Sт(T, t)]−1z(t)− Cт(ξ(t))[Sт(T, t)]−1y(t))

обладает нужными свойствами.
Ниже нам понадобится ряд результатов из общей теории ОСДУ и ПОСДУ (см. [12]).
Рассмотрим ОСДУ (38) и отметим, что это уравнение содержит два неизвестных процесса

y(t) ∈ R
d и z(t) ∈ R

d
⊗

R
d, следовательно, как и в п. 2, нам потребуется замыкающее со-

отношение. Однако на этот раз для получения замыкающего соотношения мы воспользуемся
теоремой Ито о представлении квадратично интегрируемого мартингала [19], которая утвер-
ждает, что любая FT -измеримая случайная величина ζ ∈ R

d с конечным вторым моментом
(E‖ζ‖2 < ∞), допускает представление вида

ζ = Eζ +

T∫

0

z(t) dw(t),

где z(t) ∈ R
d
⊗

R
d – Ft-измеримый однозначно определённый квадратично-интегрируемый

случайный процесс.
Из (38) следует, что случайный процесс y(t) удовлетворяет соотношению

y(t) = v(t, γ(t)) = E

[

v0(γ(T )) +

T∫

t

f(γ(τ), y(τ), z(τ)) dτ |Ft

]

, (39)

и ОСДУ (38) имеет по крайней мере одно решение y(t) = Sт(s, t)u(t, ξ(t)).
Для того чтобы проверить, что

z(t) = Sт(s, t)[Aт(t, ξ(t))∇u+ Cт(ξ(t))u(t, ξ(t))],

рассмотрим случайную величину

χ = v0(γ(T )) +

T∫

0

f(γ(t), y(t), z(t)) dt ∈ R
d

и предположим, что она квадратично интегрируема, FT -измерима и E[χ|Ft] – это Ft-мартин-
гал. Тогда, в силу теоремы Ито о представлении мартингалов [16], существует единственный
случайный процесс z(t) ∈ R

d
⊗

R
d такой, что E

∫ T
0 ‖z(t)‖2 dt < ∞ и

χ = E[χ] +

T∫

0

z(t) dw(t). (40)
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Из соотношения (39) следует, что y(0) = E[χ|F0] = E[χ], и в силу (40) справедливо равенство

y(0) = v0(γ(T )) +

T∫

0

f(γ(r), y(r), z(r)) dr −
T∫

0

z(τ) dw(τ). (41)

При этом величина y(0) −
∫ t
0 f(γ(r), y(r), z(r)) dr +

∫ t
0 z(r) dw(r) будет Ft-измерима и равна

величине

v0(γ(T )) +

T∫

t

f(γ(r), y(r), z(r)) dr −
T∫

t

z(r) dw(r).

Вычислив условное математическое ожидание полученных величин относительно Ft и
приняв во внимание соотношение (39), получим

y(t) = y(s)−
t∫

s

f(γ(r), y(r), z(r)) dr +

t∫

s

z(r) dw(r),

откуда (с учётом (41)) следует, что

y(t) = v0(γ(T )) +

T∫

t

f(γ(r), y(r), z(r)) dr −
t∫

s

z(r) dw(r).

Решение y(t) допускает также представление

y(s) = y(t)−
t∫

s

f(γ(r), y(r), z(r)) dr +

t∫

s

z(r) dw(r).

Далее будем предполагать, что выполнено следующее условие.
Условие C3. Cуществует константа μ и положительные константы K, L такие, что:
а) ‖f(x, y, z)‖ � K[‖x‖+ ‖y‖+ |z|] для любого t ∈ [0, T ];
б) ‖f(x, y, z)− f(x, y, z1)‖ � L|z − z1|;
в) 〈y − y1, f(t, y, z)− f(t, y1, z)〉 � μ‖y − y1‖2, y, y1 ∈ R

d, z, z1 ∈ R
d × R

d.
Пусть B1(0) – единичный шар с центром в нуле в пространстве R

d.
Теорема 6. Пусть выполнены условия C2 и C3. Тогда существуют процессы γ(t), y(t),

z(t), удовлетворяющие системе (37), (38), и функция ỹ(s) = Φ(s, γ) является ограниченной
функцией, удовлетворяющей условию Липшица на множестве [0, T ]× R

d ×B1(0).
Доказательство этого утверждения вытекает из того факта, что условия C2 и C3 гаранти-

руют выполнение условий существования и единственности решения ПОСДУ [12].
Наша задача – показать, что функция u(s, x) = y(s) является вязкостным решением систе-

мы (31). При доказательстве этого факта важную роль играет теорема сравнения для решений
ОСДУ.

Пусть заданы два скалярных процесса Yi(t) и два векторных процесса Zi(t) ∈ R
d таких,

что пары (Yi(t), Zi(t)), i = 1, 2, удовлетворяют ОСДУ

dYi(t) = −fi(ξ(t), Yi(t), Zi(t)) dt+ 〈Zi(t), dw(t)〉, Yi(T ) = ζi,

где w(t) ∈ R
d и ζi – FT -измеримая случайная величина. Тогда справедливо следующее утвер-

ждение (см. [12]).
Теорема 7. Пусть ζ1 � ζ2 и f1(y, z) � f2(y, z) п.н. Тогда Y1(t) � Y2(t) п.н.
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Следствие. Пусть заданы два скалярных процесса Yi(t) и два векторных процесса Zi(t)∈
∈ R

d таких, что пары (Yi(t), Zi(t)), i = 1, 2, удовлетворяют ОСДУ

dY1(t) = ζ1 +

T∫

t

f(ξ(r), Y1(r), Z1(r)) dr −
T∫

t

〈Z1(r), dw(r)〉,

dY2(t) = ζ2 +

T∫

t

N(r) dr −
T∫

t

〈Z2(r), dw(r)〉,

и ζ1 � ζ2, f1(ξ(r), Y2(t), Z2(t)) � N(r). Тогда можно применить теорему 7, положив

f2(ξ(t), y, z) = f1(ξ(t), y, z) +N(t)− f1(ξ(t), Y2(t), Z2(t)).

Если при этом f1(ξ(r), Y2(t), Z2(t)) < N(r) на множестве положительной меры dt×dP, то
Y1(0) < Y2(0).

Как следует из сказанного выше, система (31) эквивалентна скалярному уравнению

∂sΦ+ 〈g(γ),∇Φ〉 + 1

2
TrG(s, γ)∇2ΦG(s, γ) = Λ(Φ,∇Φ), Φ(T, γ) = Φ0(γ) = 〈h, u0(x)〉, (42)

относительно функции Φ(t, γ) = 〈h, u(s, x)〉, γ = (x, h) ∈ R
d × R

d.
Для того чтобы определить понятие вязкостного решения нелинейного параболического

уравнения (42) относительно скалярной функции Φ(t, γ), γ = (x, h), введём понятие суб- и
суперрешения.

Пусть R
m = R

d × R
d, m = 2d, Mm = R

m
⊗

R
m, κ(u,∇u) = B∇u+ cu,

LγΨ = 〈g,∇γΨ〉+ 1

2
TrG∇2

γΨGт, Λ(Ψ, Gт∇γΨ) = 〈h, f(κ(u,∇φ))〉.

Определение 1. Функцию Φ ∈ C([0, T ] × R
m) назовём вязкостным субрешением задачи

(1), если Φ(T, γ) � Φ0(γ) и для любых Ψ ∈ C1,2([0, T ] × R
m) и точки (t, γ) ∈ [0, T ] × R

d, в
которой достигается локальный максимум разности Φ−Ψ, где Ψ = 〈h, ψ〉 и ψ ∈ C1,2([0, T ]×
× R

d;Rd), справедливо неравенство

∂sΨ+ LγΨ− 〈h, f(κ(u,∇ψ))〉 � 0;

и суперрешением, если Φ(T, γ) � Φ0(γ) и для любых Ψ ∈ C1,2([0, T ] × R
m) и точки (t, γ) ∈

∈ [0, T ]×R
d, в которой достигается локальный минимум разности Φ−Ψ, справедливо нера-

венство
∂sΨ+ LγΨ− 〈h, f(κ(u,∇ψ))〉 � 0.

Определение 2.Функцию Φ ∈ C([0, T ]×R
m) назовём вязкостным решением задачи (42),

если она является как суб-, так и суперрешением задачи (42).
Определение 3. Функцию u(s, x) ∈ C([0, T ] × R

d;Rd) назовём вязкостным решением
задачи (1), если функция Φ(s, γ) = 〈h, u(s, x)〉 является вязкостным решением задачи (42).

Теорема 8. Пусть выполнены условия C1, C3 и случайные процессы (γ(t), y(t), z(t)) удо-
влетворяют уравнениям (37), (38). Тогда функция y(s) = u(s, x) непрерывна и является
вязкостным решением задачи (1).

Доказательство. Непрерывность функции u(s, x) вытекает из среднеквадратичной непре-
рывности процессов ξ(t), η(t) и y(t) относительно параметра x, которая, в свою очередь,
вытекает из липшицевости коэффициентов уравнений (37), (38) и начальной функции u0(X).

Чтобы доказать, что Φ(t, γ) = 〈h, u(t, x)〉 – вязкостное решение задачи (42), достаточно
показать, что эта функция является как суб-, так и суперрешением этой задачи.
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Для проверки того, что Φ является субрешением, выберем функцию Ψ(t, γ) = 〈h, ψ(t, x)〉
такую, чтобы точка (t, γ) являлась точкой максимума для разности Φ−Ψ, и предположим,
без потери общности, что Φ(t, γ) = Ψ(t, γ). Покажем, что, предположив справедливость нера-
венства

∂sΨ+ LγΨ− 〈h, f(κ(u,∇ψ))〉 < 0, (43)

придём к противоречию.
Выберем положительный момент θ � T − t так, чтобы для всех t � s � t+ θ и y таких,

что ‖y − x‖ � θ, была справедлива оценка Φ(s, γ) � Ψ(s, γ) и выполнялось неравенство (43).
Обозначим

τ = inf
s�t

{‖ξs,x(t)− x‖ � θ} ∧ (t+ θ),

рассмотрим пару процессов (ȳ(s), z̄(s)), заданных соотношением

(ȳ(s), z̄(s)) = (y(s ∧ τ), I[0,τ ](r)z(s)), t � s � t+ θ,

и заметим, что (ȳ(s), z̄(s)) удовлетворяет ОСДУ

ȳ(s) = Φ(τ, γs,γ(τ)) +

t+θ∫

s

I[0,τ ](r)〈h, f(Φ(r, γ(r)), z̄(r))〉 dr −
t+θ∫

s

z̄(r) dw(r), t � s � t+ θ.

Рассмотрим также пару процессов (ŷ(s), ẑ(s)), заданных соотношением

(ŷ(s), ẑ(s)) = (Ψ(s, γ(s ∧ τ)), I[0,τ ](s)∇Ψ(s, γ(s))Gт(γ(s))), t � s � t+ θ.

Воспользовавшись формулой Ито, покажем, что пара (ŷ(s), ẑ(s)) удовлетворяет ОСДУ

ŷ(t) = Ψ(τ, γs,γ(τ))−
t+θ∫

t

I[0,τ ](r)(∂rΨ+ LγΨ)(r, γ(r)) dr −
t+θ∫

t

〈ẑ(r), dW (r)〉.

Поскольку по определению Φ(s, γ) � Ψ(s, γ), то в силу выбора θ и τ из теоремы 6 следует,
что ȳ(s) < ŷ(s), откуда ввиду следствия к теореме 7 вытекает, что Φ(s, γ) < Ψ(s, γ). Пришли
к противоречию.

Таким образом, показано, что Φ(s, γ) является вязкостным субрешением задачи (42). Ана-
логично проверяется, что Φ(s, γ) является вязкостным суперрешением задачи (42), откуда вы-
текает, что функция Φ(s, γ), заданная соотношением Φ(s, γ) = 〈h, u(s, x)〉 = 〈h, y(s)〉, являет-
ся вязкостным решением этой задачи. При этом, по определению, u(s, x) является вязкостным
решением системы (1).

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Научно-технологического уни-
верситета “Сириус” и Российского научного фонда (проект 22-21-00016).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.955.2

КОРРЕКТНОСТЬ КОМПЛЕКСНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
В ПРОСТРАНСТВАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ
С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ МЕТРИКАМИ

c© 2022 г. А. М. Бирюков

Изучается задача Коши для общих линейных систем комплексных дифференциальных
уравнений с частными производными в банаховых пространствах целых вектор-функций
с интегральными метриками. Тип экспоненциального роста решения задачи и правой части
системы дифференциальных уравнений по переменной z может зависеть определённым
образом от другой переменной t. Получены необходимые и достаточные условия, при
выполнении которых данная задача является корректно разрешимой в заданной шкале
функциональных пространств. Следовательно, дано описание структуры систем диффе-
ренциальных уравнений, задача Коши для которых является корректной.

DOI: 10.31857/S0374064122120044, EDN: NCBSFO

В предлагаемой работе рассматривается задача Коши для систем комплексных линейных
дифференциальных уравнений с частными производными

∂u

∂t
−A(t, z,D)u = h(t, z), t, z ∈ C, (1)

u(t0, z) = ϕ(z), (2)

где A(t, z,D) – матричный дифференциальный или функциональный оператор.
Решения задачи (1), (2) ищутся в пространствах Харди–Лебега с весом целых по перемен-

ной z и аналитических по переменной t при |t − t0| < δ вектор-функций u(t, z). Функции
из указанных пространств могут допускать рост экспоненциального типа на бесконечности
по переменной z, при этом тип экспоненциального роста зависит определённым образом от
временно́й переменной t. Ограничения на порядок q � 1, q ∈ N, и тип роста задаются с
помощью веса.

Ранее в работе [1, с. 48–70] были получены необходимые и достаточные условия коррект-
ности задачи Коши (1), (2) в шкале пространств функций вектор-экспоненциального типа с
супремум-нормами. Оказывается, что условия для корректности задачи Коши в случаях про-
странств с интегральными метриками и с супремум-нормами совпадают.

В статье [2] была рассмотрена задача Коши (1), (2) в шкале пространств функций вектор-
экспоненциального типа в случае, когда тип роста решения по переменной z не зависел от
временно́й переменной t и были получены необходимые и достаточные условия корректности
в данной шкале функциональных пространств. В настоящей работе при рассмотрении задачи
Коши (1), (2) в шкале пространств функций вектор-экспоненциального типа в случае, когда
тип экспоненциального роста решения зависит определённым образом от временно́й перемен-
ной t, существенно расширяется класс систем дифференциальных уравнений, для которых
имеет место корректность поставленной задачи Коши за счёт того, что условия на коэффици-
енты дифференциального оператора, необходимые и достаточные для разрешимости в данной
шкале функциональных пространств, получаются более мягкими. В частности, если рассмат-
ривать задачу Коши для комплексного уравнения теплопроводности

∂u

∂t
− a(t, z)

∂2u

∂z2
= h(t, z), u(t0, z) = ϕ(z),
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то в случае гауссовой шкалы (порядок q роста решения по переменной z равен двум) задача
Коши будет корректной тогда и только тогда, когда a(t, z) ≡ 0, если тип роста решения не
зависит от переменной t, и задача Коши будет корректной тогда и только тогда, когда a(t, z)-
произвольная аналитическая функция, не зависящая от z, если тип роста решения зависит
определённым образом от t.

Отметим, что в работе [3] задача Коши была изучена в шкалах более быстрого роста по
z, чем конечного экспоненциального порядка. А в случае порядка экспоненциального роста
0 < q < 1 вопрос о корректности задачи Коши был исследован в статье [4].

Главное отличие настоящей работы от известных автору исследований по аналитической
разрешимости задачи Коши состоит в том, что, во-первых, в качестве пространств решений ис-
пользуются банаховы пространства с интегральными метриками, и, во-вторых, область опре-
деления решения совпадает с областью определения правой части системы дифференциальных
уравнений.

В этой работе будут получены условия на коэффициенты дифференциального оператора,
выполнение которых равносильно корректной разрешимости задачи Коши (1), (2) в шкале
пространств функций экспоненциального типа по переменной z.

Для установления основного результата отметим несколько лемм об интегральных свой-
ствах аналитических функций, которые, возможно, имеют самостоятельный интерес.

Перейдём к точным формулировкам. Будем пользоваться следующими обозначениями:
t, z ∈ C – комплексные переменные; N � 1, q � 1 – натуральные числа; p � 1, R > 0,
σ > 0 – вещественные числа, m = (m1, . . . ,mN ) – вектор с натуральными координатами
mj � 1, j = 1, N.

В области V = Gt × C, где Gt – произвольная область на комплексной плоскости t, рас-
смотрим задачу Коши (1), (2), в которой A(t, z,D) – матрица дифференциальных операторов
конечного порядка, каждый элемент которой действует на скалярную функцию u(t, z) по
правилу

Aij(t, z,D)u =

mij∑

α=0

aαij(t, z)D
αu(t, z),

где aαij(t, z) – аналитические в области V коэффициенты. Здесь и далее через Dαu(t, z) обо-
значаем частную производную функции u(t, z) по переменной z порядка α. Таким образом,
i-е уравнение в системе (1) имеет вид

∂ui
∂t

(t, z) =

N∑

j=1

mij∑

α=0

aαij(t, z)D
αuj(t, z) + hi(t, z), i = 1, N.

Введём следующие функциональные пространства: Expm,R,q;p(C) – пространство целых
вектор-функций ϕ(z) = (ϕ1(z), . . . , ϕN (z)), для которых конечна норма

‖ϕ‖m,R,q;p =

N∑

j=1

‖ϕj‖mj ,R,q;p =

N∑

j=1

sup
0<r<+∞

[( 2π∫

0

|ϕj(re
iθ)|p dθ

)1/p
(1 + r)−mj exp{−Rrq}

]

.

Решение задачи Коши (1), (2) будем искать в пространстве ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p)(t0) целых по
z и аналитических по t при |t− t0| < δ вектор-функций u(t, z) = (u1(t, z), . . . , uN (t, z)), для
которых конечна норма

‖u‖δ;m,R,σ,q;p =

N∑

j=1

‖uj‖δ;mj ,R,σ,q;p =

=
N∑

j=1

sup
|t−t0|<δ

[

sup
0<r<+∞

(( 2π∫

0

|uj(t, reiθ)|p dθ
)1/p

(1 + r)−mj exp{−(R + σ|t− t0|)rq}
)]

.
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Заметим, что функции из введённых пространств допускают рост экспоненциального ти-
па на бесконечности по переменной z, при этом тип роста зависит от переменной t. Также
можно показать, используя утверждение из [5, с. 46] о свойстве голоморфных функций ком-
плексного переменного, что введённые функциональные пространства являются банаховыми
пространствами.

Определение. Будем говорить, что задача (1), (2) локально корректна в шкале Expm,R,σ,q;p,
если для любой точки t0 ∈ Gt и любого R > 0 найдутся такие числа δ > 0, σ > 0,
что для любой начальной вектор-функции ϕ ∈ Expm,R,q;p(C) и любой правой части h ∈
∈ ϑ(δ; Expm+q,R,σ,q;p)(t0) системы (1) существует единственное решение задачи (1), (2) u ∈
∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p)(t0) и справедливо неравенство

‖u‖δ;m,R,σ,q;p � M(‖ϕ‖m,R,q;p + ‖h‖δ;m+q,R,σ,q;p),

где M > 0 – постоянная, ограниченная при ограниченных значениях R.
Сформулируем теперь основной результат настоящей работы в виде следующей теоремы.
Теорема. Задача (1), (2) локально корректна в шкале Expm,R,σ,q;p тогда и только тогда,

когда выполнены следующие условия:
1) aαij(t, z) – суть полиномы по z;

2) степени этих полиномов удовлетворяют неравенствам

deg aαij(t, z) � mi −mj − α(q − 1) + q, (3)

причём если правая часть неравенства (3) получается отрицательной, то по определению
считаем aαij(t, z) ≡ 0, а его степень deg aαij(t, z) = −∞.

В доказательстве достаточности условий (3) используется следующая лемма об оценке нор-
мы производной целой функции через норму самой функции. Эту и все леммы в дальнейшем
для упрощения записи будем формулировать для случая N = 1.

Лемма 1 [6]. Пусть функция v(z) ∈ Expm,R,q;p(C). Тогда Dv(z) ∈ Expm+(q−1),R,q;p(C),
причём

‖Dv‖m+(q−1),R,q;p � C exp{R2q}‖v‖m,R,q;p,

где C > 0 – постоянная, зависящая только от m и q.

Лемма 2 [6]. Пусть функция h ∈ ϑ(δ; Expm+q,R,σ,q;p). Тогда функция
∫ t
0 h(τ, z) dτ ∈

∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p) и справедливо неравенство

∥
∥
∥
∥

t∫

0

h(τ, z) dτ

∥
∥
∥
∥
δ;m,R,σ,q;p

� 2q max{δ, 1/σ}‖h‖δ;m+q,R,σ,q;p .

Докажем сначала достаточность условий (3) основной теоремы 1. Запишем интегро-диф-
ференциальное уравнение, эквивалентное исходной задаче (1), (2) (без ограничения общности
рассматриваем случай t0 = 0, доказательство для t0 �= 0 сводится к случаю t0 = 0 формаль-
ным сдвигом t → t− t0)

u(t, z) =

t∫

0

A(τ, z,D)u(τ, z) dτ + ϕ(z) +

t∫

0

h(τ, z) dτ, (4)

где интегрирование проводится по отрезку, соединяющему точки 0 и t.
Покажем, что оператор

(Bu)(t, z) =

t∫

0

A(τ, z,D)u(τ, z) dτ
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определён в пространстве ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p) и является сжимающим, если δ > 0 достаточно
мало, а σ > 0, напротив, достаточно велико. Для этого рассмотрим i-ю компоненту, i = 1, N :

(Bu)i(t, z) =

t∫

0

N∑

j=1

mij∑

α=0

aαij(τ, z)D
αuj(τ, z) dτ.

Отсюда видно, что справедливо неравенство

|(Bu)i(t, z)| �
N∑

j=1

mij∑

α=0

|t|∫

0

C(1 + |z|)nα
ij |Dαuj(τ, z)| d|τ |,

где nα
ij – степень многочлена aαij(t, z). Поэтому имеет место оценка

|(Bu)i(t, re
iθ)|p � Cp(aαij , N,mij)

N∑

j=1

mij∑

α=0

(1 + r)n
α
ijp

( |t|∫

0

|Dαuj(τ, re
iθ)| d|τ |

)p

.

Для краткости записи обозначим

I ≡
( 2π∫

0

|(Bu)i(t, re
iθ)|p dθ

)1/p
�

� C(aαij , N,mij)
N∑

j=1

mij∑

α=0

(1 + r)n
α
ij

( 2π∫

0

( |t|∫

0

|Dαuj(τ, re
iθ)| d|τ |

)p

dθ

)1/p
.

Применив теперь обобщённое неравенство Минковского, получим

I � C(aαij, N,mij)

N∑

j=1

mij∑

α=0

(1 + r)n
α
ij

|t|∫

0

( 2π∫

0

|Dαuj(τ, re
iθ)|p dθ

)1/p
d|τ |.

Так как вектор-функция u ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p), то uj(τ, · ) ∈ Expmj ,R+σ|τ |,q;p(C), а значит, в
силу леммы 1 Dαuj(τ, · ) ∈ Expmj+|α|(q−1),R+σ|τ |,q;p(C) и справедливо неравенство

( 2π∫

0

|Dαuj(τ, re
iθ)|p dθ

)1/p
�

� ‖Dαuj(τ, · )‖mj+|α|(q−1),R+σ|τ |,q;p(1 + r)mj+|α|(q−1) exp{(R+ σ|τ |)rq} �

� C(q,mij,m) exp{Rmij2
q}‖uj‖δ;mj ,R,σ,q;p(1 + r)mj+|α|(q−1) exp{(R+ σ|τ |)rq}.

Возвращаемся к оценке выражения для интеграла I :

I � C(aαij , N,mij)

N∑

j=1

mij∑

α=0

(1 + r)n
α
ij ×

×
|t|∫

0

C(q,mij,m) exp{Rmij2
q}‖uj‖δ;mj ,R,σ,q;p(1 + r)mj+|α|(q−1) exp{(R + σ|τ |)rq} d|τ |.
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Обозначив m̃ = maxmij и использовав условие (3) теоремы, имеем

I � C(aαij, N,mij , q,m) exp{Rm̃2q}
N∑

j=1

mij∑

α=0

(1 + r)mi+q‖uj‖δ;mj ,R,σ,q;p

|t|∫

0

exp{(R + σ|τ |)rq} d|τ | �

� C exp{Rm̃2q}(1 + r)mi+q‖u‖δ;m,R,σ,q;p

|t|∫

0

exp{(R + σ|τ |)rq} d|τ |.

Вычислим интеграл, рассмотрев отдельно два случая:
1) 0 < r � 1:

I � C exp{Rm̃2q}(1 + r)mi2q‖u‖δ;m,R,σ,q;p exp{(R + σ|t|)rq}δ;

2) r > 1:

I � C exp{Rm̃2q}(1 + r)mi+q‖u‖δ;m,R,σ,q;p exp{Rrq} 1

σrq
exp{σ|t|rq} �

� C
1

σ
exp{Rm̃2q}(1 + r)mi‖u‖δ;m,R,σ,q;p exp{(R + σ|t|)rq}.

Таким образом, для любого r : 0 < r < +∞ и для любого t : |t| < δ справедливо
неравенство

( 2π∫

0

|(Bu)i(t, re
iθ)|p dθ

)1/p
(1+ r)−mi exp{−(R+σ|t|)rq} � Cmax

(

δ,
1

σ

)

exp{Rm̃2q}‖u‖δ;m,R,σ,q;p,

где C > 0 – постоянная, зависящая от коэффициентов aαij , N, mij, m, q. Важно отметить,
что C не зависит от R, σ и δ. Из последнего неравенства и следует, что (Bu)i(t, z) ∈
∈ ϑ(δ; Expmi,R,σ,q;p), а значит, (Bu)(t, z) ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p), причём справедлива оценка

‖Bu‖δ;m,R,σ,q;p � Cmax(1/σ, δ) exp{Rm̃2q}‖u‖δ;m,R,σ,q;p.

Выберем σ достаточно большим и δ достаточно малым так, чтобы

Cmax(1/σ, δ) exp{Rm̃2q} � 1/2.

Тогда оператор B будет сжимающим в пространстве ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p). Если ϕ∈Expm,R,q;p(C),
то включение ϕ ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p) очевидно. Далее, если h ∈ ϑ(δ; Expm+q,R,σ,q;p), то вклю-
чение

∫ t
0 h(τ, z) dτ ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p) следует из леммы 2. Поэтому существует единственное

решение уравнения (4), а значит, и задачи (1), (2) u ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p), и для него справедли-
ва оценка из приведённого выше определения локальной корректности задачи Коши (1), (2).
Тем самым достаточность условий (3) теоремы доказана.

Замечание. Из проведённого доказательства следует, что “время жизни” δ > 0 комплекс-
ного решения u(t, z) зависит от R непрерывно. В частности, при ограниченных значениях
R � R0 постоянные δ > 0, σ > 0 можно выбрать не зависящими от R.

Докажем теперь необходимость условий (3), т.е. будем считать, что задача Коши (1), (2) яв-
ляется локально корректной в шкале Expm,R,σ,q;p. Покажем, что в этом случае aαij(t, z) – суть
полиномы по z, степени которых удовлетворяют неравенствам (3). В доказательстве необхо-
димости условий (3) также будем использовать леммы о свойствах аналитических функций.
Вначале сформулируем лемму, являющуюся обобщением известной теоремы Лиувилля.
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Лемма 3 [6]. Пусть v(z) – целая функция и существует число M > 0 такое, что для
любого r > 0 справедливо неравенство

( 2π∫

0

|v(reiθ)|p dθ
)1/p

� M(1 + r)m.

Тогда v(z) – полином, степень которого не превосходит m.
Лемма 4 [6]. Пусть функция u(t, z) ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p). Тогда функция

u
′
t(0, z) ∈ Expm+q,R,q;p(C)

и справедливо неравенство

‖u′
t(0, · )‖m+q,R,q;p � max{1, σ}eδ

δ
‖u‖δ;m,R,σ,q;p.

Лемма 5 [2]. Функция v(z) = zm+s exp{Rzq}, s – целое, принадлежит пространству
Expm,R,q;p(C), если s � q/(2p), и не принадлежит Expm,R,q;p(C), если s > q/(2p).

Вернёмся теперь к доказательству необходимости условий (3) теоремы. Считаем, что за-
дача (1), (2) локально корректна в шкале Expm,R,σ,q;p(C). Сначала установим, что коэффици-
енты aαij(t, z) – полиномы по z, используя метод математической индукции, а затем уточним
степени этих полиномов.

Положим t0 = 0, R ∈ (0, 1] – произвольное. Из условия локальной корректности найдём
δ > 0, σ > 0, которые от выбора R не зависят. Зафиксируем j = 1, N – любое. В качестве
начальной вектор-функции возьмём ϕ(z) = (ϕ1(z), . . . , ϕN (z)), где ϕi(z) ≡ 0 при i �= j,

ϕj(z) = 1. Заметим, что ϕ ∈ Expm,R,q;p(C), причём ‖ϕ‖m,R,q;p � (2π)1/p. В качестве правой
части системы (1) положим h(t, z) ≡ 0. Для решения u ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p) задачи Коши
(1), (2) с выбранной начальной вектор-функцией ϕ и правой частью системы h справедливы
равенства

a0ij(0, z) =
∂ui
∂t

(0, z), i, j = 1, N.

Полагая z = reiθ, где r = R−1/q, в силу леммы 4 будем иметь следующие неравенства:

( 2π∫

0

|a0ij(0, reiθ)|p dθ
)1/p

�
∥
∥
∥
∥
∂ui
∂t

(0, · )
∥
∥
∥
∥
mi+q,R,q;p

(1 + r)mi+q exp{Rrq} �

� max{1, σ}
δ

eδ‖u‖δ;m,R,σ,q;p(1 + r)mi+q exp{Rrq} �

� max{1, σ}
δ

eδM(2π)1/p(1 + r)mi+q exp{Rrq} � M1(1 + r)mi+q,

где M1 > 0 – постоянная, которая от выбора R не зависит, i, j = 1, N. Поэтому из леммы 3
следует, что все функции a0ij(0, z) – полиномы, степени которых не превосходят mi + q.

Предположим теперь, что для всех α = 0, k − 1 aαij(0, z) – полиномы и имеют место нера-
венства deg aαij(0, z) � mi + q + α. Докажем, что akij(0, z) также полиномы степени не выше
mi + q + k, k ∈ N.

Сначала рассмотрим случай k � mj. Полагаем t0 = 0, R ∈ (0, 1] – произвольное. Из усло-
вия локальной корректности задачи Коши (1), (2) найдём δ > 0, σ > 0, которые от выбора
R ∈ (0, 1] не зависят. Теперь начальную вектор-функцию определим по правилу

ϕ(z) = (0, . . . , 0, ϕj(z), 0, . . . , 0), ϕj(z) = zk.
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Заметим, что ‖ϕ‖m,R,q;p � (2π)1/p. В качестве правой части системы (1) снова возьмём вектор-
функцию h(t, z) ≡ 0. Для соответствующего решения задачи Коши (1), (2) вектор-функции
u ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p) справедливы равенства

∂ui
∂t

(0, z) =

k−1∑

α=0

aαij(0, z)k(k − 1) · · · (k − α+ 1)zk−α + akij(0, z)k!, i = 1, N. (5)

В силу предположения математической индукции для всех α таких, что 0 � α � k − 1,
имеют место оценки

|aαij(0, z)| � C(aαij)(1 + |z|)mi+q+α.

Тогда, используя утверждение леммы 4 и обобщённое неравенство Минковского, получаем

( 2π∫

0

|akij(0, reiθ)|p dθ
)1/p

�
∥
∥
∥
∥
∂ui
∂t

(0, · )
∥
∥
∥
∥
mi+q,R,q;p

(1 + r)mi+q exp{Rrq}+ C(1 + r)mi+q+k,

где C > 0 – постоянная, зависящая только от aαij, mij и p. Положим в последнем неравенстве
r = R−1/q. Из оценки в утверждении леммы 4 следует, что

( 2π∫

0

|akij(0, reiθ)|p dθ
)1/p

� M1(1 + r)mi+q+k,

где M1 > 0 – постоянная, которая от выбора R не зависит. Следовательно, для любого r � 1
справедливо неравенство

( 2π∫

0

|akij(0, reiθ)|p dθ
)1/p

� M1(1 + r)mi+q+k,

которое в силу леммы 3 и означает, что все функции akij(0, z) – полиномы степени не выше
mi + q + k при k � mj .

Пусть теперь k � mj +1. Задаём произвольное значение R ∈ (0, 1]. Так как задача Коши
(1), (2) локально корректна, то найдутся константы δ > 0, σ > 0, которые от выбора R не
зависят. Начальную вектор-функцию определим по правилу

ϕ(z) = (0, . . . , 0, ϕj(z), 0, . . . , 0), ϕj(z) = zk,

а в правой части системы (1) положим h(t, z) ≡ 0. Как показывают вычисления и оценки
интегралов, и в этом случае ϕ ∈ Expm,R,q;p(C) и справедливо неравенство

‖ϕ‖m,R,q;p � (2π)1/p
C

R(k−mj)/q

для любого r > 0, где C > 0 зависит только от k, mj и q.
Решение задачи Коши (1), (2) с данной начальной вектор-функцией и нулевой правой

частью удовлетворяет равенствам (5). Применяя к равенствам (5) обобщённое неравенство
Минковского и утверждение леммы 4, получаем следующие оценки для всех i, j = 1, N :

( 2π∫

0

|akij(0, reiθ)|p dθ
)1/p

�
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� max{1, σ}eδ
δ

M
C(p, k,mj , q)

R(k−mj)/q
(1 + r)mi+q exp{Rrq}+ C(p, aαij ,mij)(1 + r)mi+q+k.

В последнем неравенстве положим r = R−1/q. Теперь имеем

( 2π∫

0

|akij(0, reiθ)|p dθ
)1/p

� M1(1 + r)mi+q+k,

где M1 > 0 – постоянная, которая от выбора R не зависит. Поэтому в силу леммы 3 все
функции akij(0, z), i, j = 1, N, являются полиномами степени не выше mi + q + k и для
случая k � mj + 1.

Таким образом, установлено, что все коэффициенты дифференциального оператора сис-
темы (1) являются полиномами по переменной z. Более точно, все функции aαij(0, z) имеют
следующий вид:

aαij(0, z) = ai,j,α0 + ai,j,α1 z + ai,j,α2 z2 + . . .+ ai,j,αmi+q+αz
mi+q+α, i, j = 1, N, α = 0,mij .

Уточним теперь степени этих полиномов. Вновь полагаем t0 = 0, значения R будем по-
следовательно перебирать: R = 1,mij + 1. В качестве начальной вектор-функции возьмём

ϕR(z) = (0, . . . , 0, ϕRj(z), 0, . . . , 0), ϕRj(z) = zmj+[q/(2p)] exp{Rzq}.

Заметим, что в силу леммы 5 вектор-функция ϕR(z) ∈ Expm,R,q;p(C). В качестве правой части
системы (1) возьмём h(t, z) ≡ 0.

Так как задача Коши (1), (2) является локально корректной в шкале Expm,R,σ,q;p(C), то
существует единственное решение этой задачи uR(t, z) ∈ ϑ(δ; Expm,R,σ,q;p), для которого спра-
ведливо равенство

∂uRi

∂t
(0, z) =

mij∑

α=0

aαij(0, z)D
αϕRj(z).

Вычислив производные функций ϕRj(z), получим следующие равенства для любого α =
= 0,mij :

DαϕRj(z) = (Rq)αzmj+[q/(2p)]+α(q−1) exp{Rzq}+ . . .

(записано только слагаемое, которое содержит в качестве множителя переменную z в макси-
мальной степени, т.е. zmj+[q/(2p)]+α(q−1)). Следовательно, решение задачи Коши (1), (2) удо-
влетворяет соотношению

∂uRi

∂t
(0, z) = zmj+[q/(2p)]−mij exp{Rzq} ×

×
mij∑

α=0

[(ai,j,α0 + ai,j,α1 z + . . .+ ai,j,αmi+q+αz
mi+q+α)((Rq)αzmij+α(q−1) + . . .)]. (6)

В силу леммы 4 функция, стоящая в левой части равенства (6), принадлежит пространству
Expmi+q,R,q;p(C), поэтому функция, стоящая в правой части (6), тоже должна принадлежать
данному классу. Исходя из этого, получим условия на коэффициенты многочленов aαij(0, z).

Отметим, что в правой части равенства (6) под знаком суммы стоит многочлен, степень
которого не превосходит mi +mij +mijq + q. Будем задавать значения параметра s от mi +
+mij(q+1)+ q до mi+ q−mj+mij+1 (включительно), последовательно уменьшая значение
параметра на единицу. При каждом значении s в силу леммы 5 получаем систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно коэффициентов многочленов aαij(0, z) следую-
щего вида:

mij∑

α=0

(Rq)αai,j,αs−mij−α(q−1) = 0, R = 1,mij + 1.
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Определитель матрицы этой системы линейных алгебраических уравнений не равен нулю,
так как является определителем Вандермонда, а значит, сама система имеет только триви-
альное решение. Поэтому справедливы равенства ai,j,αs−mij−α(q−1) = 0 при любых α = 0,mij ,

s � mi + q −mj +mij + 1 или, что то же самое, ai,j,αk = 0 для k � mi −mj − α(q − 1) + q +

+ 1. Последние равенства и означают, что deg aαij(0, z) � mi −mj − α(q − 1) + q, i, j = 1, N,

α = 0,mij . Необходимость условий (3) доказана.
Таким образом, теорема полностью доказана.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 19-11-

00033).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Дубинский Ю.А. Задача Коши в комплексной области. М., 1996.
2. Бирюков А.М. Необходимые и достаточные условия разрешимости комплексной задачи Коши в
классах функций вектор-экспоненциального типа // Дифференц. уравнения. 2020. Т. 56. № 8.
С. 1055–1064.

3. Chin Ngok Min. Linear differential infinite degree operator and its applications // Acta Math. Vietnamica.
1987. V. 12. № 1. P. 101–124.

4. Одиноков О.В. О корректности задачи Коши для операторов с гладкими символами// Изв. АН
Армянской ССР. 1988. Т. 23. № 1. С. 65–75.

5. Владимиров В.С. Методы теории функций многих комплексных переменных. М., 1964.
6. Бирюков А.М. О корректности аналитической задачи Коши в классах целых функций конечного
порядка // Дифференц. уравнения. 2017. Т. 53. № 10. С. 1336–1350.

Национальный исследовательский университет Поступила в редакцию 19.06.2022 г.
“Московский энергетический институт” После доработки 07.10.2022 г.

Принята к публикации 21.10.2022 г.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2022, том 58, № 12, с. 1633–1644

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТА УРАВНЕНИЯ
СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА
С НЕХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ЛИНИЕЙ ИЗМЕНЕНИЯ

c© 2022 г. Д. К. Дурдиев

Изучены прямая и обратная задачи для модельного уравнения смешанного параболо-ги-
перболического типа. Прямая задача представляет собой аналог задачи Трикоми для этого
уравнения с нехарактеристической линией изменения типа. В обратной задаче неизвест-
ным является переменный коэффициент при младшем члене в гиперболическом уравнении.
Для его определения исследована обратная задача, когда относительно решения, определя-
емого в гиперболической части области прямой задачи, задаётся условие переопределения
на характеристиках: на одной – значение нормальной производной, а на другой – значе-
ние самой функции. Доказаны теоремы однозначной разрешимости поставленных задач в
смысле классического решения.

DOI: 10.31857/S0374064122120056, EDN: NCCOHF

1. Постановка задачи. Пусть задана конечная открытая область ΩT ⊂ R
2, ограниченная

при y > 0 отрезками AB, BC, CD, где A(0, 0), B(0, 1), C(T, 1), D(T, 0), T – фиксирован-
ное положительное число, а при y < 0 – характеристиками AE (x+y = 0) и DE (x−y = T )
уравнения

Lu =

{
ux − uyy = 0, y > 0,

uxx − uyy − q(x)u = 0, y < 0.
(1)

Уравнение (1) – смешанного параболо-гиперболического типа. Для него линия изменения типа
y = 0 не является характеристикой (параболическое вырождение первого рода [1, с. 258]).

Прямая задача. Найти в области ΩT решение уравнения (1), удовлетворяющее следую-
щим начальным и краевым условиям:

u|AB = ϕ(y), u|BC = 0, (2)

u|AE = ψ(x), x ∈ [0, T/2], (3)

где ϕ(y), ψ(x) – заданные функции.
Обозначим

Ω1T := ΩT
⋂
{0 < y � 1}, Ω2T := ΩT

⋂
{−T/2 � y < 0}.

Определение. Решением задачи (1)–(3) назовём функцию u(x, y) из класса

C1(ΩT )
⋂

C1,2
x,y(Ω1T )

⋂
C2(Ω2T ),

удовлетворяющую условиям (2), (3) и обращающую уравнение (1) в тождество.
В обратной задаче предполагается неизвестным коэффициент q(x) уравнения (1) и тре-

буется определить его по следующим дополнительным условиям относительно решения пря-
мой задачи, заданным на характеристиках AE и DE :

∂u

∂�n

∣
∣
∣
∣
AE

= ψ1(x), x ∈ [0, T/2], u|DE = ψ2(x), x ∈ [T/2, T ], (4)

где �n = (1, 1) – вектор нормали к AE, внутренней по отношению к области Ω2T , а ψi(x),
i = 1, 2, – заданные функции.
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Относительно заданных функций будем предполагать выполненными следующие условия:
(B1): (B1)1 ϕ(y) ∈ C3[0, 1], (B1)2 ψ(x) ∈ C2[0, T/2];
(B2) : (B2)1 ϕ(0) = ψ(0), (B2)2 ϕ′(0) = ϕ′′(0) = 0, (B2)3 ϕ(1) = ϕ′(1) = ϕ′′(1) = 0,

(B2)4 ψ′(0) = 0, (B2)5 |ψ(x)| � ψ0 > 0, ψ0 = const, x ∈ [0, T/2];
(B3): (B3)1 ψ1(x) ∈ C1[0, T/2], (B3)2 ψ2(x) ∈ C2[T/2, T ];
(B4) : (B4)1 ψ(T/2) = ψ2(T/2), (B4)2 ψ1(T/2) = ψ′

2(T/2), (B4)3 |ψ2(x)| � ψ00 > 0,
ψ00 = const, x ∈ [T/2, T ].

Важность рассмотрения уравнений смешанного типа, когда уравнение в одной части облас-
ти имеет параболический тип, а в другой – гиперболический, впервые была указана И.М. Гель-
фандом в 1959 г. [2]. Изучение электрических колебаний в проводах приводит к задаче для
уравнения смешанного параболо-гиперболического типа. В однородной среде, в случае её ма-
лой проводимоcти, напряжённость электромагнитного поля удовлетворяет волновому уравне-
нию, в случае же сравнительно большой проводимости, когда можно перенебречь токами сме-
щения по сравнению с токами проводимости, упомянутая величина удовлетворяет уравнению
теплопроводности (см. [3, с. 443–447]). Другим примером может служить явление движения
жидкости в канале, окруженном пористой средой; так, в канале гидродинамическое давление
жидкости удовлетворяет волновому уравнению, а в пористой среде – уравнению фильтрации,
которое в данном случае совпадает с уравнением диффузии [4, с. 74–86]. В этом случае на
границе канала выполняются некоторые условия согласования. Уравнения такого типа также
возникают и во многих других областях естествознания.

Начально-краевые задачи для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа изу-
чались многими авторами в областях, где гиперболическая часть представляет собой треуголь-
ник, ограниченный характеристиками y + x = 0, y − x = 1 и характеристической линией
изменения типа x = 0 [5–11] (см. также библиографию в [8, 9]). Методы решения прямых и
обратных задач, связанные с поиском решения начально-краевой задачи для уравнений пара-
боло-гиперболического типа и неизвестной правой части (линейная задача) этого уравнения
в прямоугольной области, были предложены в монографии [12] (см. также библиографию в
ней). Среди работ по исследованию начально-краевых задач для уравнений параболо-гипербо-
лического типа с нехарактеристической линией изменения типа t = 0 отметим работы [13–16],
в которых исследовались задачи с локальными и нелокальными краевыми условиями.

Насколько нам известно, обратная коэффициентная задача для уравнения смешанного па-
раболо-гиперболического типа исследуется в данной работе впервые. Отметим, что различные
обратные задачи для классических типов дифференциальных уравнений в частных производ-
ных второго порядка изучены достаточно полно (см., например, монографии [17–22] и приве-
дённую там обширную библиографию).

Изучение обратных задач требует исследования дифференциальных свойств решений пря-
мых задач. Особенно ярко это проявляется в коэффициентных обратных задачах (нелиней-
ных задачах), где для получения теорем о разрешимости необходимо внимательно следить
за точной зависимостью дифференциальных свойств решений прямой задачи от гладкости
коэффициентов и других данных задачи.

2. Исследование прямой задачи. В этом пункте будет исследована прямая задача (1)–
(3). Для этого докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (B1), (B2) и q(x) ∈ C[0, T ]. Тогда существует в
области ΩT единственное решение прямой задачи (1)–(3).

Доказательство. Предположим, что функция q(x) известна и q(x) ∈ C[0, T ]. Введём

обозначения τ(x) := u(x, 0), ν(x) :=
∂

∂y
u(x, 0). Тогда решение уравнения

uxx − uyy = F (x, y)

в области Ω2T , согласно формуле Даламбера, записывается в виде

u(x, y) =
1

2
[τ(x+ y) + τ(x− y)]− 1

2

x−y∫

x+y

ν(s)ds− 1

2

x−y∫

x+y

0∫

y+|ξ−x|

F (ξ, η) dη dξ. (5)
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Рассмотрим уравнение (1) в области Ω2T . Перенесём член, содержащий произведение
q(y)u, в правую часть равенства и, использовав формулу (5), получим интегральное урав-
нение для функции u(x, y) :

u(x, y) =
1

2
[τ(x+ y) + τ(x− y)]− 1

2

x−y∫

x+y

ν(s)ds− 1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)

0∫

y+|ξ−x|

u(ξ, η) dη dξ. (6)

С учётом (3) и τ(0) = ψ(0) из равенства (6) получим

ψ(x) =
1

2
[ψ(0) + τ(2x)] − 1

2

2x∫

0

ν(s)ds− 1

2

2x∫

0

q(ξ)

0∫

−x+|ξ−x|

u(ξ, η) dη dξ, x ∈ [0, T/2]. (7)

Продифференцировав это равенство, имеем

τ ′(x) = ψ′
(
x

2

)

+ ν(x) +

x∫

x/2

q(ξ)u(ξ,−x+ ξ) dξ, x ∈ [0, T ]. (8)

Равенства (7) и (8) можно условно назвать основными соотношениями для функций τ(x)
и ν(x), полученными из гиперболической части области.

Введём обозначения
Gk(x− ξ, y, η) =

=
1

2
√

π(x− ξ)

∞∑

n=−∞

[

exp

(

−(y − η + 2n)2

4(x− ξ)

)

+ (−1)k exp

(

−(y + η + 2n)2

4(x− ξ)

)]

, k = 1, 2.

Используя функцию Грина G1(x− ξ, y, η) первой начально-краевой задачи для уравнения
теплопроводности в области Ω1T , решение уравнения (1) с условиями (2) и u|AD = τ(x)
представим в виде

u(x, y) =

1∫

0

G1(x, y, η)ϕ(η) dη +

x∫

0

G1η(x− ξ, y, 0)τ(ξ) dξ. (9)

Отметим, что функции Gk(x− ξ, y, η), k = 1, 2, имеют эквивалентные представления

G1(x− ξ, y, η) = 2
∞∑

n=1

exp[−(nπ)2(x− ξ)] sin(nπy) sin(nπη),

G2(x− ξ, y, η) = 2

∞∑

n=1

exp[−(nπ)2(x− ξ)] cos(nπy) cos(nπη)

и являются бесконечно дифференцируемыми в области Ω1T [3, с. 200–204].
Найдём производные правой части (9), используя легко проверяемые соотношения

G1y(x− ξ, y, η) = −G2η(x− ξ, y, η),

G1η(x− ξ, y, η) = −G2y(x− ξ, y, η), G2ξ(x− ξ, y, η) = −G2yy(x− ξ, y, η). (10)
Проинтегрировав по частям, получим

1∫

0

G1y(x, y, η)ϕ(η) dη = −
1∫

0

G2η(x, y, η)ϕ(η) dη =

= G2(x, y, 0)ϕ(0) −G2(x, y, 1)ϕ(1) +

1∫

0

G2(x, y, η)ϕ
′(η) dη.
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Используя (10) и интегрируя по частям, вычислим производную по y второго слагаемого в
правой части формулы (9):

∂

∂y

x∫

0

G1η(x− ξ, y, 0)τ(ξ) dξ = − ∂

∂y

x∫

0

G2y(x− ξ, y, 0)τ(ξ) dξ =

=

x∫

0

G2ξ(x− ξ, y, 0)τ(ξ) dξ = −G2(x, y, 0)τ(0) −
x∫

0

G2(x− ξ, y, 0)τ ′(ξ) dξ.

С учётом этих соотношений дифференцируем теперь (9) по y и полагаем y = 0. Так как
(∂/∂y)u(x, 0) = ν(x), то ввиду условий согласования (B2)1 находим соотношение между τ(x)
и ν(x), привнесённое из параболической части:

ν(x) =

1∫

0

G2(x, 0, η)ϕ
′(η) dη −

x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)τ ′(ξ) dξ, x ∈ [0, T ]. (11)

Заметим, что для функции G2(x− ξ, 0, 0) имеет место представление

G2(x− ξ, 0, 0) =

=
1

√
π(x− ξ)

∞∑

n=−∞
exp

(

− n2

x− ξ

)

=
1

√
π(x− ξ)

+
2

√
π(x− ξ)

∞∑

n=1

exp

(

− n2

x− ξ

)

. (12)

Отсюда следует, что функция G2(x− ξ, 0, 0) имеет слабо полярную особенность.
Исключив функцию τ(x) в (6) с помощью равенства (7), а τ ′(x) в (11) с помощью (8),

получим систему интегральных уравнений для функций u(x, y), ν(x) :

u(x, y) = u0(x, y) +

x+y∫

0

ν(s)ds+
1

2

x+y∫

0

q(ξ)

0∫

−(x+y)/2+|ξ−(x+y)/2|

u(ξ, η) dη dξ +

+
1

2

x−y∫

0

q(ξ)

0∫

−(x−y)/2+|ξ−(x−y)/2|

u(ξ, η) dη dξ − 1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)

0∫

y+|ξ−x|

u(ξ, η) dη dξ, (13)

ν(x) = ν0(x)−
x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)ν(ξ) dξ −
x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)

ξ∫

ξ/2

q(η)u(η,−ξ + η) dη dξ, (14)

где

u0(x, y) = ψ

(
x+ y

2

)

+ ψ

(
x− y

2

)

− ψ(0), (15)

ν0(x) = −
x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)ψ′(ξ/2) dξ +

1∫

0

G2(x, 0, η)ϕ
′(η) dη. (16)

Уравнения (13) и (14) представляют собой систему линейных интегральных уравнений
вольтеровского типа второго рода для определения неизвестных функций u(x, y), ν(x) с
непрерывными свободными членами и ядрами, согласно (12) имеющими слабо полярную осо-
бенность. Из теории интегральных уравнений известно, что система уравнений (13) и (14)
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разрешима в классе непрерывных в Ω2T функций. Это решение может быть найдено, напри-
мер, методом последовательных приближений с учётом ν(0) = 0 в силу lim

x→0
G2(x, 0, η) = 0

для η ∈ (0, 1). Гладкость решения зависит от гладкости функций ϕ(y), ψ(x), входящих в
свободные члены уравнений (13) и (14).

В силу сказанного выше и выполнения условий (B1) выражение, стоящее в формуле (6)
справа, имеет по x, y частные производные первого порядка. Поэтому и левая часть этого
равенства, т.е. функция u(x, y), также имеет производные первого порядка в области Ω2T :

ux(x, y) =
1

2
[τ ′(x+ y) + τ ′(x− y)] +

1

2
[ν(x+ y)− ν(x− y)]−

− 1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)u(ξ, y + |ξ − x|) sign (ξ − x) dξ, (17)

uy(x, y) =
1

2
[τ ′(x+ y)− τ ′(x− y)] +

1

2
[ν(x+ y) + ν(x− y)] +

+
1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)u(ξ, y + |ξ − x|) dξ, (18)

где τ ′(·) определяется по формуле (8).
Предполагая далее существование производной у функции ν(x), на основании условий (2),

(3) и (B1) из (14) получим для ν ′(x) уравнение

ν ′(x) =
∂

∂x
ν0(x)−

x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)

[

q(ξ)u(ξ, 0) − 1

2
q(ξ/2)ψ(ξ/2) +

ξ∫

ξ/2

q(η)uy(η,−ξ + η) dη

]

dξ −

−
x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)ν ′(ξ) dξ. (19)

Согласно формуле (16) вычислим

∂

∂x
ν0(x) = −

x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)ψ′′(ξ/2) dξ +

1∫

0

G2x(x, 0, η)ϕ
′(η) dη. (20)

Учитывая равенство

1∫

0

G2x(x, 0, η)ϕ
′(η) dη =

1∫

0

G2ηη(x, 0, η)ϕ
′(η) dη,

с помощью интегрирования по частям на основе условий (B1), (B2)2 и (B2)3 находим

1∫

0

G2ηη(x, 0, η)ϕ
′(η) dη =

1∫

0

G2(x, 0, η)ϕ
′′′(η) dη.

С учётом этого запишем (20) в виде

∂

∂x
ν0(x) = −1

2

x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)ψ′′(ξ/2) dξ +

1∫

0

G2(x, 0, η)ϕ
′′′(η) dη. (21)
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Отсюда и из непрерывности функций u(x, y) и uy(x, y) в области Ω2T заключаем, что сво-
бодный член интегрального уравнения (19) является непрерывной функцией на отрезке [0, T ].
Таким образом, уравнение (19) разрешимо в классе непрерывных функций. Обозначая реше-
ние уравнения (20) через N(x), положим ν(x) =

∫ x
0 N(ξ) dξ. Нетрудно убедиться в том, что

функция ν(x) удовлетворяет уравнению (15) и принадлежит классу C1[0, T ].
Ранее полученные равенства (17), (18) показывают, что ux(x, y), uy(x, y) являются непре-

рывными функциями в области Ω2T . В силу ν(x) ∈ C1[0, T ] имеем τ(x) ∈ C2[0, T ]. Отсюда
вытекает, что правые части равенств (17), (18) также имеют по x, y частные производные
первого порядка и, следовательно, функция u(x, y) имеет непрерывные в Ω2T производные
второго порядка. В дальнейшем нам понадобятся выражения для этих производных:

uxx(x, y) =
1

2
[τ ′′(x+ y) + τ ′′(x− y)] +

1

2
[ν ′(x+ y)− ν ′(x− y)] + q(x)u(x, y)−

− 1

2
[q(x+ y)u(x+ y, 0) + q(x− y)u(x− y, 0)] +

1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)ux(ξ, y + |ξ − x|) dξ, (22)

uxy(x, y) =
1

2
[τ ′′(x+ y)− τ ′′(x− y)] +

1

2
[ν ′(x+ y) + ν ′(x− y)]−

− 1

2
[q(x+ y)u(x+ y, 0)− q(x− y)u(x− y, 0)]− 1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)ux(ξ, y + |ξ − x|) sign (ξ − x) dξ, (23)

uyy(x, y) =
1

2
[τ ′′(x+ y) + τ ′′(x− y)] +

1

2
[ν ′(x+ y)− ν ′(x− y)]−

− 1

2
[q(x+ y)u(x+ y, 0) + q(x− y)u(x− y, 0)] +

1

2

x−y∫

x+y

q(ξ)ux(ξ, y + |ξ − x|) dξ. (24)

Формулы (22)–(24) показывают, что {uxx, uyx, uyy} ∈ C(Ω2T ).
Итак, по найденным функциям ν(x) ∈ C1[0, T ], u(x, y) ∈ C2(Ω2T ) функция τ(x) находит-

ся из формулы (7). Тогда функция u(x, y), построенная по формуле (9) как решение уравнения
(1) с условиями (2) и u|AD = τ(x), принадлежит классу C1,2

x,y(Ω1T ). Таким образом, найден-
ные в Ω2T решение u(x, y) и функция (9) в области Ω1T в совокупности определяют решение
прямой задачи (1)–(3) в области ΩT . Теорема доказана.

3. Исследование обратной задачи. Пусть выполнены условия (B2). Предположим,
что неизвестная функция q(x), x ∈ [0, T ], имеет вид q(x) = q1(x), x ∈ [0, T/2], q(x) = q2(x),
x ∈ [T/2, T ], причём q1(T/2) = q2(T/2). Записав первое условие в (4) в виде

ux(x,−x) + uy(x,−x) = ψ1(x), x ∈ [0, T/2],

и продифференцировав его, имеем

uxx(x,−x)− uyy(x,−x) = ψ′
1(x), x ∈ [0, T/2]. (25)

Используя формулы (22) и (24) при y = −x, из (25) находим функцию q1(x) :

q1(x) =
ψ′
1(x)

ψ(x)
, x ∈ [0, T/2]. (26)

Дифференцируя теперь два раза второе равенство в (4), получаем

uxx(x, x− T ) + 2uxy(x, x− T ) + uyy(x, x− T ) = ψ′′
2(x), x ∈ [T/2, T ]. (27)
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С учётом формул (22)–(24) при y = x− T из (27) следует равенство

ψ′′
2 (x) = 2τ ′′(2x− T ) + 2τ ′(2x− T )− 2q(2x− T )u(2x− T, 0) + q(x)u(x, x− T ) +

+ 2

x∫

2x−T

q(ξ)uy(ξ, 2x− T − ξ), x ∈ [T/2, T ]. (28)

Вычислив производную от обеих частей (8) и заменив переменную x на 2x − T, исключим
τ ′′(2x − T ) в правой части (28). Разрешая при этом получающееся уравнение относительно
q2(x) и используя (3), (26), а также второе условие в (4), находим

q2(x) =
1

ψ2(x)
[ψ′′

2 (x)− ψ′′(x− T/2) + ψ′
1(x− T/2)] − 4ν ′(2x− T )

ψ2(x)
+

+
2

ψ2(x)

[ 2x−T∫

x−T/2

q(ξ)uy(ξ,−2x+ T + ξ) dξ +

x∫

2x−T

q(ξ)uy(ξ, 2x− T − ξ) dξ

]

, x ∈ [T/2, T ]. (29)

Из условия (3) и первого соотношения в (4) также следует равенство

uy(x,−x) = (1/2)[ψ1(x)− ψ′
1(x)].

В силу lim
x→0

G2(x, 0, η) = 0 для η ∈ (0, 1) из (19) и (21) находим ν ′(0) = 0. Используя эти

соображения и (В3), получим условие для заданных функций (при выполнении которого имеет
место равенство q1(T/2) = q2(T/2)) :

ψ′
1(T/2) = ψ′′

2 (T/2) − ψ′′(0) + ψ′
1(0)−

T/2∫

0

ψ′
1(ξ)

ψ(ξ)
[ψ1(ξ)− ψ′

1(ξ)] dξ. (30)

Исключив в правой части (29) функцию ν ′(2x− T ) с помощью (19) и отделив свободный
от неизвестных член, имеем

q2(x) = q02(x)−
4

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)ν ′(ξ) dξ +

+
4

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)

[

q(ξ)ϕ(ξ) +

ξ∫

ξ/2

q(η)uy(η,−ξ + η) dη

]

dξ +

+
4

ψ2(x)

[ 2x−T∫

x−T/2

q(ξ)uy(ξ,−2x+ T + ξ) dξ +

x∫

2x−T

q(ξ)uy(ξ, 2x− T − ξ) dξ

]

, x ∈ [T/2, T ], (31)

где

q02(x) =
1

ψ2(x)
[ψ′′

2 (x)− ψ′′(x− T/2) + ψ′
1(x− T/2)] − 2

ψ2(x)

1∫

0

G2(2x− T, 0, η)ϕ′′′(η) dη +

+
2

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)[ψ′′(ξ/2) − ψ′
1(ξ/2)] dξ, x ∈ [T/2, T ]. (32)
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Соотношения (26) и (31) объединим в одно уравнение

q(x) = q0(x)−
4θ(x− T/2)

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)ν ′(ξ) dξ +

+
4θ(x− T/2)

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)

[

q(ξ)ϕ(ξ) +

ξ∫

ξ/2

q(η)uy(η,−ξ + η) dη

]

dξ +

+
4θ(x− T/2)

ψ2(x)

[ 2x−T∫

x−T/2

q(ξ)uy(ξ,−2x+T + ξ) dξ+

x∫

2x−T

q(ξ)uy(ξ, 2x−T − ξ) dξ

]

, x ∈ [0, T ], (33)

где θ(t) – функция Хевисайда: θ(t) = 1, t � 0, θ(t) = 0, t < 0;

q0(x) = θ(T/2− x)
ψ′
1(x)

ψ(x)
+ θ(x− T/2)q02(x), x ∈ [0, T ]. (34)

Нетрудно заметить, что если выполнено условие

ψ′
1(T/2) = ψ′′

2 (T/2) − ψ′′(0) + ψ′
1(0), (35)

то функция q0(x) является непрерывной на отрезке [0, T ]. Тогда, как следует из (30), для
того чтобы q(x) ∈ C[0, T ] достаточно выполнения условия

T/2∫

0

ψ′
1(ξ)

ψ(ξ)
[ψ1(ξ)− ψ′

1(ξ)] dξ = 0. (36)

В дальнейшем будем считать выполненными условия (35) и (36).
Замечание 1. Условиям (B2)4, (B2)5, (B3), (B4), (36) и (37), в частности, удовлетво-

ряют функции
ψ(x) = exp(x2), ψ1(x) = exp(x),

ψ2(x) = exp(x) +
x2

2
− Tx

2
+ exp

(
T 2

4

)

− exp

(
T

2

)

+
T 2

8
.

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (B1)–(B4), (35), (36). Тогда для достаточно ма-

лых T существует единственное решение q(x) ∈ C[0, T ] обратной задачи (1)–(4).
Доказательство. Введём в рассмотрение вектор функцию, определив её компоненты с

помощью неизвестных функций:

p(x, y) = [p1(x, y), p2(x), p3(x)]
т := [uy(x, y), ν

′(x), q(x)]т,

т – знак транспонирования. Тогда, используя очевидные соотношения

ν(x) =

x∫

0

p2(ξ) dξ, u(x, y) = ψ(x) +

y∫

−x

p1(x, η) dη (37)

и исключая сначала функцию τ ′(x) в (18) с помощью (8), а затем ν(x) и u(x, y) в получа-
ющемся уравнении и в (20) с помощью (37), запишем уравнения (18), (19), (33) в векторно-
операторном виде

p(x, y) = Ap(x, y), (x, y) ∈ Ω2T , (38)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТА УРАВНЕНИЯ 1641

где A = [A1, A2, A3]
т и Ai, i = 1, 2, 3, определяются равенствами

A1p(x, y) = p01(x, y)+ ∈ tx+y
0 p2(ξ) dξ +

1

2

{ x+y∫

(x+y)/2

p3(ξ)

[

ψ(ξ) +

−(x+y)+ξ∫

−ξ

p1(ξ, η) dη

]

dξ −

−
x−y∫

(x−y)/2

p3(ξ)

[

ψ(ξ) +

−(x−y)+ξ∫

−ξ

p1(ξ, η) dη

]

dξ

}

+
1

2

x−y∫

x+y

p3(ξ)

[

ψ(ξ) +

y+|ξ−x|∫

−ξ

p1(ξ, η) dη

]

dξ,

A2p(x) = p02(x)−
x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)p2(ξ) dξ −
x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0) ×

×
[

p3(ξ)

(

ψ(ξ) +

0∫

−ξ

p1(ξ, η) dη

)

− 1

2
p3(ξ/2)ψ(ξ/2) +

ξ∫

ξ/2

p3(η)p1(η,−ξ + η) dη

]

dξ,

A3p(x) = p03(x)−
4θ(x− T/2)

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)p2(ξ) dξ +

+
4θ(x− T/2)

ψ2(x)

2x−T∫

0

G2(2x− T − ξ, 0, 0)

[

p3(ξ)ϕ(ξ) +

ξ∫

ξ/2

p3(η)p1(η,−ξ + η) dη

]

dξ +

+
4θ(x− T/2)

ψ2(x)

[ 2x−T∫

x−T/2

p3(ξ)p1(ξ,−2x+ T + ξ) dξ +

x∫

2x−T

p3(ξ)p1(ξ, 2x− T − ξ) dξ

]

.

Здесь через функции p01, p02 и p03 обозначены выражения

p01(x, y) :=
1

2

[

ψ′
(
x+ y

2

)

− ψ′
(
x− y

2

)]

, p02(x) :=
∂

∂x
ν0(x), p03(x) := q0(x). (39)

Далее нам необходимы оценки интегралов с участием функции G2, входящей в уравнение
(38). Ниже проведём оценки по одному из однотипных интегралов. Для этого, использовав
легко проверяемые соотношения

1∫

0

G2(x, y, η) dη = 1,

∞∑

n=1

e−n2z2 �
√
π

2z
, z > 0,

получим неравенства
∣
∣
∣
∣

1∫

0

G2(x, 0, η)ϕ
′′′(η) dη

∣
∣
∣
∣ � max

y∈[0,1]
|ϕ′′′(y)|, (40)

∣
∣
∣
∣

x∫

0

G2(x− ξ, 0, 0)ψ′′(ξ/2) dξ

∣
∣
∣
∣ =

1√
π

x∫

0

ψ′′(ξ/2)√
x− ξ

∞∑

n=−∞
exp

(

− n2

x− ξ

)

dξ �
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� 1√
π

max
x∈[0,T/2]

|ψ′′(x)|
x∫

0

1√
x− ξ

(

1 + 2
∞∑

n=1

exp

(

− n2

x− ξ

))

dξ �

� max
x∈[0,T/2]

|ψ′′(x)|
∣
∣
∣
∣
1√
π

x∫

0

dξ√
x− ξ

+ x

∣
∣
∣
∣ �

√
T

(
2√
π
+

√
T

)

max
x∈[0,T/2]

|ψ′′(x)|. (41)

Обратимся к уравнению (38). Очевидно, что оператор A переводит функции p(x, y) ∈
∈ C(Ω2T ) в функции, также принадлежащие пространству C(Ω2T ). Покажем теперь, что
при достаточно малом T оператор A осуществляет сжатое отображение шара S(p0, r) ⊂
⊂ C(Ω2T ) радиуса r с центром в точке p0(x, y) = (p01(x, y), p02(x), p03(x)) в себя. Тем самым
мы покажем, что уравнение (38) имеет в области Ω2T при достаточно малом T единственное
непрерывное решение, удовлетворяющее неравенству ‖p − p0‖T � r. Норму p естественно
здесь определить равенством

‖p‖T = max

{

max
(x,y)∈Ω2T

|p1(x, y)|, max
x∈[0,T ]

|p2(x)|, max
x∈[0,T ]

|p3(x)|
}

.

Очевидно, что для элементов p ∈ S(p0, r) имеет место оценка

‖p‖T � ‖p0‖T + r =: R,

где

‖p0‖T = max

{

max
(x,y)∈Ω1T

|p01(x, y)|, max
x∈[0,T ]

|p02(x)|, max
x∈[0,T ]

|p03(x)|
}

.

Из соотношений (39), (21), (34) и (32) с учётом (40), (41) для ‖p0‖T следует оценка

‖p0‖T � max

{

max
x∈[0,T/2]

|ψ′(x)|, max
y∈[0,1]

|ϕ′′′(y)|+
√
T

(
1√
π
+

√
T

2

)

max
x∈[0,T/2]

|ψ′′(x)|,

1

ψ0
max

x∈[0,T/2]
|ψ′

1(x)|+
1

ψ00

[

max
x∈[T/2,T ]

|ψ′′
2 (x)|+ 2 max

y∈[0,1]
|ϕ′′′(y)|+

+

(

1 + 2
√
T

(
2√
π
+
√
T

))

max
x∈[0,T/2]

(|ψ′′(x)|+ |ψ′
1(x)|)

]}

.

Теперь покажем, что для некоторых малых T оператор A является на шаре S(p0, r)
оператором сжатия.

Действительно, пусть p ∈ S(p0, r). Тогда для всех точек (x, y) ∈ Ω2T , учитывая соотно-
шения (40), (41), получаем неравенства

|A1p− p01| �
[

1 + 3

(

max
x∈[0,T/2]

|ψ′(x)|+RT

)]

RT,

|A2p− p02| �
(

2√
π
+
√
T

)(

1 +
3

2
max

x∈[0,T/2]
|ψ(x)| + 3RT

4

)

R
√
T ,

|A3p− p03| � 4

ψ00

(
2√
π
+

√
T

)(

1 + max
x∈[0,T/2]

|ψ(x)| + TR

2
+

3R
√
T

2

)

R
√
T .

Обозначим через T ∗ наибольшее значение T, для которого правые части этих неравенств
будут меньше чем R. Тогда для T � T ∗ имеет место включение Ap ∈ S(p0, r). Остаётся
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показать, что оператор A сжимает расстояние между элементами шара S(p0, r). Для доказа-
тельства этого возьмём любые два элемента p1, p2 ∈ S(p0, r) и оценим норму разности между
их образами Ap1, Ap2. Обозначим компоненты элементов p1, p2 через p1i , p2i , i = 1, 2, 3.
При оценке ‖Ap1 −Ap2‖T воспользуемся неравенствами

|p1kp1s − p2kp
2
s| � |p1k − p2k||p1s|+ |p2k||p1s − p2s| � 2R‖p1 − p2‖T , k, s = 1, 2, 3,

которые имеют место для произвольных p1, p2 ∈ S(p0, r). В результате имеем оценки

|A1p
1 −A1p

2| �
[

1 + 3

(

max
x∈[0,T/2]

|ψ′(x)|+ 2RT

)]

T‖p1 − p2‖T ,

|A2p
1 −A2p

2| �
(

2√
π
+

√
T

)(

1 +
3

2
max

x∈[0,T/2]
|ψ(x)| + 3RT

2

)√
T‖p1 − p2‖T ,

|A3p
1 −A3p

2| � 4

ψ00

(
2√
π
+

√
T

)(

1 + max
x∈[0,T/2]

|ψ(x)| + TR+ 3R
√
T

)√
T‖p1 − p2‖T ,

откуда следует, что

‖Ap1 −Ap2‖ � T

T ∗ ‖p
1 − p2‖T ,

и оператор A при T ∈ (0, T ∗) осуществляет сжатое отображение шара S(p0, r) на себя.
Тогда, согласно принципу сжимающих отображений, уравнение (38) определяет единственное
решение, принадлежащее этому шару. Теорема доказана.

Замечание 2. По найденным p1(x, y), p2(x) функции ν(x), u(x, y) находятся по фор-
мулам (37). Тогда из формулы (8) определим τ ′(x) (q(x) = p3(x) – известна). Далее τ(x)
вычисляется по формуле

τ(x) = ψ(0) +

x∫

0

τ ′(ξ) dξ,

а функция u(x, y) в области Ω1T определяется из соотношения (9). Построенная таким об-
разом функция u(x, y) в областях Ω1T и Ω2T будет классическим решением прямой задачи
в смысле указанного выше определения.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.222

ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
НЕРАВЕНСТВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

c© 2022 г. В. С. Климов

Пусть A – линейный равномерно эллиптический оператор второго порядка, определён-
ный на функциях n переменных. Изучается множество K (A;B) решений неравенства
A(u) � 0, удовлетворяющих краевому условию типа Неймана Bu = 0. Устанавливает-
ся оценка вида ‖u;H2

1 (Ω)‖ � C(w)(u,w), в которой H2
1 (Ω) – пространство Никольского,

(· , · ) – скалярное произведение в L2(Ω), w – неотрицательная ненулевая функция из
пространства Шварца D(Ω). Если uj ∈ K (A,B) (j = 1, 2, . . .) и последовательность
{uj} сходится в D ′(Ω) к функции u, то u ∈ H2

1 (Ω) и {uj} сходится к u в пространстве
Соболева W 1

p (Ω), где p(n− 1) < n.

DOI: 10.31857/S0374064122120068, EDN: NCEKSJ

Введение. В работе изучается множество K (A;B) решений дифференциального нера-
венства Au � 0, удовлетворяющих краевому условию типа Неймана Bu = 0. Здесь A –
равномерно эллиптический оператор второго порядка. Неравенство Au � 0 означает, что u
есть решение уравнения Au = f, где f – мера. Неприятной особенностью эллиптических кра-
евых задач является то, что их теория не применима в пространстве C(Ω) и в сопряжённом
к нему пространстве M(Ω). В частности, для подобных пространств не выполняется нера-
венство коэрцитивности, играющее первостепенную роль при исследовании граничных задач
в пространствах Lp(Ω) (1 < p < ∞). Решающее значение в преодолении возникающих здесь
трудностей имеют точные по порядку особенностей оценки функции Грина [1] и теоремы о
полном наборе гомеоморфизмов [2, с. 9].

В п. 1 приводятся сведения о различных классах функций, основное внимание уделяется
пространствам Соболева W k

p (Ω) [3] и Никольского Hk
1 (Ω) [4, 5], напоминаются определения

пространства Шварца D(Ω) и сопряжённого к нему пространства распределений D ′(Ω) [6].
В п. 2 содержится доказательство оценки

‖u;H2
1 (Ω)‖ � C‖Au;M(Ω)‖

при ряде предположений относительно краевой задачи типа Неймана Au = f, Bu = 0. Глав-
ные предположения – единственность решения и достаточная гладкость данных задачи.

Основные результаты работы приведены в п. 3: для функций класса K (A;B) устанавли-
ваются обратные неравенства вида ‖u;H2

1 (Ω)‖ � CΛ(u), где C – не зависящая от функции u
из множества K (A;B) постоянная, Λ – линейный функционал. Если функция Грина для рас-
сматриваемой краевой задачи положительна, то функционал Λ можно определить равенством

Λ(u) =

∫

Ω

u(x)w(x) dx,

в котором w – неотрицательная и ненулевая функция класса D(Ω).

1. Функциональные пространства. Всюду далее R
n – действительное n-мерное ев-

клидово пространство с нормой |x|; Ω – ограниченная область в пространстве R
n (n > 1);

Lp(Ω) – пространство Лебега, как обычно, эквивалентные относительно n-мерной меры Ле-
бега mesn функции отождествляются; 1 � p � ∞; норма в пространстве Lp(Ω) вводится
стандартным образом.
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Для натурального числа k и q ∈ [1,∞) через W k
q (Ω) обозначается совокупность функ-

ций из Lq(Ω), производные в смысле Соболева [3, 4] которых до порядка k включительно
принадлежат пространству Lq(Ω). Норма в W k

q (Ω) определяется равенством

‖u;W k
q (Ω)‖ =

∑

|α|�k

‖Dαu;Lq(Ω)‖.

Здесь и всюду ниже |α| = α1 + . . . + αn – порядок мультииндекса α = (α1, . . . , αn), Dαu =
= Dα1

1 · · ·Dαn
n u, Di = ∂/∂xi.

Напомним определение пространства Никольского Hk
1 (Ω). Обозначим через Ωη совокуп-

ность точек из Ω, отстоящих от границы области Ω на расстояние большее, чем η. Функция
f : Ω → R принадлежит H1

1 (Ω), если она суммируема по Ω и выполняется условие Зигмунда

‖f(·+ h)− 2f(·) + f(· − h);L1(Ωη)‖ � M |h|, |h| < η. (1)

Класс H1
1 (Ω) образует пространство Банаха, если ввести норму

‖f ;H1
1 (Ω)‖ = ‖f ;L1(Ω)‖+Mf ,

где Mf – наименьшая константа, с которой выполняется неравенство (1) для всех η, для
которых Ωη имеет смысл. Для натурального k > 1 пространство Hk

1 (Ω) состоит из функций
класса W k−1

1 (Ω), все производные которых порядка k−1 принадлежат пространству H1
1 (Ω).

В Hk
1 (Ω) вводится норма

‖f ;Hk
1 (Ω)‖ = ‖f ;W k−1

1 (Ω)‖+
∑

|α|=k−1

‖Dαf ;H1
1 (Ω)‖.

Хорошо известны определения пространств Никольского Hk
1 (Ω) и для нецелых значений па-

раметра k [4, с. 180].
Приведём два вспомогательных утверждения о пространствах Никольского.
Предложение 1 [5]. Пусть Ω – ограниченная область в R

n с липшицевой границей ∂Ω.
Тогда из всякой последовательности {us} функций с ограниченными нормами

‖us;Hr
1(Ω)‖ � M (2)

можно выделить подпоследовательность {usk} со следующими свойствами:
1) {usk} сходится в любой метрике, более слабой чем метрика Hr

1(Ω), к некоторой функ-
ции u из пространства Hr

1(Ω);
2) для этой функции u выполняется неравенство ‖u;Hr

1 (Ω)‖ � M, где константа M
та же, что и в (2).

Предложение 1 называют теоремой об ослабленной компактности пространств Николь-
ского. Под метрикой, более слабой чем метрика в Hr

1(Ω), можно понимать метрику простран-
ства Hr1

1 (Ω) при 0 < r1 < r или метрику пространства L1(Ω).
Предложение 2 [7]. Пусть X – ограниченная область в R

n, F : X ×X → R – функция,
непрерывная по совокупности переменных вне диагонали x = y вместе со всеми частными

производными
∂2F

∂xi∂xj
второго порядка. Пусть для любых x �= y имеют место неравенства

|F (x, y)| � c

|x− y|n−1
,

∣
∣
∣
∣
∂2F (x, y)

∂xi∂xj

∣
∣
∣
∣ � c

|x− y|n+1
, i, j = 1, n.

Тогда совокупность функций Fy(·) = F ( · , y) (y ∈ X ) есть ограниченное множество в
пространстве Никольского H1

1 (X ).
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Для компактного множества K ⊂ R
n обычным образом [8, с. 261; 9, с. 63] вводится банахово

пространство C(K) непрерывных на K действительных функций. Норма в C(K) определя-
ется равенством

‖u;C(K)‖ = max
x∈K

|u(x)|.

Через rca (K) обозначается множество всех регулярных счётно-аддитивных функций μ, за-
данных на σ-алгебре B всех борелевских множеств из K и имеющих конечную полную
вариацию |μ|(K) < ∞. Сопряжённое к C(K) пространство (C(K))∗ состоит из линейных
функционалов Λ, допускающих представление

Λ(ϕ) =

∫

K

ϕ(x) dμ(x), ϕ ∈ C(K),

и обозначаемых через μΛ [8, 9]. Если функционал Λ положителен, то его норма равна

‖Λ; (C(K))∗‖ = Λ(1) = μ(K),

соответствующий ассоциированный функционал μΛ называют мерой. Далее пространство
(C(K))∗ обозначается символом M(K), его элементы называются зарядами. Совокупность
положительных функционалов обозначим через M+(K). Любой функционал Λ из простран-
ства M(K) представим в виде разности двух положительных функционалов: Λ = Λ1 − Λ2;
при этом

‖Λ;M(K)‖ = ‖Λ1;M(K)‖ + ‖Λ2;M(K)‖.

Функционал Λ назовём дискретным, если он допускает представление

Λ =

N∑

i=1

ciδyi ,

где коэффициенты ci – действительные числа, yi – различные элементы компакта K; здесь
и далее δy – единичная мера Дирака, сосредоточенная в точке y. Норма дискретного функ-
ционала

‖Λ;M(K)‖ = |c1|+ . . . + |cN |;

положительность Λ равносильна неотрицательности коэффициентов ci. Для любого положи-
тельного функционала Λ существует последовательность дискретных положительных функ-
ционалов Λi, слабо сходящаяся к Λ, т.е.

lim
i→∞

Λi(z) = Λ(z) для любой z ∈ C(K).

Поскольку ‖Λi;M(K)‖ = Λi(1), ‖Λ;M(K)‖ = Λ(1), то

lim
i→∞

‖Λi;M(K)‖ = ‖Λ;M(K)‖.

Пусть C+(K) – конус неотрицательных функций класса C(K), u0 – ненулевая функция из
C+(K). Линейный оператор Q, действующий в пространстве C(K), назовём u0-положитель-
ным, если для каждой ненулевой функции w из C+(K) существуют такие положительные
числа τ1 и τ2, что справедливы неравенства τ1u0 � Qw � τ2u0. Это понятие в более широком
смысле вводилось в монографии [4, с. 60].

Ниже в основном будет рассматриваться случай, когда компакт K есть замыкание Ω
ограниченной области Ω с липшицевой границей ∂Ω. В этом случае пространство Соболева
W 1

q (Ω) при q > n компактно вложено в пространство C(Ω). Отсюда следует компактность
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оператора вложения пространства M(Ω) в сопряжённое к W 1
q (Ω) пространство W−1

p (Ω) (1 <

< p < n/(n − 1)). Негативное пространство Соболева W−1
p (Ω) состоит из распределений z,

допускающих представление
z =

∑

|α|�1

Dαzα,

где zα ∈ Lp(Ω) при всех |α| � 1. Вложение M(Ω) в W−1
p (Ω) при p(n − 1) < n является

усиленно непрерывным в следующем смысле: если последовательность функционалов {Λj}
класса M(Ω) слабо сходится к функционалу Λ, то она сильно сходится к Λ в метрике прост-
ранства W−1

p (Ω) (это также следует из теорем вложения).
Через D(Ω) далее обозначается линейное пространство всех финитных в области Ω беско-

нечно дифференцируемых функций, наделённое обычной топологией. Непрерывный линейный
функционал Λ: D(Ω) → R называют обобщённой функцией или распределением. Линейное то-
пологическое пространство всех распределений обозначают символом D ′(Ω) [6].

2. Оценки обобщённых решений задачи типа Неймана. Пусть Ω – ограниченная
область в R

n с границей ∂Ω, Ω = Ω + ∂Ω – её замыкание. Будет изучаться краевая задача
типа Неймана

Au := −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂u

∂xj

)

+

n∑

i=1

ai(x)
∂u

∂xi
+ a(x)u = f, (3)

Bu :=
∂u

∂ν
(x) + β(x)u(x) = 0 (x ∈ ∂Ω). (4)

Предполагаем, что определяемый равенством (3) оператор A равномерно эллиптичен:

n∑

i,j=1

aij(x)t1tj � γ
n∑

i=1

t2i (γ > 0),

причём aij(x) = aji(x); ∂u/∂ν – производная по внешней конормали; β(x) � 0. Для упроще-
ния будем считать границу ∂Ω и коэффициенты операторов A и B бесконечно дифферен-
цируемыми:

∂Ω ∈ C∞, aij ∈ C∞, ai ∈ C∞, a ∈ C∞, β ∈ C∞. (5)

Задачу (3), (4) называют невырожденной, если при f = 0 она имеет только нулевое ре-
шение. Невырожденность задачи (3), (4) влечёт за собой её однозначную разрешимость для
широкого класса правых частей. Если, например, f ∈ Lp(Ω) и 1 < p < ∞, то единственное
решение u задачи (3), (4) принадлежит пространству Соболева W 2

p (Ω) и допускает инте-
гральное представление

u(x) =

∫

Ω

G(x, y)f(y) dy,

где G(x, y) – функция Грина задачи (3), (4).
Обозначим через ψ(t; k) (t > 0, k ∈ R) функцию, определяемую соотношениями: ψ(t; k) =

= tk, если k < 0; ψ(t; 0) = 1 + (− ln t)+; ψ(t; k) = 1, если k > 0.
Предложение 3 [1]. Функция Грина G(x, y) задачи (3), (4) удовлетворяет следующим

соотношениям:
|Gγ

β(x, y)| � cψ(|x− y|; 2− n− |β| − |γ|),

где под Gγ
β(x, y) понимается Dβ

xD
γ
yG(x, y);

|Gγ
β(x, y1)| − |Gγ

β(x, y2)| � c|y1 − y2|ν
2∑

i=1

ψ(|x− yi|; 2− n− β − γ − ν),

здесь 0 < ν < 1, c – некоторая постоянная.
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Предложение 3 характеризует свойства гладкости функции Грина. Оно оказывается по-
лезным при изучении решений краевой задачи (3), (4) в случае, когда f ∈ M(Ω). Из теорем
о полном наборе гомеоморфизмов следует, что если f есть элемент негативного простран-
ства Соболева W−1

p (Ω), сопряжённого к пространству Соболева W 1
p (Ω) (1 < p < ∞), то

обобщённое решение u = Tf задачи (3), (4) принадлежит пространству W 1
p (Ω). Определён-

ный таким образом оператор T : W−1
p (Ω) → W 1

p (Ω) непрерывен. Если 1 < p < n/(n − 1), то
q = p/(p − 1) > n. Пространство Соболева W 1

q (Ω) при q > n компактно вложено в прост-
ранство C(Ω). Отсюда следует, что пространство M(Ω) компактно вложено в пространство
W−1

p (Ω). Оператор T : M(Ω) → W 1
p (Ω) (1 < p < n/(n− 1)) вполне непрерывен.

Усилим это утверждение, используя предложение 3. Справедливо равенство

Tδy = Gy = G(· , y), (6)

которое можно принять в качестве определения функции Грина задачи (3), (4).
Лемма. Множество функций {Gy} ограничено в пространстве H2

1 (Ω):

‖Gy ;H
2
1 (Ω)‖ � R1,

постоянная R1 не зависит от y из Ω.
Доказательство. Функция F (x, y) = DαG(x, y) (|α| � 1) в силу предложения 3 удо-

влетворяет оценкам, фигурирующим в предложении 2; в рассматриваемом случае X = Ω.
Лемма доказана.

Следствие. Справедлива оценка ‖Tδy;H2
1 (Ω)‖ � R1 для любого y ∈ Ω.

Теорема 1. Для любого заряда f из пространства M(Ω) имеет место оценка

‖Tf ;H2
1 (Ω)‖ � R1‖f ;M(Ω)‖. (7)

Доказательство. Пусть вначале f – дискретный положительный функционал и

f =

N∑

i=1

ciδyi , (8)

где c1, . . . , cN – положительные числа, y1, . . . , yN – различные элементы из Ω. Имеет место
равенство

‖f ;M(Ω)‖ = f(1) =

N∑

i=1

ci. (9)

В силу (8) верно равенство

Tf =
N∑

i−=1

ciTδyi .

Из (8) и (9) вытекают соотношения

‖Tf ;H2
1 (Ω)‖ �

N∑

i=1

R1ci = R1‖f ;M(Ω)‖,

влекущие за собой оценку (7) в рассматриваемом случае.
Если f ∈ M+(Ω), то существует последовательность дискретных положительных функци-

оналов fk, слабо сходящаяся к функционалу f. Верно равенство

f(z) = lim
k→∞

fk(z) при любом z ∈ C(Ω). (10)
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Равенство (10) влечёт за собой сходимость fk → f в метрике пространства W−1
p (Ω), поэтому

последовательность uk = Tfk сходится в пространстве W 1
p (Ω) к функции u = Tf. В силу

уже доказанного справедливы оценки

‖uk;H2
1 (Ω)‖ � R1‖fk;M(Ω)‖.

Так как ‖fk;M(Ω)‖ = fk(1), ‖f ;M(Ω)‖ = f(1), то из (10) следует равенство

lim
k→∞

‖fk;M(Ω)‖ = ‖f ;M(Ω)‖.

Из теоремы Никольского (предложение 1) вытекают неравенства

‖Tf ;H2
1 (Ω)‖ = ‖u;H2

1 (Ω)‖ � lim
k→∞

‖uk;H2
1 (Ω)‖ � R1 lim

k→∞
‖fk;M(Ω)‖ = R1‖f ;M(Ω)‖.

Таким образом, оценка (7) установлена для положительного функционала f.
В общем случае функционал f из M(Ω) допускает представление f = f1− f2, в котором

f1, f2 – положительные функционалы и

‖f ;M(Ω)‖ = ‖f1;M(Ω)‖+ ‖f2;M(Ω)‖.

Справедливы соотношения

‖Tf ;H2
1 (Ω)‖ � ‖Tf1;H2

1 (Ω)‖+ ‖Tf2;H2
1 (Ω)‖ �

� R1‖f1;M(Ω)‖+R1‖f2;M(Ω)‖ = R1‖f ;M(Ω)‖.
Теорема доказана.

Неравенство (7) эквивалентно оценке

‖u;H2
1 (Ω)‖ � R1‖Au;M(Ω)‖ (11)

для решений краевой задачи (3), (4). Действительно, если Au = f, то u = Tf, верно и
обратное утверждение. Оценки (7), (11) можно рассматривать как варианты неравенства ко-
эрцитивности.

3. Обратные неравенства. Вместе с краевой задачей (3), (4) будем рассматривать и
сопряжённую к ней, которая заключается в отыскании решения уравнения

A∗v := −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂v

∂xj

)

−
n∑

i=1

∂

∂xi

(

ai(x)v

)

+ a(x)v = w(x), (12)

удовлетворяющего краевому условию

B∗v :=
∂v

∂ν
+ b(x)v = 0 (x ∈ ∂Ω). (13)

Известно, что при выполнении условий гладкости (5) функция b(x) принадлежит классу
C∞(∂Ω); предположение b(x) � 0 может не выполняться.

Невырожденность задачи (3), (4) эквивалентна невырожденности задачи (12), (13); спра-
ведливо равенство

v = T ∗w =

∫

Ω

G∗(x, y)w(y) dy,

в котором G∗(x, y) = G(y, x) и G(x, y) – функция Грина задачи (3), (4).
Предложение 4. При некотором действительном λ краевая задача

A∗v = λv, B∗v = 0
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имеет единственное положительное решение v1, нормированное условием

min{v1(x), x ∈ Ω} = 1. (14)

Предложение 4 следует из результатов работ [10, 11].
Обозначим через K (A;B) множество TM+(Ω). Таким образом, если u ∈ K (A;B), то

Au – положительный функционал, μ = μAu – ассоциированная мера. Из условия (14) и тео-
ремы 1 вытекают неравенства

∫

Ω

v1(x) dμ(x) = (Au)(v1) � ‖Au;M(Ω)‖ � 1

R1
‖u;H2

1 (Ω)‖. (15)

С другой стороны,
Au(v1) = (u,A∗v1)L2(Ω) = λ(u, v1)L2(Ω). (16)

Объединение (15), (16) влечёт за собой следующее утверждение.
Теорема 2. Для функций u из множества K (A;B) имеет место оценка

‖u;H2
1 (Ω)‖ � λR1

∫

Ω

u(x)v1(x) dx. (17)

Более сильные обратные неравенства можно получить в случае, когда функция Грина
G(x, y) задачи (3), (4) положительна. Простое достаточное условие положительности G(x, y) –
неравенство a(x) > 0.

Предложение 5 [11]. Для положительности функции Грина G(x, y) задачи (3), (4) необ-
ходимо и достаточно, чтобы существовала неотрицательная функция v из C2(Ω), для ко-
торой справедливы неравенства

Av � 0, Bv � 0, ‖Av;C(Ω)‖+ ‖Bv;C(∂Ω)‖ > 0;

при этом сужение оператора T ∗ на C(Ω) u0-положительно с u0(x) = 1 .
Теорема 3. Пусть функция Грина задачи (3), (4) положительна. Тогда для любой нену-

левой и неотрицательной функции w из пространства D(Ω) найдётся такая постоянная
C(w), что выполняется неравенство

‖u;H2
1 (Ω)‖ � C(w)

∫

Ω

u(x)w(x) dx для любой u ∈ K (A;B). (18)

Доказательство. Пусть функция w удовлетворяет условиям теоремы и v = T ∗w. Тогда
v есть классическое решение краевой задачи (12), (13). В предположениях теоремы сужение
T ∗ на C(Ω) есть u0-положительный оператор, поэтому v(x) � τ1 для любых x ∈ Ω, τ1 –
положительная постоянная.

Если u ∈ K (A,B), то μ = Au есть мера. Тогда имеют место равенства
∫

Ω

v(x) dμ(x) = (Au)(v) = (u,A∗v)L2(Ω) =

∫

Ω

u(x)w(x) dx (19)

и справедливы соотношения

‖u;H2
1 (Ω)‖ � R1‖Au;M(Ω)‖ � R1

τ1

∫

Ω

v(x) dμ(x) =
R1

τ1

∫

Ω

u(x)v(x) dx. (20)

Здесь последовательно использовались оценка (11), неравенство v(x) � τ1 и равенства (19). Из
соотношений (20) вытекает неравенство (18) с постоянной C(w) = R1/τ1. Теорема доказана.
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Оценка (18) показывает, что функциональный класс K (A;B) является достаточно узким
подмножеством пространства Никольского H2

1 (Ω). Основываясь на (18), можно установить
нелинейные теоремы вложения [12; 13, c. 155], означающие, грубо говоря, что топологии, неэк-
вивалентные в объемлющих линейных пространствах, оказываются эквивалентными при их
сужениях на класс K (A;B). Приведём лишь один результат в данном направлении.

Теорема 4. Пусть функция Грина задачи (3), (4) положительна. Пусть {uj} – последо-
вательность функций из K (A;B), сходящаяся к функции u в топологии D ′(Ω). Тогда:

1) последовательность {uj} ограничена в пространстве H2
1 (Ω) и сходится к функции u

в метрике пространства W 1
p (Ω) (1 � p < n/(n− 1));

2) функция u принадлежит пространству Никольского H2
1 (Ω) и справедлива оценка

‖u;H2
1 (Ω)‖ � lim

j→∞
‖uj ;H2

1 (Ω)‖. (21)

Доказательство. Пусть w – ненулевая и неотрицательная функция из D(Ω). Сходимость
последовательность {uj} к функции u в топологии D ′(Ω) влечёт за собой ограниченность
числовой последовательности ∫

Ω

uj(x)w(x) dx.

Отсюда в силу (18) вытекает ограниченность последовательности {uj} в пространстве H2
1 (Ω).

Оператор вложения пространства H2
1 (Ω) в пространство Соболева W 1

p (Ω) при p(n − 1) < n
вполне непрерывен. Сходимость uj → u в D ′(Ω) и ограниченность последовательности {uj}
в пространстве H2

1 (Ω) влекут за собой сходимость uj → u в метрике пространства W 1
p (Ω).

Включение u ∈ H2
1 (Ω) и неравенство (21) следуют из предложения 1. Теорема доказана.

Кратко остановимся на возможных модификациях результатов работы. Предположение
(5) можно заменить условиями достаточной гладкости коэффициентов операторов A, B и
границы области Ω. Точные по порядку особенностей оценки функции Грина для эллиптиче-
ских краевых задач установлены при весьма необременительных предположениях о гладкости
данных [1]. Определённые трудности возникают в случае, когда правые части рассматрива-
емых уравнений являются элементами негативного пространства Соболева. Однако и здесь
имеются возможности некоторого ослабления условия (5) (см. [2, с. 222]). Подобный резерв
потенциальных обобщений в данной работе не используется.

В случае задачи Дирихле для эллиптического оператора A второго порядка известны усло-
вия положительной обратимости. Вместе с тем в теоремах 2–4 условие типа Неймана нельзя
заменить условием Дирихле. Приведём простой пример, относящийся к функциям одного пе-
ременного.

Пусть Ω = (0, 1), Au = −u′′, класс K (A;B) совпадает с классом вогнутых на Ω функ-
ций, удовлетворяющих однородному условию Дирихле u(0) = u(1) = 0. Рассмотрим семейство
принадлежащих множеству K (A;B) функций

ut(x) = min

{
x

t
,
1− x

1− t

}

(0 < t < 1).

Как нетрудно видеть, справедливы соотношения

0 � ut(x) � 1, γ(t) :=

1∫

0

(
d

dx
ut

)2
(x) dx =

1

t(1− t)
.

Функция γ(t) неограничена на интервале (0, 1), поэтому оценка (17) в данном случае неверна.
В работах [11, 14] доказаны ослабленные варианты теорем 2–4 для задачи Дирихле. Ста-

тья [7] содержит внутренние оценки решений эллиптических неравенств. В теореме 4 прост-
ранство W 1

p (Ω) можно заменить любым функциональным пространством E(Ω), если только
H2

1 (Ω) компактно вложено в E(Ω). Условие p(n − 1) < n существенно для справедливости
заключения теоремы 4.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.95

ПСЕВДОСДВИГ И ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ
ΔB-ОПЕРАТОРА КИПРИЯНОВА

c© 2022 г. Л. Н. Ляхов, Ю. Н. Булатов,
С. А. Рощупкин, Е. Л. Санина

Изучены решения сингулярных дифференциальных уравнений с оператором Бесселя B−γ

отрицательного порядка −1 < −γ � 0. В связи с этим большой интерес представляют
решения сингулярного дифференциального уравнения Бесселя B−γJ + λ2

J = 0, которые
в работе представлены линейно независимыми функциями Jμ и J−μ, μ = (γ + 1)/2.
Рассмотрены некоторые свойства функций Jμ, выраженные через свойства j-функции
Бесселя–Левитана. Введены прямое и обратное Jμ-преобразования Бесселя и определён
оператор T-псевдосдвига, коммутирующий с оператором Бесселя B−γ . Найдено фун-
даментальное решение обыкновенного сингулярного дифференциального оператора B−γ .
Приведено представление фундаментального решения ΔB -оператора Киприянова с осо-
бенностью в точке x = 0 и на конусе |x| = |y| в евклидовом n-мерном полупростран-
стве R

+
n .

DOI: 10.31857/S037406412212007X, EDN: NCGOAR

1. Оператор Бесселя с отрицательным параметром и ΔB-оператор Киприянова.
Основные результаты. Пусть −γ = −(γ1, . . . , γn) – мультииндекс с отрицательными дроб-
ными координатами −1 < −γi < 0. ΔB-оператором Киприянова называется сингулярный
дифференциальный оператор

ΔB =
n∑

i=1

B−γi , B−γi =
∂2

∂x2i
+

−γi
xi

∂

∂xi
, x ∈ R

+
n = {x : xi > 0}.

При −1 < −γi � 0 этот оператор естественно назвать оператором Лапласа–Киприянова.
В сферических координатах x = rΘ (Θ ∈ Rn, |Θ| = 1) он имеет следующее представление
Бельтрами (см. работу [1]):

ΔB = Bn−|γ|−1 +
1

r2
ΔB,Θ, n− |γ| > 0. (1)

Далее изучается возможность работы с оператором Киприянова с помощью классических
методов математической физики. Отметим, что этот оператор весьма специфичен. Например, с
помощью операторов B−γ формула (1) позволяет произвольно менять размерность евклидова
пространства путём введения скрытых переменных со сферической симметрией. Например, в
области xi > 0 для произвольного m и y ∈ Rm из (1) получим равенство

∂2

∂x2i
f(xi, x

′) =
m∑

i=1

Bγif(|y|, x′),

если |γ| = 0. Тем самым оператор Лапласа в Rn окажется оператором Лапласа–Киприянова
в евклидовом пространстве Rn+m со скрытой сферической симметрией от m переменных.
Более того, оператор Бесселя Bγ с дробным параметром γ = n− 1+ {γ} окажется промежу-
точным между операторами Лапласа в Rn и в Rn+1 в том смысле, что

lim
{γ}→0

Bγ = Δn и lim
{γ}→1

Bγ = Δn+1.
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Это позволяет считать сингулярный дифференциальный оператор Бесселя Bγ (с дробным па-
раметром) оператором Лапласа во фрактальной среде со скрытой сферической симметрией∗).
Также принципиально новой по сравнению с фундаментальными решениями, полученными в
работе [3] (см. также монографию [4]), является конструкция фундаментального решения ΔB-
оператора Киприянова: при 0 < n− |γ| < 1 это решение имеет вырождение O(|x|2−n−|γ|) при
x → 0 вместо особенности для ΔB-операторов Лапласа–Бесселя (при n � 2 и положительных
параметрах операторов Бесселя).

Оператор B−γ в “чужой” билинейной форме. В качестве основного пространства
функций рассматриваем подпространство Шварца Sev = Sev[0,∞), состоящее из быстро убы-
вающих вместе со всеми производными функций, чётных∗∗) по каждой координате аргумента.
Введём весовую билинейную форму

(u, v)α =

∞∫

0

u(x)v(x)xα dx.

Соответствующее пространство обобщённых функций будем обозначать S′
ev,α. Функцио-

нал Дирака–Киприянова определим равенством (δ−γ , ϕ)α = ϕ(0) для любой функции ϕ ∈ Sev.
Вначале отметим следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть γ ∈ [0, 1), α – произвольное действительное число, U и V принад-

лежат основному пространству функций Sev[0,∞), тогда справедлива формула

(B−γU, V )α =

(

U,

[

Bγ+2α +
(γ + α)(α − 1)

x2

]

V

)

α

.

Доказательство легко достигается интегрированием по частям.
Как видим, оператор Bγ+2α + (γ + α)(α − 1)/x2 оказывается сопряжённым к оператору

B−γ в гильбертовом пространстве Lα
2 (R

+
1 ). Конечно, наиболее востребованы случаи α = −γ

и α = 1. Первый представляется наиболее естественным, так как тогда B−γ является само-
сопряжённым оператором в соответствующем скалярном произведении.

В этой работе приводим результаты исследований только для случая α = −γ, 0 < γ < 1.
Это связано не только с традициями, заложенными в научной школе И.А. Киприянова (см. [4]
и имеющуюся в ней библиографию), но и с определением фундаментального решения, которое
жёстко связано с весовой билинейной формой, где определяется это решение.

Перечислим основные результаты.
1. Получены линейно независимые решения сингулярного уравнения Бесселя B−γu(λt) +

+λ2u(λt) = 0 и приведены свойства этих функций: ортогональность, теорема сложения. На ос-
нове одной из этих функций введены взаимно обратные преобразования Бесселя.

2. Введён коммутирующий с оператором B−γ T-псевдосдвиг

T
y
xf(x) =

Γ((γ + 3)/2)(xy)γ+1

Γ(1/2)Γ((γ + 2)/2)

π∫

0

f

(√
x2 + y2 − 2xy cosα

)

(√
x2 + y2 − 2xy cosα

)γ+1 sin
γ+1 αdα. (2)

3. Для γ ∈ [0, 1) фундаментальным решением оператора B−γ в пространстве S′
ev,−γ яв-

ляется регулярный S′
ev,γ -функционал E(x) = xγ+1/(γ + 1).

4. Фундаментальное решение ΔB-оператора Киприянова при n − |γ| > 0 определено в
теореме 6, а при n− |γ| > 1 – в следствии 2 на основе обобщённого сдвига Пуассона, принад-
лежащего классу обобщённых сдвигов Б.М. Левитана [5, 6].

∗) Ранее этот факт уже отмечен в некоторых прикладных исследованиях (см., например, [2]).
∗∗) Следуя работе [4], функции, определённые на промежутке [0,∞), называются чётными по xi, если все

её производные нечётного порядка в точке xi равны нулю.
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Отметим, что конструкция (2) не принадлежит к классу обобщённых сдвигов Левитана,
так как T

0
xf(x) �= f(x) и для T

yC �= C. Поэтому мы его назвали “псевдосдвигом”. Отметим
также, что конструкции сверток, порождённые двупараметрическим преобразованием Ганке-
ля, изучались В.А. Какичевым и его учениками (см., например, [7–10]). В указанных работах
изучались именно свёртки, полученные на основе одномерной конструкции (2). Будем следо-
вать методу этих работ.

2. Решения сингулярного уравнения Бесселя с отрицательным параметром
−γ ∈ (−1, 0]. Хорошо известное в теории дифференциальных уравнений и в прикладных
задачах математической физики уравнение Бесселя имеет вид вырождающегося уравнения
второго порядка

t2
d2V

dt2
+ t

dV

dt
+ (t2 − ν2)V = 0, V = V (t), (3)

где ν – произвольное число. Линейно независимые решения уравнения (3)

Jν(t) =

∞∑

m=0

(−1)m

m! Γ(ν +m+ 1)

(
x

2

)2+ν

, (4)

J−ν(t) =

∞∑

m=0

(−1)m

m! Γ(m− ν + 1)

(
t

2

)2m−ν

(5)

называются функциями Бесселя первого рода.
Сингулярное уравнение Бесселя имеет вид

BγU + U = 0, Bγ =
d2

dx2
+

γ

x

d

dx
. (6)

При γ > 0 решение V классического уравнения Бесселя (3) и решение U сингулярного
уравнения Бесселя (6) в области t > 0 связаны равенством

U(t) =
V (t)

tν
, γ = 2ν + 1 (ν > −1/2),

которое приводит к следующим линейно независимым решениям уравнения (6):

j±ν(t) =
Γ(1± ν)

(t/2)±ν
J±ν(t), ν =

γ − 1

2
,

называемым j-функциями Бесселя∗. Для положительного параметра γ оператора Bγ свой-
ства этих функций и их приложения к задачам для сингулярных дифференциальных урав-
нений изучены в работах [5, 4]; на их основе построены взаимно обратные преобразования
Фурье–Бесселя, доказана теорема сложения j-бесселевых функций и другие свойства.

Для решений уравнения (6) с отрицательным параметром −γ ∈ (−1, 0] справедливо сле-
дующее утверждение.

Лемма. Пусть отрицательный параметр оператора Бесселя задан в виде −γ = −2μ+ 1
(1/2 < μ < 1). Тогда решение V классического уравнения Бесселя (3) и решение U сингуляр-
ного уравнения Бесселя (6) в области t > 0 связаны равенством U(t) = tμV (t).

Доказательство леммы проводится путём подстановки функции U(t) в уравнение (6) с
оператором B−γ .

Из леммы с очевидностью вытекает
Теорема 2. Пусть −1 < −γ < 0 и μ = (γ+1)/2. Линейно независимые решения уравне-

ния

B−γu(λt) + λ2u(λt) = 0, t > 0, B−γ =
d2

dt2
− γ

t

d

dt
, (7)

∗Это название использовал в своих докладах на конференциях в Алма-Ате и в Москве (1975–1980 гг.)
Б.М. Левитан.
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имеют вид

J−μ(t) = tμJ−μ(t) =
∞∑

m=0

(−1)m · 2μ
m! Γ(m+ 1− μ)

(
t

2

)2m
,

Jμ(t) = t2μjμ(t) = 2μΓ(1 + μ)xμJμ(t), J
∗
μ(t) = xμJμ(t), (8)

где Jμ и J−μ – функции Бесселя первого рода (4) и (5) соответственно, а j−μ и jμ – j-
функции Бесселя.

Отметим, что теорема сложения Левитана на основе обобщённого сдвига Пуассона может
применяться к функциям Бесселя, порядок которых строго больше −1/2 (см. [5, § 7, c. 124;
§ 11, с. 137]). Ниже рассмотрим возможности, которые открываются при использовании функ-
ций (8), имеющих особый статус, поскольку, с одной стороны, удовлетворяют сингулярному
уравнению Бесселя с отрицательным параметром −γ (γ > 0), а с другой – определены непо-
средственно через функции Бесселя первого рода с положительным параметром μ = (γ+1)/2.

2.1. Ортогональность Jμ-функций Бесселя. Введём весовую билинейную форму

(u, v)−γ =

∞∫

0

u(x)v(x)x−γ dx, (9)

в рамках которой сингулярный дифференциальный оператор Бесселя B−γ самосопряжён (см.
теорему 1).

Отметим также, что если функция u(x) – решение уравнения (7), то функция u(λx) –
решение уравнения B±γu(λx) + λ2u(λx) = 0.

Теорема 3. Пусть γ = 2μ − 1 и 0 < μ � 1/2. Имеет место равенство

1∫

0

J
∗
μ(λkt)J

∗
μ(λmt)t−γ dt =

{
0, k �= m,

(λkλm)(γ+1)/2M �= 0, k = m,
(10)

где числа λk являются корнями функций Jμ или корнями функции J ′
μ.

Действительно, с учётом того, что J
∗
μ(λkt)= (λkt)

(γ+1)/2J(γ+1)/2(λkt), получим следующее
представление левой части равенства (10):

1∫

0

Jμ(λkt)Jμ(λmt)t−γ dt = (λkλm)(γ+1)/2

1∫

0

Jμ(λkt)Jμ(λmt)t dt.

Теперь равенство (10) следует из ортогональности функций Бесселя первого рода Jμ поло-
жительных порядков μ (на самом деле для μ > −1, см. [11, с. 265, формулы (12.6) и (13.3)]).

Отметим также, что ряды Фурье по J-функциям Бесселя исследовались, например, в ра-
боте [12].

3. J-преобразование Бесселя. Будем следовать методике В.А. Какичева, опираясь на
теорему сложения Б.М. Левитана для соответствующих j-функций Бесселя [5].

Теорема 4. Пусть γ = 2μ − 1 и 0 < μ � 1/2. Если x−μf(x) ∈ L2(0,∞), то

f(x) =

∞∫

0

Jμ(xξ)ξ
−2μ+1 dξ

∞∫

0

Jμ(yξ)y
−2μ+1f(y) dy, (11)

т.е. следующие J-преобразования Бесселя взаимно обратимы:

FB−γ [f ](ξ) = f̂(ξ) =

∞∫

0

J(γ+1)/2(yξ)f(y)y
−γ dy, F−1

B−γ
[f̂ ](x) = f(x) =

∞∫

0

J(γ+1)/2(xξ)f̂(ξ)ξ
−γ dξ.
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Доказательство. Известен следующий интеграл Ханкеля для функций f ∈ L2(0,∞) :

f(x) =

∞∫

0

Jμ(xξ)ξ dξ

∞∫

0

Jμ(yξ)f(y)y dy.

Пусть x−μf(x) ∈ L2(0,∞), μ = (γ + 1)/2 > 0. Тогда выполняются равенства

f(x)x−μ =

∞∫

0

Jμ(xξ)ξ dξ

∞∫

0

Jμ(yξf(y)y
−μy dy =

∞∫

0

Jμ(xξ)

(xξ)μ
ξ dξ

∞∫

0

Jμ(yξ)

(yξ)μ
f(y)y−μy dy =

= x−μ

∞∫

0

Jμ(xξ)ξ
−2μ+1 dξ

∞∫

0

Jμ(yξ)y
−2μ+1f(y) dy,

откуда следует формула (11). Теорема доказана.
4. Обобщённый T-псевдосдвиг и теорема сложения для J-функций Бесселя. Для

j-функций Бесселя известен следующий вариант теоремы сложения [5]: для ν > −1/2

jν(tξ)jν(tτ) = T τ
ξ jν(ξτ),

где сдвиг Пуассона T τ
ξ определён равенством

T τϕ(t) =
Γ((γ + 1)/2)

Γ(1/2)Γ(γ/2)

π∫

0

ϕ

(√
t2 + τ2 − 2tτ cosα

)

sinγ−1 α dα, γ > 0. (12)

Поскольку μ = (γ + 1)/2 > 0, то из (8) имеем

Jμ(tξ)Jμ(tτ) = (tξ)2μjμ(tξ)(tτ)
2μjμ(tτ) = (tξ)2μ(tτ)2μT τ

ξ jμ(tξ) =

=
(tξ)2μ(tτ)2μΓ(μ+ 1)

Γ(1/2)Γ(μ + 1/2)

π∫

0

Jμ

(

t
√
ξ2 + τ2 − 2ξτ cosα

)

(

t
√
ξ2 + τ2 − 2ξτ cosα

)2μ sin2μ α dα =

=
(ξτ)2μΓ(μ+ 1)

Γ(1/2)Γ(μ + 1/2)

π∫

0

Jμ

(

t
√

ξ2 + τ2 − 2ξτ cosα

)

(√
ξ2 + τ2 − 2ξτ cosα

)2μ sin2μ αdα = T
y
xJμ(xξ), 2μ = γ + 1.

Таким образом, имеет место
Теорема 5 (сложения Jμ-функций Бесселя). Справедлива формула

J(γ+1)/2(xξ)J(γ+1)/2(yξ) = T
y
xJ(γ+1)/2(xξ), x, y, ξ ∈ R

+
1 , (13)

где 0 < γ < 1, μ = (γ + 1)/2 > 0, а T-псевдосдвиг в евклидовом пространстве R
+
1 имеет

вид (2), где 1/2 � μ < 1.
Отметим, что T-псевдосдвиг не меняет гладкости функции, так как особенность знамена-

теля (возникающая при x = y, α = 0) регулярная.
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5. Свойства T-псевдосдвига. Весовую билинейную форму в пространстве R
+
1 опреде-

лим равенством (10).
Свойство 1. Если f и g – функции, суммируемые с весом x−γ , 0 < γ < 1, то

(Tyf, g)−γ = (f,Tyg)−γ . (14)

Доказательство. Учитывая, что −γ = 1− 2μ, имеем

(f,Tyg)γ
C(μ)

=

∞∫

0

π∫

0

(xy)2μf(y)

g

(√
x2 + y2 − 2xy cosα

)

(√
x2 + y2 − 2xy cosα

)2μ sin2μ αdαy1−2μ dy.

Введём антиполярные координаты

y cosα = z1, y sinα = z2, y dy dα = dz1 dz2 = dz.

Тогда

(f,Tyg)γ
C(μ)

=

∫

R
+
2 ={z:z2>0}

x2μf

(√
z21 + z22

) g

(√
(x− z1)2 + z22

)

(√
(z1 − x)2 + z22

)2μ z
2μ
2

(√
z21 + z22

)−2μ

dz.

Теперь сдвиг x− z1 = ξ приведёт к равенству

(f,Tyg)γ
C(μ)

= x2μ
∫

R
+
2

f

(√
(x− ξ)2 + z22

)

(√
(x− ξ)2 + z22

)2μ

g

(√
ξ2 + z22

)

(√
ξ2 + z22

)2μ z
2μ
2 dξ dz2.

C помощью формул перехода к полярным координатам

ξ = y cosα, z2 = y sinα, dξ dz2 = dξ dz2 = dα y dy

вернёмся к прежним обозначениям:

(f,Tyg)γ
C(μ)

=

∞∫

0

x2μ
π∫

0

y2μ
f

(√
x22 + y22 − 2xy cosα

)

g(y)

(x22 + y22 − 2xy cosα)μ
sin2μ α dα y−2μ+1 dy =

=

∞∫

0

(xy)2μ
π∫

0

f

(√
x22 + y22 − 2xy cosα

)

g(y)

(x22 + y22 − 2xy cosα)μ
sin2μ αy−γdy =

(Tyf, g)−γ

C(μ)
.

Отсюда вытекает равенство (15). Свойство доказано.
Свойство 2. Пусть f – чётная, дважды непрерывно дифференцируемая функция,

x−γf(x) ∈ L2(0,∞), 0 < γ < 1. Тогда

B−γ,xT
y
xf(x) = T

y
xB−γ,xf(x). (15)

Доказательство. Из (11), (13) и (7) имеем

B−γ,xT
y
xf(x) = B−γ,x

∞∫

0

Jμ(xξ)Jμ(yξ)f̂(ξ)ξ
−γ dξ =
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=

∞∫

0

(−ξ2)Jμ(xξ)Jμ(yξ)f̂(ξ)ξ
−γ dξ =

∞∫

0

(−ξ2)Ty
xJμ(xξ)f̂(ξ)ξ

−γ dξ.

Здесь множитель (−ξ2) можно внести под знак T-псевдосдвига. В результате получим

B−γT
y
xf(x) =

∞∫

0

T
y
x((−ξ2)Jμ(xξ))f̂(ξ)ξ

−γ dξ =

=

∞∫

0

T
y
x(B−γJμ(xξ))f̂(ξ)ξ

−γ dξ = T
y
xB−γ

∞∫

0

Jμ(xξ)f̂(ξ)ξ
−γ dξ = T

y
xB−γf(x).

Свойство доказано.
Свойство 3 (переместительность T-псевдосдвига). Если функция f представлена равно-

мерно сходящимся рядом Фурье по J-функциям Бесселя, то

T
y
xT

z
xf(x) = T

z
xT

y
xf(x).

Доказательство непосредственно следует из определения T-сдвига и теоремы 5:

T
y
xT

z
xJ(λx) = J(λy)J(λz)J(λx) = T

z
xT

y
xJ(λx).

Свойство 4 (ассоциативность T-сдвига). Если функция f представлена равномерно схо-
дящимся рядом Фурье по J-функциям Бесселя, то T

z
yT

y
xf(x) = T

z
xT

y
xf(x).

Доказательство аналогично доказательству свойства 3.
Свойство 5 (представление многомерного T-псевдосдвига в сферических координатах).

Если f и g – радиальные в R
+
n функции, суммируемые с весом x−γ =

∏n
i=1 x

−γi
i , μi = (γi +

+ 1)/2, то

C(n, μ)

∫

R
+
n

f(|y|),
μ

T
x g(|y|)y−γ dy =

∞∫

0

f(r)
s

T
ρ g(r)rs dr, s = n− |γ| − 1,

где C(n, μ) – константа, не зависящая от подынтегральных функций, через
μ

T
x обозначен

многомерный псевдосдвиг, отвечающий мультииндексу μ = (μ1, . . . . . . , μn), 1/2 < μi < 1.
Доказательство. В выражении

∫

R
+
n

π∫

0

f(|y|)
g

(√
. . . + x2i + y2i − 2xiyi cosαi + . . .

)

(. . .+ x2i + y2i − 2xiyi cosαi + . . .)μi

n∏

i=1

y1−2μi
i sin2μi αi(|x|yi)2μi dαi dy

по каждой паре переменных (yi, αi) введём антиполярные координаты

yi cosαi = zi,1, yi sinαi = zi,2, yi dyi dαi = dzi,1 dzi,2.

Пусть R
+
2n = {z : zi,2 > 0}. Тогда справедливо равенство

(f,
μ

T
y g)−γ

C(μ)
=

∫

R
+
2n

f(|z|)
g

(√
. . .+ (xi − zi,1)2 + z2i,2 + . . .

)

(. . . + (xi − zi,1)2 + z2i,2 + . . .)μi

n∏

i=1

|x|2μiz2μi
i,2

(√
z2i,1 + z2i,2

)−2μi

dz.
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Здесь существование интеграла обеспечено выбором функции g и тем, что

z2μi
i,2 (z2i,1 + z2i,2)

−μi =

(
z2i,1
z2i,2

+ 1

)−μi

.

Теперь повернём оси координат вокруг гиперплоскости, образованной чётными осями ко-
ординат Ozi,2, так, чтобы орты векторов Oz1,1 и Ox совпали. С учётом того, что радиальные
функции инвариантны относительно вращений системы координат, а точка x в новых коор-
динатах это x = (|x|, 0, . . . , 0), получим

(f,
μ

T
y g)−γ

C(μ)
=

∫

R
+
2n

f(|z|)
g

(√
(|x| − ẑ1,1)2 + z21,2 + . . . ẑ22n,1 + z22n,2

)

((|x| − ẑ1,1)2 + z21,2 + . . . ẑ22n,2 + z22n,2)
μ

|x|2μ
n∏

i=1

z2μi,2

(√
ẑ2i,1+z2i,2

)−2μi

dz=

=

∫

R
+
2n

f(|z|)
g

(
√

|x|2 − 2|x|ẑ1,1 + |z|2
)

(|x|2 − 2|x|ẑ1,1 + |z|2)μ |x|2μ
n∏

i=1

z2μi
i,2

(√
ẑ2i,1 + z2i,2

)−2μi

dz.

Сферическое преобразование координат

ẑ1,1 = ρ cosφ1, z1,2 = ρ sinφ1 cosφ2n, . . .

. . . , ẑ2n,1 = ρ sinφ1 · · · sinφ2n−2 cosφ2n−1, z2n,2 = ρ sinφ1 · · · sinφ2n−2 sinφ2n−1

приведёт к равенству

(f,
μ

T
y g)−γ

C(μ)
=

∞∫

0

∫

S+
1 (2n)

f(ρ)

(rρ)2|μ|g

(√
r2 + ρ2 − 2rρ cosϕ1

)

(r2 + ρ2 − 2rρ cosϕ1)μ
×

×
n∏

i=1

Θ2μ
i,2

(√
Θ2

i,1 +Θ2
i,2

)−2μi

dS ρ2(n−|μ|)−1 dρ,

где S+
1 (2n) = {Θ : |Θ| = 1, Θ2i > 0}. Поскольку на 2n-мерной сфере

dS = sin2n−2 φdφ1 sin
2n−3 φ2 dφ2 . . . sinφ2n−2 dφ2n−2 dφ2n−1,

то

(f,
μ

T
y g)−γ

C(μ)
=

∞∫

0

π∫

0

f(ρ)

(rρ)2|μ|g

(√
r2 + ρ2 − 2rρ cosα

)

(r2 + ρ2 − 2rρ cosα)μ
sin2|μ| α×

×
( π∫

0

sin2n−2 φdφ

)−1 ∫

S1(2n)

n∏

i=1

Θ2μi
i,2 (Θ

2
i,1 +Θ2

i,2)
−μi dS ρ2(n−|μ|−1 dρ.

Обозначив

C−1(n, μ) = C(μ)

( π∫

0

sin2n−2 ϕdϕ

)−1 ∫

S1(2n)

n∏

i=1

Θ2μi
i,2 (Θ

2
i,1 +Θ2

i,2)
−μi dS,

получим утверждение свойства 5.
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6. Фундаментальное решение оператора B−γ . Пусть u и v – чётные суммируемые
с весом x−γ функции. Весовую билинейную форму со слабой особенностью определим равен-
ством (8).

Предполагая чётные функции u и v суммируемыми вместе со всеми производными и
дважды интегрируя по частям, получаем равенство

(B−gu, v)−γ = (u,B−γv)−γ .

Здесь внеинтегральные члены исчезли в силу суммируемости и нечётности функций u′ и v′

(см. теорему 1).
Фундаментальное решение оператора B−γ определяется как обобщённая функция E ∈ S′

ev,
удовлетворяющая равенству

B−γE = δ−γ

или, что то же самое,

(E , B−γϕ)−γ = ϕ(0) для любой ϕ ∈ Sev([0,∞)). (16)

Следующая теорема представляет собой одно из возможных обобщений результатов рабо-
ты [6] (см. в ней теорему 1) на операторы Бесселя отрицательного параметра.

Теорема 6. Пусть Z(t) – регулярный функционал из пространства S′
ev и пусть

lim
t→0

t−γ d

dt
Z(t) = 1, 0 � γ < 1. (17)

Если в области t > 0 функция Z = Z(x) удовлетворяет однородному сингулярному диффе-
ренциальному уравнению второго порядка

B−γZ(t) = 0, 0 � γ < 1, (18)

то в смысле обобщённых функций S′
ev функция Z есть фундаментальное решение оператора

B−γ в пространстве L−γ
2 .

Доказательство. Пусть ϕ ∈ Sev. Необходимо проверить выполнение равенства (16). Ин-
тегрируя по частям, получаем

(Z,B−γϕ)−γ = Z(t)

(

t−γ d

dt
ϕ(t)

)∣
∣
∣
∣

∞

0

−
∞∫

0

dZ(t)

dt

(

t−γ d

dt
ϕ(t)

)

dt.

Поскольку функция ϕ быстро убывает вместе со всеми производными, то

lim
t→∞

Z(t)

(

t−γ d

dt
ϕ(t)

)

= 0.

По условию функция ϕ чётная и бесконечно дифференцируемая в окрестности начала коор-
динат, поэтому ϕ′(x) = O(x), x → 0. Учитывая, что 0 � γ < 1, имеем

Z(t)t−γϕ′(t) = O(t1−γ), t → 0.

Следовательно,

Z(t)

(

t−γ d

dt
ϕ(t)

)∣
∣
∣
∣

∞

0

= 0.

Вновь проинтегрировав по частям, получим

(Z,Bγϕ)γ = −t−γ dZ(t)

dt
ϕ(t)

∣
∣
∣
∣

∞

0

−
∞∫

0

tγ
d

dt

(

t−γ dZ(t)

dt

)

ϕ(t)t−γ dt.

Остаётся воспользоваться условиями (17), (18) и получить равенство (16). Теорема доказана.
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Следствие 1. Фундаментальным решением оператора B−γ , 0 � γ < 1, является функ-
ция

E(t) = 1

γ + 1
tγ+1.

Действительно, непосредственно проверяется справедливость (18): B−γAt
γ+1 = 0, а из

условия (17) следует, что нормирующая константа A = 1/(γ + 1). Отсюда следует уравне-
ние (6).

При γ = 0 сингулярный дифференциальный оператор Бесселя есть вторая производная.
Из (17) вытекает, что фундаментальным решением второй производной в пространстве обоб-
щённых функций S′

ev является функция E(t) = t, что легко проверить: если ϕ ∈ Sev, то

∞∫

0

tϕ′′(t) dt = tϕ′(t)|∞0 −
∞∫

0

ϕ′(t) dt = ϕ(0).

Замечание 1. В работе [6] получено фундаментальное решение Eγ,m натуральных сте-
пеней (Bγ)

m сингулярного дифференциального оператора Бесселя при γ > 0. В частности
Eγ,1 = t1−γ/(1− γ), т.е. фундаментальное решение имеет вырождение (вместо привычной син-
гулярности) порядка O(t1−γ), t → 0. Тем самым результат следствия 1 справедлив в более
общей форме: при γ > −1 фундаментальным решением оператора Bγ является функция
Eγ = t1−γ/(1 − γ).

Замечание 2.Принципиальное отличие фундаментальных решений операторов B−γ и Bγ

заключается в том, что второе (т.е. при γ > 0) может быть представлено с вырождением в
произвольной точке τ обобщённым сдвигом Пуассона (12) (см. в работе [5] формулу Пуассона),
который не определён при γ = 0 и не существует при γ < 0. Последнее приводит к тому, что
обобщённый сдвиг Пуассона не может применяться к фундаментальному решению оператора
Бесселя с отрицательным параметром −γ.

При γ = 0 сдвиг (12), применённый к чётной непрерывной функции f, есть среднее обыч-
ных сдвигов: учитывая, что j−1/2(x) = cos x, и используя формулу обращения преобразования
Фурье–Ганкеля (см. [4, с. 18]), имеем

T y
x f(x) = T y

xF
−1
B [FBf ](x)|γ=0 =

2

π

∞∫

0

(cos ξ(x− y) + cos ξ(x+ y))[Fcosf ](ξ)dξ =

=
1

2
(f(x− y) + f(x+ y)).

7. T-Псевдосдвиг фундаментального решения оператора B−γ . Пусть −1<−γ < 0,
μ = (γ)/2. Согласно формуле (6) фундаментальное решение оператора B−γ – это функция
E(x) = xγ+1/(γ +1). Упростим запись, используя обозначение (x

α→ y) = x2 + y2 − 2xy cosα и
определение (14):

T
yE(x) = C(g)

γ + 1

π∫

0

(xy)γ+1

(√
(x

α→ y)

)γ+1

sinγ+1 αdα

(√
(x

α→ y)

)2(γ+1)/2
=

C(g)(xy)γ+1

γ + 1

π∫

0

sinγ+1 αdα =
(xy)γ+1

γ + 1
.

Таким образом, функция T
yE(x) – фундаментальное решение в пространстве R2 по каж-

дой из переменных. При этом

(B−γT
yE(x), ϕ(x))−γ =

(

B−γ
(yx)γ+1

γ + 1
, ϕ(x)

)

−γ

= yγ+1

(

B−γ
xγ+1

γ + 1
, ϕ(x)

)

−γ

= yγ+1ϕ(0).
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8. Фундаментальное решение ΔB-оператора Киприянова.
Теорема 7. Пусть −γ = −(γ1, . . . , γn), 0 > −γi > −1 и n−|γ| > 0. Тогда фундаменталь-

ным решением ΔB-оператора Киприянова является регулярная S′
ev,−γ-обобщённая функция

En,γ(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

|x|2−n−|γ|

(2− n− |γ|)|S+
1 (n)|γ

, n+ |γ| �= 2,

1

|S+
1 (n)|γ

ln
1

|x| , n+ |γ| = 2,

(19)

где площадь нагруженной сферы

|S+
1 (n)|γ =

∫

S+
1 (n)={x:|x|=1,xi>0}

n∏

k=1

xγki dS =
1

2n−1Γ((n + |α|)/2)

n∏

i=1

Γ((αk + 1)/2).

Доказательство. Используем весовую линейную форму (9). Необходимо найти функцию
En,γ , для которой

(ΔBEn,−γ , ϕ)−γ = ϕ(0).

Предполагая функции En,−γ и ϕ = ϕ(|x|) радиальными и учитывая (1), видим, что предыду-
щее соотношение эквивалентно равенству

|S+
1 |γ(Bn−|γ|−1En,γ(r), ϕ(r))−γ = ϕ(0).

Пусть n + |γ| �= 2. Но тогда n + |γ| − 1 �= 1, а это даёт возможность воспользоваться след-
ствием 1 при n+ |γ| < 1 или замечанием 1 при n+ |γ| > 1. Искомая функция имеет вид

En,γ(x) =
|x|2−n−|γ|

(2− n− |γ|)|S1(n)|γ
.

При n+|γ| = 2 применяется теорема о фундаментальном решении оператора Bγ из работы [6],
поскольку фундаментальным решением оператора Бесселя Bn+|γ|−1 при n+ |γ| = 2 будет
функция En,γ(x) = ln |x|. Теорема доказана.

Отметим, что для оператора Киприянова не найден коммутирующий с ним обобщённый
сдвиг, а определённый выше T-псевдосдвиг, как это следует из п. 7, не определяет фунда-
ментального решения оператора B−γ с центром в точке y ∈ R

+
n , не совпадающей с началом

координат.
Следствие 2. Пусть −1 < −γi < 0 и n− |γ| > 1. Фундаментальное решение ΔB-опера-

тора Киприянова с центром на конусе |x| = |y| имеет вид T
|y|
|x|En,−γ , где T ρ

r – обобщённый
сдвиг Пуассона (12), а En,−γ – функция (19).

Доказательство. При n − |γ| > 1 оператор Бесселя Bn−|γ|−1 имеет положительный
параметр, поэтому ему отвечает обобщённый сдвиг Пуассона (12) порядка α = n− |γ| − 1 > 0,
коммутирующий с Bn−|γ|−1.

9. Обобщение для ΔB-оператора Лапласа–Бесселя–Киприянова. Рассмотрим опе-
ратор ΔB с параметрами γ > −1 в евклидовом пространстве R

+
n . Будем предполагать, что

хотя бы один из операторов Бесселя, входящий в ΔB , имеет отрицательный параметр. Тогда
нельзя определить фундаментальное решение этого оператора с особенностью в точке. Соглас-
но (1) имеем ΔBu(|x|) = Bn+|γ|−1u(r), r = |x|. Тем самым фундаментальное решение ΔB-
оператора найдётся в виде соответствующего фундаментального решения оператора Бесселя
с параметром n+ |γ| − 1.

В пространстве R
+
n = {n � 2, x : xi > 0} введём весовую линейную форму

(u, v)γ =

∫

R
+
n

u(x)v(x)xγ dx, xγ =
∏

i=1n

xγii , γi > −1.
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Фундаментальное решение ΔB-оператора Лапласа–Бесселя–Киприянова с центром в про-
извольной точке n-мерного полупространства R

+
n можно получить из фундаментального ре-

шения (19) при дополнительном условии

n+ |γ| − 1 > 0. (20)

Теорема 8. При выполнении условия (20) фундаментальное решение ΔB-оператора Ла-
пласа–Бесселя–Киприянова с особенностью в точке на конусе |x| = |y|, x, y ∈ R

+
n , имеет вид

En,γ(|x|, |y|) = T
|y|
|x|

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

|x|2−n−|γ|

(2− n− |γ|)|S1(n)|γ
, n+ |γ| �= 2,

1

|S+
1 (n)|γ

ln
1

|x| , n+ |γ| = 2,

где T |y| – обобщённый сдвиг Пуассона (12), отвечающий параметру n+ |γ|−1 > 0, |S1(n)|α –
площадь нагруженной сферы.

Доказательство. Введём сферические координаты x = rΘ, |Θ| = 1. Согласно форму-
ле (1) имеем ΔBu(|x|) = Bn−|γ|−1u(r), r =

√
x21 + . . .+ x2n. Отсюда, предположив функцию

ϕ = ϕ(|x|) радиальной и учтя (20), получим равенства

(ΔBE,ϕ)γ = (ΔBT
|y|
|x| E , ϕ)γ = |S+

1 |γ(Bn+|α|−1T
ρ
r E(r), ϕ(r))−γ =

= |S+
1 |γ(T ρ

r Bn+|α|−1E(r), ϕ(r))−γ = |S+
1 |γ(Bn+|α|−1E(r), T ρ

r ϕ(r))−γ = ϕ(ρ).

Теорема доказана.
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в тонком цилиндре с краевыми условиями Дирихле на всей границе. В качестве предельной
выступает плоская задача теории упругости с новыми упругими постоянными. Показано,
что при постановке условий Неймана на боковой поверхности цилиндра какая-либо крае-
вая задача для системы дифференциальных уравнений на сечении не может предоставить
асимптотику собственных чисел трёхмерной задачи, так как собственные вектор-функции
локализуются около кромки тонкого цилиндра. Сформулированы открытые вопросы.

DOI: 10.31857/S0374064122120081, EDN: NCGZOG

1. Постановка задач. Пусть ω – область на плоскости R
2 � y = (y1, y2), ограниченная

простым замкнутым гладким (класса C∞; см. п. 7, 1◦) контуром γ = ∂ω. Масштабированием
сведём характерный размер фигуры ω к единице, т.е. сделаем декартовы координаты x =
= (x1, x2, x3) ∈ R

3 и все геометрические параметры безразмерными. Цилиндр малой высоты
h > 0

Ωh = {x : y = (x1, x2) ∈ ω, z = x3 ∈ (0, h)} (1)

интерпретируем как однородное изотропное тонкое упругое тело с постоянными Ламе λ� 0,
μ > 0 и плотностью ρ, которую также приравняем к единице. Систему дифференциальных
уравнений теории упругости

−μΔxu
h(x)−∇x∇x · uh(x) = Λhuh(x), x ∈ Ωh, (2)

дополним краевыми условиями Дирихле

uh(y, 0) = uh(y, 1) = 0, y ∈ ω, (3)

uh(x) = 0, x ∈ Γh := γ × (0, h), (4)

означающими, что поверхность ∂Ωh полностью жёстко зафиксирована, т.е. пластина Ωh встав-
лена в полость той же формы и прикреплена к её стенкам. При этом ∇x = grad, ∇x· = div,
точкой обозначено скалярное произведение в евклидовом пространстве, Δx = ∇x · ∇x – опе-
ратор Лапласа, Λh – спектральный параметр (квадрат частоты собственных колебаний) и
uh – вектор смещений с декартовыми компонентами uh1 , uh2 и uh3 . Также рассматривается
смешанная краевая задача, в которой краевые условия (4) заменены условиями

σnn(u
h;x) = σnz(u

h;x) = σns(u
h;x) = 0, x ∈ Γh. (5)

Здесь (n, s) – естественная система криволинейных координат в окрестности V ⊂ R
2 контура

γ : n – ориентированное расстояние до γ, n < 0 в ω
⋂

V, а s – длина дуги, измеренная вдоль
контура против часовой стрелки. Кроме того, σnn(u

h), σns(u
h) и σnz(u

h) – проекции на оси
n, s и z вектора нормальных напряжений σ(n)(uh), т.е.

σ(n)(uh) =
∑

i=1,2

niσ
(i)(uh), σ(j)(uh) = (σj1(u

h), σj2(u
h), σj3(u

h)),

σjk(u
h) = μ

(
∂uhj
∂xk

+
∂uhk
∂xj

)

+ δj,kλ

(
∂uh1
∂x1

+
∂uh2
∂x2

+
∂uh3
∂x3

)

, j, k = 1, 2, 3, (6)
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причём n1 и n2 – проекции на оси y1 и y2 единичного вектора внешней нормали на ∂ω,
а δj,k – символ Кронекера. В этом случае тело Ωh – упругая прокладка между абсолютно
жёсткими прямыми штампами, а её боковая поверхность Γh свободна от внешних воздействий.

Вариационная формулировка задачи (2)–(4) апеллирует к интегральному тождеству [1, 2]

μ(∇xu
h,∇xψ

h)Ωh + (λ+ μ)(∇x · uh,∇x · ψh)Ωh = Λh(uh, ψh)Ωh при всех ψh ∈ H1
0 (Ω

h)3. (7)

Здесь ( · , · )Ωh – натуральное скалярное произведение в пространстве Лебега L2(Ωh),
H1

0 (Ω
h) – пространство Соболева функций, обращающихся в нуль на границе ∂Ωh, а по-

следний верхний индекс 3 в формуле (7) указывает количество компонент пробной вектор-
функции ψh = (ψh

1 , ψ
h
2 , ψ

h
3 ). Билинейная форма E�(uh, ψh; Ωh) в левой части тождества (7)

положительно определена и симметрична на пространстве Hh = H1
0 (Ω

h)3, а значит, согласно
[3, гл. 10, § 1, 2], задаче (7) ставится в соответствие положительно определённый самосопря-
жённый оператор Ah

� с дискретным спектром

0 < Λh
1 � Λh

2 � Λh
3 � . . . � Λh

m � . . . → +∞. (8)

Соответствующие собственные вектор-функции uh(1), u
h
(2), u

h
(3), . . . , u

h
(m), . . . ∈ H1

0 (Ω
h)3 можно

подчинить условиям ортогональности и нормировки

(uh(p), u
h
(q))Ωh = δp,q, p, q ∈ N := {1, 2, 3, . . .}. (9)

Функционал E�(uh, uh; Ωh), часто называемый упругой квазиэнергией, вообще говоря, от-
личается от обычной (ср., например, [4]) удвоенной упругой энергии пластины

E(uh, uh; Ωh) =

∫

Ωh

(

μ
3∑

j,k=1

∣
∣
∣
∣
∂uhj
∂xk

+
∂uhk
∂xj

∣
∣
∣
∣

2

+ λ

∣
∣
∣
∣

3∑

j=1

∂uhj
∂xj

∣
∣
∣
∣

2)

dx, (10)

которая порождает билинейную форму в левой части интегрального тождества

E(uh, ψh; Ωh) = Λh(uh, ψh)Ωh при всех ψh ∈ Hh
= := H1

0 (Ω
h;ω0⋃ωh)3, (11)

служащего вариационной постановкой задачи (2), (3), (5). Здесь фигурирует пространство
Соболева H1

0 (Ω
h;ω0

⋃
ωh) функций, обращающихся в нуль на основаниях ω0 = ω × {0} и

ωh×{h} пластины (1). Интегрированием по частям легко проверить, что для полей смещений
uh ∈ H1

0 (Ω
h)3, удовлетворяющих обоим краевым условиям (3) и (4), левые части соотношений

(7) и (11) совпадают. Неравенство Корна (см., например, [5; 6, гл. 3, § 1]) показывает, что

E(uh, uh; Ωh) � Ch−2‖uh;L2(Ωh)‖2 для uh ∈ Hh
=. (12)

Множитель C не зависит от параметра h ∈ (0, h=] при некотором h= > 0 и, разумеется, от
вектор-функции uh. Для uh ∈ H1

0 (Ω
h)3 можно взять C = μπ2 и h= := h� = 1, но при отказе

от условия Дирихле (4) на поверхности Γh точная оценка константы C неизвестна.
Основная цель работы – исследовать поведение собственных пар {число; вектор-функция}

задач (2)–(4) и (2), (3), (5). Для первой из них – задачи Дирихле – в п. 2 построена плос-
кая модель, а в пп. 3 и 5 доказаны теоремы 1–3, предоставляющие информацию о точности
приближения собственных частот и мод трёхмерной прокладки (1) собственными парами дву-
мерной задачи на сечении ω. Таким образом, получены традиционные результаты о дефор-
мации тонких упругих тел (ср. монографии [6–9] и др.), хотя ранее спектр задачи (2)–(4) не
исследовался.

Для второй задачи – смешанной краевой – характерны существенные отличия как в пове-
дении собственных пар при h → +0, так и в степени исполнения асимптотического анализа.
В п. 6 на основе изучения явления пограничного слоя (см. п. 4) продемонстрирована “ущерб-
ность” плоской модели прокладки Ωh со свободной боковой поверхностью Γh : во-первых, не
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удаётся обоснованно (с оценками погрешностей) назначить краевые условия на границе γ се-
чения ω, и, во-вторых, асимптотика любого количества собственных чисел (8) не может быть
описана посредством решений какой-либо краевой задачи для системы дифференциальных
уравнений в области ω ⊂ R

2 (теорема 4). Кроме того, в теореме 5 из п. 6 установлено, что
собственные вектор-функции задачи (2), (3), (5) сугубо локализованы в малой окрестности
кромки пластины и экспоненциально затухают при удалении от неё.

Вместе с тем асимптотическое строение собственных пар рассматриваемой смешанной кра-
евой задачи осталось невыясненным, хотя в статье [10] уже были приведены асимптотические
конструкции в похожей, но более простой скалярной задаче. В последнем п. 7 обсуждаются
родственные задачи об упругих пластинах и упоминаются другие открытые вопросы асимп-
тотического анализа.

2. Формальная асимптотика в задаче Дирихле. Для собственных пар {Λh;uh} ∈
∈ R+ ×H1

0 (Ω
h) задачи (2)–(4) примем анзацы

Λh = μπ2h−2 + β + . . . (13)

и
uhi (x) = vi(y) sin(πζ) + h2Vi(y, ζ) + . . . , i = 1, 2, (14)

uh3(x) = hV3(y, ζ) + . . . (15)

Вектор v = (v1, v2), число β и функции Vk подлежат определению, ζ = h−1z – растянутая
поперечная координата, а многоточие заменяет младшие асимптотические члены, не суще-
ственные в предпринимаемом анализе. Первые слагаемые в правых частях соотношений (13)
и (14) подобраны так, чтобы в главном выполнялись равенства (2) и (3). Собрав множители
при h−1 в системе (2), приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению

−(λ+ 2μ)∂2
ζV3(y, ζ)− μπ2V3(y, ζ) = (λ+ μ)π cos(πζ)∇y · v(y), ζ ∈ (0, 1), (16)

с параметром y ∈ ω. Дополнив это уравнение проистекающими из (3) условиями Дирихле

V3(y, 0) = V3(y, 1) = 0,

для главного члена анзаца (15) находим, что V3(y, ζ) = Z(ζ)∇y · v(y) и

Z(ζ) =
1

π

(

cos(πζ)− cos(παζ) +
1 + cos(πα)

sin(πα)
sin(παζ)

)

, α =

√
μ

λ+ 2μ
∈ (0, 1/

√
2]. (17)

Отметим, что sin(πα) > 0.
Очередная задача для вектора V ′ = (V1, V2) получается такой:

− μ∂2
ζV

′(y, ζ)− μπ2V ′(y, ζ) = F (y, ζ) := (λ+ μ)∂ζZ(ζ)∇y∇y · v(y) +

+ sin(πζ)(βv(y) + μΔyv(y) + (λ+ μ)∇y∇y · v(y)), ζ ∈ (0, 1),

V ′(y, 0) = V ′(y, 1) = 0. (18)

Задача (18) имеет решение в том и только в том случае, если среднее значение произведе-
ния sin(πζ)F (y, ζ) по ζ ∈ (0, 1) обращается в нуль. Непосредственными вычислениями такое
требование превращается в систему двух дифференциальных уравнений

−μΔyv(y)− (λ�(α) + μ)∇y∇y · v(y) = βv(y), y ∈ ω, (19)

в которой
λ�(α) = 4(λ+ μ)α(sin(πα))−1(1 + cos(πα)) − μ. (20)
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Соблюдая для функций (14) условия (4) на боковой поверхности цилиндра (1), замкнем сис-
тему (19) условиями Дирихле

v(y) = 0, y ∈ γ = ∂ω. (21)

Итак, получена плоская задача теории упругости на сечении ω. Её вариационная поста-
новка принимает вид

μ(∇yv,∇yϕ)ω + (λ�(α) + μ)(∇y · v,∇y · ϕ)ω = β(v, ϕ)ω при всех ϕ ∈ H1
0 (ω)

2. (22)

Новая постоянная Ламе (19), положительная при больших λ > 0, становится отрицательной
при λ = 0. Вместе с тем λ�(α)+μ > 0 для всех λ � 0, и поэтому билинейная форма из левой
части интегрального тождества (22) положительно определена.

Предложение 1. Спектр задачи (22) (или (19), (21) в дифференциальной форме) образу-
ет монотонную положительную последовательность нормальных собственных чисел

0 < β1 � β2 � β3 � . . . � βm � . . . → +∞. (23)

Соответствующие собственные вектор-функции v(1), v(2), v(3), . . . , v(m), . . . ∈ H1
0 (ω)

2 можно
подчинить условиям ортогональности и нормировки

(v(m), v(m))ω = δp,q, p, q ∈ N. (24)

3. О сходимости. Зафиксируем номер m ∈ N. Далее в замечании из п. 5 будет пояснено
соотношение

Λh
m − μπ2h−2 � Bm, (25)

а значит, вдоль некоторой положительной бесконечно малой последовательности {hj}j∈N име-
ет место сходимость

Λ
hj
m − μπ2h−2

j → βm. (26)

Далее индексы j и m по возможности не пишем.
Положим

vh(y) =

√
2

h

h∫

0

uh(y, z) sin

(

π
z

h

)

dz, Vh(y, z) = uh(y, z)−
√

2

h
sin

(

π
z

h

)

vh(y). (27)

Поскольку среднее произведения sin(πh−1z)Vh(y, z) по z ∈ (0, h) равно нулю, справедливо
неравенство Пуанкаре

h∫

0

|∂zVh(y, z)|2 dz � 4
π2

h2

h∫

0

|Vh(y, z)|2 dz. (28)

Кроме того, в силу условия нормировки (9) имеем

1 = ‖uh;L2(Ωh)‖2 = ‖vh;L2(ω)‖2 + ‖Vh;L2(Ωh)‖2. (29)

Отбрасывая ненужные члены, выводим из интегрального тождества (7) соотношение

Λh(‖vh;L2(ω)‖2 + ‖Vh;L2(Ωh)‖2) � μ‖∂zuh;L2(Ωh)‖2 =

= μ
π2

h2
‖vh;L2(ω)‖2 + μ‖∂zVh;L2(Ωh)‖2 + 2μ

π

h

∫

Ωh

cos

(

π
z

h

)

vh(y)∂zV
h(y, z) dy dz. (30)

При учёте определений (27) интегрированием по частям превращаем последний интеграл в
нуль. Таким образом, соотношения (25) и (28)–(30) приводят при малом h к оценкам

C � (Λh − μπ2h−2)‖vh;L2(ω)‖2 � (4μπ2h−2 − Λh)‖Vh;L2(Ωh)‖2, ‖Vh;L2(Ωh)‖2 � ch2. (31)
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Обозначим uh′ = (uh1 , u
h
2) и заметим, что

μ‖∇yu
h′;L2(Ωh)‖2 + μ‖∇y · uh′ + ∂zu

h
3 ;L

2(Ωh)‖2 �

� 3

2
μ‖∇y · uh′;L2(Ωh)‖2 + μ‖∂zuh3 ;L2(Ωh)‖2 + 2μ

∫

Ωh

∂zu
h
3∇y · uh′dx � μ

3
‖∂zuh3 ;L2(Ωh)‖2.

Следовательно, при малом h > 0 верны формулы

Λh(‖uh′;L2(Ωh)‖2+‖uh3 ;L2(Ωh)‖2) � μ‖∂zuh′;L2(Ωh)‖2+μ‖∇yu
h′;L2(Ωh)‖2+μ‖∂zuh3 ;L2(Ωh)‖2+

+ μ‖∇y · uh′ + ∂zu
h
3 ;L

2(Ωh)‖2 � μ
π2

h2
‖uh′;L2(Ωh)‖2 + μ

4π2

3h2
‖uh3 ;L2(Ωh)‖2,

(

μ
4π2

3h2
− Λh

)

‖uh3 ;L2(Ωh)‖2 �
(

Λh − μ
π2

h2

)

‖uh′;L2(Ωh)‖2 и ‖uh3 ;L2(Ωh)‖2 � ch2. (32)

Наконец, полученные соотношения приводят к неравенствам

Λh‖uh;L2(Ωh)‖2 � μ‖∂zuh3 ;L2(Ωh)‖2 + ‖∇y(v
h
√
2h−1 sin(πh−1z) +Vh);L2(Ωh)‖2,

‖∇yv
h;L2(ω)‖2 � c. (33)

Подведём итог. Согласно формулам (29) и (33) вдоль подпоследовательности {hj}j∈N (со-
храняем обозначение) имеют место сходимости

v
hj

(m)i → v0
(m)i, i = 1, 2, v

hj

(m)3 → v0
(m)3 слабо в H1

0 (ω) и сильно в L2(ω), (34)

причём ‖v0′
(m)i;L

2(ω)‖ = 1 и v0
(m)3 = 0 в силу соотношений (29), (31) и (32). Кроме того,

взяв ϕ ∈ C∞
c (ω), подставим в интегральное тождество (7) пробную вектор-функцию ψh с

компонентами

ψh
i (x) =

√
2h−1 sin(πh−1z)ϕi(y), i = 1, 2, ψh

3 (x) =
√
2hZ(h−1z)∇y · ϕ(y).

После интегрирования по частям и простых преобразований приходим к равенству
√
2h−1(uh′, sin(πζ)(μΔyϕ+(λ+μ)∇y∇y ·ϕ(1+∂ζZ)))Ωh+

√
2h−1(Λh−μπ2h−2)(uh′, sin(πζ)ϕ)Ωh =

=
√
2h−3(uh′, ((λ+ 2μ)∂2

ζZ + μπ2h−2Z + (λ+ μ)π cos(πζ))∇y · ϕ)Ωh +

+
√
2h(uh3 , μZΔy∇y · ϕ)Ωh +

√
2h(Λh − μπ2h−2)(uh3 , Z∇y · ϕ)Ωh . (35)

Первое слагаемое в правой части этого равенства обращается в нуль благодаря уравнению (16),
а пределы остальных двух – нули, так как выполняются соотношения (32), (25) и неравенство

‖ZΔy∇y · ϕ;L2(Ωh)‖+ ‖Z∇y · ϕ;L2(Ωh)‖ � cϕ
√
h.

Согласно сходимостям (26), (34) и формулам (27), (31) предел второго слагаемого из левой
части равенства (35) – скалярное произведение β(v0′, ϕ)ω . На основании оценки (31) в первом
слагаемом можно сделать замену uh′ �→

√
2h−3vh sin(πζ) – его предел аннулируется после

подстановки uh′ �→ Vh. Наконец, вычисления из п. 2, касающиеся условий разрешимости
задачи (18), позволяют найти общий предел

(v0′, μΔyϕ+ (λ�(α) + μ)∇y∇y · ϕ+ βϕ)ω = 0 при всех ϕ ∈ C∞
c (ω)2. (36)
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Соотношение (36) превращаем в интегральное тождество (22) и по замыканию переносим на
все пробные вектор-функции ϕ ∈ H1

0 (ω)
2. Итак, в предположении (25) доказана

Теорема 1. Предельные переходы (26) и (34) предоставляют собственную пару {βm;v0′
(m)}

задачи (36).
Полученное утверждение обладает несколькими недостатками, например, неизвестны ско-

рости сходимостей и номер собственного числа βm в последовательности (23). Для их устра-
нения изучим явление пограничного слоя.

4. Спектральная задача в полуполосе. Формальный вывод системы (19) совершенно
безразличен к типу краевых условий на боковой поверхности Γh пластины Ωh и поэтому
“обслуживает” смешанную краевую задачу (2), (3), (5). Осложнения возникают при постановке
краевых условий на границе γ сечения ω. Как обычно (ср. [11–13; 14, гл. 16] и др.), нужно
построить пограничный слой вблизи кромки пластины – требование его экспоненциального
затухания как раз и определяет искомые условия. Растянем координаты

(n, z) �→ ξ = (ξ1, ξ2) = (h−1n, h−1z), (37)

но сохраним прежний масштаб для координаты s. Замена x �→ (ξ, s) и формальный переход
к h = 0, исключая переменную s, расщепляют систему (2) на две: систему двух уравнений о
плоском деформированном состоянии пластины

−μΔξw
′(ξ)− (λ+ μ)∇ξ∇ξ · w′(ξ) = Mw′(ξ), ξ ∈ Π, (38)

для вектора w′ = (w1, w2) в полуполосе

Π = {ξ : ξ1 < 0, ξ2 ∈ (0, 1)} (39)

и скалярное уравнение
− μΔξw3(ξ) = Mw3(ξ), ξ ∈ Π, (40)

для депланации w3. При этом M – новое обозначение спектрального параметра, и с допусти-
мой погрешностью координаты (37) можно интерпретировать как декартовы, т.е. w1 = wn,
w2 = wz и w3 = ws – образы смещений uhn, uhz и uhs , а напряжения вычисляются по форму-
лам (6) при замене дифференцирования по xi дифференцированием по ξi и удалении всех
производных по x3. В соответствии с равенствами (3) и (4) или (5) замыкаем систему (38)
следующими краевыми условиями на боковых сторонах и торце � = {ξ : ξ1 = 0, ξ2 ∈ (0, 1)}
полуполосы (39):

w′(ξ1, 0) = w′(ξ1, 1) = 0, ξ1 < 0, (41)

w′(ξ) = 0 или (λ+ 2μ)
∂w1

∂ξ1
(ξ) + λ

∂w2

∂ξ2
(ξ) = μ

∂w1

∂ξ2
(ξ) + μ

∂w2

∂ξ1
(ξ) = 0, ξ ∈ �. (42)

Краевые условия для уравнения (40) принимают вид

w3(ξ1, 0) = w3(ξ1, 1) = 0, ξ1 < 0,

w3(ξ) = 0 или μ
∂w3

∂ξ1
(ξ) = 0, ξ ∈ �. (43)

Спектры скалярных задач Дирихле или смешанной краевой легко изучаются при помощи
метода Фурье. Для задачи (40), (43) непрерывный спектр – луч [M†,+∞) с точкой отсечки

M† = μπ2, (44)

а точечный спектр пуст, т.е. нет ни изолированных, ни вкраплённых в непрерывный спектр
собственных чисел.

Исследование спектров задач теории упругости (38), (41), (42) значительно сложнее, и до
сих пор нет полных ответов для смешанной краевой задачи. В работах [10, 15, 16] доказано,
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что при постановке на торце � краевых условий в напряжениях непрерывный спектр – луч
[M†,+∞) с прежней точкой отсечки (44), но дискретный спектр содержит по крайней мере
одно собственное число

M1 ∈ (0,M†). (45)

Соответствующая собственная вектор-функция W(1) ∈ H1(Π)2 обращается в нуль на боковых
сторонах полуполосы Π, исчезает на бесконечности с экспоненциальной скоростью и удовле-
творяет следующему из вариационной постановки задачи равенству

M1‖W(1);L
2(Π)‖2 = E�(W(1),W(1); Π) :=

:=

∫

Π

(

2μ

∣
∣
∣
∣
∂W(1)1

∂ξ1

∣
∣
∣
∣

2

+ 2μ

∣
∣
∣
∣
∂W(1)1

∂ξ1

∣
∣
∣
∣

2

+ μ

∣
∣
∣
∣
∂W(1)1

∂ξ2
+

∂W(1)2

∂ξ1

∣
∣
∣
∣

2

+ λ

∣
∣
∣
∣
∂W(1)1

∂ξ1
+

∂W(1)2

∂ξ2

∣
∣
∣
∣

2)

dξ. (46)

Кратность дискретного спектра смешанной задачи теории упругости (38), (41), (42) оста-
лась неизвестной и, что особенно важно, неочевидно, возникает ли в этой задаче пороговый
резонанс? Согласно публикациям [17, 18] пороговый резонанс реализуется тогда, когда у за-
дачи при M = M† появляется нетривиальное ограниченное решение

w†(ξ) = Te(1) sin(πξ2) + w̃ †(ξ), (47)

в котором остаток w̃ †(ξ) экспоненциально затухает на бесконечности, e(1) = (1, 0) и T ∈ R.
Если коэффициент T обратился в нуль, то M† – собственное число из точечного спектра и
w† = w̃ † ∈ H1(Π)2 – собственная вектор-функция, т.е. захваченная упругая волна. В случае
T �= 0 решение (47) – почти стоячая волна и пороговый резонанс правильный по терминоло-
гии [18]. Например, в смешанной краевой задаче (40), (43) реализуется именно правильный
пороговый резонанс и sin(πξ2) – нужное решение, но в скалярной задаче Дирихле для того
же уравнения (40) пороговый резонанс отсутствует полностью.

Предложение 2. В векторной задаче Дирихле (38), (41), (42) нет ни точечного спектра,
ни порогового резонанса.

Доказательство. Простой способ проверки утверждения, основанный на классическом
приёме [19], заимствуем из статей [15, 16]. Пусть w′ – либо захваченная волна, либо почти
стоячая волна (47) на пороге. Благодаря слабой сингулярности напряжений в вершине прямого
угла с данными Дирихле на его сторонах (см. [20] и [21, гл. III, § 8]), производная W ′ = ∂w′/∂ξ1
принадлежит пространству H1(Π)2, затухает на бесконечности с экспоненциальной скоростью
и удовлетворяет равенствам (38) и (41). Таким образом, для w′ и W ′ верна формула Грина,
из которой исчезают все интегралы, кроме

1∫

0

∑

i=1,2

σ1i(w
′; 0, ξ2)W

′
i (0, ξ2) dξ2 =

1∫

0

(

(λ+ 2μ)

∣
∣
∣
∣
∂w1

∂ξ1
(0, ξ2)

∣
∣
∣
∣

2

+ μ

∣
∣
∣
∣
∂w2

∂ξ1
(0, ξ2)

∣
∣
∣
∣

2)

dξ2,

а значит, аннулируется и он, т.е. поле w′ обращается в нуль на торце � вместе со своими про-
изводными, что невозможно в силу теоремы о единственности продолжения решений системы
Ламе (см., например, [22, гл. 4]).

Общие принципы анализа явления пограничного слоя в тонких областях (см. [11; 14, гл. 16;
23; 24] и др.) связывают тип краевого условия в предельной задаче пониженной размерности
именно с качеством порогового резонанса, в частности, с его отсутствием. Так, правомочность
постановки условия Дирихле (21), замыкающего систему дифференциальных уравнений (19),
обусловлена именно предложением 2 (в п. 2 краевое условие назначено эвристически). По-
скольку о пороговом резонансе в смешанной краевой задаче (38), (41), (42) сведений нет, обос-
нованно снабдить систему (19) краевыми условиями автор не может, но это обстоятельство
непринципиально, так как в п. 6 будет показано, что анзац (13) просто непригоден для её
собственных чисел (8), асимптотику которых следует искать из совершенно иной предельной
задачи. Вывод последней выходит за рамки данной работы.
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5. Обоснование асимптотической модели. В гильбертовом пространстве

Hh := H1
0 (Ω

h)3

введём скалярное произведение

〈uh, ψh〉h = E�(u
h, ψh; Ωh) (48)

и положительный, симметричный и непрерывный, а значит, самосопряжённый оператор Kh,

〈Khuh, ψh〉h = (uh, ψh)Ωh для всех uh, ψh ∈ Hh. (49)

Оператор Kh компактный и, следовательно, в силу теорем 10.1.5 и 10.2.2 из [3] его существен-
ный спектр – одна точка κ = 0, а дискретный спектр образует монотонную положительную
бесконечно малую последовательность собственных чисел

κh1 � κh2 � κh3 � . . . � κhm � . . . → +0. (50)

Благодаря определениям (48) и (49), вариационная постановка (7) задачи (2)–(4) эквивалентна
абстрактному уравнению

Khuh = κhuh в Hh,

а члены последовательностей (50) и (8) находятся в отношении

κhm = (Λh
m)−1. (51)

Следующее утверждение, известное как лемма о “почти собственных” числах и векторах
(см. первоисточник [25]), обеспечено спектральным разложением резольвенты (см., например,
книгу [3, гл. 6]).

Лемма 1. Пусть Uh ∈ Hh и Kh ∈ R+ таковы, что

‖Uh;Hh‖ = 1, ‖KhUh −KhUh;Hh‖ =: δh ∈ [0,Kh). (52)

Тогда у оператора Kh есть собственное число κhn(h), подчинённое неравенству |Kh−κhn(h)| �
� δh. Более того, для любого δh∗ ∈ (δh,Kh) найдутся коэффициенты CNh , . . . , CNh+Xh−1,
при которых верны формулы

∥
∥
∥
∥U

h −
Nh+Xh−1∑

�=Nh

Ch
�U

h
(�);Hh

∥
∥
∥
∥ � 2

δh

δh∗
,

Nh+Xh−1∑

�=Nh

|Ch
� |2 = 1, (53)

где κhNh , . . . , κhNh+Xh−1
– набор всех собственных чисел оператора Kh из сегмента [Kh− δh∗,

Kh + δh∗ ], а соответствующие собственные векторы Uh
(Nh)

, . . . , Uh
(Nh+Xh−1)

подчинены
условиям ортогональности и нормировки

〈Uh
(p),U

h
(q)〉h = δp,q. (54)

Согласно связи (51) спектральных параметров и асимптотическим конструкциям из п. 2 в
качестве почти собственной пары возьмём

Kh
m = h2(μ�2 + h2βm)−1, (55)

Uh
(m)(x) = ‖V h

(m) +W h
(m);Hh‖−1(V h

(m)(x) +W h
(m)(x)). (56)
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Здесь βm – собственное число предельной задачи (19), (21), а из соответствующей собственной
вектор-функции v(m), нормированной равенством (9), сформируем сложно устроенный вектор
V h
(m) ∈ Hh с компонентами

V h
(m)i(x) = (v(m)i(y) + hv#(m)i(y)) sin(πζ) + h2Xh(y)V(m)i(y, ζ), i = 1, 2,

V h
(m)3(x) = hZ(ζ)∇y · v(m)(y), (57)

где (V(m)1, V(m)2) – решение задачи (18), в которой β = βm и v = v(m), а v#(m) = (v#(m)1, v
#
(m)2) –

какая-нибудь гладкая в ω = ω
⋃
∂ω вектор-функция, удовлетворяющая краевому условию

v#i (y) = T∇y · v(y), y ∈ γ. (58)

Множитель T и экспоненциально затухающее при ξ1 = h−1n → −∞ слагаемое

W h
(m)(x) = hχω(y)w̃(h

−1n, h−1z)∇y · v(m)(y) (59)

взяты из разложения (47) решения w′ системы (38) при M = M† с краевыми условиями
(41) и

w′
1(ξ) = 0, w′

2(ξ) = −Z(ξ2), ξ ∈ �, (60)

причём w̃1 и w̃2 – проекции вектора w̃(h−1n, h−1z) на оси n и z, а проекция на ось s нулевая.
Существование решения, стабилизирующегося на бесконечности к выражению Te(1) sin(πξ2),
обеспечено общими результатами [26, гл. 5, §§ 4, 5] и [16] в силу отсутствия порогового резонан-
са (см. предложение 2). Наконец, гладкие срезающие функции χω,Xh ∈ C∞(ω) удовлетворяют
требованиям

χω = 1 в d-окрестности Vd контура γ, χω = 0 вне окрестности V,

Xh = 0 в Vh, Xh = 1 вне V2h. (61)

Первая из них нужна для продолжения пограничного слоя с множества V × (0, h), где вве-
дены координаты (n, s, z), на всю область Ωh, а вторая благодаря соотношениям (58) и (60)
обеспечивает выполнение краевого условия (4) суммой V h

(m)+W h
(m), которая в итоге попадает

в пространство H1
0 (Ω

h)3.
Оценим величину δhm, найденную согласно формуле (52) по паре (55). Далее индекс m не

пишем. При учёте соотношений (48) и (49) имеем

δh = sup |〈KhUh −KhUh,Ψh〉h| = (62)

= (μπ2h−2 + β)−1‖V h +W h;Hh‖−1 sup |E(V h +W h,Ψh; Ωh)− (μπ2h−2 + β)(V h +W h,Ψh)Ωh | =

= (μπ2h−2 + β)−1‖V h +W h;Hh‖−1 sup |((μΔx + (λ+ μ)∇x∇ ·+μπ2h−2 + β)(V h +W h),Ψh)Ωh |.
Супремум вычисляется по единичному шару в пространстве Hh, т.е. ‖Ψh;Hh‖ � 1 и выпол-
нено неравенство (12). В лемме 2 будет проверено, что

‖V h +W h;Hh‖ � ch−1/2, c > 0. (63)

Скалярное произведение между последними знаками модуля в (62) представим в виде

((μΔy + (λ+ μ)∇y∇y ·+β)v sin(πζ) + (λ+ μ)∂ζZ∇y · v + μ(∂2
ζ + π2)V ′,Ψh′)Ωh +

+ μ(∂2
ζV

′, (1−Xh)Ψ
h′)Ωh + h−1(((λ+ 2μ)∂2

ζZ + μπ2Z + π(λ+ μ) cos(πζ))∇y · v,Ψh
3)Ωh +

+ h((μΔy + (λ+ μ)∇y∇y ·+β)(v# sin(πζ) + Z∇y · v),Ψh′)Ωh +
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+ h((μΔx + (λ+ μ)∇x∇x ·+μπ2h−2 + β)(χωw̃),Ψ
h)Ωh +

+ h2((μΔy + (λ+ μ)∇x∇x ·+β)(XhV
′),Ψh′)Ωh =: Ihv + IhX + h−1IhZ + hIh# + hIhw + h2IhV .

В силу уравнений (16) и (18) слагаемые Ihv и IhZ обращаются в нуль. Оценим остальные. При
учёте формул (61) и (12) находим, что

|IhX | � c‖Ψh′;L2(Ωh)‖(mes3 supp (1−Xh))
1/2 � Ch2,

h|Ih#| � c‖Ψh′;L2(Ωh)‖(mes3Ω
h)1/2 � Ch5/2,

h2|IhV | � ch2‖Ψh′;L2(Ωh)‖(h−2mes3 supp |∇yXh|+mes3Ω
h)1/2 � Ch2. (64)

Здесь учтены объёмы O(h) и O(h2) множеств Ωh и supp (1 − Xh) ⊃ supp |∇yXh|, а также
мажоранты c1h

−1 и c2h
−2 для модулей первых и вторых производных функции Xh.

Осталось исследовать слагаемое hIhw, содержащее экспоненциально затухающий погра-
ничный слой (59). Обозначив через L(∇x) матрицу дифференциальных операторов из левой
части системы (2), заметим, что носители коэффициентов коммутатора [L(∇x), χω], т.е. диф-
ференциального оператора L(∇x)χω −χωL(∇x) первого порядка, расположены на множестве

{x ∈ Ωh : y ∈ V, dist (y, γ) > h},

где величины w̃(ξ) и ∇ξw̃(ξ) становятся экспоненциально малыми. Кроме того, замена коор-
динат (37) и переход к h = 0 в п. 4 сопровождался спрямлением границы Γh и заморажи-
ванием коэффициентов в операторе L(∇x), а значит, выражение χω(y)L(∇x)(w̃(ξ)∇y · v(y))
представляет собой линейную комбинацию самой вектор-функции w̃ и её производных первого
и второго порядков с коэффициентами O(1) и O(h−1), O(h−1|n|) соответственно. Посколь-
ку интеграл по пластине Ωh от функции F h(x) = O((dist (y, γ))ke−δ dist (y,γ)/h) есть O(h2+k),
обнаруживаем, что

h|Ihw| � ch‖Ψh′;L2(Ωh)‖(e−δd/h + h(1 + h−1)) � Ch2. (65)

Итак, из соотношений (55), (63)–(65) следует, что величина (62) не превосходит cmh9/2,
т.е. по лемме 1 найдётся собственное число κhn(h) оператора Kh, подчинённое неравенству
|κhn(h) −Kh

m| � cmh9/2, или согласно связи (51) – собственное число Λh
n(h) задачи (2)–(4), для

которого выполнено соотношение

|Λh
n(h) − μπ2h−2 − βm| � cmh5/2(μπ2 + h2βm)Λh

n(h). (66)

Отсюда вытекает формула
Λh
n(h) � 2(μπ2h−2 + βm) (67)

при таких h, что 2cmh5/2(μπ2 + h2βm) � 1, влекущая за собой искомое неравенство

|Λh
n(h) − μπ2h−2 − βm| � 2cmh1/2(μπ2 + h2βm)2 � Cmh1/2 при h ∈ (0, hm] (68)

с некоторыми величинами hm > 0 и Cm.
Пусть теперь βm – κm-кратное собственное число задачи (19), (21), т.е.

βm−1 < βm = . . . = βm+κm−1 < βm+κm . (69)

По формулам (56), (57) определим почти собственные вектор-функции Uh
(p), p = m,m+κm−1,

отвечающие почти собственному числу (55).
Лемма 2. Справедливы неравенства

|〈Uh
(p), U

h
(q)〉h − δp,q| � cmh, p, q = m,m+ κm − 1. (70)
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Доказательство. Структуры (57) и (59) обеспечивают простые формулы

|〈V h
(p), V

h
(q)〉h − μπ2(2h)−1(v(p), v(q))ω| � cm, |〈W h

(p),W
h
(q)〉h| � cmh.

В первой из них использовано определение (48), а также вычислены производная ∂z sin(πz/h)
и интеграл от cos2(πz/h). Кроме того, приняв во внимание соотношение (24), применяем эти
формулы дважды – сначала при p = q для обработки нормы ‖V h

(p) + W h
(p);Hh‖, а затем

при разных индексах p, q = m,m+ κm − 1. В итоге приходим к неравенствам (70). Лемма
доказана.

Применим вторую часть леммы 1 при δh = max{δhm, . . . , δhm+κm−1} и δh∗ = t−1δh, причём
величину t ∈ (0, 1) зафиксируем далее. Обозначим через Ch

(p) ∈ R
Xh и Sh

(p) ∈ Hh столбец
коэффициентов и линейную комбинацию собственных векторов Uh

(m), . . . , Uh
(m+κm−1), най-

денных по Uh
(p). Благодаря условиям ортогональности и нормировки (54) имеем

|Ch
(p) ·Ch

(q) − δp,q| = |〈Sh
(p),S

h
(q)〉h − δp,q| � |〈Sh

(p) − Uh
(p),S

h
(q)〉h|+

+ |〈Uh
(p),S

h
(q) − Uh

(p)〉h|+ |〈Uh
(p), U

h
(q)〉h − δp,q| � 2t+ 2t+ cmh.

Таким образом, при малых t и h столбцы Ch
(m), . . . ,C

h
(m+κm−1) ∈ R

Xh “почти ортонорми-
рованы”, что возможно лишь в случае X h � κm, а значит, на сегменте [Kh

m − tcmh9/2,Kh
m +

+ tcmh9/2] расположено не менее κm собственных чисел оператора Kh. В итоге, повторив
выкладки (66) и (67), получаем, что при некотором n(h) ∈ N собственные числа Λh

n(h), . . .
. . . , Λh

n(h)+κm−1 задачи (2)–(4) удовлетворяют оценке (68) с новым множителем Cm.

Замечание. Поскольку каждому собственному числу βk предельной задачи (19), (21) по-
ставлено в соответствие собственное число Λh

nk(h)
исходной задачи (2)–(4), расположенное в

малой окрестности точки μπ2h−2 + βm, при h � min{h1, . . . , hm+κm−1} справедливо неравен-
ство nm+κm−1(h) � m + κm − 1, влекущее за собой оценку (25) с мажорантой Bm � βm +
+ Cm

√
hm.

Подведём итог проделанным вычислениям.
Теорема 2. Собственные числа (8) и (23) задач (2)–(4) и (19), (21) находятся в от-

ношении
|Λh

m − μπ2h−2 − βm| � cm
√
h при h ∈ (0, hm],

где cm и hm > 0 – некоторые величины.
Доказательство. Осталось убедиться в том, что n(h) = m в формуле (68). В замечании

установлено, что n(h) � m. Предположим, что n(hj) > m для некоторой положительной
бесконечно малой последовательности {hj}j∈N. Тогда найдутся собственные вектор-функ-
ции u

hj

(kj)
, отвечающие собственным числам Λ

hj

kj
� μπ2h−2 + βm + cm

√
h, и ортогональные

в L2(Ωhj)3 собственным вектор-функциям u
hj

(1), . . . , u
hj

(m+κm−1). Предельные переходы (26)
и (34) предоставляют и собственное число βm � βm, и отвечающую ему собственную век-
тор-функцию vm задачи (19), (21), ортогональную в L2(ω)2 функциям v(1), . . . , v(m+κm−1).
Последнее противоречит правилу составления последовательности (23). Теорема доказана.

Теорема об асимптотике собственных вектор-функций исходной задачи, как обычно, вы-
водится при помощи второй части леммы 1. Для упрощения её формулировки ограничимся
указанием только главного члена асимптотики компонент вектора смещения.

Теорема 3. Пусть m ∈ N и βm – собственное число задачи (19), (21) из формулы (69).
Найдутся такие величины cm, hm > 0 и столбцы коэффициентов ah,p = (ah,pm , . . . , ah,pm+κm−1),

p = m,m+κm−1, образующие ортогональную (κm×κm)-матрицу ah =(ah,m, . . . , ah,m+κm−1),
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что для собственных вектор-функций задач (2)–(4) и (19), (21), подчинённых условиям ор-
тогональности и нормировки (9) и (24) соответственно, выполнены неравенства

∑

i=1,2

(‖∇y(u
h
(p)i − Svh

(p)i);L
2(Ωh)‖2 + h−1/2‖uh(p)i − Svh

(p)i;L
2(Ωh)‖2 + ‖∂zuh(p)i;L2(Ωh)‖2) +

+ ‖∂zuh(p)3 − ∂ζZ∇y · vh
(p);L

2(Ωh)‖2 + h−1‖rh∇y(u
h
(p)3 − hZ∇y · vh

(p));L
2(Ωh)‖2 +

+ h−1‖uh(p)3 − hZ∇y · vh
(p);L

2(Ωh)‖2 � cm
√
h при h ∈ (0, hm], (71)

где S(ζ) = sin(πζ), Z – функция (17), rh(y) = h+ dist (y, γ) – весовой множитель и

vh
(p) = (vh

(p)1,v
h
(p)2) =

√
2

h

m+κm−1∑

q=m

ah,pq v(q), p = m,m+ κm − 1. (72)

Доказательство. Ограничимся рассмотрением простого собственного числа βm, при
кратности κm > 1 рассуждения и выкладки вполне аналогичны, но более громоздки (см.,
например, [6, гл. 7]). Благодаря теореме 2 получаем, что N h = m, X h = 1, Ch

m = ±1 в
формулах (53) и, кроме того, в них можно взять δh∗ = h4dm, где

2dm = μ−2π−4 min{βm − βm−1, βm+1 − βm}

(учли расстояния O(h4) между соседними членами κhm и κhm±1 последовательности (50)).
В итоге мажоранта в первой оценке (53) становится равной 2d−1

m h1/2. Вектор-функции Uh
(m)

и Uh
(m) нормированы в пространстве Hh со скалярным произведением (48), но в соответ-

ствии с соотношениями (9) и (72) вектор-функции uh(m) и vh
(m) нормированы в пространстве

Лебега L2(Ωh)n при n = 3 и n = 2 соответственно. В силу интегрального тождества (7)
выполнено равенство Uh

(m) = (Λh
m)−1/2uh(m), а значит, при сравнении uh(m) и vh

(m) мажоранта
приобретает порядок h3/2, т.е. оценка получается в результате удаления “лишних” слагаемых
из асимптотических конструкций V h

(m) и W h
(m). Подчеркнём, что ввиду экспоненциального

затухания сомножителя w̃ для пограничного слоя (59) верны соотношения

‖∇xW
h
(m);L

2(Ωh)‖+ h−1‖rh∇xW
h
(m);L

2(Ωh)‖+ h−1‖W h
(m);L

2(Ωh)‖ � cmh.

Именно они и коэффициент O(h−1/2) в формуле (72) предопределяют строение левой и поря-
док правой частей неравенства (71).

6. О локализации собственных колебаний около свободной боковой поверхно-
сти. Незаконченность асимптотического анализа спектра задачи (2), (3), (5) объясняется дву-
мя проверенными в данном пункте теоремами, указывающими, как упоминалось, на невоз-
можность асимптотического описания собственных пар {Λh

m;uh(m)} посредством какой-либо
краевой задачи для системы дифференциальных уравнений (19).

Теорема 4. Для любых m ∈ N и M ∈ [M1,M†) найдётся такая величина hm(M) > 0,
что при h ∈ (0, hm(M)] замкнутый сегмент [0,Mh−2] содержит не менее m собственных
чисел задачи (2), (3), (5).

Доказательство. Билинейная форма в левой части интегрального тождества (11) замкну-
та, симметрична и положительно определена на пространстве Hh

= (см. формулы (10) и (12)),
т.е. задаче (2), (3), (5) ставится в соответствие неограниченный самосопряжённый положи-
тельно определённый оператор A=

h в пространстве L2(Ωh)3, а его собственные числа (8)
вычисляются при помощи максиминимального принципа (см. [3, гл. 10, § 1, теорема 10.2.2])

Λh
m = max

Lh
m

inf
ψh∈Lh

m\{0}

E(ψh, ψh; Ωh)

‖ψh;L2(Ωh)‖2 . (73)

Здесь Lh
m – любое подпространство в Hh

= с коразмерностью m− 1, в частности, Lh
1 = Hh

=.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



1678 НАЗАРОВ

Зафиксируем номер m ∈ N и построим набор пробных вектор-функций Ψh
(1), . . . ,Ψ

h
(m) ∈

∈ Hh
=, для которых выполнены соотношения

(Ψh
(p),Ψ

h
(q))Ωh = δp,q, p, q = 1,m,

E(Ψh,Ψh; Ωh) � (M1h
−2 + Cmh−1)‖Ψh;L2(Ωh)‖2 при всех Ψh =

m∑

p=1

ahmΨh
m. (74)

Тогда любое подпространство Lh
m ⊂ Hh

= с коразмерностью m−1 содержит свою нетривиаль-
ную линейную комбинацию Ψh(Eh

m) построенных вектор-функций. В результате выводим из
формул (73) и (74) соотношение

Λh
m � max

Lh
m

E(Ψh(Eh
m),Ψh(Eh

m); Ωh)

‖Ψh(Eh
m);L2(Ωh)‖2 � M1

h2
+

Cm

h
,

которое завершит доказательство нужного утверждения.
Для построения нужного набора Ψh

(1), . . . , Ψh
(m) выделим на контуре γ непустые попар-

но непересекающиеся открытые дуги γ1, . . . , γm и выберем нетривиальные функции φp ∈
∈ C∞

c (γp), p = 1,m. Положим

Φh
(p)n(x) = χω(y)φp(s)W(1)1(h

−1n, h−1z),

Φh
(p)z(x) = χω(y)φp(s)W(1)2(h

−1n, h−1z), Φh
(p)s(x) = 0.

Здесь указаны проекции на оси n, z и s вектора Φh
(p)(x), χω – срезающая функция из списка

(61), а W(1) = (W(1)1,W(1)2) – собственная вектор-функция смешанной краевой задачи (38),
(41), (42), которая отвечает найденному собственному числу (45) (см. п. 4).

Выполнив вычисления, аналогичные проведённым в п. 5, получим формулы

‖Φh
(p);L

2(Ωh)‖ =

∫

γ

0∫

−d

h∫

0

|χω(y)|2
∣
∣
∣
∣W(1)

(
n

h
,
z

h

)∣
∣
∣
∣

2

J(n, s) dn dz ds =

= h2‖φp;L
2(γp)‖2(‖W(1);L

2(Π)‖2 +O(h)),

E(Φh
(p),Φ

h
(p); Ω

h) = ‖φp;L
2(γp)‖2(E�(W(1),W(1); Π) +O(h)) =

= ‖φp;L
2(γp)‖2(M1‖W(1);L

2(Π)‖2 +O(h)). (75)

При этом учтены якобиан J(n, s) = 1 +O(|n|), экспоненциальное затухание собственной век-
тор-функции W(1)(ξ) при ξ1 → −∞ и равенство (46). Бесконечно малые O(h) в формулах
(75) зависят от выбора дуги γp и плотности φp, однако в любом случае, положив Ψh

(p) =

= ‖Φh
(p);L

2(Ωh)‖−1Φh
(p), p = 1,m, добиваемся выполнения ограничений (74) с некоторой общей

постоянной cm. Теорема доказана.
Пусть Λh

m – собственное число задачи (2), (3), (5), подчинённое требованию

Λh � (μπ2 − �)h−2 (76)

с некоторым � > 0. Убедимся в том, что соответствующая собственная вектор-функция uh(m)

оказывается экспоненциально малой на удалении от боковой поверхности Γh, на которой по-
ставлены краевые условия в напряжениях. Далее индекс m не пишем.

Положим
Rθ

h(y) = eθρh(y), ρh(y) = min{1, h−1dist (y, γ)}. (77)
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Подставим в интегральное тождество (11) пробную вектор-функцию ψh = Rθ
hUh, в которой

Uh = Rθ
hu

h. После несложных преобразований, сводящихся к коммутированию весовой функ-
ции Rθ

h и градиент-оператора ∇y, приходим к равенству

Λh‖Uh;L2(Ωh)‖2 = E(Uh,Uh; Ωh) + J θ
h (Uh;Rθ

h),

где последнее слагаемое представляет собой интеграл по подобласти

Ωh
◦ = {x ∈ Ωh : dist (y, γ) > h},

а подынтегральное выражение не превосходит произведения

c|Uh(x)|T θ
h (y)(|∇yUh(x)|+ |Uh(x)|T θ

h (y)),

причём согласно определению (77) справедливы формулы

T θ
h (y) = R−θ

h (y)|∇yRθ
h(y)| � θh−1 в Ωh

◦ ,

T θ
h (y) = 0 в Ωh

� := Ωh \ Ωh
◦ .

Обозначив через X h гладкую срезающую функцию, равную единице на области Ωh
◦ и

нулю при 2dist (y, γ) > h, заметим, что

|E(X hUh,X hUh; Ωh)− E(UhUh; Ωh)| � ch−1‖Uh; Ωh
�‖(E(UhUh; Ωh

�)
1/2 + h−1‖Uh; Ωh

�‖).

Принципиальный момент: поскольку произведение X hUh обращается в нуль на боковой по-
верхности Γh и тем самым попадает в пространство H1

0 (Ω
h), функционал упругой энергии

можно превратить в функционал квазиэнергии, т.е.

E(X hUh,X hUh; Ωh) = E�(X hUh,X hUh; Ωh).

Принимая во внимание приведённые оценки, пользуемся интегральным тождеством (11) и
условием нормировки (9) следующим образом:

μπ2h−2 � Λh � Λh‖uh;L2(Ωh
�)‖2 = Λh‖Uh;L2(Ωh

�)‖2 =

= E(Uh,Uh; Ωh) + J θ
h (Uh;Rθ

h)− Λh‖Uh;L2(Ωh
◦)‖2 �

� 2τ1E(Uh,Uh; Ωh) + (1− 2τ1)E(Uh,Uh; Ωh
◦)− Λh‖Uh;L2(Ωh

◦)‖2 + J θ
h (Uh;Rθ

h) + (1− 2τ1)I(Uh).

Кроме того, верны неравенства

|J θ
h (Uh;Rθ

h)| � cθ(‖∇xUh; Ωh
◦‖2 + θh−2‖Uh; Ωh

◦‖2),

|Iθ
h(Uh)| � τ1E(Uh,Uh; Ωh

�) + Cτ−1
1 h−2‖Uh;L2(Ωh

�)‖2

и, что особенно важно,

(1− 2τ1)E(Uh,Uh; Ωh
◦) � τ2μ‖∇xUh;L2(Ωh

◦)‖2 + (1− 2τ1 − τ2)μπ
2h−2‖Uh;L2(Ωh

◦)‖2.

Соберём в левой части слагаемые, содержащие лебегову норму вектор-функции Uh на
тонком множестве Ωh

◦ = {x ∈ Ωh : dist (y, γ) < h}. При учёте требования (76) выбираем
положительные τ1, τ2 и θ настолько малыми, чтобы выполнялось неравенство

h2‖∇x(Rθ
hu

h
(m));L

2(Ωh
◦)‖2 + ‖Rθ

hu
h
(m);L

2(Ωh
◦)‖2 � cm. (78)

Итак, установлена

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



1680 НАЗАРОВ

Теорема 5. Если собственное число задачи (2), (3), (5) (или (11) в вариационной поста-
новке) удовлетворяет ограничению (76), то соответствующая собственная вектор-функция
uh(m), нормированная в L2(Ωh)3, подчинена оценке (78), в которой Rθ

h(y) – вес (77), равный
eθ dist (y,γ)/h вне

√
2h-окрестности кромки прокладки Ωh.

Собственные вектор-функции задачи (2), (3), (5) концентрируются около боковой поверх-
ности Γh, а значит, как предполагалось в работах [11] и [14, гл. 16], они реализуются как
пограничные слои, затухающие экспоненциально при удалении от кромки пластины (в теории
упругости это явление ещё предстоит изучить). Для скалярной спектральной задачи схожие
пограничные слои строились в статье [10].

7. Разное. 1◦. Гладкость границы. Формальное построение асимптотики в п. 2 не подразу-
мевает какого-либо ограничения на гладкость границы, но использованная процедура обосно-
вания асимптотики в п. 5 потребовала построить пограничный слой, а значит, “спрямить” боко-
вую поверхность Γh, т.е. придать контуру γ класс Гёльдера C2,α. По всей видимости, снять
последнее ограничение, наложенное на контур, нельзя, так как в теореме 3 указана двучлен-
ная асимптотика собственных чисел Λh

m. При выборе главного члена асимптотики свойства
боковой поверхности не имеют значения, однако соответствующее утверждение малосодержа-
тельно: все нормированные собственные числа h2Λh

m приобретают одинаковый предел μπ2, а
их асимптотическое расцепление обусловлено поправочным слагаемым βm.

В случае кусочно-гладкой границы сечения ω, согласно процедурам из статей [27, 28],
нужно изучить спектр ещё одной предельной задачи теории упругости в секторе слоя с раз-
личными краевыми условиями, однако публикаций в этом направлении нет.

При C∞-гладкости контура γ общие итерационные процессы, описанные в статье [11] и
книге [14, гл. 16], позволяют построить бесконечные асимптотические ряды для собственных
пар задачи (2)–(4) в тонкой цилиндрической области (1).

2◦. Заглубленная и приклеенная пластины. Заменим условия (3) смешанными краевыми
условиями

uh(y, 0) = 0, σj3(u
h; y, h) = 0, j = 1, 2, 3, y ∈ ω. (79)

Задача (2), (79), (4) о пластине, вмонтированной в паз тех же размеров, исследуется по преж-
ней схеме, однако изменение краевых условий на верхнем основании пластины провоцирует
следующую модификацию асимптотических анзацев (13) и (14):

Λh = μ
π2

4h2
+ . . . , uhi (x) = vi(y) sin

πz

2h
+ h2Vi

(

y,
z

h

)

+ . . . , i = 1, 2.

В результате несложных, но более громоздких чем в п. 5 вычислений имеем новые функцию
(17) и коэффициент (20), а именно,

Z(ζ) =
2

π

(

cos

(
π

2
ζ

)

− cos

(
π

2
αζ

)(

cos

(
π

2
α

))−1(

2− sin

(
π

2
α

))

sin

(
π

2
αζ

))

,

λ�(α) =
4

π
(λ+ 2μ)α

(

cos

(
π

2
α

))−1(

4α− (1 + 4α2) sin

(
π

2
α

))

− μ.

Новые постоянные Ламе удовлетворяют неравенству λ�(α) > −μ, и поэтому предельная за-
дача (19), (21) сохраняет свои свойства.

Некоторые осложнения возникают в процедуре обоснования асимптотики из-за невозмож-
ности непосредственного применения функционала упругой квазиэнергии. Впрочем, продол-
жение поля uh нулём с цилиндра Ωh на слой R

2 × (0, h) и преобразование Фурье по пере-
менным y = (y1, y2) позволяют получить приемлемую оценку постоянной в неравенстве (12).

Задача (2), (79), (5) описывает деформацию накладки – пластины, приклеенной к абсолют-
но жёсткому полупространству. Модельная задача в полуполосе (39), состоящая из системы
(38), а также краевых условий (42) и

w′(ξ1, 0) = 0, ξ1 < 0,
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μ
∂w1

∂ξ2
(ξ) + μ

∂w2

∂ξ1
(ξ) = λ

∂w1

∂ξ1
(ξ) + (λ+ 2μ)

∂w2

∂ξ2
(ξ) = 0, ξ ∈ �,

по существу исследована в работах [15, 16]: точка отсечки непрерывного спектра равна μπ2/4,
и ниже неё имеется собственное число. Гипотеза о локализации собственных вектор-функций –
аналог теоремы 5 – вполне правомочна, но нуждается в строгом обосновании.

3◦. Прокладка переменной толщины. Пусть H – гладкая и положительная в ω = ω
⋃

∂ω
профильная функция. Рассмотрим задачу Дирихле (2)–(4) в области

Ωh
H = {x = (y, z) : y ∈ ω, z ∈ (0, hH(y))} (80)

и предположим, что у функции H имеется единственный строгий глобальный максимум во
внутренней точке y∧ ∈ ω, т.е.

H(y) = H∧ +Q(y − y∧) +O(|y − y∧|3), H(y) < H∧ при y ∈ ω \ {y∧},

Q(ty) = t2Q(y) при t ∈ R, Q(y) � q|y|2, q > 0. (81)

Аналогичная скалярная задача в разнообразных вариантах исследовалась в статьях [29–34] и
др. Разработанные в них подходы без особого труда можно применять к векторным задачам
теории упругости, хотя соответствующие результаты не публиковались. Укажем лишь ана-
лог теоремы 5, который выводится по схеме из п. 5 при учёте соотношений (81) и простого
следствия неравенства Фридрихса

E�(u
h, uh; Ωh

H) � μ
π2

h2

∫

Ωh
H

H(y)−2|uh(x)|dx при всех uh ∈ H1
0 (Ω

h
H)2.

Предложение 3. Пусть выполнены ограничения (81) и собственное число задачи (2)–(4)
в области (80) удовлетворяет неравенству

Λh � μπ2h−2(H−2
∧ + Cmh), Cm > 0.

Тогда найдутся положительные величины hm, cm и θ, при которых собственная вектор-
функция uh(m), нормированная равенством (9), подчинена следующей оценке с весовым мно-
жителем ρ(y) = |y − y∧|2 :

‖eθρ∇xu
h
(m);L

2(Ωh
H)‖2 + h−2‖(h + ρ)1/2eθρuh(m);L

2(Ωh
H)‖2 � cmh−1 при всех h ∈ (0, hm].

Обсуждаемой задаче в области (80) свойственно разнообразие постановок, среди которых
нетрудно обнаружить неизученные как в скалярном, так и векторном случаях.
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АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА РЕШЕНИЙ СМЕШАННОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

ВЛАСОВА–ПУАССОНА
С ОДНОРОДНЫМ ВНЕШНИМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

c© 2022 г. A. Л. Скубачевский

Рассматривается первая смешанная задача для системы уравнений Власова–Пуассона с од-
нородным внешним магнитным полем в бесконечном цилиндре. Для решений с носителями
функций плотности распределения заряженных частиц, лежащих строго во внутреннем
цилиндре, получена априорная оценка напряжённости самосогласованного электрического
поля через начальные функции плотности распределения.

DOI: 10.31857/S0374064122120093, EDN: NCOYVN

Введение. Уравнениям Власова посвящена обширная литература (см. [1–18] и имеющуюся
там библиографию). Одним из наиболее важных приложений смешанных задач для уравне-
ний Власова–Пуассона является термоядерный синтез. Как известно [12], в случае попадания
значительного числа частиц на стенки реактора может произойти его разрушение. Для удер-
жания заряженных частиц на некотором расстоянии от стенок реактора используется внеш-
нее магнитное поле. С точки зрения дифференциальных уравнений это означает, что внеш-
нее магнитное поле должно обеспечить существование решений системы Власова–Пуассона с
носителями функций плотности распределения заряженных частиц, лежащих на некотором
расстоянии от границы области. Существование таких решений рассматривалось в работах [4,
5, 16, 17]. Наличие ограниченного внешнего магнитного поля в уравнениях Власова–Пуассона
и его влияние на удержание двукомпонентной плазмы на определённом расстоянии от гра-
ницы области является принципиальным отличием данной статьи от других математических
работ. Для указанных решений получена априорная оценка напряжённости самосогласованно-
го электрического поля через начальные функции плотности распределения частиц в случае
бесконечного цилиндра, который соответствует реактору типа “пробочной ловушки”.

1. Постановка задачи. Рассмотрим систему уравнений Власова–Пуассона

−Δϕ(x, t) = 4πe

∫

R3

∑

β

βfβ(x, v, t) dv, x ∈ Q, t ∈ (0, T ), (1)

∂fβ

∂t
+ (v,∇xf

β) +
βe

mβ

(

−∇xϕ+
1

c
[v,B],∇vf

β

)

=0, x∈Q, v∈R
3, t∈(0, T ), β = ±1, (2)

с начальными условиями

fβ(x, v, t)|t=0 = fβ
0 (x, v), x ∈ Q, v ∈ R

3, β = ±1, (3)

и краевым условием Дирихле

ϕ(x, t) = 0, x ∈ ∂Q, t ∈ (0, T ). (4)

Здесь Q = G × R, G ⊂ R
2, – ограниченная область с границей ∂G ⊂ C∞, ∂Q = ∂G × R;

fβ = fβ(x, v, t) – функция плотности распределения положительно заряженных ионов, если
β = +1, и электронов, если β = −1, в точке x со скоростью v в момент времени t; fβ

0 (x, v) �
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� 0 – начальные функции плотности распределения; ϕ = ϕ(x, t) – потенциал самосогласовано-
го электрического поля; ∇x и ∇v – градиенты по x и v соответственно; m+1 и m−1 – массы
иона и электрона; e – заряд электрона; c – скорость света; B – индукция внешнего магнитного
поля; ( · , · ) – скалярное произведение в пространстве R

3; [· , ·] – векторное произведение в R
3.

2. Основные определения. Введём следующие обозначения:
– Ck(Rn) (Ck(Q)), k � 0, k ∈ Z, – пространство функций, непрерывных в R

n (Q) и
имеющих непрерывные производные в R

n (Q) вплоть до k-го порядка с конечной нормой

‖u‖k = max
|α|�k

sup
x

|Dαu(x)|, k ∈ Z, k � 0;

– C1(Q× R
3 × [0, T ]) – пространство функций, непрерывных и ограниченных в Q× R

3 ×
× [0, T ], у которых производные первого порядка также непрерывны и ограничены на этом
множестве;

– C̊k(Rn), k, n ∈ N, – пространство k раз непрерывно дифференцируемых функций в R
n

с компактными носителями;
– Ck

0 (Q), k � 0, k ∈ Z, – замыкание множества функций из Ck(Q) с компактными в Q
носителями;

– Ĉk(R3) – пространство вектор-функций Y = (Y1, Y2, Y3) : R
3 → R

3 с координатами
Yi ∈ Ck(R3), k ∈ N;

–C([0, T ], Ck
0 (Q)), k ∈ Z, k � 0, – банахово пространство непрерывных функций [0, T ] �

� t �→ ϕ( · , t) ∈ Ck
0 (Q) с нормой ‖ϕ‖k,T = sup

0�t�T
‖ϕ( · , t)‖k ;

– M1,R = {ϕ ∈ C([0, T ], C1
0 (Q)) : ϕ|∂Q = 0, ‖|∇ϕ|‖0,T � R}, R > 0, – полное метрическое

пространство с метрикой ρ1,R(ϕ,ψ) = ‖ϕ− ψ‖1,T ;
– W k

p (Q), k ∈ N, p � 2, – пространство Соболева функций v ∈ Lp(Q), имеющих все
обобщённые производные Dαv ∈ Lp(Q), |α| � k, с нормой

‖v‖W k
p (Q) =

{ ∑

|α|�k

∫

Q

|Dαv(x)|p dx
}1/p

.

Определение. Вектор-функцию {ϕ, fβ}, ϕ ∈ C([0, T ], C2
0 (Q)), fβ ∈ C1(Q× R

3 × [0, T ]),
β = ±1, назовём классическим решением задачи (1)–(4), если {ϕ, fβ} удовлетворяет уравне-
ниям (1), (2) и условиям (3), (4).

Пусть
Br(x

0) := {x ∈ R
3 : |x− x0| < r}, Br := Br(0), |Br| := 4πr3/3

и
Gδ := {x′ ∈ G : dist (x′, ∂G) > δ}, Qδ := {x ∈ Q : dist (x, ∂Q) > δ},

где δ > 0, x′ = (x1, x2).
Предположим, что выполнены следующие условия.
Условие 1. Пусть fβ

0 ∈ C̊1(R6) и supp fβ
0 ⊂ D0 := (Q5δ/4

⋂
Bκ)×Bρ, где δ,κ, ρ > 0.

Условие 2. Пусть B ∈ Ĉ1(Q) и B(x) = (0, 0, h) для x ∈ Qδ/4, где

16c

eδ
(ρm+1 +

√
2eTR) < h, R > 0. (5)

Замечание 1. Условие 1 означает, что в начальный момент времени заряженные частицы
расположены в шаре Bκ, находятся на расстоянии более 5δ/4 до границы цилиндра ∂Q и
имеют скорости меньшие ρ. Условие 2 означает, что внешнее магнитное поле однородно во
внутреннем цилиндре Qδ/4 и направлено по оси цилиндра. Это приводит к возникновению
силы Лоренца, препятствующей попаданию частиц на границу. Выполнение неравенства (5)
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для индукции внешнего магнитного поля приводит к тому, что проекция на плоскость x3 =
= 0 отклонения ларморовской траектории, возмущённой самосогласованным электрическим
полем с потенциалом ϕ, от начальной точки x ∈ Q5δ/4 не превышает δ/8 (см. лемму 1).

3. Свойства характеристик. Для заданной функции ϕ ∈ C([0, T ], C2
0 (Q)) уравнения

(2) с начальными условиями (3) можно решить, используя метод характеристик. Рассмотрим
систему обыкновенных дифференциальных уравнений

dXβ
ϕ

dτ
= V β

ϕ , 0 < τ < t, β = ±1, (6)

dV β
ϕ

dτ
= − βe

mβ
∇xϕ(X

β
ϕ , τ) +

βe

mβc
[V β

ϕ , B(Xβ
ϕ)], 0 < τ < t, β = ±1, (7)

с начальными условиями

Xβ
ϕ |τ=t = x, V β

ϕ |τ=t = v, β = ±1, (8)

где x ∈ Q, v ∈ R
3, 0 < t � T. Для любых x ∈ Q и v ∈ R

3 существует единственное
непродолжаемое решение задачи (6)–(8) для τ ∈ (T β

ϕ (x, v, t), t], 0 � T β
ϕ (x, v, t) < t. Обозначим

это решение через (Xβ
ϕ(x, v, t, τ), V

β
ϕ (x, v, t, τ)).

Лемма 1. Пусть выполнено условие 2. Тогда для любого ϕ ∈ M1,R решение задачи (6)–(8)
обладает следующими свойствами: если (x, v) ∈ D1 := (Q9δ/8

⋂
Bκ1) × Bρ1 , то T β

ϕ (x, v, t) =

= 0 и (Xβ
ϕ(x, v, t, τ), V

β
ϕ (x, v, t, τ)) ∈ D2 := (Qδ

⋂
Bκ2) × Bρ2 , τ ∈ (0, t), где κj = κ + Tρ1j,

ρj = ρ+

√
3TR

m−1
j, j = 1, 2.

Доказательство см. в работе [4, лемма 3.3].
Замечание 2. Утверждение леммы 1 означает, что траектории заряженных частиц, на-

чинающиеся в области D1, за время t, t � T, могут попасть лишь в несколько бо́льшую
область D2, причём их расстояние до границы ∂Q может уменьшиться не более, чем на δ/8.

Продолжая функции Xβ
ϕ(x, v, t, τ), V β

ϕ (x, v, t, τ) по непрерывности в τ = 0, положим
X̂β

ϕ(x, v, t) = Xβ
ϕ(x, v, t, 0), V̂ β

ϕ (x, v, t) = V β
ϕ (x, v, t, 0).

Для 0 < t � T рассмотрим отображение Ŝβ
ϕ,t( · , · ) : D1 → D2 вида Ŝβ

ϕ,t(x, v) = (X̂β
ϕ(x, v, t),

V̂ β
ϕ (x, v, t)). Положим Ŝβ

ϕ,0(x, v) = (x, v).

Для ϕ ∈ C([0, T ], C2
0 (Q))

⋂
M1,R определим функцию fβ

ϕ(x, v, t) по формуле

fβ
ϕ (x, v, t) =

{
fβ
0 (Ŝ

β
ϕ,t(x, v)), (x, v) ∈ D1, t ∈ [0, T ],

0, (x, v) ∈ (Q× R
3) \D1, t ∈ [0, T ].

(9)

Лемма 2. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда для любого ϕ ∈ M1,R и 0 < t � T мы
имеем включение supp fβ

0 (Ŝ
β
ϕ,t(x, v)) ⊂ D1.

Доказательство основано на использовании леммы 1 (см. [4, лемма 4.2]).
Функция Ŝβ

ϕ,t(x, v) непрерывно дифференцируема по (x, v) ∈ D1 и t ∈ (0, T ). Поэтому в
силу леммы 2 имеем supp fβ

ϕ ( · , · , t) ⊂ D1 для t ∈ [0, T ] и fβ
ϕ ∈ C1(Q× R

3 × [0, T ]), при этом
для заданной функции ϕ функции fβ = fβ

ϕ удовлетворяют уравнениям (2) c начальными
условиями (3).

4. Априорная оценка.
Теорема. Пусть выполнены условия 1 и 2. Предположим, что вектор–функция {ϕ, fβ},

ϕ ∈ M1,R, β = ±1, является классическим решением задачи (1)–(4). Тогда supp fβ( · , · , t) ⊂
⊂ D1, t ∈ [0, T ], β = ±1, при этом справедлива оценка

‖|∇ϕ|‖0,T � c1 max
β

‖fβ
0 ‖0,

где c1 = c1(Q, ρ,κ) > 0 – константа, не зависящая от fβ
0 и ϕ.
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Доказательство. Пусть ϕ – первая компонента классического решения задачи (1)–(4)
{ϕ, f+1, f−1} и ϕ ∈ M1,R. Определим функции fβ

ϕ по формуле (9). Из метода характеристик
следует, что функции f+1

ϕ и f−1
ϕ являются соответственно второй и третьей компонентами

классического решения, т.е. f+1
ϕ = f+1 и f−1

ϕ = f−1.
Рассмотрим краевую задачу (1), (4). В силу теоремы Соболева об ограниченности вложения

W 2
4 (Q) в C1(Q) и теоремы 6.4 из [19, гл. 3, § 6] об однозначной разрешимости задачи Дирихле

для уравнения Пуассона в пространстве Соболева W 2
4 (Q) в случае бесконечного цилиндра

получим неравенства

‖|∇ϕ( · , t)|‖0 � k1‖ϕ( · , t)‖W 2
4 (Q) � 4k2πe

∑

β

Iβ, t ∈ (0, T ), (10)

где k1, k2 > 0 – константы, зависящие от области Q и не зависящие от fβ
ϕ и ϕ,

Iβ =

{∫

Q

(∫

R3

fβ(x, v, t)dv

)4

dx

}1/4

.

Положив fβ = fβ
ϕ , в силу (9) имеем

sup
0�t�T

sup
x∈Q

sup
v∈R3

fβ(x, v, t) � sup
(y,p)∈D0

fβ
0 (y, p) = ‖fβ

0 ‖0. (11)

Из (10) и (11) следует оценка

‖|∇ϕ( · , t)|‖0 � 8k2πe|Bκ|1/4|Bρ|max
β

‖fβ
0 ‖0.

Теорема доказана.
Заключение. Полученные результаты могут быть использованы для доказательства су-

ществования обобщённых решений смешанной задачи для системы Власова–Пуассона с ком-
пактными носителями функций плотности распределения заряженных частиц по простран-
ственным переменным.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-
00392).
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15. Schäffer J. Global existence of smooth solutions to the Vlasov–Poisson system in three dimensions

// Comm. Partial Differ. Equat. 1991. V. 16. № 8–9. P. 1313–1335.
16. Скубачевский А.Л. Об однозначной разрешимости смешанных задач для системы уравнений

Власова–Пуассона в полупространстве // Докл. РАН. 2012. Т. 443. № 4. C. 431–434.
17. Скубачевский А.Л. Уравнения Власова–Пуассона для двукомпонентной плазмы в однородном маг-

нитном поле // Успехи мат. наук. 2014. T. 69. № 2. C. 107–148.
18. Hwang H.J., Valázquez J.J.L. On global existence for the Vlasov–Poisson system in a half-space // J.

Differ. Equat. 2009. V. 247. № 6. P. 1915–1948.
19. Назаров С.А., Пламеневский Б.А. Эллиптические задачи в областях с кусочно-гладкой границей.

М., 1991.

Российский университет дружбы народов, Поступила в редакцию 25.09.2022 г.
г. Москва, После доработки 25.09.2022 г.
Московский центр фундаментальной Принята к публикации 21.10.2022 г.
и прикладной математики

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2022, том 58, № 12, с. 1688–1693

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.955+517.956.32

ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА–ПУАССОНА–ДАРБУ
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Для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу энергетическим методом доказана теорема
о единственности решения задачи Коши. Решение такой задачи оказывается единственным
только при неотрицательных значениях параметра k в операторе Бесселя, действующего
по временно́й переменной.

DOI: 10.31857/S037406412212010X, EDN: NCVYIW

Введение. Основным объектом исследования в этой статье выступает общее уравнение
Эйлера–Пуассона–Дарбу

(Δγ)xu = (Bk)tu, u = u(x, t), t > 0, x = (x1, . . . , xn), (1)

где Bk – сингулярный дифференциальный оператор Бесселя (см., например, [1, с. 5])

(Bk)t =
∂2

∂t2
+

k

t

∂

∂t
=

1

tk
∂

∂t
tk

∂

∂t
, t > 0, k ∈ R, (2)

�γ – B-эллиптический оператор вида

�γ = (�γ)x =

n∑

i=1

(Bγi)xi . (3)

Общее уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу исследуется методами, обобщающими класси-
ческие, и имеет очень много приложений, например, в электростатической теории поля, гид-
родинамике, теории упругости и др.

Решение сингулярной задачи Коши для уравнения (1) при произвольном действительном
значении параметра k является предметом многих исследований. При n = 1 и γ = 0 урав-
нение (1) появилось в работе Л. Эйлера (см. [2, с. 227]), затем изучалось С.Д. Пуассоном
[3] и Г. Дарбу [4]. Интерес к многомерному уравнению (1) в случае, когда оператор Лапла-
са действует по переменной x, появился с работ А. Ванштейна [5, 6], и его изучение было
продолжено в работах [7, 8]. Абстрактному уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу Au = (Bk)tu,
u = u(x, t; k), где A – линейный оператор, действующий только по x, посвящены статьи
А.В. Глушака [9, 10]. В книгах [11–13] изучен вопрос разрешимости различных задач для
классического уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу.

В настоящей статье единственность решения задачи Коши для уравнения (1) при k > 0
будет установлена энергетическим методом. При k < 0 решение этой задачи не единственно,
но множество решений имеет определённую структуру (см. [14]).

1. Основные определения и утверждения. Пусть R
n – n-мерное евклидово простран-

ство,
R
n
+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n : x1 > 0, . . . , xn > 0},

R
n
+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n : x1 � 0, . . . , xn � 0},
γ = (γ1, . . . , γn) – мультииндекс, состоящий из фиксированных положительных чисел γi, i =
= 1, n, и |γ| = γ1 + . . .+ γn.
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Рассмотрим открытое множество Ω в R
n, симметричное относительно каждой гиперплос-

кости xi = 0, i = 1, n. Введём обозначения Ω+ = Ω
⋂

R
n
+ и Ω+ = Ω

⋂
R
n
+, тогда Ω+ ⊆ R

n
+

и Ω+ ⊆ R
n
+. Пусть Cm(Ω+) – множество, состоящее из m раз дифференцируемых на Ω+

функций. Через Cm(Ω+) обозначим подмножество функций из Cm(Ω+) таких, что все про-
изводные этих функций по xi для любого i = 1, n непрерывно продолжаются на плоскость
xi = 0. Класс Cm

ev(Ω+) состоит из функций f ∈ Cm(Ω+) таких, что ∂2k+1f/∂x2k+1
i |x=0 = 0

для всех неотрицательных целых k � m при i = 1, n (см. [1, с. 21] и далее).
Пусть �e1, �e2, . . . , �en – единичные векторы по осям x1, x2, . . . , xn соответственно,

∇′
γ =

(
1

xγ11

∂

∂x1
, . . . ,

1

xγnn

∂

∂xn

)

=

n∑

i=1

1

xγii

∂

∂xi
ei

– первый взвешенный оператор набла,

∇′′
γ =

(

xγ11
∂

∂x1
, . . . , xγnn

∂

∂xn

)

=
n∑

i=1

xγii
∂

∂xi
ei

– второй взвешенный оператор набла, тогда справедливо равенство (∇′
γ · ∇′′

γ) = Δγ . Имеем

∇′
γ(uv) = u∇′

γv + v∇′
γu. (4)

Для доказательства единственности решения задачи Коши для уравнения (1) нам потре-
буется обобщённая дивергентная теорема из работы [15].

Теорема 1. Пусть G+ – область в R
n
+ такая, что каждая линия, перпендикулярная

плоскости xi = 0, i = 1, n, либо не пересекает G+, либо имеет один общий отрезок с G+

(возможно, вырождающийся в точку) вида

αi(x
′) � xi � βi(x

′), x′ = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), i = 1, n.

Если �g = (g1(x), . . . , gn(x)) является непрерывно дифференцируемым в области G+ век-
торным полем и �F = (F1(x), . . . , Fn(x)), F1(x) = xγ11 g1(x), . . . , Fn(x) = xγnn gn(x), то справед-
лива формула ∫

G+

(∇′
γ · �F )xγ dx =

∫

∂G+

(�g · �ν)xγ dS, (5)

где �ν = �e1 cos η1 + . . . + �en cos ηn – внешний вектор нормали к поверхности ∂G+, ηi – угол
между вектором �ν и осью Oxi, i = 1, n.

В подпространстве R
n
+ рассматривается многомерный обобщённый сдвиг, отвечающий

мультииндексу γ, вида
γTy

x = γ1T y1
x1

· · ·γn T yn
xn

,

где каждый из одномерных обобщённых сдвигов определён выражением

γiT yi
xi
f(x) =

Γ((γi + 1)/2)

Γ(γi/2)Γ(1/2)

π∫

0

f(x1, . . . , xi−1,
√

x2i + y2i − 2xiyi cosαi, xi+1, . . . , xn) sin
γi−1 αi dαi.

На основе многомерного обобщённого сдвига γTy конструируется весовое сферическое
среднее функции f, которое при n � 2 имеет вид

Mγ
t [f(x)] =

1

|S+
1 (n)|γ

γ∫

S+
1 (n)

Ttθ
x f(x)θ

γ dS, (6)
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где θγ =
∏n

i=1 θ
γi
i , S+

1 (n) = {θ : |θ| = 1, θ∈Rn
+} – часть сферы в R

n
+, а

|S+
1 (n)|γ =

∏n
i=1 Γ((γi + 1)/2)

2n−1Γ((n+ |γ|)/2) .

При n = 1 положим
Mγ

t [f(x)] =
γTtθ

x f(x). (7)

Пусть Lγ
p(Rn

+) = Lγ
p , 1 � p < ∞, – пространство всех измеримых на R

n
+ функций, чётных

по каждой из своих переменных xi, i = 1, n, таких, что
∫

Rn
+

|f(x)|pxγ dx < ∞,

здесь и далее xγ =
∏n

i=1 x
γi
i . Для вещественных чисел 1 � p < ∞ норма в Lγ

p функции f
определяется равенством

‖f‖Lγ
p(Rn

+) = ‖f‖p,γ =

(∫

Rn
+

|f(x)|pxγ dx
)1/p

.

При p = ∞ норма в пространстве Lγ
∞ функции f имеет вид

‖f‖Lγ
∞(Rn

+) = ‖f‖∞,γ = ess sup
x∈Rn

+

|f(x)|.

Известно [1, с. 42], что Lγ
p – банахово пространство.

Оператор Mγ
t ограничен в Lγ

p(Rn
+) при 1 � p � ∞. Кроме того, справедливо неравенство

‖Mγ
t u‖p,γ � ‖u‖p,γ , t > 0.

И.А. Киприянов в монографии [1] представил B-полигармоническую порядка p функцию
u = u(x) = u(x1, . . . , xn) такую, что Δp

γu = 0, где Δγ – оператор (3). B-полигармоническая
первого порядка функция называется B-гармонической.

2. Единственность решения задачи Коши для общего уравнения Эйлера–Пуас-
сона–Дарбу. Рассмотрим Γ – лоренцево расстояние между точками (x, t) и (ξ, τ) сингуляр-
ной гиперплоскости:

Γ(x, t; ξ, τ) = (t− τ)2 −
m∑

i=1

(xi − ξi)
2.

Пусть (ξ, τ) – точка в R
n+1
+ . Через G+ обозначим часть конической области в R

n+1
+ , огра-

ниченную нижней полостью конуса Γ(x, t; ξ, τ) = 0 с вершиной в точке (ξ, τ) и плоскостями
xi = 0, i = 1, n, t = 0.

При t = 0 получаем основание G+ в R
n
+, представляющее собой шар (часть шара)

B+
n (ξ, τ) с центром в точке ξ радиуса τ : B+

n (ξ, τ) = {x ∈ R
n
+ : |x− ξ| � τ}.

Теорема 2. Пусть u – функция из C2
ev(G

+), удовлетворяющая общему уравнению Эйле-
ра–Пуассона–Дарбу

(Δγ)xu = (Bk)tu, u = u(x, t; k) (8)

в G+, и предположим, что k � 0, а функции u, ut обращаются в нуль на основании G+,
т.е.

u(x, 0; k) = ut(x, 0; k) = 0, x ∈ B+
n (ξ, τ), (9)

тогда u(x, t; k) обращается в нуль в области G+.
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Доказательство. Возьмём произвольную точку (x̃, t̃) внутри или на границе множества
G+ и построим новый конус (часть конуса) (t − t̃)2 =

∑m
i=1(xi − x̃i)

2. Через D+ обозна-
чим часть конической области в R

n+1
+ , ограниченную нижней полостью конуса (t − t̃)2 =

=
∑m

i=1(xi− x̃i)
2 с вершиной в точке (x̃, t̃) и плоскостями xi = 0, i = 1, n, t = 0. Область D+

ограничена в плоскости t = 0 шаром (частью шара) B+
n (x̃, t̃), который составляет часть пер-

воначального шара (части шара) B+
n (ξ, τ), следовательно, в B+

n (x̃, t̃) верны соотношения (9).
Равенство (8) умножим на ut и преобразуем следующим образом:

0 = ut(Bk)tu− utΔγu = ut · utt +
k

t
u2t − (∇′

γ · ut∇′′
γu) + ∂t

(
1

2
|∇u|2

)

=

= ∂t

(
1

2
u2t

)

+
k

t
u2t − (∇′

γ ·ut∇′′
γu)+∂t

(
1

2
|∇u|2

)

= ∂t

(
1

2
u2t +

1

2
|∇u|2

)

+
k

t
u2t − (∇′

γ ·ut∇′′
γu). (10)

Здесь были использованы соотношения, полученные из (4), а именно

utΔγu = (∇′
γ · ut∇′′

γu)− (∇′
γut · ∇′′

γu)

и

(∇′
γut · ∇′′

γu) =

(
1

xγ11

∂ut
∂x1

, . . . ,
1

xγnn

∂ut
∂xn

)

·
(

xγ11
∂u

∂x1
, . . . , xγnn

∂u

∂xn

)

=

n∑

i=1

(
1

xγii

∂ut
∂xi

)

·
(

xγii
∂u

∂xi

)

=

=
n∑

i=1

∂ut
∂xi

· ∂u

∂xi
=

n∑

i=1

∂t

(
1

2

∂u

∂xi

)2
= ∂t

n∑

i=1

(
1

2

∂u

∂xi

)2
= ∂t

(
1

2
|∇u|2

)

.

Проинтегрируем равенство (10) по области D+ и применим формулу (5), положив

�F =

(
1

2

(

u2t + |∇u|2
)

, − utx
γ1
1

∂u

∂x1
, . . . , − utx

γn
n

∂u

∂x1

)

,

�g =

(
1

2

(

u2t + |∇u|2
)

, − ut
∂u

∂x1
, . . . , − ut

∂u

∂xn

)

,

в результате получим

0 =

∫

D+

(

∂t

(
1

2
u2t +

1

2
|∇u|2

)

+
k

t
u2t − (∇′

γ · ut∇′′
γu)

)

xγ dt dx =

=

∫

∂D+

(
1

2

(

u2t + |∇u|2
)

cos η0 −
n∑

i=1

ut
∂u

∂xi
cos ηi

)

xγ dS +

∫

D+

k

t
u2tx

γ dt dx =

=
1

2

∫

∂D+

(

u2t cos η0 − 2ut

n∑

i=1

∂u

∂xi
cos ηi +

n∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
cos η0

)

xγ dS +

∫

D+

k

t
u2tx

γ dt dx,

где �n = (cos η0, cos η1, . . . , cos ηn) – внешний вектор нормали к поверхности ∂D+, η0 – угол
между вектором �n и осью Ot, ηi – угол между вектором �n и осью Oxi, i = 1, n, кроме
того, cos η0 = 1/

√
2. Умножим последнее равенство на cos η0. Учитывая, что

∑n
i=0 cos η

2
i = 1

и 1/2 = cos η20 = 1− cos η20 =
∑n

i=1 cos η
2
i , будем иметь

0 =
1

2

n∑

i=1

∫

∂D+

(

ut cos ηi −
∂u

∂xi
cos η0

)2
xγ dS +

∫

D+

k

t
u2tx

γ dt dx.
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На плоскости t = 0 имеем ut(x, 0) = 0. Поскольку k � 0, t > 0, то из последнего равенства
получаем, что на боковой поверхности конуса (части конуса) ∂D+ справедливы тождества

ut cos ηi −
∂u

∂xi
cos η0 ≡ 0

и ut ≡ 0 в D+. Отсюда следует, что ∂u/∂xi ≡ 0, i = 1, n. Это означает, что на боковой
поверхности конуса (части конуса) ∂D+ вектор gradu параллелен нормали. Возьмём на ∂D+

произвольную точку (x, t) и проведём через неё образующую �. Вектор gradu ортогонален
к �, поэтому ∂u/∂� = 0. Это означает, что u постоянна вдоль любой образующей боковой
поверхности конуса (части конуса) ∂D+ и значение u в вершине (x̃, t̃) совпадает со значением
u в точке образующей �, которая лежит в плоскости t = 0. Но по условиям (9) имеем, что
u(x, 0; k) = 0, следовательно u(x̃, t̃; k) = 0. Так как точка (x̃, t̃) была взята произвольно в
G+, то u(x, t; k) ≡ 0 в G+. Теорема доказана.

Следствие. Пусть (x̃, t̃) – точка и G+ – область, описанные в теореме 2. Предположим,
что две функции ul и u2 из класса C2

ev(G
+) удовлетворяют уравнению (8) в G+, кроме

того, u1(x, 0) = u2(x, 0) и ∂u1/∂t|t=0 = ∂u2/∂t|t=0 = 0. Тогда u1 ≡ u2 в G+.
Объединив результат теоремы 2 и результаты из [16], получим следующие утверждения.
Теорема 3. Пусть область G+ имеет вид, описанный в теореме 2, точка (x, t) нахо-

дится внутри или на границе множества G+, и пусть u ∈ C2
ev(G

+). Тогда при k � n+|γ|−1
единственное решение задачи

�γu(x, t) = (Bk)tu, u = u(x, t; k),

u(x, 0; k) = f(x),
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0

имеет вид

u(x, t; k) =
2t1−kΓ((k + 1)/2)

Γ((k − n− |γ|+ 1)/2)Γ((n + |γ|)/2)

t∫

0

(t2 − r2)(k−n−|γ|−1)/2rn+|γ|−1Mγ
r f(x) dr,

где Mγ
t f(x) – весовое сферическое среднее, определяемое равенством (6) или (7).

Пусть k � n+ |γ|−1 и 1 � p � ∞, тогда решение задачи Коши u = u(x, t; k) из теоремы 3
при начальной функции f ∈ Lγ

p(Rn
+) допускает оценку

‖u( · , t; k)‖p,γ � Cn,γ,k‖f‖p,γ , t > 0.

Кроме того, lim
t→0

u(x, t; k) = f(x) почти при всех x ∈ R
n
+.

Теорема 4. Пусть область G+ имеет вид, описанный в теореме 2, точка (x, t) нахо-
дится внутри или на границе множества G+, и пусть u ∈ C

2+[(n+|γ|−k)/2]
ev (G+). Решение

задачи Коши
�γu(x, t) = (Bk)tu, u = u(x, t; k), (11)

u(x, 0; k) = f(x),
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0 (12)

при k < n+ |γ| − 1, k �= −1,−3,−5, . . . , имеет вид

u(x, t; k) = t1−k

(
∂

t ∂t

)m

(tk+2m−1u(x, t; k + 2m)), (13)

где m – минимальное целое число такое, что m � n+ |γ| − k − 1

2
и u(x, t; k+2m) – решение

задачи Коши
(Bk+2m)tu = (Δγ)xu,
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u(x, 0; k + 2m) =
f(x)

(k + 1)(k + 3) · · · (k + 2m− 1)
, ut(x, 0; k + 2m) = 0.

Решение (13) единственно при k � 0 и не единственно при k < 0. Если f – B-полигармо-
ническая функция порядка (1−k)/2 и f ∈ C1−k

ev , то одно из решений задачи Коши (11), (12)
при k = −1,−3,−5, . . . имеет вид

u(x, t; k) = f(x), k = −1,

u(x, t; k) = f(x) +

−(k+1)/2∑

h=1

Δh
γf

(k + 1) · · · (k + 2h− 1)

t2h

2 · 4 · · · 2h, k = −3,−5, . . .

Заключение. Приведённая теорема о единственности решения задачи Коши для общего
уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу, доказанная энергетическим методом, дополняет резуль-
таты исследований задач для сингулярных гиперболических уравнений.
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УДК 517.958

УНИВЕРСАЛЬНАЯ ФОРМУЛА ЭКСТИНКЦИИ
ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА
ПРИ ЛОКАЛЬНОМ ВОЗБУЖДЕНИИ

c© 2022 г. Ю. А. Ерёмин, В. В. Лопушенко

На основе математического анализа решения системы уравнений Максвелла для гранич-
ной задачи возбуждения нелокального рассеивателя, расположенного вблизи прозрачной
подложки, электрическим диполем произвольной поляризации получена универсальная
формула для сечения экстинкции. Формула позволяет определять сечение экстинкции,
вычисляя рассеянное поле лишь в одной единственной точке. Проведено обобщение полу-
ченного результата на случай возбуждения мультиполем произвольного порядка рассеива-
теля при наличии прозрачной подложки, при этом мультиполь может располагаться как
вблизи рассеивателя, так и внутри подложки. На основе проведённых исследований полу-
чена формула для вычисления квантового выхода флюоресценции, исключающая необхо-
димость вычисления сечения поглощения для рассеивателя с эффектом нелокальности.

DOI: 10.31857/S0374064122120111, EDN: NCWPAH

Введение. Явление флюоресценции широко используется в современных научных прибо-
рах как эффективное средство расшифровки спектров отдельных молекул [1, 2]. Критическим
параметром для оценки разрешающей способности таких приборов является величина кван-
тового выхода флюоресценции [3, 4]. Увеличение значений квантового выхода – первейшая
задача разработчиков подобных устройств. Основным элементом устройств является совокуп-
ность плазмонных частиц, располагающихся вблизи прозрачной подложки, при этом наиболь-
ший интерес представляет использование слоистых частиц [5, 6]. Вследствие непрерывного
развития технологий размеры самих частиц, равно как и толщины металлических слоёв, все
время уменьшаются. Тенденция минитюаризации влечёт за собой проявление эффекта нело-
кального экранирования в плазменном металле [6, 7]. Как известно, данный эффект приводит
к снижению интенсивности полей и сдвигу положения плазменного резонанса, что вызывает
существенные трудности при построении технологических схем подобных устройств.

Математическое моделирование процесса флюоресценции предполагает наличие эффек-
тивного способа вычисления квантового выхода флюоресценции с необходимостью оценки се-
чения рассеяния структуры Cscs, которое, собственно, и регистрируется, а также сечения
поглощения энергии в металле Cabc, которое представляется “паразитным” фактором, неиз-
бежно возникающим при использовании металлов [2, 4]. Для определения последнего прихо-
дится выполнять трудоемкие расчёты с интегрированием полей по поверхности структуры в
присутствии прозрачной подложки, что связано с многократным вычислением несобственных
интегралов Зоммерфельда [5]. Кроме того, присутствие нелокальности в металле приводит к
появлению продольных полей, которые осциллируют на порядок сильнее, чем классическое
поперечное поле [6]. Все это делает весьма затратной процедуру вычисления сечения погло-
щения в заданном диапазоне частот. Однако, поскольку квантовый выход представляется в
виде отношения η = Cscs/(Cscs + Cabc), возникает идея вычислять сечение экстинкции Cext,
представленное в виде суммы Cext = Cscs + Cabc, используя оптическую теорему.

Оптическая теорема (ОТ) представляет собой фундаментальный результат математиче-
ской теории дифракции [8, 9]. Первоначально доказанная для случая возбуждения рассеи-
вателя плоской волной, она определяла сечение экстинкции как функционал от диаграммы
направленности рассеянного поля на бесконечности в направлении прохождения плоской вол-
ны. Таким образом, сумма сечений рассеяния и поглощения определяется одним единственным
легко вычисляемым числом. В дальнейшем появилось обобщение ОТ на случай присутствия
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прозрачной подложки [10, 11]. Существенным моментом при оценке квантового выхода флюо-
ресценции является то, что возбуждение структуры в данном случае производится не плоской
волной, а электрическим диполем, располагающимся вблизи поверхности рассеивателя [6, 7].

В работе [12] было получено сечение экстинкции для мультиполя, располагающегося в сво-
бодном пространстве. В настоящей работе при анализе решения системы уравнений Максвелла
для нелокального рассеивателя, расположенного вблизи прозрачной подложки и возбуждае-
мого электрическим диполем произвольной поляризации, получена универсальная формула
для сечения экстинкции. Формула даёт возможность определять сечение экстинкции, вычис-
ляя рассеянное поле в одной единственной точке – точке расположения диполя. Проведено
обобщение этого результата на случай возбуждения мультиполем произвольного порядка рас-
сеивателя, располагающегося вблизи прозрачного полупространства. При этом мультиполь
может находиться как непосредственно вблизи рассеивателя, так и внутри прозрачного полу-
пространства.

1. Постановка граничной задачи. Перейдём к математической постановке граничной
задачи дифракции. Пусть локальный рассеиватель Di, расположенный в верхнем полупро-
странстве D0 (z > 0) : Di ⊂ D0 вблизи границы нижнего полупространства D1 (z < 0),
возбуждается точечным диполем J(M,M0) = eδ(M−M0). Полные поля (E0,1,H0,1) в каждом
из полупространств D0,1 являются решениями уравнений Максвелла

∇×H0 = jkε0E0 + J, ∇×E0 = −jkμ0H0 в D0\Di,

∇×H1 = jkε1E1 + J, ∇×E1 = −jkμ1H1 в D1,

êz × (E0 −E1) = 0, êz × (H0 −H1) = 0 на Σ : (z = 0). (1)

Временна́я зависимость величин выбрана в виде exp(jωt), где ω – частота колебаний, t –
время, ε0 и ε1 – диэлектрические проницаемости сред в областях D0\Di и D1 соответственно,
а êz – единичный вектор декартовой системы координат, соответствующий оси z. Кроме того,
поля (E0,1,H0,1) должны удовлетворять следующим условиям излучения на бесконечности
[13]:

lim
r→∞

r

(
r

r
×√

μ0,1H0,1 −
√
ε0,1E0,1

)

= 0, r =
√

x2 + y2 + z2, z �= 0;

max(| E0,1 |, | H0,1 |) = O(ρ−1/2); ρ =
√

x2 + y2, ρ → ∞, z = ±0. (2)

Внутри локального рассеивателя Di полное поле (Ei,Hi) удовлетворяет полукласси-
ческой системе уравнений Максвелла в рамках теории обобщённого нелокального отклика
(GNOR) [14], т.е.

∇×Hi = jk[εi + ξ2∇(∇·)]Ei, ∇×Ei = −jkHi в Di. (3)

Здесь k = ω/c – волновое число, c – скорость света, εi – диэлектрическая проницаемость
среды внутри Di, а

ξ2 = εb

[
β2

ω(ω − jγ)
+ j

D

ω

]

,

ξ – корреляционная длина нелокальности в рамках модели GNOR, εb = εi + ω2
p/(ω(ω − jγ)),

ωp – плазмонная частота металла, β2 = (3/5)v2F, vF – скорость Ферми, γ – скорость затухания
и D – коэффициент диффузии электронов. Граничные условия на поверхности рассеивателя
∂Di, включая дополнительное условие, могут быть записаны как

n̂i × (Ei −E0) = 0, n̂i × (Hi −H0) = 0, εbn̂i · Ei = ε0n̂i · E0 в ∂Di. (4)

Будем считать, что ∂Di ∈ C(2,α), а параметры среды удовлетворяют условиям Im εi � 0,
Im ε0,1 = 0, μ0,1 = 1. Тогда на основании результатов, представленных в работе [15], будем
полагать, что сформулированная выше граничная задача (1)–(4) имеет единственное класси-
ческое решение.
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2. Оптическая теорема. Проведём некоторые предварительные построения. Выберем
сферу ΣR с центром на плоскости Ξ, которая заключает область Di и точку источника M0

внутри. Обозначим получившуюся внутреннюю область как DR. Плоскость Ξ разрезает DR

на два полушара D±
R с поверхностями Σ±

R, располагающихся в областях D0,1 соответственно.
Применив формулу Гаусса к решению граничной задачи (1)–(4) в области D+

R/Di, получим
∫

D+
R/Di

∇ · [E0 ×H∗
0] dτ =

∫

D+
R/Di

[H∗
0 · ∇ ×E0 −E0 · ∇ ×H∗

0] dτ =

=

∫

D+
R/Di

[−jk|H∗
0|2 + jkε0|E0|2 − (E0 · J∗)] dτ =

∫

Σ+
R

⋃
∂Di

⋃
ΞR

[E0 ×H∗
0] · n dσ, (5)

здесь n – внешняя нормаль к соответствующим поверхностям, ΞR – круг радиуса R на
плоскости Ξ, отсекаемый сферой ΣR. Учитывая условия сопряжения для тангенциальных
компонент полей на ∂Di, имеем

∫

∂Di

[E0 ×H∗
0] · n dσ =

∫

∂Di

[Ei ×H∗
i ] · n dσ. (6)

В правой части равенства (6) стоит сечение поглощения Cabc. Выделяя реальные значения
от обеих частей (5), с учётом (6) получаем

Cabc +Re

∫

Σ+
R

[E0 ×H∗
0] · er dσ +Re

∫

ΞR

[E0 ×H∗
0] · iz dσ = −Re

∫

D+
R/Di

(E0 · J∗) dτ.

Аналогично в области D−
R имеем

Re

∫

Σ−
R

[E1 ×H∗
1] · er dσ − Re

∫

ΞR

[E1 ×H∗
1] · iz dσ = 0.

Складывая два последних соотношения, с учётом условий сопряжения для полей на гра-
нице раздела Ξ полупространств получаем следующее соотношение:

Cabc +Re

∫

Σ+
R

[E0 ×H∗
0] · er dσ +Re

∫

Σ−
R

[E1 ×H∗
1] · er dσ = −Re

∫

D+
R/Di

(E0 · J∗) dτ. (7)

Введём в рассмотрение диаграммы рассеяния F0,1(θ, ϕ) (см. [16, с. 131]) полей в верхнем
и нижнем полупространствах соответственно

E0,1(M) =
e−jk0,1r

r
F0,1(θ, ϕ) + o(r−1), r → ∞,

определённые на единичных полусферах Θ±, и k0,1 = k
√
ε0,1μ0,1. Для перехода к пределам

при R → ∞ в соотношении (7) следует учитывать особенности использования условий излуче-
ния (2) в присутствии подложки. Выделим сферический слой толщиной h, отсекаемый плоско-
стями, параллельными плоскости Ξ и расположенными по разные стороны от неё в верхнем
и нижнем полупространствах. Внутри областей, ограниченных верхней и нижней оставши-
мися частями сфер Σ±

R, справедливы классические условия излучения Сильвера–Мюллера.
В окрестности Ξ имеет место оценка max(|E0,1|, |H0,1|) = O(ρ−1/2), ρ → ∞. Тогда поток энер-
гии через боковую поверхность сферического слоя толщиной h имеет порядок O(h), причём
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эта оценка не зависит от R. Устремляя h → 0, R → ∞ и учитывая классические условия
излучения, получаем из (5) соотношение

Cabc +

√
ε0
μ0

∫

Θ+

|F0|2 d� +

√
ε1
μ1

∫

Θ−

|F1|2 d� = −Re

∫

D+
R/Di

(E0 · J∗) dτ. (8)

Введём сечения рассеяния в верхнее и нижнее полупространство соответственно:

C±
scs =

√
ε0,1
μ0,1

∫

Θ±

|F0,1|2 d�.

Тогда по аналогии со свободным пространством определим сечение экстинкции

Cext = Cabc + C+
scs +C−

scs.

Разобьем поле в верхнем полупространстве на рассеянное поле и поле диполя E0 = Es
0 +

+Ed
0. При этом будем полагать, что каждое из них удовлетворяет условиям сопряжения на Ξ.

Тогда правая часть (8) может быть записана как

Cext = −Re (e ·Es
0(M0))− Re (e · Ed

0(M)|M=M0). (9)

Для вычисления конкретного вида выражений в правой части (9) понадобится представ-
ление для поля электрического диполя в присутствии полупространства. Соответствующий
векторный потенциал имеет вид [17, с. 37]

A(M) =
1

4π

∫

D0/Di

Ge(M,P )J(P ) dτP ,

где Ge(M,M0) – тензор Грина полупространства

Ge(M,M0) =

⎡

⎣
G11 0 0
0 G11 0

∂g/∂x ∂g/∂y G33

⎤

⎦. (10)

Компоненты тензора Грина могут быть записаны в виде интегралов Зоммерфельда:

Gββ(M,M0) =

∞∫

0

J0(λr)vββ(λ, z, z0)λdλ, β = 1, 3; g31(M,M0) =

∞∫

0

J0(λr)v31(λ, z, z0)λdλ.

Здесь r2 = (x−x0)
2+(y− y0)

2, J0 – цилиндрическая функция Бесселя, (x0, y0, z0) – декарто-
вы координаты источника, расположенного в точке M0. В данном случае для спектральных
функций v11, v33, v31 [17, с. 39], обеспечивающих непрерывность тангенциальных компонент
полей при z = 0, имеют место следующие представления:

vββ(λ, z, z0) =
exp{−η0|z − z0|}

η0
+Aββ(λ, z0)

exp{−η0z}
η0

, z0 > 0, z > 0;

v31(λ, z, z0) = A31(λ, z0) exp{−η0z0}, z0 > 0, z > 0,

где η20,1 = λ2−k20,1. Спектральные коэффициенты определяются из условий для скачков полей
при z = 0 [17, с. 40]. Отсюда легко получается, что

A11(λ, z0) =
η0 − η1
η0 + η1

exp{−η0z0}, A33(λ, z0) =
ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−η0z0},

A31(λ, z0) =
2(ε1 − ε0) exp{−η0z0}
(η0 + η1)(ε1η0 + ε0η1)

.
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Отметим, что первое слагаемое в первой строке спектральной функции соответствует фун-
даментальному решению уравнения Гельмгольца 4πΨ(M,M0). Таким образом, поле электри-
ческого диполя, удовлетворяющее условиям сопряжения для полей на границе раздела полу-
пространств, принимает вид

Ed
0(M) = − j

4πk0
∇×∇×

∫

D0/Di

Ge(M,P ) · J(P ) dτP .

Рассмотрим компоненты вектора поляризации возбуждающего диполя в декартовой сис-
теме координат. Начнём с вертикального диполя, т.е. компоненты с ez. Имеем

E
d(z)
0 (M) = − j

4πk0
∇×∇× {Ψ(M,M0)ez} −

j

4πk0
∇×∇× {G33(M,M0)ez},

здесь первое слагаемое представляет собой поле диполя в свободном пространстве с волновым
числом k0. Для удобства дальнейшего рассмотрения преобразуем выражение

Re

(

− j
k0

Ψ(M,M0)

)

= Im

(
e−jk0RMM0

k0RMM0

)

= −j0(k0RMM0),

где j0(k0RMM0) – сферическая функция Бесселя [18, с. 785]. Тогда справедливы равенства

ez · ∇ ×∇× [j0(M)ez ] = −|ez|2�j0(M) + ez∇∇ · (j0(M)ez) = |ez|2
(

k20j0(M) +
∂2

∂z2
j0(M)

)

.

В результате получим для сингулярной части выражение

− j

4πk0
∇×∇× {j0(M)ez}M=M0 =

|ez|2
4π

(

k20j0(M) +
∂2

∂z2
j0(M)

)

M=M0

=
k20
6π

|ez|2. (11)

Рассмотрим подробнее второе слагаемое, в котором G33 – соответствующий элемент тен-
зора Грина (10) без сингулярности. Поскольку компоненты тензора (10) удовлетворяют урав-
нению Гельмгольца в полупространстве D0, то аналогично имеем

ez · ∇ ×∇× [G33(M,M0)ez]

∣
∣
∣
∣
M=M0

= |ez|2
[

k20G33(M,M0) +
∂2

∂z2
G33(M,M0)

∣
∣
∣
∣
M=M0

]

=

= |ez|2
∞∫

0

(k20 + η20)
ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−2η0z0}
η0

λdλ = |ez|2
∞∫

0

ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−2η0z0}
η0

λ3 dλ.

Выделив вещественную часть последнего интеграла, с учётом отсутствия мнимой части у
волнового числа k1 получим

Re

∫

D0

(E
d(z)
0 · J∗) dτ =

|ez|2
4πk0

Im

∞∫

0

ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−2η0z0}
η0

λ3 dλ =

=
|ez|2
4πk0

Im

k1∫

0

ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−2η0z0}
η0

λ3 dλ.

Рассмотрим теперь случай горизонтального диполя, соответствующего компоненте ex.
Как и в предыдущем случае, достаточно рассмотреть лишь соответствующий элемент тен-
зора без сингулярности, поскольку для сингулярной части будет иметь место соотношение,

полностью аналогичное (11). Таким образом, для G11(M,M0) +
∂

∂x
g(M,M0) имеем

ex · ∇ ×∇×
[

G11(M,M0) +
∂

∂x
g(M,M0)

]

ex

∣
∣
∣
∣
M=M0

=
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= k20 |ex|2
[

G11(M,M0) +
∂

∂x
g(M,M0)

∣
∣
∣
∣
M=M0

]

+

[
∂2

∂x2
G11(M,M0) +

∂3

∂x3
g(M,M0)

]

M=M0

.

Сразу отметим то обстоятельство, что наличие любых производных нечётного порядка по
x или y от интеграла, содержащего J0(λr), приводит к обнулению результата при M = M0

(r = 0). В этом легко убедиться, записав ряд для функции Бесселя J0(x), который содержит
лишь чётные степени аргумента [18, c. 777]. Учитывая данное обстоятельство, получаем

|ex|2
[

k20G11(M,M0) +
∂2

∂x2
G11(M,M0)

∣
∣
∣
∣
M=M0

]

= |ex|2
∞∫

0

(

k20 −
λ2

2

)
η0 − η1
η0 + η1

exp{−2η0z0}
η0

λdλ

или

Re

∫

D0

(E
d(x)
0 · J∗) dτ =

|ex|2
8πk0

Im

k1∫

0

(2k20 − λ2)
η0 − η1
η0 + η1

exp{−2η0z0}
η0

λdλ.

Аналогичное соотношение можно получить и для случая горизонтального диполя, соот-
ветствующего компоненте ey. Собрав слагаемые, имеем

− Re (e · Es
0) =

k20
6π

|e|2 − |ez|2
4πk0

Im

k1∫

0

ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−2η0z0}
η0

λ3 dλ−

− (|ex|2 + |ey|2)
8πk0

Im

k1∫

0

(2k20 − λ2)
η0 − η1
η0 + η1

exp{−2η0z0}
η0

λdλ.

Теорема 1. Оптическая теорема (или, как её иногда называют, теорема экстинкции)
для граничной задачи (1)–(4) принимает следующий вид:

Cext = −Re (e · Es
0) +

k20
6π

|e|2 − |ez|2
4πk0

Im

k1∫

0

ε1η0 − ε0η1
ε1η0 + ε0η1

exp{−2η0z0}
η0

λ3 dλ−

− (|ex|2 + |ey|2)
8πk0

Im

k1∫

0

(2k20 − λ2)
η0 − η1
η0 + η1

exp{−2η0z0}
η0

λdλ. (12)

Проведём анализ полученного соотношения (12). Напомним, что сечение экстинкции сос-
тоит из Cext = Cabc+C+

scs+C−
scs. Здесь два последних слагаемых представляют собой сечения

рассеяния полного поля, включая поле диполя, в верхнем и нижнем полупространствах. Убе-
рём теперь рассеиватель, т.е. положим Es

0 = 0, тогда и Cabc = 0. Последнее легко установить,
если, аналогично предыдущему, использовать теорему дивергенции внутри области, занятой
рассеивателем, для поля диполя Ed

0. Таким образом, в левой части соотношения (12) останет-
ся лишь сумма Cd+

scs +Cd−
scs , а в правой части исчезнет слагаемое, соответствующее рассеянному

полю. Обозначим оставшуюся сумму как Cd
i = Cd+

scs + Cd−
scs . Она представляет собой полное

сечение излучения диполя как в верхнее, так и в нижнее полупространство. Тогда формулу
(12) для сечения экстинкции можно записать как

Cext = −Re (e · Es
0) + Cd

i . (13)

Полученную формулу (13) будем называть универсальной формулой для сечения экстинк-
ции, соответствующей локальному источнику первичного излучения в присутствии прозрач-
ного полупространства.

Итак, установлено, что вместо того чтобы вычислять сечение поглощения, интегрируя по
поверхности рассеивателя (6), достаточно вычислить проекцию рассеянного поля на вектор
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поляризации электрического диполя в одной единственной точке – точке расположения диполя
и добавить к нему сечение излучения диполя.

Таким образом, квантовый выход флюоресценции может быть записан как

η =
C+
scs + C−

scs

Cext
,

где Cext имеет вид (13).
Замечание 1. С вычислительной точки зрения формула (13) представляется более эконо-

мичной. Так как при вычислении сечений рассеяния C±
scs приходится интегрировать диаграм-

му рассеянного поля плюс диаграмму источника, вычисление отдельно интеграла от источника
излучения не ведет к дополнительным затратам ресурсов.

В работе [12] было получено выражение для экстинкции для случая возбуждения локаль-
ного проницаемого рассеивателя, расположенного в свободном пространстве, произвольным
мультиполем. В этом случае в качестве функции тока вместо диполя J(M,M0) = eδ(M −M0)
использовалось представление для мультипольного источника следующего вида:

J(M,M0) = eDm
n δ(M −M0),

где дифференциальный оператор

Dm
n = (−1)mjn

[
j

k

(
∂

∂x
− j

∂

∂y

)]m
P (m)
n

(
j

k

∂

∂z

)

,

здесь P
(m)
n (cos θ) =

∂mPn(cos θ)

∂(cos θ)m
, Pn(cos θ) – полином Лежандра, а (n,m) – порядки мульти-

поля [12]. Отметим [19], что оператор Dm
n возникает из представления поля мультипольного

источника, записанного следующим образом: h
(2)
n (kr)Pm

n (cos θ) exp(−jmϕ) = Dm
n h

(2)
0 (kRMM0),

где h
(2)
0 – сферическая функция Ханкеля. Тогда, как было установлено, главная часть сечения

экстинкции может быть представлена в виде

σext = −Re [Dm+
n (Es

0(M) · e)]M=M0 ,

где Dm+
n – эрмитово-сопряжённый оператор по отношению к Dm

n . При этом рассеянное поле
Es

0 является аналитической функцией всюду вне рассеивателя, поэтому взятие производных
не представляет проблемы [16, с. 132]. В данном случае, основываясь на универсальной фор-
муле для сечения экстинкции (13), можно обобщить полученный выше результат на случай
возбуждения локального рассеивателя в присутствии прозрачной подложки произвольным
мультиполем. В этом случае имеет место

Теорема 2. В случае возбуждения локального рассеивателя, расположенного вблизи про-
зрачной подложки, мультиполем порядка (n,m) сечение экстинкции принимает вид

Cext = −Re [Dm+
n (Es

0(M) · e)]M=M0 +Cmult
i , (14)

где Cmult
i – сечение излучения мультиполя в присутствии полупространства.

Отметим, что именно это обстоятельство имелось ввиду под универсальностью форму-
лы (13).

Замечание 2. В обоих случаях в формулировках (13), (14) точка M0 в равной степени
может находиться как в верхнем D0, так и в нижнем D1 полупространстве.

Заключение. Сформулируем основные результаты работы.
1. Для системы уравнений Максвелла с учётом эффекта нелокальности получено базовое

соотношение для сечения экстинкции при возбуждении рассеивателя электрическим диполем
в присутствии прозрачной подложки.

2. Получена универсальная формула, позволяющая определять сечение экстинкции, вы-
числяя рассеянное поле в одной единственной точке.
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3. Проведено обобщение универсальной формулы на случай возбуждения мультиполем про-
извольного порядка, при этом мультиполь может располагаться как вблизи рассеивателя, так
и внутри подложки.

4. Получена формула для расчёта квантового выхода флюоресценции, исключающая необ-
ходимость вычисления сечения поглощения для рассеивателя с эффектом нелокальности.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаменталь-
ной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-284.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Adhikari S., Orrit M. Progress and perspectives in single-molecule optical spectroscopy // J. Chem. Phys.
2022. V. 156. P. 160903.

2. Ugwuoke L.C., Mančal T., Krüger T.P.J. Plasmonic quantum yield enhancement of a single molecule
near a nanoegg // J. Appl. Phys. 2020. V. 127. P. 203103.

3. Sui N., Wang L., Yan T., et al. Selective and sensitive biosensors based on metal-enhanced fluorescence
// Sensors and Actuators. B. 2014. V. 202. P. 1148–1153.

4. Liaw J-W., Chen H-C., Kuo M-K. Comparison of Au and Ag nanoshells’ metal-enhanced fluorescence
// J. Quantitat. Spectr. Radiat. Trans. 2014. V. 146. P. 321–330.

5. Гришина Н.В., Еремин Ю.А., Свешников А.Г. Метод дискретных источников для анализа усиле-
ния флюоресценции в присутствии плазмонных структур // Журн. вычислит. математики и мат.
физики. 2016. Т. 5. № 1. С. 131–139.

6. Tserkezis C., Stefanou N., Wubs M., Mortensen N. Molecular fluorescence enhancement in plasmonic
environments: exploring the role of nonlocal effects // Nanoscale. 2016. V. 8. P. 17532–17541.

7. Еремин Ю.А., Свешников А.Г. Математическая модель процессов флюоресценции с учетом кван-
тового эффекта нелокального экранирования // Мат. моделирование. 2019. Т. 31. № 5. С. 85–102.

8. Newton R.G. Optical theorem and beyond // Am. J. Phys. 1976. V. 44. № 7. P. 639–642.
9. Berg M.J., Sorensen C.M., Chakrabarti A. Extinction and the optical theorem. Part I. Single particles
// J. Opt. Soc. Am. A. 2008. V. 25. № 7. P. 1504–1513.

10. Еремин Ю.А. Обобщение оптической теоремы на основе интегро-функциональных соотношений
// Дифференц. уравнения. 2007. Т. 43. № 9. С. 1168–1172.

11. Small A., Fung J., Manoharan V.N. Generalization of the optical theorem for light scattering from a
particle at a planar interface // J. Opt. Soc. Am. A. 2013. V. 30. P. 2519–2525.

12. Еремин Ю.А. Обобщение оптической теоремы для мультиполя на основе интегральных преобразо-
ваний // Дифференц. уравнения. 2017. Т. 53. № 9. C. 1156–1161.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 917.977

ОБ ОДНОЙ МИНИМАКСНОЙ ЗАДАЧЕ РАЗБРОСА
ТРАЕКТОРИЙ НЕЛИНЕЙНОГО УПРАВЛЯЕМОГО

ОБЪЕКТА
c© 2022 г. М. С. Никольский

Рассматривается динамический управляемый объект, находящийся под воздействием двух
управлений. Первым управлением распоряжается минимизирующий игрок, оно является
постоянным вектором, выбираемым из заданного множества. Второе управление является
переменным вектором и имитирует воздействие на систему различных возмущений. Фик-
сируется терминальный функционал. Первый игрок стремится к минимизации целевого
функционала, цели второго игрока не фиксируются, предполагается только, что управле-
ние второго игрока не известно первому игроку. В таких условиях для оценки возможно-
стей первого игрока можно использовать минимаксный подход. Отметим, что рассматрива-
ется случай зависимых ограничений на управления. Получены эффективные достаточные
условия, при которых минимакс целевого функционала определён корректно.

DOI: 10.31857/S0374064122120123, EDN: NDBQSJ

Введение. В статье рассматривается конфликтно управляемая динамическая система,
описываемая традиционной для математической теории оптимального управления системой
дифференциальных уравнений (см., например, [1, с. 16–23; 2, с. 31–39; 3, с. 8–12; 4]), в кото-
рой одно из двух управлений является постоянным вектором, выбираемым из фиксированно-
го множества. Второе управление является переменным вектором и моделирует воздействие
возмущений (например, природных возмущений), которые наперёд не известны. Сам процесс
движения системы происходит из фиксированного начального состояния на отрезке времени
[0, T ], где T > 0 – фиксированная константа. Динамический процесс рассматривается с точки
зрения игрока, выбирающего постоянное управление. Он стремится к минимизации заданно-
го терминального функционала. Так как поведение возмущений считается неизвестным на
промежутке [0, T ], то для оценки эффективности выбора управляющего субъекта естествен-
но использовать минимаксный подход, часто используемый в теории исследования операций.
В данной работе минимаксный подход применяется к терминальному функционалу, который
в приложениях может быть проинтерпретирован, например, как характеристика разброса кон-
цов траекторий управляемой системы в момент T > 0.

Отметим, что ограничения на управления предполагаются зависимыми, и это значительно
усложняет исследование задачи. Зависимые ограничения на стратегии игроков для игровых
процессов в статической форме рассматривались в работах Ю.Б. Гермейера [5], В.В. Фёдоро-
ва [6] и других авторов.

Цель настоящей статьи – получить эффективные достаточные условия, при которых га-
рантируется существование минимакса в рассматриваемых классах управлений. Такого рода
условия важны для приложений.

Основная часть. Рассматривается нелинейный управляемый объект вида (ср. с [1, с. 16–
23; 2, с. 31–39])

ẋ = f(x, u, v), (1)

где x ∈ R
n (n � 1), u ∈ P, P – компакт из R

p (p � 1), v ∈ Q(u), Q(u) – выпуклый ком-
пакт из R

q (q � 1), причём многозначное отображение Q(u) непрерывно по u ∈ P в смысле
метрики Хаусдорфа (см. [3, с. 57]). Символом R

k (k � 1) будем обозначать k-мерное арифме-
тическое евклидово пространство, элементами которого являются упорядоченные наборы из k
действительных чисел, записываемых в виде столбцов, с обычными определениями операций
над векторами, скалярного произведения векторов 〈 · , · 〉 и длины вектора | · |.
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Предполагается, что выполнены следующие условия:
1) n-мерная функция f(x, u, v) определена и непрерывна по совокупности переменных

(x, u, v) на R
n × P × Q̂, где

Q̂ =
⋃

u∈P
Q(u); (2)

2) для каждого непустого компакта G ⊂ R
n существует такая константа λ(G) � 0, что

при x′, x′′ ∈ G, u′, u′′ ∈ P и v′, v′′ ∈ Q̂ справедливо неравенство

|f(x′, u′, v′)− f(x′′, u′′, v′′)| � λ(G)(|x′ − x′′|+ |u′ − u′′|+ |v′ − v′′|); (3)

3) при x ∈ R
n, u ∈ P, v ∈ Q̂ выполняется неравенство (ср. с [4]) вида

〈x, f(x, u, v)〉 � c(1 + |x|2), (4)

где c – неотрицательная константа;
4) множество f(x, u,Q(u)) является выпуклым при всех x ∈ R

n, u ∈ P.
Отметим, что в силу непрерывности многозначного отображения Q(u) на компакте P

множество Q̂ (см. (2)) ограничено.
Для управляемого объекта (1) фиксировано начальное условие

x(0) = x0, (5)

где x0 ∈ R
n. В качестве допустимых управлений для управляемого объекта (1), (5) выступают

пары: постоянный вектор u ∈ P и измеримое по Лебегу управление v(t) ∈ Q(u) при t ∈
∈ [0, T ]. Обозначим Δ = [0, T ]. В нашей управляемой модели управление v(t) на отрезке
Δ моделирует воздействие помех и возмущений, воздействующих на управляемый объект.
Отметим, что из неравенства (4) в силу результатов статьи [4] для абсолютно непрерывного
решения задачи Коши (1), (5) x(t, u, v(·)), соответствующего допустимой паре (u, v(·)), при
t ∈ Δ выполняется априорная оценка

|x(t, u, v(·))| � ecT
√

1 + |x0|2, (6)

причём решение x(t, u, v(·)) определено и единственно на всём отрезке Δ.
Условимся оценивать качество управления u ∈ P с помощью фиксированной непрерывной

на пространстве R
n функции ϕ(x) функционалом вида

g(u) = max
v(·)

ϕ(x(T, u, v(·))), (7)

где v(·) означает произвольную измеримую функцию v(t) ∈ Q(u), t ∈ Δ. Отметим, что
существование максимума в формуле (7) следует из непрерывности ϕ(x) и компактности
множества достижимости D(T, x0, u) управляемого объекта (1), (5) при фиксированном u ∈
∈ P. Компактность множества D(T, x0, u) можно обосновать с помощью результатов работ [2,
4], учитывая постулированную выпуклость множества f(x, u,Q(u)) при всех x ∈ R

n, u ∈ P.
Касаясь физической интерпретации изучаемой модели конфликтного управления, отме-

тим, что в теории исследования операций (см., например, [5, 6]), в частности, изучаются модели
взаимодействия двух игроков со связанными ограничениями на множество стратегий. В таких
игровых моделях первый игрок – Центр (минимизирующий игрок) объявляет свой выбор стра-
тегии второму игроку – Исполнителю (максимизирующему игроку). Второй игрок, зная выбор
первого игрока, получает информацию о своих возможностях и делает выбор своей стратегии.
В такой игровой модели рамки выбора стратегии вторым игроком могут существенно зави-
сеть от выбора стратегии первого игрока. В изучаемой нами модели таким первым игроком
является субъект, управляющий системой (1), (5) (он выбирает вектор u ∈ P ), а вторым
игроком является игрок, выбирающий измеримое управление v(t) ∈ Q(u), t ∈ Δ. Второго
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игрока иногда называют Природой, поведение которой является непредсказуемым заранее на
отрезке Δ.

Отметим, что для приложений представляет интерес, например, функция ϕ(x) = |x − ξ|,
где ξ ∈ R

n – фиксированный целевой вектор. С помощью этой функции можно оценить раз-
брос векторов множества достижимости D(T, x0, u) относительно целевого вектора ξ. В более
общем случае можно рассмотреть функцию расстояния ϕ(x) = dist (x,M), где M – компакт
из R

n, и оценить отклонение точек D(T, x0, u) от терминального множества M минимаксным
образом.

Обоснуем существование минимума функционала g(u) (см. (7)) на компакте P или, ина-
че, минимакса функционала ϕ(x(T, u, v(·))) на допустимых парах управлений. Для этого рас-
смотрим минимизирующую последовательность uk ∈ P, k ∈ N, для которой справедливо
предельное равенство

lim
k→∞

g(uk) = γ, (8)

где через γ обозначен инфимум функционала g(u) на P. Так как P – компакт, то (проведя,
если надо, перенумерацию) можно считать, что при k → ∞

uk → u∗, (9)

где u∗ – некоторый вектор из P. Докажем, что

g(u∗) = γ. (10)

Поскольку неравенство γ � g(u∗) следует из определения величины γ, то требуется дока-
зать лишь неравенство g(u∗) � γ. Поэтому согласно (7) для доказательства равенства (10)
достаточно обосновать неравенство

ϕ(x(T, u∗, ṽ(·))) � γ (11)

для произвольной измеримой функции ṽ(t) ∈ Q(u∗), t ∈ Δ. Далее фиксируем произвольное
измеримое управление ṽ(t) ∈ Q(u∗), t ∈ Δ. Используя определение непрерывности много-
значного отображения (см. [3, с. 57]), можно утверждать, что для любого ε > 0 существует
такое δ > 0, что для u ∈ P при |u− u∗| � δ выполняется включение

Q(u∗) ⊂ Q(u) + Sε, (12)

где Sε = {v ∈ R
q : |v| � ε}, знак “ + ” означает алгебраическое сложение множеств. Для векто-

ров ω ∈ R
q, u ∈ P определим метрическую проекцию Pr (ω, u) вектора ω ∈ R

q на выпуклый
компакт Q(u) как вектор ξ ∈ Q(u), для которого имеет место соотношение

|ω − ξ| = min
η∈Q(u)

|ω − η|.

С помощью выпуклого анализа обосновывается, что вектор Pr (ω, u) при всех ω ∈ R
q, u ∈

∈ P определён однозначным образом, причём при фиксированном u ∈ P векторная функция
Pr (ω, u) непрерывна по ω на пространстве R

q.
Рассмотрим последовательность функций

vk(t) = Pr (ṽ(t), uk), (13)

где k ∈ N, t ∈ Δ. Используя упомянутые свойства проекции Pr (ω, u), можно обосновать,
что при t ∈ Δ функции vk(t) (см. (13)) измеримы по Лебегу, причём

vk(t) ∈ Q(uk).

Обозначим при t ∈ Δ, k ∈ N

x∗(t) = x(t, u∗, ṽ(·)), (14)
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xk(t) = x(t, uk, vk(·)). (15)

Для абсолютно непрерывных функций x∗(t), xk(t) при t ∈ Δ, k ∈ N в силу (1), (5), (14),
(15) имеем равенства

x∗(t) = x0 +

t∫

0

f(x∗(s), u∗, ṽ(s)) ds, (16)

xk(t) = x0 +

t∫

0

f(xk(s), uk, vk(s)) ds, (17)

здесь интегралы понимаются в смысле Лебега. Введём обозначение (см. (6))

G1 = {x ∈ R
n : |x| � ecT

√
1 + |x0|2}. (18)

Из определения x∗(t), xk(t) при t ∈ Δ, k ∈ N и соотношений (6), (18) получаем включения

x∗(t) ∈ G1, xk(t) ∈ G1.

Обозначим через β константу λ(G1) (см. неравенство (3)). Из соотношений (3), (16)–(18)
и определения константы β при t ∈ Δ, k ∈ N имеем неравенства

δk(t) �
t∫

0

β(δk(s) + |uk − u∗|+ |vk(s)− v∗(s)|) ds, (19)

где
δk(t) = |xk(t)− x∗(t)|, (20)

интегралы понимаются в смысле Лебега. Используя известную теорему сравнения (см. в [7]
теорему 1.6.1), с помощью (19), (20) получаем при k ∈ N неравенства

|xk(T )− x∗(T )| � βeβT
T∫

0

(|uk − u∗|+ |vk(s)− ṽ(s)|) ds. (21)

Обозначим для произвольного непустого компакта M ⊂ R
q и произвольного z ∈ R

q

величину
dist (z,M) = min

η∈M
|z − η|. (22)

По определению метрической проекции для функций vk(t), k ∈ N, t ∈ Δ (см. (13)) выпол-
няется соотношение

dist (ṽ(t), Q(uk)) = |ṽ(t)− vk(t)|. (23)

Далее, обозначим при k ∈ N

hk = sup
t∈Δ

|ṽ(t)− vk(t)|. (24)

Используя сходимость последовательности векторов uk к вектору u∗ ∈ P и соотношения (9),
(12), (13), (23), можно обосновать, что (см. (24))

hk → 0 (25)

при k → ∞. Из формул (21)–(24) при k ∈ N получаем неравенства

|xk(T )− x∗(T )| � βTeβT (|uk − u∗|+ hk),
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из которых вытекает (см. (9), (25)), что при k → ∞

xk(T ) → x∗(T ). (26)

Отметим, что из формулы (15) и определения величин g(uk) (см. (7)) при k ∈ N следуют при
k ∈ N оценки

ϕ(xk(T )) � g(uk). (27)

Из соотношений (8), (26), (27) и непрерывности функции ϕ(x) после перехода к пределу в (27)
при k → ∞ получаем, что

ϕ(x∗(T )) � γ.

Тем самым неравенство (11) обосновано.
На основании рассуждений выше доказана
Теорема. Функционал g(u) (см. (7)) достигает своего минимума на компакте P. Сле-

довательно, величина
min
u∈P

max
v(·)

ϕ(x(T, u, v(·))),

где v(·) означает произвольную измеримую функцию v(t) ∈ Q(u), t ∈ Δ, определена кор-
ректно.

Заключение. В статье получены эффективные достаточные условия, при которых в рас-
сматриваемом динамическом игровом процессе двух игроков с зависимыми ограничениями на
управления минимакс целевого функционала определён корректно.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Е.Ф. Математическая теория оп-
тимальных процессов. М., 1983.

2. Ли Э.Б., Маркус Л. Основы теории оптимального управления. М., 1972.
3. Благодатских В.И. Введение в оптимальное управление. Линейная теория. М., 2001.
4. Филиппов А.Ф. О некоторых вопросах оптимального регулирования // Вестн. Московского ун-та.
Сер. 1. Математика и механика. 1959. № 2. С. 25–38.

5. Гермейер Ю.Б. Игры с непротивоположными интересами. М., 1976.
6. Федоров В.В. Численные методы максимина. М., 1979.
7. Лакшмикантам В., Лила С., Мартынюк А.А. Устойчивость движения: метод сравнения. Киев,
1991.

Математический институт Поступила в редакцию 19.11.2021 г.
имени В.А. Стеклова РАН, г. Москва После доработки 10.09.2022 г.

Принята к публикации 21.10.2022 г.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2022, том 58, № 12, с. 1707–1711

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ
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ОПТИМИЗАЦИОННАЯ ОБРАТНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ
ЗАДАЧА ДЛЯ ВЕКТОРНОГО ОПЕРАТОРА

ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ
c© 2022 г. В. А. Садовничий, Я. Т. Султанаев, Н. Ф. Валеев

Рассматривается оптимизационная обратная спектральная задача: для заданного матрич-
ного потенциала Q0(x) требуется найти ближайшую к нему матричную функцию Q̂(x)
такую, чтобы первое собственное значение матричного оператора Штурма–Лиувилля с
потенциалом Q̂(x) совпадало с заданным значением λ∗

1 ∈ R. Основной результат работы
заключается в установлении нового типа связи между указанной обратной спектральной
задачей и системами нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка, извест-
ными в математической физике как системы нелинейных уравнений Шрёдингера.

DOI: 10.31857/S0374064122120135, EDN: NDBWNF

Введение. Пусть H = L2
n(0, 1) – гильбертово пространство всех комплекснозначных век-

тор-функций со скалярным произведением (�y,�v) =
∫ 1
0

∑n
k=1 yk(x)vk(x) dx. M2

n(0, 1) – гиль-
бертово пространство всех матриц размера n × n с элементами – функциями из L2(0, 1) с
нормой ‖Q‖2M2

n
=
∫ 1
0 tr (Q∗(x)Q(x)) dx. В пространстве L2

n(0, 1) рассматривается краевая за-
дача Штурма–Лиувилля, порождённая на интервале 0 < x < 1 системой уравнений

l(�y) ≡ − d2

dx2
�y(x) +Q(x)�y(x) = λ�y(x) (1)

и граничными условиями Дирихле
�y(0) = �y(1) = 0, (2)

где Q(x) ∈ M2
n(0, 1) – вещественная эрмитова матрица, λ – спектральный параметр.

Хорошо известно, что если Qk,j(x) ∈ L2(0, 1), то дифференциальное выражение (1) вме-
сте с граничными условиями (2) определяет самосопряжённый дифференциальный оператор
в гильбертовом пространстве L2

n(0, 1), который будем обозначать L[Q], а область его опре-
деления – D(L[Q]).

Спектр оператора L[Q] является дискретным и состоит из последовательности собствен-
ных значений σ(L[Q]) := {λi(Q)}∞i=1, а поскольку Q(x) – эрмитова матрица, эти собственные
значения можно перенумеровать в порядке возрастания: λ1(Q) � λ2(Q) � . . .

Основной целью работы является исследование оптимизационной обратной спектральной
задачи для оператора L[Q] (см. [1–3]). При этом в качестве спектральных данных будем
рассматривать первое собственное значение оператора L[Q], которое можно определить сле-
дующим образом:

λ1(Q) := inf
�v∈D(L[Q])

‖�v‖=1

{(�v′, �v′) + (Q�v,�v)}. (3)

Рассматриваемая обратная спектральная задача относится к задачам с неполными спек-
тральными данными. Такие задачи имеют бесконечное число решений и некорректны. Чтобы
преодолеть эти трудности, можно предположить, что заранее известна некоторая информация
о потенциале Q, например, что потенциал Q имеет наиболее близкую “форму” к Q0(x). Такой
взгляд на обратные спектральные задачи, в известном смысле, является более естественным.
Одной из причин тому является недоступность для измерения полной системы спектральных
данных (для задач диагностики или идентификации объектов), а в задачах построения линей-
ной динамической системы с заданными частотно-резонансными свойствами, наиболее близкой
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к “эталонной” системе, нет необходимости рассматривать весь диапазон частотно-резонансных
характеристик. Эти замечания приводят к исследованию различных содержательных поста-
новок обратных спектральных задач с неполными данными (см., например, работы [4–6]).

Разнообразные постановки обратных спектральных задач имеют довольно много естествен-
ных источников возникновения: математическая физика, квантовая механика, оптика, меха-
ника, инженерные науки, а также различные разделы самой математики [4, 5, 7]. Отдельный
интерес представляет связь оптимизационных спектральных задач с нелинейными оператора-
ми математической физики (см., например, [2, 3] и [8, с. 278–290]) с различными экстремаль-
ными свойствами собственных значений (см. [9, 10] и содержащуюся в них библиографию).
Несмотря на очевидную актуальность, многие из этих задач остаются нерешёнными.

В данной работе исследуется оптимизационная обратная спектральная задача для вектор-
ного оператора Штурма–Лиувилля:

Задача (P). Для заданного вещественного числа λ∗
1 и матричного эрмитова потенциала

Q0(x) ∈ M2
n(0, 1) требуется найти потенциал Q̂(x) ∈ M2

n(0, 1) такой, что

‖Q0 − Q̂‖2L2 = inf
Q∈M2

n(0,1)
{‖Q0 −Q‖2M2

n(0,1)
: λ1(Q̂) = λ∗

1}.

1. Существование и единственность решения. Введём в рассмотрение множество

M(λ) := {Q ∈ M2
n(0, 1) : λ � λ1(Q)}.

Лемма. Множество M(λ∗
1) ⊂ Mn(0, 1) является выпуклым.

Доказательство. Заметим, что множество M(λ∗
1) – не пустое. Рассмотрим произвольные

Q1, Q2 ∈ M(λ∗
1) и α ∈ [0, 1]. Из формулы (3) имеем

λ1(αQ1 + (1− α)Q2) = inf
�v∈D(L)
‖�v‖=1

{(�v′, �v′) + ((αQ1 + (1− α)Q2)�v,�v)} =

= (�v′∗, �v
′
∗) + ((αQ1 + (1− α)Q2)�v∗, �v∗) = α((�v′∗, �v

′
∗) + (Q1�v∗, �v∗)) + (1 + α)((�v′∗, �v

′
∗) + (Q2�v∗, �v∗)) �

� α inf
�v∈D(L)
‖�v‖=1

{(�v′, �v′) + (Q1�v,�v)}+ (1− α) inf
�v∈D(L)
‖�v‖=1

{(�v′, �v′) + (Q2�v,�v)} = αλ1(Q1) + (1− α)λ1(Q2).

Из полученного неравенства и вытекает выпуклость множества M(λ∗
1).

Теперь докажем существование и единственность решения задачи (P).
Теорема 1. Пусть справедливо неравенство λ1(Q0) � λ∗

1. Тогда оптимизационная об-
ратная спектральная задача (P) имеет единственное решение.

Доказательство. Если λ1(Q0) = λ∗
1, то существование и единственность решения рас-

сматриваемой задачи очевидны. Далее будем считать, что λ1(Q0) < λ∗
1.

На множестве M(λ∗
1) рассмотрим следующую задачу о минимизации:

P̌ = min{ρ(Q) = ‖Q0 −Q‖2Mn
: Q ∈ M(λ∗

1)}. (4)

Коэрцитивность функционала расстояния ρ(·) : Mn(0, 1) → R влечёт за собой существование
минимизатора Q̂ ∈ M(λ∗

1) задачи (4). Из строгого неравенства λ1(Q0) < λ∗
1 следует, что Q̂ �=

�= Q0. Выпуклость множества M(λ∗
1) и строгая выпуклость функционала расстояния ρ(Q)

обеспечивают единственность Q̂ и Q̂ ∈ ∂M(λ∗
1) = {Q ∈ M(λ∗

1) : λ1(Q) = λ∗
1}. Тем самым

доказаны существование и единственность решения задачи (P).

Пусть Q̂ ∈ ∂M(λ∗
1) – решение задачи (P). Тогда, очевидно, λ1(Q̂) = λ∗

1 – первое собствен-
ное значение оператора L[Q̂], т.е.

− d2

dx2
�u(x) + Q̂(x)�u(x) = λ∗

1�u(x), �u(0) = �u(1) = 0.

Заметим, что в общем случае первое собственное значение λ1(Q̂) может оказаться кратным.
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Теорема 2. Пусть выполняется неравенство λ1(Q0) � λ∗
1, а Q̂ ∈ ∂M(λ∗

1) – решение
задачи (P). Если λ1(Q̂) – собственное значение кратности p, то справедливо представление

Q̂(x) = Q0(x) +

p∑

k,j=1

αk,j�uk(x)
⊗

�uj(x), (5)

где {�uk(x)}pk=1 – ортонормированная система собственных функций оператора L[Q̂], соот-
ветствующая первому собственному значению, равному λ∗

1, A = (αk,j)
p
k,j=1 – эрмитова

матрица. Здесь символ
⊗

обозначает тензорное произведение в векторном пространстве En.

Доказательство. Пусть Q̂ – решение задачи (P), λ1(Q̂) = λ1 – собственное значе-
ние кратности p, {�uk(x, t)}pk=1 – соответствующая система ортонормированных собственных
функций. Покажем, что для любой матричнозначной функции δ0(x) ∈ Mn(0, 1), удовлетво-
ряющей равенству (δ0�uk, �uj) = 0, k, j = 1, p, можно построить аналитическую в окрестности
точки t = 0 матричнозначную функцию вида

δ(t) := δ0(x)t+D(x, t), ‖D(x, t)‖Mn = O(t2), (6)

такую, что в достаточно малой окрестности t = 0 будет выполняться тождество

λ1(Q̂+ δ(t)) ≡ λ∗
1. (7)

Заметим, что оператор

L[Q̂+ δ0(x)t] := − d2

dx2
+ Q̂(x) + δ0(x)t

образует аналитическое семейство операторов (см. [11, с. 470]). Следовательно, собственные
значения и собственные функции этого оператора будут аналитическими функциями перемен-
ной t в некоторой окрестности нуля. Тогда существуют аналитические в окрестности t = 0
функции {�uk(x, t)}nk=1 и {μk(t)}nk=1, удовлетворяющие условиям

L[Q̂+ δ0(x)t]�uk = (λ∗
1 + μk(t))�uk, �uk(0, t) = 0, �u′k(0, t) = �ek, μk(0) = 0, k = 1, n.

Учитывая, что собственное значение λ1(Q̂) имеет кратность p, дополнительно можно считать,
что {μk(t)}pk=1 – собственные значения, а �uk(1, t) = 0, k = 1, p, – соответствующие собственные
функции.

Из функций {μk(t)}nk=1 и соответствующих вектор-столбцов {�uk(x, t)}nk=1 составим мат-
рицы Λ(t) = diag {μ1(t), . . . , μn(t)} и U(x, t) = [�u1(x, t), . . . , �un(x, t)].

Заметим, что эти матрицы удовлетворяют задаче Коши

− U ′′ + (Q̂+ tδ0 − λ∗
1I)U = UΛ(t), U(0) = 0, U ′(0) = I,

где I – единичная матрица.
Таким образом, матричнозначная функция D(x, t) = U(x, t)Λ(t)U−1(x, t), удовлетворяю-

щая представлению (6) с условием (7), построена.
Обозначим через P : M2

n(0, 1) �→ M2
n(0, 1) самосопряжённый проектор на линейную обо-

лочку M0 ⊂ M2
n(0, 1) матричнозначных функций �uk(x)

⊗
�uj(x), где k, j = 1, p.

Пусть δ(x) – произвольный элемент гильбертова пространства Mn(0, 1). Положим δ0(x)=
= (I − P )δ(x). Легко проверить, что справедливо равенство

(δ0�uk, �uj)L2
n(0,1)

= ((I − P )δ, �uk
⊗

�uj)M2
n(0,1)

= 0

для всех k, j = 1, p.
Определим для δ(x) матричнозначную функцию Δ(t) = tδ0(x) + D(x, t), удовлетворяю-

щую (6), (7). Поскольку в точке Q̂ ∈ ∂M(λ∗
1) достигается строгий минимум задачи

P̌ = min{ρ(Q) = ‖Q0 −Q‖2Mn
: Q ∈ M(λ∗

1)},
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то для матричнозначной функции δ(t) в некоторой окрестности t = 0 справедливо нера-
венство

‖Q̂+ δ(t) −Q0‖2Mn
− ‖Q̂−Q0‖2Mn

= 2(Q̂−Q0, δ(t))Mn + (δ(t), δ(t))Mn > 0.

Согласно (6) имеем δ(x, t) = tδ0(x)+O(t2). Так как δ0(x) = (I−P )δ(x), то это неравенство
можно записать в виде

t(Q̂−Q0, (I − P )δ)Mn +O(t2) > 0,

и оно выполнено при всех достаточно малых вещественных t, следовательно,

(Q̂−Q0, (I − P )δ)Mn = 0.

Поскольку P – самосопряжённый проектор, то для всех δ(x) из пространства Mn(0, 1) спра-
ведливо тождество (Q̂ − Q0, (I − P )δ)Mn = ((I − P )(Q̂ − Q0), δ)Mn = 0. Отсюда имеем ра-
венства (I − P )(Q̂ − Q0) = 0 и Q̂ = Q0 + P (Q̂ − Q0). Для получения представления (5)
заметим, что P (Q̂−Q0) ∈ M0, следовательно, найдутся числа αk,j такие, что Q̂(x) = Q0(x)+
+
∑p

k,j=1 αk,j�uk(x)
⊗

�uj(x).

Далее заметим, что Q0 = Q∗
0, а Q̂ по построению – самосопряжённая матрица, следова-

тельно,
∑p

k,j=1 αk,j�uk(x)
⊗

�uj(x) тоже самосопряжённая. Тогда из соотношения

(�uk(x)
⊗

�uj(x))
∗ = �uj(x)

⊗
�uk(x)

следует самосопряжённость матрицы A = (αk,j)
p
k,j=1. Теорема доказана.

В случае, когда собственное значение λ1(Q̂) простое, формула (5) примет вид

Q̂(x) = Q0(x) + α�u(x)
⊗

�u(x),

где �u(x) – соответствующая собственная функция. При этом справедливо обратное к теореме 2
утверждение.

Теорема 3. Пусть краевая задача

− d2

dx2
�v + (Q0(x) + β�v

⊗
�v)�v = λ∗

1�v, �v(0) = �v(1) = 0

имеет решение �v(x) такое, что λ∗
1 является первым простым собственным значением

оператора L[Q0(x)+β�v
⊗

�v]. Тогда матричный потенциал Q̂(x) = Q0(x)+β�v
⊗

�v является
решением задачи (P).

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы, тогда Q̂ ∈ ∂M(λ∗
1). Представим

произвольный элемент Q ∈ M(λ∗
1) в виде Q = Q̂ + δ, тогда при любом 0 � t � 1 в силу

выпуклости множества M(λ∗
1) имеем Q̂ + tδ ∈ M(λ∗

1). При этом λ1(Q̂ + tδ) � λ∗
1 = λ1(Q̂)

при всех 0 � t � 1, откуда следует, что λ1(Q̂+ tδ)− λ1(Q̂) � 0 и (λ1(Q̂+ tδ)− λ1(Q̂))/t � 0.
В последнем неравенстве перейдём к пределу t → 0+ и получим

lim
t→0+

dλ1(Q̂+ tδ)

dt
= (δ�v,�v) � 0. (8)

Теперь, положив δ = Q− Q̂ для любого Q ∈ M(λ∗
1), имеем

‖Q−Q0‖2Mn
= ‖Q̂−Q0 + δ‖2Mn

= ‖Q̂−Q0‖2Mn
+ 2(Q̂−Q0, δ)Mn + (δ, δ)Mn .

Для потенциала соотношения Q̂(x) = Q0(x) + β�v
⊗

�v в силу неравенства (8) выполняются
соотношения

(Q̂−Q0, δ)Mn = (β�v
⊗

�v, δ)Mn = β(�v, δ�v)L2
n

� 0.
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Отсюда получаем, что для любого Q ∈ M(λ∗
1) и Q �= Q̂ справедливо неравенство

‖Q−Q0‖2Mn
> ‖Q̂−Q0‖2Mn

.

Таким образом, утверждение теоремы доказано.
2. Пример. В качестве примера рассмотрим задачу (P) в пространстве H = L2

2(0, 1)

для матричного потенциала Q0(x) =

[
q11(x) q12(x)
q12(x) q22(x)

]

. Согласно теореме 1 задача (P) имеет

единственное решение Q̂. При этом если первое собственное значение оператора L[Q̂] простое,
то Q̂(x) = Q0(x) + α�u

⊗
�u, ‖�u‖ = 1, и

L[Q̂]�u = −�u′′ + (Q0(x) + α�u
⊗

�u)�u = λ∗
1�u, �u(0) = �u(1) = 0, (9)

где λ∗
1 – первое собственное значение оператора L[Q̂].

Краевую задачу (9) можно преобразовать к известной в математической физике системе
нелинейных уравнений Шрёдингера вида [8, с. 285–286]

− u′′1(x) + (q11(x) + α(u21(x) + u22(x)))u1(x) + q12(x)u2(x) = λ∗
1u1(x),

− u′′2(x) + (q22(x) + α(u21(x) + u22(x)))u2(x) + q12(x)u1(x) = λ∗
1u2(x),

uk(0) = uk(1) = 0, k = 1, 2.
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Московского центра фундаментальной и прикладной математики (соглашение 075-15-2019-
1621), исследование Валеева Н.Ф. выполнено при финансовой поддержке Российского научно-
го фонда (проект 22-21-00580).
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.956+517.984.5

ФОРМУЛА СЛЕДА
ДЛЯ ОГРАНИЧЕННОГО ВОЗМУЩЕНИЯ
ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА НА КВАДРАТЕ

c© 2022 г. З. Ю. Фазуллин

Получена классическая формула следа Гельфанда–Левитана с вычетом первой поправки
теории возмущений для оператора Лапласа на квадрате, возмущённого оператором умно-
жения на функцию специального вида. Выдвинута гипотеза о формуле регуляризованного
следа в общей ситуации.

DOI: 10.31857/S0374064122120147, EDN: NDFAJH

Рассмотрим оператор L0u = −Δu с краевыми условиями Дирихле в пространстве L2(K),
где K = {(x, y) : 0 � x, y � π}. Хорошо известно, что спектр оператора L0 состоит из
собственных чисел λkm = k2 + m2, k,m = 1, 2, . . . , и fkm(x, y) = (2/π) sin(kx) sin(my) –
соответствующие им ортонормированные собственные функции. Пусть V – оператор умноже-
ния на ограниченную измеримую функцию v(x, y), действующий в L2(K), и L = L0 + V –
возмущённый оператор с граничными условиями Дирихле на множестве K.

В работах [1–3] для задачи Дирихле оператора L = Ls
0 + V, s > 1, было доказано, что

существует подпоследовательность {nl}∞l=1 ⊂ N такая, что выполняется равенство

lim
l→∞

∑

k2+m2�nl

[μkm − λs
km − (V fkm, fkm)] = 0. (1)

Отметим, что справедливость тождества (1), в общем случае, для произвольных ограни-
ченных возмущений самосопряжённого оператора L0 с дискретным спектром имеет место,
если N(t, L0) = o(t), t → ∞ (см. [2]).

Согласно хорошо известной асимптотической формуле Вейля при s > 1

N(t, Ls
0) = o(t), t → ∞,

при s = 1 имеем
N(t, L0) =

π

4
t+ o(t), t → ∞.

Следовательно, в нашем случае, т.е. при s = 1, ожидать того, что правая часть в (1)
равна нулю, не приходится. Например, для оператора Лапласа–Бельтрами L0 на двумерной
сфере S2 (N(t, L0) = t + o(t), t → ∞), возмущённого оператором умножения на функцию,
правая часть в (1) отлична от нуля (см. работы [4–8]).

В обзорной статье [9, c. 146] в разделе “Некоторые нерешённые задачи” подчеркивается,
что “конкретный “спортивный” интерес давно вызывает формула первого регуляризованного
следа для оператора Лапласа на квадрате”. Трудности исследования этой задачи прежде всего
вызваны сложной структурой собственных чисел λkm = k2+m2 : нет формулы упорядочения
λkm по росту через один индекс: λn < λn+1, не известны (нам) асимптотика кратностей λn и
оценка снизу наибольшей лакуны в спектре. Это, в свою очередь, усложняет изучение асимп-
тотики второй поправки теории возмущений, составляющей основу метода доказательства
разработанной нами формулы следа для L0-компактных возмущений операторов с дискрет-
ным спектром [10]. На основе работы [10] выдвинем следующую гипотезу для рассматриваемой
задачи.
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Гипотеза. Пусть v ∈ W 2
2 (K). Тогда существует подпоследовательность {nl}∞l=1 ⊂ N та-

кая, что справедливы равенства

lim
l→∞

ρ(nl + 0) = lim
l→∞

∑

k2+m2�nl

[λkm + (V fkm, fkm)− μkm] =

=
1

8π

[ ∫

K

v2(x, y) dx dy −
(
1

π

∫

K

v(x, y) dx dy

)2]

.

Нам удалось доказать эту гипотезу в случае, когда у функции v переменные разделя-
ются. Идея доказательства была анонсирована в статье [11] в предположении существования
подпоследовательности {nl}∞l=1, доказательство существования которой приведём в данной
работе.

Итак, рассмотрим оператор L в пространстве L2(K), порождённый краевой задачей

lu = −Δu+ v(x, y)u, u|∂K = 0.

Пусть v(x, y) = v1(x) + v2(y), тогда в уравнении

−Δu+ v(x, y)u = μu

переменные разделяются и задача сводится к изучению спектра обыкновенных дифференци-
альных операторов в L2(0, π) :

Lif(t) = −f ′′(t) + vi(t)f(t), f(0) = f(π) = 0, i = 1, 2,

т.е. L = L1 + L2.

Пусть σ(Li) = {μ(i)
k }∞k=1– спектр оператора Li, i = 1, 2, fk(t) =

√
2/π sin(kt) – ортонор-

мированные собственные функции оператора L0f(t) = −f ′′(t) с условиями f(0) = f(π) = 0,
соответствующие собственным числам λk = k2. Причём нетрудно убедиться в том, что если
vi(t) ∈ W 2

2 (0, π), то справедлива асимптотическая формула

μ
(i)
k = k2 + (vifk, fk)−

ci
k2

+O(k−4), (2)

где

ci =
1

4π

[ π∫

0

v2i (t) dt−
(

1√
π

π∫

0

vi(t) dt

)2]

. (3)

Замечание. Отметим, что асимптотика второй поправки теории возмущений

α
(i)
k =

∑

m�=k

(vifk, fm)2

m2 − k2
=

ci
k2

+O(k−4)

получена в статье [12] при более жёстких условиях на функцию vi(t), причём во втором слагае-
мом в (3) была допущена неточность: вместо коэффициента 1/

√
π в этой работе коэффициент

равен единице.
Теперь докажем утверждение о выборе подпоследовательности {nl}∞l=1 ⊂ N, по которой

производится суммирование со скобками.
Лемма. Пусть l2+z = k2+m2, l, k,m = 1, 2, . . . , 1 � z � 2l+1, z ∈ N. Тогда существует

подпоследовательность {zl}∞l=1 ⊂ N такая, что

nl = l2 + zl = k2 +m2,

причём для всех l � 14, и
l + 1 < zl � 2l + 1,

т.е. zl → ∞ при l → ∞.
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Доказательство. Пусть l ∈ N и l � 2. Положив k = l− 1 в равенстве l2 + zl = k2 +m2,
получим, что

zl = m2 − 2l + 1. (4)

Пусть m = [
√
3l] + 1, тогда m >

√
3l. Следовательно, из (4) вытекает, что

zl > l + 1. (5)

Теперь покажем, что при нашем выборе m для всех l � 14 выполняется неравенство

zl � 2l + 1. (6)

Действительно, в силу (4) и (5) имеем

zl = ([
√
3l] + 1)2 − 2l + 1 � l + 2 + 2

√
3l,

отсюда вытекает справедливость равенства (6), поскольку l2 − 14l + 1 � 0 для всех l � 14.
Лемма доказана.

Справедлива следующая
Теорема. Пусть v(x, y) = v1(x) + v2(y), vi(t) ∈ W 2

2 (0, π). Тогда существует подпоследо-
вательность {nl}∞l=1 = {l2 + zl}∞l=1 ⊂ N такая, что

lim
l→∞

ρ(l2 + zl + 0) = lim
l→∞

∑

k2+m2�l2+zl

[k2 +m2 + (V fkm, fkm)− μkm] =

=
1

8π

[ ∫

K

v2(x, y) dx dy −
(
1

π

∫

K

v(x, y) dx dy

)2]

. (7)

Доказательство. Вначале заметим, что так как N(t, Li) = o(t), t → ∞, то

∞∑

k=1

(k2 + (vifk, fk)− μ
(i)
k ) = 0, i = 1, 2. (8)

Далее, пусть l2 + zl = k2 +m2, k,m = 1, 2, . . . , числа zl из леммы.
Положим 1 � m � l, k = [

√
l2 + zl −m2]. Тогда в силу соотношений (2) и (8) будем иметь

равенства
ρ(l2 + zl + 0) =

∑

k2+m2�l2+zl

[k2 +m2 + (V fkm, fkm)− μkm] =

=
2∑

i=1

l∑

m=1

[
√

l2+zl−m2]∑

k=1

(k2 + (vifk, fk)− μ
(i)
k ) =

=
2∑

i=1

{ [
√
zl]∑

k=1

[k2 + (vifk, fk)− μ
(i)
k ] +

l−1∑

m=1

∞∑

k=[
√

l2+zl−m2]+1

(
ci
k2

+O(k−4)

)}

. (9)

Далее нетрудно убедиться в справедливости соотношения

lim
l→∞

l−1∑

m=1

∞∑

k=[
√

l2+zl−m2]+1

(
ci
k2

+O(k−4)

)

=
πci
2

. (10)
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Теперь переходим к пределу при l → ∞ в равенстве (9). Поскольку в силу леммы zl → ∞
при l → ∞, то, использовав равенства (8) и (10), формулу (3) и тождество

∫

K

(v1(x)+ v2(y))
2 dx dy−

(
1

π

∫

K

(v1(x)+ v2(y)) dx dy

)2
= π

2∑

i=1

[ π∫

0

v2i (x) dx−
(

1√
π

π∫

0

vi(x) dx

)2]

,

убедимся в справедливости равенства (7). Теорема доказана.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования

Российской Федерации по соглашению № 075-02-2022-888.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.977.1

ТОЧНАЯ ОЦЕНКА ОШИБКИ НАБЛЮДЕНИЯ
ДЛЯ АЛГОРИТМА “СУПЕР-СКРУЧИВАНИЯ”
ПРИ НАЛИЧИИ ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ

c© 2022 г. В. В. Фомичев, А. О. Высоцкий

Рассматривается задача наблюдения для двумерной системы с неизвестным входным воз-
действием при наличии погрешности измерения. Для метода построения наблюдателя, ос-
нованного на алгоритме “супер-скручивания”, построены точные оценки величины ошибки
наблюдения.

DOI: 10.31857/S0374064122120159, EDN: NDLQAZ

Введение. Исследования алгоритмов управления на основе переключаемых систем, сис-
тем с переменной структурой (и с использованием скользящих режимов, в частности) нача-
лись ещё в 60–70-е годы прошлого века (см., например, [1, 2]). В настоящее время это научное
направление активно развивается (отметим монографии [3, 4]). Популярность таких алгорит-
мов объясняется их робастностью по отношению к внешним возмущениям. Одной из задач, в
которой активно и успешно используются алгоритмы управления с использованием разрыв-
ных и нелинейных законов, является задача построения наблюдателей для систем с внешними
возмущениями. В ряде работ показано, что эта задача может быть сведена к каскаду дву-
мерных случаев (см., например, [5]), решение для которого, алгоритм “супер-скручивания”
(super-twisting), было описано в работах [6, 7]. Для анализа такого алгоритма требуется иссле-
довать на устойчивость систему

ẋ1 = x2 − k1 sgn (x1)|x1|1/2, ẋ2 = ξ − k2 sgn (x1), (1)

где ξ – неизвестное ограниченное входное воздействие. Для систем вида (1) были получе-
ны условия глобальной асимптотической устойчивости [8–10]. Пользуясь этим алгоритмом,
можно, в частности, решать задачи наблюдения для динамических систем в условиях неопре-
делённости, если выходной сигнал системы известен точно.

1. Постановка задачи. Рассматривается задача наблюдения для двумерной системы

ẋ1 = x2, ẋ2 = ξ, y = x1 + δ,

где ξ – неизвестное ограниченное возмущение, |ξ| � ξ0; δ – неизвестная ограниченная по-
грешность измерения, |δ| � Δ. Требуется построить оценку вектора состояния системы.

Для решения задачи можно использовать наблюдатель вида

˙̄x1 = x̄2 + sign (ε1)|ε1|1/2, ˙̄x2 = μ sign (ε1),

где ε1 = y−x̄1 = x1−x̄1+δ, а μ > ξ0. Для ошибки оценивания с помощью такого наблюдателя
справедливы уравнения

ė1 = e2 − sgn (e1 + δ)|e1 + δ|1/2, ė2 = ξ − μ sgn (e1 + δ), (2)

где e = x− x̄. В работе [5] было показано, что траектория системы (2) сходится в окрестность
начала координат, малую при малом Δ, и была получена оценка величины этой окрестности.
Целью данной работы является уточнение полученных результатов – получение вида области
сходимости системы (2) и точной оценки величины этой области.
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2. Система с наихудшими возмущениями. Поскольку уравнения системы (2) симмет-
ричны относительно e1, то всюду далее будем рассматривать систему (2) в правой полуплос-
кости, т.е. при e1 > 0. Положим начальные условия (0, e02), e02 > 0. Будем рассматривать
систему (2) при наихудшем возмущении ξ(t) и наихудшей погрешности δ(t).

Сначала рассмотрим систему при e1 < Δ, e2 > 0. В этой области справедливо неравенство
ė2 � μ + ξ0, причём если ė2 > 0 (т.е. если δ(t) < −e1(t) < 0), то ė1 � e2. Таким образом,
траектории системы (2) в этой области будут ограничены траекторией системы

ė1 = e2, ė2 = ξ0 + μ. (3)

Обозначим через t′ момент времени, за который система (3) доходит до границы области,
т.е. до момента, когда e1 = Δ, e2(t

′) = e′2.
В области e1 > Δ будет справедлива система неравенств

sign (e1 + δ) = sign (e1), ė1 � e2 − (e1 −Δ)1/2, −μ− ξ0 � ė2 � −μ+ ξ0.

Из этого следует, что траектории системы (2) в этой области будут ограничены кривой (ē1(t)+
+Δ, e2(t)) системы

˙̄e1 = e2 − ē
1/2
1 , ė2 = ξ0 sign ( ˙̄e1)− μ (4)

с начальными условиями ē1(0) = 0, e2(0) = e′2, где ē1 = e1 −Δ. Для такой системы известно
[5], что если μ > ξ0 + 1/8, то координата пересечения оси ē1 = 0 равна e′′2 = −ν(ξ0, μ)e

′
2, где

(ν(ξ0, μ))
2 =

μ+ ξ0
μ− ξ0

exp

(−2π + 2arctg
√

8(μ+ ξ0)− 1
√

8(μ + ξ0)− 1
− 2 arctg

√
8(μ− ξ0)− 1

√
8(μ − ξ0)− 1

)

.

После этого система попадает в область e1 < Δ, e2 < 0. Для неё, аналогично области
e1 < Δ, e2 > 0, можно показать, что траектории системы (2) будут ограничены траекторией
системы

ė1 = e2, ė2 = −μ− ξ0 (5)

с начальными условиями e1(0) = Δ, e2(0) = e′′2 . Оставшееся время пребывания системы в
правой полуплоскости обозначим как t′′, координату пересечения оси e1 = 0 – e12.

Решив уравнения ограничивающих систем (3), (5), получим систему уравнений

e02t
′ +

μ+ ξ0
2

(t′)2 = Δ, −νe′2t
′′ − μ+ ξ0

2
(t′′)2 = −Δ,

e′2 = e02 + (μ+ ξ0)t
′, e12 = −νe′2 − (μ+ ξ0)t

′′. (6)
Найдём из первых двух уравнений t′, t′′ и подставим полученные значения в последние два.
В результате получим

|e12| =
√

(νe02)
2 + 2(μ + ξ0)(1 + ν2)Δ.

Значит, условие скручивания |e12| � e02 выполнено тогда и только тогда, когда выполнено
неравенство

(e02)
2 � 2(μ + ξ0)(1 + ν2)Δ

1− ν2
.

После аналогичных рассуждений для левой полуплоскости имеем утверждение.
Теорема. Система (2) с ограниченной погрешностью |δ(t)| � Δ и таким μ > ξ0 +

+ 1/8, что ν(μ, ξ0) < 1, сходится в область, ограниченную траекторией систем (3)–(5) в
соответствующих областях, при следующих начальных условиях для системы (3) на оси
e1 = 0:

e01 = 0, e02 =

√
2(μ + ξ0)(1 + ν2)Δ

1− ν2
.

Эта область описывается предельным циклом при наихудших возмущениях и указанных
начальных условиях.
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3. Оценка размеров области сходимости. Оценим размеры области, в которую гаран-
тированно попадает система. Очевидно, что максимальное значение e2 = e′2. Максимальное
же значение e1 = Δ+ ē1,max, где ē1,max – максимальное значение ē1(t) из (4) при движении
системы в исследуемой области.

Для системы (4) в работе [5] был получен параметрический вид решения. Для интервала
времени, когда ˙̄e1 � 0, справедливо равенство

1

2
ln(−2bz2 − ze2 + e22) +

1√
−8b− 1

(

arctg

(
4bz + e2

−e2
√
−8b− 1

))

= const,

где z = ē
1/2
1 , b = −μ+ ξ0. Максимально значение ē1 достигается тогда, когда e2 = ē

1/2
1 = z.

Подставив это условие, а также начальные условия z(0) = 0 в уравнение, получим

ē1,max =
(e′2)

2

−2b
exp

{
2√

−8b− 1

(

arctg

(
4b+ 1√
−8b− 1

)

− arctg

(
1√

−8b− 1

))}

.

Из системы (6) найдём e′2 и получим точную оценку на величину области сходимости
системы (2) при ограниченном δ.

Следствие. В случае выполнения условий теоремы система (2) сходится в область

|e2| �
√

2Δ(μ + ξ0)
2

1− ν2
= e2,max,

|e1| � Δ+
(e2,max)

2

−2b
exp

{
2√

−8b− 1

(

arctg

(
4b+ 1√
−8b− 1

)

− arctg

(
1√

−8b− 1

))}

,

где b = −μ+ ξ0.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-

00288).
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аттрактор интегро-дифференциального уравнения Гинзбурга–Ландау 11 1500–1514

Куликов Д.А. см. Куликов А.Н. 11 1500–1514

Куприянов М.Ю. см. Хапаев М.М. 8 1148–1157

Лаптинский В.Н. К анализу нелокальных задач теории нелинейных
дифференциальных систем 11 1565–1569

Ларичев А.В. см. Разгулин А.В. 7 995–1008

Лийко В.В. Смешанные краевые задачи для сильно эллиптических
дифференциально-разностных уравнений в ограниченной области 9 1220–1225

Липницкий А.В. О неустойчивости линейных дифференциальных систем
Миллионщикова с непрерывной зависимостью от вещественного параметра 4 470–476

Литовченко В.А. Псевдодифференциальное уравнение локального влияния
движущихся объектов 1 45–53

Ломов И.С. Построение обобщённого решения смешанной задачи
для телеграфного уравнения: секвенциальный и аксиоматический подходы 11 1471–1483

Лопушенко В.В. см. Ерёмин Ю.А. 12 1694–1701

Лукоянов Н.Ю., Плаксин А.Р. Стратегии прицеливания в направлении
квазиградиентов в задачах оптимального управления системами с запаздыванием 11 1515–1524

Ляхов Л.Н., Булатов Ю.Н., Рощупкин С.А., Санина Е.Л. Псевдосдвиг
и фундаментальное решение ΔB -оператора Киприянова 12 1654–1665

Магницкий Н.А. Хаотическая динамика однородных полей Янга–Миллса
с тремя степенями свободы 3 301–308

Мажорова О.С. см. Гусев А.О. 7 930–946

Максимов В.И. Об одной модификации метода динамической регуляризации
для линейных гиперболических уравнений 11 1525–1536

Малай Н.В., Щукин Е.Р., Ефимцева Д.Н. Конвективный теплообмен между
движущейся твёрдой сферической частицей и вязким газом 2 192–203

Мамонов С.С., Ионова И.В., Харламова А.О. Условия существования циклов
у одной системы дифференциальных уравнений 2 164–173

Марданов Б.И. см. Султанаев Я.Т. 5 717–720

Матус П.П., Утебаев Б.Д. Компактные и монотонные разностные схемы
для обобщённого уравнения Фишера 7 947–961

Матус П.П., Хоанг Тхи Киеу Ань, Пылак Д. Компактные разностные схемы
на трёхточечном шаблоне для гиперболо-параболических уравнений
с постоянными коэффициентами 9 1284–1293
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Матус П.П., Хоанг Тхи Киеу Ань. Компактные разностные схемы
для многомерного уравнения Клейна–Гордона 1 120–138

Мерчела В. см. Жуковский Е.С. 1 93–104

Метельский А.В., Карпук В.В. Финитная стабилизация дифференциальных
систем с несоизмеримыми запаздываниями 1 105–119

Мидодашвили Б.Г. см. Харибегашвили С.С. 1 82–92

Морозов А.Ю., Ревизников Д.Л. Интервальный подход к решению задач
параметрической идентификации динамических систем 7 962–976

Мосолова Ю.М. см. Фурсов А.С. 11 1548–1556

Мосолова Ю.М. см. Фурсов А.С. 4 534–544

Назаров С.А. Волны Рэлея для эллиптических систем в областях
с периодическими границами 5 638-655

Назаров С.А. Двумерные асимптотические модели тонких цилиндрических
упругих прокладок 12 1666–1682

Ненашев А.С. Модификация метода дискретных особенностей
для неравномерных сеток в приложении к одномерным интегральным уравнениям
с сильной особенностью в ядре 8 1078–1089

Нефедов Н.Н., Никулин Е.И., Орлов А.О. Движение фронта в задаче со слабой
адвекцией в случае непрерывного источника и источника модульного типа 6 763–776

Никитин А.А. см. Николаев М.В. 9 1242–1250
Николаев М.В., Никитин А.А., Дикман У.Применение обобщённого принципа

неподвижных точек к исследованию системы нелинейных интегральных
уравнений, возникающей в модели популяционной динамики 9 1242–1250

Никольский М.С. Об одной минимаксной задаче разброса траекторий
нелинейного управляемого объекта 12 1702–1706

Никулин Е.И. см. Нефедов Н.Н. 6 763–776

Орлов А.О. см. Нефедов Н.Н. 6 763–776

Павлова Н.Г. см. Арутюнов А.В. 9 1274–1283

Паламарчук Е.С. Об асимптотическом поведении решений линейных
неоднородных стохастических дифференциальных уравнений
с коррелированными шумами 10 1299–1315

Панкратова Е.В. Спектральный анализ интегро-дифференциальных
уравнений, возникающих в теплофизике 2 275–279

Панов Е.Ю. О вырождающихся нелинейных параболических уравнениях
на компакте Бора 10 1360–1379

Петрова Л.П., Прядко И.Н. О системах дифференциальных уравнений
с ограничениями в виде не обязательно выпуклых множеств 10 1316–1323

Петрова Ю.А. см. Смирнов Ю.Г. 9 1266–1273

Петросян А.С. см. Хачатрян Х.А. 5 686–895

Пивень В.Ф. Двумерные граничные задачи фильтрационных течений
с произвольно расположенными источниками в неоднородном пористом слое 8 1132-1147

Плаксин А.Р. см. Лукоянов Н.Ю. 11 1515–1524

Полехина Р.Р., Алексеев М.В., Савенков Е.Б. Валидация вычислительного
алгоритма на основе разрывного метода Галёркина для релаксационной модели
Баера–Нуницато 7 977–994

Полосин А.А. Об асимптотическом поведении собственных значений
и собственных функций интегрального оператора свёртки с логарифмическим
ядром, заданного на конечном отрезке 9 1251–1265
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Полянский И.С. см. Ильинский А.С. 6 834–845

Поносов А.В. см. Кадиев Р.И. 4 435–455

Потапов Д.К. см. Камачкин А.М. 4 456–469

Прядко И.Н. см. Петрова Л.П. 10 1316–1323

Псху А.В. Краевая задача для уравнения в частных производных первого
порядка с дробной производной Лиувилля 8 1053–1061

Пылак Д. см. Матус П.П. 9 1284–1293

Раецкая Е.В. см. Зубова С.П. 9 1193–1204

Разгулин А.В., Ирошников Н.Г., Ларичев А.В., Турганбаев С.А., Романен-
ко Т.Е. Оценки точности проекционного метода со стабилизатором дробной
гладкости в задаче восстановления волнового фронта по его наклонам 7 995–1008

Размыслович Г.П. см. Крахотко В.В. 9 1294–1296

Расолько Г.А., Волков В.М. Численное решение одного слабо сингулярного
интегрального уравнения методом ортогональных многочленов в разных
классах функций 4 545–553

Ратникова Т.А. см. Елисеев А.Г. 3 319–345

Раутиан Н.А. см. Власов В.В. 10 1414–1430

Раутиан Н.А. см. Власов В.В. 2 223–237

Раутиан Н.А. см. Власов В.В. 4 568–572

Ревизников Д.Л. см. Морозов А.Ю. 7 962–976

Резниченко И.О. см. Крутицкий П.А. 8 1121–1131

Роговский А.И. см. Фомичев В.В. 3 425–432

Романенко Т.Е. см. Разгулин А.В. 7 995–1008

Рощупкин С.А.. см. Ляхов Л.Н. 12 1654–1665

Рудаков И.А. О существовании счётного числа периодических решений
краевой задачи для уравнения колебаний балки с однородными граничными
условиями 8 1062–1072

Рудько Я.В. см. Корзюк В.И. 2 174–184

Сабитов К.Б. Обобщение теоремы Кельвина для решений эллиптических
уравнений с сингулярными коэффициентами и его применения 1 54–65

Савенков Е.Б. см. Полехина Р.Р. 7 977–994

Сагитова А.Р. см. Султанаев Я.Т. 5 717–720

Садовничий В.А., Султанаев Я.Т., Валеев Н.Ф. Оптимизационная обратная
спектральная задача для векторного оператора Штурма–Лиувилля 12 1707–1711

Садовский А.П. Базис Грёбнера идеала фокусных величин кубической
системы И.С. Куклеса 1 142–144

Садок Б.М. см. Бахтин В.И. 6 723–732
Сакбаев В.Ж., Ширяева А.Д. Разрушение состояний в динамике, заданной

уравнением Шрёдингера со степенной нелинейностью в потенциале 4 498–508

Самохин А.Б., Сетуха А.В. Граничное гиперсингулярное интегральное
уравнение с запаздыванием для нестационарных задач рассеяния на идеально
проводящих телах 8 1090–1104

Санина Е.Л. см. Ляхов Л.Н. 12 1654–1665

Сафонов В.Ф. см. Бободжанов А.А. 3 395–406
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Сахаров С.И. см. Бадерко Е.А. 10 1333–1343

Семенов Э.И. см. Косов А.А. 2 185–191
Сергеев С.А. Асимптотическое решение задачи Коши с локализованными

начальными данными для волнового уравнения с малыми дисперсионными
эффектами 10 1380–1399

Сетуха А.В. см. Самохин А.Б. 8 1090–1104

Сиражудинов М.М., Джамалудинова С.П. Оценки локально-периодического
усреднения задачи Римана–Гильберта для обобщённого уравнения Бельтрами 6 777–794

Скубачевский A.Л. Априорная оценка решений смешанной задачи для системы
уравнений Власова–Пуассона с однородным внешним магнитным полем 12 1683–1687

Скубачевский А.Л., Адхамова А.Ш. Об одной краевой задаче для системы
дифференциально-разностных уравнений запаздывающего типа 6 747–755

Смирнов Ю.Г., Петрова Ю.А. Численное и аналитическое исследование
задачи об электромагнитных колебаниях открытых неоднородных резонаторов 9 1266–1273

Солдатов А.П. К решению обратной задачи теории рассеяния на всей оси 11 1484–1499

Соловарова Л.С. см. Булатов М.В. 9 1226–1233

Сорокин Д.Л. см. Галанин М.П. 7 921–929

Степин Е.В. см. Брушлинский К.В. 8 1112–1120

Столярчук И.И. см. Корзюк В.И. 10 1353–1359

Султанаев Я.Т., Сагитова А.Р., Марданов Б.И. Об асимптотическом
поведении решений дифференциальных уравнений нечётного порядка
с осциллирующими коэффициентами 5 717–720

Султанаев Я.Т. см. Садовничий В.А. 12 1707–1711

Сумин В.И., Сумин М.И. Об итеративной регуляризации принципа
Лагранжа в выпуклых задачах оптимального управления распределёнными
системами вольтеррова типа с операторными ограничениями 6 795–812

Сумин М.И. см. Сумин В.И. 6 795–812

Тихонов И.В., Алмохамед М. Обратная задача с переопределением третьего
рода для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка 7 890–911

Тихонов Ю.А. О свойствах одной полугруппы операторов, порождаемой
вольтерровым интегро- дифференциальным уравнением, возникающим в теории
вязкоупругости 5 669–685

Тораев А. Об осцилляционных свойствах эллиптических уравнений
в неограниченных областях 10 1436–1440

Точилин П.А. О построении кусочно-аффинного стабилизатора
для нелинейной системы 11 1537–1547

Турганбаев С.А. см. Разгулин А.В. 7 995–1008

Умаров Х.Г. Задача Коши для уравнения продольных колебаний толстого
стержня с учётом поперечной инерции 1 66–81

Уртаева А.А. см. Кулаев Р.Ч. 7 882–889

Утебаев Б.Д. см. Матус П.П. 7 947–961

Утесов А.Б., Базарханова А.А. Оптимальные вычислительные агрегаты
в задачe дискретизации решений уравнения Клейна–Гордона и их предельные
погрешности 5 703–716

Ухова А.Р. см. Галанин М.П. 7 921–929
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Фазуллин З.Ю. Формула следа для ограниченного возмущения оператора
Лапласа на квадрате 12 1712–1715

Федоров К.Д. Гладкое решение первой начально-краевой задачи
для параболических систем в полуограниченной области с негладкой боковой
границей на плоскости 10 1400–1413

Федоров Ю.С. Задача типа Римана–Гильберта для сингулярно возмущённого
уравнения Коши–Римана с особенностью в коэффициенте 3 371–384

Федченко А.С. см. Злотник А.А. 3 346–360
Фетисов Д.А. Об А-орбитальной линеаризации трёхмерных аффинных систем

с одним управлением 4 519–533

Фомичев В.В., Атамась Е.И., Роговский А.И. О приведении систем
с запаздыванием к виду с относительным порядком 3 425–432

Фомичев В.В., Высоцкий А.О. Точная оценка ошибки наблюдения
для алгоритма “супер-скручивания” при наличии погрешности измерений 12 1716–1718

Фомичев В.В., Каменщиков М.А. Синтез субоптимальных фильтров
для многосвязных дискретных систем 8 1105–1111

Фуджита-Яшима Х. см. Халласи Х. 2 204–222

Фурсов А.С., Мосолова Ю.М. Достаточные условия существования
стабилизирующих регуляторов для переключаемых интервальных систем 4 534–544

Фурсов А.С., Мосолова Ю.М. Теоретические аспекты построения
нейрорегулятора для переключаемых систем 11 1548–1556

Халилов Э.Г. О приближённом решении одного класса систем криволинейных
интегральных уравнений 4 554–567

Халласи Х., Фуджита-Яшима Х. Вариант ряда Фурье в сферической области
и его применение к моделированию испарения капли воды 2 204–222

Хапаев М.М., Куприянов М.Ю. Вычисление индуктивности нормальных
проводников и сверхпроводников 8 1148–1157

Харибегашвили С.С., Мидодашвили Б.Г. О разрешимости специальной
краевой задачи в цилиндрической области для одного класса нелинейных систем
дифференциальных уравнений с частными производными 1 82–92

Харламова А.О. см. Мамонов С.С. 2 164–173

Хасанов А.Б., Хоитметов У.А. О комплекснозначных решениях общего
нагруженного уравнения Кортевега–де Фриза с источником 3 385–394

Хачатрян Х.А., Петросян А.С. Об одном классе многомерных интегральных
уравнений типа свёртки с выпуклой нелинейностью 5 686–895

Хоанг Тхи Киеу Ань см. Матус П.П. 1 120–138

Хоанг Тхи Киеу Ань см. Матус П.П. 9 1284–1293

Хоитметов У.А. см. Хасанов А.Б. 3 385–394
Холодовский С.Е. О решении краевых задач для уравнения Пуассона

в областях с сильно (слабо) проницаемыми плёнками в виде отрезка 4 509–518

Холомеева А.А. см. Аристов А.И. 10 1324–1332

Хроника. О семинаре по качественной теории дифференциальных уравнений
в Московском университете 6 850–864

Хроника. О семинаре по качественной теории дифференциальных уравнений
в Московском университете 11 1570–1584

Хроника. О семинаре по проблемам нелинейной динамики и управления
при Московском государственном университете им. М.В. Ломоносова 2 280–288

Хроника. О семинаре по проблемам нелинейной динамики и управления
при Московском государственном университете им. М.В. Ломоносова 8 1158–1162
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Чернов А.В. Операторные уравнения II рода: теоремы о существовании
и единственности решения и о сохранении разрешимости 5 656–668

Шапошникова Д.А. см. Елисеев А.Г. 3 319–345

Шафиева Г.Х. см. Алиев А.Б. 8 1039–1052

Ширяева А.Д. см. Сакбаев В.Ж. 4 498–508

Шишкина Э.Л. Единственность решения задачи Коши для общего уравнения
Эйлера–Пуассона–Дарбу 12 1688–1693

Шнайдер К.Р. см. Гринь А.А. 3 291–300

Щелчков К.А. Оценка времени поимки и построение стратегии преследователя
в нелинейной дифференциальной игре двух лиц 2 260–269

Щерица О.В. см. Гусев А.О. 7 930–946

Щукин Е.Р. см. Малай Н.В. 2 192–203

Эфендиев Б.И. Задача с условиями типа Штурма для обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка с оператором распределённого
дифференцирования 12 1596–1605

Янченко А.Я. О целых решениях одного класса нелинейных алгебраических
дифференциальных уравнений 9 1186–1192

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 12 2022


