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Изучена динамика атомно-молекулярной конверсии системы конденсированных изотопов лития при
сверхнизких температурах. Представлены точные аналитические решения, показывающие, что в усло-
виях точного резонанса имеют место апериодические и периодические режимы превращения атомов 6Li
и молекул 6Li7Li в молекулу 6Li2 и атом 7Li. Показано, что временная эволюция атомов и молекул в
процессе стимулированной конверсии определяется начальной разностью фаз.

DOI: 10.31857/S0044451022030014

1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение бозе-конденсатов в последнее время
является очень перспективной линией изучения
свойств ультрахолодных молекулярных газов. В по-
следние годы важным направлением является полу-
чение сложных, многоатомных молекул при сверх-
низких температурах [1–12]. В работе [13] было опи-
сано существование трехатомных ефимовских резо-
нансных молекул, которые впервые наблюдались в
ультрахолодных газах в 2006 г. Тримерные моле-
кулы наблюдались экспериментально в трехкомпо-
нентных ферми-газах 6Li [14,15] и в бозе-газе атомов
39K [16]. Этот факт открывает новые пути иссле-
дования многочастичных квантовых систем. Также
недавно были получены тетрамеры в ультрахолод-
ном газе цезиевых атомов. В приближении среднего
поля были описаны свойства гомоядерных и гете-
роядерных тетрамеров [17, 18]. В работе [19] теоре-
тически изучено образование стабильных гомо- и ге-
тероядерных пентамеров из ультрахолодных атомов
в процессе обобщенного стимулированного раманов-
ского адиабатического прохождения.

В работе [20] на основе модифицированной сис-
темы уравнений Гросса –Питаевского изучена дина-

* E-mail: zingan.anna@mail.ru

мика атомного и молекулярного бозе-эйнштейнов-
ских конденсатов 87Rb в сферически-симметричной
ловушке в процессе стимулированной рамановской
фотоассоциации. Показано, что динамика системы
существенно определяется не только межатомными
взаимодействиями, но также атомно-молекулярны-
ми и межмолекулярными взаимодействиями. Про-
странственно-временная эволюция атомов и моле-
кул сводится к монотонному радиальному уменьше-
нию плотности частиц в ловушке и осцилляционным
колебаниям плотностей во времени.

В работе [21] сообщалось о генерации квантовой
вырожденной ферми–ферми-смеси двух атомов раз-
личных сортов Li6 и K40 охлажденным бозонным
газом Rb87. Была описана комбинация методов для
успешного охлаждения смеси. В частности, показа-
но, что эффективность охлаждения газа Li6 и Rb87

повышается за счет присутствия атомов K40 через
каталитическое охлаждение. Из-за различных фи-
зических свойств этих двух компонентов квантовая
вырожденная ферми–ферми-смесь Li6–K40 являет-
ся отличным вариантом для стабильной гетероядер-
ной системы, позволяющей изучать некоторые до
сих пор не до конца исследованные типы квантовой
материи.

Что касается практического применения конден-
сатов, то в работе [22] показано, как сильно взаимо-
действующие ультрахолодные бозонные газы в пе-
риодических потенциалах можно использовать в ка-
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честве проводников в цепи и для построения атом-
ных аналогов диодов и транзисторов с биполярным
переходом. Таким образом появляется возможность
реализации атомного усилителя — устройства, кото-
рое позволяет управлять большим атомным током.
Транзистор, представленный в [22], непосредствен-
но служит этой цели, поскольку небольшие измене-
ния тока базы приводят к большим изменениям тока
коллектора. Отсюда открывается перспектива пред-
ставления более сложных бистабильных устройств.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Цель данной работы — изучить динамику атом-
но-молекулярной конверсии в ультрахолодных га-
зах. Рассмотрим систему конденсированных час-
тиц, состоящую, например, из изотопов лития и их
молекул. Образование гомо- и гетеродимеров изо-
топов лития можно представить в виде реакции
6Li + 6Li7Li ↔ 7Li + 6Li2. В [23] показано, что изо-
топно-обменные реакции между основными состоя-
ниями щелочно-галоидных гетероядерных димеров,
состоящих из двух изотопов одного и того же атома,
являются экзотермическими с изменением энергии
в области 1–8000 MГц. Поэтому гетероядерные ди-
меры являются химически нестабильными при уль-
транизких температурах. Например, две гетеромо-
лекулы 6Li7Li распадаются на два димера 6Li2 и
7Li2 с выделением энергии порядка 8000 MГц. Пусть
атом 6Li и молекула 6Li7Li преобразуются в моле-
кулу 6Li2 и атом 7Li под действием двух импуль-
сов резонансного лазерного излучения с энергиями
�ck1 и �ck2. Рассматриваемый процесс является оп-
тической рамановской нутацией в условиях атомно-
молекулярной конверсии под действием двух коге-
рентных рамановских импульсов резонансного ла-
зерного излучения с периодическим усилением од-
ного из импульсов и ослаблением другого. Тогда га-
мильтониан взаимодействия в этом случае можно
представить в виде

Hint = −�g
(
a1b1c1a

†
2b

†
2c

†
2 + a†1b

†
1c

†
1a2b2c2

)
, (1)

где a1, a2, b1 и b2 — бозонные операторы уничтоже-
ния атомов изотопов лития 6Li, 7Li и димеров изо-
топов лития 6Li7Li и 6Li2 с собственными частота-
ми ω1, ω2, Ω1 и Ω2 соответственно, c1 и c2 — опе-
раторы уничтожения фотонов, g — константа взаи-
модействия. Из гамильтониана (1) получена систе-
ма гейзенберговских уравнений для операторов час-
тиц реакции, усредняя которую и используя при-
ближение среднего поля (mean field approximation)

[17, 18], можно получить систему нелинейных урав-
нений для амплитуд (параметров порядка) матери-
ального и электромагнитного полей:

iȧ1 = ω1a1 − gb†1c
†
1a2b2c2,

iḃ1 = Ω1b1 − ga†1c
†
1a2b2c2,

iċ1 = ck1c1 − ga†1b
†
1a2b2c2,

iȧ2 = ω2a2 − ga1b1c1b
†
2c

†
2,

iḃ2 = Ω2b2 − ga1b1c1a
†
2c

†
2,

iċ2 = ck2c2 − ga1b1c1a
†
2b

†
2.

(2)

Вводим далее в рассмотрение плотности частиц
n1 = a†1a1, n2 = a†2a2, N1 = b†1b1, N2 = b†2b2, f1 = c†1c1,
f2 = c†2c2 и две компоненты «поляризации»

Q = i(a1b1c1a
†
2b

†
2c

†
2 − a†1b

†
1c

†
1a2b2c2),

R = a1b1c1a
†
2b

†
2c

†
2 + a†1b

†
1c

†
1a2b2c2.

Тогда удается получить замкнутую систему диффе-
ренциальных уравнений для плотностей частиц:

ṅ1 = −gQ,
ṅ2 = gQ,

Ṅ1 = −gQ,
Ṅ2 = gQ,

ḟ1 = −gQ,
ḟ2 = gQ,

Q̇ = ΔR − 2g(N1f1 + n1f1 +N1n1)N2n2f2 −
− (N2f2 + n2f2 +N2n2)N1n1f1,

Ṙ = −ΔQ,

(3)

где
Δ = ω1 +Ω1 + ck1 − (ω2 +Ω2 + ck2)

— расстройка резонанса. Дополнив систему началь-
ными условиями

n1,2

∣∣∣
t=0

= n10,20, N1,2

∣∣∣
t=0

= N10,20,

f1,2

∣∣∣
t=0

= f10,20,

Q
∣∣∣
t=0

= Q0 = 2
√
n10n20N10N20f10f20 sin θ0,

R
∣∣∣
t=0

= R0 = 2
√
n10n20N10N20f10f20 cos θ0,

где θ0 — начальная разность фаз, из (3) удается по-
лучить интегралы движения
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Рис. 1. Графики потенциальной энергии W (N1) нелинейного осциллятора при θ0 = π/2 и различных соотношениях
между параметрами: а) f20 > n20 > N20, f10 > n10 > N10; б) f20 > n20 > N20, f10 > N10, N10 > n10; в) f20 > n20 > N20,
N10 > f10 > n10; г) f10 = n10 > N10, f20 = n20 > N20; д) приближение n10, n20, f10, f20 � N20; е) приближение

n10, f10, f20 � n20 = N20; ж) f20 = n20 = N20, N10 = f10 = n10; з) приближение f10, f20 � n10 = N10, n20 = N20
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N2 = N10 +N20 −N1,

n2 = N10 + n20 −N1,

f2 = N10 + f20 −N1,

n1 = n10 −N10 +N1,

f1 = f10 −N10 +N1,

R = Δg−1(N1 −N10)+

+ 2
√
n10n20N10N20f10f20 cos θ0,

Q2 = 4N1(n10 −N10 +N1)(f10 −N10 +N1)×
× (N10 +N20 −N1)(N10 + n20 −N1)×
× (N10 + f20 −N1)− (Δg−1(N1 −N10)+

+ 2
√
n10n20N10N20f10f20 cos θ0)

2

(4)

и свести задачу к одному нелинейному дифферен-
циальному уравнению, описывающему временную
эволюцию N1(t) плотности димеров изотопов лития
6Li7Li. В условиях точного резонанса, при Δ = 0,
уравнение динамики атомно-молекулярной конвер-
сии можно представить в виде

Ṅ2
1 +W (N1) = E0,

где Ṅ2
1 ,W (N1) и E0 играют роль соответственно ки-

нетической, потенциальной и полной энергий нели-
нейного осциллятора, колебания которого происхо-
дят в той области значений N1, в которой W (N1) ≤
≤ E0. Здесь

W (N1) = −4N1(n10 −N10 +N1)×
× (f10 −N10 +N1)(N10 +N20 −N1)×
× (N10 + n20 −N1)(N10 + f20 −N1),

E0 = −4n10n20N10N20f10f20 cos
2 θ0.

(5)

Рассматривая зависимость потенциальной энер-
гии нелинейного осциллятораW (N1), можно судить
о качественном характере динамики N1(t). На рис. 1
показано, что эволюция системы при отличных от
нуля начальных плотностях всех частиц являет-
ся периодической и состоит в циклическом измене-
нии плотности димеров, связывающихся из изотопов
атомов. Даже при попарном равенстве плотностей
n10 = f10 и n20 = f20 динамика остается периодиче-
ской (рис. 1г). Однако особенности эволюции систе-
мы определяются не только значениями начальных
плотностей частиц, но также и соотношениями меж-
ду ними. Например, при равенстве начальных плот-
ностей частиц N10 = n10 = f10 и N20 = n20 = f20
периодический режим эволюции переходит в апе-
риодический (рис. 1ж). Аналитические решения в
общем случае получить не представляется возмож-
ным в известных алгебраических функциях, поэто-
му мы используем приближения заданных началь-
ных плотностей частиц, участвующих в реакции. В

этом случае возможны как периодические превра-
щения атомов в молекулы, так и необратимые про-
цессы распада и связывания молекул (рис. 1е,з).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Вначале рассмотрим случай заданных началь-
ных плотностей фотонов и атомов n10, n20, f10,
f20 � N20 в условиях точного резонанса при на-
чальной плотности димеров изотопов лития равной
нулю, N10 = 0, и начальной разности фаз θ0 = π/2.
Данный случай представляет интерес для рассмот-
рения, так как двухатомные димеры различных изо-
топов лития в начальный момент времени отсут-
ствуют. Решение для плотности частиц N1(t) в этом
случае имеет вид

N1 = N20 sin
2
(
g
√
n10n20f10f20 t

)
. (6)

Следовательно, плотность молекул периодически
изменяется со временем, причем амплитуда колеба-
ний равна начальной плотности гомоядерных диме-
ров A = N20, а период колебаний выражается как

T =
π

g
√
n10n20f10f20

. (7)

Период колебаний определяется произведением
четырех наибольших плотностей, причем с ростом
каждой из них он монотонно убывает. Амплитуда
колебаний определяется величиной наименьшей на-
чальной плотности молекул N20. На рис. 2 пред-
ставлены графики временной эволюции нормиро-
ванной плотности двухатомных молекул N1(t) при
различных значениях плотности N20. Если началь-
ная плотность двухатомных гомоядерных молекул
N20 равна нулю, то эволюция в системе отсутствует,
хотя начальные плотности всех остальных частиц,
участвующих в реакции, отличны от нуля. При от-
личной от нуля плотности N20 происходит периоди-
ческое во времени изменение плотности двухатом-
ных гетероядерных молекул от нуля до заданного
ее значения.

В том же приближении, но при отличной от нуля
расстройке резонанса, Δ �= 0, также удается полу-
чить аналитическое решение для плотности двух-
атомных гетероядерных молекул N1(t):
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Рис. 2. Временная эволюция нормированной плотности ге-
тероядерных димеров в случае заданных начальных плот-
ностей фотонов и атомов n10, n20, f10, f20 � N20 при
N10 = 0, n20/n10 = 2, f10/n10 = 3, f20/n10 = 4, θ0 = π/2;

N20/n10 = 1 (1), 2 (2)

N1 =
N20

1 +
Δ2

4g2n10n20f10f20

×

× sin2

(√
g2n10n20f10f20 +

Δ2

4
t

)
,

T =
π

g

√
g2n10n20f10f20 +

Δ2

4

.

(8)

В этом случае динамика превращения атомов в мо-
лекулы остается периодической с амплитудой

A =
N20

1 +
Δ2

4g2n10n20f10f20

.

Видно, что расстройка резонанса влияет на ампли-
туду и период колебаний, уменьшая их по сравне-
нию с предыдущим случаем. В целом же общий вид
динамики изменения плотности двухатомных гете-
роядерных молекул изотопов N1(t) не изменяется.

Далее рассмотрим динамику системы в том же
приближении n10, n20, f10, f20 � N10, N20, но при
произвольных значениях начальной разности фаз
θ0. Будем также считать, что в начальный момент
времени плотность гетероядерных молекул N10 от-
лична от нуля. В этом приближении удается полу-
чить аналитическое решение, которое существенно
зависит от начальных плотностей частиц и разности

фаз. Если начальные плотности гомо- и гетероядер-
ных молекул различны, то решение имеет вид

N1 = 0.5(N10 +N20)±

±
√
N10N20| sin θ0| sin

(
2g
√
n10n20f10f20 t

)
+

+ 0.5(N10 −N20) cos
(
2g
√
n10n20f10f20 t

)
. (9)

При равенстве начальных плотностей молекул или
отсутствии одной из них в начальный момент вре-
мени решение упрощается и принимает вид

N1 = N0(1± | sin θ0| sin
(
2g
√
n10n20f10f20 t

)
, (10)

если N10 = N20 = N0;

N1 = N20 sin
2
(
g
√
n10n20f10f20 t

)
, (11)

если N10 = 0;

N1 = N10 cos
2
(
g
√
n10n20f10f20 t

)
, (12)

если N20 = 0. При одновременном равенстве нулю
начальных плотностей молекул N10 = N20 = 0 вре-
менная эволюция отсутствует. Это связано с отсут-
ствием стимулирования процесса. На рис. 3 пред-
ставлена временная эволюция нормированной плот-
ности гетероядерных молекул димеров изотопов ли-
тия N1(t). Видно, что при отличных от нуля на-
чальных плотностях молекул колебания происходят
в области значений, не достигая нуля и не превы-
шая суммы начальных концентраций, причем ам-
плитуда колебаний тем больше, чем больше началь-
ное значение N20 (рис. 3а,б). При равенстве нулю
одной из начальных плотностей молекул колебания
происходят в области от нуля до значения соответ-
ствующей ненулевой исходной плотности молекул.
При этом решение со знаком «+» при N10 = 0 сна-
чала возрастает и затем изменяется периодически,
а при N20 = 0 — сначала убывает до нуля. То есть
с увеличением времени происходит периодическое
связывание атомов 6Li и 7Li в димеры с распадом
двухатомных гомоядерных молекул 6Li2.

На рис. 4 представлена временная эволюция
плотности молекул N1(t) в зависимости от началь-
ной разности фаз. Видно, что в начальный момент
времени плотность молекул не изменяется и оста-
ется постоянной, равной начальной. Далее, с тече-
нием времени эволюция системы является периоди-
ческой. Амплитуда колебаний существенно опреде-
ляется начальной разностью фаз. При θ0 = 0, π, . . .
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Рис. 3. Временная эволюция нормированной плотности гетероядерных димеров в случае заданных начальных плотностей
фотонов и атомов n10,n20,f10,f20�N20 при n20/n10 = 2, f10/n10 = 3, f20/n10 = 4, θ0 = π/3; N20/N10 = 1 (а), 2 (б);

N10 = 0 (в), N20 = 0 (г); сплошные линии — решение со знаком «−», штриховые — решение со знаком «+»

Рис. 4. Временная эволюция нормированной плотности ге-
тероядерных димеров в случае заданных начальных плот-
ностей фотонов и атомов n10,n20,f10,f20�N20 при различ-
ных значениях начальной разности фаз θ0 при n20/n10 =

= 2, f10/n10 = 3, f20/n10 = 4, N20/N10 = 2.5, 0 < θ0 < 2π

амплитуда колебаний является наименьшей, а при
θ0 = π/2, 3π/2, . . . амплитуда колебаний достигает
своего наибольшего значения. Можно сделать вы-
вод, что начальная разность фаз существенно опре-
деляет динамику превращений атомов в молекулы
и их распад. Таким образом, сохраняя начальные
плотности частиц постоянными и изменяя только
начальную разность фаз, можно управлять динами-
кой процесса атомно-молекулярной конверсии.

Рассмотрим теперь приближение заданных на-
чальных плотностей фотонов и атомов изотопов
лития 6Li при равенстве начальных концентра-
ций атомов изотопов лития 7Li и димеров 6Li2
(n10, f10, f20 � n20 = N20). Так же, как и в первом
рассмотренном случае, будем исследовать динами-
ку в условиях точного резонанса и при начальной
разности фаз θ0 = π/2. В этом приближении, как
видно из графика потенциальной энергии (рис. 1е),
плотность молекул N1 будет изменяться с течением
времени апериодически. Нами получено аналитиче-
ское решение, которое имеет вид
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Рис. 5. Временная эволюция нормированной плотности
гетероядерных димеров в приближении n10, f10, f20 �
� n20 = N20 при f10/n10 = 3, f20/n10 = 4, θ0 = π/2;
сплошная линия — решение со знаком «+», штриховая —

со знаком «−»

N1 = (N10 + n20)

(√
N10

N10 + n20
+

+ th
(
g
√
(N10 + n20)n10f10f20 t

))2

×

×
(
1±

√
N10

N10 + n20
×

× th
(
g
√

(N10 + n20)n10f10f20 t
))−2

. (13)

Как представлено на рис. 5, решение со знаком
«+» монотонно возрастает с течением времени и
плотность образующихся двухатомных гетероядер-
ных молекул растет, достигая насыщения при вре-
мени t→ ∞:

N1max = N10 + n20. (14)

Решение со знаком «−» сначала монотонно убывает
и плотность образующихся молекул достигает нуле-
вого значения в момент времени

t =

arth

√
N10

N10 + n20

g
√
(N10 + n20)n10f10f20

, (15)

Рис. 6. Временная эволюция нормированной плотности ге-
тероядерных димеров в приближении f10, f20 � n10 =

= N10, n20 = N20 при n20/n10 = 2; сплошная линия —
решение со знаком «+», штриховая — со знаком «−»

затем начинает монотонно возрастать, достигая пре-
дельного значения (14). Таким образом, на больших
временах различие в решениях с противоположны-
ми знаками исчезает. В этом случае все атомы 6Li
и 7Li связываются в гетероядерные димеры 6Li7Li с
распадом двухатомных гомоядерных молекул 6Li2,
чем эволюция и завершается.

Рассмотрим еще одно приближение заданных
начальных плотностей частиц, при котором уда-
ется получить аналитическое решение. Предполо-
жим, что начальные плотности фотонов много боль-
ше плотностей остальных частиц, плотность атомов
изотопов лития 6Li в начальный момент времени
равна плотности гетероядерных димеров 6Li7Li и
плотность атомов изотопов лития 7Li в начальный
момент времени равна плотности гомоядерных мо-
лекул 6Li2 (f10, f20 � n10 = N10, n20 = N20). В этом
случае динамика конверсии, как видно из рис. 1з,
также является апериодической. Для этого прибли-
жения решение для плотности гетероядерных диме-
ров принимает вид

N1 =

=
n10(n10+n20) exp

(±2g(n10+n20)
√
f10f20 t

)
n20 + n10 exp

(±2g(n10 + n20)
√
f10f20 t

) . (16)
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На рис. 6 представлена временная эволюция
плотности гетероядерных молекул. Решение для
плотности гетероядерных димеров 6Li7Li со знаком
«+» только монотонно возрастает, достигая при t→
→ ∞ значения n10 + n20, т. е. все атомы 6Li и 7Li
связываются в гетероядерные димеры с распадом
двухатомных гомоядерных молекул 6Li2, чем эво-
люция и завершается, что качественно совпадает с
предыдущим рассмотренным случаем. Что же ка-
сается решения со знаком «−», оно соответствует
монотонному уменьшению до нуля плотности гете-

роядерных димеров 6Li7Li с увеличением времени,
что говорит об их распаде на атомы 6Li и 7Li, этим
эволюция в системе прекращается и процесс явля-
ется необратимым.

Теперь рассмотрим эволюцию конверсии атомов
и молекул в случае равенства начальных плотностей
в первом и втором каналах реакции N10 = n10 = f10
и N20 = n20 = f20. Здесь нами также получены точ-
ные аналитические решения для плотностиN1(t) ге-
тероядерных димеров 6Li7Li:

N1 =
n10 + n20

2

⎛⎝1±
√
n10n20(n10 + n20)

2gt− n20 + n10√
4n10n20 +

(√
n10n20(n10 + n20)2gt− n20 + n10

)2
⎞⎠ . (17)

В этом случае качественно динамика совпадает с
показанной на рис. 6, т. е. эволюция является апе-
риодической и с течением времени все частицы ли-
бо связываются в молекулы (решение со знаком
«+»), либо распадаются на атомы (решение со зна-
ком «−»).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, можно сделать вывод о том, что
динамика атомно-молекулярной конверсии изото-
пов, например лития, и их молекул в общем случае,
без применения приближений заданных начальных
плотностей частиц, является периодической и состо-
ит в циклическом распаде и связывании атомов в
димеры. В общем случае этот вывод возможен толь-
ко на основе исследования поведения потенциальной
энергии. Что касается апериодической динамики, то
она возможна только в случаях равных начальных
плотностей частиц и при использовании различных
приближений. Из представленных выше результа-
тов также следует, что временная эволюция атомов
и молекул в процессе стимулированной конверсии
существенно определяется начальными плотностя-
ми частиц и начальной разностью фаз, что позво-
ляет эффективно управлять динамикой конверсии.
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Представлены результаты экспериментальных исследований лазерных ударных волн, инициируемых пи-
косекундным импульсом в железе. Обработка и анализ экспериментальных измерений проведены с ис-
пользованием теоретических подходов и численного моделирования. Интерес к пикосекундным воздей-
ствиям обусловлен уникально высокими темпами деформации, в частности, зависимостью от темпа
деформации порогов упруго-пластических и полиморфных трансформаций. Исследование необходимо
для развития области лазерного упрочнения металлов. Первые шаги в этом направлении сделаны, хотя
такого рода подход к упрочнению лазерной ковки уже широко применяется на практике. Используют-
ся современные наработки в области генерации ударных волн и их экспериментальной диагностики, а
также развиваются сопутствующие методы теоретической интерпретации данных. Сложность заключа-
ется в пикосекундном масштабе времен, так как диагностика опытов ограничена кинематикой, а имен-
но, измерением координаты свободной поверхности. Для выяснения кинетики полиморфного превраще-
ния на пикосекундных масштабах времен впервые применен метод обратного анализа скорости свобод-
ной поверхности. Валидация метода проводилась с использованием результатов гидродинамического и
молекулярно-динамического моделирования при прямом извлечении механических напряжений и дефор-
мации. Теоретическое исследование традиционными методами восстановленных профилей скорости сво-
бодной поверхности подтверждает результаты в области их применимости — на упругом и пластическом
фронтах ударной волны. Переход железа в ε-фазу имеет место на начальном участке распространения
ударной волны, пока эта волна имеет достаточную амплитуду. Причина состоит в ограничении по давле-
ниям до 40 ГПа из-за оптического пробоя в стекле и затухания ударной волны по мере распространения.

DOI: 10.31857/S0044451022030026

1. ВВЕДЕНИЕ

Первые сведения о применении мощных наносе-
кундных лазеров для исследований уравнений со-
стояния конденсированных веществ приведены в ра-
ботах [1, 2]. Механические явления возникают при
любом лазерном воздействии. В частности, лазеры

* E-mail: murzovs@gmail.com

являются генераторами ударных волн (УВ), кото-
рые конкурируют с механическими способами со-
здания УВ в конденсированной фазе, т. е. посред-
ством столкновения мишени с ударником или с ис-
пользованием взрывчатых веществ.

Относительно новым является научно-техноло-
гическое направление, связанное с применением
ультракоротких фемто- и пикосекундных лазерных
импульсов для изучения поведения конденсирован-
ных сред при высоких скоростях деформации. Со-
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здание такого рода импульсных источников света
происходит при усилении чирпированных импуль-
сов.

С ультракороткими воздействиями связаны две
важные особенности — термомеханическая и меха-
ническая. Область, в которой происходят поглоще-
ние энергии и нагрев вещества, достаточно тонкая,
поэтому необходимо учитывать превышение элект-
ронной температуры над температурой решетки [3].
Авторы имеют опыт формулировки таких моделей
[4–8], но генерация УВ в железе имеет следующие
особенности.

Первая особенность заключается в термомеха-
ническом эффекте. Движение основной массы про-
гретого слоя начинается после окончания лазерного
нагрева. Тепловое расширение вещества из нагрето-
го слоя пленки создает волны сжатия в стеклянной
подложке и внутри пленки железа, хотя нагретый
слой приводит к генерации волн сжатия и в случае
продолжительного по времени импульса [5, 9–11].
Волны сжатия уходят далеко от нагретого слоя, а
тепло остается аккумулированным в веществе слоя
нагрева; говорят, что энтропийная и акустическая
моды разделяются.

Вторая особенность состоит в продолжительнос-
ти нахождения в сжатом состоянии конденсирован-
ной среды в волне сжатия. Волна сжатия формиру-
ется при акустическом распаде слоя высокого давле-
ния. Поведение материалов под действием механи-
ческих нагрузок предельно малой длительности со
сменой на разгрузку находится за пределами мик-
росекундных и даже наносекундных воздействий.

Применение таких воздействий интересно при
изучении пикосекундной кинетики разложения мо-
лекул, например, во взрывчатых веществах [12, 13].
Еще больший интерес проявляется к исследованию
кинетики упруго-пластических и полиморфных пре-
вращений в твердой фазе [6, 14–28]. Эксперимен-
тальные [14–18] и расчетные [6,23–27] исследования
показывают резкое повышения порогов, разделяю-
щих упругое и пластическое ударно-волновые тече-
ния. В результате дано теоретическое объяснение се-
рии блестящих фемтосекундных опытов американс-
ких ученых [29–32] — УВ распространяются суще-
ственно быстрее, чем им положено при данной ам-
плитуде давления.

В прикладном отношении задача возникает в
связи с многообещающими современными техноло-
гиями пикосекундной лазерной ковки [33–35]. Дру-
гое важное новое направление связано с пикосе-
кундной диагностикой объектов со сложной внут-
ренней структурой [36,37]. Ультракоротким воздей-

ствием возбуждают акустические вибрации, измеря-
ют их с помощью серии пикосекундных зондирую-
щих импульсов с малой скважностью по времени и
восстанавливают внутреннюю структуру по спектру
упругих вибраций. При этом, в отличие от лазер-
ной ковки, для возбуждения и зондирования приме-
няют энергетически слабые воздействия (неповре-
ждающий контроль). В работах [36, 37] использу-
ют упругие поверхностные волны [38–40]. Контроль
за трещинами традиционно осуществляется с помо-
щью поверхностных волн Рэлея и Лэмба. В работах
[36,37,40] новизна заключается в чрезвычайной ми-
ниатюризации измерений.

В железе начато изучение влияния темпа нагруз-
ки на кинетику и степень завершенности сложного
полиморфного перехода α → ε [20, 41, 42]. Настоя-
щая работа представляет собой продолжение таких
исследований. Известно, что напряжение, при кото-
ром происходит переход в пластический режим дви-
жения, возрастает с увеличением скорости нагруже-
ния. Для многих кристаллических тел эта зависи-
мость резко усиливается при превышении значений
темпа деформирования порядка 103–104 с−1, что ин-
терпретируется как следствие изменения механизма
движения дислокаций от термофлуктуационного к
надбарьерному, контролируемому фононным трени-
ем [43].

Пикосекундная длительность действия механи-
ческой нагрузки дает возможность реализации ме-
тастабильных состояний вещества, далеких от рав-
новесия, и изучения поведения различных материа-
лов при предельно больших скоростях деформации
[44]. В частности, в пикосекундном временном диа-
пазоне уже удалось вплотную приблизиться к пре-
дельно возможным («идеальным») значениям объ-
емной и сдвиговой прочности для ряда металлов
[14–22,44, 45].

В настоящее время полиморфные переходы в
микросекундном диапазоне УВ-нагружения зареги-
стрированы для многих металлов, полупроводни-
ков и ионных соединений [46]. Поведение железа
и сталей, являющихся основными конструкционны-
ми материалами энергетики и машиностроения, в
экстремальных условиях активно изучается в тече-
ние нескольких последних десятилетий. В настоя-
щее время известны четыре твердые фазы железа
[47]: α (ОЦК), γ (ГЦК), δ (ОЦК) и ε (ГПУ).

Фазовый полиморфный переход α → ε в же-
лезе был обнаружен по излому ударной адиабаты
[48]. Переход детально исследовался в УВ-экспери-
ментах в субмикросекундном диапазоне нагруже-
ния [49–52]. Переход сопровождается изменением
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магнитных свойств. При давлении 13 ГПа желе-
зо претерпевает полиморфное α → ε-превращение
в ε-фазу высокого давления. В работах [21, 49–53]
профиль УВ имеет трехволновую конфигурацию.
Первая волна — упругий предвестник, соответству-
ет пределу текучести (примерно 0.5 ГПа при суб-
микросекундном нагружении), затем следует фронт
пластической УВ в α-фазе. В третьем скачке уплот-
нение происходит из-за превращения α → ε. Обрат-
ный фазовый переход в α-фазу при разгрузке воз-
никает при давлении ниже 13 ГПа, что приводит к
гистерезису кривой нагрузки–разгрузки.

Для генерации ударной нагрузки предельно ма-
лой длительности (порядка 0.1 нс) применяют-
ся лазерные методы с использованием оптических
импульсов пико- и фемтосекундного диапазонов
[14–22]. Диагностика осуществляется интерферо-
метрическим методом накачки–зондирования с зон-
дирующим чирпированным импульсом [15,16,20,54],
что позволяет измерять смещение поверхности в
субнаносекундном диапазоне с временным разреше-
нием до 1 пс.

В работе [20] были проведены первые опыты по
определению метастабильной сжимаемости железа
при пикосекундном ударном воздействии. По ре-
зультатам измерений на пленочных образцах же-
леза чистотой 0.999 и толщиной 250 и 540 нм бы-
ла оценена метастабильная адиабата упругого сжа-
тия. Зарегистрированное максимальное напряже-
ние за фронтом упругого предвестника достигало
27 ГПа на длине распространения 250 нм. Величина
максимального сдвигового напряжения составляет
7.9 ГПа, что выше значения прочности из ab initio
расчетов [55, 56] и может быть объяснено увеличе-
нием модуля сдвига.

В работе [21] приведены результаты измерений
профилей скорости свободной поверхности более
толстых пленочных образцов железа толщиной 1.2
и 1.4 мкм. Интерпретация профилей свободной по-
верхности основывается на восстановлении кривых
состояния в переменных напряжение–деформация
(σ–V/V0). Трансформация в ε-фазу происходит при
давлениях выше 25 ГПа, что примерно в 2 раза боль-
ше, чем при микросекундном нагружении. При этом
трехволновая конфигурация фронта волны не ре-
гистрировалась из-за относительно низкой скорости
пластической релаксации.

В работах [57–60] рассматривались микросекунд-
ные воздействия, а в работе [21] — нагружение с дли-
тельностью импульса 200 пс.

В нашей работе длительность импульса состав-
ляет 1.2 пс, что на 2 порядка меньше, чем в [21].
При этом мы рассматриваем аналогичную постанов-
ку эксперимента — пленка железа на стеклянной
подложке, которую облучает через подложку лазер-
ный импульс. Для восстановления эволюции напря-
жения и деформации материала в плоскости σ–V/V0
при прохождении волны используется метод обрат-
ного анализа скорости свободной поверхности. Этот
метод развивается давно [57, 58]. Мы использовали
этот метод с учетом разгрузочной части кривой, что
позволило наблюдать полиморфный частичный фа-
зовый переход. Для восстановления напряжения и
деформации в пленке наименьшей толщины исполь-
зовалось кусочно-квазистационарное приближение,
т. е. скорость распространения УВ в образце полага-
лась постоянной на длине пробега, равной наимень-
шей толщине из имеющегося экспериментального
набора. Валидация метода обратного анализа про-
водилась на основе результатов молекулярно-дина-
мического моделирования. При этом механическое
действие лазерного импульса в молекулярной дина-
мике основано на двухтемпературном гидродинами-
ческом расчете с учетом поглощения лазерного из-
лучения пленкой железа на подложке.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ СХЕМА И
МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Измерения движения тыльной поверхности пле-
ночных образцов железа при выходе УВ осуществ-
лялись методом спектральной интерферометрии
[54] с применением чирпированных импульсов при
однократном лазерном воздействии.

Лазерный импульс накачки (pump) фокусиро-
вался на пленочный металлический образец через
стеклянную подложку, а диагностика УВ-явлений
осуществлялась на тыльной свободной поверхности
частотно-модулированным зондирующим (probe)
импульсом (рис. 1).

Источником импульсов накачки и зондирования
служила фемтосекундная титан-сапфировая лазер-
ная система, собранная по схеме усиления чир-
пированных импульсов. Импульсы длительностью
40 фс на центральной длине волны 795 нм с ши-
риной спектра ±30 нм, генерируемые задающим ге-
нератором 1, направлялись во временной расшири-
тель, или стретчер 2, где далее преобразовывались
в частотно-модулированные импульсы длительнос-
тью 300 пс. Далее эти импульсы усиливались в уси-
лителе 3, состоящем из регенеративного усилителя
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Рис. 1. Оптическая схема измерений: 1 — задающий гене-
ратор; 2 — стретчер; 3 — усилитель; 4 — компрессор; 5 —
испытуемый пленочный образец; 6 — линза; 7 — поляри-
зационный ослабитель; 8 — фотодиод; 9 — микроманипу-
лятор; 10 — интерферометр Майкельсона; 11 — дифрак-
ционный спектрометр, 12 — ПЗС-камера; 13 — оптическая

линия задержки

и двухпроходного усилителя мощности. После ре-
генеративного усилителя часть чирпированного им-
пульса отводилась из оптического тракта и исполь-
зовалась для диагностики. Остальное излучение по-
сле усилителя мощности направлялось во временной
компрессор 4, где сжималось до нужной длительнос-
ти, и в дальнейшем использовалось в качестве им-
пульсов накачки.

Излучение накачки фокусировалось на поверх-
ность пленочного образца 5 (см. вставку на рис. 1)
через прозрачную подложку линзой 6 с фокусным
расстоянием 20 см в пятно с пространственным гаус-
совым распределением с r0 = 30 мкм.

Данный размер пятна обеспечивал практически
одноосное сжатие материала мишени микронной
толщины (размер пятна намного превышает толщи-
ну мишени). Энергия импульсов плавно варьиро-
валась с помощью поляризационного ослабителя 7
и контролировалась калиброванным фотодиодом 8.
После каждого лазерного воздействия мишень пе-
ремещалась примерно на 200 мкм на новое место с
помощью микроманипулятора 9.

При данной конфигурации эксперимента (нагрев
через стеклянную пластинку) существует ограниче-
ние на интенсивность падающего лазерного излу-
чения в связи с возможным возникновением нели-
нейных эффектов и оптического пробоя в стекле.
С целью уменьшения пиковой интенсивности дли-
тельность нагревающего импульса была увеличена
с 40 фс до 1.2 пс путем соответствующей настрой-
ки компрессора лазерной системы. В описываемых

экспериментах энергия лазерных импульсов состав-
ляла E = 100 ± 5 мкДж, что соответствует плот-
ности падающей энергии в центре фокального пят-
на F0 = 3.4 Дж/см2. Энергия импульсов в экс-
периментах специально подбиралась для генерации
импульсов сжатия максимальной амплитуды в ис-
следуемых образцах. Превышение данного значения
энергии E приводило к искажению регистрируемого
пространственного профиля смещения и к уменьше-
нию скорости свободной поверхности, связанному с
развитием оптического пробоя и поглощением излу-
чения в стекле подложки.

Для диагностики динамики смещения z(t) тыль-
ной свободной поверхности металлического образ-
ца при выходе УВ сжатия применялся интерферо-
метр Майкельсона 10, собранный по схеме переноса
изображения (конфигурация Линника) и совмещен-
ный с дифракционным спектрометром Acton-2300i
(схема Черни –Тернера) 11 с дифракционной ре-
шеткой 600 штрихов/мм. Перенос изображения осу-
ществлялся с помощью микрообъектива Olympus
с числовой апертурой NA = 0.3, что обеспечивает
пространственное разрешение в плоскости мишени
2 мкм. Регистрация оптических сигналов на выходе
спектрометра проводилась с помощью ПЗС-камеры
SensiCam QE 12 с охлаждаемой матрицей размером
1375× 1375 пкс и разрядностью 12 бит. Оптическая
линия задержки 13 служила для коррекции времени
задержки между нагревающим и зондирующим им-
пульсами при настройке схемы или смене образцов.
Применяемая оптическая схема обеспечивала непре-
рывную регистрацию динамики процесса с времен-
ным разрешением δt ≈ 1 пс во временном интервале
Δt = 0–200 пс.

Экспериментальными образцами служили плен-
ки Армко-железа толщиной 480, 580, 740, 970 и
1160 нм, нанесенные магнетронным методом на
стеклянные подложки толщиной 150 мкм. В качест-
ве магнетронной мишени использовалась пласти-
на Армко-железа чистотой 0.95. Толщина образцов
измерялась в области лазерного воздействия с по-
мощью атомно-силового микроскопа Veeco, Multi-
mode 5 с точностью ±5 нм.

В проводимых экспериментах свободная поверх-
ность исследуемых образцов разной толщины по-
зиционировалась с помощью микроманипулятора 9
(см. рис. 1) в предметную плоскость OO′ объектива
интерферометра (см. вставку на рис. 1) с точнос-
тью не хуже 2 мкм. Настройка осуществлялась по
максимальному контрасту интерференционных по-
лос. При этом точность установки единой (относи-
тельной) временной шкалы измерений при смене об-
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разцов с разной толщиной пленки составляет менее
100 фс, что существенно меньше временного разре-
шения измерений. Данная погрешность складыва-
ется из различия в толщине подложек и точности
позиционирования поверхности образца и в сумме
не превышает 10–20 мкм. Поделив погрешность по
толщине на скорость света, определяем указанную
неточность менее 100 фс. Для приведенного набора
толщин пленок разница времен выхода на тыльную
поверхность составляет десятки пикосекунд. Поэто-
му погрешностью измерений разницы времен выхо-
да УВ, связанной с точностью позиционирования и
различием толщин образцов, можно пренебречь.

Для определения начала отсчета времени, ана-
логично работе [29], в эксперименте использова-
лась дополнительный пленочный образец толщиной
20 нм. Толщина этого образца сравнима с глубиной
поглощения лазерного излучения в железе. Энергия
импульса поглощается электронами проводимости и
далее передается в решетку за характерное время
электрон-фононного теплообмена порядка 1 пс [61],
после чего начинается движение тыльной поверхно-
сти пленки. Отметим, что аналогичные процессы по-
глощения излучения и нагрева решетки имеют ме-
сто и при воздействии лазера на другие образцы.
Таким образом, момент времени начала смещения
пленки толщиной 20 нм может быть принят за на-
чальный отсчет времени t0 =0. Такая шкала вре-
мени ассоциирована с абсолютным временем дви-
жения импульса сжатия из области нагрева до сво-
бодной поверхности в каждой из пленок. Точность
определения момента t0 нами оценивается на уровне
±1 пс.

При обработке данных применялся метод фу-
рье-анализа интерферограмм, включающий проце-
дуру их сравнения и позволяющий восстановить
пространственно-временное распределение измене-
ния амплитуды ΔA(y, t) и фазы Δϕ(y, t) отражен-
ной диагностической волны (здесь y — простран-
ственная координата вдоль щели спектрометра). Ве-
личина смещения Δz поверхности связана с измене-
нием фазы посредством соотношения

Δz = λΔϕ/4π. (1)

В каждом опыте записывались три интерферограм-
мы: интерферограмма поверхности образца до воз-
действия (начальная), в момент выхода УВ (времен-
ная) и после окончания процесса — спустя несколько
секунд после воздействия (финальная). Сопоставле-
ние начальной и временной интерферограмм дает
информацию о пространственно-временной динами-
ке УВ-процесса.

Рис. 2. (В цвете онлайн) Пространственно-временное рас-
пределение фазы диагностического импульса при выхо-
де УВ на тыльную поверхность образца железа толщи-
ной 970 нм. Профиль смещения z(t) строится для области
между штриховыми прямыми. Масштабы по осям ординат
и абсцисс были рассчитаны переводом пикселей матрицы
в меры длины 0.4 мкм/пкс и времени 0.167 пс/пкс. Цве-

товая шкала дана в радианах

Рис. 3. (В цвете онлайн) Результат численного диффе-
ренцирования смещения z(t) свободной поверхности, из-
меренного в эксперименте, показан серой штриховой ли-
нией. Итоговый профиль скорости поверхности пленочно-
го образца железа толщиной 970 нм, ufs(t) (желтая кри-
вая) получен численным дифференцированием с последу-
ющим сглаживанием экспериментально полученного сме-
щения z(t) (штриховая черная кривая). Итерационная об-
работка обеспечивает наилучшее соответствие интеграла
сглаженного профиля скорости (красная кривая) измерен-

ному профилю z(t)
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На рис. 2 в качестве примера приведено прост-
ранственно-временное распределение фазы Δϕ(y, t)

диагностической волны, описывающее динамику
пространственно-неоднородного движения тыль-
ной свободной поверхности пленочного образца
железа толщиной h = 970 нм в момент выхода
УВ, генерируемой излучением лазера с энергией
E = 100 мкДж. Пример обработки эксперименталь-
ных данных приведен на рис. 3.

Профили построены для центральной части об-
ласти воздействия с интегрированием по простран-
ственному интервалу ±2 мкм, что соответствует
диапазону вариации плотности энергии падающего
излучения ΔF/F0 = 0.01. На рис. 3 показаны про-
фили смещения и скорости свободной тыльной по-
верхности образца толщиной 970 нм после прихода
УВ. Смещение поверхности (черная кривая) вычис-
лялось непосредственно по фазовому сдвигу из из-
меренного в эксперименте фазового распределения
Δϕ(y, t) на рис. 2. Результирующий профиль скоро-
сти поверхности (желтая кривая на рис. 3) был по-
лучен путем дифференцирования профиля смеще-
ния (серая кривая) с последующим сглаживанием и
итерационной обработкой, обеспечивающей наилуч-
шее соответствие интеграла скорости (красная кри-
вая) измеренному профилю z(t).

Таким образом, применяемая схема измерений
обеспечивала непрерывную регистрацию смещения
Δz = Δz(t) поверхности образца как функции вре-
мени с пространственным разрешением δy ≈ 2 мкм
по радиальной координате в плоскости мишени и
с временным разрешением δt = 1 пс во времен-
ном диапазоне 0–200 пс, определяемыми дисперсией
спектрометра. Применяемый алгоритм фурье-ана-
лиза двумерных интерферограмм [62] с процедурой
нормировки фазовых распределений обеспечивает
погрешность измерения сдвига фазы диагностиче-
ского импульса на уровне δψ ≈ 0.01 рад, что соот-
ветствует погрешности определения величины сме-
щения поверхности на уровне δz ≤ 1–2 нм.

3. ОБРАТНЫЙ АНАЛИЗ
КИНЕМАТИЧЕСКИХ ДАННЫХ

3.1. От кинематики к динамике и
внутренним состояниям среды

После первичной обработки мы получили ки-
нематическую информацию — историю скорости
свободной границы ufs(t) в экспериментах с раз-
ной толщиной пленки. Возможны несколько под-
ходов построения теоретического описания. Описа-

ние УВ-профилей может проводиться аналитиче-
ски. Исследователь извлекает информацию о вре-
мени прихода УВ, характерных изломах и, полагая,
что в веществе мог наблюдаться тот или иной физи-
ческий эффект, интерпретирует результаты в рам-
ках модельных представлений об упруго-пластичес-
ких и полиморфных превращениях.

Другой подход является прямым численным мо-
делированием. Такой подход применяется, когда
аналитически учесть влияние параметров физичес-
кой модели затруднительно. В результате серии рас-
четов подбираются параметры такой модели и дела-
ется вывод о ее применимости на основе сопостав-
ления с экспериментом расчетных профилей ufs(t).
При этом физическая модель может быть основа-
на на свойствах исследуемого вещества, известных
априори и не зависящих от описываемого экспери-
мента явно. Построение модели может быть слож-
ным, поэтому на пути достижения согласия между
опытом и расчетом переходят к более упрощенным
феноменологическим моделям.

Такие феноменологические модели ставят своей
целью приближенное описание сложного физичес-
кого явления, например, кинетики фазового пере-
хода, разрушения или химических реакций в слож-
ной микрокристаллической структуре материала.
Варьирование параметров таких моделей опирает-
ся лишь на описание интересующего эксперимента,
что и позволяет достичь конечной цели — согласия
расчетных и экспериментальных данных. Для моде-
лирования полиморфного фазового перехода α → ε

в железе при микросекундных воздействиях данный
подход успешно используется в работе [53].

Рассматриваемые в нашей работе ультракорот-
кие воздействия на металл с полиморфным фазо-
вым переходом усложняют формулировку упомяну-
тых выше физических моделей. Во-первых, модель
должна охватывать поглощение излучения и двух-
температурную (2Т) физику — электрон-ионную ре-
лаксацию и распространение тепла по электрон-
ной подсистеме из слоя поглощения. Во-вторых, мо-
дель согласованной тепловой и динамической частей
задачи описывает трансформацию фемтосекундно-
го нагрева в давление. Для этого строится систе-
ма 2Т-уравнений, которая приведена в работе [63].
В результате уравнения и термодинамическое со-
стояния среды, где давление инициирует движение
УВ, применяются в гидростатическом приближе-
нии. В-третьих, УВ выходит из зоны плавления ла-
зером, и ее дальнейшее распространение происхо-
дит в твердой фазе. Поэтому распространение УВ
в пленке железа необходимо рассчитывать для де-
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формируемого твердого тела с учетом наличия по-
лиморфного фазового перехода.

Предлагается подход получения данных о плот-
ности ρ(h, t) и продольном напряжении σ(h, t). Для
этого аппроксимируется функция ufs(h, t) на основе
экспериментальных результатов для разной толщи-
ны пленки h. Подход требует проведения экспери-
ментов для минимум двух [21] или трех [59] разных
толщин пленок в зависимости от порядка аппрокси-
мирующих полиномов. Мы используем кусочно-ли-
нейную аппроксимацию скорости, поэтому в модель
закладывается аппроксимация только первой произ-
водной скорости свободной поверхности. Поскольку
исходными данными являются временные профили
координат свободных поверхностей, использование
аппроксимации более высокого порядка означало бы
аппроксимацию третьей производной от измеряемой
величины. По значениям ρ и σ, зная ударные адиа-
баты упругого сжатия и пластического сжатия в
α- и ε-фазах, мы можем определить фазовое состо-
яние твердого тела.

3.2. Метод интерпретации
экспериментальных данных

В работе [57] предложен и затем в работах
[21, 59, 60] развит метод восстановления профилей
напряжения и деформации на основе эксперимен-
тальных профилей скорости свободной границы,
ufs(t), в образцах разной толщины. Методика при
этом основывается на восстановлении функции ско-
рости свободной поверхности от двух переменных,
ufs(t, h), — времени t и лагранжевой координаты
h. Каждый профиль скорости свободной поверхно-
сти суть зависимость ufs(t) при данной толщине h
пленки железа. Для перехода от скорости свобод-
ной поверхности к массовой скорости u (т. е. скоро-
сти лагранжевых частиц) используется соотношение
ufs = 2u. Соотношение справедливо в приближении
линейной акустики, пока давление намного мень-
ше объемного модуля сжатия материала (170 ГПа
в железе). В результате получается набор профи-
лей, измеренных с высоким разрешением по време-
ни, но для нескольких толщин образцов (например,
для двух толщин [21]). Мы обладаем информацией о
временной зависимости скорости свободной поверх-
ности для пяти различных толщин пленок, которые
будут использоваться для построения модели.

Для расчета продольного напряжения σ и дефор-
мации μ ≡ 1−V/V0 требуется интегрировать уравне-

ния движения вещества в некоторой ограниченной
области экспериментальных данных:

∂μ

∂t
= −∂u

∂h
, (2)

∂σ

∂h
= −ρ0∂u

∂t
. (3)

Для определения напряжения в момент (t1, h1)

необходимо проинтегрировать по h производную
∂u/∂t от граничной точки hb:

σ(t1, h1)− σ(t1, hb) = −ρ0
h1∫

hb

∂u

∂t
(h, t1) dh. (4)

Для вычисления деформации в момент (t1, h1) ин-
тегрируется по времени частная производная ∂u/∂h
по переменной t от граничной точки tb:

μ(t1, h1)− μ(tb, h1) = −
t1∫

tb

∂u

∂h
(h1, t) dt. (5)

Интегрирование проводится от границы tb(h) или
hb(t), где σ = 0 и μ = 0 — это состояния до прихо-
да УВ. А вторая точка выбирается на профиле — t1
или h1. Задание граничных условий дает представ-
ление об области определения, где функция u(h, t)

принимает ненулевые значения. При этом мы обла-
даем лишь конечным набором экспериментальных
профилей для весьма ограниченного набора пленок
(пять различных толщин), но с относительно высо-
ким разрешением по времени Δt ≈ 1 пс.

3.3. Методика интегрирования
кинематических соотношений

Мы используем упрощенную форму аппроксима-
ции скорости, отбрасывая квадратичный член в от-
личие от работы [59]:

u(h, t) =
ui(h)[ti+1(h)− t]− ui+1(h)[t− ti(h)]

ti+1(h)− ti(h)
, (6)

где ti(h) < t < ti+1(h). В уравнении (6) ti(h) и
ui(h) — функции от h, которые определяются соот-
ветственно кусочно-линейной интерполяцией и ку-
бическим сплайном на экспериментальных профи-
лях. Нижние индексы «i» соответствуют разным
опорным точкам, выбранным на каждом профиле
ufs(t) вручную. Точки соединяются между собой
кусочно-линейной функцией. Моменты времени вы-
бираются возрастающими, ti(h) > ti−1(h), с индек-
сом «i». Функция hi(t) обозначает обратную функ-
цию ti(h).

2 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Профили скорости свободной
поверхности для пленок толщиной 480, 580, 740, 970 и
1160 нм (слева-направо). На каждом профиле выбрано по
12 характерных точек для аппроксимации эксперименталь-
ных зависимостей при обратном анализе серии профилей

Ошибки метода являются его важной характери-
стикой из-за малого количества профилей для раз-
ных h и свободы выбора опорных точек на профиле,
поэтому изучаются, например, в работе [59], где ука-
зывается, что ошибка метода достигает своего мак-
симума для наименьшей и наибольшей толщин пле-
нок. В данной работе частные производные в урав-
нениях (4) и (5) аппроксимируются конечными раз-
ностями, а интегрирование проводится численно в
отличие от, например, работ [57, 59], где расчет ве-
дется с аналитически заданной кусочной функцией
u(h, t), первообразные которой вычисляются зара-
нее для каждого отдельного участка интегрирова-
ния. Для внутренних точек применяется централь-
ная разность

u(h+Δh, t)− u(h−Δh, t)

2Δh
.

Для точек возле границы области определения про-
изводная

∂u

∂h
≈ Δu

Δh
(7)

аппроксимируется направленной конечной разно-
стью, кроме случая с наименьшей толщиной пленки,

u(hs, t)− u(hs −Δh, t)

Δh
,

u(hl +Δh, t)− u(hl, t)

Δh
,

где hs и hl принадлежат границе расчетной облас-
ти, Δh = (hl − hs)/N , N = 300 — число, подобран-

Рис. 5. (В цвете онлайн) Функции ti(h) заданы в виде
кусочно-линейной интерполяции и построены по опорным
точкам с рис. 4. Раскраска соответствует значениям скоро-
сти свободной границы ufs(h, t). Кружки показывают по-
ложение опорных точек, а их цвет соответствует кривым

на рис. 4

ное для достижения сходимости при интегрирова-
нии. Одна из особенностей методов интегрирования
системы уравнений (2) и (3) кинематических соот-
ношений, в отличии от классических подходов (ре-
гистрируются время прихода волны, скачок массо-
вой скорости при известной толщине образца), со-
стоит в том, что диаграммы напряжений и дефор-
мации зависят лишь от относительного расположе-
ния на временной оси профилей скорости свободной
поверхности в образцах разной толщины. Другими
словами, диаграмма напряжения деформации инва-
риантна по отношению к смещениям времени при-
хода волны во всех экспериментах или к увеличе-
нию всех толщин пленок на одинаковую величину. В
случае пленки с наименьшей толщиной предлагает-
ся использовать абсолютное время прихода волны и
величину скорости свободной поверхности на упру-
гом предвестнике (точка 2 на рис. 4 для профиля
пленки h = 480 нм). При этом используется предпо-
ложение, что волна движется со средней постоянной
скоростью Us1 = h1/t2(h1), где t2(h1) — время, соот-
ветствующее точке 2 на профиле для самой тонкой
пленки h1 = 480 нм. В результате можно оценить
производную из выражения (7):

∂u

∂h
≈ ∂u

∂t
U−1
s1 . (8)
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Аналогичным образом рассчитываются выраже-
ния для частной производной по времени:

∂u

∂t
≈ Δu

Δt
. (9)

Шаг по времени Δt(h) = [tl(h) − ts(h)]/N , где за-
дана разность между первой ts(h) и последней tl(h)
опорными точками на профиле ufs(t) для данной
толщины, т. е. шаг зависит от h. Вследствие инте-
грирования по толщине h в выражении (4), необхо-
димо определить и зависимость от нее, как показано
на рис. 5.

3.4. Достоверность методики из сравнения с
численным моделированием

Проводится сравнение σ–V/V0-диаграмм с целью
обоснования достоверности предложенной методи-
ки. В одном случае напряжения и плотности извле-
каются напрямую из моделирования методом мо-
лекулярной динамики (МД), который используется
в качестве источника полной информации о меха-
ническом и термодинамическом состояниях группы
лагранжевых координат (в качестве которых взято
начальное положение частиц) при h = 150, 160, 200,
250, 300, 350, 400, 450, 500, 550, 600 нм. В другом
случае напряжения и деформации рассчитываются
лишь на основании информации о временных зави-
симостях скорости всех лагранжевых частиц, кото-
рые изображены на рис. 6. При этом интегрирова-
ние законов сохранения основано на двумерной ин-
терполяции временных зависимостей скорости этих
частиц (рис. 7).

Начальная стадия процесса моделируется с по-
мощью 2Т-гидродинамики. При воздействии корот-
ких лазерных импульсов температура электронов,
поглощающих лазерное излучение, может значи-
тельно превосходить температуру ионной подсисте-
мы. С помощью гидродинамического моделирова-
ния проводится полный расчет поглощения лазер-
ного импульса, сопряженного с процессами элект-
рон-ионной релаксации и теплопроводности. На вре-
менах, больших по сравнению с временами элект-
рон-электронной и ион-ионной релаксации, элект-
ронная и ионная подсистемы обладают своими ква-
зиравновесными температурами Te и Ti [3]. При
этом время 2Т-стадии, в течение которого Te � Ti
и которое определяется темпом электрон-ионной ре-
лаксации, благодаря большому различию масс элек-
тронов и ионов может быть существенно больше.
При достаточно большой энергии лазерного импуль-
са движение вещества становится заметным уже на

Рис. 6. (В цвете онлайн) История удвоенной скорости
лагранжевых частиц из МД-моделирования с начальными
положениями 150, 160, 200,. . ., 600 нм (кривые слева-на-
право). Точки соединяются кусочно-линейной функцией,
которая используется при аппроксимации функции u(h, t)

и изображена сплошными линиями. Штриховые линии по-
строены на основе исходных данных МД-моделирования

Рис. 7. (В цвете онлайн) Функции ti(h) заданы в виде
кусочно-линейной интерполяции и построены по опорным
точкам с рис. 6. Раскраска в соответствии со значением
скорости свободной границы ufs(h, t). Кружки показыва-
ют положение опорных точек, а их цвет соответствует цве-

ту кривых на рис. 6

2Т-стадии, что делает необходимым рассматривать
тепловую задачу совместно с уравнениями движе-
ния в рамках единой 2Т-гидродинамики [64]. Систе-
ма уравнений 2T-гидродинамики имеет вид [65, 66]

∂x(x0, t)

∂t
= u(x0, t),

ρ∂x(x0, t)

∂x0
= ρ0,
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∂u(x0, t)

∂t
= −∂P (x

0, t)

ρ0∂x0
, P = Pe + Pi,

∂Ee(x
0, t)

∂t
=

∂

ρ0∂x0

(
κeρ

ρ0
∂Te
∂x0

)
−Qei +

+
Q(x0, t)

ρ
− Pe

∂u

ρ0∂x0
,

∂Ei(x
0, t)

∂t
= Qei − Pi

∂u

ρ0∂x0
,

Qei = α(Te − Ti),

где Ee, Ei, α — удельные (на единицу массы) элект-
ронная и ионная энергии и коэффициент элект-
рон-ионного теплообмена, κe — коэффициент элект-
ронной теплопроводности. При постоянной началь-
ной плотности ρ0 в качестве лагранжевой перемен-
ной можно использовать начальную координату x0.
Система замыкается уравнениями состояния (УРС)
вещества и материальными моделями коэффициен-
тов теплопроводности и электрон-ионного теплооб-
мена. Ионная (фононная) теплопроводность отсут-
ствует, так как пренебрежимо мала по сравнению
с электронной. Облучаемая мишень состоит из же-
леза и стекла, на которое оно нанесено. Поскольку
они имеют существенно разные плотности, в лагран-
жевом описании надо задать или начальную длину
ячеек в стекле больше (обратно пропорционально
отношению плотностей стекла и железа), или раз-
личную массу в ячейках (пропорционально началь-
ной плотности). Был использован второй подход, да-
ющий более точное описание движения в стекле.

Картина возникающей при этом волны сжатия
характеризуется наличием слоя прогрева, связанно-
го с теплопроводностью, с одной стороны, и опере-
жающей УВ, с другой. УВ опережает волну тепло-
проводности на глубине 500 нм. Мы же извлекаем
профиль скорости лагранжевой частицы как функ-
цию времени, используя в МД-расчете этот про-
филь при воздействии на образец железа подвиж-
ным потенциальным барьером с такой же зависимо-
стью скорости от времени. Таким образом имитиру-
ется воздействие лазерной УВ, проникающей внутрь
пленки железа.

Для описания ионной подсистемы (без вклада
электронной подсистемы) железа (Pi, Ei) исполь-
зовалось табулированное широкодиапазонное УРС
для α-железа в твердом состоянии, составленное Хи-
щенко на основе работ [67–69].

Для электронной подсистемы железа (УРС, ко-
эффициент теплопроводности, коэффициент элект-

рон-ионного теплообмена) использовались аналити-
ческие формулы, полученные из анализа результа-
тов расчетов методами теории функционала плот-
ности (DFT) с помощью пакета VASP. Использова-
лись аналитические формулы построенные Петро-
вым для переходных металлов [70].

В стекле свободные электроны отсутствуют,
Pe = 0, Ee = 0, т. е. применяется однотемператур-
ная гидродинамика. Используется калорическое
УРС (типа Ми–Грюнайзена), предоставленное
Хищенко. Начальная плотность в стекле при этом
ρ0 = ρ0,glass = 2.2 г/см3.

За время действия лазерного импульса смещение
вещества очень мало. Тепловой источник Q, описы-
вающий поглощение лазерного излучения в железе
с x0 > 0, можно взять в простейшем виде с вморо-
женным в вещество (зависящим только от x0) про-
странственным профилем:

Q(x0 > 0, t) =
Fabs√
π dskinτ

×

× exp

[
− x0

dskin
−
(
t

τ

)2
]
. (10)

Здесь для железа Fabs — поглощенный флюенс,
dskin — толщина скин-слоя (глубина поглощения),
τ — длительность импульса. Время t отсчитывается
от максимума импульса.

Величина поглощенного тепла рассчитывалась
на основе экспериментальных данных и качест-
венно-эмпирических соотношений. Количественная
оценка плотности поглощенной энергии от падаю-
щей энергии F0 определяется коэффициентом по-
глощения в железе [71] и равна 1.1 мДж/см2. За-
тем энергия делится между пластинкой железа и
стеклом. В предположении, что на границе железа
и стекла произошел пробой и горячие электроны из
металла передали часть тепла в стекло, доли погло-
щенной энергии в металле и в стекле определяются
на основе наилучшего совпадения расчетного и экс-
периментального профилей скорости свободной по-
верхности в пленке железа толщиной 160 нм. В рас-
чете было взято Fabs = 400 мДж/см2, dskin = 15 нм,
τ = 0.5 пс.

Нагрев стекла с x0 < 0 моделировался тепловым
источником Q в виде

Q(x0 < 0, t) =
Fglass√
π dglassτ

×

× exp

[
x0

dglass
−
(
t

τ

)2
]
, (11)
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Профили давления вблизи гра-
ницы железо–стекло в моменты времени 3 и 15 пс в зави-
симости от расстояния Rc от этой границы. Для железа
показаны ионное Pi, электронное Pe и полное P = Pi +Pe

давление. В стекле существует только полное давление
P = Pi, электронный вклад отсутствует

Рис. 9. (В цвете онлайн) Координата x и скорость u

лагранжевого узла с начальной координатой x = 150 нм

где Fglass = 700 мДж/см2 — поглощенный флюенс,
dglass = 50 нм — толщина скин-слоя.

На рис. 8 для примера приведен характерный
вид профилей давления в конце 2Т-стадии (3 пс) и
в момент времени, когда вклад электронной состав-
ляющей убывает (15 пс).

В МД-моделировании расчет использует инфор-
мацию о скорости лагранжевого узла на глубине
150 нм, полученной в гидродинамическом 2Т-моде-
лировании поглощения лазерного импульса тонкой
пленкой на стеклянной подложке. На рис. 9 показан
ход положения и скорости этого узла во времени.

МД-моделирование проводится в образце раз-
мерами 600 × 60 × 10 нм3 и состоит из перио-
дически повторяемой поликристаллической струк-
туры размерами 60 × 60 × 10 нм3, размноженной
10 раз вдоль оси распространения ультракороткого
импульса. На левой границе на образец в начальный
момент времени начинает действовать потенциаль-
ный барьер, движущийся по закону, повторяющему
историю движения частицы в расчете 2Т-гидроди-
намики. Результаты МД-моделирования были обра-
ботаны для извлечения истории эволюции группы
лагранжевых частиц. Лагранжевы частицы пред-
ставляют собой срезы шириной 0.25 нм одномерных
профилей вдоль оси распространения волны.

Аппроксимация функции u(h, t) показана выше
на рис. 7 с выделением узловых точек и градациями
серого соответственно значениям скорости свобод-
ной поверхности. Метод воспроизводит напряжения
и деформации, наблюдаемые в расчете методомМД.
На рис. 10а изображены ударные адиабаты упругой
и пластической α-фазы, адиабата ε-фазы и расчет-
ная адиабата ε-фазы для использованного МД-по-
тенциала. На рис. 10б показаны временные зави-
симости продольного напряжения для различных
лагранжевых частиц. Последний момент времени,
для которого историю напряжения можно восстано-
вить, ограничен моментом прихода УВ в лагранже-
ву частицу с наибольшей начальной координатой.

На рис. 10в приведены карты распределений ло-
кальных параметров порядка атомов Q4 и Q6, пред-
ложенные в работах [72,73]. Для визуализации атом-
ной структуры в МД можно было использовать
лишь параметр центральной симметрии [74]. Одна-
ко существует проблема в определении различных
кристаллических структур, что связано с увеличи-
вающимися флуктуациями потенциальной энергии
атомов с ростом температуры. Преимуществом это-
го метода определения кристаллической структуры
[71, 72] является слабая зависимость от температу-
ры и независимость от плотности в совокупности с
малой вычислительной сложностью.

Для выделенного атома функции Qlm в сфери-
ческой системе координат зависят только от углов,
характеризующих радиус-вектор rij = rj−ri между
парой атомов. Среднее по соседним атомам окруже-
ния выделенного атома рассчитывается следующим
образом:

Qlm(i) = 〈Ylm(θ(rij), φ(rij))〉 , (12)

Q2
l =

4π

2l + 1

l∑
m=−l

|Qlm|2, (13)
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Рис. 10. (В цвете онлайн) а) Расчет фазовой кривой σ − V/V0 на основе кинематических соотношений из МД-модели-
рования для пленок толщиной 350 и 500 нм. Восстановленные точки методом обратного анализа располагаются вблизи
сплошных линий того же цвета, что соответствует расчетам методом МД. Ударные адиабаты различных фаз железа
показаны сплошными (в стабильной фазе) и штриховыми (в метастабильной фазе) линиями. Адиабата ε-фазы желе-
за в МД-моделировании показана штриховой серой линией. б) Восстановленные временные профили напряжения для
лагранжевых частиц с различными начальными координатами. в) Карты распределения параметров симметрии [74]. Си-
ний, красный и зеленый цвета соответствуют α-, γ- и ε-фазам железа. Звездочки показывают положение лагранжевых
частиц с координатами 350 и 500 нм в моменты времени 50 и 80.2 пс. Левый край образца контролируется движением

лагранжевой частицы с координатой 150 нм, взятой из гидродинамического моделирования (см. разд. 2.4)

где Ylm — сферические гармоники, θ и φ — по-
лярный и азимутальный углы сферической системы
координат для вектора rij . Усреднение проводится
по соседним атомам, которые являются соседями в
локальной диаграмме Вороного. Локальный пара-
метр порядка инвариантен по отношению к ориента-
ции системы координат и преобразований вращения
системы атомов, которым и является квадрат Ql в
уравнении (13). Более того, параметры порядка, для
которых l = 4 и l = 6, различают тип кристалличес-
кой решетки и при высоких температурах [75].

Координата в плоскости Q4–Q6 определяет рас-
краску кристаллических фаз железа на рис. 10в,
в том числе при температурах, таких что области
возможных значений параметров Q4 и Q6 для раз-
ных типов кристаллических решеток могут пере-

крываться. ОЦК-фаза характеризуется значениями

Qbcc
4 = 0.03636965, Qbcc

6 = 0.5106882

для идеального кристалла, ГПУ-фаза —

Qhcp
4 = 0.09722222, Qhcp

6 = 0.4847617,

а ГЦК-фаза —

Qfcc
4 = 0.1909407, Qfcc

6 = 0.5745243.

Близость ГЦК- и ГПУ-структур затрудняет их раз-
личие, однако сосуществование как ε-, так и γ-фаз
железа экспериментально наблюдалось при корот-
ких лазерных воздействиях [76]. Для различия фаз
на плоскости в координатах Q4 и Q6 выделены гра-
ницы значений для каждой фазы, а также условие
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для значения параметра центральной симметрии CS

[74]. Проверка по условию CS < 2.5 позволяет опре-
делить, что данное вещество является либо кристал-
лом, либо жидкой фазой. Кубические и гексагональ-
ные решетки разграничены пороговым значением
параметра центральной симметрии CS > 4.9. Если
решетка кубическая, то при Q4 > Qhcp

4 пиксель на
карте раскрашивается согласно ГЦК, а в противном
случае — ОЦК.

3.5. Расчеты из кинематических
соотношений

Применим описанную методику к расчетам диа-
грамм σ–V/V0 с использованием эксперименталь-
ных данных для скорости свободной поверхнос-
ти ufs(t). Первым шагом является аппроксимация
функции ufs(h, t). Опорные точки целесообразно
выбирать соответствующими физически одинако-
вым изломам на графиках профилей скорости для
разных значений h, что вносит предположение о на-
личии одинакового числа таких особенностей на гра-
фиках. Хотя при отсутствии, например, явно выра-
женного упругого предвестника можно внести боль-
шее число точек в аппроксимацию фронта пласти-
ческой волны.

Выше на рис. 4 показан выбор набора точек — по
12 штук с каждого профиля, всего 5 профилей. В ре-
зультате получены упрощенные профили, где сосед-
ние точки соединены прямыми линиями. На каждом
профиле первая точка 1 относится к приходу вол-
ны, 2–3–4–5–6–7 — участок подъема до максималь-
ной амплитуды, причем точки выбирались на изло-
мах профилей, а точки 8–9–10–11–12 соответству-
ют убывающей части. Двенадцать функций ui(h)

и ti(h) для каждого набора из пяти точек задают
функцию двух переменных, которая показана вы-
ше на рис. 5, где штриховыми линиями выделены
кусочно-линейные функции ti(h). Выбор точек на
схожих особенностях профилей позволяет получать
более гладкие зависимости ui(h) и ti(h).

На рис. 11 представлены результаты расчета
диаграмм напряжения и деформации для профилей
пленок толщиной 480, 580, 740 и 970 нм. Для расчета
проводится численное интегрирование выражений
(4) и (5) с использованием граничного условия для
функции u(h, t1(h)) = 0 вдоль границы до прихода
волны. Другими словами, нижние пределы интегри-
рования по переменным h или t для данных t1(h)

или h1(t) соответствуют точкам на нижней штрихо-
вой кривой на рис. 5. В нашей работе в аппрокси-
мации функции u(h, t) отсутствует явный учет раз-

Рис. 11. (В цвете онлайн) Расчет фазовой кривой методом
обратного анализа кинематических данных показан точка-
ми, соединенными сплошными линиями. Точки соответ-
ствуют набору опорных точек с рис. 4. Ударные адиабаты
различных фаз железа показаны сплошными (в стабиль-
ной фазе) и штриховыми (в метастабильной фазе) линия-
ми. Области отклонения траекторий состояний лагранже-
вых частиц от соответствующих траекторий по исходным
экспериментальным данным показаны градациями цветов
между соответствующими траекториями. Отклонения ос-
нованы на варьировании толщин пленок 480 и 580 нм с
корректировкой времени прихода УВ в пленки с проварьи-
рованной толщиной. Значение давления прямого фазового
превращения α → ε на субмикросекундом масштабе отме-

чено черной штриховой прямой

рывов, в отличие от работы [59]. Все точки соеди-
нены кусочно-линейной интерполяцией. Численное
интегрирование функций (4) и (5) проводится с ис-
пользованием библиотеки Quadpack [77]. Процедура
расчета реализована в виде интерактивных скрип-
тов на языке Python в среде Jupyter [78]. Поиск на-
пряжения и деформации проводится лишь в облас-
ти интерполяции, поэтому мы ограничены момен-
том прихода упругой волны для профиля наиболь-
шей толщины. Данный момент времени отмечен го-
ризонтальной желтой сплошной прямой на рис. 5.
При расчете диаграммы σ–V/V0 последний момент
времени равен приблизительно 160 пс. Поэтому, в
частности, профиль скорости свободной поверхнос-
ти в пленке толщиной 970 нм рассчитан лишь час-
тично.

Таким образом, на рис. 11 представлена диаграм-
ма σ–V/V0 лагранжевых частиц для пленок толщи-
ной 480, 580, 740 и 970 нм. Ударная адиабата упру-
гой УВ построена по точкам с номером 2 на про-
филях с рис. 4. Для первого профиля скорость УВ

327



С. А. Мурзов, С. И. Ашитков, Е. В. Струлева и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022

оценивается из ширины пленки и времени прихода,
а для остальных пленок — по отношению разницы
толщин пленок к разнице времен для точек с но-
мером 2 текущего и предыдущего профилей с мень-
шей толщиной. Ударные адиабаты заданы линейной
зависимостью скорости ударной волны от скорости
вещества за фронтом (ca + sau) и начальной плот-
ностью ρ0. Для упругой ударной адиабаты величи-
на ca = 6 км/с полагалась равной скорости звука из
работы [20]. Параметр sa = 1.148 рассчитан мето-
дом наименьших квадратов. Пластические ударные
адиабаты основаны на экспериментальных данных
[41] со следующим набором параметров для α-фазы:

cαa , s
α
a , ρ

α
0 = 4.63 км/с, 1.33, 7.874 кг/м3

,

а для ε-фазы:

cεa, s
ε
a, ρ

ε
0 = 4.83 км/с, 1.33, 8.31 кг/м3.

Давление 13 ГПа отмечает границу существования
стабильной α-фазы железа. На рис. 11 сплошной ли-
нией показана стабильная часть ударной адиабаты
ε-фазы при высоких давлениях, а штриховой — ме-
тастабильная фаза. Результаты расчетов исследу-
ются на предмет влияния варьирования толщины
пленки и соответствующего времени прихода УВ.

На рис. 11 представлены два варианта варьиро-
вания, которые изображаются градациями цветов
соответствующих траекторий лагранжевых частиц
в области возможных значений и ограничены серы-
ми штриховыми линиями. В первом варианте тол-
щина пленки увеличена от 580 до 600 нм и соответ-
ствующее время прихода УВ запаздывает на 2.3 пс
(более насыщенный цвет); во-втором — помимо ва-
рьирования толщины пленки 580 нм, была уменьше-
на до 460 нм толщина пленки 480 нм с учетом более
раннего прихода волны на 2.3 пс (серые штрихи).
Как варьирование, так и расчеты по исходным дан-
ным приводят к качественно одинаковым результа-
там.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Переход α → ε может происходить в области за
пиком давления в волне разгрузки, что наблюдает-
ся частично для пленок толщиной 480, 580 и 740 нм
при использовании метода обратного анализа (см.
рис. 11).

В пленке толщиной 480 нм пик давления наб-
людается в пластической волне в α-фазе железа.

За пиком следует волна разгрузки, хотя давления
остаются достаточно высокими (более 30 ГПа), за-
метен частичный переход в ε-фазу и возвращение
на метастабильную ветку α-фазы. Явление необыч-
но, так как давление обратного перехода снижается
до 10 ГПа (в сравнении с 13 ГПа в прямом пере-
ходе) при разгрузке из состояния ударного сжатия
при 23 ГПа [79] либо 13 ГПа [41] при гидростатичес-
ком изотермическом сжатии [49]. Разброс значений
напряжений и деформации, связанный с варьирова-
нием времени прихода и толщины пленки по прин-
ципу увеличения или уменьшения толщины пленки
на ±20 нм с соответствующим изменением времени
прихода волны (±2.3 пс), слабо влияет на фазовый
состав в пике давления и на разгрузке.

В пленке толщиной 580 нм наблюдается схо-
жая начальная картина — давление достигает сво-
его максимума на ударной адиабате α-фазы. Затем
при разгрузке происходит частичное превращение
в ε-фазу. Возможный разброс данных при измене-
нии толщин пленок и времен прихода УВ показыва-
ет как возможность продолжения процесса превра-
щения в ε-фазу, так и возврат к α-фазе.

В пленке толщиной 740 нм максимум давления
достигается вблизи ε-фазы, а разгрузка приводит к
постепенному переходу обратно в α-фазу железа. В
пленке толщиной 970 нм записанная история огра-
ничена приходом УВ в пленку толщиной 1160 нм,
что связано с ограниченностью области интерпо-
ляции напряжений по экспериментальным данным
первым измерением скорости свободной поверхнос-
ти для пленки железа наибольшей толщины.

Аналогичный обратный анализ профилей в
работе [21] позволяет изучать переход α → ε,
который наблюдается за фронтом УВ в сжатом
веществе при высокой скорости деформации. От-
личие настоящей работы от [21] состоит в том, что
за УВ следует волна разрежения, что способствует
более медленному фазовому переходу вплоть до
остановки и обратного превращения ε → α, что
наблюдается для пленок толщиной 480 и 740 нм (см.
рис. 11). Качественное поведение воспроизводится
при гибридном математическом моделировании,
что дает представление о неоднородности и сосуще-
ствовании различных фаз железа в волнах сжатия
и разрежения.
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При помощи кода Geant4 проведено полномасштабное моделирование отклика детектора LSD на нейт-
ринную вспышку от сверхновой SN1987A. Параметры нейтринного потока выбирались согласно одной
из моделей: стандартного коллапса или ротационной модели взрыва сверхновой. Было показано, что в
зависимости от выбираемых параметров можно или получить требуемое число импульсов в установке,
или воспроизвести их энергетический спектр, но не то и другое вместе. В моделировании учитывалось
взаимодействие нейтринного излучения как с самим детектором LSD, так и с веществом находящего-
ся вокруг грунта. Была также исследована гипотеза, что весь уникальный сигнал LSD в 2:52 UT был
вызван потоками нейтронов из окружающего гранита. Однако по результатам моделирования данное
предположение не подтвердилось. Полученные результаты предоставляют богатый материал для воз-
можных интерпретаций.

DOI: 10.31857/S0044451022030038

1. ВВЕДЕНИЕ

Сверхновая SN1987A, вспыхнувшая 23 февраля
1987 г., инициировала бурное развитие теории взры-
вов сверхновых и экспериментальных методов де-
тектирования нейтрино. Эту cверхновую обнаружи-
ли в оптическом диапазоне [1], а затем наблюдали
во всех диапазонах спектра электромагнитного из-
лучения. Но, кроме того, она была зарегистрирова-
на четырьмя нейтринными детекторами: сцинтил-
ляциоными — LSD [2], БПСТ [3], и черенковски-
ми — IMB [4], Kamiokande II (далее KII) [5]. Следует
подчеркнуть, что это первый и пока, к сожалению,

* E-mail: manu@itep.ru
** E-mail: yudin@itep.ru

*** E-mail: agafonova@inr.ru

единственный случай детектирования нейтрино от
сверхновых звезд.

Сигнал детектора LSD от SN1987A, зарегистри-
рованный примерно на 5 ч раньше сигналов детекто-
ров IMB, KII и БПСТ, до сих пор вызывает дискус-
сии о своем происхождении. В общепринятой моде-
ли стандартного коллапса (сферически-симметрич-
ная невращающаяся звезда) [6,7] излучение нейтри-
но должно быть однократным, с длительностью по-
рядка 10 с, и поэтому сигнал в LSD должен был
наблюдаться одновременно с сигналами в осталь-
ных детекторах. Кроме того, число импульсов в LSD
должно быть меньше, чем в IMB и KII, так как
массы рабочего вещества IMB (5000 т H2O) и KII
(2140 т H2O) больше массы LSD (90 т CnH2n). Сто-
ит отметить, что все эти детекторы были предназна-
чены для регистрации электронных антинейтрино.

Однако существуют модели [8–11], допускающие
и двойной нейтринный всплеск от сверхновой. Как
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было показано в [12], сигнал в 2:52 UT, зарегистри-
рованный только на установке LSD и содержащий 5
импульсов, может найти объяснение в рамках моде-
ли вращающегося коллапсара [10] как результат вза-
имодействия электронных нейтрино высоких энер-
гий с элементами конструкции детектора, которые
содержали порядка 170 т железа.

Помимо этого, обращает на себя внимание схо-
жесть энергетических характеристик сигнала в LSD
со спектром гамма-квантов от захватов нейтронов
ядрами железа n + 56Fe → 57Fe + γ [13]. Не мог
ли окружающий детектор грунт (гранит Монбла-
на), облучаемый потоками нейтрино от сверхно-
вой, стать источником нейтронов от νA-взаимо-
действий? Эти нейтроны могли бы захватываться
металлическими конструкциями LSD и производить
гамма-кванты. Учитывая, что пробег гамма-кван-
та с характерной энергией 8 МэВ в железе состав-
ляет порядка 4 см, такие гамма-кванты могут сво-
бодно выходить из конструкций детектора и произ-
водить сигнал в сцинтилляционных счетчиках. Эта
возможность нуждается в тщательной проверке.

Существенная неопределенность в параметрах
нейтрино (в особенности энергии), излучаемых в
процессе коллапса ядра сверхновой с сильным вра-
щением, при отсутствии убедительных численных
расчетов придает смысл попытке решения обратной
задачи. То есть можно попытаться ответить на во-
прос: если все 5 импульсов LSD обусловлены взаи-
модействием нейтринного излучения от сверхновой
SN1987A, то какими характеристиками оно долж-
но было обладать? Ответ на такой вопрос можно
получить только с помощью прямого моделирова-
ния взаимодействия нейтрино с веществом детекто-
ра LSD и окружающим его грунтом.

Целью нашей работы является моделирование
отклика детектора LSD на нейтринное излучение от
сверхновой SN1987A в рамках двух возможных сце-
нариев:

— «стандартный» коллапс со средней энергией
нейтрино 〈E〉ν̃e ≈ 15 МэВ;

— модель вращающегося коллапсара с двумя
нейтринными сигналами. Первый состоит преиму-
щественно из электронных нейтрино высоких энер-
гий 〈E〉νe ≈ 40 МэВ, а второй близок по своим па-
раметрам к стандартному сценарию [10].
Вопрос об энергетических характеристиках нейтри-
но в ротационном механизме рассматривался, на-
пример, в работах [14, 15]. Было показано, что ха-
рактерная энергия при определенных условиях дей-
ствительно может достигать значения в 40 МэВ.
Для выяснения чувствительности получаемых ре-

зультатов к этому конкретному значению нами был
дополнительно рассмотрен случай с промежуточной
энергией 30 МэВ.

Статья построена следующим образом. Снача-
ла описывается детектор LSD, затем каналы вза-
имодействия нейтрино с веществом детектора. Да-
лее приводятся характеристики уникального собы-
тия LSD в 2:52 UT. Затем описывается метод мо-
делирования отклика детектора. Результаты расче-
тов приведены в виде энергетических спектров для
основных реакций и в сводной таблице для взаимо-
действий разных типов нейтрино с энергиями 15, 30
и 40 МэВ. В заключение обсуждаются результаты
для обоих исследуемых сценариев взрыва сверхно-
вой SN1987A.

Везде ниже будем называть единичное энерговы-
деление в детекторе, обладающее всеми характер-
ными признаками взаимодействия нейтрино, «им-
пульсом», совокупность таких импульсов, близких
по времени, — «событием».

2. ДЕТЕКТОР LSD

Жидкостной сцинтилляционный детектор (Liq-
uid Scintillation Detector, LSD), работавший с
1984 г., предназначался для регистрации нейтрино
от коллапсов звездных ядер [16]. Он был сооружен
совместно Институтом ядерных исследований АН
СССР (в настоящее время ИЯИ РАН) и Институтом
космогеофизики Национального совета исследова-
ний Италии в туннеле под Монбланом на глубине
5200 м в. э. Такая толщина грунта над установкой
обеспечивает снижение потока мюонов космичес-
ких лучей на шесть порядков. Автотранспортный
туннель длиной 12 км, соединяющий Италию и
Францию, проходит с юго-востока на северо-запад.

LSD состоял из 72 сцинтилляционных счетчиков
размерами 1.0×1.5×1.0 м3 каждый. Корпус счетчи-
ка был изготовлен из нержавеющей стали толщиной
0.4 см. Счетчики образовывали три трехуровневые
секции (колонны) в виде параллелепипеда с площа-
дью 6× 7 м2 и высотой 4.5 м (см. ниже рис. 4–6).

Структуру установки составляли железные кон-
тейнеры, поставленные друг на друга и вмещавшие
по два счетчика. Стенки контейнеров имели раз-
ную толщину для того, чтобы между сопредельны-
ми гранями счетчиков в колонне был слой желе-
за 2 см. Обращенные к коридорам боковые стен-
ки и донья контейнеров имели толщину 2 см. Та-
ким образом, с учетом толщины стенок счетчиков
0.4 см сцинтиллятор счетчиков в колонне был разде-
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лен слоями железа 2.8 см. Между сцинтиллятором
соседних колонн слой железа составлял 2.8 см, меж-
ду скальным грунтом и сцинтиллятором — 4.4 см.
Установка стояла на железной платформе толщиной
10 см. Для снижения влияния естественной радио-
активности грунта стенки камеры были облицованы
стальными плитами общим весом около 114 т.

Над детектором и под ним имелось пространство
высотой 6 см, куда предполагалось поместить два
слоя резистивных стримерных камер для экспери-
ментов по физике мюонов, но с появлением в 1982 г.
проекта NUSEX [17], способного решать эти задачи,
от резистивных камер было решено отказаться.

Сцинтиллятор на базе уайт-спирита CnH2n,
〈n〉 ≈ 9.6, содержал добавки PPO (1 г/л) и POPOP
(0.03 г/л). Каждый счетчик просматривался тремя
фотоэлектронными умножителями ФЭУ-49Б с диа-
метром фотокатода 15 см. Энерговыделению 1 МэВ
в счетчике соответствовал суммарный сигнал трех
ФЭУ, образуемый примерно 15 фотоэлектронами.
Величины энерговыделения в счетчике анализи-
ровались при совпадении сигналов от трех ФЭУ с
разрешающим временем 200 нс.

Энергетический порог более защищенных от фо-
на внутренних 16 счетчиков Ein

HET = 5 МэВ, для
внешних 56 счетчиков порог регистрации Eex

HET =

= 7 МэВ. Импульс от схемы совпадений любого из
72 счетчиков являлся триггером для всего детектора
в целом. В этом случае проводилась запись ампли-
туды (с энерговыделением выше ELET = 0.8 МэВ)
и времени импульса во временном окне 500 мкс в
каждом из 72 счетчиков.

Энергетическая калибровка счетчиков проводи-
лась по пикам от энерговыделений атмосферных
мюонов (175 МэВ для вертикальных мюонов) и гам-
ма-квантов от захватов нейтронов (продуктов спон-
танного деления 252Cf) ядрами водорода (Eγ =

= 2.2 МэВ) и никеля (Eγ ≈ 9 МэВ).
Энергетическое разрешение сцинтилляционного

счетчика описывается формулой

σ

E
=

1

2.35

(
0.26±

√
0.31

E [МэВ]
+ 0.055

)
, (1)

которая базируется на определении разрешения η =

= �E/E, �E = 2.35σ, σ = 1/
√
Npe = 1/

√
aE, где

�E — ширина функции разрешения (квазигаусс) на
половине высоты, σ — доверительный интервал (по-
грешность измерений 68%), Npe — число фотоэлек-
тронов на трех ФЭУ, a — число фотоэлектронов на
трех ФЭУ от энерговыделения 1 МэВ. Первый член
в скобках представляет разброс коэффициента све-

тосбора в зависимости от места вспышки в счетчи-
ке, первый член суммы под радикалом определяется
флуктуациями числа фотоэлектроновNpe, второй —
разбалансом коэффициентов усиления ФЭУ.

3. ВЫДЕЛЕНИЕ КАНДИДАТОВ НА
РЕГИСТРАЦИЮ СИГНАЛА

Система регистрации эксперимента LSD позво-
ляла детектировать продукты взаимодействия элек-
тронного антинейтрино (ν̃e) со сцинтиллятором: по-
зитроны из реакции ν̃e + p → n + e+ (IBD-реакция
Райнеса –Коуэна) и гамма-кванты от захвата нейт-
рона протонами n + p → d + γ или ядрами железа
n + Fe → Fe +

∑
γ. Эта последовательность реак-

ций дает основную «сигнатуру» регистрации анти-
нейтрино.

Если детектируется позитрон, то амплитуда рав-
на сумме кинетической энергии позитрона и энергии
гамма-квантов e+e−-аннигиляции (∼ 1 МэВ).

Эффективность регистрации частиц определяет-
ся функциями верхнего EHET и нижнего ELET по-
рогов и краевым эффектом [18].

Средний темп счета триггерных импульсов де-
тектора около 45 в час. Среднее число нейтронопо-
добных импульсов во временном окне 500 мкс —
0.1 и 0.8 соответственно для внутренних и внешних
счетчиков.

Нейтринная вспышка идентифицируется по по-
явлению серии импульсов с амплитудой больше
EHET за время t < 20 с. Фон детектора может ими-
тировать истинное событие. В онлайн-анализе дан-
ных детектора оценивалась частота имитации фо-
ном

Fim = m
(mt)k−1

(k−1)!
exp(−mt),

где m — частота фоновых импульсов, t — длитель-
ность пачки импульсов, k — число импульсов. Ин-
формация о серии импульсов с низкой частотой ими-
тации (меньше 1/(5–50) лет) посылалась на распе-
чатку с компьютера детектора.

Подробно процедура отбора импульсов-кандида-
тов на нейтринные сигналы от гравитационных кол-
лапсов описана в работах [19, 20].

3.1. Реакции взаимодействия нейтрино с
веществом детектора LSD

Помимо IBD-реакции, детектор LSD был спо-
собен регистрировать частицы от взаимодействия
нейтрино с ядрами углерода и железа, входящими
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Таблица 1. Реакции взаимодействия нейтрино по заряженным токам (CC)

Тип нейтрино Ядро: C Ядро: Fe

ν̃e +
12C → 12B+ e+ (Eth = 14.4 МэВ) ν̃e +

56Fe → 56Mn∗
+ e+ (Eth = 12.5 МэВ)

ν̃e
12B → 12C+ e− + ν̃e

56Mn∗ → 56Mn+ γ
56Mn∗ → 55Mn+ n
56Mn∗ → 55Cr+ p

νe +
12C → 12N+ e− (Eth = 17.3 МэВ) νe +

56Fe → 56Co∗ + e− (Eth = 10 МэВ)
νe

12N → 12C+ e+ + νe
56Co∗ → 56Co+ γ
56Co∗ → 55Co+ n
56Co∗ → 55Fe+ p

Таблица 2. Реакции взаимодействия нейтрино по нейтральным токам (NС) и рассеяние на электроне (ES)

Тип нейтрино Ядро: C Ядро: Fe e−

ν̃e νi +
12C → νi +

12C∗
νi +

56Fe → νi +
56Fe∗

νe (Eth = 15.1 МэВ) (Eth = 15 МэВ) νi + e− → νi + e−

ν̃μ,τ
12C∗ → 12C+ γ 56Fe∗ → 56Fe+ γ

νμ,τ
12C∗ → 11C+ n 56Fe∗ → 55Fe+ n
12C∗ → 11B+ p 56Fe∗ → 55Mn+ p

в состав сцинтиллятора и конструкции установки.
Реакции и пороги регистрации приведены в табл. 1
и 2. Задержанные импульсы (гамма-кванты и нейт-
роны) от снятия возбуждения ядер Mn, Fe и Co
детектор может регистрировать благодаря низкому
порогу ELET , который «открывает» для чтения все
счетчики после прихода триггера — импульса вы-
ше EHET . Импульсы от этих γ-квантов и γ-квантов
от захватов нейтронов железом установки в реакци-
ях ν̃e(νe) с веществом детектора и окружающего его
грунта могут иметь энергии до 15 МэВ и тоже реги-
стрироваться детектором как одиночные триггеры.

4. СОБЫТИЕ, ЗАРЕГИСТРИРОВАННОЕ
ДЕТЕКТОРОМ LSD ВО ВРЕМЯ ВСПЫШКИ

SN1987A

23 февраля 1987 г. в 2 ч 52 мин всемирного вре-
мени (UT) в эксперименте LSD была зарегистриро-
вана серия из 5 импульсов за 7 с. Информация с
характеристиками сигнала была послана в Между-
народный астрономический союз (IAU) 28 февраля
[2, 21]. Далее будем называть импульсы около вре-
мени 2:52 UT первым сигналом.

Коллаборация Камиоканде II (Япония, США)
6 марта сообщила о регистрации нейтрино от
SN1987A в IAU и подготовила публикацию [5].
Команда эксперимента IMB (США) отослала
11 марта такое же сообщение в IAU и 12 марта
у нее был готов текст публикации [4]. Группа
Баксанского телескопа БПСТ [3] заявила 6 апреля
о выделении нейтринного сигнала из своих данных.
С поправками на точность часов все три сигнала
произошли одновременно в 7:35 UT. Детектором
LSD в 7:35 UT [2] были зарегистрированы два
импульса. Импульсы около времени 7:35 будем
называть вторым сигналом.

Методика экспериментов как черенковских де-
текторов KII и IMB, так и сцинтилляционного теле-
скопа БПСТ не позволяла идентифицировать имен-
но ν̃ep-взаимодействия: установки не могли детек-
тировать np-захват и, таким образом, в отличие от
LSD, не имели сигнатуры данной реакции.

Сигнал KII, содержащий 11 импульсов (перво-
начально 12), авторами интерпретировался как
произведенный ν̃ep-взаимодействиями на основа-
нии приблизительной изотропности направления
треков частиц в импульсах. Тот факт, что треки
частиц в 7 из 11 импульсов направлены в перед-

334



ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022 Моделирование отклика детектора LSD. . .

Таблица 3. Характеристики зарегистрированного кластера LSD

Номер счетчика Время импульса, Амплитуда, Нейтроноподобный
час. мин. сек. МэВ импульс

31 наружный 2.52.36.792 6.2 −
14 внутренний 2.52.40.649 5.8 −
25 наружный 2.52.41.007 7.8 +1.0 после 278 мкс
35 внутренний 2.52.42.696 7.0 −
33 внутренний 2.52.43.800 6.8 −

Рис. 1. Серия импульсов, зарегистрированная в LSD
(2 ч 52 мин UT)

нюю полусферу, авторы объясняли флуктуациями.
Похожая ситуация с сигналом IMB: 7 треков из 8
также направлены в среднюю полусферу. Авторами
KII допускалось, что в их сигнале 2 импульса из
11 могли быть вызваны νe-рассеянием, но такое
количество νe-взаимодействий приводило к про-
тиворечию с теоретическими предсказаниями о
полной энергии потока нейтрино [22–24].

Итак, зарегистрированный кластер LSD содер-
жал 5 импульсов во временном интервале 7 с, огра-
ниченным первым и последним импульсами (рис. 1).

Кластеры-кандидаты следовали на LSD с час-
тотой около 0.5 в сутки, но данный кластер имел
исключительно низкую частоту имитации фоном
Fim ≈ 1.8 · 10−3 в сутки и появился впервые с на-
чала работы установки в январе 1985 г. Близкий по
частоте имитации ≈ 4 · 10−3 кластер был зареги-
стрирован только 27 апреля 1986 г., он состоял из
11 импульсов за 67 с [25].

Время появления импульсов в LSD и их амплиту-
ды (уточненные после дополнительных калибровок
[20]) приведены в табл. 3. Из пяти измеренных им-
пульсов только один сопровождался нейтроноподоб-
ным импульсом, отстоящим от триггерного сигнала
в детекторе на время 278 мкс с энергией 1.4 МэВ.

Таблица 4. Сигналы, зарегистрированные детекто-
рами IMB, KII и БПСТ

Время первого–по- Число
Детектор следнего импульсов, импульсов

час. мин. сек

IMB 7.35.35–7.35.47 12

KII 7.35.41–7.35.44 8

БПСТ 7.36.06–7.36.21 6

Для информации в табл. 4 приведены время и
число импульсов в детекторах IMB [5], KII [4] и
БПСТ [3]. Такое небольшое количество импульсов
было вызвано не только расстоянием до источника
(около 50 кпк от Земли), но и относительно неболь-
шими размерами детекторов.

5. МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТКЛИКА LSD

Моделирование проводилось с использованием
программного комплекса Geant4 версии 10.3 [26].
Данный программный комплекс позволяет прово-
дить детальные расчеты прохождения элементар-
ных частиц через вещество с помощью метода Мон-
те-Карло. Также Geant4 имеет необходимые сред-
ства для задания объектов сложной геометрии и
включает в себя широкий набор теоретических мо-
делей, описывающих взаимодействие элементарных
частиц с веществом. Подробное описание набора фи-
зических моделей, применявшегося в расчетах, мож-
но найти в работе [27]. Следует отметить, что ука-
занные физические настройки были специально по-
добраны и оптимизированы для моделирования экс-
периментальных установок в подземных низкофоно-
вых лабораториях. Тестирование и отладка прово-
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дились на целом ряде экспериментальных данных,
начиная с относительно простых экспериментов по
взаимодействию протонов и π-мезонов фиксирован-
ной энергии с железными и свинцовыми мишенями
и заканчивая более сложными экспериментальными
установками с детекторами на основе жидкого сцин-
тиллятора на Артемовской научной станции ИЯИ
в гипсовой (25 м в.э.) и соляной (316 и 570 м в.э.)
шахтах. Полученные в численных расчетах резуль-
таты хорошо согласовывались с результатами экспе-
риментов [28].

В пакете библиотек Geant4 отсутствуют моде-
ли для описания взаимодействия нейтрино с веще-
ством. Поэтому информация о процессах с участием
нейтрино должна быть добавлена в расчет извне.
Мы использовали стандартные формулы (см., на-
пример, [29]) для описания процессов 1) захвата
нейтрино ядром, 2) неупругого рассеяния нейтри-
но на ядре, 3) рассеяния на электроне. Основной
проблемой здесь является расчет величины и рас-
пределения гамов-теллеровских и фермиевских ре-
зонансов в дочернем ядре, которые доминируют в
указанных процессах на ядрах при рассматривае-
мых характерных энергиях нейтрино. Для полно-
го расчета нам нужна информация по взаимодей-
ствию нейтрино как в сцинтилляторе установки, так
и в защитных металлических конструкциях LSD и
в окружающем установку грунте. Ниже представ-
лена компиляция использованных библиографиче-
ских данных по учитываемым элементам (с изото-
пами): 1H [29–31], 12,13C [32–36], 16,18O [35, 37–41],
27Al [42, 43], 28Si [44, 45], 50,52−54Cr [46–49], 54,56,57Fe
[33, 34, 40, 50–54], 58,60Ni [35, 53, 54].

На рис. 2 приведены рассчитанные сечения вза-
имодействия нейтрино и антинейтрино с нескольки-
ми наиболее важными мишенями: с ядрами водоро-
да и углерода (состав сцинтиллятора — CnH2n), же-
леза (защитные и несущие конструкции установки)
и электронами. Сплошными линиями показан ре-
зультат для взаимодействия электронного нейтрино
по заряженному каналу, штриховыми — то же для
электронного антинейтрино. Пунктирные линии —
неупругое рассеяние, штрихпунктирной линией по-
казано рассеяние на электронах. Как видно, сечение
реакции νe + 56Fe уже примерно при 15 МэВ пре-
восходит сечение основной IBD-реакции, что особен-
но важно для рассматриваемого нами ротационного
механизма взрыва сверхновой [12], в рамках кото-
рого как раз и могут возникать нейтрино высоких
энергий.

Для того чтобы продемонстрировать имеющую-
ся в литературе неопределенность в отношении рас-

Рис. 2. Сечения взаимодействия нейтрино с несколькими
избранными мишенями как функции энергии

Таблица 5. Сечение взаимодействия нейтрино с яд-
ром железа при Eν = 40 МэВ

Ссылка σν , 10−40 см2

[55] 3.72

[40] 5.41

[50] 2.1

[52] 3.04

[56] 4.2

Данная работа 4.3

считываемых величин сечений, в табл. 5 приведены
значения сечения взаимодействия нейтрино с ядром
железа νe + 56Fe → 56Co+ e− при энергии нейтрино
Eν = 40 МэВ согласно некоторым работам. Как вид-
но, имеющиеся данные позволяют находить сечения
с точностью до множителя двойка. Это следует учи-
тывать при последующем анализе полученных ре-
зультатов. Заметим, однако, что основной канал ре-
гистрации — реакция взаимодействия электронного
антинейтрино с водородом — не содержит подобных
неопределенностей.

5.1. Конструкция LSD и окружающий грунт

Особое внимание и значительное количество уси-
лий было уделено созданию геометрии детектора
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Таблица 6. Химический состав гранита

Соединение Массовая доля, %

SiO2 72.76

Al2O3 13.96

K2O 4.35

Na2O 3.76

Fe2O3 2.18

CaO 1.09

H2O 0.99

MgO 0.65

TiO2 0.26

Таблица 7. Массовые доли химических элемен-
тов

Элемент Массовая доля, %

O 49.23

Si 34.01

Al 7.39

K 3.61

Na 2.79

Fe 1.53

Ca 0.78

Mg 0.39

Ti 0.16

H 0.11

LSD. По возможности необходимо было включить
в модель все элементы конструкции, которые мог-
ли повлиять на результаты численного моделирова-
ния. Также расчетная геометрия учитывала гранит,
окружавший установку. Гранит массива Монблана
в основном состоит из диоксида кремния SiO2. Хи-
мический состав гранита, использовавшийся в рас-
четах, и массовые доли основных химических эле-
ментов показаны в табл. 6 и 7. В силу высокой
защиты установки LSD от различных источников
фона, единственными продуктами взаимодействия
нейтрино с ядрами гранита, которые могли бы до-

Рис. 3. (В цвете онлайн) а) Изменение числа нейтронов по
мере удаления от точки источника в граните. б) Распре-
деление точек захвата нейтронов в граните как функция

расстояния

стигнуть внутреннего объема детектора и привести
к регистрации сигнала счетчиками, являются нейт-
роны. Поэтому в предварительных расчетах была
изучена проникающая способность нейтронов в гра-
ните. Как показало моделирование (см. рис. 3) для
различных значений начальной энергии нейтронов
(от 1 до 20 МэВ), максимальная глубина проникно-
вения не превышает 1.5 м, и только примерно 5%
нейтронов преодолевают расстояние более 100 см.
Поэтому в расчетах слой гранита, чувствительный
к взаимодействию с нейтрино, имел толщину рав-
ную 1 м. Общая же толщина гранита, окружающе-
го зал с детектором LSD и прилегающий участок
автомобильного тоннеля, в численной геометрии со-
ставляла 3 м.

3 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 4. Общий вид численной геометрии установки LSD,
использованной в расчетах

Рис. 5. Геометрия детектора LSD (вид сверху)

Рис. 6. Геометрия детектора LSD (вид со стороны автомо-
бильного тоннеля)

Общий вид геометрии для установки LSD с внут-
ренним детектирующим объемом (счетчиками в же-
лезных контейнерах), внешними защитными сталь-
ными плитами и слоем гранита вокруг эксперимен-
тального зала и фрагмента тоннеля приведен на

рис. 4. Более детально внутреннее устройство детек-
тора в окружении метрового слоя гранита показано
на рис. 5 и 6.

В расчете геометрия детектора представляет со-
бой совокупность отдельных объемов сложной фор-
мы, которые создаются посредством логических
операций из набора элементарных геометрических
фигур (цилиндров, конусов, параллелепипедов и
т. д.). В пределах одного объема задаются однород-
ные химический состав и плотность. Заранее вычис-
ленные сечения реакций нейтрино с различными яд-
рами (см. выше) использовались для моделирования
взаимодействия нейтринного излучения с элемента-
ми конструкции детектора LSD.

5.2. Расчет взаимодействия нейтрино с
элементами установки

Рассмотрим некоторый объем геометрии экспе-
риментальной установки с индексом i, полной мас-
сой M i и химическим составом, заданным массовы-
ми долями отдельных ядер X i

A,Z , входящих в его
химический состав. Здесь Z и A — соответственно
заряд и массовое число ядра. Тогда число взаимо-
действий нейтрино по данному каналу реакций q с
ядром (A,Z) в рассматриваемом объеме i в пересче-
те на единичный поток нейтрино заданного сорта
составит

N i
A,Z =

M i

mu

X i
A,Z

A
σq
A,Z(Eν), (2)

где σq
A,Z — сечение соответствующей реакции, mu —

атомная единица массы. Как нетрудно понять, пол-
ное число реакций (опять же в пересчете на единич-
ный поток) нейтрино с энергией Eν по каналу p с
веществом данного объема будет равно

N i =
∑
A,Z

N i
A,Z =

M i

mu

∑
A,Z

X i
A,Z

A
σq
A,Z(Eν), (3)

а полное число взаимодействий с установкой в це-
лом определяется выражением

Ntot =
∑
i

N i. (4)

Вероятность того, что реакция произойдет в объеме
с индексом i, дается отношением выражений (3) и
(4). Далее в расчете следует аналогичный розыгрыш
ядра, с которым взаимодействует нейтрино. Вероят-
ность реакции с ядром (A,Z) равна отношению (2)
к (3). Продукты реакции (дочерние ядра, возможно,
в возбужденном состоянии, электроны/позитроны и
т. д.) используются в качестве первичных частиц в
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расчете с использованием Geant4. Полученные ре-
зультаты нормируются на полное число реакций
нейтрино с расчетной геометрией детектора, кото-
рое вычисляется исходя из заданного потока ней-
трино. Например, для монохроматических нейтри-
но с энергией Eν от сверхновой SN1987A при усло-
вии, что полная энергия, выделившаяся изотропно
в виде таких нейтрино, составила Etot, число взаи-
модействий можно оценить по формуле

Nint ≈ 1.2
Etot

1053 эрг
10 МэВ
Eν

Mtot

100 т
×

×
(
51.4 кпк
RSN

)2 ∑
A,Z,q

XA,Z

A

σq
A,Z(Eν)

10−42 см2
, (5)

где RSN [кпк] — расстояние до сверхновой. В общем
же случае необходимо проводить интегрирование по
спектру приходящих нейтрино.

Сбор данных и регистрация сигналов в счетчи-
ках в ходе численного моделирования осуществля-
лась способом, аналогичным работе регистрирую-
щей аппаратуры в эксперименте.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ

6.1. Моделирование отклика LSD на потоки
нейтронов из грунта

На первом этапе моделирования исследовалось
предположение о связи сигнала, зарегистрированно-
го на LSD в 2:52 UT, с нейтронами, которые могут
рождаться в реакциях взаимодействия нейтрино с
веществом гранита, окружавшего установку.

Во-первых, была изучена проникающая способ-
ность нейтронов в грунте (см. выше рис. 3), чтобы
оценить эффективный объем (и массу) гранита, ко-
торый может влиять на установку. Для всего диа-
пазона возможных энергий нейтронов глубина про-
никновения составила порядка 100 см. Следует за-
метить, что после выхода из гранита нейтронам еще
необходимо преодолеть более 4 см железной защи-
ты. Тем не менее объем гранита, в котором могут
рождаться нейтроны, способные выйти в зал с экс-
периментальной установкой, оказывается довольно
внушительным. Масса гранита в этом объеме со-
ставляет более 1300 т, что почти на порядок превы-
шает массу всех железных и стальных конструкций.

Во-вторых, был смоделирован отклик детекто-
ра на нейтроны, приходящие из гранита. Эти рас-
четы также показали слабую зависимость результа-

Рис. 7. Спектр энерговыделений (с энергией выше 5 МэВ)
в счетчиках LSD для рожденных в граните нейтронов с на-
чальной энергией 1 МэВ (а) и 8 МэВ (б). Распределение
по энергии для внутренних счетчиков установки показано
темным цветом, для всех — светлым. Стрелками показаны
энергии сигналов, зарегистрированных на LSD в 2:52 UT

тов от начальной энергии нейтрона. Для примера
приведем распределения по энергии сигналов, заре-
гистрированных счетчиками LSD, для двух значе-
ний начальной энергии — 1 и 8 МэВ (см. рис. 7).
Как видно, результаты довольно хорошо согласу-
ются по энергии с экспериментальными данными,
что делает предположение [13] о возможной роли
гранита в объяснении зарегистрированного сигнала
весьма правдоподобной. Однако, несмотря на боль-
шую массу гранита, окружавшего детектор, расче-
ты взаимодействия с нейтринным излучением пока-
зали, что нейтроны являются крайне редким про-
дуктом во всех возможных реакциях нейтрино с яд-
рами, входящими в состав гранита, что совершенно
не позволяет объяснить число зарегистрированных
импульсов (см. табл. 8 ниже).
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Рис. 8. Относительное число реакций в различных веще-
ствах (а) и на различных ядрах (б), сопровождавшихся
регистрацией сигнала с энергией более 5 МэВ. в) Норми-
рованный спектр энерговыделений в счетчиках для элек-
тронных антинейтрино с энергией, распределенной по рав-
новесному спектру со средним значением 15 МэВ, в реак-

циях по заряженным токам

6.2. Моделирование отклика LSD на
вспышку нейтринного излучения

Была проведена серия расчетов по изложенной
выше методике для различных энергий, сортов и
каналов реакций нейтрино. В процессе расчета уста-
новка и окружающий ее гранит облучались потоком
нейтрино определенного состава (с фиксированной
или распределенной по равновесному спектру энер-
гией). Полная энергия, излученная сверхновой в ви-
де нейтрино, во всех расчетах равнялась 1053 эрг.
На рис. 8 приведены результаты моделирования для
потока электронных антинейтрино с энергией, рас-
пределенной по равновесному спектру

Fν(Eν) ∝ E3
ν exp

(
− 3Eν

〈Eν〉
)

со средним значением 〈Eν〉 = 15 МэВ, для канала
реакций по заряженным токам. Спектр энерговы-
делений в счетчиках имеет максимум на энергиях
около 7–8 МэВ и медленно убывающий «хвост». В
расчете было смоделировано 50000 реакций нейтри-
но с заданными свойствами. Как и ожидалось, боль-
шинство реакций, которые привели к регистрации в
сцинтилляционных счетчиках сигналов с энергией
более 5 МэВ, происходили в самом сцинтилляторе.
А основным ядром, вступавшим в реакции с нейт-

Рис. 9. То же, что и на рис. 8, но для электронных нейтри-
но с энергией, распределенной по равновесному спектру со
средним значением 40 МэВ, в реакциях по заряженным то-

кам

рино, был водород (следует обратить внимание на
логарифмический масштаб на рис. 8а,б).

На рис. 9 приведены те же данные, но для потока
электронных нейтрино с энергией, распределенной
по равновесному спектру с более высоким значени-
ем средней энергии 40 МэВ (см. [12]), в реакциях по
заряженным токам. Спектр энерговыделений в этом
случае получается достаточно протяженным (при-
близительно до 50 МэВ) и монотонно убывающим.
Нейтрино в основном реагируют с веществом же-
лезных и стальных конструкций установки, однако
сравнимое число реакций происходит и в сцинтилля-
торе. Изотопы железа и углерода — ядра, наиболее
часто вступающие в реакции с нейтрино.

Наконец, на рис. 10 показаны результаты расчета
для канала реакций по нейтральным токам и рассе-
янию нейтрино на электронах. Спектр нейтрино —
равновесный со средней энергией 40 МэВ. Спектр
энерговыделений имеет ярко выраженный макси-
мум в интервале энергий 5–10 МэВ, что вполне со-
ответствует энергиям, зафиксированным в экспери-
менте. Тем не менее все же стоит отметить наличие в
спектре и сигналов с высокими значениями энергии
(вплоть до ∼ 30 МэВ). Как и в предыдущем вариан-
те, основную роль играют железо, сталь и сцинтил-
лятор. Однако наряду с изотопами железа и угле-
рода заметный вклад в число зарегистрированных
импульсов вносят реакции рассеяния нейтрино на
электронах.
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Таблица 8. Сводная таблица результатов расчетов для различных типов реакций и энергий нейтрино от сверхновой
SN1987A

Средняя Полное Вероятность, Доля реакций Доля импульсов
Тип энергия число что один импульс в грунте, с образованием

реакции нейтрино, ожидаемых попал в интервал ×10−2 нейтронов,
МэВ импульсов 5–10 МэВ ×10−2

15 1.92 0.379 0.11 0.06
ν̃e 30 5.6 0.175 0.29 0.92

40 8.46 0.135 0.54 1.96

15 0.08 0.635 0.17 1.10
νe 30 1.1 0.449 0.45 2.43

40 2.6 0.371 0.93 2.86

15 0.046 0.69 0.06 0.68
NC+ES 30 0.22 0.69 0.92 1.64

40 0.41 0.69 1.93 3.52

Рис. 10. То же, что и на рис. 8, но для произвольного
сорта нейтрино с энергией, распределенной по равновес-
ному спектру со средним значением 40 МэВ, в реакциях

по нейтральным токам и рассеянию на электронах

В табл. 8 суммированы наиболее важные резуль-
таты численного моделирования для широкого на-
бора энергий и типов реакций нейтрино. Расстоя-
ние до источника нейтринного излучения полага-
лось равным расстоянию до сверхновой SN1987A.
При этом поток нейтрино считался изотропным, а
его полная энергия в каждом расчете равнялась
1053 эрг. В табл. 8 приводятся ожидаемое (по ре-
зультатам моделирования) число импульсов в детек-
торе LSD, вероятность того, что данное энерговыде-

ление попало в интервал 5–10 МэВ, доля импуль-
сов от реакций в граните, а также доля импульсов
от реакций, среди продуктов которых были нейтро-
ны. Как видно из последних двух столбцов таблицы,
вклад гранита и нейтронов в число регистрируемых
импульсов от нейтринного излучения ничтожен при
всех возможных значениях энергий и каналов реак-
ций. По-видимому, это связано с тем, что гранит,
окружающий LSD, сложен в основном из α-частич-
ных ядер (16O, 28Si, см. табл. 7), имеющих высокие
энергии связи и энергии отделения нейтронов. Из
все же образовавшихся нейтронов лишь малая часть
сумеет выйти из грунта (см. рис. 3) и еще меньшая
сумеет пройти защитные конструкции LSD, чтобы
дать сигнал в счетчиках. Таким образом, к сожа-
лению, красивая идея [13] о влиянии окружающего
грунта на детектируемый в LSD сигнал от сверхно-
вой оказывается нерабочей.

Как видно из табл. 8, основным фактором, при-
водящим к увеличению полного числа зарегистри-
рованных событий, является высокая энергия. Ре-
акции рассеяния нейтрино вносят незначительный
вклад в полное число событий при всех возможных
значениях энергии. С другой стороны, спектр энер-
говыделений, наблюдавшихся в эксперименте, наи-
более близко воспроизводится как раз в реакциях
рассеяния.

6.3. Погрешности полученных результатов

На полученные величины в результирующей
табл. 8 влияют погрешности в определении неко-
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торых характеристик детектора и потока нейтри-
но. В систематическую ошибку наших расчетов вно-
сит вклад также разброс параметров разных версий
Geant4.

Для снижения статистической погрешности мо-
делирования проводилось достаточно большое коли-
чество розыгрышей. Для каждого набора парамет-
ров число реакций с нейтрино составляло 5 ·104. Это
позволило довести величину статистической ошибки
для основных величин, получаемых при моделиро-
вании (полного числа ожидаемых событий и веро-
ятности попадания в интервал энергий 5–10 МэВ),
до уровня долей процента. Значения величин в двух
последних столбцах табл. 8 (доли реакций в грунте
и событий с образованием нейтронов) получены с
меньшей точностью в силу того, что эти события
достаточно редкие. Но и для них величина стати-
стической погрешности не превышала 20%.

О систематических ошибках при включении в
моделирование набора сечений взаимодействий ней-
трино дает представление пример с 56Fe (табл. 5).
Как видно, различие в сечениях оказывается поряд-
ка множителя двойка и эта величина сильно зависит
от энергии и от типа ядра. Однако для основной ре-
акции ν̃ep сечение хорошо известно.

Погрешности, связанные с использованными при
моделировании массами материалов и геометрией
детектора и экспериментального зала, дают вклад
не больше 12% в систематическую ошибку получен-
ных результатов.

Как показывает опыт, результат также в некото-
рой степени зависит от используемой версии Geant4
[28]. Это связано с деталями физики и параметрами
процессов, включаемыми разработчиками в версии
программных пакетов. В наших расчетах использо-
валась версия Geant4 10.3.0.

Основная неопределенность связана с исполь-
зуемыми характеристиками нейтринной вспышки,
а именно: полной энергией вспышки (порядка
1053 эрг), предположением о сферической сим-
метрии излучения нейтрино, энергетическими
характеристикам потоков нейтрино и т. д. В ре-
альном случае SN1987A они могут отличаться
от используемых в расчете. Однако частично
эта неопределенность может быть скорректиро-
вана в зависимости от подразумеваемой модели
сверхновой: например, использование другой пол-
ной энергии приводит просто к перенормировке
полученных чисел импульсов в установке и т. д.

Рис. 11. (В цвете онлайн) Компиляция экспериментальных
данных по четырем установкам. Квадраты — KII, круж-
ки — IMB, треугольники — БПСТ, ромбы — LSD. Показа-
ны только значения зарегистрированных энергий. Для всех
установок, кроме IMB, первый набор данных соответствует

времени 2.52 UT, второй — 7.35 UT

7. ОБСУЖДЕНИЕ

Перейдем к обсуждению полученных результа-
тов и сравнению их с экспериментальными данны-
ми. Для этих целей мы воспользуемся рис. 11.

На рис. 11 приведена компиляция эксперимен-
тальных данных по четырем установкам [57]: квад-
раты — KII, кружки — IMB, треугольники — БПСТ,
ромбы — LSD. Показаны только значения зареги-
стрированных энергий. Для всех установок, кроме
IMB, первый набор данных соответствует времени
(примерно) 2:52 UT, второй — 7:35 UT. IMB не «уви-
дел» первый сигнал, в отличие от остальных де-
текторов (см. обсуждение ситуации с непризнани-
ем реальности первого сигнала в [8]). Также показа-
ны спектры энерговыделений в LSD согласно нашим
расчетам (по рис. 8–10) и соответствующие средние
энергии 〈E〉 (в скобках показано числовое значение
в МэВ). Горизонтальнымиштриховыми линиями по-
казан уровень порога для каждого детектора. Здесь
уместно напомнить об известной условности поня-
тия порога регистрации.

Во время второго сигнала в 7:35 количество со-
бытий в LSD было равно 2, что прекрасно согласует-
ся с вычисленным нами значением для стандартного
коллапса (антинейтрино 15 МэВ) — 1.92 (табл. 8).

Во время первого сигнала ни один детектор, кро-
ме LSD, не был способен зарегистрировать сигнал
от электронных нейтрино [12]. Тот факт, что KII и
БПСТ все же что-то «увидели» (рис. 11) говорит о
том, что небольшая примесь электронных антинейт-
рино низких энергий в первом сигнале была (на IMB
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не было ни одного импульса в силу высокого, поряд-
ка 20 МэВ порога). Это значит, что один из пяти им-
пульсов в LSD мы также можем отнести за счет ре-
гистрации IBD-реакции, именно тот, который (един-
ственный) сопровождался характерной сигнатурой
этого события, см. табл. 3. Мы приписываем ней-
трино, породившему этот импульс, энергию 15 МэВ,
исходя из спектра энерговыделений в KII и БПСТ,
а также факту отсутствия сигнала в IMB (рис. 11).

Теперь рассмотрим основной ингредиент рота-
ционной модели — электронные нейтрино высоких
(40 МэВ) энергий. Мы видим, что комбинация чис-
ла импульсов по заряженным (2.6) и нейтральным
(0.41) токам дает 3 события, что, с учетом всех име-
ющихся неопределенностей, замечательно совпада-
ет с числом 5 − 1 = 4 импульсов от электронных
нейтрино. Мюонные и тау-нейтрино 40 МэВ в мо-
мент первого сигнала в модели вращающегося кол-
лапсара могут происходить из электронных нейтри-
но благодаря осцилляциям.

Итак, комбинация событий в момент первого сиг-
нала в LSD может выглядеть как

5 = 1(15 МэВ ν̃e)+1(40 МэВ νx)+3(40 МэВ νe). (6)

Естественно, это лишь один из возможных вариан-
тов, хотя, по-видимому, самый вероятный: мы не мо-
жем увеличить долю и энергию в ν̃e, иначе другие
детекторы должны были бы зарегистрировать го-
раздо больше импульсов. Реакции же по нейтраль-
ным токам дают слишком малое количество собы-
тий вследствие малого сечения.

Однако в значениях измеренных энергий собы-
тий мы видим главную проблему: все энерговыделе-
ния в LSD (как в первом, так и во втором сигнале)
лежат в узком диапазоне от 5 МэВ (порог) до при-
мерно 9 МэВ. Рассчитаем вероятность, что все пять
импульсов рассмотренной выше комбинации (6) по-
пали в этот диапазон, используя табл. 8:

P (5) = 0.379 · 0.69 · (0.371)3 ≈ 0.013. (7)

Обратившись к рис. 11, мы видим, что сигнал в LSD
действительно выбивается из общего ряда. Во всех
остальных детекторах распределение импульсов по
энергиям широкое, как и должно быть (см. сред-
ние ожидаемые энергии импульсов в LSD на том же
рисунке). Мы видим, что сигнал в LSD не согласу-
ется ни с вычисленными спектрами энерговыделе-
ний (рис. 8–10), ни с энергиями импульсов в дру-
гих детекторах. Все 5 импульсов первого сигнала
в LSD имеют низкие энергии (см. также табл. 3),
но для объяснения их количества требуются потоки
нейтрино (νe и/или νμ,τ ) высоких энергий (напом-

ним, что сечение взаимодействия нейтрино с веще-
ством растет с увеличением энергии примерно как
σν ∼ E2

ν).
Можно допустить ошибку в энергетической ка-

либровке счетчиков LSD, в результате которой
амплитуда импульса будет занижаться минимум
вдвое. Это могло бы объяснить энергетический
спектр импульсов в LSD, явно выбивающийся как из
спектра других детекторов, так и из предсказаний
наших расчетов. Однако такое объяснение входит
в противоречие с согласием экспериментального и
расчетного спектров энергопотерь мюонов (от 40 до
400 МэВ) в счетчике, а также с соответствием калиб-
ровки по пикам 2.2 МэВ (γ-кванты от np-захватов)
и 9 МэВ (γ-кванты от nNi-захватов). К сожалению,
уже нельзя проверить калибровку LSD в интересую-
щем нас диапазоне (10–40)МэВ (например, это мож-
но было бы сделать с помощью системы калибровки
LINAC, использующейся в Супер-Камиоканде [58]),
так как детектор LSD был разобран в 1998 г.

Близость амплитуд импульсов LSD к порогу ре-
гистрации ∼ 7 МэВ может говорить о «фоновом»
происхождении сигнала. Связь изменения фона экс-
перимента (числа распадов радионуклидов в окру-
жающем установку грунте и материалах детектора)
со вспышкой SN1987A обсуждается в работе [59].

Тем не менее остаются факты, которые под-
тверждают высокую значимость сигнала LSD:

— среди сигналов-кандидатов LSD на регистра-
цию ν-вспышки, выделенных за 14 лет работы, этот
сигнал имеет наименьшую вероятность имитации
фоном [60];

— вероятность случайного совпадения сигнала
LSD со вспышкой SN1987A экстремально низкая,
меньше 1.4 · 10−6 [61, 62];

— сигнал LSD входит в центральную часть уни-
кального и необъяснимого 6-часового события в
интервале приблизительно от 1 до 7 часов UT
23.02.1987, образуемого совокупностью эксперимен-
тальных данных четырех нейтринных детекторов и
двух детекторов гравитационных волн в Риме и Мэ-
риленде, работавших во время вспышки SN1987A
[59,61].

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные нами величины в ряде аспектов но-
сят ориентировочный характер. Тем не менее на ос-
новании детального моделирования взаимодействий
нейтрино от гравитационного коллапса звездного
ядра с веществом установки LSD и окружающего ее
грунта мы можем сделать следующие заключения.
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Во-первых, моделирование показало, что в рам-
ках ротационного механизма взрыва сверхновой
действительно можно получить количество зареги-
стрированных LSD импульсов как в момент первой
вспышки 2:52 UT, так и в момент второй 7:35 UT.
Однако энергетические характеристики обеих групп
импульсов не соответствуют вычисленным ожидае-
мым спектрам энерговыделений и данным других
детекторов.

Во-вторых, предположение, высказанное в рабо-
те [13], о том, что сигнал в LSD в 2:52 UT может
быть вызван нейтронами, порождаемыми потоками
нейтрино в окружающем установку грунте, не про-
ходит количественную проверку. Как показали на-
ши расчеты, спектры таких импульсов действитель-
но чрезвычайно похожи на данные LSD. Однако их
количество ничтожно мало для всех рассмотренных
параметров нейтринного излучения.

Выше нами представлено несколько возможных
объяснений этому. Объяснения, которое бы удовле-
творило всем данным, как экспериментальным, так
и теоретическим, в настоящее время не существу-
ет. Тем не менее мы надеемся, что представленные
здесь результаты послужат важным этапом в мно-
голетних попытках выяснить природу уникального
сигнала в детекторе LSD, совпадающего по времени
со вспышкой сверхновой SN1987A.
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Методом твердофазного синтеза получены поликристаллические сложные оксиды кобальта
Sr0.8Dy0.2CoO3−δ с различным содержанием кислорода (δ = 0.26, 0.44, 0.46). Увеличение дефи-
цита по кислороду приводит к возникновению в структуре перовскита фазы браунмиллерита, что
значительным образом влияет на их свойства. При δ = 0.46 содержание фазы браунмиллерита до-
стигает 38%. Проведен сравнительный анализ магнитных и транспортных свойств синтезированных
образцов. Асимптотическая температура Кюри меняет знак с положительного значения для δ = 0.26

на отрицательную для δ = 0.46. Магнитосопротивление для образца с δ = 0.46 отрицательно и
при T = 10 К составляет более 40%. Температурные зависимости удельного электросопротивления
соответствуют полупроводниковому типу, и в области низких температур абсолютные значения для
образцов различаются почти в 10 раз.

DOI: 10.31857/S004445102203004X

1. ВВЕДЕНИЕ

Начиная с работ [1, 2], сложные оксиды кобаль-
та с общей формулой Ln1−xMxCoO3−δ (Ln — ланта-
ноиды, M — щелочноземельные металлы) являют-
ся объектом активных исследований в течение по-
следних десятилетий. Являясь системами с сильны-
ми электронными корреляциями, они представляют
значительный интерес с точки зрения фундамен-
тальной науки. Изменение концентрации щелочно-
земельного элемента и кислородных вакансий при-
водит к различным зарядовым, спиновым состояни-
ям и различному локальному окружению ионов ко-
бальта. Отличие этих соединений от других слож-

* E-mail: jso.krasn@mail.ru

ных оксидов переходных металлов заключается в
близости энергии двух конкурирующих взаимодей-
ствий: энергии кристаллического поля и энергии
связи Хунда, что приводит к флуктуациям мульти-
плетности (данный термин был впервые использо-
ван в работе [3]) и необычным магнитным свойст-
вам [4–6].

С другой стороны, потенциальное использова-
ние в качестве катодных материалов в твердооксид-
ных топливных ячейках (SOFC) [7–9] мембран со
смешанной ионно-электронной проводимостью для
улавливания CO2 при производстве энергии из ис-
копаемого топлива [10,11], катализаторов с высоким
содержанием кислородных вакансий в реакции вы-
деления кислорода [12,13], термоэлектрических пре-
образователей [14] является стимулом для поиска
новых и улучшения свойств известных материалов
на основе сложных оксидов кобальта.
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Соотношение ионных радиусов катионов в од-
нофазных соединениях Ln1−xSrxCoO3−δ влияет на
распределение ионов Sr2+ и Ln3+ в кристалличе-
ской решетке. При этом в зависимости от редкозе-
мельного элемента меняются свойства, структура и
возможность регулирования и упорядочения кисло-
родных вакансий [15, 16]. В работах [17, 18] показа-
но, что для элементов Ln = La–Nd при всех тем-
пературах стабильна структура с полностью разу-
порядоченным распределением катионов Sr2+/Ln3+

по кристаллографическимA-позициям. Если радиус
редкоземельного элемента меньше, чем у Nd3+, при
низких температурах стабильной является структу-
ра с упорядоченным расположением катионов Sr2+,
Ln3+ и анионных вакансий. В этом случае разупоря-
доченные перовскиты существуют при высокой тем-
пературе и могут быть получены в виде метаста-
бильных фаз закаливанием высокотемпературных
состояний [19,20]. Для метастабильных образцов ха-
рактерна высокая мобильность кислорода [21, 22],
что влияет на их магнитные, транспортные и тер-
модинамические свойства [23, 24] и каталитическую
активность [19,25]. Эти свойства стабильных соеди-
нений и их структура достаточно хорошо изучены
[26,27], в том числе и упорядоченного по А-позициям
Dy1−хSrхCoO3−δ [28, 29], в то время как исследо-
вание свойств метастабильных соединений обычно
сводится к образцам с одним фиксированным индек-
сом кислородной нестехиометрии [30]. Между тем,
содержание кислорода в этих соединениях может
меняться в достаточно широком диапазоне.

Целью настоящей работы является более обшир-
ное и комплексное исследование метастабильных
твердых растворов редкоземельных оксидов кобаль-
та. Объектом исследования являются метастабиль-
ные твердые растворы Sr0.8Dy0.2CoO3−δ с различ-
ным содержанием кислорода. Основная задача за-
ключается в установлении взаимосвязи между кис-
лородной нестехиометрией, структурой, магнитны-
ми и транспортными свойствами.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Разупорядоченные поликристаллические образ-
цы Sr0.8Dy0.2CoO3−δ были синтезированы по стан-
дартной керамической технологии из стехиометри-
ческой смеси высокочистых оксидов Co3O4, Dy2O3 и
карбоната стронция SrCO3. После тщательного сме-
шивания и измельчения смесь отжигалась при тем-
пературе 1100 ◦C в течение 24 ч на воздухе, после
чего перетиралась, прессовалась в таблетки, кото-

рые спекались при температуре 1200 ◦C в течение
8 ч и закалялись до комнатной температуры со ско-
ростью β более 30 ◦C/с. Полученные таким образом
образцы были разделены на три части. Одна часть
оставалась без изменения (SDC-q), другая подвер-
галась прогреву в трубчатой кварцевой печи в по-
токе гелия марки А (парциальное давление кисло-
рода около 10 Па) при температуре 650 ◦C в тече-
ние 12 ч (восстановленный, SDC-q-He), оставшаяся
часть образцов прогрета в кислороде высокой чис-
тоты (содержание O2 99.95%) при PO2 ≈ 105 Па
и температуре 650 ◦C в течение 14 ч (окисленный,
SDC-q-O) или на воздухе PO2

≈ 0.2 · 105 Па (окис-
ленный, SDC-q-air); образцы охлаждалась до ком-
натной температуры в потоке соответствующего га-
за со скоростью β = 2 ◦C/мин. Для исследования
транспортных свойств из полученных образцов вы-
резались бруски 5× 13× 1 мм3.

Рентгенофазовый и рентгеноструктурный ана-
лизы проводились с помощью порошкового ди-
фрактометра PANalyticalX’PertPRO (Нидерланды,
CoKα), съемка проводилась в интервале углов 2θ =

= 10–140◦. Уточнение кристаллической структуры
проводилось по полному профилю дифрактограм-
мы с применением метода Ритвельда [31] и миними-
зации производной разности (DDM) [32].

Термогравиметрия (ТГ) и дифференциальная
сканирующая калориметрия (ДСК) и опреде-
ление нестехиометрии проводились на анализа-
торе TG-DSCNETZSCHSTA 449C, оснащенном
масс-спектрометром AeolosQMS 403C, в потоке сме-
си 20% О2–Ar. Содержание кислорода в образцах
рассчитывалось по величине потери массы (Δm, %)
по методике, представленной в [33]. Измерения про-
водились в потоке смеси 5% Н2–Ar при нагревании
до температуры 1173 К со скоростью 10 градусов
в минуту. Погрешность определения δ составляет
±0.01. Расчет нестехиометрии перовскита в по-
лифазной системе проводился из расчета состава
браунмиллерита (Sr0.8Dy0.2)2Co2O5.

Измерения магнитных свойств и электросопро-
тивления проводились в температурном диапазоне
от 2 до 400 К на универсальной установке Physical
Properties Measurement System (PPMS-9) Quantum
Design (США), оснащенной специальными модуля-
ми для данных типов измерений, в центре кол-
лективного пользования Физического института им.
П. Н. Лебедева.
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Таблица 1. Условия обработки, потеря массы при восстановлении Δm и показатель нестехиометрии δ перовскита
Sr0.8Dy0.2CoO3−δ для образцов SDC, приготовленных различными способами. n (Con+) — зарядовое состояние

ионов Со в перовските Sr0.8Dy0.2CoO3−δ с учетом фазового состава

Образец
Среда

обработки
Условия

обработки

Давление
кислорода,

Па
Δm, % δ 3− δ n (Con+)

SDC-q Воздух
Закалка от
T = 1473 К

0.2 · 105 −11.676 0.43 2.57 2.94

SDC-q-air [22] Воздух
Закалка,

выдержка при
T = 773 К

0.2 · 105 −12.641 0.28 2.72 3.24

SDC-q-He Гелий
Закалка,

выдержка при
T = 923 К

10 −11.537 0.45 2.55 2.90

SDC-q-O Кислород
Закалка,

выдержка при
T = 923 К

1.0 · 105 −12.720 0.26 2.74 3.26

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Известно, что Sr-содержащие кобальтиты редко-
земельных металлов SrxLn1−xCoO3−δ со структурой
перовскита при нагреве/охлаждении обратимо теря-
ют/поглощают кислород в соответствии с уравнени-
ями (1), (2) [20, 22, 34]:

SrxLn1−xCoO3−δ1 ↔ SrxLn1−xCoO3−δ2
+

+ (δ2 − δ1)/2O2, (1)

Ox
O + 2Co•Co ↔ V••

O + 2CoxCo + 1/2O2. (2)

К аналогичному результату приводит измене-
ние парциального давления кислорода при постоян-
ной температуре. Поэтому стехиометрия кобальтита
(т. е. величина δ) сильно зависит от его предысто-
рии — времени пребывания образца в атмосфере с
заданным парциальным давлением кислорода при
определенной температуре. Ранее нами было пока-
зано, что медленное охлаждение Sr0.8Dy0.2CoO3−δ

от температуры 1473 К на воздухе формирует об-
разец, равновесный (стационарный) относительно
давления PO2

≈ 0.2 · 105 Па со стехиометрией
Sr0.8Dy0.2CoO2.72 (SDC-q-air) [22]. В случае допол-
нительных обработок (в кислороде, инертном газе,
закалка) содержание кислорода в полученных об-
разцах будет отличаться от стационарного образца
(табл. 1), и, соответственно, их стабильность при на-
гревании также будет различной. По данным терми-

Рис. 1. ТГ- и ДСК-кривые окисления образцов SDC-q-O
(синие кривые) и SDC-q (красные). Смесь 20%O2–Ar,

β = 10◦/мин

ческого анализа SDC-q-air (Sr0.8Dy0.2CoO2.72) ста-
билен до температур около 650 К при нагревании
в потоке смеси с PO2 = 0.2 · 105 Па; при более
высоких температурах наблюдался процесс выделе-
ния кислорода, сопровождающийся потерей массы
(рис. 1, синяя кривая); аналогично вел себя образец
SDC-q-O Sr0.8Dy0.2CoO2.73.

Поведение образцов SDC-q и SDC-q-He отлича-
лось от поведения образцов, подвергнутых обра-
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Рис. 2. Порошковая рентгеновская дифракция образцов
SDC-q-He (1) и SDC-q-O (2). Положение пиков фазы

(Sr,Dy)2Co2O5 отмечены тиками

ботке в окислительных условиях. При нагревании
в смеси 20% О2–Ar (PO2

≈ 0.2 · 105 Па) уже с
температуры 425 К наблюдалось заметное поглоще-
ние O2, которое протекало в две четко выраженные
стадии при температурах 425–550 К и 550–650 К
(рис. 1, красная кривая). Сложный характер окисле-
ния SDC-q и SDC-q-He указывает на существенную
неоднородность стабильности катионов кобальта в
структуре, что, в свою очередь, может быть связано
с фазовой неоднородностью образцов.

Рентгеноструктурный анализ показал (рис. 2),
что образцы SDC-q-air и SDC-q-O представляют
собой нестехиометрический кубический перовскит
(Р) с разупорядоченным распределением кислород-
ных вакансий, в то время как в закаленном SDC-q
и обработанном в гелии SDC-q-He наряду с куби-
ческим перовскитом присутствует фаза браунмил-
лерита (Sr,Dy)2Co2O5 (В) с упорядоченным рас-
положением вакансий в кислородной подрешетке
(рис. 3), причем в SDC-q-He ее содержание суще-
ственно выше; обнаружены также следовые количе-
ства CoO. Количественный фазовый состав образ-
цов и кристаллографические параметры фаз (Р) и
(В) представлены в табл. 2.

Стабилизация содержания кислорода в образцах
SDC-q-He и SDC-q (дополнительный отжиг на воз-
духе при T ≤ 1123 К (850 ◦C)) приводил к исчезно-
вению фазы браунмиллерита и образованию куби-
ческого перовскита Sr0.8Dy0.2CoO3−δ, стехиометрия
которого зависела от температуры, но структура
оставалась неизменной после циклов нагрев–охлаж-
дение. Таким образом, все образцы SDC относитель-
но стабильны на воздухе до температур 400–425 К.

Рис. 3. Схематическое изображение структуры фазы бра-
унмиллерита с упорядоченным расположением кислород-
ных вакансий. Октаэдры и пирамиды соответствуют кати-
онам Co, красные сферы соответствуют положению анио-

нов O2−, зеленые — позициям катионов Sr2+ и Dy3+

SDC-q-air и SDC-q-O, подвергавшиеся обработке в
окислительной среде, содержат практически чистый
кубический перовскит, а SDC-q-He и SDC-q являют-
ся полифазными метастабильными смесями перовс-
кита (P) и браунмиллерита (B).

Ранее было показано, что система SrCoO3−δ,
не содержащая катионов редкоземельных элемен-
тов, при T > 1193 K (920 ◦C) существует в виде
кубического нестехиометрического перовскита. За-
калка от T = 1473 К в восстановительной атмо-
сфере сохраняла кубическую структуру со стехио-
метрией SrCoO2.29 [35]. Закалка от T = 1473 К
(1200 ◦C) на воздухе в жидкий азот приводила к
формированию метастабильного орторомбического
браунмиллерита о-Sr2Co2O5 [36], который при на-
греве на воздухе выше температур 926 К (653 ◦C)
переходил в стабильную гексагональную перовски-
топодобную фазу. В нашем случае добавка катиона
Dy3+ приводила к стабилизации кубического разу-

349



В. А. Дудников, С. Н. Верещагин, Л. А. Соловьёв и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022

Таблица 2. Кристаллографические параметры и содержание фаз в образцах SDC

Образец
Перовскит Sr0.8Dy0.2CoO3−δ Браунмиллерит (Sr,Dy)2Co2O5 CoO
вес.% a, Å вес.% a, b, c, Å вес.%

SDC-q-He 61 3.8539(1) 38 15.7156(6) 5.5146(6) 5.4017(4) 1.0

SDC-q-O ∼ 100 3.8311(1)

SDC-q-air [22] 100 3.82955(6)

SDC-q 83 3.8558(1) 15.5 15.716(5) 5.511(3) 5.402(1) 1.5

Рис. 4. Температурные зависимости статической магнит-
ной восприимчивости Sr0.8Dy0.2CoO2.58 (SDC-q) в режи-
мах ZFC (красная кривая) и FC (синяя) в поле 5 · 103 Э.
На вставке показаны изотермы намагниченности при раз-

личных температурах

порядоченного перовскита Sr0.8Dy0.2CoO3−δ при за-
калке на воздухе и к снижению стабильности фа-
зы о-(Dy0.2Sr0.8)2Co2O5 (B), который начинал пре-
вращаться уже выше температуры 450 К, причем
вместо гексагональной модификации при окисле-
нии формировался кубический разупорядоченный
перовскит Sr0.8Dy0.2CoO3−δ.

На рис. 4 представлены температурные зави-
симости статической магнитной восприимчивости
Sr0.8Dy0.2CoO2.58 (SDC-q), закаленного от темпера-
туры синтеза. Зависимости χ (T ), полученные в ре-
жимах ZFC (охлаждение в нулевом магнитном по-
ле) и FC (охлаждение в магнитном поле) в поле
5 · 103 Э, совпадают во всем исследуемом темпера-
турном диапазоне. С ростом температуры магнит-
ная восприимчивость монотонно убывает, аномалии

в поведении отсутствуют. Отсутствие петель гисте-
резиса на изотермах намагниченности (рис. 4, встав-
ка) свидетельствует об отсутствииферромагнитного
упорядочения.

На рис. 5 представлены температурные зави-
симости магнитной восприимчивости и полевые
зависимости для Sr0.8Dy0.2CoO2.56 (SDC-q-He) и
Sr0.8Dy0.2CoO2.74 (SDC-q-O) в поле 5·103 Э. Несмот-
ря на слабое различие в показателе кислородной
нестехиометрии (δ = 0.42 для SDC-q и δ = 0.44

для SDC-q-He), магнитные свойства восстановлен-
ного образца SDC-q-He существенным образом от-
личаются от свойств образца SDC-q, который не
подвергался дополнительной обработке.

На вставках к рис. 4 и рис. 5 показаны зависимо-
сти M(H) при различных температурах в полях до
9 ·104 Э. При T = 2 К для всех образцов насыщения
не наблюдается.

На рис. 6а зависимости χ (T ) представлены в
температурном диапазоне от 25 до 200 К и изме-
рены в поле 5 · 103 Э. Для SDC-q-He в режиме ZFC
характерна ярко выраженная аномалия в виде гор-
ба с максимумом при температуре 75 К (рис. 6а).
Вблизи этой температуры на полевых зависимостях
магнитного момента наблюдается петля гистерези-
са (рис. 5а, вставка). Для удобства показана только
часть петли гистерезиса в первой четверти плоскос-
ти M–H .

Для образца SDC-q-O ярко выраженный горб от-
сутствует, однако формируется плечо и наблюдается
расхождение в режимах ZFC и FC.

С уменьшением поля максимумы на зависимо-
стях M(T ) смещаются в область более высоких тем-
ператур (рис. 7). Внимательный анализ температур-
ных зависимостей магнитной восприимчивости по-
казал, что для SDC-q-He температура перехода в
парамагнитное состояние (TC = 195 К) не совпада-
ет с температурой расхождения Tdiv зависимостей
M(T ) в режимах FC и ZFC, в то время как для
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Рис. 5. Температурные зависимости статической магнит-
ной восприимчивости Sr0.8Dy0.2CoO2.56 (SDC-q-He) (а) и
Sr0.8Dy0.2CoO2.74 (SDC-q-O) (б) в режимах ZFC (красные
кривые ) и FC (синие) в поле 5·103 Э. На вставках показаны
изотермы намагниченности при различных температурах

SDC-q-O совпадает, TC = Tdiv = 165 К. В качестве
температуры фазового перехода ферромагнетик–
парамагнетик взята температура отклонения темпе-
ратурной зависимости обратной магнитной воспри-
имчивости от прямой линии (рис. 6б ), соответству-
ющей закону Кюри –Вейсса χ = C/ (T − TC), где
C = μ2

effNA/3kB (NA — число Авогадро, kB — по-
стоянная Больцмана) и TC — соответственно посто-
янная Кюри и температура Кюри.

Хорошая аппроксимация прямой линией тем-
пературных зависимостей обратной магнитной
восприимчивости (рис. 6б ) позволяет определить
асимптотические температуры Кюри, постоянные
Кюри и оценить эффективные магнитные моменты
образцов на формульную единицу. Температуры

Рис. 6. Температурные зависимости статической магнит-
ной восприимчивости образцов Sr0.8Dy0.2CoO3−δ в режи-
мах ZFC (толстые линии) и FC (тонкие линии) в поле
5 · 103 Э в диапазоне от 25 до 200 К (а) и обратной маг-
нитной восприимчивости в диапазоне от 2 до 300 К (б).
Прямыми черными линиями на рис. б показаны аппрокси-

мации по закону Кюри –Вейсса

TC , Tdiv, асимптотические температуры Кюри Tas,
константы Кюри и эффективные магнитные момен-
ты для образцов SDC-q-He и SDC-q-O представлены
в табл. 3.

Для определения природы магнитного состояния
образца SDC-q-He (спиновое стекло или ферромаг-
нетик) дополнительно были проведены измерения
динамической восприимчивости при разных часто-
тах ω, аналогично проведенным в работах [37,38]. На
рис. 8а и 9а,в показаны температурные зависимости
действительной части динамической восприимчиво-
сти χ′ (T ) на частотах 13, 113 и 1013 Гц, которые
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Таблица 3. Температуры TС, Tdiv, Tas, константы Кюри и эффективные магнитные моменты для образцов
SDC-q-He и SDC-q-O

δ С, см3·K/моль μeff , μB TС, К Tmax, K (H = 100 Э) Tdiv, К Tas, K

SDC-q-He 0.44 4.0 5.66 195 110 125 −45

SDC-q-O 0.26 3.6 5.37 165 − 165 70

Рис. 7. Температурные зависимости намагниченнос-
ти образцов Sr0.8Dy0.2CoO2.56 (SDC-q-He) (а) и
Sr0.8Dy0.2CoO2.74 (SDC-q-O) (б) в режимах ZFC (толстые
линии) и FC (тонкие линии) в полях сверху вниз: 100, 500

и 1000 Э

при понижении температуры демонстрируют выра-
женный максимум, за которым следует падение и
последующее монотонное возрастание при T → 0,
связанное со значительным вкладом в магнетизм от
парамагнитных ионов Dy3+ (μeff

(
Dy3+

)
= 10.6μB).

Рис. 8. Температурные зависимости действительной
χ′(T ) (а) и мнимой χ′′(T ) (б) частей динамической маг-
нитной восприимчивости Sr0.8Dy0.2CoO2.56 (SDC-q-He) в
переменном поле Hac = 2 Э при различных частотах в

отсутствие фиксированного поля, Hdc = 0

Отсутствие зависимости положения максимумов
χ′ (T ) от частоты (рис. 8, 9) и несовпадение темпе-
ратур максимумов на зависимостях χ (T ) и χ′ (T )
свидетельствует в пользу того, что магнитные свой-
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Рис. 9. Температурные зависимости действительной χ′(T ) (а,в) и мнимой χ′′(T ) (б,г) частей динамической магнитной
восприимчивости Sr0.8Dy0.2CoO2.56 (SDC-q-He) в переменном поле Hac = 2 Э при частотах 113 и 1013 Гц и различных

значениях фиксированного поля Hdc

ства SDC-q-He обусловлены формированием ферро-
магнитного состояния и доменной структуры внут-
ри рассматриваемого образца. Стоит отметить, что
в отличие от соединения Eu0.5Sr0.5CoO3 [37], сдвиг
максимумов на зависимостях χ′ (T ) не наблюдается
(рис. 9а,в).

Косвенным признаком ферромагнитного упоря-
дочения также является симметричность пиков на
температурных зависимостях мнимой части дина-
мической восприимчивости χ′′ (T ) (рис. 8б ). Темпе-
ратуры максимумов кривых χ′′ (T ) (рис. 9б,г) для
восстановленного SDC-q-He совпадают не с темпе-
ратурами расхождения кривых, полученных в ре-
жимах ZFC и FC, а с максимумами на зависимостях
M(T ) (рис. 7а).

Измерение динамической магнитной восприим-
чивости для окисленного SDC-q-O при тех же усло-
виях эксперимента, что и для SDC-q-He (Hac = 2 Э,
ω/2π = 13, 113, 1013 Гц, Hdc = 0, 100, 500, 1000 Э)
не позволило определить характер магнитного упо-
рядочения в области аномального поведения M(T )

(рис. 7б ) из-за малости полученного сигнала и боль-
шого уровня шумов.

Полевые зависимости магнитосопротивления об-
разца, отожженного в кислороде Sr0.8Dy0.2CoO2.74

(SDC-q-O), представлены на рис. 10. В области гели-
евых температур магнитосопротивление демонстри-
рует полевой гистерезис, который исчезает вблизи
температуры 55 К, с повышением температуры маг-
нитосопротивление уменьшается. Аналогичные за-

4 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 10. Полевые зависимости магнитосопротивления
окисленного образца Sr0.8Dy0.2CoO2.74 (SDC-q-O) при

различных температурах

висимости магнитосопротивления наблюдались для
соединения La0.45Ba0.55CoO2.8 [39]. Магнитосопро-
тивление восстановленного образца SDC-q-He и за-
каленного SDC-q мало и фиксируется на уровне из-
мерительных шумов, не превышая в максимуме 4%.
Так же как и в [39], особенности в поведении магни-
тосопротивления в области максимумов на темпера-
турных зависимостях намагниченности для восста-
новленного SDC-q-He и выступов для окисленного
SDC-q-O отсутствуют.

Измерения электрического сопротивления про-
водились в области температур от 50 до 400 К
(рис. 11а). Для всех образцов наблюдается каче-
ственное соответствие температурных зависимостей
удельного электросопротивления полупроводнико-
вому типу (dρ/dT < 0). Значение удельного элек-
тросопротивления вблизи T = 50 К для окислен-
ного образца SDC-q-O почти на 10 порядков ниже
сопротивления восстановленного SDC-q-He. Анализ
зависимостей ρ (T ) (рис. 11б ) показал, что в области
низких температур поведение ρ (T ) подчиняется за-
кону трехмерной прыжковой проводимости Мотта

ρ (T ) = ρ∞ exp (T0/T )
1/n

,

ρ∞ — значение ρ при T → ∞, T0 = γpα
3
/
NF ,

α — радиус локализации, NF — плотность состо-
яний на уровне Ферми, γp — численный коэффи-
циент, n = 4 — показатель степени, соответствую-
щий трехмерной прыжковой проводимости Мотта,
для всех исследуемых образцов [40]. Отличительны-
ми особенностями образцов являются температуры

Рис. 11. Температурные зависимости удельного электросо-
противления образцов Sr0.8Dy0.2CoO3−δ (а) и обработка
зависимостей ρ (T ) в координатах, соответствующих трех-

мерной прыжковой проводимости Мотта (б)

переходов Ta в состояния, описываемые стандарт-
ным термоактивационным законом

ρ (T ) = ρ∞ exp (Ea/kBT ) ,

Ea — энергия активации прыжковой проводимости,
kB — постоянная Больцмана. Для образца SDC-q-O
смена проводимости наблюдается уже при Ta =

= 140 К, в то время как для SDC-q-He прыжко-
вая проводимость сохраняется вплоть до T = 360 К.
Данное отличие связано с вкладом в проводимость
образцов SDC-q-O ионов кислорода, который обу-
словлен их высокой мобильностью, характерной для
метастабильных разупорядоченных образцов [22].

В заключение обсудим причину, обусловливаю-
щую столь разительное отличие магнитных свойств
закаленных, восстановленных и окисленных образ-
цов Sr0.8Dy0.2CoO3−δ. Прежде всего, отметим уста-
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новленный факт сильной взаимосвязи кристалли-
ческой структуры замещенных твердых растворов
редкоземельных оксидов кобальта и содержанием
в них кислорода. Как видно из рентгеноструктур-
ных данных и магнитных измерений, изменение кис-
лородной нестехиометрии δ критическим образом
влияет на содержание в образце различных фаз. В
нашем случае изменение δ на 0.7% приводит к су-
щественному изменению содержания фазы браун-
миллерита. Этот факт необходимо учитывать при
исследовании различных свойств твердых раство-
ров редкоземельных оксидов кобальта и более щепе-
тильно и аккуратно подходить к вопросу определе-
ния их кристаллической структуры, формирующей-
ся в образцах в процессе различных оказываемых на
них воздействий (закалки, окисления, восстановле-
ния и т. д.)

Из сравнения рис. 7а и 7б можно сделать вывод о
том, что и в фазе браунмиллерита при TC = 113 K, и
в фазе кубического перовскита при TC = 170 K име-
ет место переход в магнитоупорядоченное (по всей
видимости, ферромагнитное) состояние. Поскольку
в обоих случаях (рис. 7) мы наблюдаем рост намаг-
ниченности, полученной в режиме ZFC, ниже TC с
уменьшением температуры этот переход происходит
в подсистеме ионов кобальта, при этом ионы дис-
прозия обусловливают парамагнитный вклад в на-
магниченность во всем исследуемом температурном
диапазоне. Магнитный переход в фазе браунмилле-
рита происходит при более низкой температуре и бо-
лее ярко выражен.

Из сравнения рис. 4 и 7 а можно сделать вывод о
том, что в образце SDC-q фаза браунмиллерита со-
держится в виде отдельных несвязанных между со-
бой кристаллических включений, что обусловливает
в целом парамагнитное поведение SDC-q во всем ис-
следуемом температурном диапазоне. В то же время
в случае образца SDC-q-He, где содержание браун-
миллерита достигает 40%, эта фаза формирует бо-
лее крупные поликристаллические включения. На-
личие таких анизотропных слоистых поликристал-
лических областей приводит к более заметному от-
личию ZFC- и FC-измерений намагниченности, чем
в случае SDC-q-O и обусловливает смещение макси-
мума ZFC-намагниченности в область низких тем-
ператур с ростом напряженности магнитного поля.
Действительно, связанная с анизотропией коэрци-
тивная сила увеличивается при понижении темпе-
ратуры, поэтому с ростом напряженности внешне-
го магнитного поля, стремящегося выстроить маг-
нитные моменты вдоль направления поля, требует-
ся все более низкие температуры для сопротивления

внешнему полю. Температура максимума определя-
ется конкуренцией двух вкладов: энергии магнит-
ных моментов в поле и энергии анизотропии. Крити-
ческая температура TC , которую можно определить
по максимуму производной dM/dT , не зависит от
внешнего поля и определяется микроскопическими
взаимодействиями внутри системы.

Для редкоземельных оксидов кобальта, легиро-
ванных щелочноземельными металлами, очень час-
то встает вопрос о формировании в них состояния
спинового стекла. Характерными признаками нали-
чия спин-стекольного состояния являются расхож-
дение ZFC- и FC-измерений намагниченности ниже
характерной температуры Tdiv (необратимость из-
мерений) и смещение максимума динамической маг-
нитной восприимчивости в сторону высоких темпе-
ратур при увеличении частоты внешнего магнитно-
го поля. В нашем случае для фазы браунмиллери-
та температура максимума χ′ не зависит от часто-
ты (рис. 8а) и напряженности внешнего постоянно-
го магнитного поля (рис. 8б,в) и практически сов-
падает с критической температурой TC . Темпера-
тура максимума χ′′ уменьшается с ростом напря-
женности внешнего стационарного магнитного поля
(рис. 9б,в) вслед за уменьшением температуры мак-
симума ZFC-измерений намагниченности. Различие
ZFC- и FC-измерений можно объяснить наличием
анизотропии и связанной с ней коэрцитивной силы.
Таким образом, наблюдаемый при TC магнитный пе-
реход в SDC-q-He является, по всей видимости, пе-
реходом в ферромагнитное состояние в подсистеме
ионов кобальта.

4. ВЫВОДЫ

Проведенный сравнительный анализ свойств
полученных методом твердофазного синтеза за-
мещенных оксидов кобальта Sr0.8Dy0.2CoO3−δ с
различным содержанием кислорода (δ = 0.26,
0.44, 0.46), показал, что увеличение дефицита по
кислороду приводит к возникновению в структуре
перовскита фазы браунмиллерита. При δ = 0.46

содержание фазы браунмиллерита достигает
38%. При δ = 0.26 образец имеет структуру
разупорядоченного по А-позициям перовскита и
разупорядоченными кислородными вакансиями.
Асимптотическая температура Кюри меняет знак с
положительного значения для δ = 0.26 на отрица-
тельную для δ = 0.46. Магнитосопротивление для
образца с δ = 0.46 отрицательно и при T = 10 К
составляет более 40%. Температурные зависимости

355
4*



В. А. Дудников, С. Н. Верещагин, Л. А. Соловьёв и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022

удельного электросопротивления соответствуют
полупроводниковому типу и в области низких
температур абсолютные значения для образцов
различаются почти в 10 раз.
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Рассмотрена проводимость двумерной модели Рэлея в критической области — окрестности точки фа-
зового перехода металл–диэлектрик. Выведено аналитическое выражение, описывающее эффективную
проводимость σe модели во всей предпороговой (вплоть до соприкосновения круговых включений) крити-
ческой области. Проведено сравнение полученных для σe разложений с соответствующими результатами
гипотезы подобия.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование свойств вещества при фазовом пе-
реходе представляет общефизический интерес и яв-
ляется актуальной задачей теории. В твердых те-
лах достаточно подробно изучены сегнетоэлектри-
ческие, магнитные, структурные и т. д. фазовые пре-
вращения [1]. В то же время в бинарных компози-
тах имеет место специфический фазовый переход
типа металл–диэлектрик, при котором происходит
резкое изменение их электрофизических свойств, в
частности, проводимости. Во всех этих явлениях
вблизи точки фазового перехода имеются особенно-
сти в поведении соответствующих физических вели-
чин. При этом зависимость различных свойств ве-
щества от параметров близости к критической точ-
ке (порогу протекания) имеет аномальное, неана-
литического типа, поведение. Теоретическое описа-
ние подобных аномальных зависимостей наталкива-
ется, вообще говоря, на серьезные трудности. Хо-
тя во многих случаях (сегнетоэлектричество, маг-
нетизм, сверхпроводимость) применима общая тео-
рия фазовых переходов второго рода Ландау [2],
она, однако, непригодна в критической области, в
которой проявляются упомянутые выше аномалии.
Точное решение двумерной модели Изинга [2] про-
демонстрировало как аномальное поведение ее маг-

* E-mail: balagurov@deom.chph.ras.ru, byabalagurov@mail.ru

нитных характеристик в критической области, так
и отсутствие применимости метода Ландау. Отме-
тим, что полное решение получила также задача о
проводимости двумерного композита со структурой
шахматной доски [3].

В общем случае из-за отсутствия строгих резуль-
татов для описания фазового перехода типа металл–
диэлектрик в композитах со случайным распреде-
лением компонент в [4, 5] была предложена гипоте-
за подобия, в которой особенности физических ве-
личин аппроксимируются степенны́ми функциями.
При этом игнорируется возможное присутствие ло-
гарифмических зависимостей от параметров близо-
сти к точке фазового перехода. Основным количе-
ственным результатом гипотезы подобия является
соотношение между критическими индексами (по-
казателями степеней).

Фазовый переход металл–диэлектрик может про-
исходить и в композитах другого класса — бинар-
ных системах с регулярной структурой. Периодич-
ность в расположении включений позволяет разви-
вать последовательный подход к вычислению про-
водимости таких систем. Так, например, для дву-
мерной модели Рэлея [6] удается свести эту зада-
чу к решению бесконечной системы алгебраических
уравнений [7–9]. Использование конечной подсисте-
мы этих уравнений достаточного размера позволяет
найти эффективную проводимость σe модели чис-
ленными методами практически во всем предпоро-
говом диапазоне изменения концентрации (вплоть
до соприкосновения включений). Такой подход, од-
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нако, не позволяет выяснить истинный вид аномаль-
ных зависимостей величины σe в окрестности точки
перехода.

В настоящей работе проводимость двумерной
модели Рэлея в области фазового перехода ме-
талл–диэлектрик рассмотрена аналитическим мето-
дом. Для решения этой задачи использовано так на-
зываемое бинарное приближение [10, 11], точность
которого тем выше, чем ближе модель к точке фазо-
вого перехода. Полученное таким способом аналити-
ческое выражение для эффективной проводимости
σe двумерной модели Рэлея оказывается справед-
ливым во всей предпороговой критической области
(окрестности точки перехода), в которой проявляет-
ся аномальное поведение величины σe. Сравнение с
соответствующими результатами гипотезы подобия
показывает, что некоторые общие положения этой
гипотезы, сформулированные для случайно-неодно-
родных сред, применимы и к композитам с перио-
дической структурой.

2. ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ

Двумерная модель Рэлея представляет собой
изотропную матрицу проводимости σ1 с системой
включений круговой формы радиуса R и проводи-
мости σ2. Центры кругов расположены в узлах квад-
ратной решетки с периодом 2a. Эффективная про-
водимость σe такой модели изотропна и является
функцией трех аргументов: σe = σe(p;σ1, σ2), где
p = (4a2−πR2)/(2a)2 — безразмерная концентрация
(доля занимаемой площади) первой компоненты —
матрицы. Для дальнейшего удобно ввести безраз-
мерную эффективную проводимость f(p, h) соглас-
но

σe(p;σ1, σ2) = σ1f(p, h), h =
σ2
σ1

. (1)

При σ2 = 0 по мере увеличения радиуса включений
эффективная проводимость монотонно убывает, об-
ращаясь в нуль при соприкосновении кругов (при
R = a). В этом случае при критической концентра-
ции (пороге протекания)

pc = 1− π

4
(2)

происходит фазовый переход металл–диэлектрик,
так что f(pc, 0) = 0. Если же σ2 �= 0, но мала́ (h� 1),
то f(pc, h) отлична от нуля, однако ее аномальное
поведение в окрестности точки перехода сохраняет-
ся.

Общее выражение для безразмерной эффектив-
ной проводимости двумерной модели Рэлея в допо-
роговой области концентраций (p � pc) получено в
работе [10]:

f(p, h) =
1

π

{
ξ0 + 2h

∞∑
n=1

1

n

thnξ0
h+ thnξ0

e−nξ0

}
. (3)

Здесь

ξ0 =

√
a2 −R2

a
, (4)

так что

ξ20 =
4− π

π
τ , τ =

p− pc
pc

. (5)

Выражение (3) выведено в рамках бинарного при-
ближения [10], при котором проблема вычисления
эффективной проводимости сводится к задаче о
протекании тока через пару соседних кругов. Как
отмечено в [10, 11], погрешность бинарного прибли-
жения обращается в нуль при стремлении к точке
фазового перехода. Поэтому выражение (3) приме-
нимо в непосредственной окрестности точки пере-
хода — предпороговой (p � pc, τ � 0) критической
области (ξ0 � 1, h� 1).

В работе [10] из выражения (3) найдено разло-
жение величины f(p, h) по параметру h/ξ0 � 1. Рас-
смотрим теперь случай, когда отношение h/ξ0 про-
извольно. Для того чтобы провести суммирование
в формуле (3) при этих значениях h и ξ0, введем
величину N такую, что{

1,
h

ξ0

}
� N � 1

ξ0
, (6)

и разделим сумму в выражении (3) на две части:
∞∑
n=1

(
. . .

)
= S1 + S2 . (7)

Здесь

S1 =
N∑

n=1

(
. . .

)
, (8)

S2 =

∞∑
n=N+1

(
. . .

)
. (9)

В формулах (7)–(9) под (. . .) понимается выраже-
ние, стоящее в (3) под знаком суммы. При h � 1 и
ξ0 � 1 с учетом условий (6) имеем

S1 �
N∑

n=1

1

n+ γ
, γ =

h

ξ0
, (10)
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S2 �
∞∑

n=N+1

e−nξ0

n
. (11)

Для того чтобы вычислить сумму в формуле
(10), введем функцию

F (x) =

N∑
n=1

e−(n+γ)x

n+ γ
, (12)

F (0) = S1 , F (∞) = 0 . (13)

Из (12) находим производную функции F (x)

F ′(x) = −e−γx
N∑

n=1

e−nx = −e−γx1−e−Nx

1−e−x
e−x . (14)

Отсюда с учетом (13) находим

S1 =

∞∫
0

e−γx 1− e−Nx

1− e−x
e−x dx . (15)

Положив e−x dx = d(1− e−x), проведем в (15) инте-
грирование по частям:

S1 = γ

∞∫
0

e−γx ln
(
1− e−x

)
dx − (N + γ)×

×
∞∫
0

e−(N+γ)x ln
(
1− e−x

)
dx . (16)

Второй интеграл в (16), положив (N + γ)x = t, пре-
образуем следующим образом:

(N + γ)

∞∫
0

e−(N+γ)x ln
(
1− e−x

)
dx =

=

∞∫
0

e−t ln
(
1− exp

{−t/(N + γ)
})

dt . (17)

Отсюда, в силу того, что N � {1, γ}, получим
∞∫
0

e−t ln
(
1− exp

{−t/(N + γ)
})

dt �

�
∞∫
0

e−t ln
t

N
dt = − lnN − C , (18)

где

C = −
∞∫
0

e−t ln t dt = 0.577 . . . (19)

— постоянная Эйлера. Таким образом,

S1 = γ

∞∫
0

e−γx ln
(
1− e−x

)
dx+ lnN + C . (20)

Перепишем S2 в виде

S2 =

∞∑
n=1

e−nξ0

n
−

N∑
n=1

e−nξ0

n
. (21)

Далее имеем

∞∑
n=1

e−nξ0

n
= ln

(
1− e−ξ0

) � ln
1

ξ0
, (22)

N∑
n=1

e−nξ0

n
�

N∑
n=1

1

n
= lnN + C+ . . . (23)

Здесь учтено, что ξ0 � 1 и 1 � N � 1/ξ0.
В результате получаем окончательно:

f(p, h) =
1

π

{
ξ0 + 2h

[
ln

1

ξ0
− g(γ)

]}
,

γ =
h

ξ0
,

(24)

g(γ) = −γ
∞∫
0

e−γx ln
(
1− e−x

)
dx . (25)

Формулы (24), (25) описывают безразмерную эф-
фективную проводимость исследуемой двумерной
модели Рэлея во всей предпороговой (p � pc) кри-
тической (ξ0 � 1, h� 1) области.

Положив в (25) γe−γx dx = d(1− e−γx) и проведя
интегрирование по частям, получим

g(γ) =

∞∫
0

1− e−γx

ex − 1
dx . (26)

Отсюда разложением по степеням γ найдем

γ � 1 : g(γ) =
π2

6
γ−ζ(3) γ2+π

4

90
γ3+ . . . , (27)

где

ζ(3) =
∞∑

n=1

1

n3
= 1.202 . . . (28)
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В противоположном случае больших значений γ сде-
лаем в (25) замену x = t/γ и приведем полученное
выражение к следующему виду:

g(γ) = −
∞∫
0

e−t

(
ln t− ln γ − t

2γ

)
dt−

−
∞∫
0

e−t ln
shΩ(t)

Ω(t)
dt , (29)

так что

g(γ) = − ln
1

γ
+ C+

1

2γ
− J ,

J =

∞∫
0

e−t ln
shΩ(t)

Ω(t)
dt .

(30)

В (29), (30) введено обозначение

Ω(t) =
t

2γ
. (31)

В выражении для J из (30) проведем интегриро-
вание по частям:

J =

∞∫
0

e−t

{
1

2γ
cthΩ(t)− 1

t

}
dt .

Поскольку

cthx =
1

x
− x

3
+
x3

45
+ . . . , x� 1,

то

J =

∞∫
0

e−t

{
− t

12 γ2
+

t3

720 γ4
+ . . .

}
dt , (32)

так что с учетом определения (31) получаем

γ � 1 : g(γ) = − ln
1

γ
+ C+

1

2γ
− 1

12

1

γ2
+

+
1

120

1

γ4
+ . . . (33)

Последующие члены разложения (33) представляют
собой четные степени величины 1/γ. Отметим так-
же, что g(1) = 1.

3. СРАВНЕНИЕ С ГИПОТЕЗОЙ ПОДОБИЯ

Согласно результатам предыдущего раздела для
функции f(p, h), в двух предельных случаях имеем
следующие разложения (при τ = (p− pc)/pc � 0):

f(p, h) = ξ0

{
1

π
+

2

π

h

ξ0
ln

1

ξ0
− π

3

(
h

ξ0

)2

+

+
2

π
ζ(3)

(
h

ξ0

)3

+ . . .

}
, h� ξ0 � 1, (34)

f(p, h) = h

{
2

π

(
ln

1

h
− C

)
+

1

6π

(
ξ0
h

)2

−

− 1

60π

(
ξ0
h

)4

+ . . .

}
, ξ0 � h� 1. (35)

Разложение (34) практически совпадает с най-
денным в работе [10]. Из разложения (35) при
p = pc (ξ0 = 0) следует выражение для f(pc, h),
полученное в [11]. При этом величины

f(pc, h)

h
=

2

π

(
ln

1

h
− C

)
(36)

и
∂f(pc, h)

∂h
=

2

π

(
ln

1

h
− C− 1

)
(37)

являются линейными функциями аргумента
ln(1/h), отличаясь друг от друга на единицу.
Заметим также, что из разложения (35) следует

h
∂f(p, h)

∂p

∣∣∣∣
p=pc

=
2

3π2
(h� 1) . (38)

Здесь учтено, что ξ20 = (4/π) (p− pc). Равенство (38)
может использоваться для проверки правильности
вычислений при компьютерном исследовании про-
водимости модели при p = pc (τ = 0).

В рамках гипотезы подобия [4, 5] безразмерная
эффективная проводимость f(p, h) в окрестности
точки фазового перехода металл–диэлектрик явля-
ется некоторой функцией аргументов τ и h, для ко-
торой имеют место следующие разложения [4] (см.
также [9]):

f(p, h) =

= τ t

{
A0 +A1

h

τ t/s
+A2

(
h

τ t/s

)2

+ . . .

}
,

τ > 0, Δ � τ � 1,

(39)
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f(p, h) =

= hs
{
a0 + a1

τ

hs/t
+ a2

( τ

hs/t

)2

+ . . .

}
,

|τ | � Δ � 1,

(40)

f(p, h) =
h

(−τ)q ×

×
{
B1+B2

h

(−τ)t/s+B3

(
h

(−τ)t/s
)2

+ . . .

}
,

τ < 0, Δ � |τ | � 1.

(41)

Здесь

Δ = hs/t , (42)

t, s и q — критические индексы, связанные соотно-
шением

q = t
1− s

s
, (43)

а A0, A1, A2, . . . , a0, a1, a2, . . ., B1, B2, B3, . . . — чис-
ленные коэффициенты. Для двумерного композита
со случайным распределением включений

s = 1/2, t = q � 1.3 . (44)

Подчеркнем, что в разложениях (39)–(41) не учиты-
вается возможность присутствия логарифмических
зависимостей от аргументов τ и h.

Сравнение формул (34), (35) с (39), (40) пока-
зывает, что для описания проводимости двумерной
модели Рэлея в духе гипотезы подобия следует опу-
стить логарифмические зависимости и положить

t = 1/2, s = 1, Δ = h2 . (45)

Кроме того, можно ожидать, согласно (43), что кри-
тический индекс q = 0. Несмотря на столь суще-
ственные различия в значениях критических ин-
дексов, структуры разложений (34), (35) и (39),
(40) практически одинаковы. Действительно, мно-
житель перед фигурной скобкой в (34) ξ0 ∼
∼ √

τ ∼ τ t, а разложение идет по степеням величи-
ны h/ξ0 ∼ h/

√
τ ∼ h/τ t/s. Аналогичным образом в

(35) общий множитель h = hs, а параметром разло-
жения является величина (ξ0/h)

2 ∼ τ/h2 = τ/hs/t,
так что разложение идет по целым степеням τ .

Проведенное сравнение показывает, что, с од-
ной стороны, найденные в настоящей работе раз-
ложения для безразмерной эффективной проводи-
мости f(p, h) значительно отличаются от соответ-
ствующих результатов гипотезы подобия. Это ка-
сается как конкретных значений критических ин-
дексов, так и наличия логарифмических зависимо-
стей от параметров близости к точке фазового пе-
рехода. С другой стороны, при игнорировании (как
и в [4]) логарифмических зависимостей разложения
(34), (35) и (39), (40), несмотря на численные разли-
чия в показателях степеней, фактически совпадают.
Оказывается, таким образом, что основные положе-
ния гипотезы подобия, сформулированные для слу-
чайно-неоднородных сред, в задаче о проводимости
применимы, по-видимому, и к композитам с регу-
лярной структурой.
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Исследуется структура энергетической зависимости нормальной и аномальной компонент собственной
энергии одночастичной функции Грина в сверхпроводящем состоянии, рассчитанной с учетом рассея-
ния носителей заряда на термических флуктуациях электрон-дырочных пар. Исследование проводится
в рамках самосогласованной теории континуального интегрирования на основе квазидвумерной одно-
зонной модели с притяжением между электронами, находящимися на соседних узлах. В приближении
средней t-матрицы получены асимптотические выражения для компонент собственной энергии, которые
по структуре совпадают с аналогичными выражениями феноменологической модели гибридизации элек-
тронов со скрытыми фермионными возбуждениями. Анализ результатов показывает, что энергетические
зависимости обеих компонент собственной энергии имеют характерные пики, которые при достаточно
низких температурах гасят друг друга в полной собственной энергии. Это поведение сохраняется в об-
ласти аномально низких температур и исчезает только в квантовом пределе T → 0, где определяющую
роль играют квантовые флуктуации. С ростом температуры взаимное сокращение сменяется на взаимное
усиление и затем на взаимную компенсацию в области температур близких к сверхпроводящему переходу.

DOI: 10.31857/S0044451022030063

1. ВВЕДЕНИЕ

Прогресс в области методов машинного обу-
чения открывает новые возможности для опреде-
ления теоретически важных физических величин,
скрытых в экспериментальных данных. В част-
ности, такой подход использовался для изучения
структуры энергетической зависимости собственной
энергии электрона, извлекаемой из спектров фото-
эмиссионной спектроскопии с угловым разрешени-
ем (ARPES) высокотемпературных сверхпроводни-
ков (ВТСП) [1]. Интерес к изучению такой структу-
ры вызван возможностью продвинуться в решении
давней проблемы о природе высокотемпературной
сверхпроводимости.

В результате смешивания электронов и дырок
в сверхпроводящем состоянии собственная энергия
состоит из нормального Σnor и аномального Σanom

* E-mail: groshev_a.g@mail.ru
** E-mail: arzhnikof@bk.ru

вкладов [2–4]. Аномальная часть Σanom определяет
сверхпроводящие свойства, в то время как в Σnor

содержатся эффекты рассеяния и корреляции элек-
тронов, приводящие к перенормировке массы и вре-
мени жизни. Поскольку эти вклады представляют
собой физически различные части эффектов взаи-
модействия, для понимания механизма сверхпрово-
димости важно их раздельное рассмотрение. Одна-
ко одночастичные методы, такие как сканирующая
туннельная микроскопия (STM), метод интерферен-
ции квазичастиц [5] и ARPES [6], предоставляют
нам информацию исключительно о поведении пол-
ной собственной энергии Σtot [7–9], которая состо-
ит из определенной комбинации этих двух вкладов
[1, 10]. Метод машинного обучения на основе маши-
ны Больцмана, предложенный в работе [1], позволил
выделить эти вклады из экспериментальных дан-
ных. Проанализированные в таком подходе спект-
ры ARPES при антинодальном значении импульса
k = ka.n. = (π, 0) для оптимально допированного
Bi2212 с Tc = 90 K при T = 11 K [11] и недодопиро-
ванного Bi2201 с Tc = 29 K при T = 12 K [12] обнару-
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живают сингулярные структуры в энергетических
зависимостях Σnor и Σanom при значениях энергии
близких к значению сверхпроводящейщели. Однако
в результате взаимного сокращения эти особенности
отсутствуют в полной собственной энергии Σtot.

В настоящее время рассматриваются два ос-
новных сценария при объяснении формирования
особенностей на энергетической зависимости обеих
компонент собственной энергии в ВТСП-соединени-
ях. В первом сценарии наблюдаемые аномалии объ-
ясняются на основе моттовской физики в результа-
те гибридизации квазичастиц со скрытыми ферми-
онными возбуждениями, возникающими в результа-
те сильных электронных корреляций [13–15]. Про-
стые феноменологические уравнения в таком под-
ходе описывают переходы электрона в скрытое фер-
мионное состояние и обратно. Они хорошо воспро-
изводят низкочастотную часть обеих компонент соб-
ственной энергии, рассчитанных с помощью теории
динамического среднего поля (DMFT) и ее кластер-
ного расширения (CDMFT) для двумерной модели
Хаббарда как с притягивающим, так и с отталки-
вающим взаимодействием. Подгонка к численным
данным DMFT решений этих уравнений позволяет
определить параметры, характеризующие скрытый
фермион в зависимости от температуры, электрон-
ной плотности и силы межэлектронного взаимодей-
ствия, и предположить возможный механизм его
происхождения. Успешное описание с помощью этой
простой феноменологической модели поддерживает
идею о «скрытых» и «явных» фермионах в качестве
бистабильных возбуждений свободного электрона
в допированных диэлектриках Мотта. Кроме то-
го, простые выражения для компонент собственной
энергии предлагают полезный инструмент для ана-
лиза спектроскопических экспериментальных дан-
ных. Во втором сценарии особенности в энергети-
ческой зависимости обеих компонент собственной
энергии определяются термическими флуктуация-
ми в рамках фермион-бозонной модели [10,16], в ко-
торой вместо гибридизации со скрытыми фермион-
ными возбуждениями спаривающее взаимодействие
происходит посредством бозонных возбуждений (ти-
па мягкой бозонной моды). Поскольку сингулярные
структуры наблюдаются при значениях температур,
которые значительно ниже Tc, обнаруженные осо-
бенности могут быть вызваны также квантовыми
флуктуациями и, таким образом, существенно огра-
ничить круг возможных механизмов спаривания. В
обоих случаях авторы опираются на одно и то же
экспериментально наблюдаемое поведение собствен-
ной энергии, в то время как физика возникающих

особенностей на энергетической зависимости ано-
мальной и нормальной частей собственной энергии
в них различна.

В настоящей работе особенности в энергети-
ческой зависимости компонент собственной энер-
гии и их взаимное сокращение рассматриваются
в рамках альтернативного подхода, в котором на-
блюдаемые аномалии возникают в результате резо-
нансного рассеяния носителей заряда термически-
ми флуктуациями электрон-дырочных пар [17]. Ре-
шение рассматриваемой задачи проводится в рам-
ках самосогласованной теории континуального ин-
тегрирования на основе квазидвумерной однозон-
ной модели dx2−y2-спаривания с притяжением меж-
ду электронами, находящимися на соседних узлах.
В приближении средней t-матрицы (ATA) уравне-
ния теории континуального интегрирования позво-
ляют получить приближенные аналитические вы-
ражения для компонент собственной энергии, ко-
торые совпадают с соответствующими выражения-
ми феноменологической модели гибридизации ква-
зичастиц со скрытыми фермионными возбуждени-
ями. Фактически, представление собственной энер-
гии в модели гибридизации квазичастиц со скрыты-
ми фермионными возбуждениями является феноме-
нологической заменой двухчастичного взаимодей-
ствия в модели Хаббарда одночастичным, но име-
ющим дополнительные фермионные степени свобо-
ды. В используемом нами методе вычисление ста-
тистической суммы взаимодействующих электрон-
дырочных пар с помощью преобразования Хаббар-
да –Стратоновича сводится к одночастичной зада-
че с электрон-дырочной парой, взаимодействую-
щей со вспомогательным случайным полем, не за-
висящим от времени (в статическом приближении).
Как отмечалось в [18–20], при решении этой зада-
чи важен одновременный учет амплитудных |Δ| и
фазовых φ флуктуаций параметра порядка (ПП)
Δ = |Δ| exp (iφ). Такая взаимосвязь рассматри-
валась в работах [21, 22] в рамках вариационного
приближения и в [20, 23] на основе самосогласо-
ванных уравнений теории континуального интегри-
рования в приближении когерентного потенциала
(CPA). Используемые в [20] приближения, в отли-
чие от [21, 22], учитывают перенормировку одноча-
стичных состояний, возникающую в результате рас-
сеяния носителей заряда флуктуациями электрон-
дырочных пар. Такая перенормировка описывает-
ся в [20] собственно-энергетической частью одно-
частичной функции Грина, самосогласованное вы-
числение которой представляется необходимым при
объяснении ее энергетической зависимости.
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2. МОДЕЛЬ И МЕТОД

Рассматривается однозонный гамильтониан
t–V -модели с притяжением между электронами,
находящимися на ближайших узлах квадратной
решетки:

Ĥ =
∑
i,j,s

tij ĉ
†
isĉjs −

∑
j

μn̂j − V
∑
j,δ

n̂j↑n̂j+δ↓, (1)

где tij = −t— матричные элементы электронных пе-
рескоков на ближайшие узлы; ĉ†js(ĉjs) — операторы
рождения (уничтожения) электрона на узле j с про-
екцией спина s; njs = ĉ†js · ĉjs — оператор числа элек-
тронов на узле j с проекцией спина s, nj — оператор
полного числа электронов на узле j; μ— химический
потенциал; V — параметр межэлектронного при-
тяжения. В данной работе мы не конкретизируем
природу взаимодействия между электронами. Пред-
полагается, что такое спаривающее взаимодействие
может быть обусловлено либо антиферромагнитны-
ми спиновыми флуктуациями [24], либо состояния-
ми резонирующих валентных связей [25], либо ины-
ми механизмами (например, поляронным), которые
в простейшем приближении описываются эффек-
тивным притяжением электронов, находящихся на
соседних узлах [26–29]. Сверхпроводящие свойства
рассматриваемой модели определяются итерацион-
ным решением системы самосогласованных уравне-
ний с минимальным значением термодинамическо-
го потенциала (см. [20]). Для получения этой си-
стемы необходимо сделать ряд приближений. От-
брасывая флуктуации, разрушающие сверхпрово-
димость в системах с размерностью D ≤ 2, мы
учитываем квазидвумерный характер рассматрива-
емых соединений, поскольку согласно теореме Мер-
мина–Вагнера–Хоэнберга [30–32] в строго двумер-
ной вырожденной системе дальний порядок отсут-
ствует при любой отличной от нуля температуре
и сверхпроводящие состояния могут проявляться
лишь в фазовых переходах типа Березинского –Ко-
стерлица –Таулесса [33]. Cамосогласованный учет
перенормировки одночастичных состояний и эф-
фективной взаимосвязи между амплитудными и фа-
зовыми флуктуациями проводится в рамках метода,
основанного на уравнениях теории континуального
интегрирования [20]. Аналогичный подход исполь-
зовался ранее при исследовании влияния температу-
ры [34] и атомного беспорядка [35] на магнитное фа-
зовое расслоение и параметры спиральных магнит-
ных структур в рамках квазидвумерной однозонной
t–t′-модели Хаббарда в CPA-приближении.

Задача вычисления статистической суммы вза-
имодействующих электронных пар сводится к вы-
числению статистической суммы независимых элек-
тронных пар, находящихся в пространстве не за-
висящих от времени (в статическом приближении)
вспомогательных флуктуирующих полей. Роль та-
ких полей играют модуль Δj,δ и фаза φj,δ флуктуи-
рующего комплексного ПП Δj,δ exp(iφj,δ) в узель-
ном представлении. В используемом статическом
приближении не учитываются квантовые флуктуа-
ции сверхпроводящего ПП, вследствие чего метод
функционального интегрирования при T = 0 сво-
дится к приближению Хартри –Фока (ХФ). Обос-
нованием статического приближения служит оцен-
ка вклада квантовых флуктуаций в подавление тем-
пературы сверхпроводящего перехода [36], которая
позволяет считать, что квантовые флуктуации ста-
новятся важны только при достаточно низких тем-
пературах.

В данной работе мы ограничиваемся синглетной
сверхпроводящей фазой с dx2−y2-симметрией, кото-
рая реализуется в ВТСП, рассматриваемых в работе
[1]. Сверхпроводящая щель при dx2−y2-спаривании
имеет зависимость от волнового вектора Δ(k) ∝
∝ cos(kx) − cos(ky) [37], где kx(y) — значения вол-
нового вектора вдоль основных векторов обратной
решетки. Такая зависимость определяется взаимо-
действием между электронами только в пределах
первой координационной сферы. В этом случае фаза
усредненного ПП

Δj,δ exp(iαj,δ) = Δexp(iαδ)

зависит от ближайших соседей по закону α±δx =

= ±π/2, α±δy = ∓π/2, где δx и δy являются проек-
циями вектора ближайших соседей δ на координат-
ные оси. В результате приближения «седловой точ-
ки», используемого для упрощения задачи вычис-
ления интегралов по амплитудному полю Δ, наи-
более вероятные амплитудные Δ(φ) и фазовые φ

флуктуации оказываются связанными. Это справед-
ливо, когда амплитудные флуктуации становятся
быстрее флуктуаций фазы настолько, что ампли-
тудное поле успевает подстроиться под распределе-
ние фазы равновесным образом. Как было показано
в [20], такое приближение неплохо работает в широ-
ком диапазоне температур вплоть до Tc. Уравнение
для нахождения «седловой точки», определяемое из
условия минимума термодинамического потенциа-
ла, при T = 0 совпадает с уравнением самосогла-
сования для сверхпроводящего ПП теории среднего
поля (ХФ, БКШ). При конечных температурах это
уравнение не содержит решения Δ = 0 (см. [20]). По-
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этому переход в нормальное состояние при Tc про-
исходит в результате потери фазовой когерентности
флуктуирующего комплексного ПП, т. е. при обра-
щении в нуль усредненного ПП 〈Δ(φ) exp(iφ)〉 = 0.

3. ПРИБЛИЖЕНИЕ СРЕДНЕЙ t-МАТРИЦЫ
И МОДЕЛЬ СКРЫТЫХ ФЕРМИОНОВ

Учет флуктуаций в модели (1) приводит к про-
блеме недиагонального беспорядка в неупорядочен-
ных системах. Эта проблема может быть решена в
двухузельном ATA-приближении. При решении за-
дачи удобно использовать представление узельных
матриц Намбу:

ĉjδ(τ) =

[
ĉj↑(τ)

ĉ†j+δ↓(τ)

]
,

ĉ†jδ(τ) =
[
ĉ†j↑(τ) ĉj+δ↓(τ)

]
.

(2)

В этом представлении мацубаровская функция Гри-
на определяется стандартными выражениями

Gjδ(τ − τ ′) = −
〈
Tτ ĉjδ(τ)ĉ

†
jδ(τ

′)
〉
=

=

[
G↑↑

j,j(τ − τ ′) G↑↓
j,j+δ(τ − τ ′)

G↓↑
j+δ,j(τ − τ ′) G↓↓

j+δ,j+δ(τ − τ ′)

]
, (3)

где G↑↑
j,j(τ − τ ′) и G↓↓

j+δ,j+δ(τ − τ ′) — нормальные, а
G↓↑

j+δ,j(τ − τ ′) и G↑↓
j,j+δ(τ − τ ′) — аномальные мацу-

баровские функции Грина. Для учета термических
флуктуаций ПП вводится флуктуирующий потен-
циал

ΔÛ(Δ, φ, τ) =
∑
j,δ

ĉ†jδ(τ)ΔUjδ ĉjδ(τ),

ΔUjδ =

[
0 ΔÛ↑↓

j,j+δ

ΔÛ↓↑
j+δ,j 0

]
,

ΔÛ↑↓
j,j+δ = V exp (iαδ)

[
Δ−Δ(φ) exp (iφ)

]
,

ΔÛ↓↑
j+δ,j = V exp (−iαδ)

[
Δ−Δ(φ) exp (−iφ)] ,

(4)

где Δ — значение амплитуды среднего ПП. Флукту-
ирующий потенциал определяет матрицу рассеяния
в узельном представлении уравнения Дайсона:

Gjδ(iωn) =

= GAV
jδ (iωn) +GAV

jδ (iωn)ΔUjδGjδ(iωn) =

= GAV
jδ (iωn) +GAV

jδ (iωn)Tjδ(iωn)G
AV
jδ (iωn), (5)

где GAV
jδ (iωn) — фурье-образ мацубаровской функ-

ции Грина с усредненным ПП; Tjδ(iωn) — фурье-об-
раз матрицы рассеяния электронной пары; ωn =

= (2n − 1)πT (n = 0,±1,±2, . . .) — мацубаровские

частоты для ферми-частиц. Эффективная (сред-
няя) мацубаровская функция Грина

Fjδ(iωn) = 〈Gjδ(iωn)〉

определяется собственной энергией в узельном
представлении уравнения Дайсона:

Fjδ(iωn) =

= GAV
jδ (iωn) +GAV

jδ (iωn)Σjδ(iωn)Fjδ(iωn), (6)

где Fjδ(iωn) — фурье-образ эффективной мацуба-
ровской функции Грина; Σjδ(iωn) — фурье-образ
собственной энергии. Тогда из матричных уравне-
ний (5) и (6) собственная энергия Σjδ(iωn) выража-
ется через среднюю T -матрицу:

Σjδ(iωn) =

=
[
1 + 〈Tjδ(iωn)〉GAV

jδ (iωn)
]−1 〈Tjδ(iωn)〉, (7)

где

Tjδ(iωn) =
[
1−ΔUjδG

AV
jδ (iωn)

]−1
ΔUjδ. (8)

Переход в квазиимпульсное представление осу-
ществляется в результате преобразования Фурье
узельных матриц Намбу (2). В этом представ-
лении гамильтониан рассматриваемой системы с
усредненным ПП ĤAV имеет следующий вид:

ĤAV (Δ, α) =
1

N

∑
k

ĉ†kHAV (k)ĉk,

HAV (k) =

[
H↑↑

AV (k) H↑↓
AV (k)

H↓↑
AV (k) H↓↓

AV (k)

]
,

H↑↑
AV (k) = εk, H↓↓

AV (k) = −εk
H↑↓

AV (k) = −2VΔVk,

H↓↑
AV (k) =

(
H↑↓

AV (k)
)∗
,

εk = −2t (cos kx + cos ky) + 4t′ cos kx cos ky − μ,

Vk = i (cos kx − cos ky) ,

(9)

где ĉ†k, ĉk — матрицы Намбу (2) в квазиимпульсном
представлении; εk — закон дисперсии энергии элек-
тронов на квадратной решетке с перескоками в пре-
делах первой и второй координационных сфер; Vk —
закон дисперсии сверхпроводящего ПП. Таким обра-
зом, эффективная среда определяется гамильтони-
аном
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Ĥeff (iωn) = ĤAV + Σ̂(iωn),

Σ̂(iωn) =
1

N

∑
k

ĉ†kΣ(k, iωn)ĉk,

Σ(k,E) =

[
Σ↑

nor(k,E) Σ↑↓
anom(k,E)

Σ↓↑
anom(k,E) Σ↓

nor(k,E)

]
,

Σ↑(↓)
nor (k,E) = 4Σ↑(↓)(E),

Σ↑↓(↓↑)
anom (k,E) = Σ↑↓(↓↑)(k,E) +H↑↓(↓↑)

AV (k) =

= 2V
(∗)
k

[
Σ↑↓(E)− VΔ

]
,

(10)

где Σ(k,E) — собственная энергия (7) в квазиим-
пульсном представлении. При определении собст-
венной энергии в (10) мы, так же как в [1, 10],
включили в определение аномальной части собст-
венной энергии недиагональные матричные элемен-
ты гамильтониана системы с усредненным ПП (9).
Рассматриваемая нами dx2−y2 -симметрия ПП опре-
деляется зависимостью недиагональных матричных
элементов от квазиимпульса. Поэтому коэффици-
ент Σ↑↓(E) в аномальной части собственной энергии
(10), так же как и нормальные части Σ↑(E) и Σ↓(E),
в общем случае, являются комплексными функци-
ями. Эффективная мацубаровская функция Грина
(6) в квазиимпульсном представлении определяется
гамильтонианом эффективной среды Ĥeff (E) (10):

F (k,E) =
1

E −Heff (k)
=

=

[
F ↑(k,E) F ↑↓(k,E)

F ↓↑(k,E) F ↓(k,E)

]
,

F ↑(↓)(k,E) =
1

E ∓ εk − Σ
↑(↓)
tot (k,E)

,

F ↑↓(↓↑)(k,E) =
Σ

↑↓(↓↑)
anom (k,E)

[E − E+(k)] [E − E−(k)]
,

E±(k) =
[
Σ↑

nor(k,E) + Σ↓
nor(k,E)

]
/2±

±
[(
εk +

[
Σ↑

nor(k,E)− Σ↓
nor(k,E)

]
/2
)2

+

Σ↑↓
anom(k,E)Σ↓↑

anom(k,E)
]1/2

,

Σ
↑(↓)
tot (k,E) = Σ↑(↓)

nor (k,E) +W ↑(↓)(k,E),

W ↑(↓)(k,E) =
Σ↑↓

anom(k,E)Σ↓↑
anom(k,E)

E ± εk − Σ
↓(↑)
nor (k,E)

.

(11)

Собственная энергия в уравнении Дайсона (6) опре-
деляется матричными элементами мацубаровских
функций Грина в узельном представлении, явные
выражения которых можно получить из симметрий-
ных свойств рассматриваемой системы при преобра-
зовании Фурье (см. [20]).

Поскольку 〈ΔUjδ〉 = 0, разложение 〈Tjδ(E)〉 по
флуктуирующему потенциалу в (8) начинается с
квадратичного слагаемого

〈Tjδ(E)〉 = 〈ΔUjδG
AV
jδ (E)ΔUjδ〉+ . . . (12)

Если ограничиться приближением, квадратичным
по флуктуирующему потенциалу, то собствен-
но-энергетическая часть в узельном представлении
(7) имеет следующий вид:

Σjδ =

[
Σ↑

j,j Σ↑↓
j,j+δ

Σ↓↑
j+δ,j Σ↓

j+δ,j+δ

]
,

Σ↑
j,j = 〈ΔU↑↓

j,j+δ(G
AV )↓↓j+δ,j+δΔU↓↑

j+δ,j〉,
Σ↓

j+δ,j+δ = 〈ΔU↓↑
j+δ,j(G

AV )↑↑j,jΔU↑↓
j,j+δ〉,

Σ↑↓
j,j+δ = 〈ΔU↑↓

j,j+δ(G
AV )↓↑j+δ,jΔU↑↓

j,j+δ〉,
Σ↓↑

j+δ,j = 〈ΔU↓↑
j+δ,j(G

AV )↑↓j,j+δΔU↓↑
j+δ,j〉.

(13)

Учитывая свойство

exp (iαδ)(G
AV )↓↑j+δ,j = exp (−iαδ)(G

AV )↑↓j,j+δ

недиагональных матричных элементов, справедли-
вое для dx2−y2-симметрии, можно избавиться в (13)
от фазовых множителей exp (±iαδ). В результате
получим

Σ↑
j,j = V 2

1 (G
AV )↓↓j+δ,j+δ,

Σ↓
j+δ,j+δ = V 2

1 (G
AV )↑↑j,j ,

Σ↑↓
j,j+δ = (−V 2

1 + V 2
2 )(G

AV )↑↓j,j+δ ,

Σ↓↑
j+δ,j = (−V 2

1 + V 2
2 )(G

AV )↓↑j+δ,j ,

(14)

где
V 2
1 = V 2

[
〈Δ(φ)2〉 −Δ

2
]
,

V 2
2 = 2V 2

[
〈Δ(φ)2 cos2 (φ)〉 −Δ

2
]
.

Подставляя в (14) явные выражения для функции
Грина с усредненным ПП и собственной энергии в
узельном представлении, получим в квазиимпульс-
ном представлении выражения для компонент соб-
ственной энергии, которые имеют структуру вы-
ражений феноменологической модели со скрытыми
фермионными возбуждениями [13,15]:

Σ↑(↓)
nor (k,E) = V 2

1

E ∓ εk
E2 − ε2k − |D↑↓(k)|2 ,

Σ↑↓(↓↑)
anom (k,E) = D↑↓(↓↑)(k)+

+
(−V 2

1 + V 2
2

) D↑↓(↓↑)(k)
E2 − ε2k − |D↑↓(k)|2 ,

(15)
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где
D↑↓(↓↑)(k) = H↑↓(↓↑)

AV (k) = −2VΔV
(∗)
k .

Подставляя (15) в выражение для W ↑(↓)(k,E), по-
лучим

W ↑(↓)(k,E) =
E2

k−ε2k
E ± εk

[
1 +

−V 2
1 + V 2

2

(E−Ek)(E+Ek)

]
×

×
[
1 +

V 2
2

(E − Ek)(E + Ek)− V 2
1

]
. (16)

Все компоненты собственной энергии имеют полюсы
на границах энергетической щели при

E = ±Ek, Ek =
√
ε2k + |D↑↓(k)|2.

Кроме того, W ↑(↓)(k,E) имеет полюс, а Σ
↑(↓)
nor (k,E)

обращается в нуль при E = ±εk (при выбранных па-
раметрах εk = 0 в антинодальной точке). В услови-
ях, когда можно пренебречь слагаемым V2 по срав-
нению с V1, вычеты в полюсах E = ±Ek нормаль-
ного Σ

↑(↓)
nor (k,E) и аномального W ↑(↓)(k,E) вкладов

в Σ
↑(↓)
tot (k,E) (11) различаются только знаками и

взаимно сокращаются. В этом случае сокращение
особенностей на энергетической зависимости компо-
нент собственной энергии в рассматриваемой нами
модели происходит по той же причине, что и в фено-
менологической модели со скрытыми фермионными
возбуждениями. Однако следует отметить, что в от-
личие от [15], где параметры модели со скрытыми
фермионными возбуждениями определяются путем
простой подгонки, в нашем случае температурные
зависимости всех параметров обусловлены термиче-
скими флуктуациями и должны вычисляться в ходе
самосогласованных расчетов.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

Расчеты проводились при типичных для купра-
тов значениях параметра межэлектронного притя-
жения V = t и параметра перескока в пределах
второй координационной сферы t′ = −0.2t [38] для
dx2−y2-спаривания. При этих параметрах выбранное
значение концентрации носителей заряда n � 0.828

соответствует наибольшему значению температуры
сверхпроводящего перехода. В качестве единицы из-
мерения энергии в дальнейшем выбран интеграл пе-
рескока между ближайшими соседями t. Результа-
ты расчета типичных энергетических зависимостей
вещественных и мнимых частей аномальной и нор-
мальной собственных энергий при антинодальном
значении импульса k = ka.n. = (π, 0) и различных
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Рис. 1. Энергетические зависимости веществен-
ной части аномальной собственной энергии
Re

[
Σ↑↓

anom(E)−D↑↓(ka.n.)
]

при различных темпера-
турах для dx2−y2-спаривания
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Рис. 2. Энергетические зависимости мнимой части ано-
мальной собственной энергии ImΣ↑↓

anom(E) при различных
температурах для dx2−y2 -спаривания

температурах приведены соответственно на рис. 1,
2 и рис. 3, 4. Поскольку Δ, входящее в определе-
ние Σ↑↓

anom(E), сильно зависит от температуры и не
зависит от энергии, вещественная часть аномальной
собственной энергии на рисунках представлена в ви-
де разности

Re
[
Σ↑↓

anom(E)−D↑↓(ka.n.)
]
.

На рисунках видно, что при низких температу-
рах (T = 0.002 и T = 0.004 на рис. 2 и рис. 4)
ImΣ↑↓

anom(E) и ImΣ↑
nor(E) на границах энергетиче-

ской щели при E � ±Ek имеют особенности, соот-
ветствующие пикам на их энергетической зависимо-
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Рис. 3. Энергетические зависимости вещественной части
нормальной собственной энергии ReΣ↑

nor(E) при различ-
ных температурах для dx2−y2-спаривания
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Рис. 4. Энергетические зависимости мнимой части нор-
мальной собственной энергии ImΣ↑

nor(E) при различных
температурах для dx2−y2 -спаривания

сти. Им соответствуют нули в энергетической зави-
симости

Re
[
Σ↑↓

anom(E)−D↑↓(ka.n.)
]
, ReΣ↑

nor(E)

(T = 0.002 и T = 0.004 на рис. 1 и рис. 3). Пики
на энергетической зависимости этих функций име-
ются при значениях энергии |E| � Ek и |E| � Ek. В
области |E| � Ek вещественные части меняют знак
(T = 0.002 и T = 0.004 на рис. 1 и рис. 3). При
более высоких температурах (T = 0.02 на рис. 1
и рис. 2) ситуация для Σ↑↓

anom(E) меняется на об-
ратную. Теперь нули исчезают в энергетической за-
висимости Re

[
Σ↑↓

anom(E)−D↑↓(ka.n.)
]
, а появляют-

ся в ImΣ↑↓
anom(E). В результате значениям E � ±Ek

соответствуют пики в Re
[
Σ↑↓

anom(E)−D↑↓(ka.n.)
]
и
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Рис. 5. Энергетические зависимости веществен-
ной части аномальной собственной энергии
Re

[
Σ↑↓

anom(E)−D↑↓(ka.n.)
]
, вычисленные в CPA- и

ATA-приближениях при различных температурах

нули в ImΣ↑↓
anom(E). Для мнимой части аномальной

собственной энергии ImΣ↑↓
anom(E) в этой области

температур также наблюдается смена знака. Сме-
на знака в энергетической зависимости компонент
собственной энергии была получена в [10] для мо-
дели квантовых флуктуаций. Поскольку такое же
поведение наблюдается и для рассматриваемой на-
ми модели термических флуктуаций, можно утвер-
ждать, что оно не связано с квантовым характером
флуктуаций. Интересно, что при низких темпера-
турах эти величины, выделенные в [1] из данных
ARPES для оптимально допированного Bi2212 [11] и
недодопированного Bi2201 [12], также меняют знак
в этой области энергий. Мнимая часть нормальной
собственной энергии ImΣ↑

nor(E) во всей области из-
менения энергии E остается одного знака. В на-
шей работе основные расчеты проводятся в рамках
CPA-приближения. Однако, как показано в разд. 3,
аналитические выражения для компонент собствен-
ной энергии, аналогичные по структуре выражени-
ям феноменологической модели гибридизации элек-
тронов со скрытыми фермионными возбуждениями,
получены нами непосредственно из уравнений ATA-
приближения. Поэтому полезно сравнить результа-
ты вычислений в CPA- и ATA-приближениях. Для
этого на рис. 5 представлены энергетические зависи-
мости вещественной части аномальной собственной
энергии, вычисленные в CPA- и ATA-приближениях
при различных температурах. Видно, что результа-
ты в CPA- и ATA-приближениях неплохо согласуют-
ся друг с другом, однако начинают совпадать только
при достаточно низких температурах.

5 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 7. Энергетические зависимости мнимых частей нор-
мальной ImΣ↑

nor, спаривающей ImW ↑ и общей ImΣ↑
tot

собственных энергий при T = 0.0002 для dx2−y2 -спарива-
ния

Как было показано в разд. 3, взаимное сокраще-
ние особенностей нормальной Σ↑

nor(E) и спариваю-
щей W ↑(E) компонент собственной энергии в энер-
гетической зависимости полной собственной энер-
гии Σ↑

tot(E) в рассматриваемой нами модели проис-
ходит по той же причине, что и в феноменологичес-
кой модели гибридизации электронов со скрытыми
фермионными возбуждениями, когда можно прене-
бречь слагаемым V2 по сравнению с V1. Наши расче-
ты показывают (см. рис. 6), что это возможно в об-
ласти достаточно низких температур. Такое сокра-
щение при температуре T = 0.0002t продемонстри-
ровано на рис. 7. В этом случае ImΣ↑

nor(E) имеет
особенности при значениях энергии, соответствую-
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Рис. 8. Энергетические зависимости мнимых частей нор-
мальной ImΣ↑

nor, спаривающей ImW ↑ и общей ImΣ↑
tot

собственных энергий при T = 0.004 для dx2−y2 -спарива-
ния
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Рис. 9. Энергетические зависимости мнимой части нор-
мальной ImΣ↑

nor, спаривающей ImW ↑ и общей ImΣ↑
tot

собственных энергий при T = 0.03 для dx2−y2 -спаривания

щих границам энергетической щели при E � ±Ek,
а ImW ↑(E) кроме этих особенностей имеет особен-
ность при E = 0. Значения ImΣ↑

nor(E) и ImW ↑(E)

в особенностях E � ±Ek имеют разные знаки, что
и приводит к их взаимному сокращению в полной
ImΣ↑

tot(E) собственной энергии. С ростом темпера-
туры особенности на границах энергетической щели
становятся менее выражены, а значения ImΣ↑

nor(E)

и ImW ↑(E) становятся одного знака. Это происхо-
дит при температурах примерно 0.004t, когда сла-
гаемое V2 становится сравнимым с V1 (см. рис. 6).
В результате этого особенности в ImΣ↑

tot(E) при
E � ±Ek в этой области температур даже уси-
ливаются. Это продемонстрировано на рис. 8. При
приближении к сверхпроводящему переходу особен-
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ности на энергетической зависимости ImW ↑(E) на
границах щели при E � ±Ek исчезают, а остав-
шиеся в ImΣ↑

nor(E) полностью компенсируются в
полной собственной энергии ImΣ↑

tot(E) расходимо-
стью ImW ↑(E), которая определяется полюсом при
E = 0. Это продемонстрировано на рис. 9. Необхо-
димо отметить, что согласно [13] взаимное сокраще-
ние особенностей на границах энергетической щели
E � ±Ek является своеобразным тестом на их фер-
мионное происхождение. Однако в работе [13] в рам-
ках DMFT на решетке Бете для модели Хаббарда с
притягивающим взаимодействием такое сокращение
наблюдается при температурах близких к Tc, а при
низких температурах оно отсутствует, поскольку со-
гласно [13] в этой области справедливо описание в
рамках фермион-бозонной модели. В отличие от [13]
в рассматриваемой нами модели сокращение особен-
ностей происходит при достаточно низких темпера-
турах (вплоть до квантового предела T → 0), а при
температурах близких к Tc происходит их компен-
сация. Как отмечалось во введении, сингулярные
структуры и их сокращение в оптимально допиро-
ванном Bi2212 с Tc = 90 K [11] и недодопированном
Bi2201 с Tc = 29 K [12] обнаруживаются соответ-
ственно при T = 11 K и T = 12 K, т. е. при темпера-
турах гораздо ниже температур сверхпроводящего
перехода.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для квазидвумерной однозонной модели с
притяжением между электронами, находящимися
на соседних узлах, исследована структура энерге-
тической зависимости нормальной и аномальной
компонент собственной энергии одночастичной
функции Грина, возникающая в результате рассея-
ния носителей заряда на термических флуктуациях
электрон-дырочных пар. Резонансный характер
этого рассеяния является причиной возникновения
особенностей на энергетической зависимости компо-
нент собственной энергии. Показано, что в рамках
рассматриваемой нами модели в квадратичном
приближении по флуктуирующему потенциалу
в АТА компоненты собственной энергии имеют
структуру аналитических выражений феномено-
логической модели гибридизации электронов со
скрытыми фермионными возбуждениями. Однако
параметры в полученных нами выражениях опре-
деляются в самосогласованных расчетах и зависят
от температуры, электронной плотности и силы
межэлектронного взаимодействия. Проведенный

анализ показывает, что на энергетических зависи-
мостях обеих компонент собственной энергии на
границах энергетической щели имеются характер-
ные пики. Однако в отличие от результатов других
работ, взаимное сокращение этих пиков в полной
собственной энергии в нашем случае происходит
при достаточно низких температурах (вплоть до
квантового предела T → 0, где определяющую
роль играют квантовые флуктуации). С ростом
температуры это взаимное сокращение сменяется
на взаимное усиление, а в области температур
близких к сверхпроводящему переходу происходит
взаимная компенсация особенностей. Кроме того,
смена знака в обеих компонентах собственной энер-
гии за пределами энергетической щели не связана
с квантовым характером флуктуаций, поскольку
также наблюдается для рассматриваемой нами
модели термических флуктуаций. В данном слу-
чае это происходит в области достаточно низких
температур для вещественной части аномальной
собственной энергии и при достаточно высоких
температурах для мнимой части аномальной соб-
ственной энергии. Эти величины, извлеченные из
экспериментальных данных ARPES, при низких
температурах действительно меняют знак в этой
области энергий.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания Министерства науки и
высшего образования РФ (тема №121030100005-1).
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Основанный на межузельной теории Гранато метод, позволяющий рассчитать температурную зависи-
мость модуля сдвига G на основе экспериментальных данных калориметрии, успешно проверен на ряде
объемных металлических стекол. Впервые представлены результаты прогнозирования в широком диа-
пазоне температур, включающем кристаллизацию как исходных, так и релаксированных металлических
стекол. Погрешность расчета температурных зависимостей модуля сдвига металлических стекол при
кристаллизации не превышает 10%.

DOI: 10.31857/S0044451022030075

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время все более аргументирован-
ной становится идея о том, что нерелаксированный
(высокочастотный) модуль сдвига представляет со-
бой важнейший физический параметр, определяю-
щий на наноскопическом масштабе элементарные
процессы релаксации и деформации в некристалли-
ческих материалах, включая металлические стек-
ла (МС). Эта идея восходит к работам Немилова
60-х годов прошлого века, который предположил,
что энергия активации вязкого течения в оксидных
стеклах пропорциональна макроскопическому моду-
лю сдвига [1]. Подобные идеи позже были сформули-
рованы Дайре [2,3], Джонсоном и Самвером с соав-
торами [4,5] и другими исследователями (см. обзоры
[3, 6]). К настоящему времени установлено большое
количество корреляций макроскопического модуля

* E-mail: afoningv@gmail.com
** J. C. Qiao.

сдвига с различными физическими свойствами МС,
как показано в подробном обзоре Ванга [6].

Информация о модуле сдвига имеет большое зна-
чение для понимания природы различных процес-
сов, происходящих в некристаллических конденси-
рованных средах. Многие важные вопросы, связан-
ные со сдвиговой упругостью МС, все еще оста-
ются неясными, несмотря на исследования в те-
чение длительного времени. В значительной сте-
пени эти вопросы связаны с пониманием приро-
ды физических процессов, обеспечивающих взаимо-
связь макроскопического модуля сдвига и физиче-
ских свойств МС. Для решения обозначенной про-
блемы необходимы детальные данные об особенно-
стях кинетики релаксации модуля сдвига в МС. В
свою очередь, прецизионное измерение температур-
ных зависимостей нерелаксированного модуля сдви-
га является сложной технической задачей, и чис-
ло таких исследований невелико. Среди наиболее
удобных методов, позволяющих проводить эти ис-
следования, стоит отметить метод электромагнит-
но-акустического преобразования (ЭМАП) [7, 8], с
помощью которого были выполнены измерения тем-
пературных зависимостей модуля сдвига в ряде раз-

373

EDN: HPDKJF



А. C. Макаров, Г. В. Афонин, Ц. Ч. Цзиао и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022

личных МС [8–13]. Однако у этого метода есть опре-
деленные ограничения. Например, измерения моду-
ля сдвига МС в состоянии переохлажденной жид-
кости весьма сложны вследствие высокого уровня
затухания вблизи и выше температуры стеклова-
ния, а также быстрого роста модуля сдвига при кри-
сталлизации. Задача настоящей работы — показать,
что температурная зависимость нерелаксированно-
го модуля сдвига как исходных, так и релаксиро-
ванных МС может быть рассчитана в широком диа-
пазоне температур (включающем кристаллизацию
аморфной матрицы) на основе термограмм, реги-
стрируемых методом дифференциальной сканирую-
щей калориметрии. Расчет может быть осуществлен
в рамках физических представлений о фундамен-
тальной взаимосвязи сдвиговой упругости и тепло-
вых свойств МС.

2. ИДЕОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ

Нерелаксированный модуль сдвига является
ключевым параметром межузельной теории (МТ)
Гранато [14, 15], в рамках которой удалось описать
явления релаксации и кристаллизации в аморф-
ных сплавах [12]. В основе МТ лежит гипотеза
о том, что плавление простых кристаллических
металлов связано с быстрой генерацией межузель-
ных дефектов в наиболее устойчивой гантельной
конфигурации (специально поставленные экспери-
менты подтвердили эту гипотезу [16]). Эти дефекты
остаются идентифицируемыми структурными еди-
ницами в жидком состоянии [17] и замораживаются
при быстрой закалке расплава, реализуемой при
изготовлении стекла. При этом явления релак-
сации и кристаллизации в аморфном состоянии
можно интерпретировать как результат изменения
концентрации этих дефектов при термообработке.
В аморфном состоянии эти дефекты не могут
быть идентифицированы по их геометрическим
признакам, характерным для кристаллов (два
атома стремятся занять один и тот же минимум
потенциальной энергии), но, тем не менее, они
сохраняют те же свойства, которые типичны для
межузельных гантелей в кристаллах [12].

Внешнее сдвиговое напряжение вызывает стру-
ноподобное движение около двух десятков атомов
вокруг ядер дефектов, что приводит к неупругому
эффекту, вследствие чего сильно уменьшается мо-
дуль сдвига. Поэтому модуль сдвига G становится
экспоненциально зависимым от концентрации c вмо-
роженных дефектов межузельного типа, т. е.

G = μe−αβc,

где μ — модуль сдвига материнского кристалла, без-
размерный параметр α ≈ 1 связан с полем деформа-
ции дефекта, а безразмерная сдвиговая восприимчи-
вость β, определяемая ангармонизмом межатомно-
го взаимодействия, равна 15–20. При этом энталь-
пия образования дефектов межузельного типа так-
же контролируется модулем сдвига,

H = αΩG,

где α — та же определенная выше величина, а Ω —
объем, приходящийся на атом. Эти два простых
уравнения составляют основу МТ и ведут к ин-
тересным и важным выводам. Во-первых, концен-
трацию межузельных дефектов можно контролиро-
вать путем прецизионных измерений модуля сдвига.
Во-вторых, любая релаксация модуля сдвига вслед-
ствие изменения концентрации дефектов приводит к
изменению энтальпии их образования. Следователь-
но, любые изменения энтальпии, происходящие при
термообработке аморфного сплава, также контроли-
руются модулем сдвига. Это, в свою очередь, озна-
чает, что выделение и поглощение тепла при термо-
активируемой структурной релаксации неразрывно
связаны с макроскопическим модулем сдвига [12].

Основанный на МТ подход является эффектив-
ным инструментом для понимания и прогнозиро-
вания различных релаксационных явлений в МС и
однозначно показывает связь между МС и их кри-
сталлическими аналогами [12, 18]. В частности, он
дает 1) количественное объяснение изменений плот-
ности, происходящих при структурной релаксации
и кристаллизации МС [19]; 2) физическую интер-
претацию того факта, что полное тепловыделение
при структурной релаксации и кристаллизации при-
близительно равно теплопоглощению при плавле-
нии [20]; 3) хорошее описание высоты бозонного пи-
ка избыточной теплоемкости стекла [12].

В недавней работе [21] было показано, что изме-
нение модуля сдвига при структурной релаксации
МС может быть рассчитано в рамках МТ с исполь-
зованием данных дифференциальной сканирующей
калориметрии (ДСК) в соответствии с уравнением

G(T ) =
Grt

μrt
μ(T )− ρβ

Ṫ

Tcr∫
Tr

W (T ) dT, (1)

где Grt и μrt — модули сдвига соответственно стек-
ла и кристалла при комнатной температуре, μ(T ) —
температурная зависимость модуля сдвига кристал-
лического состояния, Ṫ — скорость нагрева, ρ —
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Таблица. Параметры исследуемых МС: плотность ρ, модули сдвига при комнатной температуре в исходном состо-
янии Grt

init, после релаксации Grt
rel и после полной кристаллизации μrt, сдвиговая восприимчивость β

Химический состав
стекла, ат.%

ρ,
г/см3

Grt
init,

ГПа
Grt

rel,
ГПа

μrt,
ГПа

β

Zr47.5Cu47.5Al5 7.130 [6] 32.40 [6] − 45.80 17.9 [28]
Zr46Cu45Al7Ti2 7.020 [6] 33.61 [6] − 48.00 21.1 [28]
Zr65Cu15Ni10Al10 6.271 [6] 30.30 [6] − 50.69 19.3 [28]
Zr47Cu45Al7Fe1 7.000 [6] 33.75 [6] − 42.10 19.4 [28]
Pd40Ni40P20 9.405 [22] 38.60 [6] 41.00 57.30 20.5 [28]

Pd43.2Cu28Ni8.8P20 9.380 [23] 34.50 [24] 35.90 40.40 13.2 [28]
Cu49Hf42Al9 10.90 [25] 43.60 [25] 44.80 53.97 21.4 [29]

Zr46(Cu0.8Ag0.2)46Al8 7.177 [26] 33.80 [27] 35.30 44.80 18.3 [28]

плотность,W (T ) — тепловой поток (измеренный ме-
тодом ДСК), Tr — комнатная температура и Tcr —
температура полной кристаллизации. Представля-
ет интерес проверить работоспособность метода для
прогнозирования температурной зависимости моду-
ля сдвига при кристаллизации МС.

3. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Для исследования были выбраны 8 объемных
МС (см. таблицу), полученных методом реактив-
ной закалки расплава (МС на основе Pd) и мето-
дом вакуумного всасывания (МС на основе Cu и Zr).
Измерения методом ДСК были выполнены с помо-
щью прибора Hitachi DSC 7020 в атмосфере азота
особой чистоты (99.999%). Максимальная погреш-
ность определения теплового потока не превыша-
ла 3.5%. Определение температурных зависимостей
высокочастотного модуля сдвига проводилось мето-
дом ЭМАП (см., например, работы [7–10]) на образ-
цах 5× 5× 2 мм3, колеблющихся поперечно на резо-
нансных частотах f = 500–700 кГц. Значения моду-
лей сдвига при комнатной температуре, Grt

init, взяты
из работ [6, 24, 25, 27] и перечислены в таблице. От-
носительная ошибка определения изменений модуля
сдвига составляла около 5 ppm при температурах
ниже калориметрической температуры стеклования
и около 100 ppm выше температуры стеклования.
Измерения G проводились в вакууме около 0.01 Па.
Скорости нагрева и охлаждения при измерениях мо-
дуля сдвига и теплового потока составляли 3 К/мин.

Объемные МС Zr65Cu15Al10Ni10, Zr47.5Cu47.5Al5,
Zr46Cu45Al7Ti2 и Zr47Cu45Al7Fe1 исследовались
в исходном состоянии. Другие четыре МС,
Cu49Hf42Al9, Zr46(Cu0.8Ag0.2)46Al8, Pd40Ni40P20

и Pd43.2Cu28Ni8.8P20, изучались в релаксирован-
ном состоянии, подготовленном путем нагрева
образца со скоростью 3 К/мин выше температуры
стеклования и последующего охлаждения с той
же скоростью до комнатной температуры. Все
образцы МС нагревались на 70–100 К выше темпе-
ратуры начала кристаллизации Tx (до температур
780–870 К), что во всех случаях приводило к полной
кристаллизации. Второе измерение для всех стекол
проводилось на том же самом образце с целью
измерения температурной зависимости модуля
сдвига μ(T ) образца в кристаллическом состоянии.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1 приведен пример результатов ДСК для
исходного стекла Zr65Cu15Al10Ni10. На рис. 1б пока-
заны результаты измерений теплового потока, вы-
полненных на одном и том же образце массивного
МС Zr65Cu15Al10Ni10 в исходном состоянии до 873 K
(полная кристаллизация), обозначенном как run 1,
и в полностью кристаллизованном образце, обозна-
ченном как run 2. Соответствующий протокол тер-
мообработки этого стекла представлен на рис. 1а.
Видно, что при первом нагреве (run 1) наблюдают-
ся 1) тепловыделение при структурной релаксации
ниже температуры стеклования Tg ≈ 626 К (пока-
зана стрелкой), 2) поглощение тепла в состоянии
переохлажденной жидкости выше Tg и 3) большой
пик тепловыделения при кристаллизации, который
начинается при Tx ≈ 704 K (показано стрелкой).
Второй нагрев (run 2) демонстрирует термограмму
ДСК полностью кристаллизованного образца, полу-
ченного в результате нагревания до 870 К. Видно,
что температурная зависимость теплового потока
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Протокол термообработки объем-
ного МС Zr65Cu15Al10Ni10 (а), экспериментальные данные
ДСК (б) для МС в исходном состоянии (run 1) и после пол-
ной кристаллизации (run 2), а также термограмма ДСК (в)

исходного образца без вклада кристалла (run 1–run 2)

для кристалла представляет собой монотонно убы-
вающую функцию без каких-либо аномалий.

На рис. 2 приведен пример результатов ДСК для
релаксированного стеклаCu49Hf42Al9. На рис. 2б по-
казаны кривые ДСК для стекла в исходном состоя-
нии (run 1) при нагревании до 796 K (в область пере-
охлажденной жидкости), в релаксированном (run 2)
состоянии (полученном путем медленного охлажде-
ния образца до комнатной температуры) при нагре-
вании до 873 K (полная кристаллизация) и в пол-
ностью кристаллизованном состоянии (run 3). Со-
ответствующий протокол термообработки представ-

Рис. 2. (В цвете онлайн) Протокол термообработки (а)
объемного МС Cu49Hf42Al9, термограммы ДСК (б) в ис-
ходном (run 1), релаксированном (run 2) состояниях и пос-
ле полной кристаллизации (run 3), а также термограмма
ДСК (в) релаксированного образца без вклада кристалла

(run 2–run 3)

лен на рис. 2а. Run 1 демонстрирует тепловыделе-
ние при структурной релаксации ниже Tg ≈ 765 K
(показано стрелкой) и поглощение тепла в состоя-
нии переохлажденной жидкости выше Tg. При вто-
ром нагреве (run 2) экзоэффект ниже Tg, характер-
ный для структурной релаксации, уже не наблюда-
ется, в то время как эндоэффект при Tg остается
почти неизменным. Далее наблюдается большой пик
тепловыделения при кристаллизации, начинающей-
ся вблизи Tx ≈ 815 K (показано стрелкой). Термо-
грамма ДСК образца в кристаллическом состоянии
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Температурные зависимости
модулей сдвига Ginit (экспериментальные и вычислен-
ные с помощью уравнения (1)) и μ (зеленые линии) МС
Zr47.5Cu47.5Al5 (а) и Zr65Cu15Al10Ni10 (б) в исходном со-

стоянии и после кристаллизации

(run 3) не имеет каких-либо особенностей. ДСК-из-
мерения для других исследуемых МС показывают
аналогичные закономерности и здесь не приводят-
ся.

Тепловые потоки, поглощаемые или выделяемые
исходным и релаксированным МС без вклада кри-
сталлического состояния, рассчитывались соответ-
ственно как

Winit(T ) =Wrun1(T )−Wrun2(T ),

Wrel(T ) =Wrun2(T )−Wrun3(T ).

Эти величины также представлены на рис. 1в и 2в
и использовались для расчета температурных зави-
симостей модуля сдвига при кристаллизации с ис-
пользованием уравнения (1).

Красные символы на рис. 3–6 показывают тем-
пературные зависимости модуля сдвига МС в исход-
ном (рис. 3, 4) и релаксированном (рис. 5, 6) состоя-
ниях. Сплошные зеленые линии на обоих рисунках

Рис. 4. То же, что на рис. 3, но для МС Zr46Cu45Al7Ti2 (а)
и Zr47Cu45Al7Fe1 (б)

соответствуют температурным зависимостям моду-
ля сдвига μ полностью кристаллизованных образ-
цов. Все измерения G(T ) и μ(T ) проводились с той
же термической обработкой, что и при калоримет-
рических испытаниях (см. рис. 1, 2). На рис. 3–6 по-
казаны типичные для объемных МС температурные
зависимости нерелаксированного модуля сдвига (см.
например, работы [8, 18, 21, 30]): 1) почти линейное
уменьшение, G, обусловленное ангармонизмом меж-
атомного взаимодействия, при T < Tg с ростом G

при структурной релаксации и увеличением накло-
на |dG/dT | примерно в 5 раз при T > Tg в исходном
образце (эксп. исходн.); 2) почти линейное убывание
G ниже калориметрической температуры стеклова-
ния Tg с ростом наклона |dG/dT | в релаксирован-
ном образце при T > Tg (эксп. релакс.); 3) быстрое
увеличение G на 20–60% выше температуры нача-
ла кристаллизации Tx (значения различаются для
стекол разного химического состава) и 4) линейное
снижение μ с температурой в полностью кристалли-
зованном образце (эксп. крист.).
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Температурные зависимости
модулей сдвига Grel (экспериментальные и вычисленные
с помощью уравнения (1)) и μ (зеленые линии) МС
Pd40Ni40P20 (а) и Cu49Hf42Al9 (б) в релаксированном со-

стоянии и после кристаллизации

Рисунки 3–6 также демонстрируют вычисленные
с помощью уравнения (1) на основе калориметри-
ческих данных температурные зависимости модуля
сдвига для указанных МС. Параметры, взятые для
расчета, перечислены в таблице. Результаты про-
гнозирования показаны синими пунктирными ли-
ниями для исходного (расч. исходн. на рис. 3, 4)
и синими сплошными линиями для релаксирован-
ного (расч. релакс. на рис. 5, 6) состояний. Видно,
что расчет правильно воспроизводит все особенно-
сти экспериментальных данных G(T ), упомянутые
выше. Максимальные отклонения расчета от экспе-
риментальных данных составляют 7–10% для раз-
личных исследуемых стекол. Эти отклонения на-
блюдаются при температурах T > Tx (при резком
скачке модуля сдвига, вызванном кристаллизаци-
ей) и могут быть объяснены: 1) изменением объема,
происходящим при кристаллизации стекла [8, 31];
2) потенциальным наличием температурной зави-
симости сдвиговой восприимчивости β при крис-

Рис. 6. (В цвете онлайн) То же, что на рис. 5, но для МС
Pd43.2Cu28Ni8.8P20 (а) и Zr46(Cu0.8Ag0.2)46Al8 (б)

таллизации; 3) искажением результатов измерений
температуры, связанным с большим тепловыделе-
нией при кристаллизации, а также 4) возможным
ускорением кристаллизации при воздействии ульт-
развука [32]. Ниже температуры начала кристалли-
зации Tx соответствие между расчетными и экспе-
риментальными кривыми значительно лучше, и от-
клонение не превышает 1%. Таким образом, урав-
нение (1) дает хорошее описание экспериментальной
кинетики модуля сдвига при кристаллизации МС в
исходном и релаксированном состояниях на основе
калориметрических данных.

Уравнение (1) можно записать в дифференци-
альной форме:

ρβdU =
Grt

μrt
dμ− dG, (2)

так как при относительно небольшом вкладе изме-
нений объема (менее 10%) в энтальпию H стекла
[31] тепловой поток можно принять равным W ≈
≈ dU/dt, где U — внутренняя энергия.
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В результате интегрирования уравнения (2) по
замкнутой траектории Tr → Tcr → Tr (где Tcr —
температура полной кристаллизации) получим вы-
ражение для избыточной внутренней энергии стекла
по отношению к кристаллическому состоянию:

ΔU =
1

ρβ
(μ−G). (3)

Это выражение показывает, что избыточная внут-
ренняя энергия ΔU определяется разницей модулей
сдвига стекла и кристалла и становится равной ну-
лю при G = μ. Это, в свою очередь, означает, что
ΔU МС в основном определяется упругой энерги-
ей дефектов, аналогичных по своим свойствам меж-
узельным гантелям в кристаллах и вмороженных в
структуру стекла при его изготовлении. При кри-
сталлизации МС эта энергия ΔU выделяется в ви-
де тепла, что подтверждает основные выводы, полу-
ченные ранее [30].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что высокочастотный модуль сдвига
металлических переохлажденных жидкостей на ос-
нове Zr, Cu и Pd при кристаллизации может быть
предсказан с точностью 7–10% по формуле (1). Для
этого необходимо определить тепловой поток W (T )

с помощью дифференциальной сканирующей кало-
риметрии, модуль сдвига μrt материнского кристал-
ла при комнатной температуре, его температурную
зависимость μ(T ), а также величину модуля сдвига
при комнатной температуре для исходного Grt

init или
релаксированного Grt

rel стекла.
Уравнение (1) предполагает, что нагрев приво-

дит к релаксации системы вмороженных при изго-
товлении стекла дефектов, аналогичных межузель-
ным гантелям в кристаллах, что в конечном сче-
те ведет к полной кристаллизации. Упругая энер-
гия этой системы дефектов определяет избыточную
внутреннюю энергию стекла по отношению к ма-
теринскому кристаллу. Свойства стекла и материн-
ского кристалла, таким образом, взаимосвязаны.

Статья посвящена Ю. П. Митрофанову, кото-
рый внес существенный вклад в эту работу, но
рано ушел из жизни.
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От ударной волны до внешней магнитосферы регистрируются резонансные моды с частотами
0.02–10 мГц, причем природа резонансов на частотах 0.02–0.25 мГц до сих пор не объяснена. Нами
предложена модель ударной волны в виде круглой пластины, свободой по внешнему контуру, которая
предсказывает резонансные моды на частотах 0.02–0.3 мГц и ниже. Мы демонстрируем регистрацию
этих модельных резонансных мод по данным пяти спутников, причем предсказанный моделью резонанс
около 0.1 мГц наблюдается в магнитослое непрерывно 17 часов как за параллельной, так и за перпен-
дикулярной ударными волнами. Резонансные моды ударной волны вызывают трехволновые нелинейные
каскады, осуществляющие широкополосную когерентную связь с резонансами как у магнитопаузы, так
и внутри нее. Именно когерентный характер процессов в протяженной области с разными собственными
линейными резонансными модами обуславливает, по нашему мнению, достаточно новый — нелинейно-
каскадный — подход к эффективному преобразованию энергии набегающего потока при взаимодействии
с препятствием. Это представляется существенным для всей нелинейной физики. Мы приводим также
аргументы, указывающие на возможность за счет энергии солнечного ветра автогенерации резонансных
мод в замкнутом контуре ударная волна/магнитопауза с обратной связью в виде узких импульсов вектора
Пойнтинга.

DOI: 10.31857/S0044451022030087

1. ВВЕДЕНИЕ

Мы предлагаем модель генерации собственных
резонансных мод ударной волны (УВ) в виде круг-
лой пластины, свободой по внешнему контуру [1–3],
и обобщаем цикл работ по изучению нелинейных

* E-mail: ssavin@iki.rssi.ru
** Z. Nemecek

*** J. Safrankova
**** С. Wang

† J. Blecki

взаимодействий резонансов у внешних границ маг-
нитосферы [4–6].

Ранее было показано, что на возмущенной сол-
нечным ветром (СВ) УВ генерируются плазменные
струи с динамическим давлением в магнитослое за
УВ выше, чем в невозмущенном СВ [4]. Их можно
рассматривать как нелинейные магнитогидродина-
мические волны в потоке СВ, термализованного на
УВ. Они сталкиваются с магнитопаузой (МП), де-
формируют ее вблизи подсолнечной точки или даже
пробивают ее на периферии. Деформированная маг-
нитопауза, в свою очередь, возбуждает в магнито-
сфере альвеновские волны, которые вдоль магнит-
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ных силовых линий доходят до ионосферы и реги-
стрируются в виде геомагнитных пульсаций [5].

Появление струй промодулировано резонансны-
ми модами УВ и МП, деформирующими УВ. При-
роду и регистрацию собственных мод УВ мы и изу-
чаем в этой статье. Обратная связь МП с УВ осу-
ществляется слабыми короткими импульсами век-
тора Пойнтинга. Наиболее вероятно, это нелиней-
ные быстрые магнитозвуковые волны, вызывающие
трехволновое взаимодействие с набегающим пото-
ком плазмы с бикогерентностью до 90% [5]. Эти им-
пульсы, в свою очередь, промодулированы резонанс-
ными модами, генерирующимися у МП за счет ее
мембранной неустойчивости на частоте 0.25–10 мГц
[6]. Но многочисленные данные показывают, что ре-
гистрируются резонансные моды на более низких
частотах вплоть до 0.02 мГц. Предполагая, что это
происходит за счет генерации собственных мод УВ,
мы предлагаем следующую простую модель.

2. МОДЕЛЬ

Головная УВ в подсолнечной области модели-
руется круглой магнитогидродинамической пласти-
ной, свободной по внешнему контуру. Пластиной на-
зывается плоский однородный слой, если его толщи-
на много меньше радиуса. Исследование колебатель-
ных свойств механических пластин имеет давнюю
историю в физике сплошных сред. Так, частотное
уравнение круглой механической пластины, свобод-
ной по внешнему контуру, приведено в отечествен-
ных справочниках [1, 2] и в спонсированной Наци-
ональным управлением по аэронавтике и космосу
США монографии [3]. Это уравнение имеет вид

β2R2Jn(βR) + (1− ν)[βRJ ′
n(βR)− n2Jn(βR)]

β2R2In(βR)− (1− ν)[βRI ′n(βR) − n2In(βR)]
=

=
β3R3J ′

n(βR)+(1−ν)n2[βRJ ′
n(βR)−Jn(βR)]

β3R3I ′n(βR)−(1− ν)n2[βRI ′n(βR)−In(βR)]
. (1)

Здесь Jn и In — обычная и модифицированная
функции Бесселя первого рода. β = (ρhω2/D)1/2,
R — радиус пластины, ρ — плотность пластины, h —
толщина пластины, ω — частота колебаний, цилин-
дрическая жесткость

D =
Eh3

12(1− ν2)
, (2)

E — модуль Юнга, ν — коэффициент Пуассона. Мо-
дуль Юнга E связан с модулем объемной упругости
K следующим образом: E = 3K(1− 2ν).

Сложная структура УВ не позволяет прямо при-
менить технику уравнения Власова. Поэтому для
исследования собственных колебаний фронта УВ в
качестве начального приближения используем из-
вестные результаты по изучению колебаний механи-
ческих пластин. Подобная процедура осуществлена
нами ранее при исследовании собственных колеба-
ний магнитопаузы, где был использован аналог ме-
ханической мембраны [6]. Верификацией использо-
ванного метода в этом случае явилось практичес-
кое совпадение собственных модельных частот МП
с рядом «магических частот», давно наблюдаемых и
в спутниковых, и в наземных данных. Подтвержде-
нием универсальности частотного уравнения (1) яв-
ляется, например, его успешное применение в аэро-
динамике [3].

На данном этапе мы предполагаем, что наша мо-
дель может описывать часть существенных свойств
УВ, и определим, какая это часть, из сравнения с
экспериментом. Поскольку пластина закреплена в
центре, а края ее свободно движутся, находясь под
действием изгибающих моментов центральной обла-
сти, мы полагаем, что именно свойства центральной
области определяют основные черты колебаний пла-
стины и резонансы. А центральная область магни-
топаузы хорошо приближается плоской пластиной.

В нашей задаче необходимо перейти от механи-
стического описания к магнитогидродинамическому
применительно к головной ударной волне, образо-
ванной перед магнитосферой при ее обтекании плаз-
мой солнечного ветра. По определению, коэффици-
ент Пуассона равен отношению относительного сжа-
тия образца к его относительному удлинению:

ν = −Δd/d

Δl/l
.

Для случая магнитогидродинамики выделенный
объем плазмы при растяжении не сопровождается
его сжатием, т. е. Δd = 0, поэтому ν = 0. Известно,
что модуль объемной упругости К для идеального
газа равен KT = P для изотермического процесса
(здесь P — давление). Плотность среды на фронте
ударной волны ρ = N(mi +me), а давление

P =
ε0E

2
e

2
+
B2

2μ0
+
N(miυ

2
i +meυ

2
e)

2
=

=
ε0E

2
e

2
+
B2

2μ0
+N(Θi +Θe). (3)

Рассматриваемый процесс собственных колебаний
фронта ударной волны можно считать изотермичес-
ким. Полученная система уравнений (1)–(3) решена
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Таблица. (f = ω/2π)

f , мГц

R = 3 RE

1) 0.00242, h = 0.01 RE

2) 0.0262

1) 0.0242, h = 0.1 RE

2) 0.262

R = 5 RE

1) 0.000869, h = 0.01 RE

2) 0.00944

1) 0.00869, h = 0.1 RE

2) 0.0944

R = 10 RE

1) 0.000216, h = 0.01 RE

2) 0.00235

1) 0.00216, h = 0.1 RE

2) 0.0235

R = 20 RE

1) 0.0000544, h= 0.01 RE

2) 0.000592

1) 0.000544, h = 0.1 RE

2) 0.00592

численно в пакете MAPLE при следующих парамет-
рах, соответствующих головной ударной волне:

ε0 = 8.85 · 10−12 Ф/м, μ0 = 1.26 · 10−6 Г/м,

Ee = 0.005 В/м, B = 2.5 · 10−8 Тл,

Θi = 1.6 · 10−17 Дж, Θe = 1.6 · 10−17 Дж,

mi = 1836 · 10−31 кг, me = 9.1 · 10−31 кг,

N = 16 · 106 м−3, ν = 0,

RE — радиус Земли, равный 6.374 · 106 м.
Ниже, в таблице приведены результаты решения

частотного уравнения (1) в среде пакета MAPLE
для функций Бесселя нулевого порядка и радиусов
фронта головной ударной волны R = 3, 5, 10 и 20RE.
Толщины h = 0.1 и 0.01RE выбраны из статистичес-
кого исследования толщин УВ [7]. (Межпланетные
УВ имеют схожие параметры с околоземной.) Сле-
дует отметить, что под радиусом в случае УВ мы
понимаем расстояние вдоль УВ от ее центра (под-
солнечной точки) до границы резонансной области
(зависящей от положения спутника в магнитослое),
что позволяет качественно применять нашу модель
и для изогнутой УВ аналогично МП [6]. Отметим
линейную зависимость частот резонансов от толщи-
ны h в таблице при фиксированном R, а также паде-
ние частот резонансов с увеличением R. Из таблицы

Рис. 1. Вэйвлетные спектры мощности потока плазмы nV

по данным разных спутников: WIND, 20.03.2012, 13-18 UT
(нижняя область без заливки); SPEKTR-R, 13-21 UT (кре-
стики, голубая заливка); CLUSTER-4, 20.03.2012, 13-18 UT
(желтая заливка); GEOTAIL, 05-24 UT (фиолетовая залив-
ка). Красные линии — гармоники из таблицы, фиолето-

вые — МП с R = 25RE , черные — МП с R = 10RE

следует, что для функций Бесселя нулевого поряд-
ка имеются две собственные частоты. Мнимая часть
решений равна нулю, что физически означает прак-
тическое отсутствие затухания или раскачки коле-
баний.

Мы можем сопоставлять с экспериментом толь-
ко частоты свыше 0.01 мГц, поскольку спутники не
находятся в физически однородных областях доста-
точное время, чтобы измерять более низкие часто-
ты.

Для верификации модели мы сделали оценку ха-
рактерной частоты для R = 3RE (поскольку здесь
с достаточной точностью применима модель именно
плоской пластины), разделив характерную скорость
на диаметр пластины (максимальное расстояние на
пластине, проходимое резонансной волной). Харак-
терную скорость вдоль пластины мы оценили как
среднюю проекцию скорости СВ на УВ. Результат
по частоте составляет 0.25 мГц, что неплохо согла-
суется с максимальной частотой в таблице.

3. СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

На рис. 1 мы представляем данные измерений
потока плазмы nV (произведение плотности ионов
на скорость), т. е. доминирующий импульс в сол-
нечном ветре/магнитослое (СВ/МСЛ) на спутниках
SPEСTR-R, GEOTAIL, CLUSTER-4 и WIND (XGSE
от +14 до −17 RE) [6]. Кроме спутника WIND, на-
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Рис. 2. Биспектрогамма nV со спутника SPECTR-R,
20.03.2012

ходящегося в СВ, все спутники, как правило, на-
ходились под ударной волной в магнитослое. Рас-
стояние между ними в десятки радиусов Земли не
позволяет определить экспериментально длины ре-
зонансных волн, которые оцениваются в несколько
радиусов [4, 5]. Красными вертикальными линиями
показаны гармоники УВ-резонансов, согласно таб-
лице, черными и фиолетовыми — резонансы МП
[6]. Низкочастотные МП-резонансы (R = 25RE) пе-
ресекаются с резонансами УВ примерно на часто-
те 0.25 мГц. Экспериментальные максимумы вид-
ны вблизи УВ-резонансов на частотах 0.262, 0.0944
и 0.024 мГц (таблица). Поскольку рассматривае-
мые частоты много меньше протонной гирочастоты,
мы считаем все волны магнитогидродинамически-
ми. Первые две частоты относятся к максимальной
толщине h. С учетом линейной зависимости частот
резонансов от толщины h, за счет меньшей толщины
(вплоть до 10 раз) можно объяснить более низко-
частотные максимумы. Несколько более высокоча-
стотные максимумы могут соответствовать меньше-
му R. Это представляется вполне удовлетворитель-
ным подтверждением применимости нашей модели
УВ-резонансов.

На рис. 2 представлен биспектр nV cо спутни-
ка SPECTR-R. Напомним, он выделяет когерентные
процессы с частотами F1 + F2 = F3. На рис. 2:
F1 — по горизонтали, F2 — по вертикали, F3 —
подразумевается. Горизонтальная оранжевая линия
соответствует F ′2 = const (накачка, «′» означает
произвольные частоты), наклонная — F ′3 = const
(распад). На рис. 2 таких каскадов можно иденти-
фицировать по три каждого типа. Левая граница
биспектрограммы соответствует F3 = 2F2 — гене-
рации двукратных нелинейных гармоник. Мы назы-

Рис. 3. Биспектрограма со спутника THEMIS-A

ваем нелинейным трехволновым каскадом процесс
(например, F2 = const, накачка), в котором волны
на суммарной частоте снова и снова взаимодейству-
ют с исходной F2: F3 + F2 = F4; F4 + F2 = F5

и т. д.
Внизу рис. 2 виден именно такой каскад (см.

расширение в красной рамке). Его частота 0.1 мГц
позволяет считать, что это резонанс УВ (см. таб-
лицу, на МП частоты выше, рис. 1). Но возбужда-
ются также нелинейные гармоники (2F2, 3F2, 4F2,
6F2, см. стрелки на рис. 2), которые, свою оче-
редь, могут возбуждать нелинейные каскады, неот-
личимые (по одной только величине частоты) от
МП-каскадов. Подобные каскады могут возникать
и вдоль оранжевой наклонной линии F ′3 = const
(распад), но наблюдаются и прерывистые «распа-
ды», наряду с некаскадными трехволновыми взаи-
модействиями (см., например, рис. 2 в [6]).

На рис. 3 (опубликован ранее в нашей работе
[6]) дана вэйвлетная биспектрограмма модуля маг-
нитного поля |B| со спутника THEMIS-A, который
был в нескольких радиусах под дневной МП [6].
Она демонстрирует проникновение УВ-резонансов
внутрь магнитосферы. Ширина резонансов обуслов-
лена большим средним уровнем флуктуаций (свыше
30%): вместе со средними параметрами флуктуиру-
ют также резонансные частоты и масштабы. Внизу
полоса анализа включает УВ-резонанс вблизи час-
тоты 0.1 мГц, причем амплитуда максимальна на
спектрограмме. Горизонтальная полоса 0.24–0.3 мГц
(отмеченная горизонтальной черной прямой, накач-
ка) включает УВ-резонанс на частоте 0.262 мГц
(таблица). Этот горизонтальный каскад начинает-
ся максимумом F2 70% (слева). Он соответствует
едва заметному пику на рис. 1. Его вторая (нели-
нейная) гармоника близка к начальной частоте F2
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Рис. 4. Спектрограмма динамического давления со спут-
ника DOUBLE STAR, 27.03.2005 в дневном магнитослое

наклонного каскада. Вклад МП-резонанса в накач-
ку не исключен, но доминирование МП-резонанса
с эффективным МП-радиусом в 25RE мы считаем
маловероятным. Таким образом, мы демонстриру-
ем, что УВ-резонансы проникают прямо под МП,
например, за счет ударов плазменных струй по МП
[4, 6, 8]. Сигнал около 0.1–0.13 мГц (минимальный
диапазон анализа на рис. 3) связан с горизонталь-
ным максимумом, отмеченным черной прямой, ге-
нерацией второй (нелинейной) гармоники. Вместе
они обеспечивают когерентную связь УВ-резонанса
(0.1 мГц) с более высокочастотными резонансами у
МП и непосредственно с внутримагнитосферными
(см. ниже разд. 4 и [6, 9]), частота которых может
превышать на порядок частоту исходного УВ-резо-
нанса.

На вопрос, насколько длительными и стабиль-
ными могут быть УВ-резонансы, отвечает рис. 4.
На нем дана вэйвлетная спектрограмма динамиче-
ского давления (нормированного на давление в сол-
нечном ветре) со спутника DOUBLE STAR, пока-
зывающая резонансный максимум вблизи частоты
0.1 мГц одной из гармоник из таблицы. УВ-резонанс
виден в течение почти 17 часов (пока спутник нахо-
дился в зоне магнитослоя ударной волны)! Неболь-
шие вариации частоты мы приписываем как измене-
нию внешних условий (меняющих размеры и поло-
жение УВ), так и смещению спутника относительно
УВ и МП. Вблизи другого резонанса около частоты
0.262 мГц виден горизонтальный максимум в сере-
дине рис. 4 (таблица).

В [4] отмечено, что утечка кислорода О+ вы-
сокой энергии из магнитосферы в форшоке (сол-
нечный ветер перед ударной волной, соединенный
с ударной волной магнитным полем) коррелирует с

Рис. 5. Вэйвлетная кроссспектрограмма между потоком
О+ из ионосферы и динамическим давлением в форшоке
(спутник CLASTER-4, 27.03.2005). Нижний максимум на

частоте около 0.1 мГц соответствует данным таблицы

динамическим давлением на CLUSTER-4. Рисунок 5
иллюстрирует роль резонансов УВ в этом процессе.

Вэйвлетная кроссспектрограмма между потоком
О+ и динамическим давлением демонстрирует два
горизонтально протяженных максимума. Нижний
(около 0.1 мГц), соответствующий данным таблицы,
это УВ-резонанс. Наиболее яркий максимум (около
0.262 мГц) может быть как чисто за счет УВ-резо-
нанса, так и мог возникнуть первоначально у МП с
последующим возбуждением резонанса на УВ.

4. ДИСКУССИЯ

Представляется, что в настоящей работе нам
удалось найти последний элемент общей картины
обтекания СВ магнитосферы — сложнейшей и су-
щественно нелинейной — и это когерентные резо-
нансные моды, возникающие на УВ. Как мы пока-
зали раньше [4–6,8], эти МСЛ-процессы дают «силь-
ное эхо» во внутренней магнитосфере, ионосфере
и даже в сверхзвуковом потоке СВ-форшоке. Во
всех этих явлениях основополагающую роль игра-
ют трехволновые процессы. Мы подробно описыва-
ем эти процессы на примере рис. 2, 3 (см. разд. 3
и [5, 6]). Их наличие говорит о том, что амплитуды
первоначально линейных резонансов, предсказыва-
емых моделью, нарастают до нелинейных уровней,
и уже трехволновые дискретные каскады и нели-
нейные гармоники определяют сложную взаимообу-
словленную картину взаимодействия резонансных
УВ-мод с резонансами во внутренней и внешней маг-
нитосфере (см. рис. 2, 3, ср. с линейным подходом
внутри магнитосферы, например в [9]).

6 ЖЭТФ, вып. 3
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Используя упрощенную модель ударной волны в
виде круглой пластины, свободной по внешнему кон-
туру, нам удалось подтвердить гипотезу, что в такой
конфигурации резонансы могут возникать на УВ на
более низких частотах, чем на МП [4,5,8]. В работе
[5] рассматривается единый синхронизованный про-
цесс резонансов для ударной волны, магнитопаузы
и магнитослоя. В работах [6, 8] показано, как син-
фазные резонансы распространяются до поверхно-
сти Земли за счет альвеновского резонанса магнит-
ных силовых линий [9] и его трехволнового взаимо-
действия со сжимаемыми мембранными модами у
МП [6]. Они являются источником наземных резо-
нансов (так называемых «магических частот» [6]).

Если УВ-резонансы возбуждаются сразу на УВ
за счет возмущений в СВ или форшоке, то промо-
дулированные плазменные струи (или более слабые
флуктуации доминирующего динамического давле-
ния) прямо доходят до МП и ее деформируют [4,8].
Горизонтальные каскады накачки (рис. 2, 3) связы-
вают УВ-резонансы (в том числе их фазы) с более
высокочастотными МП-резонансами, а также непо-
средственно с альвеновскими резонансами силовых
линий (рис. 3) через трехволновые же взаимодей-
ствия [6]. Широкополосную когерентную связь ре-
зонансов в разных областях осуществляют именно
нелинейные дискретные каскады и нелинейные гар-
моники, что существенно отличается от предыду-
щих подходов, учитывающих только линейные взаи-
модействия [9]. Многоспутниковая многопараметри-
ческая демонстрация совместимости предсказаний
модели УВ с экспериментальными данными, явля-
ется одним из основных результатов нашей работы.
Это подтверждает возможность применения нашей
модели к описанию существенных свойств ударных
волн.

По результатам корреляции данных с восьми
спутников и 13 наземных станций 27.03.2005 [8] в
48% случаев резонансы возбуждаются сначала у
МП, а потом распространяются и к Земле, и к
УВ [5, 6, 8]. МП-резонансы возбуждают синфазные
УВ-резонансы, которые, деформируя УВ, создают
синфазно же модулированные струи (или более сла-
бые флуктуации динамического давления). Струи
деформируют МП и вновь возбуждают МП-резо-
нансы. Так, глобальная резонансный контур («пет-
ля») УВ-МП замыкается. Он может возникать и на
УВ (в 52% [8]). Потом трехволновые каскады «на-
качки» возбуждают более высокочастотные МП-ре-
зонансы, и дальше все идет опять по кругу, как и в
случае первичного возбуждения резонансов у МП.
При этом в петле УВ–МП с обратной связью в ви-

де узких импульсов вектора Пойнтинга, идущих к
УВ [5], возможен и режим автогенерации резонан-
сов в громадной распределенной системе УВ–МП за
счет энергии вновь и вновь набегающего потока СВ,
разбиваемого на струи (флуктуации динамическо-
го давления) резонансно деформируемой УВ. О воз-
можности автогенерации говорит необычайно высо-
кая бикогерентность (70–90% и более [5, 8]) между
слабыми импульсами, идущими от МП к УВ и несу-
щими основную энергию динамическим давлением
разрушаемого потока СВ. Причем импульсы высту-
пают в качестве накачки обратной связи МП с УВ
(см. рис. 3 в [5], ср. со слабой накачкой в мазере,
синхронизующей генерацию мощного радиоизлуче-
ния). В диапазоне частот исследуемых резонансов
(УВ–МП–силовые линии) бикогерентность на рис. 2,
3 составляет 30–80% и часто превышает 50%. Ста-
ционарность одного из УВ-резонансов хорошо видна
на рис. 4 на частоте около 0.1 мГц в течение 17 ча-
сов, которые спутник DOUBLE STAR находился в
магнитосфере).

Полагаем, что когерентное действие распреде-
ленной системы с разными собственными линейны-
ми резонансами и многочисленными источниками
их энергии должно существенно превосходить воз-
действие локализованных резонансов со случайной
фазой.

Каким образом более высокочастотные МП-ре-
зонансы возбуждают низкочастотные когерентные
УВ-резонансы? Лучше всего это иллюстрирует
рис. 3. Допустим, черная горизонтальная пря-
мая выделяет МП-резонансный каскад (что не
исключено, рис. 1, [6]). Тогда на пересечении ее с
наклонной черной прямой происходит распад вдоль
этой наклонной линии, где суммарная F3 = const =
= 0.7 мГц = F2 + F1. При этом формируется
наклонный «распадный» каскад, который начи-
нается сверху на второй (нелинейной) гармонике
горизонтального каскада. Этот распадный каскад
внизу доходит до горизонтального резонанса накач-
ки вблизи частоты 0.1 мГц (т. е. здесь происходит
распад F3 = 0.7 = 0.1 + 0.6 мГц). Частоты 0.1 мГц
близки к УВ-резонансным частотам из таблицы.
В общем случае распад с сохранением F3 может
происходить в любых дискретных точках (F1, F2).
При этом, если частота F2 совпадет с более низ-
кочастотным резонансом, то этот низкочастотный
резонанс может нарастать, сохраняя фазу.

5. ВЫВОДЫ

Итак, мы предложили простую модель ударной
волны и продемонстрировали регистрацию ее высо-
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кочастотных резонансов 0.02–0.3 мГц по данным пя-
ти спутников. Эти данные согласуются с нашей мо-
делью: спектральные и биспектральные максимумы
в потоке и динамическом давлении плазмы, в маг-
нитном поле, а также кросскорреляции динамичес-
кого давления и потока О+ наблюдаются вблизи
предсказанных моделью резонансных частот. Как
уже упоминалось, особенно представителен в этом
плане рис. 4: такой узкий и длительный резонанс
в энергонесущем динамическом давлении наблюда-
ется на предсказываемой моделью УВ-гармонике, а
его регистрация в течение всего нахождения спутни-
ка DOUBLE STAR в МСЛ/СВ может свидетельст-
вовать о практически постоянном существовании
замкнутого контура (петли) взаимного возбуждения
резонансов на УВ и МП (и, возможно, автогенера-
ции). Это мы считаем одним из важных результатов
нашей работы.

Отметим также значительное влияние именно
УВ-резонансов на истечение О+ из магнитосферы
в форшок (которое мы демонстрируем на рис. 5).

Мы выделяем также возможность непосред-
ственного проникновения УВ-резонансов под МП
(рис. 3) без участия МП-резонансов.

Повторяем, что выявленное нами соответствие
модели эксперименту постфактум подтверждает
возможность использование нашей модели для опи-
сания части существенных свойств УВ-резонансов
(ср. [6]).

Продемонстрированные доминирующие нели-
нейные процессы каскадного взаимодействия резо-

нансных мод (а также генерации нелинейных гар-
моник) в трех областях внешней магнитосферы мо-
гут представлять вполне определенный интерес для
всей нелинейной физики.
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Приближение мелкой воды обобщается для описания крупномасштабных течений тяжелой жидкости со
свободной поверхностью. Классические уравнения мелкой воды являются альтернативой решению пол-
ной системы гидродинамических уравнений в поле силы тяжести, однако классическое приближение не
учитывает плотностную неоднородность слоя жидкости. Исследовано течение тонкого слоя вращающейся
жидкости со свободной поверхностью при учете эффектов сжимаемости. Получена система квазилиней-
ных дифференциальных уравнений, которая описывает течение сжимаемой жидкости в приближении
мелкой воды. Найдены решения полученной системы в виде линейных волн Пуанкаре на f -плоскости и
волн Россби на β-плоскости в сжимаемых течениях. Исследована нелинейная динамика волн Россби в
сжимаемых течениях методом многомасштабных разложений. Полученные трехволновые уравнения для
амплитуд взаимодействующих волн проанализированы на наличие параметрических неустойчивостей, и
найдены их инкременты.

DOI: 10.31857/S0044451022030099

1. ВВЕДЕНИЕ

Приближение мелкой воды играет фундамен-
тальную роль при изучении крупномасштабных
процессов в атмосферах планет и океанов. Урав-
нения мелкой воды широко используются в гео-
физической гидродинамике для исследования круп-
номасштабных волн и их нелинейных взаимодей-
ствий. Классические уравнения мелкой воды явля-
ются альтернативой решению полной системы гид-
родинамических уравнений течения жидкости со
свободной границей в поле силы тяжести. Эти урав-
нения получаются из полных уравнений гидроди-
намики идеальной несжимаемой жидкости со сво-
бодной поверхностью, находящейся в поле силы тя-
жести, усреднением по глубине слоя в предполо-
жении гидростатичности распределения давлений и
малости толщины слоя по отношению к характер-
ному линейному размеру задачи и в пренебреже-

* E-mail: yudenkova.ma@phystech.edu

нии вертикальной неоднородностью плотности пото-
ка горизонтального импульса. Традиционно иссле-
дуют два типа линейных волн в приближении мел-
кой воды вращающейся жидкости. Первый тип —
это высокочастотные волны (волны Кельвина и вол-
ны Пуанкаре (инерционно-гравитационные)), вто-
рой тип волн — это низкочастотные планетарные
волны (волны Россби). Волны Кельвина и волны
Пуанкаре представляют собой модифицированные
вследствие вращения гравитационные волны, вол-
ны Россби образуются вследствие зависимости па-
раметра Кориолиса от широты в течениях на вра-
щающейся сфере.

Несмотря на фундаментальный характер приб-
лижения мелкой воды для описания течений жид-
кости в поле силы тяжести, классические уравне-
ния мелкой воды не учитывают плотностную неод-
нородность, всегда формируемую силой гравита-
ции. Поэтому условия применимости классических
уравнений мелкой воды к реальным средам огра-
ничиваются не только малостью отношения глуби-
ны слоя к характерному линейному размеру задачи,
но и характерным вертикальным масштабом изме-
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нения плотности вследствие наличия силы тяжести
и масштабом вертикальных неоднородностей гори-
зонтального поля скорости.

В работе предложена модель течения сжима-
емой жидкости в приближении мелкой воды для
описания эффектов неоднородности плотности [1].
Эта модель получается в результате усреднения по
толщине слоя полных уравнений движения Эйлера
сжимаемой жидкости в поле силы тяжести. Таким
образом, в этом приближении фильтруются звуко-
вые волны и учитывается зависимость плотности от
давления на крупных масштабах, описывающая эф-
фекты статической сжимаемости [2]. Такие условия
возникают в течениях газов с примесями твердых
частиц, например, в физике планетных колец [3],
при изучении пылевых бурь на Марсе [4], крупно-
масштабных течений в атмосфере Земли с частица-
ми пыли или песка [1], извержений вулканов [5,6], а
также в геофизике [7, 8].

Предложенная система выгодно отличается от
традиционных уравнений мелкой воды для несжи-
маемой жидкости. В классических уравнениях мел-
кой воды высота и горизонтальная скорость стол-
ба жидкости полностью определяют его взаимодей-
ствие с остальным объемомжидкости. В уравнениях
мелкой воды для сжимаемых жидкостей это взаи-
модействие определяется не только горизонтальной
скоростью и высотой, но и средней плотностью стол-
ба жидкости. Вследствие этого учет горизонталь-
ного импульса в уравнениях происходит более точ-
но, что является фундаментальным преимуществом
при применении этих уравнений к атмосферным,
океаническим и астрофизическим процессам. В ра-
ботах [1, 9, 10] показано, что учет сжимаемости в
модели мелкой воды приводит к улучшению пред-
сказания скорости распространения газового пото-
ка с примесью твердых частиц. Такое приближение
является альтернативой классическим многослой-
ным моделям мелкой воды для течений с неоднород-
ной плотностью [11], поскольку учитывает эффекты
стратификации и не требует разбиения течения на
несколько однородных слоев при численном моде-
лировании крупномасштабных процессов. Фактиче-
ски, приближение мелкой воды для изучения круп-
номасштабных неоднородных процессов в сжимае-
мой жидкости играет такую же фундаментальную
роль, как и аналогичное приближение в гидродина-
мике несжимаемой однородной жидкости.

В разд. 2 получена система уравнений для
сжимаемой вращающейся жидкости в приближе-
нии мелкой воды, разобраны два важных случая
вращения: f -плоскость и β-плоскость. Показано,

Рис. 1. Геометрия слоя жидкости

что исследование сжимаемых течений в приближе-
нии мелкой воды сводится к изучению квазилиней-
ной системы уравнений в частных производных. В
разд. 3 изучаются линейные волны в полученных
системах. Для каждой системы уравнений найде-
ны решения в виде плоских волн и их дисперси-
онные соотношения и описан графический метод
анализа условия трехволнового синхронизма; этот
метод применен к ранее полученным решениям си-
стем уравнений. В разд. 4 рассматриваются слабоне-
линейные взаимодействия в сжимаемых течениях с
помощью асимптотического метода многих масшта-
бов. В Заключении приведены основные результаты
работы.

2. УРАВНЕНИЯ МЕЛКОЙ ВОДЫ ДЛЯ
СЖИМАЕМОГО ГАЗА С УЧЕТОМ

ВРАЩЕНИЯ

В данном разделе получена система уравнений
мелкой воды для сжимаемых вращающихся течений
жидкости в поле силы тяжести.

Система уравнений сжимаемого газа в прибли-
жении мелкой воды получается из классических
трехмерных уравнений движения сжимаемой жид-
кости усреднением по высоте слоя [10, 12, 13]. Пред-
полагаем газ идеальным и политропным, распреде-
ление давлений по высоте — гидростатическим. Все
процессы считаем адиабатическими. Скорости час-
тиц жидкости и фазовые скорости возмущений по-
лагаем малыми по сравнению со скоростью звука.
Мы также пренебрегаем интегралами произведений
отклонений переменных от их средних значений.

Ось z системы координат направлена вдоль век-
тора силы тяжести в противоположном направле-
нии, ось x направлена вдоль широты, ось y соответ-
ственно вдоль долготы (рис. 1).

Запишем исходную систему уравнений для сжи-
маемой жидкости с учетом вращения:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (1)
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∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p

ρ
− f [ez × u]− g, (2)

p

ργ
= const, (3)

p =
1

μ
ρT. (4)

Здесь (1) — уравнение непрерывности, (2) — урав-
нение Эйлера с учетом вращения и силы тяжес-
ти, (3) — уравнение адиабаты идеального газа,
(4) — уравнение Менделеева –Клапейрона. В систе-
ме (1)–(4) u = (ux, uy, uz)

T — крупномасштабная
скорость, ρ — плотность газа, p — гидродинамичес-
кое давление, g — ускорение свободного падения,
f — параметр Кориолиса, γ — показатель адиаба-
ты, μ — молярная масса, T — температура в энерге-
тический единицах. Уравнения записаны в неинер-
циальной системе отсчета, вращающейся вместе с
жидкостью.

Запишем граничные условия для системы
(1)–(4):

uz|z=0 = 0, (5)

uz|z=h =
∂h

∂t
+ ux|z=h

∂h

∂x
+ uy|z=h

∂h

∂y
, (6)

p|z=h = ph = const, T |z=h = Th = const. (7)

Высоту слоя жидкости, отсчитываемую от уров-
ня нижней границы z = 0, обозначим z = h(x, y, t).
Выражения (5) и (6) соответствуют условию непро-
текания на дне и на свободной границе и обозна-
чают обращение в нуль нормальной к поверхностям
составляющей скорости жидкости. Условия (7) зада-
ют постоянные значения плотности и температуры
на свободной границе. Отметим, что если на свобод-
ной границе хотя бы один из параметров p, ρ, T по-
стоянен, то и остальные два необходимо постоянны
вследствие адиабатичности процессов (3) и уравне-
ния Клапейрона (4).

Из уравнения состояния (4) с учетом гранич-
ных условий (7) получим следующее выражение для
плотности на свободной границе:

ρ|z=h =
ph
Thμ

= ρh. (8)

Уравнение адиабаты (3) с учетом (7) запишется
в виде

p

ργ
=
ph
ργh
. (9)

Давление слоя жидкости предполагаем гидро-
статическим, тогда

∂p

∂z
= −ρg. (10)

Выразим ρ из уравнения (9) и подставим в урав-
нение (10). С учетом выражений (7) получим выра-
жение для давления как функции координат и вре-
мени:

p(x, y, z, t) = ph

(
1 +

h− z

Hρ

)γ/(γ−1)

. (11)

Тогда из (9) выразим ρ(x, y, z, t):

ρ(x, y, z, t) = ρh

(
1 +

h− z

Hρ

)1/(γ−1)

, (12)

где Hρ = cpTh/g — характерная плотностная вы-
сота — масштаб, на котором вариация плотности по
высоте становится существенной, cp = μ−1γ(γ−1) =

= const — теплоемкость при постоянном давлении.
Условие гидростатического равновесия (10) озна-

чает пренебрежение вертикальными ускорениями.
Это условие широко используется для описания
сжимаемых астрофизических течений, таких как
конвективные зоны Солнца и звезд [14], атмосфе-
ра Земли [15, 16]. Ниже показано, что использова-
ние стандартной процедуры усреднения для получе-
ния приближения мелкой воды с гидростатическим
условием (10) позволяет значительно упростить ис-
ходную трехмерную систему уравнений (1)–(4). В
результате получается новая система уравнений, в
которой звуковые волны отфильтровываются и со-
храняются эффекты крупномасштабной сжимаемо-
сти, а именно, зависимость градиента плотности от
градиента давления.

Отметим, что в классических уравнениях мел-
кой воды для несжимаемой жидкости масса элемен-
тарного столба жидкости с единичным горизонталь-
ным размером равна высоте свободной границы. В
нашем случае приближения мелкой воды с учетом
крупномасштабной сжимаемости масса элементар-
ного столба жидкости с единичным горизонталь-
ным размером равна произведению высоты свобод-
ной поверхности и средней плотности газа элемен-
тарного столба, при этом перенос массы между эле-
ментарными столбами отсутствует.

Усредним уравнения (1)–(4) по высоте слоя жид-
кости от z = 0 до z = h(x, y, t), используя выраже-
ния для давления и плотности (11), (12) и гранич-
ные условия (5)–(7). Вынося знак интегрирования
из-под знака интеграла, преобразуем слагаемые в
уравнении (1) с учетом граничных условий (5) и (6):

h∫
0

∂ρ

∂t
dz =

∂

∂t

h∫
0

ρ dz − ρ|z=h
∂h

∂t
, (13)
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h∫
0

∂(ρux)

∂x
dz =

∂

∂x

h∫
0

ρuxdz − ρux|z=h
∂h

∂x
, (14)

h∫
0

∂(ρuy)

∂y
dz =

∂

∂y

h∫
0

ρuydz − ρuy|z=h
∂h

∂y
, (15)

h∫
0

∂ρuz
∂z

dz = ρuz|z=h =

= ρ|z=h

(
∂h

∂t
+ ux|z=h

∂h

∂x
+ uy|z=h

∂h

∂y

)
. (16)

Сложив уравнения (13)–(16), получим усредненное
по высоте уравнение непрерывности:

∂

∂t

h∫
0

ρ dz +
∂

∂x

h∫
0

ρuxdz +
∂

∂y

h∫
0

ρuydz = 0. (17)

Аналогично, проинтегрировав x- и y-составляю-
щие уравнения Эйлера (2) по высоте от z = 0 до
z = h(x, y, t) с учетом граничных условий (5), (6),
получим

∂

∂t

h∫
0

ρuxdz +
∂

∂x

h∫
0

ρu2xdz +
∂

∂y

h∫
0

ρuxuydz =

= −
h∫

0

∂p

∂x
dz +

h∫
0

fuxdz, (18)

∂

∂t

h∫
0

ρuydz +
∂

∂x

h∫
0

ρuxuydz +
∂

∂y

h∫
0

ρu2ydz =

= −
h∫

0

∂p

∂y
dz −

h∫
0

fuydz. (19)

Введем средние по высоте слоя плотность ρ, дав-
ление p и скорость ui:

ρ =
1

h

h∫
0

ρ dz, p =
1

h

h∫
0

p dz, (20)

ui =
1

h

h∫
0

ui dz, i = x, y. (21)

Подставив в уравнения (20) значения давления и
плотности из (11), (12), получим

ρ =
ph
hg

[(
1 +

h

Hρ

)γ/(γ−1)

− 1

]
, (22)

Рис. 2. Зависимости новой переменной l от высоты h при
различных коэффициентах адиабаты γ

p =
ph
h

Hρ

γ/(γ − 1) + 1

ph
h

×

×
[(

1 +
h

Hρ

)γ/(γ−1)+1

− 1

]
. (23)

Величины p, ρ, ui представим в виде суммы средних
значений и малых флуктуаций: p = p+p′, ρ = ρ+ρ′,
ui = ui + u′i. Заметим, что для малых флуктуаций

h∫
0

p′dz =

h∫
0

ρ′dz =

h∫
0

u′idz = 0. (24)

Введем новую переменную l:

l = hρ =
ph
g

[(
1 +

h

Hρ

)γ/(γ−1)

− 1

]
, (25)

которая, в отличие от высоты слоя h, имеет размер-
ность длины, умноженной на плотность. На рис. 2
показана связь между новой переменной l и высотой
слоя h при разных значениях показателя адиабаты
γ. Новая переменная l нелинейно связана с высотой
слоя h, таким образом, модернизированные уравне-
ния относительно переменной l точнее описывают
динамику высоты слоя. Однозначное соответствие
между новой переменной l и высотой слоя h, соглас-
но выражению (25), позволяет однозначно восста-
новить форму свободной поверхности после нахож-
дения решения модернизированной системы уравне-
ний.

Выразим теперь слагаемые в выражениях
(17)–(19) через средние значения p, ρ, ui и перемен-
ную l, пренебрегая интегралами от произведений
флуктуаций:

h∫
0

∂p

∂x
= gρh

∂h

∂x
=
a2g

l

∂l

∂x
, (26)
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h∫
0

ρuidz =

h∫
0

(ρ+ ρ′)(ui + u′i)dz =

=

h∫
0

ρ uidz+ρ

h∫
0

u′idz+ui

h∫
0

ρ′dz+

h∫
0

ρ′u′idz =

= hρ ui = l ui, (27)

h∫
0

ρuiujdz = hρ ui uj = l ui uj . (28)

В выражении (26)

a2 =
l

ρh

(
lg

ph
+ 1

)−1/γ

. (29)

Новая переменная a вводится так, чтобы величи-
на a2g представляла собой квадрат скорости сла-
бых возмущений в сжимаемой жидкости, в отличие
от несжимаемого случая, в котором выражение для
квадрата скорости слабых возмущений имеет вид
gh. Таким образом, величина a2 имеет размерность
длины.

Подставив выражения (26)–(28) в усредненные
по высоте слоя уравнения непрерывности и Эйле-
ра (17)–(19), получим усредненную по высоте слоя
систему

∂l

∂t
+
∂(lux)

∂x
+
∂(luy)

∂y
= 0, (30)

∂(lux)

∂t
+
∂(lu2x)

∂x
+
∂(luxuy)

∂y
+a2g

∂l

∂x
−fluy = 0, (31)

∂(luy)

∂t
+
∂(luxuy)

∂x
+
∂(lu2y)

∂y
+a2g

∂l

∂y
+flux = 0, (32)

в которой выражение для квадрата скорости малых
возмущений a2 определено в (29). Для упрощения
записи здесь и далее опущены знаки усреднения.

Система (30)–(32) является обобщением системы
уравнений мелкой воды для сжимаемой жидкости,
рассмотренной в работах [1,9,10], на двумерный слу-
чай с учетом вращения. Данная система записана в
переменных поверхностной плотности слоя l и сред-
них по высоте компонент скорости vx и vy. Урав-
нение (30) является следствием закона сохранения
массы, а уравнения (31), (32) — следствием закона
сохранения импульса.

Отметим отличия системы (30)–(32) от класси-
ческой системы уравнений мелкой воды для несжи-
маемой жидкости [1]. В классической системе пере-
менными являются высота h свободной поверхнос-
ти и средняя скорость v. Полученная же система

уравнений содержит переменную l, зависящую от
средней плотности столба жидкости и высоты сво-
бодной поверхности. Заметим, что в выражение для
плотности (12) входит параметр Hρ — характерная
плотностная высота. Отношение характерной высо-
ты h0 слоя к характерной плотностной высоте опре-
деляет масштаб сжимаемости. При h0/Hρ → 0 жид-
кость можно считать несжимаемой, система урав-
нений (30)–(32) переходит в классическую систему
уравнений мелкой воды для несжимаемой жидкос-
ти.

Вращение в задаче определяет параметр Корио-
лиса f = 2Ω sin θ, где θ — широта, а Ω — угловая
скорость вращения сферы. Далее рассмотрим два
приближения: вращение на f -плоскости и на β-плос-
кости.

В первом случае считаем, что f = f0 = const.
Тогда система уравнений на f -плоскости запишется
в виде

∂l

∂t
+
∂(lux)

∂x
+
∂(luy)

∂y
= 0, (33)

∂(lux)

∂t
+
∂(lu2x)

∂x
+
∂(luxuy)

∂y
+a2g

∂l

∂x
−f0luy = 0, (34)

∂(luy)

∂t
+
∂(luxuy)

∂x
+
∂(lu2y)

∂y
+a2g

∂l

∂y
+f0lux = 0. (35)

В приближении β-плоскости считаем изменение
параметра Кориолиса f при малых изменениях ши-
роты θ линейным:

f = 2Ω sin θ ≈ 2Ω sin θ0 + (θ − θ0) cos θ0 =

= f0 + βy. (36)

Здесь f0 = 2Ω sin θ0, β = ∂f/∂y. Подставим па-
раметр Кориолиса (36) в систему (30)–(32) и про-
дифференцируем уравнение (31) по y, чтобы исклю-
чить y из уравнения. Таким образом, в приближении
β-плоскости система (30)–(32) перепишется в виде

∂l

∂t
+
∂(lux)

∂x
+
∂(luy)

∂y
= 0, (37)

∂2(lux)

∂y∂t
+
∂2(lu2x)

∂y∂x
+
∂2(luxuy)

∂y2
+
∂(a2g)

∂y
+

+ a2g
∂2l

∂y∂x
− f0

∂(luy)

∂y
− βluy = 0, (38)
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∂(luy)

∂t
+
∂(luxuy)

∂x
+
∂(lu2y)

∂y

∂l

∂x
+

+ a2g
∂l

∂y
+ f0lux = 0. (39)

Таким образом, исследование сжимаемых те-
чений в приближении мелкой воды сводится к
исследованию квазилинейной системы уравнений
(30)–(32). Далее будем анализировать эту систему
как в приближении f -плоскости (33)–(35), так и в
приближении β-плоскости (37)–(39).

3. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В СЖИМАЕМЫХ
ТЕЧЕНИЯХ МЕЛКОЙ ВОДЫ

В данном разделе будем изучать волновые про-
цессы в течении тонкого сжимаемого слоя газа в ли-
нейном приближении. Для этого линеаризуем сис-
темы уравнений в f -приближении (33)–(35) и β-при-
ближении (37)–(39) около стационарных решений и
найдем решения в виде плоских волн. Также срав-
ним полученные дисперсионные соотношения с ана-
логичными результатами для несжимаемых тече-
ний.

3.1. Волны Пуанкаре в сжимаемых течениях
на f-плоскости

Обратимся к системе уравнений на f -плоскости
(33)–(35). Линеаризуя систему около стационарного
решения l = l0, ux = uy = 0, получим

∂l

∂t
+ l0

∂ux
∂x

+ l0
∂uy
∂y

= 0, (40)

l0
∂ux
∂t

+ a20g
∂l

∂x
− f0l0uy = 0, (41)

l0
∂uy
∂t

+ a20g
∂l

∂y
+ f0l0ux = 0. (42)

Здесь a20 = a2(l0), функция a2(l) определена в (29).
Ищем решение линеаризованной системы в виде

плоских волн:⎛⎜⎝ l

ux

uy

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ l̂

ûx

ûy

⎞⎟⎠ exp(−iωt+ ikxx+ ikyy), (43)

где ω — частота волны, k = (kx, ky)
T — волновой

вектор.

Рис. 3. Проекция дисперсионной поверхности волны Пуан-
каре

После подстановки решения в виде плоской вол-
ны (43) в линеаризованную систему (40)–(42) полу-
чим систему линейных однородных уравнений⎛⎜⎝ −ω kxl0 kyl0

−kxa20g ωl0 −if0l0
−kya20g if0l0 ωl0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ l̂

ûx

ûy

⎞⎟⎠ = 0. (44)

Однородная система (44) имеет нетривиальное ре-
шение, когда определитель матрицы системы равен
нулю. Приравняв определитель матрицы к нулю, по-
лучим уравнение для нахождения дисперсионного
соотношения:

ω3 + ωf2
0 + ω(k2x + k2y)a

2
0g = 0. (45)

Уравнение (45) имеет нулевое решение и два нетри-
виальных решения:

ω = ±
√
f2
0 + k2a20g. (46)

Уравнение (46) описывает дисперсионное соотноше-
ние для линейной волны в сжимаемой жидкости на
f -плоскости. Полученная волна известна как волна
Пуанкаре, ее дисперсионное соотношение изображе-
но на рис. 3. Заметим, что частота волны всегда пре-
вышает частоту Кориолиса f0.

В коротковолновом пределе, когда

k2 � f2
0

a20g
, (47)

дисперсионное соотношение сводится к случаю без
вращения. Физически это значит, что длина вол-
ны много меньше радиуса деформации Россби L =

=
√
a20g/f0 [17]. Тем не менее длина волны должна

быть больше толщины слоя жидкости, чтобы выпол-
нялось приближение мелкой воды.
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Рис. 4. Проекция дисперсионной поверхности волны Пу-
анкаре в несжимаемой жидкости (штриховая линия) и в

сжимаемой жидкости (сплошная линия)

В длинноволновом пределе, когда

k2 � f2
0

a20g
, (48)

т. е. длина волны много больше радиуса деформа-
ции L, дисперсионные соотношение преобразуется и
имеет вид

ω = f0. (49)

Этот случай известен как инерционные колебания.
Заметим, что если высота слоя жидкости много

меньше характерной высоты Hρ, то a20 ≈ h0 и дис-
персионное соотношение (46) переходит в дисперси-
онное соотношение для волны Пуанкаре в несжима-
емой жидкости [18]:

ω = ±
√
f2
0 + hgk2. (50)

На рис. 4 изображены проекции дисперсионных
поверхностей волн Пуанкаре в сжимаемой (46) и
несжимаемой (50) жидкостях. На рисунке видно,
что дисперсионные соотношения (46) и (50) — урав-
нения одного вида, однако наличие сжимаемости
влияет на кривизну дисперсионных поверхностей.

На рис. 5 представлены решения для высоты h

свободной поверхности в случае несжимаемой жид-
кости и в случае учета крупномасштабной сжи-
маемости. Учет эффектов сжимаемости позволяет
скорректировать решение для высоты свободной по-
верхности. Таким образом, реальная высота сво-
бодной поверхности в сжимаемой жидкости меньше
предсказываемой в модели несжимаемой жидкости.
Кроме того, форма свободной поверхности в случае
распространения одиночной плоской волны, в отли-
чие от случая несжимаемой жидкости, имеет фор-

Рис. 5. Свободная поверхность в сжимаемой (нижняя кри-
вая) и несжимаемой (верхняя кривая) жидкостях

му, отличающуюся от синусоиды. Решение уравне-
ний для сжимаемой жидкости переходит в решение
для несжимаемой жидкости, когда h/Hρ → 0.

3.2. Волны Пуанкаре и Россби на
β-плоскости

Аналогичным образом найдем дисперсионные
соотношения для линейных волн на β-плоскости.
Линеаризуя систему (37)–(39) около стационарного
решения l = l0, ux = uy = 0, получим

∂l

∂t
+ l0

∂ux
∂x

+ l0
∂uy
∂y

= 0, (51)

l0
∂2ux
∂y∂t

+ a20g
∂2l

∂y∂x
− f0l0

∂uy
∂y

− βl0uy = 0, (52)

l0
∂uy
∂t

+ a20g
∂l

∂y
+ f0l0ux = 0. (53)

После подстановки плоской волны (43) в линеари-
зованную систему (51)–(53) получим систему линей-
ных однородных уравнений

⎛⎜⎝ −ω kxl0 kyl0

−kxkya20g ωkyl0 −ikyf0l0 − βl0

−kya20g if0l0 ωl0

⎞⎟⎠ ×

×

⎛⎜⎝ l̂

ûx

ûy

⎞⎟⎠ = 0. (54)

Приравняв детерминант матрицы системы к ну-
лю, получим уравнение

ω3 − ω(f2
0 + a20gk

2)− βa20gkx = 0. (55)
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Рис. 6. Проекция дисперсионной поверхности волны Росс-
би на kx

Точное решение этого уравнения дается формулой
Кардано:

ω1 = A+B, ω2,3 = −A+B

2
± i

A−B

2

√
3, (56)

где

A = 3

√
− q
2
+
√
Q, B = 3

√
− q
2
−
√
Q,

Q =
(p
3

)3

+
(q
3

)3

, p = −(f2
0 + a20gk

2),

q = −βa20gkx.
Рассмотрим два важных предельных случая. В

коротковолновом пределе, если

kx � f3
0

βa20g
=

1

L2

f0
β
,

то дисперсионное соотношение принимает вид

ω2 = f2
0 + a20gk

2, (57)

что соответствует случаю волны Пуанкаре. В длин-
новолновом пределе, если

kx � f3
0

βa20g
=

1

L2

f0
β
,

то

ω = − βa20gkx
f2
0 + a20gk

2
. (58)

Волна, описываемая данным дисперсионным соот-
ношением, называется волной Россби. На рис. 6
изображена дисперсионная поверхность волны Росс-
би (57), (58) в проекции на kx.

Отметим, что если масштаб плотностной неодно-
родности много больше высоты слоя жидкости, то

Рис. 7. Проекции дисперсионной поверхности волны Росс-
би в несжимаемой (штриховая линия) и в сжимаемой

(сплошная линия) жидкостях

дисперсионное соотношение волны Россби перейдет
в дисперсионное соотношение для волны Россби в
случае несжимаемой жидкости:

ω = − βhgkx
f2
0 + hgk2

. (59)

На рис. 7 приводится сравнение проекций дис-
персионных поверхностей волны Россби в несжима-
емой жидкости (59) и волны Россби в сжимаемой
жидкости (58). Как и в случае с волной Пуанкаре,
наличие сжимаемости влияет на кривизну диспер-
сионных поверхностей.

Таким образом, полученные в линейном прибли-
жении дисперсионные уравнения (46) и (58) имеют
тот же вид, что и дисперсионные уравнения (50),
(59) в несжимаемой жидкости, и отличаются только
числовыми коэффициентами. При этом в несжима-
емом пределе дисперсионные уравнения (46) и (58)
переходят в уравнения (50) и (59) соответственно.

3.3. Качественный анализ трехволновых
взаимодействий

Определим, для каких из полученных типов волн
возможны резонансные взаимодействия. Для того
чтобы три волны испытывали взаимодействие, необ-
ходимо выполнение условия трехволнового синхро-
низма:

k1 + k2 = k3, ω1(k1) + ω2(k2) = ω3(k3), (60)
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Рис. 8. Пересечение дисперсионных поверхностей взаимо-
действующих волн

где ki — волновые векторы взаимодействующих
волн, ωi(k) — дисперсионное соотношение для со-
ответствующей волны.

Будем рассматривать условие резонанса как пе-
ресечение дисперсионных поверхностей [19]. Для
двумерного вектора k = (kx, ky) функция ω(k) зада-
ет поверхность в трехмерном пространстве ω, kx, ky.
Рассмотрим две поверхности (рис. 8): S1, заданную
уравнением ω = ω1(k), и S2, заданную уравнени-
ем ω = ω1(k1) + ω2(k − k1) = ω1(k1) + ω2(k2) —
вторым слагаемым условия синхронизма (60) в сме-
щенной точке (k1, ω1(k1)). Если поверхности пере-
секлись, обозначим точку пересечения k3. Пересе-
чение дисперсионных поверхностей S1 и S2 означа-
ет, что существует вектор k3 = k1 + k2 и некоторая
дисперсионная поверхность ω3(k) такая, что

ω3(k3) = ω3(k1 + k2) = ω2(k2) + ω1(k1).

Проанализируем дисперсионные соотношения
линейных волн для системы уравнений на f -плос-
кости (33)–(35), описывающей волны Пуанкаре
(46). Покажем, что для волн Пуанкаре не выпол-
няется условие трехволнового синхронизма (60).
На рис. 9 изображены проекции дисперсионных
поверхностей двух волн Пуанкаре на плоскость
kx, ω. Очевидно, что дисперсионные поверхности
не имеют пересечений, а значит, условие синхро-

Рис. 9. Отсутствие синхронизма трех волн Пуанкаре

Рис. 10. Условие трехволнового синхронизма для двух
волн Россби и волны Пуанкаре

низма (60) не выполняется. Таким образом, для
волн на f -плоскости трехволновое взаимодействие
невозможно.

Для системы уравнений на β-плоскости (37)–(39)
были получены дисперсионные соотношения волны
Пуанкаре (57) и волны Россби (58). Возможны четы-
ре конфигурации взаимодействия волн: три волны
Пуанкаре; две волны Пуанкаре и волна Россби; вол-
на Пуанкаре и две волны Россби; три волны Россби.

Дисперсионные поверхности двух волн Пуанкаре
не имеют пересечений, поэтому трехволновое взаи-
модействие невозможно для трех волн Пуанкаре, а
также для двух волн Пуанкаре и волны Россби.

На рис. 10 изображены проекции волновых по-
верхностей на ось kx дисперсионной поверхности
волны Пуанкаре и волны Россби в смещенной точ-
ке. Кривые имеют пересечение, поэтому выполняет-
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Рис. 11. Условие трехволнового синхронизма для трех
волн Россби

ся условие трехволнового синхронизма. Аналогично
на рис. 11 показано пересечение проекций волновых
поверхностей волн Россби.

Таким образом, для системы уравнений на
β-плоскости (37)–(39) возможны трехволновые
взаимодействия для двух конфигураций — трех
волн Россби, а также двух волн Россби и одной
волны Пуанкаре. В обоих случаях это означает
существование таких волновых векторов k1 и
k2, что условие трехволнового синхронизма (60)
выполнено [20].

4. СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В СЖИМАЕМЫХ
ТЕЧЕНИЯХ В ПРИБЛИЖЕНИИ МЕЛКОЙ

ВОДЫ

В предыдущем разделе было показано, что в
приближении f -плоскости существуют линейные
волны Пуанкаре, для которых волновые взаимодей-
ствия невозможны. Между тем, на β-плоскости есть
два типа волн — волны Пуанкаре в коротковолновом
диапазоне и волны Россби в длинноволновом диапа-
зоне. Условие трехволнового синхронизма для этих
волн выполняется в двух вариантах: для трех волн
Россби, для двух волн Россби и одной волны Пуан-
каре.

4.1. Метод многих масштабов

Исследуем систему уравнений на β-плоскости
(37)–(39), для которой ранее была качественно по-
казана возможность трехволновых взаимодействий.

Для изучения слабонелинейных взаимодействий ис-
пользуем асимптотический метод многих масштабов
[21]. В основе метода многих масштабов лежит идея
перехода от одного набора аргументов a к несколь-
ким наборам An, таких что A0 = a, A1 = εa, A2 =

= ε2a и т. д. В нашем случае разложим аргументы
t, x, y на «быстрые» переменные T0, X0, Y0 и «мед-
ленные» переменные T1, X1, Y1. В таком случае опе-
раторы частных производных перепишутся в виде

∂

∂t
=

∂

∂T0
+ ε

∂

∂T1
, (61)

∂

∂x
=

∂

∂X0
+ ε

∂

∂X1
, (62)

∂

∂y
=

∂

∂Y0
+ ε

∂

∂Y1
. (63)

Решение системы (61)–(63) будем искать в виде
асимптотического ряда по степеням ε:

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . (64)

Здесь u = (l, ux, uy)
T — вектор-решение, u0 = (l0,

ux0, uy0)
T — стационарное решение, u1 = (l1,

ux1, uy1)
T — решение линеаризованной системы

(51)–(53), u2 — квадратичная поправка.
Приравнивая слагаемые нулевого порядка по ε,

получаем стационарное решение, приравнивая сла-
гаемые первого порядка по ε, получаем линейную
систему (51)–(53).

Подставим в исходную систему уравнений на
β-плоскости разложение (64) и выражения для част-
ных производных (61)–(63). Выписав слагаемые с ε2,
получим систему

Âu2 = Ŝu1 + R̂(u1,u1), (65)

где Â — линейный оператор, действующий на квад-
ратичную поправку, такой, что

Âu2 =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂l2
∂T0

+ l0
∂ux2
∂X1

+ l0
∂uy2
∂Y0

l0
∂2ux2
∂Y0∂T1

+a20g
∂2l2

∂Y0∂T0
−f0 ∂uy2

∂Y0
−βl0uy2

l0
∂uy2
∂T0

+ a20g
∂l2
∂Y0

+ f0l0ux2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (66)

Ŝ — линейный оператор, действующий на линейную
поправку, такой, что
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Ŝu1 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂l1
∂T1

+ l0
∂ux1
∂X1

+ l0
∂uy1
∂Y1

l0
∂2ux1
∂Y0∂T1

+ l0
∂2ux1
∂Y1∂T0

+ a20g
∂2l1

∂Y0∂X1
+ a20g

∂l1
∂Y1∂X0

− f0l0
∂uy1
∂Y1

l0
∂uy1
∂T1

+ a20g
∂l1
∂Y1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (67)

R̂ — нелинейный оператор такой, что

R̂(u1,u1) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂(l1ux1)

∂X0
+
∂(l1uy1)

∂Y0

∂2(l1ux1)

∂Y0∂T0
+ l0

(
∂2u2x1
∂Y0∂X0

+
∂2(ux1uy1)

∂Y 2
0

)
∂(l1uy1)

∂T0
+ l0

∂(ux1uy1)

∂X0
+ l0

∂u2y1
∂Y0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

a20g

L

(
∂l1
∂Y0

∂l1
∂X0

+ l1
∂2l1

∂Y0∂X0

)
− f0

∂(l1uy1)

∂Y0
− βl1uy1

a0g
l1
L

∂l1
∂Y0

+ f0l1ux1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (68)

Здесь величина

1

L
=

1

l0
− g

γ

1

p+ l0g

получается при разложении величины a2, заданной
формулой (29), в ряд по ε.

В правой части уравнения (65) содержатся сла-
гаемые, полученные при решении линеаризованной
системы уравнений (51)–(53). Они могут привести
к линейному по времени или координате росту ре-
шения, что приведет к нарушению условия мало-
сти поправки по сравнению с решением линейной
задачи (ε2u2 � εu1) на больших масштабах. Чтобы
исключить влияние резонансных слагаемых, введем
зависимость амплитуды волны от медленных пере-
менных, а фазы волны — от быстрых переменных:

u1 = û1(T1, X1, Y1) exp(−iωT0+ikxX0+ikyY0). (69)

Если искать u2 в виде линейных волн, то полу-
чим систему

Aû2 = b, (70)

где b — вектор правой части, который можно най-
ти подстановкой выражения для линейной поправ-
ки (69) в правую часть уравнения (65), A — матрица

системы. Матрица A совпадает с матрицей однород-
ной системы (54):

A =

⎛⎜⎝ −ω kxl0 kyl0

−kxkya20g ωkyl0 −ikyf0l0 − βl0

−kya20g if0l0 ωl0

⎞⎟⎠ . (71)

При выполнении дисперсионного соотношения (55)
определитель матрицы A равен нулю. Воспользу-
емся теоремой Фредгольма, чтобы найти условие
совместности системы (70). Система алгебраических
уравнений совместна тогда и только тогда, когда
каждое решение сопряженной однородной системы
zTA = 0 ортогонально вектору правой части b.

Найдем вектор z = (z1, z2, z3)
T из системы

−ωz1 − kxkya
2
0gz2 − kya

2
0gz3 = 0, (72)

kxl0z1 + ωkyl0z2 − if0l0z3 = 0, (73)

kyz1 + (−ikyf0l0 − βl0)z2 + ωl0z3 = 0. (74)

Поскольку уравнения (72)–(74) линейно зависимы,
мы можем выразить компоненты вектора z через
уравнения (72) и (73). Тогда получим
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z =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

a20g(if0 − ωky)

if0ω − kxkya
2
0g

ky(ω2 − kxa20g)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
c, (75)

где c — произвольная константа.

4.2. Уравнения трехволновых
взаимодействий

Представим решение в виде трех волн, удовлет-
воряющих условию синхронизма (60):

u1 = φa(k1) exp(iθ1) + ψa(k2) exp(iθ2)+

+ χa(k3) exp(iθ3) + c.c. (76)

Здесь

φ = φ(T1, X1, Y1), ψ = ψ(T1, X1, Y1),

χ = χ(T1, X1, Y1)

— амплитуды взаимодействующих волн, θi =

= −ω(ki)T0 + kxX0 + kyY0 — фазы волн, a — соб-
ственный вектор матрицы A. Так как для волновых
взаимодействующих волн выполняется условие син-
хронизма (60), то θ3 = θ1 + θ3.

Подставим (76) в правую часть уравнения (65).
Выпишем часть, пропорциональную exp(iθ1):

Ŝu1 + R̂(u1,u1) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
∂φ

∂T1
+ a2l0

∂φ

∂X1
+ a3l0

∂φ

∂Y1

ia2l0ky1
∂φ

∂T1
− ia2l0ω(k1)

∂φ

∂Y1
+ ia1a

2
0gky1

∂φ

∂X1
− a3f0l0

∂φ

∂Y1
+ ia1a

2
0gkx1

∂φ

∂Y1

a3l0
∂φ

∂T1
+ a1a

2
0g
∂φ

∂Y1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2ia1a2kx1ψ

∗χ+ 2ia1a3ky1ψ
∗χ

2a1a2ky1ω(k1)ψ
∗χ−2l0a

2
2kx1ky1ψ

∗χ−2l0a
2
2k

2
y1

−2ia1a3ω(k1)ψ
∗χ+2il0a2a3kx+2il0a

2
3ky1ψ

∗χ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

4
a20g

L
a21kx1ky1ψ

∗χ−if0a1a3ky1ψ∗χ−βa1a3ψ∗χ

2
a20g

L
a21ky1ψ

∗χ+ f0a1a2ψ
∗χ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (77)

Домножим получившееся выражение (77) на век-
тор-решение z сопряженной системы и получим
уравнение для амплитуды φ первой волны

s1φ = f1ψ
∗χ. (78)

Здесь s1 — линейный дифференциальный оператор
по переменным T1, X1, Y1:

s1 = r1
∂

∂T1
+ p1

∂

∂X1
+ q1

∂

∂Y1
, (79)

r1 = a1z1 + ia2z2l0ky1 + a3l0z3, (80)

p1 = a2z1l0 + ia1z2a
2
0gky1, (81)

q1 = a3z1l0 − ia2z2l0ω(k1)−
− a3z2f0l0 + ia1z2a

2
0gkx1, (82)

где a = a(k1) — собственный вектор матрицы A.

Коэффициент f1 в правой части соотношения
(78) зависит от волновых векторов взаимодействую-
щих волн:

f1 = f1(k1,k2,k3) = 2ia1a2z1kx1+2ia1a3z1ky1 +

+ 2a1a2z2ky1ω(k1)− 2l0a
2
2z2kx1ky1 − 2l0a

2
2z2k

2
y1 +

+ 4
a20g

L
a21z2kx1ky1 − if0a1a3z2ky1 − βa1a3z2 −

− 2ia1a3z3ω(k1) + 2il0a2a3z3kx1 + 2il0a
2
3ky1 +

+ 2
a20g

L
a21z3ky1 + f0a1a2z3. (83)

Аналогично можем получить уравнения для
амплитуд ψ и χ, выписав слагаемые, пропорцио-
нальные соответственно exp(iθ2) и exp(iθ3):

s2ψ = f2φ
∗χ, (84)

s3φ = f3φψ, (85)
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где s2 и s3 — дифференциальные операторы, f2, f3 —
коэффициенты, зависящие только от волновых век-
торов взаимодействующих волн.

В уравнении (84) оператор s2 выражается следу-
ющим образом:

s2 = r2
∂

∂T1
+ p2

∂

∂X1
+ q2

∂

∂Y1
, (86)

r2 = a1z1 + ia2z2l0ky2 + a3l0z3, (87)

p2 = a2z1l0 + ia1z2a
2
0gky2, (88)

q2 = a3z1l0 − ia2z2l0ω(k2)− a3z2f0l0+

+ ia1z2a
2
0gkx2, (89)

а коэффициент f2 —

f2 = f2(k1,k2,k3) = 2ia1a2z1kx2 + 2ia1a3z1ky2 +

+ 2a1a2z2ky2ω(k2)−2l0a
2
2z2kx2ky2−2l0a

2
2z2k

2
y2 +

+ 4
a20g

L
a21z2kx2ky2 − if0a1a3z2ky2 − βa1a3z2 −

− 2ia1a3z3ω(k2) + 2il0a2a3z3kx2 + 2il0a
2
3ky2 +

+ 2
a20g

L
a21z3ky2 + f0a1a2z3. (90)

Аналогично для уравнения (85):

s3 = r3
∂

∂T1
+ p3

∂

∂X1
+ q3

∂

∂Y1
, (91)

r3 = a1z1 + ia2z2l0ky3 + a3l0z3, (92)

p3 = a2z1l0 + ia1z2a
2
0gky3, (93)

q3 = a3z1l0 − ia2z2l0ω(k3)−
− a3z2f0l0 + ia1z2a

2
0gkx3, (94)

f3 = f3(k1,k2,k3) = 2ia1a2z1kx3 + 2ia1a3z1ky3 +

+ 2a1a2z2ky3ω(k3)−2l0a
2
2z2kx3ky3−2l0a

2
2z2k

2
y3 +

+ 4
a20g

L
a21z2kx3ky3 − if0a1a3z2ky3 − βa1a3z2 −

− 2ia1a3z3ω(k3) + 2il0a2a3z3kx3 + 2il0a
2
3ky3 +

+ 2
a20g

L
a21z3ky3 + f0a1a2z3, (95)

Таким образом, получена система уравнений для
амплитуд взаимодействующих волн на β-плоскости:

s1φ = f1ψ
∗χ, (96)

s2ψ = f2φ
∗χ, (97)

s3χ = f3φψ. (98)

Система из трех уравнений (96)–(98) для
трех неизвестных амплитуд взаимодействующих
волн описывает трехволновые взаимодействия волн,
удовлетворяющие условию трехволнового синхро-
низма (60). В уравнениях (96)–(98) операторы s1,
s2, s3 определяются соответственно выражениями
(79)–(82), (86)–(89), (91)–(94), а коэффициенты f1,
f2, f3 — выражениями (83), (90), (95).

Рассмотрим случай, когда амплитуда одной из
взаимодействующих волн в начальный момент мно-
го больше амплитуд двух других, например, φ �
� ψχ. В этом случае можно принять амплитуду
первой волны постоянной: φ = φ0. При этом мож-
но пренебречь влиянием волн малых амплитуд ψ и
χ на волну постоянной амплитуды φ0. Тогда система
(96)–(98) примет вид

s2ψ = f2φ
∗
0χ, (99)

s3 = f3φ0ψ. (100)

Решение линейной системы (99)–(100) ищем в виде

(
ψ

χ

)
=

(
ψ′

χ′

)
exp(ΓiT1). (101)

Отсюда найдем инкремент неустойчивости

Γi =

√
|f2f3|
|r2r3| |φ0| > 0, (102)

где f2 и f3 — константы, определенные в (90) и (95).
Таким образом, для волн, полученных в

разд. 3, возможны следующие варианты распадных
неустойчивостей.

1. Волна Пуанкаре с волновым вектором k1,
частотой, удовлетворяющей дисперсионному урав-
нению (57) при k = k1, амплитудой φ распадает-
ся на две волны Россби с волновыми векторами k2,
k3, частотами, удовлетворяющими дисперсионному
уравнению (58) при k = k2,k3 и амплитудами ψ и χ.

2. Волна Россби с волновым вектором k1, часто-
той, удовлетворяющей дисперсионному уравнению
(58) при k = k1, амплитудой φ распадается на волну
Пуанкаре с волновым вектором k2, частотой, удов-
летворяющей дисперсионному уравнению (57) при
k = k2, амплитудой ψ и волну Россби с волновым
вектором k3, частотой, удовлетворяющей дисперси-
онному уравнению (58) при k = k3, амплитудой χ.

3. Волна Россби с волновым вектором k1, часто-
той, удовлетворяющей дисперсионному уравнению
(58) при k = k1, амплитудой φ распадается на две
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волны Россби с волновыми векторами k2, k3, час-
тотами, удовлетворяющими дисперсионному урав-
нению (58) при k = k2,k3 и амплитудами ψ и χ.

Напомним, что для всех волн выполняется усло-
вие волнового синхронизма (60).

Теперь рассмотрим случай, когда амплитуда од-
ной из взаимодействующих волн много меньше амп-
литуд двух других, т. е. φ� ψ, χ. Тогда можно счи-
тать амплитуды ψ и χ постоянными: ψ = ψ0, χ = χ0.
Из системы (96)–(98) получим уравнение для ампли-
туды φ:

s1φ = f1ψ
∗χ0. (103)

Решение уравнения ищем в виде

φ = φ′ exp(ΓaT1). (104)

Подставив (104) в уравнение (103), получим выра-
жение для коэффициента усиления

Γa =
|f1|
|r1| |φ

∗
0χ0|. (105)

Константы f1 и r1 определены соответственно в (83)
и (80).

Возможны три случая параметрического усиле-
ния.

1. Две начальные волны Россби с амплитудами
ψ и χ усиливают волну Пуанкаре с амплитудой φ.

2. Волна Пуанкаре с амплитудой ψ и волна Росс-
би с амплитудой χ усиливают волну Россби с ампли-
тудой φ.

3. Две волны Россби с амплитудами ψ и χ уси-
ливают волну Россби с амплитудой φ.

Для исходных волн волновые векторы k2 и k3,
для новой волны волновой вектор k1 — волновой
вектор новой волны. Частоты волн получаются под-
становкой их волновых векторов в соответствующие
дисперсионные уравнения — (57) для волны Пуан-
каре и (58) для волны Россби. Частоты и волновые
векторы волн удовлетворяют условию трехволново-
го синхронизма (60).

В случае несжимаемой жидкости также су-
ществуют взаимодействия аналогичных типов
волн [22].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получена система дифференциаль-
ных уравнений движения вращающейся сжимаемой
жидкости в поле силы тяжести со свободной гра-
ницей в приближении мелкой воды. Полученная си-
стема уравнений нетривиально зависит от характер-
ного вертикального масштаба течения и масштаба

высот, на котором изменение плотности становится
существенным. В отличие от классических уравне-
ний мелкой воды для несжимаемых течений, высо-
та свободной поверхности не может считаться ана-
логом массы столба жидкости, и закон сохранения
массы записывается для новой переменной, являю-
щейся произведением высоты свободной поверхно-
сти на среднюю плотность жидкости. С учетом ши-
рокого спектра применимости полученных уравне-
ний в геофизической гидродинамике, в астрофизи-
ке и физике планет в работе приведен их подроб-
ный вывод, проведен анализ пределов их примени-
мости. Показано, что при малости высоты слоя по
сравнению с масштабом сжимаемости полученная
система переходит в систему классических уравне-
ний мелкой воды. Вследствие различия выражений
для квадрата скорости распространения слабых воз-
мущений нелинейная динамика таких течений от-
личается от динамики классических уравнений для
несжимаемой жидкости в приближении мелкой во-
ды, несмотря на формальную аналогию гиперболи-
ческой структуры обеих моделей.

В работе получена система уравнений для сжи-
маемой жидкости в приближении мелкой воды на
β-плоскости, в которой учитывается линейная зави-
симость параметра Кориолиса от широты. Для сис-
темы уравнений на f -плоскости получены линейные
решения в виде волн Пуанкаре в сжимаемой жид-
кости. Для системы уравнений на β-плоскости по-
лучены два вида волн — волны Пуанкаре в сжима-
емой жидкости в коротковолновом пределе и вол-
ны Россби в сжимаемой жидкости в длинноволно-
вом пределе. Качественный анализ дисперсионных
соотношений показал, что на f -плоскости невозмож-
ны трехволновые взаимодействия волн Пуанкаре в
сжимаемой жидкости, а на β-плоскости возможны
трехволновые взаимодействия для трех волн Россби
в сжимаемой жидкости, а также двух волн Россби и
одной волны Пуанкаре в сжимаемой жидкости. На
β-плоскости асимптотическим методом многомас-
штабных разложений получены нелинейные урав-
нения для амплитуд взаимодействующих волн. Для
каждого случая трехволновых взаимодействий ис-
следованы параметрические неустойчивости и най-
дены коэффициенты взаимодействия трех волн в
сжимаемой жидкости на β-плоскости.
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Представлены результаты экспериментов по увеличению давления лазерно-индуцированной ударной вол-
ны при ее переходе из менее плотного в более плотное вещество через вакуумный зазор. При воздействии
наносекундного лазерного импульса тераваттной мощности на плоские мишени в виде слоя малоплотно-
го поглотителя лазерного излучения из пористого вещества с плотностью 0.01–0.025 г/см3 и слоя алю-
миния, разделенных вакуумным промежутком, зарегистрированы скорости ударной волны в алюминии
25–29 км/с. Скачок давления на границе алюминиевого слоя в 1.2–1.5 раза превысил имеющиеся ре-
зультаты экспериментов по кумуляционному переходу лазерно-индуцированной ударной волны в твердое
вещество. Экспериментальные данные сопоставляются с результатами численных расчетов по гидродина-
мическим программам, в которых генерация и распространение ударной волны моделировались с учетом
взаимодействия лазерного импульса с частично гомогенизированной плазмой пористого вещества. На
основании результатов экспериментов и расчетно-теоретического анализа обсуждается эффективность
использования малоплотных пористых сред в мишенях, предназначенных для исследований уравнения
состояния вещества и зажигания термоядерной реакции при инерциальном удержании.

DOI: 10.31857/S0044451022030105

1. ВВЕДЕНИЕ

Ударная волна, образованная в результате воз-
действия на вещество мощного импульса лазерного

* E-mail: yakhin.rafael@gmail.com

или лазерно-индуцированного излучения, представ-
ляет собой одно из ярких явлений физики высоких
плотностей энергии. Практическая сторона исследо-
ваний в этой области в первую очередь состоит в
повышении давления в современном эксперименте
по исследованию уравнения состояния (УРС) веще-
ства, а также в практической реализации инерци-
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ального термоядерного синтеза (ИТС). Благодаря
высокой плотности потока энергии импульсов лазер-
ного, лазерно-индуцированного рентгеновского из-
лучения и лазерно-ускоренных электронов, в лабо-
раторном эксперименте достигнуты рекордные дав-
ления квазистационарной ударной волны в твердом
веществе.

Традиционным методом является непосред-
ственное облучение мишени лазерным или лазер-
но-индуцированным рентгеновским импульсом.
Давления, достигаемые с использованием им-
пульсов коротковолнового излучения Nd-лазера
тераваттной мощности, составляют в этом случае
несколько десятков мегабар [1–3]. Ударная волна
генерируется за счет так называемого абляционного
давления, возникающего в результате испарения
и теплового разлета вещества (абляции) на об-
лучаемой поверхности мишени. Другой метод,
применение которого позволяет в значительной сте-
пени увеличить давление ударной волны, состоит
в повышении концентрации энергии в мишени в
результате удара макрочастицы, ускоренной как
целое за счет лазерной абляции. С использованием
такого «столкновительного» метода, более слож-
ного в экспериментальной реализации, а также
тераваттных импульсов излучения Nd-лазера и ла-
зерно-индуцированного рентгеновского излучения
достигнуты рекордные давления ударной волны в
несколько сотен мегабар [4–7]. Наконец, имеется
расчетно-теоретическое обоснование генерации
квазистационарной ударной волны с давлением в
несколько гигабар при воздействии пучка реляти-
вистских электронов, ускоренных в поле излучения
лазеров петаваттной мощности [8, 9].

Универсальным методом увеличения давления
ударной волны является ее переход в вещество с
большей плотностью [10]. Этот метод можно рас-
сматривать как разновидность «столкновительно-
го» метода, в котором роль ускоренной макрочасти-
цы играет ударная волна. В самой простой схеме
эксперимента с лазерным воздействием этот метод
основывается на использовании мишени в виде сло-
ев веществ разной плотности, в которой генерация
первичной ударной волны происходит за счет абля-
ции вещества с меньшей плотностью. В качестве ма-
лоплотного аблятора такой мишени можно предста-
вить себе газ с плотностью, превышающей крити-
ческую плотность образующейся плазмы, соответ-
ствующую длине волны воздействующего лазерного
излучения. Однако это сопряжено со значительным
усложнением технической реализации эксперимен-
та. В этом случае мишень должна помещаться либо

в газонаполненную камеру с вводными диагности-
ческими окнами и окном для ввода лазерного пуч-
ка, либо конструкция самой мишени должна преду-
сматривать стенки, окружающие такой «газовый»
аблятор, и тоже окно для ввода лазерного пучка.

Более подходящим материалом малоплотного
аблятора является пористое вещество легких хими-
ческих элементов. Физика взаимодействия мощного
лазерного излучения с пористым веществом активно
исследуется в настоящее время в связи с интересом
к фундаментальным явлениям лазер-плазменного
взаимодействия, имеющим важное значение для ря-
да прикладных задач и в первую очередь к уже
упоминавшемуся ИТС [11, 12]. Пористое вещество
обладает набором важных достоинств, относящих-
ся к поглощению лазерного излучения и образова-
нию абляционного давления. Одно из них состо-
ит в высокой эффективности поглощения излуче-
ния тераваттного лазерного импульса. Установлен-
ная во многих экспериментах доля энергии излуче-
ния первой–третьей гармоник Nd-лазера, поглоща-
емая на глубине геометрической прозрачности по-
ристых веществ легких элементов различного ти-
па как с докритической, так и со сверхкритической
плотностью, составляет 80–90% [13–18]. Кроме то-
го, поглощение лазерного излучения в веществе со
сверхкритической плотностью (ρ > ρcr) является
предпосылкой образования абляционного давления
более высокого, чем при воздействии лазерного им-
пульса на твердое вещество, когда излучение имеет
возможность поглощаться только в образующейся
плазме докритической плотности [19,20]. Тем самым
слой пористого вещества играет одновременно роль
поглотителя лазерного излучения с минимальными
потерями энергии на собственное излучение и абля-
тора, обеспечивающего генерацию ударной волны.

Перенос энергии в частично гомогенизованной
плазме пористого вещества осуществляется гидро-
тепловой волной [13], которая представляет собой
ударную волну с квазиоднородным распределени-
ем температуры за фронтом и без ионизационно-
го предвестника перед фронтом, отсутствие которо-
го обусловлено подавленной электронной теплопро-
водностью в связи с отсутствием свободных элек-
тронов в невозмущенном пористом веществе. Ско-
рость гидротепловой волны Dh меньше, чем ско-
рость ударной волны Ds в эквивалентном по сред-
ней плотности и химическому составу однородном
веществе. Это связано с задержкой формирования
давления за фронтом гидротепловой волны, кото-
рая определяется временем гомогенизации пористо-
го вещества. Для тераваттного лазерного импульса
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и пористого вещества с плотностью (3–10)ρcr отно-
шение Dh/Ds составляет 0.7–0.5 [13, 14, 17, 20–25].

Увеличение давления ударной волны при пере-
ходе из малоплотного пористого аблятора в твер-
дое вещество исследовалось в работах [26–28]. В
них мишени в виде слоя алюминия, покрытого сло-
ем пористого вещества C15H20O6 в широком диа-
пазоне плотностей последнего, облучались лазер-
ными импульсами субнаносекундной длительности
(400–600 пс) излучения второй гармоники Nd-лазе-
ра и третьей гармоники I-лазера с интенсивностью
порядка 1014 Вт/см2. Было получено 2.5-кратное
увеличение давления в алюминиевом слое по срав-
нению с давлением в пористом веществе.

В настоящей работе подход, основанный на ис-
пользовании мишени с пористым аблятором, разви-
вается в направлении усиления «столкновительно-
го» эффекта за счет разделения слоев пористого аб-
лятора и твердой части мишени вакуумным проме-
жутком. Во втором разделе работы представлены
результаты экспериментов по облучению мишеней
такого типа тераваттным импульсом излучения вто-
рой гармоники Nd-лазера. В качестве слоя твердого
вещества, в котором измерялась скорость ударной
волны, использовался слой алюминия, а в качестве
слоя пористого поглотителя — пористое вещество на
основе триацетата целлюлозы. Лазерный импульс
имел длительность 3.5–4 нс (на полувысоте интен-
сивности), которая в 5–6 раз превышала длитель-
ность импульса в экспериментах [26–28]. В отличие
от работ [26–28], это позволяло организовать квази-
стационарный режим передачи максимального дав-
ления пористого аблятора в твердую часть мишени.
В третьем разделе обсуждаются результаты числен-
ного моделирования и особенности генерации и рас-
пространения ударной волны в пористом абляторе
и твердой части мишени.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Эксперименты выполнены в Российском фе-
деральном ядерном центре — Всероссийском
научно-исследовательском институте эксперимен-
тальной физики (РФЯЦ-ВНИИЭФ) на лазерной
установке ЛУЧ [29] с использованием методики
высокоскоростной развертки свечения плазмы.
Импульс излучения второй гармоники лазера на
неодимовом фосфатном стекле с длиной волны λ =

= 0.53 мкм имел временну́ю форму в виде трапеции
с длительностью на полувысоте интенсивности от
3.4 до 3.8 нс, длительностью нарастающей части

Рис. 1. Схема мишени в виде слоя пористого ТАЦ-вещест-
ва и ступенчатого слоя из алюминия, разделенных ваку-

умным промежутком

от 1.5 до 2.2 нс и длительностью спадающей части
около 1 нс. Лазерное излучение падало по нормали
к поверхности мишени, которая состояла из слоя
алюминия и слоя пористого вещества, разделенных
вакуумным промежутком (рис. 1). Слой алюминия
имел ступенчатую форму в виде базового слоя
толщиной 20 мкм и ступени той же толщины на его
тыльной поверхности.

В качестве пористого вещества использовалась
пена из триацетата целлюлозы (ТАЦ) с брутто-фор-
мулой (C12H16O8)n, микроструктура которой пред-
ставляет собой мелкопористую сетку из сшитых во-
локон (рис. 2а). ТАЦ-пену получали методом сти-
мулированного гелеобразования в системе «триаце-
тат целлюлозы–хлороформ/метанол» с объемным
соотношением 1/1 с последующей сверхкритической
сушкой для получения аэрогеля. При приготовле-
нии пенной заготовки гелеобразующий раствор по-
лимера расчетной концентрации заливается в фор-
мы, состоящие из плоской шайбы-держателя и плос-
ких ограничивающих поверхностей из стекла. После
охлаждения раствора в форме образовывался гель,
который после замены растворителя высушивался
на установке для сверхкритической сушки. В каче-
стве экстрагента использовался диоксид углерода.
При сушке пена претерпевала усадку от 15 до 50%
от объема геля, тем самым формируя зазор. Изме-
рение геометрических параметров заготовок пены
после сушки и удаления оснастки осуществлялось
с помощью оптического 3D-профилометра Alicona
Infinite Focus G5. На рис. 2б и 2в приведены фо-
тографии готовой мишени с фронтальной (пена) и
тыльной (профилированный алюминий) сторон.

405



И. А. Белов, С. А. Бельков, С. В. Бондаренко и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022

Рис. 2. Фотографии мишени: микроструктура пористого вещества на основе триацетата целлюлозы (а), фронтальная (б)
и тыльная (в) стороны мишени

Использовались слои пористого вещества с раз-
личной плотностью от 24 до 9 мг/см3. Толщины
слоев были примерно одинаковы (около 250 мкм) и
значительно превышали длину геометрической про-
зрачности веществ с плотностями в указанном выше
диапазоне. Толщина вакуумного зазора составляла
примерно одну треть от толщины пористого слоя
и выбиралась из расчета, чтобы, с одной стороны,
обеспечить усиление «столкновительного» эффекта,
а с другой стороны, не слишком сильно увеличить
скорость разгрузки слоя алюминия и, следователь-
но, не слишком сильно уменьшить время квазиста-
ционарной стадии распространения ударной волны
в алюминии.

В эксперименте регистрировались моменты вы-
хода ударной волны из базового слоя и ступени алю-
миния. Средняя скорость ударной волны в ступе-
ни определялась как отношение толщины ступени
к разности этих времен Δt. Регистрация свечения
тыльной поверхности мишени проводилась с помо-
щью щелевого фотохронографа [30], включающего
время-анализирующий электронно-оптический пре-
образователь (ЭОП) с предельным временным раз-
решением 1 пс, размером рабочего поля фотокато-
да h = 8 мм; усилитель яркости с микроканаль-
ной пластиной; цифровую ПЗС-камеру с матрицей
1000 × 1000 элементов. При длительности рабочей
развертки 10 нс/экран фотохронограф позволяет
измерять временные интервалы между фронтами
регистрируемых импульсов с погрешностью не бо-
лее 15 пс. Часть излучения лазерного импульса за-
водилась через отдельный оптоволоконный канал на
щель фотохронографа и обеспечивала временную
привязку воздействующего на мишень излучения к
процессу распространения ударной волны в мише-
ни.

Рис. 3. Временная развертка свечения плазмы в экспери-
менте 3 (см. табл. 1)

Параметры лазерного импульса и мишени, а так-
же средняя скорость ударной волны в ступени алю-
миниевой мишени для трех экспериментов приведе-
ны в табл. 1. Интенсивность лазерного излучения
приведена для однородной части пятна облучения
мишени и с учетом пропускания объектива (изме-
нялось в течение серии экспериментов). Для сред-
ней скорости ударной волны в ступени указана по-
грешность измерения, складывающаяся из погреш-
ности измерения толщины ступени, задержки свече-
ния плазмы из базовой части и ступени алюминия,
определения времени начала свечения плазмы, учи-
тывающая, в том числе, и неодновременность воз-
никновения свечения.

На рис. 3 в качестве примера показана времен-
ная развертка свечения плазмы ступенчатого слоя
алюминия для эксперимента 3 (см. табл. 1), в кото-
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Таблица 1. Условия проведения экспериментов и результаты измерения скорости ударной волны в ступени слоя
алюминия: EL — энергия лазерного импульса на мишени; τ0.5 — длительность импульса на полувысоте; τ1 —
время нарастания импульса; τ2 — время спада импульса; ILm — максимальная интенсивность на мишени; ρf —
плотность пористого ТАЦ-вещества; Δf — толщина слоя пористого вещества; Δgap — толщина вакуумного зазора;

D — скорость ударной волны в ступени алюминия

Номер EL, τ0.5, τ1, τ2, ILm, ρf , Δf , Δgap, D,
опыта Дж нс нс нс 1014 Вт/см2 г/см3 мкм мкм км/c

1 230 3.4 2.2 1 0.16 0.024 275 87 29.5± 2.2

2 190 3.8 1.5 0.9 0.11 0.011 242 72 25.0± 3.2

3 240 3.45 1.7 0.8 0.15 0.009 241 92 25.8± 2.0

ром величина задержки между временем свечения
базового слоя и ступеньки составила Δt = 0.78 нс.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

Расчеты были выполнены для трех групп ми-
шеней: 1) трех мишеней, использованных в экс-
периментах, характеристики которых приведены в
табл. 1; 2) трех мишеней с теми же слоями пори-
стого аблятора, которые присутствовали в мишенях,
использованных в эксперименте, но без вакуумно-
го зазора; 3) трех мишеней без вакуумного зазора
с абляторами в виде однородного вещества того же
химического состава, с теми же плотностями и тол-
щинами слоев, что и пористый аблятор мишеней в
табл. 1. Толщина слоя алюминия была выбрана рав-
ной 50 мкм, чтобы проследить полную картину рас-
пространения ударной волны в базовом слое и в сту-
пени слоя алюминия.

Расчеты мишеней с однородными абляторами
были выполнены с использованием стандартной
версии программы ДИАНА [31, 32]. Для мишеней с
пористыми абляторами использовалась версия про-
граммы ДИАНА-П, которая включала блок расчета
взаимодействия лазерного излучения с частично го-
могенизованной плазмой пористого вещества. Про-
грамма обеспечивает расчет поглощения лазерного
излучения в результате объемно-тормозного процес-
са в области плазмы, размер которой определяется
глубиной геометрической прозрачности [33,34]. Глу-
бина геометрической прозрачности является функ-
цией времени гомогенизации плазмы в ион-ионных
столкновениях [34, 35]. В уравнении движения и
уравнении энергии используются операторы ограни-
чения соответственно градиента давления и потока
электронной теплопроводности, которые также яв-

ляются функциями времени гомогенизации, завися-
щего от времени и координаты [19, 35]. Параметры
структуры пористого вещества задавались выбором
среднего размера пор δ0, для всех рассматриваемых
мишеней равного 0.5 мкм, и единого фрактального
параметра структуры α [34, 35], равного 0.8 и со-
ответствующего смешанной мембранно-нитевидной
структуре. Тогда средняя толщина b0 твердых эле-
ментов пористого вещества выбиралась из соотно-
шения b0 = δ0 (ρ/ρs)

α [34, 35] (ρ — средняя плот-
ность пористого вещества, ρs = 1.1 г/см3 — плот-
ность вещества твердых элементов). Значения тол-
щины b0 равны 0.025 мкм для вещества со средней
плотностью ρ = 0.024 г/см3, 0.013 мкм для веще-
ства с ρ = 0.011 г/см3 и 0.012 мкм для вещества с
ρ = 0.009 г/см3. Плотность газа с химическим соста-
вом, эквивалентным пористому аблятору, в зазоре
выбиралась равной 10−5 г/см3.

Результаты расчетов, относящиеся к средним
значениям давления и скорости ударной волны в аб-
ляторе мишеней, а также в базовом слое и в ступени
слоя алюминия приведены в табл. 2. Расчеты были
проведены также по программам РФЯЦ-ВНИИЭФ,
в том числе с учетом радиационного теплоперено-
са в пористом веществе и в алюминии. Полученные
в этих расчетах величины практически идентичны
данным табл. 2 и отдельно не приводятся.

Анализ данных табл. 2 дает возможность сде-
лать следующие выводы. Во всех мишенях наблюда-
ется кумуляционное увеличение давления ударной
волны в алюминии по сравнению с давлением удар-
ной волны в абляторе. Наиболее сильно этот эффект
выражен в мишенях с зазором между слоем абля-
тора и алюминия. Увеличение давления в базовом
слое для различных мишеней лежит в диапазоне от
3.5 до 6.3 раз. Давления за фронтами ударных волн
в абляторе, которые практически составляют зна-
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Таблица 2. Результаты расчетов, относящиеся к абляционному давлению в малоплотном поглотителе, давлениям
и скоростям ударной волны в базовом слое и ступени алюминия: Pabl — среднее давление за фронтом удар-
ной волны в абляторе; Dabl — скорость ударной волны в абляторе; Pbase — давление в базовом слое алюминия;
Dbase — скорость ударной волны в базовом слое алюминия; Pstep — давление ударной волны в ступени алюминия;
Dstep — скорость ударной волны в ступени алюминия (звездочкой отмечены расчеты, выполненные с однородным

аблятором)

Номер ILm, ρf , Δf , Δgap, Pabl, Dabl, Pbase, Dbase, Pstep, Dstep

расчета 1014 Вт/см2, г/см3, мкм мкм Мбар км/с Мбар км/с Мбар км/с

1 0.16 0.024 275 87 3.5 110 18 30 16 28
2 0.16 0.024 275 0 3.5 110 18 30 11 23
3∗ 0.16 0.024 275 0 3.5 120 17 29 13 25
4 0.11 0.011 242 72 2.8 120 16 28 7 17
5 0.11 0.011 242 0 2.8 120 10 22 5 16
6∗ 0.11 0.011 242 0 2.8 130 12 24 6 18
7 0.154 0.009 241 92 3.5 150 13 26 7 18
8 0.154 0.009 241 0 3.5 150 12 24 6 17
9∗ 0.154 0.009 241 0 3.5 160 12 24 6 17

чения абляционных давлений, различаются незна-
чительно в соответствии с незначительными разли-
чиями в интенсивностях воздействующих лазерных
импульсов. Значения абляционного давления лежат
в диапазоне 2.8–3.5 Мбар. Для оценки абляционного
давления и его зависимости от лазерной интенсивно-
сти для всех мишеней может быть использован из-
вестный скэйлинг [3,36] для случая воздействии ла-
зерного импульса на вещество со сверхкритической
плотностью (ρ > ρcr). Это связано с тем, что плот-
ности абляторов 11 и 9 мг/см3 (расчеты 5–8) меньше
критической плотности всего лишь соответственно в
1.2 и 1.4 раз, и после генерации ударной волны ла-
зерное излучение будет воздействовать на вещество
со сверхкритической плотностью. Скэйлинг для аб-
ляционного давления имеет вид

Pabl[Мбар] ≈ ρcr

(
2 (γ − 1)

3γ − 1

IL
ρcr

)2/3

≈

≈ 12

[
2 (γ − 1)

3γ − 1

]2/3(
A

Z

)1/3 I
2/3
L(14)

λ
2/3
μ

, (1)

где ρcr ≈ 1.8 · 10−3A/Zλ2μ — критическая плотность
в г/см3, A и Z — атомное число и степень ионизации
плазмы, λμ — длина волны в мкм, IL(14) — интен-
сивность в единицах 1014 Вт/см2, γ — показатель
адиабаты.

В приближении полностью ионизованной плаз-
мы испаряемой части аблятора (A/Z ≈ 2, γ = 5/3)

при λμ = 0.53 мкм для IL = 0.16 ·1014 Вт/см2 и IL =

= 0.154·1014 Вт/см2 оценка по формуле (1) дает зна-
чение Pabl = 3.2 Мбар, а для IL = 0.11 · 1014 Вт/см2

имеем Pabl = 2.5 Мбар. Эти значения находятся в
очень хорошем согласии с результатами численных
расчетов.

Приближенная оценка увеличения давления при
переходе ударной волны из аблятора с плотностью
ρabl в слой твердого вещества с плотностью ρs дает-
ся выражением [28,37]:

G ≈
(

1 + β1/2

1 + β1/2ρabl/ρs

)2

,

где β = (1 + γabl)/(1 + γs), γabl и γs — показатели
адиабаты в абляторе и в испытуемой мишени. Для
мишеней с протяженным аблятором при ρabl � ρs
эта оценка дает масштаб увеличения давления при-
мерно в 4 раза. В численных расчетах, выполненных
с учетом реального уравнения состояния алюминия,
увеличение давления в мишенях без зазора состав-
ляет от 3.5 до 6.3 раз, что соответствует достижению
давления в базовом слое алюминия 12, 10 и 18 Мбар
при плотностях аблятора 9 мг/см3 (расчеты 8, 9 в
табл. 2), 11 мг/см3 (расчеты 5, 6) и 24 мг/см3 (рас-
четы 2, 3). Наличие зазора приводит к увеличению
давления ударной волны в слое алюминия пример-
но на 30%: давление в ступени алюминия достигает
значения 16 Мбар, в случае аблятора с плотностью
24 мг/см3 (расчет 1) и 7 Мбар в случаях аблято-
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ров с плотностями 11 мг/см3 (расчет 4) и 9 мг/см3

(расчет 7).
Важное значение для прикладных задач имеет

вопрос о затухании ударной волны в алюминии. В
данной редакции экспериментов при примерно оди-
наковой толщине абляторов это затухание определя-
ется скоростью разгрузки аблятора — с ростом этой
скорости растет степень затухания ударной волны в
алюминии. С учетом выражения (1) изотермическая
скорость звука Vs ≈ (Pabl/ρabl)

1/2 составляет

Vs

[см
с

]
=

(
ρcr
ρab

)1/2(
2 (γ − 1)

3γ − 1

IL
ρcr

)1/3

≈

≈ 3.5 · 106
[
2 (γ − 1)

3γ − 1

]1/3(
A

Z

)1/6 I
1/3
L(14)

λ
1/3
μ ρ

1/2
abl

. (2)

Согласно формуле (2), в условиях расчетов 1, 2 и 3
(см. табл. 2) с абляторами, имеющими плотность
24 мг/см3, при интенсивности IL = 0.16 ·1014 Вт/см2

скорость звука Vs составляет около 120 км/с. В усло-
виях расчетов 4, 5 и 6 с абляторами, имеющими
плотность 11 мг/см3, в 2.2 раза меньшую, чем в рас-
четах 1, 2 и 3, при незначительном уменьшении ин-
тенсивности лазерного импульса до значения IL =

= 0.11 · 1014 Вт/см2 скорость Vs составляет около
160 км/с. Наконец, в условиях расчетов 7, 8 и 9 с
абляторами, имеющими плотность 9 мг/см3, в 2.7
раза меньшую, чем в расчетах 1, 2 и 3, при прак-
тически той же интенсивности лазерного импульса
IL = 0.15·1014 Вт/см2 скорость Vs имеет максималь-
ное значение 200 км/с.

В расчетах 1, 2, 3 при минимальной скорости
Vs скорость затухания ударной волны в алюми-
нии минимальна: средние скорости в базовом слое
и в ступени алюминия составляют соответственно
29–30 и 23–28 км/с. Уменьшение скорости в ступе-
ни составляет 5 км/с — 15% от скорости в базо-
вом слое. Незначительный эффект затухания в этом
случае подтверждается следующей оценкой. Время
разгрузки аблятора в этих расчетах можно оценить
как Δf/Vs ≈ 2.3 нс, за это время ударная волна
со средней скоростью 30 км/с пройдет расстояние
около 70 мкм, т. е. сильное затухание в этом случае
можно ожидать на толщинах слоя алюминия, зна-
чительно больших, чем 40 мкм. В расчетах 4, 5 и
6 с ростом скорости Vs растет и степень затухания
ударной волны: скорости в базовом слое и в сту-
пени алюминия составляют соответственно 22–28 и
16–18 км/с. Уменьшение скорости в ступени состав-
ляет 16–11 км/с — около 30% от скорости в базо-
вом слое. Время разгрузки аблятора в этих расчетах

Рис. 4. Профили давления, соответствующие расчету 1
(табл. 2), для мишени, содержащей слой Al толщиной
50 мкм и слой пористого аблятора толщиной 275 мкм со
средней плотностью 24 мг/см3, разделенные вакуумным
зазором 87 мкм при интенсивности лазерного импульса
0.16 · 1014 Вт/см2 в разные моменты времени t = 3 нс
(кривая 1), 3.5 нс (2), 4.2 нс (3), 4.4 нс (4), 4.75 нс (5),

5.45 нс (6)

около 1.5 нс, за это время ударная волна со сред-
ней скоростью 21 км/с пройдет расстояние около
30 мкм. Наконец, в расчетах 7, 8 и 9 при максималь-
ной скорости Vs имеет место максимальное относи-
тельное уменьшение скорости ударной волны: сред-
ние скорости в базовом слое и в ступени алюминия
составляют соответственно 25 и 17 км/с, т. е. умень-
шение скорости в ступени составляет около 30% от
скорости в базовом слое. Время разгрузки аблято-
ра в этих расчетах составляет около 1.2 нс. За это
время ударная волна со средней скоростью 18 км/с
пройдет расстояние около 20 мкм. Таким образом,
в расчетах с плотностью аблятора около 10 мг/см3

характерные глубины затухания 20–30 мкм оказы-
ваются меньше толщины слоя алюминия 40 мкм,
что свидетельствует о достаточно сильном затуха-
нии ударной волны.

Детали временной динамики распространения
ударной волны иллюстрируют рис. 4, 5 и 6, на ко-
торых представлены расчетные профили давления
в различные моменты времени соответственно для
расчетов 1, 2 и 3 мишени с пористым аблятором с
плотностью 24 мг/см3 и зазором (расчет 1), мишени
с пористым аблятором с плотностью 24 мг/см3 без
зазора (расчет 2) и мишени с эквивалентным одно-
родным аблятором с плотностью 24 мг/см3 без зазо-
ра (расчет 3) при интенсивности лазерного импульса
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Рис. 5. Профили давления, соответствующие расчету 2
(табл. 2), для мишени, содержащей слой Al толщиной
50 мкм и слой пористого аблятора толщиной 275 мкм со
средней плотностью 24 мг/см3 без зазора при интенсив-
ности лазерного импульса 0.16 · 1014 Вт/см2 в разные мо-
менты времени t = 3 нс (кривая 1), 3.5 нс (2), 4.1 нс (3),

5.0 нс (4)

Рис. 6. Профили давления, соответствующие расчету 3
(табл. 2), для мишени, содержащей слой Al толщиной
50 мкм и слой однородного аблятора толщиной 275 мкм со
средней плотностью 24 мг/см3 без зазора при интенсив-
ности лазерного импульса 0.16 · 1014 Вт/см2 в разные мо-
менты времени t = 2.5 нс (кривая 1), 2.8 нс (2), 3.0 нс (3),

3.1 нс (4), 3.6 нс (5), 4.4 нс (6)

0.16 · 1014 Вт/см2. В расчете мишени с однородным
аблятором без зазора ударная волна проходит слой
толщиной 275 мкм и выходит на границу с алюми-
нием за время tabl ≈ 2.8 нс (рис. 6), т. е. ее средняя
скорость в однородном аблятореDabl ≈ 1.0·107 см/с.

При достижении максимальной интенсивности ла-
зерного импульса в момент времени 2.2 нс значе-
ние скорости составляет 1.2 ·107 см/с. Для значения
абляционного давления 3.5 Мбар оценка скорости
ударной волны

D ≈ [(γ + 1)Pabl/2ρabl]
1/2

дает близкое значение Dabl ≈ 1.4 · 107 см/с.
В пористом абляторе ударная волна распрост-

раняется заметно медленнее, чем в однородном
абляторе за счет процесса гомогенизации плазмы
(рис. 4 и 5). В мишени без зазора ударная волна
проходит слой аблятора той же толщины и выходит
на границу с алюминием за время tabl ≈ 3.5 нс, т. е.
ее средняя скорость составляет около 7 · 106 см/с
(рис. 5). Для оценки времени гомогенизации может
быть использовано выражение [34]

τh[с] ≈ δ0
Vi

[
1+

δ0
λii

]
≈ 3.3 · 10−12 A1/2δ0

(Z+1)1/2 T 1/2
×

×
[
1 + 7.3

Z4 (Z + 1)
1/2

δ0ρ

AT 2

]
, (3)

в котором δ0 — средний размер поры, измеряемый в
мкм, Vi — тепловая скорость ионов, λii — длина ион-
ионных столкновений, T — температура плазмы, из-
меряемая в кэВ, ρ — средняя плотность пористого
вещества, измеряемая в г/см3.

В выражении (3) первое слагаемое описывает
время первичного затекания поры, второе — вырав-
нивание плотности за счет ион-ионных столкнове-
ний. Для δ0 = 0.5 мкм, ρ = 0.024 г/см3, T = 1 кэВ,
Z = 1 оценка времени гомогенизации дает около
1.5 нс. Соотношение подобия для скорости распро-
странения ударной волны в частично-гомогенизо-
ванной плазме пористого вещества дается соотно-
шением [25]

Dh

[см
с

]
≈ 9.7 · 104

A2/3I
1/3
L(14)

Z2/3λ
4/3
μ ραρ1−α

s

. (4)

Для полностью ионизованной плазмы при IL =

= 0.16 · 1014 Вт/см2, λ = 0.53 мкм, ρ = 24 мг/см3,
ρs = 1.1 г/см3, α = 0.8 оценка по формуле (4)
дает для скорости Dh значение около 5 · 106 см/с,
что примерно в той же степени, что и численный
расчет, свидетельствует о значительно более мед-
ленном распространении ударной волны в пористом
абляторе по сравнению с однородным. В случае
мишени с зазором (рис. 4) формирование на по-
верхности слоя алюминия давления, равного давле-
нию ударной волны в абляторе, в результате про-
текания через зазор вещества аблятора, ускорен-
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ного за фронтом ударной волны, и его торможе-
ния на слое алюминия происходит за время tg ≈
≈ 0.5 нс. Поэтому в мишени с зазором мощная удар-
ная волна в алюминии формируется в момент вре-
мени tabl + tg ≈ 3.45 нс. Простая оценка времени
протекания через зазор толщиной 87 мкм вещества
аблятора, движущегося за фронтом ударной волны,
скорость которой составляет 1.3 · 107 см/с, дает зна-
чение, близкое к tg ≈ 0.6 нс.

В мишенях без зазора (рис. 5 и 6) давления, с ко-
торыми ударные волны входят из пористого и одно-
родного абляторов в алюминий, близки друг к другу
и составляют около 18 Мбар. Давление в этих мише-
нях незначительно уменьшается на первых 10 мкм
прохождения ударной волны в алюминии. Затуха-
ние увеличивается на следующих 10 мкм, но незна-
чительно (до 14 Мбар). На последних 20 мкм давле-
ние падает практически в 2 раза (до 7 Мбар), выходя
затем на квазистационарный режим распростране-
ния с давлением, близким к давлению в абляторе. В
мишени с пористым аблятором и вакуумным зазо-
ром (рис. 4) давление, с которым ударная волна вхо-
дит в алюминий, составляет около 26 Мбар и прак-
тически не уменьшается на первых 10 мкм своего
распространения в алюминии, после чего незначи-
тельно уменьшается до 15–17 Мбар на последующих
20 мкм своего распространения в алюминии. Да-
же после прохождения 40 мкм сохраняется давление
около 10 Мбар. Темп затухания ударных волн доста-
точно точно описывается с помощью оценок, пред-
ставленных выше при анализе данных из табл. 2.

На рис. 7 для каждой из трех мишеней приве-
дены расчетные временные зависимости гидродина-
мической эффективности η передачи лазерной энер-
гии в энергию ударной волны — отношения кинети-
ческой энергии алюминия с плотностью выше на-
чального значения к лазерной энергии, поглощен-
ной в мишени к текущему моменту времени. Мак-
симальные значения гидродинамической эффектив-
ности достигают 1.28% к моменту времени 3.3 нс в
мишени с пористым аблятором без зазора, 1.42% к
моменту времени 3.8 нс в мишени с пористым абля-
тором с зазором и 1.82% к моменту времени 4.5 нс в
мишени с однородным аблятором без зазора. Более
высокое значение гидродинамической эффективно-
сти мишени с однородным аблятором обусловлено
меньшим значением поглощенной энергии из-за то-
го, что ударная волна в таком абляторе распростра-
няется без задержки на гомогенизацию.

Важным является факт более высокой гидроди-
намической эффективности в мишени с пористым
аблятором с зазором по сравнению с мишенью с тем

Рис. 7. Зависимости от времени отношения кинетической
энергии алюминия с плотностью выше начального значе-
ния к лазерной энергии, поглощенной в мишенях с пори-
стым аблятором плотностью 24 мг/см3 с зазором (кри-
вая 1) и без зазора (кривая 2), а также в мишени с од-
нородным аблятором с той же плотностью, но без зазора

(кривая 3)

же аблятором без зазора. С учетом того, что в ми-
шени с зазором к моменту начала передачи энергии
алюминию поглощается больше лазерной энергии,
этот результат свидетельствует о большей энергии,
передаваемой алюминию при ударном воздействии
через зазор.

На поздних стадиях распространения ударной
волны в алюминии гидродинамическая эффектив-
ность для обеих мишеней выходит на «абляцион-
ные» значения — около 1%. Максимальные значения
гидродинамической эффективности 1.8–2.1% более
чем в 2 раза выше по сравнению со случаем обыч-
ного абляционного режима генерации ударной вол-
ны, когда лазерный импульс воздействует непосред-
ственно на поверхность твердой мишени, например,
алюминиевой [38]. При этом следует отметить, что
гидродинамическая эффективность передачи лазер-
ной энергии в абляционном режиме в энергию удар-
ной волны в твердой мишени более чем на поря-
док меньше гидродинамической эффективности при
абляционном ускорении тонкого плоского слоя ве-
щества как целого, которая при оптимальной доле
испаренной массы около 80%, как известно, может
достигать 38% [3,36, 39].

Масштабирование результатов экспериментов
работ [26,28] показывает, что в экспериментах нашей
работы в эквивалентных условиях по максимальной
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интенсивности лазерного импульса и характери-
стикам пористого вещества получены значительно
более высокие значения скорости ударной волны
в алюминии. Так, в работах [26, 28] для лазерного
импульса с интенсивностью IL ≈ 0.5 · 1014 Вт/см2 и
длительностью 600 пс при использовании пористого
поглотителя с плотностью 10 и 20 мг/см3 зареги-
стрированы скорости ударной волны на глубине
13–18 мкм в алюминии соответственно 22–24 км/с
и 22–26 км/с. Имея в виду скэйлинг для абляци-
онного давления Pabl ∝ I

2/3
L , при интенсивности

IL ≈ 0.15 · 1014 Вт/см2 в экспериментах настоящей
работы эти скорости составили бы соответственно
16–17 и 16–18.5 км/с. В наших экспериментах на
большей глубине 20–40 мкм зарегистрированы
скорости около 25 и 29 км/с, которые примерно в
1.5 раза превышают масштабированные значения
результатов работ [26, 28].

Можно указать две причины такого превыше-
ния. Это, во-первых, существенно большая длитель-
ность лазерного импульса, обеспечивающая дости-
жение максимального абляционного давления в по-
ристом абляторе в течение всего процесса распро-
странения ударной волны в абляторе и алюминии, и,
во-вторых, использование вакуумного зазора меж-
ду аблятором и алюминием, обеспечивающего повы-
шенную эффективность передачи энергии ударной
волне в алюминии, что подтверждают выполненные
в нашей работе численные расчеты.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В экспериментах по облучению наносекунд-
ным лазерным импульсом с интенсивностью
(1–1.5) · 1013 Вт/см2 плоских мишеней в виде слоя
малоплотного пористого аблятора-поглотителя
лазерного излучения с плотностью 10–25 мг/см3

и слоя алюминия, разделенных вакуумным про-
межутком, зарегистрированы скорости ударной
волны 25–29 км/с на глубине 20–40 мкм в алюми-
нии. Анализ результатов экспериментов с помощью
численных расчетов, моделирующих генерацию и
распространение ударной волны в частично гомо-
генизованной лазерной плазме пористого вещества,
показал, что основными факторами достижения
столь высоких скоростей ударной волны является,
во-первых, использование вакуумного зазора, кото-
рый в 1.2–1.5 раза увеличивал давление в ударной
волне в алюминии, и, во-вторых, оптимальная
длительность лазерного импульса (около 4 нс),
обеспечивающая достижение максимального абля-

ционного давления в пористом абляторе в течение
всего процесса распространения ударной волны в
абляторе и алюминии.

Имея в виду скэйлинг для инициирующего аб-
ляционного давления Pabl ∝ I

2/3
L , при увеличении

интенсивности лазерного импульса на порядок и пе-
реходе к третьей гармонике можно прогнозировать
увеличение как давления ударной волны в твердой
мишени в 8 раз — до значений 200–250 Мбар, так и
скорости в 2.8 раз — до значений (8–9) ·106 см/с, что
представляется очень серьезным результатом для
эксперимента по исследованию УРС с использова-
нием простой плоской мишени в стандартных усло-
виях облучения лазерным импульсом.

Наконец, следует отметить, что дистанция рас-
пространения квазистационарной ударной волны в
алюминии около 10 мкм соответствует дистанции
около 30 мкм в пластике, что, в свою очередь, со-
ответствует типичной толщине аблятора из твер-
дого пластика мишеней ЛТС прямого облучения
[3,40,41]. Это означает, что использование составно-
го аблятора из слоев твердого пластика и пористого
вещества может привести не только к увеличению
эффективности поглощения лазерного излучения и
выравниванию неоднородностей облучения мишени
ЛТС лазерными пучками, но и к увеличению гидро-
динамической эффективности передачи поглощен-
ной лазерной энергии мишени.
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Исследуется модель Манны — консервативная изотропная самоорганизованно-критическая модель типа
кучи песка. Для нее приводятся результаты компьютерного моделирования в двух-, трех- и четырех-
мерной постановках, а также аналитическое решение для размерности пространства между нижней и
верхней критическими размерностями. Решение основано на построение модели мезоуровня, формули-
руемой в терминах плотности возбуждения, его корреляционной длины, средней активности лавины и
ширины границы ее области. Расчет показателей выполнен двумя независимыми способами: на основе
перенормировки стохастических дифференциальных уравнений и путем сведения происходящих процес-
сов к случайным блужданиям.

DOI: 10.31857/S0044451022030117

1. ВВЕДЕНИЕ

В 2021 г. исполнилось 30 лет модели Манны [1],
в класс универсальности которой попадают многие
стохастические анизотропные консервативные мо-
дели теории самоорганизованной критичности [2].
Несмотря на длительную историю исследований и
частую встречаемость, этот класс получил част-
ное — для двумерного случая — аналитическое опи-
сание лишь сравнительно недавно [3, 4], а общего
описания не имел вовсе. В настоящей работе уда-
ется устранить этот пробел.

Работа построена следующим образом. Далее во
Введении приводится краткое описание явления са-
моорганизованной критичности, моделей типа ку-
чи песка и способов обращения со степенными рас-
пределениями вероятностей. В разд. 2 описываются
правила рассматриваемой модели и рассчитывается
ее верхняя критическая размерность. Разделы 3 и 4
посвящены теоретическому изучению модели на ос-
нове двух различных инструментариев, связанных
соответственно с ланжевеновскими уравнениями и
со случайными блужданиями. В разд. 5 проводится
сопоставление полученного решения с результатами

* E-mail: Tiger@Keldysh.ru

компьютерного эксперимента. Завершается статья
обсуждением, включающим введение нового суперу-
ниверсального показателя.

1.1. Парадигма самоорганизованной
критичности

Базовой моделью теории самоорганизованной
критичности является куча песка [5]. Рассмотрим
уголок с песком, изображенный на рис. 1. Если счи-
тать, что возможно лишь поверхностное перемеще-
ние песка, инерцией движения которого можно пре-
небречь, то состояние системы определяется сред-
ним наклоном поверхности z. Когда он невелик, пе-
сок в целом неподвижен. А при превышении накло-
ном некоторого порогового значения zc возникает
спонтанный ток песка J по поверхности, непрерывно
возрастающий по мере увеличения z, как показано
на вставке на рис. 1. Таким образом, имеет место
непрерывный фазовый переход, в котором наклон
поверхности z является управляющим параметром,
а ток песка J — параметром порядка.

Критическое состояние соответствует моменту
отрыва параметра порядка от нуля. Обычные кри-
тические системы попадают в это состояние благо-
даря тонкой подстройке управляющего параметра к
заранее неизвестному критическому значению. Од-
нако в ряде систем оказывается возможным, уста-
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Рис. 1. Фазовый переход для кучи песка. Ее критическое
состояние может достигаться как искусственно, так и в ре-

зультате самоорганизации

навливая параметр порядка в +0, заставить управ-
ляющий параметр самостоятельно отыскать крити-
ческую точку, это и называется самоорганизованной
критичностью.

Иначе говоря, вместо того, чтобы крутить ручку
прибора, можно начать сдвигать с нулевой отмет-
ки стрелку на его шкале, вынуждая ручку повер-
нуться до нужного положения [6]. Такое управление
параметром порядка обыкновенно достигается при
помощи разделения временны́х масштабов [7], при
котором время релаксации системы много меньше
времени между последовательными возмущениями,
т. е. песок едва перемещается по куче.

Самоорганизация системы в критическое состо-
яние происходит при токе J = +0. Чтобы обес-
печить такую величину параметра порядка, будем
добавлять песчинки по одной на вершину кучи
(см. рис. 1), дожидаясь завершения процесса релак-
сации. При этом ток песка через кучу, очевидно,
имеет минимально возможное значение — в среднем
одна песчинка за время одного события.

Если наклон поверхности мал, то осыпание, вы-
званное добавленной песчинкой, скорее всего, не до-
стигнет края кучи и наклон ее поверхности увели-
чится. При большом наклоне возможно возникно-
вение глобального осыпания, в результате которого
некоторое количество песка покинет систему и на-
клон уменьшится. Равновесие между количеством
песка, добавляемого в систему, и количеством пес-
ка, покидающего ее, достигается при критическом
наклоне поверхности, когда возмущение может рас-
пространяться по куче сколь угодно далеко, не за-
тухая и не разрастаясь.

Таким образом, возникает отрицательная обрат-
ная связь, вынуждающая наклон со временем при-
нять значение z = zc вне зависимости от начально-
го профиля поверхности. При этом куча, состоящая
из локально взаимодействующих песчинок, начина-
ет вести себя как единое целое. То есть в результате
самоорганизации в критическое состояние система
приобретает свойства, которых не было у ее элемен-
тов.

Поведение самоорганизованно-критической
системы является масштабно-инвариантным, что
означает отсутствие собственных характерных
размеров у описывающих его переменных. Они под-
чиняются степенным распределениям с плотностью
вероятности вида

uX(X) ∝ X−(1+αx), (1)

где αx — характеристический показатель распреде-
ления величины X .

Здесь и далее применяются следующие обозна-
чения. При записи переменных заглавные буквы ис-
пользуются для итоговых значений, относящихся к
уже завершившимся событиям, а соответствующие
строчные — для текущих значений, относящихся к
развивающимся событиям. В индексах функций все-
гда стоят заглавные буквы (распределения имеют
смысл лишь для итоговых значений переменных), а
в индексах показателей — строчные (это непринци-
пиально, но существенно улучшает читаемость фор-
мул).

1.2. Свойства реальных степенных
распределений

Формула (1) является математической идеализа-
цией и применима лишь в промежуточной асимп-
тотике, протяженность которой ограничена с обеих
сторон: сверху — в силу конечности размера рас-
сматриваемой системы, а снизу — в силу конечности
размеров слагающих ее элементов. И если отклоне-
ние uX(X) от степенного вида при малых X обычно
не представляет особого интереса, то при больши́х
оно имеет принципиальное значение.

Нестепенное поведение плотности учитывается с
помощью метода конечноразмерного скейлинга, свя-
занного с заменой формулы (1) более общей записью
вида

uX(X) = X−(1+αx)gX(X/X1). (2)

Скейлинговая функция gX полагается примерно по-
стоянной при малых значениях аргумента и убыва-
ющей быстрее любой его степени при больших. Из-
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за масштабной инвариантности величина X1, харак-
теризующая события, крупные настолько, что они
уже не помещаются в систему конечного размера L,
растет как некоторая его степень:

X1 ∝ Lνx . (3)

При этом доля событий, не помещающихся в сис-
тему, убывает с ее размером как

P {X > X1} =

∞∫
X1

uX (X) dX ∼=

∼=
∞∫

Lνx

X−(1+αx)gX
(
XL−νx

)
dX ∝ L−ε, (4)

где универсальный показатель

ε ≡ αxνx

не зависит от того, какая именно величина исполь-
зуется для его вычисления, поскольку если событие
не помещается в систему, то не помещается сразу по
всем своим характеристикам.

Сочетание формул (2), (3) и (4) позволяет опре-
делить скейлинговое поведение и для среднего со-
бытия

〈X〉 =
∫
X−αxgX (X/X1) dX ∝ Lσx , (5a)

где

σx = νx − ε. (5b)

При исследовании конкретных моделей для
некоторых величин удается из общих сообра-
жений найти скейлинговые показатели νx и σx,
связывающие характерные значения X1 и 〈X〉 с
обусловившим их появление конечным размером L,
что будет продемонстрировано далее.

В масштабно-инвариантном состоянии взаимо-
связь разных характеристик события X и Y дается
степенной формулой

Xαx ∝ Y αy , (6)

получаемой из сохранения вероятности для некруп-
ных событий, еще попадающих на степенной уча-
сток распределения (2). С другой стороны, сопо-
ставление величин крупных событий X1 ∝ Lνx и
Y1 ∝ Lνy приводит к формуле

Y νx ∝ Xνy , (7)

в сочетании с зависимостью (6) воспроизводящей
тождество (4).

Основной задачей при исследовании самооргани-
зованно-критических моделей является их решение,
т. е. определение характеристических и скейлинго-
вых показателей для распределений всех перемен-
ных, описывающих происходящие события.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

После появления первой модели кучи песка Ба-
ка –Танга –Визенфельда (БТВ) [8, 9], заложившей
основы теории самоорганизованной критичности,
был создан целый ряд моделей этого типа. Описан-
ная выше концептуальная схема с жестко заданным
направлением склона кучи порождает сравнительно
простые модели [10, 11], которые легко могут быть
решены аналитически [10,12]. Значительно более ин-
тересны изотропные модели, одна из которых, пред-
ложенная Субраншу Манной [1], и рассматривается
в настоящей работе.

2.1. Описание правил

Модель Манны формулируется как клеточный
автомат (система с дискретными пространством,
временем и состояниями) на d-мерной кубической
решетке линейного размера L. Целые числа z в ячей-
ках решетки, согласно традиции, интерпретируются
как количество содержащихся в них песчинок.

Ячейки, содержащие не менее zc песчинок, счи-
таются неустойчивыми и опрокидываются, переда-
вая указанное число песчинок соседним (имеющим
общую грань с данной) ячейкам. При этом каждая
передаваемая песчинка случайным образом выбира-
ет, в какую из соседних ячеек ей перейти. Значение
порога устойчивости zc > 1 не оказывает принци-
пиального влияния на свойства модели. В ориги-
нальной версии модели было zc = 2 [1], однако в
настоящей работе рассматривается более популяр-
ная версия с zc = 2d [13], в которой на каждую со-
седку опрокинувшейся ячейки приходится в сред-
нем по 1 переданной песчинке. При этом правила
модели Манны становятся максимально похожи на
правила модель БТВ, отличаясь только стохастиче-
ским характером раздачи песчинок из опрокинув-
шейся ячейки.

Краевые условия полагаются открытыми, т. е.
при опрокидывании ячеек, находящихся на краю ре-
шетки, часть песчинок может выпасть за него, по-
кидая кучу. Потеря кучей песчинок при опрокиды-
вании компенсируется их вбросом, осуществляемым
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в состоянии, когда все ячейки устойчивы. Для рас-
сматриваемых здесь решеток четного размера L пес-
чинки добавляются по одной в ячейку, выбранную
случайно среди 2d центральных ячеек, чем обеспе-
чивается максимальная удаленность от краев точки
вброса. Если в его результате происходит наруше-
ние устойчивости ячейки, она опрокидывается, пе-
редавая песчинки соседкам и тем самым, возмож-
но, нарушая их устойчивость. Развивается лавина
опрокидываний, по завершении которой вбрасыва-
ется новая песчинка и все повторяется.

Модель является абелевой, т. е. состояние сис-
темы после лавины оказывается одним и тем же
при обработке неустойчивых ячеек в любом порядке
(при условии, что с каждой ячейкой ассоциирована
своя последовательность случайных чисел, опреде-
ляющих передачу песчинок). Независимо от началь-
ного состояния кучи после некоторого количества
лавин она переходит в состояние, описываемое сте-
пенным распределением лавин по их характеристи-
кам.

Основными характеристикам лавины являются:
T — длительность в параллельном времени (при

одновременной обработке всех неустойчивых ячеек);
N — размер — число опрокидываний, или дли-

тельность в последовательном времени (при обра-
ботке неустойчивых ячеек по одной);

S — d-мерный объем — число ячеек, где произо-
шли опрокидывания (без учета его кратности);

C — периметр — число ячеек, получивших пес-
чинки, но сохранивших устойчивость, дополненное
числом песчинок, выпавших за край решетки.

Наряду с указанными характеристиками лавины
будут рассматриваться ее линейная протяженность
R, в предположении компактности области лавины
задаваемая формулой R ∝ S1/d, средняя активность
A = N/T , ширина границы области лавины W ∝
∝ C/Rd−1 и средняя кратность опрокидыванияM =

= N/S.

2.2. Предварительный анализ

Два скейлинговых показателя можно определить
непосредственно из правил модели. Во-первых, ли-
нейная протяженность и объем наиболее крупных
лавин ограничены только размерами решетки, т. е.
R1 ∝ L и S1 ∝ Ld, или

νr = 1 и νs = d. (8)

Во-вторых, путь каждой песчинки через систе-
му представляет собой случайное блуждание, в си-
лу чего среднее число опрокидываний, в которых

песчинка успевает поучаствовать до того, как поки-
нет решетку, квадратично по ее линейному размеру
〈N〉 ∝ L2, или, согласно формулам (5a) и (5b)

σn = νn − ε = 2. (9)

Показатели νr и σn являются суперуниверсальны-
ми, т. е. не зависят от размерности пространства.

При рассмотрении четырех основных характери-
стик лавины (T , N , S и C) для полного решения
модели необходимо определить восемь показателей
(четыре пары показателей α и ν). Формула (4) да-
ет три скейлинговых соотношения, формулы (8) и
(9) — еще по одному. Таким образом, остается по-
лучить еще три уравнения, связывающие между со-
бой характеристики лавины, на чем и сосредоточе-
ны дальнейшие усилия. При этом, чтобы не пере-
гружать текст, базовые скейлинговые соотношения
(4), (6), (7), (8) и (9) используются без ссылок.

Поскольку основной интерес представляют по-
казатели распределения, все выкладки здесь прово-
дятся с точностью до коэффициента. Поэтому, пред-
полагая степенной вид зависимостей между всеми
характеристиками лавины, деление мы не отлича-
ем от дифференцирования, а умножение — от инте-
грирования. По тем же причинам коэффициенты во
всех уравнениях далее полагаются единичными.

2.3. Верхняя критическая размерность

Описание правил завершает определение диапа-
зона изучаемых размерностей пространства d. Слу-
чай d = 1 исключается из рассмотрения в силу
его вырожденности, свидетельство чего будет по-
лучено далее. Так же не рассматриваются случаи
d > duc = 4, поскольку при превышении верх-
ней критической размерности duc становится невер-
ным предположение о компактности области лави-
ны. Убедиться в этом позволяет элементарный ана-
лиз двух процессов.

Сначала рассмотрим распространение лавины по
решетке. Если песчинки, передаваемые из опроки-
нувшейся ячейки ее соседкам, не взаимодействуют
друг с другом, то r ∝ t1/2, т. е. линейная протяжен-
ность лавины изменяется в параллельном времени
диффузионным образом. Для взаимодействующих
песчинок (в силу их взаимного отталкивания) за-
висимость будет иметь больший показатель. Таким
образом,

κr ≥ 1/2, (10)

где использовано обозначение
κx = νx/νt (11)

для временно́й размерности характеристики X .
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Теперь рассмотрим развитие лавины как ветвя-
щийся процесс, участвующие в котором частицы со-
ответствуют потерявшим устойчивость ячейкам. Их
число – активность лавины a ∝ n/t. Вследствие са-
моорганизации кучи в критическое состояние ветвя-
щийся процесс имеет единичный коэффициент раз-
множения частиц. И если они не взаимодействуют
друг с другом, то a ∝ n1/2, т. е. активность изме-
няется в последовательном времени диффузионным
образом. Отсюда получаем n ∝ t2. Для взаимодей-
ствующих частиц (в силу обедненности песком сосе-
док неустойчивых ячеек) зависимость будет иметь
меньший показатель. Таким образом,

κs ≤ κn ≤ 2, (12)

где учтено, что объем области лавины не превышает
ее размера.

Коль скоро показатель νr = 1 не зависит от раз-
мерности пространства, сочетание неравенств (10) и
(12) накладывает ограничение на размерность обла-
сти лавины,

νs = κs/κr ≤ 4.

При d = duc данное неравенство обращается в ра-
венство, из-за чего начиная с четырехмерного слу-
чая следует ожидать среднеполевых значений для
всех показателей.

Все отмеченные обстоятельства хорошо извест-
ны для модели БТВ [14–16], однако, как можно ви-
деть, ситуация имеет единую природу для любых
изотропных консервативных моделей типа кучи пес-
ка.

3. РЕШЕНИЕ НА ОСНОВЕ
ЛАНЖЕВЕНОВСКОГО ФОРМАЛИЗМА

Переход от микроуровня, на котором формули-
руются правила модели, оперирующие состоянием
отдельных ячеек и судьбой отдельных песчинок, к
макроуровню, на котором учитываются лишь инте-
гральные характеристики лавин, лежит через мезо-
уровень, на котором строится промежуточная мо-
дель, описывающая коллективную динамику эле-
ментов системы. Правила промежуточной модели не
выводятся, а угадываются. Поэтому все, сказанное в
этом разделе, следует рассматривать, в первую оче-
редь, не как расчет показателей, а как подробное
описание промежуточной модели. Общефизическое
обоснование ее положений и сопоставление ее ре-
зультатов с экспериментом вынесены в следующие
разделы. Пока же сосредоточимся на вопросе, как

следует проводить расчеты, отложив вопрос, поче-
му это следует делать именно так.

3.1. Плотность возбуждения и
корреляционная длина

Развитие лавины представляет собой распро-
странение по системе возбуждения, инициирован-
ного вбросом в нее одной песчинки. Этот про-
цесс будем характеризовать плотностью возбужде-
ния ρ(x, t), агрегированно учитывающей не только
пространственное размещение неустойчивых ячеек,
но и изменение заполнения ячеек устойчивых, кото-
рое прямо влияет на их возбудимость.

Будучи скрытой переменной, плотность возбуж-
дения, тем не менее, напрямую влияет на изменение
наблюдаемых величин, поэтому анализ мы начина-
ем именно с нее. Ее эволюция описывается стохасти-
ческим уравнением диффузии

ρ̇ (x, t) = Δρ (x, t) + η (x, ρ) (13)

с дельта-коррелированным шумом:

〈η (x, ρ) · η (x′, ρ′)〉 ∝ δ (x− x′) · δ (ρ− ρ′) . (14)

Действие случайных факторов определяется за-
полнением решетки, которое меняется при измене-
нии возбуждения, в силу чего шумовой член η зави-
сит только от d-мерной пространственной коорди-
наты x и текущей плотности ρ, но не от времени t.
Таким образом, шум в уравнении (13) следует счи-
тать закрепленным, если рассматривать это уравне-
ние как описывающее динамику поверхности, дви-
жущейся в (d+1)-мерном пространстве, на которой
и производится усреднение шума в формуле (14).

Следует особо подчеркнуть, что выбор шума сво-
бодного вида η (x, t) здесь был бы грубой ошибкой.
Явная зависимость от времени предполагает опи-
сание плотности только неустойчивых ячеек, непо-
средственно участвующих в развитии лавины. Од-
нако для этой величины в модели Манны сконстру-
ировать ланжевеновское уравнение невозможно в
принципе. Как показывает компьютерный экспери-
мент, показатели распределений не меняются, если
при опрокидывании неустойчивой ячейки переда-
вать ее соседкам не ровно zc песчинок, а вообще все
песчинки, оказавшиеся в этой ячейке (разумеется,
при этом модель перестает быть абелевой, так что
все ячейки, одновременно потерявшие устойчивость,
и обрабатывать следует одновременно). Иначе гово-
ря, свойства кучи не зависят от того, отсчитывается
количество песчинок z от произвольного уровня или
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от строго фиксированного. Уравнение для плотно-
сти неустойчивых ячеек должно быть инвариантно
относительно одновременного увеличения порога zc
и всех z на одну и ту же величину в первом случае
и неинвариантно — во втором, что несовместно. А
вот для плотности возбуждения, понимаемого в ука-
занном выше смысле, эти постановки эквивалентны
и предполагают инвариантную запись, не содержа-
щую членов, нелинейных по ρ.

Отмеченное единство свойств абелевой (переда-
ча фиксированного числа песчинок) и неабелевой
(раздача всех имеющихся песчинок) версий правил
иллюстрирует важный принцип, лежащий в основе
построения промежуточных моделей: все, что в них
можно не учитывать, учитывать не следует. В част-
ности, если на классе универсальности модели ни-
как не сказывается разрушение ее абелевости, зна-
чит, нет оснований при построении решений опи-
раться на теоретический аппарат абелевых моде-
лей. Они обладают нетривиальным свойством экви-
валентности возвратных конфигураций и остовных
деревьев решетки, что позволило получить ряд важ-
ных теоретических результатов для модели БТВ
[16–21]. И нарушить абелевость этой модели без ка-
чественного изменения ее свойств, по всей видимо-
сти, нельзя. В то же время модель Манны допускает
варьирование правил в широких пределах, что тре-
бует максимальной общности подхода как при запи-
си уравнений, так и при их исследовании.

Исследовать ланжевеновские уравнения, описы-
вающие масштабно-инвариантные системы, проще
всего с помощью так называемой наивной пере-
нормировки, связанной с огрублением всех масшта-
бов [22]. При согласованном увеличении всех пере-
менных значимые члены уравнения должны изме-
няться пропорциональным образом, а незначимые —
стремиться к нулю (что позволяет при записи урав-
нений сразу отрешиться от любых деталей устрой-
ства системы на микроуровне, исчезающих на мак-
роуровне).

Традиционно перенормировочные выражения
привязывают к пространственной координате,
однако в рассматриваемой задаче формулы ока-
зываются значительно компактнее, если взять за
основу время. При огрублении его масштаба t → bt

остальные переменные преобразуются по формулам

x → bκξx,

ρ→ bκρρ,

η → b−(κξd+κρ)/2η,

где временны́е размерности определяются форму-
лой (11), а масштабирование шума рассчитано на
основе его корреляции (14).

Для размерности, с которой перенормируется
пространственная координата x, в качестве индек-
са здесь указана буква ξ, а не буква r. Дело в том,
что развитие лавины описывается несколькими про-
странственными масштабами, из которых динамику
плотности возбуждения характеризует именно его
корреляционная длина ξ, много меньшая линейной
протяженности области лавины r.

В результате выполненной перенормировки
уравнение (13) преобразуется к виду

bκρ−1ρ̇ (x, t) =

= bκρ−2κξΔρ (x, t) + b−(κξd+κρ)/2η (x, ρ) .

Его эквивалентность исходной записи (13) требует
выполнения равенств

κρ − 1 = κρ − 2κξ = − (κξd+ κρ) /2,

из которых находятся показатели κξ = 1/2 и

κρ = (4− d) /6, (15)

описывающие динамику введенных переменных,
связанных между собой формулой

ρ ∝ ξ(4−d)/3. (16)

Эта формула вновь указывает на верхнюю кри-
тическую размерность duc = 4, при достижении ко-
торой плотность возбуждения не возрастает с уве-
личением корреляционной длины.

3.2. Активность и ширина границы

Эволюция средней активности (числа опрокиды-
ваний за шаг параллельного времени) как макроха-
рактеристики описывается обыкновенным стохасти-
ческим дифференциальным уравнением

ȧ (t) = χ (ρ) (17)

с дельта-коррелированным шумом:

〈χ (ρ) · χ (ρ′)〉 ∝ δ (ρ− ρ′) . (18)

Такой вид шума означает, что изменение ко-
личества одновременно существующих неустойчи-
вых ячеек определяется исключительно амплитудой
плотности возбуждения, которая учитывает локаль-
ные флуктуации заполнения ячеек.
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Запись (17), (18) лучше всего подходит на роль
определения плотности возбуждения, поскольку
кроме нее включает только наблюдаемые величины.
Однако даже такое определение остается неполным,
так как описывает лишь амплитуду плотности, но
не ее профиль.

При огрублении масштабов здесь переменные
преобразуются по формулам

t→ bt,

a→ bκaa,

χ→ b−κρ/2χ,

где масштабирование шума рассчитано на основе
его корреляции (18). Нечувствительность уравнения
(17) к такой перенормировке требует выполнения
равенства

κa − 1 = −κρ/2,
из которого с помощью соотношения (15) получаем
первое из скейлинговых соотношений, необходимых
для решения модели:

κa = (8 + d) /12. (19)

Развитие лавины связано с ростом ее области —
продвижением вовне границы, трактуемым здесь
как рост поверхности над некоторой (d− 1)-мерной
подложкой, соответствующей положению границы,
сглаженному усреднением. Разложим относительно
подложки d-мерную пространственную координату
x на (d−1)-мерную тангенциальную и 1-мерную нор-
мальную составляющие x‖ и x⊥. Динамика модуля
последней описывается стохастическим уравнением

ẋ⊥
(
x‖, t

)
= ρΔ‖x⊥

(
x‖, t

)
+ ρ−1ζ (t) . (20)

В нем амплитуда плотности возбуждения играет
роль коэффициента диффузии, т. е. выступает как
фактор, способствующий разглаживанию границы,
и одновременно задает относительный уровень сво-
бодного шума, стремящегося нарушить ее глад-
кость. Шум, как и в уравнениях (13) и (17), здесь
предполагается дельта-коррелированным:

〈ζ (t) · ζ (t′)〉 ∝ δ (t− t′) . (21)

Его зависимость именно и только от времени связа-
на с тем, что в силу фрактальности границы множе-
ство ее точек находится над одной и той же точкой
подложки, из-за чего действие случайных факторов
лишается пространственной привязки. При этом хо-
тя события происходят практически на каждом вре-
менно́м шаге, лишь случающиеся во внешних точках

границы обеспечивают рост ее ширины, что учиты-
вается коэффициентом при шумовом члене. Он воз-
никает как отношение минимально возможного воз-
буждения, обусловленного дискретностью процес-
сов, происходящих на границе, к амплитуде плотно-
сти возбуждения, характеризующей процессы, про-
исходящие в глубине области лавины. За время, ухо-
дящее на то, чтобы эти процессы сказались на собы-
тиях у границы, профиль плотности возбуждения
успевает смазаться. Поэтому в уравнение (20) она
входит уже без аргументов — только своей ампли-
тудой.

С физической точки зрения, принципиально
важным отличием уравнения (20) от уравнений (13)
и (17) является учет им тех симметрий, которые,
присутствуя на микроуровне, на мезоуровне уже
подвержены локальным нарушениям. Хотя переда-
ча песчинок при опрокидывании неустойчивых яче-
ек происходит направленным образом, у границы
области лавины есть выделенное направление дви-
жения — из ее глубины наружу.

Тангенциальная составляющая x‖ координаты
отвечает за протяженность области лавины r, а
разброс смещений вдоль нормальной составляющей
x⊥ — за ширину границы w. Поэтому при огрубле-
нии масштабов переменные преобразуются по фор-
мулам

t→ bt,

ρ→ bκρρ,

x⊥ → bκwx⊥,

x‖ → bκrx‖,

ζ → b−1/2ζ,

где масштабированиешума рассчитано на основе его
корреляции (21). Чтобы вид уравнения (20) не ме-
нялся при такой перенормировке, необходимо вы-
полнение равенств

κw − 1 = κρ + κw − 2κr = −κρ − 1/2,

из которых получаются два недостающих скейлин-
говых соотношения:

κw = (d− 1) /6, (22)

κr = (10− d) /12. (23)

Дальнейшие выкладки элементарны, но гро-
моздки, поэтому ограничимся их результатом:
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X κx νx αx

T 1
12

10− d

d

4

N
d+ 20

12

d+ 20

10− d

3d

d+ 20

S
(10− d) d

12
d

3

10− d

C
12− d

12(d−1)

(12−d)(d−1)

10− d

3d

(12−d)(d−1)

(24)

и
ε = 3d/ (10− d) . (25)

Из упомянутых дополнительных характеристик
лавины не рассмотренной осталась только средняя
кратность опрокидывания, для которой находим

κm = (4− d) (5− d) /12.

Отсюда следует, что уже в четырехмерном случае
повторные опрокидывания ячеек оказываются ис-
ключительными событиями. Иначе говоря, при d ≥
≥ duc геометрия решетки несущественна, поскольку
реализованная на ней модель практически не отли-
чается от модели со случайным соседством.

Наличие в соотношении (22) и в показателях для
C члена d − 1 демонстрирует, что у модели кро-
ме верхней критической размерности duc имеется и
нижняя dlc = 1. При d = 1 решение (24), очевид-
но, становится нереалистичным, поскольку вытека-
ющая из него формула N ∝ TC предполагает по-
стоянную активность некоторой доли ячеек в обла-
сти лавины. При этом вынос избытка песчинок на ее
границу, состоящую всего из пары ячеек, не может
остановить развитие лавины. Поэтому оно прекра-
щается лишь за счет удачного перераспределения
песчинок в ее области. А это требует значительного
времени и сравнительно низкой активности, в си-
лу чего получаемый в численном эксперименте по-
казатель νt = 10/7 оказывается больше значения
4/3, предсказываемого решением (24), а показатель
νn = 9/4 — меньше аналогичного значения 7/3. Бу-
дучи вырожденным, одномерный случай требует по-
строения иной промежуточной модели, что выходит
за рамки данной работы. Поэтому и скейлинговые
показатели для него приведены здесь лишь справоч-
ным порядком, без подтверждающих графиков.

4. РЕШЕНИЕ С ПОМОЩЬЮ АНАЛИЗА
СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ

В этом разделе используются понятия и обозна-
чения из предыдущего раздела, однако все связыва-
ющие их формулы выводятся независимо. И именно

этот вывод следует считать физически обоснован-
ным.

За t шагов развития лавины песчинки, соверша-
ющие случайные блуждания по решетке, смещаются
на характерное расстояние

ξ ∝ √
t, (26)

которым определяется объем ω ∝ ξd, в котором воз-
буждение остается скоррелированным.

Как случайное блуждание можно трактовать и
изменение линейной протяженности области лави-
ны r. При рассмотрении в параллельном времени t
частота скачков задается плотностью возбуждения
ρ, т. е.

r2 ∝ ρt. (27)

Если же рассматривать процесс в последовательном
времени n, то частота скачков будет определяться
локальным избытком песка. Поскольку за время ла-
вины песчинки успевают свободно перемещаться в
объеме корреляции ω, внутри него имеет значение
не их изначальное расположение, а только суммар-
ное количество. Его флуктуации пропорциональны
ω1/2, т. е. избыток песка, приходящий на одну ячей-
ку, составляет порядка ω−1/2 ∝ ξ−d/2. Таким обра-
зом,

r2 ∝ ξ−d/2n. (28)

Подставив сюда корреляционную длину (26), по-
лучаем выражение

td/4 ∝ n/r2 ∝ rνn−2.

Элементарное преобразование показателя его пра-
вой части

νn − 2 = ε = αr

позволяет найти показатель распределения лавин по
длительности

αt = d/4. (29)

Столь простое выражение, разумеется, может
быть получено и без промежуточных выкладок. Ла-
вина доживает до шага t с вероятностью ∝ t−αt .
Выживание лавины определяется тем, что локаль-
ный избыток песка превышает некоторый фикси-
рованный порог, вероятность чего ∝ ω−1/2. При-
равняв эти две вероятности, с помощью форму-
лы (26) и получаем значение (29). Следует отме-
тить, что из него, как и из формулы (16), можно
определить верхнюю критическую размерность, ес-
ли помнить, что продолжительность критического
ветвящегося процесса, к которому сводится разви-
тие лавины при случайном соседстве, характеризу-
ется значением αt = 1 [23].

Сопоставление формул (27) и (28) приводит к
выражению
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a/ρ ∝ ω1/2, (30)

означающему, что отношение активности (экстен-
сивной характеристики) к амплитуде плотности воз-
буждения (интенсивной характеристике) обусловли-
вается флуктуациями количества песчинок в объе-
ме корреляции, т. е. условиями не на макро-, а на
мезомасштабе. Иными словами, условия в области
лавины существенно неоднородны.

Ширина границы области лавины w задает про-
странственный масштаб корреляции там, где плот-
ность возбуждения приближается к своему мини-
мально возможному значению, обусловленному дис-
кретностью происходящих процессов. А амплитуда
плотности возбуждения определяет пространствен-
ный масштаб корреляции ξ в области лавины в це-
лом, т. е. ξ ∝ wρ, откуда посредством формул (26) и
(27) получаем еще одно соотношение пространствен-
ных масштабов:

r ∝ wρ3/2. (31)

В результате выноса песка на границу области
лавины каждая ячейка внутри нее теряет в сред-
нем c/s ∝ w/r песчинок. Это означает, что их избы-
ток

√
ω, имеющийся в объеме корреляции, локали-

зован в
√
ω ·r/w ячейках. События захвата и потери

таких ячеек объемом корреляции являются шагами
процесса, обусловливающего изменение корреляци-
онной длины. Рассмотрение его в качестве случай-
ного блуждания дает выражение

ξ2 ∝ ξd/2r/w,

которое с помощью формулы (31) позволяет воспро-
извести зависимость (16) для амплитуды плотности
возбуждения. А из нее с помощью выражений (26) и
(27) получается и соотношение (23). Его в сочетании
с определением (11), соотношением (29) и формулой
(31) достаточно для получения полного решения мо-
дели (24), (25).

5. РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО
ЭКСПЕРИМЕНТА

Из-за того, что плотности распределений име-
ют степенной вид лишь в промежуточной асимп-
тотике, результаты численного эксперимента оказы-
ваются тем надежнее, чем больше размер решетки
L. Здесь используются его значения, даваемые сте-
пенью двойки, что способствует оптимизации кода.
Максимальные доступные для моделирования зна-
чения L = 214; 211; 28 для d = 2; 3; 4. В двумер-
ном случае основным фактором, ограничивающим
L, оказывается быстродействие (на решетке мак-
симального размера средняя лавина обсчитывается

несколько секунд, а крупные лавины требуют уже
нескольких часов машинного времени), в четырех-
мерном — доступная память, а в трехмерном — и
то, и другое одновременно. Решетку можно считать
большой, если отношение ее объема к площади от-
крытого края L/2d� 1. При указанных максималь-
ных L переход от двумерного случая к трехмерному
сопряжен с уменьшением этой величины в 12 раз,
а к четырехмерному — в 128 раз, пропорционально
чему ухудшаются и ожидания точности эксперимен-
тальных результатов.

Общий вид скейлинговых функций gX неизве-
стен, поэтому при обработке результатов модели-
рования следует исключить его влияние, исполь-
зуя автомодельность формул (2) и (3). Для этого
служит процедура скейлинга, т. е. рассмотрение за-
висимостей X1+αx · uX (X) от X/Lνx , полученных
при различных значениях L. Правые части графи-
ков плотности, перемасштабированных таким обра-
зом, должны совмещаться, а средние — выполажи-
ваться, чем подтверждается правильность найден-
ных характеристических и скейлинговых показате-
лей.

Описанная схема кажется очень простой. Од-
нако оказывается, что для каждой анализируемой
размерности она сталкивается со специфическими
трудностями, требующими отдельного рассмотре-
ния.

Для удобства изложения предсказанные теорией
значения скейлинговых и характеристических пока-
зателей для основных характеристик лавины сведе-
ны в таблицу. В ее последних столбцах, кроме того,
даны показатели логарифмических поправок, воз-
никающих в случае верхней критической размернос-
ти. Они будут определены далее.

d = 2 d = 3 d ≥ 4 d = 4

X ν α ν α ν α ν̃ α̃

T
3

2

1

2

12

7

3

4
2 1

1

3

2

3

N
11

4

3

11

23

7

9

23
4

1

2
1

1

2

R 1
3

4
1

9

7
1 2 0 1

S 2
3

8
3

3

7
4

1

2
1

1

2

C
5

4

3

5

18

7

1

2
4

1

2

3

2

1

4

ε =
3

4
ε =

9

7
ε = 2 ε̃ = 1
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Предваряя результаты компьютерного экспери-
мента, полученные автором и призванные подтвер-
дить правильность выполненных расчетов, уместно
кратко обобщить то, что уже известно к настоящему
моменту.

Теоретических результатов здесь немного. Если
не принимать во внимание тривиальные показатели
νr и νs и среднеполевые значения в четырехмерном
случае, остается упомянуть лишь полное решение
модели в двумерном случае, полученное автором на
иной методологической основе [3, 4], не обобщаемой
на пространства высокой размерности. Все осталь-
ные показатели рассчитаны впервые.

В плане результатов моделирования картина су-
щественно богаче — их обширный обзор содержится
в работе [2]. Для d = 2 все приведенные показате-
ли очень близки к их экспериментальным оценкам,
полученным другими авторами, за исключением ве-
личины νt [1, 13, 14, 24–31] (причем в работе [25] —
единственной из всех — дается даже показатель
для периметра νc). Для d = 3 имеющиеся в лите-
ратуре оценки скейлинговых показателей (включая
тривиальные), как правило, оказываются несколь-
ко больше теоретических значений при удовлетво-
рительном совпадении характеристических показа-
телей [25–27,32]. Наконец, для d = 4 кроме экспери-
ментального подтверждения среднеполевых значе-
ний [14], известны и оценки поправочных показате-
лей α̃ для модели БТВ [16], ожидаемо совпадающие
с их теоретическими значениями для модели Ман-
ны. Поправочные показатели ν̃ ранее численно не
определялись.

5.1. Двумерный случай

На рис. 2 представлены распределения основных
характеристик лавины для d = 2, построенные по
результатам обработки 8.1 · 108 лавин, в ходе кото-
рых произошли 2.9 · 1015 опрокидываний. При до-
множении ординаты на X1+α и делении абсциссы
на Lν графики, полученные для систем различного
размера L, совмещаются при 1 � X и выполажива-
ются при 1 � X � X1.

На вставках на рис. 2 показаны немасштаби-
рованные плотности вероятности. В двойном ло-
гарифмическом масштабе их степенной вид в об-
ласти промежуточной асимптотики представляется
линейным участком графика.

Как можно видеть, скейлинг с теоретическими
показателями оказывается практически идеальным
для размера, объема и периметра лавин, но графики
заметно расходятся в правой части для длительнос-

Рис. 2. Плотность распределения лавин по размеру, объе-
му, длительности и периметру для d = 2 для решеток раз-

ного размера L
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ти. Попытки добиться их совмещения привели бы
к значениям νt > 3/2, хорошо известным из лите-
ратуры [1,24–28], но противоречащим построенному
решению.

Причина обнаруженного расхождения кроется в
том, что теоретическая и экспериментальная дли-
тельности лавины — немного разные характеристи-
ки. Дело в том, что по мере развития лавины, ее тео-
ретические характеристики, связанные между собой
формулами (6) и (7), должны расти одновременно,
тогда как для реальных характеристик такая связь
может и нарушаться.

В силу стохастичности правил, лавина, захватив-
шая некоторую область, в принципе может продол-
жаться внутри нее сколь угодно долго. При этом
длительность увеличивается при неизменных объ-
еме и периметре. И даже прирост размера лавины
оказывается незначительным, поскольку ее область,
уже обедненная песком, не может поддерживать вы-
сокую активность.

Описанный процесс догорания лавины уместно
рассматривать как блуждание по ее области отдель-
ных точек активности, уже не взаимодействующих
друг с другом. Характерная длительность их су-
ществования в наиболее удачных условиях пропор-
циональна времени развития лавины T , поскольку
при более долгом сохранении активности она бы на-
верняка вышла за границы лавины, продолжив ее
развитие. Если предположить, что число точек ак-
тивности, оказавшихся в удачных условиях, дается
какой-то степенью T , то активность полностью угас-
нет за порядка T lnT шагов, так как максимум по
выборке возрастает как логарифм ее объема. При
этом для характерной длительности крупных лавин
формула (3) заменится выражением вида

T1 ∝ Lνt (1 + θ lnL) ,

где коэффициент θ � 1, поскольку длительное до-
горание лавины обусловливается редким стечением
обстоятельств. При доступных для моделирования
значениях L эта зависимость практически неотли-
чима от зависимости T1 ∝ Lνt+θ, что и приводит к
небольшому завышению показателя νt, получаемого
по результатам моделирования.

К сожалению, способ аналитического расчета ко-
эффициента θ неизвестен. Поэтому предложенное
объяснение расхождения между теорией и экспери-
ментом пока следует считать гипотезой, требующей
дополнительной проверки.

5.2. Трехмерный случай

На рис. 3 представлены распределения основных
характеристик лавины для d = 3, построенные по
результатам обработки 2.6 · 1010 лавин, в ходе ко-
торых произошли 9.4 ·1014 опрокидываний. Если бы
перемасштабирование на этом рисунке выполнялось
так же, как для d = 2, то для всех рассматриваемых
характеристик совмещение графиков по оси абсцисс
оказалось бы столь же посредственным, как и для
длительности на рис. 2. Улучшить скейлинг возмож-
но двумя способами.

Можно было завысить универсальный показа-
тель ε, а с ним — и все скейлинговые показатели νx
по сравнению со значениями, предсказанными ре-
шением модели. При этом удается добиться вполне
удовлетворительного скейлинга. Более того, подоб-
ная попытка анализа, хотя и выполненная с помо-
щью другого инструментария, уже была предпри-
нята в работе [25]. На этом пути есть только одна
проблема: неизбежно получается абсурдное значе-
ние νs > 3, означающее превышение объемом ла-
вины объема решетки при достаточно большом ли-
нейном размере последней. Вероятно, по этим при-
чинам в других работах [26, 27, 32], где были полу-
чены завышенные показатели для трехмерного слу-
чая, распределение лавин по объему не рассматри-
валось.

Разумным представляется иной подход, связан-
ный с масштабированием абсциссы по формуле (3)
на степень не реального размера решетки L, а эф-
фективного размера

Λ = L
(
1− h/Lφ

)
.

Здесь показатель φ = 1/7 (он рассчитывается да-
лее), а значение коэффициента h ≈ 0.3 просто под-
бирается из соображений наилучшего совмещения
графиков. Эффективный размер, разумеется, мень-
ше реального. Но поскольку он меньше на величи-
ну, которая убывает с ростом L, то при проведении
расчетов с точностью до коэффициента эффектив-
ный размер кажется превосходящим реальный, что
и приводит к завышению показателей при обработке
результатов эксперимента без оглядки на предсказа-
ния теории.

Следует отметить, что, несмотря на использова-
ние эффективного размера решетки для масштаби-
рования, графики распределений лавин по размеру
и длительности совмещаются на рис. 3 неидеально.
Для N это связано с тем, что средний размер ла-
вины остается пропорционален квадрату реального
размера решетки, что влечет отклонения плотности
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Рис. 3. Плотность распределения лавин по размеру, объе-
му, длительности и периметру для d = 3 для решеток
разного размера L. В отличие от рис. 2 здесь абсцисса
масштабируется на степень не реального, а эффективного

размера решетки

от вида (2) при N ∼ N1. А для T сохраняется эф-
фект догорания лавины, делающий ее длительность
несоразмерной остальным характеристикам, хотя он
и оказывается много слабее из-за меньшей кратно-
сти опрокидывания.

Понять причины, потребовавшие введения эф-
фективного размера решетки, помогает рассмотре-
ние средней кратности опрокидывания. Для d = 2

выполнено s2 ∝ nc или, что то же самое, r ∝ mw.
Это позволяет схематично рассматривать область
лавины как набор вложенных слоев убывающей (из
глубины к периферии) кратности опрокидывания,
так что линейная протяженность лавины дается
просто суммой ширин границ эти слоев [3,4]. В три-
виальном виде эта же ситуация воспроизводится и
для d = 4 в силу пренебрежимо малой доли повтор-
ных опрокидываний ячеек и расположения практи-
чески всех ячеек области лавины у ее границы. Но
для d = 3 выполнено s2 ∝ ncrφ с указанным выше
показателем φ. Поэтому если попытаться разложить
область лавины на слои разной кратности опроки-
дывания, то окажется, что сумма ширин их границ
mw меньше линейной протяженности r.

Область двумерной лавины увеличивается толь-
ко за счет продвижения ее границы вовне, тогда как
граница трехмерной лавины, образуя боковые выпя-
чивания, оказывается столь изрезанной, что пред-
ставление о глобальном направлении ее движения
теряет смысл. В результате область лавины может
иметь пустоты, не захватываемые даже при повтор-
ных опрокидываниях. Недоступность для лавины
некоторых ячеек решетки и означает уменьшение ее
эффективного размера по сравнению с реальным.

5.3. Четырехмерный случай

На рис. 4 представлены распределения основных
характеристик лавины для d = 4, построенные по
результатам обработки 5.2 · 1010 лавин, в ходе ко-
торых произошли 3.6 · 1013 опрокидываний. Здесь
малость размеров решетки, доступных для модели-
рования, становится наглядной. Можно видеть, как
совмещение графиков улучшается при переходе от
малых решеток к большим. Однако ключевой осо-
бенностью верхней критической размерности явля-
ется появление мультипликативных логарифмиче-
ских поправок к степенным зависимостям. Без их
введения не удается добиться какого бы то ни было
совмещения перемасштабированных графиков.

Формулы (2) и (3) сменяются более сложными
выражениями [14–16]

uX (X) = X−(1+αx) lnα̃x X · gX (X/X1) ,
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Рис. 4. Плотность распределения лавин по размеру, объе-
му, длительности и периметру для d = 4 для решеток раз-
ного размера L. Чтобы при перемасштабировании ординат
избежать деления на ноль, для всех характеристик введе-
на искусственная добавка. Ее величина непринципиальна,
поскольку сказывается только на левых частях графиков

X1 ∝ Lνx/ lnν̃x L,

требующими нахождения еще двух показателей α̃x

и ν̃x для каждой характеристики события X . При
анализе этих формул следует помнить, что логариф-
мические поправки в них — это лишь первый по-
рядок приближения, не претендующий на полную
самосогласованность. Поэтому далее мы пренебре-
гаем логарифмами логарифмов, считая логарифмы
разных характеристик взаимно пропорциональны-
ми величинами.

Рассмотрение по аналогии с выводом формулы
(4) доли событий, не помещающихся в решетку, поз-
воляет ввести универсальный поправочный показа-
тель

ε̃ = αxν̃x + α̃x,

значение которого, как и значение универсального
показателя ε, не зависит от рассматриваемой харак-
теристики.

Формула взаимосвязи разных характеристик со-
бытия (6) усложняется до записи

Y αy/ lnα̃y Y ∝ Xαx/ lnα̃x X.

Формулы (5a) и (5b) заменяются выражениями

〈X〉 ∝ Lσx/ lnσ̃x L,

σ̃x = ν̃x − ε̃.

Здесь при расчетах используется то, что при α < 1

интеграл для среднего набирает свое основное зна-
чение в диапазоне крупных событий.

Зависимость 〈N〉 ∝ L2, точная для простран-
ства любой целой размерности, приводит к значе-
нию σ̃n = 0, т. е. ε̃ = ν̃n. Точной остается и формула
R1 ∝ L, дающая показатель ν̃r = 0, однако рассчи-
тывать на отсутствие логарифмических поправок к
формуле S1 ∝ Ld уже не приходится, т. е. про ν̃s ни-
чего априори сказать нельзя. Таким образом, анализ
правил модели для поправочных показателей дает
чуть меньше информации, чем для обычных. Од-
нако, с другой стороны, исключительность повтор-
ных опрокидываний позволяет полагать N ≈ S, т. е.
ν̃n = ν̃s.

Для получения нетривиальных поправочных по-
казателей сначала рассмотрим подробнее природу
неравенства (10), связанного с перемещением пес-
чинок по решетке. Коль скоро их взаимодействие в
многомерном случае сводится к простому отталки-
ванию, адекватной моделью этого процесса являет-
ся случайное блуждание без самопересечений. Если
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его траектория из t звеньев размещается в простран-
ственной области характерного размера r, то уста-
новившийся режим роста описывается уравнением

dr/dt = ∂U/∂r,

где энергия отталкивания звеньев

U ∝
t∫

1

t′/rddt′

находится суммированием их пространственной
плотности вдоль траектории [33]. Это описание
применимо к блужданию без самопересечений в
пространстве любой размерности. Так, при d < 4

получается классическая формула rd+2 ∝ t3, а при
d > 4 — тривиальная зависимость r2 ∝ t. Однако
нас интересуют лишь размерности d ≥ 4, в которых
данный процесс описывает развитие лавины. В
частности, для d = 4 находим нетривиальную связь

r2 ∝ t · ln1/3 t,

т. е. α̃r − α̃t = 1/3, откуда ν̃t = 1/3.
Теперь рассмотрим подробнее природу неравен-

ства (12), связанного с размножением неустойчи-
вых ячеек. Здесь рассуждения аналогичны приве-
денным в предыдущем абзаце с той разницей, что
моделью служит развивающийся на решетке кри-
тический ветвящийся процесс, в котором частицы
взаимно отталкиваются, избегая попадания в одни
и те же ячейки (по всей видимости, специального
названия такой процесс не имеет). Установившийся
режим роста числа частиц a описывается в последо-
вательном времени n уравнением

da/dn = ∂U/∂a,

где энергия отталкивания частиц

U ∝
a∫

1

a′/rdda′

находится суммированием их пространственной
плотности по всем местам их расположения. Для
случая d = 4 получаем связь

a2 ∝ n/ ln1/3 n,

которую удобнее переписать в виде

t2 ∝ n · ln1/3 n,

т. е. α̃t − α̃n = 1/6, откуда ν̃n = 1. Это позволя-
ет определить универсальный поправочный показа-
тель ε̃ = 1 и на его основе – остальные поправоч-
ные показатели для объема, размера, длительности
и протяженности лавин:

ν̃s = 1,

α̃n = α̃s =
1

2
,

α̃t =
2

3
,

α̃r = 1.

Ненайденными остаются только показатели для
периметра, т. е. чисто геометрической, а не динами-
ческой характеристики лавины. Чтобы ввести здесь
динамику, рассмотрим отношение числа ячеек в
объеме v ∝ r4, ограниченном линейной протяжен-
ностью области лавины r, к числу ячеек, собствен-
но затронутых лавиной, s ∝ r4/ ln r. На каждую
опрокинувшуюся ячейку в пределах линейной про-
тяженности лавины приходится k ∝ v/s ∝ ln r яче-
ек, в остальных из которых опрокидываний не слу-
чилось из-за неспособности лавины захватить все
пространство большой размерности. Динамика ко-
эффициента k описывается уравнением dk ∝ dv/v,
пусть априори и неочевидным, но апостериори по-
нятным. Однако интерес представляет динамика от-
ношения s/c, т. е. того числа ячеек, с которых одна
песчинка выносится на границу области лавины. По
мере роста k это отношение совершает симметрич-
ное случайное блуждание, т. е. s/c ∝ √

k, откуда и
получаются показатели

α̃c = 1/4 и ν̃c = 3/2.

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Исследователи моделей кучи песка обыкновенно
пренебрегают рассмотрением границы области ла-
вины, по-видимому, полагая периметр второстепен-
ной характеристикой. Однако именно его изучение
оказывается ключевым моментом в обоих способах
решения. При использовании ланжевеновского фор-
мализма уравнение для ширины границы оказыва-
ется единственным, содержащим нелинейность, без
которой явление самоорганизованной критичности
невозможно. А при сведении динамики к случайным
блужданиям вынос песка из объема области лавины
на ее границу выступает процессом, связывающим
между собой все пространственные масштабы.

427



А. В. Подлазов ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022

Рис. 5. Среднее время, необходимое границе области ла-
вины для прохождения своей ширины

Чтобы лучше понять роль границы области ла-
вины, рассмотрим время, за которое граница про-
ходит свою ширину q ∝ wr/r. С помощью формул
(22) и (23) находим временну́ю размерность κq =

= d/4 = αt, дающую показатели
αq = 1 и νq = ε, (32)

первый из которых суперуниверсален. Из получен-
ных соотношений на основе записи (2) возникает за-
висимость 〈Q〉 ∝ logL.

С учетом очевидного выражения
Q ∝ CT/S

она легко проверяется по результатам моделирова-
ния, как показано на рис. 5.

Представление о величине q позволяет сделать
более понятными некоторые сложные формулы. Так
выражение (30) принимает вид a ∝ qρ. В самом
деле, ситуация во всей области лавины изменяется
лишь за то время, за которое ее граница проходит
свою ширину. В силу этого величина q оказывает-
ся коэффициентом пересчета возбуждения в актив-
ность. Аналогично, и формула (28) упрощается до
вида r2 ∝ n/q, что и интерпретировать можно схо-
жим образом. Рост линейной протяженности обла-
сти лавины связан с изменениями, происходящими
на ее границе, где их темп замедлен в q раз по срав-
нению с ее объемом, на который приходится основ-
ная масса опрокидываний.

Выведенные здесь формулы апостериори кажут-
ся очевидным. В самом деле, по мере развития ла-
вины время прохождения ее границей своей шири-
ны должно возрастать, но возрастать чрезвычай-
но медленно, коль скоро периферия области лави-
ны характеризуется минимально возможной плот-
ностью возбуждения. А самым медленным законом

роста характеристики является тот, при котором ее
среднее значение зависит от размера системы с ну-
левым показателем, т. е. логарифмически. Однако
использование соотношения (32) при расчете пока-
зателей нельзя полагать добросовестным подходом,
поскольку вряд ли возможно додуматься до введе-
ния характеристики Q, еще не имея на руках пол-
ного решения модели. Во всяком случае, автору не
известно примеров прозрения подобного рода.

Вместе с тем, если добавить значение (32) к зна-
чениям (8) и (9), получаемым непосредственно из
правил модели, то для ее решения останется найти
еще только два скейлинговых соотношения. И ес-
ли выбирать их из соображений простоты итоговой
записи, а не математического вывода или физиче-
ского обоснования, то это, несомненно, будут фор-
мулы (29) и (22). Первая из них содержит информа-
цию о верхней критической размерности модели, а
вторая — и о нижней (явным образом), и о верхней
(неявным — при d = duc изменение ширины грани-
цы представляет собой случайное блуждание, для
которого κw = 1/2). Набор из этих пяти изящных
соотношений, дополненный тожеством (4), позволя-
ет восстановить полное решение (24), (25), являю-
щееся намного более громоздким.

Кроме ширины границы w принципиальной для
построения промежуточной модели оказалась кор-
реляционная длина ξ. И хотя использование этой
величины, напротив, типично для описания крити-
ческих систем, с ней был связан другой нехарак-
терный прием — перенормировка ланжевеновского
уравнения (13) на ее масштабе, а не на масшта-
бе протяженности лавины r. Структура ее области
полностью описывается с помощью этих трех про-
странственных масштабов, соотношение которых

w : ξ : r = 1 : ρ : ρ3/2

задается амплитудой плотности возбуждения ρ. Не
будучи определенной явно, она не допускает непо-
средственного измерения, однако оказывается непо-
средственно связанной с активностью a двумя спо-
собами — как на макроуровне через уравнение (17),
так и на мезоуровне через формулу (30). Введение,
описание и успешное использование скрытой пере-
менной ρ представляется методически важнейшим
результатом данной работы.
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Рассмотрен микроканонический ансамбль случайных путей фиксированной длины, N , в окрестности по-
лупроницаемой границы диска. При варьировании проницаемости диска для траекторий, η, от слабого
режима (0 < η � 1) до сильного (η → 1) наблюдается переход Байка –Бен Аруса –Пеше (Baik–Ben Aro-
us–Péché, BBP), который проявляется в изменении характерных флуктуаций траекторий в направле-
нии, перпендикулярном границе. Типичный размах флуктуаций, Δ, ведет себя как Δ(N) ∼ N1/3 для
0 < η � 1 и как Δ(N) ∼ N1/2 для η → 1. Применен нелинейный метод размерной редукции UMAP, ши-
роко используемый для выделения значимых («медленных») переменных при анализе больших массивов
данных, и показано, что он позволяет увидеть переход BBP в рассматриваемой задаче, что проявляется в
специфической кластеризации данных на двумерной фазовой плоскости. Аналогичная размерная редук-
ция, осуществленная с помощью линейного метода PCA, оказывается нечувствительной к переходу BBP.

DOI: 10.31857/S0044451022030129

1. ВВЕДЕНИЕ

Размерные соображения (скейлинг) довольно
часто служат инструментом, с помощью которо-
го удобно исследовать статистическое поведение
системы. Два скейлинговых закона: Гаусса и
Кардара –Паризи – Занга (КПЗ), появляются в
огромном разнообразии статистических систем.
Стандартное распределение Гаусса с критическим
индексом 1/2 для флуктуаций следует из цент-
ральной предельной теоремы для большого числа
независимых случайных величин. С другой сторо-
ны, критический индекс КПЗ 1/3 для флуктуаций,
определяемых законом Трейси –Видома, характе-
рен для экстремальной статистики большого числа

* E-mail: sergei.nechaev@gmail.com

коррелированных случайных величин. Поведе-
ние некоторых наблюдаемых в соответствующих
скейлинговых режимах определяется решения-
ми специальных дифференциальных уравнений.
Например, решение уравнения Пенлеве II опре-
деляет скейлинговую зависимость КПЗ в режиме
Трейси –Видома.

Недавно в работе [1] было показано, что пере-
ход от гауссова режима к режиму КПЗ является
универсальным и может рассматриваться как фазо-
вый переход с соответствующим образом выбранной
скейлинговой функцией. В работе [2] было показано,
что данная функция вновь определяется решением
уравнения Пенлеве II. Позже подобные фазовые пе-
реходы были обнаружены в нескольких физических
задачах, таких как “last passage percolation” [3], мо-
дель ASEP со специальными начальными условия-
ми [4], q-TASEP с наличием медленных частиц [5],
перколяция в двумерии [6] и переход спиновое стек-

430

EDN: ZXYNSR



ЖЭТФ, том 161, вып. 3, 2022 Поиск перехода Байка –Бен Аруса –Пеше путем размерной редукции

ло–парамагнетик в приближении среднего поля [7].
В последнем случае переход происходит при некото-
ром критическом значении температуры.

Во всех случаях соответствующие фазовые пере-
ходы представляют собой так называемый фазовый
переход Байка –Бен Аруса –Пеше (Baik–Ben Aro-
us–Péché, BBP), который обнаруживает новый
класс универсальности перехода от флуктуацион-
ного режима КПЗ к гауссову. Физика, лежащая в
основе перехода BBP, во всех доступных примерах
достаточно универсальна. На языке полимеров
переход BBP означает, что (1+1)D случайная
траектория находится точно на пороге образования
связанного состояния с каким-либо дефектом или
притягивающей границей.

Взаимодействие траектории и дефекта может
быть введено явно или каким-либо эффективным
способом. Пример явного взаимодействия приведен
в работе [8], где переход BBP происходит, когда
часть траектории полимера локализуется на протя-
женном дефекте при некотором критическом значе-
нии связи между полимером и дефектом. Пример
эффективного взаимодействия траектории и протя-
женного дефекта был рассмотрен в работах [9–12]
в связи с задачей Феррари –Шпона [13]. Формули-
руя задачу в полимерных терминах, можно сказать,
что часть полимерной траектории испытывает пере-
ход между различными флуктуационными режима-
ми над полукругом. Соответствующая качественная
картина была подтверждена в работе [14]. В этой
постановке ключевым моментом является рассмот-
рение микроканонического ансамбля флуктуирую-
щих траекторий фиксированной длины N . Условие
N = cR накладывается на траектории, концы кото-
рых закреплены в противоположных точках полу-
круга радиусом R. Варьируя значение c, в микрока-
ноническом ансамбле мы наблюдаем переход BBP. В
данном случае принципиально, что мы рассматри-
ваем траектории фиксированной длины, из-за чего
траектории прижимаются к границе диска, а c яв-
ляется управляющим параметром, который эффек-
тивно регулирует силу «прилипания» траекторий к
полукругу.

Несмотря на то, что критические (скейлинговые)
показатели говорят о статистике траекторий, иногда
они оказываются слишком грубыми, чтобы харак-
теризовать конкретные детали системы, и требуют-
ся какие-то более информативные характеристики
коллективного поведения путей. На помощь прихо-
дят спектральные методы изучения многообразий.
Известно, что изолированные собственные значения
матрицы смежности некоторого графа, оторванные

от непрерывной части спектральной плотности, ха-
рактеризуют кластеры графа [15]. С динамической
точки зрения возбуждения (квазичастицы), распро-
страняющиеся по графу, локализуются на этих кла-
стерах. Таким образом, предложив некоторый спе-
циальный способ построения графа по ансамблю
траекторий, статистику которых мы анализируем,
мы ожидаем, что сможем увидеть проявление пере-
хода BBP в поведении самых медленных мод (наи-
больших собственных значений) матрицы смежно-
сти построенного графа.

Современные задачи работы с большими данны-
ми (big data) сталкиваются с серьезными пробле-
мами, связанными с объемом и надежностью ис-
следуемых наборов данных. Кроме того, экспери-
ментальные данные довольно часто содержат избы-
точную локальную информацию, которая маскиру-
ет глобальные свойства системы (данное свойство
известно как «проклятие размерности»). В связи с
этим актуальной проблемой анализа данных являет-
ся снижение их размерности и выделение «медлен-
ных мод», ответственных за основные особенности
поведения системы. В физике сложных систем таки-
ми глобальными характеристиками являются пара-
метры порядка, которые, будучи макроскопически-
ми, классифицируют поведение системы в разные
моменты времени по наборам микропеременных. С
другой стороны, часто при описании коллективных
явлений выбор параметров порядка представляет
собой сложную задачу, которая может быть реше-
на методами обучения без контроля (nonsupervised
learning), как это происходит в задачах упорядоче-
ния в стаях птиц и рыб [16] или при изучении воз-
никновения топологической фазы в переходе Бере-
зинского –Костерлица –Таулесса [17, 18].

Интенсивное развитие новых нелинейных мето-
дов размерной редукции в течение последних 10 лет
связано с неспособностью линейных методов опи-
сать внутреннюю топологическую структуру (мно-
гообразие) большинства современных наборов дан-
ных. Среди нелинейных методов наиболее попу-
лярными являются SNE (t-SNE) [19, 20], UMAP
[21] и их многочисленные обобщения [22–24]. Ко-
ординаты в низкоразмерном пространстве являют-
ся решениями задачи оптимизации для некоторого
информационного функционала (типа дивергенции
Кульбека –Лейблера для SNE или кросс-энтропии
для UMAP).

В данной работе мы предлагаем исследовать пе-
реход BBP в микроканоническом ансамбле путей
фиксированной длины, флуктуирующих в окрест-
ности полупроницаемой границы диска, с помощью
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Рис. 1. Пример пути длиной N = 4R, который огибает частично непроницаемый полукруг радиусом R = 30 для η = 0 (а),
0.8 (б), 0.98 (в)

метода снижения размерности. Мы модифициру-
ем постановку задачи в модели Феррари –Шпона
и рассматриваем микроканонический ансамбль пу-
тей с фиксированным параметром c, определенным
выше. Мы вводим еще один управляющий пара-
метр, η, который соответствует «проницаемости»
диска для траекторий. Подробная постановка зада-
чи описана в следующем разделе. Переход BBP при
уменьшении размерности большого набора данных
по блужданиям траекторий проявляется как неко-
торый спектральный паттерн кластеризации в дву-
мерной фазовой плоскости.

2. МОДЕЛЬ

Рассмотрим микроканонический ансамбль слу-
чайных направленных путей фиксированной дли-
ны, N = cR, с заданными граничными условиями,
которые находятся в окрестности диска радиусом
R. Пусть πR < N � R2, параметр c фиксирован,
а диск частично проницаем для траекторий. Долю
шагов траектории, которые попадают внутрь дис-
ка, обозначим через η. Варьируя η от η = 0 (все
пути находятся вне диска) до η = 1 (все пути на-
ходятся внутри диска), мы исследуем зависимость
характерного масштаба флуктуаций путей в нашем
микроканоническом ансамбле от их взаимодействия
с границей диска. С точки зрения траекторий час-
тиц в евклидовом (1+1)D пространстве-времени, па-
раметр η можно рассматривать как отношение масс
частицы в двух фазах: внутри и снаружи диска.
Соответствующая статистическая сумма микрока-
нонического ансамбля траекторий может быть за-
писана как

Z(cR, η) =

=
∑

paths of length N

δ(N−cR)δ
(
η−Nin(path)

N

)
, (1)

гдеNin(path)— число шагов конкретного пути внут-
ри окружности, N — общее число шагов, которое
совпадает с N = cR, фиксированной длиной траек-
тории.

Напомним некоторые качественные аргументы,
следующие из скейлингового анализа. Случайное
блуждание из N � R2 шагов свободно флуктуи-
рует вне диска и почти не чувствует ограничений
(границы диска). Таким образом, единственная воз-
можная комбинация D (коэффициент диффузии) и
N , которая имеет размерность длины, может быть
Δ ∼ (DN)1/2 для типичного участка траектории. В
противоположном режиме, πR < N � R2, статис-
тика цепи существенно возмущена взаимодействи-
ем с границей диска. В пределе сильного растяже-
ния, N = cR, соответствующий критический ин-
декс определяется скейлинговой зависимостью: Δ ∼
∼ (DRN)γ с γ = 1/3, которая в пределе N � R2

дает Δ � R, а при N ∼ R2 переходит в Δ ∼ R.
Постановка задачи для численного моделирова-

ния выглядит следующим образом: каждая (1+1)D
траектория длиной N = cR, флуктуирующая вбли-
зи полупроницаемого диска радиусом R, представ-
лена последовательностью точек {(xi, yi)}i=[1,N ], ко-
нечные точки траектории закреплены рядом с про-
тивоположными сторонами полукруга, (−R− ε, 0) и
(R+ε, 0), где ε/R� 1. Расстояния между соседними
точками траектории распределены по закону Гаусса
с единичными средним значением и дисперсией.

Проницаемость полукруга характеризуется па-
раметром η = Nin/N , который определяет отноше-
ние числа шагов внутри круга, Nin, к общему чис-
лу шагов траектории, N = Nin +Nout. Предельный
случай η → 0 (т. е. Nin = 0) соответствует моде-
ли Феррари –Шпона, в которой траектории нахо-
дятся снаружи непроницаемого полукруга, в то вре-
мя как противоположный предел, η → 1, соответ-
ствует траекториям, полностью остающимся внут-
ри полукруга, за исключением конечных точек, ко-
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торые по определению фиксированы вне диска. На
рис. 1 изображены примеры траекторий для η = 0,
0.8, 0.98.

Как известно из работы [9], «растянутая» слу-
чайная траектория длиной N = cR из микроканони-
ческого ансамбля, вынужденная блуждать в окрест-
ности непроницаемой круговой границы, флуктуи-
рует в пределах «полосы» типичного характерного
размера Δ(R) со скейлинговой зависимостью

Δ(R) ∼ R1/3. (2)

Вопросы, поставленные в данной работе, форму-
лируются следующим образом: 1) как влияет про-
ницаемость η на критический показатель γ в зави-
симости для флуктуаций Δ(R|η) ∼ Rγ , 2) можно ли
увидеть переход (если таковой имеется) не только
на уровне критического показателя γ (что являет-
ся довольно грубой характеристикой перехода), но
и непосредственно на уровне ансамбля траекторий.

Для ответа на эти вопросы мы провели модели-
рование траекторий методом Монте-Карло по алго-
ритму Метрополиса с «ценой» пребывания внутри
диска, η. На начальном этапе моделирования мы ге-
нерируем N = cR точек, равномерно распределен-
ных на полукруге радиусом R + ε, которые затем
смещаются случайным образом, сохраняя 1) гауссо-
во распределение длин связей, 2) упорядочение по
x-координате, xi > xi−1 для всех i ∈ [1, N ]. На каж-
дом шаге моделирования мы следим за величиной

u =

∣∣∣∣η − Nin

N

∣∣∣∣ , (3)

где η — заданная проницаемость полукруга, Nin —
число шагов пути внутри полукруга. Применение
алгоритма Метрополиса подразумевает, что, если
значение u в (3) не увеличивается при случайном
смещении, а все остальные условия для траектории
выполняются, то мы принимаем эту конформацию
с единичной вероятностью; в обратном случае мы
принимаем ее с вероятностью e−Nu. После пример-
ноN3 шагов моделирования мы уравновешиваем си-
стему, проверяем, что u = 0, и получаем траектории,
из которых затем вычисляем типичные флуктуации
в радиальном направлении, Δ, над средней точкой
полукруга. Здесь и далее мы принимаем c = 4 для
вытянутых траекторий, которые при η = 0 локали-
зованы в пределах полосы Δ ∼ R1/3 около границы
полукруга. При изменении η критическая экспонен-
та γ меняется от 1/3 до 1/2, как показано на рис. 2,
что является признаком фазового перехода BBP.

Чтобы выяснить тонкие детали статистическо-
го поведения траекторий, которые могут остаться

Рис. 2. Зависимость критической экспоненты γ в законе
масштабирования Δ(R) ∼ Rγ от функции параметра про-
ницаемости, η = Nin/N . При η = 0 имеем γ = 1/3

(КПЗ-поведение), при η → 1 имеем γ → 1/2 (гауссово
поведение)

Рис. 3. Пример подготовки траектории для уменьшения
размерности. Из траектории длиной N = 120, блуждаю-
щей около полукруга радиусом R = 30, вырезана цент-

ральная часть длиной N ′ = 60

вне нашего довольно грубого рассмотрения в тер-
минах критических экспонент, γ, мы изучаем пере-
ход BBP на уровне ансамбля траекторий, исполь-
зуя нелинейные методы снижения размерности. По-
скольку в нашей постановке начальная и конечная
точки всех траекторий фиксированы, мы имеем де-
ло только с «подвижной» частью траекторий, на ко-
торую меньше всего влияют граничные условия. А
именно, из конкретной реализации траектории дли-
ной N = 4R, r = {(xi, yi)}i=[1,N ], или, эквивалент-
но, r = {(xi, yi)}i=[1,4R], мы рассматриваем толь-
ко ее центральную часть длиной N ′ = 2R, rc =

= {(xi, yi)}i=[R+1,3R], как показано на рис. 3.

Удобно переписать 2 × (2R)-компонентный век-
тор r′ как 1× (4R)-компонентный вектор:

9 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 4. Встраивание набора данных 120-мерных векторов (4) в двумерное фазовое пространство с помощью метода PCA

X = (xR+1, yR+1, xR+2, yR+2,

xR+3, yR+3, . . . , x3R, y3R). (4)

В качестве набора данных, в котором осуществля-
ется снижение размерности, мы выбираем ансамбль
120-компонентных векторов X, уникально кодирую-
щих траектории длиной N = 120, которые флукту-
ируют около диска радиусом R = 30 с проницаемо-
стью η. Наш набор данных почти всюду равномерно
покрывает интервал 0 ≤ η < 1 с набором парамет-
ров η = {0, 0.05, 0.1, 0.2, . . . , 0.9}, где для каждого
значения η генерируется 1000 векторов X. Подчерк-
нем, что траектории, соответствующие разным зна-
чениям η, смешиваются в одном датасете и затем
анализируются все вместе.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Мы исследовали статистические свойства
ансамбля путей, используя два популярных ме-
тода уменьшения размерности: анализ главных
компонент (PCA) и UMAP (Uniform Manifold

Approximation and Projection) [21]. Мы используем
оба этих метода, поскольку один из них (PCA) яв-
ляется линейным, а другой (UMAP) — нелинейным.
Результаты размерной редукции, т. е. проекции
датасета на двумерное фазовое пространство,
показаны на рис. 4 для PCA и на рис. 5 для UMAP.

Оба метода, PCA и UMAP, демонстрируют про-
странственное разделение пятен, соответствующих
траекториям, сгенерированным при различных зна-
чениях η. Кроме того, при некоторых η (η ≤ 0.25)
метод UMAP выделяет обособленный кластер, со-
держащий часть траекторий. Такой кластер не ви-
ден при уменьшении размерности с помощью PCA.
Сравнивая рис. 4 и 5, можно заключить, что PCA,
по-видимому, оказывается слишком грубым, что-
бы различить траектории, соответствующие фазам
с различными критическими показателями γ на
рис. 2, как мы видим в переходе BBP. Напротив,
UMAP четко разделяет траектории, соответству-
ющие разным фазам, что делает осмысленным и
оправданным применение нелинейных методов сни-
жения размерности для рассматриваемой задачи.
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Рис. 5. Встраивание набора данных 120-мерных векторов (4) в двумерное фазовое пространство с помощью метода UMAP

Следует отметить, что используемая в данной
работе реализация UMAP является результатом
применения алгоритма Laplacian Eigenmaps (LE) в
качестве отправной точки для некоторого процес-
са оптимизации. Известно, что LE дает низкораз-
мерные вложения, состоящие из низкоэнергетиче-
ских собственных мод лапласиана графа исходной
системы, поэтому финальные вложения, получен-
ные с помощью UMAP, можно рассматривать как
тонкое проявление спектральной кластеризации в
низкоразмерном пространстве для алгоритма LE.

Исчезновение правого кластера на рис. 5 при из-
менении параметра η в интервале η ∈ [0, 0.25] име-
ет очень ясный физический смысл. Каждая точка
на рис. 5 обозначает некоторую траекторию: точ-
ки из левого кластера соответствуют траекториям с
гауссовой статистикой, точки из правого (бокового)
кластера кодируют траектории с КПЗ-статистикой.
При увеличении η от η = 0 к η = 1 количество
траекторий со статистикой 1/3 (КПЗ) уменьшает-
ся и одновременно увеличивается количество траек-

торий со статистикой 1/2 (гауссовой). Такая транс-
формация проявляется в переходе некоторых точек
из правого кластера в левый. Выше η = 0.25 траек-
торий со статистикой КПЗ не существует и соответ-
ствующий кластер исчезает.

Это поведение находится в качественном согла-
сии с тем, что наблюдается на рис. 2, однако есть
некоторое количественное различие: переход BBP,
проанализированный с помощью метода уменьше-
ния размерности на рис. 5, появляется при меньших
значениях η, чем переход BBP, измеренный по за-
висимости γ(η) на рис. 2. Это количественное рас-
хождение требует дальнейшего анализа, однако мы
полагаем, что оно связано с малой длиной рассмат-
риваемых траекторий:N = 60 для размерной редук-
ции и N = 120 для скейлинговой зависимости γ(η).

Мы провели проверку устойчивости полученных
результатов. А именно, чтобы проверить, действи-
тельно ли каждая точка на рис. 5 обозначает какой-
то конкретный путь, мы провели следующий чис-
ленный эксперимент. После генерации рис. 5 мы взя-
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ли некоторый снимок (скажем, при η = 0.1) и удали-
ли из набора данных все траектории, соответствую-
щие левому (гауссову) кластеру (пятну) при η = 0.1.
Затем мы повторно запустили UMAP на этом изме-
ненном наборе данных и снова получили ансамбль
двумерных пятен для всех рассматриваемых значе-
ний η. Мы обнаружили, что левое (гауссово) пят-
но при η = 0.1 отсутствует. Этот эксперимент до-
казывает однозначное соответствие между каждой
точкой на двумерной фазовой плоскости, получен-
ной после нелинейной размерной редукции, и каж-
дой конкретной траекторией при некотором значе-
нии проницаемости η.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

В этой работе мы обнаружили переход BBP в
микроканоническом ансамбле траекторий фиксиро-
ванной длины в окрестности частично проницаемого
диска. Переход проявляется в изменении критичес-
кого показателя γ флуктуаций траекторий в ради-
альном направлении вблизи границы диска при из-
менении проницаемости η. Мы показали, что нели-
нейный метод редукции размерности, тесно связан-
ный со спектральным анализом матрицы связности
большого массива данных (так называемый метод
UMAP), позволяет идентифицировать переход BBP
через кластеризацию изображений траекторий на
двумерной фазовой плоскости.

Наш результат показывает, что нелинейная ре-
дукция размерности применима для идентифика-
ции фазового перехода в ансамбле протяженных
объектов (траекторий), подчиняющихся некоторому
ограничению (например, наличию границы диска).
В связи с этим возникает вопрос о применении мето-
да UMAP для сходной задачи о полимерах вблизи
точечных дефектов, где переходы BBP были най-
дены для различных управляющих параметров, см.
работы [8,12]. Было бы также интересно применить
наш метод для изучения канонического ансамбля
траекторий с фиксированным химическим потенци-
алом, контролирующим длину пути. Такая поста-
новка аналогична интегралу по путям массивных
частиц в евклидовом пространстве-времени. Дру-
гая потенциально интересная возможность касается
комбинации UMAP с алгоритмом квантового метода
Монте-Карло [25], который применим для получе-
ния фазовых диаграмм в сильносвязных квантовых
системах.

В работах [8, 26] переход BBP был сформу-
лирован в полимерных терминах как образование

изолированного собственного значения, выходящего
из континуума в эффективной матричной модели с
большим числом степеней свободы, N . Было бы ин-
тересно развить эффективное матричное описание
для проблемы, рассматриваемой в настоящей рабо-
те, и увидеть аналогичное отсоединение одиночного
собственного значения в точке перехода. Образова-
ние бокового кластера при редукции размерности в
методе UMAP дает намек на возможные подходы к
данной задаче.
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С помощью квазиклассического варианта метода псевдоатомной молекулярной динамики выполнены
расчеты коэффициентов динамической вязкости и ионной самодиффузии теплой и умеренно нагретой
плотной плазмы ряда химических элементов, представляющие интерес для исследований по физике
высоких плотностей энергии, решения ряда прикладных геофизических и планетологических задач, а
также для сравнения с расчетными данными других авторов. Учтены эффекты, обусловленные куло-
новским взаимодействием в среде, а также квантовыми свойствами электронной подсистемы плазмы.
Предложены соответствующие аналитические аппроксимации для коэффициентов вязкости и ионной са-
модиффузии, которые могут быть использованы для моделирования динамики плотного ионизованного
вещества при описании экспериментов по физике высоких плотностей энергии.

DOI: 10.31857/S0044451022030130

1. ВВЕДЕНИЕ

Во многих задачах физики высоких плотностей
энергии реализуются квазиравновесные состояния
вещества с плотностью порядка твердотельной и
температурой, недостаточно высокой для его пол-
ной ионизации, — так называемое теплое, T ∼ EF

(EF ∼ 10 эВ — энергия Ферми), или умеренно нагре-
тое, T � 0.3–1 кэВ, плотное ионизованное вещество.
Поскольку экспериментальные данные по теплофи-
зическим свойствам такого вещества весьма огра-
ничены и часто имеют значительную погрешность,
большое значение имеет разработка соответствую-
щих теоретических методов, не использующих эмпи-
рическую информацию и применимых в указанной
области параметров вещества. Теплое и умеренно
нагретое плотное вещество, как правило, характери-

* E-mail: sinarit9091@mail.ru
** E-mail: p.a.loboda@vniitf.ru

*** E-mail: ovechkin.an@mail.ru

зуется частичным вырождением электронной под-
системы, а также сопоставимыми значениями кине-
тической и потенциальной энергий взаимодействия
частиц. Поэтому для описания свойств такого веще-
ства методы расчета, разработанные для слабоне-
идеальной плазмы и твердого тела, часто оказыва-
ются неприменимыми.

На практике при относительно невысоких тем-
пературах, T � EF , и плотностях меньше или по-
рядка нескольких значений плотности твердого те-
ла наиболее точные результаты дает ab initio-метод
квантовой молекулярной динамики (КМД) [1]. Од-
нако этот метод имеет свои ограничения: сильный
рост вычислительных затрат при T � EF , невоз-
можность описания взаимодействия частиц с помо-
щью псевдопотенциалов при высоких плотностях и
температурах, когда ионные остовы перекрываются
или происходит тепловое возбуждение внутренних
электронов. Поэтому расчеты методом КМД требу-
ется дополнять результатами других моделей, обла-
сти применимости которых пересекались бы с диа-
пазоном температур и плотностей, практически до-
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ступным для КМД. Среди таких моделей выделя-
ются модели среднего атома (см., например, [2–6]),
которые являются существенно более экономичны-
ми по сравнению с методом КМД, что достигается
путем сведения задачи к одноцентровой и сферичес-
ки-симметричной.

Такой подход вполне эффективен при описании
термодинамических свойств вещества, однако он не
позволяет вычислять ионные переносные характе-
ристики — коэффициенты самодиффузии и вязко-
сти. Отметим также, что существует промежуточ-
ный диапазон параметров плазмы, в котором, с од-
ной стороны, температуры и плотности достаточ-
но высоки, чтобы сделать расчеты методом КМД
затруднительными, но, с другой стороны, степень
неидеальности плазмы достаточно велика, что не
позволяет пренебречь ионными корреляциями и вос-
пользоваться оценками для коэффициентов перено-
са, следующими из кинетической теории газов [7,8].
Поэтому желательно иметь метод, который позво-
лял бы проводить расчеты при более высоких тем-
пературах по сравнению с КМД, при этом учиты-
вал бы сильные межчастичные корреляции в плот-
ном ионизованном веществе и был бы свободен от
ограничений, характерных для моделей среднего
атома. В принципе, таким условиям отвечает ва-
риант метода КМД с квазиклассическим описани-
ем электронной подсистемы (так называемая без-
орбитальная молекулярная динамика — orbital-free
molecular dynamics, OFMD, или томас-фермиевская
молекулярная динамика — Thomas-Fermi molecular
dynamics, TFMD) [9–13], однако эти подходы все
равно остаются достаточно затратными.

В настоящей работе рассмотрен квазиклассиче-
ский вариант [14, 15] другого перспективного мето-
да — метода псевдоатомной молекулярной динами-
ки (ПАМД) [16–18], — представляющий собой ком-
бинацию метода классической молекулярной дина-
мики (МД) [19–21] для ионов и теоретической мо-
дели Старретта и Саумона [22–24] в квазикласси-
ческом приближении для описания ионных корре-
ляций и расчета эффективных парных потенциа-
лов взаимодействия ионов. С помощью данного ва-
рианта метода ПАМД получены зависимости коэф-
фициентов динамической вязкости η(ρ, T ) и само-
диффузии D(ρ, T ) от плотности ρ и температуры
T для плотной плазмы ряда химических элементов,
представляющих интерес для моделирования дина-
мики плотного ионизованного вещества в исследова-
ниях по физике высоких плотностей энергии [25,26],
при решении ряда задач планетологии и геофизи-
ки [27–34], а также для сравнения с расчетными дан-

ными других авторов [35–38]. Краткое описание ме-
тода ПАМД и способы расчета ионных переносных
коэффициентов рассматриваются в разд. 2. Резуль-
таты расчетов коэффициентов динамической вязко-
сти и самодиффузии приведены в разд. 3. В разд. 4
проведено обсуждение результатов расчетов.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Теоретическая модель Старретта и Саумона
[22–24] представляет собой обобщение модели сред-
него атома, в рамках которого удалось достичь
самосогласованного описания микроструктуры
вещества (с учетом ион-ионных и ион-электронных
корреляций) и потенциальной энергии парного
взаимодействия в электрон-ионной плазме. Мо-
дель позволяет с высокой степенью физической
достоверности описать как результаты ряда рент-
геноструктурных экспериментов по томсоновскому
рассеянию монохроматического излучения на плот-
ной плазме [25,26], так и данные, полученные в ходе
математического моделирования с использованием
различных вариантов методов МД и Монте-
Карло [23, 39, 40]. При этом расчет статической
микроструктуры вещества по модели Старретта и
Саумона оказывается существенно менее затратным
по сравнению с указанными методами.

В модели Старретта и Саумона ядра атомов, рас-
сматриваемые совместно с центрально-симметрич-
ными облаками связанных и экранирующих сво-
бодных электронов с плотностями соответственно
ne,b(r) и nscr

e (r), образуют псевдоатомы (ПА), элект-
рически нейтральные на бесконечности1):

Z =

∫
V∞

drnPA
e (r), (1)

где Z — заряд ядра, а величина

nPA
e (r) = ne,b(r) + nscr

e (r) (2)

определяет плотность электронов псевдоатома. При
этом движение псевдоатома описывается законами
классической механики.

Экранирующая электронная плотность nscr
e (r),

определяющая вид межионного потенциала, в моде-
ли Старретта и Саумона [22, 23] находится как раз-
ность плотностей свободных электронов в полной
модели среднего атома и в модели среднего атома

1) В разд. 2 используется атомная система единиц (e = � =
= me = 1).
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с той же ион-ионной парной корреляционной функ-
цией gII(r) и тем же химическим потенциалом элек-
тронов μe, но с искусственно удаленным централь-
ным ядром:

nscr
e (r) = ne(r) − next

e,f (r) − ne,b(r), (3)

где ne(r) — суммарная электронная плотность в пол-
ной модели среднего атома, next

e,f (r) — плотность сво-
бодных электронов.

Эффективную потенциальную энергию V (r)

парного взаимодействия между ионами в рамках
модели Старретта и Саумона удобно вычислять
с помощью обратного трехмерного интегрального
преобразования Фурье2) от разности фурье-образов
неэкранированной кулоновской энергии взаимодей-
ствия ионов и свертки экранирующей электронной
плотности nscr

e (r) с прямой ион-электронной парной
корреляционной функцией cIe (|r− r′|), что дает в
результате [23]:

V (r) =
1

2π2r

+∞∫
0

dk kV (k) sin (kr) ,

βV (k) =
4πβ

k2
Z2
� − nscr

e (k)cIe

(
k, n0

e

)
.

(4)

Здесь β = 1/T , n0
e = Z�n

0
I — средняя плотность сво-

бодных электронов, n0
I = ρNAa

3
0

/
A — асимптоти-

ческая плотность ионов (ат. ед.), ρ — плотность ве-
щества (г/см3), a0 — боровский радиус, NA — чис-
ло Авогадро, A — атомный вес (г/моль). Величина
Z� — средний заряд иона в картине псевдоатома —
определена выражением

Z� = Z −
∫
V∞

drne,b(r) =

∫
V∞

drnscr
e (r). (5)

Фурье-образ прямой электрон-электронной пар-
ной корреляционной функции cIe

(
k, n0

e

)
из (4)

определен в [23] через фурье-образы экранирующей
электронной плотности nscr

e (k) и эффективной вос-
приимчивости электронного газа χe(k):

cIe

(
k, n0

e

)
= −βnscr

e (k)/χe(k). (6)

Для восприимчивости электронного газа χe(k) ис-
пользуется приближение [41], состоящее в учете кор-
реляционных эффектов в электронном газе на осно-
вании моделирования методом Монте-Карло [42].

2) В рассматриваемом нами сферически-симметричном
случае трехмерное интегральное преобразование Фурье сво-
дится к синус-преобразованию Фурье, но над функцией, ко-
торая умножена на 4πr/k при прямом преобразовании и на
k/ (πr) — при обратном, где r — радиальная координата, а
k — волновое число.

В рамках квазиклассического подхода (см., на-
пример, [2]) полная электронная плотность ne(r) мо-
жет быть определена в результате решения системы
уравнений для «бесконечного среднего атома» [24],
заряд ядра которого равен Z:

ne(r) =

√
2

π2β3/2
I1/2

(
β
(
μe − V eff

Ne (r)
))

,

I1/2(x) =

+∞∫
0

dy
√
y

1 + exp(y − x)
,

V eff
Ne (r) = −Z

r
+

∫
V∞

dr′
ne (r

′)−〈Z〉n0
Ig

(0)
II (r′)

|r− r′| −

−
(
3ne(r)

π

)1/3

+

(
3n0

e

π

)1/3

.

(7)

Здесь n0
e = limne(r) при r → ∞ — асимптотическая

плотность электронов; V eff
Ne (r) — эффективная по-

тенциальная энергия электрона в поле ядра, других
электронов и внешних ионов с зарядами

〈Z〉 = n0
e

n0
I

=

√
2

n0
Iπ

2β3/2
I1/2 (βμe) . (8)

Плотность свободных электронов next
e,f (r) можно

найти при решении задачи, аналогичной (7), поло-
жив заряд ядра равным нулю (Z ≡ 0):

next
e,f (r) =

√
2

π2β3/2
I1/2

(
β
(
μe − V eff,ext

e (r)
))
,

V eff,ext
e (r) =

∫
V∞

dr′
next
e,f (r′)− 〈Z〉n0

Ig
(0)
II (r′)

|r− r′| −

−
(
3next

e,f (r)

π

)1/3

+

(
3n0

e

π

)1/3

.

(9)

В уравнениях (7) и (9) химический потенциал элект-
ронного газа μe определяется по модели Тома-
са –Ферми –Дирака, а ион-ионная парная корреля-
ционная функция (радиальная функция распреде-
ления — РФР) gII(r) взята в нулевом приближении
модели Старретта и Саумона относительно учета
межионных взаимодействий:

g
(0)
II (r) = θ

(
r − rI0

)
,
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где θ(x) — функция Хевисайда, rI0 = 3
√

3/ (4πn0
I) —

радиус сферической атомной ячейки3). Решение сис-
темы уравнений (7), полученное с функцией нуле-
вого приближения g

(0)
II (r), отвечает модели Тома-

са –Ферми –Дирака с учетом обменного взаимодей-
ствия электронов в локальном приближении [2].

Решение систем уравнений (7) и (9) позволяет
найти экранирующую электронную плотность (3)
и эффективную энергию межионного взаимодей-
ствия (4), если известен вклад связанных электро-
нов ne,b(r). Для описания этого вклада в данной
работе используется приближение [45], состоящее в
том, что связанными считаются только электроны с
отрицательной энергией, локализованные в объеме
сферической атомной ячейки:

ne,b(r) =

√
2

π2β3/2

{
I1/2

[
β
(
μe − V eff

Ne (r)
)]

−

− J1/2

[
β
(
μe−V eff

Ne (r)
)
,−βV eff

Ne (r)
]}

fcut(r). (10)

В формулу (10) входит Jk(x, a) — неполный инте-
грал Ферми –Дирака [2], и гладкая функция fcut(r)
[23], аппроксимирующая ступенчатую функцию Хе-
висайда θ

(
r − rI0

)
:

Jk(x, a) =

+∞∫
a

dy yk

1 + exp(y − x)
,

fcut(r) =

[
1 + exp

(
r − rI0
crI0

)]−1

, c =
1

20
.

(11)

Для численного решения систем уравнений (7) и
(9) применялся метод Пуассона – Гельмгольца [46].
При выполнении синус-преобразований Фурье ис-
пользовался метод интегрирования быстроосцилли-
рующих функций [47,48].

Полученные функции V (r) использовались при
МД-моделировании системы, состоящей из Ntot =

= 343 частиц. В начальный момент времени ионы

3) В [23, 24] показано, что замена РФР на ступенча-
тую функцию Хевисайда в уравнениях (7) и (9) не приво-
дит к существенному изменению экранирующей электрон-
ной плотности. Поиск последующих приближений для РФР
gII(r) �= g

(0)
II (r) может быть основан как на результатах

ПАМД-моделирования ионной микроструктуры вещества,
так и на решении системы уравнений Орнштейна –Цернике
[43] для определения реалистических РФР gII(r) [14, 15, 44].
Совместное итерационное уточнение РФР и экранирующей
электронной плотности позволяет получить самосогласован-
ное решение для модели Старретта и Саумона, которое в рам-
ках метода ПАМД не имеет большого смысла, поскольку ока-
зывается неоправданно затратным.

хаотически распределялись внутри расчетной обла-
сти с периодическими граничными условиями с со-
хранением средней плотности вещества. Интегри-
рование уравнений, описывающих движение ионов,
осуществлялось с помощью двухслойной по време-
ни численной схемы [21]. Флуктуации температуры
системы контролировались с помощью алгоритма с
отрицательной обратной связью [21], который позво-
ляет корректировать ускорения частиц на каждом
шаге расчета по времени. При проведении модели-
рования считалось, что система находится в локаль-
ном термодинамическом равновесии с одинаковыми
значениями температуры ионов и электронов. Шаг
расчета по времени составлял Δt = 0.2–0.7 фс. В
ходе расчета проводилось до 0.5 млн шагов, причем
в ходе первых 25 тыс.шагов устанавливалась необ-
ходимая температура ионной подсистемы вещества,
а затем происходило накопление статистической ин-
формации о динамике системы.

Коэффициент самодиффузии ионов вещества
D (ρ, T ) рассчитывался двумя способами. В прибли-
жении Эйнштейна –Смолуховского указанная вели-
чина может быть определена как [49]

Dr = lim
t→∞

1

6Ntott

〈
Ntot∑
i=1

|ri(t)− ri(0)|2
〉
, (12)

где {ri(t)}Ntot

i=1 — совокупность радиус-векторов час-
тиц в некоторый ненулевой момент времени t,
{ri(0)}Ntot

i=1 — набор радиус-векторов в начальный
момент времени. Выразив в (12) средний квадрат
смещения частицы за время t через интегралы от
ее скорости, можно получить формулу Кубо – Грина
[49], которая связывает автокорреляционную функ-
цию (АКФ) скорости vi(t)vi(0) с коэффициентом
ионной самодиффузии:

Dv =
1

3Ntot

+∞∫
0

dt

Ntot∑
i=1

〈vi(t)vi(0)〉 , (13)

где {vi(t)}Ntot

i=1 и {vi(0)}Ntot

i=1 — наборы скоростей час-
тиц соответственно в некоторый момент времени t

и в начальный момент времени. Проведенные нами
расчеты показывают, что значения Dr и Dv, опре-
деленные для некоторого состояния плотной плаз-
мы, обычно отличаются друг от друга не более чем
на 10%. Указанное различие обусловлено как счет-
ной погрешностью, так и влиянием на величину Dr

периодических граничных условий. По результатам
расчетов коэффициентов ионной самодиффузии бы-
ли построены аналитические аппроксимаций значе-
ний DPAMD (ρ, T ) = (Dr +Dv) /2.
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Для определения величины коэффициента дина-
мической вязкости в настоящей работе использует-
ся формула Кубо – Грина, записанная через АКФ
фурье-образа тензора вязких напряжений Παβ (k, t)

(α, β ∈ {x, y, z}) при k = 0 [49]:

η =
1

3TV

+∞∫
0

dt
∑
α<β

〈Παβ (0, t)Παβ (0, 0)〉 , (14)

где символ «
∑

α<β . . . » означает суммирование
АКФ недиагональных компонент тензора Παβ (k, t)

по следующему правилу [21]:∑
α<β

Παβ(. . . )Παβ(. . . ) ≡ Πxy(. . . )Πxy(. . . )+

+ Πxz(. . . )Πxz(. . . ) + Πyz(. . . )Πyz(. . . ). (15)

Выражение для фурье-образа Παβ (0, t) имеет
вид [49]

Παβ (0, t) =

Ntot∑
i=1

(
mat.viα (t) viβ (t) +

+
1

2

Ntot∑
j �=i

(rij)α(rij)β
rij

∂V (rij)

∂rij

)
. (16)

Тензор (16) содержит кинетический (первое слагае-
мое суммы) и потенциальный вклады (второе слага-
емое суммы). Кинетический вклад обусловлен попе-
речным переносом импульса в результате непосред-
ственного (диффузионного) смещения ионов, потен-
циальный вклад связан с парными столкновениями
частиц [49]. ПАМД-моделирование позволяет учесть
эти вклады совместно.

Расчеты по формулам (12)–(14) проводились на
основе ПАМД-моделирования движения системы
частиц до некоторого момента времени tmax. По-
этому расчетные переносные коэффициентыDr (t�),
Dv (t�) и η (t�) также оказываются зависящими от
времени t� � tmax (см. рис. 1). Величина t� для каж-
дого из рассматриваемых переносных коэффициен-
тов выбиралась исходя из условий dDr/dt|t� ≈ 0,
dDv/dt|t� ≈ 0 и dη/dt|t� ≈ 0. При этом дальнейшее
увеличение t� зачастую приводит лишь к увеличе-
нию дисперсии переносных коэффициентов при со-
хранении их средних значений [33], поскольку при
больших значениях t абсолютные величины АКФ
близки к нулю и испытывают хаотические флуктуа-
ции.

Отметим, что при расчете величин коэффици-
ентов переноса из (12), (13) и (14) используется
алгоритм накопления данных [21, 50, 51], который

Рис. 1. Ионные переносные коэффициенты в зависимости
от времени их накопления t�: 1 — Dr (12), 2 — Dv (13),
3 — η (14). Плазма Fe при ρ = 34.5 г/см3 и T = 100 эВ

позволяет существенно снизить величину дисперсии
результатов моделирования. Для любых вариантов
МД-моделирования далее по тексту указаны диа-
пазоны статистической неопределенности результа-
тов, которые соответствуют одному среднему квад-
ратичному отклонению результатов моделирования
от их общего выборочного среднего [51].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

3.1. Расчеты ион-ионных радиальных
функций распределения

Полученные с помощью ПАМД-моделирования
РФР gII(r) были сопоставлены с результатами рас-
четов методом TFMD [9], а также по квазикласси-
ческому варианту [14, 15] исходной версии модели
Старретта и Саумона [22–24] с решением уравне-
ний Орнштейна –Цернике с гиперцепным замыка-
нием [43, 53] для РФР. На рис. 2 приведен пример
РФР для состояний на ударной адиабате сплошно-
го железа. Как видно на рисунке, все полученные
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Рис. 2. Ион-ионные РФР для состояний на ударной адиабате сплошного железа, полученные методами ПАМД (сплош-
ные кривые), TFMD (точки) [9], а также по квазиклассическому варианту [14,15] исходной модели Старретта и Саумона

[22–24] (штриховые кривые)

РФР хорошо согласуются между собой. Следова-
тельно, можно считать, что потенциальная энергия
V (r) (4) верно передает характер взаимодействия
между ионами, а используемые в методике ПАМД
алгоритмы расчета траекторий движения частиц и
поддержания температуры системы не вносят до-
полнительных искажений в расчетную микрострук-
туру вещества.

3.2. Матричные аппроксимации для
коэффициентов вязкости и самодиффузии

ионов

Для проведения гидродинамического моделиро-
вания вместо таблиц расчетных данных по коэф-
фициентам динамической вязкости и самодиффу-
зии ионов оказывается удобным использовать ана-
литические аппроксимации этих данных в зависи-
мости от логарифмов плотности и температуры ве-
щества [52]4):

4) Логарифмическая зависимость от аргументов позволяет
применять (17) и (18) в задачах с сильной пространственной
и/или временной неоднородностью полей ρ и T .

η fit (ρ, T ) = exp

[
3∑

k=1

3∑
l=1

b
(η)
kl ln3−k ρ ln3−l T

]
, (17)

Dfit (ρ, T ) = exp

[
3∑

k=1

3∑
l=1

b
(D)
kl ln3−k ρ ln3−l T

]
, (18)

где [η fit] = мПа · с, [Dfit] = см2 · с−1, [ρ] = г/см3,
[T ] = кэВ. Матрицы коэффициентов аппроксима-
ции b̂(η) и b̂(D) для указанных веществ, построенные
на основании широкодиапазонных расчетов по мето-
дике ПАМД, приведены соответственно в (19)–(24)
и (25)–(30):

b̂
(η)
Al =

⎛⎜⎝−0.2047 −0.7515 −0.6338

0.1612 0.5425 6.358

1.015 10.24 28.75

⎞⎟⎠× 10−1, (19)

b̂
(η)
Fe =

⎛⎜⎝0.6120 1.604 1.060

−3.474 −9.470 0.1817

5.320 20.25 29.22

⎞⎟⎠× 10−1, (20)

b̂
(η)
Cu =

⎛⎜⎝0.1910 0.1748 0.1990

−1.190 −1.989 4.510

2.180 10.50 23.66

⎞⎟⎠× 10−1, (21)
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Таблица 1. Границы области определения аппроксимаций для коэффициентов динамической вязкости ηfit (17) и
ионной самодиффузии Dfit (18). Наибольшие относительные погрешности аппроксимации

Элемент ρ, г/см3 T , эВ δmax
appr(η),% δmax

appr(D),%

Al 2.70 � ρ � 13.5 50 � T < 360 14 5

Fe 7.87 � ρ � 39.4 50 � T < 970 14 6

Cu 8.92 � ρ � 44.6 50 � T < 970 9 10

Ag 10.5 � ρ � 52.5
η : 50 � T < 1340

D : 50 � T < 970
12 5

Au 19.3 � ρ � 97.5
η : 50 � T < 2590

D : 50 � T < 970
14 8

U 18.9 � ρ � 94.7 50 � T < 970 12 8

b̂
(η)
Ag =

⎛⎜⎝0.3407 0.6919 0.6435

−1.791 −4.382 2.640

2.302 11.52 23.34

⎞⎟⎠× 10−1, (22)

b̂
(η)
Au =

⎛⎜⎝ 1.804 0.6385 2.553

−8.654 −6.012 54.93

6.669 54.14 186.1

⎞⎟⎠× 10−2, (23)

b̂
(η)
U =

⎛⎜⎝−0.1744 −6.956 −1.251

7.818 58.49 92.56

−22.94 −62.89 110.4

⎞⎟⎠× 10−2; (24)

b̂
(D)
Al =

⎛⎜⎝−0.2917 −0.7644 −0.7044

0.4232 0.4672 −3.921

0.6040 9.756 −13.01

⎞⎟⎠× 10−1, (25)

b̂
(D)
Fe =

=

⎛⎜⎝−0.1141 −8.543 −0.2593 · 10−2

0.2620 0.2513 −4.292

0.2338 6.575 −20.90

⎞⎟⎠×10−1, (26)

b̂
(D)
Cu =

⎛⎜⎝0.1500 0.7704 0.2325

−1.328 −4.930 −5.928

2.585 14.10 −19.08

⎞⎟⎠× 10−1, (27)

b̂
(D)
Ag =

⎛⎜⎝−0.3598 −0.7198 −0.3735

1.686 3.985 −2.236

−1.733 0.4782 −28.61

⎞⎟⎠× 10−1, (28)

b̂
(D)
Au =

⎛⎜⎝−0.2685 −0.1299 −0.4043

1.339 0.7899 −1.732

−1.538 3.720 −34.18

⎞⎟⎠× 10−1, (29)

b̂
(D)
U =

⎛⎜⎝−0.4950 −0.5882 −0.2008

3.081 4.237 −3.513

−4.826 −3.098 −31.92

⎞⎟⎠× 10−1. (30)

Результаты ПАМД-моделирования приближены
методом наименьших квадратов с достаточно высо-
кой точностью, которая гарантируется внутри обла-
сти определения выражений (17) и (18) (см. табл. 1).
Так, относительная погрешность аппроксимации ко-
эффициентов динамической вязкости

(
δmax
appr(η)

)
и

ионной самодиффузии
(
δmax
appr(D)

)
для большинства

рассчитанных точек сравнима по величине с относи-
тельной неопределенностью ПАМД-моделирования,
принятой равной одному среднеквадратичному от-
клонению5).

Область определения выражений для ηfit и Dfit

с матрицами коэффициентов (19)–(30) достаточно
широка: от нормальной плотности вещества до пя-
тикратно сжатого состояния и от 50 эВ до темпе-
ратур 360–2600 эВ, при которых степень ионизации
плазмы составляет Z�/Z = 0.9–0.95.

Отметим также, что использование аппроксима-
ций (17) и (18) позволяет сгладить нерегулярные
возмущения на зависимостях переносных коэффи-
циентов от температуры и плотности, неизбежно
возникающие при проведении статистического мо-
делирования (см., например, рис. 4).

5) В наших расчетах по методике ПАМД наибольшая ста-
тистическая погрешность коэффициентов ионной самодиф-
фузии относительно их средних значений не превышает
10%, а для коэффициента вязкости — 15%, что сравнимо с
точностью расчетных результатов, полученных по методике
КМД с квазиклассическим описанием электронной подсисте-
мы (OFMD) [36, 37].
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Таблица 2. Сравнение результатов расчетов коэффициента ионной самодиффузии D для плазмы Al, Fe, Cu и
Ag по методике ПАМД (343 атома) и по формуле (18) с данными моделирования методами OFMD и TFMD. В
круглых скобках приведено относительное отличие результатов данной работы от значений, полученных метода-
ми OFMD и TFMD. DPAMD = (Dr +Dv) /2. Характерные статистические погрешности расчетов по методикам

ПАМД и OFMD/TFMD не превышают 5–10%

Эле- ρ, г/см3 T, эВ Коэффициент диффузии D · 103, см2/с
мент OFMD/TFMD ПАМД Формула (18)

Al 13.4 100 15 [38] 13.9 (−7%) 14.0 (−7%)

Fe 34.5 100 7 [35]
Dv : 5.50± 0.06

Dr : 5.52± 0.06

(−21%)

(−21%)
5.4 (−23%)

Cu 21.6 100 7.9 [38] 7.0 (−11%) 6.8 (−14%)

Ag

20.0 50 4.0 [37] 3.7 (−8%) 3.8 (−5%)

20.0 100 6.0 [37] 5.7 (−6%) 5.6 (−7%)

30.9 100 5.1 [38] 4.5 (−12%) 4.2 (−18%)

20.0 200 9.0 [37] 8.4 (−7%) 8.2 (−9%)

20.0 400 12.0 [37] 12.0 (0%) 12.2 (+2%)

20.0 600 16.0 [37] 15.4 (−4%) 15.5 (−3%)

3.3. Результаты расчетов ионных переносных
коэффициентов для плазмы Al, Fe, Cu и Ag

В табл. 2 приведены результаты расчетов коэф-
фициента ионной самодиффузии в плазме Al, Fe, Cu
и Ag, выполненных методами КМД с квазикласси-
ческим описанием электронной подсистемы (OFMD
и TFMD) [35, 37, 38] и ПАМД, а также по форму-
ле (18) с матрицами коэффициентов аппроксимации
из (25)–(28). Рассматриваются случаи, когда тем-
пература вещества не превышает T = 600 эВ, а
сжатие плазмы относительно нормальной плотно-
сти ρ0 составляет ρ/ρ0 = 2–5. Таким образом, в
табл. 2 представлены состояния, отвечающие слу-
чаю плотной сильнонеидеальной плазмы. Действи-
тельно, средняя степень ионизации вещества Z�/Z

достигает 0.2–0.6, а отношение характерной энергии
кулоновского взаимодействия между ионами к тем-
пературе вещества, т. е. ионный параметр неидеаль-
ности ΓII = βZ2

�

/
rI0 , где Z� определяется согласно

(5), принимает значения ΓII ∼ 10.

Из табл. 2 следует, что коэффициенты ионной са-
модиффузии, определенные непосредственно в ходе
ПАМД-моделирования и рассчитанные по аппрок-
симирующей зависимости (18), достаточно хорошо
согласуются как между собой, так и с данными
из работ [35, 37, 38]. Из результатов моделирования,
проведенного по методикам ПАМД и OFMD для

серебра, также видно, что относительное различие
результатов для коэффициента D уменьшается при
повышении температуры плазмы и/или при сниже-
нии ее плотности, т. е. при уменьшении параметра
кулоновской неидеальности ΓII . При этом результа-
ты расчетов по формуле (18), основанной на данных
ПАМД-моделирования, также приближаются к дан-
ным OFMD.

В большинстве случаев, рассмотренных в табл. 2,
относительные отличияDPAMD отDOFMD/DTFMD

не превышает 10–12%, а Dfit (18) — 20%. Исключе-
ние составляет случай плазмы железа при ρ = 34.5

г/см3 и T = 100 эВ (см. табл. 2): величина коэффи-
циента ионной самодиффузии в результате ПАМД-
моделирования оказывается меньше значения, кото-
рое дает метод TFMD [35], примерно на 20%, а ап-
проксимация (18) — на 23%. Однако поскольку в
данном случае хорошо согласуются характеристи-
ки ионной микроструктуры вещества (gII(r)), по-
лученные по ПАМД и TFMD [9] (см. рис. 2)6), а
также имеется взаимное согласие между Dr и Dv,
то несколько большее различие значений DPAMD и
DTFMD по-видимому связано с методическими осо-
бенностями вычисления АКФ скорости в работе [35]
в сравнении с расчетами методом ПАМД и другими

6) Расчеты gII(r) [9] проводились теми же авторами и по
той же модели, что и в работе [35].
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Рис. 3. Изохоры коэффициента ионной самодиффузии (ρ/ρ0 = 1, . . . , 5; сверху вниз) в плотной плазме
Al

(
ρ0 = 2.7 г/см3

)
, Fe

(
ρ0 = 7.87 г/см3

)
, Cu

(
ρ0 = 8.92 г/см3

)
, Ag

(
ρ0 = 10.5 г/см3

)
и Au

(
ρ0 = 19.3 г/см3

)
. Точки —

результаты ПАМД-моделирования (343 атома, DPAMD = (Dr +Dv) /2). Сплошные линии — расчет по формуле (18) с
коэффициентами аппроксимации из (25)–(29)

расчетами методом OFMD/TFMD, представленны-
ми в табл. 2.

Отметим также, что в работе [35] не указана ста-
тистическая неопределенность результата вычисле-
ния DTFMD, тогда как при учете такой неопреде-
ленности интервалы значений DPAMD и DOFMD из
табл. 2 существенно перекрываются.

Результаты расчетов коэффициента ионной са-
модиффузии в плазме Al, Fe, Cu, Ag и Au по ме-
тодике ПАМД (343 атома) и по формуле (18) с
матрицами коэффициентов аппроксимации из (25)–
(29) представлены на рис. 3. Рассмотрен доста-
точно широкий диапазон температур и плотно-
стей, отвечающий области определения выраже-
ний вида (18), указанной в табл. 1. В большин-
стве случаев аппроксимирующие кривые прохо-
дят внутри диапазона статистической неопределен-
ности результата ПАМД-расчетов, составляющего
примерно 10%, что указывает на возможность прак-
тического использования аппроксимации (18) вме-

сто прямого моделирования. Как следует из рис. 3,
интенсивность самодиффузии существенно возрас-
тает при ослаблении межионного взаимодействия
при увеличении температуры вещества и/или сни-
жении его степени сжатия. При этом коэффициент
самодиффузии может быть аппроксимирован сте-
пенными зависимостями:

DAl,Fe,Cu,Ag ∝ T 0.7,

DAl,Fe,Cu,Ag ∝ (ρ/ρ0)
−(0.4–0.7)

.
(31)

При этом каких-либо нерегулярностей в поведе-
нии коэффициента D в рассмотренных случаях не
наблюдается.

В табл. 3 представлены результаты сравнитель-
ных расчетов коэффициента динамической вязкос-
ти плазмы Al, Fe, Cu и Ag методами ПАМД
(343 атома), OFMD/TFMD [38, 40] и по формуле
(17) с матрицами коэффициентов аппроксимации из
(19)–(22). Относительные различия коэффициентов
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Таблица 3. Сравнение результатов расчетов коэффициента динамической вязкости η для плазмы Al, Fe, Cu и
Ag по методике ПАМД (343 атома) и по формуле (17) с данными расчетов по методу OFMD. В круглых скобках
приведено относительное отличие результатов данной работы от значений, полученных методом OFMD. Характер-
ная статистическая погрешность расчетов по методике ПАМД не превышает 15%, по методике OFMD/TFMD —

10–15%

Элемент ρ, г/см3 T, эВ Коэффициент вязкости η, мПа · с
OFMD ПАМД Формула (17)

Al 13.4 100 13 [38] 13.8± 1.5 (+6%) 13.6 (+5%)

Fe
34.5 100 23 [40] 21.6± 3.4 (−6%) 22.4 (−3%)

39.65 1000 90 [40] 80.6± 9.3 (−10%) 83.5 (−7%)

Cu 21.6 100 16 [38] 16.4± 1.3 (+3%) 15.2 (−5%)

Ag 30.9 100 19 [38] 20.9± 2.3 (+10%) 20.5 (+8%)

Рис. 4. Изохоры коэффициента динамической вязкости (ρ/ρ0 = 1, . . . , 5; снизу вверх) в плотной плазме
Al

(
ρ0 = 2.7 г/см3

)
, Fe

(
ρ0 = 7.87 г/см3

)
, Cu

(
ρ0 = 8.92 г/см3

)
, Ag

(
ρ0 = 10.5 г/см3

)
и Au

(
ρ0 = 19.3 г/см3

)
. Точ-

ки — результаты ПАМД-моделирования (343 атома). Сплошные линии — расчет по формуле (17) с коэффициентами
аппроксимации из (19)–(23)

вязкости, определенных разными способами, для
всех рассмотренных случаев не превышают 10–13%.

На рис. 4 приведены результаты расчетов ко-
эффициента динамической вязкости в плазме Al,

Fe, Cu, Ag и Au по методике ПАМД (343 ато-
ма) и по формуле (17) с матрицами коэффициен-
тов аппроксимации из (19)–(23). Диапазоны тем-
ператур и плотностей соответствуют области опре-
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деления выражений вида (17) из табл. 1. Исполь-
зование аппроксимирующих выражений позволило
сгладить ход некоторых кривых, особенно при боль-
ших сжатиях вещества. Аппроксимирующие кри-
вые для большинства точек проходят внутри диа-
пазона статистической неопределенности результата
ПАМД-расчетов вязкости (около 15%), что, как и в
случае коэффициента ионной самодиффузии, ука-
зывает на возможность практического использова-
ния аппроксимации (17) вместо прямого моделиро-
вания. Из рис. 4 следует, что коэффициент динами-
ческой вязкости слабо чувствителен к росту темпе-
ратуры плазмы, причем зависимость ослабевает с
ростом атомного номера вещества:

ηAl ∝ T 0.6, ηFe ∝ T 0.5, ηAg ∝ T 0.4. (32)

В то же время зависимость коэффициента вязкости
от степени сжатия плазмы ρ/ρ0 усиливается при пе-
реходе к более тяжелым элементам:

ηAl ∝ (ρ/ρ0)
0.65

, ηFe ∝ (ρ/ρ0)
0.7
,

ηAg ∝ (ρ/ρ0)
0.8
.

(33)

3.4. Результаты расчетов ионных переносных
коэффициентов для плазмы урана

В работе [36] представлено детальное расчетно-
теоретическое исследование переносных свойств
ионной подсистемы плазмы урана — наиболее
тяжелого элемента, встречающегося в естествен-
ных условиях и имеющего важное прикладное
значение. Это исследование проведено на основе
данных по коэффициентам динамической вязкости
и ионной самодиффузии, полученных в широ-
ком интервале плотностей и температур плазмы
урана с помощью OFMD-моделирования систе-
мы из 54 атомов. Неопределенность результатов
моделирования оценивалась на уровне 20% для
динамической вязкости и 10% для коэффициента
ионной самодиффузии. Такая неопределенность
была обусловлена как влиянием статистического
усреднения, так и применяемой в работе [36] про-
цедурой аппроксимации интегралов по времени
от АКФ скорости и тензора вязких напряжений с
последующей экстраполяцией таких аппроксимаций
в область больших значений временного аргумента
(см., например, [54]). Поскольку в настоящей работе
временная эволюция системы описывалась более
подробно, чем при OFMD-моделировании [36]7),

7) Шаг расчета по времени составлял 0.15 фс, тогда как в
работе [36] — 2.5–5 фс.

а общая экономичность метода ПАМД и реали-
зованной методики расчета позволяли проводить
моделирование эволюции системы с необходимой
длительностью, подобные процедуры упрощенного
вычисления временных интегралов не применя-
лись. Это обстоятельство, очевидно, является одной
из причин, обусловливающих появление систе-
матических различий результатов проведенного
ПАМД-моделирования и данных работы [36].

Сравнение результатов моделирования коэф-
фициента динамической вязкости по методикам
ПАМД и OFMD [36], а также расчетов по фор-
муле (17) дано на рис. 5, где также представлены
результаты расчетов коэффициента вязкости по
аппроксимационным формулам, построенным на
основе расчетных данных по различным прибли-
женным моделям для однокомпонентной плазмы
ионов [55–57]. При этом использование аппрок-
симаций [55–57] предполагает предварительное
вычисление величины среднего заряда иона в
плазме, которая может быть определена различ-
ными способами8). В нашей работе средний заряд
иона рассчитывался по квантово-статистической
модели среднего атома RESEOS [15,58–60] в рамках
модели Либермана [3, 61] как число электронов
непрерывного спектра, приходящееся на одно
ядро, плотность состояний которых описывалась
асимптотическим квазиклассическим выражением
пропорциональным

√
ε (ε — энергия электрона).

Такой способ определения среднего заряда иона
позволил наилучшим образом описать результа-
ты OFMD-моделирования вязкости урана [36] в
приближениях [55, 56]. Приближение [57] приводит
к существенно завышенным значениям вязкости
плазмы урана во всем рассматриваемом диапазоне.

При относительном сжатии ρ/ρ0 = 1–4 значения
динамической вязкости плазмы урана, полученные
по аппроксимационным формулам (17) и [55,56], хо-
рошо согласуются между собой (см. рис. 5), причем
эти аппроксимации приводят к результатам, кото-
рые в целом лучше согласуются именно с данны-
ми ПАМД-моделирования, чем с OFMD [36]. Для
плазмы урана наиболее явственно это проявляет-
ся при ρ/ρ0 = 3–4. При умеренном сжатии веще-
ства (вплоть до ρ/ρ0 = 2–3) аппроксимация (17) со-
гласуется с результатами OFMD-моделирования [36]
несколько лучше, чем аппроксимации [55, 56], хотя

8) Отметим, что применение формул (17) и (18) не предпо-
лагает дополнительного расчета степени ионизации плазмы,
как при использовании аппроксимаций [55, 56].
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Рис. 5. Изохоры коэффициента динамической вязкости
для плазмы урана

(
ρ0 = 18.93 г/см3

)
: 1, 2 — расчеты

по (34), основанные на данных моделирования соответ-
ственно методами ПАМД и OFMD [36]; 3–5 — расчеты
с использованием аппроксимаций, построенных на осно-
ве приближенных моделей для однокомпонентной плазмы
ионов [55–57], со средним зарядом иона, полученным по
модели среднего атома RESEOS [15, 58], 6 — расчеты по
формуле (17) с коэффициентами аппроксимации из (24),
7 — результаты ПАМД-моделирования (343 атома; фор-
мула (14)), 8 — результаты OFMD-моделирования (54 ато-

ма) [36]

взаимные различия между рассматриваемыми ап-
проксимациями (17) и [55, 56] невелики (6–7%).

Коэффициент динамической вязкости плазмы
урана может быть также аппроксимирован степен-
ной зависимостью [36], удобной для получения быст-
рых оценок:

η
(1)
fit (ρ, T ) = aηT

bη

(
ρ

ρ0

)cη

,

[ρ] = г/см3, [T ] = эВ.
(34)

Результаты наших расчетов дают:

aη = 1.9, bη = 0.43, cη = 0.89.

На рис. 5 приведено сравнение результатов рас-
четов по формуле (34) с нашими коэффициентами
и с коэффициентами, найденными в работе [36] (со-
ответственно кривые 1 и 2). Зависимость (34) с на-
шими коэффициентами демонстрирует более высо-
кую скорость роста при любых рассмотренных зна-
чениях плотности, чем аналогичная кривая, осно-
ванная на данных OFMD. При относительном сжа-
тии ρ/ρ0 = 2–4 и температуре T � 200 эВ резуль-
таты расчетов по формулам (17), (34) и по моде-
лям [55, 56] хорошо согласуются как между собой,
так и с данными OFMD- и ПАМД-моделирования.
В указанных условиях аппроксимационная кривая
2 из [36] дает заниженные значения коэффициента
вязкости (на уровне примерно 10% по сравнению с
ПАМД).

Из рис. 6 следует, что коэффициент самодиффу-
зии Dfit (ρ, T ) (18) при нормальной плотности плаз-
мы урана на 7–20% превышает значения, получен-
ные в ходе OFMD-моделирования [36], в то время
как при более высоких плотностях различия обыч-
но не превышают 15%. Различия между результата-
ми моделирования коэффициентов самодиффузии
по ПАМД и по OFMD обусловлены методическими
особенностями и полностью укладываются в диапа-
зон статистической погрешности. При этом простей-
шая аналитическая аппроксимация для коэффици-
ента самодиффузии может быть построена анало-
гично (34):

D
(1)
fit (ρ, T ) = aDT

bD

(
ρ

ρ0

)cD

,

[ρ] = г/см3, [T ] = эВ.
(35)

По результатам ПАМД-моделирования были подо-
браны коэффициенты аппроксимации:

aD = 2.8 · 10−4, bD = 0.57, cD = −0.59.

Формула (35) при ρ/ρ0 = 2–4 позволяет полу-
чить оценку для коэффициента самодиффузии, ко-
торая хорошо согласуется (различия менее 15%) как
с аналогичным приближением из работы [36], так и
результатами расчетов по формуле (18). Отметим,
что расчеты по формулам (18) и (35) при ρ/ρ0 = 2–3
описывают результаты TFMD-моделирования коэф-
фициента диффузии в плотной плазме урана точ-
нее, чем расчеты с использованием аппроксимаций
[62,63], так же как и [55–57], построенных на основе
расчетных данных по приближенным моделям для
однокомпонентной плазмы ионов.

10 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 6. Изохоры коэффициента ионной самодиффузии для
плазмы урана

(
ρ0 = 18.93 г/см3

)
: 1, 2 — расчеты по (35),

основанные соответственно на данных ПАМД и работы
[36], 3 — расчеты по формуле (18) с коэффициентами ап-
проксимации из (30), 4, 5 — результаты ПАМД-моделиро-
вания (343 атома; формулы (12) и (13) соответственно),
6 — результаты OFMD-моделирования (54 атома) [36], 7 —
расчеты с использованием аппроксимации [62,63], постро-
енной на основе модели для однокомпонентной плазмы
ионов со средним зарядом иона, полученным по модели

среднего атома RESEOS [15,58]

4. ВЫВОДЫ

В настоящей работе рассмотрен квазиклассичес-
кий вариант [14, 15] метода псевдоатомной моле-
кулярной динамики (ПАМД) [16–18], представля-
ющий собой комбинацию метода классической мо-
лекулярной динамики для ионов и теоретической
модели Старретта и Саумона [22–24], позволяю-
щей описывать ионные корреляции и рассчитывать
эффективные парные потенциалы взаимодействия

ионов. Данный вариант хорошо подходит для опи-
сания ионной микроструктуры вещества и расче-
та ионных переносных коэффициентов в неидеаль-
ной плазме теплого и умеренно нагретого плотно-
го вещества, требуя при этом существенно мень-
ших вычислительных затрат по сравнению с ва-
риантом метода ПАМД, использующим полностью
квантовомеханическую версию теоретической моде-
ли Старретта и Саумона, и тем более с расчета-
ми методом квантовой молекулярной динамики с
квазиклассическим описанием электронной подсис-
темы (OFMD и TFMD) при сопоставимой точности
расчетов. Так, результаты ПАМД-моделирования,
проведенного для состояний на ударной адиабате
сплошного железа, показали, что полученные харак-
теристики ионной микроструктуры вещества — ион-
ионные парные корреляционные функции — хорошо
согласуются с данными TFMD.

Ионные переносные коэффициенты динамиче-
ской вязкости и ионной самодиффузии рассчиты-
вались по формулам Кубо – Грина через времен-
ные интегралы от автокорреляционных функций
скорости и фурье-образа тензора вязких напряже-
ний, а также в приближении Эйнштейна –Смолу-
ховского (для ионной самодиффузии) [49]. Прове-
дено сравнение результатов расчетов ионных пере-
носных коэффициентов для плазмы Al, Fe, Cu и Ag
с данными OFMD/TFMD-моделирования, которое
показало, что отличие результатов ПАМД от дан-
ных OFMD/TFMD не превышает 10–12%, заметно
уменьшаясь при увеличении температуры плазмы
и/или при снижении ее плотности, т. е. при умень-
шении параметра кулоновской неидеальности ΓII .
Исключение составляет расчет коэффициента ион-
ной самодиффузии в плазме железа с ρ/ρ0 ≈ 4.4

и T = 100 эВ, где величина, полученная методом
ПАМД, оказывается примерно на 20% меньше, чем
в результате TFMD-моделирования [35], что, по-
видимому, связано с методическими особенностями
вычисления АКФ скорости в работе [35].

Проведены расчеты коэффициентов динамичес-
кой вязкости и ионной самодиффузии в широком
диапазоне температур и плотностей, оценен харак-
тер изменения переносных коэффициентов в зависи-
мости от плотности и температуры вещества и по-
строены аналитические аппроксимации (17) и (18)
данных широкодиапазонных ПАМД-расчетов для
плазмы Al, Fe, Cu, Ag, Au и U. Наибольшая ста-
тистическая погрешность результатов ПАМД-моде-
лирования не превышает 10% для коэффициентов
ионной самодиффузии и 15% для коэффициента
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вязкости9). При использовании формулы (17) для
оценки коэффициента динамической вязкости наи-
большее относительное отличие результатов от дан-
ных моделирования методом OFMD не превыша-
ет 10%. Применение аппроксимационной формулы
(18) для коэффициента ионной самодиффузии при-
водит к результатам, отличающимся от результатов
OFMD не более чем на 25%. Таким образом, неопре-
деленность, обусловленная применением аппрокси-
мационных формул (17) и (18) с матрицами коэффи-
циентов (19)–(30) для расчета ионных переносных
коэффициентов, сравнима по величине со статисти-
ческой погрешностью моделирования как методом
ПАМД, так и методом OFMD.

Отметим, что сравнение коэффициентов дина-
мической вязкости для умеренно сжатой плазмы
урана (вплоть до ρ/ρ0 = 2–3), полученных по ап-
проксимационной формуле (17), показало несколь-
ко лучшее согласие с результатами OFMD-модели-
рования [36], чем при использовании известных ап-
проксимаций для однокомпонентной плазмы ионов
[55, 56]. Кроме того, аппроксимации (18) и (35) для
коэффициента ионной самодиффузии с коэффици-
ентами, найденными по результатам ПАМД-расче-
тов, более точно описывают результаты OFMD-мо-
делирования плазмы урана при ρ/ρ0 = 2–3, чем при-
ближение [62, 63].

Таким образом, построенные аппроксимации
(17) и (18) с матрицами аппроксимационных коэф-
фициентов (19)–(30) могут быть использованы для
моделирования динамики плотного ионизованного
вещества при описании экспериментов по физи-
ке высоких плотностей энергии и решении ряда
планетологических задач.
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