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INFLUENCE OF (0,1)* LAGUERRE–GAUSSIAN FIELD DISTRIBUTION

ON TUNNELING IONIZATION RATE

T. B. Miladinović, S. Simić, N. Danilović, M. Z. Jeremić

В рамках АДК-теории исследована туннельная ионизация атома аргона под влиянием излучения титан-
сапфирового лазера. Рассмотрен случай поля лазерного излучения радиальной поляризации с распре-
делением (0, 1)* Лагерра – Гаусса (ЛГ), имеющим форму бублика. Было проанализировано поведение
скорости переходов, считая что (0, 1)* ЛГ-моды могут возникать со случайной или однородной поляри-
зацией трех типов (линейной, круговой или эллиптической). Вычислена скорость переходов в простейшем
случае, а также в случае, когда в уравнение включен начальный импульс покидающего атом электро-
на. Кроме того, проанализировано влияние модификации исходного потенциала ионизации электрона
на скорость переходов. В простейшем случае полученные результаты соответствуют ожидаемым, но в
случае включения в рассмотрение дополнительных эффектов скорость перехода характеризуется двумя
пиками в некоторой точке выхода электрона из барьерной области.

DOI: 10.31857/S0044451021050011

1. ВВЕДЕНИЕ

В течение последних пятидесяти лет взаимодей-
ствию лазерного излучения и вещества были посвя-
щены многие работы [1–4]. Одним из наиболее су-
щественных результатов этого взаимодействия яв-
ляется ионизация, относящаяся к квантовым про-
цессам, которые важно понимать детально. В за-
висимости от интенсивности поля лазерного излу-

* E-mail: tanja.miladinovic@gmail.com

чения электрон может покинуть атом посредством
туннельной, многофотонной, надпороговой иониза-
ции (НПИ) или ионизации, сопровождающейся по-
давлением барьера (ПБИ). Когда лазерное излуче-
ние достаточно сильно, если напряженность элек-
трического поля излучения сравнима с напряженно-
стью атомного поля (F ≤ Fa, Fa = 5 · 109 В/см), оно
деформирует кулоновский потенциал и формиру-
ет потенциальный барьер, через который электрон
может туннелировать. Туннельная ионизация про-
исходит очень быстро вблизи максимума интенсив-
ности поля излучения в месте, где потенциальный
барьер сильнее всего подавлен излучением. Тунне-
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лирование электрона через потенциальный барьер
можно описывать с использованием различных тео-
ретических подходов. Подход Ландау –Лифшица к
описанию туннелирования [5] является квазиклас-
сическим. Теория Келдыша показывает, что много-
фотонная ионизация и туннельная ионизация явля-
ются по сути одним и тем же процессом, протекаю-
щим при разных частотах лазерного излучения [6].
В теории используется параметр Келдыша γ, кото-
рый представляет собой отношение лазерной часто-
ты ω и частоты туннелирования ωt, γ = ω/ωt. Этот
параметр используется для того, чтобы различить
области туннельной ионизации (γ � 1) и много-
фотонных процессов (γ � 1). Переломов, Попов и
Терентьев (ППТ) получили точный вид множителя
перед экспонентой в формуле для скорости перехо-
дов, который приводится в [7]. Основываясь на тео-
рии Келдыша, Аммосов, Делоне и Крайнов получи-
ли формулу для скорости ионизации сколь угодно
сложно устроенных атомов и ионов (теория АДК)
[8], которая используется наиболее часто.

Как видно, процесс туннельной ионизации очень
сложный и зависит от ряда параметров, таких как
частота излучения ω, напряженность электрическо-
го поля излучения F и энергия связи электрона Ip.
Основными переменными, зависящими от этих па-
раметров и дающими важную информацию о про-
текающих процессах, являются скорость переходов,
энергия электрона и угловое распределение. Для то-
го чтобы проанализировать процесс ионизации, сле-
дует рассмотреть влияние различных поляризаций
и пространственно-временного распределения поля
лазерного излучения на эти переменные. Случаи ли-
нейной, круговой и эллиптической поляризаций уже
были рассмотрены [9–13], и значения некоторых пе-
ременных в каждом из них получились различны-
ми. Пространственные и временные параметры ла-
зерного луча, гауссовы или лоренцевы, влияют на
скорость переходов, энергию электронов и угловое
распределение [14–17]. Развитие оптических техно-
логий позволило исследовать эти процессы с помо-
щью радиально или азимутально поляризованных
оптических лучей. Особые свойства этих лучей обу-
словили повышенный интерес к их использованию
во многих областях, например для улавливания час-
тиц [18], ускорения электронов [19], микроскопии
[20], обработки материалов [21]. Хорошо сфокусиро-
ванный радиально-поляризованный луч имеет силь-
ное продольное электрическое поле [22], но качество
этого луча подвержено ухудшению, причиной чего
может быть неконцентрическое выравнивание осей
луча и стержневой накачки [23]. Для усиления луча

и корректировки его деградации можно использо-
вать теплопроводящее волокно [24] или оптическое
волокно со ступенчатым показателем преломления
[25]. Также можно улучшить качество радиально-
поляризованного луча посредством преобразования
(0, 1)∗ ЛГ-моды со спиральной фазой и случайной
либо однородной поляризацией и радиальной (0, 1)∗

ЛГ-моды в близкий к гауссовому луч [26], где ЛГ —
это кольцевое распределение интенсивности Лагер-
ра – Гаусса радиально-поляризованного света. В ре-
зультате такого преобразования (0, 1)∗ ЛГ-мода со
спиральной фазой и радиальная (0, 1)∗ ЛГ-мода
имеют различные распределения поля и фазы [27].
Разделить эти две моды, имеющие распределения в
форме бублика, можно на основании их различных
поляризаций и фаз. Явное различие этих мод про-
является после прохождения через линейный поля-
ризатор или элемент спиральной фазы (ЭСФ) [27].

Туннельная ионизация, которая происходит в
радиально-поляризованном лазерном поле, до сих
пор не обсуждалась в рамках теории АДК. Этому
вопросу посвящено настоящее исследование. В на-
шей работе анализируется влияние распределений
(0, 1)∗ ЛГ со спиральной фазой и распределений с
радиальной (0, 1)∗ ЛГ-модой на скорость туннель-
ных переходов. Обсуждается скорость переходов в
случае, когда потенциал ионизации покидающего
атом электрона не возмущен и когда его началь-
ный импульс равен нулю. Дополнительно рассмот-
рен случай, когда начальный импульс не равен ну-
лю, а также случай, в котором учитывается возму-
щение потенциала ионизации посредством пондеро-
моторного потенциала и сдвига Штарка. Для этого
была исследована зависимость скорости перехода от
прикладываемого электрического поля, азимуталь-
ного угла φ и угла θ, который характеризует гео-
метрию спирального пучка. Это позволило изучить
влияние распределения поля (0, 1)∗ Лагерра – Гаусса
на параметр Келдыша и на пондеромоторный потен-
циал покидающего атом электрона.

Структура статьи следующая. Раздел 2 посвя-
щен используемой теоретической модели. В разд. 3
приводятся результаты и дано их обсуждение. Раз-
дел 4 представляет собой заключение. На протя-
жении всей статьи используются атомные единицы
(� = me = |e| = 1).

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Начнем с краткого обзора, посвященного тун-
нельной ионизации. Сильное поле лазерного излуче-

852



ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021 Скорость туннельной ионизации под влиянием поля. . .

ния низкой частоты (I > 1014 Вт/см2) вызывает воз-
мущение кулоновского потенциала, что приводит к
возможности туннелирования электрона. Скорость
ионизации w показывает, как много актов иониза-
ции происходит в единицу времени в постоянном
поле на протяжении одного периода приложенного
переменного поля. Наиболее важные атомные пара-
метры и параметры лазерного излучения, которые
нужны для расчета скоростей ионизации, приводят-
ся ниже. Ионизация происходит только при усло-
вии получения электроном определенного количе-
ства энергии. Поскольку энергии всех фотонов оди-
наковы и определяются угловой частотой лазерного
излучения ω, требуемое число фотонов n равно

n =
Ip
ω

+ 1, (1)

где Ip — это потенциал ионизации, ω — энергия фо-
тона, n — целое число.

Аммосов, Делоне и Крайнов (АДК) использова-
ли квазиклассический подход и получили выраже-
ние для скорости туннельной ионизации [8], которая
экспоненциально растет с напряженностью электри-
ческого поля. Без учета и с учетом начального им-
пульса электрона [28] это выражение имеет вид

w ∝ exp

[
−2(2Ip)

3/2

3F

]
,

wp ∝ exp

[
−2(2Ip)

3/2

3F
− p2γ3

3ω

]
,

(2)

где p — это начальный импульс электрона, γ — пара-
метр Келдыша, который имеет разные значения для
разных поляризаций лазерного излучения, линей-
ной, круговой и эллиптической. Они будут приведе-
ны ниже. Видно, что скорость туннельной иониза-
ции АДК зависит от потенциала ионизации Ip, рав-
ного энергии вершины эффективного потенциально-
го барьера, заряда ионизованного атома Z, а также
от свойств лазерного излучения, в частности интен-
сивности I, напряженности электрического поля F ,
энергии фотона ω и лазерной поляризации. Соот-
ношение между интенсивностью и напряженностью
электрического поля дается равенством I = F 2.

При увеличении интенсивности лазерного излу-
чения или уменьшении энергии фотона выполняет-
ся соотношение Up > |Ip| > ω, где Up — это понде-
ромоторный потенциал, в этом случае электронный
потенциал ионизации может увеличиться |Ip| + Up.
Пондеромоторная энергия характеризует интенсив-
ность осциллирующего движения свободного элек-
трона во внешнем переменном электрическом поле

и определяется следующими выражениями для слу-
чаев соответственно линейной, круговой и эллипти-
ческой поляризаций:

Up,lin = F 2/4ω2, Up,cir = F 2/2ω2,

Up,elip = (F 2(1− ε2))/(2ω2(1 + ε2)),

ε — это параметр эллиптичности, значение которого
лежит в интервале (0,1). Для линейно-поляризован-
ного света ε = 0, а для случая круговой поляриза-
ции ε = ±1 [29]. Рост потенциала означает, что для
ионизации требуется больше фотонов, чем обычно
[30]. Кроме того, сдвиг энергии, который происхо-
дит исключительно в течение лазерного импульса,
т. е. сдвигШтарка, меняет уровни энергии основного
состояния атомов, что усложняет их ионизацию [31].
На основное состояние влияет только квадратичный
сдвиг Штарка δE = αF 2/4 [32], где α — статическая
поляризуемость атома [33]. Учитывая все вышепере-
численные факторы, можно записать эффективный
потенциал ионизации в следующем виде [32]:

Ieffp = Ip + Up + δE. (3)

На основании уравнения(2) видно, что скорость пе-
рехода максимальна, когда p, т. е. начальный им-
пульс испускаемого электрона, равен нулю, и эта
скорость должна уменьшаться с ростом p. Для на-
шей работы важно проанализировать влияние на-
чального импульса испускаемого электрона на ско-
рость перехода непосредственно после покидания
области кулоновского потенциального барьера. В
этот момент электрон покидает атом и начинает
двигаться по классической траектории под воздей-
ствием одновременно поля лазерного излучения и
поля родительского иона. Для описания движения
электрона подходящими являются параболические
координаты (ξ, η, ϕ) [5]. Выражение для начального
импульса электрона можно записать в следующем
виде: [34]:

p(η) =
(√

Fη − 1 +
(
1/η
√
Fη − 1

))
/2, (4)

где η — параболическая координата. Электрон по-
кидает атом в точке ηexit ≈ 1/F , таким образом
значение координаты η внутри барьера удовлетво-
ряет условию 1 � η � ηexit, а вне барьера η > ηexit
[34]. Важно подчеркнуть, что импульс сохраняется
вдоль классической траектории, если полная энер-
гия системы не зависит от координаты η [5]. В этом
случае pη = p.

На электронную ионизацию влияет поляризация
поля лазерного излучения, и мы попытались выяс-

853



Т. Б. Миладинович, С. Симич, Н. Данилович, М. З. Еремич ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

нить, имеет ли радиальная поляризация преимуще-
ства по сравнению с линейной и круговой поляриза-
цией, если использовать ее для величин, описываю-
щих этот квантовый процесс. Теоретический анализ
показывает, что радиально-поляризованные пучки
можно преобразовать в линейно-поляризованные
гауссовы пучки и наоборот [35, 36]. Форма пучков
является существенной характеристикой, позволяю-
щей различить их. Радиально-поляризованные пуч-
ки имеют форму бублика (с нулевой интенсивно-
стью в центре). В случае линейно-поляризованного
гауссова пучка интенсивность максимальна в цен-
тре. Описанное выше преобразование можно осу-
ществить с использованием двух мод радиально-
поляризованного пучка, (0, 1)∗ ЛГ-моды со спираль-
ной фазой и (0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной поляриза-
цией. У этих мод одинаковое распределение интен-
сивности в форме бублика, но совершенно разные
распределения поля. Пространственные распределе-
ния этих мод можно выразить с помощью когерент-
ной суперпозиции двух ортогональных вырожден-
ных ЛГ-мод [37,38] с пространственной модуляцией
поляризации.

Распределение поля (0, 1)∗ ЛГ-моды со спираль-
ной фазой записывается в следующем виде [27]:

Fsp(r, φ) = F0
√
ρe−ρ/2e±iφ, (5)

где r и φ — цилиндрические координаты, ρ =

= 2r2/R2, R — размер гауссова пучка, r(φ) = aekφ —
уравнение в полярных координатах, посредством
которого задается спираль; a, k являются парамет-
рами, а знак «±» зависит от выбора спиральности.
(0, 1)∗ ЛГ-моды могут возникать с произвольной или
однородной поляризацией (линейной, круговой или
эллиптической) [27, 35].

В частности, распределения электрического по-
ля (0, 1)∗ ЛГ-моды со спиральной фазой для случаев
линейной и круговой поляризаций даются выраже-
ниями

Flinsp (r, φ) = F0
√
ρ e−ρ/2e−iφ(ex + ey), (6)

Fcirsp (r, φ) = F0
√
ρe−ρ/2e−iφ(ex + eye

iπ/2), (7)

где ex и ey являются единичными векторами вдоль
осей x и y. Электрическое поле для линейной поля-
ризации переписывается в виде

F linsp (r, φ) = F0
√
ρe−ρ/2 cosφ ex · ey. (8)

Электрические поля для круговых правой и ле-
вой поляризаций записываются с противоположны-
ми индексами спиральности [37].

Fcirsp (r, φ) = F0
√
ρe−ρ/2eiφ(ex + ey), (9)

Fcirsp (r, φ) = F0
√
ρe−ρ/2(e−iφex − e−iφey). (10)

Из приведенных уравнений следует, что распределе-
ния поля, которые могут иметь линейную или кру-
говую (в общем случае эллиптическую) поляриза-
ции, зависят только от азимутального угла φ [39].
Распределение поля (0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной
поляризацией дается выражением

Frp(r, φ) = Frp,x(r, φ)ex + Frp,y(r, φ)ey , (11)

где ex и ey являются единичными векторами вдоль
направлений x и y, и эту моду можно выразить с по-
мощью ортогональных линейных поляризаций или
как суперпозицию мод с правой и левой круговыми
поляризациями. В частности, суперпозиция (0, 1)∗

ЛГ-моды со спиральной фазой правой поляризации
и (0, 1)∗ ЛГ-моды со спиральной фазой левой поля-
ризации записывается в виде [35, 40, 41]:

Frp(r, φ) = F0
√
ρe−ρ/2[e−iφ(ex + eye

iπ/2)+

+ eiφ(ex + eye
−iπ/2)]. (12)

Это уравнение можно переписать в виде

Frp(r, φ) = 2F0
√
ρe−ρ/2(ex cosφ+ ey cosφ). (13)

Такая суперпозиция дает линейно-поляризованный
луч [37]. Соответствующие распределения интенсив-
ностей можно рассчитать по формуле [38]

I(r, φ) = F ∗F. (14)

Для исследования процесса туннельной иониза-
ции рассмотрим влияние эффективного потенциала
ионизации, начального импульса испускаемого элек-
трона, а также двух указанных распределений поля
(0, 1)∗ ЛГ-мод на скорость туннельных переходов.

Скорости переходов для (0, 1)∗ ЛГ-моды со спи-
ральной фазой с различными поляризациями дают-
ся следующими выражениями [30,42, 43]:

wsp,lin =
F linsp (r, φ)D2

8πZ

√
3F linsp (r, φ)n∗3

πZ3
×

× exp

[
−
2(2Ieffp )3/2

3F linsp (r, φ)
− p(η)2γ3

3ω

]
, (15)

wsp,cir =
F cirsp (r, φ)D2

8πZ
×

× exp

[
−
2(2Ieffp )3/2

3F cirsp (r, φ)
− p(η)2γ3

3ω

]
, (16)
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wsp,elip =

√
3

π

1

(1 − ε2)

F cirsp (r, φ)

(2Ieffp )3/2

F cirsp (r, φ)D2

8πZ
×

× exp

[
−
2(2Ieffp )3/2

3F cirsp (r, φ)
− p(η)2γ3

3ω

]
, (17)

где n∗ = Z/
√

2Ip — это эффективное главное кван-
товое число ионизованного состояния, F lin — напря-
женность электрического поля для линейной поля-
ризации лазерного излучения, а F cir — для круговой
поляризации, I — интенсивность лазерного излуче-
ния и D = ((4Z3)/(Fn∗4))n

∗
. Переменные n∗ и D

выписаны для рассматриваемого случая.
Для изучения скорости переходов в случае (0, 1)∗

ЛГ-моды с радиальной поляризацией использова-
ны модифицированные выражения скоростей пере-
ходов с линейной поляризацией и соответствующи-
ми этому случаю значениями переменных.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Покидание атома одного электрона в результате
ионизации нарушает стабильную электронную кон-
фигурацию. Нашей задачей является определение
интенсивности поля лазерного излучения, при ко-
торой появится возможность туннелирования элек-
трона. Потенциал ионизации первого электрона в
валентной оболочке атома Ar равен Ip = 0.5791 в
атомных единицах, а заряд иона равен Z = 1. Ско-
рость туннельных переходов чувствительна к час-
тоте лазерного излучения. Это обусловило выбор
титан–сапфирового лазера, работающего на длине
волны λ = 800 нм. В этом случае энергия фото-
на составляет ω = 0.5696, а напряженности элек-
трических полей линейной и круговой поляризаций
можно вычислить по формулам Flin = 5.4 · 10−9

√
I,

Fcir = 3.7 · 10−9
√
I в атомных единицах.

Далее изучим скорость туннельных переходов,
вызванных двумя радиально-поляризованными
(0, 1)∗ ЛГ-модами, а именно (0, 1)∗ ЛГ-модой со
спиральной фазой и (0, 1)∗ ЛГ-модой с радиальной
поляризацией. Радиально-поляризованный луч
можно использовать для получения сфокусирован-
ного пятна гораздо меньшего размера, чем в случае
использования лучей со стандартной линейной или
круговой поляризациями [44, 45]. Размер лазерного
пятна может составлять по порядку величины
несколько миллиметров (15–30 мм), но может
иметь и меньшие размеры микронного порядка
(3–60 мкм). Считаем, что диаметр луча фиксиро-
ван и составляет 3 мкм (5.7 · 104 ат. ед.). Укажем
параметры, которые определяют логарифмическую
спираль r(φ) = aekφ. Для значения r, которое

измеряется в микронах, a = 0.57 (1.08 · 104 ат. ед.).
Константа k = tg θ. Угол θ является параметром
спиральной геометрии и принимает значения в
диапазоне [−90◦, 90◦]. Константа k = 0.414 и k = 1.0

для θ = 22.5◦ и θ = 45◦, и может быть рассчитана
по приведенной выше формуле для любого другого
угла θ из указанного диапазона [38].

В этой работе мы хотим продемонстрировать,
что поведение важных физических величин можно
проанализировать с помощью разных мод в широ-
ком диапазоне интенсивностей лазерного поля.

На рис. 1–4 показано поведение скорости перехо-
да, вызванного (0, 1)∗ ЛГ-модой со спиральной фа-
зой, без учета дополнительных эффектов. На рис. 1
демонстрируется скорость перехода при разных ази-
мутальных углах. Видно, что изменение азимуталь-
ного угла оказывает лишь незначительное влияние
на скорость перехода вплоть до углов порядка 40◦.
Используемая нами теория дает возможность рас-
чета скоростей перехода при величинах азимуталь-
ного угла менее 50◦. При φ = 20◦ скорость перехода
достигает максимального значения при интенсивно-
сти лазерного излучения I = 8 · 1017 Вт/см2. При
дальнейшем росте угла она медленно уменьшается.

Считая, что азимутальный угол φ принимает
значения из диапазона [−180◦, 180◦] шириной 360◦,
вычислим скорость перехода при отрицательных
значениях азимутального угла. В отличие от обла-
сти положительных углов, при уменьшении азиму-
тального угла в сторону более отрицательных зна-
чений скорость перехода быстро уменьшается. На
рис. 2 показана скорость перехода для отрицатель-
ных значений углов, которая демонстрирует похо-
жие зависимости от интенсивности, как и в случае
положительных углов, но имеет несколько меньшие
значения. Распределение поля ЛГ (0, 1)∗ со спираль-
ной фазой ограничивает величину угла, который
можно использовать в вычислениях (в данном слу-
чае −35◦).

На разных панелях рис. 3 показаны результаты
вычислений для случая линейно-поляризованного
лазерного излучения, имеющего распределение ЛГ
(0, 1)∗ со спиральной фазой, в зависимости от вели-
чины азимутального угла, который меняется в диа-
пазоне [0, 45◦], при фиксированной интенсивности.
Кривые на всех панелях рис. 3 имеют максимум при
угле φ = 30◦ за исключением кривой при интен-
сивности лазерного излучения 1018 Вт/см2, на кото-
рой скорость перехода при этом значении угла рав-
на нулю. На зависимости скорости перехода, соот-
ветствующей этой интенсивности, можно наблюдать
два максимума при углах φ = 4.4◦ и φ = 43◦. Мак-
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Рис. 1. Скорость перехода, вызванного лазерным излучением с линейной поляризацией, характеризуемым распределе-
нием поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой, как функция интенсивности лазерного излучения для разных азимутальных

углов

симальная скорость перехода уменьшается вместе с
интенсивностью лазерного излучения. Диапазон уг-
лов, при которых происходит туннельная иониза-
ция, сужается. Это вызвано малостью возмущений
атомных уровней при низкой интенсивности лазер-
ного излучения.

Чтобы дополнить наш анализ, исследуем зависи-
мость скорости перехода (без учета дополнительных
эффектов) от угла θ, который является параметром
спиральной геометрии луча, для случая распреде-
ления поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой. Для уг-

лов θ = 0 и θ = 90◦ можно генерировать плоские
волны, поляризованные соответственно в радиаль-
ном и азимутальном направлениях. В случае проме-
жуточных значений угла можно генерировать ряд
волн, имеющих геометрию очень интересных спира-
лей [38]. Ограничим наш анализ значениями углов
от 0 до значений, приближающихся к 90◦ (рис. 4).
Видно, что скорость перехода возрастает с углом θ.
При угле θ = 90◦ волна поляризована исключитель-
но в азимутальном направлении, поэтому этот слу-
чай не включен в наш расчет.
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Рис. 2. Скорость перехода, вызванного лазерным излучением с линейной поляризацией, характеризуемым распреде-
лением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой, как функция интенсивности лазерного излучения при фиксированных

отрицательных значениях азимутальных углов

Расширим наш анализ, включив в рассмотрение
дополнительные эффекты, влияющие на скорость
перехода. Мы рассчитали три зависимости скорости
перехода при разных поляризациях поля с распре-
делением ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой, а именно
при линейной, круговой и эллиптической поляриза-
циях. Зависимости этих скоростей перехода от ин-
тенсивности в диапазоне 1 · 1014–5 · 1017 Вт/см2 при-
ведены на рис. 5, 8, 9. Помимо интенсивности ла-
зерного излучения, скорость переходов зависит от

начального импульса испускаемого электрона, пон-
деромоторного потенциала и сдвига Штарка.

Согласно теории возмущений сдвиг уровня опре-
деляется колебательной энергией свободного элек-
трона в поле. При большой напряженности поля F и
маленькой частоте ω сдвиг может быть очень боль-
шим. Сдвиг Штарка уровня при сильном возбуж-
дении может превышать невозмущенное значение
энергии связи электрона. Вследствие указанных эф-
фектов скорость ионизации уменьшается. В первую
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Рис. 3. Скорость перехода, вызванного лазерным излуче-
нием с линейной поляризацией, характеризуемым распре-
делением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой, как функ-
ция азимутального угла при фиксированной интенсивно-

сти лазерного излучения

очередь это является результатом учета пондеромо-
торного потенциала, и в небольшой степени — вклю-
чения в рассмотрение эффекта Штарка. Приводи-
мые ниже графики подтверждают эти наши ожида-
ния.

В случае луча радиальной поляризации, рас-
пределение поля которого характеризуется (0, 1)∗

ЛГ-модой со спиральной фазой, на зависимости ско-
рости перехода появляются два пика, хотя в бо-
лее ранних работах был получен только один пик.
На зависимостях скорости перехода порядок макси-
мумов для первого пика (левого, соответствующего
меньшей интенсивности лазерного излучения) про-
тивоположен порядку максимумов для второго пика
(правого, соответствующего большей интенсивности
излучения). Эти пики располагаются при интенсив-

ностях 2.17 · 1016 Вт/см2 и 7.81 · 1016 Вт/см2. Мы
предполагаем, что такое поведение максимумов обу-
словлено влиянием атомного ядра, поскольку точка
выхода электрона из атома располагается ближе к
его ядру, чем в случае больших значений η.

Анализ полученных результатов для (0, 1)∗

ЛГ-моды со спиральной фазой и линейной поляри-
зацией показывает, что учет начального импульса
покидающего атом электрона приводит к услож-
нению вида зависимости скорости перехода от
интенсивности лазерного излучения. Для набора
фиксированных параметров и значений коорди-
наты η < 10, которая определяет точку выхода
электрона из атома, второй член уравнения (4)
приводит к двум пикам на зависимости скорости
перехода. Близость к атомному ядру и зависимость
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Рис. 4. Скорость перехода, вызванного лазерным излуче-
нием с линейной поляризацией, характеризуемым распре-
делением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой, как функ-
ция интенсивности лазерного излучения для четырех раз-

ных значений угла θ

от огибающей электронной волны (в неоднород-
ном электрическом поле) приводит к нарушению
непрерывности электронных переходов. Наблю-
даемый слева пик, соответствующий конечной
скорости перехода, увеличивается при включении
в рассмотрение описанных выше эффектов. Этот
результат должен быть подвергнут эксперименталь-
ной проверке. С ростом координаты η второй член
в уравнении для импульса уменьшается, что при-
водит к уменьшению левого пика. Положение пика
определяется обратной зависимостью импульса от
напряженности поля в этом же члене.

Более подробное исследование показывает, что
два пика появляются при малых значениях коорди-
наты η, а при больших ее значениях эти пики пере-
крываются (виден единственный пик) (рис. 6).

Подчеркнем, что ионизующий переход сдвигает-
ся в сторону меньшей интенсивности лазерного из-
лучения с увеличением η (рис. 6, 7). Можно видеть,
что для η = 100 максимум скорости перехода нахо-
дится при интенсивности I ∼ 1014 Вт/см2, что со-
гласуется с результатами нашей предыдущей рабо-
ты [28].

На рис. 8 и 9 показаны скорости переходов, вы-
званных лазерным излучением соответственно с эл-
липтической и круговой поляризациями, последняя
может рассматриваться как частный случай эллип-
тической поляризации. Для каждой из поляризаций
излучения на зависимостях видны два пика, причем
максимумы находятся при одних и тех же значени-
ях интенсивностей излучения 2.31 · 1016 Вт/см2 и
7.11 · 1017 Вт/см2.

Рис. 5. Скорость ионизующего перехода, вызванного ла-
зерным излучением с линейной поляризацией, характери-
зуемым распределением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фа-
зой, с учетом описанных в тексте эффектов (верхняя па-
нель). На нижней панели более подробно показан левый

пик

При наличии общих черт, отмеченных выше, ско-
рости перехода на этих двух рисунках имеют разные
величины. Так, скорость перехода при интенсивнос-
ти I = 2.31 · 1016 Вт/см2 (левый пик) имеет большее
значение, когда атом находится в поле излучения
круговой поляризации.

Чтобы яснее представить поведение скорости пе-
рехода, на трехмерном графике (рис. 10) изображе-
на ее зависимость от интенсивности лазерного из-
лучения и от азимутального угла. Эта зависимость
имеет сложный характер. Скорость перехода не яв-
ляется постоянно возрастающей функцией азиму-
тального угла или интенсивности. Для некоторых
значений интенсивности скорость перехода растет с
азимутальным углом φ вплоть до 15◦, в диапазоне
от 15◦ до 35◦ ее значение приближается к нулю, за-
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Рис. 6. Скорость ионизующего перехода, вызванного лазерным излучением с линейной поляризацией, характеризуемым
распределением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой, для разных значений координаты η. Зависимость wp

sp,lin показана

сплошной черной линией, wp,Up

sp,lin — штриховой линией, w
p,Up,S

sp,lin — пунктирной линией

Рис. 7. Скорость ионизующего перехода, вызванного ла-
зерным излучением с линейной поляризацией, характери-
зуемым распределением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фа-

зой, для η = 100

тем рост скорости перехода с азимутальным углом
снова возобновляется.

В заключение, обсудим влияние (0, 1)∗ ЛГ-моды
со спиральной фазой на параметры, от которых
непосредственно зависит скорость перехода. Для
этого проанализируем поведение параметра Келды-
ша и пондеромоторный потенциал (рис. 11, 12).

Чтобы исследовать параметр Келдыша, запишем
его в виде γ = ω(

√
2Ip/F ), из которого непосред-

ственно видно влияние эффективного потенциала
ионизации Ieffp и распределения напряженности по-
ля лазерного излучения F . Как можно видеть, за-
висимости, описывающие поведение параметра Кел-
дыша при обычных линейной или круговой поля-
ризациях, а также величина параметра Келдыша
при этих поляризациях для распределения поля ЛГ
(0, 1)∗ со спиральной фазой экспоненциально убы-
вают с интенсивностью лазерного излучения. Кро-
ме того, из этих данных следует, что (0, 1)∗ ЛГ-мода
со спиральной фазой оказывает большее влияние на
параметр Келдыша в поле линейной поляризации
(рис. 11).
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Рис. 8. Скорость ионизующего перехода, вызванного ла-
зерным излучением с эллиптической поляризацией, харак-
теризуемым распределением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной
фазой, с учетом описанных в тексте эффектов (верхняя
панель). На нижней панели более подробно показан левый

пик

Результат влияния (0, 1)∗ ЛГ-моды со спираль-
ной фазой на пондеромоторный потенциал пока-
зан на рис. 12. Проведено исследование пондеромо-
торного потенциала в поле лазерного излучения с
линейной, круговой и эллиптической поляризаци-
ями как с учетом так и без учета распределения
поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой. Для одних
и тех же значений параметров величины потенци-
ала оказываются разными в зависимости от при-
сутствия/отсутствия (0, 1)∗ ЛГ-моды со спиральной
фазой. Пондеромоторный потенциал принимает бо-
лее низкие значения при учете распределения поля
ЛГ (0, 1)∗, а самый большой эффект наблюдается
для Up,lin.

Дополнительно было проанализировано поведе-
ние скорости ионизующего перехода и параметров,
которые на него влияют, для атома в поле (0, 1)∗

Рис. 9. Скорость ионизующего перехода, вызванного ла-
зерным излучением с круговой поляризацией, характери-
зуемым распределением поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фа-
зой, с учетом описанных в тексте эффектов (верхняя па-
нель). На нижней панели более подробно показан левый

пик

Рис. 10. Скорость ионизующего перехода, вызванного ла-
зерным излучением с распределением поля ЛГ (0, 1)∗ со
спиральной фазой как функция азимутального угла φ и
интенсивности лазерного излучения I на трехмерном гра-

фике
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Рис. 11. Параметр Келдыша в линейно-поляризованном поле лазерного излучения (левая панель) и в поле с круговой
поляризацией (правая панель) для распределения поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой как функция интенсивности

излучения в диапазоне I = (1014– 5 · 1017 Вт/см2) при фиксированном значении азимутального угла φ = π/6

Рис. 12. Пондеромоторный потенциал в однородном поле (левая панель) и пондеромоторный потенциал в поле (0, 1)∗

ЛГ-моды со спиральной фазой (правая панель) как функция интенсивности лазерного излучения в диапазоне I = (1014–
5 · 1017 Вт/см2) при фиксированном значении азимутального угла φ = π/6 и эллиптичности ε = 0.3

ЛГ-моды с радиальной поляризацией (рис. 13). Ско-
рость перехода была рассчитана на основании урав-
нения (16) для лазерного излучения круговой поля-
ризации с распределением поля в виде радиально-
поляриз̄ованной (0, 1)∗ ЛГ-моды. Эта поляризация
представляет собой частный случай эллиптической
поляризации. Поведение скорости перехода при раз-
ных значениях эллиптичности ε тоже изучалось.
Было показано, что значения эллиптичности в ин-
тервале от 0 до 1 не оказывают влияния на скорость
перехода.

На рис. 14, 15 показаны зависимости парамет-
ра Келдыша и пондеромоторного потенциала от ин-
тенсивности лазерного излучения с распределением
поля в виде (0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной поляри-
зацией.

На рис. 14 видно, что при фиксированном значе-
нии азимутального угла φ = π/6 параметр Келдыша
имеет разные значения в случаях однородного рас-
пределения лазерного поля круговой поляризации
и распределения поля в виде (0, 1)∗ ЛГ-моды с ра-
диальной поляризацией. Величина параметра Кел-
дыша уменьшается с ростом интенсивности лазер-
ного излучения, а расстояние между кривыми γcir и
γrp,cir при данном значении интенсивности меняет-
ся. Величина пондеромоторного потенциала также
меняется, когда распределения поля принимает вид
(0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной поляризацией. Соот-
ветствующие зависимости построены на рис. 15. По-
добно случаю (0, 1)∗ ЛГ-моды со спиральной фазой,
учет распределения поля в виде (0, 1)∗ ЛГ-моды с
радиальной поляризацией приводит к увеличению
пондеромоторного потенциала.
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Рис. 13. Скорость ионизующего перехода, вызванного ла-
зерным излучением круговой поляризации с распределе-
нием поля в виде (0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной поляри-
зацией, с учетом описанных в тексте эффектов (верхняя
панель). На нижней панели более подробно показан левый

пик

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изучается туннельная ионизация атома
аргона в сильном поле. Проанализированы зависи-
мости скоростей туннельных переходов от началь-
ного импульса и эффективного потенциала иони-
зации (включающего сдвиг Штарка и пондеромо-
торный потенциал) в случае, когда распределе-
ние поля соответствует форме бублика, описывае-
мой радиально-поляризованным лучом (0, 1)∗ Ла-
герра – Гаусса. Представлены зависимости скорос-
тей перехода без учета дополнительных эффектов
в поле линейно-поляризованного лазерного излуче-
ния с распределением ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фа-
зой для фиксированных значений азимутального уг-
ла от интенсивности излучения и наоборот, от угла
при фиксированной интенсивности, а также зависи-
мости от спиральной геометрии луча (угла η). Да-

Рис. 14. Параметр Келдыша в присутствии лазерного из-
лучения круговой поляризации с распределением поля
в виде (0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной поляризацией как
функция интенсивности излучения в диапазоне I = (1014–
5 · 1017 Вт/см2) при фиксированном значении азимуталь-

ного угла φ = π/6

Рис. 15. Пондеромоторный потенциал в присутствии ла-
зерного излучения круговой поляризации с распределени-
ем поля в виде (0, 1)∗ ЛГ-моды с радиальной поляриза-
цией как функция интенсивности излучения в диапазоне
I = (1014–5 · 1017 Вт/см2) при фиксированном значении

азимутального угла φ = π/6

лее продемонстрировано, как учет дополнительных
эффектов влияет на скорость перехода, вызванно-
го полем лазерного излучения с линейной, круговой
или эллиптической поляризацией и распределением
ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой. Также было прове-
дено сравнение параметра Келдыша и пондеромо-
торного потенциала в поле лазерного излучения с
линейной или круговой поляризацией без специаль-
ного распределения поля и имеющего распределение
ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой.
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Основные выводы данной работы состоят в сле-
дующем:

Скорость перехода зависит от азимутального уг-
ла. Для углов в диапазоне от φ = 0 до φ = 40◦

скорость перехода увеличивается, а затем медленно
уменьшается. Это уменьшение становится заметным
при угле φ = 50◦. Зависимость скорости перехода
от азимутального угла более заметна при его отри-
цательных значениях. Скорость перехода непрерыв-
но уменьшается соответственно при φ = −5◦, −10◦,
−20◦, −30◦ и при φ = −35◦ ее значение в шесть
раз меньше, чем при φ = 0. На зависимости от уг-
ла φ при фиксированной интенсивности лазерного
излучения 1018 Вт/см2 существуют два пика, а с
уменьшением интенсивности один из пиков исчезает
и происходит сужение кривой скорости перехода.

Показано, что геометрия спирального луча влия-
ет на скорость перехода. Как следует из полученных
результатов, скорость перехода растет со значением
угла.

В случае линейной поляризации поля излучения
было найдено, что кривая скорости перехода рас-
щепляется на два довольно близко расположенных
пика. Возникновение и положения двух пиков обу-
словлены учетом начального импульса испускаемо-
го электрона в уравнении для определения скоро-
сти перехода и зависимостью начального импульса
от координаты η и напряженности поля. Показано,
что с ростом η второй пик исчезает, а переходы сдви-
гаются в область меньшей интенсивности лазерного
излучения.

Появление двух пиков происходит и в случаях
эллиптической или круговой поляризаций. Первый
пик ниже в случаях линейной и эллиптической по-
ляризаций, но для круговой поляризации он выше.

Влияние распределения ЛГ (0, 1)∗ со спиральной
фазой на параметр Келдыша и на пондеромотор-
ный потенциал противоположно. Учет распределе-
ния поля ЛГ (0, 1)∗ со спиральной фазой приводит
к уменьшению пондеромоторного потенциала, что
проявляется наиболее ярко в случае линейной поля-
ризации излучения, в то время как параметр Кел-
дыша увеличивается.

Также показано, что учет распределения поля
ЛГ (0, 1)∗ с радиальной поляризацией приводит к
изменениям скорости перехода, параметра Келды-
ша и пондеромоторного потенциала, аналогичным
изменениям при учете спиральной моды.

В заключение отметим, что существует широкий
диапазон значений интенсивностей лазерного излу-
чения, его поляризации и распределения электри-
ческого поля, в котором можно исследовать иониза-

цию атома. Множество дополнительных параметров
влияют на скорость перехода, и существует режим,
в котором на ее зависимости появляются два пика,
что дает важную информацию о процессе иониза-
ции. Представляется интересным продолжить эти
теоретические исследования, а также проверить уже
полученные результаты экспериментально.
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Рассмотрена диффузия по импульсу в потоке ультрарелятивистских электронов, движущихся в прост-
ранственно-периодическом магнитном поле ондулятора. Получено выражение для коэффициента диффу-
зии по импульсу электронов с учетом их начального энергетического разброса. Исследованы зависимости
коэффициента диффузии как от расстояния, пройденного электронами в ондуляторе, так и от величи-
ны начального энергетического разброса электронов. Показано, что разброс по продольному импульсу
электронов увеличивается по мере движения пучка в ондуляторе. Установлено, что на кинетическом эта-
пе коэффициент диффузии не зависит от расстояния, проходимого пучком в ондуляторе. Обсуждается
возможность продвижения лазеров на свободных электронах в рентгеновскую область спектра.

DOI: 10.31857/S0044451021050023

1. ВВЕДЕНИЕ

Релятивистский электронный пучок, движущий-
ся во внешнем периодическом поле (ондуляторе),
как известно, является источником интенсивно-
го коротковолнового электромагнитного излучения.
В пространственно-однородном потоке электронов
электромагнитные поля, создаваемые отдельными
электронами, имеют различные фазы, в результа-
те чего суммарное электромагнитное поле потока
таких электронов-излучателей является некогерент-
ным. При движении электронов в таком некоге-
рентном электромагнитном поле и периодическом
поле ондулятора возникают силы, действующие на
электроны, которые приводят к случайным откло-
нениям импульса от равновесного значения. Изме-
нение квадратичных отклонений импульса от сред-
них в потоке электронов, взаимодействующих по-
средством создаваемых ими электромагнитных по-
лей, исследовано в работе [1]. В этой работе рассмот-
рена радиационная релаксация электронов, которые
имеют одинаковую начальную энергию. В таком по-
токе скорость изменения квадратичных отклонений
импульса от среднего увеличивается по мере движе-

* E-mail: ognivenko@kipt.kharkov.ua

ния пучка или, что то же самое, растет во времени.
Такая зависимость разброса по импульсам от време-
ни в системе, состоящей из большого числа частиц,
какой является электронный пучок, соответствует
предброуновскому движению частиц на начальной
стадии эволюции системы [2].

Поскольку в реальных потоках электроны дви-
жутся с различными скоростями, необходимо уста-
новить количественный критерий, определяющий
возможность пренебрежения различием начальных
скоростей электронов при описании радиационной
релаксации пучка. С другой стороны, учет разли-
чия скоростей электронов представляет физический
интерес, поскольку позволяет исследовать диффу-
зию электронов в импульсном пространстве на ки-
нетическом этапе эволюции системы [3], когда дви-
жение электронов в процессе радиационной релак-
сации становится полностью случайным. Кроме то-
го, описание диффузии по импульсам электронов
в таких потоках представляет значительный ин-
терес в связи с работами по созданию рентгенов-
ских лазеров на свободных электронах (ЛСЭ), ос-
нованных на самопроизвольном усилении спонтан-
ного излучения моноэнергетическим ультрареляти-
вистским электронным пучком при движении в он-
дуляторе [4–7].

В данной работе исследована диффузия по про-
дольному импульсу в потоке ультрарелятивистских

866



ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021 Увеличение разброса по импульсам. . .

электронов, имеющих некоторое начальное распре-
деление по импульсам. Рассмотрено взаимодействие
электронов друг с другом посредством создавае-
мых ими электромагнитных полей, на стадии спон-
танного излучения. В приближении малого зна-
чения параметра ондулятора получено выражение
для силы парного взаимодействия релятивистских
электронов, движущихся с различными скоростя-
ми (разд. 2). Это выражение использовано в фор-
мулах для коэффициента диффузии по продольно-
му импульсу электронов (разд. 3), оно справедли-
во на произвольном расстоянии, пройденном элек-
тронами в ондуляторе. Из общих формул получены
явные выражения как для среднего квадратично-
го продольного импульса на предброуновской ста-
дии движения электронов (разд. 4), так и для ко-
эффициентов диффузии по продольному импуль-
су на кинетическом этапе эволюции системы, когда
движение электронов становится полностью случай-
ным (разд. 5). С помощью численных методов опре-
делен среднеквадратичный разброс по продольно-
му импульсу на произвольном расстоянии, прой-
денном первоначально моноэнергетическим пучком
электронов в ондуляторе (разд. 6). Обсуждение по-
лученных результатов и следующие из них выводы
содержатся в заключительной части (разд. 7).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ОСНОВНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим поток релятивистских электронов,
который пересекает плоскость z = 0 и движется
в положительном направлении оси z в пространст-
венно-периодическом статическом магнитном поле с
правой круговой поляризацией, которое при z ≥ 0

имеет вид

Hu = H0[ex cos(kuz) + ey sin(kuz )], (1)

где ku = 2π/λu; H0, λu — амплитуда и период маг-
нитного поля ондулятора; ex, ey, ez — единичные
векторы декартовой системы координат x, y, z.

Вычислим коэффициент диффузии по продоль-
ному (вдоль оси z) импульсу электронов, который
характеризует среднее изменение квадрата отклоне-
ния продольного импульса от среднего по мере дви-
жения пучка в ондуляторе. Исходное уравнение для
коэффициента диффузии, полученное на основе ди-
намики движения отдельных частиц, можно запи-
сать в виде [1, 2]

Dz (pz, t) =
d

2dt
〈(Δpz)2〉 =

=

t∫
t0

dt1

∫
Ωq

F (s)
z

[
x(0) (t) , t;x(0)s (t, q0s)

]
×

× F (s)
z

[
x(0) (t1) , t1;x

(0)
s (t1, q0s)

]
×

× f (q0s) vz (t0s) dq0s, (2)

где Δpz = pz − 〈pz〉; p — импульс электро-
на; F(s)

z (x, t;xs) — сила, действующая на электрон
(пробный), находящийся в точке r в момент вре-
мени t, со стороны s-го электрона-излучателя; x =

= (r,p), x(0)s =
(
r
(0)
s ,p

(0)
s

)
— равновесные траекто-

рия и импульс s-го электрона в ондуляторе, q0s =

= (x0s, y0s, t0s,p0s) — начальные координаты и им-
пульс электрона в момент времени t0s, в который он
пересекает плоскость z = 0; dq0s = dx0sdy0sdt0sdp0s;
f (q0s) — одночастичная функция распределения
электронов пучка по импульсам, Ωq — область ин-
тегрирования по начальным координатам и импуль-
сам электронов-излучателей (s-х), в поле которых
находится пробный электрон; угловые скобки озна-
чают усреднение по ансамблю.

Рассматривая взаимодействие электронов в он-
дуляторе посредством создаваемых ими электромаг-
нитных полей, выражение для силы парного взаимо-
действия можно записать в виде

F (s)
z (x, t;xs) =

e

c

[
v × rotA(s)

]
z
, (3)

A(s) (x, t;xs) =
ev′

s

c (R′
s − β′

s ·R′
s)
, (4)

где Rs = r− rs (t, q0s), βs = vs/c, v = p/mγ, e, m —
заряд (e < 0) и масса электрона, γ — релятивист-
ский фактор, c — скорость света в вакууме, штрих
означает, что величины взяты в предшествующий
момент времени

t′ = t−R′
s/c. (5)

Будем пренебрегать разбросом поперечного (по
отношению к ez) импульса электронов на входе в
ондулятор при z = 0, рассматривая влияние раз-
броса продольного импульса на радиационную ре-
лаксацию электронного пучка. Тогда, учитывая (1),
функцию распределения электронов по импульсам
при z = 0 можно записать в виде

f (p0s) = nbδ

(
px0s −

eH0

kuc

)
δ (py0s)w (pz0s) , (6)
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где nb — средняя плотность электронов, δ (x) —
дельта-функция от x, w (pz) — произвольная функ-
ция. В этих условиях уравнение равновесной траек-
тории электрона (например, s-го) при z ≥ 0 прини-
мает вид (ср. [1])

r(0)s (t, q0s) = r0s + rus (t, q0s) + ezzs (t) , (7)

где

rus (t, q0s) = −exr⊥s sin [kuzs (t)] −
− eyr⊥s{1− cos [kuzs (t)]},

zs(t, q0s) = vzs(t− t0s), r0s = (x0s, y0s, 0),

r⊥s =
K

γ0sβzsku
, K =

|e|H0

mc2ku
,

vzs = v0s

√
1−
(

K

γ0sβ0s

)2

.

Заметим, что по такой траектории будут дви-
гаться электроны, имеющие только продольную
составляющую скорости на некотором расстоя-
нии zH (zH < −λu/2π) до входа в ондулятор и
движущиеся в магнитном поле ондулятора, ам-
плитуда которого адиабатически увеличивается
(λu (∂/∂z) lnHu � 2π) от нуля при z = zH до H0

при z = 0.
Найдем выражение для векторного потенциала

A(s). Для нахождения явных выражений векторно-
го потенциала и силы парного взаимодействия элек-
тронов рассмотрим малые значения параметра он-
дулятораK � 1. Используя уравнение (5), (7), мож-
но получить выражение для R′

s. Подставляя это вы-
ражение в формулу (4), а затем разлагая возникаю-
щее выражение по степеням параметра K с точно-
стью до линейных членов, получим следующее вы-
ражение для векторного потенциала поля, создава-
емого s-м электроном:

A(s) (r, t) =
e

cR∗
×

×
[
v′
us + vzs

(
1 +

R0⊥ · v′
us

cR∗
+

R0⊥ · r′us
γ2zsR

2
∗

)]
, (8)

где

R∗ =
√
R2

0z +R2
0⊥γ

−2
zs , vus = ṙus,

R0⊥ = ex (x− x0s) + ey (y − y0s) ,

R0z = z − zs (t, q0s) ,

γzs =
(
1− β2

zs

)−1/2
=

γ0s√
1 +K2

.

Поле в точке r в момент времени t, создаваемое
s-м электроном, определяется его координатами в

предшествующий момент времени t′, удовлетворяю-
щий очевидному условию t′ ≥ t0s. Из этого условия
при учете уравнения (5) следует соотношение

c (t− t0s) ≥ |r− r0s|, (9)

определяющее координаты r и момент времени t,
в которых электромагнитное поле, создаваемое s-м
электроном, отлично от нуля. Строго говоря, усло-
вием представления векторного потенциала в виде
(8) является полное отсутствие поля s-го электрона
при t < t0s во всех точках пространства z ≥ 0.

Зная A(s), можно найти силу парного взаимодей-
ствия электронов. Подставляя выражение (8) в фор-
мулу (3), пренебрегая квазистатическими полями и
быстро осциллирующими по z членами при вычис-
лении ротора вектора A(s), получим

F (s)
z (x, t; q0s) = −e

2K2βzsγ
2
zsku

γγ0sR∗ (r, t)
G (r, t; q0s) , (10)

где

G (r, t; q0s) =

(
βzs +

R0z

R∗
− βzs
k20sR

2
∗
−

− βzsR
2
0⊥

2γ2zsR
2
∗

)
sinψ +

(
βzs +

R0z

R∗

)
cosψ

k0sR∗
,

ψ = γ2zsku (R0s + βzsR∗) , k0s = βzsγ
2
zsku.

Формулы (10), (6) и (2) позволяют записать сле-
дующее выражение для коэффициента диффузии:

Dz =
e4K4k2u
γ2

t∫
t0

dt1

∞∫
−∞

dpz0s×

× γ20sw (pz0s) Φ (t1, pz0s) , (11)

где

Φ =

∫∫∫
Ωq

G (r, t; q0s)G (r1, t1; q0s)

R∗ (r, t; q0s)R∗ (r1, t1; q0s)
×

× nbvzs dx0s dy0s dt0s. (12)

Зависимость коэффициента диффузии (11) от
импульса можно выявить, заменив в подынтеграль-
ном выражении уравнения (12) координаты r и r1
координатами пробного электрона rt в моменты вре-
мени t и t1 соответственно, r = rt (t) ≡ r0 +

+ vz (t− t0), r1 = rt (t1).
В уравнении (12) область интегрирования Ωq

охватывает начальные координаты электронов-из-
лучателей (s-х), поле которых отлично от нуля в мо-
менты времени t и t1. Поскольку t1 < t, эта область
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будет определяться соотношением (9), в котором r

и t следует заменить соответственно на rt (t1) и t1.
Для дальнейших вычислений удобно ввести

вместо переменной t новую независимую перемен-
ную — координату z, по формуле z = vz (t− t0),
при этом в правой части (11) заменить переменную
t1 новой переменной z1, полагая t1 = t0 + z1/vz.
Компоненты вектора R0 тогда примут вид

R0z (z1) =

(
1−vzs

vz

)
z1+vzs (t0s−t0) ≡ Δzs (z1) ,

R0z (z) = Δzs (z1) +

(
1− vzs

vz

)
(z − z1) ,

R0⊥ =

√
(x0 − x0s)

2
+ (y0 − y0s)

2
.

Подынтегральное выражение в правой части
уравнения (12) зависит от начальных координат q0s
через функции Δzs (z1) и R0⊥. Поэтому удобно за-
писать условие (9), определяющее пределы интегри-
рования по q0s, через эти функции (ср. [1]):

γ2zs [Δzs (z1) + βzsR∗ (z1)] ≤ z1, (13)

где

R∗ (z1) =

√
[Δzs (z1)]

2
+R2

0⊥γ
−2
zs .

Для определения пределов интегрирования в
(12) следует также учесть конечные поперечные раз-
меры пучка. Полагая, что пучок является сплош-
ным цилиндрическим радиуса rb, имеем√

x20s + y20s ≤ rb. (14)

Будем считать, что средняя плотность пучка nb
не зависит от координат q0s. Учитывая вид силы
парного взаимодействия электронов, в правой ча-
сти уравнения (12) целесообразно перейти от пере-
менных интегрирования x0s, y0s, t0s к новым пере-
менным r′, ϕ, θ (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π), используя
формулы

x0s = x0−γzsr′ cosϕ sin θ, y0s = y0−γzsr′ sinϕ sin θ,

Δzs (z1) = r′ cosϕ.

Уравнение (12) тогда примет вид

Φ = γ2zsnb

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ sin θ×

×
r′max∫
0

dr′r′
G (r′, ξ)

R∗ (r′, ξ)
G (r′, 0) , (15)

где

G (r, ξ) =

(
βzs +

r cos θ + ξ

R∗ (r, ξ)
−

− βzs
k20sR

2
∗ (r, ξ)

− βzsr
2 sin2 θ

2R2
∗ (r, ξ)

)
sinψ (r, ξ) +

+

(
βzs +

r cos θ + ξ

R∗ (r, ξ)

)
cosψ (r, ξ)

k0sR∗ (r, ξ)
, (16)

R∗ (r, ξ) =
√
r2 + 2rξ cos θ + ξ2, r′ = (r′, ϕ, θ) ,

ψ (r, ξ) = kuγ
2
zs [r cos θ + ξ + βzsR∗ (r, ξ)] ,

ξ =

(
1− vzs

vz

)
(z − z1) .

Легко убедиться, что подынтегральное выраже-
ние в правой части уравнения (15) при ξ = 0 пере-
ходит в соответствующее выражение работы [1].

3. КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ

Для нахождения явного выражения для ко-
эффициента диффузии ограничимся следующими
упрощающими допущениями.

1. Рассмотрим разброс по импульсам электронов,
движущихся по оси пучка, полагая x0 = y0 = 0.
Тогда согласно условиям (13), (14) предел интегри-
рования r′max в формуле (15) является наименьшим
значением из следующих двух величин:

z1
γ2zs (cos θ + βzs)

,
rb

γzs sin θ
. (17)

2. Будем учитывать электромагнитное поле
электронов-излучателей, движущихся только за
рассматриваемым (пробным) электроном. При этом
θ может меняться от 0 до π/2.

3. Считаем, что расстояние между электронами,
парное взаимодействие которых мы рассматриваем
(|z − zs| < r′), значительно больше теплового разле-
та этих электронов относительно друг друга за вре-
мя рассматриваемого процесса ((Δvz) z/vz > ξ), т. е.
r′ � ξ. Это условие, однако, не исключает возмож-
ность теплового разлета электронов на расстояние,
большее длины волны ондуляторного излучения

λ =
λu
2γ20s

(
1 +K2

)
.

4. Предполагаем, что радиус пучка больше дли-
ны волны ондуляторного излучения в поперечном
направлении: rb � λ⊥/2π, где λ⊥ = λu/βzsγzs —
длина волны ондуляторного излучения в системе
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отсчета, движущейся с поступательной скоростью
пучка.

Принимая во внимание сделанные предположе-
ния, в подынтегральном выражении уравнения (15)
разложим R∗ (r

′, ξ) по малому параметру ξ/r′ и всю-
ду, за исключением фазы ψ (r′, ξ), будем пренебре-
гать членами ξ/r′ по сравнению с единицей. По-
скольку среднеквадратичный импульс изменяется
на расстоянии z > λu, из (17) следует, что k0sr′max �
� 1. Далее, проинтегрируем по ϕ и r′ в уравнении
(15), пренебрегая быстро осциллирующими членами
типа cos [ψ (r′, ξ) + ψ (r′, 0)]. Подставляя полученное
выражение в уравнение (11) и ограничиваясь лишь
членами, пропорциональными r′max, находим

Dz (pz, z) =
πe4K4k2unb

4γ2vz
×

×
z∫

0

dz1

∞∫
−∞

dpz0sγ
2
0sw (pz0s)

π/2∫
0

dθ sin θ×

× χ4 (θ) cos
[
γ2zskuξχ (θ)

]
r′max (z1, θ) , (18)

где χ (θ) = 1 + βzs cos θ.
Предположим, что функция w (pz0s) имеет вид

w (pz0s) =
1√

2πpth
exp

[
− (pz0s − pzm)

2

2p2th

]
, (19)

где pzm и pth — соответственно среднее значение и
начальный разброс продольного импульса электро-
нов.

Будем считать, что начальный тепловой разброс
в пучке удовлетворяет условию pth � pzm. Кроме
того, нас будет интересовать увеличение энергети-
ческого разброса электронов, вследствие радиаци-
онного взаимодействия, до значений Δγ � γm. При-
нимая во внимание эти условия, в подынтегральном
выражении уравнения (18) разность скоростей запи-
шем в виде

vz − vzs =
pz − pz0s
mγ2zmγm

и всюду, кроме этой разности, положим vzs = vzm.
Здесь vzm = pzm/mγm — среднее значение продоль-
ной скорости.

Подставив (19) в (18) и проинтегрировав по про-
дольному импульсу, используя значение интеграла
[8], получим следующее выражение для коэффици-
ента диффузии:

Dz (pz, z) =
πe4K4k2uγ

4
mnb

4γ2vz

z∫
0

dz1

π/2∫
0

dθ sin θ×

× χ4 (θ) r′max (z1, θ)α [χ (θ) (z − z1)] , (20)

где

α (x) = exp

(
−x

2

z2c

)
cos (ηx) , zc =

√
2pz

kupth
,

η = ku

(
1− pzm

pz

)
.

Выражение для r′max (z1, θ) можно получить, ис-
пользуя условие (17). Так, при 0 ≤ z1 ≤ zr находим
(ср. [1])

r′max (z1, θ) = r1 (z1, θ) ≡
z1

γ2zm (βzm + cos θ)
. (21)

При z1 > zr получим

r′max(z1, θ) =

{
r1 (z1, θ) , 0 ≤ θ ≤ θ∗ (z1) ,

rb/γzs sin θ, θ∗ (z1) < θ ≤ π/2,
(22)

где zr = βzmγzmrb, θ∗ (z) = arccosa(γzmrb/z),

a (x) =

√
1 + x2γ−2

zm − βzmx
2

1 + x2
.

Заметим, что θ∗ (z) = 2 arctg(zr/z) при γzm � 1.
Используя формулы (21) и (22), запишем урав-

нение (20) для расстояний z меньших и больших zr.
При этом в правой части уравнения (20) заменим
переменную интегрирования z1 на новую перемен-
ную z′ = z − z1, а вместо θ, при интегрировании в
интервале (0, θ∗(z1)), введем новую переменную ин-
тегрирования y по формуле βzm cos θ = y/z′ − 1.

При z < zr полная сила, действующая на проб-
ный электрон со стороны электронов-излучателей,
не зависит от поперечных размеров пучка; иными
словами, излучение от электронов, движущихся на
периферии пучка r⊥s = rb, не достигает пробного
электрона. Изменив порядок интегрирования в фор-
муле (20) и проинтегрировав по z′, получим следую-
щее выражение для коэффициента диффузии:

Dz (pz, z) =
πe4K4k2uγ

2
mnb

24γ2vzz2

z∫
0

dy (z − y)2 ×

× (y + 2z) [16α (2y)− α (y)] . (23)

При z > zr, как следует из выражения (22), r′max
зависит от поперечных размеров пучка. Коэффици-
ент диффузии (20) теперь удобно записать в виде
двух членов:

Dz (pz, z) =
πe4K4k2uγ

2
mnb

4γ2vz
×

× [U1 (z, pz) + U2 (z, pz)] , (24)

870



ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021 Увеличение разброса по импульсам. . .

где

U1 =

z∫
0

dz′ (z − z′)

1+βzm∫
χmax(z−z′)

dχχ3α (χz′) , (25)

U2 = zr

z−zr∫
0

dz′
π/2∫

θ∗(z−z′)

dθχ4 (θ)α [χ (θ) z′] , (26)

χmax (x) = 1 при 0 ≤ x ≤ zr, χmax (x) = χ∗ (x) при
zr < x ≤ z, χ∗ (x) = 1 + βzm cos θ∗ (x). Заметим, что
χ∗ (x) = 2/

(
1 + z2r/x

2
)
при γm � 1.

Значительное упрощение в аналитическом реше-
нии уравнений (23), (25) и (26) возникает в двух
случаях: когда в течение рассматриваемого процес-
са смещение электронов относительно друг друга за
счет теплового движения мало либо когда это сме-
щение велико. Рассмотрим каждый из этих случаев
отдельно.

4. ПРЕДБРОУНОВСКИЙ ЭТАП

Найдем разброс по импульсам при z � zc. В
этом случае наибольший вклад в подынтегральные
выражения (23), (25) и (26) будут давать значения
|pz − pzm| � pth и, следовательно, можно ограни-
читься основным членом разложения функции α по
малому параметру z/zc, положив α = 1.

При z < zr, интегрируя в правой части выраже-
ния (23), используя определение (2), получим

d

dz
〈(Δpz)2〉 =

15πe4K4k2uγ
2
mnb

16γ2v2z
z2. (27)

При z > zr, вычисляя двойные интегралы в (25),
(26), учитывая (24) и (2), получаем

d

dz
〈(Δpz)2〉 =

2πe4K4k2uγ
2
mnb

γ2v2z
zrzB

(
z

zr

)
, (28)

где

B (x) =
5

3

(
1− 1

x

)
+

35

16

(
arctgx− π

4

)
−

− 2

x
ln

(
1 + x2

2

)
+

15

32x
.

Заметим, что выражение (28) при z = zr переходит
в (27). Легко убедиться, что выражение (27), спра-
ведливое при z < zr, и выражение (28) для значений
z � zr совпадают с соответствующими формулами
работы [1].

5. КИНЕТИЧЕСКИЙ ЭТАП

Найдем теперь коэффициент диффузии при z �
� zc. Получим сначала асимптотическое выраже-
ние коэффициента диффузии при z < zr. Для этого
в уравнении (23), устремляя верхний предел инте-
грирования к бесконечности и пренебрегая слагае-
мыми, пропорциональными exp

(
−z2/z2c

)
, при инте-

грировании с помощью [8] получим

Dz (pz) =
7π3/2e4K4γ2mnb

24γ2vz
k2uzc×

×
{
z exp

[
− (pz − pzm)2

2p2th

]
−

− 9zc
14

√
π
φ

(
pz − pzm√

2pth

)}
, (29)

где

φ (x) = 1− 2xe−x
2

x∫
0

et
2

dt.

Численные значения функции φ (x), а также пред-
ставление в виде степенного ряда для малых x и
асимптотическое разложение для x � 1 можно по-
лучить, например, с помощью [9].

Первый член в выражении (29) зависит линей-
но от z. Это связано с тем, что с ростом z увели-
чивается число электронов-излучателей, в области
влияния которых находится пробный электрон.

Вычислим теперь коэффициент диффузии при
z > zr. Переходя к вычислению интегралов (25),
(26), прежде всего, заметим, что при z − zr � zc
основной вклад в значение этих интегралов дает
область z′ < zc � z, поскольку при больших z′

подынтегральная функция в (25), (26) быстро убы-
вает. Воспользовавшись этим неравенством, вычис-
лим сначала U1. Разлагая внутренний интеграл в
уравнении (25) по малому параметру z′/z до линей-
ных членов включительно и затем меняя порядок
интегрирования в двойных интегралах, получим

U1 =

1+βzm∫
1

dχχ

χz∫
(z−zr)χ

dy (zχ− y)α (y) +

+

1+βzm∫
χ∗(z)

dχχ

(z−zr)χ∫
0

dy (zχ− y)α (y) +

+
4βzmz

2
rz

(z2r + z2)
2

(z−zr)χ∗(z)∫
0

dy y [zχ∗ (z)− y]α (y) . (30)
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Здесь вместо переменной z′ мы ввели новую пере-
менную y = χz′ в первом и втором двойных интегра-
лах и переменную y = z′χ∗ (z) в третьем интеграле.

Найдем теперь асимптотическое выражение ин-
тегралов (30) в предельном случае z− zr � zc. Пер-
вый двойной интеграл в уравнении (30) по порядку
величины равен

zrz
4
c (z − zr)

−3 e−z
2/z2c .

Вычисляя второй двойной и третий интегралы в
уравнении (30) с помощью [8] в том же приближе-
нии, что и (29), удерживая члены до z2r/z2, получим

U1 =
2z2rzc
z

[
2
√
π exp

(
− (pz − pzm)

2

2p2th

)
+

+
zc
z
φ

(
pz − pzm√

2pth

)]
. (31)

Перейдем теперь к вычислению U2. В правой
части уравнения (26), разлагая внутренний инте-
грал в ряд по малому параметру z′/z до линейных
членов включительно и меняя порядок интегриро-
вания в двойном интеграле, получим

U2 = zr

π/2∫
θ∗(z)

dθχ3 (θ)

(z−zr)χ(θ)∫
0

dy α (y) −

− 2z2r
z2r + z2

χ2
∗ (z)

(z−zr)χ∗(z)∫
0

dy yα (y) . (32)

Здесь вместо переменной z′ мы ввели новую пере-
менную интегрирования y по формуле y = z′χ (θ) в
первом слагаемом и y = z′χ∗ (z) — во втором. Инте-
грируя в уравнении (32) так же, как в (31), получим
следующее асимптотическое выражение:

U2 =

√
π

2
zrzcB1

(
z

zc

)
exp

(
− (pz − pzm)2

2p2th

)
−

− 4z2rz
2
c

z2
φ

(
pz − pzm√

2pth

)
, (33)

где

B1 (x) =

π/2∫
θ∗(x)

dθ (1 + βzm cos θ)
3
.

При γzm � 1 имеем

B1 (x) = 5
(
arctg x− π

4

)
+

11

3
−

− 2

x
(1− μ)

(
11

2
− 13

3
μ+

4

3
μ2

)
,

где μ =
(
1 + x2

)−1.

Подставляя выражения (31) и (33) в уравнение
(24), окончательно получаем следующее выражение
для коэффициента диффузии:

Dz (pz, z) =
5π5/2e4K4γ2mnb

16γ2vz
k2uzrzc×

×
[
B2

(
z

zr

)
exp

(
− (pz − pzm)

2

2p2th

)
−

− 8zrzc
5π3/2z2

φ

(
pz − pzm√

2pth

)]
, (34)

где

B2 (x) =
2

π
arctg x− 1

2
+

22

15π
− 6

5πx
.

При z � zr выражение (34) для малых отклоне-
ний импульса от среднего, |pz − pzm| < pth, прини-
мает вид

Dz (pz) =
5π5/2e4K4γ2mnb

16γ2vz
k2uzrzc×

×
(
1

2
+

22

15π

)
exp

(
− (pz − pzm)

2

2p2th

)
. (35)

Для больших отклонений импульса от среднего,
|pz − pzm| � pth, при

z <

√
21/2λuzrpzpth/π

|pz − pzm| exp
(pz − pzm)

2

4p2th
≡ zp

коэффициент диффузии (34) обратно пропорциона-
лен квадрату этого отклонения:

Dz (pz, z) =
πe4K4nbβzz

2
rp

2
zm

vzmz2 (pz − pzm)
2 .

Для значений z > zp выражение (34) принимает вид
(35). Таким образом, на больших расстояниях коэф-
фициент диффузии не зависит от z. Такая зависи-
мость коэффициента диффузии от координаты или
же от времени соответствует кинетическому этапу
эволюции системы, состоящей из большого числа
частиц (см., например, [3, 10, 11]).

6. ПЕРВОНАЧАЛЬНО
МОНОЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ ПОТОК

ЭЛЕКТРОНОВ

Для получения ультракоротковолнового коге-
рентного электромагнитного излучения в процес-
се самопроизвольного усиления спонтанного излуче-
ния релятивистские электроны должны иметь ма-
лый разброс по импульсу, удовлетворяющий усло-
вию pth � pzmλu/Lu (cм., например, [12–14]). Это
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неравенство можно переписать в виде Lu � 2zc,
где Lu = λu/ρ1D — длина ондулятора, определяе-
мая расстоянием, на котором интенсивность элек-
тромагнитного излучения достигает максимального
значения,

ρ1D =

(
Kλu
4πrb

)2/3 (
Ib
IA

)1/3

γ−1
0 ,

Ib = π|e|vz0r2bnb, IA =
mc3

|e| = 17 кА.

Поэтому для определения энергетического разбро-
са, обусловленного радиационным взаимодействи-
ем электронов на стадии спонтанного излучения
(z < Lu), можно пренебречь начальным энергети-
ческим разбросом электронов, считая, что элект-
роны являются моноэнергетическими: w (pzs) =

= δ (pzs − pz0). В этом случае, используя уравнения
(11), (12) и (21), (22), в которых переменную θ за-
меним на y = cos θ, а вместо r′ введем новую пере-
менную x = γ2z0kur

′ (y + βz0), выражение для сред-
него квадратичного разброса продольного импульса
можно записать в виде

〈(Δpz)2〉 =
πe4K4nb
c2ku

V, (36)

V =

ζ∫
0

dζ1 (ζ − ζ1)

1∫
0

dy (βz0 + y)
3 ×

×
xmax(ζ1,y)∫

0

dx g2 (x) , (37)

где

g (x) =

(
1− 2

x2

)
sinx+ 2

cosx

x
,

xmax =

{
ψm (y) , 0 ≤ y ≤ y∗ (ζ1) ,

ζ1, y∗ (ζ1) < y ≤ 1,

ψm (y) =
ζr (βz0+y)

βz0
√
1−y2

, y∗ (ζ1) = max

(
0,
ζ21−ζ2r
ζ21+ζ

2
r

)
,

ζ = kuz, ζ1 = kuz1, ζr = βz0γz0rbku =
2πrb
λ⊥

.

Преобразуем формулу (37) к более простому ви-
ду. При ζ ≤ ζr верхний предел интегрирования по
x не зависит от y. Поэтому в уравнении (37) сна-
чала проинтегрируем по y, а затем, меняя порядок
интегрирования по ζ1 и x, проинтегрируем по ζ1. В
результате получим

V =
15

8

ζ∫
0

(ζ − x)
2
g2 (x) dx. (38)

При ζ > ζr, учитывая пределы интегрирования
по x, тройной интеграл в формуле (37) запишем в
виде

ζr∫
0

dζ1

ζ1∫
0

dx

1∫
0

dy +

ζ∫
ζr

dζ1

ζ1∫
0

dx

1∫
y∗(ζ1)

dy+

+

ζ∫
ζr

dζ1

y∗(ζ1)∫
0

dy

ψm(y)∫
0

dx.

В первом и втором слагаемых этого выражения
можно непосредственно проинтегрировать по y,
учитывая подынтегральные выражения в уравне-
нии (37). В третьем слагаемом поменяем порядок
интегрирования по y и x, проинтегрируем по y. За-
тем, меняя всюду порядок интегрирования по ζ1 и
x, проинтегрируем по ζ1 в каждом слагаемом. В ре-
зультате формула (37) примет вид

V =
15

8

ζr∫
0

(ζ − x)
2
g2 (x) dx+

+ 2

ζ∫
ζr

(ζ − x)
2

[
1− x8

(ζ2r + x2)
4

]
g2 (x) dx. (39)

Легко видеть, что при ζ = ζr формулы (39) и (38)
совпадают, как это и должно быть.

Асимптотические значения выражений (38) и
(39) при ζ > 1 и ζr > 1 получим, интегрируя в этих
формулах с точностью до слагаемых, обратно про-
порциональных ζ и ζr:

V =
5

16
ζ3, ζ < ζr;

V = ζ3rA

(
ζ

ζr

)
, ζ > ζr,

(40)

где

A (x) =
(
x2 − 1

) [5
3
+

35

16

(
arctg x− π

4

)]
−

− 4x ln
1 + x2

2
+ 3 (x− 1) +

5

16
.

Можно показать, что поправка к решению (40) при
ζ > ζr > 1 имеет вид

V − ζ3rA

(
ζ

ζr

)
=

4

ζr
B3

(
ζ

ζr

)
,
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Зависимости функции Y =

=
√

V/ζ3r от нормированной продольной координаты z/zr,
полученные численно (цветные кривые) для значений
rb/λ⊥ = 1 (красная), 2 (зеленая), 4 (синяя) и на осно-

вании формулы (40) (пунктирная кривая)

где

B3 (x) ≈
(
x2 − 1

)
(4 arctgx− π − 3) +

+ 4x
[
ln 2− ln

(
1 + x−2

)]
− x+ 2.

Легко убедиться, что в предельном случае ζ � 1,
ζr � 1 выражение (40) совпадает с выражением
(28), а также с соответствующим выражением ра-
боты [1]. Заметим, что в этой работе зависимость
разброса по импульсам от координаты z найдена в
предположении, что g2 = 1/2.

На рис. 1 приведены графики, полученные чис-
ленным интегрированием уравнений (38) и (39)
(цветные кривые) и полученные согласно форму-
ле (40) (пунктирная кривая). Величина

√
V/ζ3r про-

порциональна среднеквадратичному значению про-
дольного импульса электронов:

√
V/ζ3r =

〈(Δpz)2〉1/2
mcν

,

где

ν = βz0ku

(
Kγz0
γ0

)2(
γ3z0rerbIb

IA

)1/2

, re = e2/mc2.

Заметим, что для ультрарелятивистских электронов
〈(Δpz)2〉 = m2c2〈(Δγ)2〉.

Как видно из рис. 1, при z � zr ≡ βz0γz0rb (прак-
тически при z > 3zr) приближенные формулы (40)
достаточно хорошо передают зависимость V от z/zr.
Это связано с тем, что поправка к выражению (40)

Рис. 2. Зависимости нормированного разброса продоль-
ного импульса 〈(Δpz)

2〉/m2c2 от координаты z. Числа у
кривых обозначают длину волны излучения λ в ангстре-

мах

пропорциональна обратной степени ζr, в то время
как главный член V пропорционален ζ3r .

Как известно, уменьшение длины электромаг-
нитной волны, излучаемой электронами при дви-
жении в ондуляторе, достигается путем увеличения
энергии электронов. Поэтому представляет интерес
определить разброс по импульсам, обусловленный
радиационными эффектами, для разных значений
энергии электронов. На рис. 2 приведены зависи-
мости 〈(Δpz)2〉/m2c2 от z, вычисленные по форму-
лам (36), (38) и (39), когда параметры ондулято-
ра, радиус и ток пучка остаются постоянными, а
энергия пучка увеличивается. Вычисления проведе-
ны для значений H0 = 1.4 кГс, λu = 4 см, Ib =

= 5 кА, rb = 50 мкм (nb = 1.32 · 1016 см−3), которые
примерно соответствуют параметрам эксперимен-
тов [4–6]. Кривые соответствуют длине волны излу-
чения λ: 2 Å (черная), 1.5 Å (красная), 1 Å (зеленая),
0.5 Å (синяя), при энергии электронов Eb = mc2γ0:
5.76 ГэВ (черная), 6.65 ГэВ (красная), 8.15 ГэВ (зе-
леная), 11.53 ГэВ (синяя). Зависимости от коорди-
наты z рассчитаны до значений Lu. Кружками (бе-
лыми) на кривых обозначены значения разброса по
импульсам в координатах zrel, в которых смещение
электронов относительно равновесной траектории,
вследствие радиационного разброса по импульсам,
достигает половины длины электромагнитной вол-
ны:

2zrel

√
〈(Δpz)2〉 |z=zrel= γ2z0pz0λ.
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При энергии электронов, соответствующей длине
волны излучения 2 Å (черная кривая), расстояние
zrel больше Lu. Черный кружок на синей кривой со-
ответствует смещению электронов на длину элект-
ромагнитной волны λ.

Из рис. 2 видно, что разброс по импульсам уве-
личивается по мере движения электронов в онду-
ляторе, а также с ростом энергии электронов. Рас-
стояние zrel также увеличивается с ростом энергии
электронов. Это связано с тем, что расстояние zrel
обратно пропорционально относительному разбросу
по продольному импульсу, который, как следует из
формул (36) и (40), при z > zr обратно пропорцио-
нален γ

1/2
0 . Заметим, что длина ондулятора Lu за-

висит от энергии электронов линейно. Поэтому от-
носительное расстояние zrel/Lu, на котором смеще-
ние электронов в продольном направлении относи-
тельно равновесной траектории достигает половины
длины электромагнитной волны, уменьшается с рос-
том энергии электронов.

7. ВЫВОДЫ

Таким образом, в данной работе исследована
диффузия по импульсу в потоке ультрарелятивист-
ских электронов, взаимодействующих между собой
посредством создаваемых ими электромагнитных
полей при движении в ондуляторе. С помощью ме-
тода нахождения коэффициентов диффузии в про-
странстве импульсов непосредственно из динамики
движения отдельных частиц под действием суммар-
ной силы со стороны каждой из них, в приближении
малого значения параметра ондулятора получены
явные выражения для скорости изменения среднего
квадратичного продольного импульса электронов с
учетом их начального разброса по импульсу.

Показано, что на начальном этапе движения
пучка, когда пройденное им расстояние в ондуля-
торе мало по сравнению с расстоянием zc, средне-
квадратичный разброс 〈(Δpz)2〉1/2 линейно зависит
от координаты z при z > zr. Это связано с тем, что
при z � zc силы парного взаимодействия электро-
нов друг с другом посредством электромагнитных
волн практически не меняются по мере движения
пучка. На расстояниях z < zr, помимо постоянства
сил парного взаимодействия, происходит увеличе-
ние числа электронов-излучателей, в области вли-
яния которых находится пробный электрон. Поэто-
му при z < zr среднеквадратичный разброс увели-
чивается пропорционально z3/2 (см. [1]). В целом
эволюция электронов в пространстве импульсов при

z � zc соответствует предброуновскому движению
электронов в электромагнитном поле.

Что же касается расстояния zc, то оно равно по
порядку величины расстоянию, за время прохожде-
ния которого τc (τc = zс/vz) тепловой разлет двух
электронов относительно друг друга достигает по-
ловины длины электромагнитной волны: vthτc =

=
√
2λ/π ≈ λ/2. Здесь использовано соотношение

pth = mγ0γ
2
z0vth. Действительно, по порядку вели-

чины скорость vth равна разности продольных ско-
ростей двух электронов. Поэтому vthz/vz дает то
смещение, на которое изменяется расстояние между
двумя электронами за время z/vz. Само же время
τc (время хаотизации) не зависит ни от плотности
пучка, ни от силы парного взаимодействия электро-
нов и представляет собой продолжительность «син-
хронного» взаимодействия двух электронов. За это
время фаза силы, действующей на электрон (проб-
ный) со стороны электрона-излучателя, меняется в
пределах от 0 до π: ψ (t+ τ) − ψ (t) ≤ π при τ ≤ τc.

На расстояниях, значительно бóльших zc (или,
другими словами, по прошествии отрезка времени,
достаточно большого по сравнению с τc), сила пар-
ного взаимодействия претерпевает существенное из-
менение, она стремится к значению, не зависяще-
му от первоначального значения этой силы. В ре-
зультате этого на больших расстояниях (z � zr)
коэффициент диффузии не зависит от координаты,
а среднеквадратичный разброс по продольному им-
пульсу пропорционален z1/2. В этом случае реали-
зуется кинетический этап диффузии электронов в
импульсном пространстве, их движение становит-
ся полностью случайным. Заметим, что при zc �
� z < zr коэффициент диффузии зависит линейно
от координаты z. Это связано с увеличением чис-
ла электронов-излучателей, в области влияния ко-
торых находится пробный электрон. При этом уве-
личение числа таких электронов-излучателей про-
исходит благодаря увеличению линейных размеров
области влияния с ростом z.

Как следует из приведенных выше расчетов, ра-
диационное взаимодействие электронов может при-
водить к увеличению энергетического разброса в
пучках, которые используются для получения ко-
герентного электромагнитного излучения наномет-
рового и более коротковолнового диапазонов длин
волн. Действительно, на входе в ондулятор такие
пучки должны иметь малый энергетический раз-
брос. На начальной стадии самопроизвольного уси-
ления спонтанного излучения отдельные электроны
движутся в некогерентном электромагнитном поле
своих соседей под действием случайных сил. Это
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приводит к случайным отклонениям импульса элек-
тронов от среднего значения и увеличению их энер-
гетического разброса. Например, для электронного
пучка и ондулятора с параметрами, приведенными
выше (см. рис. 2), увеличение энергетического раз-
броса в результате радиационной релаксации может
препятствовать получению когерентного излучения
с длиной волны меньшей одного ангстрема.

При движении релятивистских электронов по
криволинейным траекториям их энергетический
разброс может изменяться также из-за квантовых
флуктуаций, обусловленных дискретностью случай-
ных актов излучения фотонов отдельными электро-
нами [15–17]. Увеличение энергетического разброса
электронов при движении в ондуляторе, связанного
с квантовыми флуктуациями излучения, рассмотре-
но в работе [18]. При K2 � 1 выражение для энер-
гетического разброса, обусловленного квантовыми
эффектами, принимает вид

〈(Δγ)2〉qf = λcreγ
4
0k

3
uK

2z,

где λc = �/mc = 3.86 · 10−11см. Отношение энер-
гетического разброса, обусловленного классическим
(неквантовым) эффектом, к разбросу, обусловлен-
ному квантовыми флуктуациями излучения, при
z > zr можно записать в виде

〈(Δγ)2〉
〈(Δγ)2〉qf

=
K2Ibλuz

2γ30IArbλc
.

Так, например, для параметров электронного пуч-
ка и ондулятора, представленных выше (см. рис. 2),
на расстоянии zrel превышение энергетического раз-
броса, обусловленного классическим радиационным
эффектом 〈(Δγ)2〉, по сравнению с разбросом из-за
квантовых флуктуаций излучения 〈(Δγ)2〉qf дости-
гает примерно 5.8 · 102 при λ = 0.5 Å и 2.6 · 103
при λ = 1.5Å. Таким образом, увеличение энерге-
тического разброса в электронных пучках, необхо-
димых для реализации самопроизвольного усиления
спонтанного излучения при движении в ондуляторе,
будет определяться классическими радиационными
эффектами, обусловленными влиянием некогерент-
ных электромагнитных полей на движение электро-
нов.
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Исследуется возбуждение линейного квантового осциллятора (ЛКО) при столкновении с заряженной
частицей, движущейся по прямолинейной траектории. Расчет вероятности и сечения процесса проведен
вне рамок теории возмущений для различных зарядов налетающей частицы, включая многозарядные
ионы. Рассмотрено возбуждение между стационарными состояниями ЛКО, а также полное возбужде-
ние из основного состояния. Проанализированы характеристические черты процесса в зависимости от
параметров задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория возбуждения квантовых объектов в ре-
зультате столкновения с заряженными частицами
впервые рассматривалась Ферми в его классической
работе [1] в рамках метода эквивалентных фотонов
еще до создания квантовой механики с использова-
нием экспериментальных данных для сечений фото-
возбуждения.

В настоящее время для расчета сечения удар-
ного возбуждения атомов используется последова-
тельный квантовомеханический подход [2].

Кроме того, для быстрой оценки сечения воз-
буждения на дипольно-разрешенных переходах ато-
мов и молекул применяются полуфеноменологиче-
ские формулы, полученные методом функций по-
добия (см., например, [3, 4]). Данные формулы мо-
гут быть выведены с использованием спектроскопи-
ческого принципа соответствия, в рамках которого
атом при взаимодействии с электромагнитным по-
лем представляется набором классических осцилля-
торов [5]. Такой подход соответствует первому по-
рядку теории возмущений по взаимодействию ми-
шени с налетающей частицей (НЧ) и становится

* E-mail: astval@mail.ru

некорректным при описании ударного возбуждения
медленными частицами и многозарядными ионами.

Возбуждение квантового осциллятора коротки-
ми лазерными импульсами исследовалось в работах
[6, 7] с помощью точной формулы для вероятности
процесса, полученной Швингером [8] в его теории
квантованного поля.

Модель квантового осциллятора активно исполь-
зуется при расчете потерь энергии в ходе столк-
новения заряженных частиц с атомами [9]. Так, в
работах [10, 11] формула Швингера, обобщенная на
трехмерный случай, применялась для расчета по-
терь энергии при столкновении заряженных частиц
с квантовым осциллятором, находящемся в основ-
ном состоянии. В работе [10] рассматривались флук-
туации потерь энергии, в статье [11] — эффективное
торможение.

Отметим, что в статьях [9–11] вычислялась сум-
ма по всем возбужденным состояниям осциллятора.
Сечения отдельных переходов не рассматривались.

Настоящая работа посвящена расчету и анализу
вне рамок теории возмущений вероятности и сече-
ний возбуждения квантового линейного осциллято-
ра на переходах между стационарными состояниями
при столкновении с заряженными частицами.
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2. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

В работе исследуется случай, когда заряженная
частица, возбуждающая осциллятор, двигается рав-
номерно и прямолинейно со скоростью v, образую-
щей угол α с осью осциллятора [12]. На рис. 1 пред-
ставлена диаграмма процесса, ρ — прицельный па-
раметр.

Тогда для фурье-образа напряженности электри-
ческого поля, создаваемого нерелятивистским заря-
дом Ze в месте расположения осциллятора, можно
получить

E(ω, ρ, v) =
2Zeω

v2
×

×
{
K1

(ωρ
v

)
en + iK0

(ωρ
v

)
eτ

}
, (1)

где en,τ — нормальный и тангенциальный (по от-
ношению к вектору скорости v = const) единич-
ные векторы, ρ — прицельный параметр, K0,1(z) —
функции Макдональда нулевого и первого порядка.

Вероятность возбуждения квантового осцилля-
тора на переходе между стационарными состояни-
ями n→ m определяется формулой [8]

Wmn =
n!

m!
νm−n exp(−ν)

∣∣Lm−n
n (ν)

∣∣2 . (2)

Здесь Lkn(ν) — обобщенный полином Лагерра, пара-
метр ν определяется равенством [6, 13]

ν =
ε

�ω0
, (3)

где ε — энергия возбуждения классического осцил-
лятора с той же частотой ω0 и массой M внеш-
ним электрическим полем. Предполагаем, что за-
туханием осциллятора можно пренебречь. Подроб-
ный вывод выражения (2) как функции параметра
ν, определенного формулой (3), содержится в рабо-
те [14]. Вывод основывается на аналитическом ре-
шении уравненияШредингера для заряженного гар-
монического осциллятора в поле электромагнитного

Рис. 1. Диаграмма процесса

импульса путем сдвига его координаты: x→ x−ξ(t),
где ξ(t) — координата классического осциллятора,
ассоциированного с квантовым аналогом (имеющем
те же параметры).

Для полной вероятности возбуждения квантово-
го осциллятора из основного состояния формула (2)
дает

Wtot(ν) = 1− exp(−ν). (4)

Отметим, что формула (4) совпадает с выражением
для вероятности возбуждения квантового перехода
при столкновении с заряженной частицей, получен-
ным Ферми в работе [1], если под параметром ν по-
нимать величину

ν →
∫
J(ω)σ(ω)

�ω
dω,

где σ(ω) — сечение квантового перехода, J(ω) —
спектральный поток энергии поля заряженной час-
тицы.

Пусть линейный осциллятор направлен вдоль
оси x, тогда энергия возбуждения классического ос-
циллятора под действием поля заряженной частицы
(1) равна

ε(ρ, v) =
e2

2M
|Ex(ω0, ρ, v)|2 , (5)

где Ex — проекция фурье-образа напряженности по-
ля заряженной частицы на ось осциллятора. Для
квадрата модуля этой величины имеем

|Ex(ω0, ρ, v)|2 =

(
2Zeω

v2

)2

×

×
{
K2

1

(ω0ρ

v

)
sin2 α cos2 ϕ+K2

0

(ω0ρ

v

)
cos2 α

}
, (6)

где α — угол между вектором скорости v и единич-
ным вектором ex в направлении оси осциллятора. В
формуле (6) введен азимутальный угол ϕ, равный
углу между вектором en и плоскостью v × ex. Он
определяет плоскость траектории движения заря-
женной частицы. Таким образом, вероятность воз-
буждения определяется двумя траекторными пара-
метрами ρ и ϕ, которые входят в выражение для
сечения процесса:

σmn =

2π∫
0

dϕ

∞∫
a

Wmn(ρ, ϕ)ρ dρ. (7)

Здесь мы ввели параметр «обрезания» a ≈ 1 ат. ед.,
который ограничивает область прицельных пара-
метров снизу. Анализ показывает, что зависимостью

878



ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021 Возбуждение квантового осциллятора заряженными частицами

Рис. 2. Вероятность возбуждения перехода 0 → 1 в кван-
товом осцилляторе под действием НЧ с зарядом Z = 10

(а), 30 (б) как функция прицельного параметра, ϕ = π/4,
α = π/2, для разных скоростей НЧ: сплошная кривая —
v = 0.1 ат. ед., пунктирная — v = 0.2 ат. ед., штриховая —

v = 0.4 ат. ед., штрихпунктирная — v = 0.8 ат. ед.

сечения (7) от величины параметра a при a ≤ 1 мож-
но пренебречь.

Результаты расчета вероятности возбуждения
ЛКО на переходе 0 → 1 представлены на рис. 2
как функции прицельного параметра для различ-
ных скоростей и зарядов НЧ. При этом были ис-
пользованы параметры осциллятора, соответствую-
щие колебаниям молекулы CO в основном электрон-
ном состоянии: M = 12500 ат. ед., ω0 = 0.01 ат. ед.

Характерно, что рассчитанные с использованием
формулы (2) зависимости, изображенные на рис. 2,
представляют собой кривые с максимумом, причем
Wmax

10 = e−1 ≈ 0.368. Отметим, что вероятность воз-
буждения квантового осциллятора, рассчитанная в

рамках теории возмущений, дает монотонно убыва-
ющую функцию прицельного параметра ρ.

Как видно из приведенных графиков, максимум
вероятности возбуждения линейного квантового ос-
циллятора (ЛКО) с ростом скорости НЧ смещается
в область меньших значений прицельного парамет-
ра, при этом ширина максимума уменьшается.

Сечения возбуждения ЛКО между соседними
стационарными состояниями n − 1 → n как функ-
ции скорости налетающей частицы представлены на
рис. 3 для зарядов НЧ Z = 10, 30, 60.

Анализ графиков показывает, что при возбужде-
нии перехода n − 1 → n сечение процесса в макси-
муме зависимости от скорости заряженной частицы
пропорционально ее заряду Z, а также величине

√
n.

Кроме того, значение скорости в максимуме опреде-
ляется соотношением vmax ∝

√
Z.

Сечения возбуждения ЛКО из основного состо-
яния в заданные возбужденные, а также полное се-
чение возбуждения как функции скорости НЧ пред-
ставлены на рис. 4 для различных зарядов НЧ.

Из приведенных рисунков следует, что максимум
сечения возбуждения перехода 0 → n слабо смеща-
ется в область меньших значений скорости с ростом
квантового числа n, а величина сечения в максиму-
ме пропорциональна заряду НЧ.

Зависимости полного сечения возбуждения ЛКО
из основного состояния от скорости НЧ для различ-
ных углов α между вектором скорости и осью ЛКО,
вычисленные с помощью формул (4), (7), представ-
лены на рис. 5.

Из рисунка видно, что зависимость сечения воз-
буждения ЛКО от скорости НЧ с ростом угла α

уменьшается в максимуме и более медленно убывает
в области больших скоростей.

Полные сечения возбуждения ЛКО с параметра-
ми, отвечающими молекулам СО и NH, представле-
ны на рис. 6.

Видно, что для более легкого ЛКО (NH) сече-
ние возбуждения больше и максимум зависимости
от скорости НЧ смещен в область больших скоро-
стей. Численный анализ показывает, что при про-
чих равных параметрах сечение полного возбужде-
ния ЛКО в максимуме зависимости от скорости за-
висит от массы осциллятора согласно соотношению
σtot(vmax) ∝ 1/

√
M .

Сравним теперь полученные выше сечения воз-
буждения квантового осциллятора на переходе 0 →
→ 1 с результатами расчета по теории возмуще-
ний. Соответствующее выражение в последнем слу-
чае имеет вид [12]
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Рис. 3. Сечение столкновительного возбуждения различ-
ных переходов в квантовом осцилляторе НЧ с зарядом
Z = 10 (а), 30 (б), 60 (в) как функция скорости НЧ,
сплошные кривые — переход 0 → 1, пунктирные — переход
1 → 2, штриховые — переход 2 → 3, штрихпунктирные —
переход 3 → 4, угол между осью осциллятора и вектором

скорости НЧ α = π/2

Рис. 4. Сечение возбуждения квантового осциллятора из
основного состояния НЧ с зарядом Z = 10 (а), 30 (б),
60 (в) как функция скорости НЧ, пунктирные кривые —
переход 0 → 1, штриховые — переход 0 → 2, штрихпунк-
тирные — переход 0 → 3, сплошные — полное сечение

возбуждения
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Рис. 5. Зависимости полного сечения возбуждения ЛКО
из основного состояния от скорости НЧ для различных уг-
лов α: сплошная кривая — α = 0, пунктирная — α = π/6,
штриховая — α = π/2, штрихпунктирная — α = 2π/3,

Z = 30

Рис. 6. Сечение полного возбуждения ЛКО с параметрами
молекул СО (сплошная кривая, M = 12500 ат. ед., ω0 =

= 0.01 ат. ед.) и NH (пунктирная кривая,M = 1713 ат. ед.,
ω0 = 0.01 ат. ед.), Z = 10, α = π/2

σ10 =
q2

2Mω0

2π∫
0

dϕ

∞∫
a

|Ex(ω0, ρ, v)|2 ρ dρ. (8)

Отметим, что при записи (8) было учтено, что сила
осциллятора на рассматриваемом переходе равна 1.

Сечения, рассчитанные по формуле (8) и с ис-
пользованием точного выражения для вероятности
возбуждения (2), представлены на рис. 7 для двух
значений угла α = π/2, 0.

Рис. 7. Сечение возбуждения молекулы CO на колебатель-
ном переходе 0 → 1 при столкновении с однозарядным
ионом: сплошная кривая (α = π/2), пунктирная (α = 0) —
расчет с использованием (8); штриховая кривая (α = π/2),
штрихпунктирная (α = 0) — расчет по теории возмущений

Из рис. 7 следует, что в рассматриваемом слу-
чае для малых скоростей НЧ (v < 0.1 ат. ед.) ре-
зультат расчета по теории возмущений существенно
превышает результат, полученный с помощью точ-
ной формулы (8). Для относительно быстрых НЧ
(v > 0.1 ат. ед.) рассчитанные зависимости совпада-
ют.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С использованием точной формулы в работе рас-
считаны и проанализированы вероятность и сечение
возбуждения ЛКО в результате соударения с заря-
женной НЧ, двигающейся равномерно и прямоли-
нейно.

Показано, что полученные зависимости для ве-
роятности процесса представляют собой кривые с
максимумом в отличие от результатов расчета в
рамках теории возмущений.

Установлено, что величина максимума сечения
перехода ЛКО между соседними стационарными
уровнями n− 1 → n как функция скорости НЧ про-
порциональна ее заряду Z, а также величине

√
n.

Значение скорости в максимуме: vmax ∝
√
Z.

Максимум сечения возбуждения ЛКО из основ-
ного состояния 0 → n слабо смещается в область
меньших значений скорости с ростом квантового
числа n, величина сечения пропорциональна заря-
ду НЧ.

Показано, что полное сечение возбуждения ЛКО
слабо зависит от угла между вектором скорости НЧ

3 ЖЭТФ, вып. 5
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и осью осциллятора и уменьшается с ростом массы
осциллятораM в максимуме зависимости от скорос-
ти согласно соотношению σtot(vmax) ∝ 1/

√
M .
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Рассмотрено самосогласованное точное решение для образующейся в результате аккреции черно-белой
дыры Рейснера –Нордстрема. До образования черно-белой дыры в центре системы находится массивный
заряженный шар. Исследован вопрос появления точки поворота (отскока) в образующейся черно-белой
дыре. Появление точки поворота исследовано на примере решения для аккреции незаряженной сфе-
рической пылевой оболочки. Уравнения модели записываются с учетом космологического Λ-члена. В
рассмотренной модели и сама черно-белая дыра, и ее точка поворота образуются в уже существующей
Вселенной, поэтому черно-белая дыра в модели не является «вечной».
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1. ВВЕДЕНИЕ

Существование черных дыр (ЧД), а также меха-
низмы их образования практически давно уже счи-
таются исследованными. При этом математические
решения для реальных (вращающихся) черных дыр
Керра и заряженных черных дыр Рейснера –Норд-
стрема показывают наличие в решениях точки пово-
рота. Точкой поворота (или точкой отскока) приня-
то называть точку, в которой траектория свободно-
го падения частицы меняет направление от умень-
шения радиальной координаты на направление ее
увеличения. При этом интересны именно те точки
поворота, которые расположены под обоими гори-
зонтами черной дыры, т. е. под горизонтом Коши —
во внутренней R-области пространства.

Существование в стационарном решении для ЧД
внутренней точки поворота (далее просто точки по-
ворота) связывают с существованием черно-белой
дыры, а не просто черной дыры. Однако механизм
появления точки поворота в самосогласованном ре-
шении коллапсирующей материи до сих пор не изу-
чен (см., например, [1], § 34.6). Поэтому в моделях
возникновения черно-белых дыр по-прежнему оста-
ется больше вопросов, чем ответов. Принято счи-
тать, что черно-белыми дырами могут быть только

* E-mail: shatskiyalex@gmail.com

«вечные» черные дыры, т. е. те, которые образова-
лись вместе с рождением Вселенной. Поэтому одной
из задач данной работы является обоснование моде-
ли, в которой и сама черно-белая дыра, и ее точка
поворота могут образоваться в уже существующей
Вселенной. Причем белая дыра образуется в новой
расширяющейся вселенной, т. е. не в той же самой
Вселенной, в которой образуется черная дыра.

В работе будет рассмотрено самосогласованное
точное решение для образующейся сферически-
симметричной черно-белой дыры Рейснера –Норд-
стрема. До образования черно-белой дыры в цент-
ре системы находится массивный заряженный шар.
Появление точки поворота исследовано на приме-
ре точного решения для аккреции тонкой незаря-
женной сферической пылевой оболочки. Уравнения
модели будут записаны с учетом космологического
Λ-члена.

Ранее исследованием динамики сферических пы-
левых оболочек в центрально-симметричном элек-
трическом поле занимались многие авторы — см.,
например, [2–4]. В частности, в работах [4] была ис-
следована топология ЧД Рейснера –Нордстрема с
помощью построения диаграмм Картера –Пенроу-
за, поэтому в настоящей работе мы не рассматрива-
ем диаграммы Картера –Пенроуза и по этому вопро-
су отсылаем читателя к данному источнику. Иссле-
дование же топологии для реальных вращающихся
черных дыр было предпринято автором в работе [5].
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2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Пусть в начальный момент никакой черной ды-
ры нет и горизонты отсутствуют. Распределение ма-
терии в начальный момент описывается следующей
моделью.

В центре системы существует шар, который об-
ладает электрическим зарядом q, радиусом rq и мас-
сой mq. При этом пусть масса mq недостаточна для
образования черной дыры и гравитационного кол-
лапса шара.

Пусть также в начальный момент на некотором
радиусе R1 покоится сферическая пылевая оболочка
с массой mdust. В течение дальнейшей эволюции эта
пылевая оболочка начинает свободно падать к цент-
ру системы. При этом массы mdust оказывается до-
статочно для дальнейшего образования черной ды-
ры Рейснера –Нордстрема, еще до достижения обо-
лочкой радиуса rq. Пусть полная масса системы есть
M . Соответствующие заряду q и массеM радиус го-
ризонта черной дыры r+h и радиус горизонта Коши
r−h в координатах Рейснера –Нордстрема равны1)

r±h =M ±
√
M2 − q2. (1)

Для удобства введем соотношение заряда и массы
так, чтобы выполнялись соотношения

r−h := β2r+h , β = const ≤ 1. (2)

Согласно (1), для этого необходимо, чтобы

q = κM, κ :=
2β

1 + β2
≤ 1. (3)

Также введем параметр γ для связи заряда и массы
с радиусом rq:

rq = γr−h = γβ2r+h , γ = const < 1. (4)

Очевидно, что коэффициент γ должен быть мень-
ше единицы, поскольку появление обоих горизонтов
ЧД должно произойти еще до возможного столк-
новения падающей пылевой оболочки с заряжен-
ной сферой, т. е. должны выполняться условия rq <
< r−h ≤ r+h .

Из приведенных выше выражений получаем

rq = βγq = βγκM, r−h = βq, r+h =
q

β
. (5)

1) В этой работе, там где не оговорено отдельно, мы исполь-
зуем теоретическую систему единиц, в которой скорость света
и гравитационная постоянная равны соответственно c = 1 и
G = 1.

Ниже будет доказана возможность существования
появляющейся в решении точки поворота rt в про-
межутке между радиусами rq и r−h .

Для дальнейшего необходимо определиться с
ограничением на размер шара rq. В этом вопро-
се главным ограничением является напряженность
электрического поля E. Максимальная величина на-
пряженностиE = q/r2 должна быть меньше величи-
ны пробоя вакуума ∼ 104 В/см. Поскольку макси-
мальное значение напряженности достигается око-
ло поверхности шара rq, величина Eq = q/r2q должна
быть меньше 104 В/см. Пусть эта величина равна

Eq = 103 В/см = 3.(3) ед. СГСЭ. (6)

Из (5) получаем

Eq :=
q

r2q
=
β−2γ−2

q
. (7)

Отсюда можно выразить электрический заряд q как

q =
β−2γ−2

Eq
. (8)

Допустим, величины β2 = 0.5, γ = 0.5, тогда κ =

=
√
8/3 и, если выражение (8) переписать в еди-

ницах СГСЭ, то до конца раздела в этих единицах
получаем

q =
β−2γ−2c4

GEq
≈ 2.915 · 1049 ед. СГСЭ ≈

≈ 6.073 · 1058e. (9)

Соответственно для полной массы ЧД M получаем

M =
q

κ
√
G

≈ 1.197 · 1053 г ≈ 6.02 · 1020M�. (10)

Из (5) и (9) для радиуса заряженного шара rq имеем

rq =
qβγ

√
G

c2
=

c2

βγ
√
GEq

≈ 2.957 · 1024 см ≈

≈ 958 000 пк ∼ 1 Мпк. (11)

Оценим плотность избытка (или недостатка) эле-
ментарных зарядов, составляющих заряд q шара ра-
диусом rq. Согласно (9) и (11), величина этой по-
верхностной плотности заряда будет всего-навсего
σq ≈ 5.46 · 108e/см2 ≈ 8.74 · 10−7 Кл/м2.

Если предположить, что материя заряженной
сферы имеет плотность порядка 1 г/см3, то при
q2 = Gm2

q толщина dq такой заряженной сфериче-
ской оболочки, согласно (9) и (11), оказывается рав-
ной примерно 70 м. По сравнению с радиусом rq из
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(11) это просто тончайшая пленка, но по сравнению
с толщиной слоя, в котором сосредоточен избыток
(или недостаток) электронов заряда q (т. е. с разме-
рами атома), это огромная величина.

Можно также вычислить поверхностное натяже-
ние N , которое создает электрическая сила оттал-
кивания для поверхностного заряда q на шаре ра-
диуса rq:

N =
q2

4πr3q
=
β−2γ−2c4

4πGrq
≈ 2.616 · 1024 дин/см. (12)

Если пренебречь гравитационной силой притяже-
ния, то для вычисления минимальной толщины
пленки dmin, удерживающей заряд своим поверх-
ностным натяжением, необходимо натяжениеN раз-
делить на удельную прочность материала пленки.
Пусть это будет сталь с удельной прочностью Ps =

= 1010 дин/см2. Тогда из (12) получаем

dmin =
N

Ps
=

q2

4πPsr3q
≈ 2.616 · 1014 см. (13)

Однако тогда масса этой стали будет примерно на
13 порядков превышать полную массуM , что невоз-
можно... Таким образом, установление равновесия с
помощью компенсации электрической силы оттал-
кивания силой упругости материала невозможно.

Отметим, что сила поверхностного натяжения
является почти тангенциальной по отношению к ма-
лому элементу поверхности заряженной сферы, по-
этому для компенсации радиальной электрической
силы сила поверхностного натяжения должна быть
гораздо больше электрической силы, причем тем
больше, чем больше радиус rq.

Если вычислить давление P , с которым сила
электрического отталкивания давит на поверхность
заряженной сферы, то оно оказывается равным

P =
q2

4πr4q
≈ 0.88 дин/см2. (14)

При столь больших радиусах это очень маленькая
величина давления, которое способны выдержать
практически любые материалы. Столь большая раз-
ница между величиной поверхностного натяжения
N и давлением P связана с тем, что N ∝ 1/r3q , а
P ∝ 1/r4q , отсюда P/N ∝ 1/rq. Поэтому если есть
другая радиальная сила, действующая в противо-
положном направлении (сила гравитации), то этой
силой оказывается теоретически возможно уравно-
весить электрическую силу, см. ниже.

3. ВОЗМОЖНОСТЬ РАВНОВЕСИЯ НА
ЗАРЯЖЕННОМ ШАРЕ В НАЧАЛЬНЫЙ

МОМЕНТ

Рассмотрим возможность установления равнове-
сия заряженной сферы с массой mq, радиусом rq
и зарядом q. Это равновесие будет поддерживать-
ся компенсацией электростатического отталкивания
зарядов на сфере самогравитацией сферы. Такое
равновесие возможно только вне гравитационного
радиуса сферы. Как будет видно из дальнейших вы-
числений, горизонт черной дыры при таких массах
и зарядах вообще не сможет образоваться.

Как известно из курса общей физики, потенци-
ал электрического поля At должен быть константой
внутри заряженной сферы, а вне сферы — убывать
обратно пропорционально радиусу. Поэтому элект-
рическое поле внутри сферы должно быть равно ну-
лю, а вне сферы — равно q/r2. Но нас будет инте-
ресовать электрическое поле на самой сфере. Оче-
видно, что оно равно среднему арифметическому от
пределов поля внутри и вне сферы при стремлении
радиусов к rq, т. е. на самой сфере электрическое по-
ле есть q/(2r2q).

Все то же самое касается и гравитационного за-
ряда (массы), но мы будем считать, что масса рав-
номерно распределена внутри конечного слоя d —
физической толщины пленки сферы, причем ниже
будет показано, что толщина d должна быть мно-
го меньше радиуса сферы rq, но все же d является
макроскопическим размером. В то же время заряд
q сосредоточен исключительно на поверхности сфе-
ры — в слое, толщина которого имеет атомные раз-
меры. Будем считать, что заряд определяется недо-
статком электронов на сфере, т. е. положительный
заряд ядер кристаллической решетки материи сфе-
ры не до конца скомпенсирован зарядом электронов.
Размер электронов и ядер много меньше толщины
сферы d, поэтому по разные стороны от внешней
поверхности сферы гравитационное поле ведет себя
одинаково, а электрическое поле под внешней по-
верхностью сферы принимает нулевое значение, в
соответствии со сказанным выше.

Рассмотрим на сфере элемент заряда e и соот-
ветствующий ему элемент массы μ, причем

e := ξq, μ := ξmq, ξ = const � 1. (15)

Запишем теперь уравнения движения заряженной
частицы в гравитационном и электромагнитном по-
лях (см. [6], § 90):

885



А. А. Шацкий ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

μ
dui

ds
= eF ijuj − μΓikmu

kum,

Γikm =
1

2
gin
(
∂gnk
∂xm

+
∂gnm
∂xk

− ∂gkm
∂xn

)
.

(16)

Здесь Fik — тензор электромагнитного поля, uk —
4-вектор скорости частицы с массой μ и зарядом e,
gin — компоненты метрического тензора.

Выбираем для этого раздела статичную систему
отсчета и метрику Рейснера –Нордстрема для нее:

ds2 = fdt2 − f−1 dr2 − r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2),

f(r) := 1− 2m

r
+
q2

r2
.

(17)

Для этой метрики имеем

uk = δkt u
t, ut = f−1/2, Fik := ∂iAk − ∂kAi,

Ai = δtiAt.
(18)

Здесь Ai — 4-вектор-потенциал электромагнитного
поля, At = q/r при r ≥ rq и At = q/rq при r ≤ rq.

Все величины будут зависеть только от радиуса
и уравнение (16) перепишется в виде

μ
dur

ds
= −e

√
f Frt −

μ

2

df

dr
. (19)

В соответствии со сказанным выше, на самой сфе-
ре получаем для единственной компоненты тензо-
ра Fik:

Frt|rq = −0.5q/r2q .

Кроме того, коэффициент 0.5 должен появиться и в
члене с q2 у производной ∂rf формулы (19), которая
для точки равновесия переписывается в виде

μ
dur

ds

∣∣∣∣
r=rq

= 0.5
eq
√
f(rq)

r2q
− μ

2
×

×
(
2mq

r2q
− 0.5

2q2

r3q

)
= 0. (20)

Отсюда видно, что эта точка равновесия является
устойчивой, так как положительная сила отталки-
вания убывает как 1/r3q , а отрицательная сила при-
тяжения — как 1/r2q .

С помощью выражений (15) заменяем в уравне-
нии (20) величины (e, μ) на (q, mq) и получаем

(4m4
q − q4)r2q − 2q2mq(2m

2
q − q2)rq +

+ q4(m2
q − q2) = 0, (21)

rq(q,mq) =
mqq

2(2m2
q − q2) + q4

√
2m2

q − q2

4m4
q − q4

. (22)

0

1

1
q m
2/ q

rq/mq

2

Рис. 1. Зависимость радиуса заряженной сферы rq от q2

в единицах массы mq, см. (22)

Из выражения (22) видно, что функция rq(q) явля-
ется возрастающей, см. рис. 1. При этом поскольку
согласно (5) нас интересуют только rq < q, ограни-
чение на заряд q принимает вид

m2
q < q2 < 2m2

q. (23)

Поэтому при нахождении корня rq в уравнении (21)
мы выбрали знак «+». Из формулы (23) следует, что
шар с массой mq и зарядом q не может образовать
черную дыру, иначе выражения (1) для горизонтов
стали бы комплексными величинами.

4. УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ

Более удобной для дальнейшего аналитического
исследования оказывается синхронно-сопутствую-
щая материи система отсчета2), описываемая коор-
динатами τ и R:

ds2 = dτ2 − eλ(τ,R) dR2 − r2(τ, R)×
× (dθ2 + sin2 θ dϕ2). (24)

Пусть аккрецирующая материя представляет собой
гравитирующую пыль с плотностью энергии ε, рас-
пределение которой зависит только от радиуса r.
Учтем также в уравнениях влияние космологическо-
го Λ-члена на динамику материи в нашей модели.

2) Синхронно-сопутствующая материи система отсчета
применима к пылевидной материи, благодаря отсутствию у
пыли давления (временная компонента метрики равна 1).
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Тогда полный тензор энергии-импульса вне сферы
радиусом rq представляется в следующем виде:

T nm =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

q2

8πr4
0 0 0

0
q2

8πr4
0 0

0 0 − q2

8πr4
0

0 0 0 − q2

8πr4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+ δnmΛ. (25)

Первое слагаемое в правой части (25) соответству-
ет тензору энергии-импульса электромагнитного по-
ля точечного заряда q, второе слагаемое — тензору
энергии-импульса пыли, а слагаемое δnmΛ — это кос-
мологический Λ-член. При этом внутри сферы ра-
диусом rq тензор энергии-импульса электромагнит-
ного поля должен быть нулевым, так как электри-
ческое поле внутри заряженной сферы отсутствует.
Что же касается тензора энергии-импульса электро-
магнитного поля на самой сфере радиусом rq, то, в
соответствии со сказанным в разд. 3, на этой сфере
все компоненты тензора нужно разделить на 2, так
как электрическое поле на самой сфере есть среднее
между величиной поля внутри сферы и вне сферы.

Благодаря гидродинамической независимости
слоев пыли друг относительно друга, можно про-
интегрировать уравнения движения для пыли
аналогично решению задачи Толмена (см. [7,8]). По
сути, это та же задача Толмена в центрально-сим-
метричном электрическом поле для незаряженной
пыли.

Уравнения Эйнштейна, соответствующие метри-
ке (24), можно записать в виде3)

8πT ττ = 8πε+
q2

r4
+8πΛ =

1

r2
[
1 + rr,τλ,τ + r2,τ −

− e−λ
(
2rr,RR + r2,R − rr,Rλ,R

)]
, (26)

8πTRR =
q2

r4
+ 8πΛ =

=
1

r2
(
1 + 2rr,ττ + r2,τ − e−λr2,R

)
, (27)

3) Вывод уравнений (26)–(29) можно посмотреть, напри-
мер, в [6] (§ 100, задача 5).

8πTRτ = 0 = (2r,Rτ − r,Rλ,τ )
e−λ

r
, (28)

8πT θθ = 8πTϕϕ = −q
2

r4
+ 8πΛ =

r,ττ

r
+
λ,ττ

2
+

+
λ2,τ
4

+
r,τλ,τ
2r

−
(
r,RR − 1

2
r,Rλ,R

)
e−λ

r
. (29)

Интегрируя по времени уравнение (28), получаем

e−λr2,R = F1(R). (30)

Функция F1(R), как будет видно ниже, определяет
начальные условия для распределения скорости пы-
ли.

Подставляя (30) в уравнение (27), находим, что

q2

r2
+ 8πΛr2 =

(
rr2,τ
)
,τ

r,τ
− F1 + 1. (31)

Умножая это уравнение на r,τ и интегрируя затем
по времени, получаем

q2

r
− 8π

3
Λr3 + r(1 − F1) + rr2,τ = F2(R). (32)

Функция F2(R), как будет видно ниже, определя-
ет начальные условия для распределения плотности
пыли.

5. НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ

Далее индексом «i» будем обозначать все вели-
чины в начальный момент времени τ = 0.

Выберем в начальный момент масштаб коорди-
наты R в (24) так, что

ri := R. (33)

Это возможно сделать в случае монотонного изме-
нения функции r по координате R в начальный мо-
мент.

Будем считать также, что в начальный момент
вся материя покоится и все производные по τ равны
нулю:

r,τ |i = 0. (34)

Тогда из (32) получаем

F2(R) =
q2

R
− 8π

3
ΛR3 +R(1− F1) (35)

или

F1(R) = 1− F2

R
+
q2

R2
− 8π

3
ΛR2. (36)
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Умножая уравнение (26) на r2r,R и выражая λ,τ из
уравнения (28), получаем

8πεr2r,R =

[
q2

r
− 8π

3
Λr3+r(1−F1)+rr

2
,τ

]
,R

. (37)

Сопоставляя это выражение с (32), видим, что

8πεr2r,R =
dF2

dR
. (38)

Из уравнения (38) заключаем, что величина
8πεr2r,R не зависит от времени:

8πεr2r,R = 8πεir
2
i . (39)

Введем массовую функцию m(R):

m(R) :=

R∫
0

4πεiR
2 dR =

ri∫
0

4πεr2 dr. (40)

В нашей модели какая-либо материя и электриче-
ское поле при радиусах, меньших rq, отсутствуют
(кроме Λ-члена), а на радиусе rq находится заряжен-
ная тонкая пленка с массойmq, поэтому4) m(r−q ) ≡ 0

и m(r+q ) ≡ mq и выражение (40) можно интегриро-
вать не от нуля, а от r−q , или от r+q :

m(R > r−q ) =

R∫
r−q

4πεiR
2 dR, (41)

m(R > r+q ) = mq +

R∫
r+q

4πεiR
2 dR. (42)

Интегрируя выражение (38) в пределах от r−q до R
и от r+q до R, из (41), (42) убеждаемся, что

2m(R > r−q ) = F2(R > r−q )− F2(r
−
q ), (43)

2m(R > r+q )− 2mq = F2(R > r+q )− F2(r
+
q ). (44)

Для получения значений F1 и F2 в точке rq учтем,
что заряженная сфера находится в равновесии, по-
этому там должно быть r,τ = 0 и r,ττ = 0. Кроме то-
го, под заряженной сферой (на r−q ) электрическое
поле отсутствует (т. е. там должны быть исключены
члены с q2), а сразу над заряженной сферой элек-
трическое поле равно q/r2q , поэтому на самой заря-
женной сфере члены с q2 должны быть умножены

4) Индексы «−» и «+» у радиуса rq означают нижний и
верхний пределы, т. е. под и над заряженной пленкой с мас-
сой mq соответственно.

на 1/2. Тогда из уравнений (27), (30) и (35) получаем
на самой заряженной сфере

F1(rq) = 1− q2

2r2q
− 8πΛr2q , (45)

F2(rq) =
q2

rq
+

16πΛ

3
r3q . (46)

При этом, как было сказано в разд. 2, на радиу-
се самого заряда масса материи mq уже накопилась
полностью, поэтому в вычислениях необходимо ис-
пользовать выражения для r+q . Тогда из выражений
(42), (44) и (46) получаем для F2(R > r+q ):

F2(R > r+q ) =
q2

rq
+

R∫
r+q

8πεiR
2 dR+

16πΛ

3
r3q =

=
q2

rq
+ 2mdust(R) +

16πΛ

3
r3q . (47)

Введем также массу mΛ(R), связанную с Λ-членом:

mΛ(R) :=

R∫
0

4πΛR2 dR =
4π

3
ΛR3. (48)

Из (40) видно, что учет космологического Λ-члена
можно свести к вычитанию из массы m(R) величи-
ны 4πΛR3/3. Согласно космологическим наблюде-
ниям Λ ∼ 10−29 г/см3, поэтому на масштабах поряд-
ка rq, определяемых выражением (11), масса, свя-
занная с Λ-членом, примерно на 8 порядков меньше
полной массы M (см. (10)). Это значит, что при R ∼
∼ rq учет космологического Λ-члена необязателен.

6. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ

В сопутствующих координатах определением ра-
диусов горизонтов r±h является равенство единице
модуля инвариантной скорости V :

V 2
∣∣
r±
h

= 1, V 2(τ, R) :=
r2,τ e

λ

r2,R
. (49)

Здесь функция V 2(τ, R) является квадратом инва-
риантной скорости, см. [3,9]. С помощью выражения
(30) уравнение (49) переписываем в виде

r2,τ
∣∣
r±h

= F1(R). (50)
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Выражая с помощью (36) в уравнении (32) функ-
цию F1 через F2, переписываем (32) в виде, удобном
для интегрирования и получения функции r(τ, R):

r,τ =

= ±

√(
F2

r
−q

2

r2
+
8πΛr2

3

)
−
(
F2

R
− q2

R2
+
8πΛR2

3

)
.

(51)

Из этого выражения, в частности, видно, что ди-
намика частицы зависит только от распределения
материи под радиусом нахождения самой частицы
и не зависит от материи над этим радиусом.

Из (51) с учетом (36) и (50) получаем уравнение
для вычисления радиусов горизонтов r±h :

1− F2

r±h
+

q2

r±h
2 − 8π

3
Λr±h

2
= 0. (52)

Это выражение без учета Λ-члена практически
эквивалентно равенству f(r±h ) = 0 из определения
(17), т. е. функция F2 имеет смысл удвоенной массы
m в сопутствующих материи координатах. Поэтому
далее мы пренебрегаем Λ-членом и из (52) получа-
ем аналог выражения (1) для радиусов горизонтов
в сопутствующих материи координатах:

r±h =
1

2
F2 ±

√
1

4
F 2
2 − q2. (53)

Отсюда в соответствии с выражением (3) имеем

q =
κF2

2
, κ :=

2β

1 + β2
. (54)

Из уравнения (51) можно получить две точки оста-
новки пылевой оболочки — это точки поворота,
при которых r,τ = 0. Из (51) сразу видно тривиаль-
ную точку остановки — это просто начальная точка
ri := R, с которой пылевая оболочка начинает дви-
жение. А для искомой второй точки остановки из
(51) получаем

rt =
q2

F2 − q2/R
=

κq

2− κq/R
. (55)

Отсюда видно, что rt ≥ 0.5κq, причем равенство до-
стигается только при q/R→ 0.

Рассмотрим сначала движение пробных частиц
под внешней пылевой оболочкой. Пробные частицы
не могут образовать горизонта, согласно (47) и (55)
для них

F 0
2 =

q2

rq
, r0t =

rqR

R− rq
. (56)

Рис. 2. а) Зависимость rq/q от q2/m2
q . б) Зависимости rt/q

от β при разных h для неравенства (59)

Поэтому в случае rq < R < 2rq для пробных частиц
радиус остановки r0t даже больше первоначально-
го радиуса ri, что означает направление их движе-
ния — наружу. Соответственно в диапазоне 2rq <

< R < ∞ пробные частицы начнут двигаться
внутрь. Для точки остановки пробной частицы r0t →
→ rq из (56) получаем R → ∞. Таким образом, сфе-
рические слои пробных частиц при движении будут
постоянно пересекаться друг с другом.

Теперь перейдем к рассмотрению непробных час-
тиц пылевой сферы с массой mdust, радиус которой
равен R1 в начальный момент. В соответствии с (5),
условие расположения радиуса точки поворота rt
для частиц пылевой сферы между радиусом сферы
заряда rq и радиусом горизонта Коши r−h принимает
вид

rq = βγq < rt < r−h = βq, mq < q. (57)

Вводя обозначение

h :=
κq

2R1
(58)

и учитывая (22), (55), переписываем (57) в виде

rq
q

=
mqq(2m

2
q − q2) + q3

√
2m2

q − q2

4m4
q − q4

<
rt
q

=

=
β

(1 + β2) (1− h)
< β,

q

mq
> 1. (59)

Диапазон параметров, соответствующих выполне-
нию этих неравенств, можно определить из графи-
ков, представленных на рис. 2.

Здесь также стоит рассмотреть одно кажущее-
ся противоречие, связанное с возможным пересече-
нием слоев пыли. Как было показано для пробных
частиц, они не достигают радиуса rq при конечных
значениях R. То же самое можно утверждать и для
внутренних слоев пылевой оболочки, поскольку для
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этих внутренних слоев гравитационный потенциал
еще недостаточен даже для образования горизонтов
ЧД. Поэтому в какой-то момент внутренние слои
пылевой оболочки начнут движение от центра. При
этом внешние слои пылевой оболочки обладают уже
достаточным гравитационным потенциалом для об-
разования горизонтов ЧД и достижения точки по-
ворота rt. Таким образом, внутренние слои в какой-
то момент пересекутся со внешними слоями и поме-
няются ролями. Теоретически наша модель не мо-
жет корректно работать после пересечения непроб-
ных слоев пыли, но практически мы имеем дело с
достаточно тонкой пылевой оболочкой, толщина ко-
торой выбрана нами несоизмеримо меньше радиуса
rq, см. (11). Поэтому под и над этой тонкой пылевой
оболочкой мы можем пренебречь внутренним пере-
сечением ее слоев. А внутри пылевой оболочки будет
постоянно происходить перемешивание ее внутрен-
них и внешних слоев. В целом это не должно по-
влиять на динамику модели. Кроме того, мы можем
слегка модифицировать нашу модель и считать, что
массивные слои пыли состоят всего из одного слоя,
причем размеры каждой «пылинки» в этом слое
порядка толщины всего слоя пыли ddust, при этом
ddust � rq. В этом случае никакого пересечения сло-
ев пыли не будет и каждая массивная «пылинка»
будет двигаться в самосогласованном гравитацион-
ном поле. Согласно оценкам разд. 2, в нашей моде-
ли mdust ∼ mq ∼M , поэтому при плотности мате-
рии «пылинок» ∼ 1 г/см3 можно получить ограни-
чение на размер «пылинок»: ddust � dq ≈ 70 м. По-
этому наши «пылинки» в пылевом слое могут быть
просто мелкими астероидами или булыжниками.

7. ПОДБОР ПОДХОДЯЩИХ ПАРАМЕТРОВ

Учитывая (23), далее обозначим

α :=
q

mq
> 1. (60)

Для того чтобы электростатическо-гравитационное
равновесие заряда q на шаре с массой mq и радиу-
сом rq стало возможным, необходимо подобрать па-
раметры α, β и h так, чтобы неравенства (59) были
выполнены. Это возможно, например, при парамет-
рах

α2 = 1.1, β = 0.9, h = 0.4,

⇒ rq
q

≈ 0.731 <
rt
q

≈ 0.829,

κ ≈ 0.997,
R1

rq
≈ 1.706

(61)

или при параметрах

α2 = 1.01, β = 0.8, h = 0.3,

⇒ rq
q

≈ 0.673 <
rt
q

≈ 0.697,

κ ≈ 0.988,
R1

rq
≈ 2.447.

(62)

Таким образом, задачу вычисления равновесия за-
ряда q на шаре можно считать решенной.

8. АККРЕЦИЯ МАТЕРИИ НА УЖЕ
СУЩЕСТВУЮЩУЮ ЧЕРНУЮ ДЫРУ

РЕЙСНЕРА–НОРДСТРЕМА

Аккрецию пылевой оболочки на заряженный
шар, находящийся в равновесии, в отсутствие ЧД
мы рассмотрели. Рассмотрим теперь аккрецию пы-
левой оболочки на ЧД Рейснера –Нордстрема.

В соответствии с (1) для любой заряженной ЧД
с массой M и зарядом q верно неравенство

r−h ≤ q ≤M ≤ r+h . (63)

Но тогда отсюда следует, что если в начальный мо-
мент ЧД уже существует и в дальнейшем ее заряд не
меняется, а увеличивается только ее масса, то для
любых двух моментов времени a и b можно утверж-
дать, что всегда будет выполняться неравенство

r−ha ≤ r+hb. (64)

Здесь индексы «a» и «b» соответствуют радиусам
горизонтов ЧД, которые будут у нее в соответствую-
щие (любые) моменты времени. То есть ситуация,
когда в какой-то момент времени a внутренний гори-
зонт Коши окажется больше, чем внешний горизонт
ЧД в какой-то другой момент времени b, невозмож-
на. Отсюда следует, что независимо от особенностей
аккреции незаряженной материи на ЧД, точка по-
ворота у ЧД будет только одна, поэтому ситуация,
когда еще одна точка поворота возникла бы над пер-
воначальным горизонтом ЧД (в результате образо-
вания еще одной внешней T -области), невозможна.

9. ОБСУЖДЕНИЕ

Итак, образование еще одной точки поворота для
заряженной ЧД невозможно уже после образования
самой ЧД. Поэтому обязательным начальным усло-
вием для образования точки поворота является от-
сутствие самой ЧД в начальный момент. Следова-
тельно, возникновение новой черной дыры и новой
вселенной (вместе с возникновением белой дыры)
возможно только в момент появления горизонтов
новой ЧД Рейснера –Нордстрема (или, возможно,
ЧД Керра).
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Поэтому рассмотренный выше механизм образо-
вания точки поворота в ЧД Рейснера –Нордстрема
является единственным для такой ЧД. То есть в на-
шей модели в начальный момент есть заряженный
шар, заряд и вся материя этого шара сосредоточены
в тонкой заряженной сферической пленке. Вне это-
го шара материя отсутствует вплоть до некоторого
радиуса ri = R1. На этом радиусе R1 покоится пы-
левая сферическая оболочка с массой mdust, толщи-
ной этой пылевой сферы ddust мы пренебрегаем (по
сравнению с радиусом rq). Горизонты в начальный
момент отсутствуют (черной дыры нет). Материей
вне радиуса ri = R1 мы не интересуемся.

В последующие моменты времени пылевая сфе-
ра под действием гравитации начинает падать к цен-
тру (в сторону заряженного шара). В некоторый мо-
мент пылевая сфера достигает своего гравитацион-
ного радиуса r+h , см. (53), и в следующий момент
оказывается под горизонтом образовавшейся черной
дыры Рейснера –Нордстрема.

Когда пылевая сфера достигает радиуса точки
поворота, то согласно (49) ее скорость V уменьшает-
ся до нуля, а затем пылевая сфера отскакивает. . . в
другую вселенную. Так происходит, потому что пы-
левая сфера уже находится во внутренней R-облас-
ти (под обоими горизонтами ЧД). Поэтому обратно
пылевая сфера вылететь уже не может, а решение
говорит о том, что ее радиус должен увеличиваться
после отскока. То есть единственной возможностью
остается вылет пылевой сферы в другую вселен-
ную. Это событие является моментом образования
новой белой дыры и новой расширяющейся вселен-
ной. По-видимому, вселенная, в которую вылетает
пылевая сфера, появляется вместе с образованием
обоих горизонтов ЧД Рейснера –Нордстрема.

Один из наиболее интересных выводов, которые
можно сделать, состоит в том, что падающая пыле-
вая сфера в рассмотренной модели так и не достига-
ет заряженного шара радиусом rq. Это происходит
потому, что точка поворота для пылевой сферы rt
находится вне заряженного шара. Поэтому вне заря-
женного шара возникнет черно-белая дыра Рейсне-
ра –Нордстрема со всеми ее горизонтами и R–T -об-
ластями. По-видимому, внутри заряженного шара
радиусом rq ничего измениться не должно: электри-
ческое поле и сингулярность отсутствуют даже по-
сле образования снаружи шара ЧД Рейснера –Норд-
стрема. При этом метрические коэффициенты в мо-
дели должны оставаться везде такими, чтобы посто-
янно и непрерывно сшивались две области — внутри
и вне заряженного шара.

Таким образом, в работе была предложена мо-
дель, в которой и сама черно-белая дыра, и ее точка
поворота образуются в уже существующей Вселен-
ной, т. е. черно-белая дыра в модели не является
«вечной». Решить аналитически аналогичную са-
мосогласованную задачу аккреции для реальной
вращающейся черной дыры Керра было бы прак-
тически невозможно ввиду ее сложности. Однако
можно сделать предположение, что образование но-
вой черно-белой дыры Керра при коллапсе вра-
щающейся звезды имеет похожий механизм. Важ-
ным отличием от динамического решения Рейсне-
ра –Нордстрема является то, что в решении Керра
нет ограничений, рассмотренных в разд. 2, на ве-
личину электрического поля, а значит, на размеры
и массу черно-белой дыры. Особенности возникаю-
щей сложной топологии в черно-белой дыре Керра
были рассмотрены, например, в работах [5, 10, 11].
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Представлены результаты исследований температурных зависимостей поглощения и скорости ультразву-
ковых волн в кристаллах CaF2 : Cr и CaF2 : Ni, в которых ионы Cr2+ и Ni2+ замещают кальций, образуя
ян-теллеровские комплексы [CrF8]

6− и [NiF8]
6−. Ионы Cr2+ и Ni2+ в структуре флюорита в основном

состоянии обладают трехкратным орбитальным вырождением, описываются задачей T⊗(e+t2) эффекта
Яна –Теллера и имеют адиабатический потенциал, заданный в пятимерном пространстве тригональных
и тетрагональных симметризованных координат, нижний лист которого представляет собой односвязную
поверхность с орторомбическими минимумами, разделенными потенциальными барьерами. На темпе-
ратурных зависимостях поглощения и скорости ультразвука в области низких температур обнаружены
аномалии, характерные для релаксационных вкладов систем ян-теллеровских комплексов. Проанализи-
ровано влияние туннельных механизмов релаксации (прямых и двухфононных переходов) на величину
ян-теллеровского вклада в комплексные модули упругости и на погрешность определения времени релак-
сации. На основе подхода, учитывающего как туннельные, так и активационный механизмы релаксации,
в кристаллах CaF2 : Cr2+ и CaF2 : Ni2+ определены значения энергии активации и константы, характе-
ризующие эти механизмы релаксации.

DOI: 10.31857/S0044451021050059
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1. ВВЕДЕНИЕ

Орбитальное вырождение энергетических состо-
яний ионов полиатомных систем может быть снято
за счет понижения симметрии (эффект Яна –Тел-
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лера (ЭЯТ) [1, 2]), что влияет на их структуру и
физические свойства. ЭЯТ наблюдается в мульти-
ферроиках [3–5], фуллеренах [6, 7], магнетиках [8],
перовскитах [9,10], двухслойных графенах [11] и ря-
де других систем [12, 13]. В твердых телах он про-
является в виде кооперативного эффекта, где ян-
теллеровские (ЯТ) центры встроены в элементар-
ную ячейку, или наблюдаются в системе не взаимо-
действующих между собой ЯТ-комплексов, образо-
ванных вакансиям или примесями малой концентра-
ции. Одной из наиболее часто обсуждаемых ЯТ-сис-
тем являются кристаллы с примесями 3d-ионов.

Традиционными методами исследования легиро-
ванных кристаллов являются оптические или маг-
ниторезонансные [14–19]. Это связано, в первую оче-
редь, с их практическим применением в оптоэлек-
тронике и спинтронике, а также наличием хоро-
шо разработанных стандартных экспериментальных
комплексов для таких исследований. Ультразвуко-
вые исследования (имеются в виду эксперименты на
частотах выше 107 Гц) выполняются на единичных
оригинальных установках, в связи с чем таких работ
значительно меньше. В то же время они позволяют
получать информацию, недоступную другими мето-
дами. В последнее время была разработана теоре-
тическая база, которая позволяет на основе данных
ультразвуковых экспериментов определять симмет-
рийные свойства экстремумов нижнего листа адиа-
батического потенциала (АП) ЯТ-комплексов, полу-
чить значения констант вибронной связи (линейных
и квадратичных), основные параметры АП (значе-
ния энергий ЯТ-стабилизации и положения глобаль-
ных минимумов и седловых точек в системе сим-
метрийных координат), а также исследовать дина-
мические свойства ЯТ-комплексов: времена релак-
сации и определяющие их механизмы релаксации.
Наибольший интерес при построении АП представ-
ляет активационный механизм, поскольку величина
энергии активации в сумме с энергией нулевых ко-
лебаний представляет собой потенциальный барьер
и позволяет определить глубину минимума АП от-
носительно нижней седловой точки.

Расчетная часть исследований основана на выра-
жении для вклада в комплексные модули упругости,
обусловленного ЯТ-подсистемой. В ранних работах
по исследованию ЭЯТ ультразвуковыми методами
было показано, что этот вклад имеет релаксацион-
ную природу (см., например, обзор [14]). Основными
определяющими его факторами являются изотерми-
ческие модули ЯТ-подсистемы и параметр времен-
ной дисперсии ωτ [20], где ω — циклическая часто-
та ультразвуковой волны, а τ — время релаксации

функции распределения ЯТ-подсистемы по состоя-
ниям, соответствующим эквивалентным локальным
симметризованным деформациям. Здесь есть два
момента, на которые следует обращать особое вни-
мание, поскольку они существенно влияют на полу-
ченную в результате количественную информацию.

Первый — в выражения для тензорных компо-
нент изотермического модуля входят линейные кон-
станты вибронной связи и, в принципе, эти выраже-
ния получить можно. Сложность носит чисто тех-
нический характер и состоит в том, что они за-
висят не только от симметрии кристалла в целом,
но и от типа ЯТ-комплекса (тетраэдрический, ок-
таэдрический и т. д.), его расположения в элемен-
тарной ячейке и его ориентации относительно крис-
таллографических осей. Таким образом, вариантов
здесь значительно больше, чем кристаллографичес-
ких структур. В качестве примера можно привести
кристалл бариевого гексаферрита BaFe12O19 (крис-
таллографическая структура магнетоплюмбит, про-
странственная группа P63/mmc). Допирование ти-
таном приводит к восстановлению части ионов же-
леза до состояния Fe2+ [21], которые могут зани-
мать 5 различных положений, формируя октаэд-
рические и тетраэдрические ЯТ-комплексы. Каж-
дый из этих комплексов будет индивидуально иска-
жаться при прохождении ультразвуковой волны, а
значит иметь свое индивидуальное выражение для
изотермического вклада в модули упругости кри-
сталла. Более того, выражения для изотермиче-
ских модулей ЯТ-подсистемы зависят от типа гло-
бальных минимумов (их симметрийных свойств). В
случае двукратного орбитального вырождения это
всего один вариант (тетрагональные минимумы).
При трехкратном вырождении глобальные миниму-
мы могут обладать тетрагональной, тригональной,
либо орторомбической симметрией (см. табл. 3.1 в
работе [2]). В каждом из этих случаев выражения
для изотермических модулей будут свои. В насто-
ящее время, насколько нам известно, таблицы для
изотермических модулей с учетом возможных типов
глобальных минимумов составлены для кубических
комплексов в кристаллах со структурой флюорита
((c11 − c12)/2 и c44 [22]) и для тетраэдрических ком-
плексов в кристаллах со структурой вюрцита (c11,
c33, c44, c55 и c66 [23]).

Второй момент — в ходе экспериментов измеря-
ются действительные и мнимые составляющие ди-
намических модулей упругости (или скорость и по-
глощение ультразвуковых волн), т. е. параметры, ха-
рактеризующие кристалл в целом. ЯТ-подсистема
вносит аддитивный вклад, который необходимо вы-
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делить, потому что именно он описывается выра-
жением, содержащем изотермические модули, зави-
сящие от линейных констант вибронной связи, и
время релаксации, определяющее энергию актива-
ции. Очевидно, что степень корректности выделе-
ния ЯТ-вклада в комплексные модули упругости на-
прямую влияет на точность определения парамет-
ров АП из экспериментальных данных.

Релаксационный вклад в комплексные модули
упругости имеет наибольшую величину в области
ωτ ≈ 1 и является немонотонным на температурных
зависимостях. В ультразвуковом эксперименте, про-
водимом на частотах (10–200) ·106 Гц, значение тем-
пературы T = T1, соответствующее условию ωτ = 1,
обычно лежит в интервале 20–60 К. При температу-
рах ниже 100 К фоновый вклад (вклад от остальных
подсистем кристалла, т. е. комплексный модуль но-
минально чистого кристалла) в действительную и
мнимую составляющие модулей упругости, как пра-
вило, монотонный. В экспериментах, в которых из-
меряется температурная зависимость скорости уль-
тразвука для определения фонового модуля, ис-
пользовалась формула Varshni [24]. В эксперимен-
тах, где измеряется температурная зависимость по-
глощения ультразвука, фоновое поглощение моде-
лировалось монотонной функцией, совпадающей с
измеренным поглощением при температурах суще-
ственно ниже и выше релаксационного максимума
(см., например, рис. 6 в [23] или рис. 2 в [25]). В об-
ласти высоких температур (T � T1) это представ-
ляется вполне справедливым, потому что в услови-
ях ωτ � 1 поглощение пропорционально ωτ , что
само по себе мало и уменьшается с ростом темпе-
ратуры, а изотермический модуль обратно пропор-
ционален температуре. Оба этих фактора приводят
к пренебрежимо малому значению поглощения при
высоких температурах. При низких температурах
фактор 1/T увеличивает поглощение, однако при
ωτ � 1 поглощение пропорционально скорости ре-
лаксации τ−1, которая уменьшается с понижением
температуры. Таким образом, если τ−1 растет от T
быстрее, чем линейно, такой подход тоже справед-
лив. Он также справедлив, если имеется линейный
вклад, но сама скорость релаксации очень мала при
низких температурах. Основанием этому утверж-
дению может служить тот факт, что механизмами
низкотемпературной релаксации являются туннель-
ные [14], а туннелирование как квантовый процесс
является малоэффективным при высоких потенци-
альных барьерах, характерных для хорошо выра-
женного ЭЯТ (т. е., когда имеется большое число

вибронных уровней в потенциальной яме ниже сед-
ловой точки).

Однако эксперименты, выполненные недавно на
кристалле CaF2:Cr2+ [26], показали, что возможна
ситуация, когда потенциальные барьеры не столь
высоки и туннельные механизмы релаксации вносят
заметный вклад в комплексные модули упругости
при низких температурах, в связи с чем требуется
иной подход к выделению вклада ЯТ-подсистемы.
Предлагаемый в данной работе метод выделения ре-
лаксационного вклада и определения энергии ак-
тивации состоит в измерении температурных зави-
симостей действительной и мнимой составляющих
фонового модуля упругости на номинально чистом
кристалле, не содержащем искусственно введенных
ЯТ-примесей, и моделировании температурной за-
висимости времени релаксации с учетом активаци-
онного и туннельных механизмов релаксации (пря-
мых переходов и двухфононных). Такой подход был
применен к кристаллам флюорита, имеющим раз-
личные по величине потенциальные барьеры. В ка-
честве примера кристалла с низкими потенциаль-
ными барьерами был взят CaF2:Cr2+, а с высокими
потенциальными барьерами — также CaF2, чтобы
фоновый модуль был таким же, но с иной приме-
сью, а именно, Ni2+.

2. ВКЛАД ЯН-ТЕЛЛЕРОВСКОЙ
ПОДСИСТЕМЫ В МОДУЛИ УПРУГОСТИ

В ходе ультразвуковых экспериментов, как пра-
вило, измеряются температурные зависимости по-
глощения и скорости ультразвука, однако обсужде-
ние удобнее вести в терминах динамических (завися-
щих от частоты) комплексных модулей упругости c,
где действительная часть определяет скорость звука
(т. е. дисперсию), а мнимая — поглощение (диссипа-
цию энергии). Если пространственную и временную
зависимости осциллирующих величин записать как

exp[i(ωt− k · r)]

и при этом комплексный волновой вектор опреде-
лить в виде

k = (ω/v − iα)ek,

то относительные изменения c связаны с изменения-
ми фазовой скорости v и коэффициента поглощения
α нормальных мод следующим образом [27]:

Δc

c0
= 2

(
Δv

v0
+ i

Δα

k0

)
, (1)

где

k0 = ω/v0, v0 = v(T0), Δv = v(T )− v0,
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Δc = c(T )− c0, c0 = c(T0), Δα = α(T )− α0,

α0 = α(T0),

T0 — некоторое фиксированное значение темпе-
ратуры. Вклад релаксационной природы в дина-
мический модуль упругости, в нашем случае это
ЯТ-вклад cJT , описывается с помощью изотермиче-
ского модуля cTJT и фактора ωτ :

cJT
c0

=
cTJT
c0

[
1− iωτ

1 + (ωτ2)

]
. (2)

Отметим, что в уравнении (1) фигурируют относи-
тельные изменения величин, так как в эксперименте
изменения величин измеряются значительно более
точно, чем сами величины, в то время как в урав-
нение (2) входят абсолютные величины, явный вид
которых может быть получен в результате теорети-
ческого рассмотрения.

3. ЭКСПЕРИМЕНТ

Кристаллы CaF2:Cr2+ были выращены в Фи-
зико-техническом институте им. Е. К. Завойско-
го КазНЦ РАН методом Чохральского, детали ко-
торого изложены в работе [28]. Рост номинально
чистых кристаллов CaF2 и допированных ионами
никеля CaF2:Ni2+ осуществлен методом Бриджма-
на –Стокбаргера (см. [25]) в Институте геохимии
им. А. П. Виноградова СО РАН. Анализ соста-
ва исследуемых кристаллов выполнялся с помощью
ELAN 9000 ICPM. S (PerkinE. lmer SCIEX) в Инсти-
туте химии твердого тела УрО РАН. Концентрации
примеси хрома и никеля составляли соответствен-
но nCr = (4.74± 0.03) · 1019 см−3 (или x = 0.128 в
Ca1−xCrxF2) и nNi = (1.48± 0.03) · 1019 см−3 (или
x = 0.059 в Ca1−xNixF2).

В кристаллах со структурой флюорита (про-
странственная группа Pm3m) 3d-ионы замещают
катионы Ca2+, формируя кубические ЯТ-комплек-
сы (см. рис. 1), при этом изовалентное замещение
ионами Cr и Ni приводит к трехкратно орбиталь-
но-вырожденным ЯТ-центрам соответственно с тер-
мами 5T2g(e

2
gt

2
2g) и 3T1g(e

4
gt

4
2g) (см., например, табл. 1

в [14]). Установлено, что глобальные минимумы АП
этих комплексов имеют орторомбическую симмет-
рию [25,29].

Измерения температурных зависимостей погло-
щения и скорости ультразвуковых волн проводи-
лись в Физико-технологическом институте УрФУ на
установке, работающей по принципу перестраивае-
мого по частоте высокочастотного моста. Ультра-
звуковые волны генерировались и регистрировались

Рис. 1. Структура кристалла флюорита. 3d-ион (в данной
работе Cr2+ или Ni2+) замещает Ca2+ и, находясь в окру-
жении восьми ионов фтора, формирует кубический ЯТ-

комплекс

с помощью резонансных пьезопреобразователей, из-
готовленных из ниобата лития. Относительная по-
грешность измерений поглощения и скорости ульт-
развука составляла соответственно 0.1 дБ и 10−5.

Были исследованы тетрагональный модуль
упругости cE = (c11− c12)/2, тригональный cT = c44
и продольный cL = (c11 + c12 + 2c44)/2. Эти модули
в приведенных выше формулах связаны с модами,
распространяющимися вдоль кристаллографиче-
ской оси [110]: поперечными, поляризованными
вдоль осей [1̄10] и [001], и продольной, соответ-
ственно. Вклад ЯТ-подсистемы в модули упругости
проявляется в виде пика в мнимой части и мини-
мума в действительной части в области температур
T ≈ T1. Как было отмечено ранее, изотермические
модули обратно пропорциональны температуре
(см., например, [25], где приведены эти модули
для кубических ЯТ-комплексов в кристалле со
структурой флюорита). В связи с этим положение
пика релаксационного поглощения, строго говоря,
не совпадает с T1, но значение T1 можно определить
по максимуму функции

f(T ) = Im[cJT (T )] · T/c0

или нулю ее производной df/dT . С учетом этого вы-
ражение (2) можно представить в виде
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Рис. 2. Температурные зависимости действительной (кри-
вая 1) и мнимой (2) составляющих модуля упругости
c44, измеренные на частоте ω/2π = 39 МГц в кри-
сталле CaF2:Cr2+. Кривые 3 и 4 — модельные кривые
(cJT + cb)44 /c0. Δc44 = c44(T ) − c0, c0 = c44(T0), T0 =

= 100 K. (cJT )44 /c0 рассчитан по формуле (3) с τ =

=
(
τ−1
a + τ−1

t + τ−1
R

)−1. Параметры, характеризующие от-
дельные механизмы релаксации, приведены в подписи к
рис. 4. (cb)44 /c0 — фоновый модуль упругости, определен-
ный из температурных зависимостей, полученных на номи-
нально чистом кристалле и показанных на рис. 3. Квадрат-
ные символы соответствуют значениям действительной и
мнимой составляющих модуля при температуре T = T1,

при которой ωτ = 1

cJT
c0

= 2
Re[cJT (T1)]

c0

T1
T

1

1 + (ωτ)2
+

+ 2i
Im[cJT (T1)]

c0

T1
T

ωτ

1 + (ωτ)2
. (3)

Для выделения ЯТ-вклада (релаксационного) в
мнимую часть модуля упругости в предыдущих ра-
ботах (см., например, [25]) предполагалось, что фо-
новый модуль (вклад от остальных механизмов, кро-
ме ЭЯТ) можно представить в виде монотонной
функции, совпадающей с измеренной при высоких
(T � T1) и низких (T � T1) температурах. Очевид-
но, что такой подход может быть применен, если пик
релаксационного поглощения хорошо разрешен. Но
оказалось, что в кристалле CaF2:Cr2+ низкотемпе-
ратурный предел не был достигнут, и релаксацион-
ный пик поглощения не был полностью измерен при
T � T1. На рис. 2 приведены температурные зави-

Рис. 3. Температурные зависимости действительной (кри-
вая 1) и мнимой (2) составляющих модуля упругости c44,
измеренные на частоте ω/2π = 56 МГц в номинально чи-
стом кристалле CaF2. Δc44 = c44(T ) − c0, c0 = c44(T0),

T0 = 4 K

симости относительных изменений действительной
и мнимой составляющих модуля c44, полученные на
частоте 39 МГц (кривые 1 и 2). Качественно похо-
жие зависимости получены для всех исследованных
модулей (для продольного модуля см. рис. 1 в ра-
боте [26]), при этом наибольшие изменения, связан-
ные с проявлением ЭЯТ, наблюдались для триго-
нального модуля. Выделение релаксационного вкла-
да потребовало измерения действительной и мнимой
составляющих модулей на номинально чистом кри-
сталле CaF2 (см. рис. 3). Определение релаксацион-
ного вклада в мнимую составляющую модуля было
выполнено в предположении, что при высоких тем-
пературах (в нашем случае выше 100 К) этот вклад
стремится к нулю в силу малости ωτ и пропорци-
ональности изотермического модуля величине 1/T ,
а вклад в действительную часть модуля получен из
соотношения

Re cJT (T1) = − Im cJT (T1),

которое следует из уравнения (2).

4. ВРЕМЯ РЕЛАКСАЦИИ

4.1. CaF2:Cr2+

Если уравнение (3) представить в виде двух
уравнений, записанных относительно действитель-
ной и мнимой частей входящих в него комплекс-
ных величин, а затем решить эти два уравнения от-
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Рис. 4. Зависимость времени релаксации от обратной
температуры (кривая 1), полученная на основе данных
ImΔc44(T )/c0 на частоте ω/2π = 39 МГц в кристалле
CaF2:Cr2+. Кривая 2 — результат моделирования вре-
мени релаксации с учетом активационного механизма
(τa), туннельного (τt) и двухфононного (τR). Кривая 3 —
τa = 0.3 · 10−13 exp(125/T ), 4 — τR = 2.6 · 10−6/T 3 и 5 —
τt = 3·10−7/T . Квадратный символ соответствует условию

ωτ = 1

носительно τ , то получатся уравнения для темпе-
ратурной зависимости времени релаксации, в кото-
рые будут входить измеряемые в эксперименте вели-
чины (действительные или мнимые составляющие
ЯТ-вклада в модули упругости):

τ =
1

ω

Im cJT (T1)T1
Im cJT (T )T

±

± 1

ω

√[
Im cJT (T1)T1
Im cJT (T )T

]2
− 1, (4)

τ =
1

ω

√
2

[
Re cJT (T1)T1
Re cJT (T )T

]
− 1. (5)

Построение температурных зависимостей времени
релаксации (один из примеров приведен на рис. 4)
показало, что кривые τ(T ) в области температур
ниже 10 К, полученные на разных модулях и раз-
ных частотах, совпадали в пределах точности изме-
рений, как и должно быть, и не совпадали при более
высоких температурах. Более того, в этой области
они оказались немонотонными функциями темпера-
туры, что представляется нереальным.

На наш взгляд, существенное различие времен
релаксации при температурах выше 10 К может
быть связано с наличием других подсистем, внося-
щих вклад в модули. На рис. 2 видно, что на за-

висимости мнимой части модуля упругости в крис-
талле CaF2:Cr2+ (кривая 2) в области температур
около 20 К имеется «плечо», обусловленное, по-
видимому, еще одним или более релаксационными
вкладами, в то время как выражения (4) и (5) по-
лучены в предположении наличия лишь одной ре-
лаксирующей подсистемы. Анализ состава исследу-
емого кристалла показал, что имеется только од-
на примесь, сопоставимая по концентрации с хро-
мом, а именно примесь железа (его концентрация
оказалась 3.45 ·1018 см−3). Изовалентное замещение
кальция железом привело бы к задаче E ⊗ e ЭЯТ,
т. е. тетрагональным искажениям комплекса и, как
следствие, к отсутствию аномалий в тригональном
модуле c44. В наших экспериментах ЯТ-аномалии
наблюдаются во всех модулях. Это означает, что
глобальные минимумы АП имеют орторомбическую
симметрию, что возможно лишь в случае T -терма.
Возможно, наличие «плеча» на кривой 2 рис. 2 свя-
зано с присутствием ионов Cr3+ или вакансий, обла-
дающих трехкратно вырожденными орбитальными
состояниями, которые могут приводить к аномали-
ям в модулях упругости, обусловленным проявле-
нием ЭЯТ. Таким образом, требовалось определить
истинную температурную зависимость времени ре-
лаксации системы ЯТ-комплексов [CrF8]

6− в матри-
це CaF2.

С этой целью нами была промоделирована тем-
пературная зависимость времени релаксации с уче-
том трех механизмов: термической активации τa =

= τ0 exp(V0/T ), прямых τt = (BT )−1 и двухфонон-
ных τR = (BΘ2)−1T−3 туннельных переходов. Рас-
смотрение этих механизмов было предложено Стур-
джем в первых работах по ультразвуковым исследо-
ваниям ЭЯТ [14]. Критерием правильности подбо-
ра параметров, входящих в выражения для разных
механизмов времени релаксации, служило совпаде-
ние модельных, рассчитанных с использованием вы-
ражения (3), и экспериментальных температурных
зависимостей действительных и мнимых составля-
ющих всех измеренных на различных частотах мо-
дулей упругости в области температур ниже 10 К:
cL (26 МГц, 54 МГц и 158 МГц), c44 (39 МГц) и cE
(55 МГц). При этом формулировалось требование
единого описания τ(T ) для всех 10 полученных кри-
вых. В эксперименте измеряются температурные за-
висимости модулей кристалла в целом, в то вре-
мя как моделирование отностится к ЯТ-подсистеме.
Поэтому расчетные кривые формировались из мо-
дельныхRe cJT /c0, Im cJT /c0 и измеренных на номи-
нально чистом кристалле ReΔc/c0, ImΔc/c0 (при-
мер которых приведен на рис. 3).

4 ЖЭТФ, вып. 5
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Результаты расчета для модуля c44, полученные
на частоте 39МГц, приведены на рис. 2 (кривые
3 и 4). В процессе моделирования активационный
механизм всегда описывался временем релаксации
τa = 3 · 10−14 exp(125/T ), а остальные параметры
лежали в интервалах B−1 = (2.9–3.3) · 10−7 с·K и
(BΘ2)−1 = (2.4–2.6)·10−6 с·K3. Можно заметить, что
погрешность определения параметров туннельных
механизмов релаксации не превышала 10%. Оцен-
ка V0 = 125 K обусловлена следующим: меньшее
значение энергии активации V0 привело бы к то-
му, что преобладающими механизмами релаксации
стали бы туннельные не только в области низких
температур, но и при T � T1, что физически нере-
ально, а при V0 > 125 K ЯТ-аномалии перемести-
лись бы в область более высоких, чем наблюдае-
мые в эксперименте, температур. На рис. 4 кривы-
ми 3–5 показаны времена релаксации, соответствую-
щие рассмотренным механизмам, и кривой 2 — сум-
марное время релаксации. Видно, что при темпера-
турах выше 12 К преобладающим механизмом ре-
лаксации является активационный (кривая 3 лежит
ниже кривых 4 и 5, что соответствует наибольшей
скорости релаксации), ниже 3 К доминирует тун-
нельный механизм с τt = (BT )−1, а в промежу-
точной области — двухфононный. Туннельные ме-
ханизмы релаксации в кристалле CaF2:Cr2+ оказа-
лись доминирующими, поскольку энергия актива-
ции (V0 = 125 K = 87 см−1), определяющая потен-
циальный барьер, оказалась существенно меньше,
чем в других флюоритах, где этот параметр равен:
570 K = 396 см−1 для CaF2:Ni2+ [25] и 390 K =

= 271 см−1 для SrF2:Cr2+ [30].
Еще одним важным результатом является то,

что при низких температурах имеет место линей-
ный по температуре вклад в скорость релаксации
τ−1
t = BT . Это приводит к линейной зависимости
скорости ультразвука и фиксированному, отлично-
му от нуля уровню поглощения при низких темпе-
ратурах. Этот вывод ставит под сомнение коррект-
ность выделения релаксационного вклада в погло-
щение, основанного на утверждении, что при низ-
ких температурах релаксационное поглощение пре-
небрежимо мало. Напомним, что именно это пред-
положение использовалось при выделении релакса-
ционного вклада в предыдущих работах, таких, на-
пример, как [22, 25, 27, 30]. В связи с этим нами бы-
ла предпринята попытка более корректно подойти к
процедуре выделения релаксационного вклада в мо-
дули упругости на кристалле с более высокой энер-
гией активации, учесть вклад туннельных механиз-
мов релаксации и определить низкотемпературный

предел поглощения ультразвука (мнимой составля-
ющей модуля упругости).

4.2. CaF2:Ni2+

В качестве ЯТ-комплекса с более высоким потен-
циальным барьером был выбран Ni2+ в той же мат-
рице CaF2. Температурные зависимости действи-
тельной и мнимой частей модулей cL и c44 для ле-
гированного и номинально чистого кристаллов при-
ведены на рис. 5 и 6.

Исследования, выполненные на кристалле
CaF2:Cr2+, показали, что при низких температурах
основной вклад в релаксацию вносят туннельные
механизмы, которые описываются скоростями
релаксации τ−1

t = BT и τ−1
R = BΘ2T 3. С учетом

этого, уравнение (3) в высокочастотном пределе
ωτ � 1 можно записать в виде

Re
cJT
c0

=
cTJT
c0

1

ωτ2
= 2

Re[cJT (T1)]

c0
T1

(
B

ω

)2

T, (6)

Im
cJT
c0

=
cTJT
c0

1

ωτ
= 2

Im[cJT (T1)]

c0
T1

(
B

ω

)
. (7)

Из этих выражений следует, что при низких тем-
пературах мнимая часть ЯТ-вклада в модуль упру-
гости постоянна и отлична от нуля, тогда как его
действительная часть линейна по температуре, а в
пределе нулевой температуры равна нулю. На рис. 7
видно, что выражения (6) и (7) хорошо описыва-
ют экспериментальные зависимости (кривые 1 и 2),
более того, появляется возможность из температур-
ной зависимости Re cJT /c0 с использованием урав-
нения (6) найти величину B и, подставив ее в урав-
нение (7), определить значение низкотемпературно-
го предела Im cJT /c0. В результате, было получено:

B = 5.8 · 105 с−1 ·K−1,

Im [cJT (T = 0)]44 /c0 = 3.7 · 10−3.

При этом релаксационный вклад в модуль упруго-
сти определялся с помощью данных, полученных
на легированном (Re c44/c0) и номинально чистом
(Re cb/c0) кристаллах:

Re
(cJT )44
c0

= Re
c44
c0

− Re
(cb)44
c0

. (8)

Для построения температурной зависимости вре-
мени релаксации с помощью уравнения (5) необхо-
димо найти значения T1 и Re [cJT (T1)]44 /c0. Чтобы
определить T1, необходимо найти низкочастотный
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Рис. 5. Температурные зависимости действительной (кри-
вая 1) и мнимой (2) составляющих модуля упругости
cL, измеренные на частоте ω/2π = 56 МГц в кристалле
CaF2:Ni2+. Кривые 3 и 4 — действительная и мнимая ча-
сти этого же модуля в номинально чистом кристаллеCaF2.

ΔcL = cL(T )− c0, c0 = cL(T0), T0 = 4 K

Рис. 6. Температурные зависимости действительной (кри-
вая 1) и мнимой (2) составляющих модуля упругости
c44, измеренные на частоте ω/2π = 54 МГц в кристал-
ле CaF2:Ni2+. Кривые 3 и 4 — действительная и мнимая
части этого же модуля в номинально чистом кристалле

CaF2. Δc44 = c44(T )− c0, c0 = c44(T0), T0 = 4 K

Рис. 7. Температурные зависимости, изображенные на
рис. 6, но представленные в области низких температур
и при T0 → 0 K. Линии 5 и 6 проведены для определения

асимптотики зависимостей 1 и 3

предел этой величины, т. е. выражение, при кото-
ром ωτ � 1. Будем считать, что при T2 = 100 K это
неравенство уже выполняется, и введем обозначение

f1 = Re [cJT (T )]44 T/ {Re [cJT (T2)]44 T2} .

Из уравнения (3) видно, что

f1 = 1
/ [

1 + (ωτ)
2
]
.

Температурная зависимость f1 (T ) показана на
рис. 8, а значение f1 = 0.5 соответствует T = T1.

Кроме того, температурная зависимость време-
ни релаксации может быть определена и с помо-
щью уравнения (4). Для этого надо сначала сфор-
мировать релаксационный вклад в мнимую часть
модуля упругости Im (cJT )44/c0, затем найти T1 и
Im [cJT (T1)]44 /c0. Можно упростить задачу тем, что
значение T1 уже определено выше, а

Im [cJT (T1)]44 /c0 = −Re [cJT (T1)]44 /c0.

Однако измерения действительной и мнимой частей
модулей упругости являются независимыми измере-
ниями, выполненными с помощью совершенно раз-
ных методик. Поэтому определение τ (T ) на осно-
ве данных только о мнимой составляющей модуля
упругости и совпадения результатов, полученных с
помощью данных о действительной части модулей,
служит проверкой применимости обоих методов.
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Рис. 8. Температурная зависимость функции
f1 = 1/

[
1 + (ωτ )2

]
, построенная на основе экспери-

ментальных данных Re [(Δc44 − cb) /c0] T и отнормиро-
ванная на значение при T2 = 100 K. Квадратный символ

соответствует уровню 0.5 при T = T1

Запишем мнимую часть модуля упругости в ви-
де суммы фонового модуля Im (cb)44/c0 и ЯТ-вклада
Im (cJT )44/c0:

Im
c44
c0

= Im
(cJT )44
c0

+ Im
(cb)44
c0

. (9)

Если определять температурную зависимость мни-
мой части модуля от уровня фонового модуля при
T = 0, то

ΔIm c44/c0 = δ Im c44/c0 + Im [cJT (T = 0)]44/c0.

Низкотемпературный предел ЯТ-вклада был опре-
делен ранее,

Im [cJT (T = 0)]44/c0 = 3.7 · 10−3,

а δ Im c44/c0 — это зависимость, представленная
на рис. 6 кривой 2. Определенная таким обра-
зом ΔIm c44/c0 показана кривой 1 на рис. 9. Мни-
мая часть фонового модуля задавалась монотонной
функцией, асимптотически приближающейся к экс-
периментальной зависимости при высоких темпера-
турах, а при низких температурах — лежащей ниже
экспериментальной на величину 3.7 · 10−3. На рис. 9
она представлена кривой 2, заданной как

[Δ Im (cb)44]/c0 = 8 · 10−6T + 37 · 10−12T 4.

Поскольку ЯТ-вклад в мнимую часть модуля упру-
гости определяется

Im (cJT )44/c0 = Im c44/c0 − Im (cb)44/c0,

Рис. 9. Температурные зависимости мнимой части моду-
ля упругости: кривая 1 — [Δc (T ) + cJT (T = 0)]44 /c0, где
[Δc (T )]44 /c0 — измеренная на частоте ω/2π = 54 МГц
в кристалле CaF2:Ni2+ , T0 = 4 K; кривая 2 — фоно-
вая часть модуля примесного кристалла, определенная как
[Δ Im (cb)44]/c0 = 8·10−6T+37·10−12T 4; кривая 3 — вклад

ЯТ-подсистемы в модуль c44

Рис. 10. Зависимость времени релаксации от обратной
температуры, полученная на основе данных ReΔc44(T )/c0
(светлые символы) и ImΔc44(T )/c0 (темные символы) на
частоте ω/2π=54МГц в кристалле CaF2:Ni2+. Кривая 1 —
результат моделирования времени релаксации с учетом ак-
тивационного механизма (τa ), туннельного (τt) и двух-
фононного (τR). Кривая 2 — τa = 10−13 exp(570/T ), 3 —
τR = 1.5 · 10−2/T 3 и 4 — τt = 1.8 · 10−6/T . Квадратный

символ соответствует условию ωτ = 1.

температуру T1 находим из максимума функции
[Im (cJT )44/c0]T , и у нас есть все данные, чтобы ис-
пользовать уравнение (4) для построения темпера-
турной зависимости τ на основе данных о мнимой
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Таблица. Параметры, характеризующие релакса-
цию в кристаллах CaF2 : Cr2+ и CaF2 : Ni2+

Параметр CaF2 : Cr2+ CaF2 : Ni2+

ν0, с−1 3.3 · 1013 1 · 1013

V0, см−1 87 396

B, с−1·K−1 3.3 · 106 5.5 · 105

(BΘ2), с−1·K−3 3.8 · 105 66

части модуля упругости. Полученные описанными
выше способами зависимости приведены на рис. 10.
Видно, что времена релаксации, определенные дву-
мя независимыми способами, с достаточно хорошей
степенью точности совпадают. Моделирование зави-
симости τ

(
T−1

)
с помощью трех обсуждавшихся ра-

нее механизмов дало следующие значения:

τa = 10−13 exp(570/T ), τt = 1.8 · 10−6/T,

τR = 1.5 · 10−2/T 3,

которые представляются вполне разумными по
сравнению со значениями в кристалле CaF2:Cr2+,
где потенциальный барьер значительно меньше и
релаксация проходит быстрее.

При наличии нескольких механизмов релак-
сации аддитивной является скорость релаксации
(τ−1), поэтому сравнение удобнее проводить в
терминах скоростей релаксации

τ−1
a = ν0 exp (−V0/T ) , τ−1

t = BT, τ−1
R = BΘ2T 3.

Полученные в работе параметры, характеризующие
скорости релаксации отдельных вкладов, приведены
в таблице.

Следует отметить, что упрощенный подход к вы-
делению релаксационного вклада, использованный
ранее [25], дает такое же значение энергии актива-
ции V0, как и предложенный в данной работе. В то
же время, вклад в мнимую часть модуля, обуслов-
ленный туннельным механизмом релаксации, не мо-
жет не сказаться на значении Im [cJT (T1)]/c0], кото-
рое входит в выражение для определения линейных
констант вибронной связи (см., например, уравне-
ния (16) и (17) в [25]).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате ультразвуковых исследований
ЯТ-комплексов [CrF8]

6− и [NiF8]
6− в кристаллах

CaF2 при низких температурах обнаружены ано-
малии в действительной и мнимой составляющих
модулей упругости, характерные для релаксаци-
онных вкладов ЯТ-систем. Корректное выделение
релаксационного вклада в модули упругости потре-
бовало разработки метода, основанного на учете
как активационного механизма релаксации, так и
туннельных механизмов — прямых и двухфононных
переходов. Температурные зависимости времени
релаксации, полученные в кристаллах CaF2:Cr2+ и
CaF2:Ni2+ из независимых измерений действитель-
ной и мнимой составляющих модуля упругости,
показали хорошее совпадение, что свидетельствует
о достоверности предложенного в работе метода.

В работе показано, что при низких температурах
имеет место линейный по температуре вклад в ско-
рость релаксации. Это приводит к линейной зави-
симости действительной части модуля упругости и
отличному от нуля уровню поглощения, что необхо-
димо учитывать при корректном выделении вклада
ЯТ-комплексов в модули упругости.

Обнаружено существенное различие в темпера-
турных зависимостях времени релаксации для кри-
сталлов CaF2:Cr2+ и CaF2:Ni2+. В CaF2:Cr2+, обла-
дающем низким потенциальным барьером, при тем-
пературах выше 12 К доминирующим механизмом
релаксации системы ЯТ-комплексов является акти-
вационный, и ниже 10 К преобладает туннелирова-
ние. В кристалле CaF2:Ni2+, имеющем высокий по-
тенциальный барьер, уже при температурах ниже 40
К доминирующим становится туннельный механизм
релаксации.

Предложенный метод определения времени
релаксации системы ЯТ-комплексов с учетом трех
механизмов релаксации показал, что даже при
высоких потенциальных барьерах низкотемпера-
турный предел мнимой части модуля упругости
(поглощения ультразвука) не является пренебре-
жимо малой величиной. Методика его определения
требует измерений действительной части модуля.
Отсюда следует, что для корректного построения
температурных зависимостей времени релаксации
и мнимой составляющей модуля упругости необхо-
димы измерения как мнимой, так и действительной
составляющих модуля.

Финансирование. В Уральском федеральном
университете работа выполнялась при поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (грант №18-02-00332а), Центра превосходства
«Радиационные и ядерные технологии» Уральс-
кого федерального университета и в рамках гос-

901



М. Н. Сарычев, А. С. Бондаревская, И. В. Жевстовских и др. ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

задания Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации №FEUZ-2020-0060.
В Южно-Уральском государственном университе-
те работа выполнялась при поддержке Правитель-
ства Российской Федерации (Акт 211, контракт
№02.A03.21.0011, проект 5-100). Исследование в
ИФМ УрО РАН было выполнено в рамках госза-
дания №AAAA-A18-118020190098-5.Исследование в
КФТИ ФИЦ КазНЦ РАН выполнено в рамках гос-
задания №АААА-А18-118030690040-8.

ЛИТЕРАТУРА

1. H. A. Jahn and E. Teller, Proc. Roy. Soc. A 161, 220
(1937).

2. I. B. Bersuker, The Jahn–Teller Effect, Cambridge
Univ. Press, Cambridge (2006).

3. I. B. Bersuker, J. Phys.: Conf. Ser. 833, 012001
(2017).

4. M. Acosta, N. Novak, V. Rojas, S. Patel, R. Vaish et
al., Appl. Phys. Rev. 4, 041305 (2017).

5. M. D. Kaplan and G. O. Zimmerman, J. Phys.: Conf.
Ser. 833, 012007 (2017).

6. D. Liu, N. Iwahara, and L. F. Chibotaru, Phys. Rev.
B 97, 115412 (2019).

7. J. L. Dunn and E. Rashed, J. Phys.: Conf. Ser. 1148,
012003 (2018).

8. Ю. С. Орлов, С. В. Николаев, С. Г. Овчинников,
А. И. Нестеров, Письма в ЖЭТФ 112, 268 (2020).

9. S. Merten, O. Shapoval, B. Damaschke et al., Sci.
Rep. 9, 2387 (2019).

10. V. Polinger and I. B. Bersuker, J. Phys.: Conf. Ser.
833, 012012 (2017).

11. M. Angeli, E. Tosatti, and M. Fabrizio, Phys. Rev.
X 9, 041010 (2019).

12. А. В. Кузьмин, С. С. Хасанов, К. П. Мелетов,
Р. П. Шибаева, ЖЭТФ 155, 1037 (2019).

13. К. М. Красиков, А. Н. Азаревич, В. В. Глушков и
др., Письма в ЖЭТФ 112, 451 (2020).

14. M. D. Sturge, Solid State Phys. 20, 91 (1968).

15. W. Ulrici, Phys. Stat. Sol. 84, K155 (1977).

16. M. M. Zaripov, V. F. Tarasov, V. A. Ulanov et al.,
Phys. Sol. State 37, 437 (1995).

17. P. B. Oliete, V. M. Orera, and P. J. Alonso, Phys.
Rev. B 53, 3047 (1996).

18. P. B. Oliete, V. M. Orera, and P. J. Alonso, Phys.
Rev. B 54, 12099 (1996).

19. S. K. Hoffmann, J. Goslar, S. Lijewski, and V. A. Ula-
nov, J. Chem. Phys. 127 124705 (2007).

20. C. Zener, Elasticity and Anelesticity of Metals,
University of Chicago Press, Chicago (1948).

21. V. V. Gudkov, M. N. Sarychev, S. Zherlitsyn et al.,
Sci. Rep. 10 7076 (2020).

22. N. S. Averkiev, I. B. Bersuker, V. V. Gudkov,
I. V. Zhevstovskikh, M. N. Sarychev, S. Zherllitsyn,
S. Yasin, G. S. Shakurov, V. A. Ulanov, and
V. T. Surikov, in: Fluorite: Structure, Chemistry and
Applications, ed. by M. van Asten, Nova Science
Publishers, New York (2019), Ch. 2, p. 111.

23. Н. С. Аверкиев, И. Б. Берсукер, В. В. Гудков и
др., ЖЭТФ 156, 87 (2019).

24. Y. P. Varshni, Phys. Rev. B 2, 3952 (1970).

25. M. N. Sarychev, W. A. L. Hosseny, A. S. Bondarev-
skaya et al., J. Alloy. Comp. 848, 156167 (2020).

26. М. Н. Сарычев, А. С. Бондаревская, И. В. Жевс-
товских и др., Письма в ЖЭТФ 113, 52 (2021).

27. V. V. Gudkov, in: The Jahn–Teller Effect: Funda-
mentals and Implications for Physics and Chemistry,
ed. by H. Koppel, D. R. Yarkony, and H. Barentzen,
Springer, Berlin, Heidelberg (2009), p. 743.

28. М. М. Зарипов, В. С. Кропотов, Л. Д. Ливанова,
В. Г. Степанов, ФТТ 9, 209 (1967).

29. М. М. Зарипов, В. Ф. Тарасов, В. А. Уланов,
Г. С. Шакуров, ФТТ 344, 1958 (2002).

30. I. V. Zhevstovskikh, I. B. Bersuker, V. V. Gudkov et
al., J. Appl. Phys. 119, 225108 (2016).

902



ЖЭТФ, 2021, том 159, вып. 5, стр. 903–914 c© 2021

ГЕНЕРАЦИЯ И РАСПРОСТРАНЕНИЕ ДРОБНЫХ
ФЛАКСОНОВ В ДЖОЗЕФСОНОВСКИХ СРЕДАХ

В. И. Ружицкий a,b,c, А. А. Максимовская a,b, И. И. Соловьев a,b,c,

С. В. Бакурский b,c, Н. В. Кленов a,d*

aМосковский государственный университет им. М. В. Ломоносова, физический факультет
119991, Москва, Россия

b Всероссийский научно-исследовательский институт автоматики им. Н. Л. Духова
127055, Москва, Россия

cМосковский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
НИИ ядерной физики им. Д. В. Скобельцына

119991, Москва, Россия

dМосковский технический университет связи и информатики
111024, Москва, Россия

Поступила в редакцию 8 октября 2020 г.,
после переработки 8 октября 2020 г.

Принята к публикации 28 октября 2020 г.

Рассмотрены проблемы, связанные с использованием в джозефсоновских передающих линиях 0–π-кон-
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металла.
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1. ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день «бистабильные» джозеф-
соновские контакты, для которых функция, связы-
вающая джозефсоновские ток I и фазу ϕ дважды за
период пересекает нуль с положительной производ-
ной [1, 2], представляют существенный теоретиче-
ский и практический интерес. В частности, их мож-
но использовать для создания быстрой криогенной
памяти, компактных и быстрых элементов цифро-
вой сверхпроводниковой электроники, перспектив-
ных квантовых битов [3–16]. С фундаментальной
точки зрения, такие структуры интересны в связи
с открывающейся возможностью исследовать про-
цессы рождения, распространения и гибели дроб-

* E-mail: nvklenov@gmail.com

ных флаксонов — возбуждений, переносящих долю
кванта магнитного потока топологический заряд ко-
торых менее единицы [17–24].

Данная работа находится на стыке фундамен-
тальных и прикладных исследований.

В разд. 2 мы рассматриваем динамические про-
цессы в джозефсоновской структуре на основе па-
раллельной цепочки из бистабильных джозефсонов-
ских контактов, т. е. в джозефсоновской передаю-
щей линии (Josephson transmission line, JTL).

В разд. 3 подробно исследуется ставшая недавно
актуальной в связи с развитием технологий [25–29]
проблема интеграции JTL, где перемещаются дроб-
ные флаксоны, с традиционными джозефсоновски-
ми цифровыми схемами, где в качестве носителей
информации используются вихревые токи, создаю-
щие магнитный поток, равный кванту Φ0 (возбуж-
дения с единичным топологическим зарядом).
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2. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПОЛУФЛАКСОНОВ
ПО ТОПОЛОГИЧЕСКИ-НЕТРИВИАЛЬНЫМ
ДЖОЗЕФСОНОВСКИМ ПЕРЕДАЮЩИМ

ЛИНИЯМ

Рассмотрим динамические процессы, включая
и процессы распространения дробных флаксонов,
в структурах на основе джозефсоновского контак-
та с несинусоидальной ток-фазовой зависимостью
(ТФЗ) I(ϕ). Будем далее для простоты считать, что
ТФЗ содержат только две первые гармоники, амп-
литуды которых обозначим A и B:

I(ϕ) = A sinϕ+B sin 2ϕ.

Именно среди подобных контактов существуют
«бистабильные», причем особый интерес ввиду на-
глядности получаемых результатов для нас далее
представляют 0–π-контакты, имеющие при нулевом
протекающем токе устойчивые состояния с фазами
πn, где n = 0, 1, 2, . . . Далее будем говорить о 0- и
π-состояниях (соответственно четное и нечетное n).
На рис. 1 видно, что при увеличении амплитуды A

(амплитуда первой гармоники) для фиксированного
B = 1 (амплитуда второй гармоники) увеличивается
энергия метастабильного π-состояния и уменьшает-
ся барьер, разделяющий минимумы на зависимости
энергии от фазы. При A > 2B π-состояние разру-
шается (исчезает «бистабильность»), тогда как при
A = 0 барьеры энергии 0- и π-состояний совпадают.

При рассмотрении генерации и перемещения
дробных квантов магнитного потока в системах, со-
стоящих из таких контактов, удобно полагать зна-
чение A малым (A = 0 для так называемых 2ϕ-кон-
тактов). В этом случае системе требуется примерно

–6– –4– –2– 0 2 4 6
0

1

2

3

4

5
A = 0
A = 0.5
A = 1.0
A = 1.5
A = 2.0
A = 2.5

�
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Зависимости джозефсоновской
энергии от фазы для 0–π-контакта при разных значениях

амплитуды A в ТФЗ; амплитуда B = 1

одна и та же энергия для перехода из 0-состояния в
π-состояние и из π-состояния в состояние с фазой 2π

(в случае 2ϕ-контактов энергии одинаковы), причем
этим динамическим процессам можно поставить в
соответствие прохождение части кванта магнитного
потока через слабую связь в сверхпроводящем кон-
туре.

Разберем процессы в нетривиальной джозефсо-
новской передающей линии (nontrivial Josephson
transmission line, NJTL), которая получается из
обычной заменой 0-контактов на 2ϕ-контакты.
Пусть на первый из соединенных параллельно
2ϕ-контактов приходит импульс тока, который
переведет его из 0-состояния в π-состояние. Тогда,
если ток через индуктивность больше B (с учетом
токов питания), второй контакт тоже перейдет в
состояние с фазой π. Таким образом, возбуждение
в виде волны токов и напряжений на контактах
распространяется по NJTL, но переносимый поток
в два раза меньше: мы получаем распространение
полуфлаксонов. На рис. 2 показаны рассчитан-
ные нами напряжения и фазы на контактах при
распространении флаксонов в обычной JTL и
полуфлаксонов в NJTL. В рамках расчетов мы
всюду считали, что R — нормальное сопротивление
джозефсоновских гетероструктур, C — их емкость,
время и частота везде нормируются на обратную
плазменную частоту используемых джозефсонов-
ских контактов (ωp =

√
2eA/�C), определяющую

коэффициент затухания в системе a = ωp/ωc
(ωc = 2eRA/� — характерная частота).

Заметим, что полуфлаксоны распространяются
быстрее флаксонов даже в случае одинаковых кри-
тических токов (синяя и красная кривые на рис. 2),
так как в случае полуфлаксонов контакты в JTL
меняют фазу не на 2π, а на π. Аналогично обыч-
ной JTL, уменьшение нормированной величины со-
единительной индуктивности l приводит к увели-
чению скорости движения полуфлаксона из-за уве-
личения тока через индуктивность (величина по-
следнего близка к π/l). Получается, что NJTL мож-
но использовать для увеличения скорости передачи
информации в джозефсоновских цифровых устрой-
ствах.

Для сравнения приведем результаты расчетов в
рамках обобщенной резистивной модели для дина-
мических процессов в системе из соединенных па-
раллельно 0–π-контактов с малыми значениями A

(A < 0.3). При больших значениях A системе будет
сложно перейти из 0-состояния в π-состояние, так
как из-за малой «глубины» потенциальной ямы, со-
ответствующей π-состоянию, система будет проска-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Изменения фазы на индуктивностях как функция их положения (номера k), а также напря-
жения и фазы на джозефсоновских контактах как функции времени в разные моменты времени (вставка для элемента
под номером k = 60) в обычной JTL(сплошная линия) и полуфлаксонов в NJTL (штриховая и штрихпунктирная линии).
Для JTL A = 1, B = 0, для NJTL A = 0, B = 1; частота следования импульсов 0.033, ток питания ib = 0.75 (величина

нормирована на A)

кивать в состояние с фазой 2π. В зависимости от то-
го, из какого состояния в какое переходит контакт
(из 0- в π-, или из π- в 2π-), наблюдаются два ти-
па дробных флаксонов. Эти два типа возбуждений
отличаются друг от друга по форме переносящей
их волны токов и напряжений, их суммарный поток
все равно равен кванту Φ0. На рис. 3 представле-
ны графики ϕ̇(t) для выбранного контакта в NJTL
(временное отображение движения возбуждений в
среде) для разных значений A.

Дробные флаксоны, образуемые в результате пе-
рехода из 0- в π-состояние и обратно, будем назы-
вать соответственно первым, ↑0, и вторым, ↑π, ти-
пом дробных флаксонов. Видно, что при увеличе-
нии веса первой гармоники A в ТФЗ дробные флак-
соны первого типа дольше проходят через выбран-
ный контакт и имеют меньшую «высоту». Для дроб-

ных ↑π-флаксонов все наоборот. Проинтегрировав
площадь под графиками, мы получим нормирован-
ное значение потока, которое переносит конкретный
дробный флаксон (обычный флаксон переносит нор-
мированный поток, равный 2π).

На рис. 4 на вставке показана зависимость пе-
реносимого нормированного потока от амплитуды
A первой гармоники для двух типов возбуждений
и разных значений амплитуды B второй гармони-
ки. Отметим, что индуктивность влияет на форму
и скорость распространения дробных флаксонов, но
не влияет на величину указанного потока. На основ-
ном графике показана зависимость размера дроб-
ного флаксона, выраженного через количество за-
нимаемых вихревым током джозефсоновских кон-
тактов, от величины соединительной индуктивности
для разных значений A и для разных типов воз-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Напряжения на выбранном джозефсоновском контакте как функция времени для распростра-
нения дробных флаксонов первого (слева, ↑0) и второго (справа, ↑π) типов при разных видах ТФЗ

Рис. 4. (В цвете онлайн) а) Зависимости размеров флаксонов (⇑) и полуфлаксонов первого (↑0) и второго (↑π) типов,
выраженных в количестве NJ контактов, от величины соединительной индуктивности. б) Зависимость нормированного
потока, который переносит дробный флаксон, от амплитуды A первой гармоники для разных значений амплитуды B

второй гармоники
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Напряжения на выбранном джозефсоновском контакте как функция времени для возникновения
пар дробных флаксонов первого ↑0↑π (а) и второго ↑π↑0 (б) типов при разных видах ТФЗ

буждений. Заметим, что размер дробного флаксона
при A = 0 в точке l = 0.1 равен половине разме-
ра обычного флаксона в точке l = 0.05; при таких
значениях индуктивностей через них течет одина-
ковый ток (величины соединительных индуктивно-
стей всюду нормированы на характерную индуктив-
ность используемых джозефсоновских контактов).
Область l < 0.1 соответствует случаю, когда JTL
можно считать непрерывной структурой. В области
параметров, когда применима модель сосредоточен-
ных элементов (l > 0.1), размер возбуждений слабо
зависит от индуктивности. Также видно, что дроб-
ные флаксоны первого типа увеличиваются в раз-
мере с ростом A, а второго типа — уменьшаются.

При определенных условиях, которые будут рас-
смотрены ниже, могут формироваться связанные
пары дробных флаксонов (обычные флаксоны по
NJTL распространяться не могут). Их тоже мож-
но разделить на два типа (рис. 5): первый тип (пары
↑0↑π) соответствует переходу выбранного джозефсо-
новского контакта из 0-состояния в состояние с фа-
зой 2π; а второй (пары ↑π↑0) — переходу из π-сос-
тояния в состояние с фазой 3π.

3. ИНТЕГРАЦИЯ
ТОПОЛОГИЧЕСКИ-НЕТРИВИАЛЬНЫХ
ПЕРЕДАЮЩИХ ЛИНИЙ В СОСТАВ

ДЖОЗЕФСОНОВСКИХ ЦИФРОВЫХ СХЕМ

После исследования процессов в изолированной
NJTL (где существуют возбуждения-флаксоны с то-
пологическим зарядом менее единицы) необходимо
рассмотреть ее взаимодействие с обычными джо-
зефсоновскими цифровыми схемами. Для выявле-
ния ключевых закономерностей рассмотрим компо-
зитную структуру (рис. 6), состоящую из двух обыч-
ных JTL, соединенных между собой при помощи
NJTL, причем в качестве соединений нам потребу-
ется 0–π-контакт, а не индуктивность.

Последнее требование к границам топологичес-
ки-нетривиальной области важно для рассмотре-
ния процессов рождения и распространения дроб-
ных флаксонов. При использовании индуктивности
в качестве границы двух сред фаза на соединении
будет возможно только одно устойчивое состояние.
При использовании в качестве соединения 0–π-кон-
такта флаксон может преобразоваться на границе
в дробный флаксон, причем детали процесса зави-
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Рис. 6. Схема из двух обычных JTL, соединенных между собой NJTL. Обычными крестами обозначены джозефсоновские
контакты с синусоидальными ТФЗ; крестами в квадратах — 2ϕ-контакты, G и lG — генератор флаксонов и индуктивность,

связывающая с ним структуру

сят от критического тока и затухания элемента-со-
единения. На рис. 2 было показано распростране-
ние флаксонов для случая непрерывной структуры
с большим числом контактов, связанных малой ин-
дуктивность (l � 1). Теперь удобней будет рассмот-
реть структуру с лучшей локализацией флаксонов
(lJTL ∼ 1). Кроме того, будем для простоты рас-
сматривать случай 2ϕ-контактов.

Безразмерный ток через соединительный
2ϕ-контакт в рамках обобщенной резистивной
модели имеет вид

icon = B0 sin(2ϕk−1 − 2ϕk)+

+ α0(ϕ̇k−1 − ϕ̇k) + (ϕ̈k−1 − ϕ̈k), (1)

где B0 — амплитуда второй гармоники соединитель-
ного контакта (т. е. его критический ток), α0 — ко-
эффициент затухания на соединении, k и k−1 — но-
мера узлов в соединении. Теперь запишем систему
уравнений для всей системы, пользуясь введенными
выше безразмерными величинами:

ipulse+ib−
ϕ1 − ϕ2

lJTL
= A1 sin(ϕ1) + αϕ̇1 + ϕ̈1, (2)

ib +
ϕk1−1 − ϕk1

lJTL
− ϕk1 − ϕk1+1

lJTL
=

= A1 sin(ϕk1 ) + αϕ̇k1 + ϕ̈k1 , (3)

ib +
ϕJ1,N−1 − ϕJ1,N

lJTL
− icon1 =

= A1 sin(ϕJ1,N ) + αϕ̇J1,N + ϕ̈J1,N , (4)

ib − (ϕM1 − ϕM1+1)/lNJTL + icon1 =

= B sin(2ϕM1) + αϕ̇M1 + ϕ̈M1 , (5)

ib +
ϕk2−1 − ϕk2
lNJTL

+
ϕk2 − ϕk2+1

lNJTL
=

= B sin(2ϕk2) + αϕ̇k2 + ϕ̈k2 , (6)

ib +
ϕM2−2 − ϕM2−1

lNJTL
− icon2 =

= B sin(2ϕM2−1) + αϕ̇M2−1 + ϕ̈M2−1, (7)

ib −
ϕM2 − ϕM2+1

lJTL
+ icon2 =

= A sin(ϕM2 ) + αϕ̇M2 + ϕ̈M2 , (8)

ib +
ϕk3−1 − ϕk3

lJTL
+
ϕk3 − ϕk3+1

lJTL
=

= A2 sin(ϕk3) + αϕ̇k3 + ϕ̈k3 , (9)

ib +
ϕÑ−1−ϕÑ

lJTL
= A1 sin(ϕÑ ) + αϕ̇Ñ + ϕ̈Ñ , (10)

где ib — токи питания, lJTL — индуктивности в
JTL, lNJTL — индуктивности в NJTL, A1 и A2 —
критические токи контактов в первой и второй JTL,
B — критический ток контактов в NJTL. Критиче-
ский ток B0 и коэффициент затухания α0 на соеди-
нениях возьмем равными единице.

Начнем с анализа процессов на границе между
джозефсоновскими средами с разными ТФЗ кон-
тактов. Меняя параметры соединительного контак-
та (аналог границы на разделе двух сред), мы полу-
чаем разные режимы работы. На рис. 7 для грани-
цы JTL/NJTL видно, что при малых значениях α0

пришедший из обычной передающей линии флаксон
меняет фазу соединительного 2ϕ-контакта на вели-
чину 2π, не меняя фазу в NJTL (режим затухания
«1»). В случае больших значений α0 и B0 соеди-
нительный контакт переключается медленнее, чем
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Различные режимы прохождения возбуждений через границу JTL/NJTL на плоскости пара-
метров соединительного контакта B0 и α0: a — на границу JTL/NJTL из обычной передающей линии приходит флаксон
(режим «1» — затухание флаксона на соединительном контакте, «2» — преобразование флаксона в дробный флаксон,
«3» — преобразование флаксона в пару дробных флаксонов); б — на границу NJTL/JTL из топологически-нетривиальной
передающей линии приходит дробный флаксон (режим «1» — затухание дробного флаксона на соединительном контак-
те, «4» — преобразование дробного флаксона в флаксон с отражением дробного флаксона назад); в — на границу
NJTL/JTL из топологически-нетривиальной передающей линии приходит пара дробных флаксонов (режим «1» — за-
тухание полуфлаксонной пары на соединительном контакте, «4» — преобразование в флаксон с отражением дробного

флаксона назад, «5» — преобразование в флаксон без отражения)

контакты в JTL и NJTL, что приводит к преобра-
зованию флаксона в пару дробных флаксонов (ре-
жим прохождения «3»). Наконец, при промежуточ-
ных значениях параметров «границы» флаксон пе-
реключает фазы соединительного контакта и перво-
го контакта в NJTL на величину π, что приводит к
преобразованию флаксона в дробный флаксон (ре-
жим «2»).

При анализе процессов на границе NJTL/JTL
следует рассмотреть два случая, когда из NJTL на
границу падает 1) дробный флаксон и 2) пара дроб-
ных флаксонов. Для обоих случаев возможен опи-
санный выше режим затухания при малых значе-
ниях параметров α0 и B0. На рис. 7 на плоско-
сти параметров (α0, B0) голубым цветом отмечен
режим отражения от границы (режим «4»): дроб-
ный флаксон создает на границе достаточно боль-
шой ток, чтобы переключить контакт в JTL, ко-
торый, в свою очередь, создает ток через соедине-
ние в обратном направлении, не давая измениться
фазе соединительного контакта на −π. Это приво-
дит к образованию дробного флаксона, движуще-
гося в обратном направлении. В случае, когда по
NJTL движется пара дробных флаксонов (рис. 7),
кроме режима затухания возможны еще два типа
процессов. При больших значениях параметров α0

и B0 реализуется режим прохождения, аналогичный
наблюдавшемуся в случае границы JTL/NIJTL (ре-
жим «5»). Также возможен процесс (тот же режим
«4»), когда дробный флаксон преобразуется в флак-

сон и создает ток в обратном направлении, который
складывается с током второго дробного флаксона,
что приводит к переключению соединительного кон-
такта с изменением фазы на π и рождению дробно-
го флаксона, распространяющегося в обратном на-
правлении. Отметим, что знак осциллирующего то-
ка на соединении может совпасть или не совпасть
с направлением тока следующего дробного флаксо-
на. Сложение этих токов приводит к образованию
области существования режима «4» при малых зна-
чениях α0. Как видим, суммарный топологический
заряд возбуждений сохраняется во всех описанных
процессах аналогично сохранению заряду возбуж-
дений в электронных коллективах в рамках андре-
евского отражения от границы между нормальным
металлом (N) и сверхпроводником (S).

Применим выявленные закономерности для ана-
лиза проблемы интеграции JTL из 0–π-контактов
(нетривиальных JTL) в обычные быстрые однокван-
товые схемы (rapid single flux quantum, RSFQ). Рас-
смотрим для этого композитную структуру, состоя-
щую из JTL и NJTL, соединенных 2ϕ-контактами с
параметрами B0 = 1, α0 = 1. На входе такой струк-
туры возможно возбуждение только в виде флаксо-
на, который, проходя через границу JTL/NJTL, пре-
образуется в дробный флаксон, который, в свою оче-
редь, на границе NJTL/JTL превращается во флак-
сон с отражением дробного флаксона.
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Динамика переносящих тополо-
гический заряд возбуждений в системе из двух обычных
JTL, соединенных между собой NJTL, при параметрах со-
единения B0 = 1, α0 = 1. Первая JTL состоит из 20 кон-
тактов, вторая из 15, третья из 10. а) Изменения фазы на
соединительных индуктивностях в зависимости от номера
перехода k. б) Нормированное напряжение на джозефсо-
новских контактах в разных частях структуры (k = 13, 30,

43) как функция времени

Результаты расчетов (рис. 8) показывают, что в
момент времени t = 70 по первой JTL распростра-
няется флаксон с единичным топологическим заря-
дом. На зависимости видно, что контакт k = 13 пе-
решел в состояние с фазой 2π, а на зависимости
видно возникновение «стандартного одноквантово-
го» импульса напряжения на джозефсоновском кон-
такте. К моменту времени t = 120 флаксон (⇑) из

первой JTL перешел в NJTL, трансформировавшись
в полуфлаксон. Контакт k = 30 перешел в состоя-
ние с фазой π. Этот процесс можно описать следую-
щей символической формулой: ⇑→↑0,π. Далее, в мо-
мент времени t = 147, полуфлаксон преобразовался
в флаксон, который прошел во вторую JTL и отра-
зился в виде антиполуфлаксона. Контакты k = 30

и k = 43 перешли в состояния с фазой 2π. На зави-
симости видно, что формы полуфлаксона и антипо-
луфлаксона неотличимы, так как в обоих случаях
фаза меняется в положительном направлении (сна-
чала из 0 в π, затем из π в 2π); различается для
этих возбуждений лишь направление распростране-
ния по NJTL. Представим процесс в виде символов,
разделяя скобками разные JTL. В момент времени
t = 200 антиполуфлаксон прошел в первую JTL в
виде антифлаксона и отразился в виде полуфлаксо-
на. Это можно представить следующим образом1):

()(↓0,π)() → (⇓)(↑0,π)().

На практике довольно сложно отследить им-
пульсы напряжения на джозефсоновских контак-
тах пикосекундной длительности, соответствующие
прохождению через них одиночных флаксонов и
полуфлаксонов. Поэтому необходимо проанализи-
ровать поведение структуры JTL/NJTL/JTL под
действием последовательности токовых импульсов с
частотой 0.01. На рис. 9 продемонстрированы дина-
мические процессы в исследуемой структуре для та-
кого случая. Заметим, что они почти не отличаются
от рассмотренных ранее, кроме одного момента: на
зависимости на контакте k = 13 виден (t ≈ 170) вто-
рой флаксон, пришедший со входа, а в момент вре-
мени t ≈ 200 антифлаксон отсутствует. Таким обра-
зом, флаксон и антифлаксон аннигилируют, как и
ожидалось. Запишем это в виде формулы:

(⇑)(↓0,π)() → (⇑ + ⇓)(↑0,π)() → ()(↑0,π)().

В эксперименте может быть изучена зависимость
среднего напряжения на выходе от частоты следова-
ния токовых импульсов на входе (аналог вольт-ам-
перной характеристики). На рис. 10 показана за-
висимость как выходного (на последнем контакте,
Vout), так и входного (на первом, Vin) напряжений от
частоты следования импульсов тока на входе, ωpuls.

При низких частотах следования задаваемых на
вход импульсов (вплоть до частоты осцилляций по-

1) Здесь каждая из скобок символизирует состояние соот-
ветственно первой JTL, NJTL и второй JTL в определен-
ный момент времени: нет возбуждения (пустая скобка), есть
флаксон/антифлаксон, есть дробный флаксон.
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Рис. 9. (В цвете онлайн) а) Изменения фазы на соедини-
тельных индуктивностях и на джозефсоновских контактах
(на вставке) для дробных флаксонов в структуре из двух
JTL, соединенных NJTL, при наличии периодических им-
пульсов на входе с нормированной частотой 0.01. б) Нор-
мированные напряжения как функции времени на джозеф-
соновских контактах в разных частях структуры, соответ-

ствующие различным возбуждениям

луфлаксона, ωSFO) напряжения постоянны и прак-
тически равны, так как «источником» напряжения
на выходе является осциллирующий в NJTL полу-
флаксон (редкие флаксоны на входе аннигилируют
с антифлаксонами). Напряжение снимается с джо-
зефсоновских контактов, из чего следует, что знак
для входного и выходного напряжений положитель-
ный. При рассмотрении напряжения на индуктив-
ностях знак будет противоположным.

При дальнейшем увеличении частоты основ-
ной вклад в напряжение будут вносить флаксо-
ны на входе, что объясняет линейные зависимости
〈Vout,in〉 от ωpuls при частотах больше ωSFO. Ан-
нигиляция возбуждений будет происходить всегда
в разных участках структуры. Рассчитанная зави-
симость 〈Vout〉(ωpuls) имеет более сложный вид, чем
можно было ожидать: имеется несколько линейных

Рис. 10. (В цвете онлайн) Зависимости нормированных
входного и выходного (синяя и красная линии) средних на-
пряжений от частоты входящих импульсов для структуры
JTL/NJTL/JTL. Параметры линий и соединений приведе-

ны в подписи к рис. 8

участков, разделенных скачками. Понять такое по-
ведение структуры JTL/NJTL/JTL можно из ана-
лиза рис. 11, на котором представлены динамиче-
ские процессы при нормированных частотах ωpuls,
равных 0.014, 0.0156, 0.016 и 0.018 (точки A, B, C и
D на рис. 10). Эти частоты соответствуют разным
линейным участкам на зависимости 〈Vout〉(ωpuls).

Точке A на рис. 10 соответствует ситуация, ког-
да редкие флаксоны (которые не аннигилировали во
входной JTL) со входа поступают на границу одно-
временно (смещение во времени равно или меньше
времени переключения соединительного контакта) с
антиполуфлаксоном. В результате их взаимодейст-
вия антиполуфлаксон и флаксон уничтожаются и
рождается полуфлаксон:

(⇑)(↓0,π)() → ()(↑0,π)().

Данный процесс происходит быстрее, чем просто от-
ражения антиполуфлаксона, что приводит к росту
напряжения на выходе. Отметим, что флаксоны и
антиполуфлаксоны приходят на границу одновре-
менно в некотором диапазоне частот ωpuls, так как
рассматриваемые возбуждения имеют размер боль-
ше одной ячейки.

При больших частотах (точка D на рис. 10) в
NJTL будет поступать флаксон со входа быстрее,
чем произойдет одна осцилляция полуфлаксона, что
приводит к тому, что каждый второй флаксон со
входа будет аннигилировать в NJTL. На выходе бу-
дет в два раза меньше флаксонов, чем на входе, что
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Рис. 11. Падения фазы на соединительных индуктивностях в структуре из двух JTL, соединенных NJTL, для разных
частот входного импульса (точки A, B, C и D на рис. 10)

Рис. 12. (В цвете онлайн) Схематическое изображение осцилляций полуфлаксона между границами топологически-нетри-
виальной джозефсоновской среды, иллюстрирующее аналогию между переносом топологического заряда через структуру

JTL/NJTL/JTL и куперовских пар через джозефсоновский SNS-контакт

приводит к уменьшению напряжения Vout в два раза
по сравнению с Vin:

(⇑)(↑0,π)() → (⇑)(↑0,π + ↓0,π)(⇑) → (⇑)()(⇑).

До выхода на режим, при котором происходит
деление напряжения пополам, присутствуют про-
цессы, в которых до аннигиляции осциллирующе-
го полуфлаксона с флаксоном от входа происходит
конечное число раз отражений первого от границ,
что приводит к скачкам на зависимости 〈Vout〉(ωpuls)
(точки B и C на рис. 10). Так, в процессе, соот-
ветствующем точке C, полуфлаксон успевает отра-
зиться один раз от границы на выходе. Линейный
рост на участках с определенным числом осцилля-
ций полуфлаксона между границам NJTL связан с
тем, что при увеличении частоты после аннигиля-
ции следующий флаксон приходит быстрее.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Можно заключить, что в численном эксперимен-
те было продемонстрировано распространение дроб-
ного флаксона по JTL с контактами, имеющими
нетривиальную ток-фазовую зависимость (NJTL).
Показано, что скорость распространения полуфлак-
сонов выше, чем скорость распространения флаксо-
нов. Выявлены два различных типа дробных флак-
сонов, каждый со своей спецификой распростране-
ния в такой джозефсоновской среде.

При исследовании проблем интеграции тополо-
гически-нетривиальных передающих линий (NJTL)
в состав джозефсоновских цифровых схем мы об-
наружили для границ между NJTL и JTL аналог
андреевского отражения электронов и дырок от гра-
ницы нормального металла (N) со сверхпроводни-
ком (S).
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Выделено несколько типов процессов на грани-
цах NJTL/JTL и JTL/NJTL, возникающих для раз-
ных параметров соединительного контакта (разных
«граничных условий»): затухание флаксона на гра-
нице, создание полуфлаксонов, создание полуфлак-
сонных пар, прохождение возбуждения.

В частности, найдены условия, при которых
структура JTL/NJTL/JTL является аналогом джо-
зефсоновского SNS-контакта (идея аналогии пред-
ставлена на рис. 12). В этом случае в NJTL оказал-
ся запертым полуфлаксон, который, отражаясь от
границ JTL/NJTL, генерирует флаксоны во вторую
JTL и антифлаксоны в первую JTL. Аналогом па-
раметра порядка и потенциала спаривания, форми-
рующего «потенциальную яму» для возбуждения с
дробным топологическим зарядом, будет выступать
функция от амплитуд гармонических компонент в
ТФЗ: (1 + {A−B})/2.

Рассчитанные аналоги вольт-амперных харак-
теристик для систем JTL/NJTL/JTL открывают
возможности для новых экспериментальных иссле-
дований процессов переноса топологического заряда
в джозефсоновских гетероструктурах. Специфиче-
ские для бистабильных джозефсоновских элементов
динамические процессы могут быть использованы
при создании компактных элементов фазовой логи-
ки и памяти.
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Приведены результаты экспериментов, указывающих на существование спинового стекла в легированных
бериллием квантовых ямах GaAs–AlGaAs с виртуальным переходом Андерсона. Экспериментально на-
блюдались медленная релаксация сопротивления после приложения магнитного поля и гистерезис кривой
намагниченности. Возникновение спинового стекла связано с непрямым обменом спинов локализован-
ных дырок через делокализованные состояния в области виртуального перехода Андерсона. Показано,
что изотропное отрицательное магнитосопротивление, наблюдавшееся в этих структурах, также может
быть связано со свойствами спинового стекла.

DOI: 10.31857/S0044451021050072

1. ВВЕДЕНИЕ

В течение длительного времени ведется рабо-
та по созданию структур, которые обладали бы
одновременно полупроводниковыми и магнитными
свойствами. Как правило, для того чтобы при-
дать полупроводнику магнитные свойства, в него
вносят магнитные примеси. Так, например, леги-
руя GaAs-структуры примесью Mn, можно добить-
ся ферромагнетизма с температурой Кюри вплоть
до 100 К [1,2].

Тем не менее, даже если в полупроводнике име-
ются только обычные (не магнитные) примеси, в
нем есть нескомпенсированные спины, так как у
электрона, локализованного на доноре, или у дырки,
локализованной на акцепторе, есть спин. Возникает
вопрос, не может ли магнитно-упорядочение состо-
яние (ферромагнитное или спиновое стекло) появ-
ляться в системе заполненных доноров и акцепто-
ров. Известно, что такое состояние не возникает вда-
ли от перехода металл–диэлектрик. В том случае,
если концентрация N легирующей примеси и длина
локализации a достаточно велики,Na2 � 0.2 (в дву-

* E-mail: avshumilin@mail.ioffe.ru

мерном случае), примесные состояния сливаются с
краем зоны проводимости или валентной зоны и ло-
кализованные электроны в системе фактически ис-
чезают. В противоположном случае малого легиро-
вания, Na2 � 0.2, локализованные электроны свя-
заны антиферромагнитным взаимодействием, экс-
поненциально убывающим на расстояниях поряд-
ка a. При низкой температуре подобные электро-
ны образуют структуру, известную как глобальное
синглетное состояние или фаза Бхатта –Ли [3]. При
этом все связанные спины образуют общее синглет-
ное состояние, которое не связано со спонтанным
нарушением симметрии и практически не взаимо-
действует с окружением. В теории такое состояние
появляется при выполнении двух условий:

1) обменное взаимодействие антиферромагнит-
но, изотропно и экспоненциально убывает с рассто-
янием между центрами;

2) характерное расстояние между центрами,
N−1/2, много больше расстояния, на котором
убывает обменное взаимодействие (обычно это a/2).

Тем не менее не существует однозначных пред-
сказаний о том, каким будет магнитное состоя-
ние электронов на примесях вблизи перехода ме-
талл–диэлектрик. Строгой теории для этого слу-
чая не существует, и особый интерес представля-
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ют экспериментальные исследования. В частности,
в работе [4] были получены результаты, интерпре-
тированные как появление ферромагнитной фазы в
объемных образцах Ge :As, близких к переходу ме-
талл–диэлектрик.

В данной работе мы приводим результаты,
указывающие на существование спинового стек-
ла в легированных бериллием квантовых ямах
GaAs–Al GaAs, в которых происходит виртуальный
переход Андерсона [5, 6]. Он соответствует появле-
нию делокализованных состояний при концентра-
циях примесей, значительно меньших тех, которые
обычно соответствуют переходу Мотта –Андерсона.
Делокализованные состояния возникают из-за
аномально малого разброса энергий примесей,
связанного с малым количеством компенсирующей
примеси и удалением компенсирующей приме-
си из квантовых ям в барьеры. Из-за этого для
части состояний в примесной зоне оказывается
выполнен критерий перехода Андерсона. Важно
при этом, что система по-прежнему находится на
диэлектрической стороне перехода Мотта. Таким
образом, делокализованные состояния однократ-
но заполнены, и проводимость по ним возможна
только в результате активационных процессов.
Экспериментально виртуальный переход Андерсона
проявляется в активационной температурной зави-
симости проводимости с малой энергией активации
(на порядок меньшей, чем энергия активации в
зону) и в возможности ударной ионизации носи-
телей в делокализованную часть примесной зоны,
приводящей к пробою при низких температурах
при измерении проводимости в режиме постоянного
тока [6].

Основными экспериментами, подтверждающими
состояние спинового стекла, являются наблюдение
различий свойств системы, охлажденной в поле и
без поля, логарифмические релаксации свойств по-
сле выведения спиновой подсистемы из равновесия и
гистерезис кривых намагниченности. Медленная ре-
лаксация сопротивления и гистерезис намагничен-
ности наблюдались в нашем образце. Кроме того,
в образце наблюдается линейное изотропное отри-
цательное магнитосопротивление, которе мы также
связываем с фазой спинового стекла.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ
СВИДЕТЕЛЬСТВА СПИНОВОГО СТЕКЛА

В этом разделе мы приводим результаты из-
мерений зависимостей проводимости от времени и
магнитного поля в образце с квантовыми ямами

GaAs–Al0.3Ga0.7As, выращенном методом молеку-
лярной эпитаксии. Образец содержат 5 квантовых
ям GaAs размером 15 нм и разделяющие их барьеры
Al0.3Ga0.7As толщиной 100 нм. При этом акцепто-
рами (Be) легировался центр квантовых ям, а ком-
пенсирующая примесь (Si) вносилась в узкую об-
ласть шириной 5 нм в центре барьеров. Концентра-
ция акцепторной примеси в ямах была равна Na ≈
≈ 1012 см−2, что соответствует значению Na2 =

= 0.09. Это примерно в 1.5–2 раза меньше значения
Na2, соответствующего переходу Мотта –Андерсо-
на в двумерных структурах со степенью компенса-
ции, близкой к 1/2. Степень компенсации донорны-
ми примесями в барьере с концентрацией Nd состав-
ляла Nd/Na ∼ 0.1. Существенно, что компенсирую-
щие примеси располагались вне двумерного прово-
дящего слоя, что уменьшает энергетический беспо-
рядок в примесной зоне и способствует виртуально-
му переходу Андерсона [5].

При низких температурах температурная зави-
симость проводимости (рис. 1a) следует закону Ар-
рениуса с малой энергией активации ε4 ≈ 3 мэВ.
Это соответствует активации носителей с уровня
Ферми в делокализованные состояния в примесной
зоне. При высоких температурах становятся важ-
ны другие процессы, идущие с энергией активации
ε1 ≈ 22 мэВ. Мы предполагаем, что это — активация
дырок в валентную зону. При температурах T ≈ 4 K
и токе 1 нА наблюдался пробой, характерный для
систем с виртуальным переходом Андерсона.

На рис. 1б приведены результаты измерения маг-
нитосопротивления в образце при температуре 8 К.
Скорость развертки магнитного поля составляла
0.8 Тл/мин. При достаточно больших полях (око-
ло 10 Tл) магнитосопротивление положительно и
сильно анизотропно, что естественно для двумер-
ных структур с квантовыми ямами. Однако при ма-
лых полях магнитосопротивление оказывается изо-
тропным, отрицательным и линейным. Такое пове-
дение магнитосопротивления было подробно описа-
но в работе [7]. Изотропный характер магнитосопро-
тивления в двумерной структуре может указывать
на его спиновую природу. Ниже мы покажем, что
именно такой характер магнитосопротивления сле-
дует ожидать в случае появления в образце спино-
вого стекла.

Изображенное на рис. 1б магнитосопротивление
было измерено после первого (после охлаждения об-
разца) включения магнитного поля и при большой
скорости развертки. Однако при непрерывном пи-
лообразном изменении магнитного поля магнито-
сопротивление медленно релаксирует к стационар-
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Рис. 1. a) Зависимость сопротивления образца от темпера-
туры. Штриховыми прямыми изображен закон Аррениуса
с энергиями активации ε1 ≈ 22 мэВ и ε4 ≈ 3 мэВ. б) Зави-
симости магнитосопротивления, измеренного при 8 К для
двух направлений магнитного поля: параллельного (H‖) и

перпендикулярного (H⊥) плоскости образца

ной форме, как показано на рис. 2а. Магнитосо-
противление измерялось при токе 1 нА и темпе-
ратуре 4.2 К, скорость развертки магнитного по-
ля 0.2 Тл/мин. Видно, что сопротивление медлен-
но уменьшается после приложения магнитного по-
ля независимо от его направления. Очень похожая
зависимость магнитосопротивления от времени на-
блюдалась в спиновом стекле, возникающем в суб-
монослойных пленках железа [8]. На рис. 2б постро-
ена зависимость медленной релаксации сопротивле-
ния от времени в логарифмическом масштабе. Ис-
следуя поведение сопротивления в точках, соответ-
ствующих магнитному полю, равному нулю (пока-
заны стрелками на рис. 2б), можно заметить, что в
процессе релаксации сопротивление зависит от вре-

Рис. 2. Зависимости сопротивления при температуре 4.2 К
при скорости развертки магнитного поля 0.2 Тл/мин, а —
зависимость сопротивления от поля при нескольких по-
следовательных изменениях магнитного поля. Стрелками
показано направление изменения магнитного поля; б —
зависимость сопротивления от времени в логарифмиче-
ском масштабе. Стрелками показаны точки, соответст-
вующие нулевому полю. Штриховая линия изображает
протокол развертки поля. Прямая соответствует закону

R = R0 − δR ln t

мени как линейная функция ln t. Такая зависимость
является одним из характерных признаков спиново-
го стекла.

Похожая картина наблюдалась и при темпера-
туре 7 К (рис. 3). На рис. 3a изображены прото-
кол изменения магнитного поля от времени (синяя
штриховая линия), а также зависимость сопротив-
ления от времени. Важно, что в этой схеме раз-
вертки поля есть промежутки времени, когда поле
удерживалось при нулевом значении. В эти момен-
ты времени было возможно провести измерение тем-
пературы образца. На рис. 3б изображена зависи-
мость сопротивления от времени в логарифмичес-
ком масштабе. В моменты времени, когда магнит-
ное поле равнялось нулю, приведены измерения тем-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Зависимости сопротивления при
медленной развертке магнитного поля при температуре
7 К: а — зависимости сопротивления (черная сплошная
линия) и магнитного поля (синяя штриховая линия) от
времени; б — зависимости сопротивления (черная сплош-
ная линия) и температуры (красные точки) от времени в

логарифмическом масштабе

пературы (красные точки). Флуктуации температу-
ры с учетом точности измерений составляли при-
мерно 0.01 K, что с учетом температурной зави-
симости R ∝ exp(3 мэВ/T ) соответствует измене-
нию сопротивления на 0.6% и позволяет исключить
нестабильность температуры как паразитное явле-
ние, приводящее к медленным релаксациям. Штри-
ховая прямая на рис. 3б показывает, что и в этом
случае медленная релаксация сопротивления хоро-
шо описывается законом

R = R0 − δR ln t,

характерным для спиновых стекол.
Контроль температуры в процессе измерения

медленной релаксации однозначно свидетельствует
о том, что она связана непосредственно со свойства-
ми образца. Однако в диэлектрических материалах
существует еще один физический механизм, приво-
дящий к медленной релаксации свойств со време-
нем, так называемое кулоновское стекло [9]. С по-
мощью этого механизма были объяснены медлен-

Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимость магнитного момента
M образца от поля при медленной развертке магнитного
поля при T = 2 K (синие кружки), наблюдается гистере-
зис в полях около 0.1 Tл. Для сравнения приведена кривая
намагниченности аналогичного образца, находящегося на
металлической стороне перехода Мотта –Андерсона (крас-

ные заполненные кружки)

ные релаксации магнитосопротивления в похожей
системе с модуляционно-легированными квантовы-
ми ямами, где и барьеры, и ямы легировались акцеп-
торами, что приводило к заполнению верхней зоны
Хаббарда [10, 11]. Тем не менее кулоновское стекло
тесно связано с температурной зависимостью сопро-
тивления

R ∝ exp
(√

T0/T
)

(так называемый закон Эфроса –Шкловского [12]).
Этот закон наблюдался в работах [10, 11], но не на-
блюдается в исследуемом образце. Кроме того, меха-
низм влияния магнитного поля на кулоновское стек-
ло, вообще говоря, не очевиден. В работах [10, 11]
был предложен подобный механизм, основанный на
частичном заполнении верхней зоны Хаббарда. Этот
механизм не применим в нынешнем случае, так как
в исследуемом образце верхняя зона Хаббарда не за-
полнена.

Для того чтобы доказать, что медленные изме-
нения сопротивления связаны именно с образовани-
ем спинового стекла, мы провели измерения кривой
намагниченности (рис. 4). Намагниченность изме-
рялась при медленной развертке магнитного поля
и температуре 2 К. Синими кружками изображе-
на кривая намагниченности нашего образца. Кривая
содержит гистерезис в полях около 0.1 Tл. Для срав-
нения мы привели кривую намагниченности анало-
гичного образца, в котором концентрация акцептор-
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Рис. 5. а) Структура примесной зоны (зависимость плотности состояний g от энергии дырок Eh). б) Схема косвенного
обменного взаимодействия

ной примеси составляла 1.5 · 1012 см−2, а измерения
проводимости показывали, что образец находится
на металлической стороне перехода Мотта –Андер-
сона (красные заполненные кружки). В этом образ-
це гистерезис не наблюдается. Гистерезис кривых
намагниченностей, как и линейная зависимость со-
противления от ln t, является одним из характерных
признаков спинового стекла.

Полученные нами данные говорят, что в нашем
образце реализуется фаза спинового стекла. Ни-
же, в разд. 3, мы покажем, почему спиновое стек-
ло может возникать в немагнитных полупроводни-
ках, где наблюдается виртуальный переход Андер-
сона. В разд. 4 мы покажем, как с фазой спинового
стекла связано изотропное отрицательное магнито-
сопротивление.

3. КОСВЕННОЕ ОБМЕННОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В МАТЕРИАЛАХ С

ВИРТУАЛЬНЫМ ПЕРЕХОДОМ
АНДЕРСОНА

В этом разделе мы показываем, что виртуаль-
ный переход Андерсона приводит к особенному кос-
венному обменному взаимодействию, не характерно-
му ни для диэлектрических, ни для металлических
систем. Оно связано с комбинацией сильнолокали-

зованных состояний и однократно заполненных де-
локализованных состояний. Заметим, что однократ-
ность заполнения тесно связана с тем, что систе-
ма находится на диэлектрической стороне перехо-
да Мотта: в металлических системах делокализован-
ные состояния ниже уровня Ферми заполнены дву-
кратно.

Структура примесной зоны в исследуемом об-
разце изображена на рис. 5а. По вертикальной оси
на рисунке отложена энергия дырок Eh, соответ-
ственно, валентная зона находится наверху зонной
диаграммы. По горизонтальной оси отложена плот-
ность состояний g(E). Примесные состояния (ниж-
няя зона Хаббарда) заполнены дырками вплоть до
энергии Ферми EF . При этом дырки могут быть раз-
делены на сильнолокализованные, имеющие длину
локализации, сопоставимую с длиной локализации
одиночного акцептора (показанные красным цве-
том) и делокализованные (показаны зеленым). Так
как длина локализации как функция энергии непре-
рывна, между этими двумя областями лежат «псев-
долокализованные» состояния. Для этих состояний
волновые функции имеют конечную длину лока-
лизации ã, однако эта длина больше характерного
расстояния между примесями N−1/2. Уровень Фер-
ми лежит в области сильнолокализованных дырок.
Проводимость определяется активацией делокали-
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зованных дырок из «зеленой» области на зонной
диаграмме в состояния выше уровня Ферми. Этой
активации соответствует энергия ε4.

Для нашей задачи важно, что система все еще
находится на диэлектрической стороне перехода
Мотта, т. е. энергия Хаббарда EHub > I, где I — ти-
пичное значение интегралов перекрытия. Это озна-
чает, что делокализованные и псевдолокализован-
ные состояния заполнены лишь однократно. Дву-
кратное заполнение состояния соответствует верх-
ней зоне Хаббарда, которая отделена от нижней до-
статочно большой энергией EHub и обозначена на
рис. 5а штриховой линией. В равновесии верхняя зо-
на Хаббарда не заполнена, однако ее наличие делает
возможными виртуальные переходы дырок между
различными делокализованными уровнями. Такие
переходы связаны с виртуальным увеличением энер-
гии дырки на величину EHub. В полностью метал-
лической системе, где делокализованные состояния
заполнены двукратно, подобные виртуальные пере-
ходы между заполненными уровнями невозможны.
Мы предполагаем, что дырки в делокализованных
состояниях остаются парамагнитными. Тем не ме-
нее, мы считаем, что делокализованные дырки мо-
гут участвовать в обменном взаимодействии между
спинами локализованных дырок.

Рассмотрим обменное взаимодействие спинов
двух дырок в сильнолокализованных состояниях.
Известно, что между ними существует прямой
обмен, энергия которого Jdir экспоненциально
убывает с расстоянием:

Jdir ∼ J0 exp

(
−2

a
|R1 −R2|

)
S1 · S2. (1)

Здесь R1, R2 — положения спинов, a � N−1/2 —
длина локализации для сильнолокализованных со-
стояний, J0 — энергия взаимодействия двух близко
расположенных спинов, S1 и S2 — операторы спинов
сильнолокализованных дырок.

Тем не менее существует также обменная энер-
гия между локализованным в точке R1 спином и
делокализованными дырками. Оператор такого об-
мена можно написать в виде J0a2S1 · s(R1). Здесь
s(R1) = sδ(r − R1) — оператор спина делокализо-
ванных дырок с координатой r, равной R1. Эта об-
менная энергия может приводить к виртуальным пе-
реходам между делокализованными уровнями, ко-
торые, в свою очередь, приводят к косвенному об-
менному взаимодействию между локализованными
дырками. В первом порядке по J0/EHub энергию та-
кого косвенного обмена можно записать в виде

Jind =
1

2

∑
n,k

2J2
0a

4(S1 · s(R1))nk(S2 · s(R2))kn
εn − εk − EHub

. (2)

Схематично процесс, соответствующий слагаемому
n, k, изображен на рис. 5б. Обменное взаимодейст-
вие с локализованным спином S1 виртуально пере-
водит дырку с уровня n на уровень k верхней зоны
Хаббарда. Этот процесс возможен, только если спин
дырки, уже занимающей состояние k в нижней зоне
Хаббарда, противоположен спину дырки на уровне
n, что приводит к множителю 1/2 перед суммой. Да-
лее дырка движется по делокализованному уровню
k и взаимодействует с локализованным спином S2,
приводя к косвенному обменному взаимодействию.

Так как мы предполагаем EHub � |εn−εk|, энер-
гию косвенного обмена можно оценить как

Jind ∼ − J2
0

EHub
Λ(R1,R2)S1 · S2, (3)

где Λ(R1,R2) — двухдырочная корреляционная
функция,

Λ(R1,R2) =
∑
n,k

ψ∗
n(R1)ψn(R2)ψ

∗
k(R2)ψk(R1). (4)

Здесь суммирование по n и k происходит по всем
делокализованным и псевдолокализованным состоя-
ниям (поскольку длина локализации псевдолокали-
зованых состояний больше расстояния между при-
месями, они, как и делокализованные состояния
принимают участие в косвенном обмене), ψn(r) —
волновая функция делокализованного состояния n.

Такой механизм косвенного обмена напоминает
РККИ-обмен в металлах [13], но также имеет и су-
щественные отличия. В металлах состояния ниже
уровня Ферми двукратно заполнены, все состояния
выше уровня Ферми пусты. Из-за этого даже вир-
туальные переходы могут идти, только если состоя-
ние n лежит ниже уровня Ферми, а k — выше. В
нашем случае все состояния заполнены однократно,
так что n и k — любые делокализованные состояния.
Необходимо, разумеется, чтобы они были заполне-
ны дырками с разными проекциями спина, что про-
исходит с вероятностью 1/2. При этом в обменной
энергии (3) в знаменателе появляется EHub.

Косвенная обменная энергия содержит малый
множитель J0/EHub, однако она не убывает экс-
поненциально на расстояниях порядка a. Ее за-
висимость от расстояния определяется функцией
Λ. При малых |R1 − R2| функция Λ положитель-
на, и ее можно оценить как N2a4. Ее зависимость
от расстояния |R1 − R2| связана с характером со-
стояний, которые обеспечивают косвенный обмен.
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Для псевдолокализованных состояний с длиной ло-
кализации ã имеем Λ ∝ exp(−2|Ri − Rj|/ã), т. е.
Λ убывает экспоненциально, но на больших дли-
нах ã � N−1/2, что позволяет иметь эффектив-
ный обмен со многими соседями. Для состояний с
определенным импульсом, волновые функции кото-
рых представляют собой осциллирующие экспонен-
ты, асимптотика Λ была бы степенной (пропорцио-
нальной 1/|Ri − Rj|2). При этом кроме степенного
убывания функция Λ(Ri −Rj) содержала бы неко-
торые осцилляции, но всегда оставалась бы положи-
тельной. Вблизи перехода металл–диэлектрик вол-
новые функции имеют сложную структуру. Это мо-
жет, в принципе, сделать функцию Λ отрицательной
на определенных расстояниях.

Для нашей теории важно, что косвенный обмен
приводит к обменной энергии порядка J2

0 /EHub,
имеющей отрицательный или случайный знак,
на расстояниях, по крайней мере сопоставимых
с несколькими расстояниями между примесями.
Это нарушает основные предположения теории [3],
из которых следует, что при низкой температуре
спины образуют глобальное синглетное состояние.

Наиболее вероятная спиновая структура, возни-
кающая при низких температурах при конкуриру-
ющих отрицательной Jdir и положительной (или
имеющей случайный знак) Jind энергиях обмена, —
это спиновое стекло. Наличие в образце спинового
стекла позволяет объяснить наши результаты: мед-
ленную релаксацию магнитосопротивления и гисте-
резис кривой намагниченности. Ниже мы покажем
также, что с помощью спинового стекла можно объ-
яснить и необычное изотропное отрицательное маг-
нитосопротивление.

4. МАГНИТОСОПРОТИВЛЕНИЕ

Как правило, отрицательное магнитосопротив-
ление, линейное по магнитному полю, в диэлектри-
ческих образцах связывают с интерференционными
(орбитальными) явлениями в прыжковой проводи-
мости [14,15]. При проводимости по делокализован-
ным состояниям орбитальное отрицательное магни-
тосопротивление может быть связано с явлением
слабой локализации. В обоих случаях магнитосо-
противление определяется потоком магнитного по-
ля через некий замкнутый контур, соответствую-
щий возможным путями движения электрона или
дырки. Магнитосопротивление должно исчезать в
случае, когда движение носителей происходит в од-
ной плоскости и направление магнитного поле так-

же лежит в этой плоскости. Тем не менее измерен-
ное нами отрицательное магнитосопротивление изо-
тропно (см. рис. 1б). Это указывает на его спиновую
природу и его связь c фазой спинового стекла. Заме-
тим, что отрицательное магнитосопротивление, ли-
нейное в определенной области полей, наблюдалось
в различных материалах, где фаза спинового стек-
ла связана с магнитными атомами [8,16–18]. В этом
разделе мы показываем, как такое магнитосопро-
тивление может появляться в спиновых стеклах из-
за близости материала к переходу металл–диэлект-
рик.

Вблизи перехода Андерсона проводимость систе-
мы достаточно резко зависит от соотношения ΔE/I,
где I — типичное значение интегралов перекрытия,
ΔE — разброс энергий примесей. Мы предполагаем,
что ΔE состоит из двух частей: случайной энергии
ΔE0, связанной со случайными электрическими по-
лями, и спиновой случайной энергии ΔEs. При этом
ΔEs � ΔE0 и напрямую зависит от намагниченно-
сти локализованных спинов. Если локализованные
спины полностью поляризованы, то магнитного бес-
порядка нет и ΔEs = 0. Эти две энергии никак не
коррелированы друг с другом, поэтому полный раз-
брос случайной энергии можно описать как

ΔE =
√

(ΔE0)2 + (ΔEs)2 = ΔE0 +
1

2

ΔE2
s

ΔE0
. (5)

Сопротивление системы является функцией
ΔE/I, поэтому поправку к нему можно описать как

δR =
∂R

∂ΔE/I

ΔE2
s

2IΔE0
. (6)

Для объяснения изотропного линейного магни-
тосопротивления мы используем модель капель. Мы
предполагаем, что спиновое стекло имеет самопо-
добную структуру, т. е. его поведение можно рас-
сматривать на различных масштабах, различаю-
щихся в какое-то число раз.

Рассмотрим масштаб m (где m — длина, изме-
ренная в единицах N−1/2, соответствующих рассто-
янию между соседними локализованными спинами).
На этом масштабе мы можем считать, что спиновое
стекло условно разбито на капли с концентрацией
порядка m−2. Внутри капли спины жестко связа-
ны в каких-то случайных положениях, однако кап-
ля может перевернуть свой спин как целое. Полный
спин капли связан со случайным характером спи-
нов внутри нее. Он пропорционален корню из пло-
щади капли,

√
m2 = m. Соответственно, зееманов-

ская энергия капли на этом масштабе может быть
оценена как μBgHm, где μB — магнетон Бора, g —
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g-фактор дырки. Если границу капли провести фик-
сированным образом, то с учетом того, что обменная
энергия имеет случайный знак, энергия границы
капли окажется порядка J̃0m1/2. Здесь J̃0 � J0 — ха-
рактерная обменная энергия, приходящаяся на од-
ну пару локализованных спинов. Уже в таком при-
ближении видно, что вначале происходит перемаг-
ничивание на больших масштабах, а только потом —
на малых. Тем не менее существует очень большое
число возможностей, как именно провести грани-
цу капли. Намагниченность капли будет перевора-
чиваться в тот момент, когда зеемановская энергия
станет больше минимальной из энергий ее границы.
Чем больше размер капли, тем больше существует
возможностей провести ее границу. Таким образом,
энергия границы больших капель будет существенно
меньше J̃0m1/2. Соответственно, мы предполагаем,
что энергия границы капли зависит от ее размера:

J(m) = J̃0/m
α, α > −1/2.

Мы ожидаем, что величина α может быть положи-
тельной, т. е. из-за того, что у больших капель суще-
ствует очень большое число независимых способов
выбора границы, энергия границы даже уменьшает-
ся с увеличением размера капли. Подобная модель
капель рассматривалась в работе [19].

Капли масштаба m намагничиваются в поле
μBgH = J̃0/m

α+1. Или можно сказать наоборот, в
магнитном поле H переворачиваются капли на мас-
штабе

m =

(
J̃0

μBgH

)1/(α+1)

. (7)

При намагничивании капель с масштабом m систе-
ма получает средний спин порядка m−1 (посколь-
ку суммарный спин капли порядка m, а концентра-
ция капель порядка m−2). При этом, так как сосед-
ние масштабы отличаются друг от друга в какое-то
число раз (т. е. их последовательность образует гео-
метрическую прогрессию), эту же оценку можно ис-
пользовать и для полной намагниченности (средней
проекции спина) в поле H :

S =

(
μBgH

J̃0

)1/(α+1)

. (8)

Заметим, что такая зависимость намагниченности
от поля неаналитична в малых полях.

При выстраивании спинов случайная энергия
ΔEs, связанная с ними, становится меньше. Ес-
ли средняя намагниченность равна S, то примерно
(1 + S)/2 спинов смотрят вверх, а (1− S)/2 — вниз.

Это соответствует дисперсии проекций спина на ось
магнитного поля (1/4)(1 − S

2
). При этом спиновую

случайную энергию можно описать как

ΔEs(H) = ΔEs(0)

√
1− S

2
. (9)

Это приводит к следующему выражению для маг-
нитосопротивления:

R(H)−R(0) =

= − ∂R

∂ΔE/I

ΔE2
s (0)

IΔE0

(
μBgH

J̃0

)2/(α+1)

. (10)

При α > 0 магнитосопротивление неаналитично при
H → 0. При α = 1 оно линейно.

В рамках рассмотренной простой модели намаг-
ниченности невозможно надежно определить α. Тем
не менее эта модель не специфична для спинового
стекла в полупроводниковых структурах, и ее ре-
зультаты можно сравнить с численными расчетами
и измерениями намагниченности и магнитосопро-
тивления в более традиционных спиновых стеклах.
Численные расчеты основного состояния двумерно-
го изинговского спинового стекла [20–22] подтверж-
дают неаналитичность зависимости намагниченно-
сти от магнитного поля. Тем не менее значения сте-
пени в зависимости S ∝ H1/(α+1), полученные раз-
ными методами, различаются (от 1/(α + 1) = 1/3

[22] до 1/(α+1) = 0.77 [21]). Несмотря на то, что мы
предполагаем в нашем случае обменное взаимодей-
ствие гейзенберговским, мы надеемся, что результа-
ты расчета намагниченности в двумерном изингов-
ском спиновом стекле качественно применимы и к
нашему случаю.

При сравнении наших результатов с данными
для других спиновых стекол следует заметить, что
хотя обсуждающийся нами механизм магнитосопро-
тивления и связан с близостью перехода металл–ди-
электрик, связь квадрата намагниченности и магни-
тосопротивления,R(H)−R(0) ∝ S

2
, возникает и при

других механизмах и наблюдалась, например, в ме-
таллических сплавах [23,24], проявляющих свойства
спинового стекла. Зависимость S ∝

√
H и связанное

с этим линейное отрицательное изотропное магнито-
сопротивление наблюдались в сплаве Fe61Ni19Cr20
[25]. Также отрицательное магнитосопротивление,
линейное в определенной области полей, наблюда-
лось в спиновых стеклах, образующихся в субмо-
нослойных пленках железа на InAs [8] и в гидро-
генезированном графене [18]. Таким образом, хотя
описанная нами картина и не универсальна (напри-
мер, теоретическая модель не учитывает гистерези-
са кривой намагниченности, который не очень велик
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в нашем случае, но может играть определяющую
роль в других спиновых стеклах), она согласуется
с численными расчетами и результатами реальных
экспериментов в некоторых спиновых стеклах.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы привели результаты экспериментов, пока-
зывающие, что легированный бериллием образец
с квантовыми ямами GaAs–AlGaAs, в котором
происходит виртуальный переход Андерсона, де-
монстрирует свойства, типичные для спиновых сте-
кол. В частности, кривая намагниченности образца
содержит гистерезис, и сопротивление образца мед-
ленно релаксирует во времени после приложения
магнитного поля. Также в образце наблюдается
изотропное отрицательное магнитосопротивление,
линейное в широкой области магнитных полей.
Мы связываем эти свойства с тем, что благодаря
виртуальному переходу Андерсона в системе дырок,
локализованных на акцепторах, возникает спиновое
стекло. Его возникновение обусловлено косвенным
обменом между спинами сильнолокализованных
дырок через однократно заполненные состояния
в области виртуального перехода Андерсона.
Линейное изотропное отрицательное магнитосопро-
тивление при этом связано с влиянием спинового
стекла на переход металл–диэлектрик.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (грант №19-02-00184). Теоре-
тическая часть работы поддержана Фондом разви-
тия теоретической физики и математики «БАЗИС».
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Предложен энергетический критерий уровня агломерации (слипаемости) нанопроволок, зафиксирован-
ных у основания на жесткой подложке и находящихся в сплошной среде (воздух, жидкость), исключаю-
щей капиллярные явления. Критерий основан на конкуренции упругой энергии согнутой нанопроволоки
и энергии образования ее поверхности и может быть применен также к прилипанию нанопроволок к
поверхности, а в модифицированном виде — к слипанию деталей микро- и наномеханизмов. В качестве
конкретного примера рассмотрены нанопроволоки для гигантского комбинационного рассеяния света,
полученные методом шаблонного синтеза на базе трековых мембран с последующим удалением полиме-
ра.

DOI: 10.31857/S0044451021050084

1. ВВЕДЕНИЕ

Массивы нанопроволок (НП), выращенные на
подложке, могут быть перспективны при производ-
стве электродов для солнечных батарей и топлив-
ных элементов [1–5]. Увеличение длины НП зна-
чительно увеличивает эффективную площадь та-
ких электродов. Однако при изготовлении подобных
массивов возникает проблема агломерации НП при
высыхании. При этом резко уменьшается эффектив-
ная площадь поверхности, а вслед за ней и эффек-
тивность электродов.

Вместе с тем эффект агломерации (группирова-
ния) в ансамблях НП оказался полезным при со-
здании ГКР-активных (ГКР — гигантское комбина-
ционное рассеяние) структур-наноантенн и поверх-
ностей (ГКР-подложек) с большим коэффициентом
усиления [6–8]. Особым образом изготовленные ме-
таструктуры/метаповерхности могут обладать уни-
кальными магнитными свойствами [9, 10], а так-
же позволяют существенно усиливать сигналы ком-
бинационного рассеяния света и/или люминесцен-

* E-mail: irinarasum9@mail.ru

ции вплоть до возможности детектирования отдель-
ных молекул, полупроводниковых квантовых точек
(нанокристаллов), центров окраски в кристаллах
[11–14].

В нашем случае НП изготавливают из плазмон-
ных металлов (или покрывают плазмонными метал-
лами) [15–17]. Оказывается, что при агломерации
НП в области их контакта образуется область ло-
кального увеличения электрического поля, так на-
зываемая горячая точка. За счет этого и удается по-
лучить значительное усиление ГКР-сигнала иссле-
дуемого вещества, помещенного на такую подложку.
При этом наибольшее усиление наблюдается при то-
чечном контакте нескольких НП [18].

2. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Одним из эффективных и простых способов по-
лучения ГКР-подложек с НП является метод шаб-
лонного синтеза [19]. В этом случае поры в шаб-
лоне заполняются металлом (например, серебром).
В данной работе в качестве шаблонов были исполь-
зованы полимерные трековые мембраны (ТМ). На
сегодняшний день в мире отлажено производство
ТМ с порами разного диаметра, вариацией плотнос-
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Рис. 1. Микрофотографии НП радиусом 50 нм различной длины

ти их распределения по поверхности, с системами
различно ориентированных пор [20]. Используются
особенности структуры ТМ, прежде всего одинако-
вый размер пор в данной партии. В данной рабо-
те для получения подложки с НП поры в ТМ из
полиэтилентерефталата заполняются серебром, по-
сле чего полимерный шаблон удаляется в концен-
трированном растворе щелочи (6M NaOH) при тем-
пературе 60 ◦C [21], а подложка с НП промывается
и сушится. Диаметры пор были выбраны от 60 до
150 нм, поверхностная плотность пор — от 8.4 · 109
до 9.3 · 108 см−2 соответственно.

Было обнаружено, что при высыхании НП начи-
нают группироваться (рис. 1). При этом чем боль-
ше длина НП, тем большее их количество оказы-
вается в пучке. Отмечено, что существует мини-
мальная длина, при которой происходит группиров-
ка единичных НП. Поэтому НП именно такой длины
являются наиболее эффективными для применения
в качестве ГКР-подложек. При слипании соседние
НП сгибаются (рис. 1), т. е. возникают упругие си-
лы, препятствующие слипанию. Во многих работах
[1, 2, 22], относящихся как к проволокам на подлож-
ке, так и к массе отдельных НП, проведены расчеты
всех действующих в данной ситуации сил, включая
силы межмолекулярного взаимодействия, упругие
силы, капиллярные. Задача включает многие пара-
метры, не только физические, но и геометрические,
не всегда определяемые, поэтому предсказательная
сила расчетов проблематична. Мы предлагаем дру-
гой подход, не силовой, а энергетический, сходный
с теорией роста трещин в твердом теле, предложен-
ной Гриффитом [23]. Рассматриваем случай, когда
НП расположены на жесткой подложке и целиком
в среде (воздух, жидкость), так что капиллярные
эффекты исключены.

Рис. 2. a) Модель симметричного слипания двух НП (два
варианта). б) Геометрические параметры модели, пункти-

ром изображены оси НП

Рассмотрим модель, в которой слипшиеся НП
расположены симметрично (рис. 2а). В других слу-
чаях, включая вариант, когда деформацию изгиба
испытывает только одна НП, в расчетах появит-
ся коэффициент порядка единицы. Обозначим всю
длину НП как Lo, не слипшуюся на данный момент
длину обозначим L. Среднее расстояние между НП,
полученными на базе ТМ, связано с плотностью пор
n соотношением d = 1/

√
n 1).

При уменьшении области слипания («раздире»
проволок) уменьшается энергия упругой деформа-
ции: НП согнуты в меньшей степени. Для умень-

1) Фактически поры расположены достаточно неравномер-
но [24], так что использовать это соотношение следует только
на конкретном небольшом участке со сравнительно постоян-
ным значением n.

925



И. В. Разумовская, Н. П. Ковалец, С. А. Бедин, Ю. В. Григорьев ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

шения области слипания необходимо, чтобы высво-
бождающейся упругой энергии хватило на образова-
ние новой свободной поверхности. При этом энергия
образования единицы площади новой поверхности
включает собственно поверхностную энергию αs и
энергетические потери. Обозначим эту суммарную
энергию α.

Заметим, что такая же ситуация существует в
классической теории трещин: необходимость замены
в формуле Гриффита αs на α. Таким образом, чем
больше модуль Юнга E и больше упругая энергия,
тем меньше вероятность слипания НП. Аналогично
эта вероятность уменьшается с увеличением α.

Первоначально НП часто располагаются на рас-
стояниях, существенно больших радиуса межатом-
ного взаимодействия. Можно предположить, что
они слипаются в итоге действия среды, случайных
механических воздействий и пр. Но сохранится ли
это слипание, распространится ли на большую дли-
ну или упругость НП уменьшит длину слипания и
даже разорвет контакт — все варианты будут зави-
сеть от соотношения двух энергий.

При увеличении не слипшейся части L на вели-
чину dL упругая энергия двух НП Eel уменьшает-
ся на величину dEel из-за их частичного распрям-
ления. Одновременно уменьшается область слипа-
ния, для чего надо затратить энергию dEs. Если
dEel > dEs, то слипание при данной длине L энерге-
тически невыгодно, и упругость НП начинает разди-
рать слипшиеся концы. Если dEel < dEs, упругости
НП недостаточно, чтобы препятствовать дальней-
шему слипанию, и L уменьшается до установления
равновесия. Не исключен случай отсутствия равно-
весия, хотя бы из-за ограниченной длины проволок.

Для прикладного использования слипания в оп-
тике [19] желательно, чтобы слиплись лишь самые
концы НП. Это означает, что равновесие должно
возникать при L ≈ Lo, где НП практически выпря-
мились и не напряжены.

Следует заметить, что переход к слипшейся час-
ти, вероятно, не должен быть столь резким, как
на нашей верхней схеме (рис. 2). Здесь также про-
слеживается аналогия с теорией трещин, которые в
действительности в конце имеют не конечный ради-
ус кривизны, а переход от него к асимптотически
смыкающимся атомным плоскостям [23]. Мы пред-
полагаем, что этот переходный участок при увели-
чении или уменьшении области смыкания передви-
гается, как бегунок застежки «молния», с постоян-
ной энергией, которую в силу постоянства можно не
учитывать при изменении L.

Заметим, что сходный расчет Френкель выпол-
нил для расщепления пластины неограниченной
длины [25], пытаясь обосновать существование рав-
новесных трещин и используя для этого нелинейный
характер сил межатомного взаимодействия.

Предполагаем, что изгиб НП соответствует
окружности радиусом R. Обозначим радиус самих
НП r. Тогда теория упругости дает следующее
выражение для упругой энергии двух НП [26]:

Eel =
Eπr4L

4R2
, (1)

где E — модуль Юнга.
Радиус R является функцией длины L, поэтому

изменение упругой энергии при изменении L на ве-
личину dL равно

dEel =
Eπr4

4

(
1

R2
− 2L

R3

∂R

∂L

)
< 0. (2)

Изменение энергии поверхности двух НП при изме-
нении L на dL равно

dEs = 2αΦ(r) dL. (3)

Функция Φ(r) отражает зависимость размера об-
ласти действия сил межмолекулярного взаимодей-
ствия от радиуса r. Можно показать, что Φ(r) ≈
≈ 2

√
2rxo, где xo — некоторый характерный радиус

взаимодействия, порядка равновесного расстояния
между атомами. Условие равновесия2)

dEel + dEs = 0

или
Eπr4

4

[
1

R2
− 2L

R3

∂R

∂L

]
= 0 (4)

удовлетворяется при некотором значении L = L∗ и
соответствующем R∗ = R(L∗), когда

2L

R3

∂R

∂L
− 1

R2
=

8αΦ(r)

Eπr4
. (4a)

Из рис. 2б следуют три геометрических условия:

L = Rβ, (5)

a2 = h2 +
d2

4
, (6)

2) В модели не учтена работа по перемещению центра тяже-
сти НП по мере увеличения или уменьшения степени слипа-
ния. Полагая, что такое перемещение не превышает dh ≈ dL,
можно показать, что эта работа в силу наноразмеров прово-
лок на порядки меньше dEs.
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a

2
= R sin

β

2
. (7)

Кроме того, в соответствии с нашей моделью dL =

= dh, откуда с учетом начальных условий имеем

L = h+ Ln − hn = h+ C, (8)

где C = Ln − hn — величина случайная (учиты-
вая случайный характер начального соприкоснове-
ния НП), но меняющаяся в некоторых разумных
пределах, порядка d÷ d/2.

Отметим также очевидное геометрическое усло-
вие самой возможности слипания:

Lo >
d

2
. (9)

Из уравнений (5)–(7) следует, что

2 sin

(
L

2R

)
=

√
(L− C)2 + d2/4

R
. (10)

Дифференцирование (9) по L дает значение ∂R/∂L:

∂R

∂L
=

R

[
L− C√

(L− C)2 + d2/4
− cos

(
L

2R

)]
√
(L− C)2 + d2/4− L cos

(
L

2R

) . (11)

Рассмотрим частный случай «длинных» НП,
слипающихся достаточно близко к вершине. Это тот
случай, который представляет интерес для их прак-
тического использования в оптике. Тогда

h2 = (L− C)2 � d2

4
, L� C. (12)

В этом случае
∂R

∂L
≈ R

L
(13)

и условие равновесия приобретает следующий прос-
той вид:

Eπr4

8αΦ (r)
= R2

∗,

или Er3
√
r

α
= CoR

2
∗, (14)

где Co = 16
√
2xo/π, откуда

R∗ =

√
E

αCo
r7/4. (15)

Уравнение (15) определяет радиус R∗ изгиба
длинных НП, при котором наступает равновесие
при смыкании вблизи их концов. Действительно,
при условии (12) формула (10) приобретает вид
sin(L/2R) ≈ L/2R, соответствующий разложению в

Таблица. Значения равновесного радиуса изгиба
R∗ для НП разных радиусов и соответствующие

значения L∗

r, нм,
радиус
НП

R∗, мкм, по
формуле (16)

R∗, мкм, по
формуле (17)

L∗, мкм,
графическое

решение

75 2.4 6.3 2.7

50 1.3 3.4 1.8

30 0.6 1.6 0.8

ряд синуса малого угла. Когда проволока выпрям-
ляется полностью, в момент полного отлипания, ра-
диус кривизны R становится бесконечно большим,
а угол β = 0. Значение случайной константы C в
формулу (15) не входит.

Условие (15) определяется материальными конс-
тантами проволочек (E, α, отчасти xo) и в сущест-
венной степени их радиусом r. Не исключено, что
при некоторых сочетаниях этих констант условие не
удовлетворяется, равновесие сил невозможно. Пол-
ная длина проволочки Lo в итоговую формулу не
входит, она только определяет возможность прибли-
жения (12).

Из формулы (15) следует, что увеличение упру-
гости (модуля Юнга E) и уменьшение удельной ра-
боты образования свободной поверхности α приво-
дят к увеличению R∗, т. е. к уменьшению слипшейся
области. Один из методов влияния на α — введение
среды, изменяющей поверхностную энергию. При-
менительно к разрушению это эффект Ребиндера.
В работе [27] для изолированных силиконовых НП
в водной среде использовалась обработка, приводя-
щая к гидрофобности поверхности и уменьшению
α. R∗ увеличивается также с увеличением радиуса
r НП.

Проведем некоторые оценки R∗ для серебряных
НП.

Для оценок можно считать сечение проволок
квадратным, со стороной 2r, т. е. Φ (r) = 2r. Тогда
выражение для R∗ запишется в виде

R∗ =

√
Eπr4

8αΦ (r)
=

√
Eπr3

16α
. (16)

Полагая, что α = αs и для серебра значения
модуля упругости и поверхностного натяжения та-
кие же, как для массивного материала (EAg =

= 7.9 · 1010 Н/м2 и αAg = 1140 мН/м), получаем для
НП разных радиусов r результаты, приведенные в
таблице.
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Рис. 3. Пример графического решения уравнения (10) для
НП радиусом 50 нм. Принято C = d/2

Для грубых оценок можно использовать извест-
ную формулу Орована для теоретической прочнос-
ти σm: σm ≈ 0.1E, вместе с оценкой σm по Цвикки:
2α ≈ 0.1bσm, где b — постоянная решетки. Тогда R∗
для данного материала будет зависеть только от его
значения b:

R∗ ≈ 3.5

√
πr3

b
. (17)

Для массивного серебра b = 4.1 Å. Значения R∗,
полученные по формуле (17), отличаются примерно
в 2.5 раза от результатов расчетов по формуле (16)
и меняются с r симбатно с ними.

Для более точных расчетов следует учитывать
размерный эффект, т. е. зависимость E, α и b от
диаметра НП, а также от специфических условий
ее выращивания и ориентации кристаллов внутри
поры ТМ.

НП слипаются вблизи вершины, если их не слип-
шаяся длина L∗, соответствующая R∗, примерно
равна всей длине Lo. Если L∗ > Lo, слипания во-
обще не происходит.

Чтобы по значениям R∗ найти равновесную дли-
ну L∗ не слипшейся части НП, надо графически
решить трансцендентное уравнение (10), т. е. най-
ти точку пересечения графиков двух функций от
L, рассматривая R∗ как параметр. Удобнее возве-
сти обе стороны уравнения (10) в квадрат. На рис. 3
приведены такие графики для НП радиусом 50 нм.
При C = d/2 длина L∗ = 1.8 мкм, при C = d длина
L∗ = 2.3 мкм.

Значения L∗, равные примерно 1.8÷ 2.3 мкм, со-
ответствуют фотографии рис. 1. Слипания НП дли-
ной 0.6 и 1.1 мкм не происходит, так как их длина

меньше L∗, а при длине 2.1 мкм и больше наблюда-
ется слипание их вершин.

Заметим, что существование равновесия при R∗
и L∗ подразумевает уменьшение упругой энергии
при положительном значении dL, т. е. отрицатель-
ное значение выражения в скобках в равенствах (2)
и (4):

1

R2
− 2L

R3

∂R

∂L
< 0 или

2L

R

∂R

∂L
> 1. (18)

Чисто геометрическое, на первый взгляд, условие
(18) фактически в неявном виде наследует зависи-
мость от геометрии упругой и поверхностной энер-
гии. Упругая энергия в данной задаче зависит и от
длины напряженной части проволоки L, и от радиу-
са ее изгиба R, причем обе эти величины в процессе
изменяются. Можно показать, что для использован-
ного ранее условия (12) (L � C) неравенство (18)
приобретает вид

2β(β − sinβ)

4 sin2 (β/2)− β sinβ
> 1, (19)

где β — угол на рис. 2. Графическое рассмотрение
неравенства (19) показывает его справедливость.
При этом

∂β

∂L
= − 1

R

(
L

R

∂R

∂L
− 1

)
(20)

и при выполнении условия (18) производная
∂β/∂L < 0: с уменьшением области слипания
(увеличением L) угол β уменьшается, и НП рас-
прямляются.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Предложена модель и простой энергетический
критерий слипания НП на жесткой подложке при
исключении капиллярных эффектов, т. е. в сплош-
ной газовой или жидкой среде. В критерий кроме
радиуса НП и расстояния между ними входят толь-
ко две характеристики их материала (E и α, зави-
сящее от среды).

2. Выведена формула для случая слипания
«длинных» НП вблизи их вершины, представляю-
щего интерес для оптики.

3. Результаты расчета для серебряных НП ради-
усом 50 нм соответствуют экспериментальным дан-
ным.

4. Предложенный энергетический критерий и
часть формул могут быть обобщены на случаи сли-
пания НП с поверхностью и на другие случаи сли-
пания деталей микро- и наномеханизмов в газовой
или жидкой среде.
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IMPURITY STATES IN SEMIMAGNETIC QUANTUM WELL WIRE

WITH ANISOTROPIC COFINEMENT ALONG IN-PLANE DIRECTIONS

P. Kalpana, K. Jayakumar

Используя приближение эффективной массы и вариационный метод огибающих функций, мы провели
расчеты энергии связи тяжелых дырок, локализованных на акцепторных примесях, для изучения влия-
ния формы потенциала конфайнмента в двух разных направлениях в нанопроводе на основе квантовой
ямы (НПЯМ). Сравниваются результаты решений уравнения Шредингера, в котором были использованы
эффективные массы двух разных типов, изотропная эффективная масса и анизотропная, зависящая от
направления. Это сделано для того, чтобы выяснить, как используемые параметры влияют на резуль-
тат теоретических расчетов в структурах с квантовыми нанопроводами с учетом того, что подвижность
носителей заряда зависит от эффективной массы. В теории среднего поля с использованием модифици-
рованной функции Бриллюэна был рассчитан сдвиг поляронной энергии, который происходит вследствие
обменного взаимодействия между спином носителя заряда и спином иона Mn2+. Согласно полученным
результатам, эффекты размерного квантования становятся существенны при размере нанопровода около
30 Å, а энергия связи в случае изотропной эффективной массы имеет большее значение, чем в случае
анизотропной эффективной массы. Магнитное поле меняет величину проникновения волновой функции
дырки под потенциальный барьер, что приводит к уменьшению энергии связи. Обменное взаимодействие
не приводит к существенному спин-поляронному сдвигу вследствие наличия конкуренции прямоугольного
и параболического потенциалов в НПЯМ с анизотропным конфайнментом такого типа.

DOI: 10.31857/S0044451021050096

1. ВВЕДЕНИЕ

Нанопровода на основе квантовой ямы (НПЯМ)
с квантованием в двух поперечных направлениях
и неограниченным движением в одном продольном

* E-mail: kjkumar_gri@rediffmail.com

направлении [1, 2] с носителями высокой подвиж-
ности могут найти применение в различных опто-
электронных устройствах, таких как высокопроиз-
водительные НПЯМ-лазеры [3, 4] и приборы спин-
троники [5, 6]. Формирование НПЯМ в магнитных
полупроводниках (МП) позволяет управлять раз-
ными физическими параметрами посредством маг-
нитного поля, поскольку в МП, в отличие от дру-
гих, немагнитных, полупроводников, присутствуют
магнитные ионы. Спины магнитных ионов в ре-
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шетке магнитных полупроводников характеризуют-
ся сильным обменным sp–d-взаимодействием со спи-
нами свободных носителей, присутствующих в та-
ких системах, что приводит к гигантскому зеема-
новскому расщеплению [7–9] уровней энергии и по-
явлению связанного магнитного полярона [10, 11].
Использование этих эффектов в НПЯМ повышает
возможность независимого контроля примесных со-
стояний (электронов, тяжелых дырок, легких ды-
рок) в присутствии внешнего магнитного поля и
влияния на межподзонные оптические переходы.
Пространственная локализация волновой функции
в этих низкоразмерных системах зависит в основ-
ном от формы потенциала у границ гетерострук-
туры и от положения примеси. Примесные состо-
яния в НПЯМ на основе магнитных и немагнит-
ных полупроводников изучались в большом коли-
честве экспериментальных [12–15] и теоретических
работ [16–23]. Эффективная масса носителей играет
важную роль в определении энергии связи и множе-
ства других параметров полупроводниковых систем,
особенно если структура изготавливается на основе
несхожих полупроводниковых материалов. В рабо-
те [24] доказано, что при решении уравнения Шре-
дингера в системе с пониженной размерностью ис-
пользование эффективных масс, соответствующих
объемной зонной структуре, некорректно. Для со-
гласования результатов эксперимента и теоретичес-
ких моделей нужно использовать значения эффек-
тивных масс электронов, тяжелых и легких дырок
(ТД и ЛД), зависящие от направления. Целью на-
стоящей работы является определение энергии свя-
зи акцепторов, а также сдвига поляронной энергии
вследствие обменного взаимодействия между спи-
нами свободных носителей и спинами ионов Mn2+

в НПЯМ гетероструктур CdTe/Cd1−xMnxTe. Кон-
файнмент носителей предполагается анизотропным,
а именно, ограничивающий потенциал предполага-
ется прямоугольным в направлении x и параболи-
ческим в направлении y в присутствии внешнего
магнитного поля. Расчеты выполнялись в прибли-
жении эффективной массы с использованием вари-
ационного метода для структур состава x = 0.3, со-
держащих ионы Mn2+. Выполнены расчеты влия-
ния зависящей от направления эффективной массы,
вычисленной при помощи k,p-метода с использова-
нием параметров Латтинжера, на энергию связи, а
также спин-поляронного сдвига (СПС) тяжелых ды-
рок, связанных на акцепторных примесях, и прове-
дено сравнение с результатами, полученными для
изотропной эффективной массы.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Гамильтониан водородоподобной акцепторной
примеси в магнитном поле в анизотропной НПЯМ
CdTe/Cd1−xMnxTe в приближении эффективной
массы записывается в виде

H = − �
2

2m∗
d2

dx2
+ V (x)− �

2

2m∗
d2

dy2
+ V (y)−

− �
2

2m∗
d2

dz2
− e2

εr
+

eB

2m∗c
Lz +

e2B2

8m∗c2
L2, (1)

где m∗ — эффективная масса ТД, удерживаемой в
НПЯМ, а ε — диэлектрическая постоянная CdTe.
Lz и L2 — операторы, связанные с угловым мо-
ментом, создаваемым магнитным полем. В насто-
ящей работе используются две разные эффектив-
ные массы. Значения эффективных масс тяжелых
дырок (ТД) берутся в уравнении (1) постоянными
по всем направлениям внутри НПЯМ (приближение
изотропной эффективной массы, случай I) и завися-
щими от направления (приближение анизотропной
эффективной массы, случай II). Последние получе-
ны из параметров Латтинжера в многозонной k, p-
модели для тяжелых дырок и выражаются через эти
параметры посредством соотношений [25] соответ-
ственно в направлении оси z и вдоль осей x, y:

m∗
HH(z) = (γ1 − 2γ2)

−1,

m∗
HH(x,y) = (γ1 + γ2)

−1,
(2)

где γ1 и γ2 — параметры Латтинжера, значения ко-
торых взяты из работы [26]: γ1 = 4.14, γ2 = 1.09.
Числовые значения эффективных масс, использу-
емых в двух указанных выше приближениях для
CdTe и Cd1−0.3Mn0.3Te, записываются в случае I в
виде

m∗
w = 0.60, m∗

b = 0.67, (3)

а в случае II в виде

m∗
w,z = 0.51, m∗

b,z = 0.586,

m∗
w,xy = 0.1912, m∗

b,xy = 0.2677.
(4)

Здесь индексы «w», «b» обозначают соответственно
квантовую яму CdTe и барьер Cd1−xMnxTe. Внеш-
нее приложенное магнитное поле B характеризу-
ется параметром γ = �ωc/2R

∗ (ωc — циклотрон-
ная частота), где γ = 1 соответствует приблизи-
тельно 1131 Тл в случае изотропной эффектив-
ной массы и приблизительно 865 Тл в случае ани-
зотропной, r =

√
x2 + y2 + z2 — среднее расстоя-

ние между атомом акцепторной примеси и связан-

931
6*



П. Калпана, К. Джаякумар ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

y

z

x
CdT

e (

)

на
но

пр
ов

од

Cd
Mn Te (

1–
x

x

ба
рь

ер
)

Cd
Mn Te (

1–
x

x

ба
рь

ер
)

Рис. 1. Схематическое изображение профилей ограничива-
ющего потенциала вдоль двух направлений в поперечном
сечении нанопровода на основе квантовой ямы в магнит-

ном полупроводнике (НПЯМ)

ной на нем дыркой, V (x) и V (y) — ограничиваю-
щие потенциалы в НПЯМ магнитного полупровод-
ника CdTe/Cd1−xMnxTe в направлениях соответ-
ственно x и y, профили которых изображены на
рис. 1, V (x) — прямоугольный потенциал высоты
V0, а V (y) — потенциал параболической ямы вида
1
2 m

∗
wω

2y2. Эти потенциалы даются выражениями

V (x) =

{
0, |x| ≤ L/2,

V0, |x| > L/2,

V (y) =

⎧⎨⎩
1

2
m∗
wω

2y2, |y| ≤ L/2,

V0, |y| > L/2,

(5)

где L — размер в прямоугольном сечении НПЯМ,
ω — частота осциллятора в параболическом потен-
циале, а скачок валентной зоны V0 составляет 30%
от величины ΔEBg , где ΔEBg — изменение ширины
запрещенной зоны при включении магнитного поля,
которое дается формулой [27]

ΔEBg = ΔE0
g

[
η exp[ζγ]− 1

−1

]
. (6)

Вследствие этого величина ограничивающего потен-
циала может быстро убывать, что проявляется в из-
менении электрических и оптических свойств. Здесь

η = exp[ζγ0],

где ζ является параметром (ζ = 0.5), а γ0 — норми-
рованное значение критического магнитного поля,
ΔEBg и ΔE0

g — ширины запрещенной зоны соответ-
ственно в магнитном поле и в его отсутствии. Ши-
рина запрещенной зоны дается выражением

Eg(Cd1−xMnxTe) = 1606 + 1587x мэВ

(здесь x — концентрация ионов Mn2+). Критическое
магнитное поле γ0 определяется содержанием маг-
нитной примеси. При разных составах его можно
вычислить по формуле

B0 [Тл] = A2e
nx,

где A2 = −0.57 и n = 16.706, что наилучшим об-
разом описывает доступные из экспериментальных
данных значения критических полей, полученные с
помощью экстраполяции [27]. Критическое магнит-
ное поле, при котором потенциальный барьер в рас-
сматриваемой системе исчезает, соответствует вели-
чине γ0 = 0.756. Наши вычисления проводились для
γ = 0, γ = 0.03 и γ = 0.06, что соответствует величи-
нам магнитного поля, равным соответственно нулю,
примерно 34 Тл и 68 Тл.

Затравочная волновая функция для нахожде-
ния основного состояния акцепторной примеси в
НПЯМ с разного типа ограничивающими потенци-
алами вдоль двух направлений имеет вид

Ψ = N1sψ(x)ψ(y) exp[−λr], (7)

где N1s — нормировочная константа, а λ — вариа-
ционный параметр. Затравочные функции ψ(x) и
ψ(y) вдоль направлений соответственно x и y вы-
бираются в виде

ψ(x) =

{
cos[αsx], |x| ≤ L/2,

Bs exp[−βsx], |x| > L/2,

ψ(y) =

⎧⎨⎩ exp

[
−1

2
αpy

2

]
, |y| ≤ L/2,

Bp exp[−βpy], |y| > L/2,

(8)

где

αs = (2m∗
wEs/�

2)1/2, βs = (2m∗
b(V0−Es)/�2)1/2,

αp =
m∗
wω

�2
, βp = (2m∗

b(V0 − Ep)/�
2)1/2.

Коэффициенты Bs и Bp находятся после выбора
подходящих граничных условий для НПЯМ. Вели-
чины Es и Ep являются энергиями нижних подзон
соответственно в прямоугольном и параболическом
потенциалах. Энергию связи на акцепторной приме-
си EQWW

B в присутствии внешнего магнитного поля
найдем, решая уравнение Шредингера вариацион-
ным методом. Она дается выражением

EQWW
B = Es + Ep + γ − 〈H〉min. (9)

Обменное взаимодействие между спином дырки и
ионом Mn2+ записывается в следующем виде [10]:

Hexc = −
∑
i

J(r−Ri)s · Si, (10)
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где J — постоянная обменного взаимодействия дыр-
ки со спином s в положении r и ионов Mn2+ со спи-
нами Si в положениях Ri.

В теории среднего поля с использованием моди-
фицированных функций Бриллюэна спин-полярон-
ный сдвиг вследствие обменного взаимодействия в
присутствии внешнего магнитного поля B дается
следующими выражениями [10,28]:

Eexc =
βN0

2
{〈Ψ|xinS0(xm)Bs(y1)|Ψ〉 +

+ 〈Ψ|xoutS0(x)Bs(y2)|Ψ〉} , (11)

Bs(yj) =
2S + 1

2S
ctg

2S + 1

2S
yj −

1

2S
ctg

yj
2S
,

yj =
Sβ|Ψj |2
2kBTeff

+
gμBSB

kBTeff
,

(12)

где S — спин иона Mn2+ (= 5/2), N0 =

= 2.94 · 1022 ат./см3, а β — параметр обменного
взаимодействия, значение которого вычисляет-
ся из экспериментального значения константы
sp–d-взаимодействия βN0 = −880 мэВ [28], xin и
xout определяют количество ионов Mn2+ в нано-
проводе и в барьерной области и удовлетворяют
соотношению

xout − xin = x = 0.3.

Кроме того, в приведенных выше выражениях g ≈ 2,
μB — эффективный магнетон Бора, kB — постоян-
ная Больцмана, а Bs(y)— модифицированная функ-
ция Бриллюэна. В случае МП с произвольным x

приходится вводить феноменологические подгоноч-
ные параметры, значение насыщения S0 и эффек-
тивную температуру Teff = T + T0, определяемую
значением T0, числовые значения которых для раз-
ных концентраций ионов Mn2+ были взяты из рабо-
ты [28].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В этом разделе обсуждаются результаты иссле-
дования энергии связи водородоподобной акцептор-
ной примеси в НПЯМ с ограничивающим прямо-
угольным потенциалом в направлении x и парабо-
лическим потенциалом в направлении y в присут-
ствии магнитного поля различных амплитуд (γ = 0,
γ = 0.03 и γ = 0.06), направленного вдоль оси
нанопровода z, для образцов с содержанием ионов
Mn2+, соответствующим x = 0.3. Зависимость энер-
гии связи от размера НПЯМ CdTe, окруженного ма-
териалом барьера Cd1−0.3Mn0.3Te, представлена на
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Рис. 2. Зависимость энергии связи на акцепторе от шири-
ны нанопровода в различных магнитных полях для случаев

I и II

рис. 2 для случаев изотропной эффективной мас-
сы (случай I) и анизотропной эффективной массы
(случай II). Данные на рис. 2, показывающие су-
щественное уменьшение энергии связи носителей,
а также возникновение немонотонности на зависи-
мости от размера нанопровода и ее смещение при
приложении магнитного поля, согласуются с осо-
бенностями, ожидаемыми в низкоразмерных систе-
мах [10, 27, 29], что подтверждает правильность по-
лученных нами результатов. Приложение магнит-
ного поля изменяет электронные состояния про-
странственно-ограниченных носителей в НПЯМ по
следующей причине: сильное обменное взаимодей-
ствие между спином носителя и спинами магнит-
ных ионов Mn2+ изменяет скачок в валентной зоне
в присутствии магнитного поля согласно уравне-
нию (7). Изменение потенциального барьера для тя-
желых дырок при помощи магнитного поля (для
γ = 0.03 имеем V0 ≈ 86 мэВ, а для γ = 0.06 имеем
V0 ≈ 29 мэВ) уменьшает пространственное ограни-
чение, поскольку волновая функция дырок прони-
кает под барьер Cd1−xMnxTe, что приводит к умень-
шению энергии связи и сдвигает положение ее пика
в сторону больших размеров нанопровода.

Изменение энергии подзоны в присутствии маг-
нитного поля как функция размера нанопровода
для двух разных вариантов эффективных масс по-
казано на рис. 3. На рисунке видно, что в случае
γ = 0 подзона располагается глубже по энергии и
становится более мелкой при γ > 0 из-за влияния
магнитного поля на величину потенциального ба-
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Рис. 3. Зависимость энергии дна подзоны, соответствую-
щей скачку валентной зоны в НПЯМ CdTe/Cd1−xMnxTe,
от ширины нанопровода в различных магнитных полях для

случаев I и II

рьера, описанного ранее. Хорошо видно также, что
при γ = 0 результаты, полученные для двух разных
типов эффективных масс, мало отличаются друг от
друга, но это различие увеличивается с ростом γ.

На том же рисунке видно, что энергия подзоны
уменьшается с увеличением размера нанопровода и
выходит в объемном пределе на общую линию неза-
висимо от типа эффективной массы, использован-
ной в расчете, и величины внешнего магнитного по-
ля (γ). Хотя энергии подзон, соответствующие ани-
зотропной эффективной массе, получаются больше,
чем энергии подзон в случае изотропной эффек-
тивной массы, вычисленные значения энергии свя-
зи демонстрируют противоположное поведение. Это
связано с тем, что эффективная масса в изотроп-
ном случае в три раза больше массы m∗

w,xy в ани-
зотропном случае. Из-за малого значения эффек-
тивной массы вдоль направлений пространственно-
го ограничения в случае II подвижность носителей
внутри НПЯМ больше, что влечет уменьшение энер-
гии связи носителей на акцепторах. Нам трудно су-
дить о степени влияния анизотропии конфайнмен-
та на акцепторные состояния, поскольку не суще-
ствует экспериментальных или теоретических ра-
бот, посвященных изучению акцепторов в НПЯМ
магнитных полупроводников с изотропным прямо-
угольным/параболическим ограничивающим потен-
циалом в обоих направлениях ограничения. Однако
мы полагаем, что при современном уровне развития
технологии изложенные выше результаты могли бы
быть проверены экспериментально.
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Рис. 4. Зависимость разности энергий связи на акцепторе
для случаев I и II от ширины нанопровода в различных

магнитных полях

На рис. 4 приведены зависимости разности меж-
ду энергиями связи на акцепторе (ΔEQWW

B ) для
случаев I и II от размера нанопровода в разных маг-
нитных полях. На рисунке видно, что разность энер-
гий связи (ΔEQWW

B ) максимальна для нанопрово-
да толщиной порядка 30 Å независимо от величи-
ны внешнего магнитного поля, а в пределе больших
толщин она насыщается. Это объясняется возникно-
вением эффектов размерного квантования в квази-
одномерном режиме при переходе системы от объ-
емного режима к строго одномерному режиму, что
проявляется в виде пика при толщине нанопровода
порядка 30 Å, не зависящей от приложенного маг-
нитного поля. Хотя, как отмечалось ранее, разница
энергий подзон с магнитным полем увеличивается,
на рис. 4 видно, что ΔEQWW

B , наоборот, уменьша-
ется. Такое поведение может быть связано с тем,
что влияние магнитного поля γ на величину потен-
циального барьера приближает систему к объемно-
му режиму, и этот эффект доминирует над всеми
остальными эффектами.

На рис. 5 построена зависимость спин-полярон-
ного сдвига от размера НПЯМ в CdTe/Cd1−xMnxTe
для эффективных масс двух разных типов и разных
величин магнитных полей. Обменное взаимодейст-
вие между спинами ионов Mn2+ и спином носите-
ля заряда не оказывает значительного влияния на
примесные состояния, поскольку в НПЯМ с анизо-
тропным конфайнментом конкуренция между пря-
моугольным и параболическим ограничивающими
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потенциалами приводит к подавлению этого взаимо-
действия. Сдвиг поляронной энергии вследствие об-
менного взаимодействия пренебрежимо мал, о чем
свидетельствует порядок числовых значений, пред-

ставленных на рис. 5. Магнитное поле подавляет
эффект обменного взаимодействия независимо от
рассматриваемого случая эффективных масс раз-
ных типов. Поскольку ограничивающие потенциа-
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лы в двух направлениях имеют сложный характер,
трудно определить, какой из потенциалов, прямо-
угольный или параболический, имеет наибольшее
влияние на эффекты обменного взаимодействия.
Все приведенные выше результаты подтверждаются
функциями распределения вероятности, показанны-
ми на рис. 6 для γ = 0 и γ = 0.06. На этом рисунке
видно, что плотность вероятности |Ψ2| тяжелых ды-
рок, ограниченных внутри нанопровода, больше по
амплитуде в отсутствие магнитного поля и в случае
изотропной эффективной массы, чем в магнитном
поле и в случае анизотропной эффективной массы.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе изучается влияние завися-
щей от направления эффективной массы, вычислен-
ной из параметров Латтинжера, на энергию свя-
зи тяжелой дырки на акцепторной примеси. По-
лученные результаты сравниваются с результатами
для изотропной эффективной массы. Они показыва-
ют, что форма ограничивающего потенциала вдоль
каждого из направлений в НПЯМ оказывает суще-
ственное влияние на энергию связи носителей внут-
ри НПЯМ. Следует заметить, что уменьшение па-
раллельной (вдоль оси z) и поперечной (вдоль осей
x и y) эффективных масс приводит к большей по-
движности носителей заряда. В НПЯМ с анизотроп-
ным конфайнментом спин-поляронный сдвиг очень
мал по порядку величины. Это означает, что вли-
яние обменного взаимодействия на примесные ак-
цепторные состояния не очень велико. Тем не ме-
нее уменьшение энергии связи в зависимости от маг-
нитного поля происходит во многом благодаря как
раз обменному взаимодействию, что подтверждает
вклад ионов Mn2+ в величину энергии связи.
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Исследуется влияние электронного и дырочного допирования с малой концентрацией замещения
(x = 0.01) на магнитную и электронную подсистему в неупорядоченных полупроводниках MexMn1−xS
(Me = Ag и Тm) в широком диапазоне температур (77–1000 K) и магнитных полей до 12 кЭ. Из маг-
нитных измерений установлены области образования ферронов (поляронов) в окрестности магнитного
фазового перехода. Обнаружены магнитоимпеданс и магнитосопротивление, величина и знак которых
зависят от электрического поля, температуры и типа замещающего элемента. Найдены температуры
максимумов термоэдс, вызванные деформацией кристаллической структуры. Установлены фононнный и
магнонный вклады в релаксацию носителей тока методом импедансной спектроскопии и ян-теллеровская
мода колебаний из ИК-спектров для системы с серебром. Найден диффузионный вклад в проводимость
из годографа импеданса в полупроводниках TmxMn1−xS. Для описания экспериментальных результатов
использованы модели суперпарамагнитных кластеров, ферроэлектрических областей и модель Дебая.

DOI: 10.31857/S0044451021050102

1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время особое внимание уделяется ис-
следованию халькогенидных систем в связи с об-
наружением в них эффекта гигантского магнито-
сопротивления. Активно изучаются топологические
изоляторы на основе Bi2X3 (X = Se, Te) и влия-
ние их размерности на величину магниторезистив-
ного эффекта, который достигал порядка 600% при
переходе от объемных образцов к наноструктури-
рованным пленкам [1, 2]. В немагнитных узкозон-
ных полупроводниках Ag2Se и Ag2Te c неупорядо-
ченной нестехиометрией образование уровней Лан-
дау приводит к гигантскому по величине положи-
тельному магнитосопротивлению [3]. В работе [4]
было сделано предположение, что неупорядочен-
ность, индуцируемая нестехиометрией, может из-

* E-mail: rob@iph.krasn.ru
** E-mail: apl@iph.krasn.ru

менить электронную структуру в узкозонном полу-
проводнике и привести к бесщелевому состоянию с
линейным спектром энергии в виде конуса Дирака
в валентной зоне. Изменение знака магнитосопро-
тивления в зависимости от температуры и магнит-
ного поля достигается за счет анионного замеще-
ния в тройных узкозонных халькогенидах (на при-
мере n-Ag4SSe) в окрестности магнитного фазово-
го перехода [5]. Представленные примеры показы-
вают, что халькогениды формируют целый класс
соединений, в которых высока вероятность обнару-
жения гиганстского магнитосопротивления. В связи
с этим представляется актуальным изучение этих
систем с зарядовыми, орбитальными и спиновыми
степенями свободы. Моносульфид марганца (MnS)
и синтезированные на его основе твердые раство-
ры (MexMn1−xS, где Me = 3d- и 4f -элементы) явля-
ются полупроводниковыми соединениями, обладаю-
щими сильными электронными корреляциями с вы-
рожденными электронными состояниями по орби-
тальному моменту, которые снимаются под дейст-
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вием внешних воздействий, включая магнитное по-
ле, что приводит к реализации новых фазовых пе-
реходов и магнитотранспортных эффектов [6–9]. С
точки зрения практического применения, эти ма-
териалы являются перспективными в разработке и
создании элементной базы оперативной компьютер-
ной памяти и быстродействующих электрических
систем обработки информации. α-MnS является ан-
тиферромагнетиком второго типа с TN = 150 K и
обладает ГЦК-структурой типа NaCl c параметром
элементарной ячейки a = 0.522 нм [10]. Согласно
данным структурных исследований [11–14] в диа-
пазоне температур 125–165 К наблюдается сжатие
решетки, которое сопровождается ромбоэдрическим
искажением и низкочастотной оптической магнон-
ной модой [15]. Обнаружена анизотропия электри-
ческих свойств в зависимости от кристаллографи-
ческой ориентации [16]. Отрицательное магнитосо-
противление (−12%) наблюдается в плоскости (111)
α-MnS, в то время как для плоскости (100) пре-
обладает положительное магнитосопротивление при
T > TN в магнитном поле 10 кЭ [17]. Разница в зна-
ках магнитосопротивления объясняется изменением
ближнего магнитного порядка в области температу-
ры Нееля, что приводит к положительному магни-
тосопротивлению для плоскости (100), а разруше-
ние ближнего магнитного порядка при T > 230 К
создает условия для отрицательного магнитосопро-
тивления для (111).

В результате допирования халькогенидных сис-
тем редкоземельными элементами (гадолиний, це-
рий, самарий и т. д.) возникает орбитально-неупо-
рядоченное состояние с орбитальными поляронами,
которое приводит к возникновению магнитотранс-
портных эффектов в отсутствие статических дефор-
маций решетки [18–21]. В соединении TmxMn1−xS
с концентрацией замещения x ≤ 0.15 найдены
температуры пиннингования решеточных поляро-
нов (см. [22]), сопровождающиеся деформацией ре-
шетки, конденсацией ИК-мод и термоэлектронной
эмиссией [23]. Сосуществование эффектов магнито-
сопротивления (−21%), магнитоимпеданса (−65%),
магнитотермоэдс (−40%) и фотопроводимости бы-
ли обнаружены в результате исследования сульфи-
да марганца, допированного серебром с x = 0.05

в окрестности магнитного фазового перехода [24].
Обнаруженные эффекты объясняются в модели
ферронов. Во всех выше представленных системах
TmxMn1−xS и AgxMn1−xS концентрация замещения
x ≥ 0.05.

Выбранная нами концентрация замещения x =

= 0.01 является оптимальной, при которой система

обладает совокупностью свойств, а именно, сохра-
няет кристаллическую структуру ГЦК-типа NaCl,
физические свойства и эффекты, характерные для
исходной матрицы (MnS), и содержит ионы с орби-
тальным вырождением — ян-теллеровские (ЯТ) ио-
ны. Для малых концентраций замещения возмож-
но образование фазового расслоения, состоящего из
ферромагнитных областей (ферронов, содержащих
один электрон проводимости) в антиферромагнит-
ной матрице, что может привести к максимумам
в магнитосопротивлении, осцилляциям в термоэдс.
При высокой концентрации неизовалентного заме-
щения x > 0.01 возникает кооперативный ЯТ-эф-
фект, а при легировании серебром и тулием с ма-
лой концентрацией x = 0.01 образуется локальные
ЯТ-искажения. В этом случае ожидается качествен-
ное отличие влияния магнитного поля на транспорт-
ные характеристики легированного сульфида мар-
ганца.

В связи с этим цель данной работы заключает-
ся в изучении корреляции примесных состояний на
магнитотранспортные эффекты вследствие элект-
ронного (Tm) и дырочного (Ag) допирования ма-
лой концентрации замещения x = 0.01 на изменение
магнитной и электронной структуры.

2. МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Изучение фазового состава и кристаллической
структуры синтезированных образцов MexMn1−xS
(Me = Ag и Тm) проведено при комнатной темпе-
ратуре на рентгеновской установке ДРОН-3 с ис-
пользованием Kα-излучения Cu в режиме набора
информации «по точкам». Время набора информа-
ции в угловой 2θ-точке составляло от t = 3 с до
t = 5 с; шаг по углу Δ2θ = 0.02◦. Стехиометриче-
ский анализ синтезированных образцов проведен на
электронном микроскопе (Hitachi HT7700). Прове-
дены исследования магнитных свойств твердых рас-
творов на вибрационном магнитометре в интервале
температур 77–300 К в магнитных полях до 10 кЭ на
образцах, охлажденных в нулевом магнитном поле
(ZFC) и при наличии магнитного поля (FC), а также
методом Фарадея в интервале температур 80–1000 К
в магнитном поле 8.6 кЭ. Электрофизические из-
мерения проведены на анализаторе компонентов
AM-3028 в частотном интервале ω = 100–106 Гц при
температурах 77–500 К, амплитуда переменного на-
пряжения составляла 5 мВ. Данные частотной за-
висимости комплексного сопротивления представле-
ны в координатах Найквиста Z ′ − iZ ′′, где Z ′ —
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действительная компонента ReZ (активное сопро-
тивление), Z ′′ — мнимая компонента ImZ (реак-
тивное сопротивление). Для расчета спектров импе-
данса применялось программное обеспечение ZView
(Scribner Associates Inc.). Удельное электросопро-
тивление и термоэдс измерены в интервале темпе-
ратур 77–500 К в магнитных полях до 12 кЭ на об-
разцах MexMn1−xS (Me = Ag и Tm) в виде паралле-
лепипедов с размерами 5.00×3.00×8.00мм3. Для ис-
ключения сопротивления контактов при измерениях
электросопротивления применялся только четырех-
контактный метод на постоянном токе. Использова-
лись индиевые контакты, нанесенные в виде поло-
сок на одну из поверхностей образца с расстоянием
между ними 1 мм. Термоэдс измерена двухконтакт-
ным методом при разности температур 4–8 K между
контактами. Коэффициент термоэдс рассчитывался
по формуле α = U/ΔT (где U — разность потен-
циалов между «горячими» и «холодными» концами
образца).

Дополнительно была исследована и идентифи-
цирована структура ИК-спектров твердых раство-
ров MexMn1−xS (Me = Ag и Тm), измеренных на
фурье-спектрометре ФСМ2202 ИК-диапазона. Из-
мерения проводились в оптическом криостате в ин-
тервале температур 77–500 K на прессованных таб-
летках MexMn1−xS в KBr диаметром 10–20 мм.

3. СИНТЕЗ, СТРУКТУРНЫЕ И
МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА

Поликристаллы TmxMn1−xS и AgxMn1−xS с ма-
лой концентрацией замещения (x = 0.01) выра-
щены путем кристаллизации из расплава порошко-
вых сульфидов в стеклоуглеродных тиглях и квар-
цевом реакторе в атмосфере аргона протягивани-
ем реактора через одновитковый индуктор ВЧ-ус-
тановки [18, 23, 24]. Рентгенограммы синтезирован-
ных образцов представлены на рис. 1. Согласно дан-
ным рентгеноструктурного анализа синтезирован-
ные образцы MexMn1−xS (Me = Ag и Тm) явля-
ются однофазными и имеют кубическую решетку
типа NaCl, характерную для исходного MnS в α-
модификации. Присутствие других рефлексов, ха-
рактерных для отдельных элементов Ag и Tm, на
рентгенограммах не наблюдалось. Стехиометричес-
кий анализ синтезированных соединений показал,
что полученные кристаллы практически не содер-
жат кислородных включений в пределах точности
метода и наблюдается небольшая нестехиометрия

Рис. 1. Рентгенограммы твердых растворов AgxMn1−xS
(а) и TmxMn1−xS (б) при T = 300 К

по сере. Нестехиометричное замещение марганца од-
новалентным серебром и трехвалентным тулием в
системе MexMn1−xS приводит к анионным ваканси-
ям в силу выполнения принципа электронейтраль-
ности.

Температурные зависимости намагниченности
(σ) и магнитной восприимчивости (χ) образцов
AgxMn1−xS и TmxMn1−xS представлены на рис. 2.
Кривые имеют вид, типичный для антиферро-
магнетиков. Максимум на зависимости σ(T ) и
минимум на χ−1(T ) связаны с антиферромагнит-
ным переходом при TN = 163 K для AgxMn1−xS
и TN = 172 K для TmxMn1−xS. Катионное заме-
щение марганца серебром или тулием увеличивает
температуру магнитного фазового перехода от-
носительно TN = 150 K для MnS, что косвенно
свидетельствует о том, что эти элементы вошли
в кристаллическую решетку. Это предположе-
ние подтверждается уменьшением парамагнитной
температуры Кюри (Θ) по абсолютной величине,
имеющей отрицательное значение Θ = −356 K для
AgxMn1−xS; Θ = −418 K для TmxMn1−xS по срав-
нению с Θ = −450 K для MnS [25]. Парамагнитная
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температура Кюри определена из температурной
зависимости обратной восприимчивости χ−1(T )

в области высоких температур. Уменьшение ее
значения свидетельствует о смене типа обменного
взаимодействия между ближайшими соседями J1 с
антиферромагнитного на ферромагнитный. Моно-
сульфид марганца и синтезированные на его основе
соединения AgxMn1−xS и TmxMn1−xS являются
антиферромагнетиками со вторым типом упоря-
дочения, в которых парамагнитная температура

Рис. 2. Температурные зависимости намагниченности
измеренные в режимах: а — при нагреве образца
Ag0.01Mn0.99S в магнитном поле Hm = 100 Э и охлажде-
ние HZFC = 0 (1) и нагрев этого же образца в магнит-
ном поле Hm = 100 Э и охлаждение HFC = 12 кЭ (2);
б — при охлаждении образца HZFC = 0 (1) и в магнит-
ном поле HFC = 12 кЭ (2); в — температурные зависи-
мости обратной магнитной восприимчивости, измеренные
при охлаждении образца Tm0.01Mn0.99S при HZFC = 0

(1) и в магнитном поле HFC = 8.6 кЭ (2). На вставке к
рис. 2a — температурная зависимость относительного из-
менения намагниченности Δσ = (σFC−σZFC)/σFC и тео-
ретические расчеты по формуле (2) (сплошные линии) для
Ag0.01Mn0.99S. На вставке к рис. 2в — температурные за-
висимости обратной восприимчивости для Tm0.01Mn0.99S
и температурная зависимость нормированной величины
Δχ = (χheat − χcooling)/χ(T=500 K) относительного изме-

нения восприимчивости

Кюри и температура Нееля имеют вид

θ = 2/3S(S + 1)(Z1J1 + Z2J2) = A(12J1 + 6J2),

TN = 6J2A,

где J1,2 — обменное взаимодействие соответствен-
но в первой и второй координационной сферах, а
Z1,2 — число ближайших соседей. Таким образом,
катионное замещение серебром и тулием марганца
приводит к увеличению J2 [26].

Ниже температуры Нееля в образце
Ag0.01Mn0.99S обнаружены гистерезис намаг-
ниченности и влияние предыстории образца,
охлажденного в нулевом поле (ZFC) и в магнитном
поле 12 кЭ (FC), на магнитные характеристики
рис. 2а. На вставке к рис. 2а представлена темпе-
ратурная зависимость относительного изменения
намагниченности Δσ = (σFC − σZFC)/σFC для
образца Ag0.01Mn0.99S. На Δσ(T ) можно выделить
две области вблизи температуры магнитного пере-
хода, где Δσ имеет аномальное поведение, которое
можно описать в модели суперпарамагнитных
кластеров со случайным распределением полей
анизотропии [27]. Такое поведение намагниченности
в низкотемпературной области вызвано образо-
ванием неоднородных магнитных состояний —
ферронов. В модели суперпарамагнетика с полем
анизотропии HA во внешнем магнитном поле H

оценим вклад в намагниченность, обусловленный
образованием неоднородных состояний. Энергию
суперпарамагнитного кластера представим в виде

W =MFH cos θ +MFHA cos (γ–θ),
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где угол θ указывает направление магнитного мо-
мента относительно приложенного внешнего маг-
нитного поля, MF — намагниченность ферромаг-
нитного кластера, γ — угол между направлениями
приложенного магнитного поля и поля анизотропии.
Направление магнитного момента определяется

tg θ =
HA sin γ

H +HA cos γ
.

Поперечная магнитная восприимчивость при
γ = π/2 имеет вид

χ⊥ =
MF

H
√

1 + (HA/H)2
. (1)

Намагниченность кластера в зависимости от
температуры представим в виде степенной функции

MF = m0F (1− T/TcF )
1/2,

где TcF — критическая температура кластера. Поле
анизотропии в зависимости от температуры также
имеет степенной вид:

HA = K(1–T/TcF )n.

Экспериментальные данные хорошо описываются с
показателем степени n = 2. Результирующая намаг-
ниченность состоит из однородной части

M = m0(1− T/Tc)
1/2,

связанной с исходной антиферромагнитной матри-
цей моносульфида марганца и неоднородной части,
обусловленной ферронами:

Mres = m0

√
1− T

Tc
+

+
m0F

√
1− T/TcF√

1 +K(1− T/T 2
cF )/H

2
. (2)

Результирующая намагниченность ферронов (2)
определяется концентрацией носителей тока на на-
магниченность ферромагнитного кластера (m0F =

= Nmsingl). Экспериментальные данные удовлетво-
рительно описываются функцией (2) с критически-
ми температурами TcF = 135 K и 165 К образования
магнитно-неоднородных состояний в твердом раст-
воре Ag0.01Mn0.99S (вставка к рис. 2а (сплошные ли-
нии)). Радиус феррона определяется конкуренцией
кинетической энергии носителей тока и обменной
энергии локализованных спинов [28]:

Rpol = a

(
πt

4JffS2

)1/5

, (3)

где a — период решетки, Jff — обменный интеграл,
t — интеграл перескока, который в случае замеще-
ния марганца серебром связан с eg-орбиталями (σ —
связь за счет перекрытия dx2−y2- и Px,y-орбиталей),
а в случае с тулием с t2g-орбиталями (π — связь при
перекрывании dxz,yz- и Pz-орбиталей).

Типичное соотношение между ними
t(eg)/t(t2g) ∼ 2. Радиус феррона для парамет-
ров a = 0.5 нм, t(eg) = 0.4 эВ, Jff = 0.002 эВ в
Ag0.01Mn0.99S Rpol = 0.81 нм, а в Tm0.01Mn0.99S
имеем Rpol = 0.68 нм.

С увеличением магнитного поля температурный
гистерезис исчезает, кривые намагниченности ZFC и
FC совпадают рис. 2б. Для образцов с тулием вли-
яние предыстории на магнитные свойства сохраня-
ется в магнитном поле 8.6 кЭ (рис. 2в). Изменение
магнитной восприимчивости

Δχ = (χheat − χcooling)/χ(T=500 K),

измеренное в режимах охлаждения и нагрева, в за-
висимости от температуры представлено на встав-
ке к рис. 2в. Максимум изменения восприимчиво-
сти Δχ = 7% наблюдается при температуре 310 К.
Это вызвано диамагнитным вкладом электронов,
локализованных в потенциальных ямах. Дальней-
ший рост температуры приводит к плавному умень-
шению Δχ до 2%. В модели свободных частиц с
квадратичным законом дисперсии получено уравне-
ние диамагнитной восприимчивости с учетом разни-
цы между эффективной массой носителя и массой
электрона [29]:

χL =
−4

3

γ(ћωH)2

2H2
, γ =

mρF
2π2ћ3

, (4)

где ωH — расстояние между уровнями Ландау, а
m — эффективная масса электрона (дырки). Урав-
нение (4) справедливо при высоких температурах
(T � �ωH). Восприимчивость Ландау пропорцио-
нальна плотности состояний на уровне Ферми. Ти-
пичная диамагнитная восприимчивость составля-
ет 10−6 Гс · см3/моль [30]. Оценка диамагнитной
восприимчивости для соединения Tm0.01Mn0.99S по
температурному гистерезису дает 10−7 Гс·см3/моль,
при том что эффективная масса электрона в 5 раз
превышает массу свободного электрона. Уменьше-
ние магнитной восприимчивости при охлаждении
объясняется диамагнитным вкладом электронов,
локализованных вблизи дефектов.

Еще одним доказательством образования магни-
тонеоднородных состояний является аномалия, об-
наруженная в магнитных полях 10 кЭ и 8.6 кЭ на
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кривых σ(T ) и χ−1(T ) в виде «ступеньки» в окрест-
ности температур 134 К для Ag0.01Mn0.99S и 140 K
для Tm0.01Mn0.99S (рис. 2б и вставка к рис. 2в). Ано-
мальное поведение температурных зависимостей на-
магниченности и магнитной восприимчивости твер-
дых растворов в области температуры магнитно-
го перехода является доказательством образования
ферромагнитных капель (ферронов) в антиферро-
магнитной матрице [31]. Электроны проводимости
замораживаются в антиферромагнитных подрешет-
ках ниже TN с образованием ферромагнитного упо-
рядочения в локальной области. В магнитном поле
магнитный момент ферромагнитной капли стремит-
ся выстроится по полю, что приводит к увеличению
намагниченности. Обменная энергия капли на гра-
нице с антиферромагнитной матрицей уменьшается
при нагревании, и в сильном магнитном поле воз-
можна переориентация магнитного момента капли,
что вызывает скачок на σ(T ).

4. УДЕЛЬНОЕ ЭЛЕКТРОСОПРОТИВЛЕНИЕ
И МАГНИТОСОПРОТИВЛЕНИЕ

Важной особенностью халькогенидов и мангани-
тов [28] является сильное взаимодействие электрон-
ной и решеточной подсистем в результате ЯТ-взаи-
модействия. В манганитах это связано с тем, что
образованный в результате замещения ион Mn3+ яв-
ляется ян-теллеровским и поэтому всякое фазовое
расслоение вызывает появление упругих деформа-
ций решетки, которые можно обнаружить экспери-
ментально. Предполагаем, что аналогичная ситуа-
ция наблюдается в системе при замещении марган-
ца серебром. На рис. 3 представлены полупровод-
никового типа зависимости удельного электросопро-
тивления исследуемых систем, которые согласуют-
ся с поведением ρ(T ) для MnS [16, 32]. Величина
удельного сопротивления зависит от типа замеща-
ющего элемента. При замещении марганца сереб-
ром значения ρ практически не отличаются от ве-
личины удельного электросопротивления моносуль-
фида марганца с ρ = 108 Ом · см в антиферро-
магнитной области с ρ = 104 Ом · см в парамаг-
нитной области при T = 300 K. В Tm0.01Mn0.99S
величина удельного сопротивления в антиферро-
магнитной области возрастает на два порядка по
сравнению с Ag0.01Mn0.99S. На температурной за-
висимости ln ρ(1/T ) обнаружены «ступеньки» для
Ag0.01Mn0.99S в парамагнитной области (250–270 К),
а для Tm0.01Mn0.99S вблизи магнитного фазового
перехода (135–150 K). Определена энергия актива-

Рис. 3. Зависимость удельного электросопротивления для
образцов AgxMn1−xS (а) и TmxMn1−xS (б) от обратной
температуры. На вставках: температурные зависимости ко-

эффициента сопротивления

ции проводимости Ea, которая для твердых рас-
творов Ag0.01Mn0.99S с понижением температуры
незначительно увеличивается от 0.13 до 0.14 эВ, а
для Tm0.01Mn0.99S изменение Еа составляет от 0.15

до 0.11 эВ. В исходном MnS уменьшение Ea обнару-
жено вблизи температуры магнитного перехода до
0.02 эВ [32]. Изменение энергии активации с темпе-
ратурой связано со сдвигом химического потенциа-
ла от донорного уровня к акцепторному в резуль-
тате изменения спектральной плотности состояний
валентной зоны и зоны проводимости за счет ЯТ-ис-
кажения.

Существование поляронов подтверждается
аномалиями, обнаруженными на температурной
зависимости коэффициента сопротивления a =

= (1/R)(ΔR/ΔT ), представленной на вставках
к рис. 3. Аномалии, обнаруженные на a(T ) при
температурах около 100 К, 134 К, 150 К, корре-
лируют с температурами структурных искажений,
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наблюдающихся в исходной матрице моносульфида
марганца [33, 34]. Oбнаружено влияние магнитного
поля на величину удельного электросопротивления
соединений Ag0.01Mn0.99S и Tm0.01Mn0.99S. Относи-
тельное изменение сопротивление ΔR в магнитном
поле вычислено по формуле

ΔR = R(H)−R(0)/R(0),

где R(H) — электросопротивление в магнитном по-
ле, а R(0) — без поля, и представлено на рис. 4а,б.
Обнаружена смена знака магнитосопротивления в
магнитоупорядоченной области в результате элект-
ронного и дырочного допирования. В моносуль-
фиде марганца в области температуры магнитно-
го фазового перехода и ниже, где наблюдается
ряд структурных искажений, преобладает положи-
тельное магнитосопротивление, а выше температу-
ры 200 К знак магнитосопротивления меняется на
отрицательный [16]. Наиболее ярко отрицательное
магнитосопротивление проявлялось для плоскости
(111) моносульфида марганца при T = 230 К. С уве-
личением магнитного поля величина отрицательно-
го магнитосопротивления не меняется и смещается
в область низких температур.

В твердых растворах Ag0.01Mn0.99S положитель-
ное магнитосопротивление ΔR = 0.05 обнаружено
при T < 100 К, E = 20 В/cм, рис. 4а. С рос-
том температуры на зависимости ΔR(T ) обнаруже-
ны два минимума при 120 К и 200 К, где магнито-
сопротивление принимает отрицательные значения
ΔR = −0.05 и −0.08 соответственно. Увеличение
электрического поля до 120 В/см приводит к от-
рицательному магнитосопротивлению во всей обла-
сти температур. Полевые зависимости ΔR(E), из-
меренные при фиксированных температурах 80 К,
140 К, 200 К, 280 К, 320 К, представлены на встав-
ке к рис. 4а. Положительное магнитосопротивление
может возникать в результате добавления недиаго-
нальной холловской компоненты проводимости ды-
рочного типа по анионной подсистеме, а отрицатель-
ное магнитосопротивление за счет рассеяния носи-
телей тока на электрически-поляризованных облас-
тях. Аномально большое положительное магнитосо-
противление с линейной зависимостью от магнит-
ного поля H в диапазоне температур от 4.5–300 К
найдено в халькогенидах серебра, Ag2+δSe [35]. Ли-
нейное магнитосопротивление

ΔR = R(H)−R(0)∝H

объясняется в модели изотропной среды, содержа-
щей электрически-неоднородные области с подвиж-

Рис. 4. Температурные зависимости магнитосопротив-
ления ΔR = R(H) − R(0)/R(0), твердых растворов
Ag0.01Mn0.99S (а), измеренные при E = 20 В/cм (1),
120 В/см (2) и Tm0.01Mn0.99S (б), измеренные при E =

= 200 В/см (1), 1000 В/см (2). Подгоночная функция из
уравнения (6) (сплошные линии). На вставках представле-
ны зависимости магнитосопротивления от электрического
поля E, измеренные для Ag0.01Mn0.99S при температурах
80 К (1), 140 К (2), 200 К (3), 280 К (4), 320 К (5) и для
системы Tm0.01Mn0.99S при температурах 80 K (1), 160 K

(2), 200 K (3), 240 K (4), 280 K (5)

ностью носителей тока, превышающей подвижность
в матрице [35].

Для системы, допированной тулием, поло-
жительное магнитосопротивление наблюдается
в окрестности температур 105 К, и составляет
ΔR = 0.04 при E = 200 В/см (рис. 4б). Сме-
на знака магнитосопротивления при T = 140 К
совпадает с температурой образования ферронов
(поляронов). Выше этой температуры наблюдаются
отрицательные значения магнитосопротивления с
двумя минимумами при T = 160 К и 240 K, при
которых ΔR принимает значения −0.04 и −0.07.
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С ростом температуры для обеих систем значение
ΔR уменьшается по абсолютному значению и выше
температуры 300 К стремится к нулю. В отличие от
образцов, допированных серебром, в Tm0.01Mn0.99S
положительное магнитосопротивление исчезает в
больших электрических полях. Смена знака маг-
нитосопротивления по температуре и ее величина
представлены на вставке к рис. 4б при фиксиро-
ванных T = 80 K, 160 K, 200 K, 240 K, 280 K.
Механизм магнитосопротивления при электронном
и дырочном допировании объясняется ниже в
рамках одной модели.

5. ТЕРМОЭДС

В полупроводниках с сильным электрон-фонон-
ным взаимодействием температуры максимумов ко-
эффициента термоэдс α связаны с температура-
ми структурных фазовых переходов и с темпе-
ратурой магнитного упорядочения при наличии
магнитоупругого взаимодействия. Температурная
зависимость α для двух систем Ag0.01Mn0.99S и
Tm0.01Mn0.99S представлена на рис. 5.

На температурных зависимостях α(T ) обнару-
жены небольшие максимумы для Ag0.01Mn0.99S при
температурах 180 К, 160 К, 140 К, 120 К и для
Tm0.01Mn0.99S при температурах 160 К, 144 К,
125 К, 105 К. Для Ag0.01Mn0.99S максимум при
T = 160 К коррелирует с температурой Нееля,
а в окрестности T = 140 К наблюдается образо-
вание поляронов (ферронов). С ростом температу-
ры T ≥ 200 К при замещении марганца серебром
(рис. 5а) на α(T ) обнаружены осцилляции, возника-
ющие за счет эффекта Яна –Теллера. Возможно, в
этой области температур возникает последователь-
ность переходов с изменением волнового вектора
структуры, связанная с поворотами октаэдров, на-
блюдаемых в перовскитоподобных соединениях [36].
Температуры максимумов α(T ) в Tm0.01Mn0.99S,
представленные на рис. 5б, коррелируют с темпе-
ратурами структурных переходов для моносульфи-
да марганца. На вставке к рис. 5б приведена тем-
пературная зависимость коэффициента теплового
расширения решетки MnS, имеющая ряд аномалий
в области деформаций кристаллической решетки.
Значительный рост α в магнитоупорядоченной об-
ласти можно объяснить тем, что перенос энергии
осуществляется электронами, увлеченными магно-
нами, что приводит к росту термоэдс. При прибли-
жении к температуре магнитного фазового перехо-
да плотность магнонных возбуждений увеличивает-

Рис. 5. Температурные зависимости коэффициента тер-
моэдс (α) для Ag0.01Mn0.99S (а) и Tm0.01Mn0.99S (б). На
вставке температурная зависимость коэффициента тепло-
вого расширения решетки для монокристалла моносуль-

фида марганца

ся [37] и в результате разности температур на кон-
цах образца возникает диффузия (поток) магнонов,
которые увлекают электроны.

6. ИМПЕДАНС

Образование электронных неоднородных состоя-
ний можно установить методом импедансной спект-
роскопии, который позволяет в ряде случаев разде-
лить и определить вклады в полную проводимость
поликристаллического образца от различных эле-
ментов микроструктуры. На рис. 6 представлены
частотные зависимости действительной части им-
педанса ReZ и мнимой части импеданса ImZ, из-

7 ЖЭТФ, вып. 5
945



О. Б. Романова, С. С. Аплеснин, М. Н. Ситников, Л. В. Удод ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

Рис. 6. Частотные зависимости действительной (а,в) и мнимой (б,г) частей импеданса для Ag0.01Mn0.99S (а,б), измерен-
ные при T = 120 K (1); 160 K (2); 200 K (3); 240 K (4) и Tm0.01Mn0.99S (в,г) измеренные при T = 120 K (1); 200 K (2);

240 K (3); 360 K (4). На вставке температурная зависимость времени релаксации для Ag0.01Mn0.99S

меренные в диапазоне температур 80–360 К в ну-
левом поле и магнитном поле 12 кЭ. Для систем
Ag0.01Mn0.99S и Tm0.01Mn0.99S повышение темпера-
туры приводит к увеличению значения действитель-
ной части импеданса и к уменьшению мнимой ча-
сти по модулю. При замещении марганца серебром
на кривой ImZ(ω) обнаружен максимум, который
смещается в сторону низких частот при охлажде-

нии и в окрестности магнитного перехода перехо-
дит в область, лежащую за пределами измеритель-
ного диапазона (рис. 6б). В результате электронно-
го допирования частотная зависимость мнимой ча-
сти импеданса имеет линейный вид в логарифмичес-
ких координатах (рис. 6г). Согласно выражению
XC = 1/ωC можно утверждать о преобладании ем-
костного вклада для системы Tm0.01Mn0.99S. Зави-
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симость компонент импеданса Z(ω) (рис. 6а,б) об-
разца Ag0.01Mn0.99S хорошо описывается в модели
Дебая:

ReZ(ω) =
A

1 + (ωτ)2
, ImZ(ω) =

Bωτ

1 + (ωτ)2
, (5)

где τ — время релаксации носителей тока.
На вставке к рис. 6б время релаксации для сис-

темы Ag0.01Mn0.99S не меняется ниже T = 120 К и
экспоненциально падает при нагревании с энергией
активации 0.09 эВ, которая меньше энергии пере-
хода электрона с примесного состояния в зону про-
водимости, определенного из ρ(1/T ) в этой области
температур, рис. 3а. Возможно, время релаксации
связано с передачей энергии электронов в фононную
подсистему. Годографы импеданса, т. е. зависимости
мнимой части импеданса от действительной в интер-
вале температур 80–280 К для Ag0.01Mn0.99S изобра-
жены на (рис. 7а,б,в) и 80–360 К для Tm0.01Mn0.99S
на (рис. 7г,д,е). Экспериментальные данные хоро-
шо описываются в модели эквивалентных схем од-
ной полуокружностью, что соответствует парал-
лельному RC-контуру (вставка на рис. 7б). В сис-
теме Tm0.01Mn0.99S с ростом температуры протя-
женность дугообразных фрагментов сокращается и
вблизи температуры магнитного фазового перехода
годограф аппроксимируется лучом (рис. 7д). Наб-
людаемый фрагмент годографа — луч описывает-
ся элементом Варбурга (ZW ) и интерпретируется
как вклад диффузионного процесса. Температура
образования диффузионного вклада коррелирует с
температурой максимума отрицательного магнито-
сопротивления. При дальнейшем увеличении темпе-
ратуры высокочастотный фрагмент годографа мо-
дифицируется в полуокружность, а линейная часть
смещается в низкочастотную область (рис. 7е).

На вставках к рис. 7а,г представлены темпера-
турные зависимости магнитоимпеданса ΔZ, рассчи-
танного по формуле ΔZ = Z(H)−Z(0)/Z(0). Мак-
симальное изменение импеданса в магнитном по-
ле в системе Ag0.01Mn0.99S, наблюдается на часто-
те 104 Гц при температурах T = 120 К (ΔZ > 0)

и T = 200 К импеданс уменьшается в магнитном
поле. В Tm0.01Mn0.99S магнитоимпеданс в низкоча-
стотной области имеет два минимума при T = 200 К
и T = 360 К (вставка к рис. 7г). Область обнару-
жения отрицательного значения магнитоимпеданса
при температуре 200 К для двух систем коррелиру-
ет с температурой, при которой наблюдается мини-
мум магнитосопротивления (рис. 4). С ростом час-
тоты до 105 Гц значения ΔZ уменьшаются по аб-

солютному значению в соединениях Ag0.01Mn0.99S и
Tm0.01Mn0.99S.

7. ИК-СПЕКТРЫ

Изменение электронного спектра, вызванные ис-
кажением кристаллической структуры, определены
из ИК-спектроскопии. ИК-спектры твердых раство-
ров Ag0.01Mn0.99S и Tm0.01Mn0.99S измерены в об-
ласти температур 800–500 К (рис. 8а,в). В соедине-
нии Ag0.01Mn0.99S максимум поглощения в интер-
вале частот 1240 см−1–1340 см−1 расщепляется на
две линии, нормированная интенсивность которых
(I(T )/I(T = 80 K)) в зависимости от температу-
ры представлена на рис. 8б. Интенсивность растет
с ростом температуры и имеет широкий максимум
в области T = 200 К, который коррелирует с тем-
пературной областью структурных деформаций, на-
блюдаемых в термоэдс. Замещение марганца иона-
ми серебра образует дырки в eg-подсистеме и при-
водит к вырождению электронных состояний, ко-
торые снимаются за счет ЯТ-эффекта. В соедине-
нии Tm0.01Mn0.99S ИК-поглощение в данной обла-
сти частот очень слабое (рис. 8в).

8. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Электронное допирование ионами тулия приво-
дит к увеличению электронной плотности в t2g-обо-
лочке сульфида марганца и к образованию элект-
ронного вырождения, которое может сниматься
за счет спин-орбитального взаимодействия или по
ЯT-каналу. Замещение марганца ионами серебра об-
разует дырки в eg-подсистеме. В этом случае вы-
рождение снимается за счет ЯT-эффекта и обра-
зуется двойной обмен с ферромагнитным и анти-
ферромагнитным упорядочением соответственно по
продольным и по поперечным компонентам спина.
В этом случае сильное электрон-решеточное взаи-
модействие приводит к вибронным модам колеба-
ний с большой эффективной массой электрона. При
охлаждении до T = 500 К примесный электрон ло-
кализуется и находится в связанном состоянии с
примесным ионом. В результате в магнитном по-
ле индуцируется орбитальный магнитный момент с
диамагнитной вкладом в восприимчивость. Образо-
вание орбитального магнитного углового момента в
магнитном поле приводит к дополнительному рас-
сеянию носителей тока за счет спин-орбитального
взаимодействия и к увеличению сопротивления в
магнитном поле выше T = 300 К в Tm0.01Mn0.99S.
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Рис. 7. Годографы твердых растворов Ag0.01Mn0.99S, измеренные при T = 80 K (а), 160 K (б), 280 K (в) и для
Tm0.01Mn0.99S при T = 120 K(г), 160 K (д), 320 K (е). На вставках к рис. 7а,г: температурные зависимости магнитоим-
педанса ΔZ = Z(H)− Z(0)/Z(0), измеренные на частотах ω = 104 (1) и 105 (2) Гц. На вставке к рис. 7б: эквивалентная

схема с использованием RH , CH — высокочастотных сопротивления и емкости

В системе Ag0.01Mn0.99S дырка в совокупности с
решеточными модами образует вибронное состоя-
ние и межцентровой орбитальный момент в этом
интервале температур отсутствует. В области тем-
ператур 150–270 К в Tm0.01Mn0.99S и 120–260 К
в Ag0.01Mn0.99S индуцируется дипольный момент в
электрическом поле в результате смещения локали-
зованного электрона (дырки) в окрестности примес-

ного иона. Электрическое поле диполя E ∼ P/R3

создает потенциал φ ∼ P/R2 рассеяния носителей
тока в образце. В магнитном поле индуцированная
электрическая поляризация P по направлению по-
ля уменьшается. Предполагаем, что индуцирован-
ный заряд в электрически-неоднородных областях
определяется экспоненциальной зависимостью, т. е.
плотность тока
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Рис. 8. ИК-спектры для образцов Ag0.01Mn0.99S (а) при T = 80–400 K и для Tm0.01Mn0.99S (в) при T = 80–500 К; б —
температурная зависимость относительного изменения интенсивности поглощения в Ag0.01Mn0.99S

j = j0(e
t/τl − 1)⇒P =

∫
j dt⇒P = τlj,

где τl — продольное время релаксации электронов.
Изменение поляризации представим в виде

ΔP = P(H)− P(0) = τl(j(H)− j(0)),

где плотность тока в поле

j(H) = σE/(1 + (ωcτ)
2),

а в нулевом магнитном поле

j(0) = σE,

тогда

Δj = j(H)− j(0) ⇒ −(ωcτ)
2/(1 + (ωcτ)

2).

Отсюда изменение индуцированной электрической
поляризации в магнитном поле имеет вид [38]

ΔP =

∫
Δjdt ∼ −τl

(ωcτ)
2

1 + (ωcτ)2
, (6)

где ωс — циклотронная частота для свободного
электрона ωс = eB/m (e — заряд электрона и m —
масса электрона), τ — время релаксации в магнит-
ном поле, которое подчиняется закону Аррениуса

τ = τ0 exp(ΔE/kT)

и τ < τl. Время релаксации в Ag0.01Mn0.99S опре-
делено из подгонки экспериментальных результатов

согласно формуле (7) в области температур макси-
мумов магнитосопротивления при T = 200 К, ΔE =

= 0.15 эВ, τ = 4 · 10−12 с и при T = 120 К, ΔE =

= 0.09 эВ, τ = 6.5 · 10−11 с. Для Tm0.01Mn0.99S вре-
мя релаксации определено при T = 240 K, ΔE =

= 0.19 эВ, τ = 5·10−12 с и T = 160 К, ΔE =

= 0.13 эВ, τ = 6·10−11 с. Отрицательное магнито-
сопротивление твердых растворов Ag0.01Mn0.99S и
Tm0.01Mn0.99S удовлетворительно описываются из-
менением диагональной компоненты поляризации в
окрестности примесных катионов, когда постоянное
магнитное поле направлено перпендикулярно току.

В магнитоупорядоченном состоянии в
MexMn1−xS (Me = Ag, Tm) образуются кап-
ли (области) с ферромагнитным упорядочением
(ферроны). Магнитосопротивление в фазово-рас-
слоенных магнетиках положительно и определяется
отношением кулоновского взаимодействия двух
электронов в капле A(H)∼(e2/εRpol(H)), к обмен-
ному взаимодействию (JS), Rpol — радиус феррона.
При T < A магнитосопротивление определяется по
формуле [29]

ΔR = exp

(
AbH

2T

)
− 1, (7)

где b = (1/5)gμB/(JffS). Здесь не учитываются эф-
фекты, связанные с зависимостью вероятности рас-
сеяния от угла между спином электрона проводимо-
сти и магнитного момента капли, зависимость ку-
лоновского взаимодействия между каплями и изме-
нение топологии капли во внешнем электрическом
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поле. Конкуренция между этими взаимодействиями
может привести к смене знака магнитосопротивле-
ния от внешнего электрического поля.

9. ВЫВОДЫ

В результате электрон-дырочного допирова-
ния в окрестности магнитного фазового перехода
установлено образование магнитно-неоднородных
состояний ферронов (поляронов), существование
которых подтверждается данными магнитных изме-
рений. Относительное изменение намагниченности,
полученной в результате охлаждения образца в
нулевом поле и в сильном магнитном поле, для
Ag0.01Mn0.99S описывается в модели суперпарамаг-
нитных кластеров со случайным распределением
полей анизотропии. Существование решеточных
поляронов подтверждается максимумами на тем-
пературной зависимости коэффициента термоэдс
в области структурных деформаций. Из спектров
импеданса установлен диффузионный вклад в
проводимость для Tm0.01Mn0.99S. В модели Дебая
найдено время релаксации носителей тока для
Ag0.01Mn0.99S. В магнитоупорядоченной области
замещение марганца серебром приводит к увеличе-
нию импеданса в магнитном поле. В парамагнитной
области импеданс уменьшается в магнитном поле
для двух соединений. Вырождение при дырочном
допировании снимается по ян-теллеровскому кана-
лу. В магнитоупорядоченной области обнаружено
смена знака магнитосопротивления как по тем-
пературе, так и по напряжению при замещении
марганца серебром, а при замещении тулием только
по температуре. Найдено отрицательное магни-
тосопротивление в широкой области температур,
которое объясняется в модели рассеяния носителей
тока на электрически поляризованных областях.
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при финансовой поддержке Российского фонда
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При помощи микроскопической квантовой теории нелинейного взаимодействия сильного когерентно-
го электромагнитного излучения с двухслойным графеном со щелью рассмотрена генерация высоких
гармоник при низкоэнергетическом фотонном возбуждении при переходе Лифшица. Уравнение Лиувил-
ля –фон Неймана для матрицы плотности решается численно в режиме неадиабатического многофо-
тонного возбуждения. С помощью численных исследований определены вероятности генерации второй
и третьей гармоник при аннигиляции пары частица–дырка при переходах Лифшица в линейно поляри-
зованной когерентной электромагнитной волне. Полученные результаты показывают, что двухслойный
графен со щелью может служить эффективной средой для генерации четных и нечетных высших гар-
моник в субтерагерцевой области частот.

DOI: 10.31857/S0044451021050114

1. ВВЕДЕНИЕ

Многие квантово-электродинамические нелиней-
ные явления, индуцированные сильным лазерным
излучением в конденсированном веществе, особен-
но в графене или других наноструктурах, вносят
значительный вклад в физику низких энергий и
нанооптоэлектронику и систематически исследова-
лись в основном в случае однослойного графена [1],
что обусловлено уникальными физическими свой-
ствами такой двумерной (2D) наносистемы атомной
толщины [1–3]. С другой стороны, для индуцирован-
ных электродинамических явлений в атомных нано-
структурных 2D-системах двухслойный графен со
структурой AB представляет самостоятельный ин-
терес, так как его электронные состояния значи-
тельно богаче, чем у монослойного графена. Извест-
но также многофотонное резонансное возбуждение
с генерацией высших гармоник (ГВГ) через нели-
нейные каналы в двухслойном графене [4–6]. Ран-
ние исследования лазерно-индуцированного процес-
са ГВГ проводились в основном в газовых средах.

* E-mail: amarkos@ysu.am

Однако в последнее десятилетие появилось гораз-
до больше исследований гармоник высокого поряд-
ка в объемных кристаллах [7–12]. Известно, что
и в линейном приближении взаимодействие элек-
тромагнитной волны большой амплитуды с графе-
ном может приводить к существенной эффектив-
ной перестройке энергетического спектра графе-
на [13–15]. Также представляет интерес исследова-
ние ГВГ и связанных с ней процессов в низкораз-
мерных наноструктурах, таких как графен и его
производные [13–34] , гексагональный нитрид бора
[35], монослойные дихалькогениды переходных ме-
таллов [36–38], топологические изоляторы [39, 40],
монослoйный черный фосфор [41], выпуклые гек-
сагональные 2D-наноструктуры [42], твердые тела
[43,44] и другие 2D-системы [45–48]. Нелинейный ко-
герентный отклик в двухслойном графене со струк-
турой AB под действием интенсивного электромаг-
нитного излучения приводит к модификации ква-
зиэнергетического спектра, индукции долинных по-
ляризованных токов [49, 50], а также к нелинейным
оптическим эффектам второго и третьего порядков
[51–54]. Двухслойная графеновая система представ-
ляет собой уникальную систему, в которой на то-
пологию зонной структуры можно влиять извне и
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выбирать ее. Двухслойный графен — это хорошо на-
страиваемый материал: энергию Ферми можно «на-
строить» не только с помощью стандартных спосо-
бов, как в однослойном графене. Зонную структуру
можно изменять также внешними возмущениями:
поперечным электрическим полем или деформацией
[55–61]. В частности, представляет интерес рассмот-
рение процесса ГВГ в режиме сильной связи меж-
ду волной и двухслойным графеном с запрещенной
зоной, индуцированной внешним постоянным элек-
трическим полем [58,62–64]. Более того, с помощью
современных технологий [64,65] в двухслойном гра-
фене со структурой AB можно получить широкие
щели, достаточные для создания полевых транзи-
сторов с высоким коэффициентом входа-вывода не
только при низких криогенных температурах, но и
при комнатных [66,67].

Известны фотодетекторы-счетчики на основе
графена для подсчета низкоэнергетических фотонов
для различных приложений в медицине, космичес-
ких науках и для безопасности. Настраиваемая
ширина запрещенной зоны в двухслойном графене
в случае таких фотодетекторов может позволить
варьировать разрешение и рабочие температуры,
что в результате дает операционные преимущества.
Обратим внимание на то, что широкая запрещен-
ная зона также может сделать возможным процесс
ГВГ при комнатной температуре [28], который
подавляется в обычном двухслойном графене [16].
К сожалению, эффективные переходы Лифшица
в поле волны накачки в двухслойном графене со
структурой AB со щелью менее изучены.

Процесс ГВГ в двухслойном графене со щелью
в поле когерентного электромагнитного излучения
при переходе Лифшица с энергией фотона, значи-
тельно меньшей так называемой энергии Лифшица
EL ∼ 1 мэВ, имеет некоторые особенности [68–75].
Две соприкасающиеся параболы поверхности Фер-
ми разбиваются на четыре отдельных «кармана».
В отличие от обычного графена, внешние возму-
щения, такие как деформация [76, 77] или электри-
ческое поле [78], могут изменять топологию элек-
тронной дисперсии и энергию перехода Лифшица,
который соединяет области с разными топология-
ми Ферми [79]. Из-за 2D-природы двухслойного гра-
фена его химический потенциал и топология мо-
гут быть настроены с помощью электростатической
щели [1], что упрощает экспериментальное исследо-
вание перехода Лифшица. Кстати, в невозмущен-
ном двухслойном графене это достигается при низ-
ких энергиях EL = 1 мэВ. Чтобы вызвать асиммет-
рию, можно использовать химическое легирование

[55] или внешние возмущения [56]. Индуцированная
асимметрия открывает запрещенную зону в энерге-
тическом спектре графена [59, 71–75]. Как показа-
но в работе [79], для индуцированной асимметрии и
ширины щели U = 100 мэВ переход Лифшица про-
исходит при более высокой энергии EL = 1.6 мэВ.
Из оценки, приведенной в [79], можно заключить,
что экспериментальное наблюдение перехода Лиф-
шица обусловлено наличием запрещенной зоны, вы-
званной асимметрией слоев, и тем фактом, что чем
шире щель, тем более заметен этот эффект.

При внутризонных переходах взаимодействие
частицы с терагерцевыми (ТГц) или субТГц-фото-
нами низких энергий �ω � EL характеризуется па-
раметром эффективного взаимодействия χ [16]:

χ =
eE0v3
�ω2

,

где E0 — напряженность электрического поля,
ω — частота волны, e — заряд электрона, v3 =

=
√
3aγ3/2� ≈ vF /8 — эффективная скорость,

определяемая амплитудой перескока γ3 = 0.32 эВ
между слоями (a ≈ 0.246 нм — расстояние между
ближайшими A-слоями), vF — скорость Ферми
в обычном графене. При наличии запрещенной
зоны U межзонные переходы характеризуются так
называемым параметром Келдыша [80,81]

γ =
ω
√
mU

eE0
=
v3
√
mU

χ�ω
.

Здесь U — ширина запрещенной зоны,m = γ1/2v
2
F —

эффективная масса, γ1 � 0.39 эВ.
Для материалов со щелью параметр Келдыша

определяет характер процесса ионизации, который
с образованием электронно-дырочной пары являет-
ся первым этапом ГВГ. В пределе γ � 1 домини-
рует многофотонная ионизация. В так называемом
неадиабатическом режиме (γ ∼ 1) могут иметь ме-
сто как многофотонная, так и туннельная иониза-
ция. В пределе γ � 1 преобладает туннельная иони-
зация. В рассматриваемом случае процесс иониза-
ции сводится к переносу электрона из валентной
зоны в зону проводимости, т. е. к созданию пары
электрон–дырка. Поскольку при γ � 1 межзонны-
ми переходами можно пренебречь, волновое поле не
может обеспечить достаточно энергии для создания
пары электрон–дырка, и генерация гармоник подав-
ляется. Таким образом, в неадиабатическом режи-
ме из-за большой вероятности ионизации интенсив-
ность гармоник может быть значительно увеличена
по сравнению с туннельным переходом [28,33]. Если

953



А. Г. Казарян ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021

γ ∼ 1 или γ � 1, то имеют место межзонные пере-
ходы. С этой точки зрения, материалы конденсиро-
ванного состояния с двухслойным графеном предпо-
чтительнее, благодаря настраиваемой запрещенной
зоне с нетривиальной топологией.

В настоящей работе мы будем рассматривать
неадибатический режим ГВГ при γ ∼ 1 и γ � 1, ко-
гда становятся существенными многофотонные про-
цессы. Наше рассмотрение охватывает в основном
фотоны низких энергий. Средняя интенсивность
волны выражается через χ как

Iχ = χ2 · 1.96 · 1013 Вт
см2

(
�ω

эВ

)4

,

и требуемая интенсивность Iχ для нелинейного ре-
жима строго зависит от энергии фотона. В частно-
сти, для фотонов с энергиями 0.4–0.9 мэВ режим
многофотонного взаимодействия может быть реа-
лизован при интенсивностях Iχ = 1–102 Вт/см2.
Современные источники на основе фотонов в ТГц-
и субТГц-диапазонах (с энергиями 0.4–1.24 мэВ)
включают квантовые каскадные лазеры и могут до-
стигать значительной выходной мощности (в основ-
ном при криогенных температурах), тогда как их ис-
пользование в сочетании с нелинейными кристалла-
ми позволяет получить перестраиваемую непрерыв-
ную ТГц-волну с энергией несколько микроватт при
комнатной температуре [82]. Эффективность таких
источников довольно высока, но, к сожалению, до
сих пор они с трудом интегрируются в более круп-
ные цифровые электронные системы, что, возмож-
но, является самым большим недостатком таких си-
стем связи [82, 83].

В настоящей статье с помощью микроскопичес-
кой нелинейной квантовой теории численно иссле-
довано взаимодействие двухслойного графена со
структурой AB с мощным лазерным излучением.
Определены оптимальные значения основных пара-
метров: ширины запрещенной зоны, интенсивности
волны накачки, температуры графена для практи-
чески значимого случая ГВГ в низкоэнергетической
области перехода Лифшица (разбиение односвязной
линии Ферми на четыре отдельные части) [59,68–70].
Уравнение Лиувилля –фон Неймана рассматрива-
ется численно для генерации высших (здесь вто-
рой и третьей) гармоник в режиме многофотонно-
го возбуждения вблизи точек Дирака зоны Бриллю-
эна. Мы рассматриваем процесс генерации гармоник
в неадиабатическом режиме взаимодействия, когда
параметр Келдыша имеет порядок единицы. Выяв-
лены также картина многофотонного возбуждения
моря Ферми –Дирака и эффект тригонального ис-

кривления. Мы исследуем вероятности ГВГ при ан-
нигиляции пары частица–дырка в сильном эффек-
тивном поле линейно-поляризованной электромаг-
нитной волны для практически оптимальных пара-
метров рассматриваемой системы. Полученные ре-
зультаты показывают, что при специально выбран-
ных значениях соответствующих характерных па-
раметров этого процесса мы можем использовать
двухслойный графен со щелью в качестве удобной
нелинейной среды для ГВГ волны накачки с эффек-
тивным выходом в субТГц- и ТГц-областях спектра
при температуре графена выше криогенной.

Работа организована следующим образом.
В разд. 2 формулируется и численно решается
система уравнений для одночастичной матрицы
плотности в режиме многофотонного взаимо-
действия. В разд. 3 рассматривается проблема
генерации гармоник при низкоэнергетическом
возбуждении двухслойного графена со щелью. Ос-
новные выводы приведены в разд. 4, а громоздкие
формулы вынесены в Приложение.

2. ОСНОВНАЯ ТЕОРИЯ

В дальнейшем мы используем микроскопиче-
скую нелинейную квантовую теорию взаимодей-
ствия когерентного электромагнитного излучения с
двухслойным графеном со щелью, которая развита
в работах [28,33]. Представим линейно поляризован-
ную электромагнитную волну с несущей частотой
ω и медленно меняющейся амплитудой f(t)E0 элек-
трического поля E в плоскости xy слоя графена в
виде

E (t) = f (t)E0e cosωt, (1)

где e — единичный вектор поляризации. Медлен-
но меняющуюся огибающую волны накачки пред-
ставим формулой

f (t) =

{
sin2 (πt/T ) , 0 ≤ t ≤ T ,

0, t < 0, t > T ,
(2)

где T характеризует длительность импульса, T =

= 10T0, T0 = 2π/ω.
Эффективный одночастичный гамильтониан

[58–60] для низкочастотных переходов (|Eσ| < γ1 �
� 0.39 эВ) в двухслойном графене со структурой
AB со щелью вблизи дираковских точек Kζ имеет
вид

Ĥζ =

(
U/2 q∗ζ (p)

qζ (p) −U/2

)
, (3)
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где p̂ = {p̂x, p̂y} — оператор импульса электрона,
ζ = ±1 — квантовое число долины, U — ширина
щели и

qζ (p) = − 1

2m∗
(ζpx + ipy)

2
+ v3 (ζpx − ipy) . (4)

Первый член в формуле (4) связан с парой парабо-
лических зон E = ±p2/2m.

Квантовые числа спина и долины сохраняются.
Междолинных переходов нет, и индекс долины ζ

можно рассматривать как параметр. Собственные
состояния эффективного гамильтониана (3) есть
спиноры

Ψσ(r) =
1√
S
|σ,p〉 exp

(
i

�
p · r

)
, (5)

где

|σ,p〉 = 1√
S

√
Eσ + U/2

2Eσ

⎛⎜⎝ 1

1

Eσ + U/2
Υ (p)

⎞⎟⎠ , (6)

Υ(p) = − p2

2m
e2iζϑ + ζv3pe

−iζϑ, (7)

ϑ = arctg (py/px), σ — индекс зоны (σ = 1 для ва-
лентной зоны и σ = −1 для зоны проводимости) и
S — область квантования,

Eσ (p) =

= σ

√
U2

4
+ (v3p)

2 − ζ
v3p3

m
cos 3ϑ+

(
p2

2m

)2

(8)

— соответствующая энергия состояния.
Оператор поля Ферми –Дирака в виде разложе-

ния по свободным состояниям (5) может быть опи-
сан с использованием техники вторичного кванто-
вания:

Ψ̂(r, t) =
∑
p,σ

âp,σ(t)Ψσ(r), (9)

где âp,σ(t) (â†p,σ(t)) — оператор уничтожения (рож-
дения) электрона с импульсом p, который удовле-
творяет обычным правилам антикоммутативности.
Одночастичный гамильтониан при наличии одно-
родного зависящего от времени электрического поля
E(t) можно представить как

Ĥint = Ĥζ +

(
er · E (t) 0

0 er · E (t)

)
, (10)

где для гамильтониана взаимодействия мы исполь-
зовали калибровку длины [84,85]. Используя разло-
жение (9), полный гамильтониан вторичного кван-
тования можем записать в виде

Ĥ =
∑
σ,p

Eσ (p) â†σpâσp + Ĥint, (11)

где взаимодействие излучения с веществом задано
не зависящим от калибровки полем E (t) следующей
формулой:

Ĥint = ie
∑

p,p′,σ

δp′p∂p′E (t) â†p,σâp′,σ′ +

+
∑
p,σ

E (t)
(
Dt (σ,p) â

†
p,σâp,−σ +

+ Dm (σ,p) â†p,σâp,σ
)
. (12)

Здесь
Dm (σ,p) = �e〈σ,p|i∂p|σ,p〉 (13)

— средний дипольный момент, или берри-связь,

Dt (σ,p) = �e〈σ,p|i∂p| − σ,p〉 (14)

— дипольный момент перехода (оба даны в Прило-
жении, см. также работу [28]).

Многофотонное взаимодействие двухслойного
графена с сильным полем излучения описывается
уравнением Лиувилля –фон Неймана для одноча-
стичной матрицы плотности (см. уравнения (25),
(26) Приложения). Мы предполагаем, что изначаль-
но идеальный ферми-газ находится в равновесии.
Отметим, что мы включили релаксационные
процессы в уравнение Лиувилля –фон Неймана
при помощи неоднородной феноменологической
вероятности затухания Γ, поскольку однородные
релаксационные процессы медленнее неоднородных.
Мы решим систему уравнений (27) и вытекающую
из нее замкнутую систему дифференциальных
уравнений (28), (29), приведенных в Приложении,
для функций Nv(p, t), Nc(p, t), P (p, t) (определения
функций см. в Приложении) с учетом следующих
начальных условий (P (p, 0) = 0):

Nc(p, 0) =
1

1 + exp [(E − μ)/T ]
, (15)

Nv(p, 0) = 1−Nc(p, 0). (16)

Здесь T и μ — соответственно температура и хими-
ческий потенциал в единицах энергии.

Систему уравнений (28)–(30) не удается решить
аналитически в общем случае. При численном реше-
нии проведена замена переменных и преобразование
уравнений с частными производными в обыкновен-
ные. Новые переменные есть t и p̃ = p− pE (t), где

pE (t) = −e
t∫

0

E (t′) dt′ (17)

— переданный волновым полем классический им-
пульс.
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Функция распределения частиц
Nc(p, tf ) (в относительных единицах) после взаимодейст-
вия в момент tf = 10T0 в зависимости от безразмерных
компонент импульса при ширинах щели U = 5 мэВ (а),
4 мэВ (б), 3 мэВ (в), 0.0008 мэВ (г). Волна накачки счита-
ется линейно поляризованной вдоль оси y. Демонстрирует-
ся многофотонное возбуждение с эффектом тригонально-
го искривления для низкоэнергетических переходов Лиф-
шица, индуцированных возбуждением фотонов при энер-
гии �ω = EL/1.1 	 0.8 мэВ, температуре T/�ω = 0.4 и
безразмерном параметре интенсивности χ = 1 для доли-

ны с индексом ζ = −1

Рис. 2. (В цвете онлайн) Создание пары частица–дырка
в двухслойном графене при многофотонном резонансном
возбуждении. Функция распределения частиц Nc(p, tf ) (в
относительных единицах) после взаимодействия в момент
tf = 10T0 для χ = 0.5 (а), χ = 1.0 (б), χ = 1.5 (в),
χ = 2.0 (г). Температура T/�ω = 0.4. Предполагается, что
поле поляризовано линейно вдоль оси y с энергией фото-
на �ω = EL/1.1 	 0.8 мэВ, а ширина щели U = 2 мэВ.
Результаты приведены для долины с индексом ζ = −1

Фотовозбуждения моря Ферми –Дирака, инду-
цированные переходами Лифшица, представлены на
рис. 1, 2. Эффективная волна линейно поляризова-
на по оси y. После соответствующих преобразований
выполняется интегрирование уравнений (28)–(30)
на однородной сетке из 104 точек (p̃x, p̃y). В качестве
максимального импульса возьмем p̃max/

√
m�ω = 5.

Интегрирование по времени выполняется стандарт-
ным алгоритмом Рунге –Кутты четвертого порядка.
Для вероятности затухания берем Γ = t0(μ, T )T −1.

Оценим время релаксации t0(μ, T ). Мы изучили
когерентное взаимодействие двухслойного графена
с волной накачки в режиме сверхбыстрого возбуж-
дения, что верно только для времен t < τmin, где
τmin — наименьшее из всех релаксационных времен.
Для возбуждений с энергиями μ � γ1 = 0.39 эВ
доминирующим механизмом релаксации считается
электрон-фононная связь между продольными аку-
стическими фононами [86, 87]. Для низкотемпера-
турного предела

T � 2
cph
vF

√
μγ1,

где cph � 2 · 106 см/с — скорость продольного аку-
стического фонона, время релаксации для уровня с
энергией μ можно оценить как [87]

t0 (μ, T ) �
(

πD2T 2

8ρm�3c3phvF

√
γ1
μ

)−1

. (18)

ЗдесьD � 20 эВ — константа электрон-фононного
взаимодействия, а ρm � 15 · 10−8 г/см2 — массовая
плотность двухслойного графена. Для μ � 0.8 мэВ
при температуре T = 0.4�ω из уравнения (18) по-
лучаем τ � 60 пс. Для энергий μ � γ1 можно ко-
герентно управлять многофотонными переходами в
двухслойном графене в диапазоне времени t � 60 пс,
пренебрегая столкновениями частиц.

На рис. 1 представлен график плотности функ-
ции распределения частиц Nc(p, tf ) в зависимости
от безразмерных компонент импульса после взаи-
модействия для различных значений ширины ще-
ли. Длительность импульса волны накачки T =

= 10T0 ≈ 50 пс. Хорошо виден эффект тригональ-
ного искажения (warping) — отклонение возбужден-
ных изоэнергетических контуров от кругов, которые
размываются с увеличением ширины щели U . Во
всех рассмотренных случаях две соприкасающиеся
параболы превращаются в четыре отдельных «кар-
мана». Заметим, что тригональное искривление име-
ет решающее значение для четного порядка нели-
нейности. Как видно на рис. 1, с ростом U наступает
пертурбативный режим γ > 1, и возможны только
слабые возбуждения моря Ферми –Дирака.
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На рис. 2 показана зависимость фотовозбужде-
ния от интенсивности волны накачки на фикси-
рованной частоте субТГц-диапазона. Для больших
значений χ, когда γ = 1.1, отчетливо видны мно-
гофотонные возбуждения. С увеличением интенсив-
ности волны в ферми-дираковском море увеличива-
ется число состояний с поглощением большего чис-
ла фотонов. При χ � 1, когда γ � 1, происходит
многофотонное возбуждение моря Ферми –Дирака
по тригонально искривленным волновым полем изо-
линиям квазиэнергетического спектра. Таким об-
разом, многофотонные вероятности рождения пар
частица–дырка имеют максимальные значения для
энергетических изолиний, определяемых резонанс-
ным условием

T −1
0

T0∫
0

2E1 (p̃+ pE (t) , t) dt = n�ω, n = 1, 2, 3, . . .

Эти контуры также видны на рис. 1. Исследова-
ния температурной зависимости возбуждения фер-
ми-дираковского моря показало, что для рассматри-
ваемого случая оно слабо зависит от оптимальных
температур: возбужденные изолинии слегка размы-
ваются с повышением температуры. Этот эффект
невелик, поскольку U � T , и можно ожидать, что
спектры гармоник будут устойчивы к изменению
температуры в отличие от случая U = 0, когда из-
лучение гармоник подавляется при повышении тем-
пературы [28,33]. Таким образом, температурная за-
висимость отсутствует.

В следующем разделе мы исследуем нелиней-
ный отклик двухслойного графена со щелью в
процессе генерации второй и третьей гармоник
под воздействием лазерного поля субТГц-частоты
ω = 0.4–0.9 мэВ/� в неадиабатическом режиме γ �
� 1.

3. ГЕНЕРАЦИЯ ГАРМОНИК ПРИ
ИНДУЦИРОВАННЫХ

НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ПЕРЕХОДАХ В
ДВУХСЛОЙНОММ ГРАФЕНЕ СО ЩЕЛЬЮ

Здесь мы исследуем нелинейный отклик двух-
слойного графена на процесс генерации гармоник в
неадиабатическом режиме индуцированных перехо-
дов Лифшица, когда параметр Келдыша имеет по-
рядок единицы. Для когерентной части спектра из-
лучения введем среднее значение оператора плотно-
сти тока:

jζ = −2e
〈
Ψ̂(r, t) |v̂ζ | Ψ̂(r, t)

〉
. (19)

Оператор скорости v̂ζ = ∂Ĥ/∂p̂ приводится в При-
ложении (см. уравнения (35), (36), а также работу
[30]). Используя уравнения (19)–(36), формулу тока
для долины ζ можно записать в виде

jζ (t) = − 2e

(2π�)2
×

×
∫
dp

{
V′ (p) (Nc(p, t)−Nv(p, t))+

2i

�
iE1 (p) ×

× [Dt (p)P
∗(p, t)−D∗

t (p)P (p, t)]} , (20)

где V′ (p) — внутризонная скорость (37). В уравне-
нии (20) первый член — это внутризонный ток, ко-
торый обусловлен независимым движением носите-
лей в соответствующих зонах. Второй член в форму-
ле (20) описывает высшие гармоники, возникающие
в результате рекомбинации ускоренных электронно-
дырочных пар. Поскольку мы изучаем неадиабати-
ческий режим, вклад обоих механизмов существен.

Нет вырождения по квантовому числу ζ-долины,
поэтому полный ток может быть получен суммиро-
ванием по ζ:

jx = j1,x + j−1,x, (21)

jy = j1,y + j−1,y. (22)

Компоненты плотности тока jx,y определены как

jx,y
j0

= Gx,y

(
ωt, χ, γ,

EL
�ω

,
T

�ω
,
U

�ω

)
. (23)

Здесь

j0 =
eω

π2

√
mω

�
, (24)

Gx и Gy — безразмерные периодические (при мо-
нохроматической волне) функции, которые зави-
сят от параметров взаимодействия χ, γ, энергии
Лифшица и температуры. Таким образом, исполь-
зуя решения уравнений (28)–(30) и проводя ин-
тегрирование в уравнении (20), можно вычислить
спектры излучения гармоник с помощью фурье-
преобразования функций Gx,y(t). Вероятность ис-
пускания n-й гармоники пропорциональна n2|jn|2,
где |jn|2 = |jxn|2 + |jyn|2, jxn и jyn являются n-ми
компонентами Фурье полного тока, индуцированно-
го полем. Для нахождения jn использован алгоритм
быстрого преобразования Фурье. Для построения
графиков мы используем формулу для нормирован-
ной плотности тока (23).

Отметим, что при сравнении с обычным моно-
слойным графеном [14,15] значение j0 для двухслой-
ного графена больше в

√
γ1/2�ω раз. Кроме того,

предел обрезания гармоник больше, чем в случае
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Рис. 3. Вероятности испускания гармоник второго G2 (а)
и третьего G3 (б) порядков в двухслойном графене при
переходе Лифшица в зависимости от параметра интенсив-
ности χ для значений ширины щели U = 3 мэВ (кривая 1),
4 мэВ (кривая 2), 5 мэВ (кривая 3), 6 мэВ (кривая 4). Тем-
пература принята равной T/�ω = 0.4. Предполагается, что
волна с частотой ω = 0.8 мэВ/� поляризована линейно

монослойного графена [14], что является результа-
том сильной нелинейности, вызванной тригональ-
ным искажением. Следовательно, для рассматрива-
емого случая �ω � γ1 интенсивность излучения гар-
моник как минимум на порядок больше, чем в мо-
нослойном графене.

Для исследования генерации гармоник за счет
многофотонного резонансного возбуждения и анни-
гиляции пары частица–дырка из когерентных состо-
яний суперпозиции при γ � 1 сначала исследуем
вероятности генерации второй и третьей гармоник.
Эти вероятности в зависимости от мощности вол-
ны накачки, определяемой параметром χ на одной
и той же частоте, показана на рис. 3 для различных
значений ширины щели.

На рис. 3 графики для U = 4 мэВ и U = 5 мэВ
совпадают. Как видно на рисунке, для параметров
интенсивности χ � 1 при рассматриваемых значени-
ях ширины щели U мы имеем сильное отклонение от
степенного закона для скоростей излучения второй
и третьей гармоник, которые, в соответствии с тео-
рией возмущений, пропорциональны соответствен-
но χ2 и χ3. На рис. 4 вероятности генерации второй
и третьей гармоник показаны как функции шири-
ны щели при различных интенсивностях, определя-
емых параметром χ на одной и той же частоте. Как
видно на рис. 4, все графики имеют максимальные
значения при U � 2 мэВ. В результате находим оп-
тимальные параметры, и интенсивность излучения

Рис. 4. Вероятности испускания второй G2 (а) и третьей
G3 (б) гармоник в зависимости от ширины запрещенной
зоны U для χ = 0.5 (кривая 1), 1.0 (2), 1.5 (3), 2.0 (4).

Другие параметры, как на рис. 3

гармоник тем больше, чем выше интенсивность вол-
ны накачки.

Итак, в соответствии с результатами рис. 3 и 4,
интенсивное излучение второй и третьей гармоник
при индуцированных волной накачки ускорении и
аннигиляции частицы или дырки в графене со ще-
лью может быть получено, когда частота волны на-
качки находится в субТГц-области. Как и в случае
аналогичных расчетов для интенсивной волны на-
качки при большой ширине запрещенной зоны U

(U � T ), скорость излучения слабо зависит от тем-
пературы.

На рис. 5 показаны зависимости вероятностей ге-
нерации второй и третьей гармоник для двухслой-
ного графена со щелью в зависимости от частоты
накачки для различных параметрах взаимодействия
при U = 2 мэВ. Показаны максимумы скорости из-
лучения при различных энергиях фотонов. Для ге-
нерации третьей гармоники максимальное значение
достигается на частоте ω � 0.8 мэВ/�. Что касается
ГВГ вплоть до дальнего инфракрасного диапазона,
как показано в работе [33], она может быть получена
с помощью квантовых каскадных лазеров с высокой
мощностью.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью микроскопической нелинейной тео-
рии представлено взаимодействие двухслойного гра-
фена со щелью и сильного когерентного поля излу-
чения при низкоэнергетическом переходе Лифши-
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Рис. 5. Вероятности испускания второй G2 (а) и третьей
G3 (б) гармоник для двухслойного графена в зависимо-
сти от энергии фотона �ω для χ = 1.0 (кривая 1), 1.5 (2),
2.0 (3). Температура принята равной T/�ω = 0.4, а ши-
рина щели U = 2 мэВ. Предполагается, что поле линейно

поляризовано вдоль оси y

ца. Замкнутая система дифференциальных уравне-
ний для одночастичной матрицы плотности реша-
ется численно для двухслойного графена в прибли-
жении дираковского конуса в поле линейно поляри-
зованной электромагнитной волны субТГц-частоты.
Мы рассмотрели неадиабатические волновые пере-
ходы Лифшица для моря Ферми –Дирака, включая
процессы ГВГ. Показано, что роль щели в нелиней-
но-оптическом отклике двухслойного графена весь-
ма значительна. В частности, присутствуют нели-
нейные процессы четного порядка, обрезание гармо-
ник увеличивается, а процессы излучения гармоник
становятся устойчивыми к повышению температу-
ры. Полученные результаты показывают, что двух-
слойный графен со щелью может служить эффек-
тивной средой для генерации четных и нечетных
высших гармоник в ТГц- и субТГц-областях час-
тот, что важно для разработки систем новой высо-
коскоростной беспроводной связи [82, 83]. Получен-
ные результаты свидетельствуют о том, что процесс
ГВГ для субТГц-фотонов (с длинами волн от 0.3 до
1 мм) может наблюдаться уже при интенсивностях
Iχ = 1–103 Вт/см2 при температуре образца T < �ω.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Уравнение Лиувилля –фон Неймана для одноча-
стичной матрицы плотности можно представить в
виде

ρα,β(p, t) = 〈â†p,β (t) âp,α (t)〉, (25)

где âp,α (t) удовлетворяет уравнению Гейзенберга

i�
∂âp,α (t)

∂t
=
[
âp,α (t) , Ĥ

]
. (26)

Из-за однородности задачи нам нужны только диа-
гональные p-элементы матрицы плотности. С уче-
том формул (11)–(26) эволюционное уравнение име-
ет вид

i�
∂ρα,β(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂ρα,β(p, t)

∂p
=

= (Eα (p)− Eβ (p)− i�Γ (1− δαβ)) ρα,β(p, t)+

+E (t) (Dm (α,p)−Dm (β,p)) ρα,β(p, t)+

+E (t) [Dt (α,p) ρ−α,β(p, t) −
− Dt (−β,p) ρα,−β(p, t)] , (27)

где Γ— скорость затухания. В уравнении (27) недиа-
гональными элементами являются межзонная по-
ляризация ρ1,−1(p, t) = P (p, t) и ее комплексно-со-
пряженная величина ρ−1,1(p, t) = P ∗(p, t), а диа-
гональными — функции распределения частиц для
зоны проводимости, Nc(p, t) = ρ1,1(p, t), и валент-
ной зоны, Nv(p, t) = ρ−1,−1(p, t). Необходимо ре-
шить систему дифференциальных уравнений для
этих функций:

i�
∂Nc(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂Nc(p, t)

∂p
=

= E (t)Dt (p)P
∗(p, t)−E (t)D∗

t (p)P (p, t), (28)

i�
∂Nv(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂Nv(p, t)

∂p
=

= −E (t)Dt (p)P
∗(p, t) +E (t)D∗

t (p)P (p, t), (29)

i�
∂P (p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂P (p, t)

∂p
=

= [2E1 (p) +E (t)Dm (p)− i�Γ]P (p, t)+

+E (t)Dt (p) [Nv(p, t)−Nc(p, t)] . (30)

Полные средние дипольные моменты есть

Dxm (p) = − e�U

2E1 (p) (E2
1 (p)− U2/4)

×

×
[(

p2

2m
−mv23

)
ζpy
m

+
v3
m
pxpy

]
, (31)

Dym (p)− e�U

2E1 (p) (E2
1 (p)− U2/4)

×

×
[(

− p2

2m
+mv23

)
ζpx
m

+
v3
2m

(
p2x − p2y

)]
. (32)
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Компоненты дипольных моментов перехода рассчи-
тываются по формуле (14) с помощью спинорных
волновых функций (6) (см. также [30, 33]):

Dtx (p) = − e�

2E1 (p)
√

E2
1 (p)− U2/4

×

×
([(

p2

2m
−mv23

)
ζpy
m

+
v3
m
pxpy

]
−

− i
U

2E1

{(
p2

2m
+mv23

)
px
m

−3ζv3
2m

(
p2x−p2y

)})
, (33)

Dty (p) = − e�

2E1 (p)
√
E2
1 (p)− U2/4

×

×
([(

− p2

2m
+mv23

)
ζpx
m

+
v3
2m

(
p2x − p2y

)]
−

− i
U

2E1

{(
p2

2m
+mv23

)
py
m

+
3ζv3
m

pxpy

})
. (34)

Компоненты оператора скорости, определяемо-
го соотношением v̂ζ = ∂Ĥ/∂p̂ для эффективного
2× 2-гамильтониана (3), можно представить следу-
ющими формулами:

v̂ζx = ζ

⎛⎜⎝ 0 − 1

m
(ζp̂x − ip̂y) + v3

− 1

m
(ζp̂x + ip̂y) + v3 0

⎞⎟⎠ , (35)

v̂ζy = i

⎛⎜⎝ 0
1

m
(ζp̂x − ip̂y) + v3

− 1

m
(ζp̂x + ip̂y)− v3 0

⎞⎟⎠ . (36)

Внутризонная скорость V′ (p) при ГВГ в двухслой-
ном графена со структурой AB определяется фор-
мулой

V′ (p) =

[
v3p−3ζ

v3p

2m
p cos 3ϑ+3ζ

v3p
3

2m
sin 3ϑ

∂ϑ

∂p
+

+ 2
p3

(2m)2

]
E−1
1 (p) . (37)
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В гетероструктурах NiFe/Cu/IrMn с варьируемым количеством межслойных атомов Cu наблюдается
резкое изменение поля обменного смещения, коэрцитивной силы и поля однонаправленной анизотропии
при эффективной толщине прослойки меди tCu ≈ 0.5 нм, соответствующей неполному покрытию ин-
терфейса, т. е. островковому напылению. Симметрия угловой зависимости ферромагнитного резонанса
резко изменяется при неполном покрытии интерфейса при tCu = 0.5 нм, что отвечает смене изолирован-
ных островков на магнитную фрактальную структуру. Это явление, которое можно назвать «магнитным»
порогом перколяции, не связано с электрическим сопротивлением гетероструктуры, резкое уменьшение
которого наблюдается лишь при значительно большей эффективной пороговой толщине прослойки меди
tCu = 1.3 нм при сплошном покрытии интерфейса.

DOI: 10.31857/S0044451021050126

1. ВВЕДЕНИЕ

Магнитные структуры ферромагнетик–анти-
ферромагнетик (ФМ-АФМ) широко используются в
датчиках Холла [1] и устройствах магнитной памяти
[2], поскольку обменное смещение в них устанавли-
вает технически востребованный интервал полей, в
которых переключаются эти устройства. Обменное
взаимодействие между ФМ- и АФМ-слоями сме-
щает центр петли магнитного гистерезиса вдоль
оси поля [3], что создает постоянную стабильную и
одинаковую намагниченность в исходном состоянии
в нулевом магнитном поле. Это делает систему
независимой от магнитной предыстории [4, 5].
Варьируя материалы и толщину слоев ФМ и АФМ
[6–8], можно создавать гетероструктуры, в которых

* E-mail: morgunov2005@yandex.ru

величина обменного смещения Hb даже выше, чем
коэрцитивная сила Hc [9]. Магнитное поле, при-
ложенное в плоскости пленки перпендикулярно ее
легкой оси, вызывает перемагничивание слоя ФМ
путем когерентного вращения намагниченности без
образования доменов [10, 11]. Самое большое соот-
ношение Hb/Hc наблюдается в гетероструктурах
NiFe/IrMn [12].

Эффективным способом регулировки обменного
смещения в магнитных структурах ФМ/АФМ яв-
ляется введение диамагнитного разделяющего слоя
(ДРС) [13–16], что позволяет увеличивать чувстви-
тельность датчиков Холла в заданном рабочем ин-
тервале полей [13]. Процесс напыления ДРС прохо-
дит через несколько промежуточных стадий, преж-
де чем возникнет сплошной ДРС [17]. Начальная
стадия соответствует островковой структуре, в ко-
торой отдельные островки меди не контактиру-
ют между собой, заполняя сначала неоднородности
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слоя NiFe. По мере увеличения времени напыления,
а следовательно, и эффективной толщины напылен-
ного ДРС, островки растут в трех измерениях, со-
прикасаются между собой и все больше покрыва-
ют напыляемую площадь. При этом областей пря-
мого контакта между ФМ- и АФМ-слоями стано-
вится меньше, что приводит к уменьшению поля
обменного смещения [13–16]. Дальнейшее увеличе-
ние эффективной толщины ДРС приводит к обра-
зованию двумерной структуры, состоящей из кон-
тактирующих между собой островков (бесконечный
фрактал) [18]. Затем ДРС полностью покрывает ин-
терфейс ФМ/АФМ, разрывая при этом прямое об-
менное взаимодействие между ФМ- и АФМ-слоями
во всех точках интерфейса. Даже при сплошном
покрытии интерфейса обменное смещение не ста-
новится равным нулю и обнаруживается при низ-
ких температурах [19–21]. Например, в [19] в гете-
роструктуре NiFe/Ta/IrMn обменное смещение при
комнатной температуре резко уменьшается при эф-
фективной толщине слоя тантала tTa = 0.2 нм
(один атомный монослой по количеству напылен-
ного вещества). Однако при низкой температуре
обменное смещение все еще обнаруживается. Хо-
тя описанные выше стадии и сценарий модифи-
кации обменно-смещенных структур при напыле-
нии ДРС в целом понятны, в литературе сообща-
ется о множестве необычных явлений, происходя-
щих при количествах материала ДРС на интер-
фейсе, меньшем порогового значения (т. е. до пол-
ного покрытия интерфейса). В работе [20] в ге-
терострутурах NiFe/Cu/CoO медь полностью по-
крывала интерфейс при толщине медной прослой-
ки 1.2 нм (6 атомных монослоев), а в [21] прослой-
ка золота покрывала интерфейс в гетероструктурах
CoO/Au/Co при толщине 2.5 нм. Однако в обоих
упомянутых случаях резкие изменения в магнитных
характеристиках наблюдались при несколько мень-
ших толщинах эффективного слоя соответственно
tCu ∼ 0.8–1.1 нм и tAu ∼ 1.5–2 нм. Причина резкого
допорогового изменения магнитных свойств в гете-
рострутурах NiFe/Cu/CoO и CoO/Au/Co осталась
необъясненной. В упомянутых работах доля интер-
фейса ФМ/АФМ, покрытого ДРС, при которой бло-
кируется обменная связь между ФМ и АФМ, зави-
сит от материала ДРС и различается в пять раз.
Эта неопределенность может быть связана с раз-
ной эффективностью косвенного обмена в ДРС раз-
ных типов, с различными коэффициентами адгезии
и диффузии, приводящими к разной эффективно-
сти образования островков и другими причинами,
на выяснение которых направлена наша работа.

Резкое изменение свойств материалов по мере
увеличения концентрации добавляемого в них ве-
щества рассматривается в теории протекания и на-
зывается порогом перколяции, за который отвечает
особого рода фазовый переход [18]. Имеются мно-
гочисленные теоретические модели для объяснения
образования скачка электрической проводимости и
возникновения бесконечного фрактала в компози-
тах проводник–изолятор [22]. Поведение проводимо-
сти в композитных коллоидах, суспензий и эмульсий
является сложной функцией концентрации частиц,
их размера, формы и геометрического расположе-
ния, степени агрегации, температуры и многих дру-
гих факторов [23]. Для анализа концентрационной
зависимости электрической проводимости использу-
ется эмпирическая модель, основанная на комбина-
ции теории среднего поля и теории перколяций, ко-
торая успешно применяется для композитных кол-
лоидных и ячеистых систем [24], в которых зерна
большого диаметра покрыты проводящим порош-
ком меньшего размера, а также в смесях порошков
разной проводимости [25]. Этот же подход может
быть применен для описания электрической прово-
димости островковой структуры ДРС в наших об-
разцах. Согласно теории протекания, в структурах,
исследуемых в нашей работе, электрическую прово-
димость в окрестности порога перколяции pc мож-
но рассматривать как функцию p доли поверхности,
покрытой ДРС [24,26]:

σeff = σm

(
pc − p

pc

)−s
, pc > p, (1)

σeff = σp

(
p− pc
1− pc

)t
, pc < p, (2)

где σeff — эффективное значение проводимости;
σm — проводимость участков ФМ/АФМ; σp — про-
водимость участков ФМ/ДРС/АФМ; s, t — уни-
версальные критические показатели. Для двумер-
ной системы универсальные критические показате-
ли соответствуют s = t ≈ 4/3 [24], для трехмер-
ной системы s ≈ 0.73 [24], s ≈ 0.87 [26], t ≈ 2

[24, 26]. Этот подход применяется прямо к иссле-
дованию электрической проводимости, однако его
применение к обсуждению магнитных характери-
стик выглядит феноменологическим и требует обос-
нований и экспериментальных подтверждений. Ко-
роткодействующее обменное взаимодействие, реа-
лизуемое протеканием волновых функций электро-
нов или протеканием самих электронов при кос-
венном взаимодействии Рудермана –Касуи –Китте-
ля –Йошиды (РККИ), кажется сходным с протека-
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нием электрического тока. Одна из целей нашей ра-
боты заключается в проверке того, может ли тео-
рия перколяций быть применена к ферромагнит-
ным системам для описания «протекания» корот-
кодействующего обменного взаимодействия в систе-
ме случайных островков, обеспечивающих или раз-
рывающих обменный контакт ФМ/АФМ. Примене-
ние формул (1) и (2) к магнитным характеристи-
кам (обменное смещение, обменное взаимодействие
и др.) может быть ограничено короткодействующим
характером обменного взаимодействия и быть ис-
каженным дальнодействующим магнитным диполь-
ным взаимодействием между островками ферромаг-
нитного материала. Хорошо известно, что взаимо-
действие между структурными единицами, образу-
ющими бесконечный фрактал, влияет на значение
порога перколяции pc, а дальнодействующие корре-
ляции между структурными единицами приводят к
потере универсальности критических показателей s
и t [27, 28].

Эффективным методом измерения обменного
смещения и магнитокристаллической анизотропии
является ферромагнитный резонанс (ФМР), кото-
рый используется в нашей работе для определе-
ния симметрии угловой зависимости резонансно-
го поля до и после порога перколяции. Изменение
симметрии угловой зависимости резонансного по-
ля ФМР по мере увеличения толщины слоя меди
было обнаружено в гетероструктурах IrMn/Cu/Co
[29], где островки Cu сменялись на сплошное по-
крытие медью. В работах [30,31] в гетероструктурах
NiFe/Cu/IrMn изменение симметрии угловых зави-
симостей, вызванное ростом эффективной толщины
слоя меди, объяснялось наличием прямого контак-
та слоев NiFe и IrMn. Таким образом, ФМР пред-
ставляет собой методику, чувствительную к смене
локальных ферромагнитных островков на бесконеч-
ный фрактал или сплошную пленку, ослабляющую
обменное взаимодействие между ФМ- и АФМ-слоя-
ми. В нашей работе ФМР позволяет установить эф-
фективную толщину ДРС, при которой происходит
резкое изменение магнитной анизотропии и обмен-
ного взаимодействия, а также смену симметрии уг-
ловой зависимости резонансного поля ФМР. При
этом до полного покрытия интерфейса еще далеко.

В практическом отношении важно, что неболь-
шие толщины ДРС и связанные с ними перколя-
ционные явления создают проблемы с воспроиз-
водимостью свойств гетероструктур, предсказуемо-
стью полученного результата. Это связано, скорее, с
принципиально неустранимой стохастичностью на-
чальных стадий напыления, чем с качеством на-

пыления. Поскольку введение ДРС в магнитную
структуру ФМ/АФМ используется для регулиров-
ки обменного смещения в датчиках, понимание фи-
зического механизма зависимости обменного смеще-
ния от толщины ДРС и особенности формирования
обменной связи ФМ-АФМ через ДРС чрезвычайно
важны, хотя и остаются не до конца понятыми.

Целью данной работы является анализ обмен-
ных параметров, электрического сопротивления и
резонансного поля в интервале эффективных тол-
щин прослойки Cu, обеспечивающей последователь-
ное формирование отдельных островков, затем бес-
конечного фрактала и, наконец, полностью покры-
того медью интерфейса ФМ/АФМ в гетерострукту-
рах NiFe/Cu/IrMn.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДИКА

В опытах использовали контрольный образец
без медной прослойки Ta(5 нм)/NiFe(10 нм)/
IrMn(10 нм)/ Ta(5 нм) и серию образцов с мед-
ной прослойкой Ta(5 нм)/NiFe(10 нм)/ Cu(tCu)/
IrMn(10 нм)/Ta(5 нм) площадью 3 × 3 мм2 и
5 × 5 мм2. Эффективная толщина медной прослой-
ки tCu определяется по длительности напыления
и варьируется в диапазоне от 0.08 нм до 5 нм, что
соответствует времени магнетронного напыления
2–120 с. Гетероструктуры были напылены на под-
ложках Si/SiO2 методом магнетронного напыления
на постоянном токе. Скорость осаждения слоя меди
0.043 нм/с поддерживалась одинаковой во всех
образцах. Методика изготовления исследуемых
гетероструктур описана в работе [32]. Сначала слой
NiFe напылялся на Ta, который был необходим для
буферизации дефектов и усиления текстуры (111)
слоев NiFe. Далее напылялась медь и IrMn, и затем
напылялся еще один покровный слой Ta, который
служил для предотвращения окисления и коррозии
магнитных слоев.

Спектры рентгеновской дифракции были полу-
чены с помощью дифрактометра ДРОН-3M с ис-
пользованием медной трубки (Kα1 — рентгеновские
лучи с длиной волны 1.54 Å), работающей при на-
пряжении 35 кВ и токе 25 мА со стабильностью
0.01%/8 ч. Измерения были выполнены в диапазоне
углов 2θ = 35–50◦ с шагом 0.2◦. Нормированные
по амплитуде спектры рентгеновской дифракции об-
разцов NiFe/Cu/IrMn при tCu = 0, 0.08 нм, 1.04 нм,
2.5 нм показаны соответственно на рис. 1а–г. Слои
IrMn и NiFe имеют кубическую (111) структуру. Пи-
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Рис. 1. Нормированные по амплитуде рентгеновские дифракционные спектры образцов tCu = 0 (а), 0.08 нм (б),
1.04 нм (в), 2.5 нм (г)

ки IrMn соответствуют 2θ = 41.3◦, пики NiFe соот-
ветствуют 2θ = 44.2◦. Добавление и рост прослой-
ки Cu не изменяет спектры рентгеновской дифрак-
ции, это значит, что кристаллическое качество слоев
IrMn и NiFe оставалось одинаковым при вариациях
эффективной толщины слоя меди. Другими слова-
ми, напыление меди не приводит к качественным
изменениям структуры ФМ- и АФМ-слоев, которое
могло бы стать причиной допороговых переходов.

Процесс напыления меди моделировался мето-
дом Монте-Карло, подробный алгоритм расчета
программы представлен в работе [33]. Результат мо-
делирования распределения кластеров Cu с пара-
метром отношения коэффициентов адгезии r = 2500

для адгезии атомов Cu на уже образованные остров-
ки Cu и адгезии атомов Cu на поверхность NiFe по-
казан на рис. 2а–з. Это отношение было подобрано в
[33] так, чтобы правильно описывалась эксперимен-
тальная зависимость поля обменного смещения от

эффективной толщины меди. Двумерные распреде-
ления прослойки Cu на слое NiFe при эффективных
толщинах tCu = 0.08 нм (а), 0.25 нм (б), 0.5 нм (в),
0.58 нм (г), 0.75 нм (д), 0.83 нм (е) представлены
на рис. 2а–е. Соответствующие профили прослой-
ки Cu на интерфейсе NiFe/Cu/IrMn при эффектив-
ных толщинах tCu = 0.08 нм и tCu = 0.41 нм пред-
ставлены на рис. 2ж,з. На рис. 2и представлена
зависимость расчетной доли поверхности NiFe, по-
крытой медью SCu/SNiFe от эффективной толщины
медной прослойки tCu. Модель предсказывает пол-
ное покрытие медью интерфейса NiFe/Cu/IrMn при
пороговой эффективной толщине слоя меди tCu =

= 1.3 нм. Из дальнейшего видно, что это значение
прекрасно согласуется с экспериментально опреде-
ленным пороговым изменением электрического со-
противления, что подтверждает правильность опре-
деления критической эффективной толщины меди,
при которой возникает полное покрытие интерфей-
са.
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Рис. 2. Двумерные распределения кластеров Cu на поверхности NiFe при эффективных толщинах медной прослойки
tCu = 0.08 нм (а), 0.25 нм (б), 0.5 нм (в), 0.58 нм (г), 0.75 нм (д), 0.83 нм (е). Профили медной прослойки Cu на
интерфейсе NiFe/Cu/IrMn при эффективных толщинах tCu = 0.08 нм (ж), 0.41 нм (з). Зависимость расчетной доли

поверхности NiFe, покрытой медью от эффективной толщины медной прослойки (и)

Измерения зависимостей магнитного момента от
магнитного поля и от температуры были проведе-
ны на СКВИД-магнитометре MPMS 5XL Quantum
Design на образцах размерами 5 × 5 мм2, в маг-
нитных полях H = −2–2 кЭ и при температурах
T = 2–300 К. Диамагнитный вклад подложки был
вычтен.

Электрическое сопротивление образцов получе-
но с помощью метода Ван дер Пау. Измерения про-
водились при комнатной температуре на образцах
размерами 5 × 5 мм2 при токе I = 1 мА, напря-
жение было получено с помощью нановольтметра
Keithley 2182.
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Рис. 3. Направления внешнего магнитного поля развертки спектрометра H0, вихревого электрического поля E, перемен-
ного магнитного поля hAC и магнитного момента M образца при записи зависимостей параметров спектров ФМР от

азимутального угла ϕ (а) и полярного угла θ (б)

Измерения ФМР проводились при комнатной
температуре на спектрометре EPR10-MINI на образ-
цах размерами 3×3 мм2 и 5×5 мм2. Частота микро-
волнового поля составляла около 9.5 ГГц, мощность
5 мВт, амплитуда модуляции была 10 Э. При из-
мерении зависимостей от азимутального угла ϕ на-
правление нормали к пленке оставалось перпенди-
кулярным внешнему магнитному полю H0. При из-
мерении зависимостей от полярного угла θ направ-
ление нормали менялось относительно направления
внешнего магнитного поля H0. Направление внеш-
него магнитного поля разверткиH0, вихревого элек-
трического поля E и переменного магнитного поля
hAC относительно направления магнитного момен-
та M и плоскости пленки показано на рис. 3 при
измерениях азимутальной и полярной угловых за-
висимостей.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 4 показаны петли магнитного гистерези-
са образца без медной прослойки tCu = 0 (1) и образ-
цов с эффективными толщинами меди tCu = 0.5 нм
(2), tCu = 5 нм (3) при температурах соответствен-
но 300 К и 2 К. Добавление и увеличение эффек-
тивной толщины прослойки Cu приводит к сдвигу
центра петли гистерезиса в нулевые магнитные поля
относительно эталонного образца tCu = 0, имеюще-
го значение поля обменного смещения Hb = 119.4 Э

и коэрцитивную силу Hc = 2.3 Э при температуре
300 К. Аналогичные петли магнитного гистерезиса
были получены для всех образцов серии с разными
tCu в диапазоне 2–300 К, и из них были определены
зависимости поля обменного смещения Hb и коэрци-
тивной силы Hc от эффективной толщины прослой-
ки Cu. На рис. 5 представлены зависимости Hb(tCu)
и Hc(tCu) при T = 300 К (1) и 2 К (2). Обменное
смещение уменьшается с ростом tCu при всех тем-
пературах от 2 до 300 К, а коэрцитивная сила за-
висит от tCu немонотонно, демонстрируя максимум
при tCu = 0.16 нм и дальнейшее уменьшение с рос-
том tCu как при T = 2 К, так и при T = 300 К.

Обменное смещение и коэрцитивная сила опреде-
ляются обменным взаимодействием, возникающим
на интерфейсе NiFe/IrMn и NiFe/Cu/IrMn и завися-
щим от проникновения волновых функций электро-
нов или обмена электронами (при косвенном вза-
имодействии) из одного материала в другой. По-
скольку это проникновение обменного взаимодей-
ствия ограничивается островками меди, естественно
анализировать исследуемую систему в рамках тео-
рии перколяций. Для определения порога перколя-
ции pc были построены зависимости поля обменного
смещения и коэрцитивной силы от SCu/SNiFe в двой-
ных логарифмических координатах (см. врезки на
рис. 5), из которых виден резкий скачок обменно-
го смещения и коэрцитивной силы при SCu/SNiFe ≈
≈ 0.78(tCu ≈ 0.5 нм). Порог перколяции для Hb и
Hc на всем диапазоне температур составляет pc ≈

968



ЖЭТФ, том 159, вып. 5, 2021 Резкое изменение обменного смещения. . .

Рис. 4. Петли магнитного гистерезиса образцов tCu = 0 (1), 0.5 нм (2), 5 нм (3) при температурах T = 300 К (а) и
T = 2 К (б)

Рис. 5. Зависимости поля обменного смещения (а) и коэрцитивной силы (б) от эффективной толщины медной прослой-
ки при температурах T = 300 К (1) и T = 2 К (2). На врезках представлены зависимости поля обменного смещения
и коэрцитивной силы от расчетной доли поверхности NiFe, покрытой медью в двойных логарифмических координатах
для определения порога перколяции (пунктирная линия). Линиями показана аппроксимация выражением (1) для левой

части зависимостей и выражением (2) для правой части зависимостей

≈ 0.78 ± 0.1. Это значит, что эффективной тол-
щины медной прослойки tCu ≈ 0.5 нм достаточно
для того, чтобы возник хотя бы один непрерывный
путь через островки меди от одного до противопо-
ложного края образца (рис. 2в) для образования
бесконечного фрактала. Образование бесконечного
фрактала приводит к резкому уменьшению выше-
упомянутых характеристик во всем диапазоне тем-
ператур. Для определения универсальных критиче-
ских показателей s и t зависимости Hb(SCu/SNiFe) и
Hc(SCu/SNiFe) при T = 300 К и 2 К были аппрок-

симированы выражением (1) при SCu/SNiFe < pc и
выражением (2) при SCu/SNiFe > pc. Результаты ап-
проксимации представлены в таблице. Для допоро-
гового случая SCu/SNiFe < pc универсальный кри-
тический показатель s для поля обменного смеще-
ния Hb составляет s ≈ 0.65 ± 0.05, а для коэрци-
тивной силы Hc составляет s ≈ 0.37 ± 0.07 во всем
диапазоне температур, что соответствует трехмер-
ной фрактальной структуре [24, 26]. Для Hb крити-
ческий показатель t для случая SCu/SNiFe > pc со-
ставляет t ≈ 0.98 ± 0.12, что соответствует двумер-
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Таблица. Значения порога перколяции pc и полу-
ченные универсальные критические показатели s,
t из аппроксимации выражениями (1) и (2) зави-
симостей поля обменного смещения Hb, коэрци-
тивной силы Hc при температурах T = 300 К и
T = 2 К, поля однонаправленной анизотропии Hex

от расчетной доли поверхности NiFe, покрытой ме-
дью SCu/SNiFe

pc s t

Hb, T = 300 К 0.78± 0.1 0.7 0.86

Hb, T = 2 К 0.78± 0.1 0.6 1.1

Hc, T = 300 К 0.78± 0.1 0.3 2.18

Hc, T = 2 К 0.78± 0.1 0.44 1.84

Hex 0.78± 0.1 0.83 1.06

ной структуре [24], а для Hc критический показа-
тель t составляет t ≈ 2.01±0.17, что говорит о трех-
мерной структуре [24, 26]. Таким образом, для Hb

ниже порога перколяции наблюдается зависимость,
характерная для трехмерных структур, а выше по-
рога перколяции — для двумерных. Для Hc неза-
висимо от толщины слоя меди наблюдается зависи-
мость, характерная для трехмерных структур.

На рис. 6 представлены зависимости поля обмен-
ного смещения Hb от коэрцитивной силы Hc для
T = 300 К (а) и T = 2 К (б). Направления изме-
нения эффективной толщины прослойки Cu пока-
заны стрелками. Видно, что при температуре 300 К
с уменьшением прослойки Cu, поле обменного сме-
щения и коэрцитивная сила связаны линейной зави-
симостью. Это является вполне ожидаемым резуль-
татом, поскольку попытки исследования динамики
перемагничивания микроскопом Керра не выявили
доменов или зародышей намагниченности при T =

= 300 К, а процесс перемагничивания происходит
когерентным вращением всех спинов образца. Сле-
довательно, обменное взаимодействие в одинаковой
степени определяет как коэрцитивную силу, так и
поле обменного смещения. Отметим, что при темпе-
ратурах 2 К и 300 К связь между Hb и Hc становит-
ся нелинейной в области малых толщин эффектив-
ного слоя меди 0.16 нм, заметно меньших толщи-
ны перколяционного перехода 0.5 нм (рис. 6). Это
происходит из-за максимума на зависимостиHc(tCu)
(рис. 5б). Можно предполагать, что в части образ-
цов с малой толщиной слоя меди механизм перемаг-
ничивания изменился. Однако этот факт не влия-

ет на анализ перколяционного перехода и дальней-
шие выводы, относящиеся к резкому изменению па-
раметров гетероструктур при значительно больших
значениях tCu.

На рис. 7 показана зависимость расчетной до-
ли поверхности NiFe, покрытой медью (линия 1),
и экспериментально определенного электрического
сопротивления R (линия 2) от эффективной толщи-
ны медной прослойки. Электрическое сопротивле-
ние эталонного образца tCu = 0 без меди составля-
ет R = 6.3 Ом. В диапазоне толщин меди tCu =

= 0.08–1.2 нм электрическое сопротивление не из-
меняется (R ≈ 6.9 ± 0.1 Ом) и соответствует усред-
ненному по всем проводящим слоям значению ρ ≈
≈ 95 ± 2 мкОм·см в расчете на полную толщи-
ну всех проводящих слоев образца. Если принять,
что сопротивление всей гетероструктуры описыва-
ется параллельным соединением отдельных слоев,
то можно рассчитать сопротивление медной про-
слойки и NiFe по отдельности, зная толщины всех
слоев. В результате расчета получились значения
удельного сопротивления медной прослойки ρCu ≈
≈ 2.5 ± 1 мкОм·см и ρNiFe ≈ 31 ± 1 мкОм·см,
близкие к значениям ρCu = 2 мкОм·см и ρNiFe =

= 28–60 мкОм·см, известным для этих материалов
в литературе [34, 35].

Постоянство удельного сопротивления в диапа-
зоне толщин tCu = 0.08–1.2 нм (до порога полно-
го покрытия) говорит о хорошей воспроизводимо-
сти образцов при их многократном изготовлении
и исключает случайные вариации на зависимости
R(tCu), которые в ряде работ могли быть вызва-
ны неодинаковыми условиями напыления образца.
Превышение эффективной толщины медной про-
слойки величины tCu ≈ 1.3 нм вызывает умень-
шение электрического сопротивления, которое при
tCu = 5 нм падает до 0.4 Ом. Расчетная толщи-
на tCu = 1.3 нм, при которой происходит форми-
рование сплошной пленки меди, совпадает с толщи-
ной tCu ≈ 1.3 нм, выявленной экспериментально по
уменьшению электрического сопротивления образ-
ца (штриховая линия на рис. 7). Отметим, что в от-
личие от обменного смещения и коэрцитивной си-
лы, электрическое сопротивление не меняется при
перколяционном пороге 0.5 нм. Это исключает из
рассмотрения косвенное обменное взаимодействие,
которое могло передаваться электронами проводи-
мости (РККИ). Электроны проводимости не влия-
ют на величину обменного взаимодействия. С дру-
гой стороны, бесконечный магнитный фрактал ока-
зывается не эквивалентным бесконечному фракта-
лу, приводящему к скачку электрической проводи-
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Рис. 6. Зависимости поля обменного смещения Hb от коэрцитивной силы Hc для T = 300 К (а) и T = 2 К (б)

Рис. 7. Зависимость расчетной доли поверхности NiFe, по-
крытой медью (линия 1) и экспериментально определен-
ного электрического сопротивления R (линия 2) от эф-
фективной толщины медной прослойки. Штриховая ли-
ния соответствует эффективной толщине медной прослой-

ки tCu = 1.3 нм

мости, который мог бы возникать (но не возникает
в нашей серии образцов). Это говорит о том, что
обменный контакт островков в бесконечном магнит-
ном фрактале реализуется механизмом, не включа-
ющим электрическую проводимость. Для магнит-
ных свойств таким механизмом является перекры-
тие волновых функций островков без вклада элект-
ронов проводимости.

Динамические магнитные свойства гетерострук-
тур были исследованы с помощью ферромагнитно-
го резонанса, который позволяет определить поля

анизотропии и изменение симметрии угловой зави-
симости резонансного поля ФМР при перколяцион-
ном переходе. На рис. 8а показано изменение спек-
тра ФМР с толщиной прослойки меди для серии об-
разцов tCu = 0 (1), 0.08 нм (2), 0.16 нм (3), 0.5 нм
(4), 0.75 нм (5) и 0.83 нм (6). Все эти спектры за-
писаны при фиксированных азимутальном ϕ = 180◦

и полярном θ = 0 углах. На спектрах у образцов
tCu = 0, 0.08 нм и 0.16 нм присутствовали две ли-
нии. Одна из них имеет резонансное поле, близкое к
нулю, а другая линия характеризуется резонансным
полем, близким к 1 кЭ. Линия 1 смещалась в нуле-
вые поля по мере увеличения толщины слоя меди и
уже не наблюдалась для образцов с высокими эф-
фективными толщинами tCu > 0.16 нм. Эта линия
наблюдалась в диапазоне углов ϕ = 150◦–210◦, для
остальных углов ϕ этой линии в спектре ФМР не на-
блюдалось. Резонансное поле линии 1 близко к полю
обменного смещения Hb. Поэтому линия 1, возмож-
но, соответствует сигналу магнитного резонанса от
той части слоя NiFe, которая близка к интерфейсу,
где поле обменного смещения значительно изменяет
магнитную анизотропию системы. Поскольку регу-
лярных угловых зависимостей и зависимостей резо-
нансного поля этой линии от толщины слоя меди
получить не удается, в дальнейшем мы исключили
ее из рассмотрения и анализировали только линию
2, которая характеризует ФМР во всей пленке NiFe.
На спектрах ФМР видно, что линия 2 асимметрич-
ная (рис. 8а), для таких линий характерна линия
Дайсона [36]. Поскольку вихревое электрическое по-
ле лежит в плоскости образца, электроны прово-
димости в объеме образца будут двигаться по за-
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Рис. 8. а) Спектры ФМР образцов NiFe/Cu/IrMn для разных толщин прослойки меди в серии образцов tCu = 0 (1),
0.08 нм (2), 0.16 нм (3), 0.5 нм (4), 0.75 нм (5), 0.83 нм (6) при фиксированных азимутальном ϕ = 180◦ и полярном
θ = 0 углах. б) Зависимости резонансного поля Hres от азимутального угла для образцов tCu = 0 (1), 0.08 нм (2),
0.16 нм (3), 0.5 нм (4), 0.75 нм (5), 0.83 нм (6). Линиями показаны аппроксимации выражением (3). в) Зависимость поля
однонаправленной анизотропии Hex от эффективной толщины медной прослойки. На врезке представлена зависимость
поля однонаправленной анизотропии от расчетной доли поверхности NiFe, покрытой медью, в двойных логарифмических
координатах для определения порога перколяции (штриховая линия). Сплошными линиями на врезке показана аппрок-
симация выражением (1) для левой части зависимости и выражением (2) для правой части зависимости. г) Зависимость

поля одноосной анизотропии Hu от эффективной толщины медной прослойки

мкнутому контуру по направлению вихревого элек-
трического поля. Образование скин-слоя изменяет
форму линии ФМР системы NiFe/Cu/IrMn, приво-
дя к асимметрии линий (рис. 8а). Отметим, что в
случае, когда вихревое электрическое поле было на-
правлено перпендикулярно образцу и, следователь-
но, протекание тока в перпендикулярном слою на-
правлении ограничено, линии спектров ФМР стано-
вились симметричными и приобретали форму Ло-
ренца (рис. 9а). Из этих данных следует, что иска-
жение формы линии ФМР вызвано проводимостью
образца.

На рис. 8б представлены зависимости резонанс-
ного поля линии 2 от азимутального угла для образ-
цов с разной толщиной прослойки меди. Эти зави-
симости при малых толщинах tCu имеют один мак-
симум при 180◦, а при превышении порога перко-
ляции 0.5 нм характеризуются двумя максимумами
при 90◦ и 270◦ (рис. 8б), что соответствует симмет-
рии угловой зависимости резонансного поля ФМР,
характерной для сплошной пленки NiFe [31]. Смена
симметрии зависимости Hres(ϕ) из-за перколяцион-
ного перехода показывает, что эффективной толщи-
ны меди tCu = 0.58 нм достаточно для того, чтобы
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Рис. 9. Спектры ФМР образцов NiFe/Cu/IrMn для раз-
ных толщин прослойки меди в серии образцов tCu = 0 (1),
0.25 нм (2), 0.33 нм (3), 0.5 нм (4), 0.75 нм (5) при фикси-
рованных азимутальном ϕ = 180◦ и полярном θ = 90◦ уг-
лах (а). Зависимость резонансного поляHres от полярного
угла (б) для образцов tCu = 0 (1), 0.25 нм (2), 0.33 нм (3),
0.5 нм (4), 0.75 нм (5). Зависимость резонансного поля
Hres от полярного угла образца tCu = 0.16 нм (в), линией

показана аппроксимация выражениями (4) и (5)

островковой структурой интерфейса NiFe/Cu/IrMn
можно было пренебрегать. Следовательно, перко-
ляционный переход при допороговой эффективной
толщине меди обнаруживается также по различию
симметрии угловой зависимости резонансного по-
ля ФМР для островков интерфейса и для услов-
но сплошного эквивалента тонкой пленки, достигае-
мого путем возникновения бесконечного магнитного
фрактала.

Зависимости резонансного поля от азимутально-
го угла были аппроксимированы феноменологиче-
ским выражением для трех первых членов разло-
жения в ряд по косинусам [31]:

Hres(ϕ) = Hres0 −Hex cosϕ−Hu cos 2ϕ, (3)

где ϕ — угол между направлением приложенного
поля и легкой осью ФМ-слоя, Hres0 — среднее резо-
нансное поле, не зависящее от угла, которое имеет
вид

Hres0 = (w/γ)2(1/4πMS),

где w — угловая частота, γ — гиромагнитное отно-
шение, MS — намагниченность насыщения, Hex —
поле однонаправленной анизотропии, пропорцио-
нальное полю обменного смещения, Hu — поле одно-
осной анизотропии, пропорциональное коэрцитив-
ной силе. Зависимости резонансного поля от азиму-
тального угла удовлетворительно описываются вы-
ражением (3) для разных толщин tCu (сплошные ли-
нии на рис. 8б). Поэтому угловые зависимости бы-
ли экспериментально получены при разных толщи-
нах прослойки меди, и из них путем аппроксимации
формулой (3) для каждой толщины были извлечены
параметры Hex и Hu. Зависимости найденных пара-
метров Hex и Hu от эффективной толщины медной
прослойки представлены на рис. 8в,г. С ростом тол-
щины меди Hex и Hu сначала уменьшаются, дости-
гая минимума при tCu = 0.83 нм, а при толщине
меди tCu > 0.83 нм значения Hex и Hu возрастают,
и насыщаются при tCu ≥ 1.3 нм, когда происходит
полное покрытие поверхности слоем меди. Умень-
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шение поля одноосной анизотропии в области тол-
щин медной прослойки 0.08 < tCu < 1.04 нм указы-
вает на то, что чем толще становится слой Cu, тем
меньше становится доля прямого обменного контак-
та между NiFe и IrMn. Увеличение и насыщение зна-
чений Hu при сплошном покрытии медной прослой-
ки говорит о разрыве обменной связи между NiFe и
IrMn, при котором Hu определяется только ферро-
магнитной пленкой NiFe.

Так как поле однонаправленной анизотропии
Hex характеризует обменное взаимодействие между
NiFe и IrMn, представления о проникновении волно-
вых функций через слой меди можно использовать
для анализа поля анизотропии. Для Hex был найден
порог перколяции, который составил pc = 0.78± 0.1

(см. врезку на рис. 8в). Это значение совпадает
с перколяционным порогом, определенным для ко-
эрцитивной силы и поля обменного смещения (см.
врезки на рис. 5). В окрестности порога перколяции
зависимость Hex(SCu/SNiFe) была аппроксимирова-
на выражением (1) и (2) для нахождения универ-
сальных критических показателей s и t (таблица).
Для допорогового случая SCu/SNiFe < pc универ-
сальный критический показатель s для поля одно-
направленной анизотропии Hex составляет s = 0.83,
что соответствует трехмерной системе [24,26], а для
случая SCu/SNiFe > pc универсальный критический
показатель t составляет t = 1.06, что соответствует
двумерной системе [24].

На рис. 9а показано изменение спектра ФМР с
толщиной прослойки меди для серии образцов tCu =

= 0 (1), 0.25 нм (2), 0.33 нм (3), 0.5 нм (4), 0.75 нм
(5) при фиксированном азимутальном ϕ = 180◦ и
полярном θ = 90◦ углах. На спектрах у всех образ-
цов наблюдалась одна симметричная линия с резо-
нансным полем, близким к 1 кЭ. Зависимости ре-
зонансного поля от полярного угла при толщинах
tCu = 0.08–0.75 нм показаны на рис. 9б. Увеличе-
ние эффективной толщины медной прослойки не из-
меняет симметрию зависимостей резонансного поля
от полярного угла. Поскольку у спектрометра поле
развертки не превышало 7 кЭ, точки при θ = 0, 180◦

и 360◦ не были определены.
Для определения эффективной намагниченнос-

ти и эффективной константы анизотропии зависи-
мости резонансного поля от полярного угла бы-
ли аппроксимированы системой из двух уравнений
[37, 38]:

H cos(θ − θH) = 4πMeff sin θ cos θ, (4)

(w/γ)2 =
[
H cos(θ − θH)− 4πMeff cos

2 θ
]
×

× [H cos(θ − θH)− 4πMeff cos 2θ] , (5)

Рис. 10. Зависимость поля обменного смещения Hb, опре-
деленная методом СКВИД, от поля однонаправленной
анизотропии Hex, определенная методом ФМР при тем-

пературе T = 300 К

где θH и θ — углы, которые составляет поле H и
вектор намагниченности, соответственно, с норма-
лью к пленке, w — угловая частота микроволнового
поля, γ — гиромагнитное отношение для электрона,
величина 4πMeff = 2K/MS–4πMS определяется по-
лем размагничивания бесконечной пластинки 4πMS

и полем анизотропии Hk = 2K/MS.
На рис. 9в показан результат аппроксимации за-

висимости резонансного поля от полярного угла вы-
ражениями (4) и (5) для образца tCu = 0.16 нм.
Путем подгонки экспериментальных данных были
определены эффективные намагниченности и эф-
фективные константы анизотропии. Значения g и
MS были зафиксированы при g = 2.12 [37], MS =

= 800 ед. СГСМ/см3 в соответствии с литератур-
ными данными для пермаллоя [37, 38]. Для образца
tCu = 0.16 нм аппроксимация дает:

4πMeff = −9.8 кЭ, K = 1.0 · 105 эрг/см3
.

Для других эффективных толщин прослойки Cu ап-
проксимация дает такие же значения 4πMeffи K с
точностью 2%.

На рис. 10 показана зависимость поля обмен-
ного смещения Hb, определенного с помощью
СКВИД-магнитометра, от поля однонаправленной
анизотропии Hex, определенного с помощью ФМР.
Направление изменения эффективной толщины
медной прослойки показано стрелкой. Во всем
диапазоне толщин слоя меди, за исключением
точки, соответствующей эталонному образцу без
меди, наблюдается приблизительное равенство
этих величин Hb ≈ Hex. Неравенство величин Hb
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и Hex соответствовало бы сложной зависимости
Hb(Hex) и наличию доменной структуры, нели-
нейным спиновым возбуждениям и магнитным
дефектам, вызванным неоднородным покрытием
слоя меди интерфейса NiFe/Cu/IrMn или вкладу
вращающейся магнитной анизотропии [39] в вели-
чину магнитной анизотропии образцов. Линейность
зависимости Hb(Hex) означает, что перечисленных
эффектов нет, а Hex однозначно связано с величи-
ной обменного взаимодействия во всем диапазоне
эффективных толщин меди 0.08 < tCu < 5 нм при
комнатной температуре.

Таким образом, неизменность электрического со-
противления в области толщин tCu = 0.08–1.3 нм го-
ворит о том, что электрическая проводимость зави-
сит от двумерной системы островков меди в плос-
кости структуры NiFe/Cu/IrMn, так как изменя-
ется только при сплошном покрытии меди. Одна-
ко «магнитная» перколяция, напротив, зависит от
трехмерной системы островков меди. «Магнитная»
перколяция происходит за счет образования «маг-
нитных перемычек» между слоями NiFe и IrMn в
поперечном направлении по мере увеличения слоя
меди. В идеальной системе с ровным интерфейсом
можно бы было ожидать показателей степени в вы-
ражении для перколяционного перехода, соответ-
ствующих двумерной системе, поскольку «магнит-
ная» перколяция реализуется в направлении, пер-
пендикулярном пленке за счет обменного сцепле-
ния ферро- и антиферромагнитных слоев. Однако
из экспериментов следует, что для обменного сме-
щения и для коэрцитивной силы в основном наблю-
даются показатели степени, отвечающие трехмерно-
му фракталу (см. таблицу). Это может быть свя-
зано с тем, что поверхности ферро- и антиферро-
магнетика и в отсутствии меди не являются ров-
ными. Поэтому «магнитное протекание» может реа-
лизовываться отчасти также в продольном направ-
лении между ферромагнитными островками, воз-
никшими при неоднородном напылении NiFe. За-
полнение промежутков между островками медью
способно влиять на продольное протекание, приво-
дя к трехмерному характеру магнитного фрактала.
Можно представить два пути влияния островково-
го характера пленки NiFe и заполнения промежут-
ков между островками медью на магнитную фрак-
тальную размерность. Островки NiFe могут в прин-
ципе взаимодействовать путем косвенного обменно-
го взаимодействия через электроны проводимости,
а магнитное дипольное взаимодействие между ост-
ровками NiFe может также приводить к коллектив-
ному перемагничиванию, подобно системе суперпа-

рамагнитных частиц. Поскольку электрическое со-
противление исследуемой структуры не изменяется
при возникновении «магнитной» перколяции, маг-
нитное дипольное взаимодействие между неровно-
стями пленки NiFe является разумным объяснением
трехмерного характера магнитного фрактала.

4. ВЫВОДЫ

1. Постепенное заполнение интерфейса
NiFe/Cu/IrMn атомами меди приводит к резко-
му уменьшению поля обменного смещения Hb,
коэрцитивной силы Hc и поля однонаправленной
анизотропии Hex при эффективной толщине мед-
ной прослойки tCu ≈ 0.5 нм или при отношении
расчетной доли поверхности NiFe, покрытой медью,
SCu/SNiFe ≈ 0.78 ± 0.1. Моделирование, учитываю-
щее коэффициенты адгезии меди, показывает, что
эта толщина tCu ≈ 0.5 нм соответствует образова-
нию бесконечного фрактала при слиянии островков
меди. Пороговое значение tCu ≈ 0.5 нм значительно
меньше толщины 1.3 нм, при котором происходит
полное покрытие интерфейса медью. Для Hb и Hex

ниже порога перколяции наблюдается зависимость
от количества напыленной меди, характерная для
трехмерных структур, а выше порога перколяции —
зависимость, типичная для двумерных структур.
Для Hc наблюдается зависимость, характерная
для трехмерных структур ниже и выше порога
перколяции.

2. Образование бесконечного фрактала не влияет
на электрическое сопротивление образцов, т. е. в об-
ласти исследованных эффективных толщин 0.08 <

< tCu < 1.3 нм электрическое сопротивление оди-
наково и составляет R ≈ 6.9 ± 0.1 Ом. Расчетная
эффективная толщина слоя меди, необходимая для
полного покрытия интерфейса NiFe/Cu/IrMn, tCu =

= 1.3 нм, совпадает с экспериментально определен-
ной толщиной слоя меди 1.3 нм, при которой воз-
никает резкое изменение электрического сопротив-
ления гетероструктур. При увеличении эффектив-
ной толщины меди выше 1.3 нм электрическое со-
противление падает в соответствии с нарастающим
объемом напыленной меди.

3. Переход в точке перколяции tCu ≈ 0.5 нм
изменяет симметрию зависимости резонансного
поля ФМР от азимутального угла, и при эффек-
тивных толщинах медной прослойки tCu > 0.5 нм
симметрия зависимости резонансного поля от
азимутального угла соответствует симметрии
сплошной пленки NiFe. Зависимости резонансного
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поля от полярного угла не чувствительны к до-
бавлению меди и степени заполнения интерфейса
NiFe/Cu/IrMn медной прослойкой во всем диапа-
зоне эффективной толщины tCu = 0.08–5 нм.
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Получено аналитическое описание распространения фронта возмущения среды при нестационарном су-
пердиффузионном (нелокальном) переносе в случае конечной фиксированной скорости движения пере-
носчиков возмущения (так называемые «прогулки Леви с остановками»). Данная проблема охватывает
такие задачи, как перенос резонансного излучения в астрофизических газах и плазме, биологическую
миграцию, перенос энергии волнами в плазме. В этом подходе результат, полученный интегрированием
точного решения кинетического уравнения для функции Грина, не зависит от мерности координатного
пространства. Проведено сравнение с другим, более точным методом определения фронта и численными
расчетами статистики траекторий методом Монте-Карло. Сравнение показало применимость полученных
результатов в широком диапазоне параметров задачи. Предложено единое описание динамики фронта
возмущения среды при произвольной, включая бесконечную, фиксированной скорости переносчиков воз-
мущения. Это соответствует объединению формул для фронта при переносе полетами Леви и прогулка-
ми Леви. Обсуждаются критерии перехода между указанными режимами супердиффузионного переноса,
что, в частности, соответствует условию учета конечной скорости света в переносе резонансного излуче-
ния в газах и плазме. Для прогулок Леви найдена связь интегральных характеристик возмущения среды
и его переносчиков.

DOI: 10.31857/S0044451021050138

1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является развитием работ
[1–3], где были получены общее и приближенное ав-
томодельное решения для функции Грина широкого
класса интегродифференциальных уравнений одно-
мерного [1,3], двумерного и трехмерного [2] (по про-
странственным координатам) нестационарного су-

* E-mail: kukushkin_ab@nrcki.ru
** E-mail: kulichenko_aa@nrcki.ru

*** E-mail: alexander.v.sokolov@gmail.com

пердиффузионного переноса возмущения однород-
ной среды для конечной фиксированной скорости
переносчиков. Основной целью этой работы являет-
ся, во-первых, получение аналитического описания
динамики эффективного фронта возмущения сре-
ды в случае конечной фиксированной скорости дви-
жения переносчиков возмущения (так называемые
«прогулки Леви с остановками», см. [4–7] и рис. 1 в
[5]) и, во-вторых, объединение этих формул с ана-
логичной формулой для полетов Леви, чему соот-
ветствует предел бесконечной скорости переносчи-
ков (эта формула в частных случаях и общем виде
в теории переноса резонансного излучения в модели
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Бибермана –Холстейна [8–10] получена и проанали-
зирована в [11–18]).

Напомним, что в случае нормальной (или обык-
новенной) диффузии, определяемой как броунов-
ское движение, описываемое дифференциальным
уравнением фоккер-планковского типа, функция
Грина является гауссианом, чей аргумент определя-
ет закон распространения фронта rfr(t) ∼ (Dt)β , где
β = 1/2, D — коэффициент диффузии. Этот закон
нарушается в широком классе явлений, где длина
свободного пробега (длина шага) дается медленно,
по степенному закону убывающей функцией распре-
деления переносчиков по длине их свободного про-
бега (ФРСП). Это приводит к расходимости коэф-
фициента диффузии, формально определяемого из
дисперсии ФРСП, и к показателю степени β > 1/2

в законе подобия rfr(t) ∼ (Dt)β , что и называется
супердиффузионным переносом.

Супердиффузионный перенос и связанная с ним
концепция полетов Леви, введенная Мандельбротом
[19,20] (см. с. IX в [20] и, например, [21–23]), охваты-
вает широкий круг явлений в физике и других дис-
циплинах. Модель «прогулок Леви с остановками»
актуальна для таких задач как перенос резонанс-
ного излучения в астрофизических газах и плаз-
ме [24–26], биологическая миграция (разд. 6 в [5]),
перенос энергии волнами в плазме [27]. В отличие
от задач стационарного нелокального переноса, где
аналитические методы хорошо развиты, как, напри-
мер, в уже упомянутой теории переноса резонансно-
го излучения при полном перераспределении по час-
тоте в акте поглощения и излучения фотона атомом
или ионом в газе или плазме [10, 12–14, 28–33], для
задач нестационарного нелокального переноса с уче-
том конечной скорости света простых формул для
практически интересующих характеристик, прежде
всего динамики фронта распространения возмуще-
ния среды от мгновенного точечного источника, по-
ка получено не было.

В разд. 2 представлены уравнения, описываю-
щие нелокальный (супердиффузионный) перенос в
случае конечной фиксированной скорости движе-
ния переносчиков возмущения («прогулки Леви с
остановками»). В разд. 3 представлен универсаль-
ный, не зависящий от мерности координатного про-
странства метод определения закона распростране-
ния фронта возмущения среды (или фронта плотно-
сти стоящих мигрантов) при переносе прогулками
Леви. Для фронта и других характеристик возму-
щения среды получены аналитические выражения.
В разд. 4 представлен вывод характеристик возму-
щения переносчиков, показана их связь с характери-

стиками возмущения среды. В разд. 5 дано описание
моделирования прогулок Леви методом Монте-Кар-
ло. В разд. 6 проведено сравнение результатов для
числа стоящих и бегущих мигрантов для прогулок
Леви, приведены результаты моделирования траек-
торий мигрантов методом Монте-Карло. В разд. 7
представлена единая формула фронта возмущения
среды для прогулок Леви и полетов Леви, проведе-
но сравнение разных подходов к определению фрон-
та возмущения среды, в том числе проведено срав-
нение с более точным законом определения фронта
и результатами моделирования траекторий методом
Монте-Карло.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим задачу супердиффузионного пере-
носа, который является либо переносом возмущения
неподвижной однородной среды некими переносчи-
ками, не принадлежащими среде (примером тако-
го процесса является перенос возбуждения атомов
или ионов путем испускания и поглощения резо-
нансных фотонов), либо эволюцией ансамбля объек-
тов или субъектов, которые движутся (мигрируют)
в однородном пространстве с одинаковой постоян-
ной скоростью между точками остановки при задан-
ном среднем времени пребывания в этих точках. В
этом случае уравнение для функции Грина плотно-
сти возмущения среды или плотности стоящих ми-
грантов, f(r, t), в точке r в момент времени t имеет
вид (вывод этого уравнения можно найти, напри-
мер, в разд. 2 в [3]):

∂f(r, t)

∂t
= −

(
1

τ
+ σ

)
f(r, t)+

+
1

τ

∫
dr1W (|r− r1|)θ

(
t− |r− r1|

c

)
×

× f

(
r1, t−

|r− r1|
c

)
+ δ(r)δ(t), (2.1)

где W (ρ) — вероятность поглощения переносчика
возмущения средой (или вероятность остановки ми-
гранта) на расстоянии ρ от точки его последне-
го старта. Условие нормировки вероятности имеет
стандартный вид:

∞∫
0

W (ρ)S(ρ) dρ = 1. (2.2)

Здесь S(ρ)dρ есть элемент объема в пространстве
(ρ ≥ 0): в одномерном случае S(ρ) = 2, в двумер-
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ном — S(ρ) = 2πρ, в трехмерном — S(ρ) = 4πρ2.
При этом функция

Wstep(ρ) ≡W (ρ)S(ρ) (2.3)

есть ФРСП переносчиков возмущения среды или
бегущих мигрантов; τ — среднее время нахожде-
ния мигранта в точке остановки или среднее вре-
мя жизни элементарного возмущения среды (напри-
мер, среднее время между поглощением и после-
дующим испусканием резонансного фотона атомом
или ионом); c — постоянная скорость движения пе-
реносчиков (или бегущих мигрантов) между точка-
ми остановки; σ — среднее обратное время исчезно-
вения («тушения») переносчиков (для переноса ре-
зонансного излучения это относится к нерадиаци-
онному девозбуждению среды); θ(x) — ступенчатая
функция Хевисайда; δ(x) — дельта-функция Дира-
ка. В трехмерном случае, когда переносчиками воз-
мущения среды (а именно, возбуждения атомов или
ионов) являются резонансные фотоны в среде, W и
Wstep имеют вид (ср., например, разд. 1 в [13])

W (ρ) = − 1

4πρ2
dT (ρ)

dρ
≡ 1

4πρ2
Wstep(ρ),

T (ρ) =

∫
dω eω exp(−κωρ),

(2.4)

где eω — спектральное распределение вероятности
испускания фотона с частотой ω; κω — коэффици-
ент поглощения средой фотона с частотой ω (т. е.
обратная длина свободного пробега такого фотона).

Для реализации супердиффузионного переноса
ФРСП должна быть медленно спадающей функци-
ей расстояния ρ, т. е. степенной:

Wstep(ρ) =
γκ0

(1 + κ0ρ)γ+1
,

0 < γ < 2,
(2.5)

где 1/κ0 является характерной длиной, что в случае
переноса возбуждения резонансными фотонами со-
ответствует значению коэффициента поглощения в
центре спектральной линии κ0. Для такого модель-
ного вида ФРСП ранее было получено выражение
для функции Грина плотности возмущения среды
(или плотности стоящих мигрантов) f(r, t): в слу-
чае переноса, одномерного по пространственной ко-
ординате — в [3], а для двумерного и трехмерного —
в [2]. Также в [2] (формула (3.12)) было получено
аналитическое выражение для полного (т. е. инте-
грального по пространству) количества возбужден-
ных частиц (или стоящих мигрантов) в среде N(t) —
без «тушения» переносчиков — при временах, много

больших среднего времени нахождения переносчи-
ка в точке остановки, t � τ . Отметим, что этот же
результат можно получить путем прямого интегри-
рования функции Грина.

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
ДИНАМИКИ ФРОНТА ВОЗМУЩЕНИЯ
СРЕДЫ В СЛУЧАЕ ПРОГУЛОК ЛЕВИ

Определим эффективный фронт распростране-
ния возмущения в среде (или эффективный фронт
для плотности стоящих мигрантов) от точечного
мгновенного источника в следующем виде:

rrest(t) =

√
Mrest(t)

Nrest(t)
. (3.1)

Здесь

Nrest(t) =

∫
frest(r, t) dr

является полным количеством возбужденных час-
тиц в среде в задаче переноса возбуждения одно-
родной среды или полным количеством стоящих ми-
грантов в задаче миграции в однородной среде. От-
метим, что Nrest(0) = 1 (это следует из определения
источника в исходном уравнении для функции Гри-
на (2.1)), поэтому Nrest(t) является долей возбуж-
денных частиц среды в полном числе частиц или
долей стоящих мигрантов в полном числе мигран-
тов;

Mrest(t) =

∫
r2frest(r, t) dr,

— второй момент функции Грина.
Далее будем работать в безразмерных перемен-

ных: длину будем измерять в единицах 1/κ0, вре-
мя — в единицах τ , и будем искать выражение для
фронта при временах, много больших характерного
времени нахождения переносчика в точке останов-
ки, t � 1 (в безразмерных переменных) (для всех
нетривиальных задач переноса, с множественными
актами поглощения и переизлучения переносчиков,
интересны именно такие времена).

В случае однородного трехмерного (3d) коорди-
натного пространства рассчитаем Mrest(t):

Mrest(t) = 4π

+∞∫
0

frest(r, t)r
4 dr. (3.2)

С учетом выражения для функции Грина плотности
возмущения среды (плотности стоящих мигрантов)
frest(r, t), (2.20) в [2], получим
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Mrest(t) =
1

2π2i

+∞∫
−∞

dp p

+∞∫
0

dr r3 sin(pr)×

×
+0+i∞∫

+0−i∞

est ds

{
s+ 1 + στ −

− γ

+∞∫
0

du

(1 + u)γ+1

sin(pu)

pu
exp

(
− su

Rc

)}−1

, (3.3)

где введен безразмерный параметр

Rc = cτκ0 (3.4)

— отношение среднего времени жизни возбужденно-
го состояния частиц среды к среднему времени сво-
бодного пролета переносчика (фотона) (или отноше-
ние средних времен нахождения мигранта в состоя-
ниях покоя и движения). Интеграл по переменной r
можно представить в виде

+∞∫
0

dr r3 sin(pr) = πδ′′′(p). (3.5)

С учетом (3.5) уравнение (3.3) примет вид

Mrest(t) =
1

2πi

+0+i∞∫
+0−i∞

ds estγ

+∞∫
0

du1 u
2
1e

−su1/Rc

(1 + u1)γ+1

{
s+ 1 + στ − γ

+∞∫
0

du e−su/Rc

(1 + u)γ+1

}−2

. (3.6)

Формула (3.6) не зависит от мерности координатного пространства и справедлива для случаев одномерного,
двумерного и трехмерного переноса. Нетрудно видеть, что данное выражение представляет собой обратное
преобразование Лапласа от функции

M̂rest(s) = γ

+∞∫
0

du1 u
2
1e

−su1/Rc

(1 + u1)γ+1

{
s+ 1 + στ − γ

+∞∫
0

du e−su/Rc

(1 + u)γ+1

}−2

, (3.7)

т. е. Mrest(t) � M̂rest(s). Отметим, что интеграл в числителе сходится, так как Re(s) > 0. Внутренние инте-
гралы в (3.7) можно рассчитать:

+∞∫
0

du e−su/Rc

(1 + u)γ+1
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
es/Rc

(
s

Rc

)γ
Γ

(
−γ, s

Rc

)
, γ �= 1,

1− es/Rc
s

Rc
Γ

(
0,

s

Rc

)
, γ = 1,

+∞∫
0

du1 u
2
1e

−su1/Rc

(1 + u1)γ+1
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
es/Rc

(
s

Rc

)γ {
Γ

(
−γ, s

Rc

)
− 2Rc

s
Γ

(
1− γ,

s

Rc

)
+

(
Rc
s

)2

Γ

(
2− γ,

s

Rc

)}
, γ �= 1,

1 +
Rc
s

+ es/Rc

(
2 +

s

Rc

)[
Chi
(
s

Rc

)
− Shi

(
s

Rc

)]
, γ = 1,

(3.8)

где

Γ(α, z) =

∞∫
z

xα−1e−x dx

— неполная гамма-функция,

Chi(z) = γe + ln(z) +

z∫
0

ch(x) − 1

x
dx,

Shi(z) =
z∫

0

sh(x)

x
dx

— интегральные гиперболические косинус и синус
соответственно, γe = 0.577216 . . . — постоянная Эй-
лера, ch(x) и sh(x) — гиперболические косинус и си-
нус соответственно.

Условию t � 1 соответствует s � 1, поэтому
будем использовать соответствующее разложение
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неполной гамма-функции. Далее будем всегда рас-
сматривать случай сохранения полного числа ми-
грантов (или суммы количества возбужденных ато-

мов и фотонов), т. е. σ = 0. После преобразования
(3.7) с учетом (3.8) получаем

M̂rest(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 1− γ

Γ(−γ)

(
Rc
s

)2+γ

, 0 < γ < 1,

1

ln2 (Rc/s)

(
Rc
s

)3

, γ = 1,

γ(γ − 1)2Γ(2− γ)

(1/Rc + γ − 1)2
Rc

2−γ

s4−γ
, 1 < γ < 2.

(3.9)

Обратное преобразование Лапласа дает следующий результат:

Mrest(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− γ

1 + γ

sin(πγ)

π
Rc(tRc)

1+γ , 0 < γ < 1,

Rct
2

2[1 + ln(tRc)/Rc]2
, γ = 1,

γ(γ − 1)2

(2− γ)(3− γ)

(tRc)
3−γ

Rc(1/Rc + γ − 1)2
, 1 < γ < 2.

(3.10)

Для полного количества возбужденных частиц в среде (или стоящих мигрантов) используем формулу
(3.12) из [2] и дополним ее формулой для γ = 1, что дает

Nrest(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin(πγ)

π

Rc
γ

t1−γ
, 0 < γ < 1,

1

1 + ln(tRc)/Rc
, γ = 1,

γ − 1

1/Rc + γ − 1

(
1 +

1

1/Rc + γ − 1

1

Rc
γtγ−1

)
, 1 < γ < 2.

(3.11)

С учетом (3.10) и (3.11) закон движения фронта (3.1) при t� 1 принимает следующий вид:

rrest(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

tRc

√
1− γ

1 + γ
, 0 < γ < 1,

tRc√
2
(
Rc + ln(tRc)

) , γ = 1,

(tRc)
(3−γ)/2

[
γ(γ − 1)

(2− γ)(3− γ)

1

1 +Rc(γ − 1)

]1/2
, 1 < γ < 2.

(3.12)

Однако в окрестности точки γ = 1 формулу (3.12) необходимо интерполировать, поскольку формулы при
γ < 1 и γ > 1 при приближении к γ = 1, в соответствии с условиями их получения, неприменимы:

rrest(t, Rc, γ) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

tRc

√
1− γ

1 + γ
, 0 < γ ≤ 1− ε

(L)
rest(t, Rc),

tRc√
2
(
Rc+ ln(tRc)

) , 1−ε(L)rest(t, Rc) < γ ≤ 1+ε
(U)
rest(t, Rc),

(tRc)
(3−γ)/2

[
γ(γ − 1)

(2− γ)(3− γ)

1

1 +Rc(γ − 1)

]1/2
, 1 + ε

(U)
rest(t, Rc) < γ < 2,

(3.13)
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где

ε
(L)
rest(t, Rc) =

1

Rc + ln(tRc) + 0.5
(3.14)

(здесь индекс «L» происходит от англ. lower, что
означает область γ < 1). Граница области вблизи
γ = 1 задается из условия непрерывности при сшив-
ке значения функции (3.13) γ = 1 с функцией при
γ < 1. Аналогичная попытка «сшивки» при γ > 1

дает функцию ε
(U)
rest(t, Rc) (индекс «U» происходит

от англ. upper, что означает область γ > 1) (индекс
«rest» в записи опустим):[

εU (1 + εU )

(1− εU )(2− εU )

1

1 +RcεU

]1/2
=

=
(tRc)

εU/2√
2
(
Rc + ln(tRc)

) . (3.15)

Однако решения этого уравнения, допускающие
непрерывность перехода во всей области парамет-
ров, отсутствуют: при малых Rc непрерывная сшив-
ка невозможна. Но все же при больших значениях
Rc уравнение (3.15) удается решить с использовани-
ем теории возмущений. При этом получаем, что

ε
(U)
rest(t, Rc) ≈ ε

(L)
rest(t, Rc) ≈ ε(t, Rc),

где

ε(t, Rc) =
1

Rc + ln(tRc)
. (3.16)

Анализ точности (3.13) проведен ниже, в разд. 7.

4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
ДИНАМИКИ ФРОНТА РАСПРОСТРАНЕНИЯ
ПЕРЕНОСЧИКОВ В СЛУЧАЕ ПРОГУЛОК

ЛЕВИ

Рассмотрим систему уравнений (2.4) в [2], опи-
сывающую перенос в двумерном (2d) случае, и ре-
шим ее относительно интенсивности переносчиков
Iω(r,n, t) при заданной плотности возмущения сре-
ды f(r, t):
∂frest(r, t)

∂t
= −

(
1

τ
+σ

)
frest(r, t)+

∫
dω

κω
�ω

×

×
2π∫
0

dϕ(n)Iω(r,n, t) + δ(r)δ(t),

1

c

∂Iω(r,n, t)

∂t
+ (n,∇)Iω(r,n, t) =

=
�ω

τ

1

2π
eωfrest(r, t) − κωIω(r,n, t).

(4.1)

Проинтегрируем по углам второе уравнение с уче-
том соотношения

2π∫
0

dϕ(n)(n,∇) =

2π∫
0

dϕ cos(ϕ)
d

ds
= 0

и введем усреднение по углам:

Īω(r, t) =
1

2π

2π∫
0

dϕ(n′)Iω(r,n
′, t).

Тогда

1

c

∂Īω(r, t)

∂t
=

�ω

τ
eωfrest(r, t)− κω Īω(r, t). (4.2)

Решение указанного уравнения с начальным усло-
вием Īω(r, t = 0) = 0 имеет вид

Īω(r, t) =
�ω

τ
ceω×

×
t∫

0

dt′ exp
(
− c(t− t′)κω

)
frest(r, t

′). (4.3)

Введем следующее определение для плотности
переносчиков:

fmov(r, t) =
1

c

∫
dω

Īω(r, t)

�ω
. (4.4)

Тогда с учетом того, что

T (ρ) =

∫
dω eω exp(−κωρ),

из (4.3) и (4.4) имеем

fmov(r, t) =
1

τ

t∫
0

dt′ frest(r, t
′)T
(
c(t− t′)

)
. (4.5)

Уравнение (4.5), полученное путем решения зада-
чи о переносе возбуждения среды фотонами в спек-
тральной линии атомов или ионов, описывает также
и связь плотностей стоящих и бегущих мигрантов.

В случае модельного вида ядра (2.4), которому
соответствует ФРСП (2.5), после перехода к безраз-
мерным переменным (длина — в единицах 1/κ0, вре-
мя — в единицах τ) с учетом (3.4) получим

fmov(r, t) =

t∫
0

dt′ frest(r, t
′)(

1 +Rc(t− t′)
)γ . (4.6)

Отсюда можно легко получить связь интегральных
характеристик возмущения среды и его переносчи-
ков (или, соответственно, стоящих и бегущих ми-
грантов):
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Nmov(t) =

t∫
0

dt′Nrest(t
′)(

1 +Rc(t− t′)
)γ ,

Mmov(t) =

t∫
0

dt′Mrest(t
′)(

1 +Rc(t− t′)
)γ .

(4.7)

Основной вклад в интегралы (4.6), (4.7) дает об-
ласть моментов времени t′ вблизи t. При t� 1 выра-
жения (4.7) можно рассчитать в явном виде. Коли-
чество переносчиков (бегущих мигрантов) при этом
описывается законом

Nmov(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− sin(πγ)

π

Rc
γ

t1−γ
, 0 < γ < 1,

1− 1

1 + ln(tRc)/Rc
, γ = 1,

1− γ − 1

1/Rc + γ − 1

(
1 +

1

1/Rc + γ − 1

1

Rc
γtγ−1

)
, 1 < γ < 2.

(4.8)

Напомним, что Nrest(0) = 1 (это следует из определения источника в исходном уравнении для функции
Грина (2.1)), отсюда Nmov(t), как и Nrest(t), см. (3.1), является отношением числа переносчиков к началь-
ному числу возбужденных частиц среды или долей бегущих мигрантов в полном числе мигрантов Nrest(0).
Второй момент функции Грина записывается как

Mmov(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ(1− γ)

2
(Rct)

2, 0 < γ < 1,

t2

2

ln(tRc)− 3/2(
1 + ln(tRc)/Rc

)2 , γ = 1,

γ(γ − 1)

(2 − γ)(3− γ)

(Rct)
3−γ(

1 +Rc(γ − 1)
)2 , 1 < γ < 2.

(4.9)

Согласно определению закона фронта для возмущения среды (стоящих мигрантов) (3.1) уместно ввести
аналогичное определение для переносчиков (бегущих мигрантов):

rmov(t) =

√
Mmov(t)

Nmov(t)
,

Mmov(t) =

∫
r2fmov(r, t) dr,

Nmov(t) =

∫
fmov(r, t) dr.

(4.10)

Тогда для безразмерного времени t� 1 получим аналитическое выражение для фронта (4.10):

rmov(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

tRc
√
γ(1− γ)/2, 0 < γ < 1,

tRc√
2 (Rc + ln(tRc))

, γ = 1,

(tRc)
(3−γ)/2

[
γ(γ − 1)

(2 − γ)(3− γ)

1

1 +Rc(γ − 1)

]1/2
, 1 < γ < 2.

(4.11)

Данную формулу так же, как и (3.12), необходимо интерполировать в окрестности точки γ = 1:

rmov(t ≥ tmin) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

tRc
√
γ(1− γ)/2, 0 < γ ≤ 1− ε

(L)
mov(t, Rc),

tRc√
2 (Rc + ln(tRc))

, 1− ε
(L)
mov(t, Rc) < γ ≤ 1 + ε

(U)
mov(t, Rc),

(tRc)
(3−γ)/2

[
γ(γ − 1)

(2− γ)(3− γ)

1

1 +Rc(γ − 1)

]1/2
, 1 + ε

(U)
mov(t, Rc) < γ < 2,

(4.12)
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где ln(tminRc) = 4−Rc. Здесь верхние индексы («L»
и «U») имеют тот же смысл, что и в (3.13),

ε(L)mov(t, Rc) =
1

2

(
1−
√
1− 4

Rc + ln(tRc)

)
, (4.13)

а ε
(U)
mov(t, Rc) = ε

(U)
rest(t, Rc) и задается уравнением

(3.15), как и в случае стоящих переносчиков. Непре-
рывная сшивка в этой области оказывается, как
можно было ожидать, такой же, как и для стоящих
мигрантов: она возможна только при больших Rc.
В этом случае имеем tmin → 0, что дает

ε(U)
mov(t, Rc) ≈ ε(L)mov(t, Rc) ≈ ε(t, Rc),

где ε(t, Rc) определено в (3.16) и является универ-
сальной величиной для фронта возмущения среды
и фронта переносчиков.

Результаты сравнения аналитического описания
динамических характеристик с результатами чис-
ленных расчетов, полученных путем интегрирова-
ния (3.1) общего решения кинетического уравнения
(2.1) и путем моделирования траекторий методом
Монте-Карло, представлены ниже, в разд. 6.

5. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОГУЛОК ЛЕВИ
МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО

Уравнению (2.1) соответствует следующий тип
траекторий мигрантов. В заданной точке (возьмем
ее за начало координат) один мигрант находится
(стоит) в течение времени t. Время стоянки мигран-
та (которое в литературе называют «временем ожи-
дания», «waiting time») является случайной величи-
ной и описывается распределением U(t):

U(t) =
1

τ
exp

(
− t

τ

)
,

∞∫
0

U(t) dt = 1,

(5.1)

где τ — среднее время нахождения в точке останов-
ки (в задаче переноса резонансного излучения этому
времени соответствует радиационное время жизни
возбужденного атома или иона). В указанный мо-
мент времени мигрант начинает двигаться с равной
вероятностью в любом направлении (т. е. однород-
но по всем направлениям в координатном простран-
стве) по прямой траектории с постоянной скоростью
c. Вдоль этой прямой мигрант проходит путь, длина
которого является случайной величиной, определя-
емой распределением по длине свободного пробега

Рис. 1. Типичные траектории мигрантов (красная и черная
кривые), стоявших в начале координат в нулевой момент
времени, для γ = 1, κ0 = 1, τ = 1, c = 10 за период вре-
мени 1000 в зависимости от безразмерных координат (т. е.
умноженных на κ0). Моменты остановки показаны точка-
ми. Крупно показан фрагмент, соответствующий синему

пунктирному прямоугольнику

Wstep(ρ) в (2.5). В точке остановки мигрант нахо-
дится время t, определяемое распределением (5.1),
и далее снова движется равновероятно по всем на-
правлениям, уходя на расстояние, которое определя-
ется распределением Wstep(ρ) в (2.5). Такой процесс
повторяется снова и снова.

На рис. 1 приведены в качестве примера в дву-
мерном пространстве (x, y) две искусственные тра-
ектории указанного типа, полученные для γ = 1,
κ0 = 1, τ = 1, c = 10 (что соответствует в безраз-
мерных переменных случаю Rc = 10) с использова-
нием датчика псевдослучайных чисел. Видна харак-
терная структура траекторий с длинными пробега-
ми (полетами Леви), которые соединяют участки с
(преимущественно многократными) короткими про-
бегами, формирующими блуждание, близкое к бро-
уновскому (см. вставку на рис. 1).

Другое представление типичных траекторий ми-
грантов приведено на рис. 2: зависимость безразмер-
ного расстояния r =

√
x2 + y2 относительно начала

координат от времени t (для γ = 1, κ0 = 1, τ = 1,
c = 10). Приведенные семь траекторий иллюстри-
руют факт существенно неравномерного заполнения
пространства: в соответствии с описанным законом
поведения основная часть мигрантов не уходит да-
леко от начала координат.

Такое неравномерное заполнение пространства
приводит к трудностям при использовании метода
Монте-Карло для оценки функции f(r, t) и ее мо-
ментов: чтобы удовлетворительно заполнить про-
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Рис. 2. Типичные траектории мигрантов, стоявших в на-
чале координат в нулевой момент времени, зависимость
безразмерного расстояния r относительно начала коорди-

нат от времени t для γ = 1, κ0 = 1, τ = 1, c = 10

странство r×t мигрантами требуется сгенерировать
массив данных, содержащий от 10 до 500 тысяч тра-
екторий. Но даже в этом случае для удовлетвори-
тельного заполнения пространства задачи, при ко-
тором можно найти искомую функцию Грина и ее
моменты, во избежание значительного роста време-
ни численного моделирования требуется использо-
вать процедуру оптимизации. Здесь мы используем
метод, которой разработан в [34, 35]. Опишем полу-
чение оценки функции f(r, t) (и ее моментов, вхо-
дящих в (3.1)) для мигрантов, находящихся в по-
кое (оценка для движущихся получается аналогич-
но). Для этого рассмотрим функцию распределения,
связанную с функцией f(r, t) соотношением

F (r, t) = 2π

r∫
0

f(r′, t)r′ dr′. (5.2)

Преобразуем сгенерированный массив траекторий в
набор данных, содержащий значения функции рас-
пределения:

Ω :
{
Fi,j , ri, tj

}
, i ∈ Rj ,

R = 1 . . . rmax, j ∈ 1 . . . tmax, (5.3)

где Fi,j — количество частиц, находящихся в покое в
момент времени tj и отстоящих от начала координат
(точки старта) не более, чем на ri: r ≤ ri.

Задача состоит в поиске функций F (r, t) и f(r, t),
соответствующих набору данных Ω. Очевидно, что
такая задача является некорректной. Для ее регу-
ляризации рассмотрим критерий

Q(F, f,Ω, α) =
1

|Ω|
∑
j∈T

∑
i∈R

(
Fi,j − F (ri, tj)

)2
+

+

tmax∫
0

dt′
rmax∫
0

dr′

[
α2
1

(
d2f

dr2

)2

+

+ α1α2

(
d2f

drdt

)2

+ α2
2

(
d2f

dt2

)2
]
→ min

F,f
, (5.4)

где первое слагаемое представляет собой меру бли-
зости решения к набору данных Ω, а второе — регу-
ляризующая добавка, или мера кривизны функции
f(r, t), или мера сложности рассматриваемой мате-
матической модели (5.1). Мы не приводим техни-
ческие подробности поиска решения (5.2)–(5.4), так
как подробное описание используемой для этого тех-
нологии сбалансированной идентификации можно
найти в [34, 35].

6. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ДЛЯ ЧИСЛА
СТОЯЩИХ И БЕГУЩИХ МИГРАНТОВ ДЛЯ

ПРОГУЛОК ЛЕВИ

На рис. 3–5 представлено сравнение полного ко-
личества стоящих мигрантов N в (3.1) (возбужден-
ных частиц среды) для γ = 0.5 (рис. 3), γ = 1 (рис. 4)
и γ = 1.5 (рис. 5).

7. ЕДИНАЯ ФОРМУЛА ФРОНТА
ВОЗМУЩЕНИЯ СРЕДЫ ДЛЯ ПРОГУЛОК
ЛЕВИ И ПОЛЕТОВ ЛЕВИ. СРАВНЕНИЕ

РАЗНЫХ ПОДХОДОВ

Определение фронта возмущения среды (3.1) от-
личается от ранее рассмотренных нами в [15–17] и
[1, 2, 18]. Так, в работах [15–17] для случая полетов
Леви (Lévy flight), чему соответствует условие Rc =
= ∞, дефиниция фронта rf (t) (здесь индекс «f»
происходит от англ. flight) имела следующий вид (в
размерных единицах):(

t

τ
+ 1

)
T
(
rf (t)

)
= 1, (7.1)

где T (ρ) определено в (2.4). Решение этого уравне-
ния для модельного ядра (2.5) имеет вид [15] (в без-
размерных координатах и времени)

rf (t, γ) = (t+ 1)1/γ − 1 ≈ t1/γ . (7.2)

Массовые численные расчеты точного решения
(2.1) в одномерном случае с приближенным автомо-
дельным решением [15] при условиях

t� τ, κ0r � 1 (7.3)
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Рис. 3. Зависимости полного числа стоящих мигрантов Nrest в (3.1) от безразмерного времени: аналитический расчет
(3.11) (синие штриховые кривые); расчет методом Монте-Карло (оранжевые (2d) и зеленая штрихпунктирная (3d) кри-
вые); расчет для точной функции Грина (4) в [1] (зеленые треугольники (1d), красные круги (2d)). Зависимости полного
числа бегущих мигрантов Nmov в (4.10) от времени: аналитический расчет (4.8) (коричневые штриховые кривые); расчет
методом Монте-Карло (сиреневые (2d) и темно-синяя штрихпунктирная (3d) кривые). Сумма аналитических результатов
для числа стоящих и бегущих мигрантов (черные пунктирные кривые). Сравнение представлено для γ = 0.5 и значений

параметра Rc = 0.1 (а), 1 (б), 10 (в), 100 (г)

показали в [17] высокую точность этого автомодель-
ного решения в широком диапазоне значений r, t и γ.
В работе [18] для улучшения точности автомодель-
ных решений было предложено другое определение
фронта. Это оказалось необходимым в том случае,
когда ядро W в (2.1) имеет более сложный вид, а
именно, является сверткой степенных ядер с разны-
ми показателями степени γ. Конкретно, в [18] это
касалось задачи переноса резонансного излучения в
случае фойгтовского контура спектральной линии,
который является сверткой доплеровского (γ ≈ 1)
и лоренцевского (γ = 0.5) контуров линии. Более
точная версия формулы фронта для полетов Леви
имеет вид [18]

fexact(0, t) =
t

τ
W
(
rf (t)

)
, (7.4)

где fexact(r, t) –– точное решение уравнения (2.1).
Для случая учета конечной скорости (прогулки

Леви) в [1] предложено обобщение дефиниции фрон-
та (7.4) с учетом эффекта запаздывания вследствие
конечной скорости переносчиков, имеющее вид (в
безразмерных единицах)(

t− rw
Rc

)
W (rw)θ

(
t− rw

Rc

)
= fexact(0, t, Rc), (7.5)

где rw(t, Rc, γ) обозначает фронт плотности возбуж-
дения среды (или плотности стоящих мигрантов)
для прогулок Леви (индекс «w» происходит от англ.
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Рис. 4. То же, что на рис. 3, но для γ = 1

walks [4, 5]). Нахождение фронта (7.5) необходимо
для построения приближенного автомодельного ре-
шения, точность которого для модельного ядра при
разных значениях параметра γ проанализирована в
одномерном (1d) случае в [1], а в 2d- и 3d-случаях —
в [2].

Выше получено аналитическое выражение для
rrest(t, Rc, γ) (3.13) для фронта возмущения среды
от точечного мгновенного источника при условии
t � τ (в размерных единицах). Напомним, что для
0 < γ < 1 и 1 < γ < 2 функция (3.12) имеет
разные аналитические представления, причем в них
при γ = 1 имеется особенность, которую мы удали-
ли в (3.13) путем интерполяции. Предварительное
сравнение (3.13) со значениями фронта, рассчитан-
ными в [1,2], показало, что различие имеется, но оно
заведомо в пределах порядка величины, что для по-

строения единого скейлинга в широком диапазоне
параметров вполне приемлемо.

Для 0 < γ < 1 можно показать, что выражения
(7.2) и (3.13) являются пределами более общей фор-
мулы, интерполирующей случаи предельно больши́х
и умеренно больши́х значений времени. Этим двум
пределам соответствуют предельные значения отно-
сительного числа возмущений среды (т. е. возбуж-
денных атомов или ионов, или стоящих мигрантов)
во всем объеме от точечного мгновенного источни-
ка (здесь относительность означает, например, до-
лю возбужденных атомов по отношению к их числу
в начальный момент). Эта интегральная по объему
характеристика описывается формулой (3.11) (см.
также (3.12) в [2]):

N(t, Rc, γ) ≡
∫
f(r, t) dr ∼ Rc

γ

t1−γ
≤ 1. (7.6)
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Рис. 5. То же, что на рис. 3, 4, но для γ = 1.5

Сначала, при N ∼ 1, имеем перенос в режиме по-
летов Леви (например, в виде (7.2)), а при N � 1

и накоплении эффекта запаздывания имеем вы-
ход на режим прогулок Леви (например, в виде
(3.13)). Простейшая интерполяция имеет вид (с точ-
ностью до коэффициентов порядка единицы, зави-
сящих от γ)

rrestf+w(t, Rc, γ) ∼
t1/γ

1+ ∼ 1/N1/γ
, 0 < γ < 1. (7.7)

Например, при γ = 2/3 имеем следующую формулу,
обеспечивающую выход на оба известных предела:

rrestf+w(t, Rc, 2/3) =
t3/2

1 +

(
2π√
3

)3/2 √
t

Rc

. (7.8)

Для лучшей аппроксимации результатов численных
расчетов можно оптимизировать вид функции, обес-

печивающей должные пределы (7.2) и (3.13). Одна-
ко для интересующего нас построения формулы с
точностью до порядка величины и проверки этой
точности путем сравнения с точными численными
расчетами по формулам (3.1) и (7.5) вполне можно
ограничиться (7.7) или близкой формулой.

Можно ожидать, что при 1 < γ < 2 форму-
ла, аналогичная (7.7), будет применима, поскольку
в этом диапазоне и N ∼ 1 (если только Rc не очень
мало, но мы исключаем этот случай из нашего рас-
смотрения по причине неприменимости концепции
«потери памяти» и, соответственно, самого феноме-
на полетов Леви при малом среднем времени ожи-
дания при остановке). Легко видеть, что при 1 <

< γ < 2 в законах фронта (7.2) и (3.13) показатели
степени у параметра t численно весьма близки (для
γ = 3/2 разность показателей составляет величи-
ну 1/12). Поэтому можно представить закон фронта
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Рис. 6. Аналитический фронт (3.13) для прогулок Леви, полученный расчетом формулы (3.1) для общего аналитиче-
ского решения кинетического уравнения (2.1) (сиреневая штриховая кривая); расчет фронта (3.1) для прогулок Леви,
использующий результаты расчета статистики траекторий методом Монте-Карло (разд. 5) (темно-синяя (2d) и голубая
(3d) кривые); численный расчет фронта (3.1) для прогулок Леви, использующий численный расчет общего аналитическо-
го решения кинетического уравнения (2.1) (фиолетовые треугольники (1d), коричневые круги (2d) и розовые квадраты
(3d)); фронт (7.5) для прогулок Леви, использующий численный расчет общего аналитического решения кинетического
уравнения (2.1) (оранжевые треугольники (1d), зеленые круги (2d) и красные квадраты (3d)); фронт (7.5) для прогулок Ле-
ви, использующий результаты расчета статистики траекторий методом Монте-Карло (красные (2d) и светло-коричневая
штриховая (3d) кривые); фронт (7.2) для полетов Леви (черные пунктирные кривые); аналитическое представление (7.10)
обобщенного фронта (желтая кривая); баллистический фронт (розовые пунктирные кривые). Сравнение представлено

для γ = 0.5 и значений параметра Rc = 0.1 (а), 1 (б), 10 (в), 100 (г)

единой формулой:

rrestf+w(t, Rc, γ) =
rf (t, γ)

1 +
rf (t, γ)

rw(t, Rc, γ)

=

=
rf (t, γ)

1 +
BN (Rc, γ)

N(t, Rc, γ)1/γ

, 0 < γ < 2, (7.9)

где функция BN (Rc, γ) соответствует известному
пределу (3.13) с учетом (3.11). Ниже мы примем сле-

дующую простую формулу:

rrestf+w(t, Rc, γ) =

=
1√

1/rw2(t, Rc, γ) + 1/rf 2(t, γ)
,

0 ≤ γ ≤ 1.5,

(7.10)

где
rw(t, Rc, γ) ≡ rrest(t, Rc, γ),

задается формулой (3.13).
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Рис. 7. То же, что на рис. 6, но для γ = 1

Ниже представлено сравнение результатов раз-
личных подходов к оценке фронта распространения
возбуждения среды (или фронта плотности стоящих
мигрантов), включая

1) аналитический расчет фронта (3.13) для про-
гулок Леви, полученный расчетом формулы (3.1)
для общего аналитического решения кинетического
уравнения (2.1);

2) расчет фронта (3.1) для прогулок Леви, ис-
пользующий результаты расчета статистики траек-
торий методом Монте-Карло (разд. 5);

3) численный расчет фронта (3.1) для прогу-
лок Леви, использующий численный расчет обще-
го аналитического решения кинетического уравне-
ния (2.1);

4) фронт (7.5) для прогулок Леви, использующий
численный расчет общего аналитического решения
кинетического уравнения (2.1);

5) фронт (7.5) для прогулок Леви, использующий
результаты расчета статистики траекторий методом
Монте-Карло;

6) фронт (7.2) для полетов Леви (бесконечная
скорость переносчиков);

7) аналитическое представление (7.10) обобщен-
ного фронта;

8) баллистический фронт tRc.
Сравнения представлены для γ = 0.5, 1, 1.5 и зна-
чений параметра Rc = 0.1, 1, 10, 100 (рис. 6–8). Для
проверки интерполяции вблизи γ = 1 в формуле
(3.13) также представлены сравнения для Rc = 10 и
γ = 0.9, 0.99, 1.01, 1.1 (рис. 9).

Хотя все сравниваемые результаты для фронта
на рис. 6 довольно близки в рамках того, что са-
ма дефиниция фронта является условной, имеющей
смысл оценки (см. кривые для γ = 0.5 на рис. 1 в
[2] для Rc = 10), можно сделать вывод о том, что на
рис. 6г виден переход между двумя режимами пере-
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Рис. 8. То же, что на рис. 6, 7, но для γ = 1.5

носа: полетами и прогулками Леви. При относитель-
но малых временах (но при безразмерном времени
t� 1) доминируют полеты Леви (черный пунктир),
а с увеличением времени доминирует режим прогу-
лок Леви и нужен учет эффекта запаздывания даже
при весьма больших значениях параметра Rc: в мо-
мент перехода виден излом на кривой для динамики
фронта при его наиболее точном представлении, а
именно, на красной кривой, рассчитанной по (7.5)
с использованием расчетов методом Монте-Карло
значений точной функции Грина в начале коорди-
нат.

Рисунок 7 показывает, что с уменьшением нело-
кальности (т. е. при переходе к бо́льшим значениям
параметра γ по сравнению с рис. 6) и увеличени-
ем Rc дефиниция (3.1) при γ = 1 оказывается ме-
нее адекватной, поскольку второй момент оказыва-
ется достаточно сильно зависим от значений функ-
ции Грина при таких больших значениях расстоя-

ния, где довольно мало возбужденных атомов или
стоящих мигрантов (рис. 7г).

На рис. 8 тенденция потери адекватности дефи-
ниции фронта (3.1) с ростом γ и Rc усиливается: на
рис. 8г можно видеть достаточно большое (∼ 100%)
различие результатов аналитического расчета (3.1)
и расчета с использованием численного моделиро-
вания методом Монте-Карло. Хотя для задач нело-
кального переноса это все еще вполне высокая точ-
ность, видна тенденция потери адекватности дефи-
ниции фронта (3.1).

В связи с уже обсужденным на рис. 6 переходом
между двумя режимами переноса — полетами Леви
и прогулками Леви — уместно получить его коли-
чественное описание. Определим момент такого пе-
рехода как момент времени t∗(Rc, γ), при котором
фронт rw для прогулок Леви равен фронту rf для
полетов Леви:

rw(t
∗, Rc, γ) = rf (t

∗, γ). (7.11)
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Рис. 9. То же, что на рис. 6–8, но для Rc = 1, γ = 0.9 (а), 0.99 (б), 1.01 (в), 1.1 (г)

Тогда для t∗(Rc, γ) можно получить следующее вы-
ражение:

t∗(Rc, γ) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
Rc

√
1− γ

1 + γ

]γ/(1−γ)

, 0 < γ < 1,

exp
(
R2

c/2−Rc

)
Rc

, γ = 1,

[
(2− γ)(3− γ)

γ(γ − 1)
×

×1 +Rc(γ − 1)

Rc
3−γ

]1/(3−γ−2/γ)

, 1 < γ < 2.

(7.12)

Результаты расчета (7.12) для трех значений γ

приведены на рис. 10.
Прежде всего отметим, что формула (7.12) хо-

рошо описывает переход между режимами переноса

Рис. 10. Зависимости характерного времени (7.12) от па-
раметра Rc при γ = 0.5, 1.0, 1.5

10 ЖЭТФ, вып. 5
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лишь при 0 < γ < 1 (см. рис. 6г), когда степень нело-
кальности (супердиффузионности) процесса перено-
са особенно высока. При этом всегда имеем смену
режима переноса полетами Леви на режим перено-
са прогулками Леви, поэтому для моментов време-
ни t > t∗ следует учитывать эффекты запаздывания
при описании такого процесса.

Важно отметить, что область 0 < γ < 1 охва-
тывает, в частности, перенос резонансного излуче-
ния при лоренцевском контуре спектральных линий
атомов и ионов в газах и плазме. Отмеченная выше
необходимость учета запаздывания касается задач
нестационарного переноса излучения при сильно ло-
кализованном (во времени и в координатном про-
странстве) источнике возбуждения. В случае сла-
бой локализации такого источника основной вклад
в плотность возбужденных атомов будет вносит об-
ласть, не столь удаленная от наблюдаемой точки,
и потому учет запаздывания, вызванного конечной
скоростью света, будет мал, что вполне оправдыва-
ет пренебрежение этим эффектом во многих прак-
тических задачах с слабой локализацией источника
возбуждения атомов или ионов. Однако для задач
с сильной локализацией, прежде всего во вспышеч-
ных явлениях в астрофизической плазме, получен-
ные нами результаты весьма актуальны.

Поскольку для задач переноса интересны боль-
шие безразмерные времена, для случая γ = 1 акту-
альна только часть кривой, уходящая резко вверх.
Видно, что в этом случае переход от полетов к про-
гулкам происходит при столь больших (экспоненци-
ально больших) значениях времени, что, с учетом
сказанного выше о связи характерных времен и ха-
рактерных расстояний, вклад запаздывания актуа-
лен только при небольших значениях Rc.

С увеличением γ точность оценки фронта по
(3.1), как было отмечено выше, уменьшается, но
тем не менее результат использования аналитичес-
кой формулы фронта при 1 < γ < 2 для оценки
области актуальности прогулок Леви согласуется с
ожиданием того, что с ростом γ и Rc вклад эффекта
запаздывания из-за конечной фиксированной скоро-
сти переносчиков возмущения среды или мигрантов
(и, соответственно, вклад переноса в режиме прогу-
лок Леви) уменьшается.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные в работе результаты по ряду
аспектов завершают цикл работ [1–3, 15–18], наце-
ленных на создание нового метода в теории неста-

ционарного нелокального (так называемого супер-
диффузионного, выходящего за рамки стандарт-
ной, броуновской диффузии) переноса. Этот метод
уместно назвать методом интерполируемой автомо-
дельности. В основе метода лежит алгоритм полу-
чения приближенного автомодельного решения для
функции Грина широкого класса интегродиффе-
ренциальных уравнений нестационарного переноса,
охватывающего явления переноса с доминирующим
вкладом переносчиков с большой длиной свободно-
го пробега: «полетов Леви» [20–23], включая зада-
чу нестационарного переноса резонансного излуче-
ния в модели Бибермана –Холстейна [8–14, 28–33],
или, в случае учета конечной скорости переносчи-
ков, «прогулок Леви» [4–7], точнее, «прогулок Леви
с остановками» (см. рис. 1 в обзоре [5]), что охваты-
вает такие задачи как перенос резонансного излуче-
ния в астрофизических газах и плазме, биологиче-
скую миграцию, перенос энергии волнами в плазме.
В основе метода лежит интерполяция законов авто-
модельности для асимптотик далеко впереди и да-
леко позади эффективного фронта волны возмуще-
ния, требующая прямого решения задачи (числен-
ного расчета функции Грина) только в относитель-
но небольшой области переменных задачи (вблизи
фронта) (см. обсуждение вопроса об экономии рас-
четного времени в работе [17]).

В развитие ранее полученных общих и при-
ближенных автомодельных решений для функции
Грина широкого класса интегродифференциальных
уравнений одномерного [1,3], двумерного и трехмер-
ного [2] (по пространственным координатам) неста-
ционарного супердиффузионного переноса возму-
щения однородной среды для конечной фиксирован-
ной скорости переносчиков в настоящей работе по-
лучено простое аналитическое описание распростра-
нения фронта возмущения среды при нестационар-
ном супердиффузионном (нелокальном) переносе в
режиме «прогулок Леви с остановками». Для ис-
пользуемой нами дефиниции фронта (3.1) результат,
как показало интегрирование точного решения ки-
нетического уравнения для функции Грина, не зави-
сит от мерности координатного пространства. Срав-
нение результатов для фронта (3.1) с другим, более
точным методом определения фронта из [1–3, 18] и
проведенными в этой работе численными расчетами
статистики траекторий методом Монте-Карло пока-
зало применимость полученных аналитических вы-
ражений в широком диапазоне параметров задачи.
Для прогулок Леви найдена связь интегральных ха-
рактеристик стоящих и бегущих мигрантов, позво-
лившая получить простое аналитическое описание
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для фронта переносчиков или бегущих мигрантов в
дополнение к фронту возбуждения среды (возбуж-
денных атомов или ионов) или стоящих мигрантов.

Достигнутый прогресс в описании фронта для
прогулок Леви позволил предложить единое опи-
сание динамики фронта возмущения среды при
произвольной, включая бесконечную, фиксиро-
ванной скорости переносчиков. Это соответствует
объединению формул для фронта при переносе
полетами Леви и прогулками Леви. Полученный
критерий перехода между указанными режима-
ми супердиффузионного переноса для сильной
нелокальности функции распределения по длине
свободного пробега хорошо согласуется с резуль-
татами численного расчета (см. рис. 6г). Этот
критерий, в частности, определяет область пара-
метров, в которой необходимо учитывать конечную
скорость света в переносе резонансного излучения
в газах и плазме в случае сильной нелокальности
(сюда относится нестационарный перенос в случае
лоренцевского контура спектральной линии атомов
или ионов в газах и плазме).
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9. К рукописи необходимо приложить электрон-
ный адрес (e-mail), почтовый адрес места работы
с индексом, фамилию, полное имя и отчество ав-
тора, с которым предпочтительно вести переписку,
а также номер телефона, служебного или домашне-
го.
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