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В работе представлены результаты экспериментов по измерению деформаций воло-
конно-оптическими датчиками деформаций на основе брэгговских решеток, встро-
енными в материал. Среди этих экспериментов измерение деформаций в образце из
полимерного композиционного материала с концентратором напряжений, измере-
ние технологических деформаций в процессе формирования полимерного компози-
ционного материала, измерение технологических деформаций в процессе отвержде-
ния цементной смеси при изготовлении бетона, измерение деформаций ползучести
в полимерном материале. Наряду с экспериментами, демонстрирующими возмож-
ности измерения деформаций встроенными в материал волоконно-оптическими
датчиками деформаций на брэгговских решетках, приводятся результаты численно-
го анализа проблем, возникающих при использовании этих датчиков. Среди этих
проблем анализ перераспределения напряженно-деформированного состояния,
возникающего в результате встраивания оптического волокна в материал, и досто-
верности значений деформаций, вычисляемых на основе физических величин, по-
ступающих от датчиков.
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1. Введение. Открытое в 1978 году явление фоточувствительности кварцевых воло-
кон, легированных германием [1], привело к появлению структуры в сердцевине оп-
тического волокна, получившей название волоконной брэгговской решетки (ВБР) и
являющейся основой наиболее распространенного типа волоконно-оптических дат-
чиков (ВОД), позволяющих измерять деформацию и температуру, а так же другие
“производные” этих параметров (давление, сила, влажность и т.д.). ВОД имеет ряд
преимуществ по сравнению с другими датчиками: они не чувствительны к электро-
магнитному воздействию, могут работать в широком диапазоне температур, имеют
возможности размещения нескольких датчиков на одной линии оптического волокна
и одновременной регистрации показаний с этих датчиков. Одно из главных досто-
инств и преимуществ по сравнению с другими типами датчиков связано с возможно-
стью встраивания ВОД в материал вследствие малости их размеров и принципа рабо-
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ты. Процедура встраивания ВОД в материал реализуется в технологических процессах
изготовления изделий, в которых имеет место переход материала из жидкой фазы в
твердую или формование материала из мелких фракций. Основным ограничением в
таких технологиях является температура, которая не должна приводить к нарушению
работоспособности датчика.

ВОД можно разбить на две группы: точечные и распределенные. В настоящей рабо-
те рассматривается наиболее распространенный тип точечных датчиков, а именно:
ВОД на основе брэгговской решетки. Для измерения деформаций на поверхности
конструкций зарубежной и отечественной промышленностью выпускаются ВОД на
брэгговских решетках в различном конструктивном исполнении. Встраивание опти-
ческих волокон в материал, в частности, в структуру полимерных композиционных
материалов (ПКМ), открывает принципиально новые возможности для контроля со-
стояния конструкции и контроля механических деформаций в процессе изготовления
материала. При использовании встроенных в материал ВОД на основе ВБР возникает
ряд проблем. Одна из них связана с влиянием на механические характеристики мате-
риала встроенного волокна и с перераспределением напряженно-деформированного
состояния в окрестности встроенного в материал волокна. Эта проблема наиболее
сложна для ПКМ, в связи с возможностью появления технологического дефекта в
форме смоляного кармана вокруг волокна. Можно отметить ряд работ, в которых экс-
периментальными и численными методами анализируется геометрия смоляного кар-
мана, которая существенно определяет перераспределение напряжений при встраива-
нии волокна в ПКМ [2–5]. Задачам оценки изменения механических свойств матери-
ала при встраивании волокна и перераспределения напряжений в его окрестности
посвящены различные экспериментальные и теоретические работы. Примерами та-
ких исследований являются: экспериментальная работа [6], где анализируется влия-
ние на механические характеристики композита встроенных волокон при статиче-
ских, ударных и циклических испытаниях; работа [7], в которой аналитическими ме-
тодами оценивается напряженное состояние в окрестности волокна, встроенного в
однородный трансверсально-изотропный материал; работы [4, 8], в которых для ана-
лиза перераспределения напряжений в окрестности волокна используется метод ко-
нечных элементов.

Наиболее сложной задачей при использовании ВОД на основе ВБР, встроенных в
материал, является получение достоверных значений деформаций на основе физиче-
ских величин, получаемых с датчика. Различные аспекты этой задачи приводятся в
обзорной работе [9].

В настоящей работе приводятся примеры использования ВОД на брэгговских ре-
шетках для измерения деформаций в различных материалах и результаты численных
экспериментов по оценке концентрации напряжений в окрестности оптического во-
локна, встроенного в ПКМ, и оценки погрешности деформаций, вычисленных на ос-
нове физических величин, регистрируемых датчиком.

2. Примеры измерений деформаций, встроенными в материал волоконно-оптическими
датчиками на брэгговских решетках и задачи, решаемые при измерении деформаций. Раз-
меры оптического волокна (125 мкм < Ø < 250 мкм [10]) и допускаемые минимальные
радиусы изгиба (∼10 мм) обычных оптических волокон диаметром до 200 мкм, откры-
вают широкие возможности встраивания волокна в материал на технологической ста-
дии его изготовления.

Измерение деформаций встроенными в материал ВОД позволяет решать различ-
ные задачи: использовать полученные значения деформаций для оценки достоверно-
сти результатов моделирования механического поведения конструкций, оценивать на
основе выбранных критериев текущую прочность и целостность материала, регистри-
ровать появление и развитие дефектов в материале, измерять деформации в материале
на всех стадиях технологического процесса получения материала, получать новую ин-
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формацию для верификации моделей механического поведения материалов, в том
числе, в условиях сложнонапряженного состояния.

Известные примеры измерений деформаций ВОД, встроенными в ПКМ, ограни-
чиваются демонстрацией результатов показаний с одного датчика и, как правило, рас-
положенного в зоне достаточно однородного распределения деформаций, например,
датчик встроен в стандартный плоский образец для испытаний на растяжение [11], в
панель из углепластика при растяжении [12]. В настоящей работе, в отличие от извест-
ных экспериментов, в качестве объекта исследования используется прямоугольная пла-
стина (50 × 300 × 5 мм) из ПКМ с вырезами на боковых гранях, геометрия которых опре-
деляется половиной окружности (радиус 18.8 мм) (рис. 1,a). Данная геометрия обеспечи-
вает при одноосном растяжении существенную неоднородность деформаций [13].

ПКМ получают на основе препрега стеклопластика, имеющего следующие механи-
ческие характеристики: модуль упругости при растяжении по основе Exx = 26.5 ГПа;
модуль упругости при растяжении по утку Eyy = 26.1 ГПа; модуль упругости при растя-
жении перпендикулярно плоскости слоя Ezz = 6 ГПа; модули сдвига: Gxy = 4 ГПа, Gxz =
= 3 ГПа, Gyz = 3 ГПа (первый индекс обозначает направление нормали к плоскости
скольжения, второй – направление скольжения); коэффициенты Пуассона: νxy = 0.144,
νxz = 0.138, νyz = 0.18 (первый индекс обозначает направление растяжения, второй –
направление поперечной деформации). Оптическое волокно из кварца с механиче-
скими характеристиками Ek = 71.4 ГПа, νk = 0.17 имеет диаметр 0.124 мм и защитную
оболочку толщиной 0.012 мм, которая выполнена из полиимида с механическими ха-
рактеристиками E0 = 2.7 ГПа, ν0 = 0.31. Образцы были получены методом прямого
прессования [14]. Этот технологический процесс включает следующие основные опе-
рации: выкладку на технологическую оснастку 20 слоев препрега; укладку оптоволо-
конных датчиков между 10 и 11 слоями; сборку технологического пакета для проведе-
ния подпрессовки материала; проведение режима полимеризации; демонтаж техноло-
гического пакета. Процесс полимеризации и отверждения пластины из ПКМ с
внедренными ВОД производился в прессе Langzauner. Боковые вырезы в прямоуголь-
ных образцах получались путем механической обработки.

Рис. 1. Образец с вырезами на боковых гранях и встроенными ВОД (a); распределение деформаций вдоль
осевой линии образца (b)
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Для испытаний на растяжение использовалась универсальная электромеханиче-
ская система Instron 5982. Наряду с показаниями ВОД получены экспериментальные
данные на основе оптической системы Vic-3D [15]. Дополнительно к экспериментам
выполнен расчет напряженно-деформированного состояния образцов на основе ме-
тода конечных элементов в трехмерной постановке задачи. На рис. 1,b представлены
распределения деформаций (ε, %) вдоль осевой линии образца (x, мм) при силе F = 7 кН,
полученные на основе показаний волоконно-оптических датчиков на брэгговских ре-
шетках (показано символом ο), оптической системы Vic-3D (пунктирная линия) и
численного моделирования в рамках трехмерной постановки задачи теории упругости
(сплошная линия). Численные результаты получены на основе метода конечных эле-
ментов, реализованного в коммерческом пакете ANSYS. Отличие результатов, полу-
ченных с ВОД, от результатов полученных оптической измерительной системой и
численным моделированием, не превышает 6%.

В данном и других экспериментах, приведенных в настоящей работе, деформация
на основе физической величины, регистрируемой датчиком, вычислялась с использова-
нием предположения об одноосном напряженном состоянии в оптическом волокне.

Встраивание ВОД в материал позволяет регистрировать деформации в течение все-
го технологического процесса, в том числе, получить информацию об остаточных тех-
нологических деформациях. Этот вариант контроля технологических деформаций в
объеме материала практически не имеет альтернатив. Возможность такого контроля
особенно важна для обеспечения целостности и выбора параметров технологического
процесса получения изделий из ПКМ, так как в этих процессах материал и изделие
создаются одновременно. Измерение технологических деформаций ВОД, встроенны-
ми в ПКМ, было реализовано в процессе изготовления пластины (300 × 300 × 5 мм) из
препрега вышеописанным методом прямого прессования. В технологическом процес-
се после сборки пакета из 20 слоев препрега формирование производилось при следую-
щих параметрах: подъем температуры до 120°С со скоростью 3°С/мин; выдержка 0.4 часа
при температуре 120°С, подъем давления прессования до 0.3 МПа; подъем температу-
ры до 180°С со скоростью 3°С/мин; выдержка 1.5 часа при температуре 180°С; охла-
ждение со скоростью 3°С/мин до 55°С; сброс давления [13].

Регистрация технологических деформаций ВОД, встроенными в ПКМ, проводи-
лась во время технологического процесса формирования методом прямого прессова-
ния в режиме реального времени. Для компенсации температурных деформаций ис-
пользовались показания ВОД на брэгговской решетке, который располагался свобод-
но на поверхности пластины. Показания этого датчика проверялись дополнительным
регистратором температуры. Процедура вычисления технологических деформаций на
основе показаний ВОД, встроенных в материал, и ВОД, регистрирующих температу-
ру, приведена в работе [16].

На рис. 2 приведены изменения (пунктирная линия)температуры (T, °C) и измене-
ния (сплошная линия) технологических деформаций (ε, %) в течение процесса фор-
мирования пластины (t, с). Значения деформаций после завершения процесса форми-
рования (t > 2.4 × 104 с) определяют уровень остаточных технологических деформа-
ций. Использование подобной методики получения информации о деформациях и их
эволюции в течение технологического процесса позволяет выбрать параметры техно-
логического процесса, обеспечивающие получение бездефектных изделий из ПКМ с
заданным уровнем остаточных деформаций.

Другим процессом, в котором технологические деформации имеют важное значе-
ние, является отверждение цементной смеси при изготовлении изделий из бетона.
ВОД могут быть встроены в бетон до начала его твердения. При этом возможен вари-
ант использования датчика встроенного в капилляр, который исключает взаимодей-
ствие датчика с материалом, и использование датчика без капилляра. Для демонстра-
ции возможностей регистрации технологических деформаций в бетоне реализован вто-
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рой вариант. В качестве образца выбран цилиндр диаметром 150 мм и высотой 400 мм,
формирование и твердение которого осуществлялось в полипропиленовом резервуаре
с дном и свободной верхней поверхностью. Пять ВОД на брэгговских решетках, рас-
положенных на одном волокне на расстоянии 10 мм друг от друга были встроены в ци-
линдрический образец вдоль его оси на этапе заливки бетонной смеси в цилиндриче-
ский резервуар. На рис. 3,a приведена схема образца со встроенными в материал ВОД,
где 1–5 – номера ВБР, 6 – оптоволоконная линия. На рис. 3,b представлено измене-
ние деформаций (ε, %) в образце на протяжении 3х месяцев (t, с), где 1–5 – номера
ВБР. Эти данные позволяют констатировать наличие технологических деформаций и
их неоднородность в объеме материала. Последнее обстоятельство указывает на воз-
можность образования дефектов в изделиях из бетона на этапе их формирования и
возможность управления процессом твердения с целью обеспечения более однород-
ного распределения деформаций, уровень которых может контролироваться датчика-
ми, встроенными в материал.

Встроенные в материал ВОД позволяют решать задачи, связанные с получением
информации для верификации моделей механического поведения материала. Рас-
смотрен пример экспериментальной регистрации реологических свойств материала.
В качестве образца выбран призматический стержень 200 × 10 × 5 мм [17] из заполи-
меризовавшейся эпоксидной смолы. В образец вдоль его длины встроен ВОД. При на-
гружении образца постоянной нагрузкой датчик будет регистрировать процесс ползу-
чести. Измерение деформаций (ε, %) в образце проводилось в течение пяти суток (t, с).
На рис. 4 деформации ползучести приведены при нагружении образца постоянной
нагрузкой 50 Н. Полученные результаты могут быть использованы для определения
констант входящих в уравнения, описывающие механическое поведение материалов.
Подобные эксперименты могут быть реализованы и на других образцах, в том числе, с
получением информации при сложном напряженном состоянии.

Приведенные в данном разделе приложения встроенных в материал ВОД деформа-
ций иллюстрируют широкий спектр их возможностей.

3. Численный анализ концентрации напряжений в окрестности ВОД, встроенных в
ПКМ. Одной из проблем при использовании встроенных в материал ВОД является
перераспределение напряженно-деформированного состояния в окрестности волок-
на, которое может приводить к локальным зонам концентрации напряжений. Наибо-
лее ярко эта проблема проявляется при встраивании волокна в ПКМ. Для оценки пе-

Рис. 2. Показания ВОД в течение процесса формования ПКМ
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рераспределения напряжений и деформаций предлагается использовать математиче-
ское моделирование на основе модели линейного упругого поведения материалов.
Для численных расчетов используется трехмерный вариант метода конечных элементов.

В примерах рассматриваются широко распространенные в конструкциях слоистые
композиционные материалы. Для этих материалов существует несколько масштабных
уровней моделирования: структурная, слоистая и однородная модели. В настоящей
работе используются слоистая модель, в которой композиционный материал модели-
руется в виде пакета слоев, каждый из которых является однородным анизотропным
телом, и однородная модель, в которой ПКМ рассматривается как однородная среда с

Рис. 3. Образец со встроенными в материал ВОД (a) и изменение во времени деформаций, регистрируемых
ВОД (b)

0.04

0.03

0.02

0.01

0

�0.01

�0.02

�0.03

�0.04
1 2 3 4 5 6 7 80

t �106

5

4 3

2
1

1
2
3
4
5

6

(a) (b)

Рис. 4. Измерение деформации во времени для заполимеризовавшейся эпоксидной смолы
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эффективными механическими характеристиками. Однородная модель достаточно
адекватно отражает ПКМ, сформированный из тканых препрегов.

Оптические волокна при встраивании между слоями сохраняют свою геометрию, а
слои препрега в окрестности волокна искривляются и образуют карман, который за-
полняется полимерным связующим. Эта подобласть представляет технологический
дефект, называемый смоляным карманом. Геометрия такого кармана при встраива-
нии волокна между однонаправленными препрегами под углом 90°, относительно на-
правления армирования достаточно хорошо подтверждена теоретическими и экспери-
ментальными результатами [3–5]. Данная геометрия представлена на рис. 5. В работе [4]
отмечается, что длина смоляного кармана составляет 12÷16 радиусов встроенного во-
локна. Для других вариантов ориентации волокна относительно направления армиро-
вания симметрия геометрии смоляного кармана может быть нарушена и иметь другие
соотношения размеров a и b.

При моделировании напряженного состояния в окрестности встроенного в ПКМ
оптического волокна рассматривается несколько вариантов расчетных схем: однород-
ная ортотропная упругая среда с встроенным оптическим волокном без образования
смоляного кармана (рис. 6,a) и с образованием смоляного кармана (рис. 6,b), слоистая
модель ПКМ с волокном встроенным между слоями [0/0], что не приводит к образо-
ванию смоляного кармана (рис. 6,c), слоистая модель ПКМ с волокном встроенным
между слоями [0/90] (рис. 6,d) и [90/90] (рис. 6,e) с учетом смоляного кармана.

Для всех вариантов представления ПКМ моделирование напряженно-деформиро-
ванного состояния в окрестности волокна проводится на элементе в виде параллеле-
пипеда со встроенным оптическим волокном (рис. 7) при вариантах нагружения Px = P0,
Py = Pz = 0; Py = P0, Px = Pz = 0; Pz = P0, Px = Py = 0. Для моделирования выбран ПКМ
состоящий из 20 слоев однонаправленных препрегов. В табл. 1 приведены механиче-
ские характеристики препрега, а в табл. 2 характеристики волокна и клея. Оптическое
волокно имеет радиус R0 = 0.062 мм, а толщина полиимидной оболочки – 0.012 мм.
Размеры параллелепипеда обеспечивают на удалении от волокна (∼5b) однородное
напряженное состояние.

Рис. 5. Полимерный композитный материал с оптическим волокном и смоляным карманом: оптическое во-
локно (1); оболочка оптического волокна (2); смоляной карман (3); слой полимерного композитного мате-
риала (4)
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Наибольший уровень концентрации напряжений имеет место при схеме нагруже-
ния Py = P0, Px = Pz = 0 и определяется компонентой тензора напряжений . В каче-
стве характеристики уровня напряженного состояния принимается коэффициент

концентрации напряжений .

σy

= σmax
0/y yK P

Рис. 6. Расчетные схемы ПКМ со смоляным карманом
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Рис. 7. Модель ПКМ со смоляным карманом и встроенным оптическим волокном
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Результаты расчетов позволяют сделать ряд выводов. Для слоистых ПКМ из одно-
направленных препрегов при встраивании волокна вдоль направления армирования
(рис. 6,c) и диаметре оптического волокна меньше толщины препрега концентрация
напряжений практически отсутствует. Для однородной модели ПКМ со встроенным
оптическим волокном без образования смоляного кармана (рис. 6,a), что наиболее
полно соответствует слоистому ПКМ на основе тканевых препрегов, коэффициент
концентрации напряжений равен 3.78. Для слоистых композиционных материалов из
однонаправленных препрегов при укладке волокна между слоями [90/90] и [0/90] ко-
эффициент концентрации напряжений равен соответственно 4.55 и 4.33. При расчете
напряжений на основе однородной модели с образованием смоляного кармана коэф-
фициент концентрации напряжений равен 2.1. Это объясняется тем, что в зоне кон-
центрации напряжений нагрузку воспринимает слой с наибольшей жесткостью в на-
правлении армирования, что учитывается при использовании слоистой модели ПКМ.

Для оценки достоверности результатов математического моделирования были ис-
пользованы результаты работы [18], которая является одной из немногих, где приво-
дятся экспериментальные данные по деформациям в окрестности смоляного кармана.
В приведенном примере оптическое волокно встроено между 4 и 5 слоями следующих
вариантов укладки слоев:[902/02/02/902] и [02/902/902/02]. В качестве армирующего ма-
териала рассматривается углеродное волокно, а связующим материалом является
эпоксидная смола. Экспериментальные данные получены на основе метода муаровой
интерференции. Данные об оптическом волокне в работе отсутствуют. Результаты
численного моделирования при нагрузке, действующей перпендикулярно направле-
нию оптического волокна и данных об оптическом волокне из табл. 2 отличаются от
экспериментальных данных в пределах 65%. В данном случае, несмотря на относи-
тельно большое различие численных и экспериментальных результатов с учетом не-
полной информации о геометрических размерах и отсутствии информации об оптиче-
ском волокне, можно сделать заключение о возможности использования численного
моделирования для оценки концентрации напряжений в окрестности оптического во-
локна встроенного в ПКМ.

4. Численное моделирование достоверности значений деформаций, вычисленных на ос-
нове физических величин, регистрируемых волоконно-оптическим датчиком на брэггов-
ской решетке. Основное свойство брэгговской решетки состоит в генерировании отра-

Таблица 1. Механические свойства однонаправленного препрега и эффективные механические
характеристики пакета слоев

Материал , 
ГПа

, 
ГПа

, 
ГПа

, 
ГПа

, 
ГПа

, 
ГПа

Однонаправленный 
препрег 158.5 8.96 8.96 0.32 0.45 0.32 4.6 3.0 4.6

Эффективные свойства 
пакета слоев 84.1 84.1 10.7 0.035 0.45 0.45 4.3 3.5 3.5

xxE yyE zzE νxy νyz νxz
xyG yzG xzG

Таблица 2. Механические характеристики оптического волокна и клея

Материал E, ГПа ν

кварц 71.4 0.17
полиимид 2.5 0.35
клей 2.9 0.36
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женного сигнала. Длина волны отраженного сигнала зависит от показателя преломле-
ния оптического волокна n и длины периода структуры решетки L

(4.1)
При взаимодействии волоконно-оптического датчика с деформируемым материа-

лом происходит изменение длины брэгговской решетки, приводящее к изменению
длины волны отраженного сигнала, которое регистрируется интеррогатором. Взаимо-
связь изменения длины волны отраженного спектра с деформацией волокна в зоне
брэгговской решетки определяется соотношениями [9]

(4.2)

где  – деформация вдоль волокна, ,  – главные деформации в плоскости перпен-
дикулярной оптическому волокну. ,  – разница величин ре-
зонансных длин волн отраженного спектра в текущий ( , ) и начальный ( ) мо-
менты времени, ,  – коэффициенты Поккельса.

При одноосной деформации оптического волокна свободного от взаимодействия с
окружающей средой деформации , где  – коэффициент Пуассона опти-
ческого волокна. В этом случае  и

(4.3)

или

(4.4)

Для используемых оптических волокон .
Из соотношений (4.2), (4.4) следует, что однозначная связь между эксперименталь-

ными данными об изменении длины волны отраженного сигнала и компонентой тен-
зора деформаций в волокне вдоль его длины имеет место только при одноосном де-
формировании брэгговской решетки. Во встроенном в материал оптическом волокне
реализуется сложнонапряженное состояние, в общем случае с тремя различными
компонентами тензора деформаций ε1, ε2, ε3. В данном случае один из наиболее при-
емлемых вариантов получения значений измеряемых деформаций основан на исполь-
зовании допущения об одноосном напряженном состоянии в оптическом волокне, то
есть использовании формулы (4.4). При этом погрешность вносимая этим допущени-
ем устраняется введением калибровочных коэффициентов.

В настоящей работе рассматривается методика позволяющая для ВОД, встроенных
в материал оценить погрешность вычисления деформаций на основе соотношения
(4.4), а следовательно и получить значения калибровочных коэффициентов. В данной
методике для моделирования, как и в предыдущем разделе статьи, рассматривается
параллелепипед со встроенным оптическим волокном (рис. 7) при различных вариан-
тах нагружения боковых граней нормальными усилиями. Для численных эксперимен-
тов выбран вариант представления ПКМ однородной средой с эффективными меха-
ническими характеристиками, приведенными в табл. 1. Рассмотрены варианты со
смоляным карманом и без смоляного кармана. Механические характеристики и раз-
меры оптического волокна такие же, как и в предыдущих численных экспериментах.
Рассматриваемая методика включает следующую последовательность операций: при
заданном варианте нагружения параллелепипеда вычисляются деформация ε1, ε2, ε3 в

λ =* 2nL

Δλ = ε − ε + ε + ε
λ

Δλ = ε − ε + ε + ε
λ

21
3 11 1 12 2 3

22
3 11 2 12 1 3

1 ( ( ))
* 2

1 ( ( ))
* 2

n p p

n p p

ε3 ε1 ε2

Δλ = λ − λ1 1 * Δλ = λ − λ2 2 *
λ1 λ2 λ*

11p 12p

ε = ε = −νε1 2 3 ν
Δλ = Δλ = Δλ1 2

( ) Δλ = − − ν + ε λ  

2

12 11 12 31 ( )
2
n p p p

Δλε = ⋅
λ3

1
*k
= 0.78k
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волокне, при этом контролируется совпадение деформации  с соответствующей де-
формацией в зоне материала прилегающей к волокну; на основе вычисленных значе-
ний деформаций по формулам (4.2) вычисляются значения , , которые
принимаются за экспериментальные данные; на основе найденных в численном экс-
перименте величин ,  по соотношению (4.4) вычисляется деформация

 и деформация . Полученные значения деформаций  и 

принимаем за результаты эксперимента, который был численно промоделирован. По-
грешность вычисления деформаций, связанная с использованием допущения об од-
ноосном деформировании оптического волокна оценивается следующим образом.

(4.5)

где ε3 деформация вдоль волокна в зоне материала прилегающей к волокну. Значения

деформаций  и  вычислены при значении коэффициента k = 0.78. Полученные ре-
зультаты позволяют найти коэффициенты , которые
обеспечивают при использовании соотношения (4.4) достоверные значения деформа-
ций ε3. В данном случае коэффициенты k1 и k2 являются результатом умножения ко-
эффициента k на соответствующий калибровочный коэффициент. На рис. 8 представ-
лены для рассматриваемого варианта ПКМ и оптического волокна зависимости k1 и
k2 в координатах   (поверхность 1 на рис. 8). Для наглядности на этих
графиках приведена плоскость k = 0.78 (поверхность 2 на рис. 8).

Полученные результаты позволяют сделать заключение, что непосредственное ис-
пользование брэгговской решетки на одномодовом оптическом волокне обеспечивает
получение приемлемой информации о компоненте тензора деформаций вдоль волок-
на при условии, что датчик располагается в зоне материала, где данная компонента
деформаций является преобладающей. В остальных случаях необходимы дополни-
тельные меры для получения достоверных значений деформаций, в частности, ис-
пользование калибровочных коэффициентов.

Заключение. В экспериментах с волоконно-оптическими датчиками на брэгговских
решетках, встроенными в образцы из полимерных композиционных материалов, бе-
тонов, полимерных материалов, получены результаты измерения существенно неод-
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нородных полей деформаций, технологических деформаций в полимерных компози-
ционных материалах, связанных с химическими процессами при формировании ма-
териала из жидкой в твердую фазу, технологических деформаций, возникающих при
твердении цементной смеси при получении бетона, деформаций ползучести в поли-
мерном материале. Рассмотрены возможности математического моделирования при
решении задачи, связанной с перераспределением напряженно-деформированного
состояния, возникающего при встраивании оптического волокна в полимерный ком-
позиционный материал. Для решения этой задачи приведена математическая модель
при различных схемах представления ПКМ и с учетом технологического дефекта, воз-
никающего при встраивании волокна в материал. Получены качественные и количе-
ственные результаты о напряженном состоянии в окрестности оптического волокна
встроенного в один из вариантов ПКМ. Приведена методика численного анализа по-
грешности, возникающей при вычислении деформации на основе данных о физиче-
ских величинах регистрируемых встроенным в ПКМ волоконно-оптическим датчи-
ком на брэгговской решетке при использовании допущения об одноосном напряжен-
ном состоянии в этом датчике.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 19-77-
30008).
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Ранее в работе авторов разработан метод сведения граничных задач механики
сплошной среды для систем дифференциальных уравнений к граничным задачам
для отдельных уравнений, называемых скалярными. Этот подход опирается на пре-
образование Б.Г. Галеркина для систем дифференциальных уравнений в частных
производных и метод блочного элемента. В настоящей работе, основываясь на из-
вестных свойствах метода блочного элемента, развиваются три подхода, позволяю-
щих реализовать применение метода блочного элемента к достаточно сложным ска-
лярным граничным задачам. Впервые, по аналогии с экспоненциальной подстанов-
кой, используемой в обыкновенных дифференциальных уравнениях с постоянными
коэффициентами, в работе применяется блочная подстановка, позволяющая решать
граничные задачи для уравнений в частных производных. В результате исследования
искомые решения скалярных граничных задач представляются в виде суммы с по-
мощью простейших блочных элементов, что значительно упрощает исследование
получаемых точных решений.

Ключевые слова: блочный элемент, скалярные граничные задачи, бигармоническое
уравнение, обратные операторы
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Введение. В работе [1] авторами разработан интегродифференциальный метод све-
дения векторных граничных задач, то есть, описываемых системами дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, к скалярным граничным задачам, описывае-
мым лишь отдельными дифференциальными уравнениями в частных производных.
В основе этого подхода лежит преобразование Б.Г. Галеркина [2, 3]. Оно успешно
применялось во многих работах для исследования и решения векторных граничных
задач механики сплошных сред, теории поля, математической физики и в других об-
ластях. Особо следует отметить применение этого подхода в работах [4–6]. Во всех
этих работах метод применялся для исследования и решения граничных задач в клас-
сических областях, к которым относятся полупространство, слоистые области, обла-
сти, которые формируются в результате построения представлений групп преобразо-
ваний пространства – цилиндры, сферы, и другие подобные области [7–9]. Области,
отличающиеся от вышеназванных, относятся к неклассическим областям. Простей-
шей плоской неклассической областью, является прямоугольный клин, то есть пер-
вый квадрант в плоской декартовой системе координат. Являясь неклассической об-
ластью, она характеризуется тем, что ее границы уходят на бесконечность, что создает

УДК 539.3
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сложности для применения численных методов. Таким образом, исследованием точ-
ного обращения граничных задач в этой области, одновременно выявляются и осо-
бенности свойств решений в ней. Так, точные решения граничных задач методом
блочного элемента позволили выявить новый тип землетрясений, названных старто-
выми, обнаружить ранее не описанный новый тип трещин, дополняющих трещины
Гриффитса, изучить субдукционные процессы и цунами, исследовать акустические
свойства среды в сложных областях [10–16]. Метод блочного элемента оказался удоб-
ным и для исследования сред сложных реологий в неклассических областях за счет
преобразований векторных граничных задач в скалярные. В качестве примера, систе-
ма двумерных динамических уравнений Ламе в первом квадранте [1] сведена к реше-
нию уравнений Гельмгольца относительно двух функций. Более сложные, а именно,
бигармонические уравнения, возникают при сведении преобразованием Б.Г. Галер-
кина векторной системы уравнений Ламе к скалярным уравнениям [4]. Бигармониче-
ские уравнения имеют и самостоятельный интерес, описывая поведение поверхности
пластин Кирхгофа в статическом и динамическом случаях [17, 18].

Практика прямого решения сложных граничных задач методом блочного элемента
показала, что разложение решения по простым, по сложности, блочным элементам
предпочтительнее прямого решения исходной граничной задачи этим методом [1, 19].
В настоящей работе излагаются три подхода, которые могут реализовываться с приме-
нением метода блочного элемента. Обсуждаются их аналоги в сравнении с известны-
ми классическими подходами. В зависимости от поставленных задач, можно ориенти-
роваться на тот или иной подход при проведении исследования.

1. Постановка задачи и методы решения. В качестве примера рассматривается гра-
ничная задача для уравнения Ламе в [4] в области , в первом квадранте прямоуголь-
ной декартовой системы координат при некоторых ненулевых гармонических во вре-
мени граничных условиях

(1.1)

 – символ Кронекера,  – Лапласиан

Осуществим преобразование Б.Г. Галеркина, положив [4]

и обозначив . Тогда система уравнений (1.1) приводится к бигармоническим
уравнениям относительно функций Галеркина Ti
вида

Дополнительным исследованием определяются для функций Ti граничные усло-
вия, исходя из заданных первоначально.

Другой пример дает граничная задача об изгибе прямоугольной пластины при гар-
монических воздействиях на ее границы [17, 18]ю

В дальнейшем рассматривается двумерная скалярная граничная задача для бигар-
монического уравнения в области первого квадранта при задании на границе гармо-
нически изменяющихся функций и первых нормальных производных к границам
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(1.2)

Введем оператор граничной задачи, приняв , то есть первый квадрант, за область его
определения, а за внешние воздействия гармонические во времени вертикальные переме-

щения границ  и такие же углы поворотов на границе. Здесь  – погонная плотность
материала,  – толщина пластины,  – частота гармонических воздействий на пластину,

 и  – коэффициент Пуассона и модуль Юнга материала пластины соответственно.
Ниже рассматриваются подходы, которые, в зависимости от целей исследования,

могут использовать метод блочного элемента, позволяющий успешно решать те гра-
ничные задачи, которые являются не совсем удобными для других методов.

2. Прямой метод блочного элемента. Метод блочного элемента можно применить не-
посредственно к уравнению граничной задачи (1.2). Используя алгоритм метода блоч-
ного элемента [1, 11, 19], включающего шаги внешней алгебры, внешнего анализа,
фактор – топологии.

В случае задачи второго рода задаются функции и производные при  и при
, а именно , , , .

Тогда можем реализовать этап алгоритма метода блочного элемента называемый
“внешней формой”. Он приводит к погружению граничной задачи в топологическое про-
странство и к дальнейшему построению внешней формы и функционального уравнения.
В случае рассматриваемой скалярной задачи получается единственное функциональ-
ное уравнение вида

(2.1)

Здесь введены внешняя форма  после применения преобразования Фурье,
и система обозначений

 – оператор преобразования Фурье, α1, α2 – его параметры. Дальнейшее со-
стоит в выполнении этапа внешнего анализа, включающего факторизацию коэффи-
циента функционального уравнения, вычислении форм-вычетов Лере, построение
псевдодифференциальных уравнений и их решений. Решения псевдодифференциаль-
ных уравнений вносятся во внешние формы и позволяют получить представление ре-
шения граничной задачи в форме упакованного блочного элемента.

Общее представление решения граничной задачи, с учетом (2.1) имеет вид
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R2 – двумерное пространство действительных чисел. Числитель под интегралом в реше-
нии обращается в нуль в определенных полюсах знаменателя, которые отбираются фор-
мами-вычетами Лере. Эти полюсы для носителя в области первого квадранта имеют вид

Разрезы многозначных функций берутся из требования нахождения носителя гра-
ничной задачи в первом квадранте. Достоинством применения прямого метода к слож-
ному уравнению (1.2) является компактная запись решения и возможность расширения
постановки граничной задачи. Например, возможно на границе области  задавать не
только нормальные производные для некоторых граничных условий, но также и косые
производные.

Однако практика решения граничных задач прямым методом блочного элемента,
выполненная, например, в [1, 19] показала, что для упрощения формул, предпочти-
тельнее, если имеется возможность, строить решение граничной задачи, в виде разло-
жения с помощью более простых блочных элементов.

3. Расщепление операторов блочных элементов. С целью построения разложения ре-
шения граничной задачи для сложного скалярного уравнения по более простым блоч-
ным элементам представим дифференциальное уравнение колебания пластины Кирх-
гофа в следующем виде

(3.1)
Здесь q – приведенная нагрузка на плоскость пластины. Для исследования граничной

задачи для уравнения (3.1) формально используем обратные операторы граничных задач.
С их применением решение граничной задачи можно представить в одной из форм

(3.2)

Верхние индексы “–1” обозначают обратный оператор граничной задачи в первом
квадранте. Нижний индекс  подчеркивает наличие у плиты не нулевых граничных
условий. Ради простоты будем рассматривать случай, когда в (3.1) принято q = 0.

Для этого случая предыдущее выражение представимо в виде

(3.3)
Тогда расщепляющие обратные операторы строятся в результате решения гранич-

ных задач

Расщепив оператор, решаем последовательно две граничные задачи.

Решение  первой граничной задачи в первом квадранте построено во мно-
гих работах [14–16]. В случае задачи Дирихле оно представимо в виде упакованного
блочного элемента вида

(3.4)
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Здесь функции b1, b2 являются либо произвольными и будут определены позже, ли-
бо принятыми в (1.2).

Вторая граничная задачи оказывается неоднородной.

Для упрощения, приведем ее к однородной, сделав замену переменного

(3.5)

Здесь  – новая неизвестная, а  – любое частное решение неодно-
родного уравнения. В частности, можно взять

В результате замены получается уравнение вида

Функции ϕ1(x1), ϕ2(x2) либо произвольные и определяются позже при удовлетворе-
нии граничных условий (1.2), либо уточняются при корректировке граничных усло-
вий в связи с введением частного решения (3.5).

Построим решение этой граничной задачи в форме упакованных блочных элемен-
тов в предположении задания на границе области  нормальных производных, имеем

Отсюда, для функции  получаем представление,

служащее для определения произвольных функций в граничных условиях из требова-
ния удовлетворения граничным условиям (1.2), если принимались произвольные
функции в граничных условиях, либо они выполнятся автоматически в случае коррек-
тировки граничных условий частным решением (3.5).

4. Метод подстановки. Этот метод идентичен применению экспоненциальной под-
становки в однородных обыкновенных дифференциальных уравнениях с постоянными
коэффициентами. В этом методе строятся характеристические уравнения, доопределя-
ющие параметры экспоненциальных подстановок. Затем берется их полная совокуп-
ность. Аналогичная ситуация возникает с блочными элементами в рассматриваемой
граничной задаче для бигармонического уравнения в области Ω, но уже для уравнения в
частных производных в неклассической области. Из ранее изложенного следует, что
блочные элементы с произвольными граничными условиями на границах области Ω
являются собственными функциями бигармонического уравнения и представляют их
полную систему.

Поэтому решение граничной задачи можно искать в виде.

(4.1)
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Более детальный анализ решений граничных задач позволил получить асимптоти-
ческие представления поведения решений для блочных элементов вблизи границ.
Они даются формулами

(4.2)

Имея их, уже не сложно получить точное решение граничной задачи для бигармо-
нического уравнения в первом квадранте (1.2), составив с помощью функций ,

, ,  следующие соотношения

Применив преобразования Фурье к асимптотическим соотношениям (4.2) и вычис-
лив предельные выражения на границах области Ω, получим две системы уравнений,
решения которых имеют вид

В результате подстановки найденных значений во внешнюю форму  в (3.4) для
, и в (3.4) с внешней формой  для 

получим по формуле (4.1) точное решение граничной задачи (1.2).
Вывод. В статье изложен последний этап, связанный с применением метода блочного

элемента для исследования и решения ряда часто встречающихся граничных задач меха-
ники сплошных сред, теории поля, электродинамики для систем дифференциальных
уравнений в частных производных, которые сводятся к отдельным уравнениям, осу-
ществляемым преобразованием Б.Г. Галеркина. Граничные задачи для отдельных уравне-
ний в частных производных, называемых скалярными, решаются методом блочного эле-
мента без привлечения факторизации матриц-функций, что значительно упрощает изу-
чение свойств решений. На примере исследования бигармонического уравнения
продемонстрировано три разных подхода построения его решения методом блочного
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элемента, отмечены их достоинства и недостатки. Впервые, по аналогии с экспонен-
циальной подстановкой, используемой в обыкновенных дифференциальных уравне-
ниях с постоянными коэффициентами, в работе установлена возможность примене-
ния блочной подстановки, позволяющей решать граничные задачи для уравнений в
частных производных.

Отдельные фрагменты работы выполнены в рамках реализации госзадания на 2021 г.
Минобрнауки, проект (FZEN-2020-0020), ЮНЦ РАН проект (00-20-13) № госрег.
01201354241, и при поддержке грантов РФФИ (19-41-230003), (19-41-230004), (19-48-
230014), (18-05-80008).
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лярному решению для напряжений в окрестности края трещины. Приводятся соот-
ношения обобщенной теории упругости, включающие малый масштабный пара-
метр. Уравнения обобщенной теории имеют более высокий порядок чем уравнения
классической теории и позволяют устранить сингулярность классического решения.
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1. Введение – классическое решение задачи о трещине. Рассмотрим неограниченную
ортотропную пластину с трещиной длиной 2c, находящуюся в условиях одноосного
растяжения напряжением σ0 (рис. 1). Напряженно-деформированное состояние пла-
стины определяется классическим решением, полученным методом комплексных по-
тенциалов [1]. Напряжения определяются равенствами

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь A и B – некоторые постоянные коэффициенты, , ,
,  и k1, 2 связаны с корнями характеристического уравнения, соот-

ветствующего обобщенному бигармоническому уравнению плоской задачи, и выра-
жаются через упругие постоянные ортотропного материала следующим образом:
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Примем y = 0 и рассмотрим интервал , соответствующий границам трещи-
ны (рис. 1). Из равенств (1.1), (1.2) следует, что на этом интервале . Выра-
жение (1.3) позволяет заключить, что условие  на границе трещины выполняет-
ся если

(1.4)

При  напряжение  должно стремиться к  (рис. 1). Можно показать, что в
пределе для любого луча  имеют место предельные соотношения

В результате из условия  получим . Это условие совместно
с уравнением (1.4) дает

(1.5)

Однако из равенства (1.1) следует, что при этих значениях коэффициентов σx также
стремится не к нулю, а к σ0 при  Для устранения этого эффекта на напряжен-
ное состояние пластины, соответствующее рис. 1, следует наложить сжатие в направ-
лении оси x напряжением σ0 [1]. Окончательно, из равенств (1.1)–(1.3) и (1.5) получим

(1.6)
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Рис. 1. Ортотропная пластина с трещиной
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На действительной оси при  и  имеем

(1.7)

(1.8)

2. Уравнения плоской задачи обобщенной теории упругости. Обобщенная теория
упругости позволяет получить регулярное решение задач, имеющих в рамках класси-
ческой упругости сингулярное решение [2]. Для вывода соответствующих уравнений
рассмотрим показанный на рис. 2 элемент, обладающий малыми, но конечными раз-
мерами a и b. Введем локальные координаты  и  такие, что ,

. Симметричный тензор напряжений  представим рядом
Тейлора в окрестности точки (x, y), т.е.

(2.1)

Ограничимся членами представленными в равенстве (2.1) и найдем равнодействую-
щие напряжений, действующих на гранях 1-2 и 3-4 элемента, показанного на рис. 2.
Принимая  и подставляя разложение (2.1), получим
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Здесь  и символ  означает, что равнодействующие сил, действующих
по граням 2-3 и 1-4 элемента получаются если взаимно заменить x, y; ,  и a, b. Урав-
нения равновесия элемента имеют вид

Подставляя сюда равнодействующие R, можно получить дифференциальные уравне-
ния равновесия плоской задачи. Опуская дальнейшие преобразования, описанные в
работе [2] для случая a = b, запишем уравнения равновесия в окончательной форме

(2.2)

где

(2.3)

Здесь  – обобщенное напряжение, выражающееся через традиционное напряжение
по формулам (2.3), а s и r – структурные параметры выражающиеся через размеры эле-
мента a и b [2].

По аналогии с обобщенными напряжениями введем обобщенные деформации
(рис. 2)

(2.4)

Здесь  – перемещение точки (x, y) (рис. 2). Предположим, что перемещения можно
представить в окрестности точки (x, y) разложениями аналогичными равенству (2.1).
Тогда обобщенные деформации (2.4) принимают следующую окончательную форму:

(2.5)

где

(2.6)

– обобщенное перемещение и L – оператор, определяемый вторым равенством (2.3).
Для ортотропного материала обобщенные напряжения связаны с обобщенными де-

формациями следующим образом:

(2.7)

При r = s = 0 соотношения (2.7) вырождаются в традиционный закон Гука. Упругие
постоянные E, , G определятся из опытов, в которых напряженно-деформированное
состояние материала является однородным. В этом случае оператор  и обоб-
щенные напряжения и деформации совпадают с традиционными. Таким образом, со-
отношения упругости (2.7) включают традиционные упругие постоянные. Кроме это-
го полученные соотношения содержат два структурных параметра s и r, которые опре-
деляются экспериментально применительно к рассматриваемой задаче.
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Уравнения (2.2), (2.5) и (2.7) по форме совпадают с соответствующими уравнения-
ми классической теории упругости, только вместо традиционных напряжений и пере-
мещений  и  включают обобщенные характеристики T и  В качестве решения си-
стемы (2.2), (2.5) и (2.7) можно использовать решение, соответствующее классической
теории упругости, определяющее обобщенные напряжения и перемещения T, U. Тра-
диционные напряжения и перемещения t, u находятся в результате интегрирования
уравнений Гельмгольца (2.3) и (2.6). Если классическое решение не имеет особенно-
стей и согласуется с экспериментом, то s = r = 0 и обобщенное решение вырождается в
классическое. Если классическое решение имеет особенность, то решение дополни-
тельного уравнения Гельмгольца позволяет ее устранить.

3. Обобщенное решение задачи о трещине. Как следует из равенств (1.6), сингуляр-
ность решения проявляется на оси трещины при x = c. В связи с этим воспользуемся
частной формой уравнений обобщенной теории упругости, полученных в предыду-
щем разделе, приняв , т.е. предположим, что размер элемента, показанного на
рис. 2, является конечным в направлении оси  и бесконечно малым – в направлении
оси y. Тогда в полученных выше соотношениях необходимо принять r = 0. Как показа-
но в работе [3] для изотропного материала, такой подход обладает удовлетворительной
точностью по отношению к эксперименту и решению двумерной задачи [4]. Таким
образом, уравнение (2.3) для напряжений  и  принимает вид

(3.1)

где в соответствие с равенствами (1.7) и (1.8)

(3.2)

Рассмотрим напряжение  Это напряжение не включает упругих постоянных, по-
этому уравнение

аналогично соответствующему уравнению для изотропной пластины и его общее ре-
шение имеет вид [3]

Здесь   и  Условие регулярности решения при  выпол-
няется если принять

Определяя постоянную C1 из условия на конце трещины , окончательно
получим следующее выражение для напряжения на оси  при 

t u .U

=b dy
x

= σx xt = σy yt

∂ σ∂ σσ − = σ − =
∂ ∂

22
2 2

2 2, yx
x x y ys T s T

x x

  σ= σ − = 
 − −

0
0 2 2 2 2

1 ,x
x y

y

E xxT T
E x c x c

σ .y

σ σσ − =
−

2
2 0

2 2 2
y

y
d xs
dx x c

λ −λ
−λ λ −λ λ 

σ = + + λ −  − − 
 1 2 2 2
1 1

1( )
2 1 1

x xx x
x x x x

y
xe dx xe dxx С e С e e e

x x

σ = σ σ0/ , λ = /c s = / .x x c → ∞x

∞ −λ
= λ

−
2 2
1 1

xxe dxС
x

σ = =( 1) 0у x
x ≥ 1 :x



28 ВАСИЛЬЕВ и др.

(3.3)

Решение первого уравнения (3.1) для  имеет вид

(3.4)

Решения (3.3) и (3.4), в отличие от классических решений (1.7) и (1.8), не являются
сингулярными. Зависимости напряжений от координаты  при λ = 50 и пока-
заны на рис. 3 сплошными линиями. Штриховые линии соответствуют классическому
решению (1.7) и (1.8).

4. Экспериментальное исследование. Эксперимент проводился на пластинах из стек-
лотекстолита и углепластика, в которых направления армирования совпадают с осями
x и y (рис. 1).

Упругие постоянные стеклотекстолита –  ГПа,  ГПа,  = 5.8 ГПа,
, . Пределы прочности при растяжении –  МПа и  = 416 МПа.

Испытываемые пластины имели длину 250 мм, ширину 40 мм и толщину 1.12 мм. В се-
редине продольного края растягиваемых пластин прорезались трещины с длиной 5,
10, 15 и 20 мм. Следует отметить, что эксперимент с боковой трещиной описывается
здесь с помощью решения задачи о центральной трещине (рис. 1). Возможность тако-
го подхода основана на асимптотическом анализе напряженного состояния вблизи
конца трещины [5], согласно которому это состояние слабо зависит от условий нагру-
жения вдали от трещины и формы трещины. На рис. 4 представлены диаграммы де-
формирования при растяжении пластин с трещинами различной длины в направле-
нии оси . Номера на кривых соответствуют длинам трещин в мм. Напряжение σ0 изме-
ряется в МПа, а величина  на горизонтальной оси определяет взаимное смещение в мм
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захватов испытательной машины на базе 175 мм. Максимальные напряжения, действую-

щие в пластине вблизи трещины, представим следующим образом:  и  = kyσ0,
где kx и ky – коэффициенты концентрации напряжений в окрестности трещины. Исполь-
зуя решение (3.3) и (3.4) для экспериментальной пластины, можно построить зависимо-
сти kx и ky от параметра  показанные на рис. 5. Для оценки прочности пластины с
трещиной используем квадратичный критерий прочности [6]

σ = σm
x x ok σm

y

λ,

Рис. 4. Диаграмма деформирования пластин с трещинами различной длины
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Рис. 6. Предельная кривая для стеклотекстолита (—) и результаты эксперимента (●)
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где  – пределы прочности материала. Предельная кривая, соответствующая крите-
рию (4.1), хорошо согласуется с экспериментом для стеклотекстолита (рис. 6). Выра-
жая напряжения через коэффициенты концентрации и используя критерий (4.1),
можно получить следующую зависимость для предельного напряжения, растягиваю-
щего пластину:
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Рис. 7. Зависимость предельного напряжения  [MPa] от параметра λ
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Зависимость , измеряемого в МПа, от параметра  построенная с помощью кри-
вых, показанных на рис. 5, представлена на рис. 7.

Определение разрушающего напряжения  осуществляется следующим образом.
Для пластины с трещиной длиной 5 мм (кривая 5 на рис. 4) экспериментальное разру-
шающее напряжение составляет  МПа. По графику на рис. 7 находим соответ-
ствующее значение параметра  и масштабный коэффициент  мм.
Основная идея дальнейшего расчета заключается в том, что параметр s считается не
зависящем от длины трещины. Тогда для пластины с трещиной длиной 10 мм получим

 и из рис. 7 следует  МПа. Соответствующий экспериментальный
результат (кривая 10 на рис. 4) –  МПа. Результаты расчета представлены в
табл. 1.

Как следует из табл. 1, предлагаемый метод удовлетворительно предсказывает раз-
рушающее напряжение для пластин с трещинами. Следует заметить, что в последней
пластине, для которой погрешность достигает 10%, длина трещины составляет поло-
вину ширины пластины.

Пластины из углепластика имели специальную гибридную структуру – они были
образованы из однонаправленного углепластика, прошитого в поперечном направле-
нии стеклянными нитями. Упругие постоянные материала необходимые для расчета –

 ГПа,  ГПа. Пределы прочности при растяжении –  МПа,
 МПа. Ширина образцов – 30 мм, толщина – 1.5 мм. На продольных кромках

растягиваемых образцов наносились трещины длиной 3, 6, 9 и 12 мм. Поскольку проч-
ность и жесткость пластин при растяжении в продольном направлении (y, рис. 1) на-
много больше соответствующих характеристик для поперечного направления (x), для
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λ = 20 = λ =/ 0.25s c

λ = =/ 40c s σ =0 114
σ =0 118

= 14xE = 75.2yE = 170.5xs
= 1150ys

Таблица 1. Расчетные и экспериментальные значения напряжений для пластин из стеклотексто-
лита с трещинами различной длины

Длина трещи-
ны c, мм Параметр s, мм Параметр 

Расчетное пре-
дельное напря-

жение, МПа

Эксперим. 
предельное на-

пряжение, 
МПа

Погрешность, 
%

10 0.25 40 114 118 3.4
15 0.25 60 90 84 7.1
20 0.25 80 78 71 9.8

λ

Таблица 2. Расчетные и экспериментальные значения предельного напряжения для пластин из
углепластика с трещинами различной длины

Длина трещи-
ны c, мм Параметр s, мм Параметр 

Расчетное пре-
дельное напря-

жение, МПа

Эксперим. 
предельное на-

пряжение, 
МПа

Погрешность, 
%

6 0.27 22.2 523 549 4.7

9 0.27 33.3 432 441 2
12 0.27 44.4 370 353 4.8

λ
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оценки прочности пластин из рассматриваемого материала может быть использован
критерий максимальных напряжений. В этом случае для определения коэффициента
концентрации напряжения может быть использована кривая для ky на рис. 5. Расчет
осуществляется методом, описанным выше. Для пластины с трещиной длиной 3 мм
экспериментально получено предельное напряжение  МПа, что соответству-
ет коэффициенту концентрации напряжения . По графику на рис. 5
находим λ = 11 и параметр . Для пластины с длиной трещины 6 мм при
найденной величине параметра  имеем , что соответствует  и
предельному напряжению  МПа. Соответствующее экспериментальное зна-
чение –  МПа. Результаты расчетов представлены в табл. 2.

Таблица 2 подтверждает удовлетворительную точность метода.
5. Заключение. Таким образом, согласно предлагаемому методу, задача расчета пла-

стины с трещиной сводится к традиционной задаче о концентрации напряжений. Для
пластины с заданными упругими характеристиками и длиной трещины эксперимен-
тально определяется масштабный параметр s, который считается независимым от
длины трещины и определяет коэффициент концентрации напряжений в окрестно-
сти конца трещины.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 19-01-00355.
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Рассматриваются перспективные виды сейсмических барьеров, применяемых для
защиты зданий и сооружений от воздействия поверхностных акустических волн Рэ-
лея, Рэлея–Лэмба, Лява, а так же головных SP-волн. Барьеры построены на основе
множественных рассеивающих элементов и метаматериалов. Приводится сравнение
с традиционными типами гомогенных сейсмических барьеров, выполненных из
упругих конструкционных материалов.

Ключевые слова: сейсмические волны, сейсмические барьеры, волны Рэлея, волны
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1. Введение. Сейсмические барьеры предназначены для защиты зданий и сооружений
от сейсмических поверхностных волн различной этиологии, включая волны Рэлея, вол-
ны Рэлея–Лэмба (волны, распространяющиеся в слоистом полупространстве), волны
Лява, а так же головные SP-волны. Последние представляют собой весьма опасный тип
сейсмических волн, возникающих при короткофокусных землетрясениях и подземных
взрывах [1–5]. В настоящей работе рассматриваются вертикальные сейсмические ба-
рьеры имеющие в своем составе как специальные рассеивающие элементы, так и мета-
материалы, обладающие повышенной диссипацией волновой энергии.

Ниже дается обзор основных типов сейсмических волн, для защиты от которых тре-
буются вертикальные сейсмические барьеры.

1.1. Рэлеевские волны. Рэлеевские волны являются наиболее распространенным и
хорошо изученным типом поверхностных волн, возникающих в гомогенном упругом
полупространстве. Эти волны характеризуются (i) скоростью распространения, неза-
висящей от частоты (отсутствие дисперсии); (ii) экспоненциальным затуханием ам-
плитуд перемещений по глубине и локализацией энергии волны в относительно узком
поверхностном слое, что позволяет этим волнам распространяться на значительно
большие расстояния, по сравнению с объемными волнами [6, 7]; и (iii) соотношением
между компонентами перемещений, при котором вертикальная компонента волны

УДК 531.3
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примерно в полтора раза больше горизонтальной [7]. Последнее обстоятельство дела-
ет этот тип волн особенно опасными для протяженных сооружений. Особенности,
связанные с локализацией энергии этих волн в приповерхностном слое земной коры,
приводят к тому, что рэлеевские волны могут огибать земной шар несколько раз, см.
рис. 1, где приведена сейсмограмма прихода рэлеевских волн, обогнувших восемь раз
земной шар [8].

В недавнем прошлом модель гомогенного полупространства широко применялась
для исследования волновых процессов при землетрясениях и подземных взрывах; см.
[9], где отмечается, что рэлеевские волны могут возникать и при глубокофокусных
землетрясениях. Кроме того, эти волны генерируются движущимся рельсовым и авто-
мобильным транспортом [10, 11]. В настоящее время в геофизических и геотехниче-
ских приложениях модель гомогенного полупространства заменяют на модели слои-
стых или функционально градиентных полупространств, в которых рассматривают
распространение дисперсионных волн Рэлея–Лэмба [12].

1.2. Волны Рэлея–Лэмба. Следующий тип сейсмических волн – волны Рэлея–Лэм-
ба, распространяющиеся в слоистом полупространстве. Отличительной чертой таких
волн является дисперсия, т.е. зависимость скорости от частоты, если рассматриваются
гармонические волны Рэлея–Лэмба, рис. 2.

Несмотря на весьма сложную дисперсионную картину, приведенную на рис. 2, с
точки зрения сейсмических воздействий на сооружения от землетрясений, значитель-
ный интерес представляет так называемая вторая предельная фазовая скорость, опре-
деляемая, как соответствующий предел

(1.1)

где c-фазовая скорость, а  – круговая частота. В слоистых системах для определения
скорости  применяют либо различные низкочастотные асимптотические методы
[13–15], либо используют непосредственное вычисление по предельной формуле (1.1).

1.3. Волны Лява. Также, как и волны Рэлея–Лэмба, волны Лява представляют собой
дисперсионные волны, распространяющиеся в системе упругое полупространство и

ω→
= ω2,lim 0

lim ( )с c

ω
2,limс

Рис. 1. Сейсмограмма прихода рэлеевской волны на станцию CMB, Berkeley Digital Seismic Network
(BDSN), время наблюдения ∼14 ч [8]
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контактирующий с ним упругий слой (или несколько слоев). Волны Лява имеют гори-
зонтальную поперечную поляризацию и экспоненциально затухают с глубиной.

С точки зрения сейсмологии, волны Лява в основном представляют интерес в связи
с микросейсмами малой амплитуды, генерируемыми волнами в океане [19, 20]. В то
же время, при сильных землетрясениях амплитуды волн Лява не достигают значений,
характерных для объемных S-волн и волн Рэлея–Лэмба [21, 22]. Тем не менее, верти-
кальные сейсмические барьеры могут применяться и для защиты от волн Лява [23, 24].

1.4. Головные SP-волны. Головные SP-волны распространяются параллельно свобод-
ной поверхности полупространства со скоростью P-волны, и возникают на некотором
расстоянии  от эпицентра короткофокусного землетрясения или подземного взры-
ва, рис. 3. Это расстояние зависит от глубины источника h и физических свойств сре-
ды [25–27], причем

(1.2)

где  и  – соответственно скорости поперечной и продольной объемных волн.
На рис. 3 волна S1 падает на свободную поверхность, образуя отраженные волны:

перечную (SS1) и продольную (SP1), аналогичным образом, волна S2 падает на свобод-
ную поверхность, образуя отраженные волны (SS2) и продольную (SP2), последняя
движется параллельно свободной поверхности, образуя головную волну. Угол, под ко-
торым падает волна S2, называется критическим углом, он определяется следующим
выражением [27]:

(1.3)

Поскольку головные или квазиголовные волны могут переносить значительную
энергию, приводящую к катастрофическим разрушениям [1, 2], для защиты от этих
волн требуются вертикальные сейсмические барьеры, аналогичные применяемым для
защиты от волн Рэлея–Лэмба.
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Рис. 2. Дисперсионные кривые для волн Рэлея–Лэмба в многослойном полупространстве: горизонтальная
ось – фазовая скорость; вертикальная ось – круговая частота
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1.5. Частотные диапазоны. Для проектирования систем сейсмической защиты от
рассматриваемых типов сейсмических волн, необходимы примерные оценки частот-
ного диапазона, в котором локализована значительная доля сейсмической энергии.

По оценкам [28–31]в случае землетрясений естественной природы наиболее опас-
ными для большинства зданий и сооружений, включая объекты атомной энергетики,
являются частоты 2÷33 Гц с энергетическими пиками в районе 5÷7 Гц и 30÷33 Гц,
рис. 4.

Землетрясения искусственного происхождения, вызванные подземными взрывами,
отличаются, как правило, более высокими частотами [32, 33]. Например, по данным
[32] на близких расстояниях от эпицентра регистрируются частоты вплоть до 250 Гц,
ограниченные разрешающей способностью акселерометров, с увеличением расстоя-
ния, высокие частоты затухают, отдельные всплески обнаруживаются на частотах до
40 Гц, а максимум амплитуд регистрируется на частоте ∼25 Гц.

1.6. Скорости распространения сейсмических волн в верхних отделах земной коры. Для
выбора геометрических и физических параметров сейсмических барьеров помимо ча-
стоты сейсмических волн требуется знание скоростей распространения объемных и
рэлеевских волн. По многочисленным экспериментальным исследованиям [34–36],
скорости распространения сейсмических волн в верхних отделах земной коры имеют
следующие значения, см. табл. 1.

Рис. 3. Схемы возникновения головных волн: а) полупространство; b) часть сферической поверхности; S1 и

S2 – поперечные волны, расходящиеся от гипоцентра землетрясения или подземного взрыва, SP2 – (истин-

ная) головная волна; на рис. 2,б волна SP1 – квазиголовная
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Скорость распространения рэлеевской волны может быть определена либо как ко-
рень уравнения Рэлея, либо по одной из приближенных формул [37, 38], при этом ко-
эффициент Пуассона  определяется по соответствующим скоростям объемных волн:

(1.4)

1.7. Математические модели для исследования вертикальных барьеров. Обычно для
моделирования сейсмических барьеров используют либо плоские конечноэлемент-
ные модели, связанные с численным решением внешней задачи Лэмба, в которой уда-
ется получить необходимую рэлеевскую волну, рис. 5,а, [23, 39, 40]; либо рассматрива-
ют решение более сложной внутренней задачи Лэмба, в которой наряду с рэлеевской
волной удается смоделировать распространение головной SP-волны, см. рис. 5,b [27].

Ввиду более высоких требований к вычислительным ресурсам, значительно реже
применяют пространственные модели для решения задачи Лэмба с барьером, см. [41].
В случае, когда необходим учет упругой анизотропии полуплоскости или полупро-
странства, для решения задач Лэмба могут применяться методы граничных интеграль-
ных уравнений с построением соответствующих фундаментальных решений [42–44].

1.8. Уравнения состояния для описания динамического деформирования гранулирован-
ных метаматериалов. Для описания поведения гранулированных метаматериалов при
действии динамических нагрузок, обычно применяют уравнения бимодульной теории
упругости при деформировании в упругой зоне [45–47]

(1.5)
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Рис. 4. Амплитудный спектр Фурье (FAS), станция Gebze-Arçelik, афтершок землетрясения Düzce (Турция)
11.11.1999 г. [29]
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Таблица 1. Скорости распространения объемных волн в породах земной коры

Породы Скорость P-волны, м/с Скорость S-волны, м/с

Флювиальные 1400 200

Аллювиальные 1500 250
Морены 2000 700

Корневые породы 4000 2500



38 МОРОЗОВ и др.

где  – тензор напряжений,  – тензор деформаций;  – скалярный гиперупругий по-
тенциал; , ,  – соответствующие инварианты тензора деформаций, причем
разномодульность может быть учтена потенциалом вида

(1.6)
где , ,  – упругие постоянные, не зависящие от тензорных инвариантов деформа-
ций. Волны в нелинейных средах, описываемых потенциалами вида (1.6) исследова-
лись в [47, 48].

В случае, когда девиаторные составляющие тензора напряжений достигают поверх-
ности пластичности, применяют уравнения пластического течения, причем наряду с
моделями Мора–Кулона и Дракера–Прагера используют модели критического состо-
яния, например кэм-клей-модели [49–51], см. также [52] по метаматериалам, облада-
ющим свойствами фононных кристаллов. С точки зрения сейсмической защиты от
рассматриваемых поверхностных волн значительный интерес представляют метапо-
верхности [53].

2. Расчетные модели. К сожалению, для большинства задач волновой механики от-
сутствует возможность получения точных аналитических решений уравнений, описы-
вающих поведение системы. Точные аналитические решения известны только для уз-
кого круга задач с предельно простой геометрией (см. например, [54] для практически
исчерпывающего списка доступных решений). Такие решения, как правило, не при-
менимы для анализа реальных задач, но могут применяться для валидации и оценки
точности разработанных численных моделей. В большинстве случаев поставленную
задачу можно решать только численно с использованием приближенных методов ре-
шения получаемых систем дифференциальных уравнений (см. напр. [55]).

С использованием численного метода будем решать задачу о взаимодействии набе-
гающей динамической волны в упругой полуплоскости с включением, представляю-
щим вертикальный сейсмический барьер (см. рис. 5). Будем оценивать эффектив-
ность того или иного типа сейсмических барьеров (рис. 6,b и 6,c) по уменьшению ам-
плитуд перемещений и ускорений в точках поверхности за сейсмическим барьером по
сравнению с решением аналогичной задачи для полуплоскости без сейсмического ба-
рьера (рис. 6,a).

Будут рассмотрены различные комбинации упругих свойств сейсмического барьера
и расположенных на барьере метаструктур и различные геометрии метаструктур.

2.1 Модельная задача о распространении упругой волны в упругой полуплоскости. По-
ставленную задачу будем решать численно, с использованием метода конечных эле-
ментов. Решения будут получены с использованием коммерческого пакета ANSYS
[57]. На первом этапе решим задачу о распространении волны в упругом полупро-
странстве (рис 6,a). Волна возбуждается при помощи возмущения, приложенного на
поверхности, на некотором расстоянии от точки, в которой будем производить изме-

σ ε Ψ
I
ε

II
ε

III
ε

ε ε ε ε ε εΨ ≡ α + β + γ~ 2 ~ ~( , )I II I II I II

α β γ

Рис. 5. (а) Внешняя и (b) внутренняя задачи Лэмба с вертикальными барьерами

P(t)

P(t)

(b)(a)
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рение возникающих амплитуд перемещений и ускорений. Профиль зависимости ин-
тенсивности действующей силы от времени представлен на рис. 7.

На поверхности, на некотором расстоянии от точки приложения силы, получим за-
висимости перемещений и ускорений по обеим осям от времени. Для данной простой
задачи решение возможно получить аналитически, вычислив свертку решения для
δ-функции по времени и пространству и силы, приложенной на поверхности (рис. 7).
Такая задача обычно называется двумерной внешней задачей Лэмба и ее аналитиче-
ское решение известно (см. например, [58]). Для валидации получаемого численного
решения, сравним получаемые зависимости для перемещений с вычисленными ана-
литически. На рис. 8 представлен получаемый временной профиль перемещения для
вертикальной координаты, вычисленный численно, в сравнении с аналитическим
точным решением. Как видно из представленных графиков, численное решение до-
статочно хорошо повторяет точное аналитическое решение. Таким образом, можно
сделать вывод о применимости и достаточной точности полученного численного ре-
шения для решения исследуемого класса задач.

Далее, получим максимальные (по времени) амплитуды перемещений и ускорений
по обоим направлениям. Далее данные величины будут использоваться для нормали-
зации при определении защитного коэффициента различных типов барьеров и защит-

Рис. 6. (а) Упругое полупространство без защитного барьера, (b) упругое полупространство с защитным ба-
рьером и (c) упругое полупространство с барьером с метаструктурами

(a) (b) (c)

Рис. 7. Временной профиль амплитуды сосредоточенной силы, действующей на границу полуплоскости
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ных метаструктур. Для использованных параметров воздействия (длительность 450
микросекунд, максимальная амплитуда 1000 Н) и свойств среды, принятых равным
типичным для грунта (Модуль Юнга, E = 10 МПа, коэффициент Пуассона Nu = 0.35,
плотность 2000 кг/м3) полученные максимальные значения амплитуды перемещений
и ускорений по двум направлениям представлены в табл. 2.

Далее будем использовать данные амплитуды для нормализации и определения ко-
эффициента защиты для различных типов барьеров.

Кроме того, исследуем зависимость максимальной амплитуды возникающих пере-
мещений и ускорений от расстояния от точки приложения нагрузки. Такие оценки
возможно провести как аналитически, с использованием точного решения, так и с ис-
пользованием разработанной численной конечноэлементной модели. На рис. 9 пред-
ставлена зависимость максимальной амплитуды возникающих горизонтальных пере-
мещений в условиях решаемой задачи.

Как видно из данных представленных на рис. 9, численное решение хорошо повто-
ряет точное аналитическое решение, что еще раз свидетельствует о применимости
разработанной модели для анализа решаемого класса задач. Кроме того, полученные
зависимости максимальных амплитуд перемещений и ускорений далее будут приме-
няться для анализа так называемых “зон тени” – областей за защитными барьерами, в

Рис. 8. Временной профиль перемещения для вертикальной координаты. Сравнение численного (серая ли-
ния) и точного аналитического решения (черная линия)
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Таблица 2. Скорости распространения объемных волн в породах земной коры

Максимальное значение ускорения по горизонтальной оси 72.3 м/с2

Минимальное значение ускорения по горизонтальной оси –43.9 м/с2

Максимальное значение ускорения по вертикальной оси 110.7 м/с2

Минимальное значение ускорения по вертикальной оси –104.7 м/с2

Максимальное значение перемещения по горизонтальной оси 4.70E-07 м
Минимальное значение перемещения по горизонтальной оси –1.40E-07 м
Максимальное значение перемещения по вертикальной оси 1.20E-07 м
Минимальное значение перемещения по вертикальной оси –7.50E-07 м
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которых обеспечивается значительное уменьшение перемещений и ускорений, вы-
званных набегающими волнами сейсмической природы. Линейный размер “зоны те-
ни”, обеспечиваемый тем или иным типом барьера, наряду с коэффициентом защи-
ты, является одной из важнейших характеристик защитного сейсмического барьера.

Также на основе анализа зависимостей максимальных амплитуд перемещений и
ускорений от расстояния от точки приложения нагрузки, можно провести оценку раз-
меров области, вблизи точки приложения нагрузки, в которой важно влияние объем-
ных волн.

2.2. Более жесткий и менее жесткий барьер. Далее аналогичная задача решалась для
защитных сейсмических барьеров (рис. 6,b) выполненных из гораздо более жесткого
(1 случай – модуль Юнга больше в 10 раз, плотность больше в 5 раз. 2 случай – модуль
Юнга больше в 100 раз, плотность больше в 50 раз.) и гораздо менее жесткого (1 случай –
модуль Юнга меньше в 10 раз, плотность меньше в 5 раз. 2 случай – модуль Юнга
меньше в 100 раз, плотность меньше в 50 раз.) материалов. Для случая 1 типичные ко-
эффициенты защиты барьеров (отношение максимального значения перемеще-
ния/ускорения в случае отсутствия барьера к аналогичному значению при использо-
вании барьера) для выбранного случая составляют 1.5–3.0 для ускорений и примерно
столько же для перемещений. В случае 2 типичные коэффициенты защиты барьеров
для выбранного случая составляют 10–25 для ускорений и 1.5–3.0 для перемещений.

2.3. Барьеры с метаструктурами. Далее задача решалась для защитных сейсмиче-
ских барьеров с интегрированными метаструктурами (рис. 6,с). Были рассмотрены
различные комбинации упругих свойств барьеров и метаструктур. Кроме того, иссле-
довано влияние количества и размера компонентов метаструктур на обеспечиваемые
коэффициенты защиты.

Как показали проведенные расчеты, в некоторых случаях использование мета-
структур, интегрированных в защитный сейсмический барьер позволяет значительно
увеличить коэффициент защиты. В частности, для некоторых случаев (например, бо-
лее мягкий (по отношению к среде) барьер с более жесткими (по отношению к среде)
метаструктурами), коэффициенты снижения магнитуд могут достигать 30. Иными
словами, при такой конфигурации нагрузки и защитного барьера, перемещения и

Рис. 9. Зависимость максимальной амплитуды возникающих на поверхности полуплоскости горизонталь-
ных перемещений от расстояния от точки приложения нагрузки. Сравнение численного (серая линия) и
точного аналитического решения (черная линия)
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ускорения в защищаемой области умещаются в 30 раз. В то же время, некоторые ком-
бинации свойств барьера и защитных метаструктур не увеличивают коэффициент за-
щиты по сравнению с барьером без метаструктур, либо даже немного уменьшают его.
Можно сделать вывод о том, что для конкретных случаев свойств материала среды,
возможных свойств и размеров защитного барьера и метаструктур необходимо прово-
дить дополнительный анализ с целью выявления наиболее эффективных комбинаций
защитного барьера для конкретного случая возможных воздействий сейсмической
природы.

3. Выводы. Проведенными теоретическими и численными исследованиями уста-
новлено, что в рамках рассмотренных упругих моделей с помощью вертикальных сей-
смических барьеров в виде метаструктур, удается значительно снизить магнитудные
значения колебаний в защищаемой зоне, по сравнению с моногенными барьерами
прямоугольной формы, причем уровень снижения колебаний в зонах тени за барье-
ром оказывается существенно большим.

Кроме того, проведенные исследования указывают на существенное увеличение
протяженности зоны тени, – это открывает перспективы применения метаструктур-
ных сейсмических барьеров для защиты протяженных объектов, например, взлетных
полос аэродромов, мостов, акведуков и т.п.

Благодарность. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научно-
го фонда, грант 20-49-08002.
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Традиционной конструкцией в авиационной технике является подкрепленная об-
шивка, которая для большинства конструкций представляет собой тонкую обшивку
со стрингерным набором. В данной статье сравнивается поведение традиционной
подкрепленной оболочки и конструкции из метаматериалов на основе разнесенных
оболочек с подкрепленным набором на примере гермошпангоута магистрального
самолета. Критерием оценки является обеспечение необходимого уровня остаточ-
ной прочности при достижении предельного состояния.
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1. Введение. Оптимизация конструкции авиационной и космической техники явля-
ется одним из основных направлений работы при проектировании. Целью оптимиза-
ции традиционно выступает вес конструкции, другим важным параметром обычно
считается стоимость изготовления, но при этом также немаловажным фактором оста-
ются требования к эксплуатационным расходам и ремонтопригодности. Факторы
эксплуатационной технологичности могут выступать в том числе и в качестве главно-
го критерия, т.к. суммарная стоимость эксплуатационных расходов и периодичность
работ по обслуживанию авиационной техники могут значительно превысить привле-
кательность ее начальной стоимости.

Одним из элементов эксплуатационной технологичности является живучесть кон-
струкции, т.е. способность конструкции выполнять задачи при наличии поврежде-
ний. Для авиационных конструкций основные требования к регламентированным по-
вреждениям изложены в [1]. К таким повреждениям относятся:

− разрушение одного из элементов при многонаправленной передаче нагрузки;
− трещины в конструкции, в том числе разрушение стрингеров, поясов лонжеро-

нов и других элементов;
− разрушение одного из элементов стыка;
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− различные повреждения конструкций из композиционных материалов;
− коррозионные и ударные повреждения.
Данные повреждения необходимо учитывать при проектировании конструкции,

при определении остаточной прочности и периодичности осмотров конструкции или
локального места, где данное повреждение может возникнуть. Для обеспечения без-
опасной эксплуатации воздушного судна необходимо сформировать программу
осмотров, которая определяет частоту проведения осмотров, условия их проведения и
средства контроля. Периодичность осмотров определяется на основании оценки ро-
ста повреждения от минимального надежного обнаруживаемого размера до предель-
ного.

Для конструкций из металлических материалов основным средством контроля яв-
ляются визуальные средства контроля, поскольку во многих случаях развитие повре-
ждения начинается с поверхности. Для композиционных конструкций развитие по-
вреждений чаще начинается внутри материала, что приводит к необходимости приме-
нения большого количества инструментальных методов контроля и значительно
увеличивает сроки проведения осмотров, а также негативно сказывается на стоимости
жизненного цикла конструкции. Кроме того, наличие не обнаруживаемых поврежде-
ний накладывает дополнительные требования к прочности конструкции и повышает
ее вес за счет снижения допустимых напряжений для обеспечения отсутствия роста
повреждений.

В авиационной и космической технике применяются различные типы конструкций
и материалов. Наиболее распространены два вида конструкций – подкрепленные
оболочки и трехслойные конструкции (конструкции с сотовым заполнителем). Боль-
шой вклад в разработку таких конструкций, в том числе и сферических оболочек, ко-
торые встречаются в ракетной технике, внес Феодосьев В.И. [2]. Им были рассмотре-
ны самые разнообразные задачи о прочности и предельных состояниях, некоторые
динамические задачи [3, 4].

Подкрепленные панели либо оболочки состоят из тонкой обшивки и подкрепляю-
щего силового набора, которые обеспечивают изгибную жесткость и повышают кри-
тические напряжения (сопротивляемость потере устойчивости).

Конструкции с сотовым или пенопластовым заполнителем имеют ряд недостатков,
которые ограничивают объем их применения. К ним относятся повышенные требова-
ния к параметрам технологического процесса, наличие внутренних дефектов и их раз-
витие в процессе эксплуатации, сложность в проектировании стыковочных зон.

Для минимизации недостатков сотовых конструкций разрабатываются различные
варианты с периодическими структурами, которые бы позволили снизить вес кон-
струкции при достижении необходимых характеристик прочности и жесткости кон-
струкции. Одним из таких решений является конструкция А.И. Ендогура и др. [5, 6] с
объемно-стержневым заполнителем, пирамидальным или вафельным заполнителем.
Варианты разработанных конструкций представлены на рис. 1. Данная конструкция
включает в себя обшивку и жесткие подкрепляющие элементы. Авторы при этом ука-
зывают на сложность изготовления таких конструкций, которые близки по своему
строению к костным тканям человека, что может считаться одним из факторов опти-
мальности такой конструкции с точки зрения восприятия нагрузок.

Был разработан объемный заполнитель с типовым элементом в форме трех- или че-
тырехугольной призмы, который изготовляется методом штамповки из листа с выре-
занными отверстиями заданной формы [7]. Гайнудинов В.Г. и Александров А.Я. раз-
работали вариант заполнителя, который заключается в вырезании из листа зигзагооб-
разных заготовок с последующим их соединением с обшивками через шипы [8].

Данные решения обеспечивают изготовление объемно-стержневого заполнителя с
учетом применения традиционных технологических решений, но при этом суммарная
трудоемкость производства таких панелей выше, чем для панелей с сотовым заполни-
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телем. Отдельно необходимо упомянуть конструкции Васильева В.В., изготавливае-
мые из композиционных материалов, и представляющие собой сетчатую конструк-
цию, которая обеспечивает достаточно эффективные условия работы армирующих
элементов [9].

Для решения задач оптимизации конструкции по обеспечению весового совершен-
ства и повышения живучести конструкции предлагается рассмотреть конструкции на
основе применения метаматериалов. Особенностью данных конструкций является
наличие периодического подкреплявшего элемента, в котором, в отличии от кон-
струкций с сотовым заполнителем, может варьироваться частота ребер (удельная
плотность материала), в результате чего возможна оптимизация конструкции по усло-
виям прочности. При этом, вследствие создания достаточно небольшой элементарной
ячейки и связи компонентов между собой, достигается высокая живучесть такой кон-
струкции – разрушение одного элемента заполнителя или отдельной ячейки обшивки
не приводит к разрушению данной конструкции в связи с наличием конструктивной
остановки роста трещин.

Предлагаемая конструкция представляет собой два металлических листа соединен-
ных объемным заполнителем в виде гнутых лент [10–14] (рис. 2,b). Соединение эле-
ментов между собой возможно различными типами соединений (пайка, сварка, меха-
нический крепеж), при этом предпочтительным является сварное соединение, кото-
рое, несмотря на технологически более сложное исполнение и создание локальных
концентраций напряжений, обеспечивает высокую скорость и качество соединения
элементов. Стыковка панелей также возможна различными типами соединений, при
этом для упрощения процесса сборки целесообразно использовать механический кре-
пеж. Конструкция сформирована на основании результатов топологической оптими-
зации (рис. 2,а) и результатов предыдущих работ в части пространственного заполни-
теля [13, 4]. На рис. 2,а показаны стадии оптимизации конструкции во время работы
алгоритма топологической оптимизации. В постановке задачи в качестве силовых
факторов рассматривается два независимых взаимно перпендикулярных изгибающих
момента.

Рис. 1. Конструкции объемно-стержневых заполнителей А.И. Ендогура
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К преимуществам конструкций, построенных на принципах метаматериалов отно-
сятся:

− хорошие теплоизолирующие свойства;
− равномерная подкрепленность обшивок заполнителем;
− высокий коэффициент внутреннего поглощения энергии;
− выносливость таких конструкций превышает выносливость панелей стрингер-

ных конструкций и повышается при уменьшении жесткости заполнителя на сдвиг;
− большой срок службы вследствие отсутствия заклепок, вызывающих концентра-

цию напряжений;
− возможность оптимизации прочностных характеристик путем соответствующего

расположения заполнителя в конструкции.
Недостаток такой конструкции заключается в относительной сложности формиро-

вания стыковочных зон в конструкции и наличия внутренних полостей, которые мо-
гут являться очагами коррозионных повреждений при нарушении технологии изго-
товления конструкций.

В отличие от предложенных выше вариантов, конструкция с заполнителем в виде
штампованных или гнутых лент металла проще с технологической точки зрения, при
сохранении преимуществ объемного заполнителя.

Для восприятия сосредоточенных нагрузок возможно уплотнение периодической
структуры и локальное использование утолщенных лент металла. В зонах опирания
или стыковки используется более частое расположение армирующих элементов, в том
числе с формированием тетрагональной решетки, аналогичной представленной выше.

В данной работе рассмотрен один из вариантов конструкций гермошпагоута с ис-
пользованием метаматериалов для проведения сравнительного анализа и оценки воз-
можности и эффективности их использования в авиационных конструкциях.

2. Задача проектирования гермошпангоута. В качестве примера конструкции с мета-
материалом предлагается рассмотреть гермошпангоут магистрального самолета. Гер-
мошпангоут работает на восприятие избыточного давления в салоне самолёта. В общем
виде он представляет собой сферическую обшивку с радиальными ребрами (рис. 3,a).
В соответствии с [1], регламентированным повреждением для такой конструкции яв-
ляется трещина длиной 800–1000 мм, ориентированная в общем случае по действию
максимальных напряжений.

Отдельно необходимо упомянуть возможность изготовления конструкции гермо-
шпангоута из композиционных материалов. Решение на рис. 3,b обеспечивает сниже-
ние веса по сравнению с металлическим вариантом до 45% [15], но, как упоминалось
выше, проигрывает по технологическим и эксплуатационным характеристикам.

В рамках данной работы рассматривается упрощенная конструкция гермошпангоу-
та без учета технологических и эксплуатационных люков для прокладки коммуника-
ций, так как цель данной работы – это предварительная оценка возможности исполь-

Рис. 2. (a) – этапы распределения материала в процессе оптимизации, (b) – схема предлагаемой конструкции

(a) (b)
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зования конструкций с метаматериалами в авиационной технике. Гермошпангоут вы-
бран диаметром 3 м. Для классической конструкции толщина обшивки принята равной
1.5 мм. Конструкция гермошпангоута на основе метаматериала имеет аналогичные па-
раметры кривизны и диаметра, а также обеспечен аналогичный вес конструкции за
счет перераспределения веса между обшивками и наполнителем. Рассмотрены толщи-
ны обшивок предлагаемой конструкции 1 и 0.5 мм для внутренней и внешней соответ-
ственно.

На рис. 4 показана конструкция предлагаемого гермошпангоута из метаматериалов с
периодическими ячейками, выполненными из листового алюминия с последующей
сквозной лазерной сваркой. Данная структура является типовой и может быть оптими-
зирована с учетом действующих нагрузок от избыточного давления и сосредоточенных
нагрузок (например, в случае крепления к данному шпангоуту узлов крепления киля).

В качестве расчетной нагрузки прикладывается эксплуатационное давление для
оценки остаточной прочности конструкции после нанесения регламентированного по-
вреждения в качестве трещины. В соответствии с требованиями АП-25 п. 25.365(а) [1],
рассматривается нагрузка от перепада давления, составляющего 0.65 атм (65861 Н/м2).

3. Моделирование нагружения гермошпангоута. Моделирование проводилось на ос-
нове метода конечных элементов. Использовались элементы типа оболочка с пони-
женной степенью интегрирования. В моделях использовались определяющие соотно-
шения теории упругости для изотропных материалов с учетом геометрической нели-
нейности. Механические свойства, используемые при численном моделировании и
анализе алюминиевых оболочек, приведены в табл. 1.

На рис. 5 показан общий вид используемых численных сеток. Характерный размер
грани элемента равен 20 мм. Количество элементов в модели для классической кон-
фигурации равно 31401, и 43910 для модели с предлагаемым подкреплением. На рис. 5,a
показана численная сетка для классической конфигурации гермошпангоута, где вы-
деленными линиями обозначены узлы, закрепленные по всем степеням свободы. Дав-
ление прикладывалось непосредственно на всю внутреннюю поверхность модели.

На рис. 6 изображены результаты расчета напряжений для классической конфигу-
рации на основе подкреплений в форме стрингеров. В качестве заливки используется
максимальное по толщине значение эквивалентных напряжений по Мизесу (МПа).

Рис. 3. (a) – Металлическая конструкция гермошпангоута; (b) – композиционная конструкция гермошпан-
гоута

(a) (b)
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На рис. 7 изображены результаты расчета напряжений для предлагаемой конфигу-
рации силовой сферической оболочки.

Следующий шаг – это сравнение надежности конструкций. Рассмотрим требуемый
авиационными правилами случай – наличие радиальной трещины длиной от 800 до
1000 мм [1]. В расчетах предполагается, что в случае классической схемы армирования
герметичность нарушена, но при этом разница давлений поддерживается принуди-
тельно. Во втором случае предположим, что давление перераспределилось с первой
оболочки на внешнюю. На рис. 8,a изображены результаты расчета классической кон-
фигурации на основе подкреплений в форме стрингеров с присутствием радиальной
трещины. Рисунки 8,b и 8,c демонстрируют предлагаемую форму подкреплений, при
этом в качестве цветовой заливки используется максимальное по толщине значение
эквивалентных напряжений по Мизесу (МПа). Видно, что в классической конструк-
ции напряжения локализованы в секторе с трещиной, при этом в предлагаемой кон-
струкции напряжения распределены практически равномерно.

Напряжения в регулярных зонах не превышают предела текучести, но для оценки
целостности конструкции необходимо также проанализировать условия роста трещи-
ны на основе критического значения коэффициента интенсивности напряжений,
приведенного в табл. 1. В данной работе использован подход, основанный на вычис-
лении контурных интегралов и определении на их основе значений коэффициентов
интенсивности напряжений [17–21]. Величины KII и KIII оказались на несколько по-

Рис. 4. Конструкция гермошпангоута с применением метаматериалов. (a) – общий вид, (b) – вид без одной
обшивки

(a) (b)

Таблица 1. Механические свойства алюминия [16]
Модуль Юнга (МПа) 71000

К-т Пуассона 0.3

Предел текучести (МПа) 450

Критический коэффициент интенсивности напряжений Kc, МПа ⋅ м1/2 37.9
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рядков меньше предельных значений, что является характерным результатом для
авиационных тонкостенных конструкций. Величины коэффициента интенсивности
напряжений для нормального раскрытия трещины KI, отнесенные к критическому
значению KC (табл. 1), представлены на рис. 9. Видно, что в классической конструк-
ции практически достигается предел трещиностойкости, в то время как для предло-
женной конструкции значения коэффициентов интенсивности напряжений в не-
сколько раз меньше для обеих вершин дефекта.

Рис. 5. Общий вид численной сетки. (a) – классическая конфигурация (1 – узлы, закрепленные в расчете),
(b) – предлагаемая конфигурация, (c) – предлагаемая конфигурация (вид внутренней части)

(a) (b) (c)

1

Рис. 6. Максимальное по толщине значение эквивалентных напряжений по Мизесу (МПа) для классиче-
ской конфигурации. (a) – вид изнутри, (b) – вид с внешней стороны.

(a) (b)
265.54
243.75
221.97
200.18
178.39
156.61
134.82
113.04
91.25
69.47
47.68
25.90
4.11
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4. Заключение. В данной статье рассмотрены варианты конструкции герметичного
шпангоута с регламентированным повреждением для оценки возможности использо-
вания в авиационных конструкциях метаматериала из гнутых листов алюминия с
внешними обшивками. Проведен анализ роста трещины для традиционной и предла-
гаемой конструкций. При одинаковой массе двух вариантов конструкции гермошпан-
гоута, в предложенном варианте удалось обеспечить существенно более высокую жи-
вучесть конструкции, оцениваемую на основе в разы меньших значений коэффици-

Рис. 7. Максимальное по толщине значение эквивалентных напряжений по Мизесу (МПа) для предлагае-
мой конфигурации. (a) – вид изнутри, (b) – внешняя часть оболочки.

265.00
243.20
221.40
199.60
177.80
156.00
134.21
112.41
90.61
68.81
47.01
25.01
3.41

(a) (a)

Рис. 8. Результат расчета при наличии трещины; в заливке использовано максимальное по толщине значе-
ние эквивалентных напряжений по Мизесу (МПа), 1 – трещина; (a) – классическая конфигурация, (b) –
предлагаемая конфигурация, (c) – предлагаемая конфигурация, вид внутренней части

1 1

(a) (b) (c)
485.70445.45405.20364.95324.70284.45244.20203.95163.70123.4583.2042.952.70
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ентов интенсивности напряжений в вершинах трещины, которые существенно ниже
значений, полученных для традиционной конструкции.

На основе результатов проведенных исследований можно заключить, что элементы
авиационных конструкций, полученные с использованием штамповки, лазерной
сварки и других технических приемов при создании метаматериалов, могут эффектив-
но применяться в авиастроении. Наличие двух обшивок и периодической структуры в
качестве заполнителя при этом обеспечивает высокую живучесть таких конструкций.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 20-11-20230).
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При изучении динамики волнового твердотельного гироскопа широко используют-
ся различные приближенные методы. В настоящей статье излагается способ получе-
ния решения уравнения колебаний тонкого нерастяжимого кольца, вращающегося с
произвольно изменяющейся угловой скоростью. Полученное решение может быть
использовано для оценки точности приближенных методов.
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Для исследования динамики кольца будем использовать следующее уравнение из
публикации [1]

(1)

Здесь w – перемещение точек кольца по радиусу,  – угол точки на кольце,  –нор-
мированное время,  – угловая скорость кольца.

Будем искать решение в виде

(2)

Здесь , , , n считаются неизвестными,  – целое число. Далее положим
k = 2, для других  выкладки проводятся аналогичным образом.

На производную

(3)

наложим условие
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(4)

Уравнение (1) с учетом соотношений (2)–(4) переписывается в виде

(5)

Из уравнения (5) находим систему двух уравнений при множителях sin(nτ)cos[2ϕ +
+  и 

Эта система имеет решение

где  являются корнями уравнения . Аналогично система урав-
нений из коэффициентов при , 

имеет решение

где C1, C2 – произвольные постоянные.
Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации АААА-

А20-120011690138-6).
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Предложен комплексный подход в истолковании движения твердого тела, имеюще-
го неподвижную точку, основанный на применении углов Эйлера, теоремы Пуансо,
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Введение. При изложении комплексного подхода в истолковании движения тела,
имеющего неподвижную точку, целесообразно показать его место в истолкованиях
движения тела, которые применялись другими авторами. В связи с этим, автор данной
статьи уделил достаточно большое внимание анализу результатов, полученных ранее,
приняв во внимание обширную литературу по данной проблеме. Данный метод поз-
волил показать не только роль модифицированного метода Пуансо в комплексном ис-
толковании движения тела, но и его преимущество в визуальном восприятии движе-
ния в различных решениях уравнений динамики твердого тела.

Исследование свойств движения твердого тела, имеющего неподвижную точку, прово-
дилось на заключительном этапе изучения задач механики. Остановимся на некоторых
проблемах исторического развития геометрических методов в динамике твердого тела.

Начало разработки геометрических методов в аналитической механике положил
Л. Пуансо [1]. Приведем его высказывание: “Надо согласиться с тем, что во всех этих
решениях (имеются ввиду аналитические решения) мы видим только вычисления без
какой-либо ясной картины вращения тела. Конечно, эти вычисления, более или менее
длинные и сложные, позволяют определить, где окажется тело к заданному времени, но
мы не видим, как оно туда попало, мы его полностью теряем из вида, тогда как хотелось
бы наблюдать его и следить за ним, так сказать, взглядом в течение всего вращения. И я
старался открыть именно это отчетливое представление вращательного движения, чтобы
сделать доступным обозрению то, что пока еще никем не было изображено”.

Л. Пуансо ввел понятие эллипсоида инерции, мгновенной оси вращения. Им при-
ведено геометрическое истолкование движения тела в решении Эйлера: “Эллипсоид
инерции во время движения тела катится без скольжения по одной из своих касатель-
ных плоскостей, эта плоскость перпендикулярна к главному моменту количества дви-
жения тела и остается неподвижной в пространстве”.

Он доказал, что любое движение тела, имеющего неподвижную точку, можно ис-
толковать качением подвижного аксоида угловой скорости по неподвижному аксои-

УДК 531.38; 531.39
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ду. Большой вклад в развитие геометрических методов динамики твердого тела внесли
Ж. Сильвестр [2], Ж. Мак-Куллаг [3], Г. Дарбу [4, 5], К. Якоби [6, 7], В. Гесс [8, 9],
Э. Раус [10, 11], Н.Е. Жуковский [12–14]. Обзор результатов, полученных в данном на-
правлении, изложен в [15, 16].

Особую важность геометрических методов отмечал Н.Е. Жуковский:
“Можно говорить, что математическая истина только тогда должна считаться впол-

не обработанной, когда она может быть объяснена всякому из публики, желающему ее
усвоить. Я думаю, что если возможно приближение к этому идеалу, то только со сто-
роны геометрического толкования или моделирования”.

Заслуживает внимания информация о том, что многие ученые не ограничивались
теоретическими исследованиями, а предлагали некоторые конкретные конструкции.
Приведем пример Н.Б. Делоне, предложенный им для гироскопа Ковалевской. Его утвер-
ждение таково: “Примером такого движения служит движение прямоугольного паралле-
лепипеда размером , подчиненного условию  и подпертого в точке,
лежащей на прямой, проходящей через центр тяжести параллельно ребру 2a и отстоящей

от центра тяжести на расстоянии . Данная опора может быть сделана по-

средством спицы, пропущенной сквозь параллелепипед” (1892 год).
Н.И. Мерцалов построил гироскоп, удовлетворяющий приближенно условиям

Н.Б. Делоне, и сфотографировал движение светящейся точки, помещенной на оси Oz.
Результаты этих ученых, как отмечено ранее, в полной мере отражены в моногра-

фии Г.К. Суслова [15] и книге [16]. Следует отметить, что для истолкования движения
тела применялись различные подходы. Например, Ж. Мак-Куллаг [3] установил, что
при движении свободного твердого тела гирационный эллипсоид, соответствующий
точке опоры, проходит во все время движения через точку пространства, лежащую на
неизменном главном моменте количества движения. Ж. Сильвестр [2] изучал движе-
ние главных осей инерции в неподвижном пространстве. Г. Дарбу [5], используя по-
лярную систему координат, исследовал герполодии (неподвижный годограф угловой
скорости) в решении Л. Эйлера. Уравнения Г. Дарбу [5] обобщил П.В. Харламов [17]
на случай произвольного решения уравнений Эйлера–Пуассона. В последние годы
метод Пуансо был развит в работах автора данной статьи [18, 19], в которых предложен
модифицированный метод Пуансо и получена алгебраическая связь между углом пре-
цессии и полярным углом, входящим в уравнения Г. Дарбу–П.В. Харламова. Ж. Силь-
вестр [2] и К. Якоби [6, 7] исследовали вращения Пуансо в решении Л. Эйлера.

Н.Б. Делоне [20] исследовал подвижный годограф угловой скорости в частном слу-
чае С.В. Ковалевской и указал метод получения поверхности вращения, несущей не-
подвижный годограф. Классификацию меридиана поверхности, на которой лежит не-
подвижный годограф, указали П.В. Харламов, В.И. Коваль [21].

Б.К. Млодзеевский [22] изучал неподвижный годограф вектора угловой скорости в
частном случае С.В. Ковалевской [23].

П.В. Харламов применил метод Пуансо для исследования решения с двумя инвари-
антными соотношениями [24, 25], изучил [26] случай Б.К. Млодзеевского.

Геометрическое истолкование движения тела проводилось не только в классиче-
ской задаче о движении тяжелого твердого тела, но и в обобщенных задачах. Напри-
мер, истолкование С.А. Чаплыгина [27] было посвящено задаче о движении тела в
жидкости.

Кроме указанных подходов, в геометрическом истолковании движения тела с по-
мощью свойств вектора угловой скорости известен и подход Н.Е. Жуковского (см. об-
зор [16]), в основе которого лежат свойства момента количества движения тела.

< <2 2 2a b c = 3c b

−=
2 2

0 3
b ax
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В монографии И.Н. Гашененко, Г.В. Горра, А.М. Ковалева [28] приведено боль-
шинство результатов по кинематическому истолкованию движения тяжелого твердого
тела, имеющего неподвижную точку.

1. Истолкование движения тела с помощью углов Эйлера. 1.1. Уравнения динамики
твердого тела. Движение тяжелого твердого тела, имеющего неподвижную точку,
описывается уравнениями

(1.1)

где введены обозначения:  – вектор угловой скорости тела; ν = (ν1, ν2,
 – единичный вектор, указывающий направление силы тяжести;  – тензор инер-

ции в неподвижной точке; s – произведение веса тела и расстояния от неподвижной
точки  до центра тяжести тела ;  – единичный вектор, направленный
из точки  в точку . Точка над переменными обозначает относительную производ-
ную по времени .

Уравнения (1.1) имеют интегралы
(1.2)

где E и k – произвольные постоянные.
Уравнения (1.1) и (1.2) обобщены Д. Гриоли в задаче о движении твердого тела под

действием потенциальных и гироскопических сил (см., например, [29]):

(1.3)

(1.4)
которые допускают три первых интеграла

(1.5)

где E и k – произвольные постоянные. В уравнении (1.3) через , 

обозначены градиенты функций  и . В уравнениях (1.3), (1.5)

 – силовая функция,  – функция, характеризующая гироскопи-

ческие силы. Если в (1.3), (1.5) положить , то получим уравнения (см.,
например, [30, 31]) движения тела в потенциальном поле сил

(1.6)

Когда , , где , C =  –

симметричные матрицы, то уравнения (1.3), (1.4) будут описывать либо движение ги-
ростата в силовом поле, которое является суперпозицией ньютоновского и кулонов-
ского полей и движется дополнительно под действием сил Лоренца, либо уравнения
движения тела в идеальной жидкости (см. обзорные монографии [29, 32]).

1.2. Метод апекса. Пусть  – подвижная система координат с единичными век-
торами , , ;  – неподвижная система координат с единичными векторами υ1,
υ2, υ3. Полагаем, что в результате интегрирования уравнений (1.1) (либо (1.3), (1.4),
(1.6)) найдено решение
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(1.7)

(1.8)

где через  обозначен подвижный годограф вектора . Введем углы Эйлера , ,
 таким образом, что угол нутации  – угол между векторами  и . Тогда ком-

поненты ,   имеют значения [33]

(1.9)

(1.10)

Используя векторную форму записи, из (1.9), (1.10) получим [19]

(1.11)

(1.12)

Следовательно, после интегрирования уравнений динамики соотношения (1.11), (1.12)
позволяют определить положение тела в неподвижном пространстве [33]:

(1.13)

(1.14)

(1.15)

а также компоненты , ,  вектора угловой скорости  в неподвижном базисе

(1.16)

где [33]

(1.17)

Отметим, что соотношения для  и  из формул (1.8), (1.16) позволяют применить
для кинематического истолкования движения тела теорему Пуансо о представлении
движения тела путем качения без скольжения подвижного аксоида вектора угловой ско-
рости по неподвижному аксоиду этого вектора. Данный прием представляет значитель-
ные вычислительные трудности, поэтому, как правило, для использования теоремы Пу-
ансо применяются уравнения неподвижного годографа Г. Дарбу–П.В. Харламова.

В динамике твердого тела наибольшее применение углов Эйлера осуществляется
либо в методе апекса (исследование характерной оси тела в пространстве), либо в изу-
чении программных движений, которые описываются наглядными соотношениями
для углов Эйлера. Так, широко известными результатами использования первого ме-
тода являются исследования оси симметрии тела в решении Ж. Лагранжа [34] (см. [33,
35]), а также результаты Ж. Сильвестра [2], который рассматривал движение главных
осей инерции в решении Л. Эйлера. Одной из последних статей, в которой изучается
движение собственной оси тела в решении Д.Н. Горячева, является статья Х.М. Яхьи
[36]. Роль исследований данной проблемы для прецессий тела отмечена в статье [37].
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1.3. Первый пример применения метода апекса. Рассмотрим исследования движения
собственной оси тела в пространстве для решения [30, 31] уравнений (1.6). В [30] пока-
зано, что при выполнении условий

(1.18)

уравнения (1.6) допускают решение

(1.19)

(1.20)

где  удовлетворяет интегральному соотношению

(1.21)

В формулах (1.19). (1.20) , , ,  – постоянные параметры, , μ2 =

= . Переменная  при  изменяется в промежутках

(1.22)

Параметр , входящий в (1.19)–(1.22), имеет значение

(1.23)

В силу (1.19). (1.20), из (1.11), (1.12) получим

(1.24)

Из равенств (1.24) следует, что годографом вектора (1.24) является окружность с ра-
диусом λ0, лежащая в плоскости ; при  конец вектора (1.24) стремится к точке

. То есть поведение годографа (1.24) носит асимптотический характер.

Данный пример показывает эффективность применения метода апекса. Интерес
представляют условия (1.18), которые можно отнести к обобщенным условиям Горя-
чева–Чаплыгина в классической задаче о движении тяжелого твердого тела.

1.4. Второй пример применения метода апекса. Рассмотрим второй пример изучения
движения главных осей инерции тела в неподвижном пространстве. Вначале дадим
характеристику программных движений твердого тела, основанную на углах Эйлера, и
полученным в динамике твердого тела результатам. Наиболее распространенными про-
граммными движениями являются прецессионные движения тела [38, 39]. Пусть вектор

 – единичный вектор, неизменно связанный с телом, а подвижная система
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координат  является главной системой координат, то есть A = . Вве-
дем постоянные параметры μ0, σ0 и запишем a1, a2 a3 через эти параметры:

(1.25)

Движение тела называют прецессией относительно вертикали, если выполняется ина-
риантное соотношение [39]

(1.26)

где  ( ). Все уравнения динамики твердого тела, указанные выше
(см. (1.1), (1.3), (1.4), (1.6)), содержат уравнение Пуассона

(1.27)

которое имеет первый инетграл . Производная от левой части (1.26), в силу
(1.27), . То есть  при том, что  не параллелен , имеет вид [39]

(1.28)

Запишем решение уравнения (1.27) в случае (1.28); используя обозначения (1.25) и ин-
теграл , получим

(1.29)

Следовательно, в силу (1.29), компоненты  ( ) зависят от переменной  и ско-
ростей  и , которые можно интерпретировать, как скорости собственного враще-
ния и прецессии тела в прецессионной системе координат [37]. В общем случае они не
совпадают с  и  из (1.11)–(1.17).

Согласно принятой терминологии [38, 39], прецессии тела подразделяются на классы:

1: ,  – регулярные прецессии;

2: ,  – полурегулярные прецессии первого типа;

3: ,  – полурегулярные прецессии второго типа;

4: ,  – прецессии общего вида,

где  и  – постоянные параметры. В классической задаче о движении тяжелого
твердого тела, согласно результатам [39], регулярные прецессии имеют место только в
частном случае решения Ж. Лагранжа [34], полурегулярные прецессии – в частном
случае решения В. Гесса [40], прецессии общего вида – в решении А.И. Докшевича
[41] ( ), в частном случае решения Ж. Лагранжа ( ) и в частном слу-
чае решения В. Гесса, установленном А. Брессаном [42]. В обобщенных задачах дина-
мики твердого тела классов прецессий тела с неподвижной точкой значительно боль-
ше (см. обзор [43]).

Замечание 1. Применение в истолковании движении тела углов Эйлера в форме
(1.10), (1.17) позволяет очевидным способом получить класс изоконических движений
тела. Действительно, положив в (1.10), (1.17) , устанавливаем, что подвижный и
неподвижный годографы угловой скорости симметричны друг другу относительно ка-
сательной к ним плоскости, которая содержит неподвижную точку O.
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Рассмотрим движение одной из главных осей инерции тела в случае регулярных
прецессий: , . Из соотношений (1.29), в силу , имеем

(1.30)

Компоненты угловой скорости  из (1.28) таковы

(1.31)

где ai ( ) имеют значения (1.25), а функции  ( ) указаны в (1.30). Тогда,
на основании (1.30), (1.31), углы Эйлера определим из (1.11), (1.12):

(1.32)

где . Изучим годограф вектора (1.15) при наличии равенств (1.32):

(1.33)

(1.34)

Для наглядности рассмотрим случай , , a0 = 0. Тогда, обозначая
, из (1.34) получим

(1.35)

Из формул (1.33), (1.35) следует, что проекцией годографа (1.35) на плоскость 
является окружность радиуса 0.5. Движение изображающей точки проеции является
периодическим с периодом по , равным π. Годограф (1.33) изображен на рис. 1.

Движение конца вектора (1.33) указано стрелкой. Очевидно, что в силу (1.35) дви-
жение главной оси Oz в неподвижном пространстве будет иметь периодический ха-
рактер (период ее движения по  равен ).

Аналогично изучаются и другие регулярные прецессии тела в случае резонансных зна-
чений  ( , а также случай . Предварительный анализ показывает, что
аналоги годографов вектора (1.33) имеют вид “роз Клелилии”, открытых Брандом.

Отметим, что в обобщенных задачах динамики открыты многочисленные классы
прецессий не только в случае постоянного гиростатического момента, но и в случае
переменного гиростатического момента [43].

Важным свойством углов Эйлера является применение их в теории ориентации и
управления механическими системами. Если известны функции ϕ(t), ψ(t), θ(t), то па-
раметры Родрига–Гамильтона находятся из соотношений [33, 44]
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Они находят широкое применение в разработке ориентации технических объектов
(см., например, [45]).

2. Модифицированный метод Пуансо. Обозначим через  момент количества
движения тяжелого твердого тела, имеющего неподвижную точку. Тогда уравнения
(1.1) запишутся в виде

(2.1)

где a – гирационный тензор. При s = 0 из (2.1) имеем случай Л. Эйлера

(2.2)

то есть , вектор . Решение Эйлера изучали Ж. Сильвестр [2], Г. Дар-

бу [5], К. Якоби [7], В. Гесс [9], Ж. Мак-Куллаг [3], Э. Раус [10] и многие другие уче-
ные. Результаты их исследований изложены в монографиях (Э. Раус [10], К. Магнус
[35], Г.К. Суслов [15]) и во многих учебниках по теоретической механике. Здесь отме-
тим, что герполодии (неподвижный годограф вектора угловой скорости) исследовал
Г. Дарбу [5]. Для изучения уравнений этой кривой Г. Дарбу в плоскости герполодии
вводил полярные координаты  и получил уравнения [46, стр. 176]

(2.3)

где  – угловая скорость,  – постоянный параметр. Уравнения Г. Дарбу (2.3) были
обобщены П.В. Харламовым [17] на случай произвольного решения (1.7), (1.8) уравне-
ний (1.1), (1.2). В цилиндрической системе координат  он получил уравнения

(2.4)

(2.5)
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(2.6)

В формулах (2.3), (2.6)  – относительная производная угловой скорости тела. Ло-
гично полагать, что исследование уравнений неподвижного годографа вектора угловой
скорости в общем случае проводится с помощью метода Г. Дарбу–П.В. Харламова.

Остановимся на модифицированном методе Пуансо, предложенном в статье [18].
На рис. 2 изображены подвижный и неподвижный годографы вектора угловой скоро-
сти ω.

Из равенства абсолютной и относительной производной этого вектора следует
. Это означает, что длины годографов  и  равны, т.е. .

Здесь  – начальная точка (при ) на неподвижном годографе,  – начальная
точка (при ) на подвижном годографе, Ω* – точка касания годографов в момент
. Из указанных свойств и следует теорема Л. Пуансо о представлении движения тела

качением без скольжения подвижного аксоида вектора угловой скорости по непо-
движному.

Определенную сложность в применении формулы для полярного угла из (2.6) пред-
ставляет зависимость от производной . В статье [18] получена более простая формула

(2.7)

где в силу (1.12)

(2.8)
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Равенство (2.7) и функция  из (2.8) позволяют не только получить функцию 
без использования производной , но и связать две кинематические переменные: α и .

При этом, если , то , в противном случае δ = 1. Данное обстоятель-
ство имеет важное значение в комплексном подходе истолкования движения тела.

Введем вектор

 (2.9)

На рис. 2 указаны подвижный и неподвижный годографы вектора . Очевидно,
что, как и в случае годографов угловой скорости, подвижный и неподвижный годогра-
фы вектора  имеют общую касательную и в силу  длины дуг,
описанных за одинаковый промежуток времени концом вектора  на подвижном и
неподвижном годографе, равны [25]. Следовательно, за основу кинематического ис-
толкования можно взять годографы вектора b(t) и движение тела, имеющего непо-
движную точку, представить качением без скольжения подвижного годографа вектора
b(t) по неподвижному. При этом вращать тело необходимо с угловой скоростью

Это обстоятельство можно учесть на заключительном этапе кинематического истол-
кования, то есть при качении аксоидов годографов вектора b(t). При этом функция
b(t) – произвольная дифференцируемая функция.

2.1. Первый метод в истолковании движения тела. Покажем, что функцию b(t) при
определенных условиях можно выбрать так, чтобы неподвижный годограф вектора
b(t) находился в некоторой, неподвижной в пространстве, плоскости.

Рассмотрим вектор-функцию (2.4). Предположим, что  не изменяет своего знака
при . Тогда в качестве вектора  можно взять вектор  и из (2.4) полу-
чить

(2.10)

Следовательно, функция  и подвижный годограф вектора  определим

из формулы

(2.11)

Из (2.10) получаем, что неподвижный годограф  лежит в плоскости ζ = 1. По-
скольку касательные векторы к  тоже лежат в этой плоскости, то движение тела
можно представить качением без скольжения кривой (2.11) по плоской кривой (2.10).
Таким образом, получили некоторый аналог истолкования Л. Пуансо о представле-
нии движения свободного тела.

Выбор вектора  зависит от свойств вектор-функции (2.4). Например, если одна
из функций ,  не обращается в нуль, то в качестве функции b(t) можно вы-

брать или , или .

2.2. Второй метод в истолковании движения тела. Рассмотрим вектор-функцию
(1.8). Пусть  при . Тогда вектор  будем выбирать так
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(2.12)

Следовательно, в силу (2.4), имеем

(2.13)

Движение тела можно истолковать как качение аксоида с направляющей линией
(2.12) по аксоиду с направляющей линией (2.13). Очевидно, что подвижный годограф
вектора (2.12) является плоской кривой, что в ряде случаев может упростить истолко-
вание движения тела.

2.3. Третий метод в истолковании движения тела. Представляется актуальным по-
лучение такого метода в истолковании движения, который бы не содержал субъектив-
ных факторов конкретного подхода, а был бы универсальным для любых решений
уравнений динамики твердого тела. Так как при истолковании движения тела не ис-
пользуется его конструктивное строение, то вполне естественно применить объектив-
ный фактор в истолковании движения (как это осуществил Л. Пуансо), а именно
свойство движения эллипсоида инерции. Положим, что конец вектора  принадле-
жит эллипсоиду инерции в неподвижной точке. Обозначим через , ,  главные
моменты инерции тела. Тогда уравнение эллипсоида инерции таково:

(2.14)

где x, y, z – координаты точек, принадлежащих эллипсоиду  – постоянная. Потребу-
ем, чтобы конец вектора  из формулы (2.9) принадлежал эллипсоиду (2.14). Для на-
хождения функции b(t) подставим в (2.14) вместо x, y, z величины . Тогда

(2.15)

В силу (1.8), (2.4) подвижный и неподвижный годографы вектора  запишем в виде

(2.16)

(2.17)

Функция b(t) определена выражением (2.15).
Движение тела будем воспроизводить качением годографа (2.16) по годографу

(2.17). Выражение (2.15) упрощается, например, для уравнений (1.1) с интегралами
(1.2). В главной системе координат интеграл энергии из (1.2) можно записать следую-
щим образом:

(2.18)
Используя равенство (2.18), из (2.15) получим

(2.19)

В формулу (2.19) входит лишь скалярное произведение векторов , , что в ряде за-
дач имеет преимущество в использовании (2.15).

Замечание 2. Э. Раус применил [11] методы сферической тригонометрии для изуче-
ния конусов, которые описывают ось l момента количества движения в подвижном
пространстве, и ось  вращения тела в случае Эйлера. Приведем цитату [11, том 2, стр.
123]: “Но можно использовать также сферу с центром в неподвижной точке, считая ее
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связанной с телом или неподвижной в пространстве. Этот способ особенно полезен в
случае, когда нужно изучить движение какой-либо прямой в пространстве или в теле.
Измеряя соответствующие углы дугами, приведенными на сфере, можно упростить про-
цесс вычислений с помощью соответствующих формул сферической тригонометрии”.
Очевидно, что в общем случае оси l  и  пересекают сферу по сфероконическим кривым.

Сказанное выше означает, что подход Рауса можно условно отнести к частному
случаю, изложенному выше.

2.4. Пример применения модифицированного метода Пуансо. Рассмотрим решение
(1.19)–(1.21), которое получено в [30] и имеет место при условиях (1.18) для уравнений
(1.6) с силовой функцией

(2.20)

Представляет интерес результат, что уравнения Пуассона на инвариантных соотноше-
ниях (ИС) (1.19), (1.20) имеют ИС

(2.21)

которое, в силу метода обратных задач динамики, нельзя использовать в выражении
(2.20). Для применения прямого метода Пуансо, в силу того, что функция  най-
дена (она указана в системе (1.24)), целесообразно использовать формулу (2.7). Тогда
на решении (1.19), (1.20) получим

(2.22)

Запишем уравнения неподвижного годографа вектора угловой скорости, используя
соотношения (2.4), (2.5), (2.22):

(2.23)

Для подвижного годографа вектора угловой скорости обратимся к равенствам (1.19).
Исключая в них переменную , получим

(2.24)

Из системы (2.24) следует, что подвижный годограф  – линия пересечения конуса
второго порядка и алгебраической поверхности n-го порядка.

Применим к исследованию решения (1.19), (1.20) модифицированный метод [18].
Пусть , где

(2.25)

Функция (2.25) определена в промежутках (1.22). Тогда из (1.19), (2.9), (2.22), (2.23),
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(2.28)

(2.29)

Подвижный и неподвижный годографы (2.26) и (2.27) – конгруэнтные плоские кри-
вые; в алгебраической форме, в силу (2.28) и (2.29), их координаты определяются
уравнениями

(2.30)

Таким образом, применение модифицированного метода [18] позволяет предста-
вить движение тела качением без скольжения двух конусов (2.30). В силу структуры
(2.26), (2.27), данный подход имеет несомненные преимущества перед прямым мето-
дом Пуансо, так как уравнения подвижного и неподвижного годографов (2.24) содер-
жат одно алгебраическое уравнение, степень которого зависит от параметра n. Это об-
стоятельство существенно скажется на построении годографов. В отличие от этого
свойства, годографы (2.30) для любых n являются плоскими кривыми (уравнение
плоскости не зависит от n) и только радиусы окружностей зависят от n.

Рассмотрим движение эллипсоида инерции в решении (1.19), (1.20). Данная задача
решается следующим образом. Запишем уравнение эллипсоида инерции тела, ис-
пользуя равенства из (1.18):

(2.31)

где , ,  – координаты точек эллипсоида (2.31),  – постоянная. Непосредствен-
ной подстановкой значений  ( ) из (2.28) в уравнение (2.31) убеждаемся в том,
что конец подвижного годографа вектора  из (2.26) принадлежит поверхности и

(2.31) при . То есть при обкатывании поверхностей с направляющими
,  получим движение эллипсоида инерции. Остается выяснить свойство располо-

жения эллипсоида инерции в неподвижном пространстве. Покажем, что эллипсоид
инерции тела на кривой (2.28) и (2.29) касается неподвижной плоскости .

Запишем уравнение (2.31) в переменных  ( ):

(2.32)

Положение вектора, неизменно связанного с телом, можно найти, используя форму-
лы (1.13)–(1.15), в которых на исследуемом решении имеют место равенства

(2.33)
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Вычислим градиент к поверхности (2.32) на кривой :

(2.34)

Используя формулы (1.13)–(1.15), (2.33), (2.34), вычислим значение вектора (2.34) в
неподвижной системе координат [19]

(2.35)

Равенство (2.35) показывает, что при движении эллипсоида инерции в неподвижном
пространстве он катается по плоскости  по кривым (2.28) и (2.29). Эскиз
движения эллипсоида показан на рис. 3. Поскольку при  , а точка 
исключена из рассмотрения, то по непрерывности можно сделать заключение, что
при  эллипсоид инерции в неподвижном пространстве стремится к состоянию
покоя.

Для наглядности на рис. 3 ось  направлена вниз, так как рассматривается задача
о движении тела в потенциальном поле, для которой вектор  в неподвижном про-
странстве может быть выбран произвольно.

Замечание 3. И.Н. Гашененко [47] при исследовании случая А. Брессана [42] устано-
вил, что движение гироскопа Гесса в этом варианте можно представить качением без
скольжения эллипсоида инерции по плоскости. Однако он использовал метод, отлич-
ный от представленного выше модифицированного метода, который можно приме-
нять для любого решения уравнений динамики.

Заключение. В статье предложен комплексный подход в истолковании движения
твердого тела, имеющего неподвижную точку, основанный на применении углов Эй-
лера, метода апекса, классического метода Пуансо и модифицированного автором
статьи метода Пуансо. Показано, что кинематическая формула, полученная автором
статьи, имеет большое значение в истолковании движения твердого тела с неподвиж-
ной точкой с помощью уравнений Г. Дарбу–П.В. Харламова. Особое внимание уделе-

Π ν3( )b

Π ν
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ν ν3

2
1 1 1 2 1 1 2 2 2 1 3( )
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Рис. 3. Качение эллипсоида инерции тела
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но результатам Э. Рауса, Ж. Сильвестра и других ученых, исследующих качественные
свойства в движении тела.

Данная статья может быть отнесена к первой части в комплексном подходе истол-
кования движения. Вторая часть будет посвящена исследованию частных решений
уравнений движения тяжелого твердого тела (Л. Эйлера, Д.К. Бобылева–В.А. Стекло-
ва, В.А. Стеклова, А.И. Докшевича) и других решений.
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Рассматривается пространственная модель экзоскелета со звеньями переменной
длины. Построение многозвенной модели проведено на основе анализа модели од-
ного звена с одной закрепленной точкой в пространстве и модели с двумя звеньями
переменной длины. В связи с возникающими трудностями при построении систем
дифференциальных уравнений движения при относительно большом количестве
звеньев, связанных с большим временем составления даже при использовании со-
временных систем компьютерной математики, рассмотрено обобщение для меха-
низма на случай произвольного конечного количества звеньев и предложен скорост-
ной метод построения систем дифференциальных уравнений движения рассматри-
ваемых моделей механизмов. Приводится модель экзоскелета с пятью звеньями
переменной длины в пространстве, которая может использоваться при создании ре-
ально работающего экзоскелета или антропоморфного робота. В предложенной мо-
дели применяется конструкция звена экзоскелета с двумя абсолютно твердыми ве-
сомыми участками, расположенными на обоих концах звена и невесомым участком
между ними в центре звена. Получены аналитически синтезированные траектории
движения и приведены результаты численного моделирования движения человеко-
машинной системы в виде человека в экзоскелете. Применение предложенной мо-
дели позволит человеку снизить нагрузку на суставы, увеличить силу, повысить ком-
фортабельность и время непрерывного использования экзоскелета.

Ключевые слова: человеко-машинная система, звено переменной длины, шарнир,
произвольное число звеньев, экзоскелет, система дифференциальных уравнений
движения, управление, анимационная визуализация движения
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1. Введение. Создание и исследование пространственных моделей управляемых
шарнирных механизмов со звеньями переменной длины с целью проектирования и
изготовления экзоскелетов для опорно-двигательного аппарата человека является ак-
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туальной задачей, результаты решения которой могут быть использованы для увели-
чения силы, выносливости и восстановления двигательных способностей человека.

В оздоровительных учреждениях России [1] и мира [2] экзоскелеты применяются
для восстановления двигательных способностей больных. В ИПМ им. М.В. Келдыша
РАН создан экзоскелет нижних конечностей для лечения пациентов с заболеваниями
опорно-двигательного аппарата [3]. В Лаборатории бионической робототехники
ИПМ им. М.В. Келдыша РАН в помощь врачам разработаны экзоскелеты ExoArm и
ExoChair [4]. Для медицины, спасательных работ и т.п. в проекте “ЭкзоАтлет” разра-
ботаны модели пассивных и активных экзоскелетов [5]. Проводится внедрение в ме-
дицинскую практику разработанных моделей [6].

Решению прикладных задач и применению экзоскелетов в промышленном произ-
водстве посвящены научно-практические работы и патенты Яцуна С.Ф. [7, 8]. Име-
ются патенты отечественных и зарубежных моделей экзоскелетов, направленные на
применение их в промышленности [9–11].

Теоретическим разработкам математических моделей экзоскелетов с управляемы-
ми гидравлическими, электромеханическими приводами и их аналитическому и чис-
ленному исследованию посвящены работы [12–14]. Обзору возможностей примене-
ния экзоскелета в военных целях посвящена работа [15].

Вопросы управления сложными нелинейными механическими системами, пред-
ставляющие интерес для применения в антропоморфных механизмах, рассматрива-
ются в работах Черноусько Ф.Л., Ананьевского И.М., Решмина С.А., Болотника Н.Н.
[16, 17]. Способы построения дифференциальных уравнений динамики и решения
прикладных задач управления сложными динамическими системами рассматривают-
ся в работах Мухарлямова Р.Г. [18–20].

В работах авторов статьи [21–26] проведен анализ многих публикаций, не вошед-
ших в данный обзор. Из изучения научной литературы и патентов экзоскелетов, сле-
дует, что пока не существуют модели экзоскелетов, являющиеся комфортабельными
для человека и имеющие значительное время автономной работы. Предложенная про-
странственная модель управляемого механизма в виде экзоскелета отличается от име-
ющихся моделей наличием звеньев переменной длины, которые повышают комфор-
табельность перемещения в нем и частично решает имеющиеся задачи в создании
единого кибернетического организма в виде человека в экзоскелете.

2. Постановка задачи. Практической задачей разработки предлагаемой модели яв-
ляется повышение комфортабельности при эксплуатации экзоскелета, частичная раз-
грузка мышц опорно-двигательного аппарата человека, увеличение продолжительно-
сти времени работы в нем и восстановление двигательных способностей человека.
В результате проводимого исследования предполагается создание математической
модели пространственного экзоскелета и моделирования движения человека в эк-
зоскелете. Для решения поставленной задачи требуется адаптировать разработанные
ранее [23, 24] методы и составить систему дифференциальных уравнений движения
для рассматриваемой модели. В связи с этим требуется провести анализ моделей с од-
ним звеном, двумя звеньями и т.д. и выявить общие закономерности построения мат-
риц, входящих в эти уравнения, синтезировать антропоморфную траекторию движе-
ния для модели экзоскелета с пятью звеньями переменной длины. Для визуальной
оценки полученного движения человеко-машинной робототехнической системы в
виде человека в экзоскелете необходимо осуществить анимационную визуализацию
движения разработанной модели.

3. Модель одного закрепленного звена экзоскелета переменной длины в пространстве.
Введем неподвижную правую декартову систему координат Oxyz, в которой происхо-
дит движение механизма (рис. 1).

Рассмотрим модель звена, которая состоит из двух весомых абсолютно жест-
ких частей, совершающих движение относительно друг друга вдоль прямой А1A2,
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проходящей через его начало и конец (рис. 1). В точке А1, жестко соединенной с
опорной поверхностью, расположена комбинация двух цилиндрических шарни-
ров, позволяющих звену реализовывать повороты в двух взаимно ортогональных
направлениях (рис. 1). Под действием силы тяжести, реакций со стороны опоры и
соседних стержней (не показанных на рис. 1) происходит движение участка C1A2 отно-
сительно участка A1B1 вдоль направления А1A2, тем самым обеспечивается изменение
длины звена на участке B1C1.

Система имеет два весомых абсолютно жестких стержня: A1B1 и C1A2. На рис. 1 схе-
матично изображено звено А1A2 и введены соответствующие обозначения. Длины зве-
ньев A1B1 = l11, C1A2 = l12, двойная нумерация индексов связана с построением много-
звенной модели экзоскелета: первый индекс i соответствует номеру звена, второй α –
номеру весомого участка на звене. Переменность длины звена реализуется за счет от-
носительного движения вдоль направления звена А1A2 участка C1A2. Участок пере-
менной длины B1C1 считается невесомым. Считаем, что на нем имеется пружина, дей-
ствующая с силой F1 которая обеспечивает изменение длины звена в соответствии с
нагрузкой от других звеньев, приложенной к данному звену.

Положение весомого участка звена зависит от трех параметров и однозначно опре-
деляется углами ϕ1(t), ψ1(t) и переменной длиной участка стержня ξ1(t). Рассматривае-
мая система имеет три степени свободы. Обозначим через M1ϕ и M1ψ управляющие
моменты, развиваемые в шарнире А1. Для управления поворотами звена можно ис-
пользовать, например, электрические двигатели с редукторами или искусственные
мышцы. Продольная сила F1 управляет изменением длины звена. Для управляемого
изменения длины звена можно использовать пневматический или гидравлический
цилиндры. Возможно также использование шагового электрического двигателя с вин-
товой или реечной передачами. В данной модели управляющие устройства, позволяю-
щие изменять конфигурацию механизма, не конкретизируются, а моделируются со-
средоточенными в шарнирах моментами M1ϕ и M1ψ и продольной силой F1, направ-
ленной вдоль звена.

Кинетическая энергия звена складывается из энергии звена A1B1 и C1A2:

Рис. 1. Модель шарнирно закрепленного звена экзоскелета переменной длины в пространстве
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(3.1)

Дифференциальные уравнения движения, составленные с помощью уравнений
Лагранжа второго рода, имеют вид:

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Таким образом, составлена система дифференциальных уравнений движения
(3.2)–(3.4), которая описывает модель звена экзоскелета переменной длины на плос-
кости.

4. Модель двух закрепленных звеньев экзоскелета переменной длины в пространстве.
Введем неподвижную правую декартову систему координат Oxyz, в которой происхо-
дит движение механизма (рис. 2). Рассмотрим модель механизма, состоящего из двух
звеньев переменной длины в пространстве. Конструкция каждого звена включает в
себя две весомые абсолютно твердые части, совершающие движение относительно
друг друга вдоль прямой, соединяющей начало и конец звена (рис. 2). В жестко за-
крепленной точке А1 имеется комбинация цилиндрических шарниров, аналогичная
модели с одним звеном. Участки звена A1B1 = l11 массой m11 и моментом инерции от-
носительно оси, перпендикулярной звену и проходящей через его начало I11 и
C1A2 = l12 и инерционными характеристиками m12, I12 считаем абсолютно твердыми.
Под действием внутренней управляющей силы F1 обеспечивается необходимое изме-
нение длины звена на невесомом участке B1C1 = ξ1(t) переменной длины, которое
происходит за счет движения участка C1A2 относительно участка A1B1 вдоль направле-
ния А1A2. В качестве полюса для второго звена А2A3 выберем точку А2. Его конструк-
ция и механизм работы аналогичны первому звену.

Положение механизма зависит от шести параметров и однозначно определяется уг-
лами ϕ1(t), ψ1(t), ϕ2(t), ψ2(t) и переменными длинами участков звеньев ξ1(t) и ξ2(t).
Следовательно, рассматриваемая механическая система имеет шесть степеней свобо-
ды.

Кинетическая энергия механизма звена получается интегрированием по весомым
отрезкам инерционных участков A1B1, C1A2, А2B2, и C2A3:

(4.1)

где xiα – координата бесконечно малой частицы α-го инерционного участка i-го звена,

ρiα – плотность α-го участка i-го звена, при этом miα = ρiαliα, Iiα = ρiα /3, liα, miα, Iiα –

длина, масса, момент инерции α-го участка i-го звена,  – квадрат скорости беско-
нечно малой частицы α-го участка i-го звена, например для участка C1A2 будет равен:

(4.2)
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Система дифференциальных уравнений движения в форме уравнений Лагранжа
второго рода имеет вид:

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Рис. 2. Модель двух шарнирно соединенных звеньев экзоскелета переменной длины в пространстве
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(4.7)

(4.8)

где: Ci = cosϕi, Si = sinϕi, (i = 1, 2),  = cos(ϕ1 – ϕ2),  = sin(ϕ1 – ϕ2), θ21 = θ22 = m22,

θ11 = θ12 = m12 + m21 + m22, η12 = 2(l11 + l12 + ξ1)m22, ζ11 = I11 + I12 + (  + 2l11ξ1 +  +

+ l11l12 + l12ξ1)m12 + (  + 2l11ξ1 +  + 2l11l12 +  + 2l12ξ1)(m21 + m22), η21 = [(l11 + l12 +
+ ξ1)(l21(m21 + 2m22) + m22(2ξ2 + l22))]/2, η22 = [(l21(m21 + 2m22) + m22(2ξ2 + l22))]/2, ζ12 =
= 2(l11 + ξ1)(m12 + m21 + m22) + l12(m12 + 2(m21 + m22)), ζ21 = m22(2l21 + l22 + 2ξ2), ζ22 =

= [I21 + I22 + m22(  + l21l22 + 2l21ξ2 + l22ξ2 + )] – инерционно-геометрические харак-
теристики звеньев, учитывающие расположение весомых участков на звене.

Таким образом, получена система дифференциальных уравнений движения в фор-
ме уравнений Лагранжа второго рода для рассматриваемого механизма.

Время, затраченное на офисном компьютере на составление системы дифференци-
альных уравнений движения с помощью уравнений Лагранжа второго рода для моде-
ли механизма с одним звеном, составило 5.2 с, с двумя звеньями 1061.0 с, с тремя зве-
ньями 12611.8 с. Из приведенного времени работы видно, что проблема разработки
скоростных алгоритмов составления систем дифференциальных уравнений движения
для механизмов с достаточно большим количеством звеньев является актуальной.

5. Обобщение модели механизма на случай произвольного количества звеньев перемен-
ной длины. Рассмотрим многозвенную стержневую модель с n звеньями. Система име-
ет звенья переменной длины, конструкция которых была описана выше. Все длины
стержней складываются из двух участков постоянной длины liα (i = 1, …, n; α = 1, 2) и
переменной длины ξi = ξi(t). На рис. 3 изображена модель с n звеньями переменной
длины в одноопорной фазе движения и введены соответствующие обозначения.

Положение однозначно определяется углами ϕi, ψi и участком переменной
длины стержней ξi. Рассматриваемая система имеет 3n степеней свободы, т.к.
движение каждого звена описывается набором из трех параметров: углов ϕi(t),
ψi(t) и изменением длины невесомого участка ξi(t). Массы участков звеньев по-
стоянной длины обозначим miα, моменты инерции звеньев постоянной длины
относительно осей, проходящих через один из концов весомого стержня, пер-
пендикулярно плоскости движения – Iiα (i = 1, …, n; α = 1, 2). Обозначим: Miϕ, Miψ –
моменты, развиваемые в i-м шарнире; Fi – продольная сила, действующая вдоль i-го
стержня, обеспечивающая изменение его длины. Моменты и продольные силы явля-
ются управлением в данной механической системе.

Уравнения движения элементов n-звенной механической системы в одноопорной
фазе представляют собой систему нелинейных дифференциальных уравнений, кото-
рые в матричной форме можно записать в виде:
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где нижние индексы у матриц указывают на описание соответствующей обобщенной
координаты: κ = 1, …, 3, где 1 соответствует обобщенной координате ϕ, 2 – ψ, 3 – ξ;
ϕ = (ϕ1, …, ϕn)Т, ψ = (ψ1, …, ψn)Т – векторы углов; ξ = (ξ1, …, ξn)T – вектор участков пе-
ременной длины звеньев;  – вектор угловых скоростей;  – вектор угловых ускоре-
ний;  = diag( , …, ) – диагональная матрица; M – векторы управляющих момен-
тов и сил на участке переменной длины звена; A, B, G, H – матрицы, учитывающие
инерционные свойства системы; C, K – матрицы, определяемые моментами силы тя-
жести; D, E, F – матрицы, учитывающие переменную длину звеньев.

В качестве примера рассмотрим формулу для матрицы Аϕ. Матрица Аϕ = (aij) явля-
ется симметрической: aij = aji, поэтому достаточно привести для нее только диагональ-
ные и наддиагональные элементы, т.е., если i – номер строки, j – номер столбца, то i,
j = 1,2, …, n, при этом j ≥ i.

Элементы симметрической матрицы Аϕ имеют вид:

(5.2)
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Рис. 3. Модель n шарнирно соединенных звеньев экзоскелета переменной длины в пространстве

z

x

y

M1�

M1�

M2�

M2�

Mn�

Mn�

O
A1

A2

B2

B1

A3

An

An+1

Bn

C2

Cn

l22

F1

F2

Fn

ln2

l12

l21

l11

ln1

C1

�1

�n

�2

�1

�2

�n

�1

�n

�2



80 БОРИСОВ и др.

где  – символ Кронекера.

Матричная форма записи уравнений движения (5.1) является универсальной и мо-
жет быть применена к описанию движения экзоскелета или антропоморфного робота
с любым числом звеньев.

Дальнейшей задачей является разработка методов управления подобными система-
ми с заданным числом звеньев переменной длины.

6. Модель экзоскелета с пятью звеньями переменной длины в пространстве. При пере-
ходе к многозвенной модели экзоскелета описанные выше закономерности позволя-
ют получить алгоритм построения систем дифференциальных уравнений движения
трехмерных моделей экзоскелетов, аналогично тому, как это описано в работе [21] для
звеньев переменной длины с точечными сосредоточенными массами.

Экзоскелет состоит из звеньев переменной длины (рис. 4), соединенных комбина-
цией двух цилиндрических шарниров, обеспечивающих необходимую подвижность
соединения звеньев для антропоморфного движения. Каждое звено переменной дли-
ны состоит из невесомой части, способной изменять свою длину и двух весомых абсо-
лютно жестких частей длинами lij (i = 1, 2, …., 5; j = 1, 2), совершающих движение от-
носительно друг друга вдоль прямой, проходящей через начало и конец звена. То есть
изменение длины звена реализуется за счет относительного движения весомых участ-
ков вдоль направления звена на участке ВiCi = ξi(t) (i = 1, 2, …., 5). Каждое последую-
щее звено соединяется с предыдущим с помощью комбинации двух цилиндрических
шарниров, взаимно перпендикулярных друг другу и обеспечивающих реализацию не-
обходимой подвижности звеньев. Первое звено соединено шарнирно с неподвижной
опорой.

Положение механизма однозначно определяется углами между звеньями ϕi(t), ψi(t)
и переменными длинами участков звеньев ξi(t) (i = 1, 2, …., 5). Рассматриваемая про-
странственная модель экзоскелета имеет пятнадцать степеней свободы.

Массы весомых абсолютно твердых участков звеньев AiBi равны mi1, моменты инер-
ции относительно оси, проходящей через его центр масс перпендикулярно плоскости
движения, Ii1, массы участков СiAi ± 1 равны mi2, моменты инерции относительно оси,
проходящей через его конец перпендикулярно плоскости движения, Ii2. Плотность ма-
териала, из которого изготовлен j-й весомый участок i-го звена, ρij (i = 1, 2, …., 5; j = 1, 2).

Кинетическая энергия звеньев складывается из энергий весомых участков звеньев
AiBi и СiAi ± 1, которые совершают сложное движение: вращательное вокруг полюса,
находящегося в точке прикрепления к предыдущему звену, и поступательное вдоль
направления звена.

В результате реализации предложенного выше алгоритма получаются дифференци-
альные уравнения движения механизма, которые представлены выше в обобщенном
векторно-матричном виде (5.1). Матрицы для модели с пятью подвижными звеньями
переменной длины получаются весьма громоздкими, поэтому здесь не приводятся.

7. Числовой пример определения управляющих воздействий при движении экзоскелета
с человеком внутри по заданной траектории. Для оценки жесткости пружин определим
управляющие моменты в шарнирах, необходимые для механизма при антропоморф-
ном движении. Для этого используем алгоритм управления движением экзоскелета на
основе периодических функций, обеспечивающих антропоморфность походки
устройства [25, 27]. Зададим функции изменения углов и длин звеньев механизма сле-
дующим образом:

=δ =  ≠

1, ,
0, .ij

i j
i j

( ) [ ]( )[ ]
( ) [ ]( )[ ]

ψ = π + − − π π
ψ = π + − − π π

1 1 1

2 2 2

2 sin 1 cos 2 2
2 cos 1 cos 2 2

t j f t T
t j f t T
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(7.1)

где Т – период ходьбы, ji и fi (i = 1, …, 5) – параметры ходьбы,  – начальная длина
недеформированного звена, l – коэффициент изменения длины звена.

Для обеспечения возможности сопоставления результатов значения параметров
для численных расчетов управляющих моментов и продольных сил были выбраны
аналогично работам [26]. Начальные длины недеформированных звеньев:  =  =
0.385 м,  =  = 0.477 м,  = 0.771 м. Эти длины на звене распределялись следующим
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Рис. 4. Модель пяти шарнирно соединенных звеньев экзоскелета переменной длины в пространстве
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Рис. 5. Зависимость угловой координаты ψ (рад), угловой скорости  (рад/с) и углового ускорения 

(рад/с2) подвижных звеньев экзоскелета от времени t (с),  голень опорной ноги (звено 1),  бедро
опорной ноги (звено 2),  голень переносимой ноги (звено 3),  бедро переносимой ноги (зве-
но 4), — корпус (звено 5)
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4), — корпус (звено 5)

0.5

ϕ

−0.5

0.05 0.10 0.15 tt

ϕ5

ϕ4ϕ3

0.300.300.30

2

ϕ
.

ϕ
..

−6

−4

−2
0.10 0.15 tt

ω5ϕ

ω3ϕ

ε2ϕ

ε4ϕ

ε5ϕ

ε3ϕ

ω1ϕ

ω4ϕ

ω2ϕ

20

40

−40

−20

−60

0.200.200.20 0.250.25
tt

0.150.150.150.100.100.100.050.050.05 0.300.300.30

0.200.200.20 0.250.250.250.25

0.250.250.25 0.300.300.300.200.200.20 0.350.350.350.050.050.05

0.350.35

ϕ� ϕ��



83ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ МОДЕЛИ

образом: l11 = l41 = 0.15 м,  =  = 0.085 м, l21 = l31 = 0.2 м,  =  = 0.077 м, l51 = 0.3 м,
 = 0.171 м, li1 = li2 (i = 1, …, 5). Массы звеньев  кг,  кг,

= 28.93 кг, они распределялись равномерно между двумя весомыми абсолютно
твердыми участками звеньев, т.е.  (i = 1, …, 5). Моменты инерции ве-
сомых участков звеньев для стержней относительно оси, проходящей через нижнюю
точку весомой части звена равны: I11 = I41 = 0.011 кг · м2, I21 = I31 = 0.060 кг · м2, I51 =
= 0.434 кг · м2, Ii1 = Ii2 (i = 1, …, 5). Для приближенного моделирования инерционных
свойств человеко-машинной системы все значения масс и моментов инерции
умножались на коэффициент 1.5. Таким образом, учитывалась собственная мас-
са звеньев экзоскелета и звеньев опорно-двигательного аппарата человека. Уско-
рение свободного падения g = 9.81 м/с2. Время, в течение которого происходит
одноопорная фаза шага, т.е. половина периода ходьбы tk = 0.36 с. Коэффициент из-
менения длины звена l = 0.25. Параметры ходьбы: j1 = j2 = 0.25, j3 = j4 = 0.279, j5 = 0.1,
f1 = π/2, f2 = f4 = 0.687, f3 = 0.884, f5 = π.

Приведем графики задаваемых аналитически углов поворота ψ, угловой скорости 
и углового ускорения  подвижных звеньев экзоскелета от времени (рис. 5), углов по-
ворота ϕ, угловой скорости  и углового ускорения  подвижных звеньев экзоскелета
от времени (рис. 6), изменения длин ξ невесомых участков звеньев экзоскелета и их
скоростей  и ускорений  от времени (рис. 7).

Приведем полученные в результате решения обратной задачи динамики графики
управляющих моментов в шарнирах-суставах экзоскелета от времени (рис. 8) и про-
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Рис. 7. Зависимость линейной координаты ξ (м), определяющей изменение длины звеньев экзоскелета,

скорости  (м/с) и ускорения  (м/с2) от времени t (с), — голень опорной ноги (звено 1),  бедро
опорной ноги (звено 2),  голень переносимой ноги (звено 3),  бедро переносимой ноги (звено
4), — корпус (звено 5)
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дольных сил, действующих вдоль звеньев экзоскелета от времени (рис. 9), получаю-
щихся при задании кинематики движения в виде (7.1). Для наглядности представле-
ния результатов на рис. 8 и 9 графики сгруппированы по масштабу абсолютных мак-
симальных значений.

Полученные зависимости управляющих усилий показывают имеющуюся перио-
дичность в управлении и синхронизацию управляющих воздействий при движении
экзоскелета. Синхронизация наиболее выраженно проявляется на зависимостях
управляющих моментов и сил с индексами 1 и 2 – для голени и бедра опорной ноги.

Кадры анимации от начального положения до конечного выглядят следующим об-
разом (рис. 10). На кадрах тонкими отрезками показаны невесомые части звеньев пе-
ременной длины, толстыми – весомые, абсолютно твердые.

Таким образом, в процессе исследований синтезирована пространственная анима-
ционная модель движения человеко-машинной системы, наглядно демонстрирующая
возможности подобного управления ходьбой.

Заключение. В работе предложена конструкция экзоскелета со звеньями перемен-
ной длины, состоящими из двух массивных абсолютно твердых участков и располо-
женным между ними невесомым участком переменной длины. С помощью представ-
ленного в работе алгоритма построения систем дифференциальных уравнений движе-

Рис. 8. Зависимость моментов М (Н ⋅ м), управляющих поворотами в шарнирах между подвижными звенья-
ми экзоскелета от времени t (с)
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Рис. 9. Зависимость продольной силы F (Н), управляющей изменением длины звена экзоскелета от времени t (с)
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Рис. 10. Кадры анимации движения антропоморфной походки экзоскелета с пятью шарнирно соединенны-
ми звеньями переменной длины
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ния трехмерных моделей экзоскелетов получена система дифференциальных
уравнений движения, описывающая движения механизма в пространстве.

Синтезированы траектории движения звеньев человека в экзоскелете, определены
управляющие моменты и продольные силы. Получены зависимости управляющих
усилий, показывающие имеющуюся периодичность в управлении и синхронизацию
управляющих воздействий при движении экзоскелета. Проведена анимационная ви-
зуализация движения человеко-машиной системы в виде человека в экзоскелете, по-
казана ее антропоморфность.
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сти в рамках научного проекта № 19-48-670002.
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В работе построены математические модели динамики цилиндрического резонатора
волнового твердотельного гироскопа, которые учитывают нелинейности, вызван-
ные возбуждением колебаний электростатическими датчиками управления. Выде-
лены важные типы нелинейностей: кубическая нелинейность специального вида и
квадратичная нелинейность, влияющая на управление. Показано, что кубическая
нелинейность выводится при уточнении электростатической компоненты жестко-
сти и приводит к угловой скорости дрейфа гироскопа, пропорциональной квадрату
опорного напряжения. Для исследования срыва колебаний выведены уравнения ам-
плитудно-частотных характеристик с учетом кубической нелинейности и квадра-
тичной нелинейности при управлении, показано влияние квадратичной нелинейно-
сти на амплитуду колебаний, а кубической нелинейности – на уменьшение резо-
нансной частоты. Предложены формулы вычисления резонансной частоты и
алгоритмы вычисления частот срыва колебаний с учетом нелинейности колебаний.

Ключевые слова: волновой твердотельный гироскоп, электростатические датчики,
цилиндрический резонатор, нелинейные колебания, дрейф гироскопа
DOI: 10.31857/S0572329921050068

1. Введение. В настоящее время актуальной задачей является повышение точности
навигационных приборов, включая волновые твердотельные гироскопы (ВТГ), с по-
мощью построения более точных математических моделей динамики их чувствитель-
ных элементов [1]. Учет нелинейности колебаний в математических моделях динами-
ки резонаторов ВТГ позволяет не только оценить погрешности и повысить точность
прибора методами компенсации, но и исследовать ряд нелинейных эффектов, кото-
рые имеют место в динамике ВТГ и не могут быть исследованы в рамках линейных
математических моделей.

Основы теории ВТГ заложены в работах Д.М. Климова и В.Ф. Журавлёва [2–6].
В [3, 6] показано, что погрешность, вызванная нелинейными свойствами колебатель-
ной системы, присуща всем ВТГ, а исследование динамики может проводиться в рам-
ках одних и тех же уравнений, аналогичных уравнениям классического маятника Фу-
ко. При этом указано, что для исследования нелинейности требуется учет специфики
конкретной колебательной системы. В работах [7–9] отмечено, что при эксперимен-
тальных исследованиях динамики вибрационных гироскопов с электростатическими
датчиками управления были обнаружены явления, характерные для нелинейных си-
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стем, например, срыв колебаний резонатора. Однако исследованию специфики нели-
нейности, вызванной электростатическими датчиками управления уделяется очень
мало внимания.

В данной статье исследуются нелинейные колебания, вызванные электростатиче-
скими датчиками управления, выводится ряд нелинейных математических моделей,
уточняются и обобщаются результаты предшествующих работ [10–14]. В статье рас-
сматривается только ВТГ с цилиндрическим резонатором. Данный выбор сделан на
основе обзора литературы [10], показавшего малое число исследований данного типа
резонаторов и его возможные перспективы в связи с простотой изготовления и доста-
точно высокой добротностью [15]. Результаты, полученные для ВТГ с цилиндриче-
ским резонатором могут быть обобщены на ВТГ с другими типами резонаторов: коль-
цевым и полусферическим.

2. Определение собственных форм колебаний цилиндрического резонатора. Рассмот-
рим резонатор волнового твердотельного гироскопа (рис. 1), представленный упругой
осесимметричной цилиндрической оболочкой 1 толщины h, высоты H и кругового се-
чения радиуса R. Один край резонатора свободен, а другой жестко прикреплен к осно-
ванию 2. Предполагается, что упругие свойства материала резонатора изотропны, ин-
струментальные погрешности изготовления не учитываются.

С основанием прибора свяжем ортогональную систему координат . Ось 
направим по оси симметрии резонатора. В качестве криволинейных координат при-
мем нормализованную (отнесенную к радиусу резонатора) длину образующей α,

 = H/R, и угол в окружном направлении θ, который отсчитывается от коор-
динатной оси , . Введем правый ортогональный трехгранник ,

жестко связанный с срединной поверхностью резонатора. Пусть  – вектор

1 2 3Ox x x 3x

≤ α ≤ α10
1Ox ≤ θ ≤ π0 2 1 2 3y y y

( )= v, , Tu wu

Рис. 1. Расчетная схема ВТГ
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упругого смещения произвольной точки срединной поверхности резонатора в осях
.

Потенциальную энергию деформации цилиндрической оболочки определим по
формуле [16], которая является результатом использования гипотезы Кирхгофа–Лява:

(2.1)

где  – жесткость цилиндрической оболочки при изгибе (цилиндриче-

ская жесткость);  – жесткость цилиндрической оболочки при растяжении

(сжатии); Е – модуль Юнга;  – коэффициент Пуассона. Для цилиндрической обо-
лочки компоненты тангенциальной и изгибной деформаций задаются формулами
[17]:

(2.2)

Для определения вектора перемещения воспользуемся условиями нерастяжимости
срединной поверхности, которые получаются приравниванием нулю всех трех компо-
нент тангенциальной деформации :

(2.3)

Для рассматриваемого цилиндрического резонатора, у которого один край свобо-
ден, а другой закреплен, система уравнений (2.3) не допускает решений кроме триви-
ального, а приближение к решению может быть получено при выполнении двух усло-
вий:  и  [18]. Из данных условий следует существование разрешающей
функции :

(2.4)

Учитывая формулы (2.2), (2.3), (2.4), запишем выражения для компонент изгибной
деформации через разрешающую функцию:

(2.5)

Для составления функции Лагранжа запишем кинетическую энергию резонатора.
По теореме о сложении скоростей определяем вектор абсолютной скорости произ-
вольной точки срединной поверхности резонатора:

(2.6)
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где вектор угловой скорости резонатора  и радиус вектор  за-
даны в проекциях на оси . В (2.6) и далее точкой обозначаем дифференцирова-
ние по времени t. Учитывая (2.6), выражение кинетической энергии цилиндрической
оболочки принимает вид:

(2.7)

где ρ – плотность материала резонатора. Формула (2.7) задает в общем виде кинетиче-
скую энергию резонатора ВТГ на вращающемся основании.

Подставляя (2.4), (2.5) в (2.7), (2.1), выражаем кинетическую и потенциальную
энергию деформации цилиндрического резонатора на неподвижном основании через
разрешающую функцию :

С помощью полученных выражений потенциальной и кинетической энергии резо-
натора, записанных через разрешающую функцию, можно записать функцию Лагран-
жа в следующем виде:
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ации δΨ, получим уравнение динамики резонатора ВТГ, записанное через разрешаю-
щую функцию :

(2.8)

В силу линейности и специальной структуры уравнения (2.8), для свободных коле-
баний цилиндрического резонатора гироскопа разрешающая функция ищется в виде:

(2.9)
где для удобства дальнейших преобразований введена величина зазора d между неде-
формированным резонатором и датчиками управления и произвольная безразмерная
константа C;  – безразмерная функция, определяющая форму колебаний обра-
зующей цилиндра;  – собственная частота, k – номер формы колебаний резонатора
по окружной координате, .

После подстановки (2.9) в (2.8) получим обыкновенное дифференциальное уравне-
ние четвертого порядка для определения частот  и функций :

(2.10)

где введено обозначение безразмерного параметра, характеризующего собственную
частоту:

Для постановки краевой задачи накладываются краевые условия на функцию нор-
мального прогиба . Так как один край цилиндрического резонатора свободен,
а другой жестко закреплен на основании, имеем:

С учетом формул (2.4) и (2.9) аналогичные краевые условия получаем для функции
:

(2.11)

Дифференциальному уравнению (2.10) соответствует характеристическое уравне-
ние

имеющие корни:

(2.12)

Для нахождения решения краевой задачи (2.10)–(2.11) записываем общее решение
дифференциального уравнения (2.10)
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и определяем константы  из граничных условий (2.11). В результате полу-
чаем функцию, определяющую формы колебаний образующей цилиндра:

(2.13)

где  , , соответствуют фиксиро-

ванному k и определяются в результате нахождения нормализованных собственных
частот  при решении трансцендентного уравнения:

(2.14)

Заметим, что при решении (2.14) для фиксированного k определяются корни транс-
цендентного уравнения  . В дальнейшем, при подстановке в (2.9), полага-
ется n = 1, а индекс n в записи выражений опускается.

Таким образом, для номера формы колебаний резонатора по окружной координате
k найдены соответствующие ей собственные частоты  и собственные формы коле-
баний образующей цилиндра .

3. Вывод уравнений движения цилиндрического резонатора ВТГ с электростатически-
ми датчиками управления. Резонатор ВТГ изготавливается из кварцевого стекла с нане-
сением на его поверхность металлического покрытия. Предполагается, что металли-
ческое покрытие не влияет на упругие свойства резонатора. Колебания цилиндриче-
ского резонатора возбуждаются системой электростатических датчиков управления,
которые представляют собой конденсаторы, образованные металлизированной по-
верхностью резонатора и электродами управления, расположенными вблизи свобод-
ной кромки резонатора.

Для вывода уравнений движения цилиндрического резонатора составим функцию
Лагранжа электромеханической системы [19], включающей, помимо кинетической и
потенциальной энергию резонатора, потенциальную энергию электрического поля,
создаваемого электростатическими датчиками управления.

Так как в волновых твердотельных гироскопах для возбуждения колебаний исполь-
зуется вторая форма колебаний резонатора по окружной координате, то запишем раз-
решающую функцию (2.9) в следующем виде:

(3.1)

где введены неизвестные функций , а функция  определяются при ре-
шении задачи (2.10)–(2.11) по алгоритму (2.13)–(2.14).

Используя формулы (2.4) и функцию (3.1), запишем вектор смещения произволь-
ной точки срединной поверхности резонатора в одномодовом приближении по вто-
рой форме колебаний (k = 2):
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Примем в качестве обобщенных координат второй формы колебаний резонатора
функции  и положим константу , чтобы прогиб свободной
кромки резонатора имел вид .
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Подставляя (3.2) в (2.2), а (2.2), (2.3) в (2.1), получим выражение для потенциальной
энергии деформации цилиндрического резонатора:

(3.3)

где приведенная жесткость резонатора

(3.4)

Подставляя (3.2) в (2.7), определяем кинетическую энергию резонатора:

(3.5)

где приведенная масса

(3.6)

коэффициент . В связи с малостью Ω, в (3.5) пренебрегались

слагаемые, содержащие Ω2.
Вычислим энергию n конденсаторов, образованных управляющими электродами и

резонатором. Потенциальная энергия электрического поля, локализованного между
обкладками заряженных конденсаторов, определяется выражением

(3.7)

где  – заряд  j-го конденсатора, образованного резонатором и j-м электродом, центр
которого расположен под углом  к оси  (рис. 1),  n – чис-
ло электродов; Cj – емкость. Будем предполагать, что перекрестное влияние конден-
саторов отсутствует. Для вычисления емкости используем формулу

(3.8)

где ε0 = 8.85 × 10–12 Ф/м – электрическая постоянная; S – площадь электрода; d – за-
зор между недеформированным резонатором и электродами;  – емкость
конденсатора, образованного электродом управления и недеформированным резона-
тором; нормальный прогиб свободной кромки резонатора  .
Подставляя (3.8) в (3.7), получаем выражение для энергии

(3.9)

Для составления уравнений Лагранжа–Максвелла электромеханической системы
применяем методику, предложенную в [19]:
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Внутренние потери при колебаниях будем описывать моделью Кельвина–Фойгта.
Внешними потерями пренебрегаем, считая объем корпуса прибора ваккумирован-
ным. Введем диссипативную функцию, учитывающую внутреннее трение материала
резонатора:

(3.11)

где  – коэффициент, характеризующий вязкоупругие свойства материала резонато-
ра. Рассматриваемый материал обладает малыми потерями на внутреннее трение.

Введем электрическую диссипативную функцию

(3.12)

где  – электрическое сопротивление цепи между электродом управления и источни-
ком питания.

Используя уравнения Лагранжа–Максвелла, учитывая (3.10), (3.11), (3.12), получим

(3.13)

(3.14)

где   ;  – напряжение на j-м электроде.
Запишем выражение для емкости (3.8) следующим образом:

(3.15)

где   – безразмерные обобщенные координаты, задающие
нормализованные по отношению к величине зазора d радиальные смещения резона-
тора в двух фиксированных точках, отстоящих друг от друга под углом 45°.

Используя формулу (3.15) и переходя в уравнениях (3.13)–(3.14) к нормализован-
ным обобщенным координатам  и , получим систему уравнений
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(3.17)

Поставим начальные условия для системы (3.16)–(3.17):

(3.18)

Перейдем в задаче (3.16)–(3.18) к безразмерному времени  и запишем ее в
векторно-матричном виде
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(3.20)

(3.21)

где , ,  – безразмерный малый параметр (на-

пример,   Ом, ,  с–1).
Установим, что для задачи (3.19)–(3.21) выполняются условия теоремы Тихонова о

предельном переходе [21]. Поскольку при работе ВТГ амплитуда прогиба меньше ве-
личины зазора между недеформированным резонатором и электродами управления
(исключается пробой конденсаторов), при исследовании задачи (3.19)–(3.21) будем
использовать ограничение

(3.22)

где β – константа, . Используя (3.22), введем область

Правые части уравнений (3.19), (3.20) непрерывны вместе с частными производны-
ми по компонентам векторов  и  в области H. Полагая в (3.20) ε = 0, имеем вырож-
денную задачу:

(3.23)

(3.24)

(3.25)
Система алгебраических уравнений (3.24) представляет n независимых уравнений с
единственными решениями

которые вместе с производными по  и  непрерывны в области . Условие устойчи-
вости полученных корней справедливо в результате выполнения (3.22):

Решением задачи (3.23)–(3.25) будем называть непрерывно дифференцируемую
вектор-функцию , удовлетворяющую условиям (3.22), (3.25) и обращающую урав-
нение (3.23) в тождество. В области  решение задачи (3.23)–(3.25) существует и един-
ственно.

Таким образом, согласно теореме Тихонова о предельном переходе [21], решение
задачи (3.19)–(3.21) существует на  и имеет место предельный переход к решению
вырожденной задачи (3.23)–(3.25) при стремлении малого параметра к нулю:

Основываясь на теореме Тихонова о предельном переходе и учитывая малость па-
раметра ε, можем использовать решение вырожденной задачи (3.23)–(3.25) в качестве
нулевого приближения к решению задачи (3.19)–(3.21).
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Опуская обозначение “–” решения вырожденной задачи, перепишем (3.23)–(3.25)
в размерном времени t в соответствующем (3.16)–(3.18) виде:

(3.26)

(3.27)

В [19] для исследования влияния электродов управления на динамику резонатора
при составлении уравнений учитывались малые электрические сопротивления с по-
мощью асимптотического разложения решения и рассматривались только линейные
колебания. В уравнениях (3.36) учтены нелинейные колебания при пренебрежении
малым электрическим сопротивлением.

Таким образом, выведены и обоснованы математические модели (3.16)–(3.18) и
(3.26)–(3.27). Задачу (3.16)–(3.18) будем называть исходной математической моделью,
объединяющей обобщенный вид нелинейности колебаний резонатора, вызванной
датчиками управления, и сингулярно возмущенные уравнения электрических колеба-
ний в цепи управления. Задачу (3.36)–(3.27) будем называть базовой математической
моделью для исследования нелинейности колебаний, вызванной датчиками управле-
ния.

Рассмотрим наиболее распространенный случай, при котором напряжения Uj меж-
ду j-м электродом датчика управления и резонатором, , подаются на n = 16
датчиков управления, неизменно ориентированных относительно основания ВТГ
(рис. 2):

(3.28)

где  – частота внешнего гармонического возбуждения колебаний резонатора близ-
кая к резонансной частоте второй формы колебаний, ; U0 – постоянное
опорное напряжение;  – нормализованные по отношению к U0 амплитуды
управляющих напряжений, , ;  – нормализованные управля-
ющие напряжения, подаваемые, соответственно, на группу электродов № 1, 5, 9, 13, и
смещенную относительно них на угол 45° группу электродов № 3, 7, 11, 15 (рис. 2). На
остальных электродах (с четными номерами) разность потенциалов задается равной
опорному напряжению U0.

Сигналы управления (3.28) реализуют для 16 электродов широко применяемую в
ВТГ “пуш-пульную” (“push–pull”) схему управления [3]. Данная схема основана на
подаче разности потенциалов  и , , на датчики, расположенные
ортогонально, и применяется для линеаризации силы электростатического датчика,
которая пропорциональна квадрату напряжения на электроде:

(3.29)

Полученное выражение (3.29) линейно относительно нормализованного управляю-
щего напряжения . В случае 16 электродов управления линеаризации “push–pull” ре-
ализуется благодаря известным тригонометрическим соотношениям.
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Поскольку электростатическая сила обратно пропорциональна квадрату величины
зазора между электродом управления и металлизированной поверхностью резонатора,
покажем, что при учете конечного отношения прогиба резонатора к зазору электро-
статического датчика, нарушается линеаризация “push–pull”. Несмотря на конеч-
ность отношения прогиба к зазору, величина прогиба является малой, что обосновы-
вает одновременное использование при выводе уравнений динамики резонатора ли-
нейной теории оболочек и учет нелинейности силового воздействия датчика
управления. Силовое воздействие двух ортогонально расположенных датчиков управ-
ления пропорционально выражению, которое может быть разложено в ряд по норма-

лизованному величиной зазора прогибу :

(3.30)

Таким образом, при учете прогиба , схема линеаризации “push–pull” нарушается.
Пренебрегая прогибом в случае его малости, получим из (3.30) линейное выражение
относительно управляющего напряжения, соответствующее линеаризации “push-
pull” (3.29).

Упростим выражения для сумм в (3.26) при возбуждении колебаний по закону (3.28)
с помощью разложения (3.30) и преобразований тригонометрических выражений:

(3.31)
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Рис. 2. Расположение электростатических датчиков управления (D1… D16)
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(3.32)

Суммирование (3.31), (3.32) учитывает во взаимосвязанной форме дискретную зави-
симость от окружного угла управляющего напряжения (3.28) и разложенные в ряд не-
линейные по прогибу выражения.

Амплитуды нормализованных величин имеют одинаковый порядок малости, f ~

~ 0.1, g ~ 0.1,  Поэтому в (3.31) и (3.32) слагаемыми, содержащими ,
, пренебрегаем при выполнении условия  в связи с высоким по-

рядком малости. Подставляя (3.31) и (3.32) в (3.26), получаем следующие уравнения:

(3.33)

где введены обозначения , .

Заметим, что для уточнения нелинейных уравнений динамики (3.33), при подста-
новке выражений (3.31), (3.32) в (3.26), можно выделить нелинейные слагаемые пятой

степени  , которые по своей структуре аналогичны кубической

нелинейности  . С учетом нелинейности пятой степени уравне-
ния принимают вид:

(3.34)

В работе [14] показано, что учет нелинейных слагаемых пятой степени в математи-
ческой модели динамики резонаторов повышает точность идентификации парамет-
ров ВТГ, поэтому, несмотря на высокий порядок малости, в некоторых случаях будем
их удерживать.

Рассмотрим нелинейные слагаемые, выведенные в уравнениях (3.33), (3.34) и их
связь со слагаемыми разложения (3.30). В (3.30) можно выделить часть разложения,
которая определяется управляющим напряжением следующим образом:

(3.35)
и указывает на увеличение абсолютной величины силового воздействия за счет учета
прогиба. Выражению (3.35), ограниченному третьим порядком по  u, соответствуют

слагаемые   в уравнениях (3.33). Слагаемые   в (3.30)
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характеризуют управление вынужденными колебаниями резонатора, а добавление к

ним неотрицательных слагаемых с квадратичной нелинейностью  , ука-
зывает малое усиление управляющего воздействия:

Другая часть разложения (3.30):

(3.36)

дает в первом приближении по , u выражение , которому в уравнениях (3.33)
соответствуют линейные слагаемые   указывающие на малое изменение ха-
рактерной частоты собственных колебаний и представляющие известный эффект “от-
рицательной электростатической жесткости”. Электростатическая компонента жест-
кости приводит к изменению квадрата характерной частоты собственных колебаний

 на величину равную , где  – безразмерный коэффициент, ха-

рактеризующий малость электростатических сил. Из разложения (3.36) следует, что в
уравнениях (3.34) кубическая нелинейность, нелинейность пятой степени и нелиней-
ное управление представляют нелинейное уточнение электростатической компонен-
ты жесткости, причем имеет место незначительное усиление эффекта “отрицательной
электростатической жесткости”:

Заметим, что слагаемые с кубической нелинейностью   свой-
ственны уравнениям динамики резонаторов гироскопов класса обобщенного маятни-
ка Фуко, в том числе и ВТГ [6]. Слагаемые такой структуры получены в [6] для класси-
ческого маятника Фуко, а в [20] для ВТГ в предположении о том, что для материала
резонатора справедлив нелинейный закон упругости. В уравнениях (3.33), (3.34) сла-
гаемые с кубической нелинейностью выведены из нелинейных свойств электростати-
ческих датчиков управления, коэффициент при кубической нелинейности η зависит
от квадрата постоянного опорного напряжения и параметров датчиков управления.

Согласно рассматриваемому закону управления колебаниями (3.28),  и 
могут быть записаны в виде

(3.37)

Подстановка (3.37) в (3.33) указывает на смещение характерной частоты собственных
колебаний – дополнительное малое увеличение “отрицательной электростатической

жесткости”, заданное слагаемыми  и . Из-за отличия друг от
друга величин  данные слагаемые задают разночастотность, вызванную
электростатическими датчиками управления. В дальнейшем будем пренебрегать опи-
санными слагаемыми в силу их малости. Слагаемые, содержащие  и ,
характеризуют параметрическое возбуждение колебаний резонатора, сопутствующее
вынужденным колебаниям. Устойчивость колебаний при данном сопутствующем па-
раметрическом возбуждении в линейной постановке задачи исследована в [11].
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Учитывая (3.37) и сделанные упрощения, запишем уравнения (3.33) в виде

(3.38)

где, путем введения  и обозначения , учтено уменьшение квадрата
характерной частоты собственных колебаний на величину постоянной составляющей
электростатической компоненты жесткости 2η.

Уравнения (3.38), которые учитывают все рассмотренные нелинейности до третьего
порядка, примем основными при исследовании нелинейной динамики рассматривае-
мого ВТГ и будем называть нелинейной математической моделью, учитывающей ку-
бическую нелинейность, квадратичную нелинейность при управлении и параметри-
ческое возбуждение, сопутствующее возбуждению колебаний электростатическими
датчиками.

4. Осреднение нелинейных уравнений движения резонатора. Для исследования дина-
мики резонатора проведем осреднение [22] системы уравнений (3.38). Перейдем к
безразмерному времени  и с помощью замены переменных

(4.1)

сведем (3.38) к нормальной системе дифференциальных уравнений:

(4.2)

где   – частотная настройка, .
Используя замену переменных
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выводим из (4.2) разрешенную относительно производных систему дифференциаль-
ных уравнений, которую сокращенно записываем в векторно-матричной форме
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где  Проводя осреднение (4.4) по явно входящему без-
размерному времени τ, придем к системе, решение которой дает приближение к ре-
шению (4.4), обоснованное методом осреднения Крылова–Боголюбова:

(4.5)

Далее опустим обозначение осредненного решения  и, переходя от безразмерного
времени τ к времени t, запишем осредненную систему (4.5) в виде

(4.6)

где введены обозначения нелинейных слагаемых аналогично [20]:

(4.7)

а также нелинейностей при управляющих напряжениях:

(4.8)

Систему уравнений (4.6), которая учитывает все рассмотренные нелинейности до
третьего порядка малости, будем называть нелинейной математической моделью в
медленных переменных.

5. Влияние опорного напряжения на дрейф гироскопа. Рассмотрим динамику резона-
тора ВТГ с электростатическими датчиками управления при наличии только постоян-
ного опорного напряжения. Уравнения (3.38) в случае подачи только опорного напря-
жения ( , ) принимают вид

(5.1)

Исследование дрейфа ВТГ будем проводить с помощью переменных, называемых
элементами орбиты [6]: r(t) и k(t) – амплитуды основной и квадратурной волн колеба-
ний,  – угол прецессии,  – временная фаза,

(5.2)
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Уравнения, полученные в результате осреднения (5.1), следуют из системы (4.6) при
подстановке , . Чтобы перейти в них от    
к r(t), , , , будем использовать замену переменных:

(5.3)

В результате выполненных преобразований получаем систему

(5.4)

Первые два уравнения системы (5.4) указывают на то, что амплитуда колебаний
уменьшается в результате демпфирования. Из третьей формулы (5.4) следует, что уг-
ловая скорость дрейфа ВТГ задается формулой:

(5.5)

где безразмерный параметр  характеризует малость электростатиче-
ских сил. Четвертое уравнение системы (5.4) указывает на незначительное изменение
частоты колебаний.

Согласно (5.5), угловая скорость дрейфа ВТГ изменяется прямо пропорционально
амплитудам основной и квадратурной волн колебаний r, k, что согласуется с  [6], а так-
же коэффициенту . Таким образом, через коэффициент  видим прямо пропорци-
ональную зависимость угловой скорости дрейфа ВТГ от квадрата опорного напряже-

ния  и обратно пропорциональную зависимость от квадрата рабочего зазора d2.
Для устранения погрешности, вызываемой нелинейностью, в гироскопах данного

класса амплитуду колебаний r поддерживают постоянной, а квадратуру k стремятся
уменьшить до нуля [6].

Числовой пример. Вычислим угловую скорость дрейфа ВТГ с цилиндрическим квар-
цевым резонатором, которая вызвана опорным напряжением при использовании
электростатических датчиков управления. Резонатор имеет размеры R = 20 мм, H = R,
h = 1 мм, сделан из кварцевого стекла с параметрами ρ = 2210 кг/м3, E = 73.6 ГПа, νp = 0.17.
Данные значения позволяют рассчитать характерную частоту собственных колебаний
ω = 20890 с–1 (3325 Гц). Пусть опорное напряжение U0 = 100 В, а емкость C0 = 1.05 ×
× 10–12 Ф (площадь пластины 12 мм2, расстояние между пластинами d = 0.1 мм), тогда

получаем значение параметра . Примем относительные амплитуды ос-
новной и квадратурной волн колебаний r = 0.1 и k = 0.001 (соответственно 10 мкм и
0.1 мкм). Абсолютная величина угловой скорости дрейфа, вычисляемая по формуле
(5.5), равна 1.45°/час. Полученное значение является существенным для гироскопов,
применяемых в навигационных системах.

6. Режим вынужденных нелинейных колебаний резонатора. Для исследования вынуж-
денных колебаний рассмотрим следующий режим подачи управляющего напряжения:

, , а также будем пренебрегать в силу малости слагаемыми, про-
порциональными квадрату амплитуд управляющих сигналов. Поэтому запишем (3.38)
в виде:

(6.1)
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Вынужденные колебания резонатора исследуем в медленных переменных  
, , которые являются амплитудами и фазами колебаний:

(6.2)

поэтому будем использовать замену переменных

(6.3)

в осредненной системе с медленными переменными    .
Сравним результаты описания вынужденных колебаний тремя математическими

моделями: линейной; нелинейной, учитывающей свойственную ВТГ кубическую не-
линейность; предложенной нелинейной математической моделью, учитывающей не
только кубическую нелинейность, но и квадратичную нелинейность при управлении.
Чтобы увидеть отличие, рассмотрим сначала уравнения с коэффициентом ξ при куби-
ческой нелинейности:

(6.4)

Соответствующая система осредненных уравнений следует из (4.6):

(6.5)

и с помощью замены переменных (6.3) преобразуется в

(6.6)

Одним из стационарных режимов колебаний является режим [20] с нулевой ампли-
тудой B = 0. Тогда из (6.6) следуют уравнения для определения амплитуды А и фазы
колебаний ϕ:

(6.7)

Избавляясь от тригонометрических функций в уравнениях (6.7), получим выраже-
ние

(6.8)
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Применяя к (6.8) формулу дифференцирования неявной функции, записываем
условие экстремума A(λ):

из которого следует, что A(λ) имеет экстремум в точке

(6.9)

Подставляя (6.9) в выражение (6.8), определяем максимальное значение амплитуды

(6.10)

учитывая которое в (6.9), получаем значение

(6.11)

Если рассматривать исследуемый в данной работе случай, когда коэффициент не-

линейности определяется только свойствами датчиков управления, , то
выражение (6.8), описывающее амплитудно-частотные характеристики, примет вид

(6.12)

а частота, соответствующая максимальной амплитуде, примет значение

(6.13)

Заметим, что для линейной математической модели справедливы преобразования,
выполненные в (6.4)–(6.8) с подстановкой ξ = 0. Следовательно, в данном случае ам-
плитуду можно задать в явном виде формулой, которая следует из (6.8):

(6.14)

Из (6.14) следует, что  при .

Рассмотрим теперь нелинейную математическую модель, учитывающую не только
кубическую нелинейность, но и квадратичную нелинейность при управлении. В дан-
ном случае исследуем уравнения (6.1), содержащие только нелинейности, вызванные
датчиками управления. Аналогично описанному выше, из (4.6) при принятых допу-
щениях с заменой переменных (6.3) получаем
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Рассмотрим стационарный режим колебаний с B = 0 и получим выражение для ре-
зонансной кривой

(6.16)

Таким образом, полученное аналитическое выражение (6.16) описывает амплитудно-
частотные характеристики колебаний, учитывая, помимо кубической нелинейности,
квадратичную нелинейность при управлении.

Применяя к (6.16) формулу дифференцирования неявной функции, получаем условие

экстремума A(λ), из которого следует, что A(λ) имеет экстремум в точке λ =  что
соответствует (6.9). Подставляя полученное значение частотной настройки в выраже-
ние (6.16), определяем максимальное значение амплитуды

(6.17)

Если в полученной формуле использовать разложение в ряд Тейлора, принимая огра-

ничение , вызванное функционированием без пробоев электростати-

ческих датчиков, то придем к уточненному значению максимальной амплитуды (6.10):

Полученный результат указывает на увеличение амплитуды колебаний в результате
учета квадратичной нелинейности при управлении.

Учитывая уточненное значение максимальной амплитуды, рассчитываем значение

(6.18)

Чтобы увидеть уточнение резонансной частоты, вызванное учетом квадратичной не-
линейности при управлении, и сравнить с (6.13), разложим (6.18) в ряд

Получено дополнительное уменьшение резонансной частоты, которое вызвано увели-
чением амплитуды колебаний в результате учета квадратичной нелинейности при
управлении.
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Таким образом, при описании колебаний резонатора ВТГ линейной математиче-
ской моделью и нелинейной математической моделью, учитывающей только кубиче-
скую нелинейность, максимальная амплитуда колебаний одинакова, задается форму-
лой (6.10), а разница описания вынужденных колебаний двумя моделями заключается
в малом изменении резонансной частоты собственных колебаний. При учете нели-
нейности на амплитудно-частотных характеристиках наблюдается сдвиг резонансно-
го пика колебаний влево, что соответствует описанию колебаний с мягкой характери-
стикой. Также из построения амплитудно-частотных характеристик по уравнению
(6.8) следует, что при увеличении амплитуды колебаний появляется интервал по оси
частотной настройки, при значениях из которого амплитудно-частотная характери-
стика становится многозначной, что соответствует экспериментально обнаруженному
эффекту срыва колебаний ВТГ [7–9], который характерен для нелинейных колеба-
тельных систем. Дополнительный учет квадратичной нелинейности при управлении
показывает увеличение амплитуды колебаний, следствием которого является увеличе-
ние сдвига резонансного пика колебаний влево и расширение области частот срыва
колебаний.

Для вывода частот срыва колебаний по математической модели, учитывающей
только кубическую нелинейность, определяется экстремум функции λ(A), заданной
неявно выражением (6.8). Получаем условие для нахождения амплитуды А, при кото-
ром функция λ(A) имеет экстремум:

Из полученного условия определяем точки экстремума, то есть амплитуды, при кото-
рых происходит срыв колебаний (выбираем действительные корни многочлена при
λ < 0):

(6.19)

где , так как рассматриваются нелинейные колебания.
Подставляя (6.19) в (6.8), получаем уравнение для определения частот срыва коле-

баний (при ):

(6.20)

Корни уравнения (6.20) определяются численно при подстановке известных коэффи-
циентов демпфирования и нелинейности, силового воздействия. Частотам срыва ко-
лебаний соответствуют действительные корни уравнения (6.20).

Для определения частот срыва колебаний по математической модели, учитываю-
щей кубическую нелинейность и квадратичную нелинейность при управлении, опре-
деляется экстремум функции λ(A), заданной неявно выражением (6.16). Получаем
условие для нахождения амплитуды А, при которой функция λ(A) имеет экстремум:

(6.21)

Определение из выражения (6.21) точек экстремума А, которые зависят от λ, и подста-
новка их в уравнение (6.16) для определения частот срыва колебаний представляет для
данной задачи значительную сложность аналитических преобразований. Поэтому
воспользуемся следующим итерационным методом. В качестве начального приближе-
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ния к частотам срыва колебаний, возьмем значения, полученные численно из уравне-
ния (6.20), дающего точные значения частот срыва при использовании математиче-
ской модели, учитывающей только кубическую нелинейность. Данные частоты под-
ставим в условие (6.21) и найдем первое приближение для амплитуды срыва
колебаний, которое подставим в уравнение (6.16). Полученное уравнение решим чис-
ленно относительно частот и, таким образом, получим очередное приближение к ча-
стотам срыва колебаний. Далее итерационно продолжим процесс: полученные часто-
ты подставим в условие (6.21), которое решим численно, полученные приближения
для амплитуд подставим в (6.16) и численно определим очередное приближение для
частот срыва колебаний. Сходимость итерационного процесса будем контролировать
по уменьшению модуля разности соответствующих частот, взятых на последователь-
ных итерациях.

Числовой пример. Построим амплитудно-частотные характеристики колебаний ци-
линдрического резонатора ВТГ с электростатическими датчиками управления. Как и

в предыдущем числовом примере, берем данные ω = 20890 с–1, , u = 0.1,
принимаем добротность Q = 5 × 105, а значит  с–1. Расчеты проводим по трем
формулам (6.14), (6.12), (6.16), соответствующим трем математическим моделям: ли-
нейной; нелинейной, учитывающей только кубическую нелинейность; нелинейной,
учитывающей не только кубическую нелинейность, но и квадратичную нелинейность
при управлении. Построены расчетные АЧХ, по вертикальной оси откладывается
нормализованная амплитуда колебаний A, по горизонтальной оси – частотная на-
стройка λ (рис. 3).

Амплитудно-частотная характеристика в малой окрестности резонанса, вычислен-
ная по формуле (6.14), соответствующей линейной математической модели, симмет-
рична относительно λ = 0 (кривая 3, рис. 3). АЧХ, рассчитанная по формуле (6.12), по-
лученная при учете только кубической нелинейности, имеет сдвиг резонансного пика,
максимальная амплитуда при этом не изменяется (кривая 2, рис. 3). Учет квадратич-
ной нелинейности при управлении в расчетах по формуле (6.16) показывает увеличе-
ние амплитуды колебаний и еще больший сдвиг резонансной частоты (кривая 1, рис. 3),
чем при учете только кубической нелинейности (кривая 2, рис. 3).

По нелинейной математической модели, учитывающей только кубическую нели-
нейность, получаем с помощью формул (6.10), (6.11):  с–1, ;
из уравнения (6.20) находим  с–1,  с–1, и по (6.8) получаем со-
ответствующие им амплитуды  

−η = × 68.95 10e

γ = 0.042

λ = −max 0.0417 =max 0.442A
λ = −1 0.0445 λ = −2 0.0419

=1 0.407,A =2 0.317.A

Рис. 3. Расчетная АЧХ при учете кубической и квадратичной нелинейностей (кривая 1), при учете только
кубической нелинейности (кривая 2), без учета нелинейностей (кривая 3)
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При расчетах по нелинейной математической модели, учитывающей оба типа не-
линейностей, вызванных датчиками управления, получаем по формулам (6.17) и (6.18)

 и  с–1. В качестве начальных приближений для итерацион-
ного процесса определения частот срыва колебаний используем полученные по дру-

гой математической модели, из (6.20), значения  с–1,  с–1,

и, подставляя их в (6.21), определяем приближения амплитуд  

Подставляя   в (6.16), находим следующее приближение  с–1,

 с–1, и продолжаем итерационный процесс до получения погрешности
меньшей 10–4 с–1 между последовательными значениями частоты. На пятой итерации по-
лучаем удовлетворяющие заданной точности значения  с–1, λ2 = –0.0480 с–1

и соответствующие им нормализованные амплитуды колебаний  
По полученным значениям λ определяются значения частот с учетом постоянной со-
ставляющей электростатической компоненты жесткости: резонансная частота ωmax =

=  с–1, и аналогично частоты срыва колебаний ω1 =

=  с–1,  с–1. Полученные ре-
зультаты представлены на АЧХ (кривая 1, рис. 3). На отрезке между значениями  и

 возможно существование трех значений амплитуд, из которых устойчивым колеба-
ниям соответствуют наибольшие и наименьшие значения. Это означает, что при не-
значительном изменении частотной настройки в точках  и  происходит срыв коле-
баний, то есть скачкообразное изменение амплитуды колебаний.

7. Заключение. Показано, что нелинейность колебаний резонатора ВТГ, вызванную
применением электростатических датчиков управления, необходимо учитывать даже
при малом прогибе резонатора, так как конечным является отношение малого проги-
ба к малому зазору электростатического датчика. Учет конечного отношения прогиба
к зазору нарушает линеаризацию силового воздействия принятой схемы подачи
управляющих напряжений и приводит к нелинейному уточнению электростатической
компоненты жесткости и нелинейным слагаемым при управлении в математической
модели динамики резонатора. Полученное нелинейное уточнение электростатиче-
ской жесткости представляет кубическую нелинейность, приводящую к дрейфу гиро-
скопа. Угловая скорость дрейфа ВТГ, вызванная электростатическими датчиками
управления, пропорциональна квадрату опорного напряжения и является существен-
ной для приборов навигационной точности. Квадратичная нелинейность при управ-
лении приводит к увеличению амплитуды колебаний, что в свою очередь усиливает
нелинейные свойства колебательной системы и должно учитываться при расчете мак-
симальной амплитуды, резонансной частоты и частот срыва колебаний.
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Описано применение итерационного метода Сен-Венана–Пикара–Банаха на при-
мере построения решения системы дифференциальных уравнений движения теории
упругости с малым параметром для длинной полосы при частотах возмущения соиз-
меримых с частотами поперечных колебаний балки. Система преобразуется таким
образом, чтобы уравнения интегрировались последовательно и без повышения по-
рядка. Вычисление неизвестных происходит с помощью операторов Пикара первого
порядка так, что ранее вычисленные неизвестные являются входящими для следую-
щего уравнения и т.д. Найдены интегралы всех неизвестных задачи, позволяющие
выполнить все граничные условия на длинных и коротких сторонах. Сходимость ре-
шения обеспечивается с помощью малого параметра тонкостенности в соответствии
с принципом сжатых отображений Банаха. Удовлетворение граничных условий на
длинных краях приводит к двум уравнениям для медленно и двум сингулярным для
быстро меняющихся компонент решения, зависящих только от продольной коорди-
наты. Показано, что при сведении этих уравнений к одному с потерей быстроменя-
ющейся компоненты в одном из них, получается уравнение Тимошенко. Изложение
иллюстрируется двумя примерами нагружения полосы поперечной распределенной
нагрузкой и сосредоточенной силой. Описана методика установления порядков ве-
личин по малому параметру относительно нагрузки.

Ключевые слова: полуобратный метод, итерации, принцип сжатых отображений,
уравнение Тимошенко, напряжения в углах
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1. Введение. Динамическая задача теории упругости для длинной упругой полосы
традиционно интуитивно разделяется на две независимые задачи: задачу поперечных
колебаний балки и задачу продольных колебаний стержня. При этом вторая задача
может быть сформулирована как волновая. В силу этого низкочастотные (преимуще-
ственно изгибные) и высокочастотные колебания (преимущественно растяжения–
сжатия) рассматриваются отдельно. Общим в этих задачах является то, что они фор-
мулируются, как это принято в сопротивлении материалов, в усилиях и моментах и
описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями. Следствием тако-
го подхода является невыполнение всех граничных условий соответствующей задачи
теории упругости для полосы. Поэтому решения дифференциальных уравнений в
усилиях и моментах обладают решениями, в которых могут наблюдаться разрывы в
напряжениях, быстрые переходы, неоднородности, невыполненные граничные усло-
вия и т.п. Понижение порядка размерности дифференциальных уравнений в усилиях
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и моментах в сочетании с потерей некоторых граничных условий является основной
чертой таких теорий и сопровождается возникновением асимптотических явлений
[1]. Цель уточненного анализа заключается в дополнительном описании асимптотики
решения граничной задачи внутри переходных слоев в областях разрывов. Потреб-
ность в таких уточненных теориях связана с необходимостью более полного понима-
ния классической теории после того, как становятся видны ее обобщения и они поз-
воляют лучше охарактеризовать погрешность классических теорий [2]. Однако по-
строение теорий последовательных, в смысле учёта всех малых одного порядка крайне
трудно осуществить, не располагая регулярными методами [3].

С.П. Тимошенко [4, 5] вывел уравнение влияния эффектов более высокого порядка
по сравнению с классической теорией балок и оно в настоящее время представляет
большой интерес. Уточненные теории типа Тимошенко получили большое развитие и
отражены во многих работах, например [6–14]. В этих и других работах традиционно
используются уравнения в усилиях и моментах, граничные условия на длинных сторо-
нах балки или на лицевых сторонах пластины (оболочки) не выполняются, на концах
ставятся условия типа балочных. В связи с этим в настоящей работе ставится задача
решения динамических уравнений теории упругой полосы в перемещениях и напря-
жениях для низкочастотных колебаний без каких-либо априорных гипотез с помо-
щью регулярного метода Сен-Венана–Пикара–Банаха (SVPB) [15, 16].

Для решения трехмерной задачи кручения тонкого длинного стержня Сен-Венан
предложил в исходных уравнениях задать часть неизвестных и вычислить с помощью
преобразованных таким образом уравнений остальные неизвестные [2]. Продолжим
этот метод так, чтобы по вычисленным остальным неизвестным можно было найти
заданные величины начального приближения в первом приближении и затем осталь-
ные неизвестные, представив полуобратный метод как итерационный [15, 16]. Делает-
ся это так. В соответствии с идеей Сен-Венана задаются величины начального (нуле-
вого) приближения. Затем по ним вычисляются остальные неизвестные. Для этого си-
стема уравнений теории упругости переписывается так, чтобы неизвестные
вычислялись (в нулевом приближении) последовательно путем прямого интегрирова-
ния через уравнения первого порядка и величины начального приближения в первом.
Если поправка к заданным величинам и вычисленным по ним остальным, полученная
в следующем приближении, будет малой, то в силу принципа сжатых отображений
Банаха полученные в итерационном процессе последовательности Коши для неиз-
вестных будут асимптотически сходящимися. При этом выполняются все граничные
условия.

Будем считать, что вопросы, связанные с существованием и единственностью ре-
шений уравнений теории упругости формулируются так же как в функциональном
анализе в виде вопроса о существовании и единственности неподвижной точки при
некотором отображении соответствующего метрического пространства в себя. Среди
различных критериев существования и единственности неподвижной точки наиболее
общим является принцип сжатых отображений [17–21]. Отображение y = Ay метриче-
ского пространства M в себя называется сжимающим отображением, если существует
такое число , что для любых двух точек  выполняется неравенство

, где  – метрика пространства M. Точка  называется неподвиж-
ной точкой отображения, если y = Ay. Иначе говоря, неподвижные точки – это реше-
ния уравнения y = Ay. Итерационный процесс начинается, исходя из некоторого на-
чального приближения . Если оператор A является сжимающим, процедура
сходится к некоторому решению  независимо от выбора величины начального при-
ближения. Последовательные приближения  находятся с помощью фор-
мулы  [17].

<ε 1 ∈,x y M
( ) ( )ρ ≤ ερ, ,Ax Ay x y ρ y

( ) =0 0y y
y

( ) ( ) ( )1 2 3, , ...y y y

( ) ( )+ =1n ny Ay
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Хотя полуобратный метод применялся к линейным и нелинейным задачам для сред
с усложненными характеристиками [22–26], его рассмотрение, как итерационного и
связанного с оператором Пикара и принципом сжатых отображений Банаха, за ис-
ключением работ [15, 16, 27–30] в литературе отсутствует. Также отсутствуют работы
по исследованию уточненных граничных условий в сравнении с классическими ба-
лочными.

В работе метод простых итераций, с помощью которого решен ряд задач теории
упругости тонкостенных тел [15, 16, 27–30], описывается как общий метод SVPB на
примере наиболее простой задачи для прямоугольника – вынужденных колебаний с
частотами, соизмеримыми с частотами поперечных колебаний балки, длинной тон-
кой упругой полосы, уравнения которой содержат малый параметр, обеспечивающий
асимптотическую сходимость разложений неизвестных в ряды по малому параметру в
соответствии с принципом сжатых отображений. Колебания с высокими частотами,
соизмеримыми с частотами продольных колебаний балки, в настоящей статье не рас-
сматриваются.

Еще один важный вопрос, разрешаемый уточненной теорией, связан с тем, что в
практических расчетах возникают проблемы, связанные с плохой сходимостью рядов
полученных путем разложения решений о вынужденных колебаниях балки в ряды по
собственным функциям. Отмечается, что выделение частного решения как статиче-
ского существенно улучшает сходимость [31, 32]. Это положение подтверждается в на-
стоящем исследовании тем, что при нахождении частного решения инерционные чле-
ны пренебрежимо малы по сравнению с главными и оно действительно может быть
найдено из статических уравнений. Кроме того, инерционные члены могут быть от-
брошены и в уточненных граничных условиях.

2. Произвольно нагруженная по длинным сторонам полоса. Длинная прямоугольная
полоса помещается в декартовой системе координат  так, что 

. Уравнения движения запишем в следующем виде

Здесь приняты традиционные обозначения величин теории упругости. Звездочкой от-
мечены размерные искомые величины и координаты. В уравнениях E, ,  – модуль
упругости, коэффициент Пуассона, удельная плотность материала,  – время.

Уравнения, описывающие состояние такой полосы в безразмерных координатах
,  перемещениях ,  вдоль осей , соответствен-

но, нормальных ,  и касательных  напряжениях прини-
мают вид

(2.1)
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Введены обозначения:  – малый параметр, , .
В качестве времени, по которому осуществляется дифференцирование в первом урав-
нении, выбрано безразмерное время  и во втором уравнении . Под ве-
личинами  и  подразумеваются первые собственные частоты продольных и попе-
речных колебаний полосы как стержня, соответственно. Между безразмерными вре-
менами имеют место соотношения

(2.2)

Коэффициенты  и  выбраны так, чтобы на основании известных, записан-
ных в безразмерных координатах, уравнений продольных и поперечных колебаний
стержня

имели место оценки . Здесь  и y продольные и поперечные перемещения
точек поперечного сечения стержня соответственно.

Длинные стороны полосы  несут некоторую произвольную динамическую
нагрузку, изменение которой по времени задается в зависимости от времени , корот-
кие стороны полосы могут быть закреплены или нагружены.

Расположим уравнения первого порядка относительно координаты z системы (2.1)
в такой последовательности, чтобы неизвестные в правой части рассматриваемого
уравнения вычислялись через известные величины в правой части путем интегрирова-
ния по z и умножения на малый параметр ε. Задав в соответствии с идеей полуобрат-
ного метода Сен-Венана в качестве известных величин некоторые начальные значе-
ния  и , сведем интегрирование системы уравнений к методу
последовательных приближений по следующей схеме вычислений

Здесь и далее нижним индексом в скобках обозначен номер приближения.
Легко видеть, что при заданных функциях  и  остальные

величины вычисляются последовательно путем прямого интегрирования по z
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Индексом в скобках обозначен номер приближения, индексом 0 обозначены не зави-
сящие от z произволы интегрирования.

Будем рассматривать уравнения нулевого и первого приближений при выборе ве-
личин начального приближения  и . В силу независимости
величин начального приближения от , все интегралы вычисляются в явном виде

(2.3)

в виде полиномов по степеням z. Заданные величины начального приближения
 и  вычислены также в первом приближении  и  для

того, чтобы определить величину поправки с учетом координаты z. Величины , , ,
 записаны в первом приближении: с их помощью будут выполняться граничные

условия, остальные – в нулевом. При этом все неизвестные выражены в зависимости
от произвольных функций интегрирования , , , , относи-
тельные порядки которых между собой по  будут определены из граничных условий
на длинных и коротких сторонах полосы.

Видно, что формулы (2.3) могут быть записаны в виде последовательности Коши по
степеням  с коэффициентами, зависящими от  и z.
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Можно заметить, что  всегда имеет индекс c после запятой, а индекс l находится

при величинах  и . Поэтому в дальнейшем эти индексы отбросим, считая их
приписанными к указанным величинам с двумя точками соответствующим образом
“по умолчанию”.

3. Выполнение граничных условий на длинных сторонах полосы. Уравнение Тимошен-
ко. На лицевых поверхностях полосы  должны удовлетворяться граничные
условия, соответствующие условиям нагружения. В безразмерном виде эти условия
записываются так

(3.1)

Безразмерные нагрузки , , ,  получены путем деления размерных на жест-
кость E.

Условия (3.1) будем удовлетворять величинами первого приближения из соотноше-
ний (2.3) в предположении, что они с достаточной точностью аппроксимируют иско-
мые величины. Получим четыре уравнения для определения неизвестных , , , 

Складывая и вычитая попарно первые два уравнения и последние два, получим че-
тыре уравнения относительно неизвестных w0, τ0, определяющих задачу изгиба,

(3.2)

и относительно , определяющих задачу растяжения–сжатия,

(3.3)
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Формулы для поперечных напряжений  и  из (2.3) c учетом соотношений (3.2),
(3.3) приводятся к простому виду

(3.4)

Замечание 1. Продифференцируем первое однородное уравнение из (3.2) по x,
умножим на  и сложим с однородным вторым. Получим выражение неизвестной 
через 

(3.5)

Исключив неизвестную  и ее производные из второго уравнения в (3.2) и пренебре-
гая различием в дифференцировании по  и , получим уравнение

(3.6)

Уравнение Тимошенко имеет вид [4]

(3.7)

Здесь  – коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения, F – площадь по-
перечного сечения,  – прогиб,  – координата оси балки, I – момент инерции по-
перечного сечения.

Приведенное к безразмерному виду это уравнение в случае прямоугольного сече-

ния балки высотой  ( , ) при  и  (  – ширина сечения)
записывается так

(3.8)

Здесь  – безразмерный прогиб и считается, что .
Видно, что выведенные разными методами уравнение (3.8) и уравнение (3.6) прак-

тически совпадают. Уравнение (3.6), полученное с помощью соотношения (3.5), нель-
зя считать правильным, поскольку при получении последнего из уравнений (3.2) при
вычитании произошло уничтожение главных частей уравнений: исчезли высшие про-
изводные и, соответственно, быстро меняющиеся решения. Затем только медленно
меняющаяся величина  подставляется во второе уравнение системы (3.2), содержа-
щее и быстро меняющиеся, и медленно меняющиеся величины , вместо быстро ме-
няющихся и медленно меняющихся величин1. В силу этого уравнение (3.6) и совпада-
ющее с ним уравнение Тимошенко (3.8), приходится признать некорректными.

4. Уравнения низкочастотных колебаний. Рассмотрим поведение решений уравне-
ний (3.2) и (3.3) при действии только поперечной нагрузки, медленно меняющейся
вдоль длинных сторон полосы и изменяющейся во времени по гармоническому зако-

1 Под медленно меняющейся функцией понимается такая, которая при дифференцировании по аргументу
x не меняет своего асимптотического порядка по ε, тогда как быстро меняющаяся при дифференцирова-
нии по x увеличивается в ε–1 раз.
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ну . Этот случай отвечает приложению нагрузки с частотами, соизмеримыми с
низшими частотами поперечных колебаний полосы, рассматриваемой как балка.

Положим для определенности, что на границу полосы z = 1 действует только рас-

пределенная нагрузка , p(x) – функция малой изменяемости, .

Остальные нагрузки отсутствуют. Частные решения для  и  находятся из уравне-
ний (3.2) после отбрасывания членов с высшими производными от  по  и  вследствие

малой изменяемости и членов  в первом уравнении и  во втором
уравнении, имеющих порядок ε2 по сравнению с находящимися в этом же уравнении
одноименными величинами

(4.1)

Эти два уравнения сводятся к одному классического вида относительно 

(4.2)

Его решение является медленно меняющейся функцией и из первого уравнения си-

стемы (4.1) следует оценка для частного решения  относительно нагрузки

(4.3)

и для частного  и общего 

(4.4)

Частные решения для  и  находятся из уравнений (3.3) при 

(4.5)

Продифференцируем первое уравнение по x, умножим на  и сложим со вторым. По-
лучим

(4.6)

Подставив теперь известную величину  в первое уравнение системы (4.5) получим
уравнение для определения решения u0

(4.7)

из которого, учитывая малую изменяемость функций u0 и p, получаем оценку

(4.8)

Будем считать, что частные решения , , ,  найдены. Общие решения

для величин  и  будем искать из однородных уравнений (3.2)

(4.9)

Общие решения для величин ,  следуют из уравнений (4.6) и (4.7) при p = 0.
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Представим решения  в виде сумм

(4.10)

обозначив верхним индексом s медленно меняющуюся часть решения, а индексом q
быстро меняющуюся, что может быть записано так

, (4.11)

В первом уравнении системы (4.9) член  имеет порядок ε2 по сравнению
с последним и может быть отброшен. Аналогичное отбрасывание можно сделать и во
втором уравнении. Соответственно, однородные уравнения системы (4.9) в медленно
меняющихся зависящих от координат  и  неизвестных записываются в виде

(4.12)

Исключив  из второго уравнения с помощью первого, получим (однородное) урав-
нение собственных колебаний балки с учетом инерции вращения

Второй член в уравнении в силу малой изменяемости по  и времени  имеет порядок

ε2 по сравнению с последним и может быть также отброшен. Решение  имеет малую
изменяемость и только малую, при которой асимптотический порядок дифференци-

руемых функций меняется в ε0 раз. В соответствии с этим верхний индекс s у  и член

 в (4.11) можно отбросить. Уравнение принимает классический вид

(4.13)

Вычитая из уравнений (4.9) попарно уравнения (4.12) и учитывая предположения
(4.11), получим уравнения

(4.14)

(4.15)

решения которых зависят от аргументов  и .

Замечание 2. Продифференцируем уравнение (4.14) по x, умножим на  и сложим с

уравнением (4.15). Получим соотношение , которое показывает, что уравне-

ния (4.14) и (4.15) различаются на постоянную величину , и, поскольку все
медленно меняющиеся решения учтены в решении для , постоянная  может быть

отброшена. Вычитая уравнение  из (4.15) и интегрируя по , получим два сов-
падающих уравнения

(4.16)

Его решение можно использовать для удовлетворения потерянных граничных усло-
вий и сглаживания разрывов в медленно меняющихся классических решениях [2].
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Примем . Подставим это выражение в уравнение (4.16). Получим со-
отношение

Поскольку первый член в левой части уравнения зависит только от x, а второй только

от , оба отношения не зависят ни от x, ни от  и равны некоторым константам  и

 соответственно, получаем обыкновенные дифференциальные уравнения для
определения функций  и 

решения которых запишем так

(4.17)

Здесь введены обозначения

(4.18)

Первый член в выражении для X при  описывает решение, затухающее от
конца x = 0, второй от конца x = 1.

Замечание 3. В случае вынужденных колебаний функция  может быть задана,
изменяющейся, например, по закону . В этом случае из последней формулы

(4.17) вытекает равенство  и тогда из последней формулы (4.18) с учетом со-

отношения (2.2) определяется размерность и характер поведения величины λ2

По мере возрастания частоты вынужденных колебаний величина λ2 растет и при

 величина k2 в формуле (4.17) становится неположительной: решение X в (4.17)

при  меняет свое поведение из затухающего на осциллирующее.
5. Граничные условия на коротких сторонах полосы для низкочастотных колебаний.

В инженерной практике существует зависящее от вида конструкции многообразие
способов закрепления концов балок. В сопротивлении материалов и строительной
механике основные условия определяются как жесткое защемление, свободное опи-
рание, свободный конец. В рассматриваемой здесь уточненной теории необходимо
сформулировать условия на коротких сторонах для неизвестных  в пред-
ставлениях теории упругости. Рассмотрим два примера выполнения граничных усло-
вий на коротких сторонах полосы для условий отсутствия на них перемещений при
действии на верхний край полосы (1) распределенной медленно меняющейся нагруз-
ки  и (2) сосредоточенной нагрузки .

Пример 1. Пусть на концах полосы x = 0 и x = 1 выполняются для перемещений ра-
венства , что соответствует в классической теории сопротивления материа-
лов случаю жесткого защемления.

Частные и общие решения для нахождения решений, разыскиваемых как медленно
меняющиеся по координате x, определены уравнениями классического вида (4.1) и
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(4.3), (4.5)–(4.7). Быстро меняющиеся решения определены дополнительным уравне-
нием (4.16), решение которого дается выражениями (4.17).

Граничные условия  на коротких сторонах при  будем выполнять
величинами первого приближения из выражений (2.3)

Потребовав в этих уравнениях обращения в ноль коэффициентов при каждой сте-
пени , получим 14 условий на концах 

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Условие (5.5) можно переписать так . Из оценок (4.4) вид-

но, что  и оно может быть отброшено по сравнению с первым членом. Усло-
вие  вместе с условием (5.1) может быть выполнено решением классического

уравнения (4.2), и, следовательно,  для устранения возможных разрывов в силу их
отсутствия следует положить равным нулю. Решение однородных классических урав-
нений вынужденных колебаний балки при граничных условиях  на концах
x = 0; 1 известно и здесь не выписывается.

Механический смысл условия (5.2) заключается в равенстве нулю суммы попереч-
ной деформации полосы от напряжения  и поперечной деформации из-за эффекта
Пуассона от продольной деформации . Из оценок (4.6), (4.8) видно, что  ~ p
и пренебрежение этим условием в уточненной и тем более в классической теории
оправданно. То же самое справедливо относительно условия (5.6).

Условие (5.3) отражает тот факт, что при изгибе полосы, например, вниз, верхние
слои сжимаются, а нижние растягиваются. Из-за эффекта Пуассона имеют место по-

перечные перемещения , достигающие наибольших значе-

ний в угловых точках при . На рис. 1 деформированные положения границ по-
казаны пунктирной линией, недеформированные – сплошными линиями.

В заделке точки вертикальной границы полосы остаются неподвижными. Отсюда за-

ключаем, что быстро меняющееся решение  в (5.3) устраняет получившийся

разрыв решения на границе. Поскольку инерционный член имеет порядок  по сравне-
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нию с упругим членом, его можно отбросить и получить условие  для
вычисления  при . Это дает перемещения  и напряжения σx с учетом краево-
го эффекта

В первой формуле второй член  и может быть отброшен по сравнению с первым.
Вычисленный по классической теории прогиб w0 является достаточно точным и не
нуждается в уточнении на коротких сторонах. В формуле для напряжения σx из (2.3)

второй член в квадратной скобке  и может быть отброшен. Также на основании
ранее приведенных оценок (4.6), (4.8) могут быть отброшены первые два члена. Член в
квадратных скобках описывает концентрацию напряжений в углах полосы, которые
соизмеримы с напряжениями, определяемыми первым членом по классической тео-
рии в середине балки.

В условии (5.7) первый член имеет множитель ε5 и может быть отброшен по сравне-
нию со вторым с множителем ε3. Последний член имеет множитель ε4 в силу соотно-

шения (2.2), т.к. , в то время как в силу условия (4.10) : в
последнем выражении первый член при дифференцировании сохраняет свой порядок
ε2, тогда как второй, быстро меняющийся имеет порядок ε0. Оставшиеся члены обра-
зуют условие

выражающие требование, чтобы искривляющаяся нормаль в пролете на величину

 в заделке была подправлена до прямой с помощью быстро меняющегося

решения (4.16). Здесь , т.е. на порядок меньше, чем в условии (5.3). Поэтому
вклад этой поправки в напряжение σx имеет порядок  по сравнению с главной частью

медленно меняющейся компоненты напряжения .
Условие (5.4) позволяет решить граничную задачу для уравнения (4.7). Учитывая

оценку (4.8) инерционные члены в этом уравнении можно отбросить.
Пример 2. Рассмотрим низкочастотные колебания полосы, возникающие под дей-

ствием приложенной в точке x = c сосредоточенной силы. Поперечные колебания
опишем уравнениями (3.2) при нагрузке ,  и ,
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Рис. 1. Длинные границы в недеформированном (сплошные линии) и в деформированном (пунктирные ли-
нии) состояниях полосы
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моделирующей приложение сосредоточенной силы в точке x = c, z = 1 интенсивно-

стью P, . Перепишем уравнения (3.2) с заданной правой частью

(5.8)

Заменим  – функцию Дирака ее асимптотическим представлением  [15]

(5.9)

где  и .

Частное решение системы уравнений (5.8) будем разыскивать в следующем виде

(5.10)

Эти функции при каждом дифференцировании увеличиваются в асимптотическом
смысле в ε–1 раз. Подставив их в уравнения (5.8), получим уравнения для определения
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В соответствии с этим запишем решение для w0 и 
при 

при 

(5.11)

Коэффициент kc определен формулой в выражении (4.13), Ai и Bi при  – по-
стоянные интегрирования уравнения (4.13).

Для упрощения дальнейших вычислений и сокращения записи при выполнении четы-

рех граничных условий и четырех условий непрерывности примем, что .
Это дает W0 = 0. Дополнительно положим c = 1/2, считая силу приложенной в середи-
не пролета полосы.
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Поскольку из первого уравнения (4.1) для решения однородного уравнения имеем

(5.12)

оно везде кроме последнего уравнения может быть отброшено как величина  по
сравнению с одноименной и условия принимают вид

В них везде входит сумма  и поскольку из последнего уравнения следует,
что

(5.13)

она также может быть отброшена во втором уравнении как величина O(ε2) по сравне-

нию с , а в третьем и четвертом уравнениях как величина O(ε) по сравнению с .
После этого третье и четвертое условия совпадут и в результате останутся четыре усло-
вия непрерывности, аналогичные классическим для балки
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скольку все четыре условия непрерывности и четыре граничных условия на концах
могут быть удовлетворены за счет восьми постоянных интегрирования классического
решения  и  при .

После подстановки решений (5.11) получим алгебраические уравнения для опреде-
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(5.14)

Заметим, что если нагрузка приложена не посредине верхнего края полосы, проце-
дура решения остается такой же, но окончательные формулы записываются длиннее.

Поскольку величины  имеют различные асимпто-
тические порядки их вклад в каждой формуле (2.3) в искомые неизвестные будет раз-
личным. Поэтому в общих выражениях для неизвестных (2.3) надо оставить только

главные члены. Во-первых, во все выражения входят величины , для кото-
рых необходимо произвести асимптотические оценки. Выражение (4.6), переписан-
ное для сосредоточенной нагрузки имеет вид

и имеет соответствующую асимптотическую оценку

(5.15)

В уравнении продольных колебаний (4.7) с сосредоточенной нагрузкой

при поиске частного решения  можно отбросить инерционный член как малый
O(ε2) по сравнению с первым, т.к. первый при дифференцировании увеличивается в
ε–2 раз

После интегрирования получим

с оценкой

(5.16)

Формулы (2.3) с учетом записи (3.4) для неизвестных теперь можно переписать с
учетом структуры полученных решений
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Воспользовавшись соотношениями (5.13)–(5.16), оставим в каждом выражении
только главные члены

,

Здесь справа в каждой формуле указаны относительные порядки отброшенных вели-
чин по сравнению с главными. Видно, что перемещения определяются с меньшей по-
грешностью, чем напряжения.

7. Обсуждение результатов. Предложенный Сен-Венаном полуобратный метод ре-
шения уравнений теории упругости расширен до итерационного, совпадающего с ме-
тодом простых итераций. Для этого оператор исходных уравнений преобразован так,
чтобы он позволял вычислять неизвестные величины последовательно: вычисленные
в одном уравнении величины входят в следующее уравнение как известные, умножен-
ные на малый параметр. Решение получается в виде асимптотического ряда по малому
параметру, обеспечивающему асимптотическую сходимость удовлетворяющую теореме
Банаха о неподвижной точке (принципу сжатых отображений). Такая последовательность
обеспечивается операторами Пикара и выбором величин начального приближения неза-
висящими от поперечной координаты, совпадающими по смыслу к гипотезам Кирхгоф-
фа недеформируемой нормали. В течение одной итерации вычисляются путем прямого
интегрирования все неизвестные задачи, содержащие четыре произвольные функции
интегрирования, зависящие от продольной координаты и играющие роль коэффици-
ентов в полиномах по степеням поперечной координаты. Построение интеграла ис-
ходных уравнений теории упругости в виде последовательности Коши сводится к по-
следовательному применению операторов Пикара для решения дифференциального
уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной и часто встре-
чающегося в учебной литературе.

Предположим, что любое приближенное решение может быть рассмотрено как ну-
левое приближение некоторого итерационного процесса. Поэтому, если строить та-
кой процесс, необходимо, чтобы он был сходящимся. Показано, что необходимым
условием сходимости является построение такой последовательности вычислений не-
известных, когда вычисляемая через предыдущую величина, не должна быть умножа-
емой на малый параметр в отрицательной степени. Метод SVPB позволяет написать
аналитические выражения с заданной точностью для всех неизвестных задачи и соот-
ветственно выполнить любые граничные условия и условия непрерывности напряже-
ний и перемещений, возникающие в классических решениях. Наличие полного реше-
ния позволяет формулировать задачи сопряжения элементов.

В процессе последовательного вычисления неизвестных в течение нулевой итера-
ции имеет место четырехкратное интегрирование по поперечной координате и четы-
рехкратное дифференцирование по продольной. Однако это дифференцирование
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имеет символический характер, т.к. при выполнении граничных условий на длинных
сторонах производные приравниваются к нагрузке, которую можно принять за едини-
цу измерения искомых величин, и соответствующие уравнения интегрируются, обес-
печивая вместе с однородными сингулярно возмущенными уравнениями непрерыв-
ность и ограниченность решения в любом случае. Процесс вычисления можно тракто-
вать как расщепление сложного оператора на четыре последовательных оператора
Пикара относительно поперечной координаты и четыре – относительно продольной.
Близость полученного решения к точному решению оценивается порядком первого
отброшенного члена по  для медленно меняющихся величин и оценкой, данной в [4],
для быстроменяющихся.

Показана ошибка, совершаемая при выводе уравнения Тимошенко, порожденная
уничтожением главных членов при вычитании.

Обнаруженное уменьшение скорости затухания быстро меняющихся компонент
решения по мере увеличения частоты колебаний позволяет сделать заключение об от-
сутствии затухания разрывов на концах полосы при частотах возбуждения, соизмери-
мых с собственными частотами продольных колебаний стержня.
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Вводные замечания. Модель гемитропной микрополярной теории упругости широ-
ко используется при моделировании био-, нано- и метаметриалов, например в меха-
нике сотовых конструкций (honeycomb structures), [1–3]. Одной из особенностей ге-
митропных материалов является существование зеркальных мод при распростране-
нии гармонических волн, что объясняется их чувствительностью к изменению
ориентации пространства (зеркальным отражениям и инверсиям пространства). Сле-
дует отметить, что подавляющее большинство работ, посвященных этим исследова-
ниям, обходят стороной вопросы применения псевдотензоров при описании гемит-
ропных континуумов, несмотря на достаточную проработанность аппарата алгебры
псевдотензоров [4–8]. Отметим, что построение определяющего упругого потенциала
для гемитропного континуума возможно исключительно при использовании псевдо-
тензорных формулировок, и только после этого возможен корректный переход к абсо-
лютным тензорам и вывод уравнений микрополярной теории. Еще одним существен-
ным аспектом является необходимость согласовывать баланс весов во всех уравнениях
теории, особенно при использовании символов перестановок, которые можно тракто-
вать одновременно как псевдотензоры весов +1 и –1.

Многочисленные руководства по тензорному анализу чаще всего обходят стороной
вопросы, связанные с алгеброй псевдотензоров [9]. Ранее, в работах авторов [10–12]
обсуждались вопросы применения алгебры псевдотензоров в трехмерном простран-
стве к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упругости. В настоя-

УДК 539.4



131ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

щей работе рассматривается более общий случай n-мерного евклидова пространства.
Введены понятия фундаментального ориентирующего псевдоскаляра, косого и век-
торного произведений. Приводится доказательство известной алгебраической теоре-
мы Гамильтона–Кэли в терминах псевдотензоров в n-мерном евклидовом простран-
стве. Следует отметить, что указанная теорема занимает центральное место в теории
определяющих уравнений механики. Рассмотрены вопросы применения алгебры
псевдотензоров при построении моделей гемитропного микрополярного тела. Опре-
делены веса основных тензоров, с которыми приходится сталкиваться в механике ге-
митропной микрополярной среды, в том числе определяющих псевдоскаляров. При-
ведены уравнения динамики гемитропного микрополярного континуума в терминах
перемещений и микровращений в псевдотензорной формулировке.

1. Определение и основные формулы алгебры псевдотензоров. Рассмотрим в n-мер-

ном пространстве две системы координат xk и  ( ). Преобразование от-
носительного тензора веса  (псевдотензора веса ) от системы координат xk к но-

вой системе координат  осуществляется по закону [13, 14]

(1.1)

где

Здесь черта сверху указывает на значение величины в новой системе координат 
( ),  – якобиан преобразования, W – вес псевдотензора. Отметим, что за-
кон преобразования псевдотензоров отличается от закона преобразования абсолют-

ных тензоров дополнительным множителем . W – целое число, так как в против-

ном случае значение  не будет однозначным.
Для псевдотензоров справедливы следующие утверждения:
1. Сумма двух псевдотензоров одинаковой валентности и веса будет псевдотензо-

ром той же валентности и веса

2. Тензорное произведение псевдотензоров (возможно, различных валентностей)
дает псевдотензор с итоговым весом, равным сумме весов сомножителей

3. Результатом свертки псевдотензора будет псевдотензор того же веса. В том числе,
полная свертка псевдотензора веса W будет псевдоскаляром того же веса.

2. Фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр в n-мерном пространстве. Фунда-
ментальным понятием многомерной геометрии является относительный ковариант-
ный n-вектор (антисимметричный псевдотензор валентности n с компонентами 
[4, 15]) веса –1, с единственной существенной компонентой

Относительный контравариантный n-вектор  задается аналогично, но имеет проти-

воположный вес +1. Тензоры  и  называются также символами перестановок.
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Свертка антисимметричного тензора  с  абсолютными векторами 

(2.1)

где ,  – псевдоскаляр веса +1, называется косым произведением
и обозначается

(2.2)

При положительном значении косого произведения (2.1) систему n векторов назы-
вают правой, а при отрицательном – левой. Косое произведение абсолютных векто-
ров является абсолютным скаляром.

Значение косого произведения (2.1) может быть вычислено в детерминантной форме

(2.3)

Если свернуть антисимметричный тензор  с  абсолютными векторами
, то получим абсолютный вектор

(2.4)

который называется векторным произведением указанных векторов.

При свертке  абсолютного вектора  с антисимметричным относи-

тельным тензором  получим ковариантный псевдовектор веса –1

(2.5)

Косое и векторное произведения связаны соотношением

(2.6)

Если в качестве системы векторов  принять векторы ковариантного базиса

, в n-мерном пространстве, то на основании (4) находим

(2.7)

поскольку , что позволяет назвать e фундаментальным ориентирующим
псевдоскаляром и разделить правые и левые локальные базисные системы.
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(2.8)

Откуда следует, что g является псевдоскаляром веса +2, а также  для право-
ориентированного базиса и  для левориентированного базиса.

В трехмерном пространстве e определяется смешанным произведением базисных
векторов

(2.9)

а фундаментального ориентирующего псевдоскаляра отрицательного веса –1 есть

(2.10)

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет легко
преобразовывать псевдотензоры в абсолютные тензоры. Введем тензор T согласно

(2.11)

Подсчитывая баланс весов, приходим к заключению о том, что T является абсолют-
ным тензором, а соотношение (2.11) позволяет легко преобразовать полином Гамиль-
тона–Кэли к псевдотензорной форме [11].

3. Уравнение Гамильтона–Кэли для псевдотензора второго ранга. Рассмотрим псевдо-
тензор второй валентности (псевдоаффинор), заданный своими смешанными компо-

нентами  ( ), веса W в n-мерном пространстве. Простейшим псевдоинва-

риантом веса [W] псевдоаффинора  является его псевдослед (имеющий вес W)

(3.1)

С помощью псевдоследов степеней  можно определить систему псевдоинвари-

антов псевдоаффинора :

(3.2)

Другой системой псевдоинвариантов будет

(3.3)
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(3.4)

Абсолютный тензор , называемый обобщенной дельтой Кронекера, опреде-
ляется в n-мерном пространстве для  согласно правилу

(3.5)

Несложно заметить, что в n-мерном пространстве

(3.6)

Псевдоинварианты  являются полиномами от , причем  входит

в них в первой степени. Верно и обратное утверждение: псевдоинварианты  опре-

деляются полиномиальной зависимостью от .

Псевдоинвариант , определенный формулой (3.4), вычисляется по формуле

(3.7)

и равен сумме слагаемых вида

(3.8)

Суммы пар слагаемых  и  равны главным минорам опре-

делителя , полученным вычеркиванием всех строк и столбцов кроме строк и

столбцов с индексами j1 и j2. Тогда псевдоинвариант  равен сумме всех главных

миноров второго порядка определителя .

Аналогично можно показать, что псевдоинвариант  равен сумме всех главных

миноров k-го порядка определителя . В частности, .

Введем комитанты  псевдоаффинора , задающиеся согласно формуле [4]

(3.9)
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Комитанты  можно выразить через степени аффинора и псевдоинварианты 

( ). Так например, для  получим

(3.10)

Воспользуемся формулой

(3.11)

Заметим, что все слагаемые в правой части равенства (3.11), начиная с третьего слагае-

мого, равны второму слагаемому. Поэтому, равенство (3.11) с учетом определений 

и  можно записать в виде

(3.12)

Продолжая по индукции и вводя прямую тензорную запись, получим

(3.13)

При k = n правая часть равенства (3.9) содержит операцию альтернирования по n + 1
индексу и поэтому равна нулю, т.е.

(3.14)

Соотношение (3.14) означает справедливость уравнения Гамильтона–Кэли для псев-
дотензоров в случае n-мерного пространства1. Другое доказательство, приведенное в
[11] для случая трехмерного евклидова пространства, может быть также обобщено на
многомерный случай.

4. Гемитропное микрополярное тело. Линейная микрополярная теория гемитропного
тела корректно может быть развита только в терминах относительных тензоров. Из-
вестные из литературных источников формулировки теории гемитропного микропо-
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дотензорных формулировок [10, 12], но ни в коем случае не наоборот. Приведем в

1 На самом деле, при выводе уравнения Гамильтона–Кэли нами не использовалось понятие евклидовой
метрики пространства, что означает справедливость уравнения (3.14) в случае произвольного n-мерного
пространства
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Таблица 1. Основные псевдотензоры микрополярной теории упругости

Терминологическое
обозначение

Корневое символьное 
обозначение Вес Преобразование к абсо-

лютному тензору

метрический тензор gij 0
фундаментальный тензор gij 0

детерминант метрического тензора g +2

тензор перестановок +1

тензор перестановок –1

фундаментальный
ориентирующий скаляр e +1

фундаментальный
ориентирующий скаляр –1

естественный элемент объема –1

инвариантный элемент объема 0

набла Гамильтона 0

вектор перемещений 0

ассимметричный тензор деформаций 0

тензор малых деформаций 0

вектор поверхностных сил 0

тензор силовых напряжений 0

объемные силы Xk 0

упругий потенциал 0

плотность ρ 0
вектор поверхностных моментов –1

тензор моментных напряжений –1

ассоциированный вектор
моментных напряжений μi 0

ассоциированный вектор
силовых напряжений –1

объемные моменты Yk –1

коэффициент микроинерции –2
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тензор микроповоротов 0

вектор микровращений +1

тензор деформации изгиба–кручения +1

сопутствующий вектор
деформации изгиба–кручения 0

Терминологическое
обозначение

Корневое символьное 
обозначение Вес Преобразование к абсо-

лютному тензору

Ωik

φi +
φ = φ

[ 1]
1i i
e

⋅
⋅κ s

i
+

⋅ ⋅
⋅⋅κ = κ

[ 1]
1s s

ii e

κi

Таблица 1. Окончание

табл. 1 основные псевдотензорные величины теории микрополярной упругости с ука-
занием их веса.

Следуя обозначениям, принятым в работах [12, 16], уравнения динамики микропо-
лярного тела можно принять в виде

(4.1)

(4.2)

В терминах перемещений и микровращений уравнения динамики (4.2) для гемит-
ропного микрополярного тела в псевдотензоной формулировке можно принять в виде
[12, 16]

(4.3)

Здесь  – упругий модуль сдвига;  – коэффициент Пуассона;  – характерная

длина микрополярной теории; , , c3, c4, c5, c6 – определяющие микрополярные
псевдоскаляры. Во втором уравнении существенно используется формула

(4.4)

Заключение. В статье приведены обобщения понятий векторного и смешанного
произведения и указана их связь с фундаментальным ориентирующим скаляром в
случае евклидова пространства заданной размерности n.

1. Доказательство теоремы Гамильтона–Кэли проведено в терминах псевдотензо-
ров в n-мерном пространстве.
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2. Обсуждаются возможные применения алгебры псевдотензоров в механике
сплошных сред.

3. Приведены веса основных псевдотензорных величин теории гемитропного мик-
рополярного континуума.

4. Приводятся уравнения динамики гемитропного микрополярного континуума в
терминах псевдотензоров.
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Представлена методика идентификации временной зависимости нестационарного
граничного воздействия с известным пространственным распределением на трех-
мерное изотропное упругое тело. Реконструкция нагружения осуществляется в ча-
стотной области по зарегистрированному отклику некоторой величины, вызванному
действием искомой нагрузки. При этом используются решения построенной специ-
альным образом вспомогательной прямой задачи. Используется численное прямое и
обратное преобразование Лапласа. Вспомогательная задача решается методом гранич-
ных элементов. Приведены подробные результаты демонстрационного численного
примера. Установлено хорошее соответствие полученных решений результатам пря-
мых измерений.

Ключевые слова: обратные задачи, идентификация нагрузки, преобразование Лапла-
са, метод граничных элементов
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1. Введение. Задачи восстановления внешних воздействий на конструктивные эле-
менты и изделия относятся к граничным обратным задачам механики [1] и имеют
большое практическое значение. Во многих случаях невозможно провести прямое из-
мерение нагрузок, действующих на элементы конструкции. Среди множества подхо-
дов [2] к определению воздействий по косвенным данным, широкое распространение
получили методики в частотной области [3–6]. Кроме непосредственного восстанов-
ления внешних нагрузок, значительный интерес представляет задача отыскания неко-
торых других величин в заданных областях конструкции. Например, задача определе-
ния по зарегистрированным импульсам деформаций сил, действующих на образец со
стороны мерных стержней в системе разрезного стержня Гопкинсона эксперимен-
тального исследования процессов динамического деформирования и разрушения ма-
териалов. В некоторых случаях (например, при использовании стержней большого
диаметра), применение одномерной теории распространения упругих волн в стержнях
без специализированной процедуры корректировки упругих импульсов приводит к
неверному определению деформации образца.

В настоящей работе изложена оригинальная методика восстановления временной
истории граничного нагружения с заданным пространственным распределением по
известному отклику какой-либо величины, обусловленному действием искомого на-
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гружения. Предложенную методику можно отнести к классу методов идентификации
в частотной области. Суть комплексного подхода заключается в решении вспомога-
тельной прямой задачи в изображениях Лапласа с априорно известными граничными
условиями и использовании полученных решений для приближенного определения
искомой нестационарной нагрузки. Вспомогательная задача решается методом гра-
ничных элементов. Представленная методика применима для трехмерных тел слож-
ной формы. Для рассматриваемой изотропной линейно упругой модели материала,
метод граничных элементов представляет мощное, универсальное и высокоточное
средство инженерного анализа. В известных исследованиях, посвященных вопросам
решения обратных задач и восстановления граничных нестационарных воздействий
метод граничных элементов используется довольно редко.

2. Прямое и обратное численное преобразование Лапласа. В изложенной в следую-
щем пункте методике восстановления временной зависимости используется как пря-
мое, так и обратное численное преобразование Лапласа.

Для функции f(t) такой, что  для , прямое преобразование Лапласа и
его обращение задается следующими соотношениями

(2.1)

(2.2)

где s это комплексная частота, параметр преобразования Лапласа.
Пусть известны значения fi функции f(t) в некоторых точках по времени , i =

= . Это могут быть, например, результаты экспериментальных измерений. Тогда,
подразумевая линейное изменение функции f(t) между любыми двумя соседними
значениями, прямое преобразование Лапласа можно вычислить как:

(2.3)

здесь предполагается, что функция f(t) доопределена значением  для .
Для численного обращение преобразования Лапласа используется метод Дурбина

[7]. Выражение (2.2) можно представить в эквивалентном виде

(2.4)

Метод Дурбина состоит в аппроксимации (2.4) следующим образом

(2.5)

где , Nsum задает количество комплексных частот.
3. Методика восстановления временной зависимости нестационарной нагрузки. Рас-

сматривается трехмерное изотропное линейно упругое тело  с граничной по-
верхностью  Предполагается отсутствие массовых сил. Запишем систему урав-
нений для перемещений при нулевых начальных условиях
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где  – это плотность, λ и μ – параметры Ламе материала,  – компоненты векто-
ра перемещений.

Система уравнений (3.1) дополняется граничными условиями следующего вида –
временные зависимости всех ненулевых компонент векторов перемещений и поверх-
ностных усилий задаются одной и той же скалярной функцией времени , опреде-
ляющей приложенное нестационарное воздействие:

(3.2)

(3.3)

где  – это единичная внешняя нормаль к границе Γ,  – компоненты вектора
поверхностных усилий.

Постановку задачи сформулируем следующим образом: пусть известно решение

 в некоторой точке  задачи (3.1)–(3.3) – непрерывное или дискретное на
заданном наборе временных точек, и известно геометрическое распределение гранич-
ных условий вида (3.2), (3.3). Необходимо отыскать функцию P(t).

Запишем задачу (3.1)–(3.3) в изображениях Лапласа
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Сделаем в (3.4)–(3.6) замену

(3.7)

где  – некоторая известная в изображениях Лапласа функция. Тогда возникает
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и построение изображений  возможно только численно, например, по форму-
ле (2.3).

После определения , восстановление временной зависимости  воз-
можно с помощью какого-либо метода численного обращения преобразования Ла-
пласа. В данной работе используется формула (2.5) метода Дурбина.

3.1. Гранично-элементная схема. В настоящей работе для решения вспомогательной
задачи (3.8)–(3.10) используется метод граничных элементов в изображениях Лапласа,
подробно изложенный в монографии [8]. В основе лежат граничные интегральные
уравнения (ГИУ) прямого подхода для перемещений, регуляризованные статической
частью сингулярных решений:

где  и  – это изображения по Лапласу трехмерных фундаменталь-

ных и сингулярных решений линейной изотропной теории упругости [8, 9],  –
это сингулярная (статическая) часть .

Для пространственной дискретизации приведенных слабосингулярных ГИУ ис-
пользуются прямоугольные граничные элементы с квадратичными функциями фор-
мы для интерполяции геометрии границы. Применяется смешанное представление
граничных полей на элементах. Перемещения аппроксимируются линейными функ-
циями, а поверхностные усилия – постоянными. Это позволяет сохранить непрерыв-
ность перемещений и одновременно корректно моделировать разрывные поверхност-
ные усилия. Дискретный аналог ГИУ строится с помощью метода коллокаций. В ка-
честве точек коллокации выбираются точки аппроксимации неизвестных граничных
функций. Для заданного значения комплексной частоты s формируется комплексно-
значная разрешающая системы линейных алгебраических уравнений вида

где  – это полностью заполненная несимметричная матрица,

 – это вектор неизвестных граничных функций, элементы вектора 
это линейные комбинации интегралов от ядер ГИУ, соответствующие заданным гра-
ничным условиям, Ndof – это общее число степеней свободы.

4. Численный пример. В качестве демонстрационного примера рассматривается за-
дача о восстановлении нестационарной нагрузки, действующей на торец призматиче-
ского тела. Схема задачи приведена на рис. 1, размеры тела заданы как  м,

 м,  м, точка O находится в начале координат. На одном торце тело жест-
ко закреплено: , на противоположном торце заданы сжимаю-
щие поверхностные усилия , . Остальная поверхность тела
свободна от усилий. Материал тела является изотропным упругим с модулем Юнга

 Па, коэффициентом Пуассона  и плотностью  кг/м3.
Отыскание временной зависимости  производится с помощью изложенной вы-

ше методики по известной функции перемещений  в точке  м,
расположенной на боковой грани тела. Рассмотрено два варианта функции : 
и , изображенных на рис. 2. Перемещения  в точке A получены численным
решением задачи методом конечных элементов. Отметим, что указанные нагрузки

 и  дают на заданном временном интервале  с в рассматривае-
мой точке очень близкие отклики перемещений, приведенные на рис. 3 и обозначен-
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ные как  и , соответственно. Конечно-элементный анализ проводился в си-
стеме ANSYS. Использовалась равномерная сетка из восьмиузловых кубических эле-
ментов SOLID185 с разбиением 10 × 10 × 50 элементов по h, w и l, соответственно.
Количество шагов по времени до момента 0.0003 с составило 200.

Методом граничных элементов вспомогательная задача решалась в преобразовани-
ях Лапласа для нагрузки , что во временной области соответствует
импульсной нагрузке в виде дельта-функции Дирака .

Дискретный набор комплексных частот , на которых методом граничных эле-
ментов решалась вспомогательная задача и которые использовались для получения

( )1
3g t ( )2

3g t

( ) ( )= ≡ −3 1t s G s
( ) ( )= −3 δt t t

{ }js

Рис. 1. Схема задачи о действии нагрузки на жестко закрепленное призматическое тело
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изображений , определялся по формулам [10] для метода Дурбина численного
обращения преобразования Лапласа

(4.1)

(4.2)

где  обозначает целую часть вещественного числа.
После гранично-элементного решения вспомогательной задачи на заданном набо-

ре частот , приближенные значения искомой функции в изображениях могут быть
определены согласно выражению (3.11) как

(4.3)

где через k обозначен вариант нагрузки (см. рис. 2),  – это изображения откли-
ков перемещений в точке A, полученные применением численного прямого преобра-

зования Лапласа (2.3) к известным конечно-элементным решениям ,  – это
гранично-элементные решения вспомогательной задачи в изображениях в точке A.

Временные зависимости нагрузок вычислены методом Дурбина по изображениям,
полученным в (4.3). Для проверки чувствительности методики восстановления нагрузки
к степени гранично-элементной дискретизации решение задачи получено на четырех
гранично-элементных сетках. Сетки, обозначаемые далее надстрочными индексами
“1”, “2”, “3” и “4” имеют разбиение 6 × 6 × 30, 8 × 8 × 40, 10 × 10 × 40 и 12 × 12 × 60 эле-
ментов по h, w и l, соответственно. На рис. 4 приведены восстановленные временные

зависимости нагрузок , ,  и  на четырех гранично-элементных
сетках для нагрузки . Решения, полученные даже на сетке “1” с самым малым
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числом элементов, в достаточной степени отражают основные характеристики исход-
ной функции.

В частотном гранично-элементном анализе для уменьшения нежелательных коле-
баний, возникающих при последующем обращении во временную область из-за отсе-
чения высокочастотной части спектра, часто используются оконные фильтры при
постпроцессорной обработке результатов в изображениях. Перед численным обраще-
нием во временную область, отклик в изображениях умножается на подходящую окон-
ную функцию в изображениях. Рассмотрено применение фильтра Блэкмана [11, 12]

(4.4)

Сравнение временных зависимостей, полученных с применением оконной функ-
ции (4.4) и без нее, приведено для нагрузок  и  на рис. 5 и рис. 6, соответ-

ственно. На указанных рисунках через  обозначена восстановленная k-я нагруз-
ка с использованием гранично-элементного решения на сетке “4” и с применением

фильтра Блэкмана, через  – без фильтра. По результатам подтверждается общее
наблюдение: для кусочно-гладких функций с изломами применение оконных филь-
тров может приводить к чрезмерному сглаживанию в окрестности угловых точек и,
следовательно, к некорректному определению амплитуды, но для функций с разрыва-
ми типа «скачок» этого не происходит.

Интерес часто представляет не восстановленная нагрузка сама по себе, а отклики в
других точках тела. В таких случаях изложенная методика позволяет получить резуль-
таты используя уже полученные гранично-элементные решения вспомогательной за-
дачи. Для этого, по аналогии с формулой (3.7), гранично-элементные решения вспомога-
тельной задачи в изображениях для искомой величины умножаются на отношение

. После этого, временные зависимости вычисляются обращением получен-
ных результатов в изображениях. В демонстрационном примере рассмотрено приме-
нение такой схемы для отыскания поверхностных усилий  в точке  м, рас-
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положенной в центре закрепленного торца. Для обоих вариантов нагрузки использо-
валось гранично-элементное решение, полученное на сетке “4”. На рис. 7 приведено

сравнение гранично-элементного решения , полученного для восстановленной

нагрузки , и конечно-элементного решения  для исходной нагрузки .
На рис. 8 приведены результаты для исходной нагрузки , а также к сравнению до-

бавлено решение , полученное с применением фильтра Блэкмана. Полученные
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Рис. 5. Сравнение восстановленных временных зависимостей нагрузок  и  с исходной функци-
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результаты свидетельствуют, что по одной зарегистрированной в одной точке величи-

не  представленная методика позволила идентифицировать отклики другой ве-
личины в другой точке с очень хорошим соответствием прямым конечно-элементным
решениям как по амплитуде, там и по характеру изменения во времени.

5. Заключение. В настоящей работе изложена простая методика восстановления
временной зависимости поверхностной нестационарной нагрузки с заданным про-

( )3
kg t

Рис. 7. Сравнение гранично-элементного решения , полученного для восстановленной нагрузки , и

конечно-элементного решения  для исходной нагрузки 
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странственным распределением по известным решениям или экспериментальным
данным регистрируемой величины. Методика основывается на решении вспомога-
тельной задачи с нагрузкой какого-либо известного вида методом граничных элементов в
преобразованиях Лапласа и использовании полученного решения для определения от-
клика искомой функции в изображениях. Последующее получение зависимости во вре-
менной области проводится численным методом обращения преобразования Лапласа.
Область применения представленной методики ограничена случаями, когда задавае-
мые граничные условия изменяются во времени по одному закону с искомыми функ-
циями, либо являются нулевыми. К достоинствам следует отнести простоту методики
и возможность использования одного и того же решения вспомогательной задачи для
восстановления нагрузки по различным данным. Кроме того, изложенная методика
позволяет не только восстановить нагрузку, но и немедленно получить решения задачи в
изображениях в других точках тела с учетом действия восстановленной нагрузки, без не-
обходимости обращения во временную область или повторного решения задачи.

Методика представлена для трехмерных линейных изотропных упругих тел и может
быть естественным образом расширена на другие линейные теории, задачи в рамках
которых можно решать методом граничных элементов: вязкоупругость, анизотропная
упругость, пороупругость, электроупругость и т.д.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего об-
разования Российской Федерации (проект 0729-2020-0054).
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Дана оценка учета моментных свойств среды на примере нестационарной осесим-
метричной задачи о распространении возмущений от сферической полости в среде
Коссера. С этой целью для перемещений и угла поворота выделяется упругие со-
ставляющие этих полей. Используются разложения искомых функций в ряды по по-
линомам Лежандра и Гегенбауэра, преобразование Лапласа по времени, а также ме-
тод малого параметра, в качестве которого используется коэффициент, характеризу-
ющий связь перемещений и угол поворота. Оригиналы регулярных составляющих
решения вычисляются с помощью вычетов в линейном приближении по малому па-
раметру. Приведены примеры расчетов для материала в виде зернистого композита
из алюминиевой дроби в эпоксидной матрице. Показано, что количественные отли-
чия практически отсутствуют, а качественно процессы в моментной и классической
упругой среде существенно отличаются.

Ключевые слова: среда Коссера, сферическая полость, нестационарные осесиммет-
ричные возмущения, сравнение с упругим решением
DOI: 10.31857/S0572329921060143

1. Введение. C развитием современной науки и техники требуется исследование ди-
намических процессов в композиционных материалах, которые широко применяются
в различных конструкциях объектов, требуется использование моделей сплошных
сред, отличных от традиционных. Таковыми являются упругие моментные среды, к
которым, в том числе, относится модель Коссера [1].

Число работ, посвященных задачам нестационарной моментной теории упругости
со сферической полостью, крайне ограничено. К ним относятся, например, работы
[2–10]. В [2, 3] исследованы задачи о действии нестационарных осесимметричных ки-
нематических возмущений на сферическую полость в среде Коссера. Аналогичные во-
просы для упрощенной модели псевдоконтинуума Коссера рассмотрены в работах [4, 5].
В [6] дано исследование динамической связанной осесимметричной задачи микропо-
лярной теории упругости для бесконечной в радиальном направлении изотропной
среды. В статьях [7, 8] построены решения двумерных нестационарных задач для
упругих моментных полупространства и полуплоскости. Осесимметричные задачи
для упругих тел с несимметричным тензором напряжений со сферическими граница-
ми исследованы в работах [9, 10].

УДК 539.3
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В то же время оценка учета моментных свойств среды фактически отсутствует. Этот
вопрос и рассматривается в данной работе на примере задачи о распространении не-
стационарных осесимметричных возмущений от сферической полости в простран-
стве, занятом средой Коссера.

2. Постановка задачи. В пространстве, занятом средой Коссера [1], в сферической
системе координат  ( , , ) с центром в точке O и ортонор-
мированным базисом , рассматривается движение абсолютно твердого шара
радиуса R вдоль оси  прямоугольной декартовой системы координат по закону

, где ,  – время.
В [2, 3] подробно изложена постановка более общей задачи о распространении осе-

симметричных кинематических возмущений от сферической полости в среде Коссе-
ра, включающая уравнения движения в потенциалах, связь перемещений с потенциа-
лами, физические соотношения, нулевые начальные условия, требования ограничен-
ности решения и граничные условия

(2.1)

где левые части этих равенств – ненулевые компоненты векторов перемещения
 и поворота .

Здесь и далее используются безразмерные величины со следующими единицами

измерения: длина – , время – , масса – , где c1 – скорость распространения
волн растяжения-сжатия, а  – плотность среды.

При условии, что в рассматриваемом варианте движения шара он жестко сцеплен
со средой, соответствующий вектор перемещения u и правые части первых двух ра-
венств в (2.1) имеют вид:

(2.2)

где k – единичный направляющий вектор оси .
3. Решение задачи. В [2, 3] кинематические параметры и компоненты напряженного

состояния раскладываются в ряды по полиномам Лежандра  и Гегенбауэра

 [11, 12]. Здесь приведем эти равенства только перемещения, угла поворота,
правых частей граничных условий (2.1) и физических компонент  и  тензора на-
пряжений:

(3.1)

Коэффициенты этих рядов для искомых функций записываются в виде сверток
(они обозначены звездочкой):

(3.2)

ϑ θ, ,r ≥ 0r ≤ θ ≤ π0 ≤ ϑ < π0 2
θ ϑ, ,re e e

Oz
( )= τz Z = θcosz R τ

( ) ( )= = == θ τ = θ τ ω =v0 01 1 1, , , , 0r r rw W V

( ) ( ) θ= θ τ + θ τv, , , ,rw r ru e e ( ) ϑ= ω θ τ, ,rω e

R 1R c ρ 3R
ρ

( ) ( )θ= = = θ − θ = θ θ τ = − θ0 01 cos sin , cos , , sinrr Z Z W Z V Zu k e e

Oz

( )nP x

( )−
3 2

1nC x

θσr θσ r

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )

( )

∞ ∞

−
= =

∞
θ θ

−
θ θ=

τ   τ       = θ ω = − θ ω τ θ       τ       τ   

σ σ   = − θ θ   σ σ   

 



v v

3 2
1

0 00 1
0 0

3 2
1

1

,
,

cos , sin , cos

sin cos

n
n

n n n
nn n

n

r r n
n

r rnn

r
w w r

P r C
W w

V v

C

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ω ω

θ σ θ σ θ

θ σθ σθ

τ = τ ⋅ τ + τ ⋅ τ
τ = τ ⋅ τ + τ ⋅ τ

ω τ = τ ⋅ τ + τ ⋅ τ
σ τ = τ ⋅ τ + τ ⋅ τ
σ τ = τ ⋅ τ + τ ⋅ τ

v

v v

v

v

v

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

, , ,
, , ,
, , ,

, , ,
, , ,

n wwn n wvn n

n vwn n vvn n

n wn n vn n

r n r wn n r vn n

rn rwn n rvn n

w r G r w G r
r G r w G r
r G r w G r

r G r w G r
r G r w G r



151ОЦЕНКА УЧЕТА МОМЕНТНЫХ СВОЙСТВ СРЕДЫ

Ядра сверток в этих равенствах есть поверхностные функции влияния, а именно,
, , ,  и  – коэффициенты , , ,  и , удовлетворяю-

щие граничным условиям

а , , ,  и  – аналогичные величины, для которых выполняются
равенства

Здесь δ(τ) – дельта-функция Дирака [13].
Функции влияния определены в [2, 3] с помощью преобразования Лапласа в линей-

ном приближении по малому параметру α, характеризующему связь поля перемеще-
ний с углом поворота. При этом показано, что две из этих функций имеют сингуляр-
ные слагаемые:

(3.3)

где  и  – величины, обратные скоростям распространения волн свободного вра-

щения и сдвига. При этом изображения (им соответствует индекс “ ”) ,

, , ,  и  являются правильными рацио-
нальными функциями параметра преобразования s, что позволяет достаточно просто
находить их оригиналы с помощью вычетов.

В случае прямолинейного движения шара с учетом равенств  и 
из (2.2) и (3.1) получаем
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(3.4)

Следовательно, в рядах (3.1) для перемещений и угла поворота отличны от нуля
только коэффициенты при n = 1:

При этом функции ,  и  в соответствии с (3.2) и (3.4) определяются так:

(3.5)

На рис. 1 для примера приведены откорректированные по отношению к [3] графи-
ки распределения по радиусу функции  в различные моменты времени. При этом
полагается, что среда является зернистым композитом из алюминиевой дроби в эпок-
сидной матрице [14], а закон движения шара имеет вид .

4. Оценка учета моментных свойств. Ее проведем для перемещений и угла поворота.
При этом учитываем, что значение α = 0 соответствует классическому упругому реше-
нию [2, 3]. Следовательно, разность

(4.1)
определяет вклад в перемещения особенностей модели моментной среды.

Оценку аналогичного вклада в вектор поворота проводим с помощью следующих
величин:

(4.2)

Отметим, что векторы  и  соответствуют моделям теории упругости и псевдо-
континуума Коссера [1].

Для соответствующих функций влияния вводим подобные (4.1) и (4.2) обозначе-
ния:

(4.3)

Сначала рассматриваем соответствующие перемещениям функции. В силу их ана-
литической зависимости от малого параметра α имеют место следующие соотноше-
ния:
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Следовательно, имеют место равенства , , α → 0, т.е. по-
правки, вносимые в перемещение за счет учета моментных свойств, имеют порядок α.

Для оценки влияния учета моментных свойств на угол поворота, прежде всего, за-
мечаем, что для ненулевой координаты вектора  в (4.2) справедливо соотношение

, α → 0.
Очевидно, аналогичные оценки имеют место и для функций , :

(4.4)

Далее выражаем ненулевую координату вектора  через перемещения:

При этом из формул для напряжений σrθ и σθr в [2, 3] следует равенство

Отсюда вытекает, что при любом n ≥ 1 равенство справедливо соотношение
. Следовательно, функции  ( ) можно вычислить так:

(4.5)

Дальнейшие выкладки удобнее провести в пространстве преобразования Лапласа
по времени. Используя построенные в [2, 3] изображения функций в правых частях
равенств в (4.5), приходим к таким результатам:

где

Таким образом, для функций  и  с учетом (3.4) справедливы соотношения

С использованием их и обозначений (3.3) из третьего равенства в (2.2) с точностью
до слагаемых порядка α определяем поправку, вносимую в угол поворота за счет учета
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Отсюда дополнительно следует, что поправки, вносимые моделями Коссера и псев-
доконтинуума Коссера, в линейном приближении совпадают.

Для определения оригиналов функций  и  сначала выделяем целые ча-

сти дробей  и  как функций параметра :

Оригиналы регулярных составляющих  и  вычисляются с помощью

вычетов. При этом оригиналы функций  и  определяются так (точка обо-
значает производную по времени):

где H(τ) – единичная функция Хевисайда [13].
Окончательно для поправки на угол поворота получаем следующий результат:

На рис. 2 приведены графики распределения функции  по радиусу в раз-
личные моменты времени, соответствующие поступательному перемещению вдоль
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оси Oz по закону  жестко сцепленного с полостью абсолютно твердого шара.
Они определяют поправку к результатам, изображенным на рис. 1.

Из них следует, что за исключением окрестности точки r = 1 поправка имеет поря-
док 10–3, т.е. 0.1%. При этом для выбранного закона движения имеются качественные
отличия, а именно,  и , а также непрерывность функции

 и наличие разрывов первого рода в графиках .
5. Заключение. В линейном приближении по малому параметру найдена вносимая с

учетом моментных свойств среды поправка в нестационарной осесимметричной зада-
че о распространении возмущений от сферической полости в пространстве. Показа-
но, что количественные отличия практически отсутствуют. В то же время качественно
процессы в моментной и классической упругой среде существенно отличаются. Эти
же выводы, вероятно, можно сделать и для задач с другими геометрией и граничными
условиями.
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Введение. В современной технике находят широкое применение самосмазывающи-
еся композиты, содержащие твердую смазку в виде мягкой фазы. При трении такого
композита происходит выделение смазки и образование поверхностной твердо-сма-
зочной пленки [1, 2]. К настоящему времени разработан ряд теоретических моделей
образования такой пленки, использующих концепцию пластического выдавливания
смазки из композита в результате деформирования его матрицы [3–5]. В работе [6] с
использованием такой концепции выполнен расчет кинетики роста и одновременно-
го изнашивания твердо-смазочной пленки, при этом в качестве механизма изнашива-
ния рассматривалось пластическое оттеснение (пропахивания) материала микроне-
ровностями контртела.

Ниже описывается теоретическая модель роста и одновременного изнашивания
твердо-смазочной пленки на поверхности покрытия из самосмазывающегося компо-
зита в упорном подшипнике скольжения. Упругое поведение пленки и покрытия опи-
сывается упрощенной моделью Винклера [7, 8]. На основе феноменологических зако-
нов роста и изнашивания твердо-смазочной пленки выводятся уравнения, позволяю-
щие рассчитывать кинетику изменения ее толщины, контактного давления, момента
трения, а также оценивать ее долговечность по критерию износа.

1. Постановка задачи. Рассмотрим двухслойное покрытие 1+2, сцепленное с абсо-
лютно жестким основанием 3 и контактирующее с пятой 4 упорного подшипника
скольжения, которая вращается с постоянной угловой скоростью  и находится под
действием заданной нагрузки  (рис. 1). Пользуясь осевой симметрией задачи, распо-
ложим начало O системы координат посередине кольцевой области контакта, при
этом совместим координатную ось x с поверхностью покрытия вне области контакта,
направив ее вдоль некоторого радиуса пяты (рис. 1). Область контакта пяты с покры-

ω
P
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тием будем считать неизменной и представлять отрезком [–a, a] оси x, причем a =
= . Форму подошвы пяты в выбранной системе координат зададим
уравнением

(1.1)

где  – внедрение в покрытие точки поверхности пяты с координатой x = 0. Скорость
 скольжения пяты по покрытию определяется по формуле

(1.2)
а нагрузка  связана с контактным давлением p условием равновесия

(1.3)

Показанное на рис. 1 двухслойное покрытие состоит из композитного покрытия
(КП) 1 и твердо-смазочной пленки (ТСП) 2, которая с течением времени  растет за
счет выделения из КП твердой смазки и одновременно изнашивается в результате
контактного взаимодействия с пятой. Подобный процесс можно описать следующи-
ми равенствами:

(1.4)

в которых hi – толщина КП (i = 1) или ТСП (i = 2) в недеформированном состоянии,
 – значение hi в начальный момент времени , q и  – прирост толщины и ли-

нейный износ ТСП. Коэффициент  учитывает уменьшение толщины КП при
выделении из него твердой смазки. По условию задачи .

Основываясь на полученных ранее результатах [3–5, 9], будем использовать фено-
менологические законы роста и изнашивания ТСП:

(1.5)

определяющие скорости изменения величин q и  по пути трения  в зависимости от
контактного давления p и скорости скольжения  для каждой точки контакта. Функ-
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Рис. 1. Схема контакта двухслойного покрытия с пятой упорного подшипника скольжения
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ция  параметрически зависит от структурных и физико-механических характе-
ристик КП, а функция  определяется износостойкими свойствами ТСП. Пара-
метр  задает максимально возможный прирост толщины ТСП, обусловленный
ограниченным количеством твердой смазки в КП, так что . Множитель

 в первом выражении (1.5) отвечает линейной зависимости количества выде-
ляемой твердой смазки от ее текущей концентрации в КП, что подтверждается расче-
тами [4, 5]. В качестве возможного варианта, функции  и  могут быть ли-
нейными по аргументу  и не зависеть от скорости скольжения :

(1.6)

где  и  – некоторые параметры.
Существование максимальной величины  прироста толщины ТСП, при том, что

износ ТСП монотонно увеличивается, означает возможность полного изнашивания
ТСП в некоторый момент  времени в некотором месте с координатой , так что

(1.7)

В дальнейшем величина  будет использоваться в качестве характеристики долговеч-
ности ТСП по критерию износа.

Допустим, что под действием контактного давления  КП и ТСП деформируются
упруго, при этом упругие свойства КП описываются усредненными значениями моду-
ля Юнга  и коэффициента Пуассона  [4]. Кроме того, примем концепцию асимп-
тотически тонкого слоя, согласно которой напряженно-деформированное состояние
слоя толщины  в продольном направлении на расстояниях ∼  изменяется незначи-
тельно [7]. Все это позволяет воспользоваться упрощенной моделью Винклера для
определения упругой осадки  поверхности ТСП, связанного с КП [8]:

(1.8)

Здесь  – коэффициент податливости двухслойно-
го покрытия КП+ТСП, причем слагаемые  определяют податливость отдельно КП

(i = 1) и ТСП (i = 2), . Учитывая, что в процессе кон-
тактного взаимодействия с пятой состав КП изменяется, следует положить B1(x, t) =
= , где  – функция, определяющая изменение податливости КП при вы-
делении из него твердой смазки. Допуская однородность материала ТСП, коэффици-
ент  будем считать постоянным. С учетом равенств (1.4) вышесказанное позволяет
записать следующее выражение для коэффициента податливости:

(1.9)

Имеет место условие контакта:

(1.10)

в котором  – текущая толщина двухслойного покрытия КП+ТСП, h0 = .
Ставится задача: основываясь на записанных выше соотношениях, по заданной на-

грузке  рассчитать кинетику изменения во времени толщин  КП и 
ТСП, а также контактного давления .

2. Система определяющих уравнений. Прежде всего, выразим контактное давление
 через функции ,  и . Для этого подставим в равенство (1.10) выра-

жения (1.4) и (1.8) для толщин ,  и упругой осадки  при учете формулы (1.9) для
коэффициента . В результате можно прийти к искомому выражению
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(2.1)

Согласно полученному выражению, начальное распределение  кон-
тактного давления определяется по формуле

(2.2)

где , , . Если положить в условии равновесия (1.3)
 и подставить в него правую часть равенства (2.2), то можно получить следующее

выражение начального внедрения  через известную нагрузку :

(2.3)

Перейдем теперь в законах (1.5) роста и изнашивания ТСП от производной по пути
 трения к производной по времени , используя соотношение . Тогда при уче-

те выражения (2.1) для контактного давления p можно получить следующие уравнения
относительно функций  и :

(2.4)

причем

Уравнения (2.4) кроме функций  и  содержат еще одну неизвестную
функцию , дополнительное уравнение для которой может быть построено на осно-
ве условия равновесия (1.3). А именно, следуя известной процедуре [10], продиффе-
ренцируем по  это условие с внесением операции дифференцирования под знак ин-
теграла. Полученную таким образом производную  заменим правой частью вы-
ражения (2.1), предварительно продифференцированной по  с заменой производных

 и  правыми частями уравнений (2.4). Выделяя из полученного равенства
производную , придем к искомому уравнению

(2.5)

в котором  и  – функционалы, определяемые по формулам

При записи двух последних выражений аргументы x, t у функций ,  и 
для краткости опускаются, а также используется функция
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Равенства (2.4) и (2.5) образуют систему уравнений, определяющих функции ,
 и . Эта система решается при начальных условиях

причем  определяется по формуле (2.3). Найденные функции ,  и 
позволяют по формулам (1.4) и (2.1) рассчитать кинетику изменения во времени тол-
щин  КП и  ТСП, а также контактного давления  и, тем самым, решить постав-
ленную выше задачу.

Замечание. Система уравнений (2.4), (2.5) является нелинейной и ее решение воз-
можно только численно, даже в случае (1.6) линейных законов роста и изнашивания
ТСП. Однако в этом случае можно установить аналитическую связь функций  и

 между собой. Для этого следует исключить из правых частей уравнений (2.4)
комплекс  и для каждого  получить дифференциальное
уравнение относительно  с независимой переменной W. Это уравнение имеет анали-
тическое решение, которое определяет искомую связь

Укажем ряд ограничений, которым должны удовлетворять используемые величи-
ны. Прежде всего, отметим, что толщина  КП принимает только положительные
значения, поэтому, в силу первого равенства (1.4), величина  ограничена неравен-
ством: . Это неравенство выполняется, если , так как согласно
данному выше определению параметра : .

Положительные значения также принимает контактное давление , а осадка  =
= Bihip каждого слоя двухслойного покрытия КП+ТСП по физическому смыслу долж-
на быть меньше толщины  соответствующего слоя. Подобные ограничения пред-
ставляются следующими неравенствами

(2.6)

В случае, когда ТСП изначально отсутствует ( ) и появляется в результате вза-
имодействия пяты с КП, необходимо наложить ограничение . В силу соот-
ношений (1.4), (2.1) и (2.4), это ограничение эквивалентно неравенству

(2.7)

которое имеет простой физический смысл – в начальный момент ТСП растет быст-
рее, чем изнашивается.

3. Численный анализ взаимодействия пяты с двухслойным покрытием КП+ТСП
выполнялся на основе решения системы дифференциальных уравнений (2.4) и (2.5)
относительно функции ,  и  с использованием численного метода Рун-
ге–Кутты четвертого порядка точности. Целью расчетов было выявление характерных
особенностей процесса роста ТСП при его одновременном изнашивании. Рассматри-
вался случай постоянной во времени нагрузки  и использовались линейные зако-
ны (1.6) роста и изнашивания ТСП. Упругие свойства КП считались неизменными во
времени, поэтому функция  принималась постоянной и равной . При расчетах
контролировалось выполнение неравенств (2.6).
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Расчеты проводились при следующих значениях параметров задачи:  2 мм, 
= 22 мм,  10 мм,  1 мм, ,  100 с–1, , ,  МПа,

 МПа, ,  Па–1,  Па–1. Форма пяты описы-
валась линейной функцией

где  – коэффициент, характеризующий угол наклона профиля пяты, причем значе-
ние k = 0 отвечает случаю плоской пяты, а значения  – случаю конической пяты.
Значения коэффициента k, а также нагрузки  указываются ниже отдельно для каж-
дого численного примера.

Для графического представления результатов расчетов используются безразмерные

величины, , , , , , где  с, ,

,  – площадь контакта.

Отметим, что выбранные коэффициенты ,  удовлетворяют неравенству ,
которое эквивалентно неравенству (2.7) в рассматриваемом случае (1.6) линейных законов
роста и изнашивания ТСП. Как указывалось выше, выполнение неравенства (2.7) необ-
ходимо при выбранном нулевом значении начальной толщины  ТСП.

Кинетика изменения толщины  ТСП и контактного давления  показана

на рис. 2 и 3, соответственно, при k = 0 (случай плоской пяты) и  (случай
конической пяты). Представленные на этих рисунках кривые отвечают следующим
моментам времени:  0 (1); 0.0345 (2); 0.1799 (3); 0.3616 (4); 0.8158 (5); 1.0884 (6);
1.4517 (7). Значение нагрузки в обоих случаях составляет  (  кН).

Представленные графики свидетельствуют о существенном влиянии формы пяты
на кинетику роста/изнашивания ТСП. В частности, видно, что коническая пята обес-
печивает большую долговечность  ТСП. Кроме того, расчеты свидетельствуют о том,
что коническая пята обеспечивает режим трения с более низким и стабильным мо-
ментом трения M, рассчитанным по формуле
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Рис. 2. Распределения толщины  ТСП (а) и контактного давления  (b) в различные моменты времени

при k = 0 (плоская пята) и 
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где  – коэффициент трения скольжения. Например, при  значения
 и  для плоской пяты составляют 37.08 и 41.44 Н ⋅ м,

соответственно, тогда как для конической пяты: 34.07 и 35.74 Н ⋅ м.
При пониженных нагрузках  возможно протекание процесса, когда на его началь-

ной стадии наблюдается значительная неоднородность по  роста толщины 
ТСП, т.е. проявляется эффект выпячивания ТСП. Это может приводить к локальному
нарушению контакта пяты и ТСП. Подобное протекание процесса роста/изнашива-
ния ТСП в случае k = 0 (плоская пята) и  (  кН) иллюстрирует рис. 4,
на котором кривые отвечают следующим моментам времени:  0 (1); 0.0540 (2);
0.1085 (3); 0.2175 (4); 0.3265 (5). Представленные графики демонстрируют интенсив-
ный рост толщины ТСП на периферии области контакта (окрестность ), что
приводит к снижению контактного давления до нуля и нарушению контакта пяты и
ТСП на внутренней границе  области контакта.

На рис. 5 показаны зависимости долговечности  ТСП, определяемой условием (1.7),

от нагрузки  при k = 0 (плоская пята) (a) и  (коническая пята) (b). Как
и следовало ожидать, долговечность ТСП снижается с ростом нагрузки, причем кони-
ческая пята обеспечивает большую долговечность.

4. Выводы. 1. Предложена математическая модель процесса одновременного роста
и изнашивания ТСП в упорном подшипнике скольжения в предположении, что ТСП
образуется на поверхности КП за счет выделения из него твердой смазки.

2. Расчетным путем выявлены характерные особенности рассматриваемого процес-
са. Показано, что кинетика изменения толщины ТСП и контактного давления суще-
ственно зависит от формы пяты. В частности, использование конической пяты приво-
дит к повышению долговечности ТСП по критерию износа и обеспечивает режим тре-
ния с более низким и стабильным моментом трения.

3. Выявлен эффект выпячивания ТСП при пониженных нагрузках, приводящий к
локальному нарушению контакта пяты и ТСП.
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