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Рассмотрена задача расчета параметров затухающих колебаний с соударениями двух
систем с одной степенью свободы. Такие колебания могут сопровождаться вибро-
ударными процессами с повторными соударениями (режимами с дребезгом). Харак-
тер этих процессов зависит от принятых моделей диссипации энергии и конструк-
тивных особенностей соударяющихся объектов. Даны соответствующие уравнения
движения. Приводится методика построения законов движения, основанная на ме-
тоде усреднения виброударных систем. Приведены примеры. Рассмотрения могут
быть использованы, например, при расчете и анализе специфических явлений, воз-
никающих в элементах коммутационных устройств, а также и в других системах, в
частности, связанных с описанием вибрационных полей, генерируемых при посред-
стве ударов.

Ключевые слова: соударения, виброударная система, дребезг, время дребезга, кон-
тактная система, переменные “импульс-фаза”, модели диссипации, системы с ре-
лаксацией
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1. В общем случае под режимами с повторными соударениями (режимами с дребез-
гом) понимают явления, заключающиеся в возникновении большого числа соударе-
ний контактирующих твердых тел после того, как произошел первый удар. В простей-
шем случае, если ограничиться рассмотрением прямого и центрального удара, указан-
ное явление заключается во всем известном эффекте подпрыгивания монеты,
которую на некоторой высоте отпустили над массивной металлической или каменной
плитой.

С механической точки зрения дребезг возникает, когда соударяющиеся тела нахо-
дятся в поле сил, которые возвращают их в точку контакта, в результате чего и проис-
ходят повторные соударения.

Известно, что в ряде случаев дребезг контактов наносит техническим объектам
весьма принципиальный вред. Он может происходить и происходит, в частности, в
многочисленных электромеханических коммутационных устройствах, приборах и ап-
паратах – кнопках, реле, герконах, переключателях, контакторах, магнитных пускате-
лях и других системах. Эффект проявляется в том, что после одного замыкания проис-
ходят многократные повторные размыкания/замыкания контактов и они определен-
ное время отскакивают друг от друга при возникающих соударениях, размыкая и
вновь замыкая электрические цепи.

Это заметно снижает надежность устройств, вносит в их работу нежелательные ис-
кажения и может привести к преждевременным отказам и потери работоспособности

УДК 531

МЕХАНИКА МАШИН



4 КРУПЕНИН

элементов оборудования. Например, коммутация достаточно мощных электроцепей
может сопровождаться множественными зажиганиями и гашениями электрической
дуги или возникновением искр, что вызывает быстрый износ контактов.

Использование электромеханических контактов из-за дребезга пагубно отражается
на свойствах функциональности многих компонент электронных схем, а также приво-
дит к сбоям некоторых типов цифровых устройств.

Важнейшими характеристиками дребезга являются импульсы ударного взаимодей-
ствия, число соударений от начала первого контакта до последнего (прекращения дре-
безжания), а также продолжительность (время) дребезга. Эти параметры зависят от
конструктивных параметров систем. Времена дребезга варьируются от значений по-
рядков 1–2 микросекунд у современных миниатюрных герконов до сотен миллисе-
кунд у мощных контакторов.

Используемые методы борьбы с дребезгом основаны на аппаратных и алгоритмиче-
ских методиках. Их описание широко представлено, например, в Интернете, особен-
но в связи с весьма широким распространением устройств, так или иначе связанных с
платформой Arduino [1]. В основном указанные методы – паллиативны, не учитывают
механику процессов и не могут быть вполне эффективными.

Математическое моделирование электромеханических контактов или им подоб-
ным систем, по-видимому, впервые провел Л.И. Мандельштам в своих знаменитых
“Лекциях” [2]. Он рассмотрел систему, которую назвал “молоточком Н.Н. Андреева”
и которая моделировала устройство для измерения амплитуды колебаний.

Проблема описания дребезга интересовала исследователей и здесь нельзя не отме-
тить классические работы Р.Ф. Нагаева [3], который дал весьма полные и подробные
описания явления дребезга для ряда нетривиальных механических задач.

В данной работе рассмотрены некоторые модельные аспекты проблемы и способы
описания дребезга при помощи метода усреднения.

2. Типичный пример контактных систем, рассматриваемого типа показан на рис. 1.
На рис. 1а дана наиболее популярная схема, взятая с сайта “Заочник”. Реле элек-

тронного контроля “PMDsrange” компании “Pilz International”, Германия приведено
на фото рис. 1б.

В качестве основной рабочей модели возьмем систему, показанную на рис. 2а.
На концах упругих невесомых балочек (пружин) закреплены соударяющиеся точеч-

ные тела с массами  и  [4]. Предположение о точечности тел обозначает, что все-
ми их геометрическими параметрами можно пренебречь по сравнению с величиной

1m 2m

Рис. 1.

(a) (б)
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зазора  (отрицательные значения величины  соответствуют предварительному
натягу).

Уравнения движения системы в отсутствии постоянно действующих сил внешнего
возбуждения имеют вид

(1)

Здесь  и  – координаты соударяющихся тел;  – относительная коорди-
ната. Соударения происходят при . Через  и  обозначены опера-
торные функции , описывающие диссипацию энергии в системах без учета
потери энергии при ударах. Здесь можно учесть не только стандартные факторы, при-
водящие к использованию моделей вязкого трения, но и обстоятельства, связанные с
внутренними несовершенствами и особенностями материала балочек (пружин). На-
пример, они могут находитmся в оплетках, выполненных из полимерных материалов.

В уравнениях (1) фигурирует еще сила удара , зависящая от относительных
координаты и скорости. Пусть удар Ньютоновский, и происходит в некоторый произ-
вольный момент времени  тогда  = ;  и  =
=  + , где  и  – упругая и диссипативная составляю-
щая силы удара, записываемые через обобщенные функции. Для каждого удара мож-
но записать [5, 6]

где  – импульс удара;  – ;  – момент некоторого -го удара;
 – коэффициент восстановления.

К уравнениям (1) должны быть добавлены начальные условия.
На практике многие коммутационные системы, в которых имеет место дребезг, об-

ладают регулярной или квазирегулярной структурой. То есть для нашей модели
; . Также распространены устройства, для которых . В обоих слу-

чаях моделирование сводится к исследованию системы с одной степенью свободы.
В первом случае, предположив, что операторы  и  – линейны, вы-

чтем из первого уравнения (1) второе. Имеем

где в рассматриваемом приближении при ; ,  и
учтена линейность операторов  и .

Окончательно запишем

(2)

Δ ≥ 0 Δ

+ + Φ = − + − Φ = −�� � �� �1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2( , ) ( ; ); ( , ) ( ; ).m x c x x x B p x m x c x x x B p x

1x 2x = −1 2x x x
= Δx 1 1( ; )B p x 2 2( ; )B p x

≡ /p d dt

Φ �( , )x x

α=t t α −�( 0)x t α− +�( 0)Rx t < ≤0 1R Φ �( , )x x
Φ �0( , )x x − Φ �1(1 ) ( , )R x x Φ0 − Φ1(1 )R

α α α=Φ = δ − = + −�( ); (1 ) ( 0) ,t t J t t J R x t

J δ( )t δ-функция αt α
< ≤0 1R

≈1 2m m ≈1 2c c 1 2m m@

1 2( ; )B p x 2 2( ; )B p x

+ + Φ = −�� �0 0 02 ( , ) ( ; ),m x c x x x B p x

= =0 1 2m m m = =0 1 2c c c = =0 1 2B B B

1B 2B

+ + Φ + ε Φ = −ε�� � �0 1( , ) ( , ) ( ; ),mx cx x x r x x B p x

Рис. 2. Примеры рабочих моделей: (a) – система с зазором ( ; две степени свободы); (б) – система

с предварительным натягом ( ; одна степень свободы).

(а) (б)

� < 0

�

Δ ≥ 0
Δ < 0
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где  – малый параметр; . Смысл обозначений очевиден и сделано пред-
положение о малости уровня диссипации.

Таким образом модель процесса описывается посредством системы с одной степе-
нью свободы, определяющая координата которой является относительной координа-
той, а все гладкие члены уравнения движения вдвое меньше исходных.

Проведем анализ именно модели (2). В случае  модель аналогична. Здесь
, так как можно считать  и задача сводится к анализу динамики ударно-

го осциллятора, взаимодействующего с неподвижным ограничителем (рис. 2б, здесь
).

3. Проанализируем уравнение (2) с помощью метода усреднения в виде, который
применительно к виброударным системам был предложен и алгоритмизирован в ра-
боте [7] и развит в книгах [5, 6, 8]. Изложим кратко схему методики построения перво-
го приближения.

Предположим, что вырожденная (консервативная) система имеет вид

где учтено, что .
Решение задачи в вырожденном случае хорошо известно и изучено [4, 5]

(3)

Здесь и далее  – собственная частота соответствующего линейного ос-
циллятора.

Вторая формула (3) имеет место только при , а при t вне этого промежутка
должно быть произведено продолжение по периодичности или использовано пред-
ставление в виде ряда Фурье (пятая формула (3)). Импульс удара J – по определению
неотрицателен. В консервативной системе он определяется из условия удара .
Удар в силу автономности системы совмещен здесь с началом отсчета времени.

Осуществим переход к фазовым переменным “импульс-фаза”  в со-
ответствии с формулами

(4)

При этом  и из четвертого соотношения (3) можно получить

(5)

Системы с зазором – жестко анизохронны, с натягом – мягко анизохронны, с нуле-
вым зазором – изохронны. Первая вновь введенная переменная J (импульс) – мед-

ε 1! − ≡1 R r

1 2m m@

= 2m m → ∞1m

Δ < 0

+ + Φ =�� �0( , ) 0,mx cx x x

Φ = Φ + − Φ� � �0 1( , ) ( , ) (1 ) ( , )x x x x R x x

( )
( )

∞

=−∞

Ω −
= − χ − ϕ χ = < ≤

ΩΩ

= − ΩΔ Ω ≥

χ =
Ω − ω

 2 2 2

cos1 2( ) ( ); ( ) , 0 ,
2 sin

2
12 tg 0;
2
exp( ω )1( ) .

k

Tt
x t J t t t T

T

J T

ik tt
T k

−Ω = 1сm

< ≤0 t T

= Δ(0)x

→ ψ�( , ) ( , )x x J

ψ= − χ ψ ω = − ω χ ψ ω�[ , ( )], ( ) [ , ( )].x J J x J J J

−ω = π 1( ) 2 ( )J T J

πΩω = Δ > Ω < ω < Ω
π − ΩΔ

( ) , 0, 2 ,
arctg[ /(2 )]

J
J

πΩω = − Δ < Ω < ω < ∞
ΩΔ

( ) , 0, 2 ,
arctg[ /(2 )]

J
J

ω = Ω = Δ =( )  2 const, 0.J
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ленная, а переменная  (фаза) – быстрая. После ряда преобразований, для новых пе-
ременных можно получить уравнения

(6)

где обобщенная функция  – -периодическая последовательность -функ-
ций [5, 6].

Для получения медленно изменяющейся эволюционной составляющей процесса
достаточно усреднить по быстрой фазе первое уравнение (6). Пусть начальные усло-
вия выглядят так: , . Усредняя первое уравнение (6), после ряда вы-
числений можно получить “укороченное” уравнение вида

(7)

причем зависимость  устанавливается при помощи соотношений (5).
В первом приближении второе уравнение может не использоваться [8].

Таким образом, рассматривая различные модели трения, можно оценить парамет-
ры режима с затухающими соударениями.

4. Рассмотрим вначале случай, когда  и на процесс влияет только потеря энер-
гии при соударениях. То есть  ( ). Из уравнения (7) и первого соотношения (5)
находим при 

(8)

где приняты во внимание неравенства, входящие в первое соотношение (5).
Уравнение (8) – уравнение с разделяющимися переменными. Для упрощения зада-

чи заметим, что единственному стационарному режиму соответствует прекращение
соударений – обращение импульса удара в ноль:  Этот режим – асимптоти-
чески устойчив, поскольку при малом возмущении стационарного режима  уравне-
ние в вариациях и его решение примут вид

(9)

Время возвращения системы на незатухающие свободные синусоидальные колеба-
ния (время прекращения виброударного процесса, сопровождаемого дребезгом) – в
такой модели бесконечно.

Если система имеет предварительный натяг и , то имеется мягкий анизохро-
низм и действует второе соотношение (5). В этом случае уравнение (7) при B = 0 при-
нимает вид

(10)

В данном случае стационарное решение отсутствует, поскольку при  .
Считая импульс малым, линеаризуем уравнение (10)

(11)

Теперь можно оценить время дребезга (tД)

(12)

ψ

{ }

π
ψ

−
ω

= −ε + − χ ω χ ω

= + ε − χ ω χ ω + χ ω ω

�

�

2

1

ω( ){ δ (ψ) 4 ( ; [ψ, ( )]) [ψ, ( )]},

ψ ω( ){1 4 ( ; [ψ, ( )])} [ψ, ( )] [ψ, ( )] '( ) ,

J J rJ B p J J J

J J B p J J J J J J

π2δ (ψ) π2 δ

= Δ(0)x = >0 0J J

−
ψ

  = ε ≡ −ε + − χ ω χ ω 
  

�

( )
1

1
0

( ) ( ) 4 ( ; [ψ, ( )]) [ψ, ( )] ψ ,
T J

J E J rT J J B p J J J d

= π ω( ) 2 / ( )T J J
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В данном случае при : , . Следовательно за время  долж-
но произойти бесконечное число соударений. Р.Ф. Нагаев называл такое динамиче-
ское явление квазипластическим ударом [3]. Квазипластический удар – прямой ре-
зультат идеализации, вносимой гипотезой Ньютона, предполагающей мгновенность
ударного взаимодействия.

5. Пусть . Рассмотрим теперь случай . Поскольку численный ана-
лиз основного уравнения (7) не представляет труда при любой модели диссипации
энергии, а наша цель – качественный аналитический анализ моделей дребезга, поло-
жим теперь R = 1, т.е. будем считать соударения упругими и в качестве механизма дис-
сипации выберем вязкое трение: ; . Тогда, используя (3), (7),
а также вычисления, проведенные в [5, 6] можно получить после интегрирования

(13)

Анализ уравнения (13) сведется к интегралу, невыражаемому через элементарные
функции и это уравнение не допускает стационарного решения, поскольку .

Проведем оценку времени дребезга. Пусть импульс соударений достаточно мал.
Например, начальный импульс для уравнения (13) . Тогда, оценивая функ-

цию , можно показать, что  =  +  и, подставляя это выраже-
ние в (13), находим

(14)

Причем время дребезга определяется из условия неотрицательности подкоренного
выражения. Данная система – жестко анизохронна и период стремится к конечной
величине с уменьшением импульса, поэтому число соударений, приходящихся на вре-
мя  – конечно. Рассмотрим случай, когда потери энергии происходят за счет учета
свойств материала соударяющихся тел, например, балочки (пружины) (рис. 2) имеют
полимерную оплетку. Тогда в уравнении (2)

где  – ядро релаксации [9, 10], параметры которого определяются характеристика-
ми материала балочки с полимерной оплеткой.

Правая часть уравнения (7)

Для вычисления последнего интеграла возьмем форму записи функции 
определяющую решение (3) в форме бесконечного ряда. Используя вычисления, про-
деланные ранее в [5, 6], можно получить

(15)

где многоточие обозначает члены высоко порядка малости, а  =  –
синус-преобразование Фурье ядра релаксации. Диссипативные свойства материала
определяются именно этой величиной [9].
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Дальнейшее зависит от конкретного вида ядра релаксации, поскольку именно оно
определяет правую часть уравнения (7). Подробные рассмотрения здесь невозможны.
В любом случае качественно здесь принципиально возможен переход на безударный
режим по типу уравнения (8), когда существует стационарное решение , или по
типу (13) когда стационарного решения нет. В первом случае модель даст бесконечное
время затухания режима с соударениями, во втором – некоторое конечное время дре-
безга .

Совершенно аналогично рассматриваются и другие случаи действия диссипатив-
ных механизмов, а также не рассмотренные случаи комбинации этих механизмов.

Если исходная система близка к изохронной, т.е., если  или , усреднен-
ные уравнения (6) принимают особенно простой вид. Пусть в системе действуют вяз-
кое трение и учитываются потери энергии при ударе. Тогда, с учетом третьего соотно-

шения (5) ; .
Следовательно, для изохронной системы с нулевым зазором или для квазиизохрон-

ной системы, когда , , .
6. Таким образом, можно, используя вид замены переменных (4), получить пред-

ставление для закона изменения относительной координаты , где
функция  определяется при помощи второго или пятого соотношения (3).

Учитывая предпосылки, при которых выводилось уравнение движения (2), можно
получить законы движения  и 

Эскизы соответствующих графиков даны на рис. 3a, б, в. В верхних полуплоскостях
показаны законы движения , в нижних – . Ось симметрии соответствует точ-
кам контакта.

Характер изменения относительной координаты  показан на рис. 3г. Здесь взят
случай бесконечноударного процесса конечной продолжительности при  (12).

Такой же характер движения будет носить и при соударениях некоторого тела с не-
подвижным ограничителем или телом очень большой массы (п. 2).

Приведенные соотношения дают простые формулы и их можно использовать при
проведении “прикидочных” расчетов конкретных систем, например, реле или других
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контактных и коммуникационных устройств. Более сложные задачи, конкретизирую-
щие характер возможных движений, могут быть рассмотрены при использовании чис-
ленных методик.

В связи с проведенными рассмотрениями отметим важную проблему описания ха-
рактеристик глобальных вибрационных полей [11, 12], генерируемых виброударными
и редкоударными процессами с дребезгами.
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Экспериментально исследуется кинематика движений плавающего элемента (коль-
ца) роторного механизма при установившихся низкооборотных режимах вращения.
Кольцо установлено с зазором относительно ведущего цилиндрического звена и
обегает его, не теряя контакта. Показано, что движение кольца при “лунном” дви-
жении ведущего звена представляет собой прямую асинхронную прецессию, при ко-
тором его точки описывают эпитрохоиды.

Ключевые слова: ротор, механизм, плавающее кольцо, контакт, прецессия кольца,
траектории
DOI: 10.31857/S0235711920030049

Постановка задачи. В роторных механизмах нередко происходит контакт вращаю-
щегося ротора с элементами роторной системы. При этом могут быть выделены две
различные ситуации: 1) контакты ротора с неподвижным или упруго-закрепленным
жестким статором; 2) контакты ротора с подвижными элементами (плавающие или
пальчиковые уплотнения, гидростатические опоры с плавающими втулками, инерци-
онные вибродробилки). При этом плавающие элементы в свою очередь могут контак-
тировать со статором или другими плавающими элементами.

Контактные режимы в этих двух случаях существенно различаются.
В первом случае возникает обкатка ротора изнутри по статору, что сопровождается

проскальзыванием ротора и приводит к быстрому износу подшипников и тяжелым
аварийным ситуациям. Ротор при обкатке совершает асинхронную прецессию в на-
правлении, противоположном скорости вращения (обратная прецессия). При этом
скорость прецессии чрезвычайно велика, и давление на статор может в десятки раз
превышать вес самого ротора [1–6], вследствие того, что прецессия обратная траекто-
рии точек ротора представляет собой гипотрохоиды.

Второй тип контактных режимов – это вращение ротора внутри легких подвижных
элементов системы, например, в подшипниках с плавающей втулкой, внутри плаваю-
щих уплотнений [7–10]. Плавающие уплотнения обеспечивают хорошую герметиза-
цию уплотнения. Такие режимы при низких скоростях вращения ротора специально
поддерживаются в инерционных вибродробилках [2]. Возникновение контактных ре-
жимов может привести к повреждению и даже разрушению плавающих элементов.
При этом плавающее кольцо “обегает” ротор снаружи в режиме прямой прецессии [3].
В дальнейшем (в отличие от режима обкатки ротора по неподвижному основанию) бу-
дем называть такие режимы обеганием кольца вокруг ротора. Такого класса системы
относятся к механизмам с высшими кинематическими парами.

УДК 534.1,621.1

МЕХАНИКА МАШИН
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В статье рассматривается система “ротор-плавающее кольцо”. Приводится анализ
траекторий, полученных на экспериментальной установке, моделирующей процесс
обегания. Процесс обегания – это достаточно сложный многочастотный режим. По-
этому, прежде чем исследовать этот процесс в роторных системах, необходимо внача-
ле на модельной установке исследовать кинематику движений кольца при малых ско-
ростях вращения, найти его траектории и выявить основные закономерности. Найде-
ны экспериментальные траектории движения кольца при различных параметрах
системы, что позволяет развить и уточнить результаты теоретического исследова-
ния [11].

Описание экспериментальной установки. Для моделирования процесса обегания бы-
ла сконструирована и изготовлена экспериментальная установка, кинематическая
схема и общий вид которой представлены на рис. 1а, б. На основании 1 (рис. 1б) уста-
новлен двигатель 2 вращения ведущего вала модели с рычагом 3, шарнирно связан-
ным на одном конце с осью 4, на которой укреплены шайба 5, моделирующая ротор, и
одну из шестерен зубчато-ременной передачи 8. На другом конце рычага 3 установлен
противовес 12, уравновешивающий рычаг 3 с несущими элементами относительно
оси его вращения. Кольцо 6, охватывающее шайбу 5 с зазором, лежит на бумажном
листе 11 на стеклянной подложке 10. Плоскость стеклянной подложки и, соответ-
ственно, бумажного листа перпендикулярна осям вращения рычага 3 и шайбы 5. Зазор
между нижней плоскостью шайбы 5 и бумажным листом 11 не превышает 0.5 мм.

Ступица второй шестерни 7 зубчато-ременной передачи 8 установлена либо с воз-
можностью вращения вместе с ведущим валом модели с рычагом 3, либо с фиксацией
относительно неподвижной ступицы на основании 1. Для имитации лунного враще-
ния модели ротора ось 4 с шайбой 5 и первой шестеренкой зубчато-ременной переда-
чи 8 фиксируется относительно рычага 3 винтом 9. Перенос винта 9 в позицию 9'
c фиксацией вращений второй шестеренки 7 относительно основания 1 преобразует
движение шайбы 5 в круговое поступательное движение. В этом случае шайба 5 и
кольцо 6 образуют систему типа “хула-хуп”. В настоящей статье исследуется кинема-
тика роторной системы с “лунным” движением ротора. Установка оснащена прибора-
ми освещения 13, установленными сверху, и видеокамерой 14 – снизу. На кольце 6

Рис. 1. (а) общий вид экспериментальной установки для кинематического анализа траекторий кольца при
“обегании”: 1 – двигатель; 2 – кольцо; 3 – шайба; 4 – рычаг, передающий вращение от двигателя к шайбе 3;
(б) кинематическая схема экспериментальной установки; (в) кадр видеосъемки вращения кольца при его
обегании вокруг ротора.
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имеются видимые на кадрах видеосъемки метки (рис. 1в). Путем покадровой обработ-
ки были построены траектории движения кольца.

Параметры данной установки: длина рычага а = 40 мм; радиус вращающейся шай-
бы r = 10 мм; внутренние радиусы сменных колец, совершающих обегание R = 11.5 мм;
19 мм; 35 мм.

При указанных соотношениях параметров a, r эта установка отличается от традици-
онных систем “ротор–плавающее кольцо”. Отличие так же и в скоростях вращений.
В экспериментальной установке они много ниже первой критической скорости вра-
щения роторных систем. Однако, в ней отражена специфическая особенность ротор-
ных систем, а именно, “лунное” движение неуравновешенного ротора. При устано-
вившемся движении вследствие равенства частот вынужденных колебаний ротора ча-
стоте прецессии каждая точка ротора сохраняет свое положение относительно оси
вращения, т.е. имеет место прямая синхронная прецессия ротора [13].

Некоторые особенности режима обегания в экспериментальной установке. Прежде,
чем перейти к описанию кинематической модели системы “вращающаяся шайба–
плавающее кольцо”, оценим влияние центробежных сил и сил трения, действующих
на кольцо в установившемся режиме движения. В рассматриваемой модели ось шай-
бы вертикальна, а кольцо скользит как по горизонтальной плоскости, так и по цилин-
дрической поверхности относительно шайбы.

В установившемся режиме движения при постоянной скорости вращения кольца
относительно его центра масс момент сил инерции кольца равен нулю.

Силы сухого трения кольца при скольжении по горизонтальной поверхности в слу-
чае низких скоростей вращения не симметричны относительно вектора скорости цен-
тра масс кольца. Сила трения на участке кольца с меньшим значением скоростей
скольжения (т.е. расположенном ближе к оси вращения “ротора”) больше, чем сила
трения на участке кольца с большим значением скоростей скольжения. Первые при-
ближаются к силам трения покоя, а вторые к силам трения движения. Гипотетически,
эта асимметрия сил трения позволяет представить их в виде вектора силы трения, рав-
ного сумме сил трения приведенных к центру масс кольца, и направленного по каса-
тельной к траектории его движения, и момента сил трения, равного произведению
разности сил трения на упомянутых участках кольца на средний радиус кольца. Такая
же ситуация может иметь место вследствие разности технологических сопротивлений
среды, в которой перемещается кольцо, и ее нетрудно воспроизвести в экспери-
ментах.

Сумма векторов силы трения и центробежных сил определяет как точку контакта
ротора и кольца, так и величину взаимного давления в ней. От соотношения величи-
ны силы трения, создаваемой этим давлением, и усилием, создаваемым моментом сил
сопротивления на кольце, зависит скорость вращения кольца.

Для оценки влияния сил трения проведен эксперимент, в котором на горизонталь-
ную подложку был наклеен круг наждачной бумаги. При этом скорость вращения
кольца увеличилась, но не достигла скорости прецессии.

Указанные особенности относятся только к данной экспериментальной установке.
Что же касается роторных систем, то в них нет горизонтальной подложки, а, следова-
тельно, и сил сухого трения между горизонтальной поверхностью и кольцом.

Кинематическая модель движений системы “вращающаяся шайба–плавающее коль-
цо” в режиме обегания

При соотношениях между параметрами системы, приведенными выше, взаимное
расположение геометрических центров шайбы и кольца имеет вид, представленный
на рис. 2. Геометрический центр О1 шайбы совершает круговые движения с амплиту-
дой а вокруг оси вращения О (окружность 5 на рис. 2). Рис. 2 соответствуют следую-
щие обозначения в тексте: ОО1 = а, О1N = r – радиус шайбы, О1О2 = δ, PО2 = R – ра-
диус кольца. Точка N орбиты шайбы – наиболее удаленная от центра вращения. Эта
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точка при вращении шайбы описывает окружность радиуса r + a, центр которой ле-
жит на оси вращения О (рис. 2, окружность 3). Вращение рычага 4 имитирует враще-
ние центра ротора, а длина рычага 4 – пропорциональна величине дисбаланса, шайба 3
при этом совершает “лунное” движение, что имитирует прямую синхронную прецес-
сию неуравновешенного ротора [12]. Это позволяет предположить, что точка контакта
на шайбе остается одной и той же.

Действительно, как показали эксперименты, при малом трении между кольцом и
опорной плоскостью и сравнительно невысоких скоростях вращения ротора, когда
силы инерции кольца также невелики, контакт кольца происходит в такой точке шай-
бы Р, что угол РО1N примерно равен π/2. При установившемся движении точка кон-
такта Р на шайбе остается практически одной и той же (рис. 2), в то время как точки
контакта на кольце различны. Кольцо обкатывает шайбу без отрыва, при этом геомет-
рический центр кольца О2 также описывает окружность (окружность 4), концентрич-
ную окружности 3. Радиус этой окружности, определяется из треугольника ОО1О2

(рис. 2) и равен δ = (a2 + (R – r)2)1/2, где R – радиус кольца.

Как показали эксперименты, скорость прецессии геометрического центра кольца
совпадает со скоростью прецессии геометрического центра шайбы, как по величине,
так и по направлению, то есть ω = Ω. Это объясняется тем, что прямая, соединяющая
центры шайбы и кольца перпендикулярна касательной в точке контакта. Следова-
тельно, когда точка контакта на “роторе” постоянна, скорость вращения этой прямой
совпадает со скоростью вращения точки контакта. Поскольку шайба совершает пря-
мую синхронную прецессию со скоростью ω вокруг центра вращения О, то она сооб-
щает кольцу скорость прецессии Ω = ω вокруг того же центра О.

Каждая из точек плавающего кольца участвует в двух движениях: вращении вокруг
центра кольца со скоростью ω1 и прецессии центра кольца Ω в том же направлении.
Уравнения траектории точек кольца имеют вид

(1)= ω + δ Ω = ω + δ Ω1 1sin sin , cos cos) ( ) .(x t R t t y t R t t

Рис. 2. Взаимное расположение центров: О – центр вращения системы; 1 – шайба; 2 – плавающее кольцо;
3 – траектория точки N шайбы, наиболее удаленной от оси вращения; 4 – траектория центра кольца О2;
5 – траектория центра шайбы О1.
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Скорость вращения кольца можно определить из следующих условий. Радиус коль-
ца больше радиуса шайбы, поэтому за время полного оборота шайбы внутри кольца
оно повернется вокруг своего центра на угол, равный β = 2π(r/R). Следовательно, ско-
рость вращения кольца ω1 составит

(2)

Уравнения (1) в случае прямой прецессии кольца описывают эпитрохоиды, количе-
ство петель которых n определяется отношением скорости вращения кольца к скоро-
сти прецессии его центра n = 1 + ω1/Ω.

При вращении ротора с большими скоростями необходимо исследовать динамиче-
ские процессы с учетом гидродинамических сил в зазоре, а также сил сухого тре-
ния [10].

Экспериментальные траектории точек кольца при “обегании”. При обработке экспе-
риментальных данных возникли определенные трудности при фиксации положений
точек кольца на траектории. Использование записывающих устройств приводило к
введению дополнительного демпфирования между кольцом и диаграммой, что суще-
ственно искажало процесс обегания. Поэтому положение точки кольца отмечалось на
диаграмме без контакта с кольцом при различных углах поворота рычага (“ротора”).
На каждом кадре фиксировалось положение двух диаметрально расположенных точек
кольца, что позволило определить также траекторию центра кольца и скорость его
прецессии. Эти траектории при различных соотношениях между радиусами колец и
шайбы при одном обороте шайбы приведены на рис. 3. Траектории получены при
одинаковых коэффициентах трения между кольцом и шайбой, а также между ними и
средой, что позволяет провести их сравнительный анализ.

На рис. 3а, б, в представлены траектории точек колец в режиме обегания за один
оборот шайбы, полученные на экспериментальной установке. Из (2), в частности,
следует, что скорость вращения кольца меньше скорости вращения шайбы, и поэтому
при вращении шайбы метки кольца будут отставать от метки шайбы, что и наблюдает-
ся в экспериментах. При наличии проскальзывания скорость вращения кольца сни-
жается.

Таким образом, прецессия центра кольца – прямая (в отличие от режима обкатки, ко-
гда прецессия обратная) и траектории точек кольца представляют собой эпитрохоиды.

Если радиусы кольца R и шайбы r близки между собой (рис. 3а), траектории точек кольца
представляют собой окружности радиуса r*, что подтверждается соотношениями (1).

ω = ω1 /r R

Рис. 3. Экспериментальные траектории точек кольца в режиме обегания: I – траектория центра кольца;
II, III – траектории диаметрально противоположных точек кольца: (а) R/r = 1.1; (б) R/r = 1.9; (в) R/r = 3.5.
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Траектории рис. 3 получены при одинаковых коэффициентах трения между коль-
цом и шайбой, а также между ними и средой. Это позволяет провести сравнение ско-
ростей вращения кольца и шайбы для различных соотношений их радиусов. Получе-
ны следующие отношения скорости вращения кольца ω1 к его скорости прецессии Ω:
а) при R = 19 мм: ω1/Ω = 1.6 и траектория кольца – эпитрохоида с одной петлей
(рис. 3б); б) при R = 30 мм: ω1/Ω = 2.7 и траектория кольца – эпитрохоида с двумя
петлями (рис. 3в).

Выводы:
– траектории точек кольца в роторных системах представляют собой эпитрохоиды,

количество петель которых n определяется отношением скорости вращения кольца к
скорости прецессии его центра;

– прецессия центра кольца – прямая (в отличие от режима обкатки, когда прецес-
сия – обратная);

– траектория центра кольца представляет собой окружность, а скорость прецессии
совпадает со скоростью вращения возбудителя колебаний (ротора).
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Рассмотрено применение вращательно-линейных мехатронных модулей в манипу-
ляторах станочного оборудования для механической обработки. Приводится реше-
ние обратной задачи о положении и оценка кинематических возможностей устрой-
ства на основе вращательно-линейных мехатронных модулей для станочного обору-
дования. Получены уравнения динамики, на их основе проведена оценка
динамических характеристик и точности обработки сложных поверхностей (на при-
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Наиболее важными показателями станочного оборудования являются максималь-
но возможные ускорения перемещений инструмента относительно детали, рабочая
зона и углы сервиса, а также точность позиционирования. Для повышения макси-
мально возможных ускорений в манипуляторах в работе [1] предложено применение
механизмов параллельной структуры, однако небольшие углы сервиса этих устройств
существенно ограничивают их технологические возможности.

Ранее для более сложных механизмов в станочном оборудовании предлагалось при-
менять вращательно-линейные мехатронные модули, перемещающие основания ки-
нематических цепей трипода [2]. В ИМАШ РАН были предложены более сложные
конструкции аналогичных механизмов с частичной кинематической развязкой, где
применен вращательно-линейный привод [3]. Однако подобные механизмы структур-
но излишне сложны, что снижает точность позиционирования выходного звена. При-
менение совместного вращательно-поступательного синхронного электродвигателя с
ротором в виде набора постоянных магнитов позволяет уменьшить число кинемати-
ческих пар и упростить конструкцию механизма [4]. Такой электропривод вместе с
датчиками положения составляет вращательно-поступательный мехатронный модуль.
Исследования в этом направлении продолжаются [5–7], однако эти модули пока не
нашли широкого применения из-за конструктивной сложности. Полностью исклю-
чить влияние механических эффектов на позиционирование невозможно из-за необ-
ходимости применения вращательно-линейных подшипников. В то же время может
иметь место электромагнитное взаимодействие, связанное с вихревыми токами в ро-
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торе. Поэтому целесообразно собрать аналогичный модуль из комплектующих, про-
изводимых серийно, используя синхронные электродвигатели [8].

1. Пятикоординатный робот-станок на основе вращательно-линейных модулей. Вра-
щательно-линейный модуль включает шлицевую втулку 1 (рис. 1), которая передает
вращение двигателя и обеспечивает вращательное движение выходного объекта мани-
пулирования. Внутренний вал шлицевой втулки кроме вращения позволяет выпол-
нять линейное перемещение. Линейное перемещение осуществляется через шарико-
винтовую пару 2, 4 (рис. 1), преобразующую вращательное движение двигателя в ли-
нейное перемещение выходного вала.

На базе вращательно-линейных модулей возможно создание пятикоординатного
робота-станка (рис. 1). Манипулятор перемещения инструмента 1, 2, 3, 4 (рис. 1)
представляет собой вращательно-линейный модуль, выполняющий перемещение по
двум координатам. Шарико-винтовой преобразователь совместно с приводом (двига-
тель вращения гайки шарико-винтового преобразователя) осуществляет линейное пе-
ремещение вдоль оси Zmin. Перемещение инструмента вокруг оси Zmin выполняется
приводом через шлицевую втулку. Манипулятор перемещения детали 5, 6, 7, 8, 9
(рис. 1) включает вращательно-линейный модуль, позволяющий выполнять переме-
щение детали по двум координатам: линейное перемещение детали вдоль оси Zd и вра-
щение вокруг оси Zd, а также включает привод 3 вращения корпуса вращательно-ли-
нейного модуля вокруг вертикальной оси ZMd.

Рис. 1. Робот-станок на основе вращательно-линейных модулей.
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В совокупности манипуляторы перемещения инструмента и детали обеспечивают
обработку поверхности детали, создавая относительное перемещение детали и ин-
струмента.

2. Решение кинематической задачи управления пятикоординатным роботом-станком.
Решение кинематической задачи управления пятикоординатным роботом-станком
состоит в формировании законов управления обобщенными координатами исполни-
тельного механизма, обеспечивая перемещение режущей кромки (сопровождающий
трехгранник (τνβ)k) по заданной траектории на обрабатываемой поверхности.

В совокупности манипуляторы перемещения детали и инструмента представляют
собой механизм относительного манипулирования, который позволяет осуществлять
перемещение инструмента относительно обрабатываемой поверхности детали по пяти
независимым координатам. Введение вычисляемых, либо задаваемых параметров,
определяющих положение режущей кромки на режущей поверхности, позволяют вы-
полнять обработку сложных поверхностей, обеспечивая положение режущей кромки
инструмента по шести координатам. Входной информацией для управления обоб-
щенными координатами обрабатывающего станка являются параметры, определяю-
щие траекторию движения инструмента (режущей кромки) по обрабатываемой по-
верхности детали. Такими параметрами являются координаты сопровождающего
трехгранника, связанного с формообразующей режущей кромкой инструмента при ее
движении по траектории.

Математически для решения кинематической задачи управления обобщенными
координатами исполнительного механизма станка вводится сопровождающий трех-
гранник (τνβ)i, определяющий траекторию движения режущей кромки по обрабаты-
ваемой поверхности, ось τ направлена по направлению скорости движения режущей
кромки, ось ν – по нормали к поверхности и β − по направлению режущей кромки
(рис. 2).

Принятые направления осей координат сопровождающего трехгранника являются
условными, так как режущая кромка инструмента не всегда представляет прямую ли-
нию. Однако принятое представление для описания формообразования поверхности

Рис. 2. Обрабатывающий инструмент (шлифовальный круг), имеющий торовую режущую поверхность.
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позволяет получить зависимости между движением инструмента относительно детали
и обобщенными координатами исполнительного механизма станка.

Решение кинематической задачи применительно для робота-станка на основе вра-
щательно-линейных модулей решается введением декартовых систем координат (рис. 3):
(XYZ)Md − неподвижная система координат, связанная с манипулятором перемеще-
ния детали, принимается за нулевую систему координат, (XYZ)min − неподвижная си-
стема координат, связанная с манипулятором инструмента, (XYZ)Md2 − подвижная си-
стема координат, связанная с вращательно-линейным модулем манипулятора детали
и перемещаемая относительно системы координат (XYZ)Md на угол q3, (XYZ)d – по-
движная система координат, в которой задается описание обрабатываемой поверхно-
сти детали (движение сопровождающего трехгранника (τνβ)i) – dAi(t). Данная система
координат перемещается относительно системы координат (XYZ)Md2: линейное пере-
мещение q2 и поворот на угол q1.

Подвижная система координат (XYZ)in (рис. 3) – связана с обрабатывающим ин-
струментом, в которой задается положение режущей кромки (τνβ)k. Система коорди-
нат (τνβ)in перемещается относительно (XYZ)min вращательно-линейным модулем: q4 –
линейное перемещение в направлении оси Zmin и q5 – вращение вокруг данной оси.

Для решения кинематической задачи и определения обобщенных координат меха-
низма, обеспечивающих перемещение режущей кромки инструмента по заданной
траектории на обрабатываемой поверхности детали, используются матрицы Данэви-
та–Хартенберга, позволяющие одновременно вычислять угловые перемещения зве-
ньев механизма, которые связаны с соответствующей декартовой системой координат
и их линейные перемещения. Элементы матриц являются функциями обобщенных
координат, что позволяет получать уравнения относительно обобщенных координат,
решая которые определяются зависимости между параметрами, определяющими по-
ложение режущей кромки на обрабатываемой поверхности, и обобщенными коорди-
натами.

Положение трехгранника (τνβ)i в системе координат детали (XYZ)d определяется
матрицей

(1)
d d

i i

i T

 
=  
  

C R
A

0

d ,
1

Рис. 3. Декартовые системы координат, принятые для описания кинематических преобразований.
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где матрица dCi размерности [3 ⋅ 3] определяет направляющие косинусы осей τ, ν и β
относительно осей X, Y, Z и являются функциями текущего времени t, четвертый стол-
бец матрицы (1) dRi = [xi yi zi]т определяет текущие координаты точки траектории i на
обрабатываемой поверхности в системе координат (XYZ)d.

Для определения и управления обобщенными координатами робота-станка необ-
ходимо определить точное положение координатной системы (XYZ)min относительно
(XYZ)Md. Положение данной системы координат определяется выполнением специ-
альной методики базирования, используя головки типа Ренешоу и специальный ти-
повой образец детали. В качестве начала отсчета для q5 и q3 принимаются положения
осей Xmin и XMd.

Процедура нахождения обобщенных координат выполняется последовательно, на-
чиная с простейшего способа вычисления одной из обобщенных координат. Подстав-
ляя затем полученные значения в дальнейшие вычисления, определяются последую-
щие недостающие обобщенные координаты.

Для удобства вычислений вводится промежуточная система координат с центром
в 0in – (XYZ)in2, оси которой параллельны осям системы (XYZ)Md2. Из условия равен-
ства элементов матрицы, определяющей положения трехгранника (τνβ)i в системе ко-
ординат (XYZ)Md, соответствующим элементам матрицы, определяющей положение
режущей кромки (τνβ)k также в системе координат (XYZ)Md MdAi = MdAk, составляются
системы уравнений, решение которых позволяют определять обобщенные координа-
ты робота-станка, зная параметры положения (τνβ)i в системе координат (XYZ)d.

Для определения обобщенной координаты q1 и параметра θ1 из равенства элемен-
тов матриц MdAi[3, 1], MdAi[3, 2], MdAi[3, 3] соответствующим элементам матриц MdAk[3, 1],
MdAk[3, 2], MdAk[3, 3] составляется система уравнений

(2)

решая которую получим

Для нахождения обобщенной координаты q3 определяются координаты вектора in2Rd

в системе координат (XYZ)in2. Вектор in2Rd является суммой двух векторов in2Rd =
= in2Rk + kRd.. Отношение координаты вектора in2Rd на ось Y – (Y(in2Rd)) системы коор-

динат (XYZ)in2 и расстояния между центрами 0min и 0Md – inRd =  = L является
синусом обобщенной координаты угла q3

(3)

Из уравнения (3) после вычисления  и преобразования получим

(4)
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где

Обобщенная координата q2 аналогично q3 может быть определена из конструктив-
ного расположения манипуляторов перемещения инструмента и детали

(5)
из которого

(6)
Для вычисленных q1, q2, q3, θ1 и задаваемых θ2, θ3 определяются обобщенные коор-

динаты q4 и q5. Для этого из равенства элементов матриц преобразования координат
MdAi [3, 4] = MdAk [3, 4] составляется уравнение

(7)
из которого определяется обобщенная координата q4

(8)

Соответственно из равенства элементов матриц MdAi[1, 4] = MdAk[1, 4] и MdAi[2, 4] =
= MdAk[2, 4] составляется система уравнений

(9)

из которой определяется обобщенная координата q5

(10)

где A = (zi + q2)cos(q3) + (xisin(q1) + yicos(q1))sin(q3) – Xmin; B = (zi + q2)sin(q3) + (xisin(q1) +
+ yicos(q1))cos(q3) – Ymin, D = rsin(θ2), Xmin и Ymin – координаты, определяющие поло-
жение точки 0min в системе координат (XYZ)Md.

3. Решение динамической задачи для робота-станка. Вывод динамических уравне-
ний, определение сил и моментов в приводах и кинематических парах производится
двумя способами: используя уравнения Лагранжа второго рода, что позволяет учесть
все составляющие и проверить полученные выражения методом кинетостатики, поз-
воляющим наглядно обосновать происхождение каждого слагаемого в формулах.
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Для манипулятора перемещения детали
1. Момент, развиваемый приводом 1 (рис. 1)

(11)
где J7Z – осевой момент инерции вала 7 и J5Z – осевой момент шлицевой втулки 5 от-
носительно оси Zd (рис. 1).

2. Сила, развиваемая приводом 2 в направлении оси Zd

(12)

где  – центробежная сила инерции, определяемая вращением вокруг оси
ZMd; m7 – масса вала 7; lC7 – значение q2, при котором центр тяжести вала 7 находится
на оси привода 3.

Момент, развиваемый приводом 2 определяется по формуле

(13)

где k = ; P = 0.05 м.

3. Момент, развиваемый приводом 3 вокруг оси ZMd находим как

где  – постоянный инерционный коэффици-
ент, образованный центральными моментами инерции звеньев 5, 6, 7, 8 вокруг верти-

кальной оси и моментом инерции звена 9 вокруг оси ZMd;  и  –
моменты инерции сосредоточенных масс звеньев 7, 8 вокруг оси ZMd; lС8 – значение
q2, при котором центр тяжести винта 8 находится на оси привода 3;  и

 – составляющие от моментов Кориолисовых сил;  – относительная
скорость центра тяжести звена 7 и звена 8;  – угловая скорость. Угловые скорости 
и  ортогональны, поэтому их удвоенное векторное произведение (ускорение Корио-
лиса) направлено по касательной и равно . При умножении данных ускорений на
соответствующие массы m7 и m8 получаются  и , действующие каждая
на плече  – для звена 7 и  – для звена 8.

Для манипулятора перемещения инструмента
1. Сила, развиваемая приводом 4 в направлении оси Zmin

и момент, развиваемый приводом 4

где q4 – линейное перемещение, выполняемое приводом 4 в направлении оси Zmin;
g – ускорение от силы тяжести звена 3.

2. Момент, развиваемый приводом 5

где J1 – момент инерции шлицевой втулки.
Несмотря на динамическую развязку внутри модулей, имеется взаимовлияние вто-

рого и третьего привода (центробежная сила инерции влияет на второй привод, а Ко-
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риолисова сила и переменные моменты инерции от сосредоточенных масс звеньев 7, 8
влияют на третий привод).

4. Динамическая модель робота-станка. Динамическая модель робота-станка, реали-
зованная в системе MATLAB–SIMULINK приведена на рис. 4.

На рис. 5 приведены переходные процессы при линейном перемещении манипуля-
торов для совмещения i-й точки обрабатываемой поверхности с k-й точкой режущей
кромки по координатам X (рис. 5a), Y (рис. 5б) и Z (рис. 5в) в системе координат

Рис. 4. Динамическая модель робота-станка.
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Рис. 5. Переходные процессы при линейном перемещении манипуляторов для совмещения i-й точки обра-
батываемой поверхности с k-й точкой режущей кромки.
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(XYZ)Md. В качестве входных сигналов принималось ступенчатое задание линейных
координат трехгранника ((τνβ), xi, yi, zi) в системе координат (XYZ)d.

Заключение. Проведенные исследования применения вращательно-линейных мо-
дулей в роботах-станках позволяют сделать вывод о целесообразности использования
данных модулей в конструкциях станочного оборудования, роботов, а также в меха-
низмах, где требуется осуществлять линейные перемещения в сочетании с угловыми.
Преимущество данных модулей состоит в том, что они позволяют исключить проме-
жуточные кинематические цепи для передачи движения от исполнительного привода
к выходному звену. Это повышает точность, исключив погрешности, вносимые пере-
дающими механизмами, и позволяет осуществлять прямое регулирование перемеще-
ния выходного звена, управляя непосредственно исполнительным приводом. Однако
использование вращательно-линейных модулей требует учитывать взаимовлияние
между приводами при выполнении перемещения по нескольким управляемым обоб-
щенным координатам.
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Методами математического моделирования исследована эффузия газа через неболь-
шое отверстие прямоугольной формы в разреженное пространство. Получены функ-
ции распределения частиц газа, истекающих из отверстия и моменты этих функций:
поля концентраций и скоростей частиц газа. Исследована зависимость эффузии от
объема, из которого происходит истечение.
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зация
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Истечение газа через относительно малые отверстия в результате теплового движе-
ния молекул часто встречается в природе и современной технике. Например, при
движении космических аппаратов в ионосфере всегда существует опасность разгерме-
тизации жилых отсеков в результате столкновений с метеоритами, частицами косми-
ческого мусора, деградации сварных швов, различных аварий и других причин. Появ-
лению больших течей часто предшествуют малые течи, которые трудно поддаются
диагностике. Авария на орбитальной станции “Мир” в 1997 году привела к разгерме-
тизации одного из ее модулей [1]. Тогда удалось изолировать поврежденный модуль,
однако в конечном итоге это повлияло на срок ее функционирования.

Появление электроракетных двигателей (ЭРД) привело к необходимости создания
вакуумных стендов больших размеров для их исследования, диагностики, совершен-
ствования конструкции. Первые работы в области создания ЭРД начались в 60-х годах
прошлого столетия по инициативе С.П. Королева и продолжаются до настоящего вре-
мени [2]. В практике использования вакуумных стендов приходится уделять много
внимания исключению течей при герметизации люков, смотровых окон, в местах вве-
дения измерительных систем, в сварных швах и т.д.

Явление эффузии лежит в основе ряда технологических процессов, связанных с
разделением смесей газов на отдельные компоненты путем ее пропускания через по-
ристые вещества.

В настоящей статье методами математического моделирования исследуется эффу-
зия газа в разреженное пространство. По этому вопросу встречается достаточно много
опубликованных работ [3–18], однако строгого решения задачи на кинетическом

УДК 536.461:537.84: 621.4
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уровне найти не удалось. Отсутствуют детальные исследования особенностей функ-
ций распределения частиц газа, истекающих в разреженное пространство.

При выборе физических, математических и численных моделей эффузии газа авто-
ры использовали опыт, накопленный при исследовании динамики потоков разрежен-
ной плазмы в теоретических и прикладных задачах [19–22].

Физическая, математическая и численная модели задачи. Рассмотрим разреженный
газ, истекающий из объема V в вакуумное пространство через отверстие, размер кото-
рого много меньше средней длины свободного пробега частиц газа. Газ в объеме V
предполагается равновесным, толщиной стенок пренебрегаем, в струе газа, истекаю-
щей из отверстия, столкновениями пренебрегаем.

В общем случае такая задача оказывается шестимерной в фазовом пространстве и
нестационарной [19–22]. С целью сокращения размерности задачи отверстие, через
которое происходит утечка газа, берется в форме удлиненного прямоугольника. Соот-
ветствующие этой физической модели проблемы встречаются на практике в виде ма-
лых течей через трещины в обшивках летательных аппаратов и корпусах вакуумных
камер.

С учетом сдвиговой симметрии математическая модель задачи оказывается четы-
рехмерной. В декартовой системе координат (рис. 1) функция распределения частиц
газа зависит от четырех фазовых переменных ( , , , ) и времени t.

В этом случае кинетическое уравнение (уравнение Власова) имеет вид [19–22]

(1)

Уравнение (1) решается при следующих начальных и граничных условиях: за на-
чальный момент времени принимается момент образования щели. На срезе отверстия
(граница “втекания”) функция распределения предполагается Максвелловской [24]

(2)

где  – невозмущенная концентрация частиц газа в объеме V, m – масса молекул газа,
T – температура, k – постоянная Больцмана.

Функция распределения f на срезе отверстия совпадает с (2) с учетом того, что по
мере истечения газа из объема V концентрация частиц  изменяется со временем.
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Рис. 1. Расположение отверстия на плоскости (x, z). 1 – отверстие прямоугольной формы; 2 – элемент по-

верхности;  – ширина отверстия.
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На границе “вытекания” ставились “мягкие” граничные условия, получаемые пу-
тем экстраполяции функции распределения с прилегающих расчетных слоев.

Формулы для расчета средних скоростей частиц газа и их потоков имеют вид

(3)

(4)

(5)

Математическая модель (1)–(5) приводилась к безразмерному виду с помощью си-
стемы масштабов:  – масштаб концентраций;  – масштаб длины;

 – масштаб скорости. Остальные масштабы выражаются через дан-
ные по формулам размерности.

Вычислительная модель задачи основана на методе последовательных итераций по
времени, когда моделируется переходный процесс от начального к конечному стацио-
нарному состоянию, которое соответствует установлению параметров газа в расчет-
ной области. При этом уравнение Власова (1) решается методом характеристик [23].

Алгоритм расчета реализован в виде компьютерной программы на языке С++ с ис-
пользованием средств графической библиотеки Open GL. При этом были задейство-
ваны более миллиарда ячеек расчетной сетки (400 × 400 × 80 × 80). Область исследо-
вания струи имела размер 10 × 10 безразмерных единиц. Расчет на настольном ком-
пьютере (четырехъядерный процессор Intel Core i7-6700K, тактовая частота каждого
ядра составляет 4 ГГц, оперативная память компьютера 32 Гб) продолжался 44 часа.

Контроль времени окончания счета (момента установления решения) осуществля-
ется визуально с использованием графического окна, выводимого на экран монитора
в режиме реального времени [24]. Визуально фиксировался момент, когда поток ча-
стиц, вытекающий из отверстия, становился равным потоку через внешние границы
расчетной области (рис. 2).

Это свидетельствовало о сохранении массы газа в расчетной области в установив-
шемся стационарном состоянии при реализации вычислительного алгоритма.

Результаты вычислительных экспериментов. На рис. 3 представлены функции рас-
пределения частиц истекающего из отверстия газа на различных расстояниях от от-
верстия на оси симметрии.

На рис. 4 для наглядности те же функции распределения представлены на плоско-
сти ( , ) в виде изолиний.
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Рис. 2. Эволюция потока частиц газа через границы расчетной области. 1 – поток частиц газа, истекающий
из отверстия в расчетную область; 2 – поток частиц газа, вытекающий из расчетной области.
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Рис. 3. Зависимость функции распределения частиц газа от координаты y (x = 5; t = 30): (а) y = 0.025;
(б) y = 1.5; (в) y = 3.
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Рис. 4. Изолинии функции распределения частиц газа в зависимости от координаты y (x = 5; t = 30):
(а) y = 0.025; (б) y = 1.5; (в) y = 3.
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Рис. 5. Зависимость средних скоростей частиц от координаты y вдоль оси симметрии струи (t = 30).
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Рис. 6. Зависимость функции распределения частиц газа от координаты x (y = 1.5; t = 30): (а) x = 5;
(б) x = 5.75; (в) x = 6.5.
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Из графиков следует, что функция распределения частиц газа деформируется с уда-
лением от отверстия. Каждая последующая функция является частью предыдущей,
что является следствием рассеяния струи. Таким образом, форма функции распреде-
ления зависит от взаимного расположения исследуемой точки и эффузионного отвер-
стия.

Изменение формы функции распределения при перемещении по оси y ведет к сме-
щению ее “центра тяжести” в сторону увеличения составляющей . В свою очередь
смещение “центра тяжести” функции распределения ведет к увеличению средней
скорости частиц в струе (рис. 5).

На рис. 6, 7 показана зависимость функции распределения частиц газа и ее изоли-
ний от координаты x. Отчетливо просматривается рассеивание частиц газа с ростом
координаты x. Если на оси симметрии струи (рис. 6а, 7а) средняя скорость частиц на-
правлена по оси y, то с увеличением x угол поворота вектора средней скорости относи-
тельно оси симметрии струи увеличивается (рис. 6б, в; 7б, в).

Перейдем теперь к рассмотрению моментов функции распределения. На рис. 8а, б
приведено поле концентраций в расчетной области при t = 1.5 (начало эволюции) и в
момент t = 30 (установившееся решение).

Распределение концентрации частиц газа вдоль оси симметрии струи приведено на
рис. 9.

vy
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На рис. 10 дано поле скоростей частиц газа на момент установления решения. Поле
скоростей имеет осевую симметрию. Из рис. 10 видно, что рассеяние струи усиливает-
ся к краям отверстия.

Уточнение граничного условия на срезе отверстия. Граничная функция распределе-
ния на срезе отверстия (2) содержит параметр , соответствующий невозмущенной0n

Рис. 7. Изолинии функции распределения частиц газа в зависимости от координаты x (y = 1.5; t = 30):
(а) x = 5; (б) x = 5.75; (в) x = 6.5.
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Рис. 8. Изолинии концентраций частиц газа в расчетной области: (а) t = 1.5; (б) t = 30.
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концентрации газа в объеме V. Этот параметр принят за масштаб концентрации,
вследствие чего не входит в безразмерный вид уравнений. Для корректной интерпре-
тации полученных результатов необходимо учитывать, что концентрация в объеме V
вследствие эффузии уменьшается. Поэтому зависимость  является частью реше-
ния данной задачи.

Рассмотрим следующую модельную задачу. Имеется резервуар объемом V (напри-
мер, жилой отсек космической станции), заполненный газом при нормальных усло-
виях. На стенке резервуара образуется микротрещина площадью S, через которую на-
чинает истекать газ. Считаем, что температура T газа в резервуаре постоянна и равно-
весное состояние газа со временем не нарушается вследствие малого размера
микротрещины. Число частиц  в объеме V, участвующих в хаотическом движении
и пересекающих площадку S за интервал времени  равно [25]

(6)

( )0n t

ΔN

Δt

Δ = Δv
1 .
6

N n S t

Рис. 9. Эволюция распределения концентрации компонент газа по оси y (x = 5).
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Если в момент времени  концентрация частиц , то в момент времени  кон-
центрация равна , в момент  –  и т.д. Элементарный расчет позволяет получить

Итак,

(7)

При этом должно выполняться неравенство , или .

Численные эксперименты показали, что расчет  по формуле (7) практически

не зависит от шага по времени , если безразмерный шаг по времени

Еще один вывод зависимости  приведен в работе [6].

(8)
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Рис. 11. Зависимость концентрации в резервуаре от времени по формулам (7) и (8) (T = 300 K; μ = 0.029 кг/моль;
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Расчет зависимости  по формулам (7) и (8) практически совпадает и приведен

на рис. 11, при этом параметр S/V варьировался.
При исследовании эффузии методами математического моделирования установле-

ние решения в расчетной области наступает при времени расчета t = 30 единиц безраз-
мерного времени. При ширине микротрещин d = 10–4 м [6]

(9)

Из (7) и (9) следует, что изменение концентрации в резервуаре в результате эффу-
зии за время установления решения незначительно и им можно пренебречь.

Заключение. Математическое моделирование эффузии разреженного газа в вакуум-
ное пространство позволило получить функции распределения истекающих частиц.
Исследована эволюция этих функций в процессе установления решения. Получена
зависимость функции распределения от координат ( , ). Вычислены моменты функ-
ций распределения: поля концентраций частиц и их скоростей. Сравнение получен-
ных данных с результатами работ [5] и [6] показало удовлетворительное согласование.

Приведенные результаты математического моделирования эффузии газа в вакуум-
ное пространство могут быть полезны разработчикам портативных приборов диагно-
стики малых течей, используемых в вакуумной промышленности и в космической
технике. Разработанный оригинальный программный код, основанный на кинетиче-
ском подходе к решению эффузионных задач, который сопровождается компьютер-
ной графикой, позволяющей получить наглядное представление об исследуемых фи-
зических явлениях, может быть полезен специалистам в области математического мо-
делирования, а также в учебном процессе.
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На надежность сложных технических объектов влияет не только длительность безот-
казной наработки (непрерывный ресурс), но и число безотказных срабатываний ти-
па “включен” объект в работу или “выключен” из нее (дискретный ресурс). Настоя-
щая статья написана с целью частично восполнить этот пробел.

Ключевые слова: средний дискретный ресурс, интенсивность отказов, гамма-про-
центный дискретный ресурс, геометрический закон распределения ресурса
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Анализ отказов технических объектов, работающих в режиме многократного цик-
лического применения, показывает, что доля отказов при частых срабатываниях (типа
объект “включен” в нагруженный режим работы или “выключен” из нее) составляет
значительную часть в общем потоке отказов и она сопоставима с долей отказов в не-
прерывном режиме эксплуатации [1, 2]. В существующей обширной литературе по на-
дежности отсутствуют теоретические основы дискретного ресурса.

Попытки найти способ заменить один цикл срабатываний “включено/выключено” на
эквивалентную длительность непрерывной работы объекта не привели к успеху [3–7].

Помимо сложных систем, работающих в режиме многократного циклического при-
менения, для ряда технических объектов ресурс определяют только по определенному
количеству безотказных срабатываний. Так, для переключателей – это число безот-
казных переключений, для поршневых насосов – это число безотказных циклов, со-
держащих срабатывания “сжатие” и “разжатие”, для ламп вспышек – это число без-
отказных вспышек и т.д.

Определение предельных циклов в результате допустимых нагрузок является одним
из основных факторов для обоснования величины назначенного ресурса и срока без-
опасной эксплуатации объекта [8, 9].

Средний дискретный ресурс. Пусть  – число срабатываний объекта до отказа. Тогда
средний дискретный ресурс определяется по формуле

(1)

где  – математическое ожидание величины, стоящей внутри скобок.
Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Для расчета среднего дискретного ресурса объекта справедлива формула

(2)
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(3)

– вероятность того, что k срабатываний объекта будет безотказно (здесь  – веро-
ятность события, заключенного внутри скобок).

Доказательство. Согласно определению математического ожидания (1) имеем

Так как , то –

‒ .

Откуда найдем  – .
Объединяя два ряда в один, получим

(4)

Откуда имеем . Так как  = ,
то, согласно (3), получим искомую формулу (2), что и доказывает теорему.

Замечание 1. Выражение (4) позволяет определить размерность среднего ресурса,
которая равна числу срабатываний.

Замечание 2. Доказанная формула (2) имеет аналог формулы расчета среднего не-

прерывного ресурса , где  – вероятность безотказной работы объекта
в течение времени t.

Пример 1. Пусть число безотказных срабатываний объекта имеет следующий закон

распределения вероятностей :

(5)

где p – вероятность безотказности объекта при каждом срабатывании, ,
( ). Рассчитать средний дискретный ресурс объекта.

Решение. Согласно (3), имеем .
Суммируя геометрическую прогрессию со знаменателем, равным р, получим

(6)

Используя полученную формулу (6) в (2), имеем .
Отсюда, суммируя ряд, находим средний дискретный ресурс объекта для закона (5),

равный

(7)

Интенсивность отказов. Пусть n – число срабатываний объекта, ( ). Обо-
значим через

(8)

условную вероятность отказа объекта в результате n-го срабатывания при условии, что
до этого срабатывания отказа не было.
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Определение. Интенсивностью отказа объекта в результате n-го срабатывания  на-
зовем отношение величины (8) к единице срабатывания, т.е.

(9)

Используя известную формулу для условной вероятности

(10)

где события : ( ); : ( ), из (8) получим .

Подставляя полученное выражение в (9), найдем формулу расчета интенсивности
отказов при n-м срабатывании объекта

(11)

Для краткости, единицу измерения интенсивности отказов приводить не будем.
Из формулы (11) видно, что

(12)

При рассмотрении оценки (12) возникает вопрос: достижима ли правая часть оцен-
ки для какого-то закона распределения безотказных срабатываний?

Покажем, что если  – число безотказных срабатываний объекта имеет любое ко-
нечное распределение

где , ( ), то интенсивность отказов объекта при последнем
срабатывании равна единице, т.е. .

Согласно (11) находим , что доказывает достижимость правой части

оценки (12); левая часть оценки (12) – очевидна.
Известно, что традиционный показатель “интенсивность отказов объекта в момент

времени t” для объектов с непрерывным распределением ресурса определяется по
формуле

(13)

где  – плотность распределения безотказной наработки, равная , где
 – вероятность безотказной работы объекта в течение времени t.

Видно, что формула (11) расчета интенсивности отказов в результате n-го срабаты-
вания, равная , не является следствием формулы (13).

Простейшая модель расходования дискретного ресурса. Пусть вероятность того, что
каждое срабатывание объекта будет безотказно, равна , ( ), тогда вероят-
ность отказа объекта при n-м срабатывании, согласно теореме умножения независи-
мых событий, равна

(14)
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Поскольку выражение (14) – это общий член геометрической прогрессии:

, то модель расходования ресурса (14) называют геометрическим
законом.

Теорема 2. Для того, чтобы модель расходования дискретного ресурса подчинялась
геометрическому закону (14), необходимо и достаточно, чтобы интенсивность отказов
при всех срабатываниях объекта была бы тождественна постоянной и удовлетворяла
условия

(15)

где q – вероятность отказа объекта при каждом срабатывании, ( ).
Доказательство. Докажем необходимость условия (15) для закона (14).

Используя формулы (3) и (6), при  имеем .
Следовательно, согласно формуле (11), с учетом (14), получим , ( ),

что доказывает необходимость условия (15) для модели расходования дискретного ре-
сурса (14).

Докажем достаточность условия (15), а именно из условия (15) следует, что закон
расходования дискретного ресурса имеет вид (14).

Так как , где правая часть определена соотношением (3) при
 и , то, с учетом (6), получим формулу (14), что доказывает достаточ-

ность условия (15).
Теорема 2 имеет аналог для непрерывного ресурса.
Утверждение. Для того, чтобы модель расходования ресурса подчинялась экспо-

ненциальному закону, плотность распределения безотказных наработок которых
равна

(16)

где  – постоянная, необходимо и достаточно, чтобы  – интенсивность отка-
зов была тождественно равной постоянной и удовлетворяла условию .

Для экспоненциального закона, плотность распределения которого равна (16),
средний ресурс рассчитывается по формуле

(17)

Сравнивая формулу (7) с формулой (17), видим, что формула (7) является аналогом
формулы (17). Другими словами, формулы расчета средних значений дискретного и
непрерывного ресурсов через интенсивности отказов обоих законов одинаковы.

Теорема 3. Пусть k и m – целые положительные числа. Тогда для геометрического
закона распределения ресурса вероятность безотказной работы объекта при срабаты-
вании от k + 1 до k + m не зависит от числа предшествующих срабатываний k, а зави-
сит только от последующего количества срабатываний m.

Доказательство. Пусть  – число безотказных срабатываний объекта, имеющее
геометрический закон распределения ресурса. Тогда вероятность отказа объекта при
срабатываниях от k + 1 до k + m (в предположении, что объект проработал безотказно
до этого) равна .

Используя формулу (10), получим

(18)
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Так как  =  +  + … + ,
то используя (14), имеем

(19)

Учитывая известное соотношение  в правой части (19),

получим  = . Подставляя полученное выражение

в (18), найдем  = , так как, согласно (3) и (6),

.
Следовательно, вероятность безотказной работы объекта при срабатываниях от

 до  (в предположении, что объект проработал безотказно при срабаты-

ваниях до этого) равна , т.е.

(20)

Поскольку правая часть (20) не зависит от числа предшествующих срабатываний k,
то доказательство теоремы завершается.

В частности, при , согласно (20), имеем

(21)

т.е. безусловная вероятность безотказной работы объекта в результате m срабатываний
равна .

Учитывая (21) в (20), получим

где . Видно, что все условные вероятности безотказной работы объекта при
срабатываниях от  до  (в предположении, что объект проработал безот-
казно при срабатываниях до этого) равны безусловной вероятности безотказной рабо-
ты объекта в результате m срабатываний.

Другими словами, для геометрического закона безотказная работа объекта “в про-
шлом” не сказывается на величине вероятностей его безотказной работы в “в буду-
щем”.

Теорема 3 имеет аналог в классе непрерывных распределений ресурса.
Утверждение. Пусть  – наработка до отказа объекта, имеющая экспоненциальное

распределение (16). Тогда условная вероятность безотказной работы объекта на ин-
тервале времени ( , ) при условии, что он уже проработал безотказно на предше-
ствующем интервале ( , ), равна

Правая часть не зависит от времени  предшествующей работы объекта до начала
рассматриваемого интервала времени, а зависит только от длительности времени t
(при заданной интенсивности отказов ).

Выражение вероятности безотказной работы через интенсивности отказов. Для моде-
лирования надежности важно знать связь характеристик надежности через интенсив-
ности отказов.
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Теорема 4. Пусть  – вероятность безотказной работы объекта в результате k сраба-
тываний. Тогда справедлива формула

(22)

где  – интенсивность отказов объекта при i-м срабатывании, .
Доказательство. Используя формулу (11), найдем

С учетом (3), получим рекуррентную формулу

(23)

Так как , то

(24)
Для выражения вероятности воспользуемся формулами (23) и (24), откуда получим

(25)

Для выражения вероятности  воспользуемся формулами (23) и (25), откуда имеем
.

Продолжая и далее этот процесс, найдем , что доказы-
вает формулу (22) и тем самым теорему.

Доказанная формула (22) имеет непрерывный аналог, а именно: пусть  – ин-
тенсивность отказов, тогда вероятность безотказной работы объекта в течение време-
ни t вычисляется по формуле

(26)

При малых значениях интенсивностей отказов  формуле (22) можно придать бо-

лее схожий вид с формулой (26) , откуда получим приближен-
ную формулу

(27)

поскольку при малых значениях , .
Сравнивая формулы (26) и (27), видим их схожесть.
Формулы (22) и (26) позволяют моделировать надежность.
Пример 2. Пусть интенсивность отказов при срабатываниях объекта равны следую-

щим значениям: , , где . Необходимо найти закон
распределения вероятностей для числа срабатываний объекта до отказа  и доказать,
что события

(28)
образуют полную группу.

Решение. Согласно формуле (22) имеем

(29)

где .
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Для первого значения случайной величины  получим  =  –
‒ . Так как правая часть равна , то, согласно (29), имеем .

Для второго значения случайной величины  получим  =  –
‒ . Поскольку правая часть равна , то, согласно (29), имеем

.
Продолжая и далее этот процесс, найдем

Т.к. правая часть второго равенства, согласно (29), равна , то имеем

Следовательно, число срабатываний объекта до отказа  имеет следующий закон:

Видно, что найденный закон является усеченным полного геометрического закона.
Докажем, что события (28) образуют полную группу. Для этого надо показать, что

сумма вероятностей всех принимаемых значений  равна единице.

В самом деле,  = .

Гамма-процентный дискретный ресурс. Пусть задано значение , ( ). Опреде-
лим целые числа m, для которых

(30)

где  – вероятность того, что m срабатываний объекта будут безотказны.
Определение. Гамма-процентным дискретным ресурсом будем называть наиболь-

шее целое число срабатываний , которое удовлетворяет оценке (30), т.е.

(31)

В некоторых случаях уровень  можно задавать не в долях единицы, а в процентах,
отсюда и название этого показателя.

Для непрерывного ресурса гамма-процентный ресурс  определяют из уравнения
, как решение уравнения относительно t, где  – вероятность безотказной

работы объекта в течение времени t.
Пример 3. Для геометрического закона распределения ресурса (14) найдем формулу

расчета гамма-процентного дискретного ресурса.
Решение. Используя форму (6) в оценке (30), получим .

Логарифмируя, имеем , отсюда , поскольку  при

.
Следовательно, согласно определению гамма-процентного дискретного ресурса (31),

найдем искомую формулу

(32)

где  – целая часть выражения, стоящая внутри скобок.
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Заметим, что формула расчета гамма-процентного ресурса для экспоненциального
закона распределения равна

(33)

где  – интенсивность отказов.
Видно, что формула (32) является аналогом формулы (33).
Оценка среднего дискретного ресурса. Покажем, что для целой части среднего дис-

кретного ресурса  справедлива формула

(34)

где .

Согласно (31), имеем .

Для правой части получим  =  = [r], что доказыва-
ет (34).

Так как при больших значениях  уровень , равный , мал, то использовать фор-
мулу (34) затруднительно, поскольку потребуется большой объем выборки для прове-
дения ресурсных испытаний. Тогда возникает вопрос: как оценить средний дискрет-
ный ресурс в этом случае?

В связи с этим, докажем утверждение, которое свободно от этого недостатка.
Теорема 5. Для среднего дискретного ресурса справедлива достижимая оценка

(35)

где  – заданный уровень, ( );  – гамма-процентный дискретный ресурс.
Доказательство. Используя формулу (2), имеем

(36)

Из определения показателя, согласно (30), при , получим .
Учитывая это неравенство в (36), найдем искомую оценку (35).
Докажем, что оценка (35) достижимая, т.е. существует хотя бы один закон распре-

деления безотказных срабатываний , для которого левая и правая части (35) равны.
В связи с этим рассмотрим закон

Видно, что ; . Следовательно, правая часть (35) равна 2, что совпадает со
значением левой части, что и доказывает теорему.

Выводы. Определены основные понятия дискретного ресурса. Введены показатели
дискретного ресурса и доказаны расчетные формулы для них. Установлены оценки
для основных показателей дискретного ресурса. Проведен сравнительный анализ рас-
четных формул, полученных в работе, с показателями непрерывного ресурса. Иссле-
дована достижимость установленных оценок. Приведены примеры использования
полученных результатов работы.
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В статье представлено аналитическое решение прямой краевой и плоской задачи о
напряженном состоянии в срединной поверхности ступенчатого вала. В краевой за-
даче применяется сингулярное интегральное уравнение с ядром Коши, решение ко-
торого находится в виде неограниченного возрастания напряжений на концах ин-
тервала интегрирования. Плоская задача представлена в тригонометрических рядах,
где постоянные коэффициенты определены из краевых условий, которые предвари-
тельно разложены в ряды Фурье. Сравнение полученных результатов с научными
источниками и экспериментальные исследования напряженного состояния при по-
мощи лазерного полярископа на плоских прозрачных моделях ступенчатых деталей
с галтелями постоянной и переменной кривизны подтвердили адекватность пред-
ставленного решения.
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Целью исследований является разработка методики расчета оптимальной формы
переходной поверхности ступенчатого вала.

Анализ современного состояния рассматриваемой проблемы. Проблемам определения
напряжений в местах различных концентраторов с заданной геометрической формой
(прямая задача) посвящена обширная область теории упругости и механики деформи-
руемого твердого тела. Концентрация напряжений численно характеризуется коэф-
фициентами концентрации, однако точные аналитические решения для их определе-
ния найдены только в некоторых задачах. В последнее время в связи с широким при-
менением математических пакетов программ и численных методов в задачах теории
упругости оказывается возможным найти теоретические коэффициенты концентра-
ции напряжений с достаточной для практических целей точностью. Эти коэффициен-
ты в упругой зоне нагружения для различных типов конструктивных элементов при-
ведены в справочниках по концентрации напряжений, нормах, технических условиях
на проектирование конструкций и в других аналогичных источниках. В иных задачах,
не имеющих даже численного решения, для определения коэффициентов концентра-
ции и закона распределения напряжений применяются экспериментальные методы:
фотоупругости, голографической интерферометрии, тензометрии, муаровых полос и др.
Но все экспериментальные методы отличаются большой трудоемкостью или высокой
стоимостью лабораторного оборудования.
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Отыскание оптимальных геометрических форм деталей при их проектировании
(обратная задача), когда известно или задается напряженное состояние, встречается с
серьезными математическими трудностями. В ряде случаев подобное проектирование
оптимальной формы сводится к решению вариационных задач с неизвестными грани-
цами, для которых отсутствуют регулярные методы исследования. Известные трудно-
сти связаны также с тем, что задачи оптимизации формы упругих тел относятся к чис-
лу нелинейных задач механики [1–5].

Разработка методов оптимизации формы деталей конструкций машин, несущих ос-
новную нагрузку, имеет важное прикладное и теоретическое значение в решении за-
дач повышения их надежности и в значительной степени активизирует развитие ма-
шинных технологий на производстве.

Обоснование актуальности рассматриваемой проблемы. Валы в любом механизме или
машине принадлежат к числу наиболее ответственных деталей, выход из строя кото-
рых обычно представляет собой угрозу для всего привода. Часто валы имеют ступен-
чатую форму, разрушение которых связано с возникновением усталостных трещин в
местах перехода от меньшего сечения к большему. Для снижения концентрации на-
пряжений переходные поверхности скругляют галтелями постоянной или перемен-
ной кривизны, однако остается актуальным вопрос об их оптимальной форме [1, 2].

Задача исследований. Разработка методики расчета оптимальной формы переход-
ной поверхности ступенчатого вала в условиях сложного сопротивления.

Методика исследований. Рассмотрим расчетную схему элемента ступенчатого вала
при изгибе с кручением (рис. 1).

Проведем последовательный расчет ступенчатого вала, применяя для жесткого изо-
тропного материала принцип независимости действия силовых факторов (суперпози-
ции). Вначале решим прямую задачу для элемента вала с концентрацией напряжений
(без галтели). Для определения напряжений на линии сопряжения ступени 1 и осно-
вания 2 (|x| ≤ r; z = 0) воспользуемся особым интегральным уравнением [6–11]
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где при чистом изгибе примем
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Рис. 1. Элемент ступенчатого вала при изгибе с кручением.
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при чистом кручении

Здесь σzм, τм – местные нормальные и касательные напряжения на линии сопряже-
ния; wм, м – местные перемещения на линии сопряжения; a, b – упругие посто-
янные.

Решение уравнения (1), в случае неограниченного возрастания напряжений на
концах линии сопряжения, имеет вид [6, 7]

(2)

где A, B – постоянные, зависящие от упругих свойств и внешней нагрузки.
Примем

где θ, α – углы наклона и поворота линии сопряжения.
Тогда из (2) получаем [7]

Для определения постоянных воспользуемся условиями равновесия
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(3)

где β = Mz/My.
Функции (3), а также нормальные и касательные напряжения для крайнего правого

сечения

и для крайнего левого сечения вала

раскладываем в ряды Фурье

Здесь для левой части вала 2 (основания) при λ = nπ/R свободные члены и коэффи-
циенты рядов запишутся

где 

Для правой части вала 1 (ступени) в вышеприведенных формулах необходимо R за-
менить на r. Записываем напряжения σz(x, z), σx(x, z), τxz(x, z) для срединной плоско-
сти xz вала в тригонометрических рядах с постоянными коэффициентами Cin [7, 11]
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Для левой части 2 (основания) вала с граничными условиями

и началом координат в точке (0; –с) постоянные Cin, а также свободные члены рядов
определяем по формулам [7, 11]
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Для правой части 1 (ступени) вала с граничными условиями

и началом координат в точке (0; +h) постоянные Cin, а также свободные члены рядов
определяем по формулам [7, 11]
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определяем максимальные касательные напряжения и приводим их к безразмерным
величинам согласно выражениям (4) и (5)

(4)

где за эквивалентные номинальные напряжения примем

(5)

На рис. 2 представлена эпюра максимальных касательных напряжений в безразмер-
ных величинах при R = c = h = 2r и β = 1 для ступени вала.

Исследование концентрации напряжений в ступенчатых деталях с плоской средин-
ной поверхностью и постоянным радиусом скругления галтели представлено в [11].
Если за эквивалентные номинальные напряжения принять (5), то теоретический ко-
эффициент концентрации αТ по наибольшим эквивалентным напряжениям

при  и условии ограниченности напряжений в галтелях вала, запишется

(6)

где r0 – радиус ступени вала без галтели (r0 > r). Тогда, воспользовавшись вывода-
ми в [11] и выражением (6), получим уравнение
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Рис. 2. Эпюра максимальных касательных напряжений в безразмерных величинах для ступени вала.
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На рис. 3 дано графическое представление уравнения (7) – зависимости теоре-
тического коэффициента концентрации напряжений от радиуса галтели ступенча-
того вала.

Полученная кривая хорошо согласуется с эмпирическими данными, приведен-
ными в [11]. Отсюда можно заключить, что галтели ступенчатого вала с постоян-
ным радиусом скругления не являются оптимальной формой переходной поверх-
ности.

Для оптимизации формы переходной поверхности вала решим обратную зада-
чу. Искривленное поле максимальных касательных напряжений (4) (рис. 2) раз-
ворачиваем на плоскости xz, тем самым получаем форму срединной поверхности
вала в месте перехода ступень – основание, удовлетворяющую условию опти-
мальности [7, 11]

Математически развертка искривленной поверхности  выполняется пу-
тем определения длины ветви Ls функции s

Здесь знак “плюс” относится к интервалу 0 ≤ x ≤ +r, “минус” – к – r ≤ x ≤ 0 и, из-за то-
го, что при x = r длина кривой Ls стремится к бесконечности, верхний предел интегри-
рования значением x = 0.99r.

В плоскости xz строим график Ls = f(z) в пределах , , кото-
рый представляет собой оптимальную форму переходной поверхности ступенчатого
вала.

Результаты и их обсуждение. На рис. 4 изображена оптимальная форма переходной
поверхности ступенчатого вала, рассчитанная по разработанной методике, при R = c =
= h = 2r и β = 1.

σ
τ τ= → = →
σ σ
max max2 1 или 0.5. 
н н

k s

( )/ ; /s x t z t

( ) ( )= ± +
0.99 2

0
/ 1 .

r

s
dsL z r dx
dx

≤/ /x r R r ≤ ≤0 / 2 /z r h r

Рис. 3. Изменение теоретического коэффициента концентрации напряжений в зависимости от радиуса гал-
тели ступенчатого вала.
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Для проверки полученного результата проведены экспериментальные исследова-
ния напряженного состояния на плоских моделях из листового органического стекла
толщиной δ = 6 мм при помощи лазерного полярископа по методике, описанной в [7].
Плоская модель срединной поверхности ступенчатого вала устанавливалась между
опорными плитами нагрузочного устройства по схеме шарнирно опертой балки в
крайних сечениях и сосредоточенной силой Р в месте переходной поверхности (z = 0).
Чтобы исключить влияние контактных напряжений от жесткого индентора под дей-
ствием силы Р, максимальные касательные напряжения определялись в точках моде-
ли при x ≤ 0.2r. Переходные поверхности моделей с постоянными радиусами скругле-
ния и оптимальной формы были изготовлены на фрезерно-гравировальном станке с
ЧПУ (рис. 5).

Экспериментальное значение максимальных касательных напряжений определя-
лось по формуле [7]

где U – напряжение на фотоприемнике при нагружении модели силой P, мВ; C =
= 2.226 МПа, θ = 0.181, Umax = 1500 мВ – тарировочные постоянные.

 = − 
 

max
max

τ arcsin θ ,UC
U

Рис. 4. Оптимальная форма переходной поверхности ступенчатого вала при R = c = h = 2r и β = 1.
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Рис. 5. Изготовление модели срединной поверхности ступенчатого вала.
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Основные результаты исследования для моделей при R = c = h = 2.1r = 25.2 мм, Р =
= 60 Н, z = –2 мм и β = 0 представлены в табл. 1 и на рис. 6.

Обсуждение и заключения. 1. Из анализа эпюр (рис. 7) следует, что значения коэф-
фициента концентрации напряжений αT = kσmax = 1.11 при ρ0 = 0.83 и αT = 1.66 при

ρ0 = 0.21 согласуются с теоретической кривой (рис. 3). 2. Наименьшее значение  со-
ставляет 1.04 для формы переходной поверхности Ls, рассчитанной по предложенной
методике, что указывает на достижение поставленной цели исследований.

αT

Таблица 1. Результаты исследования максимальных касательных напряжений в модели средин-
ной поверхности ступенчатого вала на лазерном полярископе

x, мм
Радиус галтели 5 мм Радиус галтели 20 мм Оптимальная форма

U, мВ τmax, кПа U, мВ τmax, кПа U, мВ τmax, кПа

2.4 59 41.515 99 175.449 94 160.326

0 68 74.702 120 235.414 135 275.34

–2.4 110 207.52 193 413.761 257 547.064

–4.8 187 400.375 338 698.107 390 788.162

–7.2 370 754.038 500 967.152 560 1060.324

–9.6 560 1060.324 690 1256.255 718 1297.888

–12.0 1262 2181.705 824 1455.385 760 1360.231

–14.4 353 724.543 742 1339.454 573 1080.221

–16.8 196 420.387 461 905.122 281 593.494

–21.0 130 262.266 152 318.243 140 288.198

Рис. 6. Напряженное состояние модели ступенчатого вала в переходном сечении при R = c = h =
= 2.1r = 25.2 мм, x ≤ 0.2r, z = –2 мм и β = 0: I – с постоянным радиусом скругления ρ = 5 мм (ρ0 = 0.21); II –
с постоянным радиусом скругления ρ = 20 мм (ρ0 = 0.83); III – с оптимальной формой переходной по-

верхности.
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В статье приводится анализ результатов натурных экспериментальных исследова-
ний по изучению влияния прочности конструкционных материалов тонкостенных
корпусов сосредоточенных зарядов взрывчатых веществ на эффективность работы
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В работе [1, 2] было показано, что по термодинамическим показателям режим дето-
национного горения топливной смеси более выгоден, чем режим дефлаграционного
горения. В современных условиях, когда энергетические возможности химических
топлив практически достигли своего предела, разработчики все чаще ищут новые под-
ходы и пути повышения КПД и мощности энергосиловых установок.

В отличие от режима детонационного горения газовых смесей, детонация твердых
взрывчатых веществ (ВВ) является устойчивым процессом и надежно протекает в лю-
бых средах и зарядах различной формы. С увеличением плотности ВВ возрастает ско-
рость детонации, а, следовательно, мощность заряда и плотность выделяемой энер-
гии, термодинамический КПД, т.е. возрастает эффективность пульсирующих взрыв-
ных устройств (ПВУ) и существенно расширяется область их применения.

Твердотопливные ПВУ – класс машин, включающий в себя автоматическую систе-
му подачи и инициирования зарядов ВВ и совершающих полезную работу серией по-
следовательных взрывов. К таким машинам относятся: устройства и комплексы для
взрывобурения горных пород различной крепости; устройства и станки для обработки
материалов или получения материалов с новыми физико-механическими свойствами;
детонационные ракетные двигатели различного целевого назначения; ударно-волно-
вые и акустические генераторы для воздействия на биообъекты.

Проведенные ранее авторами теоретические и экспериментальные исследования
подтвердили эффективность применения взрывореактивных установок (ВУ) для бу-
рения горных пород и твердотопливных детонационных ракетных двигателей (ТДРД)
при оснащении их надежной системой подачи зарядов ВВ в рабочую зону с частотой
до 1000 Гц и специальными высокобезопасными средствами их инициирования [3–5].

Известны созданные ранее опытные образцы, оснащенные одноразовыми отража-
телями и кассетами, защищенные патентами [6–8]:

УДК 621.43.056;629.7.036.5-67:624. 131.34

НАДЕЖНОСТЬ, ПРОЧНОСТЬ, ИЗНОСОСТОЙКОСТЬ 
МАШИН И КОНСТРУКЦИЙ
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1. Твердотопливные детонационные ракетные двигатели, тяга которых создается
серией последовательных взрывов зарядов ВВ, размещенных в одноразовых отражате-
лях (кассетах). После каждого взрыва очередной отражатель формирует продукты
взрыва (ПВ) в направленный поток, при этом сам отражатель частично разрушается и
отбрасывается от изделия [6, 7].

2. Взрывореактивные установки – безоткатные устройства, состоящие из набора
одноразовых кассет, каждая из которых оснащена: отражателями с забойными заряда-
ми ВВ (разрушающие породу на забое) и отражателями с прижимными зарядами ВВ
(прижимающие изделие к забою и расширяющие скважину), при этом после направ-
ленного истечения ПВ из очередной кассеты разрушенные элементы кассеты и шлам
выбрасываются из скважины ударными волнами и расширяющимися газами [4, 8].

Проведенная авторами оценка массогабаритных характеристик ПВУ показала, что
для изделий калибром более 250 мм целесообразно использовать неразрушаемые мно-
горазовые отражатели, однако, при этом возникают серьезные проблемы, связанные с
живучестью конструкций, прежде всего с отражателями, находящимися в непосред-
ственном контакте с инициируемыми зарядами ВВ.

В работе [9] была предложена концепция защиты стальных отражателей энергоак-
кумулирующими материалами от разрушающего воздействия ПВ при инициировании
зарядов твердых ВВ на их поверхности, и приведены результаты экспериментальных
исследований. В экспериментах использовались цилиндрические заряды (диаметр за-
ряда равен их высоте) с плотностью заряжания ВВ ρ = 103 кг/м3. Заряды имели массу
6 × 10–3, 12 × 10–3 и 18 × 10–3 кг и оснащались скальным аммонитом № 3, тротилом,
гексогеном, которые формовались в тонкостенных оболочках из алюминиевой фоль-
ги для исключения влияния корпуса заряда ВВ на эффект расширения ПВ на поверх-
ности отражателя и фактор их защиты.

Использование многоразовых отражателей требует наличия высокочастотных ме-
ханических систем для раздельной подачи зарядов ВВ в рабочую зону, что наклады-
вает условия на прочностные свойства корпусов для защиты зарядов ВВ от повре-
ждений.

Несущая способность тонкостенных корпусов для зарядов ВВ зависит не только от
геометрических характеристик самих корпусов (диаметра, их высоты и толщины),
мощности заряда, но и от прочностных свойств конструкционных материалов, ис-
пользуемых для изготовления этих корпусов.

Настоящая статья посвящена вопросам экспериментального исследования влия-
ния величин временного сопротивления на растяжение σв конструкционных материа-
лов корпусов твердотопливных зарядов ПВУ различного целевого назначения, изго-
товленных из сталей марок 3, 20, 45, 30ХГСА, 30ХГСА (закаленная), 65Г, 65Г (зака-
ленная), а также бронзы марки БрОЦ4-3.

Для уточнения величин временного сопротивления конструкционных материалов
прутков, из которых изготавливались корпуса зарядов, были проведены испытания по
ГОСТ 1497-84 на сервогидравлической машине фирмы “Shimadzu”. При испытаниях
использовались образцы, показанные на рис. 1.

Нагружение осуществлялось с постоянной скоростью перемещения активного за-
хвата, которая составляла 0.02 мм/с.

Образцы устанавливались в гидравлические захваты с давлением 15 МПа. Удлине-
ние рабочей части образцов измерялось экстензометром с базой 25 мм (рис. 1).

В процессе испытаний записывались диаграммы в координатах нагрузка – переме-
щение активного захвата, удлинение образца. Фотография разрушенных образцов
представлена на рис. 2.

По времени возрастания и времени воздействия нагрузки на материалы выделяют
три режима нагружения: статическое, квазистатическое и динамическое [10, 11].
В свою очередь динамическое нагружение можно разделить на слабое и сильное. Под
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динамическими нагрузками (tн max < 2L/c, αpmax < pГ) следует понимать слабое динами-
ческое нагружение. Под сильной динамической нагрузкой понимается ударноволновое
нагружение – предельный случай динамического нагружения (tн max < 2L/c, αpmax ≥ pГ),
где tн max – время возрастания нагрузки до максимального значения, с; L – характер-
ный размер элемента конструкции, м; с – скорость звука в твердом теле, м/с; α – ко-
эффициент согласования, зависящий от особенностей нагружения и вида нагружен-
ного состояния; pГ – упругий предел на ударной адиабате Гюгонио в ударной волне
при одноосном деформированном состоянии, Па; pmax – амплитуда (или максималь-
ное значение внешнего поверхностного давления), Па.

Для исследования слабых динамических нагружений применяется метод состав-
ных стержней Гопкинсона [10, 12–15], в том числе и для образцов, нагреваемых до
500°С, при которых прочностные свойства конструкционных сталей падают более
чем в 2 раза [16].

На материалы и конструкции при ударноволновом нагружении воздействуют удар-
ные волны и волны разрежения. Ударные волны принято описывать законами сохра-
нения массы, импульса и энергии

ρ − = ρ −0 УВ 0 УВ( ) ( ),D u D u

Рис. 1. Вид образца с датчиком в процессе испытаний.

Рис. 2. Образцы прутков, после испытаний: 1 – Сталь 65Г (закаленная); 2 – Сталь 65Г; 3 – Сталь 30ХГСА
(закаленная); 4 – Сталь 30ХГСА; 5 – Сталь 45; 6 – Сталь 20; 7 – Сталь 3; 8 – Бронза БрОЦ4-3.

1 2 3 4 5 6 7 8
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(1)

где  – скорость ударной волны, м/с; ,  – плотность ПВ перед и за фронтом
ударной волны, кг/м3; V0, V – удельный объем ПВ перед и за фронтом ударной волны,
м3/кг; p0, p – давление ПВ перед и за фронтом ударной волны, Па; u0, u – массовая
скорость ПВ перед и за фронтом ударной волны, м/с; E0, E – удельная энергия ВВ пе-
ред и за фронтом ударной волны, Дж/кг.

Для давлений до нескольких десятков гигапаскалей уравнение состояния Ми-Грю-
найзена записывается в виде

(2)

где  – упругая (“холодная”) составляющая давления, Па;  – упругая (“хо-
лодная”) составляющая внутренней энергии, Дж; pт – тепловая составляющая давле-
ния, Па; Eт – тепловая составляющая внутренней энергии, Дж; Г – коэффициент
Грюнайзена; CV – теплоемкость при постоянном объеме, Дж/K; T – температура, K.

Для практических целей функцию  можно представить в виде

(3)

Упругая энергия Ex(ρ) зависит от относительного сжатия δсж = ρ/ρ0 как

(4)

Из уравнений (2)–(4) можно получить уравнение ударной адиабаты в явном виде

(5)

где hГ = 2/Г + 1; c0 – скорость звука в материале, м/с; n – коэффициент политропы.
Я.Б. Зельдович предложил учитывать условия образования ударных волн разреже-

ния, т.е. состояние вблизи критической точки фазового перехода в жидкости, где сти-
раются различия между паром и жидкостью. Причиной образования ударных волн
разрежения является фазовый переход первого рода при ударном сжатии, сопровож-
дающийся перестройкой кристаллической решетки с уменьшением ее объема [10].

Данная область является малоизученной и требует новых уравнений состояния ВВ
для последующего составления уравнений состояния нагружаемых образцов с целью
уточнения расчетных моделей поведения конструкционных материалов при ударно-
волновом нагружении. Известны работы, проведенные в России и за рубежом по
изучению деформации и разрушения металлических оболочек, оснащенных заряда-
ми ВВ [17, 18].

Существующие расчетно-экспериментальные методы базируются на процессах
стационарной детонации для определения режимов нагружения и разрушения образ-
цов. В связи с этим в настоящее время задачи оценки прочности и живучести элемен-
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тов ПВУ, подверженных ударноволновому нагружению, при нестационарных режи-
мах детонации решаются на основе экспериментальных исследований.

Используемый нами малый оболочечный заряд разработан на основе концепции
специального электродетонатора (СЭД), предполагающий переходные режимы фор-
мирования пересжатой детонации [5].

Нас интересовали процессы развития детонации малых зарядов ВВ в тонкостенных
металлических корпусах толщиной до 3 мм с каналами переменного сечения диамет-
ром от 1 до 6 мм, инициируемых электропроводным пленочным мостиком.

Для понимания процесса развития детонации в каналах малого диаметра при элек-
трическом инициировании ТЭНа пленочным мостиком [5] были проведены оценоч-
ные эксперименты на одноканальных образцах, наружные габариты которых имели
диаметр 8 мм и длину 30 мм с диаметром канала 3.2 мм и длиной канала 25 мм, осна-
щенных ТЭН массой 2.4 × 10–4 кг с плотностью заряжания 1200 кг/м3. Характерный
разрушенный ПВ образец испытуемой конструкции из Ст45 представлен на рис. 3.

Из рис. 3а видно, что образующуюся при детонации заряда ТЭН внутреннюю по-
лость образца можно представить в виде сопряженных геометрических фигур: бочко-
образной и усеченного конуса. Видно, что раздутие канала происходило по-разному.
Так, в начале бочкообразной полости диаметр увеличился в 1.8 раза, в ее середине –
в 2 раза, в начале конусообразной – в 1.5 раза, а на выходе – в 1.4 раза.

Цилиндрический канал диаметром 1 мм, предназначенный для подведения элек-
трических проводов с пленочным электропроводным мостиком к заряду ТЭНа, ини-
циируемого взрывной машинкой ПИВ-100М, был деформирован ПВ и приобрел ко-
нусообразную форму.

Образовавшаяся после детонации полость конусообразной формы свидетельствует
о том, что процесс развивался в режиме пересжатой детонации. На поверхности кана-
ла четко видны кольцеобразные, характерные для детонации, следы. Об очень высо-
кой температуре процесса свидетельствуют застывшие капли расплавленного металла
(рис. 3б). При различной плотности ТЭН температура в детонационной волне для
установившегося режима детонации лежит в диапазоне 3400–4400 K [17, 19, 20].

В качестве заряда ВВ нами использовались СЭД [5], корпуса которых изготавлива-
лись из указанных ранее конструкционных материалов.

Экспериментальный стенд представлял собой массивную стальную плиту (подлож-
ку), на которую устанавливался свинцовый цилиндр диаметром 40 мм и высотой

Рис. 3. (а) – вид одноканального образца после взрыва; (б) – увеличенный фрагмент разрушенного образца
с застывшим расплавом металла.

(a) (б)
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20 мм, на плоский торец которого пластилином крепился СЭД, инициируемый
взрывной машинкой ПИВ-100М (рис. 4а).

Следует отметить, что основная масса заряда СЭД (рис. 4а) имеет форму, соответ-
ствующую форме заряда, в тонкостенной оболочке из алюминиевой фольги, результа-
ты исследований которого изложены в работе [9] (рис. 4б), диаметр основного заряда ра-
вен его высоте. СЭД оснащался ТЭН со средней плотностью заряжания 1.3 × 103 кг/м3.

Характерный вид полостей, образующихся в свинцовых цилиндрах в результате
воздействия ПВ СЭД, а также фрагменты корпусов детонаторов после их срабатыва-
ния показаны на рис. 5.

Анализ полученных экспериментальных результатов показал, что после подрыва
СЭД на контактной поверхности свинцовых цилиндров, ПВ образуют полости, имею-
щие форму шарового или эллиптического сегмента. Было установлено, что на форму
образуемой полости прямое влияние оказывает временное сопротивление материала
корпуса СЭД.

Рис. 4. Стенды для изучения расширения ПВ на поверхности отражателей: (а) – для зарядов ВВ, размещен-
ных в жестких корпусах (1 – жесткий корпус-отражатель; 2 – инициирующий заряд ВВ; 3 – пластилин; 4 –
пробка герметизирующая; 5 – изолятор; 6 – электрические провода; 7 – основной заряд ВВ); (б) – для без-
корпусных зарядов ВВ (1 – электрический детонатор ЭД-202; 2 – корпус из алюминиевой фольги; 3 –
основной заряд ВВ 4 – пластилин; 5 – сборка из тонких свинцовых пластин; 6 – отражатель стальной; 7 –
стол).

1

1

2

2

4

4

5

5

3

3

7

7Pb

(a) (б)6

6

Рис. 5. Характерный вид полостей, образующихся в свинцовых цилиндрах в результате воздействия ПВ
СЭД, изготовленных из различных марок стали, и их остатки.
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По результатам экспериментов были построены графики – рис. 6, 7 и получены
аналитические зависимости (6)–(8). На рис. 6 наблюдается точка максимума соотно-
шения d/h при σв = 520 МПа, являющаяся точкой стыка двух функций. Из приведен-
ного на рис. 6 графика видно, что при значении σв ≈ 520 МПа наблюдается разрыв
функции d/h = f(σв), где d – диаметр полости, мм; h – глубина полости, мм; σв – вре-
менное сопротивление материала корпуса, МПа. Правая и левая ветви являются обла-
стями компромиссов противоречий двух факторов, а именно: развития процесса дето-
нации (давления и температуры в ударной волне) и временного сопротивления на рас-
тяжение σв конструкционных материалов корпусов заряда ВВ.

Представленная здесь безразмерная зависимость отношения диаметра полости к ее
глубине d/h от временного сопротивления σв материала корпуса СЭД при σв ≤ 520 МПа
выражается зависимостью (6)

Рис. 6. Зависимость безразмерной величины d/h от временного сопротивления σв материала корпуса СЭД.
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Рис. 7. Зависимость безразмерной величины σсV/Em от временного сопротивления σв материала корпу-

са СЭД.
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(6)
при достоверности аппроксимации R2 = 0.997.

Аналогичная зависимость для материалов с σв ≥ 520 МПа имеет вид (7)

(7)
при R2 = 0.957.

На рис. 7 приведен график зависимости безразмерной величины σсV/Em от времен-
ного сопротивления σв материала корпуса СЭД, где σс – предел прочности на сжатие
для свинца, МПа; V – объем полости в свинцовом цилиндре, м3; E – теплота взры-
ва ТЭНа, Дж/кг; m – масса ВВ, кг; σв – временное сопротивление материала корпу-
са, МПа.

Данная зависимость показывает, что c увеличением временного сопротивления мате-
риала корпуса заряда ВВ возрастает эффективность (КПД) деформации (разрушения)
нагружаемого ПВ материала, которую можно выразить степенной зависимостью (8)

(8)
при R2 = 0.951.

Выводы. Установлено, что при увеличении временного сопротивления материала
корпуса заряда ВВ в 4 раза КПД разрушения нагружаемого образца (бризантность по
свинцу) от сосредоточенного заряда возрастает в 1.5 раза, что свидетельствует о важ-
ности выбора материала корпусов для разрабатываемых зарядов (рис. 7) ПВУ различ-
ного целевого назначения.

Результаты, полученные в ходе исследований, позволяют рекомендовать использо-
вать конструкционные материалы при проектировании корпусов зарядов с времен-
ным сопротивлением: σв < 520 МПа для изделий фугасного действия, оснащенных
многоразовыми отражателями, например для ТДРД; σв > 520 МПа для изделий бри-
зантного действия, оснащенных одноразовыми отражателями и кассетами, например
для ВУ.
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В настоящее время в Российской Федерации создаются новые реакторные установ-
ки на быстрых нейтронах [1]. Учитывая сложность и опасность реакторных установок,
последние должны оснащаться дополнительными устройствами безопасности, в том
числе предназначенными для перерезания электрического жгута при аварийном по-
вышении температуры окружающей среды выше допустимой.

В литературе приведено много информации о перерезающих устройствах [2–12].
Недостатками известных изобретений является сложность их конструкции, необходи-
мость дистанционного управления и недопустимость использования порохов в ряде
изделий машиностроения.

Поэтому для устранения перечисленных недостатков, нами разработано устройство
безопасности, обеспечивающее разрыв электрической цепи путем перерезания элек-
трических жгутов при повышении температуры окружающей среды выше допустимой
с использованием привода на основе тарельчатых деталей, изготовленных из сплавов
с памятью формы (СПФ) с широким мартенситным гистерезисом. Устройство имеет
упрощенную конструкцию, обладает меньшими габаритами и массой, обеспечивает
возможность проверки температуры аварийного срабатывания как перед постановкой
устройства в изделие машиностроения, так и в процессе его эксплуатации [13].

В настоящей статье описана конструкция предложенного устройства безопасности
и приведены результаты исследований по отработке его работоспособности.

Описание устройства безопасности на основе сплавов с памятью формы. На рис. 1 схе-
матично изображена конструкция перерезающего устройства.

Для обеспечения работоспособности устройства необходимо на опорную пла-
стину 9 положить электрический кабель 11, часть кабеля 11 закрыть основанием 8.
Электрический кабель 11 должен лежать в канавке, которая выполнена в основании 8.
Основание 8 жестко соединяется с пластиной 9 винтами 12. В резьбовую часть основа-
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ния 8 вкручивается корпус 4, который имеет отверстия для подвода тепла к термочув-
ствительным элементам 3 данного устройства. Далее нож 6 при помощи штифта 5 со-
единяется с поршнем 2, который в свою очередь устанавливается в корпус 4, таким об-
разом, чтобы лезвие ножа 6 находилось перпендикулярно электрическому кабелю 11.
Нож 6 изготовлен из токонепроводящего материала. Далее на поршень 2 надеваются
тарельчатые термочувствительные элементы 3, которым перед установкой в устрой-
ство задается в мартенситном состоянии деформация сжатием. На резьбовую часть
корпуса 4 накручивается крышка 1, в которой также выполнены отверстия для подво-
да тепла к термочувствительным элементам 3. При повышении температуры до поро-
говых значений термочувствительные элементы 3, изготовленные из СПФ, начинают
восстанавливать свою первоначальную форму и, разжимаясь, преодолевая сопротивле-
ние пружины 7, толкают вниз поршень 2 с ножом 6. Лезвие ножа 6 упирается в электри-
ческий кабель 11 и перерезает его. Для увеличения хода или усилий термочувствитель-
ных элементов 3 перерезающего устройства вместо шайбы 10, заполняющей свободное
пространство, можно использовать дополнительный набор термочувствительных эле-
ментов 3, изготовленных из СПФ, в зависимости от конкретных требований к устрой-
ству.

Исследование свойств формовосстановления термочувствительных тарельчатых деталей,
изготовленных из сплавов с памятью формы. Тарельчатые детали изготавливали из сплавов
систем Ti–Ni–Nb [14] партии № 193-11-п и Ti–Ni–Nb–Zr [15] партии № 252. После изго-
товления их подвергали вакуумному отжигу и проводили замеры исходной высоты H0.
Затем на испытательной машине UTS-100K при температурах Т = (–60…–70)°С;
(‒100…–110)°С и 23°С деталям наводили деформацию сжатием со скоростью дефор-
мации  ≈ 4.8 × 10–3 с–1 до величины усилия F = 20 кН. Далее измеряли высоту деталей
HД после деформации и нагревали до температуры Т = (85–90)°С для определения их
термомеханических характеристик (ТМХ). При нагреве тарельчатые детали восста-
навливали исходную форму – наблюдалось проявление эффекта памяти формы
(ЭПФ). Измеряли высоту деталей HЭПФ после нагрева.

ε�

Рис. 1. Схема макета устройства безопасности на основе сплава с памятью формы.
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По диаграммам формовосстановления тарельчатых деталей (рис. 2) определяли ха-

рактеристические температуры  и , соответственно, на начальной и ко-
нечной стадии всего этапа формовосстановления при проявлении ЭПФ. Методом ка-
сательных определяли характеристические температуры АsЭПФ и АfЭПФ (характеризуют

основное формовосстановление внутри диапазона температур , ) и рас-
считывали температурный интервал |АsЭПФ – АfЭПФ|. Величину термически обратимой
деформации εЭПФ и степень восстановления формы ηЭПФ при проявлении ЭПФ опре-
деляли по формулам (1) и (2), соответственно

(1)

, (2)

где .
Полученные результаты представлены в табл. 1, из которой следует, что тарельча-

тые детали сработали на величину ∆HЭПФ = (1.3–1.7) мм, что составило (37.1–48.6)%
от ее высоты H0 до деформации, при этом значение ηЭПФ составило 0.76–0.92. Увели-
чение температуры деформации от (–100…–110)°С до 23°С тарельчатых деталей, изго-
товленных из сплава Ti–Ni–Nb, приводит к снижению величины термически обрати-
мой деформации εЭПФ, степени восстановления формы ηЭПФ, высоты детали ∆HЭПФ,
температур начала основного формовосстановления АsЭПФ и наоборот к повышению
значений тех же величин (кроме АsЭПФ, которая понижается) в тарельчатых деталях,
изготовленных из сплава системы Ti–Ni–Nb–Zr. Однако, значения величин, наибо-
лее важных для разработанного устройства безопасности рабочих характеристик, та-
ких как температура АsЭПФ, которая в устройстве характеризует температуру начала

перерезания электрического жгута (температурой  в данной конструкции
устройства можно пренебречь, так как зазор между ножом и кабелем (0.6–0.7) мм, а

величина перемещения ножа в интервале изменения температур от  до АsЭПФ со-
ставляет ≈0.15 мм), а также ∆HЭПФ, которая в устройстве характеризует величину пе-
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Рис. 2. Типичные диаграммы формовосстановления тарельчатых деталей, изготовленных из сплава Ti–Ni–Nb

после предварительно наведенной деформации сжатием со скоростью  ≈ 4.8 × 10–3 с–1 при разных темпе-
ратурах: 1 – Т = (–60…–70)°С; 2 – Т = (–100…–110)°С; 3 – Т = 23°С.
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ремещения ножа, изменяются незначительно. С целью сокращения времени и упро-
щения процесса наведения деформации, было решено тарельчатые детали, изготов-
ленные из сплава Ti–Ni–Nb, перед установкой в макет устройства безопасности
деформировать при температуре ТД = 23°С, а детали из сплава Ti–Ni–Nb–Zr в районе
температур (–90…–100)°С.

Определение усилия, необходимого для перерезания жгута. Усилие, необходимое для
перерезания электрического жгута, определили в эксперименте с макетом устройства
безопасности без рабочих элементов, изготовленных из СПФ. В результате экспери-
мента установлено, что максимальное усилие, необходимое для перерезания жгута,
составило 175 Н, при этом ход рабочих элементов (соответствует величине перемеще-
ния ножа) должен быть не менее 2.2 мм. Учитывая тот факт, что ход одного рабочего
элемента составляет (1.3–1.7) мм (табл. 1), а также принимая во внимание, что необ-
ходим дополнительный запас хода (преодоление зазора между ножом и жгутом вели-
чиной 0.6–0.7 мм), было решено использовать в разработанном устройстве безопас-
ности четыре рабочих элемента (рис. 1).

Определение усилий, развиваемых рабочими элементами устройства безопасности.
В первом эксперименте тарельчатым деталям, изготовленным из сплава Ti–Ni–Nb, наво-
дили деформацию сжатием при температуре ТД = 23°С до величины усилия F = 20 кН; та-
рельчатым деталям, изготовленным из сплава Ti–Ni–Nb–Zr, при температуре
(‒90…–100)°С. Затем деформированные рабочие элементы устанавливали в макет
устройства безопасности и проводили его сборку. При этом нож с поршнем не соеди-
няли, а вместо этого поршень жестко заневоливали с помощью зажимов.

Во втором эксперименте определяли усилия, развиваемые рабочими элементами
устройства безопасности при перерезании электрического жгута из двух кабелей мар-
ки КИМЭПМ. Макет устройства нагревали в печи VST 12/-/200 до температуры ТД =
= 100°С. Усилия, развиваемые рабочими элементами, регистрировали по показаниям
монитора управляющего компьютера испытательной машины UTS-100K. В результа-
те исследований макета устройства безопасности с рабочим приводом, изготовлен-

Таблица 1. Результаты исследований термомеханических свойств тарельчатых деталей, изготов-
ленных из сплавов систем Ti–Ni–Nb и Ti–Ni–Nb–Zr при проявлении ЭПФ после предвари-
тельно наведенной деформации сжатием со скоростью  ≈ 4.8 × 10–3 с–1 при различных темпе-
ратурах

ТМХ
Ti–Ni–Nb Ti–Ni–Nb–Zr

ТД =
= (–100…–110)°С

ТД = 
= (–60…–70)°С ТД = 23°С ТД =

= (–60…–70)°С ТД = 23°С

H0, мм 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5
HД, мм 1.8 1.75 1.8 1.95 1.65
HЭПФ, мм 3.25 3.25 3.1 3.25 3.35
∆HЭПФ, мм 1.45 1.5 1.3 1.3 1.7

, °С 36 31 32 27 26

, °С 87 83 89 79 67

АsЭПФ, °С 54 38 49 45 38
АfЭПФ, °С 65 45 66 58 54
εЭПФ, % 41.4 42.9 37.1 37.1 48.6
ηЭПФ 0.85 0.86 0.76 0.84 0.92
|АsЭПФ – АfЭПФ|, °С 11 7 17 13 16

ε�

н
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ным из сплава Ti–Ni–Nb, установлено, что максимальное усилие Fmax, развиваемое
им в заневоленном состоянии, составляет 610 Н, а при перерезании электрического
жгута 190 Н (рис. 3а). Выявлено, что данный макет устройства является работоспособ-
ным. Усилия, развиваемые тарельчатыми деталями при нагреве, возрастают, толкая
нож дальше, и при температуре 74°С он полностью перерезает электрический жгут;
перемещение ножа при перерезании составляет 2.9 мм, а ширина температурного ин-
тервала срабатывания 38°С.

У макета с рабочим приводом из сплава Ti–Ni–Nb–Zr выявлено, что максимальное
усилие Fmax, развиваемое им в заневоленном состоянии, составляет 745 Н, а при пере-
резании электрического жгута 120 Н (рис. 3б). Установлено, что данный макет устрой-
ства является также работоспособным. Усилия, развиваемые тарельчатыми деталями,
при температуре 60°С позволяют полностью перерезать электрический жгут; переме-
щение ножа при этом составляет 2.9 мм, а ширина температурного интервала сраба-
тывания 28°С.

В результате экспериментов было установлено, что максимальное усилие Fmax, разви-
ваемое тарельчатыми деталями из СПФ в процессе восстановлении формы при нагреве
в заневоленном состоянии, значительно превышает максимальные усилия перерезания
электрического жгута, состоящего из двух кабелей марки КИМЭПМ. Показано, что
конструкция макета устройства для перерезания кабеля является работоспособной, как
с рабочим приводом в виде тарельчатых деталей из СПФ системы Ti–Ni–Nb, так и
Ti–Ni–Nb–Zr, поскольку в процессе нагрева нож полностью перерезал электриче-
ский жгут.

Выводы. Описана конструкция устройства безопасности перерезающего типа, со-
зданная на основе использования сплавов с памятью формы.

Исследованы свойства формовосстановления термочувствительных тарельчатых
деталей, изготовленных из сплавов с памятью формы систем Ti–Ni–Nb и Ti–Ni–Nb–
Zr. При выбранных размерах, величина формовосстановления составляет ∆HЭПФ =
= (1.3–1.7) мм. Увеличение температуры наведения деформации тарельчатым деталям
из сплава Ti-Ni–Nb приводит к уменьшению термомеханических характеристик, а у
деталей из сплава Ti–Ni–Nb–Zr к увеличению.

Рис. 3. Диаграммы зависимости усилий от температуры, развиваемых устройством безопасности в занево-
ленном состоянии и при резке жгута с термочувствительными тарельчатыми деталями, изготовленными из
сплава Ti–Ni–Nb, деформированного при ТД = 23°С (а); и из сплава Ti–Ni–Nb–Zr, деформированного при

ТД = (–90…–100)°С (б); 1 – в заневоленном состоянии; 2 – при резке жгута.
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Установлено, что разработанная конструкция макета устройства для перерезания
кабеля с рабочим приводом в виде тарельчатых деталей из сплавов с памятью формы
систем Ti–Ni–Nb и Ti–Ni–Nb–Zr является работоспособной, поскольку нож полно-
стью перерезает электрический жгут, состоящий из двух кабелей марки КИМЭПМ
при нагреве макета до температуры (60–74)°С, величина перемещения ножа при этом
составляет 2.9 мм.

Применение предлагаемого устройства позволяет отказаться от использования не-
допустимого в ряде областей машиностроения, в частности, в ядерной технике, поро-
хового заряда для привода, отказаться от дистанционного управления, упростить кон-
струкцию и обеспечить большую компактность устройства безопасности.
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В статье выполнен анализ влияния остаточных напряжений в поверхностном слое
цилиндрических пар трения на эксплуатационный показатель-износостойкость.
Исследованы напряжения I рода после применения комбинированной обработки.
Сущность комбинированной обработки заключается в последовательном выполне-
нии электромеханической обработки и алмазном выглаживании. Получена формула
для расчета остаточных напряжений возникающих в поверхностном слое после ком-
бинированной обработки. Для удобства расчетов разработана компьютерная про-
грамма для вычисления параметра вычисления остаточных напряжений на языке
Visual studio 2017 C#. Метод комбинированной обработки создает резерв для повы-
шения эксплуатационных показателей за счет создания сжимающих остаточных на-
пряжений.
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В народном хозяйстве широко используются машины и механизмы в которых рабо-
тают пары трения (штоки, поршни, пробки, седла, золотники, пальцы, валки для раз-
малывания неметаллических материалов). Это детали двигателей, насосов, прядиль-
ных машин, культиваторов и др., которые применяют в авиационной, строительной,
автомобильной технике, сельхозтехнике и др. Из-за их низкой эксплуатационной на-
дежности велик расход запасных частей. По данным центральных заводских лабора-
торий ОАО “КАДВИ”, ОАО “РемПутьМаш”, ОАО “Пермские моторы”, ОАО “Ка-
лужский турбинный завод” и др. при проведении плановых ремонтных работ 80% де-
талей имели повышенный износ. Установлено, что наибольшее число отказов (до
80%) обусловлено процессами изнашивания или комплексными причинами, где из-
нос играет доминирующую роль.

Одной из основных особенностей работы цилиндрических пар трения является не-
равномерность изнашивания вдоль образующей, повышенный износ, вызванный
условиями трения: импульсным приложением нагрузки, многократным перемещени-
ем контактирующих поверхностей, что приводит к пластическим деформациям, мак-
рорезанию и в конечном итоге к потере работоспособности.

УДК 662.459

НАДЕЖНОСТЬ, ПРОЧНОСТЬ, ИЗНОСОСТОЙКОСТЬ 
МАШИН И КОНСТРУКЦИЙ
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Эксплуатационные показатели определяются параметрами поверхностных слоев
деталей: характеристиками точности формы; волнистостью; твердостью; остаточны-
ми напряжениями.

Они формируются под влиянием технологических факторов – режимов и методов
обработки, инструмента, способов отделочно-упрочняющей обработки и влияния
фактора наследственности.

Уровень остаточных напряжений является важным параметром, определяющим
качество изделий, который может играть как положительную, так и отрицательную
роль в изменении прочности, жесткости, устойчивости и износостойкости изделий,
определяя тем самым их работоспособность при эксплуатации в различных видах и
условиях нагружения [1–8].

Значительные остаточные напряжения могут возникать после механической обра-
ботки – точения, фрезерования, шлифования. Особенность этих напряжений состоит
в том, что они действуют практически только в поверхностном слое глубиной в не-
сколько десятых миллиметра. Но как показывает опыт эксплуатации, именно эти на-
пряжения могут влиять на износостойкость и прочность детали, особенно при дей-
ствии переменных напряжений [1–7].

Например, в поверхностном слое в процессе шлифования возникают сжимающие
температурные напряжения, которые превосходят предел текучести материала и вы-
зывают пластическую деформацию сжатия. После окончания процесса и установле-
ния нормальной температуры эта деформация сохраняется, что приводит к растяже-
нию поверхностного слоя со стороны внутренних слоев, т.е. к образованию в нем рас-
тягивающих остаточных напряжений. На основании ряда экспериментальных
исследований [5–7] можно считать, что после шлифования в поверхностном слое воз-
никают растягивающие напряжения 40–80 кГ/мм2, на глубине 20–50 мкм.

Технологические остаточные напряжения обуславливают качество и эксплуатаци-
онные характеристики металлопродукции [1, 3–5]. Существующие методики опреде-
ления остаточных напряжений носят в основном экспериментальный характер, не об-
ладают универсальностью, применение их зачастую затруднено и приводит к значи-
тельным погрешностям [6, 7].

В настоящей статье исследованы напряжения I рода, т.к. именно они являются
наиболее значимыми с точки зрения практического применения.

В исследование влияния остаточных напряжений на работоспособность деталей
машин и механизмов внесли вклад Биргер И.А., Давиденков Н.Н., Кобрин М.М.,
Колмогоров Л.Г., Поздеев А.А., Суслов А.Г., Чепа П.А. и др.

В поверхностном слое металла всегда имеются различные дефекты, которые служат
зародышами трещин, поэтому надежность деталей определяется величиной работы
распространения трещины. Сжимающие остаточные напряжения, создаваемые на по-
верхностях деталей различными технологическими методами, препятствуют зарожде-
нию и распространению усталостных микротрещин, увеличивая их работу. Поэтому
для деталей, работающих в условиях трения скольжения, в случаях реализации уста-
лостного и абразивного износа в процессе эксплуатации, важно создать поверхност-
ный слой с сжимающими остаточными напряжениями [7, 8]. Перспективными мето-
дами являются методы комбинированной обработки.

Сущность комбинированной обработки заключается в последовательном выполне-
нии электромеханической обработки (ЭМО) и алмазном выглаживании. С помощью
этой технологии представляется возможным осуществить технологическое управле-
ние как геометрическими характеристиками, так и физико-механическими свойства-
ми рабочих поверхностей пар трения [9–11].

Положительной особенностью комбинированной обработки является то, что вели-
чина и характер остаточных напряжений, полученных на предшествующих операци-
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ях, не влияют на формирование напряжений и является барьером при технологиче-
ской наследственности [12–17].

Экспериментальное определение остаточных напряжений трудоемко и не всегда
возможно получить истинное значение. Поэтому актуальной задачей является нахож-
дение аналитических методов, которые могут подтвердить или опровергнуть резуль-
тат, полученный экспериментально.

На формирование остаточных напряжений при комбинированной обработке влия-
ют температура, силовой фактор, характер структурных и фазовых превращений.

Фактически остаточные напряжения представляют собой алгебраическую сумму
температурных, силовых и структурных напряжений [8, 17]

(1)

где σтемп – температурные остаточные напряжения; σф – структурно-фазовые оста-
точные напряжения; σмех – механические остаточные напряжения.

Температурные остаточные напряжения возникают в результате нагрева и последу-
ющего охлаждения обрабатываемой поверхности. Внешний слой металла нагреваясь в
процессе комбинированной обработки стремится удлиниться, однако этому препят-
ствует более холодный внутренний слой, следовательно, первый подвергается сжа-
тию, а второй – растяжению. При интенсивном нагреве, когда сила тока превышает
значение I = 500 А напряжения на поверхности превзойдут предел текучести, что вы-
зовет пластическую деформацию сжатия наружного слоя металла. Во время последу-
ющего охлаждения внешний слой стремится сжаться до размеров, меньше первона-
чальных на величину пластической деформации сжатия. Этому будет препятствовать
упругонапряжный внутренний слой. В результате во внешнем слое возникнут оста-
точные напряжения, которые можно определить, преобразуя формулу [8, 17]

где z – текущая координата, определяющая глубину упрочненного поверхностного
слоя, м; α – коэффициент линейного расширения материала детали, K–1; ∆Θ(z) –
максимальная температура на глубине поверхностного слоя детали z.

Максимальную температуру в зоне упрочнения можно представить

(2)

= σ σσ + + σост темп ф мех,
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Большое влияние на формирование температуры будет оказывать мощность, кото-
рая возникает при прохождении электрического тока при электромеханической обра-
ботке. Ее можно представить, как

Формула (2) является сложной для расчетов и можно воспользоваться вариантом
для приблизительных расчетов

Сократим формулу

(3)

Т.к. величина  является бесконечно малой и не оказывает существен-

ного влияния на значение температуры на поверхности при комбинированной обра-
ботке.

В формуле (3): z – текущая координата, м; αт – коэффициент распределения тепло-
вых потоков (коэффициент теплопоглощения Шарона); Pg – приведенная сила давле-
ния инструмента при комбинированной обработке, Н; Vp – скорость вращения дета-
ли, м/с; I – сила тока, А; U – напряжение, В; λ1, λ2 – теплопроводимость материала
детали и инструмента соответственно, Вт м–1 К–1; A = lинсB; B – ширина упругого кон-
такта ролика по Герцу; lинс – длина касания инструмента с обрабатываемой поверхно-
стью (ширина ролика-электрода), м; а – температуропроводимость материала детали,
м2/с; t – время контакта, с.

При комбинированной обработке В – ширину упругого контакта ролика по Герцу,
можно условно считать равной ширине ролика-электрода. Поэтому,

(4)

Рассчитать значение интеграла дополнительной функции ошибок можно по фор-
муле

Однако, эта величина не оказывает существенного влияния на температуру в зоне
контакта при комбинированной обработке.

Коэффициент распределения тепловых потоков αT можно найти по формуле [17]

где λ1, λ2 – теплопроводность материала детали и инструмента соответственно, Вт м–1 К–1;
ρ1, ρ2 – плотность материала детали и инструмента соответственно, м3; с1, с2 – удель-
ная теплоемкость материала детали и инструмента соответственно, Дж кг–1 К–1.
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Структурно-фазовые остаточные напряжения σф определим по формуле [17]

(5)

где E – модуль упругости материала, Па; ρ1 и ρ2 – плотность материала до и после об-
работки соответственно.

Формула (5) показывает, если вновь образовавшаяся фаза имеет большой объем и,
следовательно, меньшую плотность ρ2 по сравнению с ρ1, на обработанной поверхно-
сти возникают остаточные напряжения сжатия. В противном случае возникают оста-
точные напряжения растяжения.

Если неизвестна плотность материала после обработки, то для расчета остаточных
напряжений, при структурных изменениях (остаточный аустенит переходит в мартен-
сит) в поверхностном слое после комбинированной обработки воспользуемся формулой

(6)

где E – модуль упругости материала, Па; μ – коэффициент Пуассона; P1α – относи-
тельное содержание α-фазы в поверхностном слое детали до обработки, %; P2α – от-
носительное содержание α-фазы в поверхностном слое детали после обработки, %;
ργ и ρα – плотность γ- и α-фаз соответственно.

Для простоты вычислений будем использовать формулу (5).
Механические остаточные напряжения возникают за счет действия на материал де-

тали усилия со стороны инструмента при ЭМО и при алмазном выглаживании. В ре-
зультате сжатия в поверхностном слое детали происходит упругопластическая дефор-
мация, которая приводит к увеличению плотности дислокаций и отдельного объема
деформируемого слоя. Этому препятствуют слои, лежащие ниже. В результате такого
взаимодействия в поверхностном слое возникают остаточные напряжения

(7)

где z – текущая координата, м; Pg – приведенная сила давления, Н;

Pi – сила прижима электрода-инструмента и алмазного выглаживателя, Н; lинс – дли-
на касания инструмента с обрабатываемой поверхностью (ширина ролика-электро-
да), м.

Ввиду того, что площадь касания алмазного выглаживателя и детали значительно
меньше касания электрода-инструмента и детали, все расчеты ведем по большему
значению.

Возникновение структурно-фазовых остаточных напряжений в поверхностном
слое детали обусловлено структурно-фазовыми превращениями материала [8, 17].
В результате пластического деформирования резко увеличивается внутренняя энер-
гия материала (около 10% затрачиваемой на деформацию энергии поглощается де-
формируемым материалом), что увеличивает вероятность протекания фазовых пре-
вращений.

В коррозионностойких аустенитных сталях, из которых изготавливают цилиндри-
ческие пары трения, при охлаждении или холодной пластической деформации проис-
ходит образование α-фазы мартенситного типа. Количество образующегося мартен-
сита при данной температуре возрастает с увеличением степени деформации, а при
увеличении температуры (т.е. при отдалении от точки мартенситного превращения
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MH) интенсивность мартенситного превращения снижается [7, 8, 12–17]. Существует
температура (точка МД) выше которой образование мартенсита деформации в аусте-
нитных сталях невозможно даже при очень больших деформациях.

Таким образом, пластическая деформация интенсифицирует мартенситное превра-
щение в коррозионностойких аустенитных сталях.

Подставляя (5), (6) и (7) в (1) получим формулу для расчета остаточных напряжений
возникающих в поверхностном слое детали после комбинированной обработки

(8)

Для удобства расчетов разработана компьютерная программа для вычисления пара-
метра остаточных напряжения по формуле (8) на языке Visual studio 2017 C#. Все дан-
ные заносятся в таблицу и на выходе получаем значение и знак остаточных напряже-
ний в зависимости от режимов комбинированной обработки (рис. 1).

Таким образом, метод комбинированной обработки создает резерв для повышения
эксплуатационных показателей за счет создания сжимающих остаточных напряжений
(значения получаются со знаком “–” (рис. 1)).
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Изложен метод проектного расчета кассетно-кольцевых и волнистых ленточных
пружин из однонаправленного, высокопрочного и низкомодульного стеклопласти-
ка, предназначенных в качестве упругой подвески для транспортных средств и лета-
тельных аппаратов. Использование разрезных колец с различными зазорами позво-
ляет получить нелинейное изменение податливости подвески. Проанализированы
эффекты от создания равнопрочного профилирования ленточных волнистых пру-
жин. Замена стальных пружин на композитные позволяет обеспечить многократное
снижение массы при сохранении требований по прочности и податливости.

Ключевые слова: композитная пружина из волнистых лент, профилированная равно-
прочная балка, магазинная кольцевая подвеска, прочность, податливость, накоплен-
ная упругая энергия, оптимальный профиль кольца, однонаправленный стеклопла-
стик
DOI: 10.31857/S0235711920030098

Стеклопластик на основе непрерывных высокопрочных стеклянных волокон обла-
дает уникальными свойствами для упругих элементов, так как возможная накоплен-
ная в нем энергия в расчете на единицу массы оказывается наибольшей по сравнению
со всеми известными конструкционными материалами (табл. 1).

Это связано с высокой прочностью и малым модулем упругости стеклопластика
при низкой плотности и практически линейной диаграмме деформирования. В то же
время, полимерная матрица обладает способностью к демпфированию и шумопогло-
щению. Именно эти качества определяют эффективность стеклопластика при созда-
нии упругих элементов – накопителей энергии: лука, шеста для прыжков, торсиона,
кольцевой подвески (раздел 1), ленточных пружин (раздел 2), рессор [1–3]. Еще боль-
ший эффект достигается возможностью создавать из стеклопластика профилирован-
ные или ветвящиеся упругие элементы [1–3], что для ленточных и кольцевых пружин
проиллюстрировано в разделе 3. Кроме инженерных аналитических расчетов [4–7]
анализ эффективности профилированных ленточных пружин подтвержден компью-
терным моделированием (раздел 4) и пробными экспериментами на полимерных об-
разцах (раздел 5), изготовленных на 3-D принтере.

Авторы видят применение результатов работы для расчета упругих элементов аэро-
космических изделий, где наиболее важным показателем эффективности является
снижение массы, поэтому в статье не рассматриваются характерные для подвески ав-
томобилей циклическое нагружение, пробои и удары.

УДК 539.4: 678.067

НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ 
В МАШИНОСТРОЕНИИ
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Таблица 1. Способность различных материалов запасать упругую энергию  на единицу объ-
ема  или массы  (приведены предельные деформации  и напряжения при растяжении )

Материал , % , МПа , 
МДж/м3 , 103 кг/м3 , 

КДж/кг

Пружинная сталь 0.3 700 1.0 7.8 0.13
Бронза 0.3 400 0.6 8.7 0.06
Древесина тиса 0.9 120 0.5 0.6 0.83
Материал рога 4.0 90 1.8 1.2 1.5
Сухожилие 8.0 70 2.8 1.1 2.5
Резина 300 7.0 10.0 1.2 8.0
Стеклопластик (0) 2.0 1000 10.0 1.9 5.3

*U
V ρV ε* σ

*
ε* σ*

*/U V ρ ρ*/( )U V

Рис. 1. Кассетно-кольцевая подвеска в виде набора разрезных или сплошных стеклопластиковых колец.
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P
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1. Кольцевая кассетная подвеска из целых и разрезных колец. На рис. 1 представлена
схема кассетной (“магазинной” – magazine) пружины, состоящей из сжимаемых
вдоль диаметра колец, которые вырезаны из композитной трубы с окружной намот-
кой. Добавление нескольких наружных слоев под углами ±45° позволяет существенно
повысить поперечную прочность и сопротивление кручению без заметного снижения
модуля упругости и предела прочности в окружном направлении.

1.1. Методы расчета прочности, податливости и накопленной упругой энергии

Разрезное кольцо. Для оценки податливости С подвески рассмотрим диаметрально
нагруженное силами Р тонкостенное кольцо со средним радиусом R, толщиной h и
шириной w. Если разрезное кольцо имеет зазор, то смещение точек приложения сил
можно оценить по схеме нагружения полукольца (рис. 2а, б).

Простейший подход к оценке перемещений основан на энергетическом принципе
Кастильяно, приводящем к интегралу Мора.

Для одного полукольца работа силы Р на искомом перемещении u1 приравнивается
накопленной в полукольце упругой энергии , выраженной через изгибающий мо-
мент

(1)

U

= ϕsin ;M PR
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(2)

где  – полярный угол, отсчитываемый от вертикальной оси;  – изгибная жест-

кость поперечного сечения кольца;  – момент инерции; Е – окружной мо-
дуль Юнга.

Данный подход основан на ряде допущений: не учитываются деформации от про-
дольных сил и дополнительные прогибы от межслойных сдвигов. Радиус считается
значительно превосходящим толщину, и поэтому локальное изменение кривизны
кольца под действием изгибающего момента рассчитывается по формуле для прямой
балки. В результате из (1), (2) оценивается податливость одного полукольца

(3)

и это выражение используется для оценки податливости кольцевой подвески и пру-
жины из волнистых листов (раздел 2).

Наибольшее напряжение  в полукольце или в разрезном кольце можно выра-
зить через максимальную приложенную нагрузку 

(4)

Сплошное кольцо. Схема деформирования сплошного кольца диаметральными си-
лами (рис. 2в) требует более сложного рассмотрения с использованием дифференци-
ального уравнения равновесия, но результат по размерности получается сходным
с (3). Отсылая читателя за подробным выводом к литературе по строительной механи-
ке, выпишем только основные соотношения и результаты.

Связь изменения кривизны  с изгибающим моментом  считается такой же, как

для прямого бруса: , но изменение кривизны можно выразить также через ра-

диальное смещение  кольца: , откуда получается дифференци-

альное уравнение для нерастяжимой упругой линии

(5)
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Рис. 2. Схема нагружения для расчета податливости полукольца – (а), разрезного – (б) и сплошного кольца – (в).
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В (5) использовано полученное из уравнений равновесия распределение изгибаю-
щих моментов, и решая (5) в тригонометрических функциях, найдем константы инте-
грирования с учетом симметрии и граничных условий. Окончательная зависимость
радиальных смещений от полярного угла имеет вид

(6)

Податливость сплошного кольца  можно выразить из (6) через относительное
смещение  точек приложения сил для ϕ = 0 и ϕ = π

(7)

т.е. податливость сплошного кольца (7) при диаметральном сжатии примерно в 10 раз
ниже, чем разрезного (3). В дальнейшем будем использовать в выражении для подат-
ливости безразмерный коэффициент  ( ; )

(8)

Для n колец фиксированного радиуса R податливость всей подвески в n раз больше,
чем для одного кольца.

Для сплошного кольца наибольший момент  действует в точках
приложения сил, и наибольшее напряжение оказывается примерно в 3 раза ниже, чем
в (4) для полукольца

(9)

Другой способ оценки податливости сплошного кольца описан С.П. Тимошенко со
ссылкой на ранние работы лорда Релея (J.W. Strutt). Радиальное перемещение предста-
вим в виде ряда

(10)

Деформация оси кольца выражается через радиальное  и окружное  перемеще-

ния: , и из гипотезы о нерастяжимости нейтральной линии кольца

 получим

(11)

Значение  исключено, так как оно соответствует перемещению кольца как
жесткого целого.

Чтобы найти в (11) неизвестные коэффициенты, применим принцип возможных
перемещений и сравним накопленную упругую энергию с работой сил. Упругую энер-
гию выразим через изменение кривизны

(12)

Сравнивая упругую энергию (12) с работой диаметральных сил на перемещении 
при ϕ = 0 и ϕ = π, найдем, что отличными от нуля останутся только коэффициенты 
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при четных значениях . Окончательно сближение точек приложения сжимающих
сил выразится как удвоенное перемещение  в виде быстро сходящегося ряда

(13)

Результат (13) определения податливости кольца при диаметральном сжатии прак-
тически совпадает с (7) и его можно использовать при инженерных расчетах упругой
подвески кассетного типа (рис. 1).

1.2. Нелинейное изменение податливости при выборе зазоров. Если стеклопластико-
вые кольца сплошные, то податливость подвески оказывается довольно низкой (хотя
и выше примерно в пять раз, чем у аналогичной стальной пружины). Но если исполь-
зовать разрезные кольца с разными зазорами, то можно получить податливую и нели-
нейную подвеску. Податливость при диаметральном сжатии сплошного кольца, как
видно из (3), (7), (13), примерно, в 10 раз ниже, чем у разрезного кольца, а податли-
вость, например, пяти колец – в пять раз выше. Условно примем податливость разрез-
ного кольца за единицу. Считаем, что зазоры в кольцах неодинаковые, например: 1, 2,
3, 4, 5 (для наглядности – миллиметров). Пока все пять колец свободно деформируют-
ся и их зазоры не выбраны, суммарная податливость составляет пять единиц. По мере
роста нагрузки сжатия (в силу линейности задачи – кратно зазорам, например, до 10,
20, 30, 40, 50 кг) один за другим будут выбираться зазоры, и податливость будет после-
довательно уменьшаться (рис. 3, показано стрелками). Сначала одно кольцо станет в
десять раз более жестким, потом – второе, и так – пока податливость всей подвески не
станет в десять раз меньше: 5 → 4.1 → 3.2 → 2.3 → 1.4 → 0.5. В результате получается
сильно нелинейная (иногда это необходимо) подвеска.

1.3. Расчет на прочность при заданной податливости. Техническое задание при про-
ектном расчете пружин из  колец включает два основных, противоречивых требова-
ния: 1) по прочности – максимальное напряжение (4) или (9) не превышает предела
прочности 

(14)

2) по заданной податливости (8)

(15)

j
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Рис. 3. Нелинейное изменение податливости (а) кассетной кольцевой подвески (б) по мере выбора различ-

ных зазоров разрезных колец при сжатии. Зависимость нагрузки от выбранных зазоров (в). , ,  – при-
веденные сила, податливость и ход подвески.
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или заданной накопленной упругой энергии 

(16)

Из точного выполнения условия (14) по прочности при заданной податливости (15)
или заданной накопленной энергии (16) можно найти необходимые толщину, число n
и суммарную массу m колец подвески из стеклопластика с плотностью 

(17)

Для разрезных колец прочность меньше, чем у сплошных колец, но податливость
выше, и числовые коэффициенты в формуле (17) для массы несколько различаются:

; , т.е. кассетная подвеска из разрезных колец может быть на 6%

легче, чем из сплошных.
Как следует из (17), минимально возможная масса кассетно-кольцевой подвески

практически не зависит от размера колец, а зависит лишь от модуля упругости Е,
прочности  и плотности ρ при заданных податливости (упругой энергии) и предель-

ной нагрузке. Учитывая, что модуль упругости стеклопластика  ГПа примерно
в пять раз ниже, чем у стали, а плотность в три раза ниже при примерно равной проч-
ности, получаем возможность снижения массы в пятнадцать раз и уменьшения числа
колец, т.е. длины подвески в пять раз. Даже, если принять усталостную прочность
стеклопластика в два раза ниже, чем у стали, сохраняется возможность снижения мас-
сы подвески примерно в четыре раза (без учета массы самой кассеты и узлов крепле-
ния).

2. Пружины из волнистых лент. Отмеченные преимущества стеклопластика относят-
ся и к подвеске, схематически изображенной на рис. 4, из композитных волнистых
лент (N = 4), испытывающих растяжение-сжатие, так как смещение происходит за
счет их изгиба. Такие ленты можно изготавливать выкладкой препрегов в волнистую
пресс-форму или методом пулформинга [9]. Требования по прочности (14) и податли-
вости (15) остаются прежними. Для качественных оценок (с точностью до числового
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Рис. 4. Пружина из профилированных волнистых лент.
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коэффициента) можно использовать решение для сжатия N лент, каждая из которых
состоит из n полуколец.

Пояснения корректности постановки задачи и применяемых методов. 1. Расчет проги-
бов в криволинейных лентах проводился с применением интеграла Мора. При изгибе
кривого бруса сечения не остаются плоскими, происходит смещение нейтральной
оси. Но все это важно для толстых брусьев типа крюка крана. Поправка к обычному
решению пропорциональна отношению толщины кольца к радиусу, поэтому для тон-
ких лент ее можно не учитывать.

2. Разумеется, при изгибе полукольца изменяется плечо действия силы и, следова-
тельно, изгибающий момент. При этом полуокружность переходит в полуэллипс при
сохранении длины нейтральной линии. Одна полуось в результате прогиба уменьша-
ется, а другая увеличивается, вызывая увеличение изгибающего момента при постоян-
ной диаметральной силе. Можно попытаться найти выражение для длины контура
полуэллипса. Со времен Л. Эйлера этим занимались десятки ученых, но эта длина
(в отличие от длины окружности) не выражается через элементарные функции, а при-
водит к (табулированным), “неберущимся” эллиптическим интегралам. Никакой за-
меной переменных их нельзя свести к табличным. Поэтому в инженерных приложе-
ниях учет изменения момента в кривых стержнях крайне затруднителен, что видно из
приведенного в конце статьи Приложения. Это пояснено данными ниже формулами.

3. Стеклопластик проявляет наследственно упругие свойства. Можно ли ограни-
читься линейно упругим приближением? Однонаправленный стеклопластик обладает
практически линейной диаграммой деформирования до предельной деформации по-
рядка 2–3% (не 0.2% как у стали). Поэтому при нагружении в упругой области (вплоть
до больших перемещений ленточных пружин) реологические эффекты можно не учи-
тывать. Был пример из опыта работы в ИМАШ со стеклопластиковыми рессорами.
После испытаний рессора была зафиксирована (заневолена) в нагруженном состоя-
нии при своем максимальном прогибе порядка 300 мм. В таком состоянии рессора
хранилась более 15 лет. Затем работы по рессорам были продолжены, и эта старая рес-
сора была вновь испытана. Стрела прогиба практически восстановилась, а измерен-
ное при изгибе значение модуля упругости после многолетнего нахождения под мак-
симальной нагрузкой оказалось лишь на 2% меньше значения, измеренного 15 лет на-
зад. Вязкоупругие свойства практически не проявились.

Поэтому далее рассмотрено линейное, “балочное” приближение.
Смещение концов полукольца (рис. 2а) под действием силы Р/N выражается из (3),

(8) в виде  = , и податливость ленточной пружины из N лент, каждая из ко-

торых состоит из n полуколец

(18)
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Максимальное напряжение в полукольце должно не превышать допустимого зна-
чения

(19)

Из одновременного выполнения условия заданной податливости (18) и равенства в
условии прочности (19) находим по аналогии с (17) необходимое число полуколец (по-
луволн), толщину лент и их минимально возможную суммарную массу

(20)

Как видно из (20), минимально возможная масса листовой пружины из волнистых
лент (из полуколец) вдвое меньше оценки (17) для разрезных колец (просто, масса
кольца вдвое больше, чем полукольца), и она при заданных жесткости и предельной
нагрузке не зависит от радиуса R, числа волн n и лент N, а зависит лишь от модуля
упругости Е, прочности  и плотности ρ.

За счет низких плотности и модуля, высокой прочности и линейной упругости лен-
точные волнистые пружины из стеклопластика оказываются по массе и по долговеч-
ности значительно эффективнее стальных упругих элементов.

3. Энергетический метод анализа возможного снижения массы за счет профилирования

3.1. Диаметрально нагруженное равнопрочное полукольцо. Поскольку изгибающий
момент (1) в диаметрально сжимаемом полукольце пропорционален синусу полярно-
го угла, можно применить равнопрочное профилирование (кроме концевых участков
с постоянными размерами сечения)

(21)

В (21) и далее нижний индекс  означает один из наиболее естественных типов рав-
нопрочного полукольца с постоянными: толщиной  (рис. 5а), шириной 
(рис. 5б) или площадью сечения (констэра)  (рис. 5в);  относится к полу-
кольцу с постоянными размерами сечений.
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Объем таких профилированных полуколец и накопленную в них упругую энергию
можно рассчитать интегрированием

(22)

Для случая профилированного полукольца из условий прочности (19) при наиболь-
шей нагрузке  и заданной накопленной энергии  (16) можно из (22) найти требуе-
мые размеры наиболее нагруженного центрального сечения

(23)

Из (23) по аналогии с (17) можно оценить необходимую массу профилированного
полукольца и сравнить его с массой (20) однородного полукольца, удовлетворяющего
тем же условиям по прочности и накопленной энергии

(24)

В (24) у коэффициента формы по массе  индекс i специально опущен,
чтобы подчеркнуть, что для всех “идеальных” равнопрочных полуколец (см. ниже)
этот коэффициент одинаков и равен 1/2.

1) полукольцо с постоянной толщиной  (рис. 5а). Из (21)

(25)

Согласно (22) коэффициенты формы по объему , накопленной энергии  и
массе  для полукольца типа 1 определяются выражениями
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2) полукольцо с постоянной шириной  (рис. 5б). Из условия равнопроч-
ности (21)

Этот случай оказывается сложнее для аналитики, так как интегралы не берутся в
квадратурах, однако, окончательный вывод о снижении массы за счет равнопрочного
профилирования остается прежним

(26)

3) Полукольцо с постоянной площадью сечения – констэра

(27)

Этот вариант равнопрочного профилирования наиболее предпочтителен для во-
локнистых композитов, так как сохранение площади сечения позволяет использовать
постоянное число непрерывных волокон, что принципиально для сохранения проч-
ности при профилировании. Хотя площадь сечения сохраняется, за счет роста подат-
ливости, а значит – накопленной упругой энергии – коэффициент снижения массы
оказывается прежним

(28)

Приведенные результаты иллюстрируют, что любое диаметрально нагруженное,
“идеально” равнопрочное полукольцо при заданных прочности и накопленной энер-
гии вдвое легче, чем полукольцо с постоянными размерами сечений.

Реально не удастся достичь такого снижения массы благодаря только профилиро-
ванию из-за невозможности создать неограниченно широкое и бесконечно тонкое
полукольцо типа констэра, но за счет высокой прочности, низкой плотности и низко-
го модуля Юнга стеклопластик в подобных пружинах из волнистых лент способен
обеспечить снижение массы примерно в пятнадцать раз по сравнению со стальным
аналогом.
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3.2. Эффективность равнопрочных балок при разных условиях нагружения. Приведен-
ные выше иллюстрации можно обобщить на случай консольной балки длины  под
действием изгибающего момента, изменяющегося по произвольному степенному за-
кону

(29)

Примем изменения размеров прямоугольных сечений для выполнения условия
равнопрочности согласно (29) в степенном виде

(30)

Случай концевой силы соответствует , равномерно распределенная нагрузка –
, линейно растущая от конца балки нагрузка – .

С помощью теоремы Кастильяно можно сразу, без вычисления прогибов, оценить
накопленную упругую энергию в балке с переменным сечением под действием изме-
няющегося по длине момента

(31)

Из заданных значений максимального момента , прочности  (32, п. 1) и
упругой энергии  (32, п. 2) найдем требуемые размеры корневого сечения профили-
рованной равнопрочной балки

(32)

где ;  – постоянные размеры прямоугольной балки ( ), удовлетворяющей
тем же условиям по прочности и запасенной энергии.

Теперь можно найти требуемую массу профилированной балки, сравнив ее с пря-
моугольной

(33)

Учитывая соотношение равнопрочности , находим

(34)

Результат (34) означает постоянство коэффициента снижения массы любой равно-
прочной балки с заданной упругой энергией для каждого вида нагружения: для конце-
вой силы возможно снижение массы в три раза, для распределенной нагрузки – в
пять, для линейно растущей от конца к корню – в семь раз. Сравнивая (34) с форму-
лой (28), можно заключить, что изменение изгибающего момента в полукольце, про-
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порциональное синусу полярного угла, эквивалентно по снижению массы случаю сте-
пенного изменения момента в балке с показателем γ = 1/2, что соответствует измене-

нию уровня распределенной нагрузки пропорционально .
Компьютерное моделирование и МКЭ-расчеты равнопрочных колец и волнистых лент.

Для уточнения расчетов перемещений и напряжений в нагруженных кольцах, профи-
лированных полукольцах (рис. 6) и пружинах из волнистых лент (рис. 4) были постро-
ены соответствующие компьютерные 3-D модели и проведены расчеты методом ко-
нечных элементов (МКЭ). Результаты оказались в удовлетворительном согласии с
аналитическими, упрощенными расчетами.

В качестве полезного инженерного приложения для автоматизированного проект-
ного расчета ленточных пружин был написан “калькулятор” на языке Swift в интегри-
рованной среде разработки XCode 9.3 для платформы программного обеспечения
Apple IOS 11.4. Использовать его весьма просто и удобно. Приложение состоит из од-
ного экрана, на котором в соответствии с техническими требованиями и характери-
стиками выбранного материала для пружины вводятся в текстовые поля следующие

5/2x

Рис. 6. 3-D модель профилированного полукольца и результаты МКЭ-расчетов напряжений.
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параметры: максимальная нагрузка; податливость; высота пружины; ширина ленты;
число лент; предел прочности; модуль Юнга; коэффициенты формы. После ввода
всех параметров и команды “рассчитать” на экране появятся необходимые число по-
луколец и значение толщины ленты, полученные из условий, заданных прочности и
податливости.

4. Изготовление на 3-D принтере и испытания модельных образцов
Модельные образцы ленточных пружин, а также профилированных и обычных по-

луколец с одинаковыми размерами наиболее нагруженного сечения были изготовле-
ны на 3-D принтере из стандартных (неармированных) пластиков. Масса полуколец –
обычного и типа констэра была одинаковой, но за счет профилирования (при равной
прочности) податливость полукольца констэра оказалась примерно на 70% выше, чем
у аналогичного полукольца с постоянными размерами сечения, что удовлетворитель-
но согласуется с результатами МКЭ-расчетов и с оценками по приближенной (балоч-
ной) формуле (28). Для изготовления реальных композитных образцов пружин из рав-
нопрочных волнистых лент необходима отработка технологии 3-D печати композит-
ных деталей с расположением по заданным траекториям пропитанных связующим
жгутов волокон (рис. 7).

Приложение. Методы расчета плоских пружин различной геометрии. Для получения
наглядных результатов, отражающих только влияние профилирования листов на по-
датливость и несущую способность, в настоящей статье использовалось самое простое
допущение о полукольцевой форме звена пружины из волнистых лент. При этом не
рассматривалось влияние связи одного полукольца с соседним, а эта связь – из сооб-
ражений симметрии – эквивалентна жесткому защемлению, т.е. запрещению поворо-
та концов полуколец. При проектировании реальных пружин необходим более кор-
ректный учет их размеров и формы. В табл. 2 [8] приведены схемы нагружения прак-
тически применяемых звеньев ленточных пружин с соответствующими расчетными
формулами для податливости и максимальных напряжений.

Поправочный коэффициент K для этих формул представлен в виде номограмм на
рис. 8 и этот коэффициент зависит от отношения длины прямолинейного участка l к
радиусу закругления пружины R, а также от полярного угла α круговой части пружины
(табл. 2). Этот коэффициент K оказывает существенное влияние на точность расчетов
прогибов ленточных пружин.

Выводы: 1. Ленточная пружина из волнистых стеклопластиковых лент может обес-
печивать многократное снижение массы по сравнению со стальным аналогом при за-

Рис. 8. Зависимость поправочного коэффициента K от отношения длины прямолинейного участка l к ради-
усу закругления пружины R и от полярного угла круговой части пружин.
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данных несущей способности и накопленной упругой энергии. 2. Кассетная подвеска
из разрезных стеклопластиковых колец обладает существенно нелинейной жестко-
стью, что положительно сказывается на обеспечении плавности движения транспорт-
ного средства. 3. Любая равнопрочная балка при заданных прочности и накопленной
упругой энергии дает по сравнению с прямоугольной трехкратное снижение массы
при нагружении концевой силой и пятикратное при равномерно распределенной на-

грузке. Для изменения изгибающего момента по степенному закону  коэф-

фициент снижения массы выражается простой формулой . 4. Равно-

γ( ) ~M x x
−δ = + γ 1(1 2 )m

Таблица 2.
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прочное профилирование диаметрально нагруженного кольца в идеальном случае
приводит к двукратному снижению массы, что соответствует степенному закону изме-
нения изгибающего момента с показателем .
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В статье рассмотрены динамические характеристики пильного джина как подсисте-
мы с сосредоточенными и распределенными параметрами. На основе изучения ма-
шинного агрегата построены графики, позволившие установить максимальные зна-
чения угла относительного поворота и угла поворота вала пильного цилиндра при
кручении.

Ключевые слова: волокноотделительные машины, джин, пильный цилиндр, машин-
ный агрегат с сосредоточенными и распределенными параметрами, электродвига-
тель, крутильные колебания, математическая модель, угол поворота вала
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1. Анализ современного состояния рассматриваемой проблемы. Изучение машин в ви-
де машинных агрегатов позволяет более точно оценить динамические процессы, про-
исходящие в системе привод–передаточный–исполнительный механизм под дей-
ствием технологических нагрузок [1].

В работе [2] разработана динамическая модель машинного агрегата, включающего
рабочий орган, электропривод и упруго-диссипативную муфту. Составлена математи-
ческая модель машинного агрегата. Реализация модели в компьютерной программе
позволяет выполнить компьютерный эксперимент при варьировании механических
параметров динамической системы, обосновать энергосберегающие параметры и ре-
жимы функционирования машинных агрегатов.

В работе Н.В. Лощинина [3] выводится дифференциальное уравнение движения
машинного агрегата с вариатором при передаточном отношении ω1/ω2 = i(t, ω2), зави-
сящем от времени t и угловой скорости ω2 ведомого вала вариатора. Составлены соот-
ветствующие формулы и выявлен динамический смысл для определенных обобщен-
ных параметров агрегата: момента инерции агрегата, движущего момента, а также
суммарного момента движущих сил и сил полезного сопротивления, приведенных к
ведомому валу вариатора.

Авторы [4] теоретически исследовали многомассовые крутильные системы, сопря-
женные с большим объемом вычислений. В [4] рассматриваются теоретические во-
просы свободных и вынужденных многомассовых крутильных колебаний при нали-
чии зазоров в системах машин.

Согласно [5], правильный выбор параметров электропривода служит – необходи-
мым условием высокопроизводительной и экономичной работы машинного агрегата.
При динамическом синтезе электропривода предложено определять не только момент
инерции маховой массы, но и передаточное отношение передаточного механизма из
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условия обеспечения максимального КПД двигателя и возможности запуска привода.
В соответствии с предложенной методикой проведен динамический анализ и рас-
смотрен синтез плунжерного насоса.

В статье Ю.С. Корнеева и др. [6] о машинном агрегате с пускозащитной муфтой
определено время разгона ведомой полумуфты вместе с технологической машиной.

В работе [7] предложен систематический подход при моделировании машинных аг-
регатов. Установлено отсутствие общего согласия относительно определения, струк-
туры и классификации подсистем машинных агрегатов. Изложены общие принципы
моделирования машинных агрегатов. Показано, что машинный агрегат обрабатывает-
ся как полная интеграция электронной подсистемы управления, подсистемы электро-
привода и механической рабочей подсистемы.

И.И. Вульфсоном [8] проанализированы некоторые неисследованные факторы,
влияющие на колебания в приводах машин с цикловыми механизмами при учете ха-
рактеристик электродвигателя. Предложена инженерная методика расчета подобных
систем, базирующаяся на применении матриц перехода, хорошо приспособленных к
компьютерным процедурам. Выявлен специфический эффект, связанный с высокой
эквивалентной “податливостью” двигателя и изменением приведенных инерционных
и упруго-диссипативных характеристик привода. Показана эффективность реализа-
ции условий квазистационарности при оптимизации параметров.

В монографиях [9, 10] изложены современные методы расчета колебаний машин,
включая механизмы циклового действия (рычажные, кулачковые, шаговые и т.п.). При-
ведены приемы схематизации и корректного математического описания колебательных
систем при учете переменности параметров и нелинейностей, в частности, составление
системы дифференциальных уравнений для динамических моделей механизмов, вклю-
чающих элементы с распределенными параметрами. Для снижения трудоемкости рас-
чета предложена менее идеализированная расчетная схема, в которой соответствующий
элемент отображается в виде подсистемы с распределенными параметрами.

Н.С. Пискуновым [11], составлено уравнение крутильных колебаний однородного
цилиндрического стержня в виде уравнения Лапласа.

В работах [12, 13] установлено, что неравномерное вращение пильного цилиндра
может ухудшить процесс джинирования и повредить волокна. В статье [14] с использо-
ванием уравнения Лагранжа II рода составлено уравнение движения машинного агрега-
та 156-пильного цилиндра джина для определения закона изменения частоты и нерав-
номерности вращения ротора электродвигателя и пильного цилиндра в зависимости от
упруго-диссипативных параметров муфты, момента инерции электродвигателя, момен-
та инерции и сопротивления пильного цилиндра при различных их значениях.

Значение величины кратности пускового момента относительно номинального со-
ставляет 1.5–6. Но для использованного нами асинхронного электродвигателя оно
равно 2 [15]. Из этого следует, что максимальная нагрузка на электродвигатель прихо-
дит в момент пуска.

2. Обоснование актуальности рассматриваемой проблемы. В настоящей статье изуча-
ется динамика пуска электродвигателя и крутильных колебаний вала пильного ци-
линдра джина с сосредоточенными и распределенными параметрами, который харак-
теризуется достаточно большой длиной и обладает немалой податливостью.

3. Постановка задачи. Для изучения динамических характеристик рассчитаем систе-
му, состоящую из подсистем с сосредоточенными и распределенными параметрами.
Математическую модель первой подсистемы составим, согласно материалам работ
[12–14], второй подсистемы – по материалам [8–11].

4. Изложение существа решения задачи, проблемы.
4.1. Подсистема машинного агрегата с сосредоточенными параметрами. Как следует

из динамической модели пильного цилиндра (ПЦ) (рис. 1), угловое перемещение
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электродвигателя (Д) через муфту передается длинному валу ПЦ, крутильные колеба-
ния которого могут оказаться довольно существенными.

В принятой динамической модели пильного цилиндра (рис. 1) использованы следу-
ющие условные обозначения: ,  – сосредоточенные моменты инерции электро-
двигателя и пильного цилиндра, кг м2;  – распределенный момент инерции вала
пильного цилиндра и жестко связанных с ним деталей, кг⋅м2; с, в – коэффициенты
жесткости (Н м/рад) и диссипации (Н м с/рад) муфты; ϕd, ϕ2(х) – абсолютные коорди-
наты соответствующих сечений, рад; Q(x) – распределенная обобщенная сила, прило-
женная к валу пильного цилиндра.

В качестве обобщенных координат примем ϕd и ϕ2(х). Сечением х = 0 разделим ди-
намическую модель (рис. 1) на подсистемы с сосредоточенными и распределенными
параметрами.

В указанном сечении к отсеченным частям следует приложить два реактивных мо-
мента М– и М+, которые равны по величине и противоположны по направлению, т.е.
М+ = –М– (рис. 2).

Во избежание возможных ошибок при выборе знака реактивного момента целесо-
образно руководствоваться следующим правилом: реактивный момент на “выходе”
элемента (рис. 2, справа) считается положительным, если его направление совпадает с
выбранным положительным направлением отсчета углов ϕ2(х); для реактивного мо-
мента на “входе” элемента (рис. 2, слева) правило знаков обратное.

Подставив определенные члены в уравнения Лагранжа, получим дифференциаль-
ные уравнения движения машинного агрегата пильного цилиндра в общем виде

(1)

где i = 1; M = Мср + М0sin(ω2t + ϕ20).

dI 2I
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Рис. 1. Динамическая модель пильного цилиндра.
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При исследовании машинных агрегатов важно правильно выбрать характеристики
двигателя. В настоящее время используются статическая, линеаризованная динамиче-
ская, уточненная динамическая и механическая динамическая характеристики асин-
хронных электродвигателей. Одним из наиболее перспективных направлений являет-
ся приближенное рассмотрение электромагнитных переходных процессов, протекаю-
щих в двигателе, и их математическое описание системой дифференциальных
уравнений. Поэтому при исследовании динамических параметров ПЦ мы использова-
ли динамическую механическую характеристику асинхронного электродвигателя. Эта
характеристика учитывает, как электромагнитные переходные процессы пуска, так и
установившееся движение, описываемое системой дифференциальных уравнений,
содержащих составляющие вектора потокосцеплений статора и ротора при синхрон-
ной скорости вращения осей координат, и имеет вид [12–14]

(2)

где ,  – составляющие обобщенного вектора потокосцеплений статора по осям
х и у, вращающихся с синхронной скоростью; ,  – составляющие обобщенного
вектора потокосцеплений ротора по осям х и у.

Далее определяем паспортные параметры и коэффициенты асинхронного двигате-
ля 4А280М8УЗ [12, 13, 15]: ND = 75 кВт; nD = 735 об./мин; MK = 1948.8 Н·м; МН = MDK/2 =
= 974.4 Н м;  = 50 Гц; Um = 220 B; η = 0.925; cosϕ = 0.85; ω0 = 78.54 c–1; ωн = 76.97 c–1;
Sн = 0.02; SK = 0.07464; Р = 4; IDн.ф. = 144.53 А;  = 4.20 кг м2; KS = хμ/αS = 0.956; Kr =

= хμ/αr = 0.952; xμ = 3.957 Ом; r1 = 0.043 Ом; r2 = 0.032 Ом; αS = r1/xS = 0.0103;  =
= αS/σ = 0.115; αr = r2/xr = 0.0077;  = αr/σ = 0.0858; σ = 1 – KSKr = 0.0896; хS = хμ + х1 =
= 4.14 Ом; хr = хμ + х2 = 4.155 Ом; x1 = 0.1826 Ом; x2 = 0.1979 Ом.

Для исследования машинного агрегата пильного цилиндра джина 5ДП-156 были
экспериментально определены момент инерции пильного цилиндра методом разгона

 = 1.244 кг м2, технологическая нагрузка, действующая на вращающийся вал пиль-
ного цилиндра M = Мср + М0sin(πω2t + ϕ20) (здесь Мср = 843.72 Н м; М0 = 78.78 Н м;
ω2 = π × 735/30 рад/с; t – время; ϕ20 – начальная фаза) и далее расчетным путем установ-
лена жесткость c = 23065.2 Н м/рад и коэффициент диссипации в = 128.5346 Н м с/рад
муфты [12, 13].

Для изучения на ЭВМ динамики пуска электродвигателя и крутильных колебаний
вала пильного цилиндра с сосредоточенными параметрами решены уравнения движе-
ния машинного агрегата пильного цилиндра (1) с характеристикой приводного двига-
теля (2). Использован численный метод Рунге–Кутта для дифференциального уравне-
ния второго порядка S = d2ϕ/dt2 = F(t, ϕ, ϕ'), имеющий погрешность Δt4.

Реализация уравнений движения машинного агрегата пильного цилиндра (1) с ха-
рактеристикой приводного двигателя (2) позволила установить закономерность изме-
нения углового ускорения пильного цилиндра в зависимости от t (рис. 3, 4).

Как показывают результаты анализа рис. 3, критический движущий момент электро-
двигателя составляет 40000 Н м, переходный процесс протекает в течение 3 с, а макси-
мальное значение углового ускорения пильного цилиндра достигает 8739.828 рад/с2 при
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t = 1.844 с. Закономерность изменения углового ускорения можно выразить в виде
функции

(3)

4.2. Подсистема машинного агрегата с распределенными параметрами. Рассмотрим
подсистему с распределенными параметрами [8–11]. Выделим на валу пильного ци-
линдра элементарный участок с длиной dx (рис. 1, 2), момент инерции которого равен

. В общем случае, если под  понимать переменный приведенный момент

инерции, неравномерно распределенный вдоль оси х, может оказаться, что ρ = ρ(x, t);
при  = const имеем ρ = ρ(x); при равномерном распределении масс ρ = /l = const,
где l – длина вала.

Для выделенного элемента воспользуемся теоремой об изменении кинетического
момента, согласно которой производная от кинетического момента по времени равна
сумме приложенных внешних моментов

(4)

где  – приращение момента M на участке dx.

∂ ϕ = ϕ =
∂

��

2
2.052

2 ( ) 200 cos 75 .tt e t
t

∂ρ =
∂

dx
x
I

I

I I

∂ϕ∂  ρ = − + + + ∂  
2 ( ) ,dx M M dM Qdx

t dt
∂=
∂
MdM dx
x

Рис. 3. Изменение углового ускорения пильного цилиндра в зависимости от времени.
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Рис. 4. Изменение углового ускорения пильного цилиндра в зависимости от времени по длине вала.

У
гл

ов
ое

 у
ск

ор
ен

ие
пи

ль
но

го
 ц

ил
ин

др
а,

 р
ад

/с
2

�0.01650

�0.01150

�0.00650

�0.00150

0.00350

0.5805
Длина вала, м Время, с

1.1610
1.7415

2.3220 0 0.20.40.60.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8



99МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ

Элементарную угловую деформацию dϕ2 можно выразить следующим образом:

(5)

где G = 8 × 1010 Н/м 2– модуль сдвига для вала из стали; I(х) – полярный момент инер-
ции вала, который в общем случае может меняться вдоль оси х.

Из зависимости (5) найдем момент

(6)

а из выражения (6) – его дифференциал .

После подстановки зависимости (6) в уравнение (4) и сокращения на dx получим

(7)

Если ρ = const и I(х) = const = 9.817 × 10–6 м4, уравнение (7) примет вид

(8)

при этом распределенная по длине х ∈ [0; l] обобщенная сила, приложенная к валу
пильного цилиндра, будет иметь вид

(9)

где Мср = 843.72 Н м; М0 = 78.78 Н м; ω2 = π × 735/30 рад/с; t – время; ϕ20 = 0 – началь-
ная фаза; l = 2.322 м – длина вала пильного цилиндра; R = 0.16 м – радиус пильных
дисков; ∆ϕ2 = π/3 – сектор дуги пильного диска. Тогда уравнение (8) примет вид

(10)

При  уравнение (10) запишем как

(11)

(12)

(13)

Если х = 0, , , тогда при С1 = 0 и С2 = 0 уравнения (12) и (13)

примут вид
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На основе решения уравнений (14), (15) изучена динамика крутильных колебаний
вала пильного цилиндра джина с распределенными параметрами. Построены графики
изменения угла относительного поворота вала пильного цилиндра (рис. 5) и углового
поворота вала при кручении (рис. 6) в зависимости от длины вала l.

В результате этого установлены максимальные значения угла относительного пово-
рота и угла поворота вала пильного цилиндра при кручении равные, соответственно
1.89°/м и 4.39°.

5. Обсуждение результатов в научном и прикладном аспектах. Изучение машин в виде
машинных агрегатов позволило установить динамику пуска электродвигателя и кру-
тильных колебаний вала пильного цилиндра джина с распределенными параметрами.
Для этого были использованы подсистемы как с сосредоточенными параметрами
(уравнения Лагранжа II рода), так и с распределенными (уравнение Лапласа в цилин-
дрических координатах).

Изучение машинного агрегата пильного цилиндра с сосредоточенными параметрами
показало, что критический движущий момент электродвигателя составляет 40000 Н⋅м,
переходный процесс протекает в течение 3 с, а максимальное значение углового уско-
рения пильного цилиндра достигает 9000 рад/с2 при t = 1.8 с.

На основе построенных графиков (рис. 5, 6) в результате изучения машинного агре-
гата пильного цилиндра с распределенными параметрами установлены максимальные

Рис. 5. Изменение угла относительного поворота вала пильного цилиндра в зависимости от времени для
различной длины вала.
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значения угла относительного поворота и угла поворота вала пильного цилиндра при
кручении – соответственно 1.89°/м и 4.39°.
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определяется пороговое значение предела выносливости, соответствующее разру-
шающему числу циклов за срок службы. Надежность равна вероятности превыше-
ния пределом выносливости этого значения. Получены аналитические зависимости
для определения вероятностных характеристик долговечности при одновременном
случайном изменении нормальных и касательных напряжений.
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Для прогнозирования показателей надежности и долговечности технических си-
стем в настоящее время наиболее часто применяется статистическая теория надежно-
сти. Она применима к объектам и деталям, используемым в массовом количестве в од-
нородных условиях, где возможен сбор экспериментальных данных по причинам и
интенсивностям отказов. Однако многие детали машин уникальны и дороги и изго-
тавливаются в таком малом количестве, что не может быть речи о сборе статистиче-
ских данных по их отказам. Да и условия их работы сильно отличаются. В этом случае
расчет показателей надежности и долговечности должен быть выполнен на основе
теоретических исследований и аналитических расчетов.

В послевоенные годы началось внедрение статистических методов в машинострое-
ние в связи с расчетом долговечности деталей машин, работающих в условиях пере-
менных напряжений. Существенный вклад в этом направлении сделан С.В. Серенсе-
ном и его сотрудниками. В начале 60-х годов начинается внедрение теории случайных
процессов к решению задач надежности. В машиностроении этот подход активно раз-
вивался В.В. Болотиным. В настоящее время опубликовано ряд монографий, в кото-
рых обобщены проведенные исследования в этом направлении [1–5]. Количество
публикаций на эту актуальную тему в периодических изданиях и материалах научных
конференций продолжает расти [6–14].

УДК 621.81: 620.16

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ МЕХАНИКА,
ДИАГНОСТИКА, ИСПЫТАНИЯ
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В настоящей статье в достаточно общем виде рассматривается задача расчета на-
дежности и долговечности деталей машин по усталостному разрушению в вероятност-
ной постановке. В результате решения задачи неявно определена монотонно убываю-
щая во времени функция надежности H(t), которая дает надежность (вероятность не-
разрушения) детали по истечении определенного промежутка времени (срока службы,
межремонтного периода механизма). Она также позволяет определить долговечность
детали, если приравнять надежность нулю (усталостное разрушение).

Процесс накопления усталостных повреждений рассматривается на макроуровне и
описывается скорректированной теорией линейного суммирования повреждений.
Предельное состояние материала описывается кривой усталости.

Кривые усталости большинства материалов можно описать зависимостью

(1)

где  – постоянная материала;  – предел выносливости лабораторного образца;  –
базовое число циклов;  – амплитуда симметричного цикла напряжений;  – число
циклов до разрушения.

Для конкретных деталей машин вместо  используется предел выносливости де-
тали , вычисленный с учетом общего коэффициента изменения предела
выносливости. При несимметричном цикле напряжений вместо  используется ам-
плитуда приведенного симметричного цикла

В связи с большим разбросом опытных данных испытанию подвергается большое
количество образцов и строится полная вероятностная диаграмма. Ее можно предста-
вить в виде семейства кривых усталости в координатах , соответствующих раз-
личной вероятности разрушения  или в виде кривых распределения долговечности в
координатах , соответствующих различным напряжениям . Наиболее часто
применяется медианная кривая усталости и для нее в литературе приводятся постоян-
ные материала.

Для расчетов на надежность основное значение имеет закон распределения предела
выносливости. Многочисленные опытные данные свидетельствуют о том, что для
этой зависимости можно принять нормальное или логарифмически нормальное рас-
пределение [1].

При расчете надежности деталей машин исключительно важны расчетные методы
распространения результатов испытаний образцов на натурные детали. Такие воз-
можности открывает статистическая теория подобия усталостного разрушения. Со-
гласно этой теории распределение предела выносливости детали  аппроксими-

руется нормальным законом. При этом медианное значение  и коэффициент вари-
ации  предела выносливости детали определяется по формулам [1]

(2)

где ; L – периметр зоны концентраций напряжений; G – относи-

тельный градиент напряжений.
При ориентировочных расчетах принимается  для конструкционных

сталей и  – для сплавов, , .
Для расчета надежности детали по усталостному разрешению надо знать закон рас-

пределения амплитуд расчетных напряжений . На стадии проектирования для
простых циклов его можно определить преобразованием плотностей вероятностей
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или решением задач статистической динамики [15, 16]. Если напряжение представля-
ет собой гормонический процесс со случайной амплитудой или узкополосной стацио-
нарный гауссовский процесс, плотность распределения амплитуды подчиняется зако-
ну Рэлея

где  – дисперсия напряжения.
Характеристики нагруженности можно получить путем имитационного моделиро-

вания или путем натурных тензометрических измерений при испытаниях детали.
По осциллограмме или выборке напряжений образуют массив случайных амплитуд Si
и строят гистограмму. Далее подбирается наиболее подходящий теоретический закон
распределения амплитуды. Для этой цели часто используется правая ветвь нормаль-
ного распределения

Если напряжение случайно не только по амплитуде, но и по коэффициенту асим-
метрии, то сначала производится схематизация процесса, целью которой является по-
лучение функции распределения амплитуд напряжений, эквивалентной данному слу-
чайному процессу по степени вносимого усталостного повреждения [11]. К способам
схематизации относятся методы максимумов, размахов, полных циклов. Принято
считать, что наиболее приемлемые результаты дает метод полных циклов. Схему реа-
лизаций этого метода и расчетные формулы можно найти в [1, 17].

Если напряжение является стационарным гауссовским процессом, то для опреде-
ления плотности распределения амплитуд можно использовать выражения [17]

где  – первоначальное отношение среднего числа экстремумов к среднему числу
нулей.

Для определения “a” и “b” имеются два уравнения

Рассмотрим расчет надежности по усталостному разрушению при регулярной слу-
чайной загруженности. Надежность в этом случае равна вероятности непревышения
случайной амплитудой детерминированной или случайной величины предела вынос-
ливости при базовом или ограниченном числе циклов. Решение таких задач в общем
виде и при различных сочетаниях действующих и предельных напряжений приведено
в [15]. Для нормального закона распределения предельных и действующих напряже-
ний надежность равна

(3)

где , , ;  – табулированная функция
распределения нормального закона.

Используя выражение (1), получаем
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Эти формулы позволяют рассчитать функцию распределения ресурса детали, то
есть зависимость надежности от срока службы N.

Определение надежности по усталостному разрушению при случайном нагружении
проведем по скорректированной гипотезе линейного суммирования повреждений,
согласно которой условие усталостного разрушения за N циклов имеет вид [2, 5]

где  – разрушающее число циклов на уровне напряжений S;  – расчетное от-
носительное усталостное повреждение.

При случайном изменении напряжений с учетом (1) имеем

(4)

Здесь  максимальное значение амплитуды, которое можно найти, задавшись веро-
ятностью непревышения этого значения . Тогда  определяется как корень урав-
нения

(5)

то есть  – равна квантили распределения, соответствущей .
Переходя от блочного нагружения к непрерывному случайному нагружению, запи-

шем выражение для определения расчетного повреждения

где  – относительный уровень повреждающих амплитуд.

Если при расчетах по этой формуле получается , то принимаем .
Для вычисления коэффициента a введем обозначение

(6)

Запишем , , .

Теперь из уравнения (4), приняв , можно найти ресурс детали

(7)

где

(8)

Интегралы (6) и (8) можно вычислить, используя табулированную функцию χ2-рас-
пределения (Пирсона) – P(x, n). Для распределения Рэлея
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Правая ветвь нормального распределения

(10)

В этих формулах Γ(n) – полная гамма-функция.

Из этих соотношений при  как частные случаи получаются выражения,
приведенные в [1].

Для расчета надежности из уравнения (7) находим пороговое значение предела вы-
носливости , соответствующего сроку службы в N циклов и заданному нагружению.
Если фактический предел выносливости  больше , то деталь не разрушится за N
циклов. Следовательно, надежность детали по усталостному разрушению равна веро-
ятности указанного события и определяется по формуле

(11)

где .

Трансцендентное уравнение (7) решается графически или на ЭВМ. Для практиче-
ских расчетов полезно заранее построить график зависимости N/N0 от х0 для различ-
ных материалов m и нагружений 

Такой график для усеченного нормального закона амплитуды при  приведен
на рис. 1.

Для определения порогового значения  для материала деталей ( , ) при задан-
ном нагружении ( , ) и срока службы  из графика находим , а через него

. Далее по формуле (11) определяется надежность детали.

Если предел выносливости является детерминированной величиной, то из уравне-
ния (7) или графика находим параметр b, а затем максимальное значение амплиту-
ды Sm. Далее из уравнения (5) находим вероятность непревышения этого значения,
что соответствует надежности детали.
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Для расчета долговечности необходимо знать распределение числа циклов до раз-
рушения . Многочисленные испытания показали, что оно подчиняется логарифми-
чески нормальному закону [1].

(12)

где ; ,  – математическое ожидание и стандарт, определяемые экспери-
ментально при испытаниях с постоянной амплитудой.

Вероятностные характеристики числа  при этом равны

(13)

Если путем испытаний определены  и , то параметры распределения определя-
ются как

(14)

Вероятность разрушения при числе циклов  будет равна

Отсюда, задавшись надежностью , можно определить долговечность детали

(15)

где  – квантиль нормального распределения, соответствующий вероятности
.

Для конкретных деталей экспериментальное опредление параметров распределе-
ния (12) является очень трудоемким. В реальных условиях амплитуда напряжений
имеет случайный характер. Поэтому исключительно важна разработка методов опре-
деления долговечности деталей с учетом случайных факторов.

Выражение (7), определяющее ресурс детали представим в виде , где  –
среднее значение повреждения за один цикл

Второй момент и дисперсия единичного повреждения определяются по формулам

(16)

Число циклов до разрушения определяет долговечность детали в случае регулярно-
го нагружения. При сложных циклах нагружения среднее значение долговечности 
определяется через среднее время  между нагружениями

(17)

Дисперсия долговечности определяется по формуле [13]

(18)

где  – дисперсия времени между нагружениями.
Распеделение долговечности подчиняется логарифмически нормальному закону и

определяется выражением (12) с заменой N на .
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Покажем определение показателей долговечности на примере релеевского распре-
деления амплитуды. В этом случае по формулам (17) и (9) при больших  получаем

(19)

Дисперсия единичного повреждения по (16) равна

Дисперсию долговечности найдем по формуле (18). При этом распределение време-
ни между нагружениями считаем релеевским

Теперь

Экспериментальная проверка полученных зависимостей [2, 13] показывает, что
среднее значение долговечности хорошо согласуется с опытными данными, а реаль-
ное рассеяние долговечности намного больше, чем это предсказывает последняя фор-
мула. Основная причина этого заключается в том, что при расчетах мы учитывали
только случайный характер амплитуд напряжений, а механические свойства материа-
ла полагали детерминированными. Однако, предел выносливости является случайной
величиной и его рассеяние оказывает существенное влияние на рассеяние долговеч-
ности.

Один из путей решения этой задачи предложен В.В. Болотиным [2] и состоит в при-
менении формулы полной вероятности и аппроксимации условного распределения
долговечности в виде дельта-функции. В результате получено распределение долго-
вечности в виде

(20)

где  – функция распределения предела выносливости;  – корень уравнения

(21)
Функция надежности системы определяется по формуле

(22)

При использовании формул (20) и (22) возникают трудности, связанные с опреде-
лением функции  из уравнения (21). Если характеристическая долговечность опре-
деляется уравнением (19), то аналитическое определение функции  невозможно

из-за наличия трансцендентной функции . В этом случае иногда можно
пользоваться приближенным решением, не учитывающим рассеяние функции

. Тогда

(23)

где   – математическое ожидание предела выносливости.
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Пусть предел выносливости имеет двухпараметрическое распределение Вейбулла

. Тогда распределение долговечности и функцию надежности
можно найти по формулам (20) и (22)

(24)

где , .
Из этих выражений можно найти все вероятностные характеристики долговечно-

сти. Долговечность детали с заданной надежностью  будет равна .
Математическое ожидание и коэффициент вариации долговечности

В общем случае для учета рассеяния предела выносливости применяют метод ста-
тистического моделирования. Из выражения (19) выпишем члены, зависящие от :

, где  – случайная величина.

Тогда , где .
Пусть для определенности предел выносливости имеет нормальное распределение.

Задаемся постоянными параметрами нагружения и материала ( , , , ) и гене-
рируем величину , имеющую нормальное распределение с параметрами ,

.
Путем задания большого числа реализации находим значение u и после статистиче-

ской обработки определяем его закон распределения. Экспериментальные данные о
рассеянии долговечности [2, 17] и проведенные расчеты дают основание принять для
величины  логарифмически-нормальный закон распределения

где параметры распределения  и  находятся через моменты величины  по форму-

лам  – ,  – .
Через моменты величины  находим и моменты долговечности

Преобразованием плотности вероятности  находим распределение долговечности

(25)

Определение гамма-процентного ресурса производится по формуле (15)

Аналитическое решение задачи можно получить, если пренебречь рассеянием

функции . Вероятностные характеристики долговечности тогда будут вы-
числяться по формулам

(26)

где .
На рис. 2 показан график зависимости коэффициента вариации долговечности от

коэффициента вариации предела выносливости при различных  для  (1, при
; 2, при ; 3, при ).

β= − −( ) 1 exp( / )F R R a

α− α α= α − = −1 ( ) exp( ), ( ) exp( ),P T LT LT H t Lt

α = β/m ( )β α= σ + Γ +2
0 0 ( 2 ) [ ( , 2) 1 /2 / ] /SL Q b m m T a

*H β= − /( ln / )*
mT H L

− β Γ + β= Γ + β = −
Γ + β

/
2
(1 2 / )(1 / ) , 1.

(1 / )
m

T T
mm L m k
m

R

= +2/ ( , 2)mu x Q x m = = σ/ Sx b R

= 0T L u = Γ +/2
0 0 /2 (1 /2)mL T m

σS σR m Rm
х = σ0 /R Sb m

σ = σ σ =0 0/R S Rk b

u
−= π − −1 2 2( ) ( 2 ) exp[ (ln ) /2 ],P u ud u c d

с d u

= 2 lnс u 20.5 ln u =2 2lnd u 2 ln u
u

= σ = − = −2 2 2 2 2 2 1/2
0 0, ( ), [ / 1] .T TT L u L u u k u u

( )P u
−= π − − = +1 2 2

0( ) ( 2 ) exp[ (ln ) /2 ], ln .P T Td T A d A C L

= + γ0 exp( ).PT L С d

+2
0( , 2)Q b m

= + =2
0 0 0/ ( , 2), / ,m

T RT L y Q b m k b mk y

= + − 2
0 [1 ( 1) /2]m

Ry b m m k

0b = 6m
=0 1b =0 2b =0 3b



110 БАКИРОВ, ТАНИРБЕРГЕНОВА

Там же пунктирными линиями показана эта же зависимость без учета рассеяния

функции  Важно отметить, что в этом случае  не зависит от . Такой же
характер имеют кривые и при других m, хотя коэффициент вариации  увеличивает-
ся с ростом .

Если в детали возникает плоское напряженное состояние с амплитудами нормаль-
ных  и касательных  напряжений, являющихся случайными функциями, то рас-
чет долговечности производится с применением одного из критериев разрушения. Ча-
ще всего используется эллиптическая зависимость, выраженная через эквивалентные
напряжения Sσe, Sτe

Эквивалентное напряжение найдем из условия равенства  единичному повре-
ждению от эквивалентного напряжения

Отсюда находим , , где ,  – показатели кривой усталости при
испытаниях по нормальным и касательным напряжениям.

Если на деталь действуют только нормальные напряжения, то ее долговечность
можно определить по формуле (7) и соответствующий ей предел выносливости ра-

вен  = .

Число циклов до разрушения в общем случае нагружения  =  нахо-

дим  = . Тогда критерий разрушения примет вид

(27)

Для многих материалов . Тогда из (27) имеем

(28)
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Плотность распределения долговечности определяется выражением (12). Чтобы
найти параметры распределения, введем обозначения , , 
и прологарифмируем выражение (28)

Отсюда находим математическое ожидание

(29)
Дисперсию  находим по приближенной формуле

(30)

где ;  = .

В этих формулах , , ,  определяются экспериментально. При этом ,
 определяются по формуле (13). Если экспериментально определены вероятност-

ные характеристики , , , , то параметры распределения нормальных и ка-
сательных напряжений определяются по формуле (14).

После определения параметров распределения гамма-процентный ресурс деталей
определяются по формуле (15).

Таким образом, в статье получены следующие новые научные результаты: 1. На ос-
нове статистических закономерностей усталостного разрушения получены формулы
для расчета надежности деталей машин по усталостному разрушению, когда расчет-
ные и предельные напряжения представляют собой случайные величины с известны-
ми законами распределения. 2. На основе скорректированной теории линейного сум-
мирования повреждений получены соотношения для расчета долговечности деталей
машин при случайных воздействиях с учетом рассеяния предела выносливости.
3. Предложена методика расчета долговечности при случайном изменении компонент
плоского напряженного состояния.
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