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Пусть  – неприводимое аффинное алгебраическое многообразие, являющееся сферическим от-
носительно действия связной редуктивной группы G. В настоящей работе приведены достаточные
условия, сформулированные в терминах комбинаторики весов, для существования на  однопара-
метрических аддитивных действий, нормализуемых борелевской подгруппой . В качестве
приложения доказано, что всякий G-инвариантный простой дивизор в  можно соединить с от-
крытой G-орбитой при помощи подходящего -нормализуемого однопараметрического аддитив-
ного действия.

Ключевые слова: действия аддитивных групп, торическое многообразие, сферическое многообразие,
корень Демазюра, локально-нильпотентное дифференцирование, теорема о локальной структуре
DOI: 10.31857/S2686954322020059
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1. Пусть X – неприводимое алгебраическое
многообразие над алгебраически замкнутым по-
лем  нулевой характеристики, снабженное дей-
ствием связной редуктивной алгебраической
группы G. Всякое нетривиальное регулярное дей-
ствие на X аддитивной группы  инду-
цирует алгебраическую подгруппу в группе авто-
морфизмов , называемую -подгруппой.
Для произвольной -подгруппы  на X всякий
ненулевой элемент одномерной алгебры Ли 
естественным образом задает локально нильпо-
тентное дифференцирование (кратко ЛНД)  на
алгебре регулярных функций , причем в случае
квазиаффинного X подгруппа H может быть восста-
новлена при помощи взятия экспоненты от .

В настоящей работе нас будут интересовать
-подгруппы на X, нормализуемые действием

борелевской подгруппы . Следуя работе [1],
мы называем такие -подгруппы -корневыми
подгруппами на X. Для всякой -корневой подгруп-
пы H на  присоединенное действие группы  на

K

+K= ( , )aG

Aut( )X aG

aG H
Lie( )H

∂
K[ ]X

∂

aG

⊂B G
aG B

B
X B

 сводится к умножению на характер груп-
пы , который мы обозначим через  и будем
называть весом H. Если  – локально нильпотент-
ное дифференцирование на , соответствую-
щее H, то  также нормализуется группой , при-
чем с тем же весом .

2. Всюду далее будем предполагать, что много-
образие X является сферическим, т.е. оно нор-
мально и обладает открытой -орбитой. Обозна-
чим через  (соответственно ) конечное мно-
жество всех -инвариантных (соответственно

-инвариантных) простых дивизоров в X. Эле-
менты множества  традиционно назы-
ваются красками сферического многообразия X.

Напомним известное разделение красок в X на
три типа (см. [2, 3]). Зафиксируем произвольную
краску . Для нее в группе  всегда можно
выбрать минимальную параболическую подгруп-
пу  с условием . Для каждой под-
группы  обозначим через  ее образ в ,
где  – разрешимый радикал в Q. Выберем про-
извольную точку  из открытой -орбиты в  и
обозначим через  ее стабилизатор в Q. Заметим,
что . Поскольку , естествен-
ный морфизм

(1)

Lie( )H
B χH

∂
K[ ]X

∂ B
χH

B

$
B

$
G

B
G

$ $ $= \B G

∈ $D G

⊃Q B ≠QD D
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факторизации по  индуцирует сохраняющую
коразмерности биекцию между -орбитами в Qz
и -орбитами в . В частности,  содер-
жит открытую -орбиту. Поскольку группа 
изоморфна либо , либо , для  имеются
следующие три возможности.

Тип :  содержит максимальную унипо-
тентную подгруппу в . В этом случае  есть
одна -орбита коразмерности 1, совпадающая с

.
Тип :  является максимальным тором в .

В этом случае  содержит две -орбиты ко-
размерности 1, одна из которых совпадает с

.
Тип :  является нормализатором макси-

мального тора в . В этом случае  есть одна
-орбита коразмерности 1, совпадающая с .

Известно, что определенный выше тип не за-
висит от выбора минимальной параболической
подгруппы  с условием  (см. [3],
Prop. 1). Это позволяет корректно определить тип
для каждой краски в X.

З а м е ч а н и е  1. Определенные выше типы
, ,  красок на X совпадают с типами , ,

 соответственно в обозначениях Лýны (см. [4,
§§2.7, 3.4] или [5, §30.10]).

3. Как следует из [1, Prop. 1.6], для всякой
B-корневой подгруппы H на X существует не бо-
лее одного дивизора  с условием .
Следующий результат обобщает [1, Cor. 4.25], где
рассматривается частный случай аффинного X.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть B-корневая под-
группа H на X такова, что  для некоторого
дивизора . Тогда D либо G-инвариантен,
либо является краской типа .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что D
является краской одного из типов  или (N), и
выберем минимальную параболическую под-
группу  с условием . Тогда, в обо-
значениях п. 2, орбита Qz распадается на две -ор-
биты  и . Из обсуждения в [1,
§ 1.5] вытекает, что в этом случае множество Qz
является H-инвариантным, причем каждая H-ор-
бита в Qz изоморфна аффинной прямой  и пе-
ресекает O2 ровно в одной точке. Для каждой под-
группы  обозначим через  ее образ в ,
где  – унипотентный радикал в Q. По аналогии
с (1), морфизм

(2)
факторизации по Qu индуцирует сохраняющую
коразмерности биекцию между B-орбитами в Qz

rQ
B

B / zQ Q / zQ Q
B Q
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и -орбитами в . Поскольку действия групп
H и Qu на  коммутируют, на многообразии 
индуцируется нетривиальное действие группы

, нормализуемое действием группы . В част-
ности, в  есть ровно две -орбиты  и

, а каждая -орбита изоморфна  и пересе-
кает  ровно в одной точке. Далее мы рас-
смотрим случаи типов  и  по отдельности.
Условие на каждый из этих типов переформулиро-
вано с учетом того, что группа  получается факто-
ризацией группы  по своему связному центру.

Тип :  содержит максимальную унипо-
тентную подгруппу в . Тогда в  найдется
точка, неподвижная относительно унипотентно-
го радикала  группы . Поскольку  нормали-
зуется группой  и коммутирует с действием ,
множество -неподвижных точек в  инва-
риантно относительно обеих групп  и , а зна-
чит, оно совпадает со всем . Следовательно,

 действует на  тривиально – противоречие.

Тип :  содержит подгруппу  индекса 2,
являющуюся прообразом связной компоненты
единицы в . Тогда естественный морфизм

 представляет собой неразветв-
ленное двулистное накрытие. Более того, множе-
ство  является открытой -орбитой в

, а множество  распадается на две
-орбиты коразмерности 1, которые мы обозна-

чим через  и . Пусть теперь  и
. Так как , то множество

 является несвязным объединением двух
компонент  и , каждая из которых изоморфно
отображается на . Без ограничения общности
будем считать, что  при . Пусть эле-
мент  таков, что . Тогда  и, зна-
чит, . В силу -инвариантности орбиты

 получаем, что действие элемента b перестав-
ляет множества  и . С другой стороны, множе-
ство  состоит из двух точек, при-
надлежащих разным -орбитам – противоречие.

В терминологии [1, § 4.2], -корневая под-
группа  на  называется вертикальной, если
она сохраняет открытую -орбиту, и горизон-
тальной в противном случае. Если  горизон-
тальна и  для некоторого , то будем
говорить, что  двигает . В соответствии с

�B � �/ zQ Q
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� �/ zQ Q �B ϕ 1( )O

ϕ 2( )O H 1
A

ϕ 2( )O
( )U ( )N

Q
�Q

( )U �

zQ
�Q � �/ zQ Q

�

uB �B �

uB
�B H

�

uB � �/ zQ Q
�B H

� �/ zQ Q
�

uB � �/ zQ Q

( )N �

zQ � 'zQ

zQ

ψ →� � � �': / /z zQ Q Q Q

−ψ ϕ1
1( ( ))O �B

� � '/ zQ Q −ψ ϕ1
2( ( ))O

�B
1D 2D ϕ= ( )y z

−ψ 1
1 2( ) = { , }y y y A�

1Hy
−ψ 1( )Hy

1Y 2Y
Hy

∈i iy Y = 1, 2i
∈ �b B 1 2=by y ∈ �

zb B
2 1=by y �B

Hy
1Y 2Y

−ψ ∩ ϕ1
2( ( ))Hy O

�B

B
H X

B
H

≠HD D ∈ $
BD

H D



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 503  2022

О СУЩЕСТВОВАНИИ B-КОРНЕВЫХ ПОДГРУПП 7

предложением 1 горизонтальные -корневые
подгруппы можно разделить на два типа.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть  – горизонталь-
ная -корневая подгруппа на , и пусть дивизор

 таков, что . Если , то назо-
вем  тороидальной. Если  является краской
типа , то назовем  размывающей.

4. Для всякого подмножества  положим
,  и обозначим через 

стабилизатор в  множества . Тогда  – пара-
болическая подгруппа в , содержащая . Клю-
чевую роль в наших дальнейших рассмотрениях
играет теорема о локальной структуре (см. [7,
Thm. 2.3, Prop. 2.4], [8, Thm. 1.4]), которая в на-
шей ситуации формулируется следующим обра-
зом.

Т е о р е м а  1. Пусть  – произвольное под-
множество и  – разложение Леви груп-
пы . Тогда существует замкнутое -инва-
риантное подмногообразие , для которого
отображение , заданное формулой

, является -эквивариантным изомор-
физмом, где действие  на  определяется по
формуле  для всех , ,

. Более того, если  совпадает со стабилиза-
тором открытой -орбиты в , то коммутант
группы  действует на  тривиально.

Ниже нам также понадобится следующее на-
блюдение.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть  или  =
= , где  – краска типа . Тогда группа 
совпадает со стабилизатором открытой -орби-
ты в .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае  утвер-
ждение очевидно, поэтому далее считаем  =
=  для некоторой краски  типа . Пусть

 – произвольная минимальная параболи-
ческая подгруппа в G. Тогда условие  мо-
жет выполняться только в том случае, если

 для некоторой краски . Зна-
чит, если , то . Поскольку  по-
рождается как группа всеми содержащимися в
ней минимальными параболическими подгруп-
пами, мы получаем , откуда и следует
требуемое.

5. С этого момента и до конца работы будем
предполагать, что  – аффинное сферическое

-многообразие. Введем некоторые обозначе-
ния.

Зафиксируем максимальный тор  и обо-
значим через  его решетку характеров. Пусть

B

H
B X

∈ $
BD ≠HD D ∈ $

GD
H D
( )T H

⊂^ $

∈
∪^

^

=
D

D D ^ ^= \X X D P̂

G ^X P̂
G B

⊂^ $

= uP L P�

^=P P L
⊂ ^Z X

× → ^uP Z X
�( , )p z pz P

P ×uP Z
−1( , ) = ( , )lu p z lupl lz ∈l L ∈, uu p P

∈z Z P
B X

L Z

^ $= ^

0\{ }D$ 0D ( )T P̂
B

X
^ $=

^

0\{ }D$ 0D ( )T
⊃Q B

≠0 0QD D

≠' 'QD D ∈ 0' \{ }D D$

⊂ ^Q P 0 0=QD D P̂

^ 0 0=P D D

X
G

⊂T B
( )TX

 – система корней группы  относи-
тельно  и  – моноид доминантных ве-
сов относительно .

Пусть  (соответственно ) – решетка (соот-
ветственно моноид) весов -полуинвариантных
рациональных (соответственно регулярных)
функций на . В силу аффинности  имеем

 (см., например, [5, Prop. 5.14]). Рассмот-
рим двойственную решетку  и
соответствующее рациональное векторное про-
странство . Естественное спарива-
ние  будем обозначать через .

Поскольку в  есть открытая -орбита, для
каждого  существует единственная с точно-
стью до пропорциональности -полуинвариант-
ная рациональная функция  на  веса . По-
требовав, чтобы все такие функции принимали
значение 1 в фиксированной точке открытой

-орбиты, будем считать, что  для всех

. Каждый дивизор  определяет
элемент  по формуле 
для всех . В силу нормальности многообра-
зия  имеем

(3)

В частности, множество  порожда-
ет строго выпуклый конус в .

Для каждого строго выпуклого конуса 

обозначим через  множество примитивных эле-
ментов  решетки , для которых луч  явля-
ется гранью конуса . Для каждого  опреде-
лим множество

(4)

Элементы множества  называ-

ются корнями Демазюра конуса . Положим

(5)

и рассмотрим алгебру . В даль-
нейшем нам понадобится следующий хорошо из-
вестный результат (см. [9, Thm. 2.7]), дающий
описание всех -нормализуемых ЛНД на алгебре

.
Т е о р е м а  2. Пусть  – произвольный

строго выпуклый конус.
(a) Множество весов всех T-нормализуемых

ЛНД на  есть ;

Δ ⊂ ( )TX G
T +Λ ⊂ ( )TX

B
M Γ

B

X X
ΓZ=M

Z Z= Hom ( , )N M

⊗Q Z Q=N N
× → ZN M ⋅ ⋅,

X B
λ ∈ M

B
λf X λ

B λ μ λ+μ=f f f
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BD

∈û( )D N λ λû( ), = ord ( )DD f
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X

Γ λ ∈  λ ≥ ∈ $= { | κ( ), 0 для всех }.BM D D

∈ $û{ ( ) | }BD D
QN

⊂ Q# N

#
1

ρ N ≥ ρQ 0

# ρ ∈ #
1
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#

#
1

( ) = { | , = 1;

', 0 для всех ' \{ }}.

M

ρ
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(б) Для каждого  и каждого  су-
ществует единственное с точностью до пропорци-
ональности T-нормализуемое ЛНД  на  веса

, задаваемое формулой

(6)

для всех .
6. Пусть  – -корневая подгруппа на  и

. Тогда  сохраняет от-
крытое подмножество  и тем самым
определяет -нормализуемое ЛНД на алгебре

. Заметим, что  в случае вертикаль-
ной или тороидальной  и  в случае
размывающей , двигающей краску  типа .

Пусть теперь  или , где
 – краска типа . Наша цель в данном

пункте – описать все -нормализуемые ЛНД на
алгебре .

Применим теорему 1 и сохраним обозначения
, , , используемые в этой теореме. Тогда име-

ется P-эквивариантный изоморфизм ,
по которому мы будем отождествлять эти два
многообразия в дальнейшем. Без ограничения
общности будем считать, что . В силу пред-
ложения 2 коммутант группы  действует три-
виально на . Поскольку  содержит открытую

-орбиту, многообразие  содержит открытую
-орбиту, которую мы обозначим через . За-

фиксируем также произвольную точку .
Обозначим через  ядро действия группы  на 
и положим . Заметим, что  состоит в
точности из всех характеров тора , ограничение
которых на  тривиально.

Для всякого  ограничение функции  на
подмногообразие  является -полуинвариантной
рациональной функцией, которую мы будем обо-

значать тем же символом . Тогда ,
где

(7)

Без ограничения общности будем считать, что
 для всех .

Рассмотрим присоединенное представление
группы L в пространстве  и разложим 
в прямую сумму неприводимых L-инвариантных
подпространств. Хорошо известно (см. [6, Thm.
0.1]), что все входящие в данное разложение сла-
гаемые попарно неизоморфны как L-модули;
пусть  – множество старших весов этих сла-
гаемых относительно борелевской подгруппы

. Для каждого  зафиксируем не-

ρ ∈ #
1

ρμ ∈ #( )R

μ∂ #( )A
μ

μ λ λ μ∂ ρ λ( ) = ,f f f

λ ∈ Γ #( )
H B X

∈^ $= { | = }H D HD D H
⊂^H

X X
B

K ^[ ]
H

X ^ $=H

H ^ $ 0= \{ }H D
H 0D ( )T

^ $= ^ $ 0= \{ }D
∈ $0D ( )T

B
K ^[ ]X

Z L uP
×^ � uX P Z

⊃L T
L

Z ^X
B Z
T 0Z

∈0 0z Z
0L L Z
∩0 0=T T L M

T
0T

λ ∈ M λf
Z T

λf λλ∈Γ
⊕K K[ ] =

Z

Z f

Γ λ∈  λ ≥ ∈={ | ( ), 0 для всех \ }.B
Z M D Dû $ ^

λ 0( ) = 1f z λ ∈ M

= Lieu uPp up

Ω ⊂ Δ

∩ ⊂B L L α ∈ Ω

нулевой вектор  веса . Действие группы 
на себе умножениями справа индуцирует дей-
ствие алгебры Ли  на алгебре ; для каждого

 обозначим через  дифференцирование
алгебры , определяемое действием элемента

. Это дифференцирование -инвариантно веса
α, автоматически локально нильпотентно и соот-
ветствует действию группы  на 
умножениями справа. Будем рассматривать  как
ЛНД на всей алгебре ,
полагая .

Для каждого характера  положим

(8)

Отметим, что условие  равносильно
.

Т е о р е м а  3. Всякое -нормализуемое ЛНД ве-
са  на алгебре  имеет вид

(9)

где  и  – некоторое T-нормализуемое ЛНД
веса μ на , продолженное тривиально на .
Обратно, всякое дифференцирование на 
указанного вида является -нормализуемым веса 
и локально нильпотентным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – -нормализу-
емое ЛНД веса  на , и пусть  – огра-
ничение  на подалгебру . Далее будем рас-
сматривать  как дифференцирование на всей
алгебре , полагая . Продол-
жение дифференцирования  на алгебру

 задает -полуинвариантное веса  век-
торное поле  на гладком многообразии .
Поскольку группа  действует на  транзи-
тивно,  однозначно определяется своим значе-
нием  в точке , где  – единичный эле-
мент. Так как  действует тривиально на

, то  является -полуинвариантным
вектором в  веса , а значит,  для

некоторых . С другой стороны, заметим,
что дифференцирование  на 

также B-полуинвариантно веса  и соответствует
тому же касательному вектору в точке , пото-
му оно совпадает с . Поскольку данное диф-
ференцирование сохраняет алгебру ,
должно выполняться  для всех  с

α ∈ ue p α uP

up K[ ]uP
α ∈ Ω αδ

K[ ]uP
αe B

α ∈ K{exp( ) | }te t uP
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О СУЩЕСТВОВАНИИ B-КОРНЕВЫХ ПОДГРУПП 9

условием , что и доказывает первое
утверждение.

Пусть теперь  – дифференцирование на
 вида (9). Тогда  автоматически B-нор-

мализуемо веса μ, и нам остается проверить, что 
локально нильпотентно. Поскольку  являет-
ся рациональным -модулем (относительно дей-
ствия справа), достаточно проверить локальную
нильпотентность  на произвольном подпро-
странстве вида , где  – конеч-
номерное -инвариантное подпространство.
Так как образ алгебры  в  нильпотентен, то
в  существует флаг подпространств

(10)

со свойством  для всех . От-
сюда следует, что для всех ,  и

 имеем

(11)

поскольку  для всех . Так
как  – ЛНД на , то получаем

 для некоторого k > 0. Дока-
зательство завершается применением индукции
по i.

7. Сохраним предположения и обозначения
предыдущего пункта. Теперь изучим вопрос, ко-
гда -нормализуемое ЛНД на алгебре 
сохраняет подалгебру  и тем самым опреде-
ляет -корневую подгруппу на всем многообра-
зии X. Пусть  – произвольный оператор про-
ектирования пространства  на подпро-
странство . Пусть также  – конус,

порожденный множеством , так
что  в силу (7) и  (см.
обозначения в п. 5).

Т е о р е м а  4. Существует набор констант
 со следующим свойством: если

 и  для всех , то всякое
-нормализуемое ЛНД на  веса  сохраня-

ет .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – фик-
сированная система порождающих алгебры .

Для каждого  имеем  для

некоторых функций  и весов .
Если  – произвольное дифференцирование ал-
гебры , то  сохраняет  тогда и толь-

μ − α ∉ ΓZ

∂
×K[ ]uP Z ∂

∂
K[ ]uP

uP

∂
⊗K K[ ]V Z ⊂ K[ ]uV P

uP
up ( )Vgl

V

⊂ ⊂ ⊂ ⊂…0 1 20 = =sV V V V V

−⊂ 1u i iV Vp …= 1, ,i s
…= 1, ,i s ∈ ig V

∈ K[ ]f Z

μ

α α μ−α
α∈Ω

−

∂ δ + ∂ ∈
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K K
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( ) [ ],

Z

Z i
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g f V Z

α α −δ ∈ 1( ) = ig e g V α ∈ Ω
∂Z K[ ]Z

−∂ ∈ ⊗K K1( ) [ ]k
igf V Z

B ×K[ ]uP Z
K[ ]X

B
λ λ�
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⊗Z QM ⊂ Q%Z N
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Γ Γ %= ( )Z Z K %[ ] = ( )ZZ A

∈^{ | }DC D
μ ∈ ( )TX ν μ ≥,D DC ∈^D
B ×K[ ]uP Z μ

K[ ]X

…1, , kF F
K[ ]X

…= 1, ,i k λ
=


1
=

i

ij

n

i ij
j

F g f

∈ K[ ]ij ug P λ ∈ Γij Z

∂
×K[ ]uP Z ∂ K[ ]X

ко тогда, когда  для всех  и
.

Чтобы подобрать требуемый набор констант, в
силу теоремы 3 для каждого веса  доста-
точно потребовать, чтобы каждое слагаемое в
сумме (9) сохраняло .

Для всех ,  и  при
 имеем

(12)

Если , то по теореме 2 имеем 

для некоторого  (в частности,  и
) и существует такая ненулевая константа
, что  для всех . То-

гда для всех  и  при 
имеем

(13)

Остается заметить, что все выражения в (12) и (13)
будут неотрицательны при подходящем выборе
искомых констант.

8. Выведем несколько следствий из теорем 3 и 4.
С л е д с т в и е  1. Все -нормализуемые ЛНД на

 одного веса образуют конечномерное вектор-
ное пространство над .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу [1, Prop. 4.22] лю-
бые две горизонтальных B-корневых подгруппы
на X одного и того же веса  двигают один и тот же
дивизор . Следовательно, в условиях п. 6
можно подобрать такое подмножество ,
что все B-корневые подгруппы на X веса  сохра-
няют . По теоремам 3 и 2 все B-нормализуемые
ЛНД на  веса  образуют конечномерное
векторное пространство. Условие сохранения
подалгебры  выделяет подпространство в
данном векторном пространстве.

Пусть  – конус, порожденный множе-

ством , так что  в силу (3).

С л е д с т в и е  2. Пусть , причем либо
, либо D является краской типа . Предпо-

ложим, что существует элемент  с условия-
ми  и  для всех .
Тогда существует B-корневая подгруппа на , дви-
гающая D.

∂ ≥ord ( ( )) 0D iF ∈^D
…= 1, ,i k

μ ∈ ( )TX
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим  при

 и  иначе. Сохраним обозначе-
ния пп. 6 и 7. Поскольку  и , имеем

. Выберем любой элемент  и
рассмотрим B-нормализуемое ЛНД  на

 веса , действующее тривиально на
 и по формуле (6) на . Из условия следу-

ет, что существует вес  со свойствами
 и  для всех . Тогда для

всех целых  имеем . По
теореме 4 найдется такое значение , что при
всех  ЛНД  сохраняет подал-
гебру  и тем самым определяет -корневую
подгруппу на X. Эта -корневая подгруппа двига-
ет  в силу [1, Prop. 4.22].

Ввиду [1, Prop. 3.9] всякий дивизор  ав-
томатически удовлетворяет условию следствия 2.
Отсюда вытекает следующий результат, который
был сформулирован в качестве гипотезы в [1,
Conj. 4.29].

С л е д с т в и е  3. Для всякого  существу-
ет -корневая подгруппа на X, двигающая D.
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Let X be an irreducible affine algebraic variety that is spherical with respect to the action of a connected re-
ductive group G. In this paper we provide sucient conditions, formulated in terms of weight combinatorics,
for the existence of one-parameter additive actions on  normalized by a Borel subgroup. As an application,
we prove that every G-stable prime divisor in X can be connected with the open G-orbit by means of a suitable
B-normalized one-parameter additive action.

Keywords: additive group action, toric variety, spherical variety, Demazure root, locally nilpotent derivation,
local structure theorem
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На основе полиномов Бернштейна получены два класса формул типа Тейлора для произвольных
непрерывных функций на отрезках. Эти формулы применимы как к гладким функциям, так и к
функциям, которые ни в одной точке не имеют ни конечных, ни бесконечных производных. В ра-
боте формулы типа Тейлора рассматриваются в тесной связи с производными числами Дини, суще-
ствующими для любых непрерывных функций. Приводится пример применения этих формул в за-
даче управления распределенной колебательной системой, динамика которой подчиняется пред-
ставлению Даламбера.

Ключевые слова: формула Тейлора, полиномы Бернштейна, фрактальные функции, производные
числа Дини, дробные производные Капуто, распределенные системы
DOI: 10.31857/S2686954322020023

Формула Тейлора для гладких функций на ко-
нечном отрезке [a, b] является фундаментальным
результатом классического математического ана-
лиза [1]. Ее вывод принципиально связан с суще-
ствованием у непрерывных функций, по крайней
мере, производной первого порядка, хотя бы в од-
ной внутренней точке этого отрезка. Однако в ба-
наховом пространстве  множество таких
функций образует лишь множество первой кате-
гории по Бэру [2]. Иначе говоря, оно представля-
ется в виде счетного объединения нигде неплот-
ных множеств из . С точки зрения теории
Бэра, значительно более широким классом не-
прерывных функций, а именно множеством вто-
рой категории в , является множество фрак-
тальных функций.

О п р е д е л е н и е  1 .  Непрерывную функцию
на [a, b] назовем фрактальной, если существует
множество мощности континуума из [a, b], в точ-
ках которого по крайней мере одно из производ-
ных чисел Дини обращается в бесконечность.

Примерами фрактальных функций являются
непрерывные функции с неограниченной вариа-
цией, у которых на всюду плотных множествах из

[ , ]C a b

[ , ]C a b

[ , ]C a b

[a, b] мощности континуума по крайней мере од-
но из прозводных чисел Дини равняется .

Именно такими являются всюду недифферен-
циуемые функции Больцано, Вейерштрасса, Та-
каджи, Безиковича и др. [3, 4].

Фрактальными являются также непрерывные
функции, сингулярные по Лебегу, которые име-
ют ограниченную вариацию и производную, рав-
ную нулю почти всюду. Более того, у сингуляр-
ных функций, не имеющих интервалов монотон-
ности, все производные числа Дини обращаются
в бесконечность с соответствующим знаком на
множестве мощности континуума и второй кате-
гории по Бэру из [a, b] [4].

Вместе с тем существуют непрерывные функ-
ции, не имеющие интервалов монотонности, ко-
торые в каждой точке интервала (a, b) обладают
конечной производной [5]. В соответствии с вы-
ше приведенным определением, такие функции
фрактальными не являются.

В последние годы фрактальные функции нахо-
дят применение в задачах, связанных с моделиро-
ванием хаотической динамики физических си-
стем, а также в задачах управления ими [6–8].
Очевидно, что классическая формула Тейлора в
принципе не применима к фрактальным функци-
ям. Этот факт существенно сокращает сферу ее
практического применения.

+∞

УДК 517.26+517.28

МАТЕМАТИКА

1 Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова 
Российской академии наук, Москва, Россия
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АГАДЖАНОВ

В настоящей работе приведены два класса
формул типа Тейлора, справедливых для произ-
вольных функций из , структура которых
радикально отличается от классической формулы
Тейлора.

Центральную роль при построении новых
классов формул типа Тейлора играют полиномы
Бернштейна, позволяющие при фиксированной
степени полиномов и допустимом выборе прира-
щения их аргументов получать сколь угодно точ-
ные поточечные приближения произвольных не-
прерывных функций на конечных отрезках.

1. ФОРМУЛЫ ТЕЙЛОРА И КОНЕЧНЫЕ 
ПРОИЗВОДНЫЕ ЧИСЛА ДИНИ 
ОТ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

История появления формулы Тейлора и раз-
личных ее доказательств на протяжении послед-
них трех столетий представлена в [9]. В последние
десятилетия получены формулы Тейлора на ос-
нове различных типов дробных производных от
непрерывных функций [10]. С современной точ-
ки зрения фундаментальное значение в теории
непрерывных функций имеют не только теоре-
мы, связанные с формулой Тейлора, но и теорема
Данжуа, которая описывает поведение производ-
ных чисел Дини (аналогов классических произ-
водных), существующих для любых непрерывных
функций [11].

Напомним, что верхним правым производным
числом Дини  функции f в точке  называ-

ют предел . Правое

нижнее производное число Дини функции f в точ-

ке  определяется как D+f(x) = .

Верхние  и нижние  левые произ-
водные числа Дини функции f в точке  опреде-
ляются аналогично.

С целью полноты изложения приведем форму-
лировку теоремы Данжуа [5, 11].

Теорема 1 (Данжуа). Пусть  – непрерывная
функция, определенная на отрезке . Тогда в
каждой точке множества полной меры выполняет-
ся одно из следующих условий:

a) , ;

б) , , ;

в) , , ;

г) 
Из теоремы Данжуа следует, что поведение

производных чисел Дини отражает как локаль-
ную, так и глобальную сложность непрерывных
функций.

[ , ]C a b

+ ( )D f x x
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x
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0
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Ниже представлена теорема, описывающая
связь между конечными производными числами
Дини и формулами Тейлора для гладких функ-
ций. Эти формулы принципиально отличаются
друг от друга видом остаточного члена.

Теорема 2. Пусть  – произвольная точка из
(a, b), величина  (это условие не нарушает
общности результатов) такова, что .
Предположим, что функция  имеет непрерыв-
ные производные до  порядка на интервале (a, b),
а производные числа Дини от функции  ко-
нечны на (a, b). Тогда имеют место следующие
представления:

(1)

если , где  – множество второй категории
полной лебеговой меры на (a, b), на котором произ-
водные числа Дини от функции  конечны и
равны; .

(2)

если , где  – нуль-множество первой кате-
гории из (a, b), на котором производные числа Дини
от функции  удовлетворяют равенствам

  – право-
сторонняя производная от , D–f(n – 1)(x) =
=   – левосторонняя про-

изводная от , причем .

Точки из множества  либо принадлежат нуль-
множеству типа , либо нуль-множеству типа

. Параметр  и определяется по формуле

где  – произвольное решение не-
равенства
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(3)

где ,  – произвольное

решение неравенства  ≤ 0;

(4)

где ,  – произвольное

решение неравенства  ≤ 0;

(5)

где ,  – произвольное

решение неравенства  ≤ 0;

(6)

где ,  – произвольное

решение неравенства  ≤ 0,
если , где  – нуль-множество первой кате-
гории, на котором производные числа Дини попарно
не равны друг другу.

Точки из множества  либо принадлежат
нуль-множеству типа , либо нуль-множеству
типа .

Следствие 1. Производные числа Дини от функ-
ции  почти всюду дифференцируемы на (a, b).

Следствие 2. Производные числа Дини от функ-
ции  обладают N-свойством Лузина, т.е.
образ произвольного измеримого множества из 
при отображении производным числом Дини явля-
ется измеримым множеством из , причем образом
произвольного нуль-множества из  является
нуль-множество из .
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Следствие 3. Производные числа Дини от функ-
ции  удовлетворяют -условию на ,
т.е. почти каждое свое значение они принимают не
более счетного числа раз.

Следствие 4. Каждое из множеств , ,  мо-
жет быть представлено в виде конечного или счет-
ного объединения множеств, на каждом из которых
производные числа Дини от функции  удо-
влетворяет условию Липшица.

Следствие 5. Множество точек непрерывности
функции  есть множество , которое
является всюду плотным -множеством на P.

Представления (1), (2) и (3)–(6) – являются
формулами Тейлора–Лагранжа, Тейлора–Кара-
маты [12] и Тейлора–Гуднера [13] соответствен-
но. Они справедливы только для непрерывных
функций с ограниченными производными чис-
лами Дини.

Ниже представлены формулы типа Тейлора
для произвольных непрерывных функций на от-
резках, у которых производные числа Дини могут
принимать бесконечные значения. Как указано
выше, именно такой фундаментальной особен-
ностью обладают фрактальные функции.

2. КЛАССЫ ФОРМУЛ ТИПА ТЕЙЛОРА
ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ 
ФУНКЦИЙ НА КОНЕЧНЫХ ОТРЕЗКАХ
Не нарушая общности, в дальнейшем будем

рассматривать непрерывные функции на отрезке
[0, 1].

Теорема 3. Для произвольной функции 
при , ,  имеет место
представление

(7)

где n ≥ 2,  (n ≥ k), A0, n(x0, h) =

=  – (1 – x0)n, ,

, Rn( f ; x0,

h) =  – остаточный член, не-
прерывно зависящий от параметра  и удовлетво-
ряющий условию .

Здесь ,  – погрешности при-
ближений функции f полиномом Бернштейна
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АГАДЖАНОВ

 в точках x0 и

 соответственно.
Следствие 6. Непрерывная функция f имеет в

точке x0 конечную производную тогда и только то-
гда, когда при некотором  существует конеч-
ный предел

При каждом натуральном значении n ≥ 2 пред-
ставление (7) является формулой типа Тейлора
первого класса.

Из (7) следует, что для оценивания значений
произвольной непрерывной функции f в точках
конечного интервала принципиально не требует-
ся наличия у нее производных как целого, так и
дробного порядков (любых видов) хотя бы в од-
ной точке.

В отличие от теоремы 3 в следующей теореме
указана процедура выбора параметра  в зависи-
мости от конкретной функции f, точки , а также
величин ,  и .

Теорема 4. Для произвольной функции 
при , , , , n ≥ 2,
N ≥ 2 имеет место представление

(8)

где , An, n(x0, h) =

= ,  – производная Капуто

от функции , которая в каждой
точке может быть найдена по формуле

Здесь  Uk, n, p =  ·

· tn – l – 1.

Числа  при каждом k = 1, ...,
 являются корнями уравнений

( ) −−
=0

( ; ) = (1 )
n

k k n k
n n

k
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n
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∈n N
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причем , числа  при каж-
дом  являются корнями уравнений

причем .
Допустимые значения параметра h при фикси-

рованных значениях , , ,  должны удовлетво-
рять неравенству

где q > 0 такое достаточно большое число, что для
остаточного члена выполняется неравенство

.
Для каждой пары натуральных значений n ≥ 2,

N ≥ 2 и  представление (8) определяет
формулу типа Тейлора второго класса.

Отметим, что формула (8) принципиально
связана как с представлением производной Капу-
то порядка  от непрерывных функций из
[14], так и с теоремой о среднем для производных
Капуто порядка  из [10].

3. ФОРМУЛЫ ТИПА ТЕЙЛОРА В ЗАДАЧЕ 
УПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 

КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМОЙ

Приведем пример, показывающий значение
формул типа Тейлора (7) и (8) в задаче управле-
ния одномерной колебательной системой, дина-
мика которой описывается представлением Да-
ламбера [15]:
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Здесь  и  – нечетные продолжения функ-
ций  и  соответ-
ственно на сегменты  и . Функция μ(t) =
=  на [0, T], ,  при аргу-
ментах t < 0. Аналогичным условиям удовлетво-
ряет и функция . Отметим, что функции  и

 являются функциями, управляющими дина-
микой системы.

Функции , , ,  определя-
ются из условий:

(9)

(10)

Функции  являются классическими реше-
ниями уравнения

при , .
Не нарушая общности, будем считать, что T = 1.

Из формул (9) и (10) можно найти значения

функций  и  в точках  при .

Затем с помощью предельных переходов опреде-
ляются значения функций  и  в этих же
точках. Применяя формулы (7) и (8), можно по-
лучить оценки управляющих функций  и  в
произвольной точке из интервала (0, 1).

Аналогичные рассуждения справедливы при
оценивании соответствующих функций в других за-
дачах управления распределенными системами [15].

В заключение отметим, что представляет несо-
мненный интерес построение формул типа Тей-
лора для произвольных непрерывных функций от
нескольких действительных переменных.
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TAYLOR-TYPE FORMULAS FOR ARBITRARY CONTINUOUS FUNCTIONS 
ON SEGMENTS AND THEIR APPLICATION IN CONTROL PROBLEMS 

FOR DISTRIBUTED SYSTEMS

A. N. Agadzhanova

a V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS S.N. Vassilyev

In the present report, on the basis of Bernstein polynomials, two classes of Taylor-type formulas for arbitrary
continuous functions on intervals are obtained. These formulas are applicable both to smooth functions and
to functions that have neither finite nor infinite derivatives at any point. In this paper, Taylor-type formulas
are considered in close connection with the derivatives of Dini numbers that exist for any continuous func-
tions. The message provides an example of the application of these formulas in the problem of controlling a
distributed oscillatory system, the dynamics of which obeys the d’Alembert representation.

Keywords: Taylor’s formula, Bernstein polynomials, fractal functions, derivatives of Dini numbers, fractional
derivatives of Caputo, distributed systems
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Рассмотрена задача о восстановлении слов из конечного алфавита по мультимножеству их фраг-
ментов одной длины. При этом ставится следующее ограничение на восстанавливаемые слова: они
должны быть либо периодическими, либо должны содержать периодическое слово как подслово.
Показано, что периодическое слово с периодом p восстановимо мультимножеству фрагментов дли-

ны k при . Для слова, состоящего из периодического префикса с периодом q, повто-

ряющегося m раз, и периодического суффикса с периодом p, повторяющегося l раз, получена оцен-

ка , где , при условии .

Ключевые слова: слово, фрагмент, подслово, периодическое слово, восстановление по неполной ин-
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В общем случае задачу о восстановлении объ-
екта некоторой природы по неполной информа-
ции о его “частях” можно рассматривать как зада-
чу распознавания образов [1]. В частности, когда
объектами выступают слова как последователь-
ности символов над определенным алфавитом,
возникает вопрос о возможности восстановления
слова по множеству или мультимножеству его
подслов. Эта задача лежит в области дискретной
математики, называемой комбинаторикой слов
[2–6], где исследуется связь между последова-
тельностями символов и множествами их подпо-
следовательностей.

Можно отметить несколько приложений, ко-
торые имеет задача о восстановлении слов по
подсловам. Так, в символьном кодировании про-
извольная информация представляется в виде по-
следовательности символов и слов [7]. Такой спо-

соб представления информации используется,
например, при передаче данных по каналам связи
[8], когда важно обеспечить надежную передачу
такой закодированной информации, исключаю-
щую потери, или позволяющую восстановить ис-
ходное слово по доступным фрагментам, если по-
тери случаются [9]. Символьное кодирование
также используется, например, в области анализа
временных рядов [10], в биоинформатике [11].

В работах [12, 13] получены оценки для длины
фрагмента, достаточной для того, чтобы произ-
вольное слово можно было восстановить по муль-
тимножеству всех его подслов.

В данной же работе на восстанавливаемые сло-
ва накладывается ограничение, состоящее в том,
что слова должны содержать периодическое под-
слово. Это позволяет получить более низкую
оценку на достаточную для восстановления слова
длину фрагментов. Так, в [17] представлен резуль-
тат о восстановлении слова с периодическим суф-
фиксом и непериодическим префиксом. Настоя-
щая же работа теоремой 3 о восстановлении слова
с периодическим суффиксом и периодическим
префиксом усиливает указанный результат, полу-
ченный в [17]. Теоремы 1 и 2, связанные с восста-
новимостью периодических слов, повторяют ана-
логичные теоремы из [17]. В настоящей работе
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рассматривается еще несколько случаев слов, не
являющихся периодическими, но содержащих
периодическое слово или подслова. А именно,
сформулированы и доказаны теоремы о восста-
новимости для слова с непериодическим подсло-
вом между периодическими префиксом и суф-
фиксом (теорема 4) и для периодического слова с
ограничением на повторяющееся подслово (тео-
рема 5). Каждая из этих теорем, в свою очередь,
включает результат теоремы 3 как частный слу-
чай.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Введем следующие обозначения и определе-

ния. Греческими буквами будем обозначать сло-
ва, малыми латинскими – символы алфавита.
Пусть  – множество слов длины  из алфавита
{0, 1}. Для слова  символом 
обозначается сумма его элементов:  +
+ ... + an. Пусть λ означает пустое слово, т.е. слово,
длина которого равна нулю. Возведение слова α в
степень s является краткой записью для слова, со-
стоящего из  повторов слова α, т.е. αs =
= , где .

Для заданного слова  и задан-
ного опорного вектора , где ,

 операция фрагментирования 
строит слово длины  по следующему правилу:

Фрагментом, или подсловом, слова α =
=  будем называть слово  сле-
дующего вида:

Пусть  – это наименьшая длина фраг-
ментов k, при которой гарантирована однознач-
ность восстановления слова α длины n по мульти-
множеству его подслов длины k.

З а д а ч а. В общем виде задача о восстановле-
нии слова по мультимножеству подслов форму-
лируется следующим образом. Заданы:

набор опорных векторов ,
,

и множество слов , ,
.

Требуется проверить, является ли набор векто-
ров X набором фрагментов фиксированной дли-
ны некоторого неизвестного слова , по-
строенных с помощью операции фрагментирова-
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ния векторами из V, и найти все возможные
решения.

При этом все оценки, получаемые для случая
двоичного алфавита, остаются верными и для
произвольного алфавита [3], так как в случае ал-
фавита  задача сводится к набору из k за-
дач в двоичном алфавите с помощью отображе-
ний:

Поэтому далее будут рассмотрены только двоич-
ные слова . Более того, нас
будут интересовать периодические слова.

Слово  называется пе-
риодическим с периодом p, если

(1)

При этом подслово  будем назы-
вать порождающим подсловом для слова α
вида (1).

2. СОСТОЯНИЕ ЗАДАЧИ
Для задачи о восстановлении слова по подсло-

вам известно ее сведение к проверке единствен-
ности решения диофантовых уравнений опреде-
ленного вида [2]. Показано, что задача о суще-
ствовании и единственности решения является
NP-полной.

В случае полного мультимножества фрагмен-
тов ( ) установлено [14], что для однознач-
ного восстановления слова  длины  необходи-
ма длина .

Для того же случая полного мультимноже-
ства фрагментов известны следующие оценки

на достаточную длину [3, 13, 12]: ,

, .

Было изучено несколько частных случаев. Так,
показано [15], что для слов, состоящих из l серий,
достаточно фрагментов длины l.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
Сформулируем первую теорему.
Т е о р е м а  1. Для однозначного восстановления

периодического слова длины n с периодом p по муль-
тимножеству всех его фрагментов длины k доста-
точно выполнения условия
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Перед доказательством введем следующее

О п р е д е л е н и е  1. Пусть  – это число
фрагментов, равных β, в слове α.

В [2] показано, что по  для всех двоич-
ных слов β длины k однозначно восстанавлива-
ются числа фрагментов всех длин меньше k. Да-
лее сформулируем и докажем лемму, которая не-
посредственно следует из системы уравнений
в [2].

Л е м м а  1. Для любого слова α по набору его

фрагментов вида  однозначно определяется на-

бор его моментов вида .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Получим формулы для
 при разных j:

Функции  вычисляются на основе
комбинаторных соотношений. Например, най-
дем выражение функции ,

, через полученные на предыдущих
шагах  (при этом можно положить

):
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Так как, по предположению, все  извест-
ны, то известна и .

Теперь мы можем перейти к доказательству
теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Итак, доказательство
базируется на результатах, полученных в [13] для
достаточной для однозначной реконструкции
слова длины фрагментов в случае произвольных
слов. Оценка величины f*(α) в [13] получена на
основе анализа следующей системы уравнений:

(2)

для которой при  реше-
ние единственно.

Пусть слово α состоит из  периодов:

. Тогда нулевое уравнение  =

= s0(α) можно переписать в виде . И

для произвольного индекса  от 1 до k – 1 вклю-
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где  – линейная функция, и далее доказатель-
ство теоремы в точности повторяет доказатель-
ство из [13].

Сформулируем более сильное утверждение.
Т е о р е м а  2. Для однозначного восстановления

периодического слова длины n с периодом p по муль-
тимножеству всех его фрагментов длины k доста-
точно выполнения условия

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство основа-
но на [12], где авторы доказывают возможность
однозначной реконструкции слова по его подсло-
вам не из анализа системы уравнений (2), как бы-
ло проделано в [13], но из анализа похожей систе-
мы следующего вида:

(3)

выписанной для двух слов  и .
Доказывается, что слова α и  имеют одинаковые
мультимножества подслов длины k тогда и только
тогда, когда система (3) имеет нетривиальное ре-
шение . Таким образом, доказа-
тельство сводится к поиску условия, при котором
система диофантовых уравнений (3) имеет только
тривиальное решение. Авторы [12] затем ссыла-
ются на [16], где получен следующий результат:

Для случая же периодических слов ранее в данной
работе при доказательстве теоремы 1 показано,
как систему (3) можно переписать в переменных
только , где p – период слова. Та-
ким образом, оценка на достаточную для одно-
значного восстановления исходного слова длину
подслов получается равной

Реконструкция слова остается возможной и то-
гда, когда само слово непериодическое, но состо-
ит из нескольких подслов, по крайней мере одно
из которых периодическое. Далее мы рассмотрим
несколько случаев таких слов. Каждый случай бу-
дет оформлен в виде отдельной теоремы, доказа-
тельство которой будет опираться на уже доказан-
ное ранее для периодического слова (теорема 2).

Т е о р е м а  3. Пусть слово  состоит из двух
подслов: префикса и суффикса. Причем оба подслова
периодические:

(4)
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Тогда при , где , для
однозначного восстановления слова (4) достаточно

длины фрагментов .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем :

При  получаем , поэтому

Рассмотрим случай :

(5)

Распишем первую сумму в выражении для  (5):

Аналогично для второй суммы из выражения
(5) получаем:

И в итоге имеем:

При условии  уравнения для пре-
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, такого что :
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.

Распишем первую сумму:

.

В последнем переходе мы оставили отдельно член
с показателем степени при r, равном  (при

). Члены, куда r входит в меньшей степени,
мы представили с помощью линейной функции .

Аналогично для второй суммы имеем:

Где снова в последнем переходе мы оставили от-
дельно член с показателем степени при r, равном

 (при  и s = 0). Члены, куда r входит в
меньшей степени, мы представили с помощью
линейной функции .
Таким образом, объединяя результаты, получен-
ные для обеих сумм, мы можем вернуться к вы-
числению :

где за  мы обозначили линейную функцию от
, являющуюся суммой функций  и .
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Так как , то при  разде-

ляются все уравнения и получается две системы.
Поэтому, по доказанному ранее для случая пери-

одического слова (теорема 2), при ,
где , размер подслов ограничивает-

ся следующим образом: .

С л е д с т в и е  1. При m = 1 слово  имеет вид
слова с непериодическим префиксом и периодиче-
ским суффиксом:

При длине суффикса, большей длины префикса:

 – для однозначного восстановления сло-

ва  достаточно подслов длины  при

.
Т е о р е м а  4. Пусть слово α состоит из трех

подслов: периодического префикса , периодическо-
го суффикса  и непериодического корня :

(6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство опира-

ется на теоремы 2 и 3.
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тому и восстановимость целого слова при ограни-
чении на длины подслов .

Однако мы также можем отдельно рассмотреть
вопрос о восстановимости слова . Действи-
тельно, по следствию 1, получаем, что для рекон-
струкции слова  по множеству его подслов до-

статочно, чтобы , где , P2 =

= . Тогда длина подслов ограничивается
как .

Объединяя условия с  и , получаем, что

слово α восстановимо по подсловам при ,

, где  и

. Длина подслов при этом .
З а м е ч а н и е. Длина корня s = 0 дает случай,

уже рассмотренный в теореме 3.
С л е д с т в и е  2. Длина корня s = 1 равносильна

наличию одного символа между двумя периодически-
ми подсловами в слове α. В таком случае  восстано-

вимо по подсловам при , где

 и . Длина подслов k

ограничивается соотношением: .
С л е д с т в и е  3. Пусть в слове α вида (6) по-

рождающие подслова у префикса и суффикса одина-
ковы:

Пусть  и . Тогда

при  слово  однозначно восстановимо
при .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (7) в случае
слова α указанной структуры примет вид:

А потому при  получаем раз-
делимость уравнений для порождающего подсло-
ва префикса (суффикса) и для корня.

Т е о р е м а  5. Пусть слово α имеет вид

(8)
т.е. образовано повторением подслова, которое, в
свою очередь, состоит из периодического префикса

и суффикса. Тогда при , где  + 5
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и , для однозначного восстановления

слова (8) достаточно .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Начнем с вычисления

:

При  получаем разделимость уравнений:

Введя обозначение , выразим теперь
 при , таком что :

Таким образом, при  все уравнения

разделяются и получается две системы. По дока-
занной ранее для периодического слова теореме 2,

при , где  и ,

слово α восстановимо при .
З а м е ч а н и е. Если N = 1, то получаем резуль-

тат, доказанный ранее в теореме 3 для слова, со-
стоящего фактически из одного повтора подслова
с периодическими суффиксом и префиксом.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе получена оценка на длину подслова k,

достаточную для однозначного восстановления
периодического слова длины n с периодом p по
мультимножеству его подслов фиксированной

длины: . Также получены оценки

на k для следующих слов, не являющихся перио-
дическими, но содержащими периодические
подслова. Так, для слов, состоящих из периоди-
ческого префикса и периодического суффикса,
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АЛЕКСЕЕВ, СМЕТАНИН

доказана возможность однозначного восстанов-
ления при достаточной длине суффикса. Пока-
зано, что слова, состоящие из периодического
префикса, периодического суффикса и неперио-
дического корня, могут быть однозначно восста-
новлены по мультимножеству фрагментов длины k
при выполнении двух условий: малом по
сравнению с префиксом корне, с одной стороны,
и малом по сравнению с суффиксом префиксе, с
другой. Доказана оценка для k в случае периоди-
ческого слова, порожденного подсловом, в свою
очередь, состоящим из двух частей: периодиче-
ского суффикса и префикса.
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We consider the problem of word reconstruction, where a word is to be reconstructed from a multiset of its
fragments of the fixed length. Words consist of symbols from a finite alphabet. Furthermore, we impose the
following restriction on the words being reconstructed: they either must be periodic or must contain a peri-
odic word as a subword. It is shown that a periodic word with a period p can be reconstructed from a multiset

of its fragments of length k where . For a word consisting of a periodic prefix with a period q,

repeated m times, and a periodic suffix with a period p, repeated l times, the estimate becomes  + 5,

where , subject to .
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В этой статье мы даем удобное чисто алгебраическое описание координатных групп неприводимых
алгебраических множеств над свободной двуступенно нильпотентной (2-нильпотентной) неабеле-
вой группой N конечного ранга. Заметим, что в алгебраической генометрии над произвольной груп-
пой N естественно рассматривать группы, содержащие N в качестве подгруппы (так называемые
N-группы), и гомоморфизмы N-групп, которые являются тождественными на N (N-гомоморфизмы).
Как следствие, мы получаем описание всех конечно порожденных групп универсально эквивалент-
ных группе N (в языке с констаниами из N), а также получаем простой критерий, когда конечно по-
рожденная N-группа H, аппроксимируемая N-ретракатами на N, является дискриминируемой та-
кими ретрактами.

Ключевые слова: алгебраическая геометрия над группой, алгебраическое множество, неприводимое
алгебраическое множество, координатная группа, дискриминируемость, универсальняа эквива-
лентность
DOI: 10.31857/S2686954322020047

Основные понятия алгебраической геометрии
над группами были изложены в работах Г. Баум-
слага, А. Мясникова и В. Ремесленникова [1], ко-
торым мы следуем в терминологии и обозначени-
ях. Более общая, универсальная алгебраическая
геометрия, применимая к произвольным алгеб-
раическим системам, была начата в работах
Плоткина, Данияровой, А. Мясникова и В. Ре-
месленникова и успешно развивается для полу-
групп, некоммутативных колец, полурешеток и
графов. В настоящее время алгебраическая гео-
метрия над группами стала важным инструментом
изучения в комбинаторной, геометрической и тео-
ретико-модельной теории групп. Наиболее полно
разработаны алгебро-геометрические методы для
свободных групп, гиперболических групп и ча-

стично-коммутативных групп, а также для мета-
белевых, свободных разрешимых и жестких раз-
решимых групп. Одним из принципиальных от-
крытых вопросов в этой области является
построение алгебраической геометрии над ниль-
потентными группами без кручения, в частности,
над свободными нильпотентными группами. По-
мимо непосредственного интереса к нильпотент-
ным группам, важность этого вопроса заключает-
ся такжe в том, что во многих случаях подгруппа
Фиттинга  группы  выделится в  некоторой
конечной системой уравнений, поэтому алгебра-
ическая геометрия над нильпотентной группой 
непосредственно вкладывается в алгебраическую
геометрию исходной, возможно, не нильпотент-
ной группы . В этой работе мы описываем ал-
гебраические свойства координатных групп ал-
гебраических множеств и их неприводимых ком-
понент над группой  (топология Зарисского
нетерова над группой N, а потому каждое алгебра-
ическое множество есть конечное объединение
своих неприводимых компонент). Эти результа-
ты позволяют надеяться на решение других фун-
даментальных вопросов в алгебраической геомет-
рии над , например, получить разумное описание
множеств решений конечных систем уравнений
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АМАГЛОБЕЛИ и др.

над  (несмотря на то, что Диофантова проблема
над  неразрешима).

Заметим, что в алгебраической геометрии над
произвольной группой  естественно рассмат-
ривать группы, содержащие  в качестве под-
группы (так называемые N-группы), и гомомор-
физмы N-групп, которые являются тождествен-
ными на  -гомоморфизмы). Наш подход к
описанию координатных групп базируется на не-
которых результатах о дискриминируемости, ко-
торые также представляет самостоятельный ин-
терес. Напомним, что N-группа  -аппрокси-
мируется (N-дискриминируется) N-группой ,
если для любого ,  (любых неединич-
ных ) существует N-гомоморфизм

 такой, что  ( , i = 1, ..., n).
Если N = 1, то получаем стандартные понятия ап-
проксимируемости и дискриминируемости, ко-
торые появляются в разных областях теории
групп: в теории многообразий групп, в комбина-
торной теории групп (группы, аппроксимируе-
мые классом групп ), в геометрической теории
групп (как пределы в пространствах Громова–Ха-
усдорфа) и т.д. В последние годы это понятие на-
чало играть важную роль в теории моделей групп
(для характеризации групп универсально эквива-
лентных данной) и алгебраической геометрии над
группами.

В 1967 г. Б. Баумслаг доказал, что группа 
дискриминируется свободной неабелевой груп-
пой  тогда и только тогда, когда она аппрокси-
мируется группой  и при этом является комму-
тативно-транзитивной, или -группой (отно-
шение коммутирования является транзитивным
на множестве неединичных элементов из , т.е.
централизаторы неединичных элементов из  –
абелевы). Позже выяснилось, что подобные ре-
зультаты справедливы для многих других групп
(например, для гиперболических групп без круче-
ния). Однако неабелевы нильпотентные группы
никогда не являются -группами, поскольку
всегда имеют нетривиальный центр. Тем не менее
оказалось, что можно слегка обобщить определе-
ние -группы, так что новое определение работа-
ет и в классах нильпотентных групп. А именно,
группа  называется -группой уровня k,

, или -группой, если централиза-
тор любого элемента, не лежащего в , явля-
ется абелевым; здесь  – это -й член верх-
него центрального ряда . В частности, если k = 0,
то , а потому -группы – это, в точно-
сти, -группы. Заметим, что -группы – это
группы, в которых централизаторы нецентраль-
ных элементов – абелевы. Ясно, что  является
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-группой. Понятие -группы было введено в
[3].

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть  – свободная
неабелева к-нильпотентная группа конечного
ранга. Если -группа  -дискриминируется
группой , то  является -группой.

В частности, если  является 2-нильпотент-
ной группой, то N-группа , N-дискриминируе-
мая группой N, является -группой. Следую-
щая гипотеза, если она верна, дает аналог теоре-
мы Б. Баумслага для 2-нильпотентных групп.

Г и п о т е з а  1. Пусть  – свободная неабеле-
ва 2-нильпотентная группа конечного ранга и

– конечно порожденная N-группа. Тогда 
N-дискриминируется группой  тогда и только
тогда, когда  является -группой N-аппрок-
симируемой группой N.

Теперь мы можем приступить к описанию ос-
новных результатов статьи об алгебраической
геометрии. Для этого нам понадобятся некоторые
определения.

Пусть  – группа из многообразия  нильпо-
тентных групп ступени нильпотентности .
Декартова степень  (n копий) на-
зывается аффинным пространством над . Пусть

 – множество переменных,
 – нильпотентное произведе-

ние, где  – свободная нильпотентная группа
в  с базой X. Система уравнений  (или )
над  есть произвольное подмножество из .
Элемент  может рассматриваться как груп-
повое слово от переменных  с коэффици-
ентами из , . Элемент p =
=  называется решением системы
S  = 1 в , если  в  для каждого

. Подмножество  аффинного пространства
 называется алгебраическим множеством над

, если V – множество всех решений некоторой
системы уравнений  из ; в этом случае пи-
шем . Кроме того, для  опреде-
лим  .
Очевидно, что  всегда является нормальной
подгруппой в . Группа 
называется координатной группой алгебраиче-
ского множества V. Заметим, что  является
G-группой относительно естественного вложе-
ния .

Беря в качестве предбазы замкнутых множеств
все алгебраические множества из , превратим

 в топологическое пространство (топология За-
рисского). Стандартным способом определяется
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в  понятие неприводимого алгебраического
множества. Известно, что топология Зарисского
на  для любой линейной группы , в частно-
сти, для каждой конечно порожденной нильпо-
тентной группы, является нетеровой, а значит,
каждое алгебраическое множество из  распада-
ется в конечное объединение неприводимых ал-
гебраических множеств.

Т е о р е м а  1. Пусть  – свободная неабелева
нильпотентная группа конечного ранга и  конечно
порожденная N-группа. Тогда следующие условия
эквивалентны:

1)  есть координатная группа некоторого ал-

гебраического множества из  для некоторого на-
турального числа ;

2)  -аппроксимируется группой N;

3)  является N-подгруппой некоторого конеч-

ного прямого произведения  групп
 для некоторого натурального числа k, в ко-

тором N вложена диагонально.

Наконец, мы можем сформулировать основ-
ной результат.

Т е о р е м а  2. Пусть N – свободная неабелева
2-нильпотентная группа конечного ранга и  – ко-
ординатная группа некоторого неприводимого ал-

гебраического множества из . Тогда выполня-
ются следующие условия:

1)  -дискриминируется группой N;

2)  является N-подгруппой некоторого конеч-

ного прямого произведения  групп
 для некоторого натурального числа , в ко-

тором N вложена диагонально, и, кроме того,  яв-
ляется -группой;

3)  является -подгруппой некоторого конеч-

ного прямого произведения  групп
 для некоторого натурального числа , в ко-

тором N вложена диагонально, и, кроме того, для
любого  пересечение  является
абелевой нормальной подгруппой в .

Г и п о т е з а  2. Условия 1), 2) и 3) для групп N и
 в Теореме 2 эквивалентны.
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второго порядка с коэффициентами, удовлетворяющими условию Дини в плоских областях с не-
гладкими боковыми границами, допускающими, в частности, “клювы”. Доказаны теоремы о един-
ственности классических решений этих задач в классе функций, непрерывных и ограниченных,
вместе со своими пространственными производными первого порядка, в замыкании указанных об-
ластей.
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Рассматриваются первая и вторая начально-
краевые задачи для одномерных по простран-
ственной переменной, параболических по Пет-
ровскому (см. [1]), систем второго порядка в об-
ластях с негладкими, вообще говоря, боковыми
границами из класса Дини–Гёльдера. Коэффи-
циенты систем удовлетворяют условию Дини.
В [2–4] получены теоремы о существовании и
свойствах классических решений таких задач.
В настоящей работе устанавливается единствен-
ность классических решений этих начально-кра-
евых задач в пространстве  функций, не-
прерывных и ограниченных, вместе со своими
пространственными производными первого по-
рядка, вплоть до границ указанных областей.
В случае областей с гладкими боковыми границами
для систем с гёльдеровыми коэффициентами одно-
значная разрешимость рассматриваемых задач в
пространстве Гёльдера , , сле-
дует из [5] (см. также [6, с. 706–707]). Если боко-
вые границы областей негладкие, то в случае од-
ного уравнения единственность решения первой

Ω1,0( )C

+α +α Ω2 ,1 /2( )H α ∈ (0,1)

начально-краевой задачи следует из принципа
максимума (см., например, [7]), а единственность
решения второй начально-краевой задачи полу-
чена в [8, 9] с помощью теоремы о знаке косой
производной. Заметим, что для систем не имеет
места, вообще говоря, принцип максимума (см.
[10]). В [11] установлена единственность решений
первой и второй начально-краевых задач для од-
номерных по пространственной переменной па-
раболических систем второго порядка с гёльдеро-
выми коэффициентами в ограниченной области 
с негладкими боковыми границами из класса
Жевре  в пространстве . В [12] дока-
зана единственность классического решения
первой начально-краевой задачи для параболиче-
ской системы с дифференцируемыми коэффици-
ентами в полуограниченной плоской области с бо-
ковой границей из класса Дини-Гёльдера  в
пространстве  при дополнительном усло-
вии на старшую производную  этого решения
и на характер его гладкости по временной пере-
менной. Здесь  – некоторый модуль непрерыв-
ности, удовлетворяющий условию Дини (см. ни-
же (2)). Заметим, что, как следует из работ [13, 14],
такое условие на характер непрерывности боко-
вой границы является точным для классической
разрешимости первой начально-краевой задачи в
пространстве .

Ω
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В полосе , ,
рассматривается равномерно параболический
матричный оператор

где  – матрицы размерности m × m,
элементы которых есть вещественные функции,
определенные в  и удовлетворяющие условиям:

(а) собственные числа  матрицы A2 подчиня-
ются неравенству  для некоторого  и
всех , ,

(b)  ≤  +

+ , , ,
, где  – модуль непрерывности такой,

что

В полосе D выделяется область Ω = :
x > g(t)} c боковой границей Σ = {(x, t) ∈
∈ , где функция g удовлетворяет усло-
вию:

(1)

 – модуль непрерывности, удовлетворяющий
условию Дини

(2)

В области  ставится задача отыскания клас-
сического решения системы

(3)
удовлетворяющего начальному условию

(4)
и одному из граничных условий

(5)
или

(6)
Определим следующие функциональные про-

странства. Через  обозначим пространство

вектор-функций , непрерывных на
[0, T], для которых  = 0, с нормой

. Здесь и далее для любого век-
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ψ ψ0

[0, ]
;[0, ] = max

T
T

тора b под  понимаем максимум из модулей
компонент b. Пусть

есть оператор дробного дифференцирования по-
рядка 1/2. Следуя [15], положим

.

Через  обозначим пространство непре-
рывных и ограниченных вектор-функций u:

, для которых , с нормой ||u; Ω||0 =

= . Положим  = ,

. Под значениями век-
тор-функций и их производных на границе обла-
сти Ω понимаем их предельные значения “изнут-
ри” Ω.

Существование классических решений задач
(3)–(5) и (3), (4), (6) при сформулированных
условиях на коэффициенты системы и боковую
границу области установлено в [4] и [2] соответ-
ственно, если граничные функции  и

. В этих работах решения указанных за-
дач получены в виде векторных параболических
потенциалов простого слоя. Основным результа-
том настоящей работы являются следующие тео-
ремы.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (a),
(b), (1). Пусть  – классическое решение
задачи

Тогда  в .
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (a),

(b), (1). Пусть  – классическое решение
задачи

Тогда  в .

З а м е ч а н и е  (см. [13, 14]). Если [0,
T], причем ω1 не удовлетворяет условию (2), то

классическое решение  задачи (3)–(5)
может не существовать.

Для доказательства теоремы 1 сначала, ис-
пользуя результат, полученный в [12], и метод ра-
боты [11], получаем теорему о единственности ре-
шения второй начально-краевой задачи в случае

b
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параболического оператора с дифференцируемы-
ми коэффициентами, удовлетворяющими усло-
вию

Затем рассматриваем оператор со “сглажен-
ными” коэффициентами, зависящими от пара-
метра r,

где . Коэффициенты оператора 
получаются стандартным образом с помощью
свертки с гладкой функций (“шапочкой”). Для
достаточно малых  коэффициенты оператора 
удовлетворяют равномерно по r условию (а) с по-
стоянной параболичности  и условию (b) (см.
[16]). Кроме того,  при  равномер-
но на любом компакте из .

Далее доказываем теорему 1. Фиксируем про-
извольно точку  и число . Рассмат-
риваем область Ωd = , d < t <
< T – d} такую, что  при достаточно
малом . Пусть  – продолжение век-
тор-функции  с  на  с сохранением класса
гладкости  (см. [6, с. 342]), причем такое, что

,  Функцию  “сглажива-
ем” таким же способом, как и коэффициенты си-
стемы, и получаем гладкие вектор-функции us та-
кие, что , , равномерно на
любом компакте из . Пусть  – функ-
ция (“срезка”) со следующими свойствами:

где число . Полагаем
us, R(x, t) = . Для любых ,

 и  вектор-функция  является ре-
шением задачи
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∂ + Δ + Δ − ∂ ≤

≤ ω Δ + ω Δ
+ Δ + Δ ∈

≤ ≤…

1/2
0 0

(c) ( , ) ( , )

( ),
( , ), ( , ) ,

, = 1, , , = 0, 1, 2, 0 .

k k
x ijl x ijla x x t t a x t

x t
x x t t x t D

i j m l k l

∂ − ∂
2

( ) ( )

=0
= ( , ) ,r r l

t l x
l

L u u A x t u

( ) ( )

, =1
=

mr r
l ijl i j

A a ( )rL

r ( )rL

δ/2
→( )r

ijl ijla a → 0r
D

∈ Ω0 0( , )x t ε > 0
∈ Ω +{( , ) : > ( )x t x g t d

∈ Ω0 0( , ) dx t
∈ (0, /2)d T u

u Ω R
2

1,0C
∂( ,0) = ( ,0)xu x u x ∈ R.x u

→( , ) ( , )su x t u x t → 0s
Ω ∞ζ ∈ R( )R C

≤ ζ ≤ ∈ ζ ≡
≤ ζ ≡ ≥

R0 ( ) 1, , 1,
, 0, 2 ,

R R

R

x x
x R x R

−ζ ≤( ) , = 1, 2,
l

lR
l

d x CR l
dx

( )≥ 0 0= max 2 ,1R R x
ζ( , ) ( )s Ru x t x 0 < < /2s d

> 0r ≥ 0R R ,s Ru

Ω
≥ +

v v
( ) ( )

, , ,= в , ( , ) = ( ),
( ) ,

r r
s R d s R dL f x d h x

x g d d

∂ + θ ∈ −v , ,( ( ) , ) = ( ), [ , ],x s R dg t d t t t d T d

где  ,  ,
θs, R, d(t) = . Из работы [2] в силу
установленной выше единственности решения
второй начально-краевой задачи в случае парабо-
лического оператора с дифференцируемыми коэф-
фициентами и свойств векторных параболических
потенциалов следует, что для любых  и

 вектор-функцию  можно представить в
виде суммы потенциала Пуассона, объемного по-
тенциала и потенциала простого слоя, последова-
тельно оценивая которые, получаем, что найдут-
ся достаточно большое  и достаточно ма-
лые , , 
такие, что  для любого  и, в
частности, . Отсюда, учитывая, что

 для достаточно малого s > 0,
в силу произвольности  получаем утвержде-
ние теоремы 1.

Используя результаты работы [4] и теорему 1,
доказываем затем теорему 2.

В случае ограниченной области Ω = {(x, t) ∈ D:
 с боковыми границами Σs = {(x, t) ∈

∈ , , удовлетворяющими усло-
виям

(7)

где модуль непрерывности  удовлетворяет усло-
вию (2), справедлива следующая

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (а),
(b), (7). Пусть  – классическое решение
системы

удовлетворяющее начальному условию

и одной из трех пар граничных условий

или

или

Тогда  в 
Утверждение теоремы 3 получаем, следуя ме-

тоду из [6, c. 361], используя “разбиение едини-
цы”, как следствие из теорем 1, 2 настоящей рабо-
ты и теоремы о единственности решения задачи
Коши для систем с Дини-непрерывными коэф-
фициентами (см. [16]).

( ) ( )
, ,( , ) = ( , )r r

s R s Rf x t L u x t , , ,( ) = ( , )s R d s Rh x u x d
∂ +, ( ( ) , )x s Ru g t d t

0 < < /2s d
≥ 0R R ,s Ru

0>R R
= ( ) > 0d d R 0 0= ( , ) > 0s s d R = ( , ) > 0r r d R

ε, ( , ) < /2s Ru x t ≤ 0s s
ε0 0( , ) < /2su x t

− ε0 0 0 0( , ) ( , ) < /2su x t u x t
ε > 0

< <1 2( ) ( )}g t x g t
: = ( )}sD x g t = 1, 2s

+ Δ − ≤ Δ ω Δ
+ Δ ∈

1/2 1/2
1

1 2

( ) ( ) ( ),
= 1, 2, ( ) < ( ), , [0, ],

s sg t t g t t t
s g t g t t t t T

ω1

∈ Ω1,0

0
( )u C

Ω0 вLu = ,

= ≤ ≤1 2( ,0) 0, (0) (0),u x g x g

= ∈ =( ( ), ) 0, [0, ], 1, 2su g t t t T s ,

∂ = ∈ =( ( ), ) 0, [0, ], 1, 2x su g t t t T s ,

= ∂ = ∈1 2( ( ), ) 0, ( ( ), ) 0, [0, ]xu g t t u g t t t T .

≡ 0u Ω .
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UNIQUENESS OF SOLUTIONS OF INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
FOR PARABOLIC SYSTEMS WITH DINI-CONTINUOUS COEFFICIENTS 

IN DOMAINS ON THE PLANE

E. A. Baderkoa and S. I. Sakharova

a Lomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

The first and second initial-boundary value problems for Petrovsky parabolic systems of the second order
with coefficients satisfying the Dini condition in domains on the plane with nonsmooth lateral boundaries,
admitting, in particular, “beaks”, are considered. Theorems on the uniqueness of classical solutions of these
problems in the class of functions that are continuous and bounded together with their first-order spatial de-
rivative in the closure of these domains are proved.

Keywords: parabolic system, initial boundary value problem, uniqueness of the classical solution, nonsmooth
lateral boundary, boundary integral equations
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ε ∈ (0, 1) R Z
3[ / ]

1. ИСТОРИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для произвольного  и  задача со-
стоит в нахождении минимального количества

; ε) кубов , со стороной ε, покрываю-

щих тор . Как обычно, под кубом со
стороной ε подразумевается множество вида

, а под покрытием –
такой набор множеств , что  =
= Td. Известно [1], что для всех d и  справедливо

(1)

где  и . Довольно ши-
роко изучен случай растущей размерности d. За-
метим, что ((1)) влечет . Из об-
щего результата Эрдеша и Роджерса о покрытиях [2]
следует, что 1/ε – правильное основание экспонен-
ты, т.е. μ(d; ε) = . Точнее Эрдеш и Род-

жерс доказали, что μ(d; ε) = . Для
дискретного тора Td = , покрываемого ку-
бами со стороной , с помощью веро-
ятностного метода нетрудно (см., например, [3])
улучшить эту оценку, убрав логарифмический
множитель (здесь подразумевается, что ).
Нам удалось показать (см. лемму 3 и лемму 3), что

∈ Nd ε ∈ (0, 1)

μ(d μ…1, ,A A

R Z:= [ / ]d dT

∈ + ε…

0 0
1{( , , ): [ , ]}d i i ix x x x x

μ…1, ,A A μ∪ ∪…1A A
ε

μ ε ≥  ε( )( ; ) 1/ ,dd

−     
( ) ( 1)=i ix x x    (1) =x x

μ ε ≥ ε +( ; ) (1/ (1))dd o

ε +(1/ (1))do

ε( log (1/ ) )dO d d
[ / ]dtZ Z

∈ …{1, , }s t

ε = /s t

дискретная и непрерывная постановка эквива-
лентны. Тем самым,  (как для
рациональных, так и для иррациональных ε). От-
метим, что из нижней оценки (1) следует лишь

.

Что касается малых значений размерности d,
то нам известна лишь работа [1], в которой дока-
зано, что при d = 2 нижняя оценка (1) точна, т.е.

.

Мы изучаем случай d = 3. Так как 
и , то

(2)

Заметим, что в размерности 3 нижняя оценка уже
не является точной. Так, например, как замечено
в [1],  Нам удалось най-
ти точное значение  при всех  и при

, близких к , .

Отметим напоследок, что при , ,
соответствующая задача об упаковке (т.е. нахож-
дение минимального количества  непересе-
кающихся кубов со стороной  в Td) связана с на-
хождением емкости Шеннона  простого
цикла на r вершинах [4], а именно, справедливо
равенство  (аналогичная
связь имеется и при всех других рациональных ,
но соответствующие графы сложнее описать).
Для четного r, очевидно, . Если же r не-
четно, то значение емкости Шеннона известно
лишь при :  [5].

μ ε ε( ; ) = ( (1/ ) )dd O d

μ ε Ω ε( ; ) = ((1/ ) )dd

μ ε  ε ε(2; ) = 1/ 1/

μ ε  ε(1; ) = 1/
μ ε  ε ε(2; ) = 1/ 1/

 ε ε ε ≤ μ ε ≤  ε ε ε1/ 1/ 1/ (3; ) 1/ 1/ 1/ .

μ    (3;3/7) > 7/3 7/3 7/3 .
μ ε(3; ) ε ≥ 7/15

ε 1/r ∈ Nr

ε = 2/r ∈ Nr

ν ε( ; )d
ε

( )rc C

≥ ν 1/
1( ) = ( ( ;2/ ))sup d

r dc C d r
ε

( ) = /2rc C r

= 5r 5( ) = 5c C
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2. НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим сперва .
Т е о р е м а  1. Справедливы равенства

Заметим, что при  величина 
равна своей нижней оценке в (2) тогда и только
тогда, когда .

Так как при целых  и  ниж-

няя и верхняя оценка в (2) совпадают, то, очевид-
но, . Мы также нашли такую левую
окрестность 1/r, что при всех  из этой окрестно-
сти нижняя оценка точна. Заметим, что при таких

 разность между верхней и нижней оценкой, на-
оборот, велика.

Т е о р е м а  2. Пусть , ε ∈

∈ , . Тогда  + r + 1.

Кроме того, мы расширили упомянутую пра-
вую окрестность.

Т е о р е м а  3. Пусть  – целое число,

. Тогда .

В некоторых случаях нам удалось усилить
нижнюю оценку в (2).

Т е о р е м а  4. Пусть  – целое число, а
 таково, что

Пусть, кроме того,

1) ,

2)  взаимно просто с s.

Тогда .

Заметим, что так как условие ξ2 ≤ ξ + (r +

+  влечет, что либо , либо ξ = 1,

то в интервале [1/3, 1/2) найдутся только два та-

ких значения .

Наконец, в некоторых случаях нам удалось
усилить и верхнюю оценку в (2).

Т е о р е м а  5. Пусть  – целое число,
. Пусть, кроме того,

1) ,

ε ≥ 1/2

μ ε ε ∈ μ ε
ε ∈ μ ε ε ∈

(3; ) = 8, [1/2,2/3), (3; ) = 5,
[2/3,3/4), (3; ) = 4, [3/4,1).

ε ∈ [1/2,1) μ ε(3; )

ε ∈ ∪[1/2,4/7) [2/3,1)

≥ 2r
 ε ∈  − 

2
1 1,

1/r r r

μ ε 3(3; ) = r
ε

ε

∈ Nr



+ + +
2
1

1/( 1)r r r )1
r

μ ε +3 2(3; ) = r r

≥ 2r
 −ε ∈  − − 

2

3
1 1,

1
r

r r r
μ ε 3(3; ) = r

≥ 2r
ξ ∈ …{1, , }r

 ξξ ≤ ξ + +  + 

2
2 ( 1) .

1
r

r

+ + ξ2=s r r

 ξ+ + ξ +  + 

2
3 2= 2

1
t r r r

r

( )μ ≥ +3; 1s t
t

 ξ
 + 

2

1)
1r

ξ ≥ + 1r

{ }∈ 7 8,
16 21

s
t

≥ 2r
ξ ∈ …{1, , }r

+ + ξ2=s r r

2) .

Тогда .

Для доказательства полученных результатов
мы установили, что задача нахождения 
сводится к своему дискретному аналогу – к задаче
нахождения минимального количества кубов со
стороной s, покрывающих  для некоторых
s, t таких, что  близко к . Таким образом, эти
вспомогательные утверждения влекут, что задача
сводится к рассмотрению счетного множества
значений , причем количество таких значений в
каждом интервале вида  конечно.

3. ПЕРЕХОД К ДИСКРЕТНОМУ СЛУЧАЮ

Л е м м а  1. Существует такая бесконечная по-

следовательность рациональных чисел  >

> ... > 0, что для каждого  справедливо

 и  для всех ,

где .

Из (2) несложно заметить, для каждого 
для решения задачи для всех ε в интервале

 достаточно рассмотреть не более  +

+ r3 различных значений .

Пусть  – натуральные числа. Пусть
 – наименьшее количество кубов со сто-

роной, состоящей из  точек, покрывающих тор
.

Л е м м а  2. Пусть  – целое число,

. Пусть, кроме того,  – ближай-

шее к  рациональное число с . Тогда
.

4. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

При  точные значения  приведе-

ны в теореме 2. Перечислим точные результаты и
некоторые оценки, которые влекут теоремы 2, 3,

4, 5 и лемма 1 для :

• при  справедливо  = 27;

+ + ξ +3 2= ( 1)t r r r

( )μ ≤3; s t
t

μ ε( ; )d

Z Z[ / ]dt
/s t ε

ε
−[1/ ,1/( 1)]r r
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1 2

1 s s
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∈ Ni
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i

st d
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2 3( 1)
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s
Z Z[ / ]dt
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 −
1 1,
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≤ εs
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ε ≤ dt r
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2
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1 1,
3 2
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В работе доказаны теоремы существования и единственности решений системы уравнений Прандт-
ля для вязкой среды О.А. Ладыженской. Также получены асимптотические разложения решений в
зависимости от скорости внешнего потока и поведения функции вдува–отсоса.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается магнитогидродина-
мический пограничный слой жидкости с нели-
нейным реологическим уравнением О.А. Лады-
женской. В работах [1–3] такая система была изу-
чена с использованием преобразования Мизеса, а
в работах [4, 5] – с помощью преобразования
Крокко (о преобразованиях Мизеса и Крокко см.
[6]). О поведении электропроводных жидкостей
см. [7]. Другие задачи гидродинамики реологиче-
ски сложных сред см. [8–12], в которых доказаны
теоремы существования и единственности для
систем, описывающих поведение жидких кри-
сталлов – нематиков.

В настоящей работе изучены движение жидко-
сти в конфузоре (трубе переменного сечения) и
поведение соответствующего пограничного слоя,
начиная с носовой точки конфузора.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КРОККО

Рассматривается двумерное стационарное тече-
ние модифицированной вязкой жидкости, подчи-
няющейся реологическому закону О.А. Ладыжен-
ской. В этом случае система уравнений Прандтля
имеет вид

(1)

Здесь , d – постоянные, зависящие от свойств
жидкости, плотность жидкости  предполагается
равной единице, ,  – заданные достаточ-
но гладкие функции. Функция скорости внешне-
го потока  связана с давлением  и компо-
нентами электрического поля  соотношени-
ем

Система уравнений (1) рассматривается в об-
ласти  с граничными
условиями

(2)

где ,  при . Пусть .
Условия  и  определяют точку
x = 0 как точку, в которой происходит остановка
внешнего потока жидкости (носовая точка обте-
каемого тела) и пограничный слой симметричен
относительно этой точки.
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О внешнем потоке в окрестности носовой точ-
ки обтекаемого тела известно, что скорость потока
меняется по закону , где  = const > 0,

причем m зависит от угла  между обра-

зующими обтекаемой поверхности в точке x = 0,
см. [13].

В работе [4] в аналогичных задачах предпола-
галось , т.е. пограничный слой рассматри-
вался в окрестности затупленной носовой точки
обтекаемого тела.

О п р е д е л е н и е  1. Классическим решением
задачи (1), (2) называются функции  и ,
обладающие следующими свойствами:  непре-
рывна в замкнутой области ,  непрерывна в

, а по  в ; функции  и  имеют в 
непрерывные производные, входящие в уравнение
(1);  и  удовлетворяют поточечно урав-
нениям (1) и граничным условиям (2).

Задачу (1), (2) сводим к краевой задаче для од-
ного квазилинейного уравнения с помощью за-
мены переменных  и введения новой
неизвестной функции , где

(3)

После преобразований получаем одно квазили-
нейное уравнение

(4)

в области  с граничными
условиями

(5)

О п р е д е л е н и е  2. Функция  называет-
ся решением задачи (4), (5), если  непрерывна в  и
имеет непрерывные производные  в Ω; 
непрерывна по  при ; w удовлетворяет урав-
нению (4) в  и граничным условиям (5).

Предположим дополнительно, что U(x) =

=   при , ,
, a > 0, ,  и

 достаточно гладкие функции. Перейдем от

функции  к функции , сохранив
прежнее обозначение.
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Получим уравнение

(6)

в области  с граничными
условиями

(7)

2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
Рассмотрим вспомогательную граничную задачу

для обыкновенного дифференциального уравне-
ния

(8)

с граничными условиями

(9)

В работе доказываются следующие утвержде-
ния.

Т е о р е м а  1. Пусть  и функции ,
, , ,  ограничены при .

Тогда задача (4), (5) в области , где X зависит от
U, , , имеет положительное при  решение,
обладающее следующими свойствами:  непре-
рывна в ; обобщенные производные , ,  су-
ществуют и удовлетворяют неравенствам

(10)

(11)

В любой замкнутой области, лежащей внутри
, функция w и ее производные, входящие в уравне-

ние (4), удовлетворяют условию Гёльдера.
Т е о р е м а  2. Задача (4), (5) в области  мо-

жет иметь лишь одно неотрицательное решение ,
обладающее следующими свойствами:  непрерыв-
на в ; , ,  непрерывны во внутренних точ-
ках ;  при ;  непрерывна по  при

.
Т е о р е м а  3. Пусть  и функции ,

, , ,  ограничены при .
Тогда задача (1), (2) в области , при X, зависящем
от  и , имеет решение u, , которое обладает
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следующими свойствами:  при  и ;

функции ,  ограничены и непрерывны в ;

 при  и ;  при ,

;  при ;  при

; , ,  ограничены и непрерывны в ; 
непрерывна в  по  при ;  непрерывна по x и
y внутри D;  ограничена в ;  ограничена в 

при ограниченных y;  и  непрерывны в ; 

непрерывна в  по y; имеют место оценки

где  – решение задачи (8), (9).

Т е о р е м а  4. Пусть ,  – решение задачи (1),
(2) такое, что: производные , , , , , 

непрерывны в D;  и  непрерывны в ; 

при , ;  при ;  при

; , ux непрерывны по  при ;

.

Тогда ,  – единственное решение задачи (1),
(2) с указанными свойствами.

Предполагаем далее, что имеют место следую-
щие асимптотики:

(12)

где ; ; ; ,
; ;
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Эти предположения выполняются, в частно-
сти, когда производная порядка  функции

 и производная порядка  функции 
ограничены.

Рассмотрим семейство задач

(13)

(14)

Здесь  – решение задачи (8), (9).
Т е о р е м а  5. Предположим, что для  и

 имеем представления (12) при . Тогда для
решения  задачи (4), (5) справедливо асимп-
тотическое разложение вида

(15)

при , где ,  – решения задачи (13),
(14);  – решение уравнения (8) с условиями (9); C13 –
положительная постоянная.

Т е о р е м а  6. Предположим, что имеют место
равенства (12) при . Тогда для решения ,  за-
дачи (1), (2) справедлива оценка

(16)

где ,  – решения задачи (13), (14).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАНИЯ
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Теоремы 1 и 2 могут быть доказаны с примене-
нием методов работы [4] (см. также [14]). Доказа-
тельство теоремы 1 проводится методом прямых,
т.е. в уравнении задачи (6), (7) мы заменяем 
разностным соотношением и получаем систему
обыкновенных дифференциальных уравнений,
для которой доказываем теорему существования
и затем с помощью предельного перехода доказы-
ваем существование решения исходного уравне-
ния.
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Для любой функции  введем обозначе-
ние

Уравнения (6) с условиями (7) заменим систе-
мой дифференциальных уравнений

с граничными условиями

Доказательство существования решения зада-
чи (6), (7) основано на следующих леммах, дока-
занных в [14]. Далее через  и  будем обозна-
чать положительные постоянные, не зависящие
от .

Л е м м а  1. Задача (6), (7) имеет решение ,
, которое непрерывно при 

и бесконечно дифференцируемо при  < 1, если
 при  и V, ,  ограничены при

. Для этого решения справедлива оценка

при , где , , ,
.

Л е м м а  2. Задача (8), (9) имеет решение со сле-
дующими свойствами:
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З а м е ч а н и е  1. Задача (8), (9) является зада-
чей (6), (7) при .

Л е м м а  3. Предположим, что V(x) = a + ,
, и функции , , 

ограничены при . Тогда при ,
где X зависит от , , для решения  за-
дачи (6), (7) имеют место неравенства

где  – решение задачи (8), (9).
Далее для обоснования предельного перехода

в задаче (6), (7) при  оцениваются величины

равномерно по .
Л е м м а  4. Пусть выполнены предположения

леммы 3; кроме того,  и  ограничены.
Тогда при достаточно малом X и  реше-

ния  задачи (6), (7) удовлетворяют неравен-
ствам

где  – решение задачи (8), (9).
Обращая преобразование переменных (3), что

возможно в силу свойств решения задачи (4), (5),
получаем основной результат о существовании и
единственности классического решения задачи
(1), (2) в смысле данного нами определения.

4. АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЯ

В этом разделе доказаны теоремы 5 и 6. Задача
(1), (2) решена в предположении, что  и 
допускают асимптотическое представление при

 до слагаемых не ниже первого порядка по
x. При этом полученные оценки функций  и

 дают возможность найти главный член
асимптотики этих функций при . Если из-
вестны асимптотические при  разложения
функций  и  с любым числом членов, то
возможно получить асимптотическое разложение
функции  до слагаемых любого порядка по

 и оценить остаточный член разложения.
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Предположим, что имеют место асимптотиче-
ские разложения (12) и воспользуемся утвержде-
ниями из [14].

Л е м м а  5. Задача для уравнения

с граничными условиями

ηη η ηη

ρ ηη ρη
ρ+ + ρ+
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ρ ρ
ρ+ ρ+

ρ≠ ρ≠
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+ ν + η − + −

− η + − η ρ
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где  – решение задачи (8), (9), имеет решение,
удовлетворяющее неравенствам

где , ,  – положительные постоянные,
, а  задана формулой (17).

Л е м м а  6. Пусть имеют место асимптотиче-
ские разложения (12). Тогда для решения  за-
дачи (4), (5) справедливы оценки

при , где  – решение задачи (8), (9);
 – решение системы (13), с условиями

(14); положительные постоянные , ,  зави-
сят от U(x), .

0Y

η ηη≤ − η σ ≤ σ ≤0(1 ) , , ,m m m m m mY N Y C Y Y R

mN mC mR
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Рис. 1. Конфузор. Предполагается, что  > 1.

x

U0

U(x) ~ xm

�

ϕ
π − ϕ

=
2

m

Рис. 2. Клин. Предполагается, что .

x
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U(x) ~ xm
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ϕ
π − ϕ

= < 1
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m
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  5. Пусть
. По лемме 6 имеем

Отсюда легко следует (15). Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6. Доказа-
тельство теоремы вытекает непосредственно из
теоремы 5 и определения функции w.

Из неравенства (16) вытекает, в частности,
следующая оценка:

(18)

Из (18) вытекает асимптотическое разложение

Поскольку касательная составляющая τ на-
пряжения вязкого трения на поверхности обтека-
емого тела равна , имеем

для любого целого положительного q. Теорема
доказана.

5. КОММЕНТАРИИ

Отметим, что результаты работы остаются вер-
ными не только для конфузора (тупой угол , см.
рис. 1), но и для клина, когда угол  является ост-
рым, см. рис. 2.

При этом скорость в пограничном слое в
окрестности острия клина имеет степенной ха-
рактер , где m < 1.
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ON THE BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF THE PRANDTL’S SYSTEM 
FOR A VISCOUS MHD ENVIRONMENT O.A. LADYZHENSKAYA 

AT FLOWING A CONFUSER
R. R. Bulatova

Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The article proves existence and uniqueness theorems for solutions of the Prandtl system of equations for a
viscous medium O.A. Ladyzhenskaya. We also obtained asymptotic expansions of solutions depending on the
speed of the external f low and the behavior of the injection – suction function.

Keywords: Prandtl’s boundary layer, Ladyzhenskaya rheological law, confusor, asymptotics of solutions
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В работе [1], а также в монографии [2] изучен
класс функций , голоморфных в угловой
области

и таких, что

В [1, 2] установлено, что снабженное соответству-
ющей нормой  является гильбертовым
пространством и для него доказана теорема типа
Пэли–Винера.

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство, A – самосопряженный положитель-
ный оператор  ( ), действующий в
пространстве H, имеющий компактный обратный.
Через (⋅, ⋅) и ||⋅|| обозначим скалярное произведение и
норму в пространстве H соответственно.

В предлагаемой работе изучены классы
 и  функций со значениями в
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этом класс  состоит из вектор-функций,
для которых

а класс  из вектор-функций, для кото-
рых

Превратим область определения  опера-
тора   в гильбертово пространство ,

введя на норму , эквивалентную норме

графика оператора . Условимся в дальнейшем
называть функцией (без добавления слова “век-
тор”) функцию со значениями в пространстве ,
а функцию со значениями в  называть скаляр-
ной или числовой функцией.

Обозначим через  пространство
(классов) функций со значениями в H, измери-
мых относительно меры Лебега dt на полуоси
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Через  обозначим пространство Со-
болева функций на полуоси  со зна-
чениями в пространстве H, снабженное нормой

Подробнее о пространствах  см. мо-
нографию [3, гл. 1]. Для n = 0 полагаем

, H). Будем полагать в дальней-

шем  .

1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВ 
, 

Укажем основные свойства пространства
.

П р е д л о ж е н и е  1. Для функции f(τ) ∈
∈  существуют граничные значения

 такие, что

Т е о р е м а  1. 10 Класс функций  с нор-
мой

является банаховым пространством.

20. Класс функций  со скалярным про-
изведением

является гильбертовым пространством.

30. Если  – произвольная функция из класса
 и

то справедливы неравенства
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Приведем теорему, являющуюся аналогом
теоремы Пэли–Винера для пространства ,
H).

Т е о р е м а  2. Пусть  Справедливы
следующие утверждения:

10. Класс функций  совпадает с
множеством функций, допускающих представле-
ние

(1)

.

20. В представлении (1) для каждой фикси-
рованной функции , H) функция

, H) единственна, и справедлива форму-
ла обращения

(2)

30. Если функция  предста-
вима функцией  по формуле (1),
то справедливы неравенства

(3)

Перейдем к рассмотрению и изучению анало-
гов пространств Соболева  функций,
голоморфных в угле .

Условимся в дальнейшем обозначать через 

производную функции u(τ) в смысле функций ком-
плексного переменного. Класс функций 
совпадает с классом функций, голоморфных в угле

, таких, что

В нижеследующей лемме приведен аналог теоре-
мы о промежуточных производных, широко из-
вестной для пространств  (см. [3, с. 29]).

Л е м м а  1. Пусть функция 
Тогда
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П р е д л о ж е н и е  2. Для функции ,

An) существуют граничные значения 

из класса  такие, что

Т е о р е м а  3. 10. Класс функций  с
нормой

является банаховым пространством.

20. Класс функций  со скалярным про-
изведением

является гильбертовым пространством.

30. Для произвольной функции 
справедливы неравенства

где

Приведем вариант теоремы о следах для про-
странства .

Т е о р е м а  4. Пусть функция .
Тогда в смысле нормы пространства H равномерно
относительно  таких, что , суще-
ствуют пределы

Уместно отметить, что теоремы 3 и 4, а также
предложение 2 приведены в статье [4]. Полные по-
дробные доказательства сформулированных утвер-
ждений о пространствах  и 
приведены в депонированной работе [5].
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2. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 
НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В ПРОСТРАНСТВЕ 

Рассмотрим начальную задачу для интегро-
дифференциального уравнения вида

(4)

(5)

где A – самосопряженный положительный опера-
тор, действующий в сепарабельном гильбертовом
пространстве H, имеющий компактный обратный.
Ядро K(τ) принадлежит пространству Харди 
(см. [7]), правая часть , вектор

. Отметим, что в интегро-дифференци-
альном уравнении (4) в интегральном слагаемом
интегрирование проводится по отрезку, соединя-
ющему начало координат и точку . Однако в
силу регулярности функций K(τ), u(τ) интеграл
можно брать по любому спрямляемому кусочно-
гладкому контуру, соединяющему точки 0 и  ле-
жащему в области .

Основным результатом является теорема о
разрешимости задачи (4)–(5) в пространстве

.
Т е о р е м а  5. Пусть ядро K(τ) принадлежит

пространству Харди  и его преобразование
Лапласа  удовлетворяет оценке

(6)

где  вектор-функция f(τ) ∈

∈ , H), вектор  Тогда существует

единственное решение  задачи (4)–
(5), удовлетворяющее оценке

(7)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции
f(τ) и вектора .

С л е д с т в и е  1. Пусть выполнены условия тео-
ремы 5 и ядро  Тогда существует един-

ственное решение  задачи (4), (5),
удовлетворяющее неравенству (6).

Изложим далее идею доказательства теоремы 5.
Рассмотрим преобразование Лапласа  силь-
ного решения u(τ) уравнения (4) с нулевыми на-
чальными данными , которое имеет вид
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Здесь оператор-функция  является симво-
лом уравнения (4) и представима в виде

где  – преобразование Лапласа ядра , I –
единичный оператор в пространстве H.

Для доказательства теоремы 5, согласно теоре-
ме 2 (Пэли–Винера), достаточно показать, что
вектор-функции  и  принадлежат про-
странству , а также получить их
оценки. С этой целью мы устанавливаем, что опе-
ратор-функция  является голоморфной и
допускает следующие оценки в области  =

= :

(8)

В свою очередь, для получения оценок (8) ис-
пользуется представление

(9)
и оценки

(10)

(11)

а также неравенство

вытекающее из неравенств (6), (10), (11) и пред-
ставления (9).

На основании оценок (8), (10), а также того,
что вектор-функция  принадлежит про-
странству , приходим к тому, что
вектор-функции  и  принадлежат про-
странству . Таким образом, опира-
ясь на теорему 2 (Пэли–Винера), мы получим,

что вектор-функции  и  принадлежат

пространству  и удовлетворяют нера-
венствам

(12)
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Наконец из неравнств (12) и (13) вытекает
оценка

(14)

где . Далее, случай неоднородных
начальных данных  стандартным образом
сводится к задаче с однородными начальными
данными и новой правой частью уравнения (4)

, где

с последующей оценкой вектор-функции h(τ).
З а м е ч а н и е  1. Хорошо известно, что реше-

ние начально-краевой задачи для однородного
уравнения теплопроводности при естественных
предположениях о начальных данных допускает
аналитическое продолжение по временной пере-
менной t в угловую область комплексной плоско-
сти. С этим тесно связана теория аналитических
полугрупп операторов (см., например, моногра-
фии [6, 8–10]).

В утверждении следствия теоремы 5 установлена
не только аналитичность решения абстрактного па-
раболического уравнения, но и получена оценка (7)
в гильбертовых пространствах , ,
что является значительно более глубоким резуль-
татом, нежели результат об аналитичности (голо-
морфности) решения.

Из доказанной теоремы 5 также немедленно
вытекает утверждение для , т.е. для случая,
когда задача (4), (5) рассматривается на полуоси

, а не в угловой области . При этом простран-
ство  переходит в пространство ,
а пространство  в пространство Соболе-

ва .
Уместно отметить, что приведенная теорема 5

тесно связана с теоремой 2.1 из работы [11], а так-
же теоремой 3.2.3 из монографии [12]. В указан-
ных теоремах установлена корректная разреши-
мость начальной задачи для интегро-дифферен-
циального уравнения, близкого уравнению (4), в
весовых пространствах Соболева .

З а м е ч а н и е  2. Существенное отличие при-
веденной теоремы 5 от результатов о разрешимо-
сти в традиционных пространствах Соболева

, ранее установленных в работах [11,
12], состоит в том, что мы приводим оценки пре-
образования Лапласа решения  в области

, а не в правой полуплоскости. При этом су-
щественно использовалась теорема 2 (аналог тео-
ремы Пэли–Винера) для угловых областей  и
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, в то время как в предшествующих работах
использовалась традиционная теорема Пэли–
Винера.

Отметим, что ряд утверждений о разрешимо-
сти интегро-дифференциальных уравнений с
операторными коэффициентами в простран-
ствах Соболева  приведен в обзорной
статье [13].

Ряд глубоких результатов о разрешимости эл-
липтических функционально-дифференциаль-
ных уравнений в пространствах Соболева приве-
ден в работе [14].
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В работе исследуется поведение функции распределения биномиальной случайной величины с па-
раметрами n и  в точке b – 1 при натуральных  и . Полученные результаты име-
ют непосредственное следствие в широко известной задаче о малых отклонениях сумм независи-
мых случайных величин от их математического ожидания. Кроме того, мы ответили на вопрос о мо-
нотонности функции Рамануджана для биномиального распределения, который сформулировали в
своей работе Джогдео и Самуэльс в 1968 г.
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1. ПУАССОНОВСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
И ЗАДАЧА РАМАНУДЖАНА

Пусть  – натуральное число. Разложим rb

в ряд Тэйлора: . Зададимся вопросом:

каково наименьшее натуральное μ такое, что

? Ответ на этот вопрос хорошо изве-

стен.

Пусть  – неотрицательная целочисленная слу-
чайная величина. Медианой  называется наимень-
шее целое неотрицательное число  такое,

что . Для пуассоновской случайной

величины  с натуральным параметром b извест-
но [1], что , что и является ответом на
поставленный выше вопрос. Но насколько близ-

ка вероятность  к ? Рамануджан выдви-

нул гипотезу [2], что
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Эта гипотеза была доказана независимо Сего в
[3] и Ватсоном в [4]. С тех пор поведение функции

 было хорошо изучено. В 1913 г. в своем письме
Харди Рамануджан выдвинул еще одну гипотезу:

где . Эта гипотеза была подтвер-
ждена лишь в 1995 г. Флажолетом и соавт. [5].
В 2003 г. Алм [6] доказал, что  убывает, а в 2004 г.
Алзер [7] усилил гипотезу Рамануджана:

где

причем указанные границы являются точными.

2. БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
И ЗАДАЧА САМУЭЛЬСА

Пусть  – биномиальная случайная величи-
на с параметрами n и b/n, где  – натуральные
числа. Хорошо известно, что  сходится по рас-
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ВОЛКОВ и др.

пределению к случайной величине  при .
Поэтому естественно ожидать, что описанные в
предыдущем разделе свойства пуассоновского
распределения справедливы и для биномиально-
го распределения при достаточно больших n.
Но можно ли ответить на аналогичные вопросы
при всех ?

Так как  [8], медиана биноми-
альной случайной величины равна .
В 1968 г. Джогдео и Самуэльс [9] рассмотрели ве-
личину, аналогичную той, которую ввел Рама-
нуджан для пуассоновского распределения:

Т е о р е м а  1 (K. Jogdeo, S.M. Samuels, 1968
[9]).  убывает при ,  при .

Более того, для всех  справедливо ;

при  справедливо ; zb, 2b =

= .

Они также заметили, что  для всех
достаточно больших n, но не смогли уточнить
этот результат.

Рассмотрим теперь биномиальную случайную

величину  с параметрами n и , где  –

натуральные числа и . Обозначим
. Исследование монотонности

 по b мотивировано широко известной зада-
чей о неравенстве малых отклонений, поставлен-
ной Самуэльсом [10], которая может быть сфор-
мулирована следующим образом: найти минимум

 по всем множествам
независимых неотрицательных случайных вели-
чин  с одинаковым математическим
ожиданием, равным 1. Эта задача до сих пор не
решена. Тем не менее известно, что оптимальны-
ми случайными величинами являются величины,
принимающие два значения с вероятностью 1
(как говорится, с двумя атомами). Если мы далее
ограничимся одинаково распределенными случай-
ными величинами с двумя атомами, то сведем ис-
ходную задачу к анализу монотонности  по b.

Из упомянутого результата Сего и Ватсона сле-
дует, что  возрастает. Так как  =
= P(ηb < b), то при достаточно больших n справед-
ливо . С другой стороны, например,
при  и  выполнено .
Таким образом, с ростом n монотонность 
(как функции от b) меняется.
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3. НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Нам удалось решить задачу, поставленную

Джогдео и Самуэльсом о монотонности  по .
Т е о р е м а  2. Пусть . Существует такое

, что при всех  справедливо следующее.

1. Если , то

;

2. Если либо , либо b <

< , то .

Кроме того, мы исследовали функцию  на
монотонность по b.

Т е о р е м а  3. Справедливы следующие утвер-
ждения:

1. Если , то . Если
, то ;

2. При всех  справедливо ;
3. Если  и , то .
К сожалению, исчерпывающий результат уда-

лось получить лишь для c = 0 и c = 1. Тем не менее
мы нашли асимптотическое значение порога, по-
сле которого меняется монотонность.

Т е о р е м а  4. Для всех положительных δ, , до-
статочно больших  и целых  справедливо
следующее:

1. Если , то ;

2. Если , то .

Заметим, что из теоремы 3 вытекает следствие
в задаче о малых отклонениях при . Пусть

, . Пусть b – целое число такое, что

. Тогда P(ξ1 + ... + ξn <

< , где  – независимые оди-
наково распределенные случайные величины со
средним 1, и равенство выполняется тогда и толь-

ко тогда, когда  и . Аналогичные

утверждения можно было бы сформулировать для
любого , если бы удалось асимптотиче-
ский результат в теореме 4 сделать точным.

4. -ФУНКЦИЯ

Напомним, что . Доказа-

тельства приведенных в предыдущем разделе
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утверждений опираются на следующие получен-
ные нами удобные выражения для 
и .

У т в е р ж д е н и е  1. Для всех натуральных
 и  справедливы равенства

Анализ этих выражений сводится к исследова-
нию поведения функции  на

. Ее поведение удается иссле-

довать, используя формулу Тейлора (достаточно
разложить до пятого члена) с остаточным членом
в форме Лагранжа и следующее удобное пред-
ставление производных от функции g:
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We study a behaviour of the value of cumulative distribution function of a binomial random variable with pa-
rameters n and  at point b – 1 for positive integers  and real . Our results can be ap-
plied directly to the well known problem about small deviations of sums of independents random variables
from their expectations. Moreover, we give an answer to a question about the monotonicity of the Ramanujan
function for the binomial distribution posed by Jogdeo and Samuels in 1968.
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Изучается сходимость по вероятности итераций независимых случайных квантовых динамических
полугрупп к марковскому процессу, описывающему эволюцию открытой квантовой системы. Ста-
тистические свойства динамики открытых квантовых систем со случайными генераторами марков-
ской эволюции описываются на языке закона больших чисел для операторнозначных случайных
процессов. Для композиций независимых случайных вполне положительных полугрупп установле-
на сходимость математических ожиданий к полугруппе преобразований, порождаемой уравнением
Горини–Коссаковского–Сударшана–Линдблада. При этом устанавливается сходимость по веро-
ятности последовательности операторнозначных функций, значениями которых являются опера-
торы, не обладающие свойством безграничной делимости, к операторнозначной функции, значе-
ния которой представляют собой безгранично делимые операторы.

Ключевые слова: случайный линейный оператор, случайная операторнозначная функция, оператор-
нозначный случайный процесс, закон больших чисел, открытые квантовые системы, марковские
процессы, уравнение Горини–Коссаковского–Сударшана–Линдблада
DOI: 10.31857/S2686954322020102

О. Г. Смолянов

Обсуждается сходимость по вероятности итера-
ций независимых случайных квантовых динами-
ческих полугрупп к марковскому процессу, опи-
сывающему эволюцию открытой квантовой систе-
мы. При этом применяются однопараметрические
семейства вполне положительных отображений
алгебры ограниченных линейных операторов в се-
бя, удовлетворяющие уравнению Горини–Косса-
ковского–Сударшана–Линдблада (ГКСЛ) [1–3].
В сообщении исследуются асимптотические свой-
ства последовательности композиций независи-
мых случайных вполне положительных преобра-
зований алгебры  линейных операторов,
действующих в конечномерном комплексном

+( )H

гильбертовом пространстве H. При получении
перечисленных результатов используется разви-
тый в работах [4, 5] подход к общей теории слу-
чайных полугрупп.

Статистические свойства динамики открытых
квантовых систем со случайными генераторами
марковской эволюции рассматривались в работах
[6, 7]. В предлагаемом в сообщении подходе такие
свойства описываются на языке закона больших
чисел для операторнозначных случайных процес-
сов. При этом обсуждаются случайные величины
со значениями в пространстве сильно непрерыв-
ных отображений вещественной полуоси в конус
вполне положительных операторов банахова про-
странства . Далее используются термины
и обозначения из книги [8]. Если E – локально вы-
пуклое пространство, то для обозначения множе-
ства линейных непрерывных отображение из E в E
будет использоваться символ  (вместо символа

). В частности, линейное пространство ли-
нейных непрерывных отображений из  в 
будет обозначаться символом .

Для случайных вполне положительных полу-
групп установлена сходимость математических
ожиданий к полугруппе отображений, порождае-
мой уравнением ГКСЛ. При этом устанавливает-
ся сходимость последовательности оператор-

+ +( ( ))H

+( )E
+( , )E E

+( )E +( )E
+ +( ( ))E
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нозначных функций, значениями которых явля-
ются операторы, не обладающие свойством
безграничной делимости, к операторнозначной
функции, значениями которой служат безгранич-
но делимые операторы.

Отметим, что близкая к тематике настоящего со-
общения проблема сходимости по распределению
последовательности произведений независимых
случайных матриц была исследована в работе [9].
Однако рассматриваемая в сообщении постановка
задачи и полученные результаты значительно отли-
чаются от результатов [9]. А именно, теорема 7 [9]
представляет закон больших чисел, утверждающий
сходимость по распределению последовательности
произведений случайных матриц к детерминиро-
ванной предельной матрице. В то время как закон
больших чисел в настоящем сообщении устанав-
ливает сходимость по вероятности последова-
тельности случайных композиций к предельной
полугруппе и позволяет дать оценку вероятности
отклонения в форме неравенства Чебышева [4].

Отметим, что условия, накладываемые в на-
стоящем сообщении на случайные полугруппы,
существенно отличаются от условий, используе-
мых в работах [4, 10]. При этом систематически
применяется предложенный в [11] комбинатор-
ный подход.

1. КВАНТОВЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ 
ПОЛУГРУППЫ

Всюду далее , где . Из конечно-
мерности пространства  вытекает, что любые
две нормы в каждом из встречающихся далее тен-
зорных произведениях эквивалентны, и что эти
тензорные произведения полны относительно
топологий, задаваемых каждой из этих норм.

Пусть далее  – банахово пространство ли-
нейных операторов, действующих в пространстве
H, наделенное стандартной операторной нормой;

 – банахово пространство линейных отоб-
ражений пространства  в себя, снабженное
стандартной операторной нормой. Напомним, что
элемент  называется положительным,
если  для любого  такого, что

.
Элемент  называется вполне по-

ложительным отображением пространства 
в себя (см. [12]), если линейный оператор ,
действующий в алгебре  по правилу

является положительным в алгебре операторов
, где  – алгебра d × d матриц над

полем комплексных чисел.

C= dH ∈ Nd
H

+( )H

+ +( ( ))H
+( )H

∈A + +( ( ))H
≥A X( ) 0 ∈X +( )H

≥X 0
∈A + +( ( ))H

+( )H
⊗Id A

⊗} +( )d H

⊗ ⊗ ⊗ ∀ ∈
∀ ∈

}

+

( ) = ( ) ,
( ),

d

H
Id A M X M A X M

X

⊗} +( )d H } d

Т е о р е м а  [13]. Если , то A явля-
ется вполне положительным тогда и только тогда,
когда существует набор операторов

Непосредственно проверяется, что справедли-
вы следующие леммы.

Л е м м а  1. Сумма двух вполне положительных
отображений является вполне положительным
отображением.

Л е м м а  2. Композиция двух вполне положи-
тельных отображений является вполне положи-
тельным отображением.

Напомним, что квантовым каналом в про-
странстве наблюдаемых называется линейное
вполне положительное отображение простран-
ства  в себя, сохраняющие единичный опе-
ратор . Однопараметрическая непрерыв-
ная полугруппа квантовых каналов в алгебре ли-
нейных операторов  называется квантовой
динамической полугруппой.

Т е о р е м а  (Теорема Горини–Коссаковско-
го–Сударшана–Линдблада) [14, 15]. Генератор 
всякой однопараметрической равномерно непре-
рывной полугруппы , , вполне положи-
тельных отображений пространства  в себя
задается равенством

(1)

где ,  – набор из не более

чем d2 – 1 операторов из алгебры  и H = .

2. СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛУГРУППЫ
Генератор квантовой динамической полугруп-

пы  является случайным, если в (1) операторы
La и H являются случайными величинами со зна-
чениями в алгебре матриц . Случайной вели-
чиной со значениями в пространстве линейных
отображений пространства  в себя назы-
вается измеримое отображение вероятностного
пространства  в пространство ,
наделенное слабой операторной топологией (в
случае конечномерного пространства H совпада-
ющей с топологией операторной нормы). Компо-
зиции случайных ортогональных преобразований
конечномерных евклидовых пространств иссле-
дованы в [17].

Ставится задача исследовать свойства компо-
зиций независимых случайных процессов со зна-

∈A + +( ( ))H

A

∈
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чениями в конусе  вполне положитель-
ных отображений пространства .

Множество равномерно непрерывных кванто-
вых динамических полугрупп, действующих в бана-
ховой алгебре , обозначим через .
Между множеством , наделенным то-
пологией равномерной на каждом отрезке сходи-
мости в пространстве линейных операторов, и
множеством  генераторов непрерыв-
ных квантовых динамических полугрупп, наде-
ленном топологией операторной нормы, в силу
теорем Хилле–Иосиды и Линдблада существует
биекция. Заметим, что равномерная непрерыв-
ность вытекает из непрерывности в нашем слу-
чае.

Пусть , , – случайная квантовая дина-
мическая полугруппа в алгебре , заданная на
вероятностном пространстве , т.е. :

 – -измеримое отображение со зна-
чениями в . Средним значением слу-
чайной полугруппы , , является ее матема-
тическое ожидание , определяемое ра-
венством

Если Φt, , – случайная квантовая динами-
ческая полугруппа в алгебре , то ее матема-
тическое ожидание представляет собой однопа-
раметрическое семейство вполне положительных
отображений, которое может не являться однопа-
раметрической полугруппой. Однако для широкого
класса случайных квантовых динамических полу-
групп математическое ожидание , , эк-
вивалентно по Чернову полугруппе с усредненным
генератором. Напомним, что операторнозначная
функция :  называется эквива-
лентной по Чернову полугруппе , , линей-
ных преобразований пространства X, если для каж-
дого  и каждого  выполняется равенство

 = 0.

Теорема Чернова (см. [16]) предоставляет до-
статочные условия эквивалентности по Чернову
математического ожидания , , и полу-
группы , .

Т е о р е м а  1. Пусть , , – случайная рав-
номерно непрерывная квантовая динамическая по-
лугруппа в алгебре , а  – ее случайный ге-
нератор, принимающий значения в шаре некоторого
радиуса  пространства . Тогда если

, то математическое ожидание ,

+ +( ( ))CPH
+( )H

+( )H +( ( ))QDS H
+( ( ))QDS H

+( ( ))QDG H

Φt ≥ 0t
+( )H

Ω ^( , , )P ≥Φ 0( )t t

ω ≥ω → φ , 0( )t t ^

+( ( ))QDS H
Φt ≥ 0t

≥Φ 0M[( ) ]t t

ω
Ω

Φ φ ω ≥ ,M[( )] = ( ), 0.t t P d t

≥ 0t
+( )H

ΦM[( )]t ≥ 0t

F +∞ → +[0, ) ( )X
U( )t ≥ 0t

∈x X > 0T

( )( )→∞ ∈

  −  
  [0, ]

( )suplim
n

n t T X

tF U t x
n

ΦM[( )]t ≥ 0t
( )Φexp M[ '(0)]t ≥ 0t

Φt ≥ 0t

+ +( ( ))H G

ρ > 0 + +( ( ))H

Ω

= ωG G ( )P d ΦM[( )]t

, эквивалентно по Чернову полугруппе ,
.

Достаточно проверить условия теоремы Чер-
нова. Поскольку операторнозначные функции

, , при каждом  непрерывны, удовле-
творяют оценке , , прини-
мают значения в конусе , сохраняют
единичный оператор и удовлетворяют условию

, то всеми этими свойствами обладает и

операторнозначная функция F(t) = ,

. При каждом  справедливо равенство
, где ,

. Следовательно, F(t) = Id +  + r(t),

где , потому существует произ-

водная , причем .
Значит, все условия теоремы Чернова выполне-
ны, что и доказывает теорему 1.

3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Пусть A – случайная величина со значениями
в банаховом пространстве  линей-
ных операторов, действующих в банаховой алгебре

, определяемая как слабо измеримое отобра-
жение вероятностного пространства  в
пространство . Слабая измеримость отображе-
ния :  (т.е. измеримость функций 
при любых , ) в случае ко-
нечномерного пространства H равносильна изме-
римости отображения в банахово пространство 
и влечет измеримость вещественнозначной слу-
чайной величины .

Т е о р е м а  2. Пусть U – действующая в про-
странстве  случайная квантовая динамиче-
ская полугруппа, случайный генератор A которой
принимает значение в некотором шаре банахова
пространства . Пусть  – последова-
тельность независимых одинаково распределенных
случайных полугрупп, распределение каждой из ко-
торых совпадает с распределением U. Тогда после-
довательность

(2)

композиций случайных полугрупп сходится по вероятно-
сти к однопараметрической полугруппе ,

: для любых , T > 0, и  выполня-
ется равенство

≥ 0t Gexp( )t
≥ 0t

ωφ ,t ≥ 0t ω ∈ Ω
ωφ ≤ ρ

+ +, ( ( )) exp( )t H t ≥ 0t
+ +( ( ( )))CPH

ωφ0, = Id

ω
Ω

φ ω , ( )t P d
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ω ωφ = + + ωG, Id ( , )t t r t ω ≤ ρ
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Докажем теорему 2. Случайная величина A,
принимающая значения в шаре некоторого ради-
уса  банахова пространства , имеет матема-
тическое ожидание .

При каждом  оператор  является
случайной величиной со значениями в шаре ра-
диуса  пространства . Следовательно,
функция F:  определена равенством F(t) =
= . Согласно теореме 1

[10], функция F является непрерывным в сильной
операторной топологии отображением 
(согласно конечномерности пространства  отоб-
ражение непрерывно и в топологии нормы).

При каждом  и каждом  в силу теоре-
мы Лагранжа о среднем (см. 4.6.4 в [8]) имеют ме-
сто оценки

(3)

Из теоремы 1 следует, что справедливо равен-

ство .

Аналог закона больших чисел для композиции
случайных полугрупп (2) устанавливается с помо-
щью операторного аналога неравенства Чебыше-
ва [4, 11], для получения которого вводится опера-
торнозначная дисперсия случайного оператора.
Воспользовавшись конечномерностью про-
странств  и , выберем в пространствe 
эквивалентную норме  норму  про-
странства операторов Гильберта–Шмидта, пре-
вращающую  в гильбертово пространство.
Символом  обозначим линейное простран-
ство , наделенное нормой Гильберта–Шмидта.
Тогда  и 
при каждом  и каждом . Поскольку про-
странство  является гильбертовым, то для
композиций случайных операторов со значения-
ми в наделенном сильной операторной топологи-
ей пространстве  применим подход,
предложенный в [4, 11]. Определим дисперсию
случайной операторнозначной функции (2) ра-
венством

Для оценки дисперсии случайной композиции
Wn введем следующее случайное отклонение от ма-
тематического ожидания. При каждом  поло-
жим , . Тогда M[Vk(t)] = 0

, , и в силу (3) при каждом  с
вероятностью 1 выполнена оценка

(4)

ρ > 0 L
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( ) ( ) ( ) 2 exp( ).k kt t F t t t

В силу (2) при каждом  справедливо ра-
венство

Следовательно,

(5)

Произведение 2n биномов в (5) содержит 
различных слагаемых. Поскольку математиче-
ское ожидание любой из случайных величин

 равно нулю, то ненулевой вклад в матема-

тическое ожидание суммы из  слагаемых вносят
только такие слагаемые, в которых набор сомножи-
телей из Vj совпадает с набором сомножителей из

. Поэтому при каждом  справедливо равен-
ство

Следовательно, для дисперсии случайной опе-
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венство

∈ Nn

( ) ( )( ) ( ) ( )( )+ +

≥

� � 1( ) = ... ,

0.

n n
t t t tt
n n n n

t

W F V F V

( )( ) ( )( ) ( )) ( )( )− −
+ +

1

=1
( ) =

nn j n j

n j
j

t t t tt V
n n n n

W F F F

( )( ) ( )) ( )( ) ( )) ( )( )− − − −

≤ ≤
+ +

1 1

1 <

j k j n k

j k
j k n

t t t t tV V
n n n n n

F F F

( ) ( )+ + ≥� � 1... ... , 0;n
t t t
n n

V V

( )( +*( ) ( ) = *n n
tt t
n

W W F

( )) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

+ + ×

× + +

� �

� �

1

1

* *... *

... .

n

n

t t t
n n n

t t t t
n n n n

V F V

F V F V

22 n

( )V j
t
n

22 n

V*
k ≥ 0t

( )( ) ( )( ) +*M ( ) ( ) = *
n n

n n
t tt t
n n

W W F F

( )( ) ( )) ( )( )
( )) ( ) ( )( )

− −

− −

+ ×

× +


1

=1
1

*M * *
n n j j

j
j

j n j

j

t t t
n n n

t t tV
n n n

F V F

F F

( )( ) ( ))
( )( ) ( )) ( )( )

−

≤ ≤
− − −

+ ×

×



�

1 <
1 1

*M *

** *

n k

k
j k n

k j j

j

t t
n n

t t t
n n n

F V

F V F

( )( ) ( )) ( )( ) ( )) ( )( )− − − −
+ +�

1 1

...
j k j n k

j k
t t t t t
n n n n n

F V F V F

( ) ( ) ( ) ( )+ � � � �1 1
* *M ... ... .n n

t t t t
n n n n

V V V V

W ( )n t



52

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 503  2022

ГОФ и др.

(6)

Поскольку , то в силу оценки (4)

справедливо неравенство

Оценивая таким же образом оставшиеся слагае-
мые в формуле (6), в силу (3) и (4) получим оценку

Согласно формуле Тейлора найдется число
 такое, что

Следовательно, для каждого T > 0 существует

такое число  > 0, что 

при всех . Тогда согласно неравенству Чебы-
шева для операторнозначных случайных величин
(см. лемму 1 в [4]), для любых T > 0 и 
справедливо неравенство

(7)

В силу независимости случайных генераторов

имеем . Согласно теореме 1,
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для любых  и T > 0. В силу эквивалент-
ности норм  и  неравенство (7) дока-
зывает утверждение теоремы 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При построении вероятностных моделей для
описания рисков в страховой и финансовой сфе-
рах, природных явлений и катастроф, а также
данных из других областей правильное оценива-
ние хвостов распределений часто имеет опреде-
ляющее значение. Основной метод работы с хво-
стами распределений предоставляет стохастиче-
ская теория экстремумов, которая позволяет
построить модель хвоста распределения и экстра-
полировать ее за пределы доступных данных.
Центральным результатом этой теории является
теорема Фишера–Типпета–Гнеденко, или теоре-
ма об экстремальных типах. Пусть  –
последовательность независимых одинаково рас-
пределенных (н.о.р.) случайных величин с функ-
цией распределения (ф.р.) F, а  –
вариационный ряд данной выборки. Теорема
утверждает, что если для некоторых последова-
тельностей констант  и {bn} выполнено

(1)

…1, , nX X

≤ ≤…(1) ( )nX X

{ > 0}na

→∞ →∞

− ≤ + 
 

( )lim = lim ( ) = ( )nn n
n nn n

n

X b
P x F a x b G x

a

для некоторой невырожденной ф.р. G(x), то най-
дутся такие константы a > 0, b и  что  =
= EVγ(x), где

(2)

Если (1) и (2) выполнены для ф.р. F, то говорят,
что F принадлежит области максимального при-
тяжения (о.м.п.) закона , пишем .
Параметр , называемый индексом экстремаль-
ного значения, позволяет разделить распределе-
ния, удовлетворяющие условиям теоремы Фише-
ра–Типпета–Гнеденко, на три класса: класс

, называемый о.м.п. Фреше, класс 
(о.м.п. Вейбулла) и класс γ = 0 (о.м.п. Гумбеля).

По сравнению со статистическим оценивани-
ем, проверке гипотез в статистике экстремальных
значений посвящено не так много работ. Во мно-
гом это вызвано тем, что такие задачи, как оцени-
вание высоких квантилей и вероятностей редких
событий, можно решить без применения аппара-
та проверки гипотез для большого числа распре-
делений, встречающихся на практике. А именно,
метод заключается в оценивании параметров од-
ной из общих моделей хвоста распределения, сре-
ди которых наиболее популярной является мо-
дель обобщенного распределения Парето, осно-
ванная на применении теоремы Пикандса–
Балкема–де Хаана, см., например, монографии
[1, 2]. Итак, пусть ф.р. F случайной величины X
удовлетворяет условиям теоремы Фишера–Тип-
пета–Гнеденко, тогда для достаточно большого 

γ, +( )G ax b

− γ

γ
 − + γ + γ γ ≠
 − − ∈ γ

1/exp( (1 ) ), 1 > 0, 0,( ) =
exp( exp( )), , = 0.

x x
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где  – некоторая положительная функция от u и

Если же иследователя интересует распределение
максимума членов выборки, то для его оценива-
ния, как правило, выбирается блочный метод
Гумбеля (см. [1, 2]), основанный на приближении

Подавляющее число работ по проверке гипо-
тез в рамках стохастической теории экстремумов
посвящено проверке гипотез о параметрах упо-
мянутых выше моделей, а также о проверке вы-
полнения условий теоремы Фишера–Типпета–
Гнеденко, см. обзоры [3, 4]. Данные модели пока-
зывают хорошее качество для распределений из
о.м.п. Фреше и Вейбулла, однако не так хороши
для анализа хвостов распределений из о.м.п. Гум-
беля. Действительно, вне зависимости от того,
каково поведение хвоста распределения вблизи
правой крайней точки (а в о.м.п. Гумбеля лежат
распределения с таким разным поведением хво-
ста, как логнормальное, экспоненциальное и
нормальное), он оценивается с помощью при-
ближения экспоненциальным распределением в
модели обобщенного распределения Парето и
распределением Гумбеля в блочном методе Гум-
беля. Далее, обе эти модели основаны на теореме
Фишера–Типпета–Гнеденко, а скорость сходи-
мости в ней к распределению Гумбеля может
быть крайне медленной (см. [5]). Кроме того, су-
ществуют распределения, для которых условия
теоремы Фишера–Типпета–Гнеденко не выпол-
няются (например, распределения с супер-тяже-
лыми хвостами), что препятствует применению
описанных методов. Тем самым, возникает по-
требность в расширении арсенала статистиче-
ской теории экстремумов и рассмотрении других
моделей, кроме  и .

В 2000–2010 гг. появилось несколько моделей,
расширивших арсенал методов статистической
теории экстремумов, которые пока не так актив-
но используются практиками. Прежде всего от-
метим модель, предложенную в работе [6]. Следуя
описанию этой модели в работе [7], предполо-
жим, что хвост распределения случайной величи-
ны X (для простоты скажем, что  п.н.) запи-
сывается в виде

(3)
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− γ
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γEV γGP

≥ 1X

←− − ≥1 ( ) = exp( (ln )), 1,F x V x x

где  – обобщенная об-
ратная функция для , где Q, в свою
очередь, равна . При этом предполагается, что
существует такая положительная функция  что
для всех 

где при  правую часть следует понимать как
lnt. Тем самым, V принадлежит классу  де-
тальное описание которого см. в [1]. Заметим, что
в случае  параметр  управляет поведением
хвоста распределения логвейбулловского типа,
т.е. таких функций распределения F, что для всех

 выполнено

Представителями этого класса являются, на-
пример, логнормальное распределение и функ-
ция распределения вида ,
x > 1. В случае, если , то F(x) принадле-
жит о.м.п. Гумбеля, а если θ = 1, то о.м.п. Фреше
(см. теорему 1 в [7]). Оценивание высоких кван-
тилей и вероятностей редких событий в рамках
этой модели можно найти в [6–9].

Еще одним классом распределений из о.м.п.
Гумбеля, заслуживающим внимания, является
класс распределений вейбулловского типа [10, 11].
Будем говорить, что ф.р. F имеет хвост типа Вей-
булла, если существует  такое, что для всех

Его представителями являются такие распределе-
ния, как экспоненциальное, Вейбулла, нормаль-
ное, гамма и многие другие. Модель (3), как и мо-
дели  и , не являются хорошим описанием
для распределений вейбулловского типа, по-
скольку для таких распределений и распределе-
ний с более легкими хвостами параметр  в моде-
ли (3) равен 0. Оценки вероятностей редких собы-
тий и высоких квантилей для распределений
вейбулловского типа предложены в работах [10–
14] и других.

Тем самым, возникает необходимость в разли-
чении моделей хвостов распределений. Если ра-
бот по проверке гипотезы о принадлежности рас-
пределения о.м.п. Гумбеля против альтернативы,
что распределение принадлежит о.м.п. Фреше,
достаточно много (см. обзор таких критериев в [3,
15]), то в литературе обнаруживается почти пол-
ное отсутствие работ по различению распределе-
ний внутри о.м.п. Гумбеля. Здесь можно выде-
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←F
,a

> 0t
θ

→∞

− −
θ

( ) ( ) 1= ,lim
( )x

V tx V x t
a x

θ = 0
θ( )ERV

θ > 0 θ

> 0t

θ

→∞

−
−

1/ln(1 ( ))lim = .
ln(1 ( ))

tx

xx

F e t
F e

θ− − 1/( ) = 1 exp( (ln ) )F x x
θ0 < < 1

θ > 0
> 0t

( )
( )

θ

→∞

−
−

1/ln 1 ( )
= .lim

ln 1 ( )x

F tx
t

F x

γEV γGP

θ



56

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 503  2022

КАНТОНИСТОВА, РОДИОНОВ

лить лишь работу [10], где предложен критерий
проверки гипотезы о том, что распределение име-
ет хвост вейбулловского типа, а также работы [16,
17]. Насколько нам известно, задача проверки ги-
потезы о том, что распределение имеет хвост ло-
гвейбулловского типа, в литературе не рассмат-
ривалась. Наконец, отметим работу [18], в кото-
рой предложен критерий различения двух
разделимых классов хвостов непрерывных рас-
пределений, не требующий принадлежности рас-
пределения какой-либо из областей максималь-
ного притяжения, и работу [19], где доказана при-
менимость этого критерия для распределений,
которые не являются непрерывными.

Однако статистики критериев из упомянутых
работ не являются инвариантными к изменению
параметра сдвига распределения, а относительно
параметра масштаба являются инвариантными
только критерии из работы [10]. Неточности в
определении параметров сдвига и масштаба при
анализе хвостов распределений из о.м.п. Гумбеля
могут привести к серьезным ошибкам в выводах,
поэтому возникает задача построения методов
анализа хвостов распределений, инвариантных
относительно этих параметров. Эта работа посвя-
щена построению критериев различения классов
хвостов распределений, обладающих указанным
свойством.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
С этого момента считаем, что все рассматрива-

емые нами распределения являются непрерыв-
ными и что их правая граничная точка равна .
Пусть  – квантильная
функция F. По аналогии с B-условием из работы
[18] (см. также [19]) введем следующее условие,
необходимое для обоснования асимптотических
свойств критериев этой работы.

О п р е д е л е н и е  1. Скажем, что функции
распределения  и  удовлетворяют условию

 ( -условию), если для некоторого t0 су-
ществует  такое, что для каждого 
выполнено

(4)

Простым примером двух функций распределе-
ния, удовлетворяющих -условию, являются
функции распределения закона Парето  и ,

где  и . Тогда легко
видеть, что дробь в (4) равняется  и по-
этому условие  выполнено при  и

. Следующее определение явля-
ется аналогом понятия -разделимости классов
хвостов распределений из работы [19].

+∞
≥ −( ) = inf{ : ( ) 1 1/ }Fu t x F x t

H G
'( , )B H G 'B

ε ∈ (0, 1) 0>t t

−ε−
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'( , )B G G 0 = 1t
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О п р е д е л е н и е  2. Назовем классы хвостов
распределений A0 и  -разделимыми (справа), ес-
ли существует такая функция распределения , что
хвосты распределений из A0 легче, чем хвост , а
для всех  выполнено условие  для
некоторых (возможно, различных)  и t0 .

В случае если классы  и  -разделимы
функцией распределения F0, пишем, что они

-разделимы (справа).
В случае если хвосты распределений из класса

A0 тяжелее, чем хвосты из класса , то будем го-
ворить, что эти два класса являются -разде-
лимыми (слева), если для некоторой функции
распределения  хвосты распределений из  тя-
желее, чем хвост , а для всех  выполнено
условие  для некоторых (возможно, раз-
личных)  и t0.

Так, несложно показать, что классы хвостов
распределений вейбулловского и логвейбуллов-
ского типа -разделимы (и справа, и слева) по-
средством функции распределения

а классы хвостов распределений логвейбуллов-
ского типа с  и регулярно меняющихся хво-
стов распределений – посредством

2.1. Критерий различения классов хвостов 
распределений, инвариантный относительно 

параметра масштаба
Пусть классы хвостов распределений  и 

-разделимы справа. Предложим следующий
критерий проверки  против альтерна-
тивы , инвариантный относительно
параметра масштаба распределения

где статистика

является модификацией статистики  из работ
[18] и [19], , а  – квантиль уровня

 стандартного нормального распределения.
Легко видеть, что распределение статистики 
не зависит от параметра масштаба распределения

 Если же классы  и  -разделимы сле-
ва, то для проверки  против 
будем использовать следующий критерий:

1A 'B
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Из следующих двух теорем легко вытекает, что
если  лежит либо в о.м.п. Гумбеля, либо в о.м.п.
Фреше, то предложенный критерий асимптоти-
чески имеет уровень значимости  и является со-
стоятельным на альтернативе  соответственно.

Т е о р е м а  1. Пусть  – н.о.р. случай-
ные величины с ф.р. F0. Пусть F0 удовлетворяет
условию фон Мизеса принадлежности  для

 (см. [1])

(5)

Пусть последовательность  такова, что
(6)

Тогда

Заметим, что условию (5) удовлетворяют все
распределения из  с достаточно регуляр-
ным поведением хвоста на бесконечности (и, в
частности, имеющие дифференцируемую функ-
цию плотности в окрестности ), например, та-
кие, как экспоненциальное, нормальное и Паре-
то, см. [1, Remark 1.2.8].

Т е о р е м а  2. Пусть  – н.о.р. случай-
ные величины с ф.р. . Пусть функция распределе-
ния  удовлетворяет условию (5), а последователь-
ность  – условию (6). Если выполнено усло-
вие , то

если же выполнено , то

2.2. Критерий различения классов хвостов 
распределений, инвариантный относительно 

параметров сдвига и масштаба
Критерий, предложенный в предыдущем раз-

деле, как и критерии, упомянутые в конце Введе-
ния, имеют существенный для статистики экс-
тремумов недостаток: они не являются инвари-
антными относительно параметра сдвига, что
может существенно сказаться на области их при-
менения. Целью этого раздела является предло-
жить критерий различения разделимых классов
хвостов распределений, который был бы инвари-
антен не только относительно параметра масшта-
ба, но и параметра сдвига. Для построения крите-
рия введем следующую статистику:
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Обозначим

и положим . Асимптотиче-
ские свойства статистики  установлены в двух
следующих теоремах.

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда

Т е о р е м а  4. Пусть выполнены предположения
теоремы 2. Если выполнено условие , то

если же выполнено условие , то

Как и в предыдущем разделе, рассмотрим два
класса хвостов распределений  и , -раз-
делимых справа. Предложим следующий крите-
рий проверки гипотезы H0:

Этот критерий, очевидно, является инвариант-
ным относительно параметров сдвига и масштаба
по построению статистики . Также, согласно
теоремам 3 и 4, введенный критерий асимптотиче-
ски имеет уровень значимости  и является состоя-
тельным на альтернативе . Критерий различения
классов  и  в случае их -разделимости
слева строится аналогично предыдущему разделу.

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что из теорем 1–4
следует, что элементы классов  и  (кроме функ-
ции распределения  в случае ее принадлежности
классу ) не обязаны принадлежать какой-либо из
областей максимального притяжения.

З а м е ч а н и е  2. По аналогии с работой [20],
теоремы 3, 4 могут быть использованы для по-
строения на основе статистики  общего мето-
да оценивания параметра хвоста рапределения,
инвариантного относительно параметров сдвига
и масштаба. Этот метод может быть использован,
в частности, для оценивания вейбулловского и
логвейбулловского индексов. Мы планируем об-
ратиться к этой задаче в своих будущих исследо-
ваниях.
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We propose two tests to distinguish between separable classes of distribution tails, the first of those is invariant
with respect to the scale parameter and the second is invariant with respect to both location and scale param-
eters. The asymptotical properties of the proposed tests are established. The belonging of distributions to any
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Изучение задач в областях с подвижными гра-
ницами является важным направлением в теории
дифференциальных уравнений с частными про-
изводными, при этом важность изучения этих за-
дач также подчеркивается и многочисленными
приложениями. О задачах Стефана см. работы [1,
2], а также литературу в этих работах.

В настоящей работе рассматривается задача
Стефана, возникающая в теории магнитогидро-
динамического пограничного слоя реологически
сложных сред. Предполагается, что жидкость с
определенными свойствами обтекает пористую
поверхность, через которую происходит инъек-
ция жидкости с иными электромагнитными и
реологическими свойствами (см. рис. 1). При
этом жидкости не смешиваются и их разделяет
некоторая поверхность, на которой возникают
условия сопряжения параметров, определяющих
жидкости. Эта поверхность находится в движе-
нии. Обоснование актуальности подобных задач
с физической точки зрения можно найти, к при-
меру, в работе [3]. Похожая задача магнитогидро-
динамического пограничного слоя с условиями
дифракции для двух жидкостей с различными
реологическими свойствами была рассмотрена в
работе [4]. В работе [5] рассматривалась задача
дифракции с инъекцией дилатантной среды в

пограничный слой (о дилатантной среде см. так-
же [6]).

Слоистые неньютоновские жидкие среды рас-
сматривались в работах [7–9]. Неоднородные не-
ньютоновские жидкости изучались также в [10].
Модификация О.А. Ладыженской пограничного
слоя неньютоновской жидкости изучена в работе
[11]. Магнитная среда с реологическим законом
О.А. Ладыженской исследовалась в [12], а анало-
гичная дилатантная жидкость рассматривалась
в [13].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 

РЕЗУЛЬТАТА

В области , разде-
ленной непрерывной кривой γ = {(x, y): y =
=  на области

∞= {0 < < , 0 < < }D x X y

> ≤ ≤( ) 0,0 }*y x x X

УДК 517.946

МАТЕМАТИКА

1 Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия
*E-mail: kisatov@mail.ru Рис. 1. Инъекция жидкости через мембрану.

EDN: QLJTSZ
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рассматривается краевая задача для уравнений
пограничного слоя. В области D1 рассматривается
система уравнений

(1)

модифицированной электропроводной среды с
реологическим законом О.А. Ладыженской, а в
области D2 – система уравнений

(2)

ньютоновской электропроводной среды.
В уравнениях k – малая положительная посто-

янная, ,  – вязкость соответствующей
жидкости, ,  – плотность среды,  > 0,

 – соответствующая электропроводность,
B(x) – y-компонента вектора магнитной индук-
ции,  – компонента вектора напряженности
электрического поля, ортогональная плоскости
XOY,  – давление.

Соответствующие граничные условия имеют
вид

(3)

где значение  и функции , , ,
 > 0 считаются заданными, причем ,

i = 1, 2. Зададим на кривой  условия сопряжения:

(4)

(5)

∞
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Кривую γ будем считать гладкой линией тока.
В силу этого выполнено

(6)

В задаче (1)–(6) неизвестными являются функ-
ции , , , i = 1, 2. Поскольку гра-
ница γ является неизвестной, то рассматриваемая
задача является задачей типа Стефана.

Давление p(x) можно исключить из уравнений,
выразив через скорость внешнего потока  > 0,
используя соотношение

Введем новые обозначения

и приведем определение обобщенного решения
задачи (1)–(6).

О п р е д е л е н и е  1. Обобщенным решением
задачи (1)–(6) в области D называются функции

, , , , удовлетворяющие
следующим условиям:

1)  положительна при , непрерывна
в замкнутой области , ограничена;  при-
надлежит пространству  и непрерывна по y
при y =0;

2) существуют обобщенные производные ,

, , производная  ограничена, производные

 и  принадлежат пространству ;

3) , ,  при
, ;

4) для любой непрерывной функции ,

имеющей непрерывную производную  и

равной нулю при y = 0 и при достаточно больших
y, функции  и  удовлетворяют инте-
гральному тождеству
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где ,  при , i = 1, 2;
5) справедливо равенство

6) почти всюду в области D выполняется ра-
венство

Основным результатом работы является сле-
дующее утверждение.

Т е о р е м а  1. Предположим, что функции
, , ,  непрерывно дифференцируе-

мы на отрезке , , , , i = 1,
2, ограничены и удовлетворяют условию Гёльдера,

,  при , ,
i = 1, 2, выполняются равенства

и условие согласования в точке (0, 0)

Тогда при некотором X > 0 существует обобщен-
ное решение задачи (1)–(6). Если, кроме того, вы-
полняется неравенство

где , то решение существует при любом
X > 0. Если же выполнены условия

то решение задачи (1)–(6) единственно.
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2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ 
ТЕОРЕМЫ

Для доказательства основного результата вве-
дем замену фон Мизеса

при которой системы уравнений (1), (2) преобра-
зуются в квазилинейные уравнения

(7)

в области  и

(8)

в области . Гра-
ничные условия (3) переходят в условия

(9)

условия сопряжения (4), (5) переходят при
,  в условия

(10)

а неизвестная граница γ – в известную границу

где функция  находится из соотношений
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Введем обозначения

Далее доказываются теоремы существования и
единственности решений полученной задачи
(7)–(10) в следующей формулировке.

Т е о р е м а  2. Если выполнены предположения
теоремы 2, то обобщенное решение  задачи
(7)–(10) существует, причем  при

 равномерно на отрезке , а при
 выполняется неравенство

Т е о р е м а  3. Если  и  +

+ , то решение , полученное в
теореме 2, единственно.

Полученное в теореме 2 обобщенное решение
 при  имеет обычные произ-

водные , , , которые ограничены и удо-

влетворяют условию Гёльдера. Поэтому функция
 является решением уравнения (8) в клас-

сическом смысле.
На основе теорем 2 и 3 с помощью обратной

замены переменных получаем доказательство ос-
новного результата.

З а м е ч а н и е  1. За счет связи градиентов дав-
ления и скорости внешнего течения, неравенство

 эквивалентно неравенствам

, i = 1, 2, которые выполня-

ются при достаточно большом B2(x). Последнее
неравенство означает, что достаточно сильное
поперечное магнитное поле предотвращает от-
рыв пограничного слоя вязкой электропровод-
ной среды. О предотвращении отрыва погранич-
ного слоя см. [12] (а также [14, 15]).
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ON THE STEFAN PROBLEM FOR A SYSTEM OF EQUATIONS 
OF A MAGNETOHYDRODYNAMIC BOUNDARY LAYER WITH INJECTION 
OF A MEDIUM WITH RHEOLOGICAL LAW OF O. A. LADYZHENSKAYA

A. M. Kisatova

a M.V. Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The work is devoted to the existence theorem for a unique classical solution of the Stefan problem, which aris-
es in the study of a magnetohydrodynamic boundary layer in a viscous medium with injection of a modified
medium with the rheological law of O.A. Ladyzhenskaya.

Keywords: boundary layer of f luids, viscous medium, rheological law of O.A. Ladyzhenskaya, Stefan’s prob-
lem, boundary layer diffraction problem
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В работе изучается разрешимость начально-краевых задач для линейных параболических уравне-
ний второго порядка с вырожденным граничным условием третьего рода. Приводятся достаточные
условия существования и единственности решений. Показывается, что эффект вырождения может
привести к неединственности решений в пространстве .
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2,1
2W

П о с т а н о в к а  з а д а ч и. Пусть Ω есть огра-
ниченная область из пространства  с гладкой
границей , Q есть цилиндр  конечной
высоты T, S есть его боковая граница. Третья на-
чально-краевая задача для параболических урав-
нений второго порядка в общей постановке – см.,
например, [1, 2] – представляет собой задачу на-
хождения решения соответствующего уравнения,
удовлетворяющего заданному начальному усло-
вию, а также условию

(  – производная по направлению конормали к

границе Γ в текущей точке) на боковой поверхно-
сти S. Если в этой задаче выполняется  >
0, то, как хорошо известно, она будет корректной
[1] в пространстве . Ситуация может прин-
ципиально измениться, если функция  об-
ращается в нуль в каких-либо точках . Именно
такая ситуация будет анализироваться в настоя-
щей работе. Все рассуждения и выкладки будут

R
n

Γ Ω × (0, )T

∂ +
∂ν

( , ) ( , ) = ( , )
S

ua x t b x t u g x t

∂
∂ν

≥ 0( , )a x t a

2,1
2 ( )W Q

( , )a x t
S

проведены для модельного одномерного случая.
Более общий случай – случай уравнений с многи-
ми пространственными переменными, уравне-
ний с младшими коэффициентами, и т.п. – ис-
следуется лишь с незначительными изменениями
по отношению к нижеприведенному.

Итак, пусть n = 1,  есть интервал (0, 1) оси ,
 есть прямоугольник , . Да-

лее, пусть ,  и  есть заданные функ-
ции, определенные при , . Рас-
смотрим задачу: найти функцию , являющу-
юся в прямоугольнике Q решением уравнения

(1)

и такую, что для нее выполняются условия

(2)

(3)

(4)

Всюду ниже будем считать, что функция a(t) не-
отрицательна на отрезке  (точные условия
будут указаны ниже). Заметим, что условие (3) в
изучаемой ситуации не позволяет получить обыч-
ные энергетические оценки [1, 3, 4] решений в
пространствах С.Л. Соболева, и что условия [1],
дающие оценку максимума модуля решений,
здесь также не выполняются. Тем самым вопрос о
существовании и единственности решений зада-
чи (1)–(4) становится нетривиальным.

Е д и н с т в е н н о с т ь  и  н е е д и н с т в е н -
н о с т ь  р е ш е н и й. Покажем, как можно по-

Ω Ox
Q Ω × (0, )T +∞0 < <T

( , )f x t ( )a t ( )g t
∈ [0, 1]x ∈ [0, ]t T

( , )u x t

− = ( , )t xxu u f x t

∈( ,0) = 0, (0, 1),u x x

+( ) (0, ) (0, ) = ( ),xa t u t u t g t

(1, ) = 0.u t

[0, ]T
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строить нетривиальные решения однородной за-
дачи (1)–(4).

Пусть  есть определенная при  непре-
рывная функция такая, что  при ,

. Положим

Для функции  выполняются уравнение (1)
при , условие (2), а также условие (4).
Также можно установить, что при 

(5)

(6)

Положим . В силу (5), (6) при до-

статочно малых положительных t выполнено  > 0,
причем . Таким образом,  является
нетривиальным решением однородной задачи
(1)–(4) для данного a(t).

Далее, выбирая , , получим, что
 при  для некоторого C > 0. Выби-

рая ,  и используя метод Лапласа
[1, 5], получим, что

т.е.  при . Таким образом, для

любого  найдется a(t) такая, что 

при , и однородная задача (1)–(4) имеет не-
тривиальное решение.

Определим множество единственности реше-
ний краевой задачи (1)–(4).

Пусть , . Введем обозначения

Для p > 1 определим пространство :

ϕ( )t ≥ 0t
ϕ( ) > 0t > 0t

ϕ ≥(0) 0

−
− ϕ− +

π −v

2

4( )

0

( )1( , ) =
4

x
t t s sx t e ds

t s
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ta t
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0
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t
t

m
t s t
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t e ds Ct e

+

∼

1
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m

a t Ct → 0t

α ≥ 1
2

α
∼( )a t Ct

→ 0t

δ ≥ 0 μ > 0

μ
+δ

δ μ μ μ

 2( ( ) )
, 0,( ) = , ( ) = ( ).

T

t

ds
a s

h t e h t h t

μ,pV

Т е о р е м а  1. Краевая задача (1)–(4) не может
иметь более одного решения в пространстве  при

p > 1, .

Доказательство основано на анализе равенства

в котором δ > 0, с использованием интегрирова-
ния по частям и предельного перехода при .

Перейдем к исследованию разрешимости кра-
евой задачи (1)–(4). Уточним, что нашей целью
является доказательство существования реше-
ния, имеющего все обобщенные по С.Л. Соболе-
ву производные, входящие в уравнение.

Т е о р е м а  2. Пусть

Тогда существует единственное решение задачи
(1)–(4), принадлежащее пространству .

Доказательство этой теоремы проводится с по-
мощью метода регуляризации с использованием
априорных оценок и предельного перехода.

В целом аналогичные вышеприведенным ре-
зультаты получены и для вырождающейся тре-
тьей начально-краевой задачи для гиперболиче-
ских уравнений второго порядка (как в одномер-
ном, так и в многомерном по пространственным
переменным случаях).
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Для параболических уравнений второго по-
рядка единственность классического решения
первой краевой задачи следует из принципа мак-
симума. Под классическим решением в области Ω
здесь и далее понимается ограниченная функция
из класса , удовлетворяющая в Ω
уравнению, а на параболической границе области –
начальному и граничному условиям. В случае, ко-
гда коэффициенты уравнения удовлетворяют
только условию Гёльдера, существование класси-
ческого решения первой краевой задачи с непре-
рывной граничной функцией устанавливается в
[1, гл. 3, §4]. Доказательство проводится методом
барьеров, который также использует принцип
максимума. Однако для параболических систем
принцип максимума, вообще говоря, не имеет
места [2]. Отметим, что если старшие коэффици-
енты уравнения имеют производную по про-
странственной переменной, удовлетворяющую
условию Гёльдера, то существование решения
может быть установлено с помощью потенциала
двойного слоя.

Однозначная разрешимость краевых задач в
анизотропных пространствах Гёльдера для широ-
кого класса параболических систем установлена в
[3]. При этом рассматривались достаточно глад-
кие решения: все производные решения, входя-

Ω ∩ Ω2,1
, ( ) ( )x tC C

щие в систему, предполагались непрерывными в
замыкании области.

Существование и единственность решения
первой и второй краевых задач для параболиче-
ских систем в ограниченной области на плоскости
в классе  получена в [4–6]. От граничной
функции требовалось существование непрерыв-
ной производной порядка 1/2, обращающейся в
нуль при t = 0. Для систем с дифференцируемыми
коэффициентами в [7] доказана единственность
первой краевой задачи в полуограниченной обла-
сти в . Существование решения этой зада-
чи следует из [8]. Во всех этих работах рассматри-
вались области с криволинейными и негладкими,
вообще говоря, боковыми границами.

В настоящей работе для параболической си-
стемы с одной пространственной переменной ис-
следуются вопросы существования и единствен-
ности классического решения первой краевой за-
дачи с непрерывными функциями в начальном и
граничном условиях. Область может быть огра-
ниченной или полуограниченной, а ее боковая
граница – негладкой.

В полосе , , рассматри-
вается параболический оператор

(1)

где , , ,  – матрицы
размером m × m с элементами , , 
соответственно. Для оператора L предполагается

Ω1,0
, ( )x tC

Ω1,0
, ( )x tC

×R= (0, )D T ∞0 < <T

∂ − ∂ − ∂ −2= ( ) ( ) ( ) ,t x xLu u A x u B x u C x u

…

т
1= ( , , )mu u u ( )A x ( )B x ( )C x

( )ija x ( )ijb x ( )ijc x
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выполненным условие равномерной параболич-
ности, т.е. собственные значения  матрицы
A(x) удовлетворяют неравенству

(2)
коэффициенты действительны, ограничены и
удовлетворяют условию Гёльдера:

(3)
В полосе D рассматриваем полуограниченную

область

с основанием  и боковой грани-
цей

где функция g удовлетворяет условию

(4)
В области Ω рассматриваем первую краевую

задачу

(5)

Для множества  обозначим через C(E)
пространство непрерывных и ограниченных век-
тор-функций  с нормой

и положим .

Т е о р е м а  1. Пусть для оператора  выполне-
ны условия (2), (3), а для боковой границы области

 условие (4). Если ,  и выполнено
условие согласования , то существует

и единственно классическое решение 
задачи (5). Оно удовлетворяет оценке

При наложенных условиях (2), (3) на коэффи-
циенты для оператора L существует фундамен-
тальная матрица решений  [9, гл. 1, § 3].

Для доказательства существования решения
мы вводим потенциал

(6)

с ядром

Т е о р е м а  2. Функция  дифферен-
цируема по  в полупространстве . Функция 
удовлетворяет уравнению  и спра-
ведливы оценки
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при , .
Т е о р е м а  3. Функция  отобра-

жает пространство  в , причем

Для плотности  справедлива формула скачка

(8)

где  – предельные значения при приближении к
точке  справа и слева, а  – прямое значе-
ние потенциала Wϕ на кривой .

Таким образом, Wϕ обладает многими свой-
ствами потенциала двойного слоя и так же, как
последний, может использоваться для решения
первой краевой задачи.

С помощью потенциала типа Пуассон [9, гл. 1, 4]
задачу (5) можно свести к задаче с нулевой на-
чальной функцией:

(9)

Будем искать решение этой задачи u в виде по-
тенциала (6) с непрерывной плотностью ϕ. В силу
формулы скачка (8) нахождение u сводится к ре-
шению интегрального уравнения Вольтерры вто-
рого рода с ядром, имеющим слабую особен-
ность.

Т е о р е м а  4. Пусть для оператора  выполне-
ны условия (2), (3), а для боковой границы области 
условие (4). Если , то существует и един-

ственно классическое решение  за-
дачи (9). Оно удовлетворяет оценке

Существует функция  такая, что 
в .

Также мы рассматриваем первую краевую за-
дачу в ограниченной области

с боковыми границами

где функции gi удовлетворяют условиям
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Т е о р е м а  5. Пусть для оператора  выполне-
ны условия (2), (3), а для боковых границ области 
условие (10). Если ψi ∈ C(Σi), i = 1, 2, h ∈ C(Ω0) и вы-
полнены условия согласования  = h(g1(0)),

, то существует классическое
решение первой краевой задачи

Оно удовлетворяет оценке

При  существуют функции , i = 1, 2,
такие, что решение представляется в виде суммы
потенциалов:  в Ω, где
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1. ВВЕДЕНИЕ

В данной статье исследуются обыкновенные
дифференциальные уравнения вида

(1)

функции  могут быть представлены в виде
равномерно и абсолютно сходящихся в окрестно-
сти точки x = 0 степенных рядов

(2)

В (2) под степенными рядами понимаются та-
кие ряды, в которых показатели степеней веще-
ственные, но не обязательно целые числа.
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В данной работе мы считаем, что x принадле-
жит некоторому открытому сектору V с вершиной
в нуле и произвольным раствором, меньшим .
Под сходимостью рядов в V-окрестности точки
x = 0 понимается сходимость в области, являю-
щейся пересечением окрестности точки x = 0 с
сектором V.

В отличие от классической задачи Коши будем
искать решения, которые определены в некото-
рой V-окрестности точки x = 0 (так называемые
продолжаемые решения), имеют степенную
асимптотику при  и могут быть разложены в

-окрестности начала координат в сходящийся
ряд.

В [1] предложен алгоритм вычисления фор-
мальных решений уравнения (1) в виде рядов
(степенных или степенно-логарифмических) в
случае, когда функции  являются суммами
степенных мономов. Там же был поставлен во-
прос о сходимости этих рядов. Для некоторых из-
вестных уравнений (уравнений Пенлеве и урав-
нения Риккати) эта задача была решена (см.,
например, [2–4]). В [1] было предложено доста-
точное условие сходимости степенных разложе-
ний формальных решений уравнения вида (1).
Ниже это условие будет сформулировано приме-
нительно к формальным решениям уравнения (1)
в виде степенно-логарифмических рядов (рядов
Дюлака). Для формулировки этого условия необ-
ходимо описать процедуру вычисления первого
приближения решения. Эта процедура базирует-
ся на понятии многоугольника Ньютона N урав-
нения (1), который представляет собой замкну-

π2
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V
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тую выпуклую оболочку элементов носителя 
уравнения (1), т.е. точек QIm

Первые приближения являются решениями
так называемых укороченных уравнений, соответ-
ствующих граням (ребрам и вершинам) указанного
многоугольника (искомая функция )

(3)

где  – это множество наборов I, соответствую-
щих элементам носителя , при-
надлежащим выбранной грани . Для вычисле-
ния степенных первых приближений (степенных
асимптотик) ищется решение уравнения (3) в ви-
де , , . В случае ребра, ес-
ли дополнительно предположить, что оно является
наклонным (не горизонтальным), т.е. 
для всех наборов I, входящих в сумму , чис-
ло  определяется однозначно, а именно

, где вектор a является внешней норма-
лью к рассматриваемому ребру. Отметим также,
что для всех точек носителя, принадлежащих дан-
ному ребру, . Для вы-
числения параметра A в случае ребра необходимо
решить алгебраическое уравнение

В случае вершины числа  образуют в нашем
случае множество корней некоторого многочле-
на, при этом вектор  должен принадле-
жать так называемому нормальному конусу рас-
сматриваемой вершины, а параметр A является
произвольным отличным от нуля числом (см.
[1]).

Предположим теперь, что укороченное урав-
нение (3), соответствующее выбранной грани ,
имеет нетривиальное решение , .
После замены  уравнение (1) примет
вид

(4)

Рассмотрим функцию , ,
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вым свободным членом (см. (3)). Выделим в этом
многочлене его линейную часть

где ,  — постоянные (зависящие
от  и u). Отметим, что величины bk, ,
можно определить как частные производные
многочлена  по переменной zk, вычис-
ленные при , , x = 1. Для пред-
ставления величин bk, , в явном виде
могут быть использованы формулы

, при ,

при ,  μIkj = (α(α – 1) ... ,

при  μIkk = ,
при ,  = 0
при ,

везде полагаем, что .
Запишем уравнение (4) в виде

(5)

Далее рассмотрим невырожденный случай,
когда . В этом случае носителем

 является точка (0, 1), являющаяся вер-

шиной многоугольника , и среди точек
носителя  нет точки (0, 1).

Нашей целью было приведение исходного
уравнения в невырожденном случае к виду (5),
что всегда возможно. В случае, если исходное
уравнение уже имеет указанный вид, первое при-
ближение может быть не степенным, а степенно-
логарифмическим (см. следующий раздел).

Условие сходимости формального решения
уравнения (1), первое приближение которого
описано выше, состоит в том, что порядок диф-
ференциального оператора  равен порядку
исходного уравнения, т.е. . Это утвержде-
ние для степенных разложений было сформули-
ровано в [1, теорема 3.4]. Соответствующее дока-
зательство для разложений в виде степенных ря-
дов с постоянными коэффициентами в случае,
когда функции  являются конечными сум-
мами степенных мономов, было дано в [5]. Для
алгебраического ОДУ аналогичное утверждение в
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САМОВОЛ

несколько обобщенном виде было предложено в
[6] для разложений в виде рядов Дюлака с неотри-
цательными целыми степенями. Смысл обобще-
ния, представленного в [6], состоит в том, оно
включает случай, когда исходная и некоторое ко-
нечное число следующих граней многоугольника
Ньютона, соответствующих членам разложения,
являются вырожденными (т.е. соответствующие
операторы  тривиальны). При этом условие
сходимости означает, что в процессе последова-
тельного вычисления элементов формального ре-
шения алгебраического ОДУ на некотором шаге
появится грань многоугольника Ньютона, для
которой соответствующий линейный дифферен-
циальный оператор  будет нетривиален и
его порядок будет равен порядку уравнения. Та-
ким образом, равенство порядков оператора

 и исходного уравнения является базовым
условием сходимости разложений формальных
решений. В нашей работе мы покажем, что это
условие является достаточным условием сходи-
мости степенно-логарифмических разложений
решений уравнения (1) (разложений в виде рядов
Дюлака с комплексными степенями).

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 
РЕЗУЛЬТАТА

В невырожденном случае уравнение (5) можно
записать в следующем виде:

(6)
где

Отметим, что в (6) числа  в случае ребра ве-
щественны, а в случае вершины могут быть ком-
плексными. Будем считать уравнение (6) неодно-
родным, т.е.  (в обратном случае функция
y(x) =  уже является решением исходного
уравнения). Точки ,  яв-
ляются вершинами многоугольника Ньютона
уравнения (6), при этом ребро  принадле-
жит его левой границе. Носителем  яв-
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ляется точка (0, 1), при этом в уравнении (6) среди
точек носителя  нет точки (0, 1) (анало-
гичное условие выполняется в уравнении (5)).
В предыдущем разделе отмечалось, что в невы-
рожденном случае исходное уравнение (1) всегда
может быть приведено к виду (6). Все ряды в (6)
равномерно и абсолютно сходятся в некоторой
V-окрестности нуля.

Т е о р е м а. Если в уравнении (6) выполняется
условие , то данное уравнение имеет продол-
жаемое решение в виде ряда Дюлака

(7)

 – многочлены от lnx. Данный ряд абсолют-
но и равномерно сходится в некоторой V-окрестно-
сти точки x = 0.

Существование у уравнения (6) формального
решения вида (7) установлено в [1]. В нашей тео-
реме утверждается сходимость указанного ряда
при условии, что . Приведем основные эле-
менты доказательства теоремы.

С помощью преобразования

уравнение (6) преобразуется к виду, который от-
личается от (6) тем, что  – не константы, а мно-
гочлены от lnx (степени которых в совокупности
ограничены сверху некоторым числом), и в неко-
торой V-окрестности нуля выполняется оценка

, где число  можно выбрать
сколь угодно большим (под нормой  абсолютно

сходящегося ряда  понимается ).

Считаем, что для преобразованного уравнения (6)
данное условие уже выполнено и решение этого

уравнения ищем в виде суммы ряда , где

функции  являются решениями следу-
ющих уравнений:

(8)

(9)

Функции в правых частях данных уравнений явля-
ются степенно-логарифмическими рядами, вслед-
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ствие чего решения уравнений представляются в
виде степенно-логарифмических разложений. Рас-
смотрим вопрос о сходимости этих разложений.

Поскольку ребро, соединяющее вершины  =
= (0, 1) и , принадлежит левой гра-
нице многоугольника Ньютона уравнения (6), то
для каждого набора  верно неравен-
ство . Следовательно, за
счет некоторого уменьшения чисел  и 
можно считать, что в некоторой V-окрестности
нуля W выполняются условия

(10)

Рассмотрим вспомогательное уравнение

(11)

где , ,  –

функция, имеющая вид степенного ряда по x, ко-
эффициентами которого являются многочлены
от lnx, степени которых в совокупности ограничены
некоторым числом, , C,  > 0,

. Справедлива следующая

Л е м м а. Существует такое число , завися-
щее только от параметров оператора , что ес-
ли , то уравнение (11) имеет решение 
в виде степенного ряда по x, коэффициентами ко-
торого являются многочлены от lnx (степени кото-
рых в совокупности ограничены некоторым чис-
лом), и для этого решения выполняются оценки

(12)

причем величина  не зависит от q, а зависит толь-
ко от параметров оператора .

Ниже под решениями уравнений вида (11) бу-
дем подразумевать решения указанного в лемме
вида.

З а м е ч а н и е. Для производных  по-
рядка  оценки вида (12) также могут выпол-
няться, но величина  уже будет зависеть от q,
примером чему служат оператор  и функ-
ции  = h(x) = xq.

Если оператор  имеет порядок, равный n
(т.е. ), то из (10) и из приведенной выше лем-
мы следует существование такого решения 
уравнения (8), для которого выполняются оценки
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где величина  не зависит от , а зависит
только от параметров оператора .

В правую часть уравнения (9) при 
входят функции , , .

Предположим, что при некотором r > 0, ,

для этих функций имеют место оценки

Тогда для функции  в (9) при , ,
будет выполняться оценка

Здесь  – число наборов I, для которых
.

Выберем число  таким, чтобы выполня-
лись неравенства

Тогда для функции  при ,  бу-
дет выполняться оценка

и согласно лемме уравнение (9) при 
имеет такое решение , что

Следовательно, при всех , , для
решений  уравнений (8) и (9) имеют место
оценки

(13)

Из этого следует абсолютная и равномерная схо-
димость в некоторой V-окрестности нуля рядов

, , что завершает доказа-

тельство теоремы.
Таким образом, если многоугольник Ньютона

уравнения (1) имеет невырожденную грань и со-
ответствующее ей укороченное уравнение (3)
имеет нетривиальное решение , то при
условии теоремы уравнение (1) имеет продолжае-
мое решение, обладающее указанной степенной
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САМОВОЛ

асимптотикой и сходящимся степенно-логариф-
мическим разложением.

Отметим, что если в (6) порядок l нетривиаль-
ного оператора  меньше  (т.е. ), то в
правые части уравнений (9) входят производные
функций ,  порядка большего, чем l.
Согласно замечанию к лемме, в оценках вида (12)
для этих производных величина , вообще гово-
ря, зависит от q и растет вместе с ростом числа q.
Это обстоятельство приводит в общем случае к
нарушению оценок (13) и к расходимости ряда

. Иллюстрацией здесь может служить

уравнение, рассмотренное в [7] Эйлером:

(14)
Данное уравнение имеет вид (6), оператор

= 1, т.е. ,  и условие теоремы не
выполняется. Функции  (см. (8), (9)) имеют
вид: , , . Уравнение (11)

здесь имеет вид , при этом

. Множитель, аналогичный вели-
чине  в (12), здесь равен  и, следовательно,
оценка (12) не выполняется при j = 1 (т.е. не рас-
пространяется на функции , ). В ре-

зультате ряд , являющийся формаль-

ным решением уравнения (14), расходится.

3. ПРИМЕР УРАВНЕНИЯ АБЕЛЯ
Рассмотрим уравнение Абеля первого рода в

нормальной форме:

(15)
Носитель левой части уравнения состоит из

трех точек , , . При
 их выпуклая оболочка (многоугольник

Ньютона) – это треугольник  с вершинами Q, ,
 и ребрами , , .

Левая граница треугольника состоит из указан-
ных трех вершин и двух ребер , .

Рассмотрим ребро . Записывая уравнение
(15) в виде

получаем уравнение вида (6), для которого вы-
полнены условия теоремы ( ). Интегрирова-
ние соответствующих уравнений (8) и (9) позво-
ляет получить решение уравнения (15) в виде сте-
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пенно-логарифмического ряда. Согласно нашей
теореме этот ряд будет абсолютно и равномерно
сходящимся в некоторой V-окрестности точки
x = 0. Не ставя целью вычисление явного вида
этого ряда, отметим лишь, что при  указан-
ный ряд будет степенным, при  – степен-
но-логарифмическим, а при  дан-
ный ряд (в зависимости от параметра p) может
быть как степенным, так и степенно-логарифми-
ческим.

Рассмотрим ребро  при . Функции

 являются решениями укорочен-

ного уравнения , соответствующего
данному ребру. После замены  урав-
нение (15) можем записать в виде (6)

Условия теоремы здесь выполнены ( ) и,
следовательно, для каждой из функций 
данное уравнение имеет решения в виде абсолют-
но и равномерно сходящихся в некоторой V-
окрестности точки x = 0 рядов  вида (7). Ин-
тегрирование соответствующих уравнений (8) и
(9) с учетом неравенства  показывает, что
указанные ряды  будут степенными. Соот-
ветственно, уравнение (15) будет иметь решения

 в виде степенных рядов,
абсолютно и равномерно сходящихся в некото-
рой V-окрестности точки x = 0.
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ON CONVERGENT-SERIES EXPANSIONS FOR SOLUTIONS
OF NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
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We consider a large class of nonlinear ordinary differential equations of arbitrary order with coefficients in the
form of power series that converge in a neighbourhood of the origin. There are known power-geometry meth-
ods and algorithms based on them for the computation of power-logarithmic series (Dulac series) that for-
mally satisfy such equations. We prove a sufficient condition for the convergence of such formal solutions.

Keywords: Newton polygon, continuable solution, formal solution, Dulac series, convergence



76

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2022, том 503,
с. 76–82

СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
С ОБОБЩЕННЫМ ЯДРОМ КОШИ

© 2022 г.   А. П. Солдатов1,2,*
Представлено академиком РАН Е.И. Моисеевым 27.02.2021 г.

Поступило 02.03.2021 г.
После доработки 02.03.2021 г.

Принято к публикации 04.02.2022 г.

Рассматриваются сингулярные интегральные операторы на кусочно-гладкой кривой в весовых ле-
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В весовом Lp-пространстве l-вектор-функций ,
заданных на кусочно-гладкой ориентируемой
кривой , рассмотрим сингулярный интеграль-
ный оператор Коши

Вместе с операторами умножения на кусочно-
непрерывные (l × l)-матрицы-функции a, b он
определяет классический сингулярный оператор
вида

(1)

где  означает единичный оператор. Теории фред-
гольмовой разрешимости этих операторов посвя-
щена обширная литература. В скалярном случае
l = 1 итог этой теории подведен в известных мо-
нографиях Н.И. Мусхелишвили [1], Ф.Д. Гахова
[2] (в весовых гельдеровых пространствах) и
Б.В. Хведелидзе [3], И.И. Данилюка [4] (в весо-
вых лебеговых пространствах).

ϕ

Γ

Γ

ϕϕ ∈ Γ
π −0 0

0

( )1( )( ) = , .t dtK t t
i t t

+ + −2 = (1 ) (1 ),N a K b K

1

В векторном случае l > 1 для произвольной ку-
сочно-гладкой кривой развитые методы встреча-
ли определенные затруднения, связанные с не-
компактностью интегральных операторов вида

 и , которые определяются ядрами,
приближенно однородных степени –1 относи-
тельно расстояний до узлов кривой.

Теория фредгольмовой разрешимости операто-
ров минимальной алгебры, порожденной операто-
рами a и K, построена в монографии И.Ц. Гохберга
и Н.И. Крупника [5]. В основе лежал локальный
принцип, разработанный И.Б. Симоненко [6].
Другой подход, основанный на привлечении ин-
тегральных операторов с ядрами, приближенно
однородных степени –1 относительно расстоя-
ний до узлов кривой, был предложен в работах
Р.В. Дудучава [7] и автора [8]. Современное состоя-
ние теории изложено в монографии С.Г. Михлина
и С. Пресдорфа [9].

Пусть (l × l)-матрица-функция  непрерыв-
на по Гёльдеру на кривой , причем ее собствен-
ные значения лежат в верхней полуплоскости

 в каждой точке кривой. Удобно с ком-
плексным числом  связать матрицу

, где 1 означает единичную (l × l)-
матрицу. Аналогичный смысл имеет обозначение

 по отношению к комплексно-
му дифференциалу . Заметим, что
при  матрица  обратима и обратная мат-

рица  однородна степени –1 по переменной z.
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Γ

νIm > 0
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В этих обозначениях сингулярный оператор с
обобщенным ядром Коши определяется форму-
лой

(2)

где (l × l)-матричное выражение поставлено впе-
реди l-вектора и действует на него по обычному
правилу.

Ядро этого типа возникает в связи с тем, что
матрица-функция  по переменной

 служит параметриксом для эллиптиче-
ской системы первого порядка

Соответственно аналогичные (2) обобщенные
интегралы типа Коши

(3)

можно использовать для исследования краевых
задач для этих систем [10]. Вопросы ограничен-
ности оператора  в весовых пространствах и
соответствующие граничные свойства интегра-
лов типа Коши (3) подробно были изучены в [11].

Основная цель данного сообщения – получить
критерий фредгольмовости и формулу индекса
для аналогичных (1) сингулярных операторов

(4)

определяемых обобщенным оператором Коши
.

Предварительно остановимся на обозначени-
ях, связанных с кусочно-гладкой кривой. По
определению под ней понимается объединение
конечного числа гладких дуг, которые попарно
могут пересекаться только по своим концам.
В круге  с центром в точке  доста-
точно малого радиуса  кривая Γ распадается на
конечное число гладких дуг , , с об-
щим концом в точке . Число  можно выбрать
столь малым, что каждая из дуг радиальна в том
смысле, что при  окружность 
пересекает ее (и при том некасательно) в един-
ственной точке. Выбирая  в качестве параметра,
в результате получаем гладкую параметризацию
дуги  вида

(5)

где вещественная функция  непрерывно диф-
ференцируема на полуоткрытом интервале 
и ,  при . В частности,

 и число  есть аргумент  еди-

[ ] −
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1
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θ( )r
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θ → θ( ) (0)r θ →'( ) 0r r → 0r
γ'(0) = 1 θ(0) γarg '(0)

ничного касательного вектора . Эту парамет-
ризацию также называем радиальной.

Радиальные дуги  называем концевыми,
они разбивают круг  на  криволиней-
ных секторов , . Если раствор одного
из них равен нулю (т.е. его боковые стороны каса-
ются в точке τ), то τ называем точкой возврата
кривой . При  криволинейный сектор 
представляет собой круг с разрезом (вдоль конце-
вой дуги), его раствор, очевидно, равен . Если

 и растворы обоих секторов  и  равны
, то обе концевые дуги составляют гладкую дугу.

Точки τ с этим свойством называем внутренними
точками кривой . Точки кривой, не являющиеся
внутренними, называются угловыми, их число,
очевидно, конечно.

Пусть конечное множество  содержит все уг-
ловые точки кривой . Тогда кривая  является
гладкой и каждая ее связная компонента гомео-
морфна либо открытому интервалу прямой, либо
окружности. Эти связные компоненты, допол-
ненные концами в случае дуг, обозначим ,

. При каждом j кривая  является либо
гладкой дугой (разомкнутой или сомкнутой), ли-
бо простым гладким контуром. Для определенно-
сти первые m компонент считаем дугами, так что

. Каждая кривая  определенным об-

разом ориентирована, по отношению к которой и
понимается криволинейный интеграл (2). Число  в
(5) выберем единым для всех точек , предпо-
лагая, что круги  попарно не пересекают-
ся. Тогда все концевые дуги , , ,
могут попарно пересекаться только в точках

. Объединение  всех концевых дуг являет-
ся окрестностью множества  на кривой. С каж-
дым узлом τ можно связать сигнатуру ориентации

, принимающую значение 1, если дуга  вы-
ходит из точки τ и значение –1, если эта дуга вхо-
дит в .

Введем класс  кусочно-непрерывных
(l × l)-матриц-функций, непрерывных вне F и до-
пускающих односторонние пределы в точках

. Более точно, его элементы  на каждой
концевой дуге  имеют предел в точке , кото-
рый обозначим . Если матрица-функция a об-
ратима, т.е.  всюду на , включая ее
односторонние предельные значения, то можно
ввести комплексное число

γ'(0)
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где квадратные скобки означают приращения не-
прерывных ветвей логарифма на компонентах ,
взятые в соответствии с их ориентацией. Это чис-
ло называем индексом Коши матрицы-функции a.
В случае  кривая  является (составным)
гладким контуром и это число целое. В общем
случае

(6)

Условимся под весовым порядком понимать
семейство  вещественных чисел.
Соответственно функцию вида

(7)

называем весовой функцией порядка . Весовые
порядки, которые на всех точках  принима-
ют одно и то же значение, отождествляются с ве-
щественными числами.

По определению весовое пространство 
состоит из измеримых комплекснозначных функ-
ций  на кривой , для которых .
Относительно соответствующей нормы

это пространство банахово. Здесь  означает
элемент длины дуги и, как обычно, две функции,
отличающиеся друг от друга на множестве нулевой
меры, отождествляются. Таким образом, 
можно трактовать как Lp-пространство относи-
тельно меры , а  состоит из всех
функций ,  с перенесенной нор-
мой. Конечно, при  имеем обычное про-
странство . Это пространство возникает и
когда все . Очевидно, семейство банахо-
вых пространств ) монотонно убывает (в
смысле вложения) по всем параметрам  и p.

Принятое определение весовых пространств
отличается от более распространенного опреде-
ления весового пространства  (см., на-
пример, [3, 9]), которое задается нормой

Очевидно, при  оно совпадает с .
Одно из достоинств принятого определения весовых
пространств состоит в том, что при  про-
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− λ1 < < 0

странство  содержится в классе  сумми-
руемых функций. Аналогичный факт по отношению
к  определяется условием ,
которое зависит от p. Как показано в [11], обоб-
щенный сингулярный оператор Коши , а вме-
сте с ним и оператор (4) при  ограниче-
ны в пространстве .

В дальнейшем широко будем пользоваться по-
нятием функции от матриц [12], которое исполь-
зуется для степенной функции

(8)

с комплексным показателем . Если спектр 
матрицы A не лежит на положительной полуоси

, то определено значение 
от этой матрицы. В конкретных ситуациях обыч-
но матрицу A приводят к блочно-диагональному
виду: , где  имеет един-
ственное собственное значение . Тогда анало-
гичный вид имеет и матрица f(A), т.е. T–1f(A)T =
= . Применительно к функ-

ции (8) матрица  с матричным
многочленом

где учтено, что матрица  нильпотентна и,

следовательно,  при . Определи-
тель этого многочлена тождественно равен едини-
це.

В обозначениях (5) удобно положить

(9)

При  нумерацию дуг  и, соответствен-
но, векторов  выберем так, чтобы при возрас-
тании j единичные вектора  обходили начало
координат против часовой стрелки, так что их
аргументы  можно подчинить условию
argqτ, 1 < ... < .

Важно заметить, что при , , ,
собственные значения матрицы  не лежат
на вещественной полуоси. В самом деле, для лю-
бого  вектор , так что матрица

 обратима, а вместе с

ней обратима и матрица .
В терминах циклической перестановки
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векторы  и  являются соседними и пово-
рот по часовой стрелке от  к  осуществля-

ется на угол , заключенный между 0 и
. В частности, сумма всех этих углов равна .
Пусть для краткости

где степенная функция определяется (8).

Л е м м а  1. Для заданных  мат-
рица-функция

(10)

является многочленом и ее определитель равен про-
изведению определителей матриц xk, .

Сформулируем теперь основной результат о
фредгольмовости операторов вида (4).

Т е о р е м а  1. Пусть кусочно-ляпуновская кри-
вая  не содержит точек возврата, матрица-
функция  удовлетворяет условию Гёльдера на 
и все ее собственные значения лежат в верхней по-
луплоскости.

В этих предположениях оператор N в (4) фред-
гольмов в пространстве , , то-
гда и только тогда, когда матрицы-функции a, b
обратимы в  и

где  определяется формулой (10) по отношению к

При выполнении этих условий индекс этого
оператора дается равенством

(11)

где положено

Заметим, что существование конечных пределов
выражения в квадратных скобках при  на
прямой  вытекает из леммы 1. Тот факт,
что правая часть равенства (11) дает целое число,
является следствием (6) и леммы 1.

Аналогичный результат справедлив и для опе-
ратора  с заменой 

на матрицу , которая определяется формулой
(10) по .

Теорема 1 в предположении, что матрица J(t)
постоянна и имеет единственное собственное
значение i, установлена в [8]. В классическом слу-
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чае  матрица-функция  постоянна и сов-
падает с

(12)

В этом случае теорему 1 можно уточнить.
Т е о р е м а  2. Пусть кусочно-ляпуновская кри-

вая  не содержит точек возврата.
Тогда фредгольмовость оператора 2N = a(1 + K) +

+  равносильно тому, что матрицы-функ-
ции a, b обратимы в  и при каждом  соб-
ственные значения матрицы  в (12) не лежат на
луче . При этом имеет место формула
(11) с

(13)

где сумма берется по всем собственным значениям 
матрицы  с учетом их кратности, причем значе-
ние  выбрано по условию  +
+ 2πλτ.

Равенству (13) можно придать также следую-
щую форму. Положим

и  при .
Л е м м а  2. Собственные значения матрицы 

не лежат на луче  тогда и только то-
гда, когда

При этом

В этой формулировке теорема 2 установлена
И.Ц. Гохбергом и Н.И. Крупником [5].

До сих пор кривая  была конечной, т.е. лежа-
ла внутри некоторого круга. Пусть она бесконеч-
на и точка . По определению эта кривая ку-
сочно-ляпуновская, если аналогичным свой-
ством обладает ее образ при дробно линейном
отображении . Во внешности круга

, где  достаточно мало, кривая Γ рас-
падается на конечное число полубесконечных дуг

, , с общим концом в бесконечно
удаленной точке . Эти дуги также можно счи-
тать радиальными, т.е. каждая окружность 
при  пересекает ее (и при том некасатель-
но) в единственной точке. Тогда аналогично (5)
эти дуги описываются параметризациями

(14)
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где вещественная функция  непрерывно диф-
ференцируема при  и , 
при . В этом легко убедиться, если заме-
тить, что при инверсии  уравнение вида
(5) с  переходит в уравнение (14) с указанны-
ми свойствами функции .

Таким образом, существует предел  =
=  при , аналогично (9) представ-
ляющий собой единичный вектор , и его аргу-
мент равен . Как и выше в случае 
при  говорим, что кривая Γ имеет  своей
точкой возврата. Нумерацию дуг  и векторов

 по-прежнему выбираем в порядке обхода точ-
ки  против часовой стрелки.

Заметим попутно, что радиальная дуга  с
уравнением (5) является ляпуновской тогда и
только тогда, когда обе функции  и  удо-
влетворяют условию Гёльдера на отрезке [0, ρ].
Соответственно полубесконечная радиальная ду-
га с уравнением (14) является ляпуновской, если
указанное требование выполняется по отноше-
нию к функции , .

Для бесконечной кривой конечное множество 
выбирается аналогично предыдущему, причем в
его состав включается и бесконечно удаленная
точка . Например, вещественная и мнимая оси
образуют кусочно-гладкую кривую с  и
m = n = 4, причем роль полубесконечных дуг  с
общими концами в точках  и  играют полуоси.
Точно также две параллельные прямые составля-
ют кусочно-гладкую кривую с  и m = n = 2,
имеющих бесконечно удаленную точку своей
точкой возврата. При этом двумя бесконечными
“сомкнутыми” дугами  с общим концом  слу-
жат сами прямые.

Для бесконечной кривой определение (7) ве-
совой функции порядка  необходимо видоизме-
нить, полагая

(15)

По отношению к ней весовое пространство
 определяется совершенно аналогично

предыдущему. Как и в случае конечной кривой
оно рассматривается только при p > 1. Получен-
ное семейство банаховых пространств по-преж-
нему монотонно убывает по вложению относи-
тельно параметров  и , , и монотонно
возрастает по . Как и выше, при 
функции  суммируемы.

θ( )r
≥ ρ1/r θ → θ ∞( ) ( )r θ →'( ) 0r r

→ ∞r
→ 1/z z

τ = 0
θ( )r

∞γ ∞, ( )' j
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∞, jq

∞θ ∞, ( )j ∞ ∞, ,=j kq q
≠k j ∞
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∞, jq
= 0z
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θ(1/ )r ≤ ≤ ρ0 r

F

∞
∞= {0, }F
Γ j

0 ∞

∞= { }F

Γ j ∞

λ

( )
τ

∞

λ
λ

λ
τ∈ τ≠∞

 − τρ + ∈ Γ + 
∏

,
( ) = 1 , .

1F

t
t t t

t

λ Γ( , )pL F

p τλ τ ≠ ∞
∞λ − λ1 < < 0

λϕ ∈ Γ( , )pL F

Пусть точка  и функция J1 на конечной
кривой  определяется равен-
ством .

Т е о р е м а  3. Пусть кусочно-ляпуновская кри-
вая  бесконечна и не содержит точек возврата,
матрица-функция J1 удовлетворяет условию Гёль-
дера на Γ1 и все ее собственные значения лежат в
верхней полуплоскости.

Тогда все утверждения теоремы 1 сохраняют
свою силу с той разницей, что при  матрица 
определяется формулой (10) по отношению к xk =

=  и в формуле (11) слагаемое  необходимо
заменить на .

По отношению к классическому сингулярно-
му оператору Коши K теорема 3 по существу не
дает ничего нового, так как теорема 2 инвариант-
на относительно дробно-линейного преобразова-
ния, переводящего бесконечную кривую  на ко-
нечную кривую Γ1.

Более точно, пусть для определенности ,
так что . Аналогичный смысл име-
ют множество F1 и концевые дуги . Ориента-
ция кривой Γ1 наследуется ориентацией  при
отображении , так что сигнатуры  и ε1

совпадают, т.е. ,  Бесконечные кон-

цевые дуги  переходят в дуги  с концом
. Соответственно, единичным касательным

вектором в точке  служит . В част-
ности, если при возрастании j векторы  обходят
единичную окружность против часовой стрелки, то
векторы  обходят ее по часовой стрелке.

Очевидно, весовая подстановка

(16)

осуществляет изоморфизм  на банахово
пространство  с весовым порядком λ1 =

= , который связан с λ соотношением
 для  и . При этом усло-

вие  сохраняется и для весового поряд-
ка .

Нетрудно видеть, что при этой подстановке
, где K1 означает сингулярный опера-

тор Коши K по кривой , так что оператор
 перейдет в аналогичный

оператор  с коэффи-
циентами  и . В частно-
сти, операторы N и N1 фредгольмово эквивалент-

∉ Γ0z
−Γ − ∈ Γ1 1

0= {( ) , }t z t
−−1 1
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τε−
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ны и их индексы совпадают. В этом можно убе-
диться и непосредственно, применяя теорему 2 к
каждому из этих операторов.

Все предыдущие результаты сохраняют свою
силу и в пространствах Гёльдера с весом. Обозна-
чим  пространство всех непрерывных и
ограниченных на  вектор-функций  с конеч-
ной нормой

где весовая функция  порядка  определяется
(7) или (15) в зависимости от типа кривой . От-
носительно данной нормы это пространство ба-
нахово и монотонно убывает относительно . Ис-
ходя из него, весовое пространство  вво-
дится аналогично -случаю. Полученное
семейство пространств монотонно убывает по па-
раметрам  и , , и монотонно возрастает
по  (в случае бесконечной кривой). Аналогич-
ное банахово пространство  дифферен-
цируемых на  функций определяется услови-
ями , , где штрих означает произ-
водную по параметру длины дуги. Свойства всех
этих пространств подробно описаны в [11].

Обозначим далее  класс кусочно-не-
прерывных l × l-матриц-функций ,
принадлежащих  и удовлетворяющих
условию a(t) – , τ), , , c
некоторым ε > 0, где выбирается верхний знак для
конечных точек  и нижний знак для . Ана-
логичный смысл имеет класс  при замене
символа  на .

Заметим, что на кусочно-гладкой кривой 
единичный касательный вектор , , на-
правление которого согласовано с ориентацией
кривой, как комплекснозначная функция кусоч-
но-непрерывна на . Рассмотрим класс кусочно-
ляпуновских кривых, описываемых условием

. Заметим, что этот класс инвариан-
тен относительно дробно-линейных преобразо-
ваний плоскости.

Т е о р е м а  4. Пусть кусочно-ляпуновская кри-
вая  не содержит точек возврата и ,
матрица-функция  принадлежит классу ,
непрерывна в точках  и все ее собственные
значения лежат в верхней полуплоскости. Пусть
коэффициенты ,  в (1), (4) принадлежат классу

.

Тогда теоремы 1–3 сохраняют свою силу и по
отношению к пространству , ,

. При этом в предположении фредгольмо-
вости любое решение  уравнения

 с правой частью  также при-
надлежит , F). Если дополнительно функции a, b,

 и , то и .
Заметим, что как и в Lp-случае аналог теоремы 2

(в терминах леммы 2) для пространств 
также хорошо известен [9]. В случае, когда матри-
ца-функция J(t) постоянна и имеет единственное
собственное значение i, а кривая  конечна, тео-
рема 4 установлена в [8].
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В ограниченной области рассматривается параболическое уравнение с квазилинейным оператором
и нелокальными граничными условиями типа Бицадзе–Самарского. Доказана теорема существова-
ния и единственности периодического решения такой задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Нелокальные краевые задачи рассматривают-
ся с 30-х годов XX века, см. работы Т. Карлемана
[1]. В 50-е годы XX-го века началось рассмотре-
ние абстрактных нелокальных задач, см. работы
М.И. Вишика [2], Ф. Браудера [3] и др. Среди не-
локальных параболических задач на ограничен-
ном множестве наиболее изучены задачи с вре-
менными нелокальностями, задачи с интеграль-
ными нелокальными членами и задачи на
прямоугольнике. В данной работе рассматрива-
ются параболические уравнения с нелокальными
краевыми условиями типа Бицадзе–Самарского,
ср. [4]. Особенностью данных нелокальных усло-
вий является то, что они заданы с помощью сдви-
гов по пространственным переменным в одно-
связной ограниченной области. Линейные эл-
липтические и параболические нелокальные
краевые задачи типа Бицадзе–Самарского рас-
сматривались в работах [5–10] и др. Нелинейные
эллиптические дифференциальные уравнения с
нелокальными краевыми условиями изучались
в [11].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – ограниченная область с грани-
цей  класса C∞ или , где  –
ограниченная область (с границей  класса C∞,
если );  для n = 1. Определим ци-

линдр . Пусть , ,

, все функции веществен-
нозначные. В цилиндре  рассмотрим диффе-
ренциальное уравнение

(1)

c нелокальными граничными условиями

(2)

где множество  определено следующим
образом.

Пусть  – конечное множество векторов h
с целочисленными (или соизмеримыми) координа-
тами. Через M обозначим аддитивную группу, по-
рожденную множеством , через Qr – открытые

связные компоненты множества .

Множество Qr называется подобластью. Семей-
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ство  всех подобластей Qr ( ) называ-
ется разбиением области Q.

У с л о в и е  1. Пусть  =  ∩

∩  удовлетворяет условию
.

Обозначим через  открытые, связные в топо-
логии  компоненты множества . Если

 для некоторого , то или
, или существует  такое, что
, см. § 7 из [7]. Множества {Γρ + h:

 могут быть разбиты
на классы.  и  принадлежат одному
классу, если

1) существует вектор  такой, что  +
+ ;

2) для любых  нормали к
 в точках  и  совпа-

дают.
Обозначим множество  через , где r –

номер класса, j – номер элемента в классе
( ). Не нарушая общности, будем
считать, что , 
( ). Как известно, см.  7
из [7], для любого  существует подоб-
ласть  такая, что . Более того, если

, то  для любых
; и для каждого  существует

единственный номер  такой, что
 и  ( ) (с точно-

стью до перенумеровки). Обозначим теперь
.

У с л о в и е  2. Для каждой подобласти 
,  и для любого 

существует открытое множество  с гра-
ницей  такое, что  ,
mesn – 1 .

 – Соболевское пространство
функций, интегрируемых на  в степени  вме-
сте с первыми производными по xi, .
Обозначим
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Периодические по t решения (1), (2) должны
удовлетворять условию

(3)

Рассматривая производную по t как распреде-
ление, введем неограниченный оператор

 c областью определе-
ния

(4)

Определим оператор A : Lp(0, T;  →
→ Lq(0, T;  по формуле

(5)

здесь и ниже .
О п р е д е л е н и е  1. Функция w ∈ Wg :=

:=  называется обобщенным
решением задачи (1)–(3), если она удовлетворяет
операторному уравнению

(6)

3. РАЗНОСТНЫЙ ОПЕРАТОР 
И ИЗОМОРФИЗМ ПРОСТРАНСТВ

Рассмотрим набор вещественных постоянных
коэффициентов . Определим разност-

ный оператор :

(7)

а также оператор ,

здесь  – оператор про-

должения функций из  нулем в  ×
× (0, T),  – оператор

сужения функций из  на . Для ис-
следования свойств оператора RQ введем матри-

цы :

(8)

где hsm определяется условием . Из
ограниченности области Q и формулы (8) следу-
ет, что множество различных матриц  конечно.
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Пусть . Изоморфизм Us : Lp(Ωs) →
→  задан по формуле ,

t). Оператор , определяе-

мый соотношением , является опе-
ратором умножения на матрицу Rs, при этом RQ =

= , где Ps – проектор на ,

см. лемму 8.6 [7] (или лемму 2.6 [8]). Более по-
дробно построение и свойства операторов  и

 см. в [7, 8, 10, 11].
Обозначим через  матрицы, полученные из

 путем перенумерования соответствую-

щих столбцов и строк. Пусть  ( ) –
-я строка матрицы размерности , получен-

ной путем вычеркивания последних  столб-
цов из матрицы .

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что мат-
рицы Rs соответствуют граничным условиям (2),
если выполнено следующее

У с л о в и е  3. Существует набор  :
:  такой, что для любого  матри-
цы Rs невырождены, а также для всех  и

(9)

Кроме того, обозначим через  матрицу по-
рядка , полученную из матрицы  вычер-
киванием последних  строк и столбцов.

Т е о р е м а  1. Предположим, что выполнены
условия 1–3, а соответствующие матрицы  и 
( , ) невырождены. Tогда существует
множество  такое, что оператор

RQ :  – изоморфизм.

С л е д с т в и е  1.  является обобщенным
решением задачи (1)–(3) тогда и только тогда, ко-
гда существует решение операторного уравнения

(10)

где , причем .

4. МАКСИМАЛЬНАЯ МОНОТОННОСТЬ 
ОПЕРАТОРА 

О п р е д е л е н и е  3. Оператор Λ: Lp(0, T;

  монотонен, ес-
ли  для всех . Плотно
определенный, монотонный оператор  макси-
мально монотонен, если не существует нетриви-
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ального расширения данного оператора, сохра-
няющего монотонность.

Как известно, оператор  с областью опреде-
ления  максимально монотонен, и

, см. [12, Гл. 3, п. 2.2].

Л е м м а  1.  макси-
мально монотонен.

5. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ

Обозначим через  симметрическую часть

матрицы : .

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия 1–3; а
также  ( , ); оператор A:

 задан формулой
(5), причем функции  измеримы по

, T-периодичны по t, дифференцируемы по
 ( ), а также справедливы оцен-

ки

(11)

(12)

(13)

где , , g1 ∈

∈ , константы  не зависят

от ,  и , ζm· =
= , .

Тогда для любого  существу-
ет единственное обобщенное решение задачи (1)–
(3). Более того, если w1 и w2 – решения, соответ-
ствующие правым частям f1 и f2, то

(14)

 не зависит от  и .

При рассмотрении линейного оператора 
условия (11)–(13) упростятся.
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СОЛОНУХА

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия 1–3, а
также  ( , ); , оператор

 задан формулой

причем функции  измеримы по ,
M-периодичны по x, T-периодичны по , ,
а также для некоторого , не зависящего от

,

(15)

Тогда для любого  существует един-
ственное решение операторного уравнения (10)

. Более того, если  и  – ре-
шения, соответствующие правым частям f1 и f2, то

(16)

 не зависит от  и .
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We consider the quasilinear parabolic boundary value problem with nonlocal boundary condition of Bit-
sadze–Samarskii type. The theorem of existence and uniqueness of a periodic solution of such a problem is
proved.
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В n-мерной ( ) области рассматривается задача типа Стеклова с быстро меняющимся условием
(чередуются условие Стеклова и однородное условие Дирихле). При этом коэффициент в условии
Стеклова является быстро осциллирующей функцией, зависящей от малого параметра , которая
имеет порядок O(1) вне мелких включений в виде шаровых слоев на границе, где она имеет порядок

. Эти включения диаметра  расположены на расстоянии порядка  друг от друга,
где . В случае m < 2 (слабая сингулярность) оценена скорость сходимости решений ис-
ходной задачи при стремлении малого параметра к нулю.

Ключевые слова: слабая сингулярность, задача Стеклова, граничное усреднение
DOI: 10.31857/S2686954322020096

≥ 3n

ε

−εδ(( ) )mO εδ( )O δ( )O
δ δ ε →= ( ) 0

Сингулярные возмущения коэффициентов
дифференциальных уравнений и краевых усло-
вий возникают при моделировании различных
прикладных задач. Асимптотический анализ та-
ких задач см., например, в работах [1–6]. Непери-
одические случаи рассмотрены в [7, 8]. Задачи с
сингулярностями внутри области изучены в рабо-
тах [9, 10] (см. также [11, 12]).

Задача типа Стеклова с быстро меняющимся
типом краевых условий рассматривалась в [13], где
проанализирован весь спектр предельных случаев.
Задачи с быстро осциллирующими граничными
условиями изучались также в статьях [14, 15].

В настоящей работе рассматривается много-
мерная задача усреднения типа Стеклова со сла-
бой сингулярностью, даются в соболевских нор-
мах оценки скорости сходимости решений и соб-
ственных значений исходных задач от решений и
собственных значений, соответственно, усред-
ненных задач при стремлении малого параметра к
нулю.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим область , , с достаточ-
но гладкой границей . Мы предполагаем, что
часть границы  ( ) лежит на гипер-
плоскости , при этом она состоит из трех
частей ,  и , где  и  образуют единую

часть, которую мы обозначаем . Здесь  –

объединение (n – 1)-мерных шаров, а  –

объединение шаровых слоев. Поясним теперь по-
строение. Пусть γ0 – это (n – 1)-мерный шар

 и пусть β0 =

= , ξn = 0} в

растянутом пространстве , ,  и  – области,

полученные целочисленными сдвигами мно-
жеств γ0 и  на гиперплоскости  с центра-
ми в точках , .
Обозначим  – гомотетичное сжатие δγ и  – го-
мотетичное сжатие . При этом (см. рис. 1)

Предполагается, что параметр δ(ε), определя-
ющий характерное расстояние между участками

 и  на границе, стремится к нулю при .
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Также заметим, что количество участков  и со-
ответственно участков  имеет следующий поря-

док: .

В области  рассматривается спектральная за-
дача с быстрой сменой краевых условий и сингу-
лярными коэффициентами

(1)

где

(2)

В этой работе ограничимся только случаем m < 2
(слабая сингулярность).

Собственные значения  занумерованы в по-
рядке неубывания, т.е. , и по-
вторяются с учетом кратности. При этом нормиру-
ем собственные функции следующим образом:

здесь .
Для формулировки теорем нам понадобится
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Пусть функция Wε, периодическая по пере-
менным , является первой собственной
функцией задачи типа Стеклова на ячейке перио-
дичности

(3)

Зададим  формулой

(4)

и продолжим ее периодически вдоль гиперплос-
кости xn = 0. Здесь  – гладкая срезающая
функция одной переменной, ,  в не-
которой достаточно малой окрестности . Свой-
ства функции  подробно изучены в [13].

Для формулировки результатов рассмотрим
краевые задачи

(5)

(6)

где  – площадь единичной n-мерной сферы, а
 – гармоническая емкость (n – 1)-

мерного диска γ0.
Имеет место теорема об оценке решений.

Т е о р е м а  1. Если ,  и u0 – обобщен-
ные решения задач (4) и (5), соответственно, то су-
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Рис. 1. Область с микронеоднородной структурой
границы.
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Теперь сформулируем спектральную задачу

(7)

Имеет место теорема о сходимости собствен-
ных значений и собственных функций.

Т е о р е м а  2. Пусть ,  являются собствен-
ными значениями задач (6) и (1) соответственно.
Тогда

где постоянные ,  не зависят от ε. 

Если кратность собственного значения  зада-
чи (7) равна r, т.е. , то для лю-

бой собственной функции  задачи (7), соответ-
ствующей собственному значению , ,

существует линейная комбинация  собственных
функций задачи (1), соответствующих собствен-
ному значению  такая, что
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где постоянные ,  не зависят от ε и .
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In a n-dimensional (n > 3) domain we consider a Steklov-type problem with rapidly changing conditions (the
Steklov condition alternates with the homogeneous Dirichlet condition). In addition the coefficient in the
Steklov condition is a rapidly oscillating function depending on the small parameter  of the order O(1) out-
side small spherical layer inclusions, where it has the order . These inclusions of the diameter

 are on the distance of order  from each other, where . In the case m < 2 (weak sin-
gularity), the rate of convergence is estimated for solutions to the original problem as the small parameter
tends to zero.
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Предложен новый вариант неявной итерационной схемы на основе решения последовательности
регуляризованных расширенных линейных систем. Этот подход позволяет существенно повысить
скорость сходимости неявной итерационной схемы при сохранении неизменным числа обуслов-
ленности задачи на каждой итерации алгоритма. Предлагаемый алгоритм может достаточно эффек-
тивно быть использован для построения итерационных алгоритмов регуляризации при решении
плохо обусловленных разреженных задач большой размерности.

Ключевые слова: неявная итерационная схема, регуляризованная расширенная линейная система,
итеративные алгоритмы регуляризации на основе расширенных систем
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1. ВВЕДЕНИЕ
Известно, что многие вычислительные задачи

принадлежат к классу некорректных или плохо
обусловленных задач. Для решения этих задач
широко используются многочисленные методы
регуляризации. Одним из наиболее эффективных
методов регуляризации продолжает оставаться
метод регуляризации А.Н. Тихонова [1].

При решении многих прикладных задач, осо-
бенно разреженных большой размерности, на-
пример, таких, как обработка сигналов и изобра-
жений, анализ больших данных, важную роль иг-
рают итерационные методы регуляризации [2, 3].
Достоинством итерационных методов регуляри-
зации является тот факт, что для них роль пара-
метра регуляризации выполняет момент останова
итераций, который легко реализуется на основе
принципа невязки [2]. Итерационный принцип
невязки существенно проще, с вычислительной
точки зрения, принципа невязки, используемого
для прямых (неитерационных) методов регуляри-
зации.

Одним из важнейших алгоритмов построения
итерационных схем регуляризации является не-
явный метод простых итераций на основе нор-
мальных уравнений [3]. Это связано с тем фак-
том, что он обладает абсолютной сходимостью, в

отличие от явных, и достаточно высокой помехо-
устойчивостью. В [4] был предложен специаль-
ный вариант неявной итерационной схемы на ос-
нове сингулярного разложения. Однако высокая
вычислительная сложность сингулярного разло-
жения не позволяет достаточно эффективно ре-
шать большие, в том числе разреженные, задачи.

В настоящей работе предлагается новый вари-
ант неявной итерационной схемы, основанный
на последовательном решении регуляризованных
расширенных систем линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). Этот подход позволяет суще-
ственно повысить скорость сходимости алгорит-
ма без потери вычислительной устойчивости (за
счет сохранения неизменным числа обусловлен-
ности СЛАУ на каждой итерации) неявной итера-
ционной схемы. Данный результат обеспечивает-
ся тем фактом, что число обусловленности рас-
ширенной СЛАУ значительно меньше числа
обусловленности СЛАУ неявной итерационной
схемы на основе нормальных уравнений. Важ-
нейшим достоинством предлагаемого алгоритма
также является возможность решать большие
разреженные задачи.

2. НОВАЯ НЕЯВНАЯ ИТЕРАЦИОННАЯ 
СХЕМА

Рассматривается произвольная СЛАУ

(1)

где , , ,  и .

= ,Au f
×∈ C

m nA ∈ C
mf ∈ C

nu ≥m n rank( ) =A n
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Для построения классического варианта неяв-
ной итерационной схемы [2] используется сим-
метризация Гаусса произвольной СЛАУ (1), при-
водящая к нормальной системе уравнений

(2)
где A* – матрица, сопряженная к матрице A.

На основе нормальной системы (2) непосред-
ственно получается классическая форма неявной
итерационной схемы (неявный метод простых
итераций) для решения произвольных СЛАУ (1):

(3)

где ,  – единичная матрица порядка n и

Неявная итерационная схема (3) широко ис-
пользуется для получения итерационных алго-
ритмов регуляризации [2, 3, 5], где номер оста-
новки по k выполняет роль параметра регуляри-
зации.

Ниже приводится новый вариант неявной ите-
рационной схемы.

Преобразуем (3) к виду

или

(4)
Пусть
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тогда (4) можно записать в виде
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а (5) в виде
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Введем новую переменную . Объеди-
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Итерационный метод (9) можно рассматри-
вать как специальную вычислительную схему ме-
тода (3). Однако при малых α вычисления по ите-
рационной схеме (4) могут, в виду большей чис-
ленной устойчивости, оказаться намного более
целесообразными, чем вычисления по итераци-
онной схеме (3). Кроме того, формирование мат-
рицы A*A может приводить к ее полному заполне-
нию, даже если исходная матрица A является
сильно разреженной, что в конечном итоге не
позволяет использовать алгоритм (3) для реше-
ния больших разреженных задач.

Спектральное число обусловленности СЛАУ
на каждой итерации в алгоритме (3) равно

где  и  – максимальное и минимальное сингу-
лярные числа матрицы  соответственно.

Как показано в [6], собственными значениями
матрицы , , , являются

числа , , а также ω и –ω
кратностей  и  соответственно, где

 и  – сингулярные
числа матрицы A. Для частного случая, когда

, аналогичный результат приведен (без
доказательства) в работе М.А. Саундерса [7].

Так как  и , то спектральное число
обусловленности матрицы 

(10)

где  – спектральная матричная норма.

Из (10) следует, что если , то

(11)

несмотря на число обусловленности матрицы A.
Из (11) получаем важный практический резуль-

тат: если , то число обусловленности
матрицы  не зависит от обусловленности матри-
цы A и, следовательно, для плохо обусловленных
матриц A число обусловленности ,
так как . Этот факт гарантирует,
что неявная итерационная схема (9), на основе
расширенных систем, будет обладать более высо-
кой вычислительной устойчивостью по сравне-
нию с итерационной схемой (3), на основе нор-
мальных систем, при одном и том же значении
параметра .
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3. ИТЕРАЦИОННАЯ
РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩАЯ СХЕМА

Пусть вместо точных исходных данных 
заданы возмущенные исходные данные , где

. Здесь  – евклидова векторная нор-
ма.

Для построения итерационной регуляризиру-
ющей схемы воспользуемся итерационным алго-
ритмом (9):

(12)

В качестве критерия остановки будет исполь-
зовано минимальное число k, такое, что

(13)

где константа .
Параметр , момент останова для итерацион-

ной схемы (12), играет роль параметра регуляри-
зации на основе принципа невязки [2], а  явля-
ется регуляризованным решением.

Так как , то критерий остановки
(13) можно представить в виде

(14)

Использование (14) позволяет снизить вычис-
лительные затраты по сравнению с (13).

4. АНАЛИЗ СХОДИМОСТИ
И ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Итерационную схему (3) можно записать в виде

(15)

где  – итерационная мат-
рица, а .

Скорость сходимости итерационного процесса
(15) определяется множителем сходимости ,
где  – спектральный радиус матрицы. В [4] по-

казано, что , где .

Очевидно, что  и 
при , где  и . Однако
при  спектральный радиус , что
приводит к сильному замедлению скорости схо-
димости.

Видно, что параметр ω, с одной стороны, вы-
полняет роль предобусловливателя, но, с другой
стороны, требуется компромис при выборе пара-
метра  для обеспечения достаточной скорости
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сходимости алгоритма. Относительно стандарт-
ного алгоритма типа (3) замечание о скорости
сходимости было сделано в недавней работе [8].

Исследуем сравнение скорости сходимости и
чисел обусловленности для алгоритмов (3) и (12).

Пусть параметры  и  выбираются из усло-
вия . Так как μ2(Bω) =
= , то очевидно, что  и, следова-
тельно, . Это означает, что не-
явная итерационная схема (12), на основе расши-
ренных систем, имеет более высокую скорость
сходимости по сравнению с (3), на основе нор-
мальных уравнений, при одном и том же числе
обусловленности СЛАУ в обоих итерационных
схемах.

Рассмотрим случай, когда ,
где  – машинный эпсилон. В этом случае для
обеспечения гарантированной точности вычис-
лений на каждой итерации неявных итерационных
схем (3) и (12) параметры  и  должны удовлетво-
рять условиям  и  со-
ответственно.

Если параметры  и  удовлетворяют усло-
вию

(16)

то в этом случае . Отсюда непосредствен-
но имеем, что . Следователь-
но, при одинаковых числах обусловленности
СЛАУ в алгоритмах (3) и (12), алгоритм (12), на
основе расширенных линейных систем, будет
иметь существенно более высокую скорость схо-
димости. Этот факт иллюстрируется следующим
простым примером.

Ч и с л е н н ы й  п р и м е р. Рассмотрим СЛАУ
Au = f, где

(17)

СЛАУ (17) совместна, ее точное решение

, а ,  и

. Для решения СЛАУ (17) исполь-
зовались алгоритмы (3) и (12). Все вычисления вы-
полнялись в Matlab, где . В данном
примере . В алгоритмах (3) и (12) параметры
выбирались в соответствии с (16):
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(18)

Из (18) получаем, что для алгоритма (3) ω1 =

= , а для алгоритма (12) .
Для решения СЛАУ в алгоритме (3) применялся
метод Холецкого, а в (12) – метод LU-разложе-
ния. В качестве критерия остановки использовал-
ся критерий:

(19)

Для алгоритма (12) этот критерий, в соответствии
с (14), имеет вид .

Р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л е н и й .  Алгоритм (3),
на основе нормальных уравнений, не позволил во-
обще выполнить критерий (19). Через , не-
вязка  × 10–5, а относительная по-

грешность решения  соответ-

ственно.

Для алгоритма (12), на основе расширенных
линейных систем, критерий остановки (19) был
выполнен при , а относительная погреш-
ность, соответственно, равна

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Новый вариант неявной итерационной схемы
(9) обладает следующими наиболее важными
преимуществами перед классической неявной
итерационной схемой (3), основанной на нор-
мальной системе уравнений:

1. Неявная итерационная схема (9), в отличие
от неявной схемы (3), позволяет достаточно эф-
фективно решать большие разреженные задачи.

2. При одном и том же числе обусловленности
матриц  и  неявная итерационная схема (9)
позволяет получить существенно более высокую
скорость сходимости при решении плохо обу-
словленных задач. Этот факт особенно важен при
решении задач большой размерноcти.
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A new version of an implicit iterative scheme based on solving a sequence of regularized augmented linear sys-
tems is proposed. This approach makes it possible to significantly increase the rate of convergence of the im-
plicit iterative scheme while keeping the condition number of the problem unchanged at each iteration of the
algorithm. The proposed algorithm can be effectively used to construct iterative regularization algorithms for
solving ill-conditioned sparse problems of large dimension.
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