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Óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè (âíóòðåííèå è âïëîòü äî ãðàíèöû) ðåøåíèé íåðàâåíñòâà L (u) >
> 0, ãäå L � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èìïóëüñíûìè îñî-
áåííîñòÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû, â ÷àñòíîñòè, ê êðàåâîé çàäà÷å Íåéìàíà.
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ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî.
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Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà L (u) > 0, ãäå L �
ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò èì-
ïóëüñíûå îñîáåííîñòè [1, ãë. 3].

Ïåðâûé å¼ ïóíêò ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ. Åãî öåëü
ñîñòîèò â ôèêñàöèè òåðìèíîëîãèè è îáîçíà÷åíèé. Âî âòîðîì ïóíêòå óñòàíàâëèâàþòñÿ îáðàò-
íûå íåðàâåíñòâà, ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü íîðìû ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà
K (L ) = {L (u) > 0} ÷åðåç áîëåå ñëàáûå èíòåãðàëüíûå íîðìû. Îíè íîñÿò õàðàêòåð âíóò-
ðåííèõ îöåíîê. Òðåòèé ïóíêò ðàáîòû ïîñâÿù¼í îöåíêàì âïëîòü äî ãðàíèöû ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ ñìåøàííîãî êðàåâîãî
óñëîâèÿ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Íåéìàíà.

Ê äàííîé ïóáëèêàöèè áëèçêè ñòàòüè [2�4]. Â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð L (u) = u(n), ðåçóëüòàòû ðàáîò [3, 4] ïðèìåíèìû ê äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðà-
òîðàì ñ ñóììèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Íèæå âñå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Åñëè Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è v ∈ Z, òî ÷åðåç ‖v;Z‖ îáîçíà÷àåòñÿ íîðìà ýëåìåíòà v
â ïðîñòðàíñòâå Z, à ÷åðåç Z∗ � ñîïðÿæ¼ííîå ê Z ïðîñòðàíñòâî. Çàïèñü Z1 → Z2 îçíà÷àåò
íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Z1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Z2;
åñëè æå îïåðàòîð âëîæåíèÿ âïîëíå íåïðåðûâåí, òî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü Z1 ⇒ Z2.
Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K âåùåñòâåííîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàþò êëè-
íîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K è íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà α âûòåêàåò, ÷òî x + y ∈ K è
αx ∈ K. Åñëè K � êëèí, òî ìíîæåñòâî K

⋂
(−K) íàçûâàåòñÿ åãî ëåçâèåì. Êëèí K íàçûâà-

þò êîíóñîì, åñëè åãî ëåçâèå ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé òî÷êè. Äàëåå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå [5, c. 126].

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü E, E1, E0 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì E1 ⇒ E è E → E0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ κ : (0,∞)→ (0,∞), ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ E1 è
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà η ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ýðëèíãà

‖f ;E‖ 6 η‖f ;E1‖+ κ(η)‖f ;E0‖.

Áèáëèîãðàôèÿ, ïðèâåä¼ííàÿ â êîíöå ñòàòüè, âåñüìà êðàòêàÿ. Àâòîð íå ñòàâèë ñâîåé öåëüþ
äàòü îáøèðíûé îáçîð ëèòåðàòóðû, ïîñâÿù¼ííîé äèôôåðåíöèàëüíûì íåðàâåíñòâàì.

1. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ìíîæåñòâî S ⊂ R èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, òî
mes S � åãî ìåðà Ëåáåãà; ñîâïàäàþùèå ï.â. (ïî÷òè âñþäó) ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà; ýòî îòíîøåíèåì îáîçíà÷àåì êàê f ∼ g. ×åðåç ess sup f
è ess inf f îáîçíà÷àþòñÿ ñóùåñòâåííûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíê-
öèè f ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå S, òî ÷èñëî osc {f ;S} =
= ess sup f − ess inf f íàçûâàþò ñóùåñòâåííûì êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà ýòîì ìíîæåñòâå.
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Êàæäîìó èçìåðèìîìó ïîäìíîæåñòâó S äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Lm(S) (1 6 m 6 ∞) òåõ èçìåðèìûõ íà S ôóíêöèé
u(x) ñî çíà÷åíèÿìè â R, äëÿ êîòîðûõ èìååò ñìûñë è êîíå÷íà íîðìà

‖u;Lm(S)‖ =

(∫
S

|u(x)|m dx
)1/m

(1 6 m <∞), ‖u;L∞(S)‖ = ess sup |u(x)|.

Êàê îáû÷íî, ýêâèâàëåíòíûå îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ôóíêöèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ.
Âàðèàöèåé ôóíêöèè u(x) íà îòðåçêå J = [a, b] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

V b
a (u) = sup

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà áåð¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì îòðåçêà J òî÷êàìè x0 =
= a < x1 < . . . < xn−1 < xn = b. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé c îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé íà
îòðåçêå J îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îáîçíà÷àåìîå ñèìâîëîì BV (J). Èíîãäà ÷èñëî
V b
a f íàçûâàþò ïîòî÷å÷íîé âàðèàöèåé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b].
Åñëè v ∈ L1(J) è

u(x) = u(a) +

x∫
a

v(s) ds,

òî ôóíêöèþ u(x) íàçûâàþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå J. Â ýòîì ñëó÷àå ïî÷òè âñþäó
íà J ôóíêöèÿ u äèôôåðåíöèðóåìà è äëÿ å¼ ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî u′(x) = v(x)
ï.â. Ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîèçâîäíîé (â ñìûñëå Ñîáîëåâà) ôóíêöèè u [6, 7]. Àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå J ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò êëàññó BV (J). Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
V b
a (u) = ‖v′;L(J)‖. Ñîâîêóïíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå J ôóíêöèé îáîçíà÷à-
åòñÿ ñèìâîëîì AC(J). ×åðåç W 1

m(J) îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà AC(J), ñîñòîÿùàÿ èç
ôóíêöèé u, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Lm(J) (1 6 m 6 ∞). Äëÿ
ôóíêöèè u èç W 1

m(J) èìååò ñìûñë è êîíå÷íà íîðìà

‖u;W 1
m(J)‖ = ‖u;Lm(J)‖+ ‖u′;Lm(J)‖,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé W 1
m(J) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàðÿäó ñ W 1

m(J) áóäóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî C(J) íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé, à òàêæå ïðîñòðàíñòâî
C1(J) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà J ôóíêöèé, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîá-
ñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W 1

∞(J). ×åðåç C1
0 (J) îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòü ïðîñòðàí-

ñòâà C1(J), ñîñòîÿùàÿ èç ôèíèòíûõ, ò.å. îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âáëèçè òî÷åê a è b, ôóíêöèé.
Ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f êëàññà BV (J) êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî. Ñóùåñòâóþò

îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

fr(x) = lim
ξ→x+0

f(ξ) (x ∈ [a, b)), fl(x) = lim
ξ→x−0

f(ξ) (x ∈ (a, b]).

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå a ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó f(a) = fr(a); àíàëîãè÷íî,
ðàâåíñòâî f(b) = fl(b) ýêâèâàëåíòíî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå b. Åñëè ôóíêöèè f,
g ïðèíàäëåæàò BV (J) è f ∼ g, òî fr(x) = gr(x) è fl(x) = gl(x) â åñòåñòâåííîé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Îäíàêî ïîòî÷å÷íûå âàðèàöèè V b
a f è V b

a g ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ñóùåñòâåííîé âàðèà-
öèåé ôóíêöèè f íà îòðåçêå J = [a, b] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

V̄ (f, J) = min{V b
a g : g ∼ f}.

Ìèíèìóì â äàííîì ðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî (ñì., íàïðèìåð, [8]), åñëè ôóíêöèÿ
g : J → R íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a, íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå b è

min{fr(x), fl(x)} 6 g(x) 6 max{fr(x), fl(x)} (a < x < b),

òî f ∼ g è V̄ (f, J) = V b
a g.
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Èçâåñòíû è äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííîé âàðèàöèè. Íàïðèìåð, âåðíî
ðàâåíñòâî

V̄ (f, J) = sup

{ b∫
a

f(x)h′(x) dx : h ∈ C1
0 (J), |h(x)| 6 1

}
.

Äëÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå J = [a, b] ôóíêöèè f ïîòî÷å÷íàÿ è ñóùåñòâåííàÿ âàðèàöèè
ñîâïàäàþò: V̄ (f, J) = V b

a f. Îòìåòèì òàêæå íåðàâåíñòâà

osc {f, J} 6 V̄ (f, J), V̄ (fg, J) 6 V̄ (f, J)‖g;L∞(J)‖+ V̄ (g, J)‖f ;L∞(J)‖.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bv (J) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ íà îòðåçêå J = [a, b] ôóíê-
öèé f, èìåþùèõ êîíå÷íóþ ñóùåñòâåííóþ âàðèàöèþ V̄ (f, J). Äëÿ ôóíêöèè f èç bv (J) èìååò
ñìûñë è êîíå÷íà íîðìà ‖f ; bv (J)‖ = ‖f ;L(J)‖+ V̄ (f, J); ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè îòîæäåñòâ-
ëÿþòñÿ. Îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû bv (J) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî E (J) êàê ñîâîêóïíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u : J →
→ R, ïðîèçâîäíàÿ u′ êîòîðûõ èìååò îãðàíè÷åííóþ ñóùåñòâåííóþ âàðèàöèþ: E (J) = {u ∈
∈ AC(J) : u′ ∈ bv (J)}. Êëàññ E (J) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ââåä¼ì â E (J) íîðìó ðàâåíñòâîì ‖u; E (J)‖ = ‖u;C(J)‖+ V̄ (u′, J).
Àíàëîãè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû èçó÷àëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè (ñì., íàïðèìåð, [1,
7�9]), óñòàíîâèâøèìè, â ÷àñòíîñòè, ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà E (J) è ðàçíîîáðàçíûå íåðàâåíñòâà
òèïà òåîðåì âëîæåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî E (J) íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî W 1

m(J) (1 6
6 m 6∞); ïðè m ∈ [1,∞) ýòî âëîæåíèå êîìïàêòíî. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå àâòîðû âìåñòî
òåðìèíà �ñóùåñòâåííàÿ âàðèàöèÿ� èñïîëüçóþò åãî ñîêðàù¼ííûé âàðèàíò � �âàðèàöèÿ� [1, ãë. 3].

Íàðÿäó ñ ââåä¼ííîé âûøå íîðìîé ‖u; E (J)‖ â ïðîñòðàíñòâå E (J) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ è
äðóãèå íîðìû:

‖u‖0 = ‖u;L(J)‖+ V̄ (pu′; J), ‖u‖1 = ‖u;C(J)‖+ V̄ (pu′; J).

Çäåñü è äàëåå p � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ èç BV (J) òàêàÿ, ÷òî p0 = inf{p(x) : x ∈ J} > 0,
p̄ = sup{p(x) : x ∈ J} <∞. Íîðìû ‖u; E (J)‖ è ‖u‖1 ýêâèâàëåíòíû [1, ñ. 137]. Äîêàçàòåëüñòâî
ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ‖u‖0 è ‖u‖1 îïèðàåòñÿ íà íåðàâåíñòâî Ýðëèíãà

‖u;C(J)‖ 6 t(‖u;C(J)‖+ V̄ (pu′; J)) + κ(t)‖u;L(J)‖,

ãäå t � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðè t = 1/2 ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíêè

‖u;C(J)‖ 6 2κ(1/2)‖u;L(J)‖+ V̄ (pu′, J), ‖u‖1 6 2κ(1/2)‖u;L(J)‖+ 2V̄ (pu′, J),

èç êîòîðûõ î÷åâèäíî ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ‖u‖0 è ‖u‖1.
Â ðÿäå ìåñò äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì

b∫
a

ϕ(x) dg(x).

Ñîïðÿæ¼ííîå ê C(J) ïðîñòðàíñòâî C∗(J) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ Λ, äîïóñêàþ-
ùèõ ïðåäñòàâëåíèå

Λ(ϕ) =

b∫
a

ϕ(x) dg(x),

â êîòîðûõ g ∈ BV (J); âåðíî ðàâåíñòâî ‖Λ;C∗(J)‖ = V b
a g. Âîçðàñòàíèå ôóíêöèè g ýêâèâà-

ëåíòíî ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëà Λ; ïðè ýòîì ‖Λ;C∗(J)‖ = g(b)− g(a).
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Åñëè u ∈ AC(J), v ∈ BV (J), òî ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

b∫
a

v(x)u′(x) dx =

b∫
a

v(x) du(x) = u(x)v(x)|ba −
b∫
a

u(x) dv(x).

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðàëó Ëåáåãà.

2. Âíóòðåííèå îöåíêè. Íèæå p, Q, F � ôóíêöèè êëàññà BV (J) (êàê è âûøå J = [a, b],
−∞ < a < b, p0 = inf{p(x) : x ∈ J} > 0, p̄ = sup{p(x) : x ∈ J} < ∞); ôóíêöèè p, Q, F
íåïðåðûâíû â òî÷êàõ a, b. Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå H(J) = W 1

2 (J) ôóíêöèîíàëû

Λ(u) =

b∫
a

u(x)dF (x), Ψ(u) =
1

2

( b∫
a

p(x)(u′(x))2 dx+

b∫
a

u2(x) dQ(x)

)
,

Φ(u) = Ψ(u)− Λ(u).

Èíòåãðàëû â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ïîíèìàþòñÿ ïî Ëåáåãó (èëè ïî Ðèìàíó�Ñòèëòüåñó). Ôóíêöèîíà-
ëû Ψ,Φ äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå íà H(J), ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

Ψ′(u)h =

b∫
a

p(x)u′(x)h′(x) dx+

b∫
a

u(x)h(x) dQ(x),

Φ′(u)h = Ψ′(u)h− Λ(h),

â êîòîðûõ h � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H(J).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H0(J) ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé èç H(J), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå

ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà, ò.å.

H0(J) = {u ∈ H : u(a) = u(b) = 0}.

Ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíàëà Φ íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u èç H(J), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó

Φ′(u)h = 0 äëÿ âñåõ h ∈ H0(J). (1)

Ðàâåíñòâî (1) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ýéëåðà (â èíòåãðàëüíîé ôîðìå). Åñëè p, Q, F � ôóíêöèè
êëàññà C1(J) è q = Q′, f = F ′, òî óðàâíåíèå Ýéëåðà ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ

L (u) := −(pu′)′ + qu = f ; (2)

â ýòîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà Φ � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (2).

Â ïðèíÿòûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé p, Q, F áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1)

L (u) := −(pu′)′ +Q′u = F ′,

ëèøü âíåøíå íàïîìèíàþùàÿ óðàâíåíèå (2). Â ýòîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà Φ ìî-
ãóò íå ïðèíàäëåæàòü êëàññó C1(J). Ïðÿìûå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò
óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó H(J). Âìåñòå ñ òåì
óäà¼òñÿ óñòàíîâèòü îïðåäåë¼ííóþ ïîâûøåííóþ ãëàäêîñòü ýêñòðåìàëåé.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Q â æîðäàíîâîé ôîðìå Q(x) = Q+(x)−Q−(x), ãäå Q+(x) = V x
a Q.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ Q1(x) = Q+(x) +Q−(x) = 2V x
a −Q(x). Óñòà-

íîâèì îöåíêè ðåøåíèé u óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1).
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Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ýêñòðåìàëè u ôóíêöèîíàëà Φ èìååò ìåñòî îöåíêà

V̄ (pu′, J) 6

b∫
a

|u(x)| dQ1(x) + V b
aF. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî M = {h ∈ C1
0 (J) : |h(x)| 6 1}. Äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè h èç M ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1), âëåêóùåå çà ñîáîé ñîîòíîøåíèå

b∫
a

p(x)u′(x)h′(x) dx =

b∫
a

u(x)h(x) dQ(x)−
b∫
a

h(x) dF (x).

Î÷åâèäíî, ÷òî

∣∣∣∣
b∫
a

u(x)h(x) dQ(x)−
b∫
a

h(x) dF (x)

∣∣∣∣ 6
b∫
a

|u(x)| dQ1(x) + V b
aF.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè h èç M , èç ÷åãî ñëåäóåò
òðåáóåìàÿ îöåíêà

V̄ (pu′, J) = sup
h∈M

b∫
a

p(x)u′(x)h′(x) dx 6

b∫
a

|u(x)| dQ1(x) + V b
aF.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ýêñòðåìàëè u ôóíêöèîíàëà Φ èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u; E (J)‖ 6 k

( b∫
a

|u(x)| dQ1(x) + V b
aF + ‖u;L(J)‖

)
, (4)

â êîòîðîé k � ïîñòîÿííàÿ, ïðè êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖u; E (J)‖ 6 k‖u‖0 äëÿ âñåõ
u ∈ E (J).

Ëåììà 2 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (3).
Îöåíêè òèïà (3), (4) èìåíóþò íåðàâåíñòâàìè êîýðöèòèâíîñòè. Çàìåíÿÿ â (4) îòðåçîê J =

= [a, b] îòðåçêîì I = [x1, x2] ⊂ J, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

V̄ (pu′, I) 6

x2∫
x1

|u(x)| dQ1(x) + V x2
x1 F. (5)

Åñëè, íàïðèìåð, îòðåçêè I ñòÿãèâàþòñÿ ê òî÷êå x0, à ôóíêöèè Q è F íåïðåðûâíû â ýòîé
òî÷êå, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim
I→x0

V̄ (pu′; I) = 0,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè p(x)u′(x) â òî÷êå x0. Ýòî çàìå÷àíèå ïðèìåíè-
ìî, â ÷àñòíîñòè, ê ñëó÷àÿì x0 = a è x0 = b. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u′(x) íåïðåðûâíà â
òî÷êàõ a è b.

Äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ìîæíî óñòàíîâèòü
îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (3), (4), íî íå ñîäåðæàùèå ôóíêöèè u â ïðàâîé ÷àñòè. Òàêîãî ðîäà
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îöåíêè äîêàçàíû, íàïðèìåð, äëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Êîøè èëè äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå [1, ãë. 3].
Äëÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî êëàññà ôóíêöèé F íèæå íàéäåíû âíóòðåííèå îöåíêè ôóíêöèè u.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K (L ) êëèí ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà Φ ñ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé F.
Ëåçâèå êëèíà K (L ) ñîâïàäàåò ñ äâóìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Ker (L ) ðåøåíèé îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ L (w) = 0. Äëÿ ýëåìåíòîâ êëèíà K (L ) âåðíû íåðàâåíñòâà, èìåþùèå õàðàêòåð
âíóòðåííèõ îöåíîê ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà Φ.

Ââåä¼ì âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè

p1(x) = 2V x
a p− p(x), Q1(x) = 2V x

a Q−Q(x), µ(x) = x+ p1(x) +Q1(x).

Äëÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [c, d] ⊂ J ôóíêöèè g ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣
d∫
c

g(x) dp(x)

∣∣∣∣ 6
d∫
c

|g(x)| dp1(x),

∣∣∣∣
d∫
c

g(x) dQ(x)

∣∣∣∣ 6
d∫
c

|g(x)| dQi(x).

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

‖u;L(J, µ)‖ =

b∫
a

|u(x)| dµ(x).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà Jδ = [a + δ, b − δ] (0 < 2δ < b − a) ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà c0(δ), ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé u èç K (L ) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u; E (Jδ)‖ 6 c0(δ)‖u;L(J, µ)‖. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ u èç K (L ) è ïîñòðîèì ñâÿçàííóþ ñ u ñðåçà-
þùóþ ôóíêöèþ h êëàññà H0(J). Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè a1 = a+ δ, b1 = b− δ.

Ðàçîáü¼ì êàæäûé èç îòðåçêîâ [a, a1] è [b1, b] íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, êîòîðûå îáîçíà÷èì
÷åðåç I1, I2, I3 è I4, I5, I6 ñîîòâåòñòâåííî (äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà δ/3). Ïîäáåð¼ì
÷èñëà

x1 ∈ I1, x2 ∈ I3, x3 ∈ I4, x4 ∈ I6 (7)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

|u(x1)| 6 3

δ

∫
I1

|u(x)| dx, |u(x2)| 6 3

δ

∫
I3

|u(x)| dx,

|u(x3)| 6 3

δ

∫
I4

|u(x)| dx, |u(x4)| 6 3

δ

∫
I6

|u(x)| dx. (8)

Èç âêëþ÷åíèé (7) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà 3(x2 − x1) > δ, 3(x4 − x3) > δ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(x) ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íà îòðåçêå J = [a, b] è èìåþùóþ ãðàôèêîì

ëîìàíóþ ëèíèþ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (a, 0), (x1, 0), (x2, 1), (x3, 1), (x4, 0),
(b, 0). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ h(x) ðàâíà åäèíèöå íà îòðåçêå [x2, x3], íóëþ � íà îòðåçêàõ
[a, x1] è [x4, b], ëèíåéíà íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [x1, x2] è [x3, x4]. Êàê íåòðóäíî âèäåòü,
ôóíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H0(J).

Ïîñêîëüêó Φ′(u)h = 0, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

b∫
a

h(x) dF (x) =

b∫
a

u(x)h(x) dQ(x) +

b∫
a

p(x)u′(x)h′(x) dx. (9)
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Îöåíèì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñíèçó, à èíòåãðàëû â ïðàâîé åãî ÷àñòè
ñâåðõó. Òàê êàê ôóíêöèÿ h íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [a, b] è h(x) = 1 ïðè x ∈ [a1, b1], òî

b∫
a

h(x) dF (x) >

b1∫
a1

1 dF (x) = F (b1)− F (a1). (10)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Q1 âûòåêàåò îöåíêà ïåðâîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (9):

∣∣∣∣
b∫
a

u(x)h(x) dQ(x)

∣∣∣∣ 6
b∫
a

|u(x)| dQ1(x). (11)

Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (9) ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ:

s1 =

x2∫
x1

p(x)u′(x)h′(x) dx è s2 =

x4∫
x3

p(x)u′(x)h′(x) dx.

Íà èíòåðâàëå (x1, x2) ïðîèçâîäíàÿ h′(x) ïîñòîÿííà è ðàâíà (x2 − x1)−1, ïîýòîìó

s1 =
1

x2 − x1

x2∫
x1

p(x)u′(x) dx =
1

x2 − x1

(
p(x)u(x)

∣∣∣∣x2
x1

−
x2∫
x1

u(x) dp(x)

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè p1(x) âûòåêàåò îöåíêà

−
x2∫
x1

u(x) dp(x) 6

x2∫
x1

|u(x)| dp1(x).

Íåðàâåíñòâà (8) è óñëîâèå p̄ = sup{p(x) : x ∈ J} <∞ ïðèâîäÿò ê îöåíêå

p(x)u(x)|x2x1 6
6p̄

δ

x2∫
x1

|u(x)| dx.

Óñòàíîâëåííûå îöåíêè âëåêóò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî

s1 6
1

δ

x2∫
x1

|u(x)| dp1(x) +
6p̄

δ2

x2∫
x1

|u(x)| dx.

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ èíòåãðàëà s2 :

s2 6
1

δ

x4∫
x3

|u(x)| dp1(x) +
6p̄

δ2

x4∫
x3

|u(x)| dx.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå ñâåðõó âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (9):

s1 + s2 6
1

δ

∫
Jδ

|u(x)| dp1(x) +
6p̄

δ2

∫
Jδ

|u(x)| dx; (12)

çäåñü Jδ = [a, a+ δ]
⋃

[b− δ, b].
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Èç îöåíîê (10)�(12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

F (b− δ)− F (a+ δ) 6

b∫
a

|u(x)| dQ1(x) +
1

δ

∫
Jδ

|u(x)| dp1(x) +
6p̄

δ2

∫
Jδ

|u(x)| dx.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì êîýðöèòèâíîñòè
(4), çàìåíÿÿ â í¼ì J íà J1. Ñëåäóåò ó÷åñòü ëèøü, ÷òî â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè F âåðíî
ðàâåíñòâî ‖F ; BV (J1)‖ = F (b1)− F (a1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñòîÿííàÿ c0(δ) â íåðàâåíñòâå (6) âîçðàñòàåò ïðè δ → 0. Àíàëèçèðóÿ ïðîâåä¼ííîå âû-
øå äîêàçàòåëüñòâî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî c0(δ) = O(δ−2) ïðè δ → 0. Ñôîðìóëèðóåì îäíî èç
ñëåäñòâèé òåîðåìû 1, èìåþùåå õàðàêòåð íåëèíåéíîé òåîðåìû âëîæåíèÿ [10]. Ââåä¼ì â ðàñ-
ñìîòðåíèå ìíîæåñòâî

Br = {u ∈ C(J) : ‖u;L(J, µ)‖ 6 r}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Jδ = [a + δ, b − δ] (0 < 2δ < b − a), 0 < r < ∞. Òîãäà îïåðàòîð
âëîæåíèÿ K (L )

⋂
Br → W 1

p (Jδ) îãðàíè÷åí ïðè p ∈ [1,∞] è âïîëíå íåïðåðûâåí, åñëè 1 6
6 p <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìíîæåñòâî K (L )
⋂
Br îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñò-

âå E (Jδ). Ïîýòîìó äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåì âëîæåíèÿ äëÿ E (Jδ). Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â òåîðåìàõ 1, 2 óñëîâèå δ > 0 ñóùåñòâåííî. Ïóñòü
J = [0, 1], L (u) = −u′′. Â ýòîì ñëó÷àå p(x) ≡ 1, Q(x) ≡ 0, µ(x) = 2x, êëàññ K (L )
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âîãíóòûõ íà J ôóíêöèé. Ïðè ëþáîì t ∈ (0, 1) èìååì

ft(x) = min

{
x

t
,
1− x
1− t

}
∈ K (L )

⋂
B1;

âìåñòå ñ òåì ôóíêöèÿ γ(t) = V 1
0 ft = (t(1− t))−1 íåîãðàíè÷åíà íà èíòåðâàëå (0, 1).

Â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå ôóíêöèè ft(x) óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó óñëîâèþ Äèðèõëå

ft(0) = ft(1) = 0.

Äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ óñëîâèé ñèòóàöèÿ áîëåå áëàãîïîëó÷íà; àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1, 2 óòâåð-
æäåíèÿ âåðíû è â ñëó÷àå δ = 0.

3. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Íåðàâåíñòâî (7) íîñèò õàðàêòåð âíóòðåííèõ îöåíîê ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì êðàåâûì
óñëîâèÿì, â ðàáîòå [3] óñòàíîâëåíû îöåíêè ðåøåíèé íåðàâåíñòâ âïëîòü äî ãðàíèöû. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü ê ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì ñ äîñòàòî÷íî
ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáñóäèì âàðèàíòû ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûìè
îñîáåííîñòÿìè. Äëÿ áîëüøåé îáîçðèìîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà

p(a)u′(a)− k1u(a) = p(b)u′(b) + k2u(b) = 0, (13)

âîçíèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà Áîëüöà Φ1 : H → R, îïðåäåëÿåìîãî
ðàâåíñòâîì Φ1(u) = Φ(u)+(k1u

2(a)+k2u
2(b))/2. Ôóíêöèîíàë Φ1 äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå

íà ïðîñòðàíñòâå H è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Φ′1(u)h = Φ′(u)h+ k1u(a)h(a) + k2u(b)h(b) (h ∈ H).

Ýëåìåíò u íàçîâ¼ì ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíàëà Φ1, åñëè

Φ′1(u)h = 0 äëÿ âñåõ h ∈ H. (14)

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 3 2021



ÎÖÅÍÊÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ 303

Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (14) ñïðàâåäëèâî äëÿ h èç H0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëü u
ôóíêöèîíàëà Φ1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíàëà Φ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî u åñòü îáîáù¼í-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, óäîâëåòâîðÿþùåå â îáîáù¼ííîì æå ñìûñëå êðàåâîìó óñëîâèþ
(13) � åñòåñòâåííîìó óñëîâèþ äëÿ ôóíêöèîíàëà Φ1.

Èç (14) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

b∫
a

h(x) dF (x) =

b∫
a

p(x)u′(x)h′(x) dx+

b∫
a

u(x)h(x) dQ(x) + k1u(a)h(a) + k2u(b)h(b).

Åñëè h � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, h ∈ C2(J), òî

b∫
a

p(x)u′(x)h′(x) dx = u(x)p(x)h′(x)|ba −
b∫
a

u(x) d(p(x)h′(x)).

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëü u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

b∫
a

h(x) dF (x) = −
b∫
a

u(x) d(p(x)h′(x)) +

b∫
a

u(x)h(x) dQ(x) +

+ u(a)(p(a)h′(a− k1h(a)) + u(b)(p(b)h′(b) + k2h(a)). (15).

Cóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà Φ1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ ìåòî-
äîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ñòàíäàðòíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î íåîòðèöàòåëüíîñòè
êîýôôèöèåíòîâ k1, k2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1(L ) ñîâîêóïíîñòü ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà Φ1 c âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèåé F.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k1 > 0, k2 > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c1(J), ÷òî äëÿ
âñåõ ôóíêöèé u èç K1(L ) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u; E (J)‖ 6 c1(J)‖u;L(J, µ)‖. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (16) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (15) ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ôóíê-
öèè h. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h êàê ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

h′′(x) = −1, p(a)h′(a)− k1h(a) = p(b)h′(b) + k2h(b) = 0.

Ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è åäèíñòâåííî è ïîëîæèòåëüíî íà îòðåçêå J = [a, b] (h(x) >
> h0 = min{h(a), h(b)} > 0). Èç ñîîòíîøåíèÿ (15) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

h0(F (b)− F (a)) 6

b∫
a

h(x) dF (x) 6 −
b∫
a

u(x) d(p(x)h′(x)) +

b∫
a

u(x)h(x) dQ(x),

êîòîðîå âëå÷¼ò çà ñîáîé îöåíêó V b
aF = F (b)−F (a) 6 const ‖u;L(J, µ)‖. Îáúåäèíÿÿ ýòó îöåíêó

ñ îöåíêîé ëåììû 1, ïðèõîäèì ê äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñôîðìóëèðóåì âàðèàíò òåîðåìû 2.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü 0 < r <∞. Òîãäà îïåðàòîð âëîæåíèÿ K1(L )

⋂
Br → W 1

p (J) îãðàíè-
÷åí ïðè p ∈ [1,∞] è âïîëíå íåïðåðûâåí, åñëè 1 6 p <∞.

Îñòàíîâèìñÿ íà äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ êëèíà K (L ), îòíîñÿùèõñÿ ê ñïåöèàëüíîìó
êëàññó äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L . Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó {w1(x), w2(x)} ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L (w) = 0 íà-
çîâ¼ì ìàðêîâñêîé íà îòðåçêå J, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ: 1) w1(x) > 0 äëÿ
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ëþáîãî x ∈ J ; 2) ôóíêöèÿ z(x) = w2(x)/w1(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà J. Óñëîâèå 2) â ýòîì
îïðåäåëåíèè ìîæíî çàìåíèòü òðåáîâàíèåì ïîëîæèòåëüíîñòè îïðåäåëèòåëÿ:

D

(
w1 w2

x1 x2

)
=

∣∣∣∣w1(x1) w2(x1)
w1(x2) w2(x2)

∣∣∣∣ (a 6 x1 < x2 6 b).

Åñëè äëÿ îïåðàòîðà L ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà, òî áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå L ∈ T0(J). Óñëîâèå L ∈ T0(J) ñóæàåò êëàññ äîïóñòèìûõ îïåðàòîðîâ L ,
îäíàêî äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ïðîâåðêó. Çäåñü ïîëåçíû ïðèçíàêè íåîñöèëëÿöèè, â ÷àñòíî-
ñòè, óñòàíîâëåííûé â [1, ñ. 151] âàðèàíò êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Âàëëå�Ïóññåíà (ñì., íàïðèìåð,
[11, ãë. 4]).

Ïðåäïîëîæåíèå L ∈ T0(J) ãàðàíòèðóåò âåñüìà èíòåðåñíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé êëàññà
K (L ) [1, 11, 12]. Îòìåòèì ëèøü ñâîéñòâî îáîáù¼ííîé âîãíóòîñòè [11, c. 78]: åñëè u ∈ K (L ),
a 6 x1 < x2 6 b, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w(x) êðàåâîé çàäà÷è

L (w)(x) = 0, w(x1) = u(x1), w(x2) = u(x2); (17)

ïðè ýòîì âåðíî íåðàâåíñòâî u(x) > w(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ (x1, x2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç [A,B] îáëàñòü çíà÷åíèé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà [a, b] ôóíêöèè z(x) =

= w2(x)/w1(x). Ïðè ëþáîì t ∈ [A,B] óðàâíåíèå z(x) = t èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
= g(t); îïðåäåëÿåìàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ g ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[A,B].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü w1(x), w2(x) (x ∈ J) � ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
L (w)=0. Òîãäà âêëþ÷åíèå u∈K (L ) ýêâèâàëåíòíî ñòðîãîé âîãíóòîñòè íà [A,B] ôóíêöèè

F (t) =
u(g(t))

w1(g(t))
. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ K (L ) è a 6 x1 < x < x2 6 b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (17). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà λ1, λ2, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

u(x) > w(x) = λ1w1(x) + λ2w2(x),

u(x1) = w(x1) = λ1w1(x1) + λ2w2(x1), u(x2) = w(x2) = λ1w1(x2) + λ2w2(x2).

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣
w1(x1) w2(x1) u(x1)
w1(x2) w2(x2) u(x2)
w1(x) w2(x) u(x)

∣∣∣∣∣∣ = (u(x)− w(x))D

(
w1 w2

x1 x2

)
> 0. (19)

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ v(x) = u(x)/w1(x) (x ∈ J). Èç íåðàâåíñòâà (19) ñëåäó-
åò, ÷òî ∣∣∣∣∣∣

1 z(x1) v(x1)
1 z(x2) v(x2)
1 z(x) v(x)

∣∣∣∣∣∣ > 0 (a 6 x1 < x < x2 6 b).

Ïîëîæèì t = z(x), t1 = z(x1), t2 = z(x2). Ñ ó÷¼òîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó∣∣∣∣∣∣
1 t1 F (t1)
1 t2 F (t2)
1 t F (t)

∣∣∣∣∣∣ > 0 (A 6 t1 < t < t2 6 B),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî âêëþ÷åíèå u ∈ K (L ) âëå÷¼ò çà ñîáîé ñòðîãóþ âîãíóòîñòü ôóíêöèè
F (t).
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Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ â
îáðàòíîì ïîðÿäêå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàâåíñòâî (18) îçíà÷àåò, ÷òî îáîáù¼ííàÿ âîãíóòîñòü ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé âîãíóòîñòè
íåêîòîðîé ñóïåðïîçèöèè.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 ôóíêöèÿ u(x) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

u(x) = F

(
w2(x)

w1(x)

)
w1(x).

Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå L ∈ T0(J) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Îäíàêî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x0 ∈ J ñóùåñòâóåò òàêîé îòðåçîê J1 ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, ÷òî x0 ∈ J1 è L ∈ T0(J1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè êëàññà K (L ) ëîêàëüíî ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííî âîãíóòûìè.

Â ðÿäå ìåñò ðàáîòû èñïîëüçîâàëàñü ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L .
Êàê ïîëàãàåò àâòîð, äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ áîëüøèíñòâà
ðåçóëüòàòîâ. Îíî ïðèíÿòî ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòè÷íî îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

DOI: 10.31857/S037406412103002X

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà [1] ê èññëåäîâàíèþ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2], à åãî ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ îãðàíè÷åí-
íîñòè ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ � â ìîíîãðàôèè [3, ñ. 223�228]. Îáîáùåíèå ìå-
òîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà � ìåòîä âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà � èçëîæåíî â ìîíîãðàôèÿõ [4, 5],
è â [5] äàíî ïðèëîæåíèå ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ê âûâîäó óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Íåçàâèñèìî îò ìåòîäîâ
ðàáîòû [2] â ìîíîãðàôèè [6], îñíîâûâàÿñü íà òåõíèêå âðàùåíèé âåêòîðíûõ ïîëåé, áûë ðàçðàáî-
òàí ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî â [6] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåäàâíèõ ðàáîòàõ àâòîðà (ñì., íàïðèìåð, [7]) íà÷àòî èçó÷åíèå íîâîãî
âèäà îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé � èõ îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó. Ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîñòè ïî
Ïóàññîíó íà ïîëóîñè ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéäóòñÿ òàêîé øàð
è íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè òàêàÿ ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðàâûõ êîíöîâ êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê +∞, ÷òî ðåøåíèå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè,
ïðèíàäëåæàùèõ ýòèì èíòåðâàëàì, ñîäåðæèòñÿ â äàííîì øàðå. Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî Ïóàññîíó; îáðàòíîå, êàê íåñëîæíî âèäåòü, íå âåðíî. Â ðà-
áîòàõ àâòîðà èçó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ âñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñ-
òåìû ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî Ïóàññîíó.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ
îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç ìåòîäà âåêòîð-ôóíê-
öèé Ëÿïóíîâà è ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ìåòîäà â ðàáîòå ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé (òåîðåìà 1), à òàê-
æå ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòè÷íî îãðàíè÷åííûõ (îãðàíè÷åííûõ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ) ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèé (òåîðåìà 2). Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì è ôîðìóëèðîâêàì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= F (t, x), F (t, x) = (F1(t, x), . . . , Fn(t, x))ò, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), n > 2, (1)

ãäå F : R+ × Rn → Rn � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî ïåðåìåííîé x ∈ Rn. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
ïðîäîëæèìû íà âñþ âðåìåíí�óþ ïîëóîñü R+.

Äàëåå ÷åðåç ‖ · ‖ îáîçíà÷àåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Ðåøåíèå x = x(t) ñèñòåìû (1) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, x0) ∈ R+×Rn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x(t, t0, x0). Ëþáóþ íåîòðèöàòåëü-
íóþ âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τi)i∈N òàêóþ, ÷òî lim

i→+∞
τi = +∞, äàëåå

áóäåì íàçûâàòü P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
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Íàïîìíèì [2], ÷òî ðåøåíèå x = x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β > 0, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+ âûïîëíåíî óñëîâèå ‖x(t, t0, x0)‖ 6 β.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå x = x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî Ïóàñ-
ñîíó, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τi)i∈N è ÷èñëî β > 0, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ N
âûïîëíåíî óñëîâèå ‖x(τi, t0, x0)‖ 6 β.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî îíî áóäåò è îãðàíè÷åí-
íûì ïî Ïóàññîíó, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òðåáóåìîé P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî
âçÿòü ëþáóþ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî, ïðè íåîáõîäèìîñòè óâåëè÷èâàÿ ÷èñ-
ëî β, íåðàâåíñòâî ‖x(t, t0, x0)‖ 6 β äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü
âûïîëíåííûì ïðè âñåõ t, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ, ïðàâûå
êîíöû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê +∞, êàê ýòî ñêàçàíî âûøå. Ïîýòîìó ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå
ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ îãðàíè÷åííîãî ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ, äàííîìó â ðàáîòå [8].

Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [4, ñ. 46�48], íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ñâåäåíèÿ î âåêòîð-ôóíêöèÿõ
Ëÿïóíîâà. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

V : R+ × Rn → Rk, V (t, x) = (V1(t, x), . . . , Vk(t, x))ò, k > 1.

Ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1) ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

V̇ (t, x) = (V̇1(t, x), . . . , V̇k(t, x))ò,

ãäå V̇i(t, x) � ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1) ôóíêöèè Vi(t, x), 1 6 i 6 k. Äàëåå äëÿ âåêòîðîâ
ξ = (ξ1, . . . , ξk)

ò, η = (η1, . . . , ηk)
ò ∈ Rk çàïèñü ξ 6 η îçíà÷àåò, ÷òî ξi 6 ηi äëÿ ëþáîãî

1 6 i 6 k. Áóäåì ãîâîðèòü [3, ñ. 235], ÷òî íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

f : R+ × Rk → Rk, f(t, ξ) = (f1(t, ξ), . . . , fk(t, ξ))
ò, k > 1,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Âàæåâñêîãî, åñëè äëÿ êàæäîãî 1 6 s 6 k ôóíêöèÿ fs íå óáûâàåò ïî
ïåðåìåííûì ξ1, . . . , ξs−1, ξs+1, . . . , ξk, ò.å. èç ξi 6 ηi, 1 6 i 6 k, i 6= s, ξs = ηs ñëåäóåò
fs(t, ξ) 6 fs(t, η). Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Âàæåâñêîãî, òî ýòî áóäåì îáîçíà÷àòü êàê f ∈
∈W. Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 1 óñëîâèå f ∈W âûðîæäàåòñÿ, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f : R+ × R→ R óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈W.

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → Rk, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, x ∈ Rn óñëîâèþ V (t, x) > 0, ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð â Rk, è ñèñòåìà

dξ

dt
= f(t, ξ), f ∈W, (2)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð-ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà è ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû
(1), åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)). Äàëåå âñåãäà áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ξ è, êðîìå
òîãî, ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðîäîëæèìû íà âñþ ïîëóîñü R+. Òàê êàê äëÿ ñèñòåìû (2) èìååò
ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, òî èç òåîðåìû Âàæåâñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [3,
c. 236]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ R+ × Rn ðåøåíèå x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1),
âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V : R+ × Rn → Rk è ðåøåíèå ξ(t, t0, V (t0, x0)) ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ
(2) äëÿ ñèñòåìû (1) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðè âñåõ t > t0 ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

V (t, x(t, t0, x0)) 6 ξ(t, t0, V (t0, x0)). (3)

Íàïîìíèì òåïåðü íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ âðàùåíèÿìè âåêòîð-
íûõ ïîëåé è îïåðàòîðàìè ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì [6] (ñì. òàêæå [9]). Ïóñòü Ω � ëþáîå êîì-
ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â Rn ñ ãðàíèöåé ∂Ω. Íåïðåðûâíûì âåêòîðíûì ïîëåì èëè, áîëåå êðàò-
êî, âåêòîðíûì ïîëåì Q íà Ω áóäåì íàçûâàòü, ñëåäóÿ [6], ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
Q : Ω→ Rn. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Q íà Ω ðàññìîòðèì åãî îãðàíè÷åíèå íà ∂Ω, ò.å. ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ïîëå Q|∂Ω : ∂Ω ⊂ Ω → Rn. Âåêòîðíîå ïîëå Q íà Ω íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì
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íà ∂Ω, åñëè Q(x) 6= 0 ∈ Rn äëÿ âñåõ x ∈ ∂Ω. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå íåâûðîæäåííîå íà ∂Ω
âåêòîðíîå ïîëå Q îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

T : ∂Ω→ Sn−1 = {a ∈ Rn : ‖a‖ = 1}, T (x) = Q(x)/‖Q(x)‖, x ∈ ∂Ω.

Âðàùåíèåì γ(Q, ∂Ω) íåâûðîæäåííîãî íà ∂Ω âåêòîðíîãî ïîëÿ Q íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü deg (T )∈
∈ Z îòîáðàæåíèÿ T : ∂Ω→ Sn−1. Â ñëó÷àå, êîãäà êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Ω â Rn ÿâëÿåò-
ñÿ n-ìåðíûì ãëàäêèì îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì ∂Ω (ñì., íàïðèìåð, [10]), öåëîå
÷èñëî deg (T ) ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ôóíêòîðà Hn−1(−;Z) ñèíãóëÿð-
íûõ (n − 1)-ìåðíûõ ãîìîëîãèé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè [11].
Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå T : ∂Ω → Sn−1 èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï
ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé Hn−1(T ;Z) : Hn−1(∂Ω;Z)→ Hn−1(Sn−1;Z). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íà-
ïðèìåð, [11]), ÷òî ãðóïïû Hn−1(∂Ω;Z) è Hn−1(Sn−1;Z) èçîìîðôíû ãðóïïå Z è îáðàçóþùèìè
ýòèõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíäàìåíòàëüíûå êëàññû [∂Ω] è [Sn−1] ìíîãîîáðàçèé
∂Ω è Sn−1. Ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà ãðóïï Hn−1(T ;Z) è ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ [∂Ω]
è [Sn−1] ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ deg (T ) ∈ Z îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Hn−1(T ;Z)([∂Ω]) = deg (T )[Sn−1].

Â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì
â Rn, îïðåäåëåíèå ñòåïåíè deg (T ) ∈ Z îòîáðàæåíèÿ T : ∂Ω → Sn−1 äåòàëüíî îïèñàíî â
ìîíîãðàôèè [9, ñ. 9�29].

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Ïîäìíîæåñòâî

Tr (x0) = {x ∈ Rn : x = x(t, 0, x0), t > 0} ⊂ Rn,

ãäå x(t, 0, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) è x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Rn, áóäåì íàçûâàòü òðàåê-
òîðèåé ñèñòåìû (1), âûõîäÿùåé èç òî÷êè x0. Ðàññìîòðèì äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî τ > 0
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

U(τ) : Ω→ Rn, U(τ)(x0) = x(τ, 0, x0),

ãäå x(t, 0, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) è x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Ω. Îòîáðàæåíèå U(τ)
íàçûâàåòñÿ [6, ñ. 11�12] îïåðàòîðîì ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (1) çà âðåìÿ 0 6 t 6 τ.
Òî÷êîé τ -íåâîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ [6, ñ. 101] òàêàÿ òî÷êà x0 ∈
∈ Rn, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x(t, 0, x0) ñèñòåìû (1) âûïîëíåíî óñëîâèå x(t, 0, x0) 6= x0 ïðè âñåõ
0 < t 6 τ.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

S0 : Ω→ Rn, S0(x) = −F (0, x),

ãäå F (t, x) � ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1). Âðàùåíèå γ(S0, ∂Ω) ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òåñíî ñâÿ-
çàíî ñ çàäà÷åé î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà U(τ) ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì
ñèñòåìû (1). Äåéñòâèòåëüíî, â [6, ñ. 102�104] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íåâûðîæäåííîå íà ∂Ω âåê-
òîðíîå ïîëå S0 : Ω → Rn èìååò âðàùåíèå γ(S0, ∂Ω) 6= 0 è âñå òî÷êè ãðàíèöû ∂Ω ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè τ -íåâîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1), òî îïåðàòîð U(τ) ñäâèãà ïî òðàåê-
òîðèÿì ñèñòåìû (1) èìååò âíóòðè Ω ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. òàêóþ
òî÷êó x ∈ Ω \ ∂Ω, ÷òî U(τ)(x) = x. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ.
Ïîäìíîæåñòâà

Tr+(x0, t0) = {x ∈ Rn : x = x(t, t0, x0), t > t0} ⊂ Rn,
Tr−(x0, t0) = {x ∈ Rn : x = x(t, t0, x0), 0 6 t 6 t0} ⊂ Rn,

ãäå x(t, t0, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) è (t0, x0) � ëþáàÿ òî÷êà èç R+ × Rn, áóäåì íàçûâàòü
ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé ÷àñòüþ è ëåâîé ÷àñòüþ òðàåêòîðèè Tr (x(0, t0, x0)) ñèñòåìû (1).

Â òåðìèíàõ âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è âðàùåíèé âåêòîðíûõ ïîëåé ñôîðìóëèðóåì è äîêà-
æåì ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (1) îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèé.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τi)i∈N,
âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V : R+×Rn → Rk ñ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ (2) è íåóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ b : R+ → R+, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì b(r) → +∞ ïðè r → +∞, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ
x ∈ Rn è i ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

b(‖x‖) 6
k∑
q=1

Vq(τi, x). (4)

Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå â Rk ïîäìíîæåñòâî Ω ⊂ Im (V : {0} × Rn → Rk), äëÿ êî-

òîðîãî âåêòîðíîå ïîëå S0 : Ω → Rk, S0(ξ) = −f(0, ξ), ãäå f(t, ξ) � ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
ñðàâíåíèÿ (2), ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì íà ∂Ω è γ(S0, ∂Ω) 6= 0,

2) äëÿ ëþáîãî ξ0 ∈ ∂Ω ïðàâàÿ ÷àñòü Tr+(ξ0, t0) òðàåêòîðèè Tr (ξ(0, t0, ξ0)) ñèñòåìû
ñðàâíåíèÿ (2) íå èìååò â Ω îáùèõ òî÷åê ñ ëåâîé ÷àñòüþ Tr−(ξ0, t0) ýòîé òðàåêòîðèè.

Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî m ∈ N îïåðàòîð U(m) : Ω → Rk ñäâèãà ïî

òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2) äëÿ ñèñòåìû (1) çà âðåìÿ 0 6 t 6 m. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
äëÿ ëþáîãî (t0, ξ0) ∈ R+ × ∂Ω ïåðåñå÷åíèå Tr+(t0, ξ0)

⋂
Tr−(t0, ξ0)

⋂
Ω ïóñòî, òî äëÿ ëþáîãî

m ∈ N âñå òî÷êè ãðàíèöû ∂Ω ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè m-íåâîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé ñèñòå-
ìû (2). Èç ýòîãî, êàê ñêàçàíî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ N îïåðàòîð U(m) èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó ϑm ∈ Ω \ ∂Ω.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðåøåíèé {ξ(t, 0, ϑm)}m∈N ñèñòåìû (2). Èç óñëîâèé äîêàçûâàåìîé
òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ξ(t, 0, ϑm) ∈ Ω \ ∂Ω ïðè ëþáîì 0 6 t 6 m. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξ0 = x(t0, 0, ϑm) ∈ Tr (ϑm), ãäå 0 < t0 < m è
ξ0 ∈ ∂Ω, áóäåì èìåòü

Tr+(t0, ξ0)
⋂

Tr−(t0, ξ0)
⋂

Ω = {ϑm} 6= ∅,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì â Ω \ ∂Ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (ϑm)m∈N. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Ω êîìïàêòíî, âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ϑm)m∈N ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϑmi)i∈N, ñõî-
äÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå µ ∈ Ω. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ξ(t, 0, µ) ñèñòåìû (2) ïðè âñåõ
t > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå ξ(t, 0, µ) ∈ Ω. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî
η > 0, äëÿ êîòîðîãî ξ(η, 0, µ) 6∈ Ω. Òàê êàê äëÿ ñèñòåìû (2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ñì., íàïðèìåð, [12]), òî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ i áóäåì èìåòü ξ(η, 0, ϑmi) 6∈ Ω, ãäå η 6 mi. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ âêëþ÷åíèåì

ξ(t, 0, ϑmi) ∈ Ω \ ∂Ω ⊂ Ω ïðè âñåõ 0 6 t 6 mi.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ξ(t, 0, µ) ∈ Ω äëÿ ëþáûõ t > 0. Òàê êàê ìíîæåñòâî Ω êîì-
ïàêòíî â Rk, òî â Rk íàéä¼òñÿ òàêîé øàð ðàäèóñà α > 0 ñ öåíòðîì â íóëå, ÷òî Ω ñîäåðæèòñÿ
â ýòîì øàðå è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖ξ(t, 0, µ)‖ 6 α.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò îãðàíè÷åííîå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèå x(t, 0, x0) äëÿ
íåêîòîðîãî x0 ∈ Rn. Òàê êàê ïî óñëîâèþ Ω ⊂ Im (V : {0}×Rn → Rk), òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà
(0, x0) ∈ {0}×Rn, ÷òî V (0, x0) = µ. Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (4) è íåðàâåíñòâîì (3), ïîëó÷àåì äëÿ
ðåøåíèÿ x(t, 0, x0) ñèñòåìû (1) è ðåøåíèÿ ξ(t, 0, V (0, x0)) ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2) íåðàâåíñòâà

b(‖x(τi, 0, x0)‖) 6
k∑
q=1

Vq(τi, x(τi, 0, x0)) 6
k∑
q=1

ξq(τi, 0, V (0, x0)),

ñïðàâåäëèâûå ïðè âñåõ i ∈ N. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî t > 0 èìååì î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

k∑
i=1

ξi(t, 0, V (0, x0)) 6
k∑
i=1

|ξi(t, 0, V (0, x0))| 6 k‖ξ(t, 0, V (0, x0))‖.
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Òàê êàê V (0, x0) = µ, òî ‖ξ(t, 0, V (0, x0))‖ 6 α ïðè âñåõ t > 0. Èç ýòîãî, à òàêæå èç óêàçàííûõ
âûøå íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî b(‖x(τi, 0, x0)‖) 6 kα.
Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì b(r) → +∞ ïðè r → +∞ è òåì, ÷òî ÷èñëî kα ôèêñèðîâàíî, âûáå-
ðåì òàêîå ÷èñëî β > 0, ÷òîáû kα 6 b(β). Îòñþäà äëÿ âñåõ i ∈ N ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
b(‖x(τi, 0, x0)‖) 6 b(β), èç êîòîðîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ b : R+ → R+ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé,
ñëåäóåò, ÷òî ‖x(τi, 0, x0)‖ 6 β ïðè âñåõ i ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå x(t, 0, x0)
ñèñòåìû (1) îãðàíè÷åíî ïî Ïóàññîíó. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 2 è 1 6 m < n. Äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà (t0, x0) ∈ R+ × Rn è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) =
= (x1(t, t0, x0), . . . , xn(t, t0, x0))ò ñèñòåìû (1) ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

y : R+ × {(t0, x0)} → Rm, y(t, t0, x0) = (x1(t, t0, x0), . . . , xm(t, t0, x0))ò.

Íàïîìíèì [3], ÷òî ðåøåíèå x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ y-îãðàíè÷åííûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β > 0, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíåíî óñëîâèå ‖y(t, t0, x0)‖ 6 β.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå x = x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ y-îãðàíè÷åííûì ïî
Ïóàññîíó, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τi)i∈N è ÷èñëî β > 0, ÷òî ïðè âñåõ
i ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå ‖y(τi, t0, x0)‖ 6 β.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ y-îãðàíè÷åííûì, òî îíî áóäåò è y-îãðà-
íè÷åííûì ïî Ïóàññîíó, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òðåáóåìîé P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî âçÿòü ëþáóþ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå
ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ y-îãðàíè÷åííîãî ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ, äàííîìó â ðàáîòå [8].

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (1) y-
îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1 ñ çàìåíîé íåðàâåíñòâà
(4) íåðàâåíñòâîì

b(‖y‖) 6
k∑
q=1

Vq(τi, x). (5)

Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî y-îãðàíè÷åííîå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 è

çàìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (4) íåðàâåíñòâîì (5), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

b(‖y(τi, 0, x0)‖) 6
k∑
q=1

Vq(τi, x(τi, 0, x0)) 6
k∑
q=1

ξq(τi, 0, V (0, x0)), i ∈ N.

Ïîñëå ýòîãî, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 ñ çàìåíîé
x(t, 0, x0) íà y(t, 0, x0), ïîëó÷àåì ïðè âñåõ i ∈ N òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ‖y(τi, 0, x0)‖ 6 β. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå x(t, 0, x0) ñèñòåìû (1) y-îãðàíè÷åíî ïî Ïóàññîíó. Ïðåä-
ëîæåíèå äîêàçàíî.

Íàïîìíèì òåïåðü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèÿõ è èõ èíäåêñàõ [6].
Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ G : Rn → R íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé
èëè, áîëåå òî÷íî, r0-íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

(gradG(x), F (t, x)) > 0, t > 0, ‖x‖ > r0. (6)

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå gradG : Bn(r0)→ Rn, ãäå Bn(r0) = {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 r0}. Èç óñëî-
âèÿ (6) âèäíî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå gradG : Bn(r0)→ Rn ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì íà ∂Bn(r0)
è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ(gradG, ∂Bn(r0)) ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â ìîíîãðà-
ôèè [6, ñ. 90�91] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî r > r0 ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå
ïîëå gradG : Bn(r)→ Rn, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì íà ∂Bn(r), òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî âðàùåíèé γ(gradG, ∂Bn(r)) = γ(gradG, ∂Bn(r0)). Èíäåêñîì r0-íàïðàâëÿþ-
ùåé ôóíêöèè G äëÿ ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî ind (G), îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

ind (G) = γ(gradG, ∂Bn(r0)) = γ(gradG, ∂Bn(r)), r > r0.
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Â [6, ñ. 110�111] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) èìååòñÿ r0-íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ G,
òî äëÿ ëþáîãî r > r0 âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ S0 : B(r) → Rn, S0(x) = −F (0, x), ãäå
F (t, x) � ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1), è èíäåêñ r0-íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè G ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé ðàâåíñòâîì

γ(S0, ∂B
n(r)) = (−1)n indG.

Íåîãðàíè÷åííîé r0-íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ r0-íàïðàâ-
ëÿþùàÿ ôóíêöèÿ G äëÿ ýòîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ G(x) → +∞ ïðè
‖x‖ → +∞. Â [6, ñ. 111�113] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîãðàíè÷åííîé r0-íàïðàâëÿþùåé
ôóíêöèè G äëÿ ñèñòåìû (1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ind (G) = 1. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè
äëÿ ñèñòåìû (1) èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ r0-íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ, òî âðàùåíèå óêàçàííîãî
âûøå âåêòîðíîãî ïîëÿ S0 : Bn(r)→ Rn âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå γ(S0, ∂B

n(r)) = (−1)n.
Â òåðìèíàõ âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ñôîðìóëèðóåì è äîêà-

æåì ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (1) îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τi)i∈N, íåóáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ b : R+ → R+, äëÿ êîòîðîé b(r) → +∞ ïðè r → +∞, è âåêòîð-ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà V : R+×Rn → Rk ñ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ (2) òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ x ∈ Rn è i ∈ N
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4). Êðîìå òîãî, ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà r1 > r0 è íåîãðàíè÷åí-
íàÿ r0-íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ G äëÿ ñèñòåìû

d%

dt
= g(t, %), (t, %) ∈ R+ × Rk, g(t, %) = f(t, %+ r1), r1 = (r1, . . . , r1)ò ∈ Rk, (7)

ãäå f(t, ξ) � ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2), è ïðè ýòîì ÷èñëî r1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè:

1) G(%) >M0 ïðè âñåõ % ∈ Rk, ‖%‖ = r1, ãäå M0 = max
‖%‖6r0

G(%);

2) Bk
r1

(r1) = {ξ ∈ Rk|‖ξ − r1‖ 6 r1} ⊂ Im (V : {0} × Rn → Rk).
Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå L0 : Bk(r1)→ Rk, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

L0(%) = −g(0, %), ãäå g(t, %) � ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (7). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò ðàâåíñòâî
γ(L0, ∂B

k(r1)) = (−1)k. Òàêèì îáðàçîì, γ(L0, ∂B
k(r1)) 6= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà %0 ∈ ∂Bk(r1), ïðàâàÿ ÷àñòü Tr+(%0, t0) òðàåêòîðèè
Tr (%(0, t0, %0)) ñèñòåìû (7) íå èìååò â Bk(r1) îáùèõ òî÷åê ñ ëåâîé ÷àñòüþ Tr−(%0, t0) ýòîé
òðàåêòîðèè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(t) = G(%(t, t0, %0)), t > 0, è å¼ ïðîèçâîäíóþ

ϕ′(t) =
d(G(%(t, t0, %0))

dt
= (gradG(%(t, t0, %0)), g(t, %(t, t0, %0))), t > 0.

Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ r0-íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ ñèñòåìû (7), òî ϕ′(t) > 0 äëÿ òåõ
t > 0, ïðè êîòîðûõ ‖%(t, t0, %0)‖ > r0. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ(t0) = G(%0) > M0 è ϕ(t) 6 M0 äëÿ
òåõ t > 0, ïðè êîòîðûõ ‖%(t, t0, %0)‖ 6 r0. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ϕ(t) � âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ òåõ t > 0, ïðè êîòîðûõ ‖%(t, t0, %0)‖ > r0. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè %(t, t0, %0) ∈ Tr−(%0, t0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ϕ(t) 6 ϕ(t0).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè %(t, t0, %0) ∈ Tr+(%0, t0), òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖%(t, t0, %0)‖ > r0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 âûïîëíåíî óñëîâèå ‖%(t1, t0, %0)‖ 6 r0

è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ϕ(t1) 6 M0. Òàê êàê ϕ(t0) > M0 è ϕ′(t0) > 0, òî
íàéä¼òñÿ òàêîå t0 < t′ < t1, ÷òî ϕ(t′) > M0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖%(t′, t0, %0)‖ > r0. Èç ýòîãî â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ‖%(t, t0, %0)‖ ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ t′ < t2 6 t1, äëÿ êîòîðîãî
‖%(t2, t0, %0)‖ = r0 è ‖%(t, t0, %0)‖ > r0 ïðè t′ < t 6 t2. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ(t2) 6 M0, ïîñêîëüêó
‖%(t2, t0, %0)‖ = r0. Ïîñêîëüêó ‖%(t, t0, %0)‖ > r0 äëÿ t′ 6 t 6 t2, òî ϕ′(t) > 0 ïðè t′ 6 t 6 t2
è, çíà÷èò, ϕ(t′) < ϕ(t2). Èç ýòîãî ïîëó÷àåì ϕ(t2) > M0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óêàçàííîìó âûøå
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íåðàâåíñòâó ϕ(t2) 6 M0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè %(t, t0, %0) ∈ Tr+(%0, t0) èìååì
‖%(t, t0, %0)‖ > r0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ′(t) > 0 ïðè t > t0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(t) > ϕ(t0) ïðè t > t0.
Èòàê, ϕ(t) 6 ϕ(t0) ïðè 0 6 t 6 t0 è ϕ(t) > ϕ(t0) ïðè t > t0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü Tr+(%0, t0) òðàåêòîðèè Tr (%(0, t0, %0)) ñèñòåìû (7) íå èìååò â Bk(r1) îáùèõ òî÷åê ñ
ëåâîé ÷àñòüþ Tr−(%0, t0) ýòîé òðàåêòîðèè. Ïðîâîäÿ òåïåðü ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì,
÷òî áûëè ïðîâåäåíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîëó÷èì ðåøåíèå %(t, 0, µ), ãäå µ ∈ Bk(r1),
ñèñòåìû (7), äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ t > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå %(t, 0, µ) ∈ Bk(r1).

Òàê êàê ñèñòåìà (7) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (2) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ξ = %+ r1,
òî äëÿ ðåøåíèÿ ξ(t, 0, µ+r1) = %(t, 0, µ)+r1 ñèñòåìû (2) ïðè âñåõ t > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
ξ(t, 0, µ+ r1) ∈ Bk

r1
(r1). Î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå µ+ r1 ∈ Bk

r1
(r1). Èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû ñëåäóåò,

÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà (0, x0) ∈ {0} × Rn, äëÿ êîòîðîé V (0, x0) = µ+ r1. Ïðîâîäÿ òåïåðü
ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè ïðîâåäåíû â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1, ïîëó÷èì
îãðàíè÷åííîñòü ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ x(t, 0, x0) ñèñòåìû (1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (1) y-
îãðàíè÷åííûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ñ çàìåíîé íåðàâåíñòâà (4) íåðà-
âåíñòâîì (5). Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî y-îãðàíè÷åííîå ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñëîâíî ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äî ìî-
ìåíòà ðàññìîòðåíèÿ ðåøåíèÿ ξ(t, 0, µ+ r1) = %(t, 0, µ) + r1 ñèñòåìû (2), äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ
t > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå ξ(t, 0, µ + r1) ∈ Bk

r1
(r1), ãäå V (0, x0) = µ + r1 ∈ Bk

r1
(r1). Ïîñëå

ýòîãî, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðîâåäåíû â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëî-
æåíèÿ 2, ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèå x(t, 0, x0) ñèñòåìû (1) y-îãðàíè÷åíî ïî Ïóàññîíó. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ïðîåêò ÌÊ-211.2020.1).
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Äëÿ ñèñòåì îäíîìåðíûõ ïîëóëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ôîêóñèðóþùèì íåëèíåé-
íûì èñòî÷íèêîì, èìåþùèì ïåðåìåííûé ïîêàçàòåëü ðîñòà, èññëåäóåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à
ñ íåëèíåéíûìè äèññèïàòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðóøåíèè
ðåøåíèé çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.
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Ââåäåíèå. Äëÿ ñèñòåìû äâóõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé

uitt − uixx = fi(x, u1, u2), 0 < x < l, t > 0, i = 1, 2, (1)

â êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè èìåþò âèä

f1(x, u1, u2) = |u1 + u2|2p(x)(u1 + u2) + |u1|p(x)−1|u2|p(x)+1u1,

f2(x, u1, u2) = |u1 + u2|2p(x)(u1 + u2) + |u1|p(x)+1|u2|p(x)−1u2,

ãäå p(x) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó:

ui(0, t) = 0, t > 0, (2)

uix(l, t) + |uit(l, t)|ri−1uit(l, t) = 0, t > 0, (3)

ui(0, x) = ui0(x), uit(0, x) = ui1(x), 0 < x < l, (4)

çäåñü r1, r2 � ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, á�îëüøèå åäèíèöû, à u10(x), u20(x),
u11(x), u21(x) � çàäàííûå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè.

Ñìåøàííûå çàäà÷è ñ íåñòàöèîíàðíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ
çàäà÷àõ ìåõàíèêè è îïòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Äëÿ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü èçó÷åíèþ ñìå-
øàííîé çàäà÷è â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïîêàçàòåëÿ ðîñòà íåëèíåéíîñòè, à òàêæå èññëåäîâàíèþ
íåñòàöèîíàðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñì., íàïðèìåð, [2�7]). Áîëåå êîíêðåòíî îòìåòèì, ÷òî âî-
ïðîñ î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûì íåñòàöèîíàðíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì èçó÷åí â ðàáîòå [2], à âîïðîñ î ñó-
ùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî ìèíèìàëüíîãî àòòðàêòîðà ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3].

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà
íåëèíåéíîñòè è íåëèíåéíûì íåñòàöèîíàðíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òàêæå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî
èññëåäîâàíà. Íàïðèìåð, îòìåòèì ðàáîòû [4, 5], â êîòîðûõ èçó÷åí âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè òàêèõ
çàäà÷ è óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìàëüíîãî àòòðàêòîðà ñîîòâåòñòâóþùåé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ðàáîòàõ [6, 7] èññëåäîâàí ýôôåêò âîçíèêíîâåíèÿ âçðûâà çà êîíå÷íîå
âðåìÿ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ïîëóëèíåéíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ
ôîêóñèðóþùåé íåëèíåéíîñòüþ è íåñòàöèîíàðíûì íåëèíåéíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.
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Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò ðàññìîòðåíèå è àíàëèç íåëèíåéíûõ ìî-
äåëåé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñ ïåðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà íåëèíåéíîñòè [8�17].
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê ïîòîê ýëåêòðîðåîëîãè÷åñêèõ æèä-
êîñòåé èëè æèäêîñòåé ñ òåìïåðàòóðíî-çàâèñèìîé âÿçêîñòüþ, ôèëüòðàöèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ,
íåëèíåéíàÿ âÿçêîóïðóãîñòü è ìíîãèå äðóãèå ñâîäÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ ïåðå-
ìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà íåëèíåéíîñòè. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòèõ âîïðîñàõ
ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [10�18].

Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî äî ñèõ ïîð èìååòñÿ ìàëî ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäîâàíû
ãèïåðáîëè÷åñêèå çàäà÷è ñ íåëèíåéíîñòÿìè òèïà ïåðåìåííîé ýêñïîíåíòû (ñì., íàïðèìåð, [15�
18]). Ñðåäè ýòèõ ðàáîò âûäåëèì ñòàòüþ [18], â êîòîðîé èññëåäîâàíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå äëÿ íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt − div (|∇u|r(x)−2∇u) + a|ut|m(x)−2ut = b|u|p(x)−2u, t > 0, x ∈ Ω,

ãäå a > 0, b > 0, Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, à r(x), m(x),
p(x) � çàäàííûå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ñî-
îòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ðàç-
ðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýôôåêò ðàçðóøåíèÿ çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè ðåøåíèé âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ðîñòà íåëèíåéíîñòè èññëåäîâàí
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî (ñì., íàïðèìåð, [19, 20]).

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåøåíèÿ
ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(4) ðàçðóøàþòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: â ï. 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äàííîé ðàáîòû; â ï. 2 ðàññìîòðåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà ñ
ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì; â ï. 3 äàíî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû ðàáîòû � òåîðåìû 2;
â ï. 4 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.

1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ïîëóïîëîñå Q = (0, l) × (0,+∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàí-
íàÿ çàäà÷à (1)�(4), â êîòîðîé ôóíêöèÿ p(x) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ëîãàðèôìè÷åñêîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò.å. ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ x, y ∈ [0, l], äëÿ êîòîðûõ
|x− y| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|p(x)− p(y)| 6 const /| log |x− y||. (5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1 < min

06x6l
p(x) = p1, max

06x6l
p(x) = p2 < +∞. (6)

Ââåä¼ì ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

H1 = {v : v, v′ ∈ L2(0, l)}, 0H
1 = {v : v ∈ H1, v(0) = 0}.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

ui0(·) ∈ 0H
1, ui1(·) ∈ L2(0, l), i = 1, 2. (7)

Îïðåäåëèì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

E(t) =
1

2

2∑
i=1

[‖uit(t, · )‖22 + ‖uix(t, · )‖22]−G(u1(t, · ), u2(t, · )), (8)

ãäå

G(u1, u2) =

l∫
0

1

2(p(x) + 1)
|u1(x) + u2(x)|2(p(x)+1) dx+

l∫
0

1

p(x) + 1
|u1(x)u2(x)|p(x)+1 dx.
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Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé ìåòîä ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì. C ýòîé öåëüþ, ñëåäóÿ [5, 6], îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå
L2(0, l) ëèíåéíûé îïåðàòîð 0∆ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(0∆) = {f : f ∈ H2(0, l), f(0) = 0, f ′(l) = 0}, 0∆f(x) = f ′′(x), x ∈ (0, l),

ãäå H2(0, l) = {v : v, v′, v′′ ∈ L2(0, l)}.
Ââåä¼ì òàêæå îïåðàòîð N : R → H2, çàäàâ åãî óñëîâèåì α 7→ h = Nα, ãäå h′′(x) = 0,

0 < x < l, h(0) = 0, h′(l) = α, ò.å. Nα = αx.
Â ïðîñòðàíñòâå H = 0H

1×L2(0, l)×0H
1×L2(0, l) çàäàäèì îïåðàòîð A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(A) = {w = (u1, v1, u2, v2) ∈ H, ui +Ng(γvi) ∈ D(0∆), i = 1, 2},

A(w) = (v1, 0∆(u1 +Ng1(γv1)), v2, 0∆(u2 +Ng2(γv2))),

ãäå gi(s) = |s|ri−1s, i = 1, 2.
È, íàêîíåö, îïðåäåëèì íåëèíåéíûé îïåðàòîð F (·) ðàâåíñòâîì

F (w) = (0, f1(x, u1, u2), 0, f2(x, u1, u2)),

çäåñü w = (u1, v1, u2, v2) ∈ H. Òîãäà çàäà÷à (1)�(4) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

w′ = A(w) + F (w),

w(0) = w0, (9)

ãäå w0 = (u10(x), u11(x), u20(x), u21(x)), 0 6 x 6 l.
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî −A(·) � ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð, à äåéñòâóþùèé èç

H â H îïåðàòîð F (·) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñðåç-
êè íåëèíåéíîé ÷àñòè F (w), íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî w0 ∈ H çàäà÷à (9) èìååò
åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî ñëàáîå ðåøåíèå (ñì., íàïðèìåð, [4, 21, 22]). Ïðè ýòîì ñëàáûå ðåøåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëîì ñèëüíûõ ðåøåíèé, ò.å. ðåøåíèé çàäà÷è (9) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè w0n ∈ D(A), n ∈ N, ãäå w0n → w0 â H ïðè n → ∞ Â èòîãå äëÿ çàäà÷è (1)�(4)
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5)�(7). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå T ′ > 0, ÷òî
çàäà÷à (1)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå {u1(·), u2(·)}, ãäå ui(·) ∈ C([0, T ′]; 0H

1),
u′it(·) ∈ C([0, T ′];L2(0, l)), uit(l, t) ∈ Lri+1(0, T ′), i = 1, 2, è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

E(t) +
2∑
i=1

t∫
0

|uiτ (l, τ)|ri+1 dτ = E(0). (10)

Â äàëüíåéøåì âìåñòî âûðàæåíèÿ �ñëàáîå ðåøåíèå� áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèí �ðåøåíèå�.
Íàøà îñíîâíàÿ öåëü � èññëåäîâàòü âîïðîñ îòñóòñòâèÿ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(4)

ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

r1 6 r2, r2 < p1 + 1. (11)

Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà, ò.å. êîãäà

E(0) < 0, (12)

ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá îòñóòñòâèè ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5)�(7), (11) è (12). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4)

ðàçðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1)�(4) â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

α0 =
2∑
i=1

‖ui0x(·)‖22, E1 =

(
1

2
− 1

2(p1 + 1)

)
α1,

ãäå α1 = {(p1 + 1)4p2 lp1+2}−1/p1 .
Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5)�(7), (11), à òàêæå íåðàâåíñòâà

l >
1

2p2
√
p1 + 1

, (13)

α1 < α0 < 1/l, (14)

E(0) < E1. (15)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) ðàçðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì.
×òîáû äîêàçàòü òåîðåìû 2 è 3, ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ñ ïåðåìåí-
íûì ïîêàçàòåëåì è íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå â ðàáîòå ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå.

Ïóñòü l > 0, q(·) : [0, l]→ [1,+∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ââåä¼ì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Lq(·)(0, l) =

{
v : [0, l]→ R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ρq(·)(v) < +∞

}
,

ãäå

ρq(·)(v) =

l∫
0

|v(x)|q(x) dx.

Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà ‖v‖q(·) = inf{λ > 0; ρq(·)(λ
−1v) 6 1} îïðåäåëÿåò íîðìó â Lq(·)(0, l).

Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5) äëÿ q(x) = p(x), 0 6 x 6 l, ò.å.

|q(x)− q(y)| 6 const /| log |x− y||, x, y ∈ [0, l], |x− y| < δ, (16)

à òàêæå óñëîâèþ (6), ò.å.

1 < q1 = min
06x6l

q(x) 6 q(x) 6 max
06x6l

q(x) = q2 < +∞, (17)

òî Lq(·)(0, l) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ñì. [10�14]).
Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W 1
q(·)(0, l) = {v : v,∇v ∈ Lq(·)(0, l)}, ‖v‖W 1

q(·)(0,l)
= ‖v‖Lq(·)(0,l) + ‖∇v‖Lq(·)(0,l).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè q(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16) è (17), òî W 1
q(·)[0, l] ⊂ C[0, l]

(ñì. [10, 11]). Â ýòîì ñëó÷àå ìåæäó íîðìîé â Lq(·)(0, l) è âåëè÷èíîé ρq(·)(v) èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [11, 12]):

min{‖v‖q1Lq(·)(0,l), ‖v‖
q2
Lq(·)(0,l)

} 6 ρq(·)(v) 6 max{‖v‖q1Lq(·)(0,l), ‖v‖
q2
Lq(·)(0,l)

}.

Åñëè äëÿ q(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16), (17), òî èìååò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
Ã¼ëüäåðà:

l∫
0

|u(x)v(x)| dx 6 2‖u‖Lq(·)(0,l)‖v‖Lq′(·)(0,l),

ãäå u ∈ Lq(·)(0, l), v ∈ Lq′(·)(0, l) è q′(x) = q(x)/(q(x)− 1), 0 6 x 6 l (ñì. [11, 12]).
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Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè q(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16), (17). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

‖v‖q1q1 6 ρq(·)(v) + l(q2−q1)/q2{ρq(·)(v)}q1/q2 . (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ Ω− = {x : |v(x)| 6 1}, Ω+ = {x : |v(x)| > 1}, ïî-
ëó÷àåì

ρq(·)(v) >
∫

Ω−

|v(x)|q2 dx+

∫
Ω+

|v(x)|q1 dx. (19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, èìååì∫
Ω−

|v(x)|q1 dx 6 l(q2−q1)/q1

(∫
Ω−

|v(x)|q2 dx
)q1/q2

. (20)

Èç íåðàâåíñòâ (19) è (20) ñëåäóþò îöåíêè

ρq(·)(v) >
∫

Ω+

|v(x)|q1 dx è l(q2−q1)/q1(ρq(·)(v))q1/q2 >
∫

Ω−

|v(x)|q1 dx,

ñêëàäûâàÿ êîòîðûå, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (18). Ëåììà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà ρq(·)(·), íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþ-

ùàÿ
Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè q(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16), (17). Òîãäà ïðè ëþáîì v ∈

∈ 0H
1
⋂
Lq(·)(0, l) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρq(·)(v) 6 lmax{‖v‖q1C[0,l], ‖v‖
q2
C[0,l]}, (21)

ãäå ‖v‖C[0,l] = max
06x6l

|v(x)|.

Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ èç îöåíêè (21) âûòåêàåò, ÷òî

ρq(·)(v) 6 lmax{lq1/2‖v‖q1
0H1 , l

q2/2‖v‖q2
0H1}. (22)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

Ga,b(v1, v2) =

l∫
0

a(x)|v1(x) + v2(x)|2q(x) dx+

l∫
0

b(x)|v1(x)v2(x)|q(x) dx,

ãäå 0 < a1 6 a(x) 6 a2 < +∞, 0 < b1 6 b(x) 6 b2 < +∞, x ∈ [0, l]. Åñëè ôóíêöèÿ q(x)

íåïðåðûâíà è min
06x6l

q(x) > 0, òî θq(·) = min
06x6l

max
t∈R
{|t+ 1|2q(x) + |t|q(x)} > 0.

Ëåììà 3. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè q(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16), (17). Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c1 è c2, çàâèñÿùèå îò a1, a2, b1, b2, θq(·), ÷òî ïðè ëþáûõ
v1(·), v2(·) ∈ L2q(·)[0, l] ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

c1

2∑
i=1

ρ2q(·)(vi) 6 Ga,b(v1, v2) 6 c2

2∑
i=1

ρ2q(·)(vi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

min(a1, b1)

{ l∫
0

|v1(x) + v2(x)|2q(x) dx+ 2

l∫
0

|v1(x)v2(x)|q(x) dx

}
6 Ga,b(v1, v2) 6

6 max(a2, b2)

{ l∫
0

|v1(x) + v2(x)|2q(x) dx+ 2

l∫
0

|v1(x)v2(x)|q(x) dx

}
.
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Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|a+ b|2q(x) 6 22q(x)−1(|a|2q(x) + |b|2q(x)) è |ab|q(x) 6 2−1(|a|2q(x) + |b|2q(x)). (23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|a+ b|2q(x) + 2|ab|q(x) = |b|2q(x){|1 + a/b|2q(x) + 2|a/b|q(x)} > θ0|b|2q(x), θ0 = θq(·) > 0. (24)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|a+ b|2q(x) + 2|ab|q(x) > θ0|a|2q(x). (25)

Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ (23)�(25).

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 2 è 3 âñå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ðåøåíèé ñ ãëàäêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (7), àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ àïïðîêñè-
ìàöèè èõ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè è ïîñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Â äîêàçàòåëüñòâå
âåëè÷èíû ci è ckj äëÿ ðàçíûõ èíäåêñîâ i è k, j ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4).

Èç òîæäåñòâà (10) ñëåäóåò îöåíêà

E(t) 6 E(0), t > 0. (26)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå H(t) = −E(t). Èç íåðàâåíñòâ (12) è (26) âûòåêàåò, ÷òî

H(t) > −E(0) > 0, t ∈ [0,∞). (27)

Â ñèëó ëåììû 3 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå 0 < c1 6 c2, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

c1

2∑
i=1

ρ(ui) 6 G(u1, u2) 6 c2

2∑
i=1

ρ(ui), (28)

ãäå ρ(ui) = ρ2(p(·)+1)(ui). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (27), ïîëó÷àåì

H(t) 6 G(u1, u2) 6 c2

2∑
i=1

ρ(ui). (29)

Òàêèì îáðàçîì,
2∑
i=1

ρ(ui) > c3H(t) > −c3E(0) > 0, (30)

ãäå c3 = 1/c2. Â ñèëó ëåììû 1 èìååì

2∑
i=1

‖ui‖2(p1+1)
2(p1+1) 6

2∑
i=1

ρ(ui)

[
1 + l(p2−p1)/(p2+1)

( 2∑
i=1

ρ(ui)

)(p1−p2)/(p2+1)]
. (31)

Èç (27) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî[ 2∑
i=1

ρ(ui)

](p2−p1)/(p2+1)

6 (−E(0))(p2−p1)/(p2+1) = c4,

ó÷èòûâàÿ êîòîðîå â íåðàâåíñòâå (31), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5), (6), (8) è (u1, u2) � ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c5 > 0 òàêàÿ, ÷òî

2∑
i=1

‖ui‖2(p1+1)
2(p1+1) 6 c5

2∑
i=1

ρ(ui). (32)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè

ηj =
2(p1 + 1)

rj + 1
è η′j =

2(p1 + 1)

2p1 + 1− rj
,

èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

l∫
0

|uj |rj+1 dx 6 l(2p1+1−rj)/(2p1+2)

( l∫
0

|uj |2(p1+1) dx

)(rj+1)/(2p1+1)

. (33)

Èç (32) è (33) âûòåêàåò, ÷òî

2∑
j=1

l∫
0

|uj |rj+1 dx 6 c6

[( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(r1+1)/(2p1+2)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(r2+1)/(2p1+2)]
. (34)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

|uj(l, 1)|rj+1 6
1

l

l∫
0

|uj(x, t)|rj+1 dx+ (rj + 1)

l∫
0

|uj(x, t)|rj |ujx(x, t)| dx, j = 1, 2. (35)

Åñëè ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Þíãà ñ ïîêàçàòåëÿìè α+ 1 è (α+ 1)/α, ãäå

1

2(p1 + 1)
< α < 1,

òî áóäåì èìåòü

l∫
0

|uj(x, t)|rj |ujx(x, t)| dx 6
α+ 1

α

l∫
0

|uj(x, t)|rj(α+1)/α dx+ (α+ 1)

l∫
0

|ujx(x, t)|α+1 dx, (36)

j = 1, 2. Â ñëó÷àå æå, êîãäà â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé â íåðàâåíñòâå Ã¼ëüäåðà âûáðàíû ÷èñëà

ηj =
2(p1 + 1)α

rj(α+ 1)
è η′j =

2(p1 + 1)α

2(p1 + 1)α− rj(α+ 1)
,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

l∫
0

|uj(x, t)|rj(α+1)/α dx 6 l(2(p1+1)α−rj(α+1))/(2(p1+1)α) ×

×
( l∫

0

|uj(x, t)|2(p1+1) dx

)(rj(α+1))/(2(p1+1)α)

, j = 1, 2. (37)
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À â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé â íåðàâåíñòâå Ã¼ëüäåðà âçÿòû ÷èñëà η = 2/(α + 1)
è η′ = 2/(1− α), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

l∫
0

|ujx(x, t)|α+1 dx 6 l(1−α)/2

( l∫
0

|ujx(x, t)|2 dx
)(α+1)/2

, j = 1, 2. (38)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (28), èìååì

2∑
j=1

l∫
0

|ujx(x, t)|α+1 dx 6 c7(G(u1, u2))(α+1)/2 6 c8

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(α+1)/2

. (39)

Â ñèëó îöåíîê (35)�(39) èç (34) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

2∑
j=1

|uj(l, t)rj+1| 6 c9

[( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(r1+1)/(2p1+2)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(r2+1)/(2p1+2)

+

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)r1(α+1)/(2(p1+1)α)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)r2(α+1)/(2(p1+1)α)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(α+1)/2]
. (40)

Èç (29) è (40) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

2∑
i=1

Hσri(t)|ui(l, t)|ri+16c10

2∑
i=1

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)σri[( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(r1+1)/(2p1+2)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(r2+1)/(2p1+2)

+

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)r1(α+1)/(2(p1+1)α)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)r2(α+1)/(2(p1+1)α)

+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)(α+1)/2]
=

= c10

2∑
i=1

2∑
k=1

∣∣∣∣( 2∑
j=1

ρ(uj)

)ξik
+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)ηik
+

( 2∑
j=1

ρ(uj)

)ξi∣∣∣∣, (41)

ãäå

ξik = σri +
rk + 1

2(p1 + 1)
, ηik = σri +

(α+ 1)rk
2(p1 + 1)α

, ζi = σri +
α+ 1

2
, i, k = 1, 2.

Åñëè

0 < σ < σ0 = min

{
2(p1 + 1)− r2 − 1

2r2(p1 + 1)
,
2(p1 + 1)α− r2(α+ 1)

2α(p1 + 1)
,
1− α
2r2

,
p1

2(p1 + 1)

}
,

òî ξik < 1, ηik < 1, ζi < 1, i, k = 1, 2.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5)�(7) è 2 < s < 2(p1 +1). Òîãäà ïðè ëþáûõ u1, u2 ∈

∈ 0H
1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

[ρ(uj)]
s/(2p1+2) 6 c11

( 2∑
k=1

‖ukx‖22 +
2∑

k=1

ρ(uk)

)
. (42)

Â ÷àñòíîñòè, âåðíî òàêæå íåðàâåíñòâî

‖uj‖s2(p1+1) 6 c12

( 2∑
k=1

‖ukx‖22 +
2∑

k=1

‖uk‖
2(p1+1)
2(p1+1)

)
. (43)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè èäåÿìè èç äîêà-
çàòåëüñòâà ëåììû 3.2 ðàáîòû [18].

Åñëè ρ(uj) > 1, j = 1, 2, òî î÷åâèäíî, ÷òî

(ρ(uj))
s/(2p1+2) 6 ρ(uj). (44)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ρ(uj) 6 1, j = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖uj‖C[0,l] 6 1. Òîãäà â
ñèëó ëåììû 2 è òåîðåìû âëîæåíèÿ ïîëó÷àåì

(ρ(uj))
s/(2p1+2) 6 ls/(2p1+2)‖uj‖sC[0,l] 6 ls/(2p1+2)‖uj‖2C[0,l] 6 l1+s/(2p1+2)‖ujx‖22. (45)

Åñëè ‖uj‖C[0,l]>1, òî â ñèëó ëåììû 2 èìååì ρ(uj)6 l‖uj‖2(p2+1)
C[0,l] . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ρ(uj)61,

ïîýòîìó âåðíî íåðàâåíñòâî (ρ(uj))
s/(2p1+2) 6 (ρ(uj))

2/(2p2+2), èç êîòîðîãî è îöåíêè (45) âûòå-
êàåò, ÷òî

(ρ(uj))
s/(2p1+2) 6 ls/(2p2+1)‖uj‖2C[0,l] 6 l1+s/(2p2+2)‖ujx‖22. (46)

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíÿÿ (45) è (46), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî( 2∑
j=1

ρ(uj)

)s/(2p1+2)

6 c13

2∑
j=1

‖ujx‖22. (47)

Íåðàâåíñòâî (42) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ (44) è (47). Íåðàâåíñòâî (43) äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (26) è (29), èç (42) ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî ( 2∑

j=1

ρ(uj)

)s/(2p1+2)

6 c14

2∑
j=1

ρ(uj),

â ñèëó êîòîðîãî è íåðàâåíñòâà (41) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

2∑
i=1

Hσri(t)|ui(l, t)|ri+1 6 c15

2∑
j=1

ρ(uj).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

L(t) = H1−σ(t) + ε

2∑
i=1

l∫
0

ui(x, t)uit(x, t) dx, (48)

ãäå (u1(x, t), u2(x, t)) � ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4). Âñëåäñòâèå (48) èìååì

L′(t) = (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + ε
2∑
i=1

l∫
0

|uit(x, t)|2 dx− ε
2∑
i=1

l∫
0

|uix(x, t)|2 dx−

− ε
2∑
i=1

|uit(l, t)|ri−1uit(l, t)ui(l, t) + εG1(u1, u2), (49)

ãäå

G1(u1, u2) =

l∫
0

|u1 + u2|2(p(x)+1) dx+ 2

l∫
0

|u1u2|p(x)+1 dx.
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Èç ðàâåíñòâà (49) ñ ó÷¼òîì îöåíîê (29) ïîëó÷àåì, ÷òî

L′(t) = (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + 2ε(1− η)(p1 + 1)H(t) +

+ ε(1 + (1− η)(p1 + 1))
2∑
i=1

l∫
0

|uit |
2 dx+ 2ε((1− η)(p1 + 1)− 1)

2∑
i=1

l∫
0

|uix |
2 dx−

− 2ε(1− η)(p1 + 1)G(u1, u2) + εG1(u1, u2)− ε
2∑
i=1

|uit(l, t)|r1−1uit(l, t)ui(l, t), (50)

ãäå 0 < η < 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 äëÿ âåëè÷èíû

G2(u1, u2) = G1(u1, u2)− 2(1− η)(p1 + 1)G(u1, u2),

áóäåì èìåòü îöåíêó

G2(u1, u2) > c16

[ l∫
0

|u1 + u2|2(p(x)+1) dx+

l∫
0

|u1u2|p(x)+1 dx

]
>

> c17

2∑
j=1

l∫
0

|uj(x, t)|2(p(x)+1) dx = c17

2∑
j=1

ρ(uj). (51)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (50) ñ ó÷¼òîì îöåíêè (51) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

L′(t) > (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + 2ε(1− η)(p1 + 1)H(t) +

+ ε

[ l∫
0

|ut|2 dx+

l∫
0

|ux|2 dx
]

+ c17ε

2∑
j=1

ρ(uj)− εJ, (52)

ãäå J =
∑2

i=1 |uit(l, t)|ri−1uit(l, t)ui(l, t).

Ïóñòü δ = K−ri/(ri+1)H(σri)/(ri+1)(t), ãäå K > 0. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è
Þíãà ñ ïîêàçàòåëÿìè η′i = ri + 1 è ηi = (ri + 1)/ri, i = 1, 2, ïîëó÷àåì

|J | 6
2∑
i=1

ri
ri + 1

δ−(ri+1)/ri |uit(l, t)|ri+1 +

2∑
i=1

1

ri + 1
δri+1|uit(l, t)|ri+1 6

6
r2

r1 + 1
KH−σ(t)H ′(t) +

K−r1

r1 + 1
c18

2∑
j=1

ρ(uj). (53)

Èç íåðàâåíñòâ (52) è (53) ñëåäóåò, ÷òî

L′(t) >

(
1− σ − εr2

r1 + 1
K

)
H−σ(t)H ′(t) + 2ε(1− η)(p1 + 1)H(t) +

+ c19ε

[ 2∑
i=1

l∫
0

|uit |
2 dx+

2∑
i=1

l∫
0

|uix |
2 dx

]
+ ε

(
c20 −

K−r1

r1 + 1
c21

) 2∑
j=1

ρ(uj).
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Îòñþäà, âûáèðàÿ K > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì è ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷àåì íåðàâåí-
ñòâî

L′(t) > c22

[
H(t) +

2∑
i=1

l∫
0

|uit |
2 dx+

2∑
i=1

l∫
0

|uix |
2 dx+

2∑
j=1

ρ(uj)

]
,

âñëåäñòâèå êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ ëåììó 4, èìååì

L′(t) > c23

[
H(t) +

2∑
i=1

‖uit‖22 +
2∑
i=1

‖uix‖22 +
2∑
j=1

ρ(uj)

]
>

> c24

[
H(t) +

2∑
i=1

‖uit‖22 +
2∑
i=1

‖uix‖22 +
2∑
i=1

‖ui‖2p1+1
2p1+1

]
> 0. (54)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (30) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî L(0) > 0, èç
êîòîðîãî è íåðàâåíñòâà (54) ñëåäóåò, ÷òî

L(t) > L(0) > 0. (55)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, áóäåì èìåòü

∣∣∣∣ 2∑
i=1

l∫
0

uiuit dx

∣∣∣∣ 6 2∑
i=1

‖ui‖2‖uit‖2 6 lp1/(2p1+2)
2∑
i=1

‖ui‖2(p1+1)‖uit‖2.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè è Þíãà ñ ïîêàçàòåëÿìè

µ1 =
2(1− σ)

1− 2σ
> 1 è µ2 = 2(1− σ) > 1,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

( l∫
0

uiuit dx

)1/(1−σ)

6 c25

[ 2∑
i=1

‖ui‖µ1/(1−σ)
2(p1+1) +

2∑
i=1

‖uit‖
µ2/(1−σ)
2

]
. (56)

Òàê êàê 0 < σ < σ0 6 p1/(2p1 + 2), òî, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (43), (48) è (56), çàêëþ÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

L1/(1−σ)(t) 6 c26

[
H(t) +

( l∫
0

uiuit dx

)1/(1−σ)]
6

6 c27

[
H(t) +

2∑
i=1

‖uit‖22 +

2∑
i=1

‖uix‖22 +

2∑
i=1

‖ui‖2(p1+1)
2(p1+1)

]
. (57)

Ñðàâíèâàÿ (54) è (57), áóäåì èìåòü L′(t) > c28[L(t)]1/(1−σ), t > 0. Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

L(t) >

[
[L(0)]−σ/(1−σ) − c28t

σ

1− σ

](σ−1)/σ

.

Î÷åâèäíî, ÷òî lim
t→T ∗

L(t) = +∞, ãäå

T ∗ =
1− σ

σc28[L(0)]σ/(σ−1)
.
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4. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (8) ôóíêöèè E(t) èìååì
íåðàâåíñòâî

E(t) >
1

2

2∑
i=1

‖uix(t, · )‖22 −G(u1(t, · ), u2(t, · )).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îöåíêè (22) è (29), ïîëó÷àåì

E(t) >
1

2
α− 22p2−1l max

{ 2∑
i=1

(lα)p1+1,(lα)p2+1

}
= g(α),

ãäå α =
∑2

i=1 ‖uix(t, · )‖22. Åñëè 0 6 α 6 l−1, òî g(α) = h(α), ãäå h(α) = α/2−22p2−1l(lα)p1+1.
Ïðèâåä¼ì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà h(α):

h(0) = 0, lim
α→+∞

h(α) = −∞, h′(α1) = 0,

ãäå α1 = ((p1 + 1)4p2 lp1+2)−1/p1 , h′(α) > 0, åñëè 0 6 α 6 α1, è h′(α) < 0, åñëè α > α1.
Â ñèëó (14) lα1 < 1.

Ëåììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5)�(7) è (13)�(15). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî α2

òàêîå, ÷òî α1 < α2 < l−1 è
2∑
i=1

‖uix(t, · )‖2 > α2. (58)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (58) äîêàæåì, ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ò.å. äîïóñòèâ, ÷òî∑2
i=1 ‖uix(t0, · )‖2 < α2 â íåêîòîðîé òî÷êå t0 > 0. Òàê êàê h(α0) = g(α0) 6 E(0) = g(α2)

è g(α) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà (0, α1), òî α0 > α2. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè∑2
i=1 ‖uix(t, · )‖2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà t1, ÷òî α1 <

∑2
i=1 ‖uix(t1, · )‖2 < α2. Òîãäà èìååì

E(t1) > h

( 2∑
i=1

‖uix(t1, · )‖22
)
> h(α2) = E(0).

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (26). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî (58). Ëåììà äîêàçàíà.

Èç íåðàâåíñòâ (26) è (58) âûòåêàåò, ÷òî

G(u1, u2) >
1

2

2∑
i=1

‖uix(t, · )‖2−E(t) >
1

2

2∑
i=1

‖uix(t, · )‖2−E(0) >
1

2
α2− g(α2) = 22p2−1lp1+2αp1+1

2 .

Ñðàâíèâ (55) è (58), ïîëó÷èì îöåíêó

G(u1(t, · ), u2(t, · )) > 22p2−1lp1+2αp1+1
2 . (59)

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 3. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (58), áóäåì èìåòü

E1 −
[

1

2

2∑
i=1

‖uit(t, · )‖2 +
1

2

2∑
i=1

‖uix(t, · )‖2
]
6 E1 −

1

2
α2 6 E1 −

1

2
α1 = − 1

2(p1 + 1)
α1 < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0 < H(0) 6 H(t) 6 G(u1, u2) 6 22p2−1
∑2

i=1 ρ(ui), ãäå H(t) = E1 − E(t).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(4) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè (29).

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâòîðåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2
ñ íåáîëüøèì èçìåíåíèåì. Ñëåäóåò òîëüêî îòìåòèòü, ÷òî ïðè óñòàíîâëåíèè íåðàâåíñòâà (54),
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êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, â íåðàâåíñòâå (49) ìû äîëæíû ðàáîòàòü ñ âûðàæåíèåì
2ε(1− η)(p1 + 1)H(t). Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, äîïîëíèòåëüíî ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ñëàãàåìîå −εE1. ×òîáû ïðîâåñòè äàëüíåéøóþ êîððåêòèðîâêó äîêàçàòåëüñòâà, íóæíî
ó÷åñòü îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû E1 è èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî −εE1 > −εMG(u1(t, · ), u2(t, · )),
ãäå M = ε(1− η)p1(α1/α2)p1+1, êîòîðîå ñëåäóåò èç îöåíêè (59) è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà α1.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîä-
íîðîäíîãî áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∆2u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ G, (1)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2, à f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ â G
ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì [1�5], ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (1), åñëè îíà â îáëàñòè G èìååò âñå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî 4-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå, òî ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Îäíàêî ñóùåñòâóþò
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x, y), ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) íå èìååò êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, êðîìå íåïðåðûâíîñòè, äîëæíà óäîâëå-
òâîðÿòü ôóíêöèÿ f(x, y), ÷òîáû óðàâíåíèå (1) èìåëî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå. Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëó÷åí â ðàáîòå [6], à äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû Êîøè�
Ðèìàíà � â ðàáîòå [7].

Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ âàæíî íå òîëüêî äëÿ êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî èìååò ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè
ïðèáëèæ¼ííîì ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è îöåíêå òî÷íîñòè ïðè-
áëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ.

2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâî

G̃ = {(x, y, s) ∈ R3 : M = (x, y) ∈ G, |s| < ρ(M,∂G)},

ãäå ρ(M,∂G) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ãðàíèöû ∂G îáëàñòè G, è ôóíêöèþ

g(x, y, s, ϕ) = f(x+ s cosϕ, y + s sinϕ)

íà G̃ × [0, 2π]. Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Êîìïëåêñ-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

Fk(x, y, s) =

2π∫
0

g(x, y, s, ϕ) exp(ikϕ) dϕ, k ∈ Z \ {0},

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå G̃, è äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fk(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ G.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèè

fk(x, y, r) =

r1∫
r

Fk(x, y, s)
ds

s
, 0 < r 6 r1(x, y) ≡ 1

2
ρ(M,∂G).

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x, y) íàçîâ¼ì k-óñèëåííî íåïðåðûâíîé, åñëè

ôóíêöèÿ fk(x, y, r) èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà ìíîæåñòâî {(x, y, 0) : (x, y) ∈ G} ⊂ G̃.
Íåïðåðûâíàÿ ïî Ã¼ëüäåðó ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ k-óñèëåííî íåïðåðûâíîé äëÿ ëþáîãî k. Áî-

ëåå îáùåå, ÷åì íåïðåðûâíîñòü ïî Ã¼ëüäåðó, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå k-óñèëåííîé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f(x, y) äà¼ò ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Fk(x, y, r) :

|Fk(x, y, r)| 6 C(1 + | ln r|)ν , ν < −1, C = const > 0, 0 < r 6 r1(x, y).

Òåîðåìà 1. Åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò â îáëàñòè G êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, òî ôóíêöèÿ
f(x, y) ÿâëÿåòñÿ k-óñèëåííî íåïðåðûâíîé ïðè k = 2 è k = 4 â ýòîé îáëàñòè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî âñïî-
ìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y), (x, y) ∈ G, èìååò â îáëàñòè G íåïðåðûâ-
íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî m-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

v(x, y, r, ϕ) = u(x+ r cosϕ, y + r sinϕ)

íà ìíîæåñòâå G̃× [0, 2π] è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè

Uk(x, y, r) =

2π∫
0

v(x, y, r, ϕ) exp(ikϕ) dϕ, (x, y, r) ∈ G̃.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå G̃ × [0, 2π] èìååò íåïðåðûâíûå ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî r äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî, òî ôóíêöèè

Uk(x, y, r) èìåþò â îáëàñòè G̃ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî r äî m-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè G âìåñòå ñî âñåìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè äî m-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ïðè ëþáîì 0 < k 6 m äëÿ ôóíêöèè
Uk(x, y, r) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Uk(x, y, 0) =
∂Uk
∂r

(x, y, 0) = . . . =
∂k−1Uk
∂rk−1

(x, y, 0) = 0, (2)

è ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè G èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→0

k!

rk
Uk(x, y, r) = lim

r→0

(k − 1)!

rk−1

∂Uk(x, y, r)

∂r
= . . . = lim

r→0

1

r

∂k−1Uk(x, y, r)

∂rk−1
=
∂kUk
∂rk

(x, y, 0). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè u(x, y) â îáëàñòè
G ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

v(x, y, r, ϕ) = u(x, y) +
∂v

∂r
(x, y, 0, ϕ)r +

∂2v

∂r2
(x, y, 0, ϕ)

r2

2!
+ . . .

. . .+
∂k−1v

∂rk−1
(x, y, 0, ϕ)

rk−1

(k − 1)!
+

rk

(k − 1)!

1∫
0

(1− s)k−1∂
kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) ds, (4)
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∂qv

∂rq
(x, y, r, ϕ) =

∂qv

∂rq
(x, y, 0, ϕ) +

∂q+1v

∂rq+1
(x, y, 0, ϕ)r +

∂q+2v

∂rq+2
(x, y, 0, ϕ)

r2

2!
+ . . .

. . .+
∂k−1v

∂rk−1
(x, y, 0, ϕ)

rk−q−1

(k − q − 1)!
+

rk−q

(k − q − 1)!

1∫
0

(1− s)k−q−1∂
kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) ds, (5)

ãäå 0 < q < k è

∂lv

∂rl
(x, y, r, ϕ) =

l∑
j=0

Cjl
∂lu

∂xl−j∂yj
cosl−j ϕ sinj ϕ, Cjl =

l!

j!(l − j)!
,

∂lu

∂xl−j∂yj
=

∂lu

∂xl−j∂yj
(x+ r cosϕ, y + r sinϕ).

Òàê êàê

cosϕ =
1

2
(exp(iϕ) + exp(−iϕ)), sinϕ =

1

2i
(exp(iϕ)− exp(−iϕ))

è
2π∫
0

exp(ipϕ) dϕ =

{
0, åñëè p 6= 0,

2π, åñëè p = 0,

òî ïðè 0 6 j 6 l < k èìååì

2π∫
0

cosl−j ϕ sinj ϕ exp(ikϕ) dϕ = 0. (6)

Èç ïðåäñòàâëåíèé (4) è (5) è ðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò, ÷òî

Uk(x, y, 0) =

2π∫
0

u(x, y) exp(ikϕ) dϕ = u(x, y)

2π∫
0

exp(ikϕ) dϕ = 0,

∂Uk
∂r

(x, y, 0) =

2π∫
0

∂v

∂r
(x, y, 0, ϕ) exp(ikϕ) dϕ = 0, . . . ,

∂k−1Uk
∂rk−1

(x, y, 0) =

2π∫
0

∂k−1v

∂rk−1
(x, y, 0, ϕ) exp(ikϕ) dϕ = 0.

Ðàâåíñòâà (2) äîêàçàíû.
Â ñèëó (2) è ïðåäñòàâëåíèé (4) è (5) ïîëó÷àåì

Uk(x, y, r) =
rk

(k − 1)!

2π∫
0

1∫
0

(1− s)k−1∂
kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) exp(ikϕ) ds dϕ,

∂qUk
∂rq

(x, y, r) =
rk−q

(k − q − 1)!

2π∫
0

1∫
0

(1− s)k−q−1∂
kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) exp(ikϕ) ds dϕ, q = 1, k − 1. (7)
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Èç ðàâåíñòâ (7), ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, èìååì

lim
r→0

Uk(x, y, r)

rk
k! = k lim

r→0

2π∫
0

1∫
0

(1− s)k−1∂
kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) exp(ikϕ) ds dϕ =

=

2π∫
0

∂kv

∂rk
(x, y, 0, ϕ) exp(ikϕ) dϕ,

lim
r→0

(k − 1)!

rk−1

∂Uk
∂r

(x, y, r) = (k − 1) lim
r→0

2π∫
0

1∫
0

(1− s)k−2∂
kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) exp(ikϕ) ds dϕ =

=

2π∫
0

∂kv

∂rk
(x, y, 0, ϕ) exp(ikϕ) dϕ, . . . ,

lim
r→0

1

r

∂k−1Uk(x, y, r)

∂rk−1
= lim

r→0

2π∫
0

1∫
0

∂kv

∂rk
(x, y, rs, ϕ) exp(ikϕ) ds dϕ =

=

2π∫
0

∂kv

∂rk
(x, y, 0, ϕ) exp(ikϕ) dϕ.

Ðàâåíñòâà (3) äîêàçàíû. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y), (x, y) ∈ G, èìååò â îáëàñòè G íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïîëîæèì

f(x, y) = ∆2u(x, y), (x, y) ∈ G. (8)

Ïî ôóíêöèÿì

g(x, y, r, ϕ) = f(x+ r cosϕ, y + r sinϕ), v(x, y, r, ϕ) = u(x+ r cosϕ, y + r sinϕ),

w(x, y, r, ϕ) = (∆u)(x+ r cosϕ, y + r sinϕ)

íà ìíîæåñòâå G̃× [0, 2π] îïðåäåëèì êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè

Fk(x, y, r) =

2π∫
0

g(x, y, r, ϕ) exp(ikϕ) dϕ,

Uk(x, y, r) =

2π∫
0

v(x, y, r, ϕ) exp(ikϕ) dϕ, (x, y, r) ∈ G̃, k = 1, 4,

Vk(x, y, r) =

2π∫
0

w(x, y, r, ϕ) exp(ikϕ) dϕ, (x, y, r) ∈ G̃, k = 1, 2.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Fk(x, y, r) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèè
Vk(x, y, r) è Uk(x, y, r) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì äî 2-ãî
è 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ñîîòâåòñòâåííî.
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Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

Fk(x, y, r) = r
∂

∂r

(
1

r

∂3Uk
∂r3

+
3

r2

∂2Uk
∂r2

+
5− 2k2

r3

∂Uk
∂r

+
4(4− k2)

r4
Uk

)
+

(4− k2)(16− k2)

r4
Uk, (9)

Fk(x, y, r) = r
∂

∂r

(
1

r

∂Vk
∂r

+
2Vk
r2

)
+

(4− k2)

r2
Vk, (10)

ãäå Uk = Uk(x, y, r), k = 1, 4, Vk = Vk(x, y, r), k = 1, 2, è (x, y, r) ∈ G̃, r 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (8) ôóíêöèè f(x, y), íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ g(x, y, r, ϕ) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

g(x, y, r, ϕ) =
∂4v

∂r4
+

2

r

∂3v

∂r3
− 1

r2

∂2v

∂r2
+

1

r3

∂v

∂r
+

∂2

∂ϕ2

(
2

r2

∂2v

∂r2
− 2

r3

∂v

∂r
+ 4

v

r4

)
+

1

r4

∂4v

∂ϕ4
, (11)

ãäå (x, y, r, ϕ) ∈ G̃× [0, 2π], r 6= 0. Óìíîæèì òîæäåñòâî (11) íà exp(ikϕ) è ïîëó÷èâøååñÿ òîæ-
äåñòâî ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî 2π, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ãëàäêèõ 2π-ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïî ϕ ôóíêöèé v(x, y, r, ϕ) :

2π∫
0

∂lv

∂ϕl
exp(ikϕ) dϕ = (−ik)l

2π∫
0

v exp(ikϕ) dϕ, l ∈ N,

êîòîðîå ñëåäóåò èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî òîæäåñòâà

∂lv

∂ϕl
exp(ikϕ) =

∂

∂ϕ

(
∂l−1v

∂ϕl−1
exp(ikϕ)

)
− ik

(
∂l−1v

∂ϕl−1
exp(ikϕ)

)
.

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî r, ïîëó÷èì

Fk(x, y, r) =
∂4Uk
∂r4

+
2

r

∂3Uk
∂r3

− 2k2 + 1

r2

∂2Uk
∂r2

+
2k2 + 1

r3

∂Uk
∂r
− 4k2 − k4

r4
Uk. (12)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (9) è (12) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé ïðè r 6= 0:

r
∂

∂r

(
1

r

∂3Uk
∂r3

+
3

r2

∂2Uk
∂r2

+
5− 2k2

r3

∂Uk
∂r

+
4(4− k2)

r4
Uk

)
+

(4− k2)(16− k2)

r4
Uk =

=
∂4Uk
∂r4

− 1

r

∂3Uk
∂r3

+
3

r

∂3Uk
∂r3

− 6

r2

∂2Uk
∂r2

+
5− 2k2

r2

∂2Uk
∂r2

−

− 3(5− 2k2)

r3

∂Uk
∂r

+
4(4− k2)

r3

∂Uk
∂r
− 16(4− k2)

r4
Uk +

(4− k2)(16− k2)

r4
Uk =

=
∂4Uk
∂r4

+
2

r

∂3Uk
∂r3

− 2k2 + 1

r2

∂2Uk
∂r2

+
2k2 + 1

r3

∂Uk
∂r
− 4k2 − k4

r4
Uk.

Òîæäåñòâî (9) äîêàçàíî.
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ òîæäåñòâî (10). Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. 1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2. Èç òîæäåñòâà (10) ïðè k = 2

èìååì

F2(x, y, r) = r
∂

∂r

(
1

r

∂V2

∂r
+

2V2

r2

)
. (13)

Ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (13) íà r è ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî îòðåçêó [r, r1], 0 < r < r1(x, y) =
= 2−1ρ(M,∂G), ïîëó÷èì

f2(x, y, r) ≡
r1∫
r

F2(x, y, s)
ds

s
=

1

r1

∂V2

∂r
(x, y, r1)+

2

r2
1

V2(x, y, r1)− 1

r

∂V2

∂r
(x, y, r)− 2

r2
V2(x, y, r). (14)
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Ñîãëàñíî ëåììå 1 èìååì

lim
r→0

(
1

r

∂

∂r
V1(x, y, r) +

2

r2
V1(x, y, r)

)
= 2

∂2V1

∂r2
(x, y, 0). (15)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (15) èç òîæäåñòâà (14) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f2(x, y, r) ïðîäîëæàåòñÿ
ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êó r = 0, ïðè÷¼ì ñõîäèìîñòü lim

r→0
f2(x, y, r) = f2(x, y, 0) ðàâíîìåðíà

íà êàæäîì êîìïàêòå èç îáëàñòè G.
2) Ïóñòü k = 4. Â ñèëó ëåììû 2 èìååì

F4(x, y, r) = r
∂

∂r

(
1

r

∂3U4

∂r3
+

3

r2

∂2U4

∂r2
− 27

r2

∂U4

∂r
− 48

r4
U4

)
,

ãäå U4 = U4(x, y, r), (x, y) ∈ G, 0 < r 6 r1(x, y) ≡ ρ(M,∂G)/2. Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà r
è ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî îòðåçêó [r, r1], ïîëó÷èì

f4(x, y, r) =

r1∫
r

F4(x, y, s)
ds

s
=

1

r1

∂3U4(x, y, r1)

∂r3
+

3

r2
1

∂2U4(x, y, r1)

∂r2
− 27

r3
1

∂U4(x, y, r1)

∂r
−

− 48

r4
1

U4(x, y, r1)− 1

r

∂3U4(x, y, r)

∂r3
− 3

r2

∂2U4(x, y, r)

∂r2
+

27

r3

∂U4(x, y, r)

∂r
+

48

r4
U4(x, y, r).

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
r→0

U4(x, y, r)

r4
=

1

4!

∂4U4(x, y, 0)

∂r4
, lim

r→0

1

r4−l
∂lU4(x, y, r)

∂rl
=

1

(4− l)!
∂4U4(x, y, 0)

∂r4
, l = 1, 3,

ïðè÷¼ì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî (x, y) èç êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè
G. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f4(x, y, r) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êó r = 0 è
ñõîäèìîñòü lim

r→0
f4(x, y, r) = f4(x, y, 0) ðàâíîìåðíà íà êàæäîì êîìïàêòå èç îáëàñòè G. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

3. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà è èíòåãðèðóåìà (íàïðèìåð, îãðàíè÷åíà: |f(x, y)| 6 const) â
îáëàñòè G. Òîãäà ôóíêöèÿ

u0(x, y) =
1

8π

∫∫
G

f(ξ, η)r2 ln r dξ dη, r2 = (x− ξ)2 + (y − η)2,

èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ù¼ííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèè f(x, y) íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà è k-óñèëåííî íåïðåðûâíà ïðè k = 2 è
k = 4 â îáëàñòè G. Òîãäà ôóíêöèÿ u0(x, y) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óäîáíî âûðàçèòü îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x è y
÷åðåç äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Êîøè�Ðèìàíà è ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó îïåðàòîð. Ïóñòü
z = x+ iy, z = x− iy. Òîãäà

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
è

∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
,

∂

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
.

Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

∂4

∂x4
=

(
∂

∂z
+

∂

∂z̄

)4

=

(
∂

∂z

)4

+ 4

(
∂

∂z

)3 ∂

∂z̄
+ 6

(
∂

∂z

)2( ∂

∂z̄

)2

+ 4

(
∂

∂z

)(
∂

∂z̄

)3

+

(
∂

∂z̄

)4

,
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∂4

∂y∂x3
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)(
∂

∂z
+

∂

∂z̄

)3

= i

((
∂

∂z

)4

+ 2

(
∂

∂z

)3 ∂

∂z̄
− 2

(
∂

∂z

)(
∂

∂z̄

)3

−
(
∂

∂z̄

)4)
,

∂4

∂y2∂x2
= i2

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)2( ∂

∂z
+

∂

∂z̄

)2

= −
((

∂

∂z

)4

− 2

(
∂

∂z

)2( ∂

∂z̄

)2

+

(
∂

∂z̄

)4)
,

∂4

∂y3∂x
= i3

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)3( ∂

∂z
+

∂

∂z̄

)
= −i

((
∂

∂z

)4

− 2

(
∂

∂z

)3 ∂

∂z̄
+ 2

(
∂

∂z

)(
∂

∂z̄

)3

−
(
∂

∂z̄

)4)
,

∂4

∂y4
=

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)4

=

(
∂

∂z

)4

− 4

(
∂

∂z

)3 ∂

∂z̄
+ 6

(
∂

∂z

)2( ∂

∂z̄

)2

− 4

(
∂

∂z

)(
∂

∂z̄

)3

+

(
∂

∂z̄

)4

.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 4-ãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé (∂/∂z̄)k(∂/∂z)l îïåðàòîðà Êîøè�Ðèìàíà è ñîïðÿæ¼ííîãî ê íåìó
îïåðàòîðà, ãäå k + l = 4, l = 0, 4.

Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ äåéñòâèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ôóíêöèè âèäà
K(zz̄), ãäå K(u) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà u > 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:(

∂

∂z̄

)4

K(zz̄) = KIV (zz̄)z4,

(
∂

∂z̄

)3 ∂

∂z
K(zz̄) = KIV (zz̄)z3z̄ + 3K ′′′(zz̄)z2,

(
∂

∂z̄

)2( ∂

∂z

)2

K(zz̄) = KIV (zz̄)z2z̄2 + 4K ′′′(zz̄)zz̄ + 2K ′′(zz̄),

∂

∂z̄

(
∂

∂z

)3

K(zz̄) = KIV (zz̄)zz̄3 + 3K ′′′(zz̄)z̄2,

(
∂

∂z

)4

K(zz̄) = KIV (zz̄)z̄4,

ãäå ÷åðåç K ′, K ′′, K ′′′, KIV îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî
ïîðÿäêà îò ôóíêöèè K(u) ïî ïåðåìåííîé u > 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè K(u) = u lnu èìååì

K ′(u) = lnu+ 1, K ′′(u) =
1

u
, K ′′′(u) = − 1

u2
, KIV (u) =

2

u3

è, ñëåäîâàòåëüíî,(
∂

∂z̄

)4

K(zz̄) = 2
z

z̄3
,

(
∂

∂z̄

)3 ∂

∂z
K(zz̄) = − 1

z̄2
,

(
∂

∂z̄

)2( ∂

∂z

)2

K(zz̄) = 0,

∂

∂z̄

(
∂

∂z

)3

K(zz̄) = − 1

z2
,

(
∂

∂z

)4

K(zz̄) = 2
z̄

z3
.

Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè ñ ñèíãóëÿðíûì
ÿäðîì (ζ − z)k|ζ − z|−k−2 :

fk(z) ≡
1

π

∫∫
G

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη =

1

π
lim
ε→0

∫∫
G\U(z,ε)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη, (16)

ãäå U(z, ε) � êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z ðàäèóñà ε. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè
f(z) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (16) ñóùåñòâóåò èëè íå ñóùåñòâóåò îäíîâðåìåííî äëÿ çíà÷åíèÿ
±k, k 6= 0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì k-óñèëåííîé íåïðåðûâíî-
ñòè è ñóùåñòâîâàíèåì è íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè fk(z).
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Ëåììà 3. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(z) = f(x, y) ÿâëÿåòñÿ k-óñèëåííî íåïðåðûâíîé
â îáëàñòè G è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëåáåãà L1(G). Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
fk(z) ñóùåñòâóåò âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè z ∈ G, ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (16) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ G è ôóíêöèÿ fk(z) íåïðåðûâíà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f(z) = f(x, y), ïðèíàäëåæàùèõ
ïðîñòðàíñòâó Ëåáåãà L1(G), ïðè r0 > 0 èíòåãðàë∫∫

G\U(z,r0)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη

îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ â G. Ïóñòü K ⊂ G � êîìïàêò, r0 = 2−1 min
z∈K

ρ(z, ∂G) è

z ∈ K � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Ïðè 0 < ε 6 r0 èìååì∫∫
G\U(z,ε)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη =

∫∫
G\U(z,r0)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη +

∫∫
U(z,r0)\U(z,ε)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη. (17)

Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ζ − z = reiθ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè (17),
ïîëó÷àåì

∫∫
G\U(z,ε)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη =

∫∫
G\U(z,r0)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη +

r0∫
ε

2π∫
0

f(z + reiθ)eikθ dθ
dr

r
. (18)

Ïîñêîëüêó
r0∫
ε

2π∫
0

f(z + reiϕ)eikϕ dϕ
dr

r
=

r0∫
ε

Fk(z, r)
dr

r
= fk(z, ε)− fk(z, r0),

òî èç (18) ñëåäóåò ðàâåíñòâî∫∫
G\U(z,ε)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη =

∫∫
G\U(z,r0)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη + fk(z, ε)− fk(z, r0), z ∈ K. (19)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ k-óñèëåííî íåïðåðûâíîé, òî ðàâíîìåðíî ïî z ∈ K ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë

lim
ε→0

fk(z, ε) = fk(z, 0).

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (19) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (16) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ G è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

fk(z) =
1

π

∫∫
G\U(z,r0)

f(ζ)(ζ − z)k

|ζ − z|k+2
dξ dη +

1

π
(fk(z, 0)− fk(z, r0)), z ∈ K.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì îáùåå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

w(z, δ) =

R∫
0

∂

∂ρ
L(ρ, δ) · h(z, ρ) dρ, (20)

ãäå ôóíêöèÿ h(z, ρ) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå G × (0, 1], à âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
L(ρ, δ) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [0, R]× (0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
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1) L(0, δ) ≡ 0, lim
δ→0

L(ρ, δ) = 1 ïðè ρ ∈ (0, R];

2) (∂/∂ρ)L(ρ, δ) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà ïðè ρ > 0, δ ∈ (0, 1].
Ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 4. Ïóñòü ñõîäèìîñòü

lim
ρ→0

h(z, ρ) = h(z, 0)

èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî z íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè G. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
δ→0

w(z, δ) = h(z, 0),

ñõîäèìîñòü â êîòîðîì ðàâíîìåðíà ïî z íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 ⊂ G1 ⊂ G. Ïî ε > 0 âûáåðåì σ ∈ (0, R) òàêîå, ÷òî

|h(z, ρ)− h(z, 0)| < ε

3
ïðè 0 < ρ < σ, z ∈ G1.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (20) âûòåêàþò ðàâåíñòâà

w(z, δ)− h(z, 0) =

R∫
0

∂

∂ρ
L(ρ, δ)(h(z, ρ)− h(z, 0)) dρ+ h(z, 0)(L(R, δ)− L(0, δ))− h(z, 0) =

= h(z, 0)(L(R, δ)− 1) +

σ∫
0

∂

∂ρ
L(ρ, δ)(h(z, ρ)− h(z, 0)) dρ+

R∫
σ

∂

∂ρ
L(ρ, δ)(h(z, ρ)− h(z, 0)) dρ.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî óñëîâèå L(0, δ) ≡ 0. Ïîëîæèì M = max{|h(z, ρ)| : z ∈ G1, 0 6 ρ 6 R}.
Â ñèëó óñëîâèÿ 1) ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî

0 < L(R, δ)− L(σ, δ) 6 |L(R, δ)− 1|+ |1− L(σ, δ)| < ε/(6M), δ < δ0.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 2) äëÿ ôóíêöèè L(ρ, δ), èìååì îöåíêó

|w(z, δ)− h(z, 0)| 6M |L(R, δ)− 1|+K(σ, δ)
ε

3
+ 2M(L(R, δ)− L(σ, δ)) <

<
ε

6
+
ε

3
+

ε2

6M
+ 2M

ε

6M
<
ε

3

(
1

2
+ 1 +

1

2
+ 1

)
= ε,

åñëè ε < M, 0 < δ < δ0 è z ∈ G1. Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé

uδ(x, y) =
1

16π

∫∫
G

f(ξ, η)(r2 + δ) ln(r2 + δ) dξ dη, δ > 0, r2 = (x− ξ)2 + (y − η)2.

Ôóíêöèè uδ(x, y) ïðè êàæäîì δ > 0 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû íà âñåé ïëîñêîñòè.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂k+luδ(x, y)/∂xk∂yl ïðè δ → 0 ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì ∂k+lu0(x, y)/∂xk∂yl, åñëè k + l 6 3.
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâ¼ðòîãî
ïîðÿäêà ó ôóíêöèè u0(x, y) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè ∂4uδ(x, y)/∂xk∂yl, ãäå k+ l =
= 4, ïðè δ → 0 ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå îáëàñòè G ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ôóíêöèÿì

wkl(x, y) = lim
δ→0

∂4

∂xk∂yl
uδ(x, y), k + l = 4. (21)
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Â ñèëó ïðèâåä¼ííûõ âûøå çàìå÷àíèé ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíûõ ïðåäåëîâ (21) ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ ðàâíîìåðíûõ ïðåäåëîâ

lim
δ→0

(
∂

∂z̄

)k( ∂

∂z

)l
uδ(z), k + l = 4, (22)

ãäå

uδ(z) ≡ uδ(x, y) =
1

16π

∫∫
G

f(ζ)K(r2 + δ) dξ dη,

δ > 0, z = x+ iy, ζ = ξ + iη, r2 = |z − ζ|2, K(u) = u lnu.

Ñîãëàñíî ëåììå Ãåéíå�Áîðåëÿ ïðè δ → 0 ïðåäåëû (22) ñóùåñòâóþò ðàâíîìåðíî ïî z íà
ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíîìåðíî
ñõîäÿòñÿ ïî z â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îáëàñòè G. Ïîýòîìó òåîðåìà 2 áóäåò
äîêàçàíà, åñëè ìû ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà (22) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ëþáîé òî÷êè îáëàñòè G.

Ïóñòü z0 ∈ G è ÷èñëî d óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 < 3d 6 ρ(z0, ∂G), îáîçíà÷èì U(z, d) =
= {ζ : |ζ − z| < d}. Äëÿ |z − z0| 6 d èìååì(

∂

∂z̄

)k( ∂

∂z

)l
uδ(z) = Jk1(z, δ) + Jk2(z, δ), (23)

ãäå l = 4− k, k = 0, 4, è

Jk1(z, δ) =
1

16π

∫∫
G\U(z,d)

f(ζ)

(
∂

∂z̄

)k( ∂

∂z

)l
K(r2 + δ) dξ dη,

Jk2(z, δ) =
1

16π

∫∫
U(z,d)

f(ζ)

(
∂

∂z̄

)k( ∂

∂z

)l
K(r2 + δ) dξ dη.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
δ→0

Jk1(z, δ) =
1

16π

∫∫
G\U(z,d)

f(ζ)

(
∂

∂z̄

)k( ∂

∂z

)l
K(r2) dξ dη, (24)

ñõîäèìîñòü â êîòîðîì ðàâíîìåðíà ïî z ∈ U(z0, d). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè δ → 0 ïðåäåë ôóíêöèè Jk2(z, δ), k = 0, 4, ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî
z ∈ U(z0, d). Òàê êàê èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà J02 ≡ J̄42, J12 ≡ J̄32, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àè k = 2, 3, 4.

Â ñèëó ðàâåíñòâ (
∂

∂z̄

)4

K(r2 + δ) =
2(z − ζ)4

(r2 + δ)3
, r2 = |z − ζ|2,

∂

∂z

(
∂

∂z̄

)3

K(r2 + δ) =
2(z − ζ)3(z̄ − ζ̄)

(r2 + δ)3
− 3(z − ζ)2

(r2 + δ)2
=

(
2r2

(r2 + δ)3
− 3

(r2 + δ)2

)
(z − ζ)2,(

∂

∂z

)2( ∂

∂z̄

)2

K(r2 + δ) =
2r4

(r2 + δ)3
− 4r2

(r2 + δ)2
+

2

(r2 + δ)
,

ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ζ − z = ρ exp(iθ), äëÿ ôóíêöèè Jk2(z, δ) ïðè k = 4, 3, 2
èìååì

J42(z, δ) =
1

8π

d∫
0

2π∫
0

ρ5

(ρ2 + δ)3
f(z + ρ exp(iθ)) exp(4iθ) dθ dρ, (25)
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J32(z, δ) =
1

16π

d∫
0

2π∫
0

(
2ρ2

(ρ2 + δ)3
− 3

(ρ2 + δ)2

)
ρ3f(z + ρ exp(iθ)) exp(2iθ) dθ dρ, (26)

J22(z, δ) =
1

16π

d∫
0

2π∫
0

2δ2ρ

(ρ2 + δ)3
f(z + ρ exp(iθ)) dθ dρ. (27)

Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ k-óñèëåííîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(z) = f(x, y) ïðè k = 2, 4,
ôóíêöèè

d∫
ρ

ds

s

2π∫
0

f(z + s exp(iθ)) exp(ikθ) dθ = fk(z, ρ)− fk(z, d) (28)

íåïðåðûâíû ïî ρ íà îòðåçêå [0, d], äèôôåðåíöèðóåìû ïðè ρ > 0 è

dfk(z, ρ)

dρ
= −1

ρ

2π∫
0

f(z + ρ exp(iθ)) exp(ikθ) dθ. (29)

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ðàâåíñòâà (25), (26) â ñèëó (28) è (29) çà-
ïèøåì â âèäå

J42(z, δ) =
1

8π

d∫
0

∂

∂ρ

(
ρ2

ρ2 + δ

)3

(f4(z, ρ)− f4(z, d)) dρ, (30)

J32(z, δ) =
1

16π

d∫
0

∂

∂ρ

(
2ρ6

(ρ2 + δ)3
− 3ρ4

(ρ2 + δ)2

)
(f2(z, ρ)− f2(z, d)) dρ. (31)

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé

L(ρ, δ) =

(
ρ2

ρ2 + δ

)3

è L(ρ, δ) = 3

(
ρ2

ρ2 + δ

)3

− 2

(
ρ2

ρ2 + δ

)2

íà ìíîæåñòâå [0, R]× (0, 1], ãäå R = d, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2). Ïîýòîìó èç ïðåäñòàâ-
ëåíèé (30), (31) è ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

lim
δ→0

J42(z, δ) =
1

8π
(f4(z, 0)− f4(z, d)), lim

δ→0
J32(z, δ) = − 1

16π
(f2(z, 0)− f2(z, d)),

ïðè÷¼ì ñõîäèìîñòü â íèõ ðàâíîìåðíà íà êðóãå |z − z0| 6 d.
Èç ðàâåíñòâà (27) âûòåêàåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî z ∈ U(z0, d) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim
δ→0

(
∂

∂z

)2( ∂

∂z̄

)2

uδ(z) =
1

16
f(z).

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè Jk2(z, δ), k = 0, 4, ïðè δ →
→ 0 ðàâíîìåðíîãî ïî z ∈ U(z0, d). Ïîýòîìó èç ïðåäñòàâëåíèÿ (23) è ðàâåíñòâà (24) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî ïî z ∈ U(z0, d) ïðåäåëà (22), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðå-
ìà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåä¼ííîãî äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
(∂/∂z)k(∂/∂z̄)lu0(z) ôóíêöèè u0(z) ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ(

∂

∂z̄

)4

u0(z) =
1

8
f4(z),

(
∂

∂z

)4

u0(z) =
1

8
f−4(z),

∂

∂z

(
∂

∂z̄

)3

u0(z) = − 1

16
f2(z),
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(
∂

∂z

)2( ∂

∂z̄

)2

u0(z) =
1

16
f(z),

(
∂

∂z

)3 ∂

∂z̄
u0(z) = − 1

16
f−2(z),

èëè äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (∂/∂x)k(∂/∂y)lu0(x, y) ôóíêöèè u0(x, y) � ïðåäñòàâëåíèÿ(
∂

∂x

)4

u0(x, y) =
1

8
[f4(z) + f−4(z)− 2f2(z)− 2f−2(z) + 3f(z)],

(
∂

∂y

)4

u0(x, y) =
1

8
[f4(z) + f−4(z) + 2f2(z) + 2f−2(z) + 3f(z)],(

∂

∂x

)3( ∂

∂y

)
u0(x, y) =

i

8
[f−4(z)− f4(z) + f2(z)− f−2(z)],(

∂

∂x

)2( ∂

∂y

)2

u0(x, y) =
1

8
[f(z)− f4(z)− f−4(z)],(

∂

∂x

)(
∂

∂y

)3

u0(x, y) =
i

8
[f4(z)− f−4(z) + f2(z)− f−2(z)].

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìóëîé

f(x, y) =

0, åñëè (x, y) = (0, 0),
x2y2

(x2 + y2)2| ln(x2 + y2)|β
, åñëè 0 < x2 + y2 6 3/4,

ïðè β > 0 íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè G = {(x, y) : x2 + y2 6 3/4}. Â ýòîé îáëàñòè
óðàâíåíèå Ïóàññîíà ∆y = f(x, y) èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì β > 0, à óðàâíåíèå
∆2y = f(x, y) íå èìååò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè β 6 1 è èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè
β > 1.

Òàê êàê âñÿêîå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ∆2(u) = 0 â îáëàñòè G ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé (ñì., íàïðèìåð, [5]), òî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 êàæäîå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè
G ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ â ýòîé îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 èç ðàáîòû [6].
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DOI: 10.31857/S0374064121030055

Ââåäåíèå. Ó÷¼ò ïîñëåäñòâèÿ è ïðåääåéñòâèÿ â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì ñ ñîñðåäîòî÷åííûì èëè ôóíêöèîíàëüíûì êàðëåìàíîâñêèì èëè
íåêàðëåìàíîâñêèì çàïàçäûâàíèåì è îïåðåæåíèåì ïî âðåìåíí�îé è (èëè) ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
ðåìåííûì. Òàêèå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ãëóáîêèé è äîñòàòî÷íî ïîëíûé êà÷åñòâåííûé
àíàëèç ðåàëüíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ [1] ñèñòåì (âèõðåîáðàçîâàíèå, ïåðåìåæàåìîñòü, ôîðìè-
ðîâàíèå ñëîæíûõ êîãåðåíòíûõ ïÿòåí); ïîñòðîèòü òåîðèþ ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷åê è ïëàñòèí [2],
òåîðèþ ïëàçìû [3]; èçó÷èòü êîëåáàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè [4].

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àíàëîã çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ îáîáù¼ííîãî óðàâíåíèÿ
Ëàâðåíòüåâà�Áèöàäçå ñ ñîñðåäîòî÷åííûì íåêàðëåìàíîâñêèì çàïàçäûâàíèåì è îïåðåæåíèåì
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå âèäà

(sgn y)Uxx(x, y) +

n2∑
n=−n1

an+n1Uyy(x− nτ, y) = 0 (1)

â îáëàñòè D = D+
⋃
D−, ãäå D+ = {(x, y) : 0 < x < (n2 + 1)τ, y > 0} =

⋃n2
k=0D

+
k è D− =

=
⋃n2
k=0D

γn2
k � ýëëèïòè÷åñêàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòè îáëàñòè D, ïðè÷¼ì D+

k = {(x, y) : kτ <

< x < (k + 1)τ, y > 0} (k = −n1, n2); n1, n2 ∈ N; τ = const > 0, an+n1 ≡ const; D
γn2
k =

= {(x, y) : −y + kτγn2 < xγn2 < y + (k + 1)τγn2 , −γn2τ/2 < y < 0} (k = −n1, n2 + 1);
0 < γ0 < γ1 < . . . < γn2 ; γ2

j (j = 0, n2) � äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ê êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå (1).

Ïóñòü Dk = D+
k

⋃
D−k

⋃
Ik (k = −n1, n2 + 1); I =

⋃n2+1
n=−n1

In, In = {(x, y) : nτ < x <

< (n + 1)τ, y = 0}; J =
⋃n2−1
k=0 Jk =

⋃n2−1
k=0 {(x, y) : x = (k + 1)τ, y > 0}. Òîãäà D =

= (
⋃n2
k=0Dk)

⋃
(
⋃n2−1
j=0 Jj).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, äëÿ
íàãëÿäíîñòè è óïðîùåíèÿ çàïèñè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ïðè n1 = n2 = 1, ò.å. ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

(sgn y)Uxx(x, y) + a0Uyy(x+ τ, y) + a1Uyy(x, y) + a2Uyy(x− τ, y) = 0, (2)

ãäå (x, y) ∈ D = D0
⋃
D1
⋃
J0.

Çàäà÷à T. Íàéòè â îáëàñòè D = D0
⋃
D1
⋃
J0 ðåøåíèå U(x, y) ∈ C(D)

⋂
C2(D \ J0)

óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

U(x, y) = r(x, y), (x, y) ∈ D−1; (3)

U(x, y) = ρ(x, y), (x, y) ∈ D2; (4)
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lim
y→+∞

U(x, y) = 0, 0 6 x 6 2τ ; (5)

U(x, γj(kτ − x)) = ψk(x), kτ 6 x 6 (2k + 1)τ/2 (j, k = 0, 1); (6)

óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ
U(x, 0−) = U(x, 0+) = ω(x), 0 6 x 6 2τ, (7)

Uy(x, 0−) = Uy(x, 0+) = ν(x), 0 < x < 2τ, x 6= τ, (8)

ïðè÷¼ì

ψ0(0) = r(0, 0); r(x,+∞) = ρ(x,+∞) = 0, γj =
√
a1 + (−1)ja0 (j = 0, 1), (9)

ãäå r(x, y), ρ(x, y), ψk(x) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè; ω(x), ν(x)
è γj � èñêîìûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Îáëàñòè D è D−1, D2 ïîêàçàíû íà ðèñóíêå.

Ðèñóíîê. Îáëàñòè Dk = D+
k

⋃
D−k , k = −1, 2; îáëàñòü D = D0

⋃
D1

⋃
J0; èíòåð-

âàëû Ik, k = −1, 2; I =
⋃2
k=−1 Ik; ëó÷ J0.

Òåîðåìà. Åñëè èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

r(x, y) ∈ C(D−1)
⋂
C4(D−1), ρ(x, y) ∈ C(D2)

⋂
C4(D2),

ψk(x) ∈ C[kτ, (2k + 1)τ/2]
⋂
C2(kτ, (2k + 1)τ/2) (k = 0, 1),

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a0 = a2 è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ a1 > a0 > 0; r(0, y) = ρ(2τ, y),
y > 0; ψ0(0) = r(0, 0); r(x,+∞) = ρ(x,+∞) = 0, 0 6 x 6 2τ, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå U(x, y) çàäà÷è T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé

Uj(x, y) = U(x, y), (x, y) ∈ Dj (j = −1, 2), (10)

óðàâíåíèå (2) ïðåäñòàâèì ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (3), (4) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñìåøàííîãî
òèïà, îïðåäåë¼ííûõ ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ D0 è D1 :

(sgn y)U0xx(x, y) + a0U1yy(x+ τ, y) + a1U0yy(x, y) = −a2ryy(x− τ, y), (x, y) ∈ D0,

(sgn y)U1xx(x, y) + a1U1yy(x, y) + a2U0yy(x− τ, y) = −a0ρyy(x+ τ, y), (x, y) ∈ D1.

Çàìåíÿÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû x íà x+ τ, ïîëó÷àåì

(sgn y)U0xx(x, y) + a0U1yy(x+ τ, y) + a1U0yy(x, y) = −a2ryy(x− τ, y), (x, y) ∈ D0, (11)

(sgn y)U1xx(x+ τ, y) + a1U1yy(x+ τ, y) + a2U0yy(x, y) = −a0ρyy(x+ 2τ, y), (x, y) ∈ D0. (12)
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Ïóñòü a0 = a2 è

qj(x, y) = (U0(x, y) + (−1)jU1(x+ τ, y))/2 (j = 0, 1). (13)

Òîãäà, ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ (11), (12), íà îñíîâàíèè (13) è (9) ïðèõîäèì ê ñèñòåìå
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà

(sgn y)qjxx(x, y) + γ2
j qjyy(x, y) = −a0fj(x, y), (x, y) ∈ D0, (14)

ãäå
fj(x, y) = (ryy(x− τ, y) + (−1)jρyy(x+ 2τ, y))/2 (j = 0, 1). (15)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Ëàâðåíòüåâà�Áèöàäçå (14) ñîäåðæèò âñå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (2), êîòîðûå ìîæíî âûäåëèòü â ñèëó (13), (10), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

U(x, y) = U0(x, y) = q0(x, y) + q1(x, y), (x, y) ∈ D0, (16)

èëè
U(x, y) = U1(x, y) = q0(x− τ, y)− q1(x− τ, y), (x, y) ∈ D1. (17)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê äâóì çàäà÷àì Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ
(14) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè qj(x, y) ∈ C(D0)

⋂
C2(D0), ïðè÷¼ì qj(x, y), ñîãëàñíî (13), (3)�(8)

è ðàâåíñòâàì

U0(0, y) = U0(τ, y) = U1(τ, y) = U1(2τ, y) = r(0, y) = ρ(2τ, y),

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

qj(0, y) = qj(τ, y) = rj(y) ≡ r(0, y) + (−1)jρ(2τ, y), y > 0; (18)

lim
y→+∞

qj(x, y) = 0, 0 6 x 6 τ ; (19)

qj(x, γj(−x)) = ψj(x) ≡ ψ0(x) + (−1)jψ1(x+ τ), 0 6 x 6 τ/2; (20)

qj(x, 0−) = qj(x, 0+) = ωj(x) ≡ ω(x) + (−1)jω(x+ τ), 0 6 x 6 τ ; (21)

qjy(x, 0−) = qjy(x, 0+) = νj(x) ≡ ν(x) + (−1)jν(x+ τ), 0 < x < τ. (22)

Çäåñü è äàëåå j = 0, 1.
Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è T äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè D ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à T èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå U(x, y) ≡ 0 â D, ïîñêîëüêó
ýêâèâàëåíòíà îäíîðîäíîé çàäà÷å T äëÿ óðàâíåíèÿ

(sgn y)qjxx(x, y) + γ2
j qjyy(x, y) = 0, (x, y) ∈ D0, (23)

ïðè îäíîðîäíûõ óñëîâèÿõ (18)�(20), èìåþùåé òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå qj(x, y) ≡ 0 â D0.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñíîâàíî íà óñòàíîâëåíèè çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè èíòåãðàëà

βj =

τ∫
0

ωj(x)νj(x)dx.

Ëåììà 1. Åñëè qj(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) â îáëàñòè D+
0 , ïðèíàäëåæàùåå êëàññó

C(D+
0 )
⋂
C2(D+

0 ) è îáðàùàþùååñÿ â íóëü ïðè x = 0, x = τ (y > 0) è y → +∞ (0 6 x 6 τ),
òî

βj 6 0 (24)
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è

γ2
j βj +

∫∫
D+

0

[q2
jx(x, y) + γ2

j q
2
jy(x, y)] dx dy = 0. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èçâåñòíûì ìåòîäîì Òðèêîìè [5, ñ. 491�493; 6, ñ. 128�130].

Ëåììà 2. Åñëè qj(x, y) ∈ C(D−0 )
⋂
C2(D−0 ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) â îáëàñòè D−0 ,

îáðàùàþùååñÿ â íóëü íà õàðàêòåðèñòèêå y = −γjx (0 6 x 6 τ/2), òî

βj > 0. (26)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [5, ñ. 491�493; 6, ñ. 128�130].
Èç íåðàâåíñòâ (24), (26) ñëåäóåò, ÷òî βj = 0, à ïîòîìó â ñèëó (25) èìååì ðàâåíñòâî∫∫

D+
0

[q2
jx(x, y) + γ2

j q
2
jy(x, y)] dx dy = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî qjx(x, y) = qjy(x, y) ≡ 0, ò.å. qj(x, y) ≡ const â D+
0 . Îäíîðîäíîñòü

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â D+
0 è âêëþ÷åíèå qj(x, y) ∈ C(D+

0 ) ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî qj(x, y) ≡
≡ 0 â D+

0 . Çíà÷èò, qj(x, 0) ≡ 0, 0 6 x 6 τ. Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî â ñîâîêóïíîñòè ñ îäíîðîäíûì

óñëîâèåì (20) îáåñïå÷èâàþò òðèâèàëüíîñòü ðåøåíèÿ qj(x, y) ≡ 0 ïåðâîé çàäà÷è Äàðáó â D−0 .

Èç äîêàçàííîé òðèâèàëüíîñòè ðåøåíèé qj(x, y) â D+
0 è D−0 âûòåêàåò òðèâèàëüíîñòü ðåøåíèÿ

qj(x, y) ≡ 0 â D0. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ

(14) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (18)�(20) â îáëàñòè D0 äîêàçàíà.
Òðèâèàëüíîñòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è T äëÿ óðàâíåíèÿ (2) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

(3)�(6) â îáëàñòè D ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî qj(x, y) ≡ 0 â D0, è ðàâåíñòâ (16), (17): U(x, y) =

= Uj(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Dj . Ýòî îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è T äëÿ óðàâíåíèÿ

(2) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3)�(6) â îáëàñòè D.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ U(x, y) çàäà÷è T â îáëàñòè D äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (2) îñíîâàíî íà ðåøåíèÿõ qj(x, y) çàäà÷ â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè D+
0 è â îáëàñòè

ãèïåðáîëè÷íîñòè D−0 äëÿ óðàâíåíèÿ (14).

Çàäà÷à Íåéìàíà�Äèðèõëå. Íàéòè â îáëàñòè D+
0 ðåøåíèå qj(x, y) ∈ C(D+

0 )
⋂
C2(D+

0 )
óðàâíåíèÿ (14)

qjxx(x, y) + γ2
j qjyy(x, y) = −a0fj(x, y), (x, y) ∈ D+

0 , (27)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (18), (19), (22).

Çàäà÷à Äàðáó. Íàéòè â îáëàñòè D−0 ðåøåíèå qj(x, y) ∈ C(D−0 )
⋂
C2(D−0 ) óðàâíåíèÿ (14)

qjxx(x, y)− γ2
j qjyy(x, y) = a0fj(x, y), (x, y) ∈ D−0 , (28)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (20), (22).
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ qj(x, y) çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ (14) â îáëàñòè

D0 ñâÿçàí ñ ðàçðåøèìîñòüþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
νj(x), 0 < x < τ, êîòîðîå áóäåò ïîëó÷åíî èç ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ôóíêöèÿìè
ωj(x) è νj(x), ïðèâíåñ¼ííûõ íà ëèíèþ èçìåíåíèÿ òèïà y = 0, 0 < x < τ ðåøåíèÿìè çàäà÷è
Íåéìàíà�Äèðèõëå èç D+

0 è çàäà÷è Äàðáó èç D−0 .
Ëåììà 3. Åñëè èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ rj(y) ∈ C[0,+∞)

⋂
C2(0,+∞), νj(x) ∈ C1(0, τ)

è ñîîòíîøåíèå lim
y→+∞

rj(y) = 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà�

Äèðèõëå qj(x, y) ∈ C(D+
0 )
⋂
C2(D+

0 ). Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

qj(x, y) = −γj

τ∫
0

νj(ζ)Mj(x, y; ζ, 0) dζ − a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, 0)Mj(x, y; ζ, z) dζ +
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+
a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, z)Mj(x, y; ζ, z) dζ +
a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, z + y)Mj(x, 0; ζ, z) dζ +

+
2

γjτ
sin

πx

τ

+∞∫
0

rj(t)

[
ch (π(y − t)/γjτ)

ch (2π(y − t)/γjτ)− cos(2πx/τ)
+

+
ch (π(y + t)/γjτ)

ch (2π(y + t)/γjτ)− cos(2πx/τ)

]
dt, (x, y) ∈ D+

0 , (29)

ãäå

Mj(x, y; ζ, z) =
1

2π
ln

ch (π(z + y)/γjτ)− cos(π(ζ + x)/τ)

ch (π(z + y)/γjτ)− cos(π(ζ − x)/τ)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà�Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (27) áóäåì èñêàòü â
âèäå ñóììû ðåøåíèé

qj(x, y) = qj1(x, y) + qj2(x, y) (30)

äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, ãäå ôóíêöèÿ qj1(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

qj1xx(x, y) + γ2
j qj1yy(x, y) = −a0fj(x, y), (x, y) ∈ D+

0 , (31)

è óñëîâèÿì
qj1(0, y) = qj1(τ, y) = 0, y > 0, (32)

lim
y→+∞

qj1(x, y) = 0, 0 6 x 6 τ, (33)

∂qj1(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= νj(x), 0 < x < τ ; (34)

à ôóíêöèÿ qj2(x, y) � óðàâíåíèþ

qj2xx(x, y) + γ2
j qj2yy(x, y) = 0, (x, y) ∈ D+

0 , (35)

è óñëîâèÿì
qj2(0, y) = qj2(τ, y) = rj(y), y > 0, (36)

lim
y→+∞

qj2(x, y) = 0, 0 6 x 6 τ, (37)

∂qj2(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0, 0 < x < τ. (38)

Ðåøåíèå ïåðâîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (31)�(34) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

qj1(x, y) =

∞∑
n=1

Cnj(y) sin(µnx), (x, y) ∈ D+
0 , µn =

nπ

τ
, (39)

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (32), ïðåäïîëàãàÿ åãî ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â D+
0 è ðàâíî-

ìåðíóþ ñõîäèìîñòü â D+
0 ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x

è y äâàæäû.
Ïîäñòàíîâêà ðÿäà (39) â óðàâíåíèå (31) ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (31), à åãî îáðàùåíèå � ê óðàâíåíèþ

C ′′nj(y)− µ2
n

γ2
j

Cnj(y) = −a0

γ2
j

f jn(y) ≡ − 2a0

τγ2
j

τ∫
0

fj(ζ, y) sin(µnζ) dζ, y > 0, (40)
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â êîòîðîì â ñèëó (33), (34), (39) ôóíêöèè Cnj(y) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

lim
y→+∞

Cnj(y) = 0, (41)

C ′nj(0) =
2

τ

τ∫
0

νj(ζ) sin(µnζ) dζ; (42)

ïðè÷¼ì, ñîãëàñíî (40), (15) è óñëîâèÿì òåîðåìû, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
y→+∞

f jn(y) = 0. (43)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (40), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (41), çàïèøåì â âèäå

Cnj(y) = kne
−µny/γj +

a0

2γjµn

+∞∫
y

f jn(ζ)e−µn(ζ−y)/γj dζ, y > 0, kn ≡ const, (44)

òàê êàê àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (44) âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì (43) è ïðàâèëîì Ëî-
ïèòàëÿ ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî

lim
y→+∞

Cnj(y) =
a0

2γjµn
lim

y→+∞
eµny/γj

+∞∫
y

f jn(ζ)e−µnζ/γj dζ =

=
a0

2γjµn
lim

y→+∞

−f jn(y)e−µny/γj

−µnγ−1
j e−µny/γ

=
a0

2µ2
n

lim
y→+∞

f jn(y) = 0.

Ïîäñòàíîâêà â (44) çíà÷åíèÿ kn, êîòîðîå íàéäåíî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (42), ïðèâîäèò ê
ðåøåíèþ Cnj(y) óðàâíåíèÿ (40), óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèÿì (41), (42) è èìåþùåìó âèä

Cnj(y) = − γj
µn
C ′nj(0)e−µny/γj +

a0

2µ2
n

+∞∫
0

f
′
jn(z)e−µn(z+y)/γj dz +

+
a0

2γjµn

+∞∫
0

f jn(z + y)e−µnz/γj dz, y > 0. (45)

Ðàâåíñòâî (39) âìåñòå ñ (45), (40), (42) è ôîðìóëîé 5.4.12.6 èç [7] äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ
ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (31)�(34):

qj1(x, y) =

∞∑
n=1

Cnj(y) sin(µnx) = −γj

τ∫
0

νj(ζ)Mj(x, y; ζ, 0) dζ −

− a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, 0)Mj(x, y; ζ, z) dζ +
a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, z)Mj(x, y; ζ, z) dζ +

+
a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, z + y)Mj(x, 0; ζ, z) dζ, (46)

ãäå Mj(x, y; ζ, z) îïðåäåëåíî â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 3.
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Ðåøåíèå âòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (35)�(38) áóäåì èñêàòü, èñïîëüçóÿ êîñèíóñ-
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (37), (38):

qj2(x, y) =

+∞∫
0

(Aj(λ)eλγjx +Bj(λ)e−λγjx) cos(λy) dλ, (x, y) ∈ D+
0 . (47)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé Aj(λ) è Bj(λ) âîñïîëüçóåìñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (36), ò.å.

qj2(0, y) = rj(y) =

+∞∫
0

(Aj(λ) +Bj(λ)) cos(λy) dλ,

qj2(τ, y) = rj(y) =

+∞∫
0

(Aj(λ)eλγjτ +Bj(λ)e−λγjτ ) cos(λy) dλ.

Òàê êàê rj(y) � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0,+∞), rj(+∞) = 0, òî, îáðàòèâ
êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

Aj(λ) +Bj(λ) =
2

π

+∞∫
0

rj(t) cos(λt) dt,

Aj(λ)eλγjτ +Bj(λ)e−λγjτ =
2

π

+∞∫
0

rj(t) cos(λt) dt.

Ïîýòîìó

Aj(λ) =
1

π

1− e−λγjτ

sh (λγjτ)

+∞∫
0

rj(t) cos(λt) dt, Bj(λ) =
1

π

eλγjτ − 1

sh (λγjτ)

+∞∫
0

rj(t) cos(λt) dt.

Çíà÷èò,

Aj(λ)eλγjx +Bj(λ)e−λγjx =
2

π

ch (λγj(2x− τ)/2)

ch (λγjτ/2)

+∞∫
0

rj(t) cos(λt) dt.

Çàìåíÿÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â (47) ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó è ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó 1.9.(12) èç [8], ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå qj2(x, y) çàäà÷è (35)�(38):

qj2(x, y) =
2

γjτ
sin

πx

τ

+∞∫
0

rj(t)

[
ch (π(y − t)/γjτ)

ch (2π(y − t)/γjτ)− cos(2πx/τ)
+

+
ch (π(y + t)/γjτ)

ch (2π(y + t)/γjτ)− cos(2πx/τ)

]
dt, (x, y) ∈ D+

0 . (48)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà�Äèðèõëå (27), (18), (19), (22) â ñèëó (30), (46),
(48) èìååò âèä (29).

Ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ωj(x) è νj(x), ïðèâíåñ¼ííîå èç D+
0

íà ëèíèþ èçìåíåíèÿ òèïà y = 0, 0 6 x 6 τ, íàéä¼ì èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà�Äèðèõëå
(29), ïîëàãàÿ â í¼ì y = 0 è äèôôåðåíöèðóÿ:

ω′j(x) =
γj
2τ

τ∫
0

νj(ζ)[ctg (π(ζ − x)/2τ)− ctg (π(ζ + x)/2τ)] dζ + δj(x), 0 < x < τ, (49)
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ãäå

δj(x) =
a0

4τγj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

[2fj(ζ, z)− fj(ζ, 0)]

[
sin(π(ζ + x)/τ)

ch (πz/γjτ)− cos(π(ζ + x)/τ)
−

− sin(π(ζ − x)/τ)

ch (πz/γjτ)− cos(π(ζ − x)/τ)

]
dζ +

+
2π

γjτ2
cos

πx

τ

+∞∫
0

rj(t)
ch (πt/γjτ)[sh2(πt/γjτ)− sin2(πx/τ)]

[ch2(πt/γjτ)− cos2(πx/τ)]2
dt,

ïðè÷¼ì δj(x) ∈ C1[0, τ ].

Ëåììà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ νj(x) ∈ C1(0, τ), ψj(x) ∈ C[0, τ/2]
⋂
C2(0, τ/2)

è ðàâåíñòâî ψj(0) = rj(0), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå qj(x, y) ∈ C(D−0 )
⋂
C2(D−0 )

çàäà÷è Äàðáó. Ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

qj(x, y) = γj

x+y/γj∫
0

νj(ζ) dζ − ψj(0) + ψj((x− y/γj)/2) + ψj((x+ y/γj)/2)−Bj(x, y) +

+Bj((x− y/γj)/2,−γj(x− y/γj)/2) +Bj((x+ y/γj)/2,−γj(x+ y/γj)/2), (x, y) ∈ D−0 , (50)

ãäå

Bj(x, y) =
a0

2γj

y∫
0

dt

x+(y−t)/γj∫
x−(y−t)/γj

fj(ζ, t) dζ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ (50) âûòåêàåò èç îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (28) êîëåáàíèé ñòðóíû

qj(x, y) = Pj1(x− y/γj) + Pj2(x+ y/γj)−

− a0

2γj

y∫
0

dt

x+(y−t)/γj∫
x−(y−t)/γj

fj(ζ, t) dζ, (x, y) ∈ D−0 , Pj1, Pj2 ∈ C2[0, τ ],

è êðàåâûõ óñëîâèé (20), (22).
Ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ωj(x) è νj(x), ïðèâíåñ¼ííîå èç D−0

íà ëèíèþ èçìåíåíèÿ òèïà y = 0, 0 6 x 6 τ, íàéä¼ì èç ðåøåíèÿ (50) çàäà÷è Äàðáó, ïîëàãàÿ â
í¼ì y = 0 è äèôôåðåíöèðóÿ:

ω′j(x) = γjνj(x)−mj(x), 0 < x < τ, (51)

ãäå

mj(x) =
a0

γj

−xγj/2∫
0

fj(x+ t/γj , t) dt− ψ
′
j(x/2),

ïðè÷¼ì mj(x) ∈ C1[0, τ ].
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Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè (14), (18)�(20) â ñèëó óñëîâèé ñî-
ïðÿæåíèÿ (21), (22) è ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (49), (51) ñâåä¼í ê ðàçðåøèìîñòè ñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

νj(x)− 1

2τ

τ∫
0

νj(ζ)[ctg (π(ζ − x)/2τ)− ctg (π(ζ + x)/2τ)] dζ = Θj(x), 0 < x < τ, (52)

êîòîðîå ïîñëå î÷åâèäíîãî ïðåîáðàçîâàíèé ÿäðà çàïèøåì â âèäå

νj(x)− 1

τ

τ∫
0

νj(ζ)
sin(πζ/τ) dζ

cos(πζ/τ)− cos(πx/τ)
= Θj(x), 0 < x < τ, (53)

ãäå Θj(x) = (δj(x) +mj(x))/γj .
Ïðîâåäÿ â óðàâíåíèè (53) çàìåíó ïåðåìåííûõ è ôóíêöèé ïî ôîðìóëàì

νj(x) = νj(y), Θj(x) = Θj(y), y = cos(πx/τ), t = cos(πζ/τ), (54)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

νj(y)− 1

π

1∫
−1

νj(t)
dt

t− y
= Θj(y), −1 < y < 1. (55)

Ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (53) ê óðàâíåíèþ (55) çàêîíåí ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè cos(πx/τ),
0 < x < τ.

Óðàâíåíèå (55) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íîðìàëüíîãî òèïà [9, ñ. 177]. Åãî èíäåêñ [9, ñ. 101,
176] ðàâåí íóëþ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè (14), (18)�(20) óðàâíåíèå
(55) îäíîçíà÷íî îáðàòèìî.

Ðåãóëÿðèçàöèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (55) ïðîâåä¼ì â êëàññå
ôóíêöèé νj(y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïðè y ∈ (−1, 1), ìåòîäîì ñèíãóëÿðèçà-
öèè [10, 11].

Äåéñòâóÿ íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (55) îïåðàòîðîì

Kϕ ≡ ϕ(s) +
1

π

1∫
−1

ϕ(p)
dp

p− s
,

ïîëó÷àåì

νj(y) +
1

π

1∫
−1

νj(p)
dp

p− y
− 1

π

1∫
−1

1

t− y

[
νj(t) +

1

π

1∫
−1

νj(p)
dp

p− t

]
dt = Θj(y) +

1

π

1∫
−1

Θj(p)
dp

p− y
,

ãäå −1 < y < 1, ò.å.

νj(y)− 1

π2

1∫
−1

dt

t− y

1∫
−1

νj(p)
dp

p− t
= Θj(y) +

1

π

1∫
−1

Θj(p)
dp

p− y
, −1 < y < 1. (56)

Ôîðìóëà Ïóàíêàðå�Áåðòðàíà [9, ñ. 63] ïîçâîëÿåò ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ñèí-
ãóëÿðíîì ïîâòîðíîì èíòåãðàëå ñ ÿäðîì Êîøè, à íåîáõîäèìûå ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè-
âîäÿò ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (56) âèäà

νj(y) =
1

2
Θj(y) +

1

2π

1∫
−1

Θj(p)
dp

p− y
, −1 < y < 1. (57)
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Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì è ôóíêöèÿì ïî ôîðìóëàì (54), èç óðàâíåíèÿ (57)
ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (53):

νj(x) =
1

2
Θj(x) +

1

2τ

τ∫
0

sin(πζ/τ)

cos(πζ/τ)− cos(πx/τ)
Θj(ζ) dζ, 0 < x < τ,

à ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ (52):

νj(x) =
1

2
Θj(x) +

1

4τ

τ∫
0

Θj(ζ)[ctg (π(ζ − x)/2τ)− ctg (π(ζ + x)/2τ)] dζ, 0 < x < τ, (58)

åäèíñòâåííîñòü êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðåìîé Í¼òåðà [9, ñ. 208].
Íàéäåííîå â (58) ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè νj(x) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ (49) èëè

(51) âûðàæåíèå äëÿ ωj(x).
Ïîäñòàâëÿÿ νj(x) â (29) è (50), íàõîäèì èñêîìûå ðåøåíèÿ qj(x, y) çàäà÷è Íåéìàíà�

Äèðèõëå (27), (18), (19), (22) â îáëàñòè D+
0 è çàäà÷è Äàðáó (28), (20), (22) â îáëàñòè D−0 .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Òðèêîìè (14), (18)�(20) ðåøåíà â îáëàñòè D0 = D+
0

⋃
D−0

⋃
I0.

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å Òðèêîìè äëÿ îïåðåæàþùå-çàïàçäûâàþùåãî óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà�
Áèöàäçå (2) â îáëàñòè D0.

Å¼ ðåøåíèå â ñèëó (16) è (29) èìååò â îáëàñòè D+
0 âèä

U(x, y) = U0(x, y) = q0(x, y) + q1(x, y) =
1∑
j=0

qj(x, y) =

=

1∑
j=0

{
− γj

τ∫
0

νj(ζ)Mj(x, y; ζ, 0) dζ − a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, 0)Mj(x, y; ζ, z) dζ +

+
a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, z)Mj(x, y; ζ, z) dζ +
a0

2γj

+∞∫
0

dz

τ∫
0

fj(ζ, z + y)Mj(x, 0; ζ, z) dζ +

+
2

γjτ
sin

πx

τ

+∞∫
0

rj(t)

[
ch (π(y − t)/γjτ)

ch (2π(y − t)/γjτ)− cos(2πx/τ)
+

+
ch (π(y + t)/γjτ)

ch (2π(y + t)/γjτ)− cos(2πx/τ)

]
dt

}
, (x, y) ∈ D+

0 ; (59)

à â îáëàñòè D−0 ñîãëàñíî (16), (50) � âèä

U(x, y) = U0(x, y) = q0(x, y) + q1(x, y) =

1∑
j=0

qj(x, y) =

=
1∑
j=0

{
γj

x+y/γj∫
0

νj(ζ) dζ − ψj(0) + ψj((x− y/γj)/2) + ψj((x+ y/γj)/2)−Bj(x, y) +

+Bj((x− y/γj)/2,−γj(x− y/γj)/2) +Bj((x+ y/γj)/2,−γj(x+ y/γj)/2)

}
, (x, y) ∈ D−0 ; (60)
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ãäå ôóíêöèè fj(x, y), rj(y), ψj(x), νj(x) (j = 0, 1) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (15), (18),
(20), (22) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì νj(x) � ðåøåíèå ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(52), íàéäåííîå â ÿâíîé ôîðìå (58).

Ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ îïåðåæàþùå-çàïàçäûâàþùåãî óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà�Áèöà-

äçå (2) â îáëàñòè D1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäñòàâëåíèé (59) è (60) äëÿ D+
1 è D−1 ñîîò-

âåòñòâåííî, åñëè â íèõ çàìåíèòü x íà x− τ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàäà÷à Äàðáó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Ìîæíî óêàçàòü, íàïðèìåð, ðàáîòû [1, ãë. 3,
� 1; 2�7].

Â ñòàòüå [8] äëÿ óðàâíåíèÿ Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó, à òàêæå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Ðèìàíà�Àäàìàðà, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîé ïîñòðîåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ Áèàíêè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó è îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Ðèìàíà�Àäàìàðà. Óðàâíåíèÿ
Áèàíêè ÷åòâ¼ðòîãî è ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêîâ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [9�17].

1. ×åðåç C(k1,...,kn)(D), ãäå ki � ôèêñèðîâàííûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, i = 1, n,
îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé u(x) = u(x1, . . . , xn), îïðåäåë¼ííûõ â îáëàñòè D ⊂ Rn è èìåþùèõ
â íåé íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂r1+...+rnu/∂xr11 . . . ∂xrnn ïðè âñåõ 0 6 ri 6 ki, i = 1, n.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî â R4 çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyzt.
Óðàâíåíèåì Áèàíêè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò óðàâíåíèå

L(u) ≡ uxyzt + a1110uxyz + a1101uxyt + a1011uxzt + a0111uyzt + a1100uxy + a1010uxz + a1001uxt +

+a0110uyz +a0101uyt +a0011uzt +a1000ux +a0100uy +a0010uz +a0001ut +a0000u = f(x, y, z, t). (1)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) çàâèñÿò îò (x, y, z, t). Ðåøåíèå êëàññà C(1,1,1,1)(D) óðàâíåíèÿ
(1) íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè D.

Ïóñòü D � îáëàñòü â R4, îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêîñòÿìè x = 0, y = 0, y = y1 > 0, z = 0,
z = z1 > 0, t = x, t = t1 > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì aijkl ∈ C(i,j,k,l)(D). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X, Y, Z, S ãðàíè ìíîãîãðàííèêà D ïðè
x = 0, y = 0, z = 0, t = x ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à Äàðáó. Â îáëàñòè D íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|X = ϕ1(y, z, t), u|Y = ϕ2(x, z, t), u|Z = ϕ3(x, y, t), u|S = ψ(x, y, z), (2)

ãäå ϕj , j = 1, 3, è ψ � çàäàííûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

ϕ1 ∈ C(1,1,1)(X), ϕ2 ∈ C(1,1,1)(Y ), ϕ3 ∈ C(1,1,1)(Z), ψ ∈ C(1,1,1)(S)

è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ1(y, 0, t) = ϕ3(0, y, t), ϕ1(0, z, t) = ϕ2(0, z, t), ϕ2(x, 0, t) = ϕ3(x, 0, t),

ϕ1(y, z, 0) = ψ(0, y, z), ϕ2(x, z, x) = ψ(x, 0, z), ϕ3(x, y, x) = ψ(x, y, 0).

349



350 ÌÈÐÎÍÎÂ

Ñëåäóÿ ïîäõîäó èç [1, ãë. 3, � 1, ï. 2◦], äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äàðáó. Ôîðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà [11; 9, � 3, ï. 1, ñ. 49�51] áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Èç óêàçàííîé ôîðìó-
ëû âûâåäåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèÿ Ãóðñà
u(x, y, z, t1) íà ïëîñêîñòè t = t1; èç ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó
(1), (2).

Çàäà÷à Ãóðñà. Â îáëàñòè G = {x0 < x < x2, y0 < y < y2, z0 < z < z2, t0 < t < t2}
íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u|X0
= θ1(y, z, t), u|Y 0

= θ2(x, z, t), u|Z0
= θ3(x, y, t), u|T 0

= θ4(x, y, z), (3)

ãäå θk, k = 1, 4, � çàäàííûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

θ1 ∈ C(1,1,1)(X0), θ2 ∈ C(1,1,1)(Y 0), θ3 ∈ C(1,1,1)(Z0), θ4 ∈ C(1,1,1)(T 0)

è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

θ1(y0, z, t) = θ2(x0, z, t), θ1(y, z0, t) = θ3(x0, y, t), θ1(y, z, t0) = θ4(x0, y, z),

θ2(x, z0, t) = θ3(x, y0, t), θ2(x, z, t0) = θ4(x, y0, z), θ3(x, y, t0) = θ4(x, y, z0).

Çäåñü X0, Y0, Z0, T0 � ãðàíè ïàðàëëåëîòîïà G ïðè x = x0, y = y0, z = z0, t = t0.
Ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü, ïåðåõîäÿ ê ýêâèâà-

ëåíòíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððû. Èìåííî, íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðóÿ óðàâíå-
íèå (1) ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (3), ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððû � àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [11, � 2, ï. 1, ñ. 25�26] â ñëó÷àå çàäà÷è Ãóðñà äëÿ óðàâíåíèÿ Áèàíêè
òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà (1), (3) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è
çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíò èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êðàòêî îïèøåì ïîñòðîåíèå ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðèìàíà
[9; 11, � 3, ï. 1]. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

v(x, y, z, t)−
t∫

τ

a1110(x, y, z, δ)v(x, y, z, δ) dδ −
z∫
ζ

a1101(x, y, γ, t)v(x, y, γ, t) dγ −

−
y∫
η

a1011(x, β, z, t)v(x, β, z, t) dβ −
x∫
ξ

a0111(α, y, z, t)v(α, y, z, t) dα+

+

z∫
ζ

t∫
τ

a1100(x, y, γ, δ)v(x, y, γ, δ) dδ dγ +

y∫
η

t∫
τ

a1010(x, β, z, δ)v(x, β, z, δ) dδ dβ +

+

x∫
ξ

t∫
τ

a0110(α, y, z, δ)v(α, y, z, δ) dδ dα+

y∫
η

z∫
ζ

a1001(x, β, γ, t)v(x, β, γ, t) dγ dβ +

+

x∫
ξ

z∫
ζ

a0101(α, y, γ, t)v(α, y, γ, t) dγ dα+

x∫
ξ

y∫
η

a0011(α, β, z, t)v(α, β, z, t) dβ dα−

−
y∫
η

z∫
ζ

t∫
τ

a1000(x, β, γ, δ)v(x, β, γ, δ) dδ dγ dβ −
x∫
ξ

z∫
ζ

t∫
τ

a0100(ξ, y, γ, δ)v(ξ, y, γ, δ) dδ dγdξ −
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−
x∫
ξ

y∫
η

t∫
τ

a0010(ξ, β, z, δ)v(ξ, β, z, δ) dδ dβdξ −
x∫
ξ

y∫
η

z∫
ζ

a0001(ξ, β, ζ, t)v(ξ, β, ζ, t)dζ dβdξ +

+

x∫
ξ

y∫
η

z∫
ζ

t∫
τ

a0000(α, β, γ, δ)v(α, β, γ, δ) dδ dγ dβ dα = 1. (4)

Ðåøåíèå v óðàâíåíèÿ (4) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ Ðèìàíà [9]
äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Ïîíÿòíî, ÷òî v çàâèñèò òàêæå îò âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (4) ïåðåìåííûõ
ξ, η, ζ, τ. Åñëè íóæíî ïîä÷åðêíóòü ýòó çàâèñèìîñòü, òî ïèøóò v = R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ).

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A0001 = Rt − a1110R, A0010 = Rz − a1101R, A0100 = Ry − a1011R, A1000 = Rx − a0111R,

A0011 = Rzt − (a1110R)z − (a1101R)t + a1100R, A0101 = Ryt − (a1110R)y − (a1011R)t + a1010R,

A0110 = Ryz − (a1101R)y − (a1011R)z + a1001R, A1001 = Rxt − (a1110R)x − (a0111R)t + a0110R,

A1010 = Rxz − (a1101R)x − (a0111R)z + a0101R, A1100 = Rxy − (a1011R)x − (a0111R)y + a0011R,

A0111 = Ryzt − (a1110R)yz − (a1101R)yt − (a1011R)zt + (a1100R)y + (a1010R)z + (a1001R)t − a1000R,

A1011 = Rxzt − (a1110R)xz − (a1101R)xt − (a0111R)zt + (a1100R)x + (a0110R)z + (a0101R)t − a0100R,

A1101 = Rxyt − (a1110R)xy − (a1101R)xt − (a0111R)yt + (a1010R)x + (a0110R)y + (a0011R)t − a0010R,

A1110 = Rxyz−(a1101R)xy−(a1011R)xz−(a0111R)yz+(a1001R)x+(a0101R)y+(a0011R)z−a0001R, (5)

ãäå ôóíêöèÿ R çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ, à êîýôôèöèåíòû óðàâíå-
íèÿ (1), êàê ñêàçàíî âûøå, � îò ïåðåìåííûõ x, y, z, t.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òîæäåñòâà

(Ru)xyzt ≡ RL(u) + (A0001)xyz + (A0010)xyt + (A0100)xzt + (A1000)yzt − (A0011)xy − (A0101)xz −

− (A0110)xt − (A1001)yz − (A1010)yt − (A1100)zt + (A0111)x + (A1011)y + (A1101)z + (A1110)t, (6)

ãäå u(x, y, z, t) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C(1,1,1,1).
Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (4), ïîëó÷àåì òîæäåñòâà

A0001 ≡ 0 ïðè x = ξ, y = η, z = ζ; A0010 ≡ 0 ïðè x = ξ, y = η, t = τ ;

A0100 ≡ 0 ïðè x = ξ, z = ζ, t = τ ; A1000 ≡ 0 ïðè y = η, z = ζ, t = τ ;

A0011 ≡ 0 ïðè x = ξ, y = η; A0101 ≡ 0 ïðè x = ξ, z = ζ;

A0110 ≡ 0 ïðè x = ξ, t = τ ; A1001 ≡ 0 ïðè y = η, z = ζ;

A1010 ≡ 0 ïðè y = η, t = τ ; A1100 ≡ 0 ïðè z = ζ, t = τ ;

A0111 ≡ 0 ïðè x = ξ, t = τ ; A1011 ≡ 0 ïðè y = η;

A1101 ≡ 0 ïðè z = ζ; A1110 ≡ 0 ïðè t = τ. (7)

Ñ÷èòàÿ â òîæäåñòâå (6) ôóíêöèþ u(x, y, z, t) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), ìåíÿÿ ðîëÿìè ïå-
ðåìåííûå (x, ξ), (y, η), (z, ζ), (t, τ) è âû÷èñëÿÿ ÷åòûð¼õêðàòíûé èíòåãðàë ïî ξ, η, ζ, τ â
ïðåäåëàõ x0 < ξ < x, y0 < η < y, z0 < ζ < z, t0 < τ < t ñ ó÷¼òîì òîæäåñòâ (7), ïîëó÷àåì
ôîðìóëó (4) èç [9], êîòîðàÿ äà¼ò ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà.

Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó ïðè ïîìîùè å¼
ðåäóêöèè ê çàäà÷å Ãóðñà â îáëàñòè D : íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â D ïî
óñëîâèÿì íà ïëîñêîñòÿõ x = 0, y = 0, z = 0, t = t1. Äëÿ ýòîãî ïî äàííûì çàäà÷è Äàðáó
íàäî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íåäîñòàþùåå óñëîâèå çàäà÷è Ãóðñà, ò.å. ôóíêöèþ u(x, y, z, t1).
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Â [9, ôîðìóëà (4)] ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè v(x, y, z, t). Ïîëîæèì â ýòîé ôîðìóëå
x0 = 0, y0 = 0, z0 = 0, t0 = t1, t = x. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óêàçàííîé ôîðìóëû äëÿ u(x, y, z, t)
îáðàùàåòñÿ â ôóíêöèþ ψ(x, y, z), à ñàìà ýòà ôîðìóëà ïðèìåò âèä

R(x, y, z, t1, x, y, z, x)u(x, y, z, t1)−
z∫

0

(A0010u)(x, y, γ, t1) dγ −
y∫

0

(A0100u)(x, β, z, t1) dβ −

−
x∫

0

(A1000u)(α, y, z, t1) dα+

y∫
0

z∫
0

(A0110u)(x, β, γ, t1) dγ dβ +

x∫
0

z∫
0

(A1010u)(α, y, γ, t1) dγ dα+

+

x∫
0

y∫
0

(A1010u)(α, β, z, t1) dβ dα−
x∫

0

y∫
0

z∫
0

(A1110u)(α, β, γ, t1) dγ dβ dα = F, (8)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü F � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ϕ1(y, z, t), ϕ2(x, z, t),
ϕ3(x, y, t). Óðàâíåíèå (8) � èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà, ðåøåíèå êîòîðîãî
u(x, y, z, t1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) äëÿ
ôóíêöèè Ðèìàíà ñëåäóåò, ÷òî

R(x, y, z, t, x, y, z, τ) = exp

( t∫
τ

a1110(x, y, z, δ) dδ

)
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Äàðáó îäíîçíà÷íî ðåäóöèðóåòñÿ ê çàäà÷å Ãóðñà, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è
Äàðáó ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â ðåçîëüâåíòàõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ò.å. ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé). Ïåðåéä¼ì âîïðîñó î âîçìîæíî-
ñòè ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ ôóíêöèè òèïà
ôóíêöèè Ðèìàíà�Àäàìàðà, àíàëîãè÷íîé ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ôóíêöèè Ðèìàíà�Àäàìàðà äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè [7]. Äàëåå èçëîæåíèå âåä¼òñÿ, ñëåäóÿ ñõåìå
ðàññóæäåíèé ñòàòüè [8].

Âîçüì¼ì âíóòðè îáëàñòè D ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P (ξ, η, ζ, τ). Îíà îïðåäåëÿåò îáëàñòü
DP , îãðàíè÷åííóþ ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = τ, t =
= x. Î÷åâèäíî, îáëàñòü DP ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: îáëàñòü D1, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà
ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = τ, t = ξ; è îáëàñòü D2,
êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = ξ, t = x.
Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå (ñì. [8, ðèñ. 1]) îáëàñòè D1 è D2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä è
ïðèçìó ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûå ìíîãîãðàííèêè ïîëó÷àþòñÿ è â ÷åòûð¼õìåðíîì ñëó÷àå.

Ôóíêöèþ Ðèìàíà�Àäàìàðà çàäà÷è Äàðáó H(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

H(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) =

{
R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), (x, y, z, t) ∈ D1,

V (x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), (x, y, z, t) ∈ D2.
(9)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ V. Ýòîìó ïîñâÿù¼í íèæåñëåäóþùèé òåêñò ï. 2.
Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Aijkl êîíñòðóêöèè (5),

â êîòîðûõ R çàìåíåíà íà H, ÷åðåç A−ijkl êîíñòðóêöèè (5), â êîòîðûõ R çàìåíåíà íà V, à òå

æå êîíñòðóêöèè ñ ôóíêöèåé R îáîçíà÷èì A+
ijkl.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëàñòè DP ñ ïëîñêîñòüþ x = ξ ÷åðåç DP [x=ξ], ñ
ïëîñêîñòÿìè x = ξ, y = η ÷åðåç DP [x=ξ,y=η] è ò.ä. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëàñòè
DP ñ ïëîñêîñòüþ x = t ÷åðåç T. Ïóñòü

V |T ≡ 0. (10)
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Äàëåå, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

[A1000](x, η, ζ, ξ, ξ, η, ζ, τ) := A+
1000(x, η, ζ, ξ + 0, ξ, η, ζ, τ)−A−1000(x, η, ζ, ξ − 0, ξ, η, ζ, τ) ≡ 0, (11)

ãäå, êàê óæå ñêàçàíî âûøå, A+
1000 = Rx−a0111R, A

−
1000 = Vx−a0111V. Äàííîå ðàâåíñòâî âìåñòå

ñ î÷åâèäíûì óñëîâèåì (âûòåêàþùèì èç òîæäåñòâà (10))

V (ξ, η, ζ, ξ, ξ, η, ζ, τ) = 0

ïðèâîäèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V íà îòðåçêå DP [y=η,z=ζ,t=ξ], ãäå î÷åâèäíî 0 6 x 6 ξ, ê
çàäà÷å Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Vx − a0111V = g(x), V (ξ, η, ζ, ξ, ξ, η, ζ, τ) = 0,

g(x) = (Rx − a0111R)|DP [y=η,z=ζ,t=ξ]
. (12)

Ðåøåíèå çàäà÷è (12) èìååò âèä

V (x, η, ζ, ξ) =

x∫
ξ

g(α) exp

( x∫
α

a0111(α1, η, ζ, ξ) dα1

)
dα. (13)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ïëîñêîé îáëàñòè DP [y=η,z=ζ] ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ

A−1001 = Vxt − (a1110V )x − (a0111V )t + a0110V = 0. (14)

Òîãäà ôóíêöèÿ V â ïëîñêîé îáëàñòè DP [y=η,z=ζ] îïðåäåëåíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó äëÿ
óðàâíåíèÿ (14) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè V |DP [y=η,z=ζ,t=x]

= 0 (ñëåäñòâèå (10)) è (13). Ðåøåíèå

óêàçàííîé äâóìåðíîé çàäà÷è Äàðáó ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [7].
Äàëåå, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñêà÷îê ôóíêöèè A1100 íà ìíîãîîáðàçèè DP [z=ζ,t=ξ] ðàâíÿëñÿ

íóëþ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

[A1100](x, y, ζ, ξ, ξ, η, ζ, τ) := A+
1100(x, y, ζ, ξ + 0, ξ, η, ζ, τ)−A−1100(x, y, ζ, ξ − 0, ξ, η, ζ, τ) ≡ 0, (15)

ãäå A+
1100 = Rxy − (a1011R)x − (a0111R)y + a0011R, A

−
1100 = Vxy − (a1011V )x − (a0111V )y + a0011V.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V íà ïëîñêîñòè DP [z=ζ,t=ξ] ïî-
ëó÷àåì çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà [1, ãë. 1, � 4, ï. 4◦] ñ
çàäàííûìè óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ è èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ (êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôóíêöèè Ðèìàíà R, êîòîðóþ ñ÷èòàåì èçâåñòíîé)

Vxy − (a1011V )x − (a0111V )y + a0011V = Rxy − (a1011R)x − (a0111R)y + a0011R,

V |DP [y=η,z=ζ,t=ξ]
=

x∫
ξ

g(α) exp

( x∫
α

a0111(α1, η, ζ, ξ) dα1

)
dα,

V |DP [z=ζ,x=ξ,t=ξ]
= 0. (16)

Çäåñü ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ñîîòíîøåíèé (10), (13). Ðåøåíèå çàäà÷è (16)
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñêà÷îê ôóíêöèè A1010 íà ìíîãîîáðàçèè DP [y=η,t=ξ] ðàâíÿë-
ñÿ íóëþ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

[A1010](x, η, z, ξ, ξ, η, ζ, τ) := A+
1010(x, η, z, ξ + 0, ξ, η, ζ, τ)−A−1010(x, η, z, ξ − 0, ξ, η, ζ, τ) ≡ 0. (17)
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Ñíîâà ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V íà ïëîñêîñòè DP [y=η,t=ξ]

çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Vxz − (a1101V )x − (a0111V )z + a0101V = Rxz − (a1101R)x − (a0111R)z + a0101R,

V |DP [y=η,z=ζ,t=ξ]
=

x∫
ξ

g(α) exp

( x∫
α

a0111(α1, η, ζ, ξ) dα1

)
dα,

V |DP [y=η,x=ξ,t=ξ]
= 0. (18)

Ðåøåíèå çàäà÷è (18) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [1, ãë. 1, � 4, ï. 4◦].
Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè DP [y=η] óñëîâèÿ

A−1011 = Vxzt − (a1110V )xz − (a1101V )xt − (a0111V )zt + (a1100V )x +

+ (a0110V )z + (a0101V )t − a0100V = 0. (19)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V ïîëó÷àåì çàäà÷ó Äàðáó â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè

V |DP [y=η,t=ξ]
= ϕ24(x, z), V |DP [y=η,z=ζ]

= ϕ23(x, t), V |DP [y=η,t=x]
= 0; (20)

ïåðâûå äâà óñëîâèÿ èç (20) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (18), (14) ñîîòâåòñòâåííî, à ïî-
ñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà (10). Ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó (19), (20) ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî [8].

Àíàëîãè÷íî ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà ìíîãîîáðàçèè DP [z=ζ] âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

A−1101 = Vxyt − (a1110V )xy − (a1101V )xt − (a0111V )yt + (a1010V )x +

+ (a0110V )y + (a0011V )t − a0010V. (21)

Ñíîâà ïîëó÷àåì çàäà÷ó Äàðáó â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

V |DP [z=ζ,t=ξ]
= ϕ34(x, y), V |DP [y=η,z=ζ]

= ϕ23(x, t), V |DP [z=ζ,t=x]
= 0; (22)

ïåðâûå äâà óñëîâèÿ â (22) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (16), (14) ñîîòâåòñòâåííî, à ïîñëåäíåå
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà (10).

Íàêîíåö, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñêà÷îê ôóíêöèè A1110 íà ìíîãîîáðàçèè DP [t=ξ] ðàâíÿëñÿ
íóëþ:

[A1110](x, y, z, ξ, ξ, η, ζ, τ) := A+
1110(x, y, z, ξ + 0, ξ, η, ζ, τ)−A−1110(x, y, z, ξ − 0, ξ, η, ζ, τ) ≡ 0. (23)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V íà òð¼õìåðíîì ìíîãîîáðàçèè DP [t=ξ]

(êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì) ïîëó÷àåì çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ è èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ
(âûðàæåííîé ÷åðåç ôóíêöèþ Ðèìàíà R)

Vxyz − (a1101V )xy − (a1011V )xz − (a0111V )yz + (a1001V )x + (a0101V )y + (a0011V )z − a0001V =

= Rxyz − (a1101R)xy − (a1011R)xz − (a0111R)yz + (a1001R)x + (a0101R)y + (a0011R)z − a0001R,

V |DP [x=ξ,t=ξ]
= ϕ14(y, z), V |DP [y=η,t=ξ]

= ϕ24(x, z), V |DP [z=ζ,t=ξ]
= ϕ34(x, y). (24)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (24), î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V, ïîëó÷àåìûå
èç ñîîòíîøåíèé (14), (18), (16) ñîîòâåòñòâåííî. Ðåøåíèå çàäà÷è (24) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
[11, � 2, ï. 1, ñ. 25�26].
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Ôóíêöèþ Ðèìàíà�Àäàìàðà â îáëàñòè D2 îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó äëÿ ñî-
ïðÿæ¼ííîãî ê (1) óðàâíåíèÿ

L∗(V ) ≡ Vxyzt − (a1110V )xyz − (a1101V )xyt − (a1011V )xzt − (a0111V )yzt +

+ (a1100V )xy + (a1010V )xz + (a1001V )xt + (a0110V )yz + (a0101V )yt + (a0011V )zt −

− (a1000V )x − (a0100V )y − (a0010V )z − (a0001V )t + a0000V = 0

ñ óñëîâèÿìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ D2
P [y=η], D2

P [z=ζ], D2
P [t=ξ], T = D2

P [x=t], êîòîðûå âñëåäñòâèå

èçëîæåííîãî âûøå ñ÷èòàåì âïîëíå îïðåäåë¼ííûìè.
Èòàê, ôóíêöèÿ Ðèìàíà�Àäàìàðà îïðåäåëåíà, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà â DP .

3. Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó â òåðìèíàõ ôóíêöèè
Ðèìàíà�Àäàìàðà (9).

Çàïèøåì òîæäåñòâî (6) â äèâåðãåíòíîé ôîðìå (çäåñü è âñþäó äàëåå ôóíêöèÿ Ðèìàíà çà-
ìåíÿåòñÿ íà ôóíêöèþ Ðèìàíà�Àäàìàðà H = H(x, y, z, ξ, η, ζ)) :

HL(u) =
∂W1

∂x
+
∂W2

∂y
+
∂W3

∂z
+
∂W4

∂t
, (25)

W1 =
1

4
(Hu)yzt −

1

3
(A0001u)yz −

1

3
(A0010u)yt −

1

3
(A0100u)zt +

+
1

2
(A0011u)y +

1

2
(A0101u)z +

1

2
(A0110u)t −A0111u,

W2 =
1

4
(Hu)xzt −

1

3
(A0001u)xz −

1

3
(A0010u)xt −

1

3
(A1000u)zt +

+
1

2
(A0011u)x +

1

2
(A1001u)z +

1

2
(A1010u)t −A1011u,

W3 =
1

4
(Hu)xyt −

1

3
(A0001u)xy −

1

3
(A0100u)xt −

1

3
(A1000u)yz +

+
1

2
(A0101u)x +

1

2
(A1001u)y +

1

2
(A1100u)t −A1101u,

W4 =
1

4
(Hu)xyz −

1

3
(A0010u)xy −

1

3
(A0100u)xz −

1

3
(A1000u)yz +

+
1

2
(A0110u)x +

1

2
(A1010u)y +

1

2
(A1100u)z −A1110u.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëàñòè D2 ñ ïëîñêî-
ñòüþ t = ξ ÷åðåç E, ñ ïëîñêîñòüþ x = 0 ÷åðåç D2

[x=0], ñ ïëîñêîñòüþ y = 0 ÷åðåç D2
[y=0], ñ

ïëîñêîñòÿìè t = x, y = η ÷åðåç D2
[y=η,t=ξ] è ò.ä.

Ïðîèíòåãðèðóåì òîæäåñòâî (25) ïî îáëàñòè D2. Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà [18,
ãë. 13, � 3, ï. 4], ïîëó÷àåì∫∫∫∫

D2

HL(u) dx dy dz dt =

∫∫∫
D2

[x=0]

W1 dy ∧ dz ∧ dt−
∫∫∫

D2
[y=0]

+D2
[y=η]

W2 dx ∧ dz ∧ dt+

+

∫∫∫
D2

[z=0]
+D2

[z=ζ]

W3 dx ∧ dy ∧ dz +

∫∫∫
E2

W4 dx ∧ dy ∧ dz +

∫∫∫
T

W1 dy ∧ dz ∧ dt−

−W2 dx ∧ dz ∧ dt+W3 dx ∧ dy ∧ dt−W4 dx ∧ dz ∧ dz. (26)
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Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ~n = (1, 0, 0, 1); ñëåäîâà-
òåëüíî, ãèïåðïëîñêîñòè (x, z, t), (y, z, t) îðòîãîíàëüíû ê ïîâåðõíîñòè S. Ïîýòîìó∫∫∫

T

W2 dx ∧ dz ∧ dt = 0,

∫∫∫
T

W3 dx ∧ dy ∧ dt = 0.

Èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðàçèÿì D2
[x=0], D

2
[y=0], D

2
[z=0] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçâåñòíûå âåëè÷èíû,

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåìûå ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫∫∫

T

W1 dy ∧ dz ∧ dt =

∫∫∫
T

(
1

4
(V u)yzt −

1

3
(A−0001u)yz −

1

3
(A−0010u)yt −

1

3
(A−0100u)zt +

+
1

2
(A−0011u)y +

1

2
(A−0101u)z +

1

2
(A−0110u)t −A−0111u

)
dy ∧ dz ∧ dt. (27)

Íà ïîâåðõíîñòè T èìååì

V ≡ 0, A−0010 = Vz −A−1101V ≡ 0, A−0100 = Vy −A−1011V ≡ 0,

A−0110 = Vyz − (A−1101V )y − (A−1011V )z +A−1001V ≡ 0,

à âåëè÷èíû u, uy, uz èçâåñòíû (äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî y è ïî z ïðîèçâîäèòñÿ âäîëü ïîâåðõ-
íîñòè S). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (27) âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë∫∫∫
T

W4 dx ∧ dy ∧ dz.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫∫∫
D2

[y=η]

W2 dx ∧ dz ∧ dt =

∫∫∫
D2

[y=η]

(
1

4
(V u)xzt −

1

3
(A−0001u)xz −

1

3
(A−0010u)xt −

1

3
(A−1000u)zt +

+
1

2
(A−0011u)x +

1

2
(A−1001u)z +

1

2
(A−1010u)t −A−1011u

)
dx ∧ dz ∧ dt =

=

∫∫
D2

[y=η,t=x]

(
1

12
(V u)zt −

1

6
(A−0001u)z −

1

6
(A−0010u)t +

1

2
A−0011u

)
dz ∧ dt−

−
(

1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt+

+

(
1

12
(V u)xz −

1

6
(A−0010u)x −

1

6
(A−1000u)z +

1

2
A−1010u

)
dx ∧ dz +

+

∫∫
D2

[y=η,x=0]

(
1

12
(V u)zt −

1

6
(A−0001u)z −

1

6
(A−0010u)t +

1

2
A−0011u

)
dz ∧ dt−

−
∫∫

D2
[y=η,z=0]

(
1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt+
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+

∫∫
D2

[y=η,t=ξ]

(
1

12
(V u)xz −

1

6
(A−0010u)x −

1

6
(A−1000u)z +

1

2
A−1010u

)
dx ∧ dz −

−
∫∫

D2
[y=η,z=ζ]

(
1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt. (28)

Çäåñü A−1011 ≡ 0 ïðè y = η â ñèëó óñëîâèÿ (19) (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ðèìàíà�Àäàìàðà),
èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðàçèÿì D2

[y=η,t=x], D2
[y=η,x=0], D2

[y=η,z=0] âû÷èñëÿþòñÿ ïî äàííûì çà-

äà÷è Äàðáó.
Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (28). Ïåðâîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èíòåãðàë ïî ïðÿìîóãîëüíèêó∫∫
D2

[y=η,t=ξ]

(
1

12
(V u)xz −

1

6
(A−0010u)x −

1

6
(A−1000u)z +

1

2
A−1010u

)
dx ∧ dz =

=
1

12
(V u)(ξ, η, ζ, ξ)− 1

12
(Ru)(ξ, η, 0, ξ)− 1

12
(V u)(0, η, ζ, ξ) +

1

12
(Ru)(0, η, 0, ξ)−

− 1

6

ζ∫
0

(A−0010u(ξ, η, z, ξ)−A−0010u(0, η, z, ξ)) dz −

− 1

6

ξ∫
0

(A−1000u(x, η, ζ, ξ)−A−1000u(x, η, 0, ξ)) dx+
1

2

∫∫
D2

[y=η,t=ξ]

A−1010u dx ∧ dz.

Ðèñóíîê. Îáëàñòü
âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà.

Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì èç (28) âåðíî òîæäåñòâî A−1001 ≡ 0 ïðè y =
= η è z = ζ â ñèëó (14) (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ðèìàíà�Àäàìàðà),
à èíòåãðàë â ïëîñêîñòè (x, t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî òðåóãîëüíèêó OAB (ñì.
ðèñóíîê, AB � îòðåçîê ïðÿìîé t = ξ, OA � îòðåçîê ïðÿìîé t = x).
Îáîçíà÷èì ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êîíòóð òðåóãîëüíèêà OAB
÷åðåç L. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà, ïîëó÷àåì

−
∫∫

D2
[y=η,z=ζ]

(
1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt =

=− 1

12

∫
L

(V u)t dt−
1

6

∫
L

A−0001u dt+
1

6

∫
L

A−1000u dx = − 1

12

∫
OA

(Vtu+ V ut) dt−
1

12

∫
BO

(Vtu+ V ut) dt−

− 1

6

∫
OA

A−0001u dt−
1

6

∫
BO

A−0001u dt+
1

6

∫
OA

A−1000u dx+
1

6

∫
AB

A−1000u dx. (29)

Çäåñü â ïåðâîì êðèâîëèíåéíîì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âåðíî òîæäåñòâî V ≡
≡ 0 íà OA; ñëåäîâàòåëüíî, âñå èíòåãðàëû, êðîìå ïîñëåäíåãî, âû÷èñëÿþòñÿ ïî äàííûì çàäà÷è
Äàðáó.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ èíòåãðàë∫∫∫
D2

[z=ζ]

W3 dx ∧ dy ∧ dt =

∫∫∫
D2

[z=ζ]

(
1

4
(V u)xyt −

1

3
(A−0001u)xy −

1

3
(A−0100u)xt −

1

3
(A−1000u)yt +
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+
1

2
(A−0101u)x +

1

2
(A−1001u)y +

1

2
(A−1100u)t −A−1101u

)
dx ∧ dy ∧ dt =

=

∫∫
D2

[z=ζ,t=x]

(
1

12
(V u)yt −

1

6
(A−0001u)y −

1

6
(A−0100u)t +

1

2
A−0101u

)
dy ∧ dt−

−
(

1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt+

+

(
1

12
(V u)xy −

1

6
(A−0100u)x −

1

6
(A−1000u)y +

1

2
A−1100u

)
dx ∧ dy +

+

∫∫
D2

[z=ζ,x=0]

(
1

12
(V u)yt −

1

6
(A−0001u)y −

1

6
(A−0100u)t +

1

2
A−0101u

)
dy ∧ dt−

−
∫∫

D2
[z=ζ,y=0]

(
1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt+

+

∫∫
D2

[z=ζ,t=ξ]

(
1

12
(V u)xy −

1

6
(A−0100u)x −

1

6
(A−1000u)y +

1

2
A−1100u

)
dx ∧ dy −

−
∫∫

D2
[y=η,z=ζ]

(
1

12
(V u)xt −

1

6
(A−0001u)x −

1

6
(A−1000u)t +

1

2
A−1001u

)
dx ∧ dt. (30)

Çäåñü ñíîâà A−1101 ≡ 0 ïðè z = ζ â ñèëó óñëîâèÿ (21) (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ðèìàíà�
Àäàìàðà), èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðàçèÿì D2

[z=ζ,t=x], D2
[z=ζ,x=0], D2

[z=ζ,y=0] âû÷èñëÿþòñÿ ïî

äàííûì çàäà÷è Äàðáó.
Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (30). Ïåðâîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èíòåãðàë ïî ïðÿìîóãîëüíèêó∫∫
D2

[z=ζ,t=ξ]

(
1

12
(V u)xy −

1

6
(A−0100u)x −

1

6
(A−1000u)y +

1

2
A−1100u

)
dx ∧ dy =

=
1

12
(V u)(ξ, η, ζ, ξ)− 1

12
(V u)(0, η, ζ, ξ)− 1

12
(V u)(ξ, 0, ζ, ξ) +

1

12
(V u)(0, 0, ζ, ξ)−

− 1

6

η∫
0

(A−0100u(ξ, y, ζ, ξ)−A−0100u(0, y, ζ, ξ)) dy − 1

6

ξ∫
0

(A−1000u(x, η, ζ, ξ)−

−A−1000u(x, 0, ζ, ξ)) dx+
1

2

∫∫
D2

[z=ζ,t=ξ]

A−1100u dx ∧ dz.

Âòîðîå îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå èç (30) ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì èç (28) è âû÷èñëÿåòñÿ
òàê æå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (29).

Äàëåå âû÷èñëÿåì èíòåãðàë∫∫∫
E

W4 dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫∫
E

(
1

4
(V u)xyz −

1

3
(A−0010u)xy −

1

3
(A−0100u)xz −

1

3
(A−1000u)yz +
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+
1

2
(A−0110u)x +

1

2
(A−1010u)y +

1

2
(A−1100u)z −A−1110u

)
dx ∧ dy ∧ dz =

=

∫∫
E[x=ξ]

(
1

12
(V u)yz −

1

6
(A−0010u)y −

1

6
(A−0100u)z +

1

2
A−0110u

)
dy ∧ dz −

−
∫∫

E[y=η]

(
1

12
(V u)xz −

1

6
(A−0010u)x −

1

6
(A−1000u)z +

1

2
A−1010u

)
dx ∧ dz +

+

∫∫
E[z=ζ]

(
1

12
(V u)xy −

1

6
(A−0100u)x −

1

6
(A−1000u)y +

1

2
A−1100u

)
dx ∧ dy +

+

∫∫
E[x=0]

(
1

12
(V u)yz −

1

6
(A−0010u)y −

1

6
(A−0100u)z +

1

2
A−0110u

)
dy ∧ dz −

−
∫∫

E[y=0]

(
1

12
(V u)xz −

1

6
(A−0010u)x −

1

6
(A−1000u)z +

1

2
A−1010u

)
dx ∧ dz +

+

∫∫
E[z=0]

(
1

12
(V u)xy −

1

6
(A−0100u)x −

1

6
(A−1000u)y +

1

2
A−1100u

)
dx ∧ dy.

Ïåðâîå, ÷åòâ¼ðòîå, ïÿòîå è øåñòîå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âû÷èñëÿþòñÿ ïî
èçâåñòíûì äàííûì Äàðáó. Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå äàþò∫∫

E[y=η]

(
1

12
(V u)xz −

1

6
(A−0010u)x −

1

6
(A−1000u)z +

1

2
A−1010u

)
dz ∧ dx+

+

∫∫
E[z=ζ]

(
1

12
(V u)xy −

1

6
(A−0100u)x −

1

6
(A−1000u)y +

1

2
A−1100u

)
dx ∧ dy =

=
1

12
V u(ξ, η, ζ, ξ)− 1

12
Ru(ξ, η, 0, ξ)− 1

12
V u(0, η, ζ, ξ) +

1

12
Ru(0, η, 0, ξ)−

− 1

6

ζ∫
0

((A−0010u)(ξ, η, z, ξ)− (A−0010u)(0, η, z, ξ)) dz − 1

6

ξ∫
0

(A−1000u)(x, η, 0, ξ) dx−

− 1

12
V u(ξ, η, ζ, ξ)− 1

12
V u(0, η, ζ, ξ)− 1

12
V u(ξ, 0, ζ, ξ) +

1

12
V u(0, 0, ζ, ξ)−

− 1

6

η∫
0

((A−0100u)(ξ, y, ζ, ξ)− (A−0100u)(0, y, ζ, ξ)) dy +
1

6

ξ∫
0

(A−1000u)(x, 0, ζ, ξ) dx−

− 1

6

ξ∫
0

(A−1000u)(x, η, ζ, ξ) dx+
1

2

∫∫
E1

[y=η]

A−1010u dz ∧ dx−

− 1

6

ξ∫
0

(A−1000u)(x, η, ζ, ξ) dx+
1

2

∫∫
E[z=ζ]

A−1100u dx ∧ dy.

Çäåñü èçâåñòíû âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ÷åòûð¼õ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ.
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Òåïåðü èíòåãðèðóåì òîæäåñòâî (25) ïî îáëàñòè D1, ãäå H = R � ôóíêöèÿ Ðèìàíà (ðåøåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) â ýòîé îáëàñòè):∫∫∫∫

D1

HL(u) dx dy dz dt =

∫∫∫
D1

[x=0]
+D1

[x=ξ]

W1 dy ∧ dz ∧ dt−
∫∫∫

D1
[y=0]

+D1
[y=η]

W2 dx ∧ dz ∧ dt+

+

∫∫∫
D1

[z=0]
+D1

[z=ζ]

W3 dx ∧ dy ∧ dz +

∫∫∫
E

W4 dx ∧ dy ∧ dz +

∫∫∫
D1

[t=τ ]

W4 dx ∧ dy ∧ dz. (31)

Çäåñü èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðàçèÿì D1
[x=0], D1

[y=0], D1
[z=0] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçâåñòíûå

âåëè÷èíû, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåìûå ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè.
Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë∫∫∫
D1

[x=ξ]

W1 dy ∧ dz ∧ dt =

∫∫∫
D1

[x=ξ]

(
1

4
(Ru)yzt −

1

3
(A+

0001u)yz −
1

3
(A+

0010u)yt −
1

3
(A+

0100u)zt +

+
1

2
(A+

0011u)y +
1

2
(A+

0101u)z +
1

2
(A+

0110u)t −A+
0111u

)
dy ∧ dz ∧ dt =

=

∫∫
D1

[x=ξ,y=η]

(
1

12
(Ru)zt −

1

6
(A+

0001u)z −
1

6
(A+

0010u)t +
1

2
A+

0011u

)
dz ∧ dt−

−
∫∫

D1
[x=ξ,z=ζ]

(
1

12
(Ru)yt −

1

6
(A+

0001u)y −
1

6
(A+

0100u)t +
1

2
A+

0101u

)
dy ∧ dt+

+

∫∫
D1

[x=ξ,t=τ ]

(
1

12
(Ru)yz −

1

6
(A+

0010u)y −
1

6
(A+

0100u)z +
1

2
A+

0110u

)
dy ∧ dz +

+

∫∫
D1

[x=ξ,y=0]

(
1

12
(Ru)zt −

1

6
(A+

0001u)z −
1

6
(A+

0010u)t +
1

2
A+

0011u

)
dz ∧ dt−

−
∫∫

D1
[x=ξ,z=0]

(
1

12
(Ru)yt −

1

6
(A+

0001u)y −
1

6
(A+

0100u)t +
1

2
A+

0101u

)
dy ∧ dt−

−
∫∫

D1
[x=ξ,t=ξ]

(
1

12
(Ru)yz −

1

6
(A+

0010u)y −
1

6
(A+

0100u)z +
1

2
A+

0110u

)
dy ∧ dz. (32)

Ïîñëåäíèå òðè ñëàãàåìûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì äàííûì Äàðáó. Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ
äàþò ∫∫

D1
[x=ξ,y=η]

(
1

12
(Ru)zt −

1

6
(A+

0001u)z −
1

6
(A+

0010u)t +
1

2
A+

0011u

)
dz ∧ dt−

−
∫∫

D1
[x=ξ,z=ζ]

(
1

12
(Ru)yt −

1

6
(A+

0001u)y −
1

6
(A+

0100u)t +
1

2
A+

0101u

)
dy ∧ dt+
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+

∫∫
D1

[x=ξ,t=τ ]

(
1

12
(Ru)yz −

1

6
(A+

0010u)y −
1

6
(A+

0100u)z +
1

2
A+

0110u

)
dy ∧ dz =

=
1

12
Ru(ξ, η, ζ, τ)− 1

12
Ru(ξ, η, 0, τ)− 1

12
Ru(ξ, η, ζ, 0) +

1

12
Ru(ξ, η, 0, 0)−

−1

6

τ∫
0

((A+
0001u)(ξ, η, ζ, t)−(A+

0001u)(ξ, η, 0, t)) dt−1

6

ζ∫
0

((A+
0010u)(ξ, η, z, τ)−(A+

0010u)(ξ, η, z, 0)) dz+

+
1

12
Ru(ξ, η, ζ, τ)− 1

12
Ru(ξ, η, ζ, 0)− 1

12
Ru(ξ, 0, ζ, τ) +

1

12
Ru(ξ, 0, ζ, 0)−

−1

6

τ∫
0

((A+
0001u)(ξ, η, ζ, t)−(A+

0001u)(ξ, 0, ζ, t)) dt−1

6

η∫
0

((A+
0100u)(ξ, y, ζ, τ)−(A+

0100u)(ξ, y, ζ, 0)) dy+

+
1

12
Ru(ξ, η, ζ, τ)− 1

12
Ru(ξ, η, 0, τ)− 1

12
Ru(ξ, 0, ζ, τ) +

1

12
Ru(ξ, 0, 0, τ)−

− 1

6

ζ∫
0

((A+
0010u)(ξ, η, z, τ)− (A+

0010u)(ξ, 0, z, τ)) dz −

− 1

6

η∫
0

((A+
0100u)(ξ, y, ζ, τ)− (A+

0100u)(ξ, y, 0, τ)) dy.

Çäåñü ïåðâûå ñëàãàåìûå ïîä çíàêàìè îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ îáðàùàþòñÿ â íóëü ñîãëàñíî
(7), îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó èçâåñòíûõ â ñèëó óñëîâèé çàäà÷è Äàðáó
âåëè÷èí è ñëàãàåìîãî Ru(ξ, η, ζ, τ)/4.

Èíòåãðàëû∫∫∫
D1

[y=η]

W2 dx ∧ dz ∧ dt,
∫∫∫
D1

[z=ζ]

W3 dx ∧ dy ∧ dt,
∫∫∫
D1

[t=τ ]

W4 dx ∧ dy ∧ dz

âû÷èñëÿþòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è èíòåãðàë (32). Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàí
ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ. Ïîýòîìó íà
âû÷èñëåíèè ýòèõ òð¼õ èíòåãðàëîâ ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Íàêîíåö, ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë∫∫∫
E

W4 dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫∫
E

(
1

4
(Ru)xyz −

1

3
(A+

0010u)xy −
1

3
(A+

0100u)xz −
1

3
(A+

1000u)yz +

+
1

2
(A+

0110u)x +
1

2
(A+

1010u)y +
1

2
(A+

1100u)z −A+
1110u

)
dx ∧ dy ∧ dz =

=

∫∫
E[x=ξ]

(
1

12
(Ru)yz −

1

6
(A+

0010u)y −
1

6
(A+

0100u)z +
1

2
A+

0110u

)
dy ∧ dz −

−
∫∫

E[y=η]

(
1

12
(Ru)xz −

1

6
(A+

0010u)x −
1

6
(A+

1000u)z +
1

2
A+

1010u

)
dx ∧ dz +
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+

∫∫
E[z=ζ]

(
1

12
(Ru)xy −

1

6
(A+

0100u)x −
1

6
(A+

1000u)y +
1

2
A+

1100u

)
dx ∧ dy +

+

∫∫
E[x=0]

(
1

12
(Ru)yz −

1

6
(A+

0010u)y −
1

6
(A+

0100u)z +
1

2
A+

0110u

)
dy ∧ dz −

−
∫∫

E[y=0]

(
1

12
(Ru)xz −

1

6
(A+

0010u)x −
1

6
(A+

1000u)z +
1

2
A+

1010u

)
dx ∧ dz +

+

∫∫
E[z=0]

(
1

12
(Ru)xy −

1

6
(A+

0100u)x −
1

6
(A+

1000u)y +
1

2
A+

1100u

)
dx ∧ dy.

Ïåðâîå, ÷åòâ¼ðòîå, ïÿòîå è øåñòîå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì äàí-
íûì Äàðáó. Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå äàþò∫∫

E[y=η]

(
1

12
(Ru)xz −

1

6
(A+

0010u)x −
1

6
(A+

1000u)z +
1

2
A+

1010u

)
dz ∧ dx+

+

∫∫
E[z=ζ]

(
1

12
(Ru)xy −

1

6
(A+

0100u)x −
1

6
(A+

1000u)y +
1

2
A+

1100u

)
dx ∧ dy =

=
1

12
Ru(ξ, η, ζ, ξ)− 1

12
Ru(ξ, η, 0, ξ)− 1

12
Ru(0, η, ζ, ξ) +

1

12
Ru(0, η, 0, ξ)−

− 1

6

ζ∫
0

((A+
0010u)(ξ, η, z, ξ)− (A+

0010u)(0, η, z, ξ)) dz − 1

6

ξ∫
0

(A+
1000u)(x, η, 0, ξ) dx−

− 1

12
Ru(ξ, η, ζ, ξ)− 1

12
Ru(0, η, ζ, ξ)− 1

12
Ru(ξ, 0, ζ, ξ) +

1

12
Ru(0, 0, ζ, ξ)−

− 1

6

η∫
0

((A+
0100u)(ξ, y, ζ, ξ)− (A+

0100u)(0, y, ζ, ξ)) dy − 1

6

ξ∫
0

(A+
1000u)(x, 0, ζ, ξ) dx−

− 1

6

ξ∫
0

(A+
1000u)(x, η, ζ, ξ) dx+

1

2

∫∫
E[y=η]

A+
1010u dz ∧ dx−

− 1

6

ξ∫
0

(A+
1000u)(x, η, ζ, ξ) dx+

1

2

∫∫
E[z=ζ]

A+
1100u dx ∧ dy.

Çäåñü èçâåñòíû âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ÷åòûð¼õ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ.
Ïî÷ëåííî ñëîæèì ðàâåíñòâà (26) è (31) ñ ó÷¼òîì âñåõ ñäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ó÷èòûâàÿ

ñîîòíîøåíèÿ (11), (15), (17), (23), à òàêæå òîæäåñòâî R(ξ, η, ζ, ξ, η, ζ) ≡ 1, ïîëó÷àåì

u(P ) = F (P ) +

∫∫∫
D1+D2

Hf dx dy dz dt, (33)

ãäå ôóíêöèÿ F (P ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà ãðàíè÷íûìè äàííûìè çàäà÷è Äàðáó. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âñå íå îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç äàííûå çàäà÷è Äàðáó ñëàãàåìûå âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ â
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ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ ñêà÷êîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (11), (15), (17), (23). Òàêèì îá-
ðàçîì, ðàâåíñòâî (33) äà¼ò èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó u(P ) â òåðìèíàõ
ôóíêöèè Ðèìàíà�Àäàìàðà.
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äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â êëàññàõ ðåãóëÿð-
íûõ è îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé.

DOI: 10.31857/S0374064121030079

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Èçãèáíûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíûõ òîíêèõ óïðóãèõ ñòåð-
æíåé è áàëîê ñ ó÷¼òîì èõ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè èçãèáå îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà [1, � 61; 2, ñ. 168�181; 3, ñ. 317�321]

Lu ≡ utt + α2uxxxx − β2uxxtt − γ2uxx = F (x, t), (1)

ãäå u(x, t) � ñìåùåíèå òî÷åê áàëêè â ìîìåíò âðåìåíè t, α2 = EJ/(ρS), β2 = r2, γ2 =
= T0/ρ, F (x, t) � íåïðåðûâíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó äëèíû áàëêè, E �
ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà, ρ � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü áàëêè, S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
áàëêè, J = r2S � ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåé ãîðèçîíòàëüíîé îñè, r � ðàäèóñ
èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè èçãèáà,
T0 � ñèëà íàòÿæåíèÿ, ïðèëîæåííàÿ ê êîíöàì áàëêè.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåé è áàëîê èìåþò âàæíîå ïðèêëàäíîå
çíà÷åíèå â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè âðàùàþùèõñÿ âàëîâ, âèáðàöèè êî-
ðàáëåé è â äðóãèõ îáëàñòÿõ; ýòè çàäà÷è èçó÷åíû â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [4, ãë. 7; 5, ñ. 141�143;
6, ñ. 387�390; 7, ñ. 127�129; 8, ñ. 45; 9, ñ. 18�53; 10, ñ. 149�189; 11, ñ. 22�69] è äð.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëåáàíèÿ (ñìåùåíèÿ) u(x, t) òî÷åê áàëêè äëèíû l íóæíî çàäàòü ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ íà å¼ êîíöàõ x = 0 è x = l. Âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàâèñèò îò ñïîñîáà
çàêðåïëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíöà. Åñëè îáà êîíöà ïîäï¼ðòû, ò.å. ìîãóò ñâîáîäíî âðàùàòü-
ñÿ âîêðóã òî÷êè çàêðåïëåíèÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u(0, t) = uxx(0, t) = u(l, t) = uxx(l, t) = 0, 0 6 t 6 T. (2)

Â ñëó÷àå áàëêè ñ çàùåìë¼ííûìè êîíöàìè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(0, t) = ux(0, t) = u(l, t) = ux(l, t) = 0, 0 6 t 6 T. (3)

Åñëè îáà êîíöà ñâîáîäíû, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

uxx(0, t) = 0, β2uttx(0, t)− α2uxxx(0, t) = 0,

uxx(l, t) = 0, β2uttx(l, t)− α2uxxx(l, t) = 0, 0 6 t 6 T. (4)

Åñëè îäèí êîíåö æ¼ñòêî çàêðåïë¼í, à äðóãîé ñâîáîäåí, òî òîãäà, ñîãëàñíî (3) è (4), èìååì
óñëîâèÿ

u(0, t) = ux(0, t) = 0, uxx(l, t) = 0, β2uttx(l, t)− α2uxxx(l, t) = 0, 0 6 t 6 T. (5)

Âîçìîæíû è äðóãèå ìíîãî÷èñëåííûå ñëó÷àè çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêèå æå, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû:

u(x, t)|t=0 = ϕ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), 0 6 x 6 l. (6)

Óðàâíåíèå (1) ðàññìîòðèì â îáëàñòè D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T}, ãäå l è T �
çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è ïîñòàâèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çàäà÷è. Íàéòè îïðåäåë¼ííóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, t) ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

u(x, t) ∈ C4,2
x,t (D), (7)

Lu(x, t) ≡ F (x, t), (x, t) ∈ D, (8)

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (6) è îäíîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)�(5), ãäå
F (x, t), ϕ(x) è ψ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [1, � 61; 2, ñ. 168�181; 3, ñ. 317�321] è äðóãèõ ïðè ïîìîùè ïîäáîðà
÷àñòíûõ ðåøåíèé íàéäåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ïðè F (x, t) ≡ 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) èëè (3). Íî âîïðîñû î ïîñòðîåíèè
ðåøåíèé â ÿâíîé ôîðìå è îáîñíîâàíèè êîððåêòíîñòè ïîñòàâëåííûõ âûøå çàäà÷ íå èçó÷åíû.
Â ðàáîòàõ [12�14] íàìè èçó÷åíû ïîñòàâëåííûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êîãäà β = 0 è γ = 0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé áàëêè ñ ó÷¼òîì å¼ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ïðè èçãèáå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè íà êîíöàõ. Óñòàíîâëåíî ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, èç êîòîðîãî ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ â ðàáîòå ÷åòûð¼õ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çà-
êðåïëåíèÿ êîíöîâ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â êëàññàõ
ðåãóëÿðíûõ è îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé.

2. Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè (6)�
(8) è (N), ãäå N ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé 2, 3, 4 è 5, íàçîâ¼ì çàäà÷åé N−1, ò.å., íàïðèìåð,
çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè (6)�(8), (3) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé 2.

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l∫
0

(u2
t + α2u2

xx + γ2u2
x + β2u2

tx) dx 6

6 eT
[ l∫

0

(ψ2(x) + α2ϕ′′ 2(x) + γ2ϕ′ 2(x) + β2ϕ′ 2(x)) dx+

∫∫
D

F 2(x, t) dx dt

]
, (9)

à äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 3 è 4 � íåðàâåíñòâî (9) ïðè γ = 0.
Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë

E0(t) =
1

2

l∫
0

(ρSu2
t + EJu2

xx + TSu2
x + r2ρu2

tx) dx =

= ρS
1

2

l∫
0

(u2
t + α2u2

xx + γ2u2
x + β2u2

tx) dx = ρSE(t)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé áàëêè ïðè
íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2)�(5).

Äåéñòâèòåëüíî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæóùåéñÿ áàëêè ñîñòàâëÿåòñÿ èç ïîñòóïàòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ dx ïàðàëëåëüíî ñìåùåíèþ u(x, t) è èç âðàùåíèÿ òåõ æå ýëåìåíòîâ
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âîêðóã îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòðû èíåðöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè
êîëåáàíèé. Ïåðâàÿ ÷àñòü âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

1

2

l∫
0

ρSu2
t (x, t) dx.

×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ÷àñòè, îòìåòèì, ÷òî óãëîâîå ñìåùåíèå ýëåìåíòà dx
ðàâíî ux, ïîýòîìó åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà uxt. Êâàäðàò ýòîé âåëè÷èíû íàäî óìíîæèòü
íà ïîëîâèíó ìîìåíòà èíåðöèè ýëåìåíòà dx, ò.å. íà (1/2)ρSr2 dx, è ïðîèíòåãðèðîâàòü çàòåì
ïî îòðåçêó [0, l]. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàíèé áàëêè â ìîìåíò âðåìåíè t
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

K(t) =
1

2

l∫
0

(ρSu2
t + ρSr2u2

xt) dx.

Åñëè ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ áàëêè ïîäâåðæåíû ïðîäîëüíîìó íàòÿæåíèþ T0, òî ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ èç íèõ çàâèñèò îò æ¼ñòêîñòè, à âòîðàÿ � îò
ñîïðîòèâëåíèÿ ðàñòÿæåíèþ è ïîäîáíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñòðóíû, ò.å. ðàâíà

1

2

l∫
0

ST0u
2
x dx.

Ïåðâàÿ ÷àñòü íà îñíîâàíèè ðàáîòû [13] îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

1

2

l∫
0

ESu2
xx dx.

Çíà÷èò, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàíèé áàëêè â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Π(t) =
1

2

l∫
0

(ESu2
xx + ST0u

2
x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë E0(t) = K(t) + Π(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ýíåðãèþ ñâîáîäíûõ
ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

utLu =
1

2
(u2
t + α2u2

xx + γ2u2
x + β2u2

xt)
′
t + (α2utuxxx − α2uxtuxx − γ2uxut − β2utuxtt)

′
x,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ïî îáëàñòè Dτ = D
⋂
{t < τ}, ãäå 0 < τ 6 T, ïîëó÷àåì

E(τ)− E(0) + J1 + J2 =

∫∫
Dτ

F (x, t)ut dx dt, (10)

çäåñü

J1 =

τ∫
0

[α2(utuxxx − uxtuxx)− γ2uxut − β2utuxtt]|x=l dt,

J2 = −
τ∫

0

[α2(utuxxx − uxtuxx)− γ2uxut − β2utuxtt]|x=0 dt.
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Ïóñòü âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), ò.å. u = uxx = 0 ïðè x = 0 è x = l. Òîãäà
ut = uxxt = 0 ïðè x = 0 è x = l, ïîýòîìó èíòåãðàëû J1 è J2 ðàâíû íóëþ.

Åñëè èìåþò ìåñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3), ò.å. u = ux = 0 ïðè x = 0 è x = l, òî ut =
= uxt = 0 ïðè x = 0 è x = l. Òîãäà èíòåãðàëû J1 è J2 òàêæå ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4), ò.å. uxx = 0 è β2uttx−α2uxxx = 0 ïðè x = 0 è x = l. Òîãäà
ut = uxxt = 0 ïðè x = 0 è x = l. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

J1 = −γ2

τ∫
0

uxut|x=l dt, J2 = γ2

τ∫
0

uxut|x=0 dt, (11)

à çíà÷èò, èíòåãðàëû J1 è J2 ðàâíû íóëþ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà γ = 0.
Åñëè èìåþò ìåñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5), ò.å. u = ux = 0 ïðè x = 0 è uxx = 0 è β2uttx−

− α2uxxx = 0 ïðè x = l, òî J2 = 0, à èíòåãðàë J1 âûðàæàåòñÿ ïåðâûì ðàâåíñòâîì â (11) è
ïîýòîìó ðàâåí íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà γ = 0.

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (10) âûòåêàåò, ÷òî

E(τ) 6 E(0) +
1

2

∫∫
Dτ

F 2(x, t) dx dt+
1

2

∫∫
Dτ

u2
t dx dt = A+

1

2

τ∫
0

dt

t∫
0

u2
t dx 6 A+

τ∫
0

E(t) dt. (12)

Îòñþäà, ñëåäóÿ [15, ñ. 77], ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

A+

T∫
0

E(t) dt 6 AeT ,

èç êîòîðîãî è íåðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò îöåíêà (9). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ðàâíà íóëþ, ò.å. F (x, t) ≡ 0. Òîãäà åñëè

çàäà÷è 1 èëè 2 èìåþò ðåøåíèå, òî ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E(t) = E(0) =
1

2

l∫
0

[ψ2(x) + α2ϕ′′2(x) + γ2ϕ′2(x) + β2ψ′2(x)] dx, (13)

à åñëè èìåþò ðåøåíèå çàäà÷è 3 èëè 4 � ðàâåíñòâî (13) ïðè γ = 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàâåíñòâî (13) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îäíî-

ðîäíîé áàëêè îñòà¼òñÿ â òå÷åíèè âñåãî ïðîöåññà êîëåáàíèé ïîñòîÿííîé è ðàâíîé å¼ íà÷àëüíîé
ýíåðãèè.

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (13) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (10).
Ñëåäñòâèå 2 (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, t), óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6)�(8) è îäíîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)�(5), òî îíà åäèíñòâåííà. Ïðè
ýòîì â ñëó÷àå çàäà÷ 3 è 4 êîýôôèöèåíò γ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå ôóíêöèè u1(x, t) è u2(x, t), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u1(x, t)− u2(x, t) = u(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó (7),
óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Lu ≡ 0 â D, íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u(x, 0) =
= ut(x, 0) ≡ 0 è îäíîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)�(5). Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ â ñèëó ðàâåíñòâà
(13) èìååì

E(t) =
1

2

l∫
0

(u2
t + α2u2

xx + γ2u2
x + β2u2

xt) dx = 0

ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ]. Íî ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ut ≡ 0, uxx ≡ 0, ux ≡
≡ 0, uxt ≡ 0 â îáëàñòè D. Ïåðâûå äâà èç ýòèõ òîæäåñòâ îçíà÷àþò, ÷òî u(x, t) = a1x + a2,
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ãäå a1 è a2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó
èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)�(5) è íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2),
(3) è (5) ñëåäóåò, ÷òî a1 = a2 = 0. Ôóíêöèÿ u(x, t) = a1x + a2 óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì (4) ïðè ëþáûõ a1 è a2. Íî èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ [0, l]
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî u(x, 0) = a1x + a2 = 0, êîòîðîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè a1 = a2 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, u(x, t) ≡ 0 â D. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Äëÿ ïðèìåðà ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è 1, ò.å. çàäà÷è (6)�(8), (2).

3. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ áàëêè, øàðíèðíî îïèðàþùåéñÿ íà êîíöû. Ðàçäåëÿÿ
ïåðåìåííûå u(x, t) = X(x)T (t) â óðàâíåíèè (1) ïðè F (x, t) ≡ 0, ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè X(x) ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

X(4)(x)− (a2 + λβ2)X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l, (14)

X(0) = X ′′(0) = 0, X(l) = X ′′(l) = 0, (15)

ãäå a2 = γ2/α2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è çàïèøåì äëÿ óðàâíå-
íèÿ (14) åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

k4 − (a2 + λβ2)k2 + λ = 0, (16)

êîòîðîå èìååò êîðíè k1 =
√
t1, k2 = −

√
t1, k3 =

√
t2, k4 = −

√
t2, ãäå

tj = (a2 + λβ2 + (−1)j+1
√

(a2 + λβ2)2 − 4λ)/2 ≡ (a2 + λβ2 + (−1)j+1
√
D(λ))/2, j = 1, 2.

Åñëè λ = 0, òî k1 = a, k2 = −a, k3 = k4 = 0 è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) èìååò âèä

X(x) = C1e
ax + C2e

−ax + C3x+ C4, (17)

ãäå Ci, i = 1, 4, � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Óäîâëåòâîðÿÿ îáùåå ðåøåíèå (17) ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì (15), ïîëó÷àåì X(x) ≡ 0.

Èññëåäóåì äèñêðèìèíàíò D(λ) íà çíàê. Åñëè (aβ)2 > 1, òî D(λ) > 0 ïðè ëþáîì λ ∈
∈ R. Êîãäà (aβ)2 = 1 âûðàæåíèå D(λ) > 0 ïðè âñåõ λ, êðîìå çíà÷åíèÿ λ = 1/β4, ãäå
D(1/β4) = 0. Åñëè (aβ)2 < 1, òî D(λ) èìååò âèä D(λ) = β4(λ− λ1)(λ− λ2), ãäå

λj = (1 + (−1)j+1
√

1− (aβ)2)2/β4, j = 1, 2,

ò.å. D(λ) > 0, åñëè λ > λ1 è λ 6 λ2, è D(λ) < 0, åñëè λ2 < λ < λ1. Òîãäà ïðè λ < 0 (â ýòîì
ñëó÷àå D(λ) > 0 ïðè ëþáûõ a > 0 è β > 0) êîðíè èìåþò ðàçíûå çíàêè: t1 > 0 è t2 < 0.
Åñëè λ ∈ (0, λ2]

⋃
[λ1,+∞) êîðíè t1 è t2 ïîëîæèòåëüíû. Ïðè λ ∈ (λ2, λ1) êîðíè t1 è t2

ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè ìåæäó ñîáîé ÷èñëàìè.
Â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëà t1 è t2 ïîëîæèòåëüíû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ (16) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè: k2 < k4 < 0 < k3 < k1. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (14) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

X(x) = C1e
k1x + C2e

k2x + C3e
k3x + C4e

k4x.

Ïîäñòàâèâ ýòî îáùåå ðåøåíèå â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (15), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñ-
òåìó îòíîñèòåëüíî Ci, i = 1, 4, ñ îïðåäåëèòåëåì, îòëè÷íûì îò íóëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå
Ci = 0, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå X(x) ≡ 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà λ ∈ (λ2, λ1), ò.å. ÷èñëà t1 è t2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû
ìåæäó ñîáîé:

tj = (a2 + (−1)j+1λβ2 + i
√
|D(λ)|)/2 = c+ (−1)j+1id, j = 1, 2,

ãäå c = (a2 + λβ2)/2, d =
√
|D(λ)|/2 =

√
4λ− (a2 + λβ2)2/2 =

√
λ− c2.
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Èçâëåêàÿ êîðåíü êâàäðàòíûé èç ÷èñåë t1 è t2, áóäåì èìåòü

k1,2 = ±
√
c+ id = ±(ν + iω) è k3,4 = ±

√
c− id = ±(ν − iω),

ãäå

ν =

√
(
√
c2 + d2 + c)/2, ω =

√
(
√
c2 + d2 − c)/2.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

X(x) = C1e
νx cos(ωx) + C2e

νx sin(ωx) + C3e
−νx cos(ωx) + C4e

−νx sin(ωx). (18)

Óäîâëåòâîðÿÿ îáùåå ðåøåíèå (18) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì X(0) = X ′′(0) = 0 èç (15), ïîëó÷àåì,
÷òî C3 = −C1 è C4 = C2. Òîãäà ôóíêöèÿ (18) ïðèíèìàåò âèä

X(x) = 2C1 sh(νx) cos(ωx) + 2C2 ch(νx) sin(ωx).

Ïîä÷èíèâ ýòó ôóíêöèþ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì X(l) = X ′′(l) = 0, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
îòíîñèòåëüíî C1 è C2 :

C1 sh(νl) cos(ωl) + C2 ch(νl) sin(ωl) = 0,

C1[(ν2−ω2) sh(νl) cos(ωl)−2νω ch(νl) sin(ωl)]+C2[(ν2−ω2) ch(νl) sin(ωl)+2νω sh(νl) cos(ωl)] = 0.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí −2νω(sin2(ωl) + sh2(νl)) è, çíà÷èò, îòëè÷åí îò íóëÿ; ñëå-
äîâàòåëüíî, îíà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå C1 = C2 = 0. Ïîýòîìó, êàê è â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå, X(x) ≡ 0.

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà λ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå t1 > 0 è t2 < 0. Òîãäà k1 =
=
√
t1 > 0, k2 = −

√
t1 < 0, k3 = i

√
|t2| = iδ, k4 = −iδ, è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14)

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X(x) = C1e
k1x + C2e

k2x + C3 cos(δx) + C4 sin(δx). (19)

Òîãäà, èñõîäÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (15), ïîëó÷àåì ñèñòåìó

C1 + C2 + C3 = 0,

C1k
2
1 + C2k

2
2 − δ2C3 = 0,

C1e
k1l + C2e

k2l + C3 cos δl + C4 sin δl = 0,

C1k
2
1e
k1l + C2k

2
2e
k2l − δ2C3 cos δl − δ2C4 sin δl = 0. (20)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 0
k2

1 k2
2 −δ2 0

ek1l ek2l cos δl sin δl
k2

1e
k1l k2

2e
k2l −δ2 cos δl −δ2 sin δl

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= − sin δl

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
k2

1 k2
2 −δ2

k2
1e
k1l k2

2e
k2l −δ2 cos δl

∣∣∣∣∣∣− δ2 sin δl

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
k2

1 k2
2 −δ2

ek1l ek2l cos δl

∣∣∣∣∣∣ =

= sin δl(ek1l − ek2l)[k2
1k

2
2 + (k2

1 + k2
2)δ2 + δ4].

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî ∆ = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà sin(δl) = 0, ò.å. δl =
√
|t2|l = πk, k ∈ N.

Ñ ó÷¼òîì çíà÷åíèÿ t2 íàéä¼ì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λk = −
(µ2
ka)2 + µ4

k

1 + (µkβ)2
, µk =

πk

l
. (21)
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Ïîñêîëüêó sin(δl) = 0, òî cos(δl) = ±1 è ñèñòåìà (20) ïðèíèìàåò âèä

C1 + C2 + C3 = 0,

C1k
2
1 + C2k

2
2 − δ2C3 = 0,

C1e
k1l + C2e

k2l ± C3 = 0,

C1k
2
1e
k1l + C2k

2
2e
k2l ± δ2C3 = 0.

Èç ïåðâîãî å¼ óðàâíåíèÿ íàéä¼ì çíà÷åíèå C3 = −C1 − C2, ïîäñòàâèâ êîòîðîå â îñòàëüíûå
óðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

C1(k2
1 + δ2) + C2(k2

2 + δ2) = 0,

C1(ek1l ∓ 1) + C2(ek2l ∓ 1) = 0,

C1(k2
1e
k1l ∓ δ2) + C2(k2

2e
k2l ∓ δ2) = 0.

Òàê êàê k2
1 = k2

2 = t1, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû âûòåêàåò ðàâåíñòâî C1 +
+ C2 = 0, ò.å. C2 = −C1. Òîãäà èç âòîðîãî å¼ óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî C1(ek1l − ek2l) = 0, à
ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè C1 = 0. Ïîýòîìó C1 = C2 = C3 = 0, è òîãäà èç (19) ïðè
óñëîâèè C4 6= 0 íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Xk(x) =

√
2

l
sin(δx) =

√
2

l
sin(

√
|t2|x) =

√
2

l
sin(µkx), k ∈ N. (22)

Ñèñòåìà ôóíêöèé (22) îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L2[0, l]. Ââåä¼ì ôóíêöèè

uk(t) =

l∫
0

u(x, t)Xk(x) dx, k ∈ N. (23)

Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (23) äâàæäû ïî t ∈ (0, T ) è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì

u′′k(t) =

l∫
0

F (x, t)Xk(x) dx+ γ2

l∫
0

uxxXk(x) dx− α2

l∫
0

uxxxxXk(x) dx+ β2

l∫
0

uxxttXk(x) dx. (24)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ÷åòûðå ðàçà ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) è (15), áóäåì èìåòü

l∫
0

uxxXk(x) dx = −µ2
kuk(t),

l∫
0

uxxxxXk(x) dx = µ4
kuk(t),

l∫
0

(utt)xxXk(x) dx = −µ2
ku
′′
k(t).

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ â ðàâåíñòâî (24), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′′k(t) +
γ2µ2

k + α2µ4
k

1 + β2µ2
k

uk(t) =
Fk(t)

1 + β2µ2
k

èëè ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (21) � óðàâíåíèå

u′′k(t)− λ2
kα

2uk(t) = Gk(t), (25)

çäåñü

Gk(t) =
Fk(t)

1 + β2µ2
k

, Fk(t) =

l∫
0

F (x, t)Xk(x) dx. (26)
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Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

uk(t) = ak cos(α
√
|λk|t) + bk sin(α

√
|λk|t) +

F̃k(t)

(1 + β2µ2
k)α
√
|λk|

, (27)

ãäå

F̃k(t) =

t∫
0

Fk(s) sin(α
√
|λk|(t− s)) ds,

ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ak è bk âîñïîëüçóåìñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (6) è ôîðìóëîé (23):

uk(0) =

l∫
0

u(x, 0)Xk(x) dx =

l∫
0

ϕ(x)Xk(x) dx = ϕk, (28)

u′k(0) =

l∫
0

ut(x, 0)Xk(x) dx =

l∫
0

ψ(x)Xk(x) dx = ψk. (29)

Óäîâëåòâîðÿÿ ôóíêöèè (27) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (28) è (29), íàõîäèì ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

ak = ϕk è bk = ψk/(α
√
|λk|).

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ak è bk â ôîðìóëó (27), ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ôóíêöèé uk(t) :

uk(t) = ϕk cos(α
√
|λk|t) +

ψk

α
√
|λk|

sin(α
√
|λk|t) +

F̃k(t)

α
√
|λk|(1 + β2µ2

k)
. (30)

Íà îñíîâàíèè ÷àñòíûõ ðåøåíèé (30) è (22) ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8), (2) ìîæíî çàäàòü â âèäå
ðÿäà Ôóðüå

u(x, t) =

∞∑
k=1

uk(t)Xk(x). (31)

Ëåììà 1. Ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|uk(t)| 6 C1

(
|ϕk|+

1

k
|ψk|+

1

k3
|F̃k(t)|

)
, (32)

|u′′k(t)| 6 C3

(
k2|ϕk|+ k|ψk|+

1

k
|F̃k(t)|+

|Fk(t)|
k2

)
, (33)

çäåñü è äàëåå Ci � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò êîýôôèöèåí-
òîâ óðàâíåíèÿ (1) è ÷èñëà l.

Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (32) è (33) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (30).
Ôîðìàëüíî èç ðÿäà (31) ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñîñòàâèì ðÿäû

utt =

∞∑
k=1

u′′k(t)Xk(x), (34)

uxxtt =

∞∑
k=1

u′′k(t)X
′′
k (x) = −

∞∑
k=1

µ2
ku
′′
k(t)Xk(x), (35)

uxxxx =
∞∑
k=1

uk(t)X
(4)
k (x) =

∞∑
k=1

µ4
kuk(t)Xk(x). (36)
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Ðÿäû (31), (34)�(36) ïðè ëþáûõ (x, t) ∈ D íà îñíîâàíèè ëåììû 1 ìàæîðèðóþòñÿ ðÿäîì

C3

∞∑
k=1

(k4|ϕk|+ k3|ψk|+ kFk(t0)), (37)

òàê êàê |F̃k(t)| 6 TFk(t0), ãäå Fk(t0) = max
06t6T

|Fk(t)|, à t0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [0, T ].

Ëåììà 2. Åñëè ϕ(x) ∈ C5[0, l], ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4; ψ(x) ∈ C4[0, l], ψ(j)(0) =

= ψ(j)(l) = 0, j = 0, 2; F (x, t) ∈ C(D)
⋂
C2
x(D), F (0, t) = F (l, t) = 0, 0 6 t 6 T, òî

ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕk =
1

µ5
k

ϕ
(5)
k , ψk =

1

µ4
k

ψ
(4)
k , Fk(t) = − 1

µ2
k

F
(2)
k (t), (38)

ãäå

ϕ
(5)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ(5)(x) cos(µkx) dx, ψ
(4)
k =

l∫
0

ψ(4)(x)Xk(x) dx, F
(2)
k (t) =

l∫
0

Fxx(x, t)Xk(x) dx,

ïðè÷¼ì ñëåäóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ:

∞∑
k=1

|ϕ(5)
k |

2 6 ‖ϕ(5)(x)‖L2[0,l],

∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2 6 ‖ψ(4)(x)‖L2[0,l],

∞∑
k=1

|F (2)
k (t)|2 6 ‖Fxx(x, t)‖L2[0,l], 0 6 t 6 T. (39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëÿÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàëû â ðàâåíñòâàõ (28), (29) è (26) ñîîò-
âåòñòâåííî ïÿòü, ÷åòûðå è äâà ðàçà ñ ó÷¼òîì óñëîâèé ëåììû, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ (38).
Íåðàâåíñòâà (39) � ýòî íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé â ðÿä Ôóðüå

ôóíêöèé ϕ(5)(x), ψ(4)(x) è Fxx(x, t) ïî ñèñòåìå êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ íà ïðîìåæóòêå [0, l].
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 2 íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (38) ðÿä (37) îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

C4

∞∑
k=1

1

k
(|ϕ(5)

k |+ |ψ
(4)
k |+ |F

(2)
k (t0)|).

Òîãäà ðÿäû (31), (34)�(36) ñõîäÿòñÿ íà D ðàâíîìåðíî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ðÿäà (31) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6)�(8) è (2).

Èòàê, äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) è F (x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2, òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8), (2); ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî ñóììîé ðÿäà (31).

Òåïåðü óñòàíîâèì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðè âîçìóùåíèè íà÷àëüíûõ
äàííûõ ϕ(x), ψ(x) è ïðàâîé ÷àñòè F (x, t).

Òåîðåìà 3. Äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (6)�(8), (2) èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖u(x, t)‖L2[0,l] 6 C5(‖ϕ(x)‖L2[0,l] + ‖ψ(x)‖L2[0,l] + ‖F (x, t)‖L2[0,l]), (40)

‖u(x, t)‖C(D) 6 C6(‖ϕ′(x)‖C[0,l] + ‖ψ(x)‖C[0,l] + ‖F (x, t)‖C(D)). (41)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé (22) îðòîíîðìèðîâàíà â L2[0, l], òî èç
ïðåäñòàâëåíèÿ (31) ñ ó÷¼òîì îöåíêè (32) ïîëó÷àåì

‖u(x, t)‖2L2[0,l] =
∞∑
k=1

u2
k(t) 6 3C2

1

∞∑
k=1

(|ϕk|2 + |ψk|2 + |Fk(t0)|2) 6

6 C2
5 (‖ϕ(x)‖2L2[0,l] + ‖ψ(x)‖2L2[0,l] + ‖F (x, t)‖2L2[0,l]).

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (40).
Ïóñòü (x, t) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç D. Òîãäà èç (31) íà îñíîâàíèè îöåíêè (32) èìååì

|u(x, t)| 6 C1

√
2

l

∞∑
k=1

(
|ϕk|+

1

k
|ψk|+

|Fk(t0)|
k3

)
. (42)

Âåëè÷èíó ϕk ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ϕk =
ϕ

(1)
k

µk
, ϕ

(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ′(x) cos(µkx) dx.

Òîãäà èç îöåíêè (42) â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

|u(x, t)| 6 C̃1

∞∑
k=1

(
1

k
|ϕ(1)
k |+

1

k
|ψk|+

1

k
|Fk(t0)|

)
6

6 C̃1

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2[( ∞∑
k=1

|ϕ(1)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψk|2
)1/2

+

( ∞∑
k=1

|Fk(t0)|2
)1/2]

=

= C̃1
π√
6

(‖ϕ′(x)‖L2[0,l] + ‖ψ(x)‖L2[0,l] + ‖F (x, t)‖C[0,l]) 6

6 C6(‖ϕ′(x)‖C[0,l] + ‖ψ(x)‖C[0,l] + ‖F (x, t)‖L2[0,l]),

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (41). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è 1. Ïðè ýòîì îòìåòèì,

÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2, äàþùåé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è,
íà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (6) íàëîæåíû ñèëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ ãëàäêîñòè. Åñëè ââåñòè
ïîíÿòèå îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, òî ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çíà÷èòåëüíî îñëàáèòü.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8), (2) èç êëàññà C4,2
x,t (D) íàçîâ¼ì êëàññè÷åñêèì,

èëè ðåãóëÿðíûì, ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ u(x, t) áóäåì íàçûâàòü îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(8),

(2), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un(x, t), n ∈ N, ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (6)�
(8), (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè un(x, t) = ϕn(x), unt(x, 0) = ψn(x), 0 6 x 6 l, è ïðàâûìè
÷àñòÿìè Fn(x, t), (x, t) ∈ D, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïðè n → ∞ ê ôóíêöèè u(x, t) íà
D. Ïðè ýòîì ôóíêöèè ϕn(x), ψn(x) è Fn(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, è ýòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, l] è D ñîîòâåòñòâåííî ê ôóíêöèÿì ϕ(x), ψ(x)
è F (x, t), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ′n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, l] ê ôóíêöèè ϕ(x).

Òåîðåìà 4. Åñëè ϕ(x) ∈ C1[0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(x) ∈ C[0, l], F (x, t) ∈ C(D), òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8), (2), êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà (29) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) è F (x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðå-
ìû 4. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ϕn(x), ψn(x) è Fn(x, t), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 2, êîòîðûå ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà [0, l] è D ñîîòâåòñòâåííî
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ê ôóíêöèÿì ϕ(x), ψ(x) è F (x, t). Ïî ôóíêöèÿì ϕn(x), ψn(x) è Fn(x, t) íà îñíîâàíèè òåî-
ðåìû 2 ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un(x, t) ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (6)�(8), (2). Â ñèëó
ëèíåéíîñòè èçó÷àåìîé çàäà÷è ðàçíîñòü un(x, t)− um(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(8),
(2) ñ íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè ϕn(x)−ϕm(x), ψn(x)−ψm(x) è ïðàâîé ÷àñòüþ Fn(x, t)−Fm(x, t).
Òîãäà â ñèëó îöåíêè (41) ïðè ëþáûõ n,m ∈ N èìååì

‖un − um‖C(D) 6 C6(‖ϕ′n − ϕ′m‖C[0,l] + ‖ψn − ψm‖C[0,l] + ‖Fn(x, t0)− Fm(x, t0)‖C[0,l]). (43)

Ñîãëàñíî âûáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ϕ′n(x), ψn(x) è Fn(x, t) îíè ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà
[0, l] è D ñîîòâåòñòâåííî ê ôóíêöèÿì ϕ′(x), ψ(x) è F (x, t). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ ñïðà-
âåäëèâ êðèòåðèé Êîøè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó èç îöåíêè (43) ñëåäóåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü êðèòåðèÿ Êîøè è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un(x, t). Òîãäà îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà D ê åäèíñòâåííîé ôóíêöèè u(x, t), îïðåäåëÿåìîé ðÿäîì (31), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
(2) è íåïðåðûâíîé íà D. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ îáîáù¼ííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (6)�(8), (2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (41), ÷òî è îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ. 1◦. Â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, â êîòîðîé ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïåðèäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèâî-
äèò ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà

∂2u(x, t)

∂t2
+

∫
Ω

K(x, y)[u(x, t)− u(y, t)] dy = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0, (1.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω, (1.2)

ãäå Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé (ñì. [1�3]). Çäåñü u � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ,
à ÿäðî K, âíåøíÿÿ ñèëà f è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ, ψ � çàäàííûå ôóíêöèè.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è Êîøè â ðàáîòàõ [4�7] èçó÷àëèñü ðåøåíèÿ, äîïóñêàþùèå ðàçðûâû ïåð-
âîãî ðîäà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå èñêëþ÷àþòñÿ ìîäåëÿìè, îïèñûâàåìûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìïëèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî n > 3 è âñå âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (1.1) ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûìè è
ñêàëÿðíûìè, u : Ω× [0, T ]→ R, K : Ω× Ω→ R è f : Ω× [0, T ]→ R.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1) èìååò ñïåöèàëüíîå ñèëüíî ñèíãó-
ëÿðíîå ÿäðî K(x, y), îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ íèæå. Îñîáåííîñòè ýòîãî ÿäðà çàêëþ-
÷àþòñÿ â òîì, ÷òî îíî âáëèçè äèàãîíàëè x = y èìååò âèä

K(x, y) =
cn

|x− y|n
+ γ(x, y),

ãäå γ(x, y) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à cn � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè
n, è ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

∂

∂νx
K(x, y) = 0, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω. (1.3)

Çäåñü ν = νx � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ω îáëàñòè Ω â òî÷êå x ∈ ∂Ω.
Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Av(x) =

∫
Ω

K(x, y)[v(x)− v(y)] dy (1.4)

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì è íåîãðàíè÷åííûì â êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñò-
âàõ, òàêèõ êàê Lp(Ω) èëè ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà W l

p(Ω).
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2◦. Ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæ¼ííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà −∆, ïîðîæä¼ííîå ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Ñïåêòð ýòîãî ðàñøèðåíèÿ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
{λk}, à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè {vk(x)} óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

−∆vk(x) = λkvk(x), x ∈ Ω,
∂vk(s)

∂ν
= 0, s ∈ ∂Ω, k = 0, 1, 2, . . . (1.5)

Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.5) ìû ïîíèìàåì â ñìûñëå W 1
2 (Ω) (ñì. [8, ãë. 2, � 3]).

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ L(x, y), ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-
öèÿì çàäà÷è (1.5) èìååò âèä

L(x, y) =

∞∑
k=1

lnλk
λk

vk(x)vk(y). (1.6)

Â ï. 1 ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà âíå
äèàãîíàëè x = y, à âáëèçè äèàãîíàëè èìååò ïðåäñòàâëåíèå

L(x, y) = α
ln |x− y|
|x− y|n−2

+ η(x, y), (1.7)

ãäå α � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè n, à ôóíêöèÿ η(x, y) áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè Ω× Ω.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïðèìåí¼ííûé ê ôóíêöèè L(x, y) ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ x èëè y,
èìååò íà äèàãîíàëè íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü

∆L(x, y) = −α n− 2

|x− y|n
+ ∆η(x, y).

Îïðåäåëèì âíå äèàãîíàëè x = y ÿäðî

K(x, y) = (−∆y)L(x, y), x ∈ Ω, y ∈ Ω. (1.8)

Ôîðìàëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ÿäðà K(x, y) èìååò âèä

K(x, y) =
∞∑
k=1

(lnλk)vk(x)vk(y). (1.9)

3◦. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà β > 0 îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hβ(Ω) = D((I−∆)β/2)
ñ íîðìîé

‖u‖2β =
∞∑
k=1

(1 + λk)
β|(u, vk)|2. (1.10)

×åðåç Wα
2 (Ω), ãäå α > 0, áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà (äðîá-

íîãî) ïîðÿäêà α. Äëÿ ëþáûõ T > 0 è m = 0, 1, . . . è ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
B îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm{[0, T ] → B} ïðîñòðàíñòâî m ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
îòîáðàæåíèé îòðåçêà [0, T ] â B.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì α èç èíòåðâàëà (0, 1) è ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ÷èñëå β < α/n

ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð A íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç Wα
2 (Ω) â Hβ(Ω):

‖Au‖β 6 const ‖u‖Wα
2
.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (1.2) èç êëàññà Hβ(Ω) íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u ∈ C2{[0, T ]→ Hβ(Ω)},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1.1) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.2).
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < α < 1 è 0 < β < α/n. Äëÿ ëþáîãî T > 0 è ëþáûõ ϕ ∈ Wα

2 (Ω),
ψ ∈ Wα

2 (Ω) è f ∈ C{[0, T ]→ Wα
2 (Ω)} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2)

èç êëàññà C2{[0, T ]→ Hβ(Ω)}.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçà-

òåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ïóíêòå ðàáîòû.
Òåîðåìà 3. Ïðè ëþáîì α èç èíòåðâàëà (0, 1) è ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ÷èñëå β < α/n

òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç Wα
2 (Ω) â Hβ(Ω):

‖u‖β 6 const ‖u‖Wα
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì Â.À. Èëüèíûì (ñì. [9,
ãë. 1]).

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî âñåõ óòâåðæäåíèé â ï. 5 íå îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ïðåäû-
äóùèõ ïàðàãðàôîâ è ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò íèõ.

2. ßäðî ñïåöèàëüíîãî âèäà. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ χ ∈
∈ C∞(R) òàêóþ, ÷òî

χ(r) =

{
1, åñëè r 6 1/2,

0, åñëè r > 1.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî δ > 0 è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω ïîëîæèì

R = R(x) = min{δ, dist (x, ∂Ω)},

ãäå ÷åðåç dist (x, ∂Ω) îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω. Îáîçíà÷èâ
Ωδ = {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > δ}, èìååì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî R(x) = δ, åñëè x ∈ Ωδ.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ (íàïîìíèì, ÷òî n > 3) :

L0(x, y) = α|x− y|2−n ln
1

|x− y|
χ

(
|x− y|
R(x)

)
, (2.1)

ãäå α = Γ(n/2− 1)/(2πn/2).
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ (2.1) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ Ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðèíàäëåæàùåå êëàññó Ñîáîëåâà W−l2 (Ω) ïðè l > (n − 4)/2 (ñì.
[8, ãë. 1, � 3]).

Ñ÷èòàÿ x ïàðàìåòðîì, íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè L0(x, y) ïî ñèñòåìå {vk} :

ak(x) =

∫
Ω

L0(x, y)vk(y) dy = α

∫
|x−y|6R

|x− y|2−n ln

(
1

|x− y|

)
χ

(
|x− y|
R

)
vk(y) dy.

Ïåðåéäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ïîëó÷èì

ak(x) = α

R∫
0

rn−1 dr

∫
Sn−1

r2−n
(

ln
1

r

)
χ(r/R)vk(x+ rθ) dθ =

= α

R∫
0

(
ln

1

r

)
χ(r/R)r dr

∫
Sn−1

vk(x+ rθ) dθ. (2.2)

Äàëåå ïðèìåíèì ôîðìóëó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ñì. [9, ôîðìóëà (1.1.2)]):∫
Sn−1

v(x+ rθ) dθ = vk(x)(2π)n/2(r
√
λk)

1−n/2Jn/2−1(r
√
λk).
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Ó÷èòûâàÿ ýòó ôîðìóëó â ïðåäñòàâëåíèè (2.2), áóäåì èìåòü

ak(x) = vk(x)(2π)n/2α
√
λk

1−n/2
R∫

0

(
ln

1

r

)
Jn/2−1(r

√
λk)χ(r/R)r2−n/2 dr.

Ñäåëàâ çàìåíó t = r
√
λk, ïîëó÷èì

ak(x) = vk(x)α
(2π)n/2

λk

R
√
λk∫

0

(
ln

√
λk
t

)
χ

(
t

R
√
λk

)
Jn/2−1(t)t2−n/2 dt. (2.3)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà

b(µ) =

Rµ∫
0

(
ln
µ

t

)
χ

(
t

Rµ

)
Jn/2−1(t)t2−n/2 dt

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

b(µ) =
lnµ

2n/2−2Γ(n/2− 1)
+ β +OR(µ−N ) ïðè µ→ +∞,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N (ñì. [7, ïðåäëîæåíèå 3.1]). Â ýòîì ñîîòíîøå-
íèè β � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè n.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â (2.3), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ak(x) = vk(x)

[
lnλk
λk

+
γ

λk
+Ox(λ−Nk )

]
.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (2.3) âûòåêàåò
Ëåììà 2.1. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè (2.1) â ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì çàäà÷è

(1.5) èìååò âèä

L0(x, y) =
∑
λk>0

lnλk
λk

vk(x)vk(y) + γ
∑
λk>0

vk(x)vk(y)

λk
+

∞∑
k=1

dk(x)vk(x)vk(y),

ãäå êîýôôèöèåíòû dk(x) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|dk(x)| 6 CN (x)

(1 + λk)N
, (2.4)

à âåëè÷èíû CN (x) îãðàíè÷åíû ïî x ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îá-
ëàñòè Ω .

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè x ∈ Ωδ è ξ ∈ Ωδ, òî R(x) = R(ξ) = δ è ck(x) = ck(ξ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(x, y) îáîáù¼ííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, ñâÿçàííóþ ñ çàäà÷åé (1.5):

G(x, y) =
∑
λk>0

vk(x)vk(y)

λk
.

Äàëåå ïîëîæèì

R(x, y) =

∞∑
k=1

dk(x)vk(x)vk(y).

Èç îöåíêè (2.4) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ R(x, y) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè
Ωδ × Ω. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

L(x, y) = L0(x, y)− γG(x, y)−R(x, y), (x, y) ∈ Ω× Ω. (2.5)
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Ëåììà 2.2. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè L(x, y), îïðåäåë¼ííîé ðàâåíñòâîì (2.5), èìååò âèä

L(x, y) =
∑
λk>0

lnλk
λk

vk(x)vk(y). (2.6)

Ôóíêöèÿ L(x, y) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî y âíå äèàãîíàëè y = x è ðàâíîìåðíî íà
êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ Ω å¼ ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|Dα
yL(x, y)| 6 const

| ln |x− y||
|x− y|n−2+α

, x ∈ K, y ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (2.1), (2.5) è ñâîéñòâ îáîáù¼ííîé ôóíêöèè Ãðèíà
G(x, y) (ñì. [9, ãë. 1, � 2]).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ëåììà 2.2 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ L(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì: ∫

Ω

L(x, y)vk(y) dy =
lnλk
λk

vk(x), k = 1, 2, . . . (2.7)

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [10] ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (2.6) ðàñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû. Òåì íå ìåíåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ðàáîòû [11], îí ñóììèðóåòñÿ ñðåäíèìè Ðèññà ïîðÿäêà
s > n−5/2 ðàâíîìåðíî ïî y íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè Ω, íå ñîäåðæàùåì
òî÷êè x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.5), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ
L(x, y), ñîäåðæèò ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà δ. Îäíàêî èç ðàâåíñòâà (2.7) è èç ïîëíîòû
ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (1.5) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ L(x, y) îò δ íå çàâèñèò.

Çàìå÷àíèå 2.3. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(y) = ∆yL0(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðè-

ðóåìîé â îáëàñòè Ω è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà W−l2 (Ω) ïðè
l > n/2. Èç ëåììû 2.2 è èç òåîðåìû 3 ðàáîòû [11] ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå (1.9) ñóììèðóåòñÿ
ñðåäíèìè Ðèññà ïîðÿäêà s > n − 1/2 ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå Ω,
íå ñîäåðæàùåì òî÷êó x.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð A çàäàí ðàâåíñòâîì (1.4), â êîòîðîì ÿäðî K(x, y) â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâàìè (1.6) è (1.8).

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Ω) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Au(x) = −
∞∑
k=1

(lnλk)(u, vk)vk(x), x ∈ Ω. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè u(x) íåñîáñòâåííûé èí-
òåãðàë ∫

Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n
dy = − 1

n− 2

∫
Ω

(
∆y

ln |x− y|
|x− y|n−2

)
[u(x)− u(y)] dy, x ∈ Ω,

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.8), äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈
∈ C∞0 (Ω) ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫

Ω

K(x, y)[u(x)− u(y)] dy =

∫
Ω

(−∆y)L(x, y)[u(x)− u(y)] dy, x ∈ Ω.

Ïîëîæèì B(ε) = {y ∈ Rn : |x − y| < ε}. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Ω) è ëþáîé
òî÷êè x ∈ Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.3), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ïî ôîðìóëå Ãðèíà
ïîëó÷àåì ∫

Ω\B(ε)

∆yL(x, y)[u(x)− u(y)] dy =

∫
Ω\B(ε)

L(x, y)∆y[u(x)− u(y)] dy +
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+

∫
∂Ω

(
[u(x)− u(y)]

∂L(x, y)

∂νy
− L(x, y)

∂

∂νy
[u(x)− u(y)]

)
dσ(y) +

+

∫
∂B(ε)

(
[u(x)− u(y)]

∂L(x, y)

∂νy
− L(x, y)

∂

∂νy
[u(x)− u(y)]

)
dσ(y).

Èç ôèíèòíîñòè ôóíêöèè u è èç óñëîâèÿ (1.3) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ∂Ω
ðàâåí íóëþ.

Ñîãëàñíî (1.7), äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè u ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ãðàíèöå øàðà
B(ε) åñòü âåëè÷èíà O(ε ln 1/ε) ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ïðè ε→ 0 ïîëó÷àåì∫

Ω

K(x, y)[u(x)− u(y)] dy =

∫
Ω

L(x, y)(−∆u(y)) dy. (3.2)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Ω) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
u(y) =

∑∞
k=1(u, vk)vk(y) è −∆u(y) =

∑∞
k=1 λk(u, vk)vk(y), ïðè÷¼ì îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå

L2(Ω). Â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L(x, y)(−∆u(y)) =
∞∑
k=1

λkL(x, y)(u, vk)vk(y), x ∈ Ω, y ∈ Ω,

êîòîðîå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî. Â ðåçóëüòàòå, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.7), ïî-
ëó÷àåì∫

Ω

L(x, y)(−∆u(y)) dy =
∞∑
k=1

λk

∫
Ω

L(x, y)(u, vk)vk(y) dy =
∞∑
k=1

lnλk(u, vk)vk(x), x ∈ Ω.

Îòñþäà è èç (3.2) ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (3.1). Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Ω) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖Au‖2β =

∞∑
k=1

|(u, vk)|2λβk ln2 λk. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3, äîêàçàííîé
â ï. 5.

Ïóñòü u ∈ Wα
2 (Ω), ãäå 0 < α < 1, è ïóñòü 0 < β < α/n. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 äëÿ ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî β1 < α/n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖u‖β1 6 const ‖u‖Wα
2
. (3.4)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî β1 ∈ (β, α/n) è ïðèìåíèì î÷åâèäíóþ îöåíêó | lnλk| 6 const×
× λβ1−βk , λk > λ1 > 0. Òîãäà èç (3.3) è (3.4) ñëåäóåò, ÷òî

‖Au‖2β 6 const
∞∑
k=1

|(u, vk)|2λβ1k 6 const ‖u‖2β1 6 const ‖u‖2Wα
2
.

4. Ðàçðåøèìîñòü îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) â âèäå
ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì êðàåâîé çàäà÷è (1.5):

u(x, t) =
∞∑
k=0

ck(t)vk(x), x ∈ Ω, t > 0.
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Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3.1, èìååì

Au(x, t) = −
∞∑
k=1

ck(t)(lnλk)vk(x).

Â òàêîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (1.1) ïîëó÷àåì

c′′0(t) = f0(t), (4.1)

∞∑
k=1

c′′k(t)vk(x)−
∞∑
k=1

(lnλk)ck(t)vk(x) =
∞∑
k=1

fk(t)vk(x),

ãäå fk(t) = (f, vk). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k > 1 èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

c′′k(t)− (lnλk)ck(t) = fk(t).

Ïîëîæèì
µk =

√
lnλk, k = 1, 2, . . . (4.2)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ck çàïèøåòñÿ â âèäå

c′′k(t)− µ2
kck(t) = fk(t). (4.3)

Èç óðàâíåíèé (4.1) è (4.3) íàõîäèì ñîîòâåòñòâåííî

c0(t) = a0 + b0t+

t∫
0

(t− s)f0(s) ds

è

ck(t) = akch (µkt) + bk
sh (µkt)

µk
+

1

µk

t∫
0

sh (µk(t− s))fk(s) ds.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.2), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5):

c0(t) = (ϕ, v0) + (ψ, v0)t+

t∫
0

(t− s)(f, v0)(s) ds,

ck(t) = (ϕ, vk)ch (µkt) + (ψ, vk)
sh (µkt)

µk
+

t∫
0

sh (µk(t− s))fk(s) ds, k = 1, 2, . . .

Èç óðàâíåíèé (4.1) è (4.3) ñëåäóåò, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé t, âõîäÿùàÿ â
óðàâíåíèå (1.1), ôîðìàëüíî ðàçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùèé ðÿä Ôóðüå:

∂2u(x, t)

∂t2
= (f, v0)(t)v0(x) +

∞∑
k=1

µ2
kck(t)vk(x) +

∞∑
k=1

(f, vk)(t)vk(x). (4.4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà Hβ(Ω) ðÿäîâ (4.4).
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü ρk > 0 è ðÿä
∑∞

k=1 ρk ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïðè ëþáîì ε > 0 è ëþáîì
T > 0 ðÿä

∞∑
k=1

ρk
λεk
eµkt

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå 0 6 t 6 T.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì (4.2),

(eµk)µk = eµ
2
k = elnλk = λk.

Îòñþäà ïîëó÷àåì eµk = λ
1/µk
k . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî T > 0 âåðíî ðàâåíñòâî

eµkT = λ
T/µk
k .

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì íîìåð N = N(ε, T ) òàêèì, ÷òîáû ïðè k > N âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî µk > T/ε, ò.å. T/µk 6 ε. Òîãäà ïðè k > N áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

eµkT 6 λεk.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] èìååò ìåñòî îöåíêà

ρk
λεk
eµkt 6 ρk, k > N, 0 6 t 6 T.

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ìàæîðèðóåìîãî ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0 < α < 1 è ïóñòü íà÷àëüíûå
äàííûå (1.2) è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.1) ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèì êëàññàì:

ϕ ∈Wα
2 (Ω), ψ ∈Wα

2 (Ω), f ∈ C{[0, T ]→Wα
2 (Ω)}.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 (ñì. íèæå ï. 5) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî β1 <
< α/n ñõîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðÿä:

∞∑
k=1

(|(ϕ, vk)|2 + |(ψ, vk)|2 + |fk(t)|2)λβ1k <∞. (4.5)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî β < α/n ðÿäû (4.4) ñõîäÿòñÿ
â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Hβ(Ω). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Hβ(Ω) (ñì.
(1.10)) äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∞∑
k=1

|ck(t)|2µ4
kλ

β
k <∞ è

∞∑
k=1

|(f, vk)(t)|2λβk <∞. (4.6)

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4.5) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü âòîðîãî ðÿäà â (4.6), ïðè-
÷¼ì ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè f êëàññó C{[0, T ]→Wα

2 (Ω)} ãàðàíòèðóåò åãî ðàâíîìåðíóþ ïî
t ∈ [0, T ] ñõîäèìîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ
ïî t ∈ [0, T ] ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ðÿäà â (4.6). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 4.1. Èç ýòîé
ëåììû è óñëîâèÿ (4.5) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ðÿä â (4.6) ìàæîðèðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì
ðÿäîì, ÷òî è îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ åãî ñõîäèìîñòü.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî h > 0 ñèìâîëîì Ωh ìû
îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî Ωh = {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > h}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü Ω
ïðèíàäëåæèò êëàññó Bτ , ãäå 0 < τ 6 1, è ïèñàòü Ω ∈ Bτ , åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|Ω \ Ωh| 6 consthτ , 0 < h < 1. (5.1)
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Äàëåå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Wα
p (Ω), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì

íåêîòîðîé ôóíêöèè èç Wα
p (Rn), êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì f.

Âñþäó íèæå â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f ∈Wα
2 (Ω), ãäå 0 < α < 1.

Äëÿ êàæäîãî h > 0 ÷åðåç χh îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà Ωh, ò.å.

χh(x) =

{
1, åñëè x ∈ Ωh,

0, åñëè x ∈ Rn \ Ωh.

Ââåä¼ì ôóíêöèè

P (x, h) = f(x)χ3h(x), Q(x, h) = f(x)[χ(x)− χ3h(x)], (5.2)

ãäå χ(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè Ω. Î÷åâèäíî, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè P (x, h)
ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè Ω3h, à íîñèòåëü ôóíêöèè Q(x, h)� â äîïîëíåíèè Ω \ Ω3h. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) = P (x, h) +Q(x, h), x ∈ Ω.

Ëåììà 5.1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ Rn òàêîãî, ÷òî |u| 6 h, ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
Rn

|P (x+ u, h)− P (x, h)|2 dx 6 consth2ατ/n‖f‖2Wα
2
. (5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (5.3) âåä¼òñÿ ôàêòè÷åñêè ïî îáëàñ-
òè Ωh. Ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

P (x+ u, h)− P (x, h) = f(x+ u)[χ3h(x+ u)− χ3h(x)] + χ3h(x)[f(x+ u)− f(x)].

Ïîýòîìó

‖P (x+ u, h)− P (x, h)‖L2(Rn) 6 ‖f(x+ u)[χ3h(x+ u)− χ3h(x)]‖L2(Rn) +

+ ‖χ3h(x)[f(x+ u)− f(x)]‖L2(Rn). (5.4)

Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.4) çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî
òåîðåìàì âëîæåíèÿ (ñì. [12, ãë. 9, � 9.6]), ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp1(Rn), ãäå p1 =
= 2n/(n− 2α). Ïîëîæèì p = p1/2. Òîãäà 1/p = 1− 2α/n, ò.å.

1

q
= 1− 1

p
=

2α

n
.

Â òàêîì ñëó÷àå ∫
Rn

|f(x+ u)[χ3h(x+ u)− χ3h(x)]|2 dx 6

6

(∫
Rn

|f(x+ u)|2p dx
)1/p(∫

Rn

|χ3h(x+ u)− χ3h(x)|2q dx
)1/q

. (5.5)

Ñîãëàñíî îöåíêå (5.1) îòñþäà ïîëó÷àåì∫
Rn

|f(x+ u)[χ3h(x+ u)− χ3h(x)]|2 dx 6 const|u|τ/q‖f‖2Wα
2
6 consth2ατ/n‖f‖2Wα

2
. (5.6)
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Äàëåå, ∫
Rn

|χ3h(x)[f(x+ u)− f(x)]|2 dx 6 const|u|2α‖f‖2Wα
2
6 consth2α‖f‖2Wα

2
. (5.7)

Ïîñêîëüêó τ < n, èç íåðàâåíñòâ (5.6) è (5.7) âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà (5.3).
Ëåììà 5.2. Äëÿ ëþáîãî h > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà∫

Ω

|Q(x, h)|2 dx 6 consth2ατ/n‖f‖2Wα
2
. (5.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì (5.2) è îöåíêîé (5.5), ïîëó÷èì∫
Rn

|f(x)[χ(x)− χ3h(x)]|2 dx 6

(∫
Rn

|f(x)|2p dx
)1/p(∫

Rn

|χ(x)− χ3h(x)|2q dx
)1/q

6 consthτ/q‖f‖2Wα
2
.

Òàê êàê 1/q = 2α/n, òî îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà (5.8). Ëåììà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk(h) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè P (x, h) è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç

Qk(h) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè Q(x, h).
Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω ∈ Bτ , ãäå 0 < τ 6 1.
Ëåììà 5.3. Ïóñòü f ∈ Wα

2 (Ω), ãäå 0 < α < 1. Òîãäà ïðè ëþáîì h > 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

|Pk(h)|2[φ(h
√
λk)− 1]2 6 consth2ατ/n‖f‖2Wα

2
. (5.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

E(x, h) =
1

ωn

∫
Sn−1

P (x+ hθ, h) dθ.

Î÷åâèäíî, ÷òî å¼ íîñèòåëü ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè Ω2h. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîé
ôóíêöèè:

Ek(h) =

∫
Ω

E(x, h)vk(x) dx =
1

ωn

∫
Ω

∫
Sn−1

P (x+ hθ, h)vk(x) dθ dx.

Ïðîâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

Ek(h) =
1

ωn

∫
Ω

∫
Sn−1

P (x, h)vk(x+ hθ) dθ dx.

Äàëåå ïðèìåíèì ôîðìóëó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ñì. [9, ôîðìóëà (1.1.2)]):

1

ωn

∫
Sn−1

vk(x+ hθ) dθ = φ(h
√
λk)vk(x),

ãäå
φ(t) = 2(n−2)/2Γ(n/2)t(2−n)/2J(n−2)/2(t). (5.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè E(x, h) ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå
Pk(h) ôóíêöèè P (x, h) ðàâåíñòâîì Ek(h) = Pk(h)φ(h

√
λk). Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ôóíêöèè

E(x, h)− P (x, h) =
1

ωn

∫
Sn−1

[P (x+ hθ, h)− P (x, h)] dθ
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ðàâíû Pk(h)[φ(h
√
λk)−1]. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè E(x, h)−P (x, h) ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ,

áóäåì èìåòü

‖E(x, h)− P (x, h)‖2L2(Ω) =

∞∑
k=1

|Pk(h)|2[φ(h
√
λk)− 1]2. (5.11)

Èç ëåììû 5.1 ñëåäóåò îöåíêà

‖E(x, h)− P (x, h)‖2L2(Ω) 6 consthατ/n‖f‖2Wα
2
,

èç êîòîðîé è ðàâåíñòâà (5.11) âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (5.9).
Ëåììà 5.4. Ïóñòü f ∈ Wα

2 (Ω), ãäå 0 < α < 1. Òîãäà ïðè ëþáîì h > 0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

|Qk(h)|2[φ(h
√
λk)− 1]2 6 consth2ατ/n‖f‖2Wα

2
. (5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå Qk(h) ôóíêöèè Q(x, h) â ñèëó îöåíêè (5.8)
è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∞∑
k=1

|Qk(h)|2 6 consth2ατ/n. (5.13)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(t), îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì (5.10), ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, âû-
ïîëíÿåòñÿ îöåíêà |φ(h

√
λk) − 1| 6 const, èç êîòîðîé è íåðàâåíñòâà (5.13) ñëåäóåò òðåáóåìàÿ

îöåíêà (5.12).
Ëåììà 5.5. Ïóñòü Ω ∈ Bτ , ãäå 0 < τ 6 1, è f ∈ Wα

2 (Ω), ãäå 0 < α < 1. Òîãäà ïðè
ëþáîì µ > 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∑

µ6
√
λk62µ

|fk|2 6 constµ−2ατ/n‖f‖2Wα
2
, (5.14)

ãäå fk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f = P +Q, òî èç ëåìì 5.3 è 5.4 ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
k=1

|fk|2[φ(h
√
λk)− 1]2 6 consth2ατ/n‖f‖2Wα

2
. (5.15)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà a > 0 è b > 0, äëÿ êîòîðûõ |φ(t) − 1| > b,
a 6 t 6 2a. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (5.15) ïîëó÷àåì∑
a6h
√
λk62a

|fk|2 6
1

b2

∑
a6h
√
λk62a

|fk|2[φ(h
√
λk)− 1]2 6

1

b2

∞∑
k=1

|fk|2[φ(h
√
λk)− 1]2 6 consth2ατ/n‖f‖2Wα

2
.

Äëÿ ëþáîãî µ > 0, ïîëîæèâ h = a/µ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (5.14).
Ëåììà 5.6. Ïóñòü Ω ∈ Bτ , ãäå 0 < τ 6 1, è f ∈ Wα

2 (Ω), ãäå 0 < α < 1. Òîãäà ïðè
ëþáîì β < ατ/n ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∞∑
k=1

|fk|2λβk 6 const ‖f‖2Wα
2
. (5.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñóììó â ëåâîé ÷àñòè îöåíêè (5.16) ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîãî ðàç-
áèåíèÿ:

∞∑
k=1

|fk|2λβk =
∑

06
√
λk<1

|fk|2λβk +
∞∑
m=0

∑
2m6

√
λk<2m+1

|fk|2λβk 6

6 ‖f‖2L2(Ω) + const

∞∑
m=0

22mβ
∑

2m6
√
λk<2m+1

|fk|2.
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Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé âíóòðåííåé ñóììå ëåììó 5.5 ñ µ = 22m, ïîëó÷àåì

∞∑
m=0

22mβ
∑

2m6
√
λk<2m+1

|fk|2 6 const ‖f‖2Wα
2

∞∑
m=0

22mβ2−2mατ/n = const ‖f‖2Wα
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïî óñëîâèþ îáëàñòü Ω èìååò êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó è
ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò êëàññó Bτ ïðè τ = 1. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3 âûòåêàåò èç
ëåììû 5.6, â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëîæèòü τ = 1.

Çàìå÷àíèå 5.1. Òåîðåìà 3 ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α èç èíòåðâàëà (0, 1)
êëàññû Ñîáîëåâà Wα

2 (Ω) ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì β < α/n ñîäåðæàòñÿ â îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ äðîáíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà: Wα
2 (Ω) ⊂ D((−∆)β/2).

Ïðè ýòîì îò ôóíêöèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ
êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Çàìå÷àíèå 5.2. Ïðèâåä¼ííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 íå èñïîëüçóåò òîò ôàêò,
÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.5). Ñëå-
äîâàòåëüíî, òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé, îòâå÷àþùèõ ïðîèçâîëüíîìó
ñàìîñîïðÿæ¼ííîìó ðàñøèðåíèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.
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Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1] èçó÷àëîñü íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâ¼ðòêè âèäà

uα(x) = a(x)

x∫
0

k(x− t)u(t) dt, x > 0, α > 0, (1)

âîçíèêàþùåå â èññëåäîâàíèÿõ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ïðè èçó÷åíèè èíôèëüòðàöèè
æèäêîñòè èç öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçåðâóàðà â èçîòðîïíóþ îäíîðîäíóþ ïîðèñòóþ ñðåäó; ïðè
îïèñàíèè ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí â òðóáàõ, íàïîëíåííûõ ãàçîì; ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è î íàãðåâàíèè ïîëóáåñêîíå÷íîãî òåëà ïðè íåëèíåéíîì òåïëîïåðåäàòî÷íîì ïðîöåññå; â
ìîäåëÿõ ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêè è äðóãèõ (ïîäðîáíåå ñì. â [2�4]). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â
ñâÿçè ñ óêàçàííûìè è äðóãèìè ïðèëîæåíèÿìè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåïðåðûâíûå
ïîëîæèòåëüíûå ïðè x > 0 ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).

Â äàííîé ðàáîòå â êîíóñå Q, îáðàçîâàííîì íåîòðèöàòåëüíûìè íåïðåðûâíûìè íà ïîëóîñè
[0,∞) âåùåñòâåííîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ u(0) = 0, èçó÷àåòñÿ
íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâ¼ðòêè

uα(x) = a(x)

x∫
0

k(x− t)u′(t) dt, x > 0, α > 0, (2)

òåñíî ñâÿçàííîå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñ óðàâíåíèåì (1).
Èññëåäîâàíèå îñíîâûâàåòñÿ íà íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæå-

íèé (àíàëîã ìåòîäà À. Áåëèöêîãî [5, 6]), ïîçâîëÿþùåé ïðè óäà÷íîì âûáîðå ìåòðèêè äîêàçû-
âàòü ãëîáàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé áåç îãðàíè÷åíèé íà èõ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (îïèñàíèå ìåòîäà Áåëèöêîãî è åãî ïðåèìóùåñòâ ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â
ìîíîãðàôèè [7, ãë. 3, ï. 3.1.3]).

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Áåëèöêîãî íåîäíîêðàòíî ïåðåîòêðûâàëñÿ è â ñâÿçè ñ ýòèì áûëà îïóá-
ëèêîâàíà ñòàòüÿ [8], â êîòîðîé îáîñíîâàí ïðèîðèòåò Áåëèöêîãî â ðàçðàáîòêå äàííîãî ìåòîäà.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ òî÷íûõ íèæíåé è âåðõíåé àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2)
ìû ñòðîèì âåñîâîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Pb è, ïðèìåíÿÿ àíàëîã ìåòîäà Áåëèö-
êîãî, äîêàçûâàåì ãëîáàëüíóþ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2) êàê â ïðîñòðàíñòâå Pb, òàê è âî âñ¼ì êëàññå íåïðåðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïðè x > 0
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ôóíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ìîæåò áûòü íàéäåíî â Pb ìåòîäîì ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïèêàðîâñêîãî òèïà. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïîëó÷åíû
îöåíêè ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â òåðìèíàõ âåñîâîé ìåòðèêè ïðîñòðàíñò-
âà Pb. Ïðèâåäåíû òàêæå ïðîñòûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

1. Ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé. Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé
ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâ¼ðòêè (2), â êîòîðîì
ÿäðî k(x) è êîýôôèöèåíò a(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

k ∈ C2[0,∞), k′(x) íå óáûâàåò íà [0,∞), k(0) = 0 è k′(0) > 0, (3)

a ∈ C1[0,∞), a(x) íå óáûâàåò íà [0,∞) è a(x) > 0 ïðè x > 0, (4)

ãäå ÷åðåç C1[0,∞) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ïîëóîñè
[0,∞) ôóíêöèé.

Â ñâÿçè ñ óêàçàííûìè âî ââåäåíèè ïðèëîæåíèÿìè è òåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò íåòðèâèàëüíûå
ðåøåíèÿ, ìû áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) â êîíóñå

Q1
0 = {u(x) ∈ C[0,∞)

⋂
C1(0,∞) : u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}

ïðîñòðàíñòâà C1(0,∞).
Íàðÿäó ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2) áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå èíòå-

ãðàëüíîå óðàâíåíèå

uα(x) = a(x)

x∫
0

k′(x− t)u(t) dt, x > 0, α > 0, (5)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî áóäåì èñêàòü â êîíóñå

Q0 = {u(x) ∈ C[0,∞) : u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}

ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[0,∞).
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Q êîíóñ, îáðàçîâàííûé íåîòðèöàòåëüíûìè íåïðåðûâíûìè íà [0,∞)

ôóíêöèÿìè, ò.å. Q = {u(x) ∈ C[0,∞) : u(x) > 0}.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (2) è (5) èìåþò íåòðè-

âèàëüíûå ðåøåíèÿ, äîêàæåì ñëåäóþùèå òðè ëåììû.
Ëåììà 1. Ïóñòü α > 0 è a(x), k(x) � íåîòðèöàòåëüíûå íåïðåðûâíûå íà ïîëóîñè [0,∞)

ôóíêöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2) èìåëî íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå êîíóñó Q, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

δ∫
0

k(t) dt > 0 äëÿ âñåõ δ > 0. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî
∫ δ

0 k(t) dt = 0
è òåì íå ìåíåå óðàâíåíèå (2) èìååò ðåøåíèå u(x) 6≡ 0. Òàê êàê ÿäðî k(x) íåîòðèöàòåëüíî è
íåïðåðûâíî, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî k(t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 δ. Íî òîãäà èç (2)
â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñâ¼ðòêè èìååì

uα(x) = a(x)

x∫
0

k(t)u′(x− t) dt = 0, åñëè 0 6 x 6 δ.

Çíà÷èò, u(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, δ], ïîýòîìó è u′(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, δ].
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Ïóñòü òåïåðü x ∈ [δ, 2δ]. Òîãäà 0 6 x−δ 6 δ è èç òîæäåñòâà (2), ïîñêîëüêó u′(t) = k(t) = 0
ïðè 0 6 t 6 δ, âûòåêàåò, ÷òî

uα(x) = a(x)

x∫
0

k(x− t)u′(t) dt = a(x)

x∫
δ

k(x− t)u′(t) dt = a(x)

x−δ∫
0

k(t)u′(x− t) dt = 0,

òàê êàê k(t) = 0 ïðè 0 6 t 6 x− δ 6 δ. Çíà÷èò, u(x) ≡ 0 è ïðè x ∈ [δ, 2δ].
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî u(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, 2δ]. Ïðîäîëæàÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ äàëåå,

çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî u(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, nδ], à çíà÷èò,
u(x) ≡ 0 íà [0,∞), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî u(x) 6≡ 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (6), íåîáõîäèìîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî íåîòðèöàòåëü-
íîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2), âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÿäðà k(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ (3).

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé (2), (5), çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
u(x) ∈ Q ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) ïðè a(x) = 1, òî äëÿ ëþáîãî
δ > 0 êàæäûé èç å¼ ñäâèãîâ

uδ(x) =

{
u(x− δ), åñëè x > δ,

0, åñëè x 6 δ,

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5), ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé
ôóíêöèé uδ(x) â ýòî óðàâíåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (5) ìîæåò èìåòü â êîíóñå Q êîí-
òèíóóì íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó, ÷òîáû çàäà÷ó îòûñêàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (5) ñäåëàòü êîððåêòíîé è â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ïðè x > 0 ðåøåíèÿ, áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (5) â êîíóñå Q0.

Ýòî çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2).
Ëåììà 2. Ïóñòü α > 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (4). Åñëè u(x) ∈ Q0 � ðåøåíèå èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5), òî ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé íà (0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) ∈ Q0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) è x1, x2 ∈ [0,∞) � ïðîèç-
âîëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî x1 < x2. Òàê êàê k′(x) íå óáûâàåò íà [0,∞) è íåîòðèöàòåëüíà, òî
ñâ¼ðòêà

(k′ ∗ u)(x) =

x∫
0

k′(x− t)u(t) dt

òàêæå íå óáûâàåò, ïîñêîëüêó

(k′ ∗ u)(x2)− (k′ ∗ u)(x1) =

x1∫
0

[k′(x2 − t)− k′(x1 − t)]u(t) dt+

x2∫
x1

k′(x2 − t)u(t) dt > 0.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ uα(x), ÿâëÿÿñü, ñîãëàñíî (5), ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåóáûâàþùèõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ôóíêöèé, òàêæå íå óáûâàåò íà [0,∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà ôóíêöèÿ u(x) íå óáûâàåò
è ïîýòîìó ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà íà ïîëóîñè [0,∞).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå u(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà (0,∞)
ôóíêöèåé. Òàê êàê ïî óñëîâèþ k ∈ C2[0,∞), òî ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (5) äèôôåðåíöèðóåìà
è â ñèëó ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè ñâ¼ðòêè [3, � 17] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( x∫
0

k′(x− t)u(t) dt

)′
=

x∫
0

k′′(x− t)u(t) dt+ k′(0)u(x) =

x∫
0

k′′(t)u(x− t) dt+ k′(0)u(x). (7)
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(x) íå óáûâàåò, à ôóíêöèÿ k′′(x) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà íà [0,∞),
òî â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñâ¼ðòêè [3, òåîðåìà 17.9] ïðîèçâîäíàÿ (7) íåïðåðûâíà íà
[0,∞). Íî òîãäà ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (5), ÷òî âëå÷¼ò
çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé u′(x) ïðè x > 0, òàê êàê

u′(x) = α−1u1−α(x)

[
a′(x)

x∫
0

k′(x− t)u(t)dt+ a(x)

( x∫
0

k′′(t)u(x− t) dt+ k′(0)u(x)

)]
.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4). Òîãäà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (5) ïðè
0 < α 6 1 èìååò â êîíóñå Q ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(x) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè α = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû 3 î÷åâèäíî, ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì,
÷òî 0 < α < 1. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî óðàâíåíèå (5) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
u(x) ∈ Q. Òîãäà íàéä¼òñÿ x0 > 0 òàêîå, ÷òî u(x0) > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî u(0) = 0. Ïîëîæèì

xn = inf{x : 0 6 x 6 x0 è u(x) = 2−nu(x0)}.

Òîãäà u(xn) = 2−nu(x0) è â ñèëó ëåììû 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî u(t) 6 u(xn) ïðè t < xn.
Ïîëîæèì lim

n→∞
xn = q. Òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: q = 0 è q > 0.

1) Ïóñòü q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî

uα(xn) = a(xn)

xn∫
0

k′(xn − t)u(t) dt 6 a(xn)u(xn)

xn∫
0

k′(xn − t) dt = a(xn)u(xn)k(xn),

èëè (u(xn))α−1 6 a(xn)k(xn). Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ñ
ó÷¼òîì òîãî, ÷òî u(0) = 0, k(0) = 0 è α− 1 < 0, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: ∞ 6 0.

2) Ïóñòü q > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ xn ñëåäóåò, ÷òî q 6 xn ïðè ëþáîì n ∈ N è u(t) ≡ 0 ïðè
t 6 q. Â ñàìîì äåëå, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞ â ðàâåíñòâå u(xn) = 2−nu(x0), ïîëó÷àåì
u(q) = 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ u(x) íå óáûâàåò íà [0,∞) è u(0) = u(q) = 0, òî u(t) ≡ 0 äëÿ
âñåõ t 6 q. Ïîýòîìó èç (5) èìååì

uα(xn) = a(xn)

q∫
0

k′(xn − t)u(t) dt+ a(xn)

xn∫
q

k′(xn − t)u(t) dt = a(xn)

xn∫
q

k′(xn − t)u(t) dt 6

6 a(xn)u(xn)

xn∫
q

k′(xn − t) dt = a(xn)u(xn)

xn−q∫
0

k′(t)dt = a(xn)u(xn)k(xn − q).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(u(xn))α−1 6 a(xn)k(xn − q).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî u(xn) = 2−nu(x0)→ 0,
k(0) = 0 è α− 1 < 0, ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå: ∞ 6 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (2) è (5) íå èìååò ñìûñëà èññëåäîâàòü ïðè 0 < α 6 1,
ïîýòîìó âñþäó äàëåå áåç îãîâîðîê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α > 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2)
è èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (5).

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4). Åñëè u(x) ∈ Q1
0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòå-

ãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2), òî u(x) ïðèíàäëåæèò êîíóñó Q0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5). Îáðàòíî, åñëè óðàâíåíèå (5) èìååò ðåøåíèå u(x) ∈ Q0,
òî u(x) ïðèíàäëåæèò êîíóñó Q1

0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) ∈ Q1
0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2). Òàê êàê Q1

0 ⊂ Q0,
òî u(x) ∈ Q0. Ïîñêîëüêó k(0) = 0 è u(0) = 0, òî, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â óðàâíåíèè (2) ïî
÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

uα(x) = a(x)

x∫
0

k(x− t) du(t) = a(x)

x∫
0

u(t)k′(x− t) dt,

ò.å. ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5).
Îáðàòíî, ïóñòü u(x) ∈ Q0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 2,

ôóíêöèÿ u(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1(0,∞), à çíà÷èò, u(x) ∈ Q1
0. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî

êîììóòàòèâíîñòè ñâ¼ðòêè, ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ðàâåíñòâà k(0) = u(0) = 0,
èç óðàâíåíèÿ (5) èìååì

uα(x) = a(x)

x∫
0

k′(t)u(x− t) dt = a(x)

x∫
0

k(t)u′(x− t) dt = a(x)

x∫
0

k(x− t)u′(t) dt,

ò.å. ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2). Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 4 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíóñå Q1

0 ðåøåíèÿ èíòå-
ãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå â êîíóñå Q0 ðå-
øåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5). Êðîìå òîãî, èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (2) è (5)
èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ñòàòüè îñíîâûâàåòñÿ íà àïðèîðíûõ îöåíêàõ
ñíèçó è ñâåðõó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíåé àïðèîðíîé îöåíêè ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà (ñì.,
íàïðèìåð, [3, ëåììà 17.1]):

x∫
0

v(x− t)w(t) dt 6

x∫
0

v(t)w(t ) dt, x > 0, (8)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ íåóáûâàþùèõ íà [0,∞) ôóíêöèé v(x) è w(x).
Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4). Åñëè ôóíêöèÿ u(x) ∈ Q0 ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5), òî u(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

F (x) 6 u(x) 6 G(x), (9)

ãäå

F (x) =

(
α− 1

α
k′(0)

)1/(α−1)

a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

,

G(x) =

(
α− 1

α

)1/(α−1)

a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t)k′(t) dt

)1/(α−1)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) ∈ Q0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5). Òàê êàê ïðè x = 0 íåðàâåí-
ñòâà (9) îáðàùàþòñÿ â î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà, òî áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî x > 0.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåâîå íåðàâåíñòâî â (9). Òàê êàê a(x) > 0 è k′(x) íå óáûâàåò íà [0,∞),
òî èç òîæäåñòâà (5) èìååì

u(x) >

(
k′(0)a(x)

)1/α( x∫
0

u(t) dt

)1/α

, x > 0, (10)
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîñêîëüêó k′(0) > 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0,

u(t)

( t∫
0

u(s) ds

)−1/α

>

(
k′(0)a(t)

)1/α

, t > 0.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò 0 äî x, ïîëó÷àåì( x∫
0

u(t) dt

)(α−1)/α

>
α− 1

α
(k′(0))1/α

x∫
0

a1/α(t) dt, x > 0,

îòêóäà ( x∫
0

u(t) dt

)1/α

>

(
α− 1

α

)1/(α−1)

(k′(0))1/[α(α−1)]

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

, x > 0. (11)

Òîãäà ëåâîå íåðàâåíñòâî â (9) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ (10) è (11).
Äîêàæåì òåïåðü ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (9). Òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ (3) è ëåììû 1 ôóíêöèè

k′(x) è u(x) íå óáûâàþò íà [0,∞), òî âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà (8) èç òîæäåñòâà (5)
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

uα(x) = a(x)

x∫
0

k′(x− t)u(t) dt 6 a(x)

x∫
0

k′(t)u(t) dt, x > 0,

ò.å.

u(x) 6 a1/α(x)

( x∫
0

k′(t)u(t) dt

)1/α

, x > 0. (12)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîñêîëüêó k′(t) > 0 è u ∈ Q0, ñëåäóåò, ÷òî

k′(t)u(t)

( t∫
0

k′(s)u(s) ds

)−1/α

6 k′(t)a1/α(t), t > 0.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò 0 äî x, áóäåì èìåòü( x∫
0

k′(s)u(s) ds

)(α−1)/α

6
α− 1

α

x∫
0

k′(t)a1/α(t) dt, x > 0,

îòêóäà ( x∫
0

k′(t)u(t) dt

)1/α

6

(
α− 1

α

x∫
0

k′(t)a1/α(t) dt

)1/(α−1

, x > 0. (13)

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (9) � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ (12) è (13).
Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 5 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) åñòåñòâåííî èñêàòü â
êëàññå

P = {u ∈ C[0,∞) : F (x) 6 u(x) 6 G(x)},
ãäå ôóíêöèè F (x) è G(x) îïðåäåëåíû â ëåììå 5, à ôóíêöèè k(x) è a(x) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (3) è (4) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó ëåììû 4 óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5 ñïðàâåäëèâû è äëÿ óðàâíåíèÿ (2).
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Ïðèìåð. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

u∗(x) =

(
α− 1

α
p

)1/(α−1)

a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ïðè k(x) = px, ãäå p > 0 � ëþáîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè k(x) = px, òî ïðè âñåõ x ∈ [0,∞) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà F (x) = u∗(x) =
= G(x), êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5),
äîêàçàííûå â ëåììå 5, ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå òî÷íûìè.

2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïðè α > 1. Îïðåäåëèì íåëèíåéíûé
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòêè T ðàâåíñòâîì

(Tu)(x) =

(
a(x)

x∫
0

k′(x− t)u(t) dt

)1/α

, x > 0, α > 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4). Òîãäà êëàññ P èíâàðèàíòåí îòíîñè-
òåëüíî íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà T, ò.å. T : P → P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ P. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà è Tu ∈ P, ò.å. Tu ∈ C[0,∞)
è F (x) 6 (Tu)(x) 6 G(x).

1) Òàê êàê ôóíêöèè k′(x), a(x) íåîòðèöàòåëüíû è ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C[0,∞),
à 1/α > 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð T íà êëàññå ôóíêöèé u ∈ P îïðåäåë¼í êîððåêòíî è
Tu ∈ C[0,∞).

2) Ïîêàæåì, ÷òî (Tu)(x) > F (x). Ïîñêîëüêó a(x), k′(x) íåîòðèöàòåëüíû, k′(x) íå óáû-
âàåò è u(x) > F (x), òî

[(Tu)(x)]α = a(x)

x∫
0

k′(x− t)u(t) dt > a(x)

x∫
0

k′(x− t)F (t) dt > k′(0)a(x)

x∫
0

F (t) dt =

= k′(0)a(x)

(
α− 1

α
k′(0)

)1/(α−1)
x∫

0

a1/α(t)

( t∫
0

a1/α(s) ds

)1/(α−1)

dt = [F (x)]α,

ò.å. (Tu)(x) > F (x).
3) Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî (Tu)(x) 6 G(x). Òàê êàê a(x), k′(x) íåîòðèöàòåëüíû è u(x) 6

6 G(x), à ôóíêöèè k′(x) è G(x) íå óáûâàþò íà [0,∞), òî â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà (8)
ïîëó÷àåì

[(Tu)(x)]α = a(x)

x∫
0

k′(x− t)u(t) dt 6 a(x)

x∫
0

k′(x− t)G(t) dt 6

6 a(x)

x∫
0

k′(t)G(t) dt = a(x)

(
α− 1

α

)1/(α−1)
x∫

0

a1/α(t)k′(t)

( t∫
0

a1/α(s)k′(s) ds

)1/(α−1)

dt =

= a(x)

(
α− 1

α

)1/(α−1)α− 1

α

( x∫
0

a1/α(s)k′(s) ds

)α/(α−1)

= [G(x)]α,

ò.å. (Tu)(x) 6 G(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà T (ò.å. (Tu)(x) 6 (Tv)(x), åñëè u(x) 6 v(x)) íåòðóäíî

(ñð. [9, òåîðåìà 3.1]) ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un = Tun−1, n ∈ N, u0(x) = F (x),
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ñõîäèòñÿ (êàê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ôóíêöèåé
G(x)) ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5), ïðè÷¼ì [9, òåîðåìà 4.1] ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå Q0.

Íàøà öåëü � íàéòè íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (2), ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé, è óñòàíîâèòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ê ýòîìó ðåøåíèþ
â òåðìèíàõ ìåòðèêè ââîäèìîãî íèæå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) áóäåò îñíîâàíî íà ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ îòîá-
ðàæåíèé, è äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íàì íóæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Ââåä¼ì â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé:

Pb = {u(x) ∈ C[0, b] : F (x) 6 u(x) 6 G(x)},

ãäå ôóíêöèè F (x) è G(x) îïðåäåëåíû â ëåììå 5, à b > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Â ñèëó âîëüòåððîâîñòè îïåðàòîðà T èç òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4), òî êëàññ Pb èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî

èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà T.
Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî ÷èñëî β > 0 è çàäàäèì íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Pb×Pb ôóíêöèþ

ρb ôîðìóëîé

ρb(u1, u2) = sup
0<x6b

|u1(x)− u2(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

, β > 0. (14)

Ïîñêîëüêó eβx > 1 è |u1(x) − u2(x)| 6 G(x)− F (x) äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ Pb, òî ñ ó÷¼òîì
òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ k′(x) íå óáûâàåò, äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, b] ïîëó÷àåì

|u1(x)− u2(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t)dt

)−1/(α−1)

6
G(x)− F (x)

a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t)dt

)−1/(α−1)

6

6

(
α− 1

α

)1/(α−1)a1/α(x)

a1/α(x)

[( x∫
0

a1/α(t)k′(t) dt

)1/(α−1)

− (k′(0))1/(α−1)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)]
×

×
( x∫

0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

6

(
α− 1

α

)1/(α−1)

[(k′(x))1/(α−1) − (k′(0))1/(α−1)].

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ Pb âåëè÷èíà ρb(u1, u2) êîíå÷íà:

ρb(u1, u2) 6

(
α− 1

α

)1/(α−1)

[(k′(b))1/(α−1) − (k′(0))1/(α−1)] ≡ cb <∞,

ò.å. ρb � ôóíêöèÿ èç Pb × Pb â [0, cb]. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ρb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå Pb.

Ëåììà 6. Ìíîæåñòâî Pb ñ ìåòðèêîé ρb ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {un} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç Pb. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N = N(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ m,n > N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ρb(um, un) < ε, ò.å.

|um(x)− un(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

< ε (15)
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äëÿ âñåõ m,n > N è ëþáîãî x ∈ (0, b]. Òàê êàê

a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

eβx 6 a1/α(b)

( b∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

eβb ≡M,

òî

|um(x)− un(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

>
1

M
|um(x)− un(x)|.

Ïîýòîìó âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (15) èìååì: |um(x)−un(x)| 6Mε äëÿ âñåõ m,n > N è ëþáîãî
x ∈ [0, b] (çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî um(0) = un(0) = 0), ò.å. {un} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â C[0, b]. Â ñèëó ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C[0, b] ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ u ∈ C[0, b] òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

un(x) = u(x). (16)

Ïîêàæåì, ÷òî u ∈ Pb. Òàê êàê {un} ⊂ Pb, òî äëÿ âñåõ n è ëþáîãî x ∈ [0, b] âûïîëíÿåòñÿ
äâîéíîå íåðàâåíñòâî

F (x) 6 un(x) 6 G(x).

Ïåðåõîäÿ â í¼ì ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà (16) ïîëó÷àåì: F (x) 6 u(x) 6 G(x),
ò.å. u ∈ Pb.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un(x)} ê ôóíêöèè u(x) ïî ìåòðèêå
ρb. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (15) ê ïðåäåëó ïðè m→∞, èìååì

|u(x)− un(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

< ε

äëÿ âñåõ n > N è ëþáîãî x ∈ (0, b], ò.å. ρb(un, u) < ε äëÿ âñåõ n > N, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ëåììà äîêàçàíà.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî åñëè âî ìíîæåñòâå Pb ôóíêöèé ââåñòè ìåòðèêó (14), òî îíî ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçàëè (ñì. ñëåäñòâèå âûøå),
÷òî íåëèíåéíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòêè T äåéñòâóåò èç Pb â Pb.

Âûáåðåì òåïåðü äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî c ∈ (0, b) òàêîå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

k′(c) < αk′(0). (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ÷èñëî c ñóùåñòâóåò, òàê êàê k′(0) > 0, k′(x) íåïðåðûâíà è α > 1.
Ïîëîæèì

β =
1

k′(0)
sup
c6x6b

k′(x)− k′(0)

x
. (18)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñð. [10]).
Ëåììà 7. Ïóñòü ÿäðî k(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, b] ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî
k′(x)e−βx 6 k′(c), (19)

ãäå ÷èñëà c è β îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì (17) è ôîðìóëîé (18) ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k′(x) ≡ const, òî β = 0 è íåðàâåíñòâî (19) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñò-

âî. Ïóñòü k′(x) 6≡ const. Òîãäà β > 0 â ñèëó óñëîâèÿ (3). Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ.
1) Ïóñòü 0 6 x 6 c. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ k′(x) íå óáûâàåò è β > 0, èìååì

k′(x)e−βx 6 k′(x) 6 k′(c), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
2) Ïóñòü c 6 x 6 b. Â ýòîì ñëó÷àå

k′(x) = k′(0) + k′(0)x
1

k′(0)

k′(x)− k′(0)

x
6 k′(0)[1 + xβ] 6 k′(0)eβ x.
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Ñëåäîâàòåëüíî, k′(x) 6 k′(0)eβx 6 k′(c)eβx, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî k′(x)e−βx 6 k′(c) äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ [c, b]. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (4). Òîãäà îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç Pb â Pb
è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ Pb âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρb(Tu2, Tu1) 6
k′(c)

αk′(0)
ρb(u2, u1), (20)

ãäå ÷èñëî c îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (17).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç Pb â Pb, óñòàíîâëåíî â ñëåäñòâèè

âûøå. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (20), ò.å. ÷òî îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ â ñèëó íåðàâåíñòâà (17) ñæè-
ìàþùèì. Ïóñòü u1, u2 ∈ Pb è x ∈ (0, b]. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ ëþáûõ z1, z2 > 0 èìååì

z
1/α
1 − z1/α

2 =
1

α
Θ1/α−1(z1 − z2),

ãäå Θ � íåêîòîðîå ÷èñëî, ëåæàùåå ìåæäó z1 è z2. Ïîýòîìó, åñëè z1 > z0 è z2 > z0, ãäå
z0 > 0, òî Θ > z0 è, çíà÷èò,

|z1/α
1 − z1/α

2 | 6 1

α

|z1 − z2|
z

(α−1)/α
0

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è òî, ÷òî (Tu1)(x) > F (x) è (Tu2)(x) > F (x), äëÿ âñåõ x ∈ (0, b]
èìååì

|(Tu2)(x)− (Tu1)(x)| =

=

∣∣∣∣(a(x)

x∫
0

k′(x− t)u2(t) dt

)1/α

−
(
a(x)

x∫
0

k′(x− t)u1(t) dt

)1/α∣∣∣∣ 6
6

1

α
(Fα(x))(1−α)/α

∣∣∣∣a(x)

x∫
0

k′(x− t)[u2(t)− u1(t)] dt

∣∣∣∣ 6
6

1

α

(
α− 1

α
k′(0)

)−1

a(1−α)/α(x)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1

a(x)

x∫
0

k′(x− t)|u2(t)− u1(t)| dt.

Èòàê,

|(Tu2)(x)− (Tu1)(x)| 6 a1/α(x)

(α− 1)k′(0)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1
x∫

0

k′(x− t)|u2(t)− u1(t)| dt. (21)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî x > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|u2(x)− u1(x)| = a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

eβx
|u2(x)− u1(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

6

6 a1/α(x)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

eβxρb(u2, u1),

òî âñëåäñòâèå îöåíêè (21) ñ ó÷¼òîì ëåììû 5 ïîëó÷àåì

|(Tu2)(x)− (Tu1)(x)| 6

6
a1/α(x)ρb(u2, u1)

(α− 1)k′(0)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1
x∫

0

k′(x− t)a1/α(t)

( t∫
0

a1/α(s) ds

)1/(α−1)

eβt dt =
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=
a1/α(x)ρb(u2, u1)eβx

(α− 1)k′(0)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1
x∫

0

k′(x− t)e−β(x−t)a1/α(t)

( t∫
0

a1/α(s) ds

)1/(α−1)

dt 6

6
k′(c)a1/α(x)ρb(u2, u1)eβx

(α− 1)k′(0)

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1α− 1

α

( x∫
0

a1/α(s) ds

)α/(α−1)

=

=
k′(c)

αk′(0)
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)1/(α−1)

ρb(u2, u1).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ (0, b] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|(Tu2)(x)− (Tu1)(x)|
a1/α(x)eβx

( x∫
0

a1/α(t) dt

)−1/(α−1)

6
k′(c)

αk′(0)
ρb(u2, u1),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (20). Ïîñêîëüêó â ñèëó íåðàâåíñòâà (17) êîýôôèöèåíò
k′(c)/[αk′(0)] â íåðàâåíñòâå (20) ìåíüøå åäèíèöû, òî îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (4), òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (5) èìååò â
êîíóñå Q0 (è â êëàññå Pb ïðè ëþáîì b > 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ìîæåò
áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê íåìó ïî ìåò-
ðèêå (14) ïðè ëþáîì b <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (5) â îïåðàòîðíîì âèäå: u = Tu. Èç ëåììû 6 è
òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, èç
êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Pb ïðè ëþáîì b > 0 è ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê íåìó ïî ìåòðèêå (14) ïðè ëþáîì b <∞.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êîíóñå Q0. Èç åäèíñòâåííîñòè
è íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) â êàæäîì êëàññå Pb âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ b2 > b1
ðåøåíèå ub2 ∈ Pb2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ ub1 ∈ Pb1 . Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç un(x) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) â êëàññå Pn, òî ôóíêöèÿ u(x) = un(x)
ïðè x ∈ [n, n + 1], n ∈ N, áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) â êîíóñå Q0. Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâîâàíèå â êîíóñå Q0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) óñòàíîâëåíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü åãî åäèí-
ñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîíóñå ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ u1(x) è u2(x) óðàâíåíèÿ
(5). Ïîñêîëüêó äëÿ ýòèõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâû àïðèîðíûå îöåíêè (9), ò.å. F (x) 6 ui(x) 6 G(x),
x ∈ [0,∞), i = 1, 2, òî ñóæåíèå êàæäîãî èç ýòèõ ðåøåíèé íà ëþáîé îòðåçîê [0, b] ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) â êëàññå Pb. Ïîýòîìó, åñëè áû u1(x) 6= u2(x), òî íàøëîñü áû b >
> 0, ïðè êîòîðîì â êëàññå Pb óðàâíåíèå (5) èìåëî áû äâà ðåøåíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3, èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (5)
è (2), óñòàíîâëåííóþ â ëåììå 4, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (4), òî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
òèïà ñâ¼ðòêè ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ (2) èìååò â êîíóñå Q1

0 (è â êëàññå Pb ïðè ëþ-
áîì b > 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x). Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (9),
è åãî ìîæíî íàéòè â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Pb ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé ïî ôîðìóëå un = Tun−1, n ∈ N, ñî ñõîäèìîñòüþ ïî ìåòðèêå (14), â êîòîðîé
÷èñëà c è β îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì (17) è ôîðìóëîé (18). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

ρb(un, u
∗) 6

qn

1− q
ρb(Tu0, u0), n ∈ N,

ãäå q = k′(c)/(αk′(0)) < 1, à u0(x) ∈ Pb � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ).
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Ïðèâåä¼ì òåïåðü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
1. Åñëè k(x) = px, p > 0, a(x) = 1, òî óðàâíåíèå (2) èìååò â êîíóñå Q1

0 åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå

u(x) =

(
α− 1

α
px

)1/(α−1)

.

2. Åñëè k(x) = ex−1, a(x) = 1, òî óðàâíåíèå (2) èìååò â êîíóñå Q1
0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(x) = (e[(α−1)/α]x − 1)1/(α−1).
3. Åñëè α = 2, k(x) = ex−1, a(x) = e2x, òî óðàâíåíèå (2) èìååò â êîíóñå Q1

0 åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u(x) = 2e3x/2(ex/2 − 1).
4. Åñëè α = 2, k(x) = ex−1, a(x) = x2, òî óðàâíåíèå (2) èìååò â êîíóñå Q1

0 åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u(x) = (2ex/2 − x− 2)x.
Â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ ÿäðà k(x) è êîýôôèöèåíòû a(x) óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâà-

íèÿì óñëîâèé (3), (4).
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óñëîâèÿ òåîðåìû 4 íå âûïîëíÿþòñÿ, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå (2) ìîæåò ëèáî íå èìåòü íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ëèáî èìåòü êîíòèíóóì íåòðèâèàëüíûõ
ðåøåíèé. Íàïðèìåð, åñëè α = 1 è k(x) = x, òî óðàâíåíèå (2) ïðè a(x) = 1 íå èìååò â êîíóñå
Q1

0 ðåøåíèé. Åñëè α = 1 è k(x) = 1, òî óðàâíåíèå (2) ïðè a(x) = 1 èìååò â êîíóñå Q1
0 êîí-

òèíóóì ðåøåíèé u(x) = Axq, ãäå A è q � ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè æå k(x) = 1,
a(x) = ex, òî óðàâíåíèå (2) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(x) ≡ 0.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, ñëåäóÿ ðàáîòå [11], ìîæíî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè
íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ âèäà (2) ñ íåîäíîðîäíîñòüþ f(x) â ëèíåéíîé ÷àñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé (ïðîåêò 18-41-200001) è ïóáëèêóåòñÿ â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ Äîïîëíèòåëüíûì ñîãëàøåíèåì îò 07.07.2020 � 075-03-2020-239/2 ðååñòð � 248
ÊÁÊ 01104730290059611.
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Ââåäåíèå. Øèðîêèé êëàññ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíà-
íèÿ, ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèé, ýêîíîìèêè, ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè � ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè (ÑÄÓ).

Íàèáîëåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ êëàññ ÑÄÓ, èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîñòåé â êîòîðûõ ñëóæèò
âèíåðîâñêèé ïðîöåññ: ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé (äèôôóçèîííûå ïðîöåññû) â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè òðàåêòîðèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè òðàåê-
òîðèé, ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå â ðàìêàõ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ïîäõîäÿùèì äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, íå èìåþùèõ ñêà÷êîâ.

Êëàññè÷åñêèå äèôôóçèîííûå ïðîöåññû îáëàäàþò õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì: äèñïåðñèÿ îò-
êëîíåíèÿ ïðîöåññà çà âðåìÿ ∆t îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ∆t; òàêèå ïðî-
öåññû íàçûâàþò íîðìàëüíîé äèôôóçèåé. Îäíàêî, íàïðèìåð, äëÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèè â òóðáó-
ëåíòíûõ ñðåäàõ èëè äèôôóçèè áåëêà â ìîëåêóëå ÄÍÊ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé äèñïåðñèÿ
îòêëîíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ∆tµ, µ > 1. Ïðîöåññû ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè (èõ íàçûâàþò ïðî-
öåññàìè ñóïåðäèôôóçèè), êàê è ïðîöåññû ñî ñêà÷êàìè, íåâîçìîæíî îïèñàòü â ðàìêàõ íîðìàëü-
íîé äèôôóçèè, íî îíè ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîöåññîâ Ëåâè è áîëåå îáùèõ ìàðêîâñêèõ
ïðîöåññîâ � ïðîöåññîâ òèïà Ëåâè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Êàê â ïðèëîæåíèÿõ, òàê è â ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ íå
ñòîëüêî ñàìèì ïðîöåññîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûìè åãî õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîýòîìó ñâÿçü ìåæ-
äó ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è îòâå÷àþùèìè èì äåòåðìèíèðîâàííûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ
âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
íàïðàâëåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íàèáîëåå èññëåäîâàííîé ýòà ñâÿçü îñòà¼òñÿ äëÿ äèô-
ôóçèîííûõ ïðîöåññîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óðàâíåíèé äëÿ õàðàêòåðèñòèê, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñïîñîáû ïåðåõîäà îò ÑÄÓ ê óðàâíåíèÿì äëÿ âåðî-
ÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê íà ïðèìåðå êëàññà óðàâíåíèé, èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîñòè â êîòîðûõ
ñëóæàò ïðîöåññû Ëåâè. Îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ, îòëè÷àþùàÿ èõ îò äèô-
ôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìûå äåòåðìèíèðîâàííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè (ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè). Ìû îáñóæäàåì ñëåäóþùèå
îñíîâíûå ïîäõîäû.

1. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñòîõàñòè÷åñêîì èíòåãðàëå Èòî (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]) � â í¼ì
ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè òèïà óñðåäíåíèÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè îò èçó÷àåìîãî ïðî-
öåññà è íà îñíîâå ôîðìóëû Èòî âûâîäèòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûáðàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Èìååò ìåñòî è îáðàòíàÿ ñâÿçü: îò óðàâíåíèé
äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ê ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (ñì, íàïðèìåð, [6, 7]).
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2. Ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê â ïðåä-
ïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ òð¼õ ïðåäåëîâ äëÿ èçó÷àåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà: ïðåäåëîâ ïðè
∆t→ 0 äëÿ �ïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåíòîâ� ïðè óñëîâèè áëèçîñòè çíà÷åíèé ïðîöåññà â ìîìåíòû
âðåìåíè t è t + ∆t (ñì. óñëîâèÿ (9), (10) íèæå) è ïðåäåëà (11), îòâå÷àþùåãî çà ñâîéñòâà
íåïðåðûâíîñòè ïðîöåññà (ñì., íàïðèìåð, [2, 8]).

3. Ïîëóãðóïïîâîé ïîäõîä, óñòàíàâëèâàþùèé ñâÿçü ìåæäó îäíîðîäíûìè ìàðêîâñêèìè ïðî-
öåññàìè è ïåðåõîäíûìè ïîëóãðóïïàìè ýòèõ ïðîöåññîâ (ìàðêîâñêèìè, ôåëëåðîâñêèìè, Ëåâè)
(ñì., íàïðèìåð, [9�12]).

4. Ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷åðåç ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (â îáùåì ñëó÷àå îáîáù¼ííîãî) ïåðåõîäíîé ôóíêöèè
ïðîöåññà. Â ýòîì ïîäõîäå, ïðèìûêàþùåì ê ïðåäûäóùåìó, ôîðìóëà Ëåâè�Õèí÷èíà äëÿ áåç-
ãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå Ôóðüå-îáðàçà ãåíåðàòîðà
ïåðåõîäíîé ïîëóãðóïïû â ôîðìå ïîëèíîìà âòîðîãî ïîðÿäêà è íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî ñëà-
ãàåìîãî, îòâå÷àþùåãî çà ïîâåäåíèå ïðîöåññà ïðè íàëè÷èè ðàçðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

Ìåæäó âñåìè ýòèìè ïîäõîäàìè ñóùåñòâóþò ãëóáîêèå è íå âñåãäà î÷åâèäíûå ñâÿçè, íå âñå èç
êîòîðûõ èçó÷åíû â æåëàåìîé ïîëíîòå, íåñìîòðÿ íà îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ
èññëåäîâàíèþ óêàçàííûõ âîïðîñîâ. Íàïðèìåð, êàê ìû óâèäèì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îäíà è òà
æå ôóíêöèÿ â ïåðâîì ïîäõîäå îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïðîöåññà,
âî âòîðîì ìîæåò ñëóæèòü â ðîëè ïðîáíîé ôóíêöèè ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ
îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé, à â òðåòüåì � íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè äåéñòâèè ïîëóãðóïïû.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ïóíêòîâ. Â ï. 1 äàíû îòâåòû íà âîïðîñû, ÷òî ñëåäóåò ïîíèìàòü
ïîä ÑÄÓ, èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîñòè â êîòîðîì ñëóæèò ïðîöåññ Ëåâè, è êàêîâû óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ï. 2 íà îñíîâå îáîáùåíèÿ ôîðìóëû Èòî íà ñëó÷àé ðàç-
ðûâíûõ ïðîöåññîâ âûâåäåíî îáðàòíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñò-
íîé õàðàêòåðèñòèêè âèäà g(t, x) := Et,x[h(X(T ))], îïðåäåëÿåìîé â îáùåì ñëó÷àå áîðåëåâñêîé
ôóíêöèåé h îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X = {X(t) : t ∈ [0, T ]}. Â ï. 3 îáñóæäàåòñÿ ïîäõîä, îñíî-
âûâàþùèéñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè òð¼õ ïðåäåëîâ. Ðàññìîòðåííûé çäåñü ïðèìåð
ïîçâîëèë ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòè îáîáù¼ííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðè òðàêòîâêå
óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà X. Â ï. 4 ïîêàçàíî, êàê ìåòîäàìè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ãåíåðàòîð ïåðåõîäíîé ïîëóãðóïïû {S(t) : t > 0}
ïðîöåññà X, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì. Íà îñíîâå ýòîãî çàïè-
ñàíî óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà âèäà u(t, x) := S(t)h(x) è ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó
ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè õàðàêòåðèñòèêè g(t, x) è îïðåäåëÿþùåé å¼ ôóíêöèè h(x).

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîÿñíèòü ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ, ìîäåëèðóåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè äëÿ èõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëóãðóïïàìè îïåðàòîðîâ, îáîáù¼ííûìè ðåøåíèÿìè è
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, ïîýòîìó äëÿ ïðîçðà÷íîñòè âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîöåññîâ ñî çíà÷åíèÿìè â R. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé çíà÷åíèé
â Rn. Èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷, êîòîðûì ïîñâÿùåíû íàøè ðàáîòû ïîñëåäíåãî
âðåìåíè, îñëîæíÿþòñÿ óæå íà ýòàïå ïîñòàíîâêè çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [13�15]), ïîýòîìó îíè
ïîòðåáîâàëè òùàòåëüíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dX(t) = α(X(t)) dt+ β(X(t)) dL(t), t > 0, (1)

â êîòîðîì èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ Ëåâè L = {L(t) : t > 0}.
Îïðåäåëåíèå 1 [16]. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ L = {L(t) : t > 0}, çàäàííûé íà âåðîÿò-

íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , (Ft)t>0,P) è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
(Rn,B(Rn)), íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì Ëåâè, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(L1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ò.å. äëÿ ëþáûõ n ∈ N è
0 6 t1 < . . . < tn ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû L(0), L(t1)− L(0), L(t2)− L(t1), . . . , L(tn)− L(tn−1)
íåçàâèñèìû;

(L2) ñòàðòóåò èç íóëÿ ï.í., ò.å. L(0) = 0 ï.í.;
(L3) îäíîðîäåí ïî âðåìåíè, ò.å. çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèÿ L(L(s+ t)−L(s)), s, t >

> 0, íå çàâèñèò îò s;
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(L4) ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí, ò.å. P(|L(s + t) − L(s)| > ε) → 0 ïðè t → 0 äëÿ ëþáûõ
s > 0, ε > 0;

(L5) åãî òðàåêòîðèè íåïðåðûâíû ñïðàâà è èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ñëåâà ï.í.
Åñëè äëÿ ïðîöåññà L âûïîëíåíû óñëîâèÿ (L1)�(L4), òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì Ëåâè ïî

ðàñïðåäåëåíèþ.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ Ëåâè óñëîâèå (L5) ÷àñòî îïóñêàþò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ó

ëþáîãî ïðîöåññà Ëåâè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ìîäèôèêàöèÿ, òðàåêòîðèè êîòîðîé ï.í.
íåïðåðûâíû ñïðàâà è èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ñëåâà (ñì., íàïðèìåð, [10]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
óñëîâèå (L5) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì.

Ñëåäóÿ [4], ââåä¼ì âåëè÷èíó

N(t, A) = #{0 6 s 6 t : ∆L(s) ∈ A}, t > 0, A ∈ B(R \ {0}),

ðàâíóþ êîëè÷åñòâó òåõ ñêà÷êîâ ïðîöåññà L çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t], âûñîòà ∆L(s) :=
:= L(s) − L(s−) êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Ïðè ëþáûõ ω ∈ Ω è t > 0 ôóíêöèÿ
N(t, · )(ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷èòàþùóþ ìåðó íà B(R \ {0}), à ν(·) = E[N(1, · )] � ìåðó

èíòåíñèâíîñòè, ñâÿçàííóþ ñ ïðîöåññîì L. Åñëè ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñíèçó∗), òî ïðîöåññ
{N(t, A) : t > 0} ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ = ν(A), ïðè ýòîì ìåðà N(t, A) �
ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå (R+ × (R \ {0}),B(R+)

⊗
B(R \ {0})), à ìåðà

Ñ(t, A) := N(t, A) − tν(A) � ìàðòèíãàëüíî-çíà÷íàÿ ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå.

Âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñòðóêòóðà ïðîöåññà Ëåâè îïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ëåâè�Èòî
(ñì., íàïðèìåð, [4, c. 126]):

L(t) = at+ bW (t) +

∫
|q|>1

qN(t, dq) +

∫
|q|<1

qÑ(t, dq), (2)

ãäå {W (t) : t > 0} � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, a, b � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Áëà-
ãîäàðÿ ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðèäàòü ñìûñë äèôôåðåíöèàëó dL(t) â
óðàâíåíèè (1) è ïîëó÷èòü îáîáùàþùóþ ýòî óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà X â
ôîðìå ÑÄÓ âèäà

X(t)− ξ =

t∫
0

a(X(s−)) ds+

t∫
0

b(X(s−)) dW (s) +

+

t∫
0

∫
|q|>1

K(X(s−), q)N(ds, dq) +

t∫
0

∫
|q|<1

F (X(s−), q)Ñ(ds, dq), t ∈ [0, T ], (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, K, F óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ. Âòîðîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë Èòî ïî âèíåðîâñêîìó
ïðîöåññó, à òðåòüå ñëàãàåìîå, ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ (L5) ïðîöåññ L íå ìîæåò èìåòü áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé:

t∫
0

∫
|q|>1

K(X(s−), q)N(ds, dq) =
∑

06s6t

K(X(s−),∆L(s)) · χA(∆L(s)),

ãäå A = {q ∈ R : |q| > 1}, χA(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A. Íàêîíåö,
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t∫
0

∫
|q|<1

F (X(s−), q)Ñ(ds, dq) =

t∫
0

∫
|q|<1

F (X(s−), q)N(ds, dq)−
t∫

0

∫
|q|<1

F (X(s−), q)ν(dq) ds.

∗) A ∈ B(R \ {0}) è 0 /∈ A.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 3 2021



402 ÌÅËÜÍÈÊÎÂÀ è äð.

Ïðîöåññ X = {X(t) : t > 0}, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì (3), èìååò áîëåå îáùóþ ñòðóêòóðó,
÷åì ïðîöåññ (2), è íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì òèïà Ëåâè. Èçâåñòíû äîñòàòî÷íî îáùèå óñëîâèÿ åãî
ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòîðûå äà¼ò [4, c. 374, 388] ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå K ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçóåìûì, à îòîáðàæåíèÿ a, b, F
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà è ïîäëèíåéíîãî ðîñòà: ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïî-
ñòîÿííûå C1 è C2, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|a(y)− a(z)|+ |b(y)− b(z)|+
∫
|q|<1

|F (y, q)− F (z, q)|ν(dq) 6 C1|y − z|, y, z ∈ R,

a2(y) + b2(y) +

∫
|q|<1

F 2(y, q)ν(dq) 6 C2(1 + y2), y ∈ R.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå∗) ðåøåíèå çàäà÷è (3), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì
ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâåäåíû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå (ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå)
óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà X, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (3). Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçîâàí ïîäõîä íà îñíîâå ôîðìóëû Èòî, ïîäõîä À.Í. Êîëìîãîðîâà, îñíîâàííûé íà
âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ, è ïîëóãðóïïîâîé ïîäõîä â ñîåäèíåíèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

2. Ïîäõîä íà îñíîâå ôîðìóëû Èòî. Ôîðìóëà Èòî äëÿ ðàçðûâíîãî ïðîöåññà, êàêîâûì
â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ òèïà Ëåâè, èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì â ñëó÷àå
íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ.

Ïóñòü {X(t) : t > 0} � ïðîöåññ òèïà Ëåâè, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

X(t)− ξ =

t∫
0

a(s) ds+

t∫
0

b(s) dW (s) +

t∫
0

∫
|q|>1

K(s, q)N(ds, dq) +

+

t∫
0

∫
|q|<1

F(s, q)Ñ(ds, dq), t ∈ [0, T ]. (4)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C1,2(R+,R) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(t,X(t))− f(0, X(0)) =

t∫
0

(
f ′s(s,X(s−)) + a(s)f ′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(s)f ′′xx(s,X(s−))

)
ds+

+

t∫
0

∫
|q|>1

[f(s,X(s−) + K(s, q))− f(s,X(s−))]N(ds, dq) +

+

t∫
0

b(s)f ′x(s,X(s−)) dW (s) +

t∫
0

∫
|q|<1

[f(s,X(s−) + F(s, q))− f(s,X(s−))]Ñ(ds, dq) +

+

t∫
0

∫
|q|<1

[f(s,X(s−) + F(s, q))− f(s,X(s−))− F(s, q)f ′x(s,X(s−))]ν(dq) ds, (5)

íàçûâàåìîå ôîðìóëîé Èòî äëÿ ïðîöåññà òèïà Ëåâè (4) (ñì., íàïðèìåð, [17; 5, c. 278]).

∗) Êàê ïðèíÿòî â ñòîõàñòè÷åñêîì àíàëèçå, ñèëüíûì ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé ï.í.
ðàâåíñòâó (3) è ñîãëàñîâàííûé ñ ôèëüòðàöèåé (Ft)t>0, ïîðîæä¼ííîé ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè, âõîäÿùèìè
â óðàâíåíèå.
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Ðàññìîòðèì ïðîöåññ X = {X(t) : t > 0} � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3). Ïîñêîëüêó X
ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, åìó ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè P (t, x;T,A) � âå-
ðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîöåññà X èç ïîëîæåíèÿ x, â êîòîðîì îí íàõîäèëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t,
â îäíî èç ñîñòîÿíèé áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A çà âðåìÿ T − t. Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ ïðîöåññà, X(t) = x, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà

g(t, x) := Et,x[h(X(T ))] =

∫
R

h(y)P (t, x;T, dy), t ∈ [0, T ], x ∈ R, (6)

ãäå h : R → R � îãðàíè÷åííàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íà îñíîâå ôîð-
ìóëû Èòî âûâåäåíî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ
g(t, x). Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì è äëÿ íåãî ñòàâèòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à Êîøè ñ óñëî-
âèåì g(T, x) = h(x).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X = {X(t) : t > 0} � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3) c íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ξ ∈ R. Åñëè ôóíêöèÿ g(t, x), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (6), èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå g′t, g′x, g′′xx, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

−g′t(t, x) = a(x)g′x(t, x) +
1

2
b2(x)g′′xx(t, x) +

∫
|q|>1

[g(t, x+K(x, q))− g(t, x)]ν(dq) +

+

∫
|q|<1

[g(t, x+ F (x, q))− g(t, x)− F (x, q)g′x(t, x)]ν(dq),

g(T, x) = h(x), x ∈ R, t ∈ [0, T ]. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Èòî (5) ê ôóíêöèè g è ïðîöåññó X, ïîëó÷èì

g(t,X(t))− g(0, X(0)) =

=

t∫
0

(
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−))

)
ds+

+

t∫
0

∫
|q|>1

[g(s,X(s−) +K(X(s−), q))− g(s,X(s−))]N(ds, dq) +

t∫
0

b(X(s−))g′x(s,X(s−)) dW (s) +

+

t∫
0

∫
|q|<1

[g(s,X(s−) + F (X(s−), q))− g(s,X(s−))]Ñ(ds, dq) +

+

t∫
0

∫
|q|<1

[g(s,X(s−) + F (X(s−), q))− g(s,X(s−))− F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))]ν(dq) ds. (8)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g è ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ïðîöåññà X èìååì

E[g(t,X(t))] = E[Et,X(t)[h(X(T ))]] =

=

∫
R

∫
R

h(y)P (t, x;T, dy)P (0, ξ; t, dx) =

∫
R

h(y)P (0, ξ;T, dy) = E[g(0, X(0))],
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ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (8) ðàâíî íóëþ. Òîãäà,
ñîãëàñíî ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðåìå Ôóáèíè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

t∫
0

E

[
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−))

]
ds+

+ E

[ t∫
0

∫
|q|>1

[g(s,X(s−) +K(X(s−), q))− g(s,X(s−))]N(ds, dq)

]
+

+ E

[ t∫
0

b(X(s−))g′x(s,X(s−)) dW (s)

]
+

+ E

[ t∫
0

∫
|q|<1

[g(s,X(s−) + F (X(s−), q))− g(s,X(s−))]Ñ(ds, dq)

]
+

+

t∫
0

E

[ ∫
|q|<1

[g(s,X(s−) + F (X(s−), q))− g(s,X(s−))− F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))]ν(dq)

]
ds = 0.

Â ñèëó ìàðòèíãàëüíîñòè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà è ìåðû Ñ òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå ñëàãàåìûå â
ýòîì ðàâåíñòâå íóëåâûå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé
ìåðû N :

E

[ ∫
A

f(q)N(ds, dq)

]
= ds

∫
A

f(q)ν(dq), f ∈ L1(A),

ïîëó÷èì

t∫
0

E

[
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−)) +

+

∫
|q|>1

[g(s,X(s−) +K(X(s−), q))− g(s,X(s−))]ν(dq) +

+

∫
|q|<1

[g(s,X(s−) + F (X(s−), q))− g(s,X(s−))− F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))]ν(dq)

]
ds = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t ∈ [0, T ] îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ
ïðè ëþáîì 0 6 s 6 t 6 T :

E

[
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−)) +

+

∫
|q|>1

[g(s,X(s−) +K(X(s−), q))− g(s,X(s−))]ν(dq) +

+

∫
|q|<1

[g(s,X(s−) + F (X(s−), q))− g(s,X(s−))− F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))]ν(dq)

]
= 0.

Åñëè ýâîëþöèÿ ïðîöåññà íà÷àëàñü â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0, T ] èç òî÷êè X(t) = x ∈ R, òî
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â èñêîìîå îáðàòíîå óðàâíåíèå (7). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3. Ïîäõîä ÷åðåç ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä âîñõîäèò ê èäåÿì À.Í. Êîëìî-
ãîðîâà [18] äëÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ è â í¼ì èñïîëüçóþòñÿ òðè ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû [8,
ñ. 56].

Ïóñòü p(t, x;T, y) � ïëîòíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè∗) ïðîöåññà {X(t) : t > 0} è ïóñòü
ïðè ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

lim
∆t→0

1

∆t

∫
|z−x|<ε

(z − x)p(t, x; t+ ∆t, z) dz = A(t, x) +O(ε), (9)

lim
∆t→0

1

∆t

∫
|z−x|<ε

(z − x)2p(t, x; t+ ∆t, z) dz = B(t, x) +O(ε), (10)

lim
∆t→0

p(t, x; t+ ∆t, z)

∆t
= G(t, x; z) ïðè óñëîâèè |z − x| > ε. (11)

Òîãäà ïëîòíîñòü p(t, x;T, y) óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíîìó óðàâíåíèþ:

−p′t(t, x;T, y) = A(t, x)p′x(t, x;T, y) +
1

2
B(t, x)p′′xx(t, x;T, y) +

+

∫
R

(p(t, z;T, y)− p(t, x;T, y))G(t, x; z) dz, t ∈ (0, T ). (12)

Ñõîäèìîñòü â ðàâåíñòâàõ (9), (10) ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî x è t, à â ðàâåíñòâå (11) �
ïî x, z è t. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ïðåäåë (11) ðàâåí íóëþ � ýòîò
ïðåäåë ñëóæèò õàðàêòåðèñòèêîé íåïðåðûâíîñòè/ðàçðûâíîñòè ïðîöåññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ýòîò ïîäõîä, ïîëó÷èì îáðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîò-
íîñòè ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà

X(t) = at+ bW (t) + cN(t), t > 0, (13)

ãäå W = {W (t) : t > 0} � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, {N(t) : t > 0} � ïóàññîíîâñêèé
ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ, à âåëè÷èíû a, b, c � êîíñòàíòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âèíåðîâñêèé
è ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññû çàäàíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, è íàéä¼ì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà (13) êàê ñâ¼ðòêó ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî.
Ïëîòíîñòü âûðîæäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ δ-ôóíêöèåé:

paτ (z) = δ(z − aτ),

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû bW (τ) èìååò âèä

pbW (τ)(z) =
1

b
√

2πτ
e−z

2/(2τb2),

à ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû cN(τ) � âèä

pcN(τ)(z) =

[z/c]∑
k=0

(λτ)k

k!
δ(z − ck)e−λτ .

Ïîýòîìó äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(τ) ïîëó÷àåì

pX(τ)(z) = paτ ∗ pbW (τ) ∗ pcN(τ)(z) =
e−λτ

b
√

2πτ

∞∑
k=0

(λτ)k

k!
e−(z−ck−aτ)2/(2τb2).

∗) Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî �ïëîòíîñòü ôóíêöèè ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè� áóäåì ïèñàòü �ïëîòíîñòü�
âåçäå, ãäå ýòî íå âíîñèò äâóñìûñëåííîñòè.
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðîöåññû è, êàê ñëåäñòâèå, ïðîöåññ (13) îäíîðîäíû âî
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå: p(t, x;T, y) = p(0, 0;T − t, y − x), à ôóíêöèÿ p(0, 0;T − t, y − x)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé pX(T−t)(y − x), áóäåì èìåòü

p(t, x;T, y) =
e−λ(T−t)

b
√

2π(T − t)

∞∑
k=0

(λ(T − t))k

k!
e−(y−x−ck−a(T−t))2/(2b2(T−t)).

Âû÷èñëÿÿ äëÿ ïðîöåññà X åãî ëîêàëüíûå ìîìåíòû (9) è (10) è ôóíêöèþ G(t, x; z), ïðè-
õîäèì ê ôîðìóëàì

A(t, x) = lim
∆t→0

1

∆t

∫
|z−x|<ε

(z − x)p(t, x; t+ ∆t, z) dz =

{
a, ε 6 c,

a+ cλ, ε > c,

B(t, x) = lim
∆t→0

1

∆t

∫
|z−x|<ε

(z − x)2p(t, x; t+ ∆t, z) dz =

{
b2, ε 6 c,

b2 + c2λ, ε > c,

G(t, x; z) = lim
∆t→0

p(t, x; t+ ∆t, z)

∆t
=

{
λδ(z − x− c), ε 6 c,

0, ε > c.

Íàéäåííûå ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû ïîçâîëÿþò çàïèñàòü îáðàòíîå óðàâíåíèå (12) äëÿ ôóíêöèè
p(t, x;T, y) � ïëîòíîñòè ïðîöåññà (13):

−p′t(t, x;T, y) = ap′x(t, x;T, y) +
b2

2
p′′xx(t, x;T, y) + λ(p(t, x+ c;T, y)− p(t, x;T, y)). (14)

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïëîòíîñòü ïðîöåññà X ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé òîëüêî â
ñìûñëå îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïðè ìàëûõ ε (ε 6 c) ôóíêöèè A(t, x)
è B(t, x) ïîñòîÿííû, à G(t, x; ·) ÿâëÿåòñÿ δ-ôóíêöèåé, òî è ñàìî óðàâíåíèå (14) äîïóñêà-
åò ôîðìàëèçàöèþ â îáîáù¼ííîì ñìûñëå; ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ïåðåìåííîãî x ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì. Ôîðìàëèçîâàòü óðàâíåíèå (12) â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíåå, â ÷àñòíîñòè, èç-çà ïîâåäå-
íèÿ ôóíêöèé A(t, x) è B(t, x), êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
îñíîâíûõ ôóíêöèé.

Çàìå÷àíèå. Îáñóæäàåìûé â ýòîì ïóíêòå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü, íàðÿäó ñ îáðàòíûì,
è ïðÿìîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü ïðè ëþáîì ε > 0 ðàâíî-
ìåðíî ïî x è t ñóùåñòâóþò ïðåäåëû (9), (10) è ðàâíîìåðíî ïî x, z è t ïðåäåë (11). Òîãäà
ïëîòíîñòü p(t, x;T, y) óäîâëåòâîðÿåò ïðÿìîìó óðàâíåíèþ [8, ñ. 50]

p′T (t, x;T, y) = − ∂

∂y
(A(T, y)p(t, x;T, y)) +

1

2

∂2

∂y2
(B(T, y)p(t, x;T, y)) +

+

∫
R

(G(T, z; y)p(t, x;T, z)−G(T, y; z)p(t, x;T, y)) dz, 0 6 t < T.

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ôîðìàëèçàöèþ â îáîáù¼ííîì ñìûñëå íà òåõ æå îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ,
÷òî è óðàâíåíèå (14), òàê êàê A(T, y) è B(T, y) ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

4. Ïîëóãðóïïîâîé ïîäõîä. Îáñóäèì åù¼ îäèí ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ äåòåðìèíèðîâàííî-
ãî óðàâíåíèÿ, ïîðîæä¼ííîãî ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì (3). Ýòîò ïîäõîä ñâÿçàí ñ òåîðèåé
ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ è ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bb(Rn) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ íà
Rn, ÷åðåç C0(Rn) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà Rn ôóíêöèé f, äëÿ êîòîðûõ lim

x→∞
f(x) = 0.
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Ïóñòü D � ïðîñòðàíñòâî Ë. Øâàðöà íà Rn, à F [f ](σ) = f̂(σ) è F−1[f ](x) = f̌(x) � ïðÿìîå è
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîîòâåòñòâåííî. Ââåä¼ì íåñêîëüêî ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 2 [10, ñ. 2]. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî S = {S(t) : t > 0} ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Bb(Rn), óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ ëþáûõ t, s > 0 è f ∈ Bb(Rn)
óñëîâèÿì:

(S1) S(t+ s)f = S(t)S(s)f (ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî) è S(0) = id;
(S2) åñëè f > 0, ò.å. f(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rn, òî S(t)f > 0 (ñîõðàíåíèå ïîëîæèòåëüíî-

ñòè);
(S3) åñëè f 6 1, ò.å. f(x) 6 1 äëÿ âñåõ x ∈ Rn, òî S(t)f 6 1 (ñóáìàðêîâñêîå ñâîéñòâî);
(S4) S(t)1 = 1 (ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè),

íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé ïîëóãðóïïîé. Ñåìåéñòâî S, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (S1)�(S3), íà-
çûâàåòñÿ ñóáìàðêîâñêîé ïîëóãðóïïîé.

Åñëè X = {X(t) : t > 0} � îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â (Rn,B(Rn)) ñ ïåðåõîäíîé
ôóíêöèåé P (s, x; t, A), òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

S(t)f(x) := E0,x[f(X(t))] =

∫
Rn

f(y)P (0, x; t, dy), f ∈ Bb(Rn), x ∈ Rn, t > 0, (15)

îáðàçóåò ïîëóãðóïïó â ïðîñòðàíñòâå Bb(Rn), íàçûâàåìóþ ïåðåõîäíîé ïîëóãðóïïîé ïðîöåñ-
ñà X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ ïðîöåññà X, ÿâëÿþùåãîñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (3).

Ïåðåõîäíàÿ ïîëóãðóïïà äà¼ò ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ ïðîöåññà
{X(t) : t > 0} ïðè èçâåñòíîì íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè X(0) = x. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(t, x),
îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì (6), ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëîæåíèÿ ïðîöåññà X(t) = x ïðè
èçâåñòíîì êîíå÷íîì ïîëîæåíèè X(T ). Èç ñðàâíåíèÿ ôóíêöèè (6) è ñåìåéñòâà (15) ñòàíîâèòñÿ
ïîíÿòíûì, ïî÷åìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè g(t, x), îïèñûâàþùåé
èñòîðèþ ðàçâèòèÿ ïðîöåññà äî ìîìåíòà âðåìåíè T, ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì è çàäà÷à Êîøè äëÿ
íåãî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíîé, â òî âðåìÿ êàê ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå, êî-
òîðîå áóäåò ïîëó÷åíî äàëåå äëÿ ôóíêöèè u(t, x) := S(t)f(x), ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì f(x).

Ïîäêëàññîì ââåä¼ííûõ ïîëóãðóïï ÿâëÿþòñÿ ôåëëåðîâñêèå ïîëóãðóïïû � ñóáìàðêîâñêèå ïî-
ëóãðóïïû, îòîáðàæàþùèå C0(Rn) â C0(Rn) è ñèëüíî íåïðåðûâíûå â íóëå: ‖S(t)f − f‖ → 0
ïðè t → 0 äëÿ ëþáîé f ∈ C0(Rn). Ñîîòâåòñòâóþùèå èì îäíîðîäíûå âî âðåìåíè ìàðêîâñêèå
ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íàçûâàþòñÿ ôåëëåðîâñêèìè.

Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ïåðåõîäíûõ ïîëóãðóïï çàíèìàþò ïîëóãðóïïû, êîòîðûå óäà¼òñÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå îïåðàòîðîâ ñâ¼ðòêè:

S(t)f(x) =

∫
Rn

f(y)ηt(x− dy), f ∈ Bb(Rn), x ∈ Rn, t > 0. (16)

Òàêîé âèä îïåðàòîðîâ îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå. Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (16) îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ôóíêöèè ïåðåõîäíîé
âåðîÿòíîñòè, à èìåííî, å¼ èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâó ïîëóãðóïïû áûòü èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ñäâè-
ãîâ. Ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà óòâåðæäåíèé:

1) íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð S, äåéñòâóþùèé èç D(Rn) â C(Rn), ÿâëÿåòñÿ îïåðà-
òîðîì ñâ¼ðòêè (ñ ÿäðîì η ∈ D′(Rn)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâ: τy(Sf) = S(τyf), ãäå τyf(x) := f(x− y), x, y ∈ Rn [19, ñ. 184];

2) (ôåëëåðîâñêàÿ) ïåðåõîäíàÿ ïîëóãðóïïà ïðîöåññà X èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X � ïðîöåññ Ëåâè [10, c. 35];

3) êëàññ îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâåííîé àääèòèâíîñòè:

P (s, x; t, dy) = P (s, 0; t, dy − x)),
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ñîâïàäàåò ñ êëàññîì îäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè [20, ñ. 263],
ïðèâîäèò íàñ ê ðàññìîòðåíèþ îäíîðîäíûõ (ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó) ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè � ê ïðîöåññàì Ëåâè, äëÿ êîòîðûõ ÿäðî îïåðàòîðà (16)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ηt(x− dy) := P (0, x; t, dy) = P (0, 0; t, dy − x).

Îáîçíà÷èâ µt := L(X(t)), t > 0, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîöåññà, ñòàðòîâàâøåãî èç íóëÿ
ï.í., ïîëó÷èì áîëåå óäîáíîå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïðåäñòàâëåíèå

ηt(−dy) = µt(dy) = P (0, 0; t, dy). (17)

Èçâåñòíî, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ µt ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ñòàðòóþùåãî èç íóëÿ ï.í. (ò.å. ïðîöåññà ñî ñâîéñòâàìè (L1), (L2), (L4)),
ÿâëÿåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì [16, ñ. 4]: µt = (µt/n)∗n èëè, â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,
µ̂t = (µ̂t/n)n.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ µ, ñîãëàñíî ôîðìóëå
Ëåâè�Õèí÷èíà, èìååò âèä

2πµ̌(σ) = 2πF−1[µ] =

∫
Rn

ei〈σ,y〉µ(dy) = eψ(σ), σ ∈ Rn, (18)

ãäå

ψ(σ) = i〈a, σ〉 − 1

2
〈σ,Bσ〉+

∫
Rn

(ei〈σ,y〉 − 1− i〈σ, y〉 · χ|y|61(y))ν(dy), (19)

a ∈ Rn, B � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ n×n-ìàòðèöà, ν � ìåðà íà Rn, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ν({0}) = 0 è

∫
Rn(|y|2 ∧ 1)ν(dy) <∞. Òðîéêà (a,B, ν) îïðåäåëÿåòñÿ

ìåðîé µ îäíîçíà÷íî. Âåðíî è îáðàòíîå: äëÿ ëþáîé òðîéêè (a,B, ν), óäîâëåòâîðÿþùåé ïðèâå-
ä¼ííûì óñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò áåçãðàíè÷íî äåëèìàÿ ìåðà µ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
(18), (19).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè X � ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùå-
íèÿìè, ñòàðòóþùèé èç íóëÿ ï.í., òî åãî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ µt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
õàðàêòåðèçóåòñÿ òðîéêîé (a(t), B(t), νt), è, òåì ñàìûì, ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì òðîåê
{(a(t), B(t), νt) : t > 0}. Åñëè ïðè ýòîì ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì âî âðåìåíè (ñâîé-
ñòâî (L3)), òî òðîéêà òàêæå îäíîðîäíà: (a(t), B(t), νt) = (ta, tB, tν), è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

2πµ̌t(σ) = E[ei〈σ,X(t)〉] = etψ(σ),

ãäå ôóíêöèÿ ψ(σ) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (19), ò.å. ïðîöåññ Ëåâè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ
òðîéêîé (a,B, ν).

Âåðí¼ìñÿ ê ïîëóãðóïïàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîöåññàì Ëåâè, è âûâåäåì ýâîëþöèîííîå
óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèêè âèäà u(t, x) = S(t)f(x). Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì èíôèíèòåçèìàëü-
íûé ãåíåðàòîð ïåðåõîäíîé ïîëóãðóïïû

Af(x) := lim
t→0

S(t)f(x)− f(x)

t

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñëåäóÿ [11, ñ. 59]. ×òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ïðÿ-
ìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, ñíà÷àëà äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ D.
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî

F [S(t)f(x)] = F [f ∗ ηt] = f̂(σ)η̂t(σ),
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ãäå â ñèëó ðàâåíñòâà (17)

η̂t(σ) = E[e−i〈σ,X(t)−x〉] =

∫
Rn

e−i〈σ,y〉ηt(dy) =

∫
Rn

ei〈σ,z〉µt(dz) = 2πµ̌t(σ).

Òîãäà

Af(x) = F−1

[
lim
t→0

µ̌t(σ)− 1

t
f̂(σ)

]
= F−1

[
lim
t→0

etψ(σ) − 1

t
f̂(σ)

]
= F−1[ψ(σ)f̂(σ)].

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãåíåðàòîð ïåðåõîäíîé ïîëóãðóïïû ïðîöåññà Ëåâè ÿâëÿ-
åòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ñèìâîëîì ψ(σ), îïðåäåë¼ííûì â (19). Îòñþäà,
ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, íàõîäèì ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû:

Af(x) = 〈a,∇f(x)〉+
1

2
divB∇f(x) +

∫
Rn

(f(x+ y)− f(x)− 〈∇f(x), yχ|y|61(|y|)〉)ν(dy).

Äîêàçàíî [9, ñ. 208], ÷òî C2
0 (Rn) ⊂ Dom (A) è ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî äëÿ

ëþáîãî f ∈ C2
0 (Rn).

Åñëè ïðîöåññ X íå ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Ëåâè, íî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìàðêîâñêèì (â
÷àñòíîñòè, ïðîöåññîì òèïà Ëåâè), òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ãåíåðàòîð ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ {S(t) : t > 0} òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåí èç ôîðìóëû
Ëåâè�Õèí÷èíà ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èìåííî [10, ñ. 47], åñëè A �
ãåíåðàòîð ôåëëåðîâñêîé ïîëóãðóïïû è D ⊂ Dom (A), òî

Af(x) = 〈c(x), f(x)〉+ 〈a(x),∇f(x)〉+
1

2
divB(x)∇f(x) +

+

∫
Rn

(f(x+ y)− f(x)− 〈∇f(x), yχ|y|61(|y|)〉)ν(x, dy). (20)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåðîÿòíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêè

u(t, x) = S(t)f(x) =

∫
Rn

f(y)P (0, 0; t, dy − x), t > 0, x ∈ Rn,

ïðîöåññà X èìååò ìåñòî
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X � ôåëëåðîâñêèé ïðîöåññ è D ⊂ Dom (A), òîãäà äëÿ ëþáîé

f ∈ Dom (A) ôóíêöèÿ u(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

u′t(t, x) = Au(t, x), u(0, x) = f(x), t > 0, x ∈ Rn,

ñ îïåðàòîðîì A, îïðåäåë¼ííûì ðàâåíñòâîì (20).
Â çàêëþ÷åíèå, èñïîëüçóÿ ïîëóãðóïïîâóþ òåõíèêó, äîêàæåì
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ g = g(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, îïðåäåëåíà ðàâåí-

ñòâîì (6). Åñëè ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ ôåëëåðîâñêèì, òî äëÿ ëþáîãî h ∈ Dom (A)
⋂
C0(Rn)

ôóíêöèÿ g äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðîöåññà ïî âðåìåíè ôóíêöèþ g ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê äåéñòâèå ïîëóãðóïïû:

g(t, x) =

∫
Rn

h(y)P (t, x;T, dy) =

∫
Rn

h(y)P (0, x;T − t, dy) = S(T − t)h(x), h ∈ C0(Rn).
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Èç êîììóòèðóåìîñòè ïîëóãðóïïû ñî ñâîèì ãåíåðàòîðîì íà åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî g ∈ Dom (A) ïðè h ∈ Dom (A) : Ag(t, x) = AS(T − t)h(x) = S(T − t)Ah(x). Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè, âõîäÿùèå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ A, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå
íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Èòî âûâåäåíî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè

g, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (6);
îñíîâûâàÿñü íà ïîäõîäå, èñïîëüçóþùåì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (9)�(11), ïîëó÷åíû ïðÿ-

ìîå è îáðàòíîå óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ
îáîáù¼ííûìè;

íà îñíîâå ïîëóãðóïïîâîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíà ïðÿìàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê òèïà S(t)f(x);

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóãðóïïîâîé òåõíèêè ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî
x ôóíêöèè g(t, x) ìîæíî ïåðåíåñòè íà ôóíêöèþ h(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå òðåáîâàòü äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè P (t, x;T, dy).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïîñòàíîâëåíèÿ � 211 Ïðàâèòåëüñòâà Ðîñ-
ñèéñêîé Ôåäåðàöèè (êîíòðàêò � 02.A03.21.0006).
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Ââåäåíèå. Èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà (ñì. ìîíîãðàôèè [1�5]) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâ-
íîé èíñòðóìåíò äëÿ ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé (ÄÂ) â ìàòåìàòè÷åñêîì è ôóíê-
öèîíàëüíîì àíàëèçå è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ÄÂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñîñòîÿâøèéñÿ ìåòîä ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óæå ðàçðåø¼í ðÿä ïðîáëåì,
ðåøåíèå êîòîðûõ áîëåå òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè ëèáî äî ñèõ ïîð íå áûëî íàéäåíî, ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ êðàéíå òðóäî¼ìêèì (ñì., íàïðèìåð, îáçîðíóþ ñòàòüþ [6] èëè ñòàòüþ [7], ïîñâÿù¼ííóþ
ðåøåíèþ 14-é ïðîáëåìû Ñìåéëà ìåòîäàìè ÄÂ). Ðàçâèòèå äàííîé îáëàñòè óñêîðÿåòñÿ çà ñ÷¼ò
ïîÿâëåíèÿ âñ¼ áîëåå ìîùíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ñ îäíîé ñòîðîíû, è çà ñ÷¼ò ñîçäàíèÿ âñ¼
áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÄÂ � ñ äðóãîé.

Â íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [8, 9] ÄÂ ðàññìàòðèâàëèñü â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ ÎÄÓ. Êàê â
íàøèõ, òàê è â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, èñïîëüçóþùèõ äàííûé ïîäõîä ê ñèñòåìàì ÎÄÓ (íà-
ïðèìåð, [10]), ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå äîêàçàòåëüíûõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèé è ñåìåéñòâ ðåøåíèé
ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà (íàïðèìåð, àëãîðèòì
Ìóðà [1] èëè [11]). Îäíàêî â [8] ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ, îñíîâàííûå íà
èíòåðâàëüíûõ ìîäåëÿõ Òåéëîðà. Ìîäåëè Òåéëîðà â íåêîòîðîì ñìûñëå îáîáùàþò èíòåðâàëü-
íóþ àðèôìåòèêó è èçíà÷àëüíî ïðèìåíÿëèñü èìåííî â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ
îöåíîê äëÿ çàäà÷è Êîøè â [12�15], õîòÿ èõ ïðèìåíåíèå íå îãðàíè÷åíî òîëüêî ýòèì [16]. Â [8]
ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîáñòâåííîé âåðñèåé ôîðìàëèçàöèè ÒÌ, â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ðàíåå,
ñâîäÿùåé àëãîðèòìû ÒÌ ê èñïîëüçîâàíèþ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè, â òîì ÷èñëå äëÿ ó÷¼òà
âëèÿíèÿ îêðóãëåíèé ïðè ðàáîòå ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìîâ. Óêàçàííûé ïîäõîä íåñêîëü-
êî óïðîùàåò ðåàëèçàöèþ ÒÌ íà ðàçëè÷íûõ ïëàòôîðìàõ, â ò.÷. íà àðõèòåêòóðå CUDA [17].
Îäíàêî èäåÿ ìåòîäà ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ ïðåæíåé.

Èñïîëüçîâàííûé â [8] ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ ó àâòîíîìíûõ ñèñòåì
ÎÄÓ, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå, òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ðåøåíèÿ íà äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì âðåìåíí�îì ïðîìåæóòêå, à èìåííî � íà ïðîìåæóòêå, ðàâíîì ïåðèîäó öèêëà.
Ïîýòîìó äàæå â ïðèìåðå äâóìåðíîé ñèñòåìû îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ, ðàññìîòðåííîì â [8],
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ïîòðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòü ÒÌ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêîå äîêàçàòåëüñòâî
ñòàëî âîçìîæíûì. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìàì âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå â
êîíå÷íîì èòîãå è ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ, ïîäîáíûå àëãîðèòìû íåïðèãîä-
íû èç-çà ñëèøêîì âûñîêîé ñëîæíîñòè. Â [9] ìû ïîïûòàëèñü îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, âîñïîëüçî-
âàâøèñü èäåÿìè, ïðèìåíÿåìûìè â òîïîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ
öèêëîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [10] è ññûëêè â íåé). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà íå
òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà äëèòåëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, âìåñòî ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ïîïàäàíèå ïîä äåéñòâèåì ôàçîâîãî ïîòîêà âñåé îêðåñòíîñòè öèêëà â ñåáÿ
çà ñêîëü óãîäíî ìàëîå âðåìÿ. Íà ïðàêòèêå ÷èñëåííûå ïîãðåøíîñòè íå ïîçâîëÿþò èñïîëüçî-
âàòü ëþáûå ñêîëü óãîäíî ìàëûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè è ïðàêòè÷åñêè ïðèãîäíûìè îêàçûâàþòñÿ
ïðîìåæóòêè, èìåþùèå ïîðÿäîê îäíîé äåñÿòîé ïåðèîäà öèêëà. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äàæå òàêîå óìåíüøåíèå äëèí ðàññìàòðèâàåìûõ âðåìåíí�ûõ ïðîìåæóòêîâ ïîçâîëÿåò äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â îñöèëëÿòîðå Âàí äåð Ïîëÿ èñïîëüçîâàòü
ÒÌ âñåãî ëèøü âòîðîãî ïîðÿäêà, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â ïðèìåðå [9].

Áîëåå òîãî, äàííûé ïîäõîä ñäåëàë ïðàêòè÷åñêè âîçìîæíûì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
öèêëà â ìàëîìîäîâîì ïðèáëèæåíèè Ãàë¼ðêèíà äëÿ çàäà÷è î òå÷åíèè Êîëìîãîðîâà [17] ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ÒÌ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â óêàçàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñ
79-þ ãàðìîíèêàìè, ÷òî òðåáîâàëî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ÎÄÓ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû òàêîé ðàçìåðíîñòè ñíèæåíèå ñòåïåíè ñëîæíîñòè àëãîðèòìà äàæå íà åäèíèöó ìîæåò
áûòü êðèòè÷åñêèì. Îäíàêî ó òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà åñòü è ñâîé íåäîñòàòîê � íåîáõîäèìîñòü
ðàññìîòðåíèÿ âñåé îêðåñòíîñòè öèêëà, à íå òîëüêî å¼ ÷àñòè, ïåðåñåêàþùåé ñå÷åíèå Ïóàíêàðå.
Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â âûðàæåíèè äëÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìà äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòî-
ÿííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû) ìíîæèòåëÿ. Äàííûé ìíîæèòåëü íà ïðàêòèêå
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Â [17] ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî, ñîãëàñíî íàøèì îöåíêàì, ðàñ-
÷¼òíîå âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà â óêàçàííîé
79-ìåðíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà êëàñòåðå èç 5 GPU GTX Titan Black,
ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà îäíîãî ìåñÿöà. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû âðåìÿ ðàñ÷¼òà âíîâü
âûõîäèò çà ïðàêòè÷åñêè ðàçóìíûå ãðàíèöû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì îäèí èç àëãîðèòìè÷åñêèõ ñïîñîáîâ óñêîðåíèÿ ÄÂ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îöåíêè ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûå ñ
ïîìîùüþ ÒÌ íèçêîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, âòîðîãî, èç ïðèìåðà â [9]), íà íà÷àëüíîì îòðåçêå
âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê ðåàëüíûì ãðàíèöàì ïó÷êà ðåøå-
íèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü ïîïàäàíèå îêðåñòíîñòè öèêëà â ñåáÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå.
Îäíàêî ïðè äàëüíåéøåì èíòåãðèðîâàíèè ýòè îöåíêè íà÷èíàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñõîäèòü-
ñÿ. Òàêîå, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñòðàííîå ïîâåäåíèå îòìå÷àëîñü åù¼ îñíîâîïîëîæíèêàìè èäåè
ÒÌ Ê. Ìàêèíî è Ì. Áåðöåì [18]. Åãî ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî ìåðå ðàçðàñòàíèÿ
èíòåðâàëüíîãî îñòàòêà ÒÌ íà÷èíàåò âåñòè ñåáÿ ïîäîáíî èíòåðâàëüíîìó ÷èñëó, à àëãîðèòì èí-
òåãðèðîâàíèÿ íà îñíîâå èòåðàöèé Ïèêàðà âûðîæäàåòñÿ â àëãîðèòì Ìóðà. Â ýòîé æå ðàáîòå [18]
áûëà ïðåäëîæåíà è èäåÿ óñòðàíåíèÿ ïîäîáíîãî íåäîñòàòêà, íàçâàííàÿ àâòîðàìè ñòÿãèâàþùèì
îáðàìëåíèåì. Ñóòü å¼ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñëå êàæäîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîäèôèöèðî-
âàòü ïîëó÷åííóþ ÒÌ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîé ïðîöåäóðû. Ýòà ïðîöåäóðà äîëæíà îáëàäàòü
äâóìÿ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ïîëó÷àþùàÿñÿ â å¼ ðåçóëüòàòå ÒÌ äîëæíà ñîäåð-
æàòü â ñåáå âñå òî÷êè èñõîäíîé ÒÌ. Âî-âòîðûõ, íîâàÿ ÒÌ äîëæíà îáëàäàòü íóëåâûì îñòàòêîì
èëè îñòàòêîì ñ øèðèíîé [1, ñ. 10] ïîðÿäêà ìàøèííîé òî÷íîñòè. Íà ñëåäóþùåì øàãå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ óæå ìîäèôèöèðîâàííàÿ ÒÌ. Äàííûé ïîäõîä â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà îñòàòêîâ � ñì., íàïðèìåð, òàáë. 7.2 â [19].

Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Â ï. 1 íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ èç íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîò, à òàêæå ââîäèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé
è àëãîðèòìîâ. Â ï. 2 ìû ôîðìàëèçóåì ìåòîä [18] â ðàìêàõ èñïîëüçóåìûõ îïðåäåëåíèé è îáî-
çíà÷åíèé è ïðåäëàãàåì ñâîþ âåðñèþ àëãîðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ. Â ï. 3 ïðèâîäèì
ïîëíûé àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ ñ ïîìîùüþ ÒÌ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ øàã ïðèìåíåíèÿ
ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ. Â ï. 4 ñðàâíèâàþòñÿ ýôôåêòèâíîñòè äâóõ âàðèàíòîâ ñòÿãèâàþùå-
ãî îáðàìëåíèÿ êàê ìåæäó ñîáîé, òàê è ñ íàèâíûì àëãîðèòìîì (áåç îáðàìëåíèÿ) íà ïðèìåðå
ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñèñòåìå Âàí äåð Ïîëÿ ñ
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ïîìîùüþ ÒÌ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèè ñîäåðæèòñÿ îáñóæäåíèå ïðîäåëàííîé
ðàáîòû è âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ å¼ ðàçâèòèÿ.

1. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ èí-
òåðâàëüíûìè ìîäåëÿìè Òåéëîðà îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, óòâåðæäåíèÿ è àëãîðèòìû ïðåä-
ñòàâëåíû â [8, 9]. Â ýòîì ïóíêòå ìû íàïîìèíàåì íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ, à òàêæå
ââîäèì íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé íàä ÒÌ è ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû, êîòîðûå
ïîíàäîáÿòñÿ íàì äàëåå. Êàê è â ïðåäûäóùèõ íàøèõ ðàáîòàõ, íîòàöèÿ, îòíîñÿùàÿñÿ ê èíòåð-
âàëüíîé àðèôìåòèêå, â îñíîâíîì ñëåäóåò ìîíîãðàôèè [4].

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R. Èíòåðâàë (èíòåð-
âàëüíîå ÷èñëî) a ∈ R èìååò íèæíþþ L(a) è âåðõíþþ H(a) ãðàíèöû, òàêèì îáðàçîì a =
= [L(a), H(a)]. Èíòåðâàë îò ÷èñëà a, çàäàííîãî â ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå, îáîçíà÷àåò-
ñÿ ÷åðåç [a, ]. Ëþáóþ îïåðàöèþ, âûïîëíÿåìóþ ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ (ò.å. â ïðèáëèæ¼ííîé
àðèôìåòèêå), îáîçíà÷àåì ÷åðåç /·/, à òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî /0/ = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-
æäåíèé 7 è 8 íàì ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå:
/0x/ = 0. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå âûïîëíåíî â ëþáîé ðåàëèçàöèè ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé.

Äëÿ óïðîùåíèÿ â äàëüíåéøåì çàïèñè îáîçíà÷èì ÷åðåç Rm(n) ìíîæåñòâî m-ê (i1, . . . , im)
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó i1+. . .+im 6 n, à ÷åðåç Sm(n) �

ðàâåíñòâó i1 + . . .+ im = n. ×åðåç
−→
idX îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà

X â ñåáÿ. Åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì ìíîæåñòâå X èä¼ò ðå÷ü, òî èíäåêñ â ýòîì
îáîçíà÷åíèè áóäåì îïóñêàòü.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî èíòåðâàëüíîé ìîäåëüþ Òåéëîðà, èëè òåéëîðîâñêîé ìîäåëüþ
(ÒÌ), ñòåïåíè n îò m ïåðåìåííûõ (x1, . . . , xm) è ðàçìåðíîñòè q íàçûâàåòñÿ äóïëåò

〈~Pn(x1, . . . , xm),~I〉, ãäå ~Pn = (Pn1 , . . . , P
n
q )ò � âåêòîðíûé ïîëèíîì ðàçìåðíîñòè q, ñòåïåíü êî-

òîðîãî íå âûøå n, ~I ∈ Rq � âåêòîðíûé èíòåðâàë, íàçûâàåìûé îñòàòêîì. Ðàçëè÷íûå ìîäåëè

Òåéëîðà îáîçíà÷àþòñÿ êàê TM, TM1 è ò.ä. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ ~f : M → Rq (M = [−1, 1]m)
óäîâëåòâîðÿåò TM (ò.å. äëÿ ëþáûõ ~x ∈M è j = 1, q èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå fj(~x) ∈ [Pnj (~x) +

+ L(Ij), P
n
j (~x) + H(Ij)]), òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê TM(~f). Âíåøíÿÿ îöåíêà òåéëîðîâñêîé ìî-

äåëè îáîçíà÷àåòñÿ EB(TM) , îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè âûïîëíåíî TM(~f), òî
~f(~x) ∈ EB(TM) äëÿ êàæäîãî ~x ∈ M. Ïîäðîáíåå ñì. ðàáîòó [8], â êîòîðîé òàêæå ââåäåíû
îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÒÌ (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå). Â ðàáîòå [9]
äîïîëíèòåëüíî ââîäÿòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÒÌ íà èíòåðâàë, ñëîæåíèå ÒÌ ñ èíòåðâàëüíûì
âåêòîðîì è óìíîæåíèå íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó.

Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïóíêòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåðâàëüíûå

ìîäåëè Òåéëîðà TM1 = 〈~P 1,n(~x),~I1〉, TM2 = 〈~P 2,n(~x),~I2〉, TM3 = 〈~P 3,n(~x),~I3〉, TM4 =

= 〈~P 4,n(~x),~I4〉 è TM = 〈~Pn(~x),~I〉 è êîýôôèöèåíòû èõ ïîëèíîìîâ îáîçíà÷àòü ÷åðåç ~an1,...,nm ,
~bn1,...,nm , ~cn1,...,nm ,

~dn1,...,nm è ~en1,...,nm ñîîòâåòñòâåííî. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû áóäóò ïðèíè-
ìàòü íà âõîä q íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (i1, . . . , iq) ∈ Nq, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ÷èñëà íàõîäÿòñÿ
â äèàïàçîíå 2 6 ij 6 m è ðàçëè÷íû, òî÷íåå, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà i1 < i2 < . . . < iq.
Äàííîå ñîãëàøåíèå ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì òàêæå è äëÿ âõîäà àëãîðèòìà 6 â ï. 3.

Íà÷í¼ì ñ ðàñøèðåíèÿ ñïèñêà ââåä¼ííûõ â ïðåäûäóùèõ ñòàòüÿõ áàçîâûõ îïåðàöèé íàä ÒÌ,
à èìåííî, ââåä¼ì îïåðàöèè ðàçíîñòè ÒÌ è âåêòîðíîãî èíòåðâàëà, ñóììû è ðàçíîñòè ÒÌ è
(íåèíòåðâàëüíîãî) âåêòîðà, óìíîæåíèÿ ÒÌ íà (íåèíòåðâàëüíûé) ñêàëÿð è (íåèíòåðâàëüíóþ)
ìàòðèöó.

Àëãîðèòì 1. Âõîä (TM1, ~y). Âûõîä (TM).
Ïîëàãàåì

~e0,...,0 := /~a0,...,0 − ~y/,

~I := ~I1 + ([~a0,...,0, ]− ~y − [~e0,...,0, ]).

Äëÿ (n1, . . . , nm) 6= (0, . . . , 0) ïîëàãàåì

~en1,...,nm := ~an1,...,nm .
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ðàçíîñòüþ ìåæäó TM1 ðàçìåðíîñòè q è èíòåðâàëîì ~y ðàçìåðíî-
ñòè q áóäåì ïîíèìàòü ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà 1 è îáîçíà÷àòü å¼ êàê TM1 − ~y.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü TM1(~f), ~y ∈ ~y è TM = TM1−~y. Òîãäà ñïðàâåäëèâî TM(~f−~y).

Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ ~f óäîâëåòâîðÿåò TM1.
Ñëåäóþùèå îïåðàöèè ìåæäó ÒÌ è îáúåêòàìè â ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå (ñêàëÿð, âåê-

òîð, ìàòðèöà) ÿâëÿþòñÿ ïî ñóùåñòâó ÷óòü áîëåå êðàòêîé çàïèñüþ îïåðàöèé ìåæäó ÒÌ è ñî-
îòâåòñòâóþùèìè òî÷åíûìè èíòåðâàëàìè è íå òðåáóþò îòäåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîèçâåäåíèåì TM1 è ÷èñëà u, çàäàííîãî â ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå,
áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèå TM1[u, ] è îáîçíà÷àòü åãî êàê TM1u èëè uTM1.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü TM1(~f), TM = uTM1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ TM(u~f).
Îïðåäåëåíèå 3. Ñóììîé TM1 ðàçìåðíîñòè q è âåêòîðà ~y ðàçìåðíîñòè q, çàäàííîãî â

ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå, áóäåì íàçûâàòü ñóììó TM1 + [~y, ] è îáîçíà÷àòü å¼ êàê TM1 + ~y
èëè ~y + TM1.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü TM1(~f), TM = ~y + TM1. Òîãäà èìååò ìåñòî TM(~y + ~f).
Îïðåäåëåíèå 4. Ðàçíîñòüþ ìåæäó TM1 ðàçìåðíîñòè q è âåêòîðîì ~y ðàçìåðíîñòè q,

çàäàííûì â ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå, áóäåì íàçûâàòü ðàçíîñòü TM1− [~y, ] è îáîçíà÷àòü å¼
êàê TM1 − ~y.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü TM1(~f), TM = TM1 − ~y. Òîãäà ñïðàâåäëèâî TM(~f − ~y).
Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîèçâåäåíèåì TM1 ðàçìåðíîñòè q è ìàòðèöû W ∈ Rq×q, çàäàííîé

â ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêå, áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèå [W, ]TM1 è îáîçíà÷àòü åãî êàê
WTM1.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü TM1(~f), TM = WTM1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ TM(W ~f).
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 2�5 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ îïåðà-

öèé ÒÌ ñ èíòåðâàëàìè (óòâåðæäåíèå 1 äàííîé ñòàòüè è óòâåðæäåíèÿ 2�4 èç [9]) è ýëåìåíòàð-
íîãî ñâîéñòâà òî÷å÷íîãî èíòåðâàëà u ∈ [u, ].

Äîïîëíèòåëüíî ââåä¼ì íîâûé ñïåöèàëüíûé ñêàëÿðíûé èíòåðâàë Bmon
n1,...,nm . Îñíîâíîå åãî

ñâîéñòâî ñëåäóþùåå: xn1
1 xns2 . . . xnmm ∈ Bmon

n1,...,nm ïðè ~x ∈ M. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî, åñ-
ëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü Bmon

n1,...,nm ðàâíûì [−1, 1] äëÿ ëþáûõ n1, . . . , nm. Îäíàêî îöåíêó
ìîæíî íåñêîëüêî óëó÷øèòü, ïîëîæèâBmon

0,...,0 = [1, 1] è îñòàâèâ Bmon
n1,...,nm ðàâíûì [−1, 1] ïðè

(n1, . . . , nm) 6= (0, . . . , 0). Êîíêðåòíûé âûáîð ïðè ñîáëþäåíèè óêàçàííîãî âêëþ÷åíèÿ íå âëèÿåò
íà äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ TM, íî èçìåíÿåò îöåíêè, ïîëó÷àåìûå ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíå-
íèè àëãîðèòìîâ.

Â ï. 2 ïðè ôîðìàëèçàöèè àëãîðèòìà èç [18] íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàíåå íå îïðåäåë¼ííàÿ îïåðà-
öèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Òåéëîðà, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ÒÌ.

Àëãîðèòì 2. Âõîä (~P 1,n(~x), k). Âûõîä (TM = 〈~Pn(~x),~I〉).
Ïîëîæèì

~en1,...,nk,...,nm :=

{
0, (n1, . . . , nm) ∈ Sm(n),

/(nk + 1)~an1,...,nk+1,...,nm/, (n1, . . . , nm) ∈ Rm(n− 1),

~I :=
∑

(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

Bmon
n1,...,nm([(nk + 1), ][~an1,...,nk+1,...,nm , ]− [~en1,...,nk,...,nm , ]).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîä îïåðàöèåé ÒÌ-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëèíîìà ~P 1,n(~x) ïî ïåðåìåííîé

xk áóäåì ïîíèìàòü ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà 2 è îáîçíà÷àòü å¼ êàê (∂TM
~P 1,n(~x)/∂xk).

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü TM ÿâëÿåòñÿ TM-ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìà ~P 1,n(~x) ïî ïåðåìåí-

íîé xk. Òîãäà èìååò ìåñòî TM(∂ ~P 1,n(~x)/∂xk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∂ ~P 1,n(~x)/∂xk : M → Rq, ãäå M , [−1, 1]m ⊂ Rm.
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Óòâåðæäåíèå, ÷òî èìååò ìåñòî TM(∂ ~P 1,n(~x)/∂xk), ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåê-
òîðà ~x ∈M è ÷èñëà j ∈ {1, . . . , q} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pnj (~x) + L(Ij) 6
∂P 1,n

j

∂xk
(~x) 6 Pnj (~x) +H(Ij). (1)

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà.
Äëÿ ëþáûõ âåêòîðà ~x ∈M è ÷èñëà j ∈ {1, . . . , q} èìååì

P 1,n
j (~x) =

∑
(n1,...,nm)∈Rm(n)

{~an1,...,nm}jx
n1
1 xn2

2 . . . xnmm ,

Pnj (~x) =
∑

(n1,...,nm)∈Rm(n)

{~en1,...,nm}jx
n1
1 xn2

2 . . . xnmm ,

∂P 1,n
j (~x)

∂xk
=

∑
(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

(nk + 1){~an1,...,nk+1,...,nm}jx
n1
1 xn2

2 . . . xnmm .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî àëãîðèòìó ïðè (n1, . . . , nm) ∈ Sm(n) êîýôôèöèåíòû ~en1,...,nk,...,nm

ðàâíû íóëþ, ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ ïîëèíîìà ~P 1,n(~x) ïî ïåðåìåííîé xk â ñëåäóþùåì
âèäå:

∂P 1,n
j (~x)

∂xk
= Pnj (~x)− Pnj (~x) +

∂P 1,n
j (~x)

∂xk
= Pnj (~x)−

∑
(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

{~en1,...,nm}jx
n1
1 xn2

2 . . . xnmm +

+
∑

(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

(nk + 1){~an1,...,nk+1,...,nm}jx
n1
1 xn2

2 . . . xnmm =

= Pnj (~x) +
∑

(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

((nk + 1){~an1,...,nk+1,...,nm}j − {~en1,...,nm}j)x
n1
1 xn2

2 . . . xnmm . (2)

Òàê êàê
xn1

1 xn2
2 . . . xnmm ∈ Bmon

n1,...,nm , (nk + 1) ∈ [(nk + 1), ],

{~an1,...,nk+1,...,nm}j ∈ [{~an1,...,nk+1,...,nm}j , ], {~en1,...,nm}j ∈ [{~en1,...,nm}j , ],

òî, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:∑
(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

((nk + 1){~an1,...,nk+1,...,nm}j − {~en1,...,nm}j)x
n1
1 xn2

2 . . . xnmm ∈

∈
∑

(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

Bmon
n1,...,nm([(nk + 1), ][{~an1,...,nk+1,...,nm}j , ]− [{~en1,...,nm}j , ]).

Èç îïðåäåëåíèÿ ÒÌ-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëèíîìà âûòåêàåò, ÷òî

Ij =
∑

(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

Bmon
n1,...,nm([(nk + 1), ][{~an1,...,nk+1,...,nm}j , ]− [{~en1,...,nm}j , ]),

ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ âåêòîðà ~x ∈M è ÷èñëà j ∈ {1, . . . , q} ïîëó÷àåì îöåíêè∑
(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

((nk + 1){~an1,...,nk+1,...,nm}j − {~en1,...,nm}j)x
n1
1 xn2

2 . . . xnmm > L(Ij), (3)
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∑
(n1,...,nm)∈Rm(n−1)

((nk + 1){~an1,...,nk+1,...,nm}j − {~en1,...,nm}j)x
n1
1 xn2

2 . . . xnmm 6 H(Ij). (4)

Èç ñîîòíîøåíèé (2)�(4) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

∂P 1,n
j

∂xk
(~x) > Pnj (~x) + L(Ij),

∂P 1,n
j

∂xk
(~x) 6 Pnj (~x) +H(Ij),

êîòîðûå ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâó (1). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèâåä¼ì òåïåðü òåîðåìó èç [18], ñôîðìóëèðîâàâ å¼ â òåðìèíàõ è îáîçíà÷åíèÿõ, èñïîëüçó-

åìûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà ñòÿãèâàþ-
ùåãî îáðàìëåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè ~f(~z), ~g(~z) è ÷èñëà β, γ ∈ R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

1) ~f,~g : [−1, 1]q → Rq;
2) ~f,~g ∈ C1([−1, 1]q);

3) ~f(~z) = ~id(~z) + ~g(~z) (íàïîìíèì, ÷òî ~id(~z) = ~z);
4) |gi(~z)| < β, |∂~gi(~z)/∂zj | < γ äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , q} è ~z ∈ [−1, 1]q, ïðè÷¼ì{

(1− qγ) > 0,

(1− β) > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~z0 ∈ [−1, 1]q è ~v ∈ [−α, α]q (α ∈ R, α > 0) ñóùåñòâóåò
âåêòîð ~z ′0 ∈ [−1, 1]q òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

~f(~z0) + ~v = µ~f(~z ′0),

ãäå

µ = 1 + α
1 + (q − 1)γ

(1− (q − 1)γ)(1− β)
.

2. Àëãîðèòìû ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ìîäåëåé Òåéëîðà.

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ ìîäåëü Òåéëîðà TM ÿâëÿåòñÿ îáðàì-
ëåíèåì èíòåðâàëüíîé ìîäåëè Òåéëîðà TM1 (èëè ÷òî TM îáðàìëÿåò TM1), åñëè èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå Im (TM1) ⊂ Im (TM).

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì Algo ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì îáðàìëåíèÿ
(îáðàìëÿþùèì àëãîðèòìîì), åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Algo íà âõîä ïðèíèìàåò îäíó ìîäåëü Òåéëîðà TM1 è íàáîð èíäåêñîâ (i1, . . . , iq), ïðè÷¼ì

ïîëèíîì ~P 1,n(~x) ìîäåëè TM1 íå çàâèñèò îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq};
2) íà âûõîäå Algo èìååò ôëàã çàâåðøåíèÿ îïåðàöèè (öåëîå ÷èñëî res, ðàâíîå 1 â ñëó÷àå

óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ ðàáîòû è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå) è ðîâíî îäíó ìîäåëü Òåéëîðà TM;
3) ïðè óñïåøíîì çàâåðøåíèÿ Algo (res = 1) TM ÿâëÿåòñÿ îáðàìëåíèåì TM1, à ïîëèíîì

~Pn(~x) ìîäåëè TM íå çàâèñèò îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî TM ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùèì îáðàìëåíèåì TM1, åñëè TM îáðàìëÿåò

TM1 è, êðîìå òîãî, èìååò íóëåâîé èëè áëèçêèé ê íóëåâîìó (íà óðîâíå òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííîé
àðèôìåòèêè) îñòàòîê. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè è ïîíÿòèå àëãîðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàì-
ëåíèÿ. Ïîñêîëüêó ìû íå ôîðìàëèçóåì çäåñü ïîíÿòèå �áëèçêèé ê íóëåâîìó� è äàííûå îïðåäå-
ëåíèÿ íå èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçûâàåìûõ íàìè ñâîéñòâàõ àëãîðèòìîâ, ìû íå áóäåì ââîäèòü ýòè
ïîíÿòèÿ ñòðîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ÒÌ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
ÎÄÓ èìåííî óñòðàíåíèå îñòàòêà ÒÌ íà êàæäîì øàãå ïðåäîòâðàùàåò èõ ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàçðàñòàíèå.
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Îáà ðàññìàòðèâàåìûõ â ñòàòüå àëãîðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ èñïîëüçóþò îáùèé
ïðèíöèï (ðèñ. 1): èñõîäíàÿ ÒÌ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçìåíÿåòñÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû å¼ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïåðåâîäèëàñü â ýòàëîííûé ãèïåðêóá; îñóùåñòâëÿåòñÿ îïðåäåë¼í-
íàÿ ìîäèôèêàöèÿ ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííîé ÒÌ (îñíîâíîé øàã, ñâîé äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà);
ê ìîäèôèöèðîâàííîé ÒÌ ïðèìåíÿþòñÿ îáðàòíûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Êàê ñêàçàíî âî ââåäåíèè, ìû ðàññìîòðèì äâà àëãîðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ. Îñ-
íîâíîé øàã ïåðâîãî (àëãîðèòì 3) îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïðèâåä¼ííûõ â ðàáîòå [18], è ïðåäïî-
ëàãàåò èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 1. Îñíîâíîé øàã âòîðîãî àëãîðèòìà (àëãîðèòì 4) îñíîâûâàåòñÿ
íà èñïîëüçîâàíèè èíòåðâàëüíîé âíåøíåé îöåíêè ÒÌ.

Íà÷í¼ì ñ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ àëãîðèòìà, ñóòü êîòîðîãî áûëà èçëîæåíà â [18]. Â ýòîì
àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ ÒÌ-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ââåä¼ííàÿ âûøå îïðåäåëåíèåì 6.

(à) (á)

(â) (ã)

Ðèñ. 1. Îáùèé ïðèíöèï ìîäèôèêàöèè ÒÌ (íà ïðèìåðå ÒÌ ðàçìåðíîñòè q = 2, ïóíê-
òèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíà ëèíåéíàÿ ÷àñòü èñõîäíîé ÒÌ): à) îáðàç èñõîäíîé ÒÌ, á) îáðàç
ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííîé ÒÌ, â) îáðàçû ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííîé ÒÌ è å¼ ìîäèôè-
êàöèè, ã) îáðàçû èñõîäíîé ÒÌ è å¼ ìîäèôèêàöèè.

Àëãîðèòì 3. Âõîä (TM1, (i1, . . . , iq)). Âûõîä (TM, res).
Øàã 1. Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó W = (Wlk)l,k=1 ∈ Rq×q, ýëåìåíòû êîòîðîé âîçüì¼ì ñëåäóþ-

ùèìè:

{W}lk := {~a0,...,1︸︷︷︸
ik

,0,...,0}l, k ∈ {1, . . . , q}, l ∈ {1, . . . , q}.

Øàã 2. ×èñëåííî îáðàòèì ìàòðèöó W, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöó îáîçíà÷èì W̃−1.
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Øàã 3. Ïðèìåíèì àëãîðèòì 4 èç [9] ê ìàòðèöå W̃−1, íà âûõîäå ïîëó÷èì res1 è èíòåðâàëü-
íóþ ìàòðèöó W. Åñëè res1 = 0, ïîëîæèì res := 0 è çàâåðøèì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà.

Øàã 4. Ïîëîæèì TM2 := [W̃−1, ](TM1 − ~a0,...,0).

Øàã 5. Ïîñòðîèì TM3 = 〈~P 3,n(~x),~I3〉, âñå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà êîòîðîé âîçüì¼ì ðàâ-
íûìè íóëþ, êðîìå ñëåäóþùèõ:

{~c0,...,1︸︷︷︸
ik

,0,...,0}l := δkl, k ∈ {1, . . . , q}, l ∈ {1, . . . , q},

è ïîëîæèì ~I3 := ~[0, ].

Øàã 6. Ïîëîæèì TM4 := 〈~P 2,n(~x), ~[0, ]〉 − TM3.

Øàã 7. Íàéä¼ì òàêîå ÷èñëî α, ÷òî ~I2 ⊂ [−α, α]q.
Øàã 8. Íàéä¼ì òàêîå ÷èñëî β, ÷òî EB(TM4) ⊂ [−β, β]q.
Øàã 9. Íàéä¼ì òàêîå ÷èñëî γ, ÷òî

EB
(
∂TM

~P 2,n(~x)

∂xk
− ∂TM

~P 3,n(~x)

∂xk

)
⊂ [−γ, γ]q, k ∈ {i1, . . . , iq}.

Øàã 10. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ{
([1, ]− [q, ][γ, ]) > [0, ],

([1, ]− [β, ]) > [0, ].

Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïîëîæèì res := 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì res := 0 è
çàâåðøèì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà.

Øàã 11. Ïîëîæèì µ := [1, ] + [α, ]
[1, ] + ([q, ]− [1, ])[γ, ]

([1, ]− ([q, ]− [1, ])[γ, ])([1, ]− [β, ])
.

Øàã 12. Ïîëîæèì TM := Wµ〈~P 2,n(~x), ~[0, ]〉+ ~a0,...,0.
Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ (res = 1) ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû

àëãîðèòìà 3 TM ÿâëÿåòñÿ îáðàìëåíèåì èñõîäíîé TM1 è å¼ ïîëèíîì çàâèñèò òîëüêî îò íóæíûõ
àðãóìåíòîâ, ò.å. àëãîðèòì 3 ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì îáðàìëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü àëãîðèòì 3 ñ âõîäîì (TM1, (i1, . . . , iq)) âîçâðàùàåò res = 1

è TM , ïðè÷¼ì ïîëèíîì ~P 1,n(~x) íå çàâèñèò îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå Im (TM1) ⊂ Im (TM) è ïîëèíîì ~Pn(~x) íå çàâèñèò îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~y ∈ Im (TM1), òîãäà ñóùåñòâóåò ~x0 ∈ M = [−1, 1]m òàêîé, ÷òî

äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , q} âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

P 1,n
j (~x0) + L(I1

j ) 6 {~y}j 6 P 1,n
j (~x0) +H(I1

j ).

Ïðèáàâèâ ïîëèíîì P 1,n
j (~x)− P 1,n

j (~x0) êî âñåì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü

P 1,n
j (~x) + L(I1

j ) 6 {~y}j + P 1,n
j (~x)− P 1,n

j (~x0) 6 P 1,n
j (~x) +H(I1

j ),

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî TM1(~y + ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0)).

Òàê êàê TM1(~y+ ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0)), W̃−1 ∈ [W̃−1, ] è â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì TM2 =

= [W̃−1, ](TM1 − ~a0,...,0), òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 3 è 4 èç [9], ñïðàâåäëèâî TM2(W̃−1(~y −
−~a0,...,0+ ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0))). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ~x ∈M è j ∈ {1, . . . , q} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P 2,n
j (~x) + L(I2

j ) 6 {W̃−1(~y − ~a0,...,0 + ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0))}j 6 P 2,n
j (~x) +H(I2

j ),

ïðè÷¼ì [L(I2
j ), H(I2

j )] ⊂ [−α, α]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ~x = ~x0 èìååì

P 2,n
j (~x0) + L(I2

j ) 6 {W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j 6 P 2,n
j (~x0) +H(I2

j ).
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Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå:

P 2,n
j (~x0) + L(I2

j ) 6 P 2,n
j (~x0) + {W̃−1(~y − ~a0,...,0)− ~P 2,n(~x0)}j 6 P 2,n

j (~x0) +H(I2
j ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , q} ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)− ~P 2,n(~x0)}j ∈ [L(I2
j ), H(I2

j )] ⊂ [−α, α].

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ óòâåðæäåíèÿ ïîëèíîì ~P 1,n(~x) íå çàâèñèò îò xi ïðè i /∈
/∈ {i1, . . . , iq}, ïîýòîìó ïîëèíîìû ~P 2,n(~x), ~P 3,n(~x) è ~P 4,n(~x) òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íå çàâèñÿùèå îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq} (ñì. çàìå÷àíèå 1). Ñôîðìèðóåì âåêòîð ~z =
= (z1, . . . , zq)

ò ∈ [−1, 1]q c ýëåìåíòàìè zk = xik , k ∈ {1, . . . , q}, è ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ
~f(~z) = ~P 2,n(~z). Òîãäà äëÿ âåêòîðà ~z0, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðó ~x0, ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , q}
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)− ~f(~z0)}j ⊂ [−α, α].

Ôóíêöèÿ ~f(~z) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ~f(~z) = ~id(~z)+~g(~z), òîãäà ñîãëàñíî àëãîðèòìó
äëÿ âñåõ ~z ∗ ∈ [−1, 1]q è j ∈ {1, . . . , q} âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

gj(~z
∗) ∈ {EB(TM4)}j ⊂ [−β, β],

∂~gj(~z
∗)

∂zk
∈
{
EB
(
∂TM

~P 2,n(~z)

∂zk
− ∂TM

~P 3,n(~z)

∂zk

)}
j

⊂ [−γ, γ], k ∈ {1, . . . , q},

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ê ~f(~z) òåîðåìó 1, âñëåäñòâèå êîòîðîé ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , q}
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j = µfj(~z
′
0), ~z ′0 ∈ [−1, 1]q. (5)

Ïðè ïåðåõîäå îò âåêòîðà ~z ′0 ∈ [−1, 1]q ê âåêòîðó ~x ′0 ∈M ïî ïðàâèëó

~x ′0 =

q∑
k=1

{~z ′0}keik , ãäå eik = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
ik

, 0, . . . , 0)ò ∈ Rm,

ðàâåíñòâî (5) ïðè ëþáîì j ∈ {1, . . . , q} ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j = µP 2,n
j (~x ′0), ~x ′0 ∈M,

ïðè÷¼ì, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, µ ∈ µ.
Ïðèáàâèâ ïîëèíîì µP 2,n

j (~x)− µP 2,n
j (~x ′0) ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j + µP 2,n
j (~x)− µP 2,n

j (~x ′0) = µP 2,n
j (~x),

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

T̃M(W̃−1(~y − ~a0,...,0) + µ~P 2,n(~x)− µ~P 2,n(~x ′0)),

ãäå T̃M = µ〈~P 2,n(~x), ~[0, ]〉.
Òàê êàê T̃M(W̃−1(~y − ~a0,...,0) + µ~P 2,n(~x) − µ~P 2,n(~x ′0)), [W̃−1]−1 ∈ W è â ñîîòâåòñòâèå ñ

àëãîðèòìîì TM = Wµ〈~P 2,n(~x), ~[0, ]〉 + ~a0,...,0, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 3 è 4 èç [9], èìååò

ìåñòî TM([W̃−1]−1[W̃−1(~y−~a0,...,0) +µ~P 2,n(~x)−µ~P 2,n(~x ′0)] +~a0,...,0). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ~x ∈M
è j ∈ {1, . . . , q} âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

Pnj (~x) + L(Ij) 6 {[W̃−1]−1[W̃−1(~y − ~a0,...,0) + µ~P 2,n(~x)− µ~P 2,n(~x ′0)] + ~a0,...,0}j 6 Pnj (~x) +H(Ij).
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ~x = ~x ′0 èìååì Pnj (~x ′0) +L(Ij) 6 {~y}j 6 Pnj (~x ′0) +H(Ij), èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî

~y ∈ Im (TM).
Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî åñëè ~y ∈ Im (TM1), òî ~y ∈ Im (TM). Ýòî ðàâíîñèëüíî

âêëþ÷åíèþ Im (TM1) ⊂ Im (TM). Î íåçàâèñèìîñòè ïîëèíîìà ~Pn(~x) îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}
ñì. çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1. Òîò ôàêò, ÷òî ïîëèíîì ~P 3,n(~x) â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 7 íå çàâèñèò

îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}, âûòåêàåò èç ñàìîãî àëãîðèòìà 3. Äëÿ ïîëèíîìîâ ~P 2,n(~x) è ~P 4,n(~x)
ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç àëãîðèòìà 3, àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè TM2 è TM4

(ðàçíîñòü ÒÌ, ðàçíîñòü ÒÌ è âåêòîðà, óìíîæåíèå ÒÌ íà ìàòðèöó è ÷èñëî), à òàêæå èç ñâîé-
ñòâà ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêè /0x/ = 0, óêàçàííîãî â ï. 1. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ýòî æå ñâîéñòâî âûïîëíåíî è äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëèíîìà ~Pn(~x), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç

ïîëèíîìà ~P 2,n(~x) ïðè ïîìîùè òîãî æå íàáîðà îïåðàöèé (ñì. àëãîðèòì 3).
Ðåàëèçóåì âòîðîé ïîäõîä è ïîñòðîèì àëãîðèòì ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ ÒÌ, îñíîâàííûé

íà èñïîëüçîâàíèè èíòåðâàëüíîé âíåøíåé îöåíêè ÒÌ.
Àëãîðèòì 4. Âõîä (TM1, (i1, . . . , iq)). Âûõîä (TM, res).
Øàã 1. Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó W = (Wlk)

q
l,k=1 ∈ Rq×q, ýëåìåíòû êîòîðîé âîçüì¼ì ñëåäóþ-

ùèìè:
{W}lk := {~a0,...,1︸︷︷︸

ik

,0,...,0}l, k ∈ {1, . . . , q}, l ∈ {1, . . . , q}.

Øàã 2. ×èñëåííî îáðàòèì ìàòðèöó W, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöó îáîçíà÷èì W̃−1.
Øàã 3. Ïðèìåíèì àëãîðèòì 4 èç [9] ê ìàòðèöå W̃−1, íà âûõîäå ïîëó÷èì res1 è èíòåðâàëü-

íóþ ìàòðèöó W. Åñëè res1 = 0, ïîëîæèì res := 0 è çàâåðøèì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà. Åñëè
res1 = 1, ïîëîæèì res := 1 è ïðîäîëæèì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà.

Øàã 4. Ïîëîæèì TM2 := [W̃−1, ](TM1 − ~a0,...,0).
Øàã 5. Ïîëîæèì ~z := EB(TM2).
Øàã 6. Ïîñòðîèì TM3, âñå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà êîòîðîé âîçüì¼ì ðàâíûìè íóëþ,

êðîìå ñëåäóþùèõ:

{~c0,...,1︸︷︷︸
ij

,0,...,0}j := max{|L(zj)|, |H(zj)|}, j ∈ {1, . . . , q},

è ïîëîæèì ~I3 := ~[0, ].
Øàã 7. Ïîëîæèì TM := WTM3 + ~a0,...,0.
Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì 4 òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì îáðàìëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå

îò àëãîðèòìà 3 àëãîðèòì 4 ìîæåò çàâåðøèòüñÿ íåóñïåøíî (res = 0) òîëüêî â ñëó÷àå ÷èñëåí-
íîãî âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè èñõîäíîé TM, â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì 3 ìîæåò
ïðèéòè ê íåãàòèâíîìó ðåçóëüòàòó òàêæå è íà îñíîâíîì øàãå.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü àëãîðèòì 4 ñ âõîäîì (TM1, (i1, . . . , iq)) âîçâðàùàåò res = 1 è

TM. Òîãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Im (TM1) ⊂ Im (TM) è ïîëèíîì ~Pn(~x) íå çàâèñèò îò
xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~y ∈ Im (TM1), òîãäà ñóùåñòâóåò ~x0 ∈ M = [−1, 1]m òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , q} âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

P 1,n
j (~x0) + L(I1

j ) 6 {~y}j 6 P 1,n
j (~x0) +H(I1

j ).

Ïðèáàâèâ ïîëèíîì P 1,n
j (~x)− P 1,n

j (~x0) êî âñåì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

P 1,n
j (~x) + L(I1

j ) 6 {~y}j + P 1,n
j (~x)− P 1,n

j (~x0) 6 P 1,n
j (~x) +H(I1

j ),

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî TM1(~y + ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0)).
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Òàê êàê TM1(~y+ ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0)), W̃−1 ∈ [W̃−1, ] è â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì TM2 =

= [W̃−1, ](TM1 − ~a0,...,0), òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 3 è 4 èç [9], âûïîëíÿåòñÿ TM2(W̃−1(~y −
−~a0,...,0+ ~P 1,n(~x)− ~P 1,n(~x0))). Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7 èç [8], (W̃−1(~y−~a0,...,0+ ~P 1,n(~x)−
− ~P 1,n(~x0))) ∈ EB(TM2) äëÿ âñåõ ~x ∈ M, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ~x = ~x0 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

(W̃−1(~y − ~a0,...,0)) ∈ EB(TM2) = ~z, ò.å. äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , q} âåðíû íåðàâåíñòâà

−max{|L(zj)|, |H(zj)|} 6 L(zj) 6 {W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j 6 H(zj) 6 max{|L(zj)|, |H(zj)|}.

Äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , q} òàêîãî, ÷òî max{|L(zj)|, |H(zj)|} 6= 0, ðàçäåëèâ âñå ÷àñòè ïîëó-
÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà max{|L(zj)|, |H(zj)|}, áóäåì èìåòü

−1 6
{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j

max{|L(zj)|, |H(zj)|}
6 1.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó P 3,n
j (~x) = max{|L(zj)|, |H(zj)|}xij ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , q}, ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð ~x ′0 ∈M, ÷òî ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , q} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j = P 3,n
j (~x ′0), (6)

âåêòîð ~x ′0 â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~x ′0 =

q∑
j=1

max{|L(zj)|,|H(zj)|}6=0

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j
max{|L(zj)|, |H(zj)|}

eij , ãäå eij = (0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
ij

, 0, . . . , 0)ò ∈ Rm.

Ïðèáàâèâ ïîëèíîì P 3,n
j (~x) ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (6), ïîëó÷èì

{W̃−1(~y − ~a0,...,0)}j + P 3,n
j (~x)− P 3,n

j (~x ′0) = P 3,n
j (~x),

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî TM3(W̃−1(~y − ~a0,...,0) + ~P 3,n(~x)− ~P 3,n(~x ′0)).

Òàê êàê TM3(W̃−1(~y − ~a0,...,0) + ~P 3,n(~x) − ~P 3,n(~x ′0)), [W̃−1]−1 ∈ W è â ñîîòâåòñòâèè ñ
àëãîðèòìîì TM = WTM3 + ~a0,...,0, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 3 è 4 èç [9], ñïðàâåäëèâî

TM([W̃−1]−1[W̃−1(~y − ~a0,...,0) + ~P 3,n(~x) − ~P 3,n(~x ′0)] + ~a0,...,0). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ~x ∈ M è j ∈
∈ {1, . . . , q} âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

Pnj (~x) + L(Ij) 6 {[W̃−1]−1[W̃−1(~y − ~a0,...,0) + ~P 3,n(~x)− ~P 3,n(~x ′0)] + ~a0,...,0}j 6 Pnj (~x) +H(Ij).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ~x = ~x ′0 èìååì Pnj (~x ′0) + L(Ij) 6 {~y}j 6 Pnj (~x ′0) +H(Ij), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

~y ∈ Im (TM).
Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî åñëè ~y ∈ Im (TM1), òî ~y ∈ Im (TM). Ýòî ðàâíîñèëüíî

âêëþ÷åíèþ Im (TM1) ⊂ Im (TM). Î íåçàâèñèìîñòè ïîëèíîìà ~Pn(~x) îò xi ïðè i /∈ {i1, . . . , iq}
ñì. çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ óòâåðæäåíèÿ 8 ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìà ~Pn(~x) ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå ïðîâåäåíû â çàìå÷àíèè 1: ïîëèíîì ~P 3,n(~x) íå çàâèñèò îò xi ïðè

i /∈ {i1, . . . , iq} ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, à ñàì ~Pn(~x) ïîëó÷àåòñÿ èç ~P 3,n(~x) óìíîæåíèåì íà
ìàòðèöó è ïðèáàâëåíèåì âåêòîðà (ñì. àëãîðèòì 4).

Çàìå÷àíèå 3. Èíòåðâàë Bmon
n1,...,nm íå ââîäèëñÿ íàìè â ñòàòüÿõ [8, 9], âìåñòî íåãî â àëãîðèò-

ìàõ ìû ÿâíî èñïîëüçîâàëè èíòåðâàë [−1, 1] äëÿ âñåõ ìîíîìîâ. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâà-
íèè ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äëÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáîé. Äëÿ óëó÷øåíèÿ
ðåçóëüòàòà ðàáîòû àëãîðèòìû 1�6 èç ñòàòüè [8] è àëãîðèòìû 1 è 5 èç [9] ìîãóò áûòü ìîäèôè-

öèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî âñåõ ôîðìóëàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà ~I ðåçóëüòèðóþ-
ùåé TM íåîáõîäèìî â ñóììå ïî èíäåêñàì n1, . . . , nm çàìåíèòü èíòåðâàë [−1, 1] íà èíòåðâàë
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Bmon
n1,...,nm . Íàïðèìåð, â [8] â àëãîðèòìå 1 èçìåíèòñÿ ïðèñâàèâàíèå (1), â àëãîðèòìå 4 � ïðèñâà-

èâàíèå äëÿ ~A, â àëãîðèòìå 5 � ïðèñâàèâàíèå (6) è ò.ä. Âñå äîêàçàòåëüñòâà îñòàþòñÿ âåðíûìè,
åñëè â íèõ âûðàæåíèå � xn1

1 xn2
2 . . . xnnm ∈ [−1, 1] � çàìåíÿåòñÿ íà � xn1

1 xn2
2 . . . xnnm ∈ Bmon

n1,...,nm �.
Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåòñÿ ïðè èçìåíåíèè àëãîðèòìà 3 èç [8]
(âû÷èñëåíèå îöåíêè ïîëèíîìà) è èñïîëüçóþùåãî ýòîò àëãîðèòì àëãîðèòìà 7 èç [8] (âíåøíÿÿ
îöåíêà ÒÌ). Âî âñåõ îñòàëüíûõ àëãîðèòìàõ ïðîèñõîäèò óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà íà óðîâíå òî÷-
íîñòè ïðèáëèæ¼ííîé àðèôìåòèêè.

3. Àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ è ñèñòåì ÎÄÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöè-
ðîâàííûõ èíòåðâàëüíûõ ìîäåëåé Òåéëîðà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

d~y

dt
= ~f(~y),

~y(0) = ~y0, (7)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ~f óðàâíåíèÿ çàäàíà â íåêîòîðîé îáëàñòè è ÿâëÿåòñÿ â íåé ëèïøèöåâîé

ôóíêöèåé ñ êîíñòàíòîé L, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖~f(~y2) − ~f(~y1)‖2 6 L‖~y2 − ~y1‖2.
×åðåç ~F îáîçíà÷èì TM-ðàñøèðåíèå ôóíêöèè ~f, à èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå [∆t, ] ÷èñëà
∆t � ÷åðåç ∆t.

Íà îñíîâå àëãîðèòìà 10 èç [8] ïîñòðîèì àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ è ñèñòåì ÎÄÓ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííûõ èíòåðâàëüíûõ ìîäåëåé Òåéëîðà. Â äàííîé ñòàòüå â îòëè÷èå
îò [8] ìû âûäåëèì èç îáùåãî àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ îäèí ëîãè÷åñêèé áëîê � âûïîëíå-
íèå îäíîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ìåòîäîì èòåðàöèé Ïèêàðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ. Îäíèì èç âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèìîãî íèæå àëãîðèòìà 5 ÿâ-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíà ε. Ýòîò ïàðàìåòð íóæåí äëÿ çàäàíèÿ êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé Ïèêàðà
è ìîæåò áûòü ðàçíûì â ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèÿõ àëãîðèòìà. Âåëè÷èíà ε ìîæåò áûòü êàê âå-
ùåñòâåííûì ÷èñëîì, çàäàþùèì ãðàíèöó èçìåíåíèÿ îñòàòêà ÒÌ îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè, òàê è
öåëûì ÷èñëîì, îïðåäåëÿþùèì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé èëè êîìáèíàöèåé ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Êîí-
êðåòíûé êðèòåðèé íå èìååò çíà÷åíèÿ ñ ò.ç. äîêàçàòåëüíûõ ñâîéñòâ àëãîðèòìà, íî ñóùåñòâåííî
âëèÿåò íà êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ îöåíîê è ñêîðîñòü ðàáîòû.

Àëãîðèòì 5. Âõîä (TM0,∆t, S, ε, ~F ). Âûõîä (res, TM).

Øàã 1. Ïîëîæèì s := 1, T̂M
1

:= TM0.

Øàã 2. Ïîëîæèì T̂M
s+1

ðàâíîé âûõîäó àëãîðèòìà 9 èç [8] ñ âõîäîì (TM0, T̂M
s
,∆t, ~F ).

Øàã 3. Åñëè s = n, ïåðåéä¼ì íà øàã 4, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì s := s+1 è ïåðåéä¼ì
íà øàã 2

Øàã 4. Ïîëîæèì s := 1. Ïîñòðîèì TM
1
ñëåäóþùèì îáðàçîì: å¼ ïîëèíîìèàëüíóþ ÷àñòü

ïîëîæèì ðàâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè T̂M
n+1

, à îñòàòîê âûáåðåì, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ

TM0 è ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè T̂M
n+1

(íàïðèìåð, ðàñøèðèâ îñòàòîê TM0 èëè èñïîëüçóÿ

îöåíêó ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè T̂M
n+1

).

Øàã 5. Ïîëîæèì TM
s+1

ðàâíîé âûõîäó àëãîðèòìà 9 èç [8] ñ âõîäîì (TM0,TM
s
,∆t, ~F ).

Øàã 6. Åñëè àëãîðèòì 8 èç [8] ñ âõîäîì (TM
s+1

, TM
s
) âåðíóë 1, ïåðåéä¼ì íà øàã 7, èíà÷å

ïîëîæèì TM
s+1

ðàâíîé íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè TM
s
(íàïðèìåð, óìíîæèâ å¼ îñòàòîê íà

êàêîå-ëèáî ÷èñëî) è ïåðåéä¼ì íà øàã 8.

Øàã 7. Ïðîâåðèì TM
s+1

íà ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå ñõîäèìîñòè îñòàòêà, îïðåäåëÿåìîå

ïàðàìåòðîì ε (íàïðèìåð, ñðàâíèâ îñòàòîê TM
s+1

ïî íåêîòîðîìó êðèòåðèþ áëèçîñòè ñ îñòàò-
êîì TM

s
èëè ïðîâåðèâ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, äëÿ êîòîðûõ ïðîâåðêà èç ï. 6

çàâåðøèëàñü óñïåøíî). Åñëè ýòî óñëîâèå ñõîäèìîñòè âûïîëíåíî, ïîëîæèì TM := TM
s+1

,
res := 1 è çàâåðøèì àëãîðèòì.

Øàã 8. Åñëè s = S, çàâåðøèì àëãîðèòì, ïîëîæèâ res := 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì
s := s+ 1 è ïåðåéä¼ì íà øàã 5.
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Çàìå÷àíèå 4. Íà øàãàõ 1, 2 è 3 âûïîëíÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè ÒÌ,
êîòîðàÿ ïðè äàëüíåéøèõ èòåðàöèÿõ ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ èñïîëüçóåìûõ íà
ýòèõ øàãàõ àëãîðèòìàõ ðàáîòû ñ ÒÌ îñòàòîê íèêàê íå âëèÿåò íà ïîëèíîìèàëüíóþ ÷àñòü (÷òî,
ïî ñóòè, âåðíî äëÿ ïî÷òè âñåõ áàçîâûõ ÒÌ àëãîðèòìîâ). Ïîñêîëüêó â àëãîðèòìå 5 èñïîëüçóåòñÿ

òîëüêî ïîëèíîìèàëüíàÿ ÷àñòü T̂M
n+1

, íà óêàçàííûõ øàãàõ îñòàòêè ÒÌ ìîãóò íå âû÷èñëÿòüñÿ,
÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü äëÿ íåêîòîðîé îïòèìèçàöèè.

Àëãîðèòì 6. Âõîä (TM1
0,∆t, N, S, ε,Algo, NAlgo, ~F , (i1, . . . , iq)). Âûõîä (N, {TMl}Nl=1).

Øàã 1. Ïîëîæèì l := 1.
Øàã 2. Ïîëîæèì TMl è res ðàâíûìè âûõîäó àëãîðèòìà 5 ñ âõîäîì (TMl

0,∆t, S, ε, ~F ).
Åñëè res = 1, ïåðåéä¼ì íà øàã 3, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì N := l − 1 è çàêîí÷èì
âûïîëíåíèå.

Øàã 3. Åñëè l = N, çàêîí÷èì âûïîëíåíèå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì T̃M
l+1

0 :=
:= TMl|x1=1 è ïåðåéä¼ì íà øàã 4.

Øàã 4. Åñëè lmodNAlgo 6= 0, ïîëîæèì TMl+1
0 ðàâíûì T̃M

l+1

0 è ïåðåéä¼ì íà øàã 2, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéä¼ì íà øàã 5.

Øàã 5. Ïîëîæèì TMl+1
0 è res ðàâíûìè âûõîäó àëãîðèòìà Algo ñ âõîäîì (T̃M

l+1

0 , (i1, . . . , iq)).
Åñëè res = 0, ïîëîæèì N := l− 1 è çàêîí÷èì âûïîëíåíèå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì l :=
:= l + 1 è ïåðåéä¼ì íà øàã 2.

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì 6 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ÎÄÓ è ñèñ-
òåì ÎÄÓ.

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü TMl
0 = 〈~P l,n0 , ~I l0〉 è TMl = 〈~P l,n, ~I l〉 äëÿ l = 1, N. Ïóñòü äëÿ

çàäà÷è (7) çàäàíû:

1) TM-ðàñøèðåíèå ~F ôóíêöèè f � ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàäà÷è (7);
2) ÷èñëî ∆t è åãî èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ∆t;

3) TM1
0, ïîëèíîì êîòîðîé ~P 1,n

0 íå çàâèñèò îò x1 è äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò x0
2, . . . , x

0
m

èç îòðåçêà [−1, 1] òàêèå, ÷òî ~y0 ∈ [~P 1,n
0 (x0

2, . . . , x
0
m) +L(~I1

0), ~P 1,n
0 (x0

2, . . . , x
0
m) +H(~I1

0)] (èíà÷å

ãîâîðÿ, ~y0 ∈ Im (TM1
0)).

Ïóñòü àëãîðèòì Algo ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì îáðàìëåíèÿ. Ïóñòü, äàëåå, àëãîðèòì 6 ñ âõî-

äîì (TM1
0,∆t, N, S, ε,Algo, NAlgo, ~F , (2, . . . ,m)) âåðíóë (N, {TMl}Nl=1). Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðå-

øåíèå ~y(t) çàäà÷è (7) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ~y0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû íà îòðåçêå [0, N∆t]
è äëÿ âñåõ l = 1, N íàéäóòñÿ òàêèå xl2, . . . , x

l
m ∈ [−1, 1], äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , q}

âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

P l,nj

(
t

∆t
− l + 1, xl2, . . . , x

l
m

)
+ L({~Il}j) 6 yj(t) 6 P l,nj

(
t

∆t
− l + 1, xl2, . . . , x

l
m

)
+H({~Il}j),

ãäå t ∈ [(l − 1)∆t, l∆t].
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 9 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ 19

èç [9] ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (18) èç [9] íà êàæäîì øàãå
èíäóêöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îïðåäåëåíèå 8 è òî, ÷òî Algo � àëãîðèòì îáðàìëåíèÿ, à òàêæå
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ TMl+1

0 íà øàãå 4 àëãîðèòìà 6. Êðîìå òîãî, â ñèëó ýòîãî çíà÷åíèÿ x0
2, . . . , x

0
m,

èñïîëüçîâàâøèåñÿ â îöåíêàõ íà êàæäîì øàãå â óòâåðæäåíèè 19 èç [9], äîëæíû áûòü çàìåíåíû
çíà÷åíèÿìè xl2, . . . , x

l
m, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ øàãîâ l. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.
Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 7 è 8, àëãîðèòìû 3 è 4 ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè

îáðàìëåíèÿ, ò.å. ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå Algo.

4. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâà-
þùåé îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ:

dx

dt
= x− 1

3
x3 − y, dy

dt
= x, t > 0,

x(0) = x0, y(0) = y0. (8)
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Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðè x0 ≈ −2.0085,
y0 ≈ 0 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò å¼ íàãëÿäíî âèçó-
àëèçèðîâàòü. Ýòî îáóñëàâëèâàåò âûáîð çàäà÷è (8) â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé äëÿ äåìîíñòðàöèè
ïîñòðîåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòìîâ, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ÄÂ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (8) èñïîëüçóåì èíòåðâàëüíóþ ìî-
äåëü Òåéëîðà ñ ïàðàìåòðàìè n = 2, m = 3, q = 2. Ïðè ýòîì ïîëèíîìèàëüíàÿ ÷àñòü ÒÌ
~P 2(x1, x2, x3) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [−1, 1]3, îñòàòîê ~I ïðèíàäëåæèò R2, ïåðåìåííàÿ x1

ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé t èñõîäíîé çàäà÷è, ïåðåìåííàÿ x2 � çíà÷åíèþ ôóíêöèè x, ïåðå-
ìåííàÿ x3 � çíà÷åíèþ ôóíêöèè y.

Èç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (8) èìååò çàìêíóòóþ òðàåêòî-
ðèþ â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0 ≈ −2.0085, y0 ≈ 0, ïîýòîìó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì ñëåäóþùóþ ÒÌ:

TM1
0 =

〈(
−2.0086 + 0.004x2 + 0.00002x3

−0.0011x2 + 0.0125x3

)
,

(
[0, ]
[0, ]

)〉
.

ÒÌ-ðàñøèðåíèå ~F (TM) ïðàâîé ÷àñòè (8) ñòðîèòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
Ïðèìåíèì ñëåäóþùèå àëãîðèòìû: àëãîðèòì 10 èç [8], íå èñïîëüçóþùèé îáðàìëåíèå (�íà-

èâíûé� àëãîðèòì Ïèêàðà); àëãîðèòì 6 ñ àëãîðèòìîì îáðàìëåíèÿ 3 (ñòÿãèâàþùåå îáðàìëåíèå
Ìàêèíî�Áåðöà); àëãîðèòì 6 ñ àëãîðèòìîì îáðàìëåíèÿ 4 (ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå
âàðèàíò ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ). Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå:

TM1
0, ∆t = 0.0005, N = 14000 (íà îäèí ïåðèîä),

S = 5, NAlgo = 1, ~F (TM), (i1, i2) = (2, 3).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ çàâåðøåíèÿ èòåðàöèé Ïèêàðà èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè èçìåíåíèÿ
âñåõ îñòàòêîâ îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè îòíîñèòåëüíî øèðèíû ñàìèõ îñòàòêîâ (ε = 10−2). Íà
âûõîäå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {TMl}Nl=1, îïèñûâàþùóþ ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (8).
Íà ðèñ. 2 è 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè, äåìîíñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ ðàçëè÷íûõ
àëãîðèòìîâ.

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ �íàèâíûì� àëãîðèòìîì Ïèêàðà,
ïðåòåðïåâàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ, îòâå÷àþùèõ ïåðåìåííûì
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Äëÿ àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùåãî
ñòÿãèâàþùåå îáðàìëåíèÿ Ìàêèíî�Áåðöà, õàðàêòåðíî áûñòðîå ðàçðàñòàíèå îöåíîê ìíîæåñòâà
ðåøåíèé â íàïðàâëåíèè, êàñàòåëüíîì öèêëó (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2, ïîäðîáíåå � ðèñ. 3, à).
Ýòî ìîæíî ñâÿçàòü ñ îñîáåííîñòÿìè ïîñòðîåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ÒÌ àëãîðèòìîì 3, à òàê-
æå ñòðóêòóðû ÒÌ, âûáðàííîé â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ (ÒÌ âòîðîãî ïîðÿäêà) èç ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ òðà-
åêòîðèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) çà îäèí ïåðèîä ïîçâîëÿåò îïèñàòü òîëüêî àëãîðèòì èíòåãðèðîâà-
íèÿ, èñïîëüçóþùèé ïðåäëîæåííûé íàìè âàðèàíò ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðè
äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèè ìíîæåñòâî ðåøåíèé, îïèñûâàåìûõ ÒÌ, ñóæàåòñÿ (ðèñ. 3, á), ÷òî ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñèñòåìå
(8) (äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî àêêóðàòíî îïèñàòü ñå÷åíèå è èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ îöåíêè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå).

Îòìåòèì, ÷òî ïîïàäàíèå íà÷àëüíîé îêðåñòíîñòè öèêëà â ñåáÿ óäà¼òñÿ äîêàçàòü òîëüêî â
ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíî âûáðàííîé íà÷àëüíîé ÒÌ, ðàñïîëîæåííîé âäîëü ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè öèêëà, êàê ýòî äåëàëîñü â [9]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèñ-
õîäèò ÷èñëåííîå âûðîæäåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè ÒÌ, óõóäøàþùåå ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðåäëî-
æåííîãî àëãîðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ, òàê êàê â ïîñëåäíåì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà
îáðàùàåòñÿ. Îäíàêî îñòàëüíûå ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïðèâîäÿò ê îò-
ðèöàòåëüíîìó ðåçóëüòàòó.
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Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (8), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ: ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � �íàèâíûé� àëãî-
ðèòì Ïèêàðà; øòðèõîâàÿ � ñòÿãèâàþùåå îáðàìëåíèå Ìàêèíî�
Áåðöà; ñïëîøíàÿ � ñòÿãèâàþùåå îáðàìëåíèå, ïðåäëîæåííûé âà-
ðèàíò.

(à) (á)

Ðèñ. 3. Ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (8), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ (óâåëè÷åíèå, îáîçíà-
÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà ðèñ. 2): îáëàñòü ðàçðàñòàíèÿ îöåíîê äëÿ àëãîðèòìà Ìàêèíî�Áåðöà (a);
ïîïàäàíèå íà÷àëüíîé ÒÌ â ñåáÿ çà ïåðèîä öèêëà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ñòàòüå âà-
ðèàíòà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ (á): ïåðâûé ïåðèîä � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, âòîðîé � ñïëîøíàÿ, íà÷àëüíûé
ïàðàëëåëîãðàìì çàëèò ñåðûì öâåòîì.
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Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé âàðèàíò àëãîðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ
è ïðîâåäåíî åãî ñðàâíåíèå ñ èñõîäíûì àëãîðèòìîì Ìàêèíî�Áåðöà â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å
î äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñèñòåìå ÎÄÓ. Îáà àëãîðèòìà è
äîêàçàòåëüñòâà èõ ñâîéñòâ èçëîæåíû â òåðìèíîëîãèè ÒÌ, ââåä¼ííîé â íàøèõ ïðåäûäóùèõ
ðàáîòàõ [8, 9]. Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî èñõîäíûé àëãî-
ðèòì â çàäà÷å î öèêëàõ íå äà¼ò ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ îòíîñèòåëüíî �íàèâíîãî� àëãî-
ðèòìà ÒÌ-èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé àëãîðèòì áóäåò ïðîèã-
ðûâàòü ïðåäëîæåííîìó â ëþáûõ çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ðåøåíèé â ñèñòåìàõ ÎÄÓ, íî
ïîäîáíîå ñðàâíåíèå âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî èññëåäîâàíèÿ. Ê íåäîñòàòêàì ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà ìîæíî îòíåñòè èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ëèíåéíîé ÷àñòè ïðè ïåðåõîäå ê �ýòàëîííîé� ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïðîäîëæåíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû
ìîæíî ïðåäëîæèòü èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ÒÌ. Îäíàêî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñòÿ-
ãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûøå. Äðóãîå íàïðàâëåíèå, ðàçâèâàþùåå äàííóþ
ðàáîòó, ñâÿçàíî ñ ôîðìàëèçàöèåé â ðàìêàõ èñïîëüçóåìûõ íàìè îïðåäåëåíèé ò.í. àëãîðèòìîâ
ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ è ñ èõ ïðèìåíåíèåì ê çàäà÷å î äîêàçàòåëüñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Êàê óêàçàíî â [20], äàííûå àëãîðèòìû òàêæå ðåøàþò ïðîáëåìó ðàçðàñòàíèÿ îñòàòêîâ ÒÌ ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ÎÄÓ.

Âåðí¼ìñÿ ê ðåçóëüòàòàì äðóãîé íàøåé ðàáîòû [17], óïîìÿíóòîé âî ââåäåíèè. Êàê áûëî
ñêàçàíî, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ñ 79-þ
ïåðåìåííûìè, ÿâëÿþùåéñÿ ãàë¼ðêèíñêèì ïðèáëèæåíèåì çàäà÷è î äâóìåðíîì òå÷åíèè Êîë-
ìîãîðîâà, ñ ïîìîùüþ �íàèâíîãî� àëãîðèòìà â ñî÷åòàíèè ñ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäõîäîì òðåáóåò
ïðèìåðíî îäíîãî ìåñÿöà íåïðåðûâíûõ ðàñ÷¼òîâ íà ïÿòè âèäåîêàðòàõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãî-
ðèòìà ñòÿãèâàþùåãî îáðàìëåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ òåõíèêîé ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâóþùèé
ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â òå÷åíèè 6 ÷ íà îäíîé âèäåîêàðòå. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü
îáùèé âûâîä, ÷òî ðàçâèòèå îáëàñòè äîêàçàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé â ðàâíîé ñòåïåíè çàâèñèò êàê
îò èñïîëüçîâàíèÿ íîâåéøèõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àðõèòåêòóð, òàê è îò ðàçâèòèÿ è
îïòèìèçàöèè ñàìèõ àëãîðèòìîâ ÄÂ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (ïðîåêò 18-29-10008ìê).
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ (êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ) ñèñòåìó

x(t+ 1) = A(t)x(t), x ∈ Rn, t ∈ Z+. (1)

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n×n-ìàòðèöà A(t) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé è âïîëíå îãðàíè÷åííîé;
ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî A(t) íåâûðîæäåíà ïðè âñåõ t ∈ Z+ è âìåñòå ñî ñâîåé îáðàòíîé ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíà íà Z+. Ïîíÿòèå âïîëíå îãðàíè÷åííîé ìàòðèöû A(t), t ∈ Z+, ââåäåíî â ðà-
áîòå [1], â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x(·) ñèñòåìû (1)
ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ èìååò êîíå÷íûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçà-
òåëü λ[x]. Îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñèñòåìû (1) ÷åðåç λ1(A) 6 . . . 6 λn(A).

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû (1) èìååò ìå-
ñòî ïðè áîëåå ñëàáûõ, ÷åì âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü ìàòðèöû A(t), ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â ðàáîòå [2]
äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

sup
t∈Z+

‖A(t)‖ < +∞ è lim
Z+3 t→∞

t−1 ln

∣∣∣∣ t−1∏
j=0

detA(j)

∣∣∣∣ > −∞ (2)

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñèñòåìû (1) êîíå÷íû. Ïîçäíåå â ðàáîòå [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû (1) òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâî,
åñëè â (2) ïåðâîå èç åãî íåðàâåíñòâ çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì íåðàâåíñòâîì

lim
Z+3 t→∞

t−1 ln

t−1∏
j=0

‖A(j)‖ < +∞.

Äëÿ ñèñòåìû (1) ÷åðåç σË(A) îáîçíà÷èì å¼ êîýôôèöèåíò íåïðàâèëüíîñòè Ëÿïóíîâà, ò.å.
âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

σË(A) =

n∑
k=1

λk(A)− lim
Z+3 t→∞

t−1
t−1∑
m=0

ln |detA(m)|,

à ÷åðåç X(t, k) � å¼ ìàòðèöó Êîøè (ïî îïðåäåëåíèþ X(t, k) = X(t)X−1(k), t, k ∈ Z+, ãäå
X(·) � êàêàÿ-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1)).

×åðåç Bn(ρ) îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð â Rn ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â íóëå. Äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà p > 1 ââåä¼ì âàæíûé â äàëüíåéøåì êëàññ Fnp , ñîñòîÿùèé èç âåêòîð-
ôóíêöèé f : Z+ ×Df → Rn, ãäå Df � îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rn (çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà f), äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(t, y)‖ 6 ψf (t)‖y‖p, (t, y) ∈ Z+ ×Bn(ρf ), (3)
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ãäå ÷èñëî ρf > 0 è ôóíêöèÿ ψf : Z+ → R+ (ñâîè äëÿ êàæäîé f) òàêîâû, ÷òî Bn(ρf ) ⊂ Df

è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ôóíêöèè ψf ðàâåí íóëþ. ×åðåç Fnp (c) îáîçíà÷èì ïîäêëàññ
êëàññà Fnp , ñîñòîÿùèé èç âåêòîð-ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ â íåðàâåíñòâå (3) ôóíêöèþ ψf ìîæíî
âçÿòü òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé.

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1) ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíóþ íåëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó

y(t+ 1) = A(t)y(t) + f(t, y(t)), t ∈ Z+, (4)

ãäå f ∈ Fnp äëÿ íåêîòîðîãî p > 1.
Äèñêðåòíûå àíàëîãè òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ óñòà-

íàâëèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè.
Â ñëó÷àå ïðàâèëüíîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (1) ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé

A(t) è íåëèíåéíîñòüþ f, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó
⋃
p>1Fnp , â ðàáîòå [1] ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé

ïðèçíàê àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), àíàëîãè÷íûé êðèòå-
ðèþ Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [4, ñ. 136�137; 5, ñ. 238]. Çàìåòèì, ÷òî èç
óñëîâèÿ (3) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (4) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå y(t) ≡ 0, t ∈ Z+.

Â ñëó÷àå f ∈ Fnp (c) è âûïîëíåíèè áîëåå ñëàáûõ, ÷åì âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü, òðåáîâàíèé
(ñì. âûøå) ê ìàòðèöå A(t) ïðàâèëüíîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
ïîëó÷åí â ðàáîòå [3]. Äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû ×åòàåâà�Ìàëêèíà�Ìàññåðû äëÿ íåïðàâèëü-
íîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ óñòàíîâëåí â ýòîé æå ðàáîòå.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ïîäîáíîãî ðîäà, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, îïèðàþòñÿ íà îöåíêó
ìàòðèöû Êîøè ñèñòåìû (1). Òàêóþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ
λn(A) è êîýôôèöèåíòà íåïðàâèëüíîñòè σË(A) ñèñòåìû (1) [6, c. 9].

Íàðÿäó ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé (1), ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λn(A) êîòîðîé îòðèöàòå-
ëåí, à ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ A(t) âïîëíå îãðàíè÷åíà, ðàññìîòðèì âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó

y(t+ 1) = A(t)y(t) +Q(t)y(t) + f(t, y(t)), y ∈ Rn, t ∈ Z+, (5)

ãäå f ∈ Fnp ïðè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïîñòîÿííîé p > 1, à âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ n × n-
ìàòðèöà Q(t) óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî.

Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìà (1) è ìàòðèöà Q(t), ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) áûëî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðè ëþáîì âîçìóùåíèè f ∈ Fnp .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïî÷òè òðàäèöèîííà, îäíàêî â îòëè÷èå î êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè, âî-
ïåðâûõ, äîáàâëåíî ëèíåéíîå âîçìóùåíèå Q(t)y(t) (ñð. ñèñòåìû (4) è (5)), à âî-âòîðûõ, íåëè-
íåéíîå âîçìóùåíèå f ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì áîëåå øèðîêîìó êëàññó Fnp . Åñëè æå
Q(t) ≡ 0 è f ∈ Fnp (c), òî èìååì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè
ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã [1] íåðàâåíñòâà Áèõàðè. Ïðèâåä¼ì ôîð-
ìóëèðîâêó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yi)i∈Z+ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì: y0 6 C = const > 0 è

ym 6 C +

m−1∑
k=0

akϕ(yk), m ∈ N,

ãäå (ai)i∈Z+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à ϕ(y) : R+ → R+ � íåïðåðûâ-
íàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

m−1∑
k=0

ak < Φ(∞), m ∈ N, (6)

ãäå Φ(z) =
∫ z
C dz1/ϕ(z1). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

ym 6 Φ−1

(m−1∑
k=0

ak

)
, m ∈ N.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè Φ(∞) =∞, òî óñëîâèå (6) èçëèøíå.
Ëåììà. Ïóñòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ui)i∈Z+ è (vi)i∈Z+

è ÷èñåë C > 0, a > 0, p > 1 ïðè âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

um 6 C +
m−1∑
k=0

vk(uk + aupk). (7)

Òîãäà, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(C1−p + a) exp

(
(1− p)

m−1∑
k=0

vk

)
− a > 0, m ∈ N, (8)

èìååò ìåñòî îöåíêà

um 6

(
(C1−p + a) exp

(
(1− p)

m−1∑
k=0

vk

)
− a
)1/(1−p)

. (9)

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè a = 0 èìååì äèñêðåòíûé àíàëîã ëåììû Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà.
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ðÿä

∑∞
k=1 vk ñõîäèòñÿ, òî íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì

äîñòàòî÷íî ìàëîì C. Åñëè æå ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî íåðàâåíñòâî (8) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
ïðè âñåõ m ∈ N òîëüêî ïðè a = 0.

Óáåäèìñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.
Ðàññìîòðèì íà ïðîìåæóòêå R+ íåïðåðûâíóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîëîæèòåëüíóþ

ôóíêöèþ ϕ(y) = y + ayp, p > 1. Òàê êàê 1/ϕ(y) = 1/y − ayp−2/(1 + ayp−1), òî

Φ(z) =

z∫
C

dy

ϕ(y)
=

z∫
C

dy

y + ayp
= ln

(
z

C

(
1 + aCp−1

1 + azp−1

)1/(p−1))
.

Èìååì

Φ(∞) = ln

(
1 + aCp−1

aCp−1

)1/(p−1)

,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (6) òåîðåìû 1 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (8) ëåììû. Äëÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèè Φ−1(t) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

Φ−1(t) = (−a+ (C1−p + a)e(1−p)t)1/(1−p),

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (9) ëåììû ñëåäóåò èç îñíîâíîé îöåíêè òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü â ñèñòåìå (5) íåëèíåéíîå âîçìóùåíèå f ïðèíàäëåæèò êëàññó Fnp ,

ãäå p = fix > 1, è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà:

‖Q(t)‖ 6 CQ exp{λn(A)(p− 1)t}, t ∈ Z+, (10)

ãäå CQ � ïîñòîÿííàÿ, è
λn(A)(p− 1) + σË(A) < 0. (11)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ìåòîäó âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èìååì

y(m) = X(m, 0)y(0) +
m−1∑
k=0

X(m, k + 1)(Q(k)y(k) + f(k, y(k))). (12)

Äëÿ ìàòðèöû Êîøè X(m, k) ñèñòåìû (1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà [6, c. 9]

‖X(m, k)‖ 6 Cε exp{(λn(A) + ε)(m− k) + (σË(A) + ε)k}, m > k > 0, (13)
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ãäå ÷èñëî ε > 0 ìîæåò áûòü âçÿòî ñêîëü óãîäíî ìàëûì, à Cε � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, îò âûáîðà ε. Èç âêëþ÷åíèÿ f ∈ Fnp ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖f(m, y)‖ 6 Cε1 exp(ε1m)‖y‖p, m ∈ Z+, (14)

ãäå ÷èñëî ε1 > 0 ìîæåò áûòü âçÿòî ñêîëü óãîäíî ìàëûì, à Cε1 � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà ε1.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (12) è íåðàâåíñòâ (13), (14) âûòåêàåò îöåíêà

‖y(m)‖ 6 Cε exp{(λn(A) + ε)m}‖y(0)‖+

+
m−1∑
k=0

Cε exp{(λn(A) + ε)(m− k) + (σË(A) + ε)k}(‖Q(k)‖‖y(k)‖+ Cε1 exp(ε1k)‖y(k)‖p),

îòêóäà ïîëó÷àåì
‖y(m)‖ exp{−(λn(A) + ε)m} 6 Cε‖y(0)‖+

+
m−1∑
k=0

Cε exp{(σË(A)− λn(A) + ε1)k}(‖Q(k)‖ exp(−ε1k)‖y(k)‖+ Cε1‖y(k)‖p).

Îöåíèâ âåëè÷èíó exp(−ε1k) ñâåðõó åäèíèöåé, áóäåì èìåòü

‖y(m)‖ exp{−(λn(A) + ε)m} 6 Cε‖y(0)‖+ Cε

m−1∑
k=0

exp{(σË(A)− λn(A) + ε1)k} ×

× exp{(λn(A) + ε)kp}(‖Q(k)‖ exp{−(λn(A) + ε)(p− 1)k}‖y(k)‖ exp{−(λn(A) + ε)k}+

+ Cε1(‖y(k)‖ exp{−(λn(A) + ε)k})p). (15)

Èç óñëîâèÿ (10) âûòåêàåò îöåíêà

‖Q(k)‖ exp{−(λn(A) + ε)(p− 1)k} 6 CQ exp{−ε(p− 1)k} 6 CQ, k ∈ Z+,

ó÷èòûâàÿ êîòîðóþ â íåðàâåíñòâå (15), áóäåì èìåòü

‖y(m)‖ exp{−(λn(A) + ε)m} 6 Cε‖y(0)‖+ CQCε

m−1∑
k=0

exp{(σË(A) + λn(A)(p− 1) + ε1 + εp)k} ×

× (‖y(k)‖ exp{−(λn(A) + ε)k}+ Cε1C
−1
Q (‖y(k)‖ exp{−(λn(A) + ε)k})p). (16)

Èç óñëîâèÿ (11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε1 è ε âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî σË(A) + λn(A)(p− 1) + ε1 + εp < 0. Çàôèêñèðóåì òàêèå ε1 è ε è ïîëîæèì

um = ‖y(m)‖ exp{−(λn(A) + ε)m}, vm = CQCε exp{(σË(A) + λn(A)(p− 1) + ε1 + εp)m}.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ íåðàâåíñòâî (16) ïðèìåò âèä (7), â êîòîðîì C = Cε‖y(0)‖ è a = Cε1C
−1
Q .

Òàê êàê ðÿä
∑∞

k=0 vk ñõîäèòñÿ, òî íåðàâåíñòâî (8) ëåììû âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ‖y(0)‖ äîñòà-
òî÷íà ìàëà. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå ðàáîòû, èìååò ìåñòî îöåíêà (9), ò.å. ïîñëå î÷åâèäíûõ
ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îöåíêà

‖y(m)‖ 6 exp{(λn(A) + ε)m}Cε‖y(0)‖
[
(1 + Cε1C

−1
Q (Cε‖y(0)‖)p−1)×

× exp

(
(1− p)

m−1∑
k=0

vk

)
− Cε1C−1

Q (Cε‖y(0)‖)p−1

]1/(1−p)
.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì íåïðåðûâíûé àíàëîã òåîðåìû 2.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíóþ íåëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+Q(t)x+ f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R+, (17)

ãäå n × n-ìàòðèöû A(t) è Q(t) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà R+, à f(t, x) � íåïðåðûâíàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 óñëîâèþ

‖f(t, x)‖ 6 const‖x‖p, t ∈ R+, (18)

ãäå p > 1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïóñòü λn(A) � íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+, (19)

à σË(A) � å¼ êîýôôèöèåíò íåïðàâèëüíîñòè Ëÿïóíîâà; îí îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

σË(A) =
n∑
k=1

λk(A)− lim
t→∞

1

t

t∫
0

SpA(u)du.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (17) âûïîëíåíû óñëîâèå (18), íåðàâåíñòâà λn(A) < 0,
λn(A)(p− 1) + σË(A) < 0 è ïðè âñåõ t ∈ R+ îöåíêà ‖Q(t)‖ 6 CQ exp{λn(A)(p− 1)t}. Òîãäà å¼
íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü λ[Q] ìàò-
ðèöû Q(t) ëèíåéíîãî âîçìóùåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå λ[Q] < −σË(A). Ïî òåîðåìå Áîãäàíî-
âà�Ãðîáìàíà [8, ãë. IV, � 5] ïîêàçàòåëè ñèñòåì (19) è ñèñòåìû

ẋ = (A(t) +Q(t))x, x ∈ Rn, t ∈ R+, (20)

ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Òàê êàê λn(A) < 0, òî ‖Q(t)‖ → 0 ïðè t→ +∞, à çíà÷èò, ìàòðèöà
Q(t) èìååò íóëåâîå èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå, ïîýòîìó σË(A) = σË(A + Q). Òîãäà óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 3 ñëåäóåò èç òåîðåìû ×åòàåâà�Ìàëêèíà�Ìàññåðû [7, c. 63] äëÿ ñèñòåìû (20).

Çàìå÷àíèå 4. Èç óñëîâèé λn(A) < 0 è ‖Q(t)‖ 6 CQ exp{λn(A)(p− 1)t}, t ∈ R+, ñëåäóåò,
÷òî ‖Q(t)‖ → 0 ïðè t → +∞. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óáûâàþùèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè
ëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ìîãóò âûçâàòü, êàê ïîêàçàíî åù¼
Î. Ïåððîíîì [8, c. 118�119], ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Äåìèäîâè÷ Â.Á.Îá îäíîì ïðèçíàêå óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.
1969. Ò. 5. � 7. Ñ. 1247�1255.

2. Êóçíåöîâ Í.Â., Ëåîíîâ Ã.À. Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ äèñêðåòíûõ ñèñòåì // Âåñòí.
ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. 2003. Âûï. 1. � 1. Ñ. 28�35.

3. Êóçíåöîâ Í.Â., Ëåîíîâ Ã.À. Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íåëèíåéíûõ äèñ-
êðåòíûõ ñèñòåì // Âåñòí. ÑÏáÃÓ. Ñåð. 1. 2005. Âûï. 2. Ñ. 55�63.

4. Ëÿïóíîâ À.Ì. Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Ì.; Ë., 1950.
5. Áûëîâ Á.Ô., Âèíîãðàä Ð.Ý., Ãðîáìàí Ä.Ì., Íåìûöêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è å¼
ïðèëîæåíèÿ ê âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè. Ì., 1966.

6. Êóçíåöîâ Í.Â. Óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíûõ ñèñòåì. Àâòîðåô. äèñ. . . . êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. ÑÏá, 2004.
7. Ëåîíîâ Ã.À. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà è êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Ì.; Èæåâñê,
2006.

8. Àäðèàíîâà Ë.ß. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ÑÏá, 1992.

Íîâãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15.01.2020 ã.
èì. ßðîñëàâà Ìóäðîãî Ïîñëå äîðàáîòêè 24.12.2020 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 22.01.2021 ã.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 3 2021


