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Представлен биологический датчик для определения ампициллина в проводящих растворах. Дат-
чик создан на основе акустической щелевой моды в структуре, состоящей из двух пьезопластин
ниобата лития различных срезов, разделенных воздушным зазором. Одна из пьезопластин служила
дном жидкостного контейнера, в который вносилась суспензия микробных клеток, чувствительных
к изучаемому антибиотику. Измерялась глубина резонансных пиков на частотной характеристике
полных потерь датчика. После этого в контейнер добавлялся исследуемый антибиотик, и измере-
ния повторялись. Аналитическим сигналом, свидетельствующим о появлении антибиотика в сус-
пензии клеток, служило изменение глубины резонансных пиков после его добавления в контейнер.
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ВВЕДЕНИЕ
Интенсивное использование антибактериаль-

ных препаратов в медицине и в ветеринарии при-
водит к сильному загрязнению антибиотиками
окружающей среды и, особенно, водных ресур-
сов. Антимикробные препараты попадают в вод-
ную среду со сбросами сточных вод очистных со-
оружений или ливневыми стоками с сельскохо-
зяйственных угодий в результате применения
антибиотиков в аквакультуре [1]. Растущий уро-
вень применения антибиотиков может привести
к глобальной экологической проблеме, поэтому
существует большая потребность в постоянном
мониторинге и определении антимикробных
препаратов в объектах окружающей среды.

Для обнаружения противомикробных препа-
ратов широко используются биосенсоры, кото-
рые позволяют проводить не только качествен-

ный, но и количественный анализ антибиотиков.
Биосенсоры, как аналитические системы, состо-
ят из двух компонентов: чувствительного биоло-
гического элемента и системы обнаружения. Для
определения антибиотиков существуют биодат-
чики с различной конструкцией и механизмом
действия, такие как, электрохимические [2], дат-
чики на основе поверхностного плазмонного ре-
зонанса [3, 4] и оптические [5]. Кроме того, аку-
стические устройства, которые широко использу-
ются для исследования различных явлений на
границе “твердое тело–вязкая/проводящая жид-
кость” [6–9], вызывают большой интерес иссле-
дователей в плане зондирования различных био-
логических и химических аналитов. Эти датчики
работают путем связывания изучаемого аналита с
изменением параметров распространяющейся
акустической волны. Указанные датчики исполь-
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зуют объемные и поверхностные акустические
волны, а также волны в пьезоэлектрических пла-
стинах [10–14]. Эти устройства могут быть мини-
атюризированы, масштабируемы и снабжены до-
полнительными функциями, включая интегра-
цию с микрофлюидикой и электроникой.

Одним из основных моментов при конструи-
ровании биосенсоров является подбор чувстви-
тельного (сенсорного) элемента датчика. Микро-
организмы, проявляющие чувствительность к
определяемому антибиотику, в комплексе с элек-
трофизическим датчиком представляют простые,
чувствительные и быстродействующие сенсор-
ные системы. Существует несколько разновидно-
стей биосенсоров для обнаружения антибиоти-
ков, основанных на оценке ингибирования фер-
ментативной активности бактерий [15–17], а
также использовании микробных клеток в каче-
стве чувствительного элемента датчика [18, 19].
Особый интерес представляют датчики, позволя-
ющие проводить исследование без иммобилиза-
ции специфичных микроорганизмов на поверх-
ности датчика. Такие датчики значительно уско-
ряют процесс анализа по сравнению с методами,
использующими иммобилизацию микроорганиз-
мов. Ранее мы использовали датчик на основе
щелевой моды в акустической линии задержки
для определения чувствительности бактерий к
раствору ампициллина в дистиллированной воде
[20]. Однако важным моментом является возмож-
ность количественного определения антибиоти-
ка, присутствующего в проводящей жидкости.

Цель работы – экспериментальное исследова-
ние возможности определения ампициллина в
проводящей жидкости с помощью датчика на ос-
нове акустической щелевой моды с использова-
нием микробных клеток в качестве сенсорного
элемента.

ОПИСАНИЕ ДАТЧИКА И МЕТОДИКИ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Акустическая сенсорная система была разрабо-
тана на основе линии задержки из пластины нио-

бата лития (LiNbO3) Y–X среза толщиной 200 мкм
(рис. 1а). На нижней стороне пластины были на-
несены два встречно-штыревых преобразователя
(ВШП) для возбуждения и приема акустической
волны с поперечно-горизонтальной поляризаци-
ей в диапазоне частот 2–4 МГц. Контейнер для
суспензии бактериальных клеток объемом 3 мл
располагался с зазором 8 мкм над верхней сторо-
ной линии задержки. Дно жидкостного контей-
нера было изготовлено из пластины Z–X+30°
ниобата лития толщиной 500 мкм [21]. Такая кон-
струкция датчика приводила к появлению ярко
выраженных резонансных пиков на частотной за-
висимости полных потерь, связанных с возбужде-
нием щелевой моды [22] (рис. 1б).

Для проведения экспериментов датчик под-
ключался к измерителю S-параметров E5071C
(“Agilent”, США) и измерялись частотные зави-
симости полных потерь выходного сигнала устрой-
ства. Контейнер заполняли суспензией исследуе-
мых клеток и проводили измерения глубины и ча-
стоты резонансных пиков на частотной зависимости
полных потерь датчика. Затем добавляли анти-
биотик с определенной концентрацией и вновь
измеряли параметры датчика. Аналитическим
сигналом служило изменение глубины и частоты
резонансных пиков на частотной зависимости
полных потерь датчика после добавления ампи-
циллина в суспензию микробных клеток. Экспе-
рименты проводились с бактериальными клетка-
ми в буферных растворах (рН 7.0) с проводимо-
стью 5–20 мкСм/см. Проводимость буферных
растворов контролировалась с помощью кондук-
тометра HANNA HI 8733 (Hanna Instruments inc.,
США). При проведении измерений температура
составляла 25–26°С.

В работе анализировался антибиотик ампицил-
лин (Sigma, США); используемые концентрации
антибиотика составляли 2, 5, 8, 12, 15 и 18 мкг/мл.
В качестве сенсорного элемента датчика исполь-
зовали микробные клетки Escherichia coli штамма
К-12, поскольку ранее было показано, что они яв-
ляются чувствительными к ампициллину [20].
В качестве контроля использовали бактерии, устой-

Рис. 1. (а) – Схема датчика, (б) – частотные зависимости полных потерь датчика с пустым контейнером.
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чивые к ампициллину E. coli К-12 (pUC-18) [23]. Бак-
терии E. coli K-12 и E. coli К-12 (pUC-18) были полу-
чены из коллекции ризосферных микроорганизмов
ИБФРМ РАН (Саратов) (http://collection.ibppm.ru).

Микроорганизмы хранили при температуре
+4°С и пересевали каждые 2 недели. Для культи-
вирования бактерий использовали жидкую пита-
тельную среду LB следующего состава (г/л): NaCl
(ЗАО “ЛенРеактив”, Россия) – 5.0; пептон (Bec-
ton, Dickinson & Co., США) – 10.0; дрожжевой
экстракт (DIFCO, США) – 5.0. Твердая среда LB
содержала 3% агар-агара.

Для каждой серии экспериментов выполняли
не менее пяти независимых повторов. Концен-
трационная зависимость для каждой исходной
точки измерялась не менее трех раз. Данные ана-
лизировали с помощью программного обеспече-
ния Excel 2016 (Microsoft Corp., США).

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Вначале в контейнер датчика вносили буфер-
ный раствор с заданной проводимостью (1 мл) и
измеряли частотные зависимости полных потерь
датчика для этого случая. После этого контейнер
очищали, просушивали и добавляли в него бу-
ферный раствор с микробными клетками E. coli
штамма К-12 в количестве 1 мл. Концентрация
клеток в контейнере для всех экспериментов со-
ставляла 106 кл/мл. Было установлено, что добав-
ление к буферному раствору микробных клеток
практически не влияло на частотные характери-
стики устройства. На рис. 2а в качестве примера
представлены частотные зависимости полных
потерь датчика для контейнера, нагруженного бу-
ферным раствором с проводимостью 10 мкСм/см
и клетками штамма К-12. Далее в контейнер с
клеточной суспензией добавляли 10 мкл ампи-
циллина с различной концентрацией от 2 до

18 мкг/мл. Было установлено, что для всех ис-
пользуемых концентраций антибиотика наблю-
далось уменьшение глубины и частоты резонанс-
ных пиков на частотной зависимости полных по-
терь. На рис. 2б в качестве примера представлены
частотные зависимости полных потерь датчика
(α) с суспензией клеток штамма К-12 до (черная
кривая) и после (розовая кривая) добавления ам-
пициллина с концентрацией 2 мкг/мл при прово-
димости буферного раствора 10 мкСм/см. В ре-
зультате проведенных экспериментов были най-
дены зависимости изменения глубины пиков
резонансного поглощения от концентрации ам-
пициллина при различной начальной проводи-
мости буферного раствора. На рис. 3 представле-
ны зависимости изменения глубины резонансного
пика (Δα) вблизи частоты 2.82 МГц от концентра-
ции ампициллина после его добавления к суспен-
зии клеток при начальной проводимости буфер-
ного раствора 5 (рис. 3а), 10 (рис. 3б), 15 (рис. 3в)
и 20 (рис. 3г) мкСм/см. Видно, что для всех иссле-
дуемых проводимостей буферного раствора мак-
симальное изменение глубины выбранного резо-
нансного пика наблюдается для концентрации
ампициллина 2 мкг/мл. При увеличении концен-
трации ампициллина изменение глубины резо-
нансных пиков немного уменьшается. Наимень-
шее изменение глубины резонансного пика на-
блюдается для концентраций ампициллина 15 и
18 мкг/мл. Что касается частоты пиков резонанс-
ного поглощения, то во всех случаях наблюдался
сдвиг резонансной частоты на 10–20 кГц.

Было также показано, что с увеличением на-
чальной проводимости буферного раствора изме-
нение глубины резонансных пиков уменьшается.
На рис. 4 в качестве примера приведены зависи-
мости изменения глубины пиков резонансного
поглощения (Δα) от начальной проводимости бу-
ферного раствора (σ) при добавлении к E. coli K-12

Рис. 2. (а) – Частотные зависимости полных потерь датчика (α) с контейнером, нагруженным буферным раствором с
проводимостью 10 мкСм/см (черная кривая) и с E. coli К-12 (серая кривая). (б) – Частотные зависимости полных по-
терь датчика (α) с контейнером, нагруженным E. coli К-12 до (черная кривая) и после (розовая кривая) добавления ам-
пициллина (2 мкг/мл).
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ампициллина с концентрацией: 2 мкг/мл (рис. 4а)
и 5 мкг/мл (рис. 4б).

Активность ампициллина определяется его
способностью взаимодействовать с клеточной
поверхностью бактерий и изменять барьерные
свойства цитоплазматической мембраны [18].
Можно предположить, что зафиксированное дат-
чиком изменение сигнала при увеличении кон-
центрации ампициллина вызвано деформацией
клеточной стенки бактерий, изменением ее про-
ницаемости как для внутриклеточных, так и вне-
клеточных компонентов и выходом из клетки
макромолекул цитоплазмы, приводящем к росту

проводимости суспензии. Этот процесс фиксиру-
ется датчиком как уменьшение глубины и часто-
ты резонансных пиков на частотной зависимости
полных потерь датчика.

Для подтверждения того, что зафиксирован-
ные изменения аналитического сигнала датчика
связаны с чувствительностью бактерий к ампи-
циллину, были поставлены эксперименты по
анализу аналитического сигнала датчика для бак-
териальных клеток, устойчивых к ампициллину.
Этот штамм обладал плазмидой pUC-18, отвеча-
ющей за устойчивость к ампициллину. Условия
проведения измерений были такими же, как и для

Рис. 3. Зависимости изменения глубины резонансного пика (Δα) для E. coli K-12 вблизи частоты 2.82 МГц от концен-
трации ампициллина в буферных растворах с начальной проводимостью (мкСм/см): (а) – 5, (б) – 10, (в) – 15 и (г) – 20.
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Рис. 4. Зависимости изменения глубины пиков резонансного поглощения (Δα) для E. coli K-12 от начальной проводи-
мости буферного раствора (σ) при добавлении ампициллина до конечной концентрации (мкг/мл): (а) – 2 и (б) – 5.
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штамма К-12. Было показано, что добавление ам-
пициллина к клеткам К-12 (pUC-18) не приводит
к изменению глубины и частоты резонансных пи-
ков на частотной зависимости полных потерь вы-
ходного сигнала датчика при концентрации ам-
пициллина в пределах 2–16 мкг/мл. На рис. 5а в
качестве примера представлена частотная зави-
симость полных потерь датчика, нагруженного
клеточной суспензии E. coli K-12 (pUC-18), до
(черная кривая) и после (оранжевая кривая) добав-
ления ампициллина с концентрацией 5 мкг/мл при
начальной проводимости суспензии клеток
20 мкСм/см. На основе полученных частотных
зависимостей была построена зависимость изме-
нения глубины резонансного пика вблизи частоты
2.8 МГц от концентрации ампициллина (рис. 5б).
Видно, что изменение глубины резонансного пи-
ка для указанных концентраций ампициллина не
превышало 1 дБ. Частота в этом случае практиче-
ски не изменялась.

Таким образом, представленный биологиче-
ский акустический датчик с использованием
микробных клеток в качестве сенсорного элемен-
та является перспективным для определения ам-
пициллина в водных средах с нижним пределом
детекции 2 мкг/мл при проводимости суспензии
клеток 5–20 мкСм/см.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные исследования показали возмож-
ность применения датчика на основе акустиче-
ской щелевой моды с использованием микроб-
ных клеток в качестве сенсорного элемента для
определения ампициллина в проводящей жидко-
сти. Представленная сенсорная система для об-
наружения ампициллина представляет уникаль-
ную альтернативу традиционным диагностиче-
ским тестам и может быть адаптирована для
других групп антибактериальных препаратов.
Преимуществами данного подхода являются воз-

можность проведения анализа непосредственно в
жидкости и многократность использования дат-
чика без снижения чувствительности сенсорной
системы. В целом, полученные результаты пока-
зывают перспективность использования биоло-
гического акустического датчика для определе-
ния антибиотиков в условиях повышенной про-
водимости среды измерения.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда, грант № 22-29-00587,
https://rscf.ru/project/22-29-00587/.

Настоящая работа не содержит описания ка-
ких-либо исследований с использованием людей
и животных в качестве объектов.
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Рассчитаны поля, амплитудные и дисперсионные характеристики поверхностной акустической
волны в системах: “вязкое жидкое полупространство–твердое полупространство” и “слой вязкой
жидкости–упругое полупространство” с учетом сдвиговых компонент в жидкости. Рассчитано ре-
зультирующее радиационное давление, возникающее в слое вязкой жидкости со стороны стоячей
поверхностной волны и действующее на элемент ее объема за счет нелинейности уравнений движе-
ния в одномодовом и двухмодовом режимах. Показано, что наличие вязкости приводит к наруше-
нию строгой периодичности и симметричности полей радиационных сил и акустических течений.
Сдвиговые компоненты вызывают локализованные в узкой приграничной области, но значитель-
ные по величине силы радиационного давления. Возбуждение в системе нескольких волновых мод
создает предпосылки для создания сложных пространственных распределений полей радиацион-
ных сил. Управляя частотой волны и толщиной слоя, можно добиться либо преобладания поля од-
ной моды, либо сопоставимого вклада нескольких мод. В окрестности волнового резонанса преоб-
ладает основная мода.

Ключевые слова: поверхностные волны, вязкая жидкость, сдвиговые компоненты, радиационное
давление, акустические течения
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно развиваются мето-
ды управления перемещением различных объек-
тов при помощи акустического поля. Отметим,
например, работы, связанные с созданием “акусти-
ческих ловушек” [1] и управлением ансамблями
взвешенных в жидкости частиц [2, 3] и их левитаци-
ей [4, 5]. Возможность такого перемещения связана
с формированием усредненной ненулевой силы
радиационного давления акустического поля [6, 7].

Управление движением взвешенных частиц
может применяться для создания искусственных
материалов и сред с заранее заданными характе-
ристиками. Среди подобных сред можно выде-
лить метаматериалы, обладающие необычными
свойствами, в частности, фотонные и фононные
кристаллы. В этом случае требуется формирова-
ние упорядоченной пространственной структуры

с заранее определенными параметрами. Эффек-
тивной методикой создания таких структур явля-
ется осаждение наночастиц, взвешенных в колло-
идном растворе, в процессе диссипативной само-
сборки [2, 3]. Важным достоинством этой
методики является возможность ее расширения
за счет приложения внешних полей, например,
акустического или электромагнитного. Это поз-
воляет управлять процессом формирования
структуры непосредственно при его проведении
и гибко менять параметры формируемой структу-
ры. Проведенные ранее экспериментальные [8, 9]
и теоретические [10, 11] исследования показали
возможность и эффективность методики, осно-
ванной на создании стоячей поверхностной аку-
стической волны (ПАВ) в жидком слое на упру-
гой подложке.

Расчет поля ПАВ и радиационных сил, прове-
денный в [10], основывался на модели идеальной
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жидкости. Учет такого важного для растворов и
взвесей [12, 13] фактора как вязкость был прове-
ден только в приближенной постановке, что не
позволило записать точное дисперсионное урав-
нение и учесть все возникающие эффекты, наи-
более существенным среди которых является воз-
никновение сдвиговых компонент поля в вязкой
жидкости. В работе [11] получено выражение для
дисперсионного уравнения и рассчитаны ампли-
туды радиационных сил, возникающих в слое
вязкой жидкости. Было показано, что учет сдви-
говых компонент акустического поля в вязкой
жидкости существенно изменяет получаемую
пространственную структуру радиационных сил.
Кроме того, все расчеты были проведены только в
одномодовом режиме. Однако уже при достаточ-
но небольшой толщине слоя могут генерировать-
ся высшие моды. В данной работе представлены
расширенные результаты исследования характе-
ристик ПАВ на границе вязкого слоя и упругого
полупространства, в частности, анализируются
многомодовый режим и особенности формиро-
вания акустических течений в данной системе
при учете вязкости.

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ АКУСТИЧЕСКОГО ПОЛЯ
Вывод уравнений для компонент акустическо-

го поля ПАВ в целом стандартен [14] и отличает-
ся, главным образом, учетом сдвиговых компо-
нент в вязкой жидкости. Тем не менее, с методи-
ческой точки зрения целесообразно кратко
привести этот вывод.

Акустическое поле в слое вязкой жидкости бу-
дем описывать линеаризованной системой уравне-
ний Навье–Стокса, непрерывности и состояния:

(1)

Здесь u – колебательная скорость частиц жидко-
сти,  – акустическое давление,  и  – равно-
весная плотность жидкости и ее акустическое
приращение,  – скорость звука в жидкости, ξ и

 – коэффициенты объемной и сдвиговой вязко-
сти соответственно, t – время, Δ – лапласиан.

Для расчета поля ПАВ достаточно рассматри-
ваемого линейного приближения. Это связано с
тем, что радиационное давление является квадра-
тичной величиной по акустическому полю. Сле-
довательно, учет нелинейных поправок к полю
волны даст для радиационного давления члены,
уже кубичные по полю. Их учет, вообще говоря,
выходит за рамки точности используемой моде-
ли. Тем не менее, некоторые выводы,
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касающиеся нелинейных эффектов, будут приве-
дены ниже.

Введем теперь скалярный ϕ и векторный A по-
тенциалы колебательной скорости в соответ-
ствии с представлением . Подстав-
ляя это выражение в систему (1) и применяя по-
очередно операции дивергенции и ротора,
получим уравнения для потенциалов:

(2)

(3)

Уравнение (2) для потенциальной компоненты
имеет вид волнового уравнения с затуханием, а
для сдвиговой компоненты (3) – уравнения диф-
фузии.

Далее будем рассматривать слоистую структу-
ру, состоящую из упругого полупространства при
z ≥ 0 и слоя вязкой жидкости при –h < z < 0 (рис. 1).
При этом ось z направлена вертикально вниз, а
все границы раздела строго горизонтальны и па-
раллельны оси х. Считаем, что при –∞ < z < –h
находится вакуум. В этой системе в горизонталь-
ном направлении могут распространяться ПАВ,
локализованные вблизи границы раздела вязкого
слоя и упругого полупространства при z = 0.
Ограничимся далее рассмотрением двумерной
задачи.

С точки зрения практических приложений
(формирование упорядоченных структур [2, 3, 8–
11]) наибольший интерес представляют периоди-
ческие поля, создаваемые стоячими ПАВ. Для их
расчета удобно сначала найти поле одной бегу-
щей, например, вправо ПАВ. Затем, формируя
две бегущие навстречу друг другу ПАВ, можно об-
разовать стоячую ПАВ с периодической про-
странственной структурой. Необходимо отме-
тить, что при теоретическом анализе бегущие
волны рассматриваются на всем бесконечном ин-
тервале –∞ < x < ∞. При этом затухающие волны
формально будут обладать бесконечной амплиту-
дой в точке возникновения. При физической ре-
ализации это означает, что волны создаются дву-
мя излучателями, находящимися на некотором
расстоянии справа и слева от центра симметрии.

Решение уравнений (2)–(3) будем искать в ви-
де гармонической бегущей вдоль оси x ПАВ с ча-
стотой ω и волновым числом k = ω/c, где c – ис-
комая скорость поверхностной волны. Подстав-
ляя в (2) решение вида , для
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функции , описывающей вертикальную
структуру поля в жидком слое, получим:

(4)

Здесь k0 = ω/c0 – волновое число в жидкости.
Знак в уравнении (4) выбран так, чтобы получить
решения для ограниченного слоя в виде бегущих
волн. Для вязкого полупространства надо знак
“+” в уравнении (4) заменить на “–” для получе-
ния экспоненциально затухающего на бесконечно-
сти решения. Это эквивалентно замене r → r* = ir.

Векторное уравнение (3) для потенциала A в
рассматриваемом двумерном случае упрощается
и становится скалярным, поскольку при  и
отсутствии зависимости от координаты y един-
ственной отличной от нуля компонентой вектор-
ного потенциала будет , т.е. .
Отыскивая решение уравнения (3) вида

, для функции  получим:

(5)

В уравнении (5), как и в уравнении (4), знак “+”
выбран так, чтобы в слое получить решения в ви-
де бегущих волн. В случае вязкого полупростран-
ства необходимо заменить в уравнении (5) “+” на
“–” и κ на κ* = iκ.

В упругом полупространстве поле смещений

также описывается скалярным Φ и векторным 
потенциалами, подчиняющимися волновым
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уравнениям [11]. Ограниченные на бесконечно-
сти решения этих уравнений имеют вид:

(6)

Здесь введены волновые числа  – для про-

дольных и  – для поперечных волн.

На границах раздела сред необходимо доба-
вить условия сопряжения акустических полей. На
границе вязкий слой–упругое полупространство
при z = 0 ставятся четыре условия:
– равенство вертикальных смещений:

(7)

– равенство касательных смещений:

(8)

– равенство нормальных напряжений:

(9)

– равенство касательных напряжений:

(10)

На свободной границе вязкого слоя z = –h ста-
вятся два условия:
– равенство нулю нормального напряжения:

(11)

– равенство нулю касательного напряжения:

. (12)
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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Здесь σ и σ' – тензор напряжений в упругом полу-
пространстве и тензор вязких напряжений в жид-
кости соответственно [15].

ПАВ НА ГРАНИЦЕ ВЯЗКОГО ЖИДКОГО 
И УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Для того чтобы наглядно разобраться, какой
вклад в полное поле вносит учет вязкости, рас-
смотрим вначале более простую задачу – ПАВ на
границе вязкого жидкого и упругого полупро-
странств. Пусть вязкая жидкость заполняет полу-
пространство . Тогда локализованные около
границы раздела сред решения уравнений (4) и
(5) для скалярного и векторного потенциалов со-
ответственно имеют вид:

(13)

Подставляя выражения (13) в граничные усло-
вия (7)–(10), получаем дисперсионное уравне-
ние, из которого находится скорость c:

(14)

В случае вязкой жидкости дисперсионное
уравнение приобретает комплексные коэффици-
енты. Это означает, что и его решение становится
комплексным, т.е. , где мнимая часть
интерпретируется как затухание волны. Следует
отметить, что истинные значения скорости  и
коэффициента затухания  находятся как реаль-
ная и мнимая части волнового числа

и равны соответственно

Видно, что при  истинная скорость ПАВ
близка к , а коэффициент затухания пропорци-
онален . Учитывая это, а так же то, что во все
дальнейшие выражения входят величины ,
будем использовать именно их.

Интересно разобраться, как происходит в дис-
персионном уравнении предельный переход от
вязкой жидкости к идеальной при η → 0. С физи-
ческой точки зрения этот переход интересен тем,
что меняются граничные условия, в частности,
необходимо отбросить условие равенства каса-
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тельных смещений. В пределе η → 0 не все слага-
емые, содержащие η, стремятся к нулю; напри-
мер, волновое число κ (5), наоборот, стремится к
бесконечности. Тогда определитель (14) содер-
жит слагаемые разного порядка относительно
волнового числа κ. Обратим внимание, что в
определителе (14) второй столбец соответствует
сдвиговой компоненте в жидкости. При этом вто-
рая строка соответствует условию равенства каса-
тельных смещений, которое отсутствует в случае
идеальной жидкости. Распишем определитель
(14) по минорам второго столбца:

(15)

Легко видеть, что самым старшим членом при
η → 0 является второе слагаемое со множителем
iκ/ω, причем содержащийся здесь минор как раз
является дисперсионным уравнением для случая
полупространства идеальной жидкости. Осталь-
ные слагаемые в (15) имеют меньший порядок и в
пределе η → 0 выпадают. Таким образом, основ-
ной вклад при η → 0 вносит элемент определите-
ля, стоящий на пересечении второго столбца и
второй строки, которые должны исчезнуть при
переходе к идеальной жидкости. Это позволяет
получить приближенное выражение для скорости
ПАВ при малой вязкости. Для этого представим
решение дисперсионного уравнения (14) в виде

, где  – решение в отсутствие вязко-
сти при η = 0,  – малая поправка. Для на-
хождения поправки  умножим уравнение (14) на
величину  и соберем слагаемые с одинако-
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выми степенями : , где det0,1 –
слагаемые определителя, пропорциональные 0 и

1 соответственно. Более высокими порядками 
пренебрежем. Тогда в представлении (15) третьим
слагаемым можно пренебречь. Далее, расклады-
вая оставшиеся слагаемые в ряд Тейлора вблизи

 и оставляя слагаемые порядка a1, получим:

Так как  по определению, то поправ-
ка к скорости определяется выражением

(16)

На рис. 2 представлено сравнение зависимо-
стей  и  от частоты, полученных численно на
основе точного уравнения (14) и на основе при-
ближенного аналитического выражения (16).
Расчеты проводились для двух жидкостей – сла-
бовязкой воды и сильновязкого глицерина. Для
воды задавались следующие значения: плотность

 кг/м3, скорость звука с0 = 1500 м/с, ко-
эффициенты вязкости η = 0.0011 Па с, ξ = 0.003 Па с,
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b = 0.0045 Па с; для глицерина:  кг/м3,
с0 = 1900 м/с, η = 1.1 Па с, ξ = 3 Па с, b = 4.5 Па с.
В качестве твердого тела рассматривался материал,
близкий к граниту, с параметрами:  кг/м3

сl = 5570 м/с, сt = 3515 м/с. Во всех случаях задава-
лась частота волны 1 кГц. Видно, что приближен-
ное выражение (16) хорошо описывает изменение
комплексной скорости, особенно ее реальной ча-
сти . Для мнимой части  есть хорошее совпаде-
ние в области низких частот, однако на высоких
частотах начинается расхождение, вызванное
усилением роли вязкости.

Согласно выражениям (13) акустические поля
в жидкости экспоненциально убывают при удале-
нии от границы сред, причем характерный размер
области локализации вдоль оси z определяется
выражениями 1/Re(r*) и 1/Re(κ*) для скалярного
и векторного потенциалов соответственно. На
рис. 3 представлены зависимости размера обла-
сти локализации сдвиговых компонент от часто-
ты в логарифмическом масштабе для воды (синяя
кривая) и глицерина (красная кривая). На низких
частотах область локализации сдвиговой компо-
ненты увеличивается, причем у глицерина она в
несколько раз больше, чем у воды. При частоте

=0ρ 1260 

=ρ 2210

rc ic

Рис. 2. Зависимости (а, в) – реальной  и (б, г) – мнимой  частей скорости c от частоты; (а, б) – вода, (в, г) – глице-
рин. Точки – численное решение уравнения (14), сплошная линия – приближенное решение (16).
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1 кГц волновая толщина fZ/c0 области локализа-
ции векторного потенциала для воды составляет
10–4, для глицерина – 0.002, а скалярного потен-
циала для воды – 12.43, для глицерина – 4.96.

Как видно из рис. 3, даже для очень вязкой
жидкости – глицерина – глубина локализации
сдвиговой компоненты оказывается порядка
миллиметра. Таким образом, можно ожидать, что
вдали от границы раздела роль сдвиговых компо-
нент будет несущественна. Однако в пригранич-
ном слое, особенно в случае растворов и взвесей с
большой эффективной вязкостью, необходимо
учитывать поле сдвиговых компонент.

Сравним теперь амплитуды различных состав-
ляющих акустического поля. На рис. 4 представ-
лена зависимость амплитуды векторного потен-
циала от частоты по отношению к амплитуде
сдвиговой компоненты в твердом теле для воды.
Она монотонно возрастает с увеличением часто-
ты. Интересно отметить, что на высоких частотах
значения амплитуды векторного потенциала в
вязкой жидкости превосходят значения амплитуд
сдвиговой компоненты в твердом теле на не-
сколько порядков. Согласно проведенным расче-
там амплитуда скалярного потенциала еще на по-
рядок больше, чем амплитуда векторного потен-
циала и также монотонно возрастает с частотой.
Интересно также отметить, что амплитуда ска-
лярного потенциала больше для воды, т.е. убыва-
ет с ростом вязкости. Амплитуда векторного по-
тенциала, наоборот, больше для глицерина, т.е.
возрастает с ростом вязкости. Таким образом,
при увеличении вязкости жидкости амплитуда и,
соответственно, энергия сдвиговых компонент
возрастает.

ПАВ НА ГРАНИЦЕ СЛОЯ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ И УПРУГОГО 

ПОЛУПРОСТРАНСТВА

В случае ограниченного по вертикали слоя
вязкой жидкости решение уравнений (5) и (6) для
бегущей ПАВ задается в виде суммы двух волн:

(17)

где B1,2, C1,2 – амплитуды соответствующих по-
тенциалов.

Дисперсионное уравнение и соотношения
между амплитудами компонент поля определя-
ются после подстановки решений (17) в гранич-
ные условия (7)–(12). Дисперсионное уравнение
приводится к виду , матрица  ко-
торого имеет вид [16]:
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Рис. 3. Зависимость глубины локализации сдвиговой
компоненты от частоты для воды (синяя линия) и
глицерина (красная линия) в логарифмическом мас-
штабе; размерный множитель f0 = 1 Гц. Точки – чис-
ленное решение уравнения (14), сплошная линия –
приближенное решение (16).
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Рис. 4. Зависимость от частоты (а) – амплитуды ска-
лярного потенциала B = B1/Ψ0 и (б) – векторного по-
тенциала C = C1/Ψ0 относительно амплитуды вектор-
ного потенциала в твердом теле Ψ0 для воды (синяя
линия) и глицерина (красная линия). Точки – ампли-
туды, рассчитанные с использованием численного
решения уравнения (14), сплошная линия – прибли-
женного решения (16).
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Как и в предыдущем случае, решение диспер-
сионного уравнения с матрицей (18) является
комплексным, . На рис. 5 представлены
дисперсионные кривые зависимости величины 
от волновой толщины слоя H = fh/c0, где c0/f = λ0 –
длина волны в безграничной жидкости. При рас-
четах использовались те же параметры, что и на
рис. 2–4. На рис. 5 сплошными линиями изобра-
жены дисперсионные кривые в отсутствие вязко-
сти, точками – расчеты при учете вязкости. Сопо-
ставление этих зависимостей показывает, что в
масштабе рисунка различие практически неза-
метно. Таким образом, в случае слоя значитель-
ное изменение скорости ПАВ происходит при из-
менении толщины слоя; при этом изменение ско-
рости, обусловленное вязкостью, оказывается
малозаметным. В то же время основная часть за-
тухания, как показано в работах [16, 17], связана
именно с диссипацией сдвиговых компонент.

Из рис. 5 видно, что существует фундамен-
тальная мода 1, скорость которой при малой тол-
щине стремится к скорости рэлеевской волны на
границе упругого полупространства и вакуума, а
при большой толщине – к скорости волны Сто-
унли на границе упругого и жидкого полупро-
странств. Высшие моды 2, 3 и т.д. существуют
только в случае жидкого слоя конечной толщины.
В частности, в случае воды при толщине слоя H =
= 0.07 (h = 0.1 м) существует одна мода ПАВ со
скоростью c = 3128 м/с. Для H = 0.3 (h = 0.5 м) су-
ществуют две моды со скоростями c1 = 1994.68 м/с
и c2 = 3454.13 м/с соответственно. Данные расче-
тов для воды (толщина слоя H = 0.3 (h = 0.5 м)) и
глицерина (толщина слоя H = 0.4 (h = 0.75 м))
приведены в табл. 1.

Далее, используя формулы Крамера, для двух-
модового режима были рассчитаны амплитуды
скалярного и векторного потенциалов по отно-
шению к амплитуде векторного потенциала  в
упругом полупространстве. Данные представле-
ны в табл. 1. Из таблицы видно, что на частоте
1 кГц амплитуда векторного потенциала мала по
сравнению с амплитудой скалярного потенциала.

= +r ic c ic
Rc

0Ψ

Сравнение данных для воды и глицерина показы-
вает, что при увеличении вязкости роль сдвиго-
вой компоненты закономерно растет. Кроме то-
го, при увеличении частоты отношение амплитуд
векторного и скалярного потенциалов также за-
метно возрастает аналогично зависимостям на
рис. 4.

Для двухмодового режима оказалось, что ам-
плитуды первой и второй моды сопоставимы друг
с другом. Таким образом, в общем случае необхо-
димо учитывать обе моды, а значит, структура по-
ля будет более сложная. Из-за взаимодействия
мод строгая периодическая структура нарушится.
ПАВ, соответствующие различным модам, имеют
разные длины волн. Оказывается, что большую
длину волны имеет вторая мода. Это означает, что
за крупномасштабную структуру поля отвечает
преимущественно вторая мода, тогда как первая
мода связана с более мелкомасштабной структу-
рой. Таким образом, можно ожидать, что в мно-
гомодовом режиме будет формироваться много-
масштабная пространственная структура, причем

Рис. 5. Зависимость скорости  ПАВ в слое от часто-
ты для воды (красные линии) и глицерина (синие ли-
нии). Точки – решение с учетом вязкости, сплошная
линия – без учета вязкости. Цифры 1–4 обозначают
номера мод. Штриховой линией отмечена скорость
звука в воде.
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на крупных масштабах она определяется высши-
ми модами, амплитуды которых могут быть сопо-
ставимы с амплитудой фундаментальной моды.

Проанализируем характер изменения ампли-
туды ПАВ в зависимости от толщины слоя. На
рис. 6 приведена зависимость относительной ам-
плитуды скалярного потенциала от волновой тол-
щины слоя для первой (1) и второй (2) мод. Вид-
но, что при волновой толщине , что при-
мерно равно 2.9 м при заданных параметрах
задачи, возникает резкий пик амплитуды первой
моды. Это связано с тем, что в этой области ско-

≈ 2H

рость ПАВ сравнивается со скоростью звука в
жидкости, т.е. со значением 1500 м/с, и возникает
так называемый волновой резонанс. В этом слу-
чае ПАВ и волна в жидкости бегут с близкими
скоростями и эффективно обмениваются энерги-
ей. В отсутствие вязкости (мода 1, сплошная ли-
ния) амплитуда при точном резонансе неограни-
ченно возрастает. При учете вязкости поведение
первой моды (мода 1, точки) качественно похоже,
но амплитуда при с = с0 достигает конечного мак-
симума, а не стремится к бесконечности. При
этом амплитуда второй моды 2 не испытывает та-
кого значительного роста.

На рис. 6 можно выделить несколько характер-
ных участков: H = 0…0.3 – присутствует только
первая мода, H = 0.5…1 – амплитуда первой моды
остается практически постоянной, а амплитуда
второй моды достигает минимума, H = 1…1.5 –
амплитуды мод сопоставимы друг с другом, H =
= 1.5…2.5 – волновой резонанс первой моды, ее
амплитуда гораздо больше амплитуды второй мо-
ды, от H = 2.5 и при большей толщине слоя ам-
плитуда первой моды продолжает преобладать.
Подчеркнем, что толщина слоя и частота волны
входят в безразмерную волновую толщину слоя в
виде сомножителей. Таким образом, регулируя в
зависимости от задачи либо толщину слоя, либо
частоту волны, можно влиять на пространствен-
ный масштаб акустического поля и преобладаю-
щую волновую моду. При этом необходимо иметь
в виду, что частота фигурирует в дисперсионном
уравнении также в качестве независимого пара-
метра в слагаемых, содержащих коэффициент
вязкости, так что зависимости скорости от тол-
щины и частоты, вообще говоря, различны.

Рассмотрим теперь пространственную струк-
туру поля стоячей ПАВ, образованной встречны-

Рис. 6. Зависимость относительной амплитуды ска-
лярного потенциала первых двух мод от толщины
слоя (1 – первая мода: точки – с учетом вязкости,
сплошная линия – без учета вязкости; 2 – вторая мо-
да с учетом вязкости).
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Таблица 1. Параметры ПАВ в двухмодовом режиме для слоя воды c волновой толщиной H = 0.3 и слоя глицерина
с волновой толщиной H = 0.4. Частота 1 кГц

Вода, H = 0.3 Глицерин, H = 0.4

первая мода вторая мода первая мода вторая мода

Скорость cr, м/с 1994.68 3454.13 2116.70 3457.81

Длина волны, м 2 3.45 2.2 3.46

Затухание (мнимая часть
скорости ci, м/с)

0.000018 0.000008 0.0062 0.0034

Амплитуда скалярного
потенциала, отн. Ψ0

3051.70 2354.39 2531.26 1819.97

Амплитуда векторного
потенциала, отн. Ψ0

0.23 0.13 3.10 3.18
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Рис. 7. Пространственное распределение (а, в, д) – горизонтальной и (б, г, е) – вертикальной компонент колебатель-
ной скорости (относительно амплитуды сдвиговой компоненты колебательной скорости) для (а, б) – первой моды,
(в, г) – второй моды и (д, е) – суммы мод.
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ми бегущими ПАВ вида (17). Аналитические вы-
ражения для амплитуд компонент акустического
поля, которые могут быть получены на основе
матрицы (18), оказываются слишком громоздки-
ми для воспроизведения и качественного анали-
за. Возможно только их численное исследование.
В то же время согласно рис. 5 изменение скорости
волны при учете вязкости оказывается относи-
тельно небольшим и для воды составляет доли
процента. Поэтому для качественного представ-
ления о формирующейся структуре приведем
аналитические выражения для колебательной
скорости и давления в поле стоячей ПАВ в слое
идеальной жидкости [10]:

(19)

Здесь U0 – произвольный амплитудный множи-
тель, с точностью до которого решается задача о
распространении ПАВ. В случае решения задачи
излучения волны этот множитель связан с ампли-
тудой источника. Формулы (19) показывают, что
вдоль осей х и z образуются периодические струк-
туры с пространственными частотами  и ,
соответственно.
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При учете вязкости пространственное распре-
деление вертикальной и горизонтальной компо-
нент колебательной скорости (в относительных
единицах) для первой и второй моды, а также для
суммы мод представлено на рис. 7. Расчет прово-
дился для слоя воды толщиной H = 0.3. Видно,
что графики качественно соответствуют форму-
лам (19). Отдельно для первой и второй моды дей-
ствительно наблюдаются строгие периодические
структуры, но при учете двух мод распределение
становится более сложным. На рис. 8 представле-
но изменение амплитуды колебательной скоро-
сти вдоль сечения . Видно, что учет сдви-
говых компонент привел к существенному изме-
нению x-компоненты колебательной скорости
вблизи границы раздела; изменение амплитуды z-
компоненты скорости при этом незначительно.

Уже говорилось, что роль нелинейных эффек-
тов несущественна в рамках выбранной точно-
сти, тем не менее, полезно вкратце их рассмот-
реть. Кратко остановимся на нелинейных эффек-
тах. Нелинейность, помимо появления высших
гармоник, приводит к взаимодействию волн раз-
личного типа; в данном случае представляет ин-
терес взаимодействие потенциальной и сдвиго-
вой компонент. В [18] показано, что систему
уравнений гидродинамики с учетом квадратич-
ной нелинейности можно записать в виде

(20)

(21)

Подставляя представление  в
правую часть (21), можно показать, что главным
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членом будет “перекрестное” слагаемое вида

, пропорциональное произведению

потенциальной и сдвиговой компонент. Порядок
малости этого слагаемого ηM2, где M – число Ма-
ха. Таким образом, для слабовязких жидкостей и
при малых интенсивностях правая часть (21) яв-
ляется величиной третьего порядка малости. Рас-
крывая подобным образом правую часть (20), по-
лучим, что она содержит члены, содержащие
квадрат давления, квадрат полной скорости и пе-
рекрестные члены. При этом члены, содержащие
квадрат давления и квадрат потенциальной ком-
поненты скорости, оказываются в волновом син-
хронизме с левой частью волнового уравнения
(20) и будут эффективно приводить к появлению
высших гармоник. В то же время члены, содержа-
щие квадрат сдвиговой компоненты скорости, и
перекрестные слагаемые будут распространяться
со скоростью, отличной от скорости c0 в (20) и не
будут попадать в условия волнового синхрониз-
ма. Тем самым, волны, вызванные этими члена-
ми в правой части не будут обладать большой ам-
плитудой.

Таким образом, взаимодействие волн различ-
ных типов оказывается не очень эффективным и
требует достаточно больших амплитуд и вязко-
сти. При малой вязкости эффективными оказы-
ваются только нелинейные искажения, связан-
ные с потенциальной частью акустического поля.
Точное решение этой нелинейной задачи затруд-
нительно, поскольку требует нахождения скоро-
сти волны из дисперсионного уравнения. Поэто-
му для приближенного описания можно исполь-
зовать метод последовательных приближений, а
можно применить модель модульной нелинейно-
сти [19], согласно которой слагаемое с квадратич-
ной нелинейностью заменяется на слагаемое с
модульной нелинейностью. Проведенное ранее
исследование подобной задачи [20] позволяет за-

( )∂
∂
φηrot rot
t

Ω

Рис. 8. Сечения пространственного распределения колебательной скорости для первой моды (h = 0.1 м) при :
(а) – х-компонента, (б) – z-компонента; синяя линия 1 – с учетом вязкости, оранжевая линия 2 – без учета вязкости.
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ключить, что происходит формирование ПАВ с
несимметричным волновым профилем для ин-
тервалов положительной и отрицательной поляр-
ности. При этом образуются области неоднознач-
ности, в которых необходимо провести разрыв
(ударный фронт), и увеличивающие области с
плавным профилем малой амплитуды. Таким об-
разом, нелинейность приводит к уменьшению пи-
ковой амплитуды за счет нелинейного затухания,
уменьшению интервалов с большой амплитудой и
увеличению интервалов с малой амплитудой.

СИЛЫ РАДИАЦИОННОГО ДАВЛЕНИЯ
Существует несколько механизмов возникно-

вения радиационного давления, характерных для
различных ситуаций. Наиболее известным, по-
видимому, является механизм, связанный с раз-
ностью импульсов, действующих с разных сторон
на взвешенный в жидкости объект [21, 22]. Одна-
ко, в работе [10] показано, что этот механизм ока-
зывается неэффективным в качестве причины
возникновения акустических течений в жидкости
и движения взвешенных в ней наночастиц. По-
этому в данной работе рассматривается меха-
низм, связанный с нелинейностью уравнений
гидродинамики и действующий непосредственно
на элемент объема жидкости [7, 23, 24]. Наличие
нелинейных слагаемых приводит при усреднении
по периоду акустической волны к появлению не-
нулевой силы – радиационного давления. Силы
радиационного давления, в свою очередь, вызы-
вают в жидкости акустические течения, которые
могут увлекать и наночастицы при их наличии.
Собственное движение наночастиц относительно
жидкости быстро затухает и они перемещаются
вместе с жидкостью [10].

Тензор радиационных напряжений в случае
вязкой жидкости имеет вид [24]:

(22)

Сила радиационного давления F, действующая на
элемент объема жидкости, выражается через тен-
зор :

(23)

В выражении (22) угловые скобки означают
усреднение по периоду акустической волны, ε –
параметр нелинейности жидкости. Формально
(22) отличается от аналогичного выражения для
идеальной жидкости наличием двух последних
слагаемых, пропорциональных коэффициентам
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вязкости. Но даже простая оценка показывает,
что в выражении (22) отношение последних двух
слагаемых, например, к первому слагаемому
имеет порядок (η/ρc2)f, что для воды составляет
~10–12f. Таким образом, даже на гигагерцовых ча-
стотах два последних слагаемых составляют доли
процента в общем выражении. Только для такой
вязкой жидкости как глицерин на высоких часто-
тах все слагаемые сближаются по порядку вели-
чины. В то же время существенно, что наличие
вязкости приводит к появлению сдвиговых ком-
понент акустического поля, которые вносят
вклад в первые два слагаемых в выражении (22) и,
тем самым, значительно влияют на простран-
ственную структуру радиационных сил.

На рис. 9 представлены горизонтальная и вер-
тикальная компоненты радиационной силы (в
относительных единицах) с учетом одной (при
толщине H = 0.07, рис. 9а, 9б) и двух мод ПАВ
(при толщине H = 0.3, рис. 9в, 9г) в случае идеаль-
ной жидкости. Видно, что в одномодовом режиме
вдоль оси x образуется периодическое распреде-
ление радиационной силы. При возбуждении
двух мод строгая периодичность нарушается
именно из-за взаимодействия мод. Вертикальная
структура радиационной силы также существен-
но изменяется. В одномодовом режиме силы меня-
лись вдоль вертикали преимущественно монотон-
но, возрастая по направлению к границе раздела, и
примерно сохраняли положения экстремумов
структуры вдоль горизонтальной оси. В двухмо-
довом режиме структура вдоль вертикали изменя-
ется более резко и теряет монотонный характер,
появляются дополнительные экстремумы про-
странственной структуры. Положения экстрему-
мов силы вдоль горизонтальной оси оказываются
различными на разной глубине. Все это приводит
к более сложной структуре возникающих акусти-
ческих течений.

В работе [11] показано, что в одномодовом ре-
жиме сдвиговые компоненты приводят к боль-
шим значениям x-компоненты радиационной си-
лы, локализованным вблизи границы. В двухмо-
довом режиме пространственная структура
радиационных сил с учетом вязкости представле-
на на рис. 10. Видно, что в этом случае вблизи гра-
ницы x-компонента также достигает больших
значений. Таким образом, локальные изменения
амплитуды колебательной скорости, отмеченные
на рис. 8, приводят к радикальному изменению
структуры радиационных сил. При этом для z-
компоненты эти эффекты выражены гораздо сла-
бее. Можно заметить, что из-за затухания поля
ПАВ радиационные силы увеличиваются при
удалении от центра структуры, т.е. появляется си-
ла, направленная к середине рассматриваемой
системы. Таким образом, можно ожидать, что
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структура сил и течений в средней части системы
будет обладать большей стабильностью и мень-
шим контрастом по сравнению с периферийны-
ми областями. Наличие второй моды еще боль-
ше усложняет картину. С одной стороны, вторая
мода может помочь формировать поля с более
сложным пространственным распределением, а
с другой стороны, затрудняет создание строгих
периодических структур, например, “простого”
синусоидального типа.

При учете нелинейных искажений акустиче-
ского поля согласно модели модульной нелиней-
ности можно сделать следующие качественные
выводы. Нелинейные искажения профиля волны
приведут к изменению и, скорее всего, уменьше-
нию действующей радиационной силы, а ее про-
странственное распределение будет характеризо-
ваться увеличением областей с малыми значени-
ями радиационной силы, где возможно почти
равновесное поведение жидкости. С другой сто-
роны, вблизи разрывов во временном профиле
радиационные силы будут возрастать, обеспечи-
вая быстрое течение жидкости в этих областях.

АКУСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ

Наличие ненулевой усредненной радиацион-
ной силы приводит к формированию в жидком

слое акустических течений. Их структура при ма-
лых гидродинамических числах Рейнольдса рас-
считывается на основе системы уравнений в при-
ближении несжимаемой жидкости [18]:

(24)

Здесь  – скорость акустического течения, P –
давление потока. Применяя к этому уравнению
операцию rot, получим следующее уравнение для
функции тока :

(25)

Здесь V – единственная отличная от нуля компо-
нента векторного потенциала  радиационной
силы ( ). В случае идеальной жидко-
сти сила радиационного давления F оказывалась
потенциальной, что значительно упрощало рас-
четы. В частности, при V = 0 уравнение (25) ока-
зывалось бигармоническим, что позволяло по-
строить его аналитическое решение. При этом
акустические течения возникали за счет неодно-
родных условий на границах жидкого слоя. При
учете вязкости радиационная сила содержит как
потенциальную, так и вихревую компоненты.
В этом случае уравнение (25) решалось путем его
разбиения на систему уравнений Пуассона, при
этом появлялась дополнительная гармоническая
функция :
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Рис. 9. Пространственное распределение радиационной силы (в относительных единицах) без учета вязкости для ча-
стоты 1 кГц: (а, б) – одномодовый режим, h = 0.1 м, (в, г) – двухмодовый режим, h = 0.5 м; (а, в) – x-компонента,
(б, г) – z-компонента.
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(26)

Уравнения (26) должны быть дополнены гра-
ничными условиями – условиями отсутствия
вертикального потока на границах жидкого слоя
и горизонтального потока на границе раздела
сред, равенства нулю давления потока на свобод-
ной поверхности. Для проведения численных
расчетов в ограниченной по горизонтальной оси
области добавлялись условия периодичности,
обусловленные симметрией задачи. Для замыка-
ния набора граничных условий использовались
также результаты решенной задачи для случая от-
сутствия вязкости [10], применимые при малой
вязкости. В частности, при отсутствии вязкости
функция тока в геометрии рис. 1 равна нулю в
точках с координатами , где n – целое
число. Наличие малой вязкости не должно изме-
нить период пространственного распределения.
Это позволяет сформулировать граничные усло-
вия при некоторых x, выбрав конечное число це-
лых периодов поля. Для получения граничных
условий для функции  продифференцируем пер-
вое уравнение (26) по z и используем z-проекцию
первого уравнения (24). В итоге получаем следу-
ющее уравнение:

(27)

ηΔ = − + Δ = Δ = −� �ψ ψ, ψ 0,   rot  .V V F

=2 πkx n

∂ ∂ ∂= − + +
∂ ∂ ∂
�ψ .x

P VF
z x z

Теперь воспользуемся тем фактом, что в отсут-
ствие вязкости [10] P = 0 и ∂P/∂x = 0 при .
Тогда первое слагаемое в правой части (27) можно
считать равным нулю и при наличии вязкости,
поскольку распределение давления не связано с

вихревыми движениями. Величина  в (27)

представляет собой фактически потенциальную
часть радиационной силы при наличии вязкости.
Для качественного анализа при малой вязкости
эту величину можно приближенно считать рав-
ной ее значению в отсутствие вязкости. В итоге
получаем следующий набор граничных условий:

На рис. 11 приведены линии тока для акусти-
ческого течения в слое воды в одномодовом ре-
жиме без учета вязкости (рис. 11а) и с учетом вяз-
кости (рис. 11б). На рис. 11в приведены линии тока
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Рис. 10. Пространственное распределение радиационной силы (в относительных единицах) в двухмодовом режиме с
учетом вязкости для частоты 1 кГц: (а) – x-компонента, , (б) – x-компонента, , (в) – z-
компонента, , (г) – z-компонента, .
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для глицерина, коэффициент вязкости которого
взят для наглядности в 100 раз больше, чем у во-
ды. При построении рис. 11б и 11в заданное зна-

чение  намеренно увеличено относи-
тельно расчетного значения для рассматривае-

−= 1γ 0.05  м

мых сред для демонстрации роли затухания;
толщина слоя H = 0.07. Видно, что линии тока гу-
ще расположены в окрестностях линий .
При этом из-за наличия затухания при прибли-
жении к точке  площадь контуров уменьша-

=2 πkx n

= 0x

Рис. 11. Линии тока акустического течения для частоты 1 кГц: (а) – без учета вязкости для воды, (б) – с учетом вязко-

сти для воды, (в) – с учетом вязкости для глицерина при .
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ется. Как показано выше, при учете вязкости x-
компонента радиационной силы сильно возрас-
тает вблизи границы раздела сред. Это приводит к
заметной деформации контуров и изменению гу-
стоты линий тока. С увеличением вязкости из-за
возрастания роли сдвиговых компонент структу-
ра течений теряет симметричность. Таким обра-
зом, вязкость жидкости приводит к нарушению
строгой периодичности акустических течений в
слое.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассчитаны с учетом вязкости дис-

персионные и амплитудные характеристики по-
верхностной волны в двух системах: вязкое жид-
кое полупространство и слой вязкой жидкости,
граничащие с твердым полупространством. В по-
следнем случае была учтена вторая волновая мо-
да. Для слоя также были рассчитаны радиацион-
ные силы, действующие на элемент объема жид-
кости и создаваемые ими акустические течения.
Показано, что вязкость и вторая мода приводят к
значимым изменениям пространственной струк-
туры радиационных сил акустических течений.
Как и в одномодовом режиме, дополнительная
радиационная сила, обусловленная сдвиговыми
компонентами акустического поля в жидкости,
сосредоточена в узком слое вблизи границы раз-
дела сред, а вторая мода нарушает строгое перио-
дическое распределение силы.

Применительно к задачам формирования упо-
рядоченных структур при самосборке взвешен-
ных ансамблей наночастиц результаты данной
работы позволяют сделать следующие выводы.
Для слабовязких сред наподобие воды дисперси-
онные зависимости скорости волн от частоты и
толщины слоя очень близки к зависимостям для
идеальной среды. Тем самым, длина волны и пери-
од радиационных сил практически не изменяются.
Однако в приграничном слое даже для слабовяз-
ких жидкостей возникают значительные силы ра-
диационного давления, связанные со сдвиговы-
ми компонентами поля в жидкости. Поскольку
именно в этой области происходит формирова-
ние упорядоченных структур, учет сдвиговых
компонент оказывается необходимым для кор-
ректного расчета параметров получаемой струк-
туры. Кроме того, вязкость приводит к наруше-
нию строгой периодичности полей, характерной
для случая идеальной жидкости. Генерация выс-
ших мод в толстом слое жидкости также приводит
к формированию сложного распределения поля
радиационных сил. Хотя эти эффекты препят-
ствуют формированию строго периодических
структур, тем не менее, они расширяют возмож-
ности управления акустическим полем и могут

способствовать созданию структур с более слож-
ным рельефом и новыми свойствами. Необходи-
мо также подчеркнуть, что в случае взвесей и рас-
творов с большой концентрацией и, соответ-
ственно, большой эффективной вязкостью роль
этих эффектов значительно возрастает. Таким
образом, именно в задачах формирования упоря-
доченных структур из ансамблей взвешенных на-
ночастиц вязкость и сдвиговые компоненты поля
в жидкости должны быть учтены.

Качественный анализ эффектов нелинейного
искажения временных профилей ПАВ показыва-
ет, что при увеличении амплитуды должны увели-
чиваться области с малыми значениями радиаци-
онной силы, но в областях разрывов во временном
фронте радиационные силы будут значительно
возрастать. Таким образом, области сборки нано-
частиц могут увеличиваться, но при этом эти об-
ласти будут разделены сильноконтрастными об-
ластями, из которых наночастицы будут выно-
ситься радиационными силами.

Работа поддержана грантом РФФИ № 20-02-
00493.
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Приведены результаты исследования влияния электрической проводимости тонкой пленки, нане-
сенной на торец резонатора с радиальным возбуждающим электрическим полем или находящейся
в непосредственной близости от него, на характеристики резонатора. Рассмотрено три ситуации:
проводящая пленка отсутствует, пленка нанесена непосредственно на торец резонатора и пленка
находится на небольшом расстоянии от свободного торца резонатора. Во всех трех случаях рассчи-
тан и измерен электрический импеданс резонатора в широком частотном диапазоне 1–1500 кГц.
Впервые проведено уточнение материальных констант пьезокерамики для свободного и закорочен-
ного резонатора и показано, что эти константы совпадают между собой с хорошей точностью. По-
казано, что уменьшение толщины резонатора и увеличение зазора между электродами увеличивает
его чувствительность к присутствию проводящей пленки на небольшом расстоянии от торца резо-
натора.

Ключевые слова: акустический резонатор, радиальное возбуждающее поле, проводимость пленок,
электрический импеданс, широкополосная акустическая спектроскопия
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ВВЕДЕНИЕ
Ранее исследователи рассматривали различ-

ные резонаторы с кольцевыми электродами [1–3],
цилиндрические пьезокерамические резонаторы
[4], а также кольцевой волноводный резонатор на
поверхностных акустических волнах (ПАВ) [5].
Недавно в наших работах [6–8] был представлен
новый тип пьезокерамического акустического
резонатора: круглый резонатор с радиальным
возбуждающим электрическим полем. Важным
преимуществом резонаторов этого типа является
их чувствительность к электрическим граничным
условиям на свободном торце пьезорезонатора.
Это позволяет создать разнообразные датчики,
работа которых основана на изменении электри-
ческих характеристик пленки под воздействием
некоторого фактора. Изменение этих характери-
стик (например, электрической проводимости)
приводит к изменению резонансных частот резо-
натора. Возможно и решение обратной задачи:
определение электропроводности пленки по из-
менению резонансных частот резонатора мето-
дом широкополосной акустической спектроско-
пии [7]. Измерения для этого проводятся в два

этапа. На первом этапе измеряется электриче-
ский импеданс свободного акустического резона-
тора без пленки (рис. 1а) в достаточно широком
частотном диапазоне. Это позволяет уточнить
акустические свойства самого резонатора. На
втором этапе исследуемая пленка наносится на
поверхность резонатора (рис. 1б), и измерение
электрического импеданса повторяется в том же
самом частотном диапазоне. По изменению из-
меренных значений резонансных частот и вели-
чины резонансных пиков можно судить об элек-
трических свойствах нанесенной пленки. Однако
сформировать проводящую пленку непосред-
ственно на поверхности пьезокерамики не всегда
возможно. Например, напыление пленки диок-
сида олова на поверхность образца сопровожда-
ется его сильным нагревом, при этом наведенный
пьезоэффект в пьезокерамике ослабевает и резо-
натор теряет свои свойства. Такую пленку можно
нанести на плоскую стеклянную подложку, а за-
тем расположить ее в непосредственной близости
от резонатора (рис. 1в).

Поэтому целью данной работы была проверка
влияния тонкой пленки с конечной электриче-
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ской проводимостью, расположенной непосред-
ственно на торце резонатора и на некотором не-
большом расстоянии от нее, на характеристики
резонатора. Для этого была создана математиче-
ская модель резонатора с радиальным возбужда-
ющим полем и проведены расчеты его электриче-
ского импеданса при отсутствии и наличии про-
водящей пленки на его поверхности и вблизи от
нее. Выводы теории были проверены экспери-
ментально.

МОДЕЛЬ ДИСКОВОГО 
ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОГО РЕЗОНАТОРА 

С РАДИАЛЬНЫМ ВОЗБУЖДАЮЩИМ 
ПОЛЕМ

Рассмотрим задачу о вынужденных колебани-
ях круглого пьезокерамического диска, возбуж-
даемого парой концентрических электродов, рас-
положенных на одной стороне диска. Диск диа-
метром d и толщиной h изготовлен из
пьезокерамики, принадлежащей к кристаллогра-
фическому классу 6mm. Ось поляризации кера-
мики параллельна оси диска z. Металлические
электроды шириной e1 и e2 располагаются на
нижней стороне диска, зазор между электродами
составляет g. Исследуемая проводящая пленка
может располагаться непосредственно на верх-
ней стороне диска или на расстоянии s от его по-

верхности. Предполагается, что пленка имеет ну-
левую толщину, не создает массовую нагрузку на
резонатор и обладает определенной поверхност-
ной проводимостью σ. Необходимо найти рас-
пределение акустического поля внутри диска, а
также распределение электрического поля внут-
ри диска и в зазоре между диском и проводящей
пленкой. В такой постановке задача является осе-
симметричной и двумерной (в координатах r и z).
Искомое решение может быть записано в виде:

(1)

где ur, uz – радиальная и аксиальная компоненты
механического смещения, ϕ – электрический по-
тенциал, I – мнимая единица, ω – круговая ча-
стота, t – время. Таким образом, в задаче необхо-
димо учитывать только четыре компоненты де-
формации S и две компоненты электрического
поля E.

В рассматриваемом двумерном осесимметрич-
ном случае из тензоров материальных констант
могут быть удалены некоторые строки и столбцы,
и соответствующие тензоры могут быть записаны
в виде [9, 10]:

(2)

Материал резонатора полностью характеризуется
пятью модулями упругости c11, c12, c13, c33, c44, тре-
мя пьезоэлектрическими модулями e15, e31, e33,
двумя модулями диэлектрической проницаемо-
сти ε11, ε33, и плотностью ρ.

На оси диска задано механическое граничное
условие:

(3)

На нижней стороне диска на электродах явно
задано значение электрического потенциала:

(4)

Остальная поверхность диска, за исключени-
ем верхней стороны, механически и электриче-
ски свободна.

Для верхней стороны диска рассмотрены три
случая. В первом случае верхняя сторона диска
также механически и электрически свободна, на
ней действуют такие же граничные условия, как
на остальной свободной части поверхности. Во
втором случае на верхней стороне диска находит-

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

= ω 
= ω 
ϕ = ϕ ω 

, exp
, exp ,
, exp

r r

z z

u u r z I t
u u r z I t

r z I t

[ ] [ ]

[ ]

 
   
 = =  
   
  

ε ε =  ε 

11 12 13

12 11 13 15

13 13 33 31 31 33

44

11

33

0
0 0 0 0

, ,
0 0

0 0 0
0

.
0

c c c
c c c e

c e
c c c e e e

c

== 00 .r ru

ϕ = + ϕ = −
1 2
, .e eV V

Рис. 1. Геометрия задачи. (а) – Свободный резонатор
(вид сбоку), (б) – резонатор с проводящей пленкой на
поверхности, (в) – резонатор с проводящей пленкой
вблизи поверхности. 1 – пьезокерамика, 2 – электро-
ды, 3 – проводящая пленка.

(а)

(б)

(в)

1
2

z
d

h

e2 e1g

3

s

3



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ ПЛЕНКИ 607

ся пленка с конечной поверхностной проводимо-
стью σ, которая описывается электрическим гра-
ничным условием [11]:

(5)

где Dz – аксиальная компонента электрической
индукции. В третьем случае эта проводящая
пленка отделена от верхней стороны диска слоем
вакуума с диэлектрической проницаемостью ε0 и
шириной s.

Решение данных задач методом конечных эле-
ментов позволяет вычислить электрический им-
педанс свободного или закороченного резонатора
для заданной частоты с учетом известных матери-
альных констант пьезокерамики резонатора. Ре-
шение обратной задачи позволяет уточнить мате-
риальные константы пьезокерамики, из которой
изготовлен диск резонатора и другие параметры мо-
дели: ширину зазора s и проводимость пленки σ.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ИЗМЕРЕНИЙ 
ДЛЯ ДИСКОВОГО РЕЗОНАТОРА 

С РАДИАЛЬНЫМ ВОЗБУЖДАЮЩИМ 
ПОЛЕМ ИЗ ПЬЕЗОКЕРАМИКИ ЦТБС-3

В работе проводились эксперименты над круг-
лым резонатором из пьезокерамики типа ЦТБС-3
диаметром d = 22 мм, толщиной h = 2 мм. На ниж-
ней стороне резонатора были нанесены возбуж-
дающие электроды из алюминия, диаметр внут-
реннего электрода e1 = 8 мм, зазор между электро-
дами g = 1 мм. Резонатор с такими размерами и
конфигурацией электродов был назван “резона-
тор 1”. Для данного резонатора были экспери-
ментально исследованы три ситуации, показанные
на рис. 1. В первом эксперименте верхний торец

=

∂ ϕσ= −
ω ∂

2

2
/2

,z

z h

D
I r

диска был свободен. При помощи анализатора
импеданса Keysight E4990a измерялись зависимо-
сти реальной и мнимой частей электрического
импеданса данного резонатора от частоты f в диа-
пазоне 1–1500 кГц (рис. 2а). Затем на верхний то-
рец диска был нанесен сплошной алюминиевый
электрод, покрывающий всю поверхность диска,
и измерения были повторены (рис. 2б). Характер
резонансной кривой при закорачивании верхнего
торца сильно изменился. Материальные кон-
станты образца пьезокерамики ЦТБС-3, опреде-
ленные по частотной зависимости электрическо-
го импеданса для свободного и закороченного ре-
зонатора путем решения обратной задачи при
помощи метода, описанного в [6–8], оказались
близки. Их значения показаны в табл. 1. Плот-
ность образца пьезокерамики была измерена не-
посредственно: ρ = 7285 кг/м3. Исходные значе-
ния остальных материальных констант были взя-
ты из [12].

В ходе третьего эксперимента сплошной элек-
трод был удален с верхней стороны диска и нане-
сен на стеклянную подложку толщиной 1 мм.
Подложка была расположена непосредственно на
верхней стороне диска, пленкой вниз, т.е. прово-
дящая алюминиевая пленка прилегала к верхнему
торцу резонатора. Несмотря на это, частотные за-
висимости практически не отличались от резуль-
татов первого эксперимента со свободным резо-
натором. Это объясняется тем, что диэлектриче-
ская проницаемость используемой керамики на 3
порядка больше диэлектрической проницаемо-
сти воздуха, поэтому изменение электрического
поля вне резонатора очень слабо влияет на поле
внутри резонатора. Таким образом, показано,
что использованная конфигурация резонатора
(толщина h = ~2 мм, зазор между электродами
g = ~1 мм) практически не чувствительна к при-

Рис. 2. Частотные зависимости модуля электрического импеданса для “резонатора 1”: (а) – свободный резонатор,
(б) – закороченный резонатор. Кривая 1 – эксперимент, 2 – расчет.
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сутствию проводящего слоя вблизи его поверхно-
сти. Изменение характеристической резонанс-
ной частоты при появлении проводящей плоско-
сти на расстоянии s = 10 мкм от свободного торца
не превышает 3 кГц. Это объясняется тем, что
при большой толщине резонатора и малом зазоре
практически все электрическое поле сконцен-
трировано вблизи зазора внутри пьезорезонатора.

Однако, при уменьшении толщины резонато-
ра h и увеличении зазора g между электродами его
чувствительность к присутствию проводящей
пленки вблизи торца резонатора увеличивается.
Чтобы показать это, был проведен ряд расчетов
по влиянию пленки с конечной проводимостью,
находящейся на некотором расстоянии от торца ре-
зонатора, на его характеристики. Поверхностная
проводимость пленки σ менялась от 0 до 103 См. От-

дельно был рассмотрен случай “идеально прово-
дящего” слоя (т.е. σ = ∞), который был смодели-
рован через условие плавающего электрического
потенциала на слое. Зазор s между слоем и торцом
резонатора менялся от 1 до 100 мкм. Акустическо-
го контакта между слоем и материалом резонато-
ра не было, т.е. механические свойства слоя не
учитывались. Зависимость резонансных частот
для наиболее чувствительной к наличию прово-
дящей плоскости моды резонатора от толщины
резонатора показана на рис. 3. Как видно, умень-
шение толщины резонатора в 2 раза вызывает
увеличение изменения резонансной частоты бо-
лее чем в 10 раз. Расчеты проведены для случая
s = 10 мкм, σ = ∞.

Исходя из технологических ограничений была вы-
брана конфигурация h = 900 мкм, e1 = 3 мм, g = 8 мм,
которая обеспечивает изменение характеристи-
ческой резонансной частоты 80 кГц при зазоре s =
= 10 мкм между торцом и проводящей плоско-
стью. Данная конфигурация была названа “резо-
натор 2” и проверена экспериментально. Был со-
здан новый пьезорезонатор из образца ЦТБС-3.
Путем механического шлифования торцов его
толщина была уменьшена до h = ~880 мкм, при
помощи новой маски были сформированы элек-
троды с e1 = 3 мм, e2 = 19 мм. Затем было проведе-
но два измерения электрического импеданса ре-
зонатора: стеклянная подложка свободно лежала
на торце резонатора алюминиевой пленкой вверх
(т.е. расстояние между пьезокерамикой и алюми-
нием составляло 1 мм, рис. 4а) и алюминиевой
пленкой вниз (расстояние между пьезокерами-
кой и алюминием минимально, рис. 4б). Первый
эксперимент показал, что массовая нагрузка от
стеклянной подложки незначительна (изменение
резонансных частот не превысило 1 кГц), второй
эксперимент позволил оценить зазор s между

Таблица 1. Результат уточнения материальных констант для свободного и закороченного резонатора из пьезоке-
рамики ЦТБС-3

Материальная константа Исходное значение Свободный резонатор Закороченный резонатор

c11, ×1010 Па 15.1 15.20 15.35

c12, ×1010 Па 7.9 8.42 8.58

c13, ×1010 Па 8.0 8.56 8.68

c33, ×1010 Па 13.6 13.51 13.59

c44, ×1010 Па 2.9 2.79 2.81

e15, Кл/м2 15.4 15.22 14.78

e31, Кл/м2 –7.9 –5.86 –5.88

e33, Кл/м2 17.7 19.55 18.92

ε11/ε0 1610 1561 1428
ε33/ε0 1280 1263 1225

Рис. 3. Зависимость резонансной частоты для одной
из мод резонатора от толщины резонатора. Кривая
1 – свободный резонатор, 2 – закороченный резо-
натор.

600

1400

1200

1000

800

1600

20001200 1600800
h, мм

1
2

| f
 |,

 к
Гц



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ ПЛЕНКИ 609

алюминиевой пленкой и резонатором. Значение
s = 10 мкм дало наилучшее согласие между теори-
ей и экспериментом. Затем на новую стеклянную
подложку была напылена пленка диоксида олова
при различных концентрациях кислорода. По-
верхностная проводимость одного образца оказа-
лась слишком мала (σ < 10–6 См), проводимость
четырех других образцов оказалась порядка σ =
= 10–4 См, что позволило определить эту прово-
димость методом резонансной акустической
спектроскопии (рис. 4б, кривая 5) путем сравне-
ния эксперимента и расчетов для различных зна-
чений σ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследовано влияние тонкой пленки

с конечной проводимостью на характеристики
резонатора с радиальным возбуждающим полем
из пьезокерамики ЦТБС-3. Теоретически и экс-
периментально показано, что нанесение хорошо
проводящей пленки непосредственно на верхний
торец резонатора или его закорачивание вызыва-
ет сильное изменение частотных зависимостей
электрического импеданса резонатора, в то время
как при существовании минимального зазора
между свободным торцом и проводящей поверх-
ностью изменение частотных зависимостей зна-
чительно слабее. При этом показано, что умень-
шение толщины резонатора и увеличение зазора
между электродами приводит к существенному
увеличению чувствительности резонатора к при-
сутствию проводящей поверхности вблизи сво-
бодного торца резонатора. Проведено уточнение
материальных констант образца пьезокерамики
ЦТБС-3 для электрически свободного и закоро-
ченного резонатора. Показано, что массовая на-

грузка, создаваемая стеклянной подложкой тол-
щиной 1 мм, не оказывает заметного влияния на
характеристики резонатора. Дана оценка прово-
димости пленки диоксида олова, нанесенной на
стеклянную подложку, по изменению частотных
зависимостей электрического импеданса резона-
тора при приближении пленки к свободной по-
верхности резонатора.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства образования и науки Российской
Федерации в рамках государственного задания
№ 1021032425796-4-1.3.7; 1.3.2 и РФФИ (грант
№ 20-07-00602 а)
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Предложена методика синтеза полоснопропускающих фильтров (ППФ) с Чебышевской характери-
стикой на основе резонаторов на объемных акустических волнах с учетом влияния электромехани-
ческих параметров всех слоев многослойной структуры резонаторов. Классический синтез филь-
тра-прототипа, расширенный введением дополнительных реактивных элементов, позволяет сфор-
мировать требования к частотным свойствам резонаторов в составе ППФ с тем, чтобы получить
равномерный уровень пульсаций в полосе пропускания. Методика дополнена использованием ана-
литической модели входного импеданса резонаторов на объемных акустических волнах, которая
учитывает электроакустические параметры структуры, извлекаемые из результатов эксперимен-
тального исследования тестовых резонаторов. В работе представлены результаты синтеза полосно-
пропускающего фильтра третьего порядка на объемных акустических резонаторах, реализованных
по типу многослойной структуры с акустической изоляцией от подложки.

Ключевые слова: акустоэлектроника, тонкопленочные СВЧ-резонаторы, СВЧ-фильтры, нитрид
алюминия, объемные акустические волны
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ВВЕДЕНИЕ
Ключевым элементом современных систем те-

лекоммуникаций являются пассивные СВЧ-филь-
тры и дуплексеры, в задачи которых входит частот-
ное разделение каналов с минимальным уровнем
потерь в полосе пропускания и высоким уровнем
запирания в полосе запирания [1, 2]. Интерес к
устройствам на объемных акустических волнах
обусловлен такими преимуществами, как высо-
кая добротность, миниатюрные размеры, низкая
себестоимость и высокая степень интеграции в
составе устройств, выполненных с использовани-
ем существующих интегральных технологий [3,
4]. Кроме традиционно используемых в составе
тонкопленочных резонаторов пьезоэлектриче-
ских пленок на основе оксида цинка ZnO или
нитрида алюминия AlN исследуются перспектив-
ные материалы и структуры на их основе [5, 6].

Частотные характеристики модуля коэффици-
ента передачи полоснопропускающих фильтров
(ППФ) на основе резонаторов на объемных аку-
стических волнах (ОАР) имеют симметричные
нули относительно полосы пропускания, кото-
рые обусловлены частотными свойствами аку-

стических резонаторов. Частотная зависимость
входного электрического импеданса ОАР харак-
теризуется наличием двух резонансов: резонанса
и антирезонанса. В случае, если потерями в резо-
наторе можно пренебречь, резонанс и антирезо-
нанс соответствуют полюсу и нулю входного
электрического импеданса. Синтез ППФ на ОАР
заключается в нахождении положения нулей и
полюсов характеристики передачи с тем, чтобы
получить наименьший уровень пульсаций коэф-
фициента отражения в полосе пропускания и
наибольшее ослабление в полосе запирания.
В лестничной структуре ППФ, содержащей кас-
кадное включение последовательных и парал-
лельных звеньев ОАР, резонансные отклики па-
раллельных ОАР сдвинуты по частоте относитель-
но последовательно включенных ОАР (рис. 1).
Сдвиг между частотами антирезонанса парал-
лельных ОАР и резонанса последовательных ОАР
вблизи центральной частоты полосы пропуска-
ния фильтра выбирается таким образом, чтобы
обеспечить характеристику передачи и отраже-
ния с равномерным уровнем пульсаций в полосе
пропускания ППФ, при этом нули характеристик
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передачи формируются за счет резонанса парал-
лельных ОАР и антирезонанса последовательных
ОАР.

Как правило, для получения равнопульсирую-
щей характеристики используются эквивалент-
ные схемы замещения ОАР, параметры которых
извлекаются из экспериментальных данных [7,
8], или оптимизационные процедуры как для
определения относительного положения частот
[9], так и геометрии резонаторов [10]. В данной
работе рассматривается аналитический подход к
синтезу ППФ с Чебышевской характеристикой с
учетом влияния электромеханических парамет-
ров всех слоев ОАР, включая пьезоэлектриче-
скую пленку, электроды и слои акустического
зеркала. Для учета положения нулей характери-
стики передачи классический синтез Чебышев-
ского прототипа расширен введением дополни-
тельных реактивных элементов, что позволяет
сформировать требования к частотным характе-
ристикам ОАР в составе фильтра. В то же время
аналитическая модель входного импеданса ОАР
позволяет учесть электроакустические парамет-
ры всех слоев структуры ОАР. При этом извлече-
ние электроакустических параметров материалов
и структуры ОАР осуществляется на основе ре-
зультатов экспериментальных исследований ча-
стотных характеристик входного импеданса те-
стовых образцов резонаторов. Использование
аналитической модели ОАР является более гиб-
ким инструментом по сравнению с прямым из-
влечением из экспериментальных данных пара-
метров эквивалентной схемы. Основная слож-
ность обратной задачи – это преобразование
параметров эквивалентного представления ОАР в

параметры, связанные со структурой резонато-
ров. Применение аналитической модели позво-
ляет однозначно связать параметры структуры и
формы резонаторов с их частотным откликом.

СИНТЕЗ ППФ С СИММЕТРИЧНОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКОЙ

Методика синтеза ППФ на ОАР основана на
классическом синтезе полоснопропускающего
фильтра-прототипа с Чебышевской характери-
стикой [11] с последующим введением дополни-
тельных нулей характеристики передачи [2]. Ис-
ходными параметрами в процедуре синтеза ППФ
являются частотные параметры ОАР, которые ха-
рактеризуются двумя резонансами (на частотах 
и ) на передаточной характеристике, зависящи-
ми от материальных акустических параметров
материалов [12]:

(1)

где  – скорость звука, распространяющегося по
направлению толщины пьезоэлектрической
пленки,  – длина акустической волны,  – тол-
щина пьезоэлектрической пленки.

Передаточная характеристика, имеющая рав-
ный уровень пульсаций, как в полосе пропуска-
ния, так и в полосе запирания, является опти-
мальной с точки зрения эффективности исполь-
зования порядка фильтра [13]. С этой целью
контуры в составе фильтра должны быть настрое-
ны на соответствующие резонансные частоты.
Соотношение частот резонанса и антирезонанса
определяется электромеханическим коэффици-
ентом связи пьезоэлектрической пленки :

(2)

Сдвиг между резонансными частотами после-
довательного и параллельного ОАР определяется
следующим образом:

(3)

где  и  – сдвиг между
частотами резонанса и антирезонанса в парал-
лельном и последовательном резонаторе, соот-
ветственно; индексы p и q принимают значения
p = 1, 3, …N; q = 2, …N – 1, где N – порядок ППФ;

 – абсолютная ширина полосы пропускания
ППФ  здесь  – граничные часто-
ты полосы пропускания ППФ, которые выбира-
ются исходя из заданной частотной маски. Следу-
ет учитывать, что ППФ на ОАР являются узкопо-
лосными и, как правило, относительная ширина
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Рис. 1. Резонансные характеристики ОАР в составе
ППФ, положение резонансных частот которых обес-
печивает формирование равнопульсирующей харак-
теристики передачи в полосе пропускания с симмет-
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полосы пропускания соответствует относитель-
ному сдвигу между частотой резонанса и антире-
зонанса резонатора в составе ППФ и в соответ-
ствии с (2) зависит от коэффициента электроме-
ханической связи пьезоэлектрической пленки

Полоса пропускания фильтра может быть рас-
ширена при использовании дополнительных ре-
активных элементов [14]. Примем частоту резо-
нанса последовательного резонатора  равной
центральной частоте полосы пропускания :

(4)

Значения элементов классического ППФ с Че-
бышевской характеристикой рассчитываются с
использованием g-параметров для заданного по-
рядка фильтра и необходимого уровня пульсаций
в полосе пропускания [11]. Так, для ППФ 3-го по-
рядка, представленного на рис. 2а, параметры
элементов рассчитываются с использованием
следующих выражений:

(5)

(6)

(7)

(8)

где RL = 50 Ом – сопротивление нагрузки.
ППФ на основе ОАР имеет нули характери-

стики передачи, которые соответствуют частотам
резонанса параллельного ОАР и антирезонанса
последовательного ОАР. Модификация полосно-
пропускающего фильтра с Чебышевской характе-
ристикой основана на введении дополнительных
реактивных элементов, которые обеспечивают
нули характеристики передачи на заданных ча-
стотах [2]. В качестве элементарного звена ППФ с
симметричными нулями характеристики высту-
пают трехэлементные реактивные контура с дву-
мя резонансами, также соответствующие нулю и
полюсу передаточной характеристики. Различие
последовательных и реактивных контуров заклю-
чается в том, что дополнительный реактивный
элемент , отвечающий за внесение дополни-
тельных нулей в характеристику передачи, добав-
лен к параллельному контуру последовательно, в
то время как в последовательных контурах допол-
нительный элемент  включен параллельно ос-
новному контуру (рис. 2б). Таким образом, емкости
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 и  определяются из заданного положения ну-
лей передачи, частотой резонанса параллельного
резонатора  и частотой антирезонанса после-
довательного резонатора , соответственно:

(9)

(10)

Внесение нескольких нулей передачи в случае
использования ППФ более высокого порядка,
чем третий, делает возможным формирование
полосы запирания требуемой ширины [15].

Стоит заметить, что последовательные звенья
ППФ являются эквивалентным представлением
ОАР, называемым моделью Баттерворта–Ван
Дейка [16]. Приведем параллельное звено ППФ к
дуальному четырехполюснику, как показано на
рис. 2в. Для перехода от одной схемы трехэле-
ментного реактивного контура к дуальной вос-
пользуемся следующими выражениями [17]:
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Рис. 2. (а) – Преобразование ППФ на ОАР: классиче-
ский фильтр-прототип с Чебышевской характери-
стикой; (б) – ППФ с введением дополнительных ну-
лей характеристики передачи и (в) – представление
всех звеньев ППФ в виде общепринятой эквивалент-
ной схемы ОАР без учета потерь.
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(13)

Частотные зависимости модулей коэффици-
ента передачи и коэффициента отражения, полу-
ченные в результате синтеза ППФ 3-го порядка,
представлены на рис. 3. В результате преобразо-
ваний каждый элементарный трехэлементный
контур в составе ППФ (рис. 2в) соответствует эк-
вивалентному представлению ОАР, учитываю-
щему частотные свойства ОАР. В то же время, со-
отношение частот резонанса и антирезонанса
ОАР определяется как электромеханическим ко-
эффициентом связи пьезоэлектрической пленки,
так и электромеханическими параметрами всех
слоев многослойной структуры резонатора (элек-
тродов, акустического зеркала и т.д.), которые в
общем случае могут быть извлечены из экспери-
ментальных результатов. Относительный сдвиг
резонансных частот в последовательных и па-
раллельных ОАР обеспечивается изменением
акустической длины волны при использовании
резонаторов с различной толщиной пленки или
с применением дополнительной акустической
нагрузки верхнего электрода [3]. В то же время,
влияние электромеханических параметров всех
слоев многослойного ОАР может быть учтено с
использованием модели входного импеданса
ОАР, параметры которой уточняются с помощью
экспериментального исследования образцов.

В результате процедуры синтеза ППФ определя-
ются параметры контуров эквивалентного пред-
ставления ОАР в составе ППФ, которые позволя-
ют получить равномерный уровень пульсаций в
полосе пропускания.

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 
ПАРАМЕТРОВ ОАР НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ 

ВХОДНОГО ИМПЕДАНСА

Аналитический расчет входного импеданса
ОАР основан на электромеханических уравнени-
ях, которые определяют соотношения между ди-
электрическими и механическими свойствами
пьезоэлектрической пленки [12, 18]. В общем слу-
чае пьезоэлектрическая пленка закреплена между
электродами. При этом для акустической изоля-
ции ОАР от подложки применяется многослой-
ное акустическое зеркало (брэгговское зеркало),
которое состоит из чередующихся тонкопленоч-
ных четвертьволновых слоев с высоким контра-
стом акустических импедансов [19, 20]. Структу-
ра ОАР с акустической изоляцией от подложки,
используемая в расчете, показана на рис. 3а. Для
упрощения задачи считаем пьезоэлектрическую
пленку изотропной. Электрический входной им-
педанс с учетом акустического импеданса элек-
тродов и акустического зеркала имеет следующий
вид [3, 21]:
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Рис. 3. Многослойная структура ОАР с акустическим зеркалом, (а) – результаты моделирования входного импеданса
ОАР без дополнительного слоя SiO2 и (б) – с дополнительным слоем SiO2 в сравнении с результатами эксперимен-
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(14)

где  – акустический импеданс электро-
дов, находящихся в контакте с пленкой пьезо-
электрика,  – длина акустической волны,

 – комплексная постоянная распространения

акустической волны ,  –

волновое число,  – частота СВЧ поля в плоско-
параллельном конденсаторе,  – скорость аку-
стической волны в пьезоэлектрическом материале,

 – постоянная затухания,  – акусти-

ческая добротность,  – емкость между электро-
дами ОАР. По сравнению с [3], во входном импе-
дансе учтены омические потери электродов ОАР
( ). Емкость между электродами с учетом ди-
электрических потерь:

(15)

где  – площадь электродов, – относительная
диэлектрическая проницаемость пленки,  – ди-
электрическая проницаемость вакуума,  –
тангенс угла диэлектрических потерь в пьезо-
электрической пленке.

В выражении (14) коэффициент электромеха-
нической связи  определяется материальными
параметрами пьезоэлектрической пленки:

(16)

где  – компоненты тензоров пьезоэлек-
трического модуля, диэлектрической проницае-
мости и упругой жесткости для волны по толщине
пленки, соответственно.

Для учета акустического импеданса электро-
дов и акустического зеркала используется транс-
формация импеданса подложки к границе с пье-
зоэлектрической пленкой [11]:

(17)

где  – толщина каждого слоя в составе структуры
ОАР,  – комплексная постоянная распростра-
нения акустической волны в каждом слое. Каж-
дый слой ОАР представляется в виде отрезка ли-
нии передачи со своими волновыми параметрами
(акустическим импедансом и постоянной рас-

пространения). При этом  – акустический им-
педанс слоя в составе акустического зеркала, че-
рез которое трансформируется нагрузка с акусти-
ческим импедансом  Данная трансформация
осуществляется к обеим границам пьезоэлектри-
ческой пленки.

Извлечение электроакустических параметров
модели ОАР осуществляется из эксперименталь-
ных частотных характеристик тестовых образцов.
Рассматриваются два типа высокодобротных
объемных акустических резонаторов, различаю-
щихся наличием или отсутствием дополнитель-
ного слоя над верхним электродом в виде пленки
оксида кремния (SiO2), которая задает дополни-
тельный частотный сдвиг, сохраняя при этом тол-
щину пьезоэлектрических пленок единой для
всех ОАР в составе фильтра. Обобщенная струк-
тура поперечного сечения ОАР на основе пленки
нитрида алюминия с акустической изоляцией от
подложки показана на рис. 3а. В представленной
структуре в качестве акустического зеркала ис-
пользуются три пары четвертьволновых чередую-
щихся слоев с высоким и низким акустическим
импедансом на основе пленок Mo и SiO2 [20].

ПОРЯДОК РАСЧЕТА ППФ НА ОСНОВЕ ОАР
Процедура расчета фильтра на основе ОАР со-

стоит из нескольких этапов. На начальном этапе
выполняется расчет входного импеданса в соот-
ветствии с аналитической моделью ОАР (14)–
(17), при этом извлечение параметров модели
осуществляется из экспериментальных результа-
тов исследования тестовых образцов. Кроме того,
модель ОАР учитывает нагрузки пьезоэлектриче-
ского слоя в виде электродов и акустического зер-
кала. Многослойная структура акустического ре-
зонатора с акустическим зеркалом (см. рис. 3а)
была изготовлена и экспериментально исследо-
вана для двух типов резонаторов: с наличием и без
дополнительного слоя SiO2 над верхним электро-
дом. На рис. 3б представлены результаты модели-
рования входного импеданса ОАР двух типов в
сравнении с экспериментальными результатами.
Согласование результатов моделирования и экс-
перимента позволяет сделать вывод о корректно-
сти заданных параметров ОАР, используемых в
аналитической модели. Наиболее критичные па-
раметры ОАР (параметры пьезоэлектрической
пленки и электродов структуры), используемые
при расчете входного импеданса резонатора,
представлены в табл. 1. Далее площади электро-
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дов, толщина пьезоэлектрической пленки, тол-
щина слоя SiO2 над верхним электродом уточня-
ются с учетом частотных характеристик ОАР в со-
ставе ППФ, получаемых в результате синтеза
параметров схемы фильтра.

На этапе синтеза ППФ задается порядок
фильтра или определяется требуемый порядок по
заданному значению минимально допустимого
ослабления в полосе запирания. Определяется
положение нулей характеристики передачи в по-
лосе запирания и нулей характеристики переда-
чи/отражения в полосе пропускания, необходи-
мое для обеспечения равномерного уровня пуль-
саций частотных характеристик в пределах
полосы пропускания. Далее определяются значе-
ния элементов трехэлементных контуров для за-
данных резонансных частот, в соответствии с вы-
ражениями (9)–(13). Сдвиг резонансных частот
задается исходя из результатов исследования те-

стовых образцов и в соответствии с моделью
(14)–(17).

На заключительном этапе аналитическая мо-
дель используется для определения параметров
структуры ОАР. На основе аналитической моде-
ли корректируются такие параметры модели, как
толщина пленки AlN, толщина слоя SiO2 над
верхним электродом, площади электродов. При
этом остальные параметры модели (электроаку-
стические параметры и толщины слоев), извле-
ченные из экспериментальных результатов, оста-
ются неизменными. Параметры электродов
структуры ОАР, используемые в расчете ППФ,
приведены в табл. 2.

В качестве примера использования предложен-
ной методики было выполнено моделирование
3-разрядного ППФ на ОАР, частотные характе-
ристики которого представлены на рис. 4. Резуль-
таты моделирования ППФ на ОАР, полученные с
учетом электромеханических параметров всех
слоев многослойной структуры, сравниваются с
результатами расчета на основе эквивалентной
схемы (рис. 2в).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, предложенный подход, кото-

рый объединяет модель входного импеданса ОАР
с процедурой синтеза параметров ППФ с учетом
материальных параметров, позволяет определить
параметры структуры ОАР в составе ППФ с це-
лью получения характеристик с наименьшим
уровнем пульсаций в полосе пропускания и запи-
рания. Результаты моделирования и эксперимен-
тального исследования ОАР полностью согласу-
ются, что позволяет сделать вывод о корректно-
сти заданных параметров ОАР, используемых в
аналитической модели.

На основе предложенной методики проде-
монстрирован расчет параметров рассеяния
ППФ 3-го порядка с Чебышевской характери-
стикой с учетом электроакустических характе-

Таблица 1. Параметры пьезоэлектрической пленки и электродов структуры ОАР, извлеченные из эксперимен-
тальных результатов (рис. 3б)

tAlN, нм , мкм vAlN, м/c
ZAlN, 

кг/м2 с
εAlN Qac Rs, Ом S0, мкм2 Kt

,
Кл/м2

,
Н/м2

520 0.038 11600 34 × 106 12 1000 3.5 3100 0.24 1.55 3.89 × 1011

2SiOt 33e 33c

Таблица 2. Параметры электродов структуры ОАР, используемые в расчете ППФ

Последовательные ОАР Параллельные ОАР

tAlN, нм , нм Sp, мкм2 , нм Sq, мкм2

530 – 1580 45 7750
2SiOt

2SiOt

Рис. 4. Частотные характеристики ППФ 3-го поряд-
ка, полученные c учетом использования модели ОАР
в сравнении с результатами расчета схемы ППФ,
представленной на рис. 2в.
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ристик всех слоев структуры ОАР. В соответ-
ствии с результатами моделирования уровень
вносимых потерь в полосе пропускания 0.12 ГГц
( ) не превышает 1.5 дБ,
модуль коэффициента отражения не хуже –15 дБ,
запирание в полосе заграждения –18 дБ.

Авторы благодарят Н.И. Кацавеца и ЗАО
“Светлана-Рост” за предоставление эксперимен-
тальных результатов, использованных в статье.
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Рассмотрено возмущение коэффициентов затухания и групповых скоростей акустических мод в
волноводе мелкого моря с неоднородным рельефом дна. Построены явные формулы для расчета
первых и вторых производных указанных величин по глубине моря, основанные на теории возмуще-
ний, разработанной в предыдущих работах авторов. Применение полученных формул проиллюстриро-
вано в модельном примере. Показано, что они позволяют с высокой точностью аппроксимировать за-
висимость групповых скоростей и модальных коэффициентов затухания от глубины моря. Предложен-
ные формулы могут использоваться для получения простых аналитических оценок потерь при
распространении звука в нерегулярных волноводах, а также для учета неоднородностей рельефа дна при
выполнении геоакустической инверсии по данным о волноводной дисперсии сигнала.
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ВВЕДЕНИЕ
Известно, что неоднородности рельефа дна

являются одним из наиболее важных факторов,
определяющих характер распространения звука в
мелком море [1, 2]. Они существенным образом
изменяют не только интерференционную карти-
ну акустического поля, но также и скорость убы-
вания его энергетических характеристик по мере
удаления от источника. В случае импульсных сиг-
налов вариации глубины могут также оказывать
существенное влияние на их дисперсию при рас-
пространении в геоакустических волноводах на
шельфе [3–5].

Правильный учет указанных зависимостей не-
обходим при решении многих практических задач
акустики океана, в том числе в задачах геоакустиче-
ской инверсии, мониторинга антропогенных аку-
стических шумов, а также при организации си-
стем акустической навигации и дальнометрии
[4–9]. С другой стороны, расчет акустических по-
лей и различных их характеристик в нерегуляр-
ных волноводах мелкого моря представляет со-
бой сложную математическую задачу [10–12],
полное решение которой сопряжено с большими

вычислительными затратами, которые не всегда
приемлемы на практике.

В предшествующих работах [13, 14] была пока-
зана возможность существенного сокращения
вычислительных затрат при расчете звуковых по-
лей в волноводах переменной глубины в рамках
модовой теории. Вместо многократного решения
спектральной задачи предлагалось решить ее в
одной или нескольких опорных точках трассы, а в
остальных точках аппроксимировать горизон-
тальные волновые числа и собственные функции
мод рядами Тейлора, коэффициенты которых
были вычислены в указанных работах. В настоя-
щем исследовании мы проводим дальнейшее раз-
витие этого подхода и предлагаем методику аппрок-
симации групповых скоростей мод и модальных ко-
эффициентов затухания [1, 2] (мнимых частей
горизонтальных волновых чисел).

Пусть  и  – суть решения следую-
щей задачи Штурма–Лиувилля, возникающей
при вычислении мод в поперечном сечении гео-
акустического волновода мелкого моря при дан-
ном значении  [2]:

( )jk r ( )φ ,j z r

r
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(1)

Здесь  – частота звука,  – завися-
щая от удаления от источника  глубина моря,

 – профиль скорости звука в водном слое
(который в масштабах задачи разумно считать не
зависящим от ),  – плотность, имеющая раз-
рыв первого рода на границе раздела вода–дно, а

 – нижняя граница расчетной области. Мы
ограничиваем область снизу, чтобы не иметь дела
с непрерывным спектром. В рамках данной рабо-
ты мы для простоты будем считать дно однород-
ным слоем переменной толщины .

Предположим, что нерегулярность волновода
связана исключительно с перепадами  глу-
бины моря  вдоль акустической
трассы, в то время как зависимость скорости зву-
ка  от глубины одинакова во всей рассматри-
ваемой области. Тогда , которые парамет-
рически зависят от , можно считать функциями
от . Cчитая эти функции гладкими, мы будем
рассматривать их разложения в ряд Тейлора

(2)

(3)

где , штрих обозначает производ-
ную по , а  – суть решения спектральной
задачи (1) при .

В работах [6, 10] с применением стандартной
теории возмущений найдены производные вол-

нового числа по глубине  

, а также соответствующие производ-

ные модовых функций
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где  представляются в виде рядов по соб-
ственным функциям невозмущенной задачи
Штурма–Лиувилля (1) при .

Мы не приводим здесь выражения для
 и для , ввиду их громоздкости,

отсылая читателя к работам [13, 14] (отметим, од-
нако, что формула для  приведена ниже при
обсуждении производных групповых скоростей
мод).

Отметим, что, как это обычно бывает в теории
возмущений, выражения , входящие в
формулу (4), содержат ряды по собственным
функциям  невозмущенной спектральной за-
дачи. Для того чтобы формулы (2) и (3) обеспечи-
вали высокую точность аппроксимации, при сум-
мировании этих рядов недостаточно одних лишь
водных мод, и необходимо учесть “донные” мо-
ды. Этих мод в нашем случае счетное число, что
обеспечивается искусственным ограничением
расчетной области при . Как было отмечено
в [14], указанные ряды сходятся достаточно быст-
ро, и учет лишь небольшого числа донных мод
(аппроксимирующих вклад непрерывного спек-
тра, который возникает при устремлении  к
бесконечности) оказывается достаточным для ре-
шения практических задач (требуется 10–20 дон-
ных мод на частотах порядка 100–300 Гц).

ВОЗМУЩЕНИЕ МОДАЛЬНЫХ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ЗАТУХАНИЯ, 

ВЫЗВАННОЕ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ 
РЕЛЬЕФА ДНА

Если математическая модель предусматривает
поглощение среды (в вычислительном отноше-
нии задачу (1) выгоднее оставить самосопряжен-
ной, а мнимую часть горизонтальных волновых
чисел рассчитывать методом возмущений), то
при построении акустического поля необходимо
учитывать мнимые части волновых чисел, кото-
рые могут быть найдены по формуле [1, 2]

(5)
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где  – зависимость коэффициента поглоще-
ния звука в среде от глубины (обычно исчисляе-
мая в дБ на длину волны).

Нашей целью является вычисление первой и

второй производных  для дальнейшей ап-
проксимации  рядом Тейлора, подобным
(2). Для простоты будем полагать  равным ну-
лю в водном слое и некоторой положительной
константе  в верхнем слое дна (скорость звука и
плотность в этом слое обозначим  и ). Мы так-
же ограничимся рассмотрением коэффициентов
затухания водных мод, экспоненциально затуха-
ющих в дне.

Для нахождения производных  продиф-
фиренцируем (5) по :

(6)

где использовано обозначение .

Подставляя выражения для  ,
интегрируя по частям и переходя к пределу

, получаем

(7)

Далее, дифференцируя (6), находим

(8)

Переходя в последнем выражении к пределу
, с использованием интегрирования по ча-

стям, получаем окончательную формулу
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ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
На основании полученных формул можно ис-

следовать поведение функций , определив
знаки производных в (7) и (9). Далее мы предпо-
лагаем, что  и . Эти неравенства
обычно удовлетворяются для водных мод в вол-
новодах, близких к волноводу Пекериса. Действи-
тельно, если мы не находимся вблизи глубины от-
сечки, то зависимости  схожи с зависимостя-
ми, имеющими место в волноводе с идеально

отражающими стенками, где .

Дифференцируя данное выражение, легко убе-
диться, что указанные неравенства справедливы.
Разумеется, для сложных зависимостей  они
могут нарушаться в отдельных точках, однако в
наиболее типичных ситуациях они выполняются.

Так как мы рассматриваем только моды, рас-
пространяющиеся в водном слое, то при 
функции  будут иметь вид

(10)

где  и  – некоторая константа
(положительная или отрицательная), зависящая
от номера моды и от . Таким образом, при 
функции  для водных мод являются либо
положительными убывающими, либо отрица-
тельными возрастающими.

Функции  и , по построению явля-

ющиеся рядами из функций , по-видимо-
му, ведут себя схожим образом, однако ответ на
вопрос о том, какой знак имеет произведение

, неочевиден.
Тем не менее, поскольку скорость звука  в

донном слое предполагается постоянной, мы мо-
жем проинтегрировать соответствующие уравне-
ния и найти явный вид решений. Уравнение для

 имеет вид [14]
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Обозначим . Очевид-
но, что , и правая часть (11) имеет вид

, тогда решением (11) будет

(12)

Таким образом,  также представляет со-
бой показательную функцию со знаком, противо-
положным знаку . Таким же образом мож-

но показать, что знак функции  совпадает

со знаком . Отсюда можно сделать вывод,

что  и , а значит, для вто-

рой производной модального коэффициента за-
тухания (9), как правило (при выполнении нера-
венств, приведенных в начале раздела), выполня-

ется соотношение .

Отметим, что в этом разделе мы пользуемся
формулой (10), которая верна только при 
(см. задачу (1)). В практических расчетах однако

 выбирается настолько большим, что модовые
функции при  фактически не отличимы от
убывающих экспонент (коэффициент при экспо-
ненте, возрастающей с глубиной, на несколько
порядков меньше ), и приведенные здесь
рассуждения сохраняют свою истинность, хотя и
исключительно на физическом уровне строгости.

ПРОИЗВОДНЫЕ ГРУППОВЫХ СКОРОСТЕЙ 
ПО ГЛУБИНЕ МОРЯ

В этом разделе мы покажем, каким образом
поправки к решению спектральной задачи можно
использовать для оценки времен распростране-
ния звука вдоль трассы, а также для расчета дис-
персионных кривых, которые, например, могут
быть использованы при решении задач геоаку-
стической инверсии [3, 15].

Известно, что общее время распространения
звука вдоль трассы длиной  определяется фор-
мулой

(13)

где  – величина, обратная модовой группо-
вой скорости , которая может быть найдена по
формуле

(14)

( )( )= − +2
,0 ,0 ,12 j j jA k Q k k

> 0A
( ) ( )( )−exp λj jAC h h z

( ) ( ) ( )−φ = − + λ
,1 1 2 λ . 

4 λ
j h zb

j
C hA z e

( )φ ,1
b
j z

( )φ ,0
b
j z

( )φ ,2
b
j z

( )φ ,0
b
j z

( ) ( )φ φ <,0 ,1 0b b
j jz z <

α
0jd

dh

>
2

2

α
0jd

dh

→ ∞H

H
>z h

( )jC h

R

( )= 
0

τ ,
R

j jW r dr

( )jW r
jV

( )
( ) ( )
φ

= = 
2

2
0

1 ω
  .

ρ

H
j

j
j j

z
W dz

V k z c z

При решении задач геоакустической инверсии
возникает необходимость расчета дисперсион-
ных кривых, т.е. зависимостей  (  – ча-
стота звука) для обширного интервала значений

. С учетом необходимости делать это много-
кратно при наличии вариации глубины вдоль
трассы, представляется весьма привлекательной
возможностью аппроксимировать  рядом
Тейлора

(15)

Если при этом  выбрано таким (наиболее есте-

ственным) образом, что , то общее
время распространения вдоль трассы длиной 
сводится к выражению

(16)

Из формулы ясно, что важное значение имеет
именно вторая производная  по глубине. В за-
висимости от знака этой величины модальные
компоненты акустического сигнала будут рас-
пространяться быстрее или, наоборот, медленее,
чем в волноводе сравнения с усредненной глуби-
ной моря .

Покажем, что производные  могут
быть найдены непосредственно из поправок к
волновым числам . В случае, когда за-
дан некоторый профиль скорости звука в воде

, имеем для  [14]
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где

(20)

В заключение этого раздела отметим еще, что,
в отличие от модальных коэффициентов затуха-
ния, относительно зависимостей групповых ско-
ростей от глубины ни в каких разумных предпо-
ложениях нельзя доказать общих утверждений о
характере их выпуклости (см. пример в следую-
щем разделе). По-видимому, величины  поло-
жительны для волноводов, сходных по парамет-
рам с волноводом Пекериса. Это же утверждение
выполняется и для водных мод больших номеров
в волноводах с типичными профилями скорости
звука.

ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ
В качестве модельного примера рассмотрим

двуслойный волновод общей глубиной  м
при частоте звука  Гц. Пусть глубина моря

 варьируется в интервале от 40 до 60 м (это харак-
терные глубины, например, для сахалинского
шельфа, а также для залива Петра Великого в
Японском море). Профиль скорость звука в вод-
ном слое (рис. 1) будем описывать выражением
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где  м/с,  м, , .
Скорость звука в донном слое примем равной

 м/с, а плотность в воде и дне, соотвест-
венно, равны  . Коэффициент
поглощения звука в дне  равен 0.5 дБ/λ. Отме-
тим, что рассматриваемый профиль хорошо пара-
метризует типичные зависимости скорости звука
от глубины на шельфе Японского моря в теплый
сезон и характеризуется выраженным сезонным
термоклином, наличие которого, как видно из
предыдущих разделов, некоторым образом
усложняет формулы теории возмущения.

Для построения эталонных решений спек-
тральная задача (1) была решена 20 раз для всех
значений глубины моря от 40 до 60 м с использо-
ванием разработанной в ТОИ ДВО РАН библио-
теки ac_modes [16]. Формулы теории возмущений,
полученные в данной работе, использовались для

 м. Отметим, что в рассматриваемом вол-
новоде для разных значений  возбуждается 3–4
водных моды, причем глубина отсечки четвертой
моды составляет 42 м.

На рис. 2 представлены аппроксимации мо-
дальных коэффициентов затухания по формулам
теории возмущения первого и второго порядка
для первой, второй и четвертой водных мод. Вид-
но, что, во-первых, функции являются выпуклы-
ми вниз (как и предсказано в разделе, посвящен-
ном исследованию функций ). Кроме того,
формулы второго порядка обеспечивают очень
хорошее приближение эталонных кривых во всех
случаях, кроме случая четвертой моды вблизи
глубины ее отсечки.

На рис. 3 представлены аппроксимации груп-
повых скоростей, полученные с использованием
формул (15) для первой, второй и четвертой мод
рассматриваемого волновода. Вновь можно кон-

=0 1490c =0 25z = 30  м сd σ = 10 м

= 2000bc

=ρ 1, w = 3ρ 2 г cм b
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=0 50h
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Рис. 1. (а) – Зависимость скорости звука от глубины в водном слое, а также (б) – с учетом верхнего слоя дна.
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статировать, что полученные формулы обеспечи-
вают достаточно точное для практического при-
менения приближение эталонных кривых, и ис-
ключение вновь составляет лишь четвертая мода
в окрестности глубины ее отсечки. Как это обыч-
но бывает при использовании асимптотических
методов, точную оценку ошибки аппроксимации
привести затруднительно, так как на практике
она зависит от множества различных параметров
волновода.

Важно отметить, что график первой моды яв-
ляется выпуклым вниз, в то время как графики
мод 2–4 оказываются вогнутыми (выпуклыми
вверх). Физически этот факт означает, что первая
мода в реальном волноводе с перепадами глубин
от 40 до 60 м (при средней глубине 50 м) будет рас-
пространяться несколько быстрее, чем в волно-
воде сравнения с постоянной глубиной 50 м, в то
время как 2–4 моды в волноводе с неоднородно-
стями рельефа дна, наоборот, будут распростра-
няться медленнее.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе вычислены производные мо-
дальных коэффициентов затухания и групповых
скоростей мод по глубине моря. Помимо акаде-
мического интереса, который представляет ис-
следование указанных зависимостей, получен-
ные формулы позволяют приближать их с помо-
щью полиномов Тейлора первого и второго
порядков. Такого рода приближения могут быть
полезны при решении различных практических
задач акустики мелкого моря, где требуется мно-
гократное решение акустической спектральной
задачи в волноводе с меняющейся вдоль трассы
глубиной. В частности, формулы (15) позволяют
выполнять геоакустическую инверсию парамет-
ров дна волновода с учетом вариаций глубины
моря между точками приема и излучения без до-
полнительных вычислительных затрат по сравне-
нию с аналогичной инверсионной процедурой,
выполняемой в предположении о постоянстве
глубины. Поскольку задачи геоакустической ин-
версии и так очень трудоемки в вычислительном

Рис. 2. Зависимость модальных коэффициентов затухания от глубины моря для (а) – первой, (б) – второй и (в) – чет-
вертой мод.

1

2

3

4
×10–5 ×10–5 ×10–4(а)

Зависимость

6050 554540
h, м

α
, м

–
1

α
, м

–
1

α
, м

–
1

1-е приближение
2-е приближение

2

3

4

5

6
(б)

Зависимость

6050 554540
h, м

1-е приближение
2-е приближение

0

4

2

6

8
(в)

Зависимость

6050 554540
h, м

1-е приближение
2-е приближение

Рис. 3. Зависимости групповых скоростей (а) – первой, (б) – второй и (в) – четвертой мод от глубины моря, а также
их аппроксимации первого и второго порядков по формуле (15).
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отношении, то дополнительное кратное увеличе-
ние вычислительной стоимости, необходимое
для учета вариаций глубины “обычным” спосо-
бом, представляется нежелательным. Заметим,
что с несколько иной точки зрения вопрос о вли-
янии неоднородностей батиметрии на точность
решения задач геоакустической инверсии рас-
смотрен в недавней работе [3].

Отметим также непосредственные и интерес-
ные с нашей точки зрения физические следствия,
которые можно извлечь из построенной здесь
теории. Во-первых, анализ характера выпуклости
зависимостей модальных коэффициентов затуха-
ния от глубины показывает, что потери при рас-
пространении звука в волноводе с вариациями
глубин относительного среднего значения будут
всегда выше, чем в волноводе сравнения с посто-
янной средней глубиной.

Во-вторых, хотя аналогичного простого утвер-
ждения нельзя сделать относительно групповых
скоростей мод, ясно, что неоднородности релье-
фа дна существенным образом меняют диспер-
сию импульсных акустических сигналов по срав-
нению с волноводом с постоянной усредненной
глубиной моря. Формула (16), в частности, пока-
зывает, что в волноводе с неоднородным релье-
фом дна фактически имеет место два типа меж-
модовой дисперсии: первый связан с различием
групповых скоростей мод для усредненной глуби-
ны , в то время как второй обусловлен тем, что
групповые скорости разных мод неодинаковым
образом реагируют на вариации глубины моря.
Задержки, обусловленные дисперсией второго
типа, при этом пропорциональны дисперсии
флуктуаций рельефа дна вокруг среднего значе-
ния . Насколько нам известно, данный факт
до сих пор не был отмечен в акустической литера-
туре, хотя ряд результатов из работы [3], очевид-
но, имеет связь с данным утверждением.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-11-00171,
https://rscf.ru/project/22-11-00171/.
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Исследуется влияние межмодовых корреляций на эффективность пространственной обработки
сигнала в океанических волноводах со взволнованной поверхностью. Предложен алгоритм расчета
корреляционной матрицы сигнала на апертуре горизонтальной антенной решетки (АР), учитываю-
щий интерференционную структуру акустического поля в звуковом канале. Коэффициент усиле-
ния антенны анализируется для трех методов пространственной обработки: стандартного метода
ФАР, метода оптимальной линейной обработки и метода оптимальной квадратичной обработки.
Приведены результаты численного моделирования для гидрологических условий Баренцева моря в
зимний период. Основное внимание уделяется интерференционным осцилляциям коэффициента
усиления АР и зависимости от параметров задачи его значений, “сглаженных” на масштабе интер-
ференционной структуры акустического поля в волноводе.

Ключевые слова: акустический волновод, ветровое волнение, многократное рассеяние, межмодовые
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ВВЕДЕНИЕ
Одним из актуальных направлений теоретиче-

ских исследований в акустике мелкого моря явля-
ется изучение эффективности методов простран-
ственной обработки сигналов удаленных источ-
ников с использованием протяженных антенных
решеток (АР) [1–6]. Для исследования эффектив-
ности обнаружения (либо оценки параметров)
акустических сигналов на фоне помех необходи-
мо разработать теоретические или эмпирические
модели, позволяющие рассчитывать корреляци-
онные матрицы сигнала и помехи на апертуре АР.
В частности, модель сигнала должна учитывать не
только волноводный характер акустического по-
ля в звуковом канале, но и его флуктуации, обу-
словленные ветровым волнением, случайными
внутренними волнами и т.д. В типичных услови-
ях мелкого моря сезонный профиль скорости зву-
ка зачастую полностью или частично открыт к
свободной поверхности. В этом случае определя-
ющее значение в формировании статистических
характеристик сигнала приобретают эффекты
многократного рассеяния акустического сигнала
на взволнованной морской поверхности [7, 8].

Поскольку сами алгоритмы обработки частично
когерентных сигналов хорошо известны [9–12],
то исследование их эффективности, по сути, тре-
бует лишь конкретизации корреляционных мат-
риц сигнала и помехи на апертуре АР.

В дальнейшем мы ограничимся простейшей
моделью шума, некоррелированного на прием-
ных элементах антенны, и уделим основное вни-
мание статистической модели сигнала в волново-
де со взволнованной свободной поверхностью.
Имея в виду частотный диапазон  Гц, где
затухание звука в волноводе относительно мало,
для акустического поля будем использовать мо-
довое разложение, а при вычислении корреляци-
онной матрицы сигнала на апертуре АР – уравне-
ния для моментов амплитуд нормальных мод в
волноводе с нерегулярной границей. Именно та-
кой метод использовался в предыдущих работах
[4–6], где исследовалось влияние ветрового вол-
нения на эффективность пространственной об-
работки сигнала с применением горизонтальной
АР. При этом вычислялись корреляционные
функции сигнала, усредненные по интерферен-
ционной структуре акустического поля в волно-
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воде и, соответственно, анализировались коэф-
фициенты усиления антенны (при различных
способах обработки сигнала), “сглаженные” на
пространственном интервале, превышающем пе-
риоды интерференционных осцилляций поля.
Такой упрощенный подход, предложенный в ра-
ботах [13, 14], позволил, не анализируя межмодо-
вые корреляции, ограничиться расчетом на осно-
вании уравнения переноса лишь автокорреляци-
онных функций модовых амплитуд, и в итоге
плавной зависимостью “антенного выигрыша”
от расстояния между источником и АР. При этом
неисследованными остались следующие важные
вопросы:

1. метод анализа локальной (т.е. при конкрет-
ном значении расстояния от АР до источника)
эффективности пространственной обработки
сигнала;

2. отличие таких локальных характеристик АР
(например, коэффициента усиления) от “сгла-
женных” по интерференционной структуре ха-
рактеристик;

3. влияние межмодовых корреляций на коэф-
фициент усиления АР и зависимость этого эф-
фекта от уровня ветрового волнения и длины аку-
стической трассы.

Кроме того, сама идея использования усред-
ненной по интерференционной структуре корре-
ляционной матрицы сигнала для вычисления
“сглаженных” характеристик обнаружения сиг-
нала хотя и представляется разумной, но, строго
говоря, не обоснована. Вычисление коэффици-
ента усиления антенны при различных способах
обработки сигнала, является, вообще говоря, не-
линейной операцией и не коммутирует с опера-
цией пространственного усреднения локальных
характеристик. Для его обоснования необходимо
сравнить результаты такого подхода и более стро-
гой процедуры усреднения на максимальном
масштабе интерференции мод непосредственно
локальных значений коэффициента усиления
АР. Все эти вопросы рассматриваются (разумеет-
ся, не в полном объеме) в данной работе.

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Рассмотрим акустическое поле, создаваемое

тональным точечным источником в океаниче-
ском волноводе со взволнованной свободной по-
верхностью. Волновод предполагается горизон-
тально однородным с произвольным профилем
скорости звука и также произвольной плоскосло-
истой структурой дна. Для прикладных задач аку-
стики мелкого моря наиболее интересен низко-
частотный диапазон  Гц, где затухание в
донном грунте относительно мало и возможно
распространение звука на десятки и сотни кило-
метров. В этом случае удобно использовать модо-
вое разложение акустического поля. Представим
[15] поле точечного источника в дальней зоне в

≤ 500f

виде разложения по ортонормированным соб-
ственным функциям  невозмущенного вол-
новода:

(1)

где ap – амлитуды мод, kp – волновые числа, ω0 –
частота излучения, r – расстояние от источника
до точки наблюдения. При учете затухания в сре-
де распространения волновые числа являются
комплексными, в этом случае kp будет обозначать
реальную часть волнового числа, а его мнимая
часть будет выделяться отдельно. В отсутствие
ветрового волнения амплитуды разложения ap
определяются глубиной источника zи, т.е. (с точ-
ностью до коэффициента, зависящего от уровня
излучения) . При наличии ветрового
волнения свободная поверхность волновода яв-
ляется случайной функцией горизонтальных ко-
ординат x, y и времени t и описывается уравнени-
ем . Соответственно, и амплитуды ap
являются случайными функциями переменных x,
y, t. Для их описания обычно используются два

первых момента  и , где

 означает операцию статистического усредне-
ния по ансамблю реализаций случайной функции

. Для пространственной обработки сигнала
на апертуре горизонтальной АР необходимо вы-
числить функцию когерентности поля давления:

(2)

где z – глубина АР. Эта функция является ква-
зислучайной, т.е. меняется нерегулярным обра-
зом при изменении расстояния от источника до
антенны. Именно поэтому в работах [13, 14] было
предложено вычислять функции когерентности,
усредненные по интерференционным осцилля-
циям поля. Там же было показано, что для описа-
ния таких “сглаженных” по интерференционной
структуре функций когерентности достаточно ана-
лизировать автокорреляционные функции мод:

(3)

(в случае стационарного ветрового волнения и
тонального сигнала Np не зависит от времени).
Соответственно,

(4)
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Именно такое описание пространственных кор-
реляций акустических мод использовалось ранее
во всех работах [3–6], где исследовалось влияние
ветрового волнения на эффективность простран-
ственной обработки сигналов на апертуре гори-
зонтальной АР. Тем самым, как предполагалось в
этих работах, анализировались характеристики
АР (в основном, ее коэффициент усиления),
усредненные по интерференционной структуре
акустического поля в волноводе, т.е. на масштабе

.

Здесь мы откажемся от этого приближения и
будем анализировать эффективность простран-
ственной обработки сигнала на произвольном
удалении АР от источника. Для этого нам потре-
буется вычисление межмодовой корреляционной

функции . В многомодовом вол-
новоде с нерегулярной свободной поверхностью
для нее было получено уравнение переноса [14],
которое является все же весьма сложным для не-
посредственного решения его аналитическими и
численными методами. В то же время качествен-
ный анализ этого уравнения показал [14, 16], что
для прогнозирования межмодовых корреляций в
мелком море при типичных скоростях ветра мож-
но использовать приближенное соотношение

т.е. при q ≠ p корреляционная функция равна
произведению когерентных компонент модовых
амплитуд, что существенно упрощает вычисле-
ние локальных функций пространственной коге-
рентности поля давления на апертуре АР. Приме-
нимость этого приближения для условий распро-
странения в мелком море обсуждается в [16].
Таким образом, для локальной корреляционной
функции поля давления получаем выражение:

(5)

При этом следует учитывать, что средние значе-
ния модовых амплитуд затухают с расстоянием r
по закону [14]:

(6)

где  – декремент затухания когерентной компо-
ненты модовой амплитуды , в котором учтено
рассеяние энергии данной моды как в другие мо-
ды дискретного спектра, так и в моды сплошного
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спектра,  – мнимая часть волнового числа,
обусловленная потерями в донном грунте и водной
среде. Автокорреляционная функция  рас-
считывается на основании уравнения переноса.

Введем декартову систему координат в гори-
зонтальной плоскости, где начало координат сов-
падает с горизонтальными координатами источ-
ника и ось x проходит через центр АР. Абсциссу
центра антенны обозначим R. В дальнейшем бу-
дем рассматривать функцию автокорреляции мод
с поперечным разнесением точек наблюдения

Уравнение переноса [13] для  имеет
вид:

(7)

где  – вероятность перехода между модами,
описывающая эффекты взаимного рассеяния
мод, локализованных в волноводе. Явный вид
функций  и  приведен в работе [14] и в слу-
чае изотропного ветрового волнения выражается
через его частотный спектр.

В дальнейшем нас будет интересовать коэф-
фициент усиления АР при ее расположении в
дальней зоне по отношению к источнику. В этом
случае в формуле (5) для всех медленноменяю-
щихся функций от r можно пренебречь отличием
расстояния от источника до элементов антенны и
учесть его только в фазовых множителях. Кроме
того, путем добавления в двойной сумме по p и q
слагаемого с p = q перейдем в формуле (5) к неза-
висимому двойному суммированию по номерам
мод. В дальнейшем нам потребуется корреляци-
онная матрица сигнала на апертуре АР. Будем
считать, что АР состоит из М элементов с межэле-
ментным расстоянием d и ориентирована под уг-
лом ϕА в направлении на источник (угол отсчиты-
вается от нормали к ее апертуре). Выражение для
элементов корреляционной матрицы следует из
(5) и может быть представлено в виде:

(8)
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Усреднение этого выражения по R на масштабе
интерференционной структуры L приводит к
формуле:

(9)

которая использовалась в предыдущих работах
при расчете корреляционной матрицы сигнала.
Отметим, что при получении (8), (9) пренебрега-
ется кривизной фазовых фронтов акустических
мод, что справедливо для расстояния R  kL2/8π.
При пространственной обработке сигнала на
апертуре АР удобно использовать нормирован-
ную корреляционную матрицу с матричными
элементами

(10)

т.е. межэлементными коэффициентами корреля-
ции сигнала на апертуре АР.

Для количественной оценки эффективности
пространственной обработки мы выберем коэф-
фициент усиления антенны G, который стандарт-
но определяется как величина выходного отноше-
ния сигнал/шум (ОСШ), отнесенная к величине
ОСШ на отдельном элементе. Естественно, вели-
чина G зависит не только от вида корреляцион-
ной матрицы , но и метода пространствен-
ной обработки. Для сравнения мы выберем три
метода пространственной обработки: стандарт-
ный метод формирования диаграммы направлен-
ности (ФАР), компенсированной в направлении
на источник сигнала (величину G такой обработ-
ки обозначим G0), метод оптимальной линейной
обработки (коэффициент усиления обозначим
G1) и метод оптимальной квадратичной обработ-
ки (коэффициент усиления обозначим G2). По-
скольку нас интересует эффект, обусловленный
статистической моделью сигнала, то в качестве
помехи рассмотрим простейший вариант шума,
некоррелированного на элементах АР. В этом
случае, учитывая нормировку матрицы сигнала

 и некоррелированность шума на всех эле-
ментах АР, для коэффициентов  имеем следую-
щие выражения:

(11)

(12)

где ,  – собственные значения
корреляционной матрицы ,  – макси-
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мальное собственное значение. Аналогичные фор-
мулы приведены в работах [4, 5], но несколько в
ином виде. Учитывая, что для нормированной мат-
рицы сигнала , не-
трудно убедиться в тождественности соответству-
ющих выражений. Что касается способа обработ-
ки, то метод ФАР не требует пояснений.
Оптимальная линейная обработка состоит в ска-
лярном умножении вектора сигнала на собствен-
ный вектор матрицы , соответствующий
максимальному собственному значению .
Оптимальная квадратичная обработка сигнала
является многоканальной и учитывает вклад всех
собственных векторов корреляционной матрицы
сигнала. При этом организуется несколько кана-
лов обработки (число их равно рангу корреляци-
онной матрицы), в каждом канале входной сиг-
нал умножается на один из собственных векто-
ров, после чего квадраты полученных для всех
каналов скалярных произведений с весами, рав-
ными соответствующим собственным значениям

, поступают на сумматор и выход антенны.
Очевидно, что значительного увеличения коэф-
фициента усиления G2 в сравнении с G1 можно
ожидать, если в результате декорреляции сигнала
у матрицы  появятся несколько собственных
значений, сопоставимых с  (напомним, что
для полностью когерентного сигнала матрица

 имеет лишь одно ненулевое собственное
значение).

Для получения конкретных результатов требу-
ется также уточнить вид спектра ветрового волне-
ния. В дальнейшем для частотного спектра изо-
тропного волнения будем использовать обще-
принятую модель JONSWAP [17].

Прежде чем обсуждать результаты численного
моделирования коэффициентов усиления  на
основе приведенных выше формул, приведем не-
которые качественные соображения о соотноше-
нии двух способов вычисления коэффициентов
усиления G1 и G2: на основании формулы (8), ли-
бо формулы (9). Полученное в данной работе вы-
ражение для локальной корреляционной матри-
цы  является не только более общим, но и
физически наглядным, поскольку в явном виде
разделяет вклад когерентной компоненты поля

(диадная матрица ) и вклад его рассеянной
компоненты. Соответственно, более наглядно и
описание коэффициентов усиления G1 и G2 при
оптимальной обработке сигнала. На малом удале-
нии АР от источника рассеянная компонента
пренебрежимо мала. В этом случае сигнал можно

считать когерентным и матрица .
Как известно, диадная матрица имеет лишь одно
ненулевое значение, которое с учетом нормиров-
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ки (10) равно M. С увеличением дистанции R эф-
фекты многократного рассеяния накапливаются,
вследствие этого относительный вклад рассеян-
ной компоненты поля монотонно растет и появ-
ляются другие ненулевые значения λi . Поскольку

, отсюда следует, что λ1, а значит и ко-
эффициент усиления G1 уменьшается с дистан-
цией, а выигрыш квадратичной обработки, т.е.

 монотонно растет.
Описание коэффициентов усиления G1 и G2 с

помощью усредненной по интерференционной
структуре матрицы (9) не столь наглядно. Более
того, если на значительном удалении оно удовле-
творительно описывает “сглаженные” по дистан-
ции результаты (см. следующий раздел), то на ма-
лом удалении АР от источника может приводить к
неточным результатам. Действительно, для ориен-
тированной под углом к источнику антенны даже
на малых расстояниях, когда рассеянная компонен-
та поля пренебрежимо мала и сигнал когерентен,
матрица (9) не является диадной, т.е. обладает не
одним, а несколькими ненулевыми собственными
значениями. В этом случае G1 = λ1 < M и G2 > G1. Та-
ким образом, возникает ложный эффект декорре-
ляции сигнала, который обусловлен не физическим
механизмом рассеяния на ветровом волнении, а
процедурой пространственного усреднения кор-
реляционной матрицы. Для перпендикулярно
ориентированной антенны (ϕА = 0) этот эффект
отсутствует, поскольку когерентные моды на
апертуре АН синфазны и все матричные элемен-
ты . Для такой матрицы имеется лишь од-
но ненулевое собственное значение λ1 = M, а зна-
чит G2 = G1 = M. Конкретная величина обсуждаемой
ложной декорреляции может быть оценена лишь пу-
тем численного моделирования, но, очевидно, что
она монотонно растет с увеличение угла ϕА.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Ввиду сложности задачи конкретные результа-

ты были получены путем численных расчетов.
При проведении численного моделирования на-
ряду с приведенными выше уравнениями и ана-
литическими выражениями использовалась стан-
дартная модовая программа. При этом очевидно,
что интересующие нас эффекты наиболее значи-
мы для условий распространения звука в мелком
море. Рассмотрим результаты численных расче-
тов коэффициентов усиления  для мелководно-
го звукового канала со слабым положительным
градиентом скорости звука, что, например, ти-
пично для Баренцева моря в зимний период.
Предполагая профиль скорости звука линейным,
выберем следующие параметры: c(0) = 1490 м/с,
c(H) = 1500 м/с, глубина дна H = 200 м. Тип и па-
раметры донного грунта в мелком море отлича-
ются большим разнообразием [18], но все же
можно считать, что для верхнего (толщиной не-

= λii
M

2 1G G

=� 1mnN

iG

сколько десятков метров) слоя донного грунта ти-
пичны неконсолидированные либо полуконсо-
лидированные осадки. В качестве модели дна бу-
дем использовать жидкое полупространство. Эта
модель широко применяется при численном мо-
делировании не только для неконсолидирован-
ных осадков, где модуль сдвига практически ра-
вен нулю, но и для полуконсолидированных
осадков, где модуль сдвига существенно меньше
модуля сжатия и, соответственно, роль сдвиговых
волн сравнительно невелика. Мы приведем ре-
зультаты расчетов для двух моделей дна: неконсо-
лидированные осадки с типичными параметрами
ρ0 = 2 г/см3,  м/с, коэффициента затуха-
ния δ = 0.2 дБ/км Гц и полуконсолидированные
осадки с параметрами ρ0 = 2 г/см3,  м/с,
δ = 0.1 дБ/км Гц. Предполагаем, что источник с
частотой излучения f = 250 Гц расположен на глу-
бине zи = 100 м. Горизонтальная АР с числом эле-
ментов M = 51 и межэлементным расстоянием
d = 3 м расположена вблизи дна zА = 197 м и ори-
ентирована либо перпендикулярно к направле-
нию на источник (ϕА = 0), либо под углом (ϕА = 30°).
Расчеты проводились для скорости ветра V = 10 и
V = 15 м/с, т.е. умеренного и сильного ветрового
волнения. На рис. 1 приведены результаты числен-
ного моделирования локальных коэффициентов
усиления  в диапазоне расстояний 5 ≤ R ≤ 300 км
для антенны, ориентированной перпендикуляр-
но к источнику. Анализируя эти результаты, от-
метим, прежде всего, что интерференционная из-
менчивость коэффициентов усиления порядка
нескольких децибел, что существенно меньше
интерференционных вариаций интенсивности
самого поля в волноводе. При скорости ветра V =
= 10 м/с осцилляции значений ,  не превыша-
ют 4–5 дБ. Коэффициент усиления , соответ-
ствующий оптимальной квадратичной обработке
сигнала, имеет еще меньшие интерференцион-
ные осцилляции. На малых удалениях АР от ис-
точника (R ≤ 100 км) они имеют значения порядка
2–2.5 дБ, а на значительных удалениях R порядка
200–300 км эти осцилляции не превышают 0.5–
1 дБ. При скорости ветра V = 15 м/с максимальные
интерференционные изменения всех коэффициен-
тов усиления  не превышают одного децибела на
малых удалениях АР от источника (R ≤ 50 км) и
практически отсутствуют при R ≥ 100 км, что объ-
ясняется быстрым затуханием межмодовых кор-
реляций при сильном ветровом волнении.

Для сравнения приведем результаты расчетов
при V = 10 м/с интерференционной структуры
интенсивности когерентной компоненты самого
акустического поля, нормированной на значе-
ние, полученное при некогерентном суммирова-
нии мод:

= 1800lc

= 2500lc
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(13)

Результаты расчетов I(R) при скорости ветра
V = 10 м/с и на глубине zА приведены на рис. 2.
Видно, что интерференционные осцилляции ин-
тенсивности акустического поля в волноводе
весьма значительны и имеют характерные значе-
ния порядка 25–30 дБ. Таким образом, интерфе-
ренционная изменчивость коэффициентов уси-

ления  существенно меньше, чем интерферен-
ционные вариации самого акустического поля.

Наряду с локальными значениями коэффици-
ентов усиления АР при различных способах про-
странственной обработки представляют интерес
и их значения, “сглаженные” на некотором ин-
тервале Δr, полученные путем усреднения локаль-
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Рис. 1. Локальные коэффициенты усиления  для антенны, ориентированной перпендикулярно к источнику, при
скорости ветра (а) – V = 10 м/с и (б) – V = 15 м/с (неконсолидированные донные осадки).
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ных значений скользящим окном. Результаты
этой процедуры, обозначенные , при Δr = 10 км
приведены на рис. 3–4. Там же для сравнения пока-
заны расчетные кривые коэффициентов усиления,
полученные аналогично тому, как это делалось в ра-
ботах [4–6], т.е. с использованием усредненных по
интерференционной структуре корреляционных
функций сигнала, не учитывающих межмодовые
корреляции. Сравнение этих результатов показы-
вает, что при скорости ветра V = 15 м/с соответ-
ствующие значения коэффициентов усиления 
практически совпадают. При скорости ветра V =
= 10 м/с имеется некоторое отличие “сглажен-
ных” на интервале Δr коэффициентов усиления

 и аналогичных значений, полученных на осно-
ве усредненной по интерференционной структу-
ре корреляционной функции сигнала, но это от-
личие невелико (менее децибела). Впрочем, и это
малое отличие, по-видимому, может быть устра-
нено путем уточнения процедуры пространствен-
ного “сглаживания” коэффициентов усиления на
интервале Δr. Что касается изменения с дистан-
цией “сглаженных” по интерференционной
структуре коэффициентов усиления, то результа-
ты линейной обработки ( ) и метода ДН ( )
практически совпадают и монотонно спадают от
значения 17 дБ, соответствующего когерентному
сигналу, до 10.5–11 дБ на расстоянии R = 300 км.
Выигрыш квадратичной обработки (отношение
G2/G1) растет с расстоянием по мере увеличения

степени декорреляции сигнала и достигает 2 дБ
при R = 300 км.

Зависимость локальных значений коэффици-
ентов усиления  от расстояния до источника
при ориентации антенны под углом ϕА = 30° при-
ведена на рис. 5. Нетрудно видеть, что интерфе-
ренционные осцилляции локальных коэффици-
ентов  аналогичны случаю перпендикулярно
ориентированной антенны. Для коэффициентов

 и  они имеют характерные значения порядка
4–5 дБ при V = 10 м/с, а при V = 15 м/с не превы-
шают одного децибела на малых расстояниях R ≤
≤ 50 км и практически отсутствуют на более зна-
чительном удалении АР от источника. Интерфе-
ренционные осцилляции коэффициента , со-
ответствующего оптимальной квадратичной об-
работке, при V = 10 м/с порядка 2–3 дБ на
расстоянии R ≤ 100 км и не превышают 1–2 дБ на
удалении R = 200–300 км. При скорости ветра V =
= 15 м/с интерференционные осцилляции  ме-
нее децибела при R ≤ 100 км и практически отсут-
ствуют при дальнейшем удалении АР от источни-
ка. Следует также отметить, что на малых рассто-
яниях  существенно меньше , т.е. для АР,
ориентированной под углом к источнику, метод
ДН проигрывает оптимальной линейной обра-
ботке, поскольку не предполагает фазовой ком-
пенсации для каждой из акустических мод на
апертуре АР [4]. При увеличении R модовый
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Рис. 2. Нормированная интенсивность когерентной компоненты акустического поля при скорости ветра V = 10 м/с.
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спектр сигнала сужается из-за затухания (вслед-
ствие рассеяния и потерь) энергии высших аку-
стических мод, и значения  и  практически
совпадают, отличие порядка 0.3–0.5 дБ. На
рис. 6–7 приведены результаты расчета “сгла-
женных” на интервале Δr = 10 км значений  и,
для сравнения, аналогичные результаты расчетов
коэффициентов усиления с использованием кор-
реляционной матрицы сигнала, усредненной по
интерференционной структуре (т.е. не учитываю-
щей межмодовые корреляции). Сравнение соот-
ветствующих значений коэффициентов усиления
указывает на их малые отличия (в пределах 0.5 дБ)
на расстояниях R = 10–300 км. Обсуждавшийся
выше эффект ложной декорреляции проявляется

0G 1G

iG

на малом удалении антенны от источника R < 10 км,
однако влияние его относительно невелико. Как
видно на рис. 6б, 7б, при R = 5 км значение  = 16 дБ,
т.е. на 1 дБ меньше значения 10lg(M) = 17 дБ, со-
ответствующего когерентному сигналу, а  не
превышает 0.3 дБ. Что касается величины моно-
тонного уменьшения с расстоянием “сглажен-
ных” значений коэффициентов усиления для  и

, то она равна 6 дБ на удалении R = 300 км и, со-
ответственно, 4 дБ для коэффициента усиления

. Таким образом, выигрыш квадратичной обра-
ботки достигает и в этом случае двух децибел.

Аналогичные расчеты, проделанные при раз-
личной глубине источника и АР, показывают, что

1G

2 1G G

0G
1G

2G

Рис. 3. Результаты численного моделирования при ϕА = 0, V =10 м/с локальных коэффициентов усиления : (а) –
“сглаженых” на масштабе Δr = 10 км и (б) – коэффициентов усиления, полученных без учета межмодовых корреляций.
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Рис. 4. То же, что на рис. 3, но для скорости ветра V = 15 м/с.
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и величина интерференционных осцилляций ко-
эффициентов усиления  и скорость их моно-
тонного спадания при увеличении R зависят так-
же от глубины источника и антенны. Например,
при zи = zА = 197 м величины интерференционных
осцилляций превышают значения, приведенные
на рис. 1, и достигают на начальном участке трассы
(R ≤ 50 км) 5–6 дБ при V = 10 м/с и 2 дБ при V = 15 м/с.

Чтобы продемонстрировать зависимость рас-
сматриваемых эффектов от характеристик донно-
го грунта, приведем результаты численного моде-
лирования для полупространства с параметрами,
соответствующими полуконсолидированным осад-
кам (  м/с, δ = 0.1 дБ/км Гц) при попереч-

iG

= 2500lc

ной ориентации антенны, расположенной на глу-
бине zА = 197 м (zи = 100 м). На рис. 8 приведены
значения локальных коэффициентов усиления 
при умеренном и сильном ветровом волнении.
Нетрудно видеть, что качественный характер из-
менения с расстоянием коэффициентов усиления
не изменился. Результаты метода ФАР практиче-
ски совпадают с результатами оптимальной ли-
нейной обработки. При скорости ветра V = 10 м/с
интерференционные осцилляции коэффициен-
тов усиления  и  достигают 4 дБ и несколько
уменьшаются (до 2 дБ) на максимальных удале-
ниях антенны. Осцилляции результатов опти-
мальной квадратичной обработки и в этом случае

iG

0G 1G

Рис. 5. Локальные коэффициенты усиления  для антенны, ориентированной под углом ϕА = 30°, при скорости ветра
(а) – V = 10 м/с и (б) – V = 15 м/с (неконсолидированные донные осадки).
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существенно меньше и имеют значения порядка
2 дБ, а на максимальном удалении не превышают
0.5 дБ. При скорости ветра V = 15 м/с осцилляции
коэффициентов усиления  и  не превышают
2 дБ на малых удалениях АР от источника и прак-
тически отсутствуют при R ≥ 100 км. Осцилляции
коэффициента усиления  вообще незначитель-
ны и не превышают децибелла на малых расстоя-
ниях R. “Сглаженные” на интервале Δr = 10 км
значения коэффициентов усиления при скорости
ветра V = 15 м/с практически совпадают с резуль-
татами расчетов с использованием усредненной
по интерференционной структуре корреляцион-

0G 1G

2G

ной матрицы сигнала (см. рис. 10). Аналогичное
сопоставление результатов при V = 10 м/с (рис. 9)
указывает на некоторые отличия, не превышаю-
щие децибела, что, по-видимому, также может
быть устранено путем уточнения процедуры усред-
нения локальных значений коэффициентов . Ос-
новное отличие этих результатов от предыдущих
расчетов для неконсолидированных донных
осадков заключается в более заметном спадании
коэффициентов усиления с увеличением дистан-
ции R. При скорости ветра V = 10 м/с  и 
уменьшаются вследствие декорреляции сигнала
на 8 дБ, а коэффициент  – на 5.5 дБ, т.е. выиг-

iG

0G 1G

2G

Рис. 6. Результаты численного моделирования при ϕА = 30°, V = 10 м/с локальных коэффициентов усиления :
(а) – “сглаженых” на масштабе Δr = 10 км и (б) – коэффициентов усиления, полученных без учета межмодовых
корреляций.

16

17

15

14

13

12

11

(а)

G0

G2

G1

30050 100 150 200 2500
R, км

10
lg

(G
)

16

15

14

13

12

11

(б)

G0

G2

G1

30050 100 150 200 2500
R, км

10
lg

(G
)

iG

Рис. 7. То же, что на рис. 6, но для скорости ветра V = 15 м/с.
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рыш квадратичной обработки достигает 2.5 дБ.
При сильном ветровом волнении (V = 15 м/с) спа-
дание коэффициентов  и  равно 9 дБ при R =
= 300 км, а  – соответственно 6 дБ, при этом
выигрыш оптимальной квадратичной обработки
сигнала в сравнении с оптимальной линейной до-
стигает 3 дБ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследуется влияние ветрового вол-
нения на эффективность пространственной об-
работки низкочастотных акустических сигналов
в мелком море с использованием горизонтальной

0G 1G
2G

антенной решетки. Основное внимание уделяет-
ся влиянию межмодовых корреляций на интер-
ференционные осцилляции коэффициента уси-
ления антенны и сравнению локальных (т.е. вы-
численных при конкретном расположении АР
относительно источника) и пространственно
“сглаженных” значений коэффициента усиле-
ния. Анализируются три метода пространствен-
ной обработки сигнала: ФАР, оптимальная ли-
нейная обработка и оптимальная квадратичная
обработка, для которых рассчитаны соответству-
ющие коэффициенты усиления ,  и . Кон-
кретные результаты получены путем численного
моделирования для зимней гидрологии Баренце-
ва моря. Чтобы продемонстрировать зависимость

0G 1G 2G

Рис. 8. Локальные коэффициенты усиления  для антенны, ориентированной перпендикулярно к источнику, при
скорости ветра (а) – V = 10 м/с и (б) – V = 15 м/с (полуконсолидированные донные осадки).
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эффектов от характера донного грунта, расчеты
проводились для неконсолидированных донных
осадков с параметрами: продольная скорость зву-
ка cl = 1800 м/с, плотность ρ = 2 г/cм3, коэффици-
ент затухания δ = 0.2 дБ/км Гц, и полуконсолидиро-
ванных с параметрами: cl = 2500 м/с, ρ = 2 г/см3, δ =
= 0.1 дБ/км Гц. На основании проведенных расче-
тов можно сделать следующие выводы. Для пер-
пендикулярно ориентированной (по отношению
к источнику) антенны коэффициенты  и 
практически совпадают. Для антенны, ориенти-
рованной под углом 30°, метод ФАР существенно
проигрывает методу оптимальной линейной об-
работки на малых удалениях АР от источника, по-
скольку при фазовой компенсации не учитывает

0G 1G

модовый спектр акустического поля. Интерфе-
ренционные осцилляции  и  имеют характер-
ные значения порядка 4–6 дБ (в зависимости от
глубины источника) при умеренной скорости
ветра V = 10 м/с. Интерференционные осцилля-
ции коэффициента усиления  существенно
меньше: порядка 2 дБ на малых удалениях от ис-
точника R ≤ 100 км и порядка 0.5–1 дБ на значи-
тельном удалении R ≈ ≈ 200–300 км. При сильном
ветровом волнении (V = 15 м/с) осцилляции ко-
эффициентов усиления : порядка одного деци-
бела на удалении антенны от источника R ≤ 100
км и практически отсутствуют на значительном
удалении R ~ 200–300 км. Этот эффект объясняется

0G 1G

2G

iG

Рис. 9. Результаты численного моделирования (ϕА = 0, V = 10 м/с, полуконсолидированные донные осадки) локаль-
ных коэффициентов усиления : (а) – “сглаженых” на масштабе Δr = 10 км и (б) – коэффициентов усиления, полу-
ченных без учета межмодовых корреляций.
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Рис. 10. То же, что на рис. 9, но для скорости ветра V = 15 м/с.
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быстрым затуханием с расстоянием межмодовых
корреляций при сильном ветровом волнении.

Наряду с локальными значениями коэффици-
ентов усиления , вычисляются их значения,
усредненные на пространственном интервале
Δr = 10 км, и проведено их сравнение с аналогич-
ными расчетами на основании “сглаженной” по
интерференционной структуре корреляционной
матрицы сигнала. Показано удовлетворительное
совпадение результатов, что является, в некото-
рой степени, обоснованием подхода, который ис-
пользовался в предыдущих публикациях [4–6].

На основании приведенных выше физических
соображений и численного моделирования мож-
но сделать вывод, что качественные результаты о
поведении интерференционных вариаций и сгла-
женных значений коэффициента усиления АР,
полученные в работе, имеют достаточно общий
характер. В то же время результаты конкретных
расчетов чувствительны к изменениям профиля
волновода, акустических параметров дна, глуби-
ны расположения источника и АР. Кроме того,
существенное влияние на эти результаты может
оказать и анизотропный характер частотно-угло-
вого спектра волнения [5].

Данная работа выполнена при поддержке
гранта РНФ № 20-19-00383.
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Разработан метод определения поля источников по данным многомикрофонных измерений, осно-
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ности поля источников, данный подход позволяет принципиально изменить математическую по-
становку обратной задачи таким образом, что задача становится корректно поставленной. В част-
ности, данный метод дает возможность одновременно распознать монопольную и дипольную
компоненты поля источников с помощью измерений плоской микрофонной решеткой. Метод ве-
рифицирован численно на различных тестовых примерах одновременного распознавания моно-
польной и дипольной составляющих поля источников.
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ВВЕДЕНИЕ
Для идентификации источников звука в аку-

стике используются методики, основанные на
синхронных многомикрофонных измерениях [1].
Отдельно стоит выделить алгоритмы типа “бим-
форминг”, получившие широкое развитие при-
менительно именно к задачам аэроакустики [2].
В классическом алгоритме Conventional Beam-
forming (CB) в качестве модели источников ис-
пользуются монополи. Такой выбор типа источ-
ников для обратной задачи нахождения амплитуд
является целесообразным, если характеристики
исследуемого звукового поля заранее не извест-
ны, а определить необходимо области генерации
наиболее интенсивного излучения по отноше-
нию к позиции расположения микрофонной ре-
шетки. В ходе дальнейшего развития данного на-
правления появились постановки задач, в рамках
которых целесообразно разделять типы источни-
ков и рассматривать акустические источники
сложной структуры [3–7]. В силу математической
некорректности обратной задачи нахождения по-
ля источников по индуцируемому звуковому по-
лю [8], до сих пор не было адекватной естествен-
ной математической постановки, в рамках кото-

рой можно было бы рассмотреть объединенную
модель источников, составленную из источников
различного типа. Существующие алгоритмы име-
ют строгие ограничения применимости и обычно
используют набор источников, ограниченных од-
ним мультипольным типом [6, 7, 9]. В данной ра-
боте предложен новый теоретический подход для
задачи определения поля амплитуд акустических
источников. Основным достоинством предлагае-
мого метода является корректность обратной за-
дачи. В частности, метод позволяет учитывать ис-
точники различного типа в единой модели источ-
ников. Особенностью данного метода является
переход к рассмотрению корреляционных харак-
теристик измеряемых акустических полей и ин-
дуцирующих их источников. При наложении на
систему источников условия дельта-коррелиро-
ванности, задача математически приобретает со-
вершенно иные свойства, не присущие процессу,
описываемому исходным волновым уравнением.
Таким образом, оператор, фигурирующий в фор-
мулировке обратной задачи идентификации ис-
точников, перестает быть вырожденным. Данный
подход позволил выделить в рамках задачи одно-
временного распознавания различные типы ис-
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точников. Метод проверен на примере определе-
ния монопольной и дипольной компонент поля
акустических источников и позволяет выделить
обе компоненты с корректными значениями про-
странственного распределения амплитуд.

КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА 
ЗАДАЧИ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

АКУСТИЧЕСКИХ ИСТОЧНИКОВ

Рассмотрим схему микрофонных измерений
звукового поля, распространяющегося из обла-
сти генерации, где расположены предполагаемые
источники звука (рис. 1).

Область, из которой исходит акустическое излу-
чение, разбивается на дискретную сетку, каждому
узлу которой сопоставляется источник с заранее не-
известной амплитудой . Тогда Фурье-образ дав-
ления, индуцируемого на -ом микрофоне решет-
ки, представляется в виде:

(1)

где Gik – сигнал, индуцируемый единичным ис-
точником, расположенным в k-ом узле сетки ис-
точников, на i-ом микрофоне (столбцы матрицы
Gik = (q1|q2|…|qNs) называются направляющими
векторами, представляющими собой давления,
индуцируемые соответствующими единичными
звуковыми источниками, расположенными в уз-
лах сетки источников, на микрофонах решетки).

Искать непосредственно численное решение
системы (1) в прикладных задачах зачастую не яв-
ляется возможным. Подробный численный ана-
лиз условий на поле источников и геометрию
микрофонной решетки, при которых система
уравнений (1) является хорошо обусловленной,
представлен в работе [10].

Рассмотрим спектральную матрицу , здесь
 означает осреднение по реализациям:

(2)

Данное выражение в матричной форме принима-
ет вид:

(3)

где , .
Для нахождения положений источников в

пространстве и корреляционных соотношений

между ними (в частности, их амплитуд) необхо-
димо решить матричное уравнение (3). Для этого
удобно воспользоваться техникой кронекеров-
ского произведения матриц [11]. В таком случае
система примет вид:

(4)

где
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Рис. 1. Схема многомикрофонных синхронных измерений.
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ДЕМЬЯНОВ

Проблема некорректности обратной задачи
определения поля источников по индуцируемому
звуковому излучению остается и в данной поста-
новке. Покажем, что при переходе к рассмотре-
нию акустических полей, индуцируемых дельта-
коррелированными полями источников, пробле-
ма некорректности исчезает.

Предполагая дельта-коррелированность ис-
точников (матрица амплитуд примет диагональ-

ный вид ), соотношение (4)
можно упростить, убрав большую часть соотно-
шений, выражающих корреляции между различ-
ными источниками:

(5)

где
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Заметим, что в силу того, что спектральная

матрица  эрмитова, в редуцированной матри-
це  помимо столбцов, соответствую-
щих корреляции различных источников, также
выброшена часть строк, отличающихся только
комплексным сопряжением и не вносящих новой
информации.

Полученная система уравнений (5) является
квазилинейной, так как элементы  есть
средние квадраты мощности источников и не мо-
гут быть отрицательными – это существенное об-
стоятельство, которое учитывается в процедуре
нахождения неизвестных.

Система (5) имеет свойства, отличные от
свойств исходной системы (4). Это позволяет
корректно поставить задачу идентификации ис-
точников в конфигурациях (типы источников,
область их расположения и геометрия микрофон-
ной решетки), некорректных в рамках исходной
системы для коррелированных источников. От-
личие операторов, фигурирующих в задачах (4) и
(5), наглядно видно на примере непрерывной мо-
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дели, где не произведена дискретизация сеткой
источников:

(6)

(7)

(8)

где  – функция Грина, соответствующая ти-
пу источника.

Формула (6) представляет решение для вол-
нового уравнения. Формула (7) – это уравнение
для корреляций, прямое следствие волнового
уравнения. Формула (8) описывает решение для
дельта-коррелированного поля источников

. Некоррелированные
источники звука (8), в отличие от коррелирован-
ных источников (7), (8), не могут быть в совокуп-
ности не излучающими, так как энергия, перено-
симая акустическим полем через поверхность,
охватывающую источники, равна сумме энергий
излучения от каждого источника по отдельности,
и может обнулится, только если источники будут
отсутствовать вовсе:

(9)

Если , то .

Отметим также, что выражение (8) при дискрети-
зации уравнения и введении сетки источников при-
нимает следующий вид: 

 .

Заметим, что корреляционный метод имеет
возможность масштабирования по независимым
микрофонным измерениям [12]. Для этого доста-
точно при формировании матриц  и  си-
стемы блоки, соответствующие различным изме-
рениям, выписывать друг под другом:

Для метода с некоррелированными источни-
ками:
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Стоит отметить еще, что постановка задачи с
некоррелированными источниками корректно
описывает и случаи, когда источники являются
коррелированными, но масштаб их корреляции
меньше разрешающей способности микрофон-
ной решетки – в таком случае звуковое поле неот-
личимо от поля дельта-коррелированных источ-
ников с направленностью такой же, как у отдель-
ной когерентной структуры. В частности, это
условие выполнено для компактных (характер-
ный масштаб меньше длины волны) звуковых ис-
точников. При малых числах Маха ( ) ха-
рактерная длина излучаемой волны много боль-
ше размера вихревой зоны и возникающие
источники можно считать компактными. Таким
образом, при малых числах Маха дозвуковые
аэродинамические источники шума могут быть
корректно описаны в рамках предложенной па-
радигмы.

МЕТОД ЧИСЛЕННОГО НАХОЖДЕНИЯ 
АМПЛИТУД ИСТОЧНИКОВ

Для упрощения записи, в данном разделе вве-
дены собственные обозначения, не связанные с
другими частями статьи.

Для линейных систем вида  с учетом то-
го, что правая часть предполагается заданной с
погрешностями, так как измерена в эксперимен-
те, разумно искать решение как минимум выра-
жения:

(10)

Решение задачи минимизации (10) эквива-
лентно решению линейной системы:

(11)

Решение системы (11) можно искать с помо-
щью метода сопряженных градиентов [13]:

(12)

где , .

Итерационная схема решения выглядит следу-
ющим образом:
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При этом для компонент  применяется до-
полнительная процедура, связанная с неотрица-
тельностью средних квадратов амплитуд. Если в
процессе итераций появлялись отрицательные
компоненты , то у них изменяется знак на
противоположный:

(14)

В качестве стартовой точки алгоритма были
выбраны значения:

ВЕРИФИКАЦИЯ МЕТОДА
Верификация разработанного метода проводи-

лась численно на модельных примерах идентифи-
кации взаимно некоррелированных источников,
для этого в модель были одновременно заложены и
монополь и диполь. Расположение источников
моделировалось в плоскости, параллельной плос-
кости микрофонной решетки. Координаты мик-
рофонов, использующиеся для распознавания
источников, изображены на рис. 2. Данная мик-
рофонная решетка является виртуальным обра-
зом реальной микрофонной решетки, имеющейся
в заглушенной камере АК-2 ЦАГИ.

Источники, располагающиеся в различных уз-
лах сетки источников, предполагаются некоррели-
рованными. При этом в каждом узле располагают-
ся 3 типа источников, также не коррелированные
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Рис. 2. Координаты микрофонов виртуальной плоской
микрофонной решетки (оси представлены в метрах).
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между собой, – монополь и две дипольные компо-
ненты, ориентированные в плоскости источников:

(15)

где  – монополь,  – x-диполь,  – y-диполь
(предполагается, что источники расположены в
плоскости ),  – координата -го микрофо-
на,  – координата -го узла сетки источников.

При формировании спектральной матрицы

 свойство некоррелированности источ-
ников моделировалось с помощью многократных
реализаций с различными случайными фазами
между всеми источниками. Конкретно в приве-
денных примерах было рассмотрено 150 реализа-
ций.

Плоскость источников располагалась на рас-
стоянии 1 м от плоскости микрофонной решетки.

Далее приводятся карты локализации источ-
ников на частоте 1000 Гц. Моделировалась пара
источников – монополь и x-диполь. Монополь
располагался в позиции (–0.25, 0), x-диполь в по-
зиции (0.2, –0.2). Представлены 3 случая: одно-
временное моделирование монополя и диполя
(входные данные – акустические поля от некор-
релированных монополя и диполя), моделирует-
ся отдельно монополь (входные данные – акусти-
ческое поле монополя), моделируется отдельно
диполь (входные данные – акустическое поле ди-
поля).

Результаты локализации источников точно со-
ответствуют заданным численно значениям. При
этом для дипольной компоненты (как видно из
рис. 3а, 3б) динамический диапазон для данной
конфигурации составил  дБ. При удалении из
моделирования x-диполя соответствующий уро-
вень интенсивности поля x-диполей уменьшился
на  дБ (рис. 3а, 3г, 3ж). При удалении монопо-
ля уровень интенсивности поля монополей
уменьшился на  дБ (рис. 3в, 3е, 3и).

Моделировалась также конфигурация источ-
ников, с тем же пространственным расположени-
ем, но с отличной амплитудой диполя – увели-
ченной в 3 раза (рис. 4).

Метод позволяет корректно распознать и мо-
нополь, и диполь при таком соотношении ампли-
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туд. При этом, если судить по акустической карте
для y-диполя, динамический диапазон составляет

 дБ относительно доминирующего дипольно-
го источника.

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
МЕТОДА

Для проверки возможности использования
метода в реальном эксперименте было проведено
исследование его устойчивости. Сначала было
рассмотрено влияние неточности в задании вол-
нового числа k = ω/c. Для этого в качестве вход-
ных данных использовалось неверное значение
скорости звука в среде . Источники моделирова-
лись с  м/с. В реализованном алгоритме
использовалось  м/с. Конфигурация ис-
точников использовалась та же, что на рис. 3.
Сравнение результатов с корректным и неточным
значениями волнового числа приведены на рис. 5.

Умеренное изменение волнового числа  не
приводит к сильному искажению выводимой аку-
стической карты. На рис. 5 видно, что локализа-
ция и значения амплитуд монопольного и ди-
польного источников почти не изменились. Если
судить по компоненте y-диполя, который отсут-
ствует при моделировании источников, то уровень
динамического диапазона уменьшился на 1 дБ.

Исследовалось также влияние неточности за-
дания положения плоскости источников по отно-
шению к микрофонной решетке (рис. 6). Для это-
го положение плоскости локализации источни-
ков при обработке было параллельно смещено на
2 см от действительного. В этом случае рассмот-
рена конфигурация источников, где диполь име-
ет увеличенную в 3 раза амплитуду. Таким обра-
зом, амплитуда моделируемого диполя не пропа-
дала на фоне ошибок. Это связано с тем, что по
структуре направленности диполя, микрофонная
решетка находится в области минимума его аку-
стического излучения и монополь доминирует по
уровню индуцируемых на микрофонах сигналов.

Динамический диапазон упал с  до  дБ.
Метод достаточно чувствителен к точности зада-
ния области расположения акустических источ-
ников при построении сетки источников, по
крайней мере, в рассмотренной конфигурации
микрофонной решетки, типов источников и об-
ласти их локализации. Возможно, использование
трехмерной микрофонной решетки [9, 12, 14]
позволит улучшить качество идентификации и
увеличит динамический диапазон, так как будет
охватывать максимумы направленности диполь-
ных источников звука.

∼ 10

с
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k

∼ 10 ∼ 4
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Рис. 3. Карты локализации акустических источников: (а)–(в) – одновременное моделирование монополя и x-диполя;
(г)–(е) – моделирование монополя; (ж)–(и) – моделирование x-диполя; (а), (г), (ж) – вывод интенсивности x-диполя;
(б), (д), (з) – вывод интенсивности y-диполя; (в), (е), (и) – вывод интенсивности монополя.
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Рис. 4. Карты локализации акустических источников (амплитуда x-диполя в 3 раза больше амплитуды монополя):
(а) – вывод интенсивности x-диполя; (б) – вывод интенсивности y-диполя; (в) – вывод интенсивности монополя.
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Рис. 6. Влияние неточности задания положения плоскости источников. Одновременно моделировались монополь и
x-диполь с увеличенной в 3 раза амплитудой: (а)–(в) – положение сетки источников соответствует действительному
положению источников; (г)–(е) – сетка источников сдвинута на 2 см от действительного положения источников в на-
правлении от микрофонной решетки.
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Рис. 5. Влияние неточности задания волнового числа. Одновременно моделировались монополь и x-диполь: (а)–(в) –
волновое число задано корректно; (г)–(е) – волновое число задано с ошибкой, путем изменения скорости звука с 330
на 340 м/с.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработан метод идентификации источников

звука, основанный на корреляционном анализе
акустических полей. В предположении некорре-
лированности звуковых источников, данный
подход позволяет свести обратную задачу нахож-
дения поля источников по данным многомикро-
фонных измерений к корректно поставленной
задаче без привлечения дополнительных предпо-
ложений о структуре источников. Отметим, что
такой подход годится только в случае некоррели-
рованных точечных источников. Результаты име-
ют общий характер, поэтому соответствие их
авиационным приложениям и диапазон парамет-
ров, при которых такое предположение возмож-
но, будет исследован в дальнейшем.

Разработанный метод численно верифициро-
ван на примере определения полей источников,
составленных одновременно из монопольной и
дипольных компонент. В результате численных
тестов показано, что метод позволяет с помощью
плоской микрофонной решетки одновременно
корректно определять амплитуды монополей и
двух компонент диполей, с дипольными момен-
тами, направленными параллельно плоскости
микрофонной решетки. Исследована устойчи-
вость метода по отношению к неточностям зада-
ния волнового числа и положению плоскости ис-
точников.

Дальнейшие исследования будут направлены
на адаптацию разработанного метода примени-
тельно к шуму турбулентной струи и определе-
нию пространственного распределения интен-
сивности квадрупольных источников в соответ-
ствии с аналогией Лайтхилла [15].
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Анализируется метод акустической аналогии применительно к звуковому излучению турбулентной
дозвуковой струи. Этот метод описания процесса аэродинамической генерации звука турбулентны-
ми потоками основан на использовании линейного оператора распространения со случайным ис-
точником в правой части. Главной проблемой при таком подходе является выбор эффективного
способа разделения левой части уравнения, отвечающей за распространение звуковых волн, и пра-
вой нелинейной части, отвечающей за генерацию звука, так, чтобы результат расчета шума соответ-
ствовал экспериментальным данным и физическим представлениям о процессе генерации шума
турбулентностью. 
Одной из нерешенных проблем описанного подхода, проявляющейся в большинстве акустических
аналогий, является проблема так называемого сдвигового шума струи, связанного с возбуждением
источниками вихревых возмущений сдвигового потока и дополнительным вкладом этих возмуще-
ний в звуковое излучение. До сих пор остается неясным, является ли сдвиговая компонента шума
отражением реальных физических процессов или она связана с преобразованием уравнений и неточ-
ным моделированием источников в методе акустической аналогии. В настоящей работе в рамках сфор-
мулированной выше проблемы рассматривается акустическая аналогия, в которой в качестве оператора
распространения используются линеаризованные уравнения Эйлера. При таком описании оператор
распространения содержит вихревые моды, что приводит к появлению сдвиговой компоненты шума,
которая возникает из-за накачки вихревых возмущений источниками в правой части. 
При моделировании звуковых источников используются гипотезы о квадрупольном характере из-
лучения, изотропности источников звука, а также пространственной некоррелированности про-
цесса рождения звуковых источников. Для валидации модели используются данные измерений зву-
кового излучения струи по методу азимутальной декомпозиции. Проведенное в работе сравнение
модели и эксперимента указывает на отсутствие сдвиговой компоненты в шуме струи. Это позволя-
ет сделать вывод о том, что используемое в рассматриваемой акустической аналогии представление
о накачке линейных вихревых возмущений среднего течения нелинейными турбулентными пульсаци-
ями не соответствует реальному механизму генерации шума турбулентной струей. Анализируются воз-
можные причины выявленного несоответствия модели звукового излучения струи данным акустиче-
ских измерений в части сдвиговой компоненты шума. Рассматриваются возможные способы решения
этой проблемы, позволяющие эффективно разделять левую часть уравнения, отвечающую за распро-
странение звуковых волн, и правую нелинейную часть, отвечающую за генерацию звука.

Ключевые слова: турбулентная струя, генерация шума, акустическая аналогия, распространение зву-
ка, квадрупольные источники, сдвиговый шум
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1. ВВЕДЕНИЕ
Проблема излучения шума турбулентными

струями до сих пор не имеет общепринятого тео-
ретического решения [1–3]. Причиной этого яв-
ляется, в первую очередь, нерешенность фунда-
ментальной проблемы турбулентности. Кроме
того, задача осложняется тем, что в турбулентной
струе лишь малая часть гидродинамических пуль-

саций является эффективным источником шума,
и в настоящее время нет общепринятого ответа на
вопрос о том, какая составляющая турбулентных
пульсаций в струе несет ответственность за гене-
рацию шума.

Для определения звукового излучения струи в
настоящее время широко применяются вихрераз-
решающие численные методы (LES). В этих рас-
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четах удается определить многие важные характе-
ристики турбулентных пульсаций в струе, в том
числе и излучаемый ими шум [4–6]. Результаты
численных расчетов имеют большое практиче-
ское значение и служат серьезной поддержкой в
исследовании шума струи, но сами по себе они не
дают понимания механизмов генерации звуково-
го излучения турбулентными сдвиговыми пото-
ками, которое необходимо для разработки мето-
дов снижения шума.

Основным направлением теоретического ана-
лиза процесса генерации шума турбулентными
течениями является создание низко-порядковых
моделей источников звука, в которых вместо ре-
шения полных уравнений газовой динамики де-
лается попытка выделить основные факторы, от-
ветственные за излучение звука турбулентно-
стью. Разработка таких моделей опирается на те
или иные гипотезы о механизмах шумообразова-
ния, корректность которых проверяется сравне-
нием с экспериментом. В работах, связанных с
моделированием источников звука, можно выде-
лить несколько основных направлений. Одно из
них основано на предположении о том, что ос-
новным источником звука являются крупномас-
штабные линейные возмущения среднего тече-
ния струи (волны неустойчивости Кельвина–
Гельмгольца) [7–9]. При этом в качестве области
течения, где происходит возбуждение волн не-
устойчивости, рассматриваются как кромка соп-
ла [10], так и весь объем турбулентного потока [11,
12]. Следует отметить, что в дозвуковых струях
волновые пакеты возмущений являются неэф-
фективными излучателями звука, поскольку для
таких пакетов лишь экспоненциально малая
часть пространственно-временного спектра вол-
нового пакета попадает в область сверхзвуковых
фазовых скоростей, определяющую звуковое из-
лучение. Кроме того, эти экспоненциально ма-
лые “сверхзвуковые хвосты” спектра очень чув-
ствительны к форме волнового пакета, что делает
оценку их вклада в шум струи в случае дозвуковых
скоростей сильно зависящей от плохо прогнози-
руемых деталей самого пакета. Другое направле-
ние исследований основано на представлении о
том, что основной вклад в генерацию звука дает
мелкомасштабная турбулентность. Несмотря на
то, что до сих пор отсутствует полная физическая
модель мелкомасштабных источников звука, этот
подход служит основой большого числа исследо-
ваний и расчетов шума струи, например [13–19].
Отметим еще комбинированные модели, в кото-
рых предполагается, что в разных диапазонах ча-
стот и скоростей доминируют крупномасштаб-
ные или мелкомасштабные механизмы генера-
ции шума [20–22]. Следует отметить также
модели, в которых в качестве крупномасштабных
возмущений, отвечающих за излучение звука,
рассматриваются нелинейные крупные вихри.
В частности, в работах [23, 24] рассматривается
комбинированное излучение от собственных ко-

лебаний крупномасштабных вихрей и мелкомас-
штабных источников шума и оценивается их от-
носительный вклад в шум для тонально возбуж-
денной струи.

В настоящей работе проводится исследование
механизма акустического излучения струи в рам-
ках концепции мелкомасштабных источников
шума. В работах этого направления стандартным
подходом является метод акустических аналогий,
основанный на разделении механизмов генера-
ции и распространения звуковых возмущений.
При этом исходные уравнения сплошной среды
преобразуются к уравнениям, в левой части кото-
рых выделен оператор распространения, описы-
вающий линейные возмущения системы, а
остальные члены перенесены в правую часть
уравнений и трактуются как источник, динамика
которого может быть описана независимым обра-
зом. Метод акустической аналогии был впервые
предложен Лайтхиллом [1], который использовал
в качестве оператора распространения обычное
волновое уравнение. Однако, при использовании
аналогии Лайтхилла для описания шума струи
возникают проблемы с моделированием направ-
ленности излучения. Это связано с тем, что в об-
ласти малых углов к оси струи существенную роль
играет эффект рефракции. В аналогии Лайтхилла
члены уравнения, ответственные за рефракцию,
отнесены в правую часть к источникам, для кото-
рых обычно используются упрощенные модели с
эмпирической оценкой параметров. В этом слу-
чае учет эффекта рефракции оказывается затруд-
нительным. Поэтому для моделирования излуче-
ния во всем диапазоне углов используются более
сложные акустические аналогии, в которых эф-
фект рефракции включен в оператор распростра-
нения. На этом пути был предложен ряд акусти-
ческих аналогий, среди которых следует упомя-
нуть аналогии Филипса [25], Лилли [26], Хоу [27],
Голдстейна [15] и др.

Необходимо заметить, что метод акустических
аналогий содержит в себе ряд проблем теоретиче-
ского характера, связанных с разделением систе-
мы на две части, одна из которых (источник) опи-
сывается как случайное поле, обеспечивающее
накачку другой части системы (оператор распро-
странения). Стохастизация процесса, т.е. описа-
ние сложной детерминированной системы мето-
дами вероятностного анализа является общим
подходом при описании турбулентности ([28, 29]
и др.). Но в отличие от классической однородной
и изотропной турбулентности, турбулентность в
сдвиговом течении характеризуется наличием не-
однородного среднего течения, обладающего
гидродинамическими (вихревыми) степенями
свободы. Если эти гидродинамические степени
свободы включены в оператор распространения,
то они могут возбуждаться источниками, что при-
водит к некоторым вторичным эффектам, суще-
ственно влияющим на звуковое излучение.
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Одной из таких проблем является то, что среди
собственных решений оператора распространения
могут содержаться решения, соответствующие не-
устойчивости Кельвина–Гельмгольца. В этом слу-
чае возникает вопрос о том, какому условию
должна удовлетворять функция Грина оператора
распространения: условию ограниченности или
причинности. Так, например, первоначальный
вариант аналогии Голдстейна [15], где использо-
валась функция Грина, получаемая с условием
ограниченности, позже был модифицирован с
учетом условия причинности так, что функция
Грина стала включать вклад волн неустойчивости
Кельвина–Гельмгольца [11]. Однако, в дальней-
шем были высказаны возражения против исполь-
зования функции Грина с условием причинности
при описании источников звука в струе [30]. Про-
блема неустойчивых мод в линейном операторе,
описывающем распространение звуковых волн,
возникает также при разработке численных мето-
дов, поскольку наличие таких мод приводит к не-
устойчивости численной схемы. Это заставляет
использовать различные методы демпфирования
численных схем [14] или переходить к другим
аналогиям, не имеющим неустойчивых собствен-
ных решений [31].

Еще одна важная проблема метода акустиче-
ских аналогий касается так называемого “сдвиго-
вого шума”. Именно эта проблема является пред-
метом исследования настоящей работы. Необхо-
димо отметить, что термин “сдвиговый шум”
принято использовать в различных значениях в
зависимости от используемой акустической ана-
логии [32]. Впервые этот термин появился, по-
видимому, при описании источников шума в
струе с помощью аналогии Лайтхилла. В этой
аналогии звуковой источник включает квадра-
тичные и линейные по возмущениям скорости
члены. Вклад первых был отнесен к собственному
шуму турбулентности, а вторых – к сдвиговому
шуму. Анализ собственной и сдвиговой составля-
ющих шума струи в аналогии Лайтхилла прово-
дился, в частности, в работах [33–37]. Впослед-
ствии термин “сдвиговый шум” стали использо-
вать применительно к акустическим аналогиям, в
которых все линейные по возмущениям члены
перенесены в левую часть. Это касается, в частно-
сти уравнения Лилли. В этом случае использова-
лось другое определение, согласно которому к ис-
точникам сдвигового шума были отнесены члены
в правой части уравнения, имеющие коэффици-
енты, пропорциональные средней завихренно-
сти. Сравнение двух альтернативных представ-
лений о сдвиговом шуме в рамках аналогий
Лайтхилла и Лилли проводилось в работе [32],
посвященной оценке шума струи на основе урав-
нения Лилли.

Сдвиговый шум является существенной со-
ставляющей в суммарном шуме струи, а в некото-
ром диапазоне параметров эта составляющая мо-
жет доминировать. В частности, это касается об-

ласти низких частот, а также излучения
источников, расположенных в области течения с
большими градиентами скорости, например, на
начальном участке струи. Это определяет важ-
ность вопроса о том, насколько модели, предска-
зывающие сдвиговый шум, соответствуют реаль-
ному процессу излучения звука турбулентными
течениями. Однако, несмотря на это, сама поста-
новка проблемы сдвигового шума была подверг-
нута критике в работах [14, 38]. Приведенные ар-
гументы состоят в том, что хотя уравнение Лилли
и содержит в правой части члены, пропорцио-
нальные средней завихренности, но оно само яв-
ляется результатом преобразований линеаризо-
ванных уравнений Эйлера с нелинейной правой
частью, в которых нет такого рода членов. Отсюда
был сделан вывод о том, что разделение источни-
ков шума на две составляющие в уравнении Лил-
ли не отражает физической природы генерации
шума, а является искусственным следствием ма-
тематических преобразований. Одновременно с
этим Голдстейном была предложена акустиче-
ская аналогия [15], в которой была реализована
идея использования линеаризованных уравнений
Эйлера в качестве оператора распространения с
нелинейными членами в качестве источника. Ра-
боты Морриса [14, 38] и разработка аналогии Гол-
дстейна, одновременно с успешным внедрением
численных методов в задачах расчета шума струи,
по-видимому, послужили причиной прекраще-
ния серьезных усилий в направлении решения
проблемы сдвигового шума. Поэтому последую-
щие работы, связанные с использованием аку-
стических аналогий, были в основном связаны с
численной и экспериментальной оценкой харак-
теристик случайного поля источников в рамках
аналогии Голдстейна.

Однако, в действительности, переход от урав-
нения Лилли к аналогии Голдстейна лишь маски-
рует, но не решает проблему сдвигового шума, за
которой стоит физическая проблема взаимодей-
ствия звуковых источников с линейными колеба-
ниями сдвигового течения. В этом можно убе-
диться на примере рассмотренной в настоящей
работе (раздел 3) модельной задачи об излучении
звукового поля точечным квадрупольным источ-
ником в плоскопараллельном слое смешения.
В этой задаче исходные уравнения не содержат
членов, пропорциональных завихренности, но
такой член появляется в решении, что связано с
тем, что при помещении квадрупольного источ-
ника в сдвиговое течение пространственные со-
ставляющие квадруполя оказываются в областях
течения с различной средней скоростью. В
результате решение имеет две составляющие, од-
на из которых является собственным излучением
источника, а другая пропорциональна градиенту
скорости в сдвиговом потоке. Вторая составляю-
щая связана с возбуждением источником вихревых
возмущений сдвигового потока и в соответствии с
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этим интерпретируется как сдвиговое излучение. В
таком понимании сдвиговый шум не зависит от ма-
тематических преобразований, а определяется
наличием гидродинамических степеней свободы
в линейном операторе распространения, исполь-
зуемом в акустической аналогии.

Помимо проблем, связанных с оператором
распространения, важным вопросом является
моделирование источников в правой части аку-
стической аналогии. При моделировании источни-
ков обычно принимается ряд предположений об их
пространственной структуре и динамике, одно из
которых касается порядка мультипольности зву-
ковых источников в струе. Этот вопрос до насто-
ящего времени вызывает споры по причине того,
что распределенное поле источников может быть
записано различными эквивалентными способа-
ми. Так, например, поле дипольных источников
эквивалентно полю монополей, связанному с ди-
полями оператором дивергенции. Аналогичная
связь существует между квадрупольным и ди-
польным представлениями поля источников. Эта
неоднозначность послужила причиной создания
ряда моделей звукового излучения струи, в кото-
рых в качестве источников рассматривались
мультиполи разного порядка: монополи [13], ди-
поли [14] или квадруполи [11, 16, 17]. Выбор по-
рядка мультипольности источников, зависит, в
первую очередь, от предназначения модели. В
частности, для предсказания одноточечных ха-
рактеристик звукового поля струи вполне доста-
точна наиболее простая модель монопольных ис-
точников. Однако, для предсказания корреляци-
онных характеристик звукового поля учет
квадрупольности звуковых источников является
существенным [18]. В настоящей работе выбира-
ется квадрупольное представление источников,
что необходимо для анализа азимутальных гармо-
ник звукового излучения струи.

При разработке и использовании моделей
квадрупольных источников проблемой является
необходимость задания большого количества па-
раметров корреляции компонент тензора второго
ранга, определяющего источник звука в правой
части. Принятое в настоящей работе предполо-
жение об изотропности квадрупольных источни-
ков позволяет существенно уменьшить количе-
ство эмпирических параметров. Основанием для
этого предположения служит то, что видимое от-
сутствие сферической симметрии излучения
струи может быть связано не с неизотропностью
источника, а с эффектами конвекции и рефрак-
ции. В то же время, сам процесс генерации звука
мелкомасштабными источниками может иметь
при этом изотропный характер. Предположение
об изотропности источников использовалось ра-
нее при построении моделей звуковых источни-
ков в работах [39–42]. Однако, имевшиеся тогда
данные акустических измерений не могли слу-
жить надежной базой для проверки этой гипоте-

зы. Измерения азимутальных гармоник звуково-
го излучения, используемые в настоящей работе,
позволяют вернуться к этому вопросу на новом
уровне. Анализ этих данных свидетельствует о
том, что турбулентность, отвечающая за звуковое
излучение струи, обладает свойством изотропно-
сти. Подтверждение этой гипотезы открывает но-
вые возможности для использования результатов,
полученных в классической теории турбулентно-
сти [28, 43], применительно к струйным турбу-
лентным течениям. В настоящей работе исполь-
зуется также представление звукового источника
в струе на основе дифференциального уравнения
Ланжевена с дельта-коррелированной правой ча-
стью. Этот метод, основанный на анализе изме-
рений пульсаций скорости в турбулентной струе
[44], использовался ранее для моделирования
звуковых источников в работах [17, 45]. Физиче-
ская трактовка такого представления состоит в
том, что элементарные события в вихревой дина-
мике, ответственные за излучение звука, пред-
ставляют собой быстрые “вспышки” возмущений
со сравнительно более медленной дальнейшей
эволюцией. Именно это быстрое начало гидроди-
намических процессов выделяется, как источник
звука, на фоне других процессов, определяющих
энергию турбулентных пульсаций, но не эффек-
тивных с точки зрения генерации шума. Исполь-
зование такого представления звуковых источни-
ков позволило существенно упростить оценку
звукового излучения, уменьшив кратность инте-
грирования по объему турбулентного течения.

Важным вопросом при моделировании звуко-
вого излучения струи является постановка пря-
мой или обратной задачи. В отличие от прямой
задачи, в которой параметры источников выра-
жаются через характеристики гидродинамиче-
ских пульсаций, в обратной задаче источники
определяются по излучаемому ими звуковому по-
лю. Хотя обратная задача, вообще говоря, не име-
ет однозначного решения, этот метод является
эффективным инструментом в тех случаях, когда
затруднен доступ к прямым измерениям источ-
ников или неясным является сам механизм излу-
чения. В турбулентных струях большая часть гид-
родинамических пульсаций не эффективна с точ-
ки зрения генерации звукового излучения, и
только лишь малая их часть имеет отношение к
генерации шума. Поэтому прямая оценка пара-
метров источников звука по измерениям гидро-
динамических пульсаций в струе затруднительна,
и в этом случае, по мнению авторов, более умест-
ным является подход, основанный на постановке
обратной задачи определения источников по из-
лучаемому ими полю. В случае успеха, такой под-
ход дает новую нетривиальную информацию о
структуре турбулентности в сдвиговых потоках и,
в особенности, ее излучающей части.

Решение обратной задачи должно опираться
на эксперимент, по возможности достаточно не-
тривиальный для того, чтобы сравнение модели с
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данными измерений служило серьезным основа-
нием в пользу того или иного представления ис-
точников. В контексте этой проблемы предлага-
ется использовать измерения шума струи, вклю-
чающие направленности азимутальных мод в
полосах частот [46], выполненные с помощью ре-
шетки из 6 микрофонов по методу азимутальной
декомпозиции [46, 47]. Такой метод позволяет
выделить в акустическом поле струи отдельные
азимутальные гармоники, что по сравнению с из-
мерениями суммарного звукового сигнала обес-
печивает более жесткий отбор моделей звуковых
источников.

Настоящая работа имеет следующую структу-
ру. В разделе 2 приводятся основные уравнения,
используемые в рассматриваемой акустической
аналогии. В качестве оператора распространения
используются линеаризованные уравнения Эйле-
ра для изэнтропического потока, а источником
является квадрупольное поле, представляющее
собой нестационарную часть тензора напряже-
ний Рейнольдса.

В разделе 3 рассматривается модельная задача
об излучении звука точечным квадруполем в дву-
мерном слое смешения, в которой проявляются
основные особенности, связанные с эффектом
сдвигового излучения. Анализ решения этой за-
дачи позволяет выделить в звуковом поле две со-
ставляющие, имеющие различный механизм ге-
нерации и определяемые, как собственное и
сдвиговое излучение источника. Показано, что
появление сдвиговой компоненты шума, ампли-
туда которой пропорциональна завихренности
среднего течения, связано с возбуждением источ-
ником вихревых возмущений.

В разделе 4 определяются корреляционные ха-
рактеристики случайного поля источников в
струе с учетом свойств квадрупольности источни-
ков и их изотропности. В разделе 5 находятся
функции Грина квадрупольных источников в
квазиоднородной струе круглого сечения, кото-
рые будут далее использоваться в интеграле
свертки при вычислении звукового поля. В разде-
ле 6 выводятся соотношения, определяющие
спектральную мощность азимутальных гармоник
звукового излучения струи. В разделе 7 описаны
данные измерений шума турбулентной струи, по-
лученные с помощью решеток микрофонов мето-
дом азимутальной декомпозиции звуковых сиг-
налов.

В разделе 8 проводится анализ моделируемого
звукового поля и его сравнение с данными экспе-
римента. Показано, что в звуковом поле струи так
же, как и в модельной задаче, рассмотренной в
разделе 3, можно выделить две компоненты, соб-
ственную и сдвиговую, которые по-разному зави-
сят от параметров среднего течения. Сравнение
модели с данными акустических измерений пока-
зывает, что модель способна описать сложную
картину направленности азимутальных гармоник

при достаточно простых предположениях о
структуре звукового источника, но лишь в том
случае, если в модели учитывается только соб-
ственный шум струи, а сдвиговая часть отброше-
на. Тем самым делается важный вывод, что учет
сдвиговой составляющей приводит к серьезному
рассогласованию модели с данными измерений.

В разделе 9 рассмотрены возможные причины
выявленного несоответствия модели звукового
излучения струи данным акустических измере-
ний в части сдвиговой компоненты шума, а так-
же некоторые варианты решения этой пробле-
мы. На примере модельной задачи об источнике
в 2-мерном слое смешения показано, что малая
модификация среднего течения, физически со-
гласующаяся с представлением о самих звуко-
вых источниках и об их возникновении, приво-
дит к исчезновению сдвиговой компоненты в зву-
ковом излучении. Таким образом, сдвиговая
компонента шума оказывается чувствительной к
локальной структуре поля завихренности на ма-
лых масштабах. Это означает, что несоответствие
модели данным измерений может быть связано с
некорректным приближением среднего поля при
описании процесса излучения звука, и тогда реше-
нием проблемы мог бы быть учет локальной струк-
туры поля завихренности в модели источников.

Рассмотрен также другой подход к решению
проблемы сдвигового шума, который состоит в
использовании акустических аналогий, в кото-
рых оператор распространения описывает неак-
тивную среду, отвечающую только за распростра-
нение акустических возмущений, но не имею-
щую гидродинамических степеней свободы. При
использовании таких акустических аналогий
сдвиговый шум не возникает, и соответствие мо-
дели данным измерений достигается без искус-
ственного исключения сдвиговой компоненты из
суммарного звукового излучения.

2. АКУСТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯ

Рассматривается акустическая аналогия, в ко-
торой все линейные по возмущениям члены
включены в оператор распространения, а нели-
нейные члены трактуются как источник. Для
описания процесса звукового излучения будем
использовать уравнения Эйлера с условием изэн-
тропичности

(2.1)

(2.2)

где  – поле скорости, плотность  и давление 
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Представим основные переменные в виде сум-
мы средних полей скорости, давления и плотно-
сти  и нестационарных возмущений

. Используя локально-однородное при-
ближение для возмущений, будем пренебрегать
неоднородностью среднего течения струи в осе-
вом направлении. В соответствии с этим

, . Будем также рассматривать
случай изотермической струи, для которой сред-
няя плотность постоянна, т.е. . В этом
случае из (2.1), (2.2) получим уравнения для не-
стационарных возмущений:

(2.3)

(2.4)

(2.5)

где  – скорость звука среднего течения,

 – нестационарная часть
тензора напряжений Рейнольдса,  – число Ма-
ха течения струи.

Уравнения (2.3)–(2.5) будем использовать как
основные уравнения рассматриваемой акустиче-
ской аналогии. При этом левые части уравнений
(2.3), (2.4) описывают распространение возмуще-
ний, а правые части трактуются как источник.
Далее будем опускать знак штриха при обозначе-
нии возмущений. Для струи со скоростью V = 120
м/с, акустические измерения которой использу-
ются для сравнения с моделью, величина  мала
и составляет около 0.12. На основании этого бу-
дем пренебрегать членами порядка  в пра-
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вой части уравнений и описывать источник как
квадрупольное поле.

3. ТОЧЕЧНЫЙ КВАДРУПОЛЬ 
В ДВУМЕРНОМ СЛОЕ СМЕШЕНИЯ

Прежде чем переходить к моделированию шу-
ма струи, рассмотрим особенности излучения
звука источниками в сдвиговом течении на про-
стом примере точечного квадруполя в двумерном
слое смешения. Анализ сдвиговой компоненты
излучения в этой простой задаче позволит понять
проблемы, возникающие при моделировании шу-
ма струи на основе метода акустических аналогий.

Рассмотрим 2-мерный сдвиговый поток с х-ком-
понентой средней скорости потока , где ось х
направлена в направлении потока (рис. 1). Будем
полагать, что слой смешения имеет постоянную
завихренность  и занимает область .
Вне слоя смешения скорость потока  при

 и  при .
Рассматриваются линейные возмущения тече-

ния, которые возбуждаются точечным квадру-
польным источником вида

(3.1)

где  – двумерная дельта-функция.
Возмущения описываются уравнениями (2.3)–

(2.5). Применяя к этим уравнениям преобразова-
ние Фурье по времени и координате x и исключая
возмущения скорости и плотности, получим
уравнение для возмущений давления:

(3.2)

где .
Ограничимся случаем низкоскоростного тече-

ния, , и тонкого слоя смешения, .
В этом случае решение уравнения (3.2) с услови-
ем излучения при  имеет вид

(3.3)

где , . Применяя обратное
преобразование Фурье по x и взяв интеграл мето-
дом перевала, получим в дальнем поле, ,

(3.4)
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Рис. 1. Схематическое представление модельной за-
дачи.
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где , .

Полученное решение содержит в себе два сла-
гаемых. Первое слагаемое совпадает с выражени-
ем для звукового поля квадрупольного источника
в покоящейся среде и представляет собой соб-
ственное излучение источника. Второе слагаемое
пропорционально завихренности сдвигового по-
тока, в соответствии с чем определяется как сдви-
говая компонента звукового излучения.

Отметим, что при уменьшении скорости пото-
ка сдвиговый член исчезает, если частота  фик-
сирована, но при постоянном числе Струхаля

 сдвиговое и собственное излучение имеют

один порядок при сколь угодно малых скоростях
течения. Эта особенность предельного перехода

 связана с различием в условиях излучения
для квадруполя в покоящейся среде и в сдвиговом
потоке. Источник, находящийся в сдвиговом по-
токе, не только сам непосредственно излучает
звуковые волны, как это происходит в покоящей-
ся среде, но помимо этого возбуждает в потоке
возмущения завихренности, которые, в свою оче-
редь, являются источником вторичного звуково-
го излучения. Для того чтобы в этом убедиться,
определим вклад возмущений завихренности в
интеграл квадрупольного момента, определяю-
щий звуковое излучение при . Квадру-
польный момент будем вычислять в соответствии
с формулой Меринга, которая в двумерном слу-
чае имеет вид [48]

(3.5)

где  – возмущение завихренности. Для течений
с малыми числами Маха интеграл (3.5) определя-
ется в приближении несжимаемого течения.
В этом случае возмущения завихренности нахо-
дятся из уравнения Гельмгольца с источником в
правой части

(3.6)

где ,  определяется выражением (3.1),

возмущения скорости  выражаются через возму-
щения завихренности  интегралом Био-Савара.

Из (3.6) следует, что для слоя смешения с по-
стоянной завихренностью возмущения завихрен-
ности локализованы на той линии тока, где рас-
положен точечный источник, а также на краях
слоя смешения, где среднее поле завихренности

 имеет разрыв. Вычисляя возмущения завих-
ренности из уравнения (3.6) и подставляя их в ин-
теграл (3.5), получим вклад в квадрупольный мо-
мент возмущений завихренности на линии рас-
положения источника, ,
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а также вклад возмущений завихренности на кра-
ях слоя смешения, ,

(3.8)

Складывая (3.7) и (3.8), получим суммарный
квадрупольный момент вихревых возмущений, со-
здаваемых точечным квадрупольным источником,

(3.9)

Можно видеть, что интеграл квадрупольного
момента (3.9) содержит два слагаемых, одно из
которых соответствует точечному квадруполю
(3.1) и определяет собственный шум источника, а
другое возникает в результате взаимодействия ис-
точника со сдвиговым потоком.

Таким образом, звуковое излучение квадру-
польного источника в сдвиговом потоке обладает
характерной особенностью, которая состоит в
появлении сдвиговой компоненты шума, ампли-
туда которой пропорциональна завихренности
среднего течения. Причиной появления сдвиго-
вой компоненты излучения является возбужде-
ние источником вихревых возмущений в сдвиго-
вом потоке. В разделе 8 мы увидим, что звуковое
излучение струи, моделируемое на основе аку-
стической аналогии, также содержит в себе сдви-
говую составляющую, пропорциональную гради-
енту скорости в сдвиговом течении.

4. КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СЛУЧАЙНОГО ПОЛЯ ИСТОЧНИКОВ

Перейдем теперь к моделированию шума тур-
булентной струи с использованием линеаризо-
ванных уравнений Эйлера (2.3)–(2.5) в качестве
оператора распространения возмущений и с
квадрупольным источником, определяемым пра-
вой частью уравнения (2.3). Метод акустических
аналогий предполагает описание источников зву-
ка как случайного поля с характеристиками,
определяющими пространственные и временные
масштабы турбулентных возмущений, отвечаю-
щих за излучение звука, а также их конвективную
скорость. Эти представления позволили в про-
шлом, обобщая экспериментальные данные, по-
лучать общую эффективность излучения звука
турбулентной струей в широком диапазоне ско-
ростей от М = 0.5 до М = 4 [49]. С развитием вы-
числительных методов возник интерес в построе-
нии замкнутой полуэмпирической теории шума
струи, в которой характеристики звукового излу-
чения определяются пространственно-времен-
ной корреляционной функцией турбулентных
пульсаций. Среди работ, посвященных модели-
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рованию излучения струи на языке корреляцион-
ных функций, необходимо, в первую очередь, от-
метить работу [13]. В этой работе для источников
звука была предложена пространственно-вре-
менная корреляционная функция:

(4.1)

где  – скорость конвекции звуковых источни-
ков,  и  – временной и пространственный мас-
штабы корреляции,  – декартовы координа-
ты с осью z вдоль оси струи. Вид этой функции
был выбран на основе имевшихся в то время из-
мерений корреляций возмущений скорости и
предположения об аналогии между характери-
стиками вторых и четвертых моментов поля ско-
рости. Позднее это предположение было под-
тверждено непосредственными измерениями
корреляционных функций для компонент тензо-
ра Рейнольдса [44]. В связи с успешностью подхо-
да, предложенного в работе [13], корреляционные
функции вида (4.1) неоднократно использова-
лись в дальнейшем для моделирования источни-
ков шума в струе (см., например, [16, 17]).

Характерной особенностью корреляционной
функции (4.1) является излом в форме “клюва”
(разрыв производной) при . Как показано в
работе [38], именно эта особенность дает возмож-
ность получить широкополосный спектр акусти-
ческого излучения турбулентной струи, что не
удается сделать при использовании корреляци-
онной функции, имеющей гладкую гауссовскую
форму. Возникает вопрос о том, какая динамика
источников звука может быть ответственна за эту
особенность в корреляционной функции. В рабо-
те [45] было показано, что случайная переменная

 с корреляционной функцией (4.1) может
быть представлена как решение уравнения Лан-
жевена

(4.2)

где правая часть  представляет собой слу-
чайное поле с корреляционной функцией, имею-
щей простую гауссовскую форму

(4.3)

Таким образом, для описания поля источников
вместо плотности источников  может быть
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выбрана альтернативная случайная переменная
, что оказывается важным для анализа ди-

намических процессов, лежащих в основе генера-
ции аэродинамического шума. При малом про-
странственном масштабе  поле  представ-
ляет собой пространственно-временной белый
шум. Такое представление означает, что случай-
ное поле звуковых источников с корреляционной
функцией (4.1) можно трактовать как сумму не-
коррелированных элементарных процессов, каж-
дый из которых представляет собой случайный
“всплеск” возмущений с их последующей кон-
векцией и затуханием.

Аналогичное представление плотности источ-
ников  через интенсивность их рождения  было
использовано в работе [17], где эти переменные
были связаны более общим интегральным урав-
нением, описывающим различную динамику ис-
точников в зависимости от ядра интеграла.
В частности, если эта динамика представляет со-
бой простое затухание, то интегральное уравнение
сводится к уравнению Ланжевена (4.2). Вместе с
тем, использование более общего представления
позволило провести в [17] сравнение различных
вариантов динамики звуковых источников.
В частности, было показано, что звуковое излуче-
ние определяется, в первую очередь, быстрым
процессом рождения источников и слабо зависит
от последующей, сравнительно более медленной
динамики.

В настоящей работе с учетом квадрупольного
характера звукового поля плотность источников
описывается симметричным тензором второго
ранга  c нулевым следом, который в общем
случае записывается в виде

(4.4)

где  – набор детерминированных линейно-не-
зависимых базисных квадрупольных полей, ам-
плитуды  представляют собой случайные
поля, удовлетворяющие уравнению Ланжевена

(4.5)

где  – скорость конвекции источников, совпа-
дающая со средней скоростью течения в точке их
локализации, параметр  характеризует ско-
рость потери корреляции возмущений. Таким об-
разом, при описании поля звуковых источников
мы переходим от квадрупольного поля (4.4), ха-
рактеризующего плотность источников, к полю

(4.6)
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характеризующему интенсивность рождения воз-
мущений, ответственных за излучение звука.

В настоящей работе используется условие изо-
тропности квадрупольного поля , в соответ-
ствии с которым (см. Приложение А) будем пред-
полагать, что поля  взаимно не коррели-
рованы и имеют одинаковые характеристики, а
базисные квадруполи  имеют вид (А2). Спек-
тральную плотность полей  по аналогии с
(4.3) запишем в виде

(4.7)

Предполагая пространственный масштаб корреля-
ции  малым, перепишем выражение (4.7) в виде

(4.8)

где  – пространственная дельта-функция.

Выражения (4.4), (4.5), (4.8) определяют слу-
чайное поле квадрупольных источников в модели
звукового излучения струи.

5. ФУНКЦИЯ ГРИНА

Найдем решение системы уравнений (2.3)–
(2.5), правая часть которой определяется выраже-
ниями (4.4), (4.5), а интенсивность рождения ис-
точников имеет вид . По-
скольку такие решения будут использоваться в ин-
теграле свертки при вычислении звукового поля,
будем их называть функциями Грина 
для n-ого базисного квадруполя.

При вычислении функций Грина будем ис-
пользовать локально-однородное приближение.
Это означает, что при вычислении звукового по-
ля от точечного квадрупольного источника будем
пренебрегать неоднородностью течения струи в
осевом направлении, принимая локальные ха-
рактеристики среднего поля в том сечении, где
расположен источник. Однако, при вычислении
звукового поля от всей струи будем вычислять
интеграл по всей области источников, взяв в каж-
дом поперечном сечении струи функцию Грина,
вычисленную именно для этого сечения.

Определим цилиндрические координаты 
с осью z, совпадающей с осью струи. Применяя к
уравнениям (2.3)–(2.5) преобразование Фурье по
ϕ и z и исключая из этих уравнений возмущения
скорости и плотности, получим уравнение для
возмущений давления
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где ,  – z-компонента средней
скорости. Источник в правой части уравнения
(5.1) определяется из соотношений

(5.2)

где , декартовы компоненты

.

Будем полагать, что  при
, слой смешения с заданной переменной

средней скоростью  находится в интервале
,  при . Предполагается,

что источник находится внутри слоя смешения в
точке с координатой . Решение задачи на-
ходится из условий конечности в нуле, непрерыв-
ности на границах слоя смешения ,
условия излучения при  и условия ограни-
ченности решения для исключения из решения
волн неустойчивости.

Решение этой задачи для точечного квадруполь-
ного источника вида 
приведено в Приложении Б, где звуковое поле в
области вне струи  представлено в виде

(5.3)

где  – функция Ганкеля порядка ,

, ,  – номер базисного квад-

руполя, функции направленности  для тон-
кого слоя смешения определены выражениями
(Б10).

Для того чтобы перейти от решения (5.3) к
функции Грина задачи, используем уравнение
(4.5), связывающее плотность звуковых источни-
ков  с интенсивностью их рождения . При-
меняя к этому уравнению Фурье-преобразование
по времени и координате z, получим

(5.4)
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Из (5.4) следует, что Фурье-компоненты функции
Грина связаны с (5.3) множителем , где

, т.е.

(5.5)

Используем обратное преобразование Фурье
по z-координате:

(5.6)

В дальнем поле интеграл (5.6) вычисляется ме-
тодом перевала:

(5.7)

где , , 

, . Это выражение для функции
Грина будет далее использоваться при вычисле-
нии дальнего звукового поля от квадрупольных
источников в струе.

6. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ 
АЗИМУТАЛЬНЫХ ГАРМОНИК

ЗВУКОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ
Звуковое поле, создаваемое гармоническим квад-

рупольным источником , за-
пишем через свертку плотности источников с
функцией Грина

(6.1)

где  – функция Грина для n-ого базис-
ного квадруполя, определенная выражением
(5.7). Соответственно, для случайного источника
с взаимным спектром (4.8) взаимная спектраль-
ная плотность звукового излучения имеет вид

(6.2)

В осесимметричной струе пульсации должны
описываться полями, инвариантными относи-
тельно вращения вокруг оси струи. В соответствии
с этим спектральная плотность (4.8) не зависит от
азимутального угла ϕ, т.е. .
Кроме того, вследствие осевой симметрии функ-
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ция Грина зависит только от разницы азимуталь-
ных углов , а ее разложение в ряд Фурье
имеет вид

(6.3)

Подставляя (6.3) в (6.2) и интегрируя по углу ,
получим:

(6.4)

где коэффициенты Фурье

(6.5)

Выражения (6.4), (6.5) определяют взаимный
спектр звукового поля для каждого базисного
квадруполя. С учетом взаимной некоррелирован-
ности амплитуд  взаимный спектр сум-
марного звукового поля от источника (4.6) имеет
вид

(6.6)

где индекс n в скобках обозначает номер соответ-
ствующего базисного квадруполя, спектры 
находятся из интеграла (6.5).

В настоящей работе мы будем рассматривать
автоспектры звукового поля, выражения для ко-
торых следуют из (6.5), (6.6) при :

(6.7)

(6.8)

Подставляя функцию Грина (5.7) в (6.8), полу-
чим спектральную плотность азимутальных гар-
моник дальнего звукового поля
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(6.9)

В настоящей работе рассматривается дальнее
звуковое поле струи, которое имеет слабую чув-
ствительность к пространственному распределе-
нию источников. С учетом этого сделаем некото-
рые упрощения модели, ограничив область лока-
лизации источников. Будем полагать, что
источники расположены в конце начального
участка в сечении с координатой , где D –
диаметр сопла, на окружности с координатой ,
определяемой из условия . В со-
ответствии с этим для распределения мощности
источников будем использовать выражение

, где  – ве-
личины реального разброса источников по ради-
альной и осевой координате. Тогда суммарная
спектральная мощность источников в струе запи-
шется в виде

(6.10)

Используя локальность распределения источни-
ков, проинтегрируем (6.9). В результате получим
спектральную мощность m-ой азимутальной гар-
моники звукового излучения

(6.11)

где r и θ отсчитываются от конца начального
участка струи. Выражение (6.11) дает направлен-
ности азимутальных гармоник звукового излуче-
ния струи и будет далее использоваться для срав-
нения с экспериментом.

Время потери корреляции в конце начального
участка струи оценим, как  [50]. Из
этой оценки следует, что член  в (6.9) явля-
ется существенным при низких частотах ,
в то время как для более высоких частот им мож-
но пренебречь.

7. ДАННЫЕ ИЗМЕРЕНИЙ АЗИМУТАЛЬНЫХ 
ГАРМОНИК В ЗВУКОВОМ ПОЛЕ СТРУИ
Используемые в настоящей работе данные

акустических измерений были получены методом
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азимутальной декомпозиции ADT (Azimuthal De-
composition Technique). Этот экспериментальный
метод был предложен в [47] специально для изме-
рения азимутальных компонент звукового излу-
чения аэродинамических источников шума. Схе-
ма эксперимента представлена на рис. 2. Метод
основан на предварительном модальном разло-
жении акустических сигналов на микрофонах до
усреднения данных. Акустические сигналы на
круговой решетке из 6 микрофонов представля-
ются в виде ряда Фурье

(7.1)

где

интегралы аппроксимируются суммой по 6 точ-
кам расположения микрофонов. С использова-
нием этих формул из результатов измерений оце-
ниваются спектральные плотности коэффициен-
тов ряда (7.1). Коэффициенты ряда (7.1) связаны с
коэффициентами используемого в моделирова-

нии ряда Фурье  соотно-

шениями ,  при .

Соответственно, для спектральных плотностей этих
коэффициентов справедливы соотношения

 при , 

В эксперименте [46] получены спектральные
плотности азимутальных гармоник  для
различных расстояний от решетки микрофонов
до сопла. Характерные направленности гармоник
для струи  в диапазоне частот 800 <
< f < 1050 Гц (число Струхаля Sh = 0.3 соответ-
ствует максимуму спектра звукового излучения
струи) представлены на рис. 3. Можно видеть, что
направленности азимутальных гармоник имеют
сложную форму, необходимость предсказания
которой дает хорошую базу для отбора приемле-
мых моделей звукового излучения струи.

8. СРАВНЕНИЕ МОДЕЛИ
С ДАННЫМИ ЭКСПЕРИМЕНТА

Сравним направленности моделируемого зву-
кового поля с данными эксперимента, приведен-
ными в разделе 7. В рассматриваемом диапазоне
частот 800 < f < 1050 Гц длина звуковой волны
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 много больше области, занимаемой ис-
точниками, размер которой равен диаметру сопла

. Это дает возможность ограничиться
главными членами по малому параметру .

Рассмотрим, прежде всего, моделируемое зву-
ковое поле в предельном случае , т.е. без
учета влияния потока. В этом случае выражение
(6.11) соответствует полю точечного изотропного
квадруполя в покоящейся среде, а главные члены
по малому параметру  в выражениях (Б10) для
безразмерных направленностей имеют вид:

λ ≈ 0.4 м

≈ 0.04 мD
ρsk

=jet 0V

ρsk

(8.1)

Набор направленностей , представленный
в (8.1), показывает, что при отсутствии течения
каждый базисный квадруполь в главном прибли-
жении по параметру  отвечает за излучение
только одной азимутальной гармоники. При этом
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Рис. 2. Схема испытательного стенда. Расстояние от оси струи до микрофонов R = 0.85 м, диаметр сопла D = 0.04 м.

6-микрофонная
решетка

x

Рис. 3. Направленности азимутальных гармоник для струи V = 120 м/с в диапазоне частот 800 < f < 1050 Гц.
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квадруполь n = 1 излучает нулевую гармонику,
квадруполи n = 2, 3 – первую гармонику, квадру-
поли n = 4, 5 – вторую гармонику.

Подставляя (8.1) в (6.11), получим направлен-
ности азимутальных гармоник звукового излуче-
ния. Сравнение результатов моделирования с
данными измерений для струи ,
представленное на рис. 4, показывает, что даже в
простейшем варианте без учета влияния потока
модель качественно отражает сложные формы
направленности трех основных азимутальных
гармоник. Отличие модели и эксперимента про-
является, прежде всего, в том, что в данных аку-
стических измерений можно видеть усиление
звука в направлении вниз по потоку, а в модели
это усиление отсутствует, поскольку не учитыва-
ются эффекты конвекции источников и рефрак-
ции звука на среднем течении.

Рассмотрим далее влияние потока на модели-
руемое звуковое излучение. Это влияние имеет
двоякий характер. Прежде всего, эффекты ре-
фракции и конвекции приводят к изменению на-
правленности звукового излучения. Кроме того,
появляется дополнительная составляющая, про-
порциональная градиенту средней скорости в слое
смешения, которую мы так же, как в разделе 2, бу-
дем называть сдвиговой компонентой шума.

Используя выражение (6.11), вычислим вкла-
ды базисных квадруполей в азимутальные гармо-
ники звукового излучения с учетом среднего те-
чения струи со скоростью  м/с. Для того
чтобы оценить влияние рефракции, рассмотрим
сначала “усеченную” модель, в которой учитыва-
ются вклады в излучение только тех членов ,
которые приведены в (8.1). С учетом влияния ско-
рости струи выражения (8.1) преобразуются к виду:

(8.2)

где , ,

, .

Подставляя (8.2) в (6.11), определим направ-
ленности азимутальных гармоник для “усечен-
ной” модели. Сравнение результатов вычислений
с данными измерений представлено на рис. 5.
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Можно видеть очень хорошее соответствие этой
модели экспериментальным данным.

Однако, как отмечалось выше, влияние потока
не ограничивается изменением формы направ-
ленностей , приведенных в (8.2). В звуковом
излучении появляются также сдвиговые члены,
которые нарушают соответствие базисных квад-
руполей азимутальным гармоникам. В частности,
в азимутальную гармонику m = 0 вклад дает не толь-
ко базисный квадруполь n = 1, но также и n = 2. Вы-
числяя из (Б10) соответствующую безразмерную
направленность, получим

(8.3)

Эта составляющая отсутствует для источника в
покоящейся среде, но дает соизмеримый с други-
ми составляющими вклад в области частот

. Более того, эта составляющая может до-
минировать в звуковом излучении в области низ-
ких частот, а также для источников, локализован-
ных в начальном участке струи, где слой смеше-
ния является тонким. На рис. 6 представлены
вклады базисных квадруполей n = 1 и n = 2 в гар-
монику m = 0, вычисленные из выражения (6.11) с
величиной завихренности, соответствующей
концу начального участка. Мы видим, что даже
для этой области струи, где ширина слоя смеше-
ния достигает величины порядка диаметра сопла,
базисный квадруполь n = 2 дает вклад в звуковое
излучение, который существенно превышает экс-
периментальные значения. Для того чтобы при-
вести модель в соответствие с экспериментом в
отношении гармоники m = 0, необходимо было
бы уменьшить амплитуду квадруполя n = 2, отка-
завшись от предположения об изотропности ис-
точника. Однако, в этом случае также уменьшит-
ся вклад этого квадруполя в гармонику m = 1, где
в свою очередь возникнет рассогласование моде-
ли с экспериментом.

Из выражений (Б10) можно видеть, что сдви-
говые члены, пропорциональные средней завих-
ренности, возникают также и для квадруполей
n = 4, 5, которые с учетом этих членов дают вкла-
ды не только в гармонику m = 2, как в случае от-
сутствия потока, но также и в гармонику m = 1.

Таким образом, в звуковом излучении струи
можно выделить две составляющие, имеющие
различную зависимость от параметров струи
(скорости и градиента скорости). Эти две состав-
ляющие мы будем определять как собственный и
сдвиговый шумы струи. К собственному шуму
струи мы отнесем ту часть звукового излучения,
на которую среднее течение оказывает влияние
через эффекты рефракции и конвекции, но кото-
рая не включает в себя членов, пропорциональ-
ных градиенту средней скорости. К сдвиговому
шуму мы отнесем составляющую, пропорцио-
нальную градиенту средней скорости в сдвиговом

( )n mF

( )
Ωω= θ

π ω ω

2
20in

2 0 2
0

3 1 1 4 cos .
2 8 s s

F
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Рис. 4. Направленности азимутальных гармоник в диапазоне частот 800 < f < 1050 Гц: (а) – m = 0, (б) – m = 1, (в) –
m = 2, z – расстояние от решетки микрофонов до сопла. Данные измерений для струи V = 120 м/с, вариант модели для
источника звука в покоящейся среде.
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Рис. 5. Вклады базисных квадруполей в азимутальные гармоники: (а) – вклад квадруполя n = 1 в гармонику m = 0,
(б) – вклад квадруполей n = 2, 3 в гармонику m = 1, (в) – вклад квадруполей n = 4, 5 в гармонику m = 2.
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течении. Как было показано в разделе 2, появле-
ние сдвиговой компоненты шума связано с тем,
что оператор распространения, описывающий
линейные возмущения среднего течения, имеет
не только акустическую степень свободы, отвеча-
ющую за распространение звуковых волн, но об-
ладает также гидродинамическими (вихревыми)
степенями свободы. Возбуждаемые источниками
вихревые моды генерируют вторичное звуковое
излучение, обладающее характеристиками сдви-
говой компоненты шума.

Сравнение модели с данными акустических
измерений позволяет сделать вывод о том, что
модель способна описать сложную картину на-
правленности азимутальных гармоник при про-
стых предположениях о структуре звукового ис-
точника, но лишь в том случае, если в модели учи-
тывается только собственный шум струи (рис. 5).
При этом совпадение формы направленности
трех главных гармоник служит подтверждением
квадрупольного характера излучения. А совпаде-
ние по амплитудам трех азимутальных гармоник
при выборе единственного амплитудного множи-
теля подтверждает правильность гипотезы об
изотропности источников. В то же время звуко-
вое излучение, определяемое в рамках выбранной
акустической аналогии, включает в себя не толь-
ко собственную, но также сдвиговую компонен-
ту, учет которой приводит к серьезному рассогла-
сованию модели с данными измерений (рис. 6).
Полученные результаты могут означать, что мо-
дель источников звука правильно учитывает ос-
новные факторы, влияющие на процесс генера-
ции звука, но при этом ошибочно предсказывает
наличие сдвиговой компоненты, которая, по-ви-
димому, отсутствует в излучении реальной турбу-
лентной струи.

9. ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрим возможные причины выявленно-
го несоответствия модели звукового излучения
струи данным акустических измерений в части
сдвиговой компоненты шума, а также некоторые
варианты решения этой проблемы. Прежде всего,
заметим, что модель излучения звука источника-
ми в среднем завихренном течении является иде-
ализацией реального процесса генерации звука в
турбулентной струе. Картина среднего течения
возникает только при усреднении реального тур-
булентного течения, в котором поле завихренно-
сти распадается на отдельные вихри так, что аку-
стические возмущения распространяются на фоне
нестационарного поля нелинейных гидродина-
мических пульсаций. Описание этого процесса
является исключительно сложной задачей. По-
этому используется приближение среднего поля,
в соответствии с которым распространение зву-
ковых волн происходит на фоне среднего завих-
ренного течения. Описанное приближение схе-
матически изображено на рис. 7, где излучение
звука мелкомасштабным вихрем происходит в од-
ном случае на фоне “газа” других вихрей, а во вто-
ром случае на фоне среднего поля завихренности.

Замена поля турбулентных пульсаций средним
течением является удобным приемом в задачах
распространения звука. Однако активность сре-
ды, связанная с порождением первичным источ-
ником вихревых возмущений, делает эту проце-
дуру неоднозначной. Проблема в том, что воз-
действие точечного источника на поле
завихренности максимально в окрестности ис-
точника, так что вклад в сдвиговый шум от вих-
рей в малой окрестности источника имеет тот же
порядок, что и вклад вихрей в остальной области
течения. Поэтому сдвиговая компонента шума
оказывается чувствительной к тому, как осу-

Рис. 6. Вклад базисных квадруполей в направленность излучения нулевой азимутальной гармоники.
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ществляется предельный переход к среднему по-
лю в окрестности источника.

Для того чтобы это показать, рассмотрим мо-
дификацию модельной задачи, рассмотренной в
разделе 2. Сделаем поправку к среднему течению,
предполагая, что в тонкой полосе  в
окрестности источника завихренность  рав-
на нулю, а в оставшейся части слоя смешения за-
вихренность постоянна. Соответственно про-
филь средней скорости  изменится так, что в
полосе  поле скорости будет постоян-
ным (рис. 8). Найдем решение такой задачи, а за-
тем сделаем предельный переход . Так же,
как в задаче раздела 2, ограничимся случаем низ-
коскоростного течения и тонкого слоя смешения.

С учетом модификации среднего течения вме-
сто (7.2) получим следующее уравнение для воз-
мущений давления:

(9.1)

где  при ,  при 
или , . Поправочный член , выра-
жающий изменение поля средней скорости, об-

− < <h y h
( )Ω0 y

( )0V y
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>y h → 0h ( )π y

нуляет член уравнения с градиентом скорости в
полосе .

Модификация среднего течения в малой
окрестности источника оказывает существенное
влияние на величины разрывов давления и про-
изводной давления в точке расположения источ-
ника, которые определяют решение. В результате
получим решение уравнения (9.1) при , ко-
торое с учетом условия излучения имеет вид

(9.2)

где , . Применяя обратное
преобразование Фурье по x и вычислив интеграл
методом перевала, получим при 

(9.3)

где , .
Мы видим, что решение (9.3), в отличие от

(3.4), не содержит сдвиговой компоненты. Таким
образом, малая модификация среднего течения
приводит к полному исчезновению сдвиговой
компоненты звукового излучения. Это означает,
что приближение среднего поля при моделирова-
нии мелкомасштабных источников звука в рас-
сматриваемой системе является неоднозначным
и зависит от локальной структуры поля завихрен-

− < <h y h

>y d
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Рис. 7. Схематическое представление двух вариантов излучения звука мелкомасштабным вихрем в 2-мерном слое сме-
шения: (а) – источник звука в “газе вихрей”, (б) – источник звука на фоне среднего течения.

(а) (б)

V0

Рис. 8. Источник звука в модифицированном среднем течении.
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ности на малых масштабах вихрей, ответствен-
ных за излучение.

Этот результат показывает, что несоответствие
модели звукового излучения струи данным изме-
рений может быть связано с некорректным при-
ближением среднего поля для этой системы.
В этом случае решением проблемы мог бы быть
учет локальной структуры поля завихренности в
турбулентной струе, которой позволил бы пра-
вильно учитывать условия излучения звука мел-
комасштабной турбулентностью.

Возможен также другой подход к решению
проблемы сдвигового шума при описании звуко-
вого излучения струи. Он состоит в том, чтобы
использовать другую акустическую аналогию, та-
кую, в которой оператор распространения опи-
сывает неактивную среду, отвечающую только за
распространение акустических возмущений, но
не имеющую гидродинамических степеней сво-
боды. Такой подход к моделированию звукового
излучения струи был реализован в [51], где было
предложено новое для метода акустической ана-
логии разделение акустических и гидродинами-
ческих переменных. В этой аналогии оператор
распространения для акустического потенциала
представляет собой конвективное волновое урав-
нение, а все вихревые возмущения включены в
источник, который выражается через плотность
вихревого импульса. В этом случае сдвиговый
шум в модели не возникает, и соответствие дан-
ным измерений достигается без искусственного
исключения сдвиговой компоненты из суммар-
ного звукового излучения с помощью локальной
модификации среднего течения.

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе проведен анализ возможности моде-

лирования звукового излучения турбулентной
струи на основе использования акустической
аналогии, в которой все линейные по возмуще-
ниям члены включены в оператор распростране-
ния, а нелинейные члены трактуются как источ-
ник. Примерами таких аналогий являются урав-
нение Лилли [26], акустическая аналогия
Голдстейна [15] и др. При таком описании опера-
тор распространения содержит вихревые моды,
что приводит к появлению сдвиговой компонен-
ты шума, возникающей из-за накачки вихревых
возмущений источниками в правой части.

Показано, что в моделируемом звуковом излу-
чении струи можно выделить две компоненты,
определяемые как собственный и сдвиговый шум
струи. Собственный шум струи определяется как
та часть звукового излучения, на которую среднее
течение оказывает влияние через эффекты ре-
фракции звука и конвекции источников, но кото-
рая не включает в себя членов, пропорциональ-
ных градиенту средней скорости. К сдвиговому
шуму отнесена та составляющая звукового излу-

чения, которая пропорциональна градиенту сред-
ней скорости в сдвиговом течении. Появление
сдвиговой компоненты шума связано с тем, что
оператор распространения, описывающий ли-
нейные возмущения среднего течения, имеет не
только акустическую степень свободы, отвечаю-
щую за распространение звуковых волн, но обла-
дает также гидродинамическими (вихревыми)
степенями свободы. Возбуждаемые источниками
звука вихревые моды генерируют вторичное зву-
ковое излучение, обладающее характеристиками
сдвиговой компоненты шума.

Для тестирования модели используются дан-
ные измерений азимутальных гармоник звуково-
го излучения струи. Сравнение модели с данны-
ми акустических измерений позволило сделать
вывод о том, что она способна описать сложную
картину направленности азимутальных гармоник
при простых предположениях о структуре звуко-
вого источника, но лишь в том случае, если в мо-
дели учитывается только собственный шум струи.
Это означает, что эффект сдвигового шума не от-
ражает реальную физику процесса, а обусловлен
особенностями моделирования и, в частности,
разделением членов уравнений между операто-
ром распространения и источником в рассматри-
ваемой акустической аналогии.

Рассмотрены возможные причины несоответ-
ствия моделей, в которых появляется звуковое
излучение со сдвиговой компонентой, реальному
процессу генерации шума в турбулентной струе.
Показано, что малая модификация среднего те-
чения приводит к существенному изменению
сдвиговой компоненты звукового излучения. Это
означает, что используемое в модели приближе-
ние среднего поля, на фоне которого моделиру-
ются источники, является неоднозначным и за-
висит от локальной структуры поля завихренно-
сти на малых масштабах.

Рассмотрены возможные подходы к постановке
задачи о звуковом излучении струи, которые поз-
волили бы избежать появление сдвигового шума
в модели. Одним из вариантов решения пробле-
мы мог бы быть учет локальной структуры поля
завихренности в турбулентной струе, который
позволит правильно учитывать условия излуче-
ния звука мелкомасштабной турбулентностью.
Другой вариант состоит в том, чтобы использо-
вать акустическую аналогию, в которой оператор
распространения описывает неактивную среду,
т.е. отвечает только за распространение акустиче-
ских возмущений, но не содержит в себе гидроди-
намических степеней свободы.

Полученные в работе результаты не только
служат основой для моделирования шума струи,
но также являются дополнительным вкладом в
понимание механизмов излучающей части турбу-
лентности в сдвиговых потоках.
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Приложение А

Покажем изотропность тензора

(А1)

где амплитуды  представляют собой взаимно
некоррелированные случайные величины с оди-
наковыми дисперсиями, декартовы компоненты
тензора  имеют вид

(А2)

Рассмотрим свертку , где  – еди-
ничный вектор нормали с декартовыми компо-
нентами , где  –
сферические углы в локальной системе коорди-
нат. Дисперсия свертки

(А3)

Для каждого из базисных квадруполей вычислим
свертку :

(А4)

Подставляя (А4) в (А3), получим
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Таким образом, свертка тензора  с вектором
нормали имеет дисперсию, не зависящую от на-
правления нормали, что означает изотропность
этого тензора.

Приложение Б
Найдем решение уравнения

(Б1)

где , декартовы компоненты

, квадрупольный источник имеет вид

.
В областях с постоянной скоростью это урав-

нение сводится к однородному уравнению Бессе-
ля, решения которого с учетом граничных усло-
вий в нуле и на бесконечности имеют вид

(Б2)

где  и  – функции Бесселя и Ганкеля порядка

m, , , ,
.

В слое смешения решение имеет разрывы дав-
ления  и его производной  при , ко-
торые определяются типом квадрупольного ис-
точника. Представим решения при  в
виде , где  – амплитуда внутреннего
решения (Б2).  находится как решение уравне-
ния (Б1) с нулевой правой частью и граничными
условиями при :

(Б3)

 в области  есть решение уравнения
(Б1) с нулевой правой частью и граничными
условиями при :

(Б4)
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Нетрудно убедиться, что функция 
гладко переходит в решение (Б2) на внутренней
границе слоя , а при  имеет заданные
разрывы. Неизвестные константы  и  находят-
ся из условия непрерывности решения и его про-
изводной на внешней границе слоя . Отсю-
да найдем константу B, определяющую амплиту-
ду звуковой волны вне струи:

(Б5)

В предельном случае тонкого слоя смешения
будем использовать постоянство давления  и ра-

диальной компоненты поля смещения 

в слое смешения за исключением точки располо-
жения источника , где эти переменные име-
ют разрывы. В этом случае на внешней границе
слоя смешения  получим

(Б6)

где , , штрих озна-
чает дифференцирование функций по аргументу.
Подставляя эти соотношения в (Б5), получим

(Б7)

где

.
В соответствии с (Б2) запишем звуковое излу-

чение вне струи для точечного квадрупольного
источника, локализованного в точке ,

, ,

(Б8)

где безразмерные направленности излучения n-го

базисного квадруполя , величина 

определяется из (Б5) в общем случае и из (Б7) в
предельном случае тонкого слоя смешения. Для
произвольной точки рождения , ,
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динатам ϕ и z в выражение (Б6) добавится множи-
тель , т.е.

(Б9)

Используя выражения  и , полученные
в Приложении В, для тонкого слоя смешения по-
лучим:

(Б10)

где  – завихренность среднего течения в точке
, индекс в скобках соответствует номеру ба-

зисного квадруполя.

Приложение В

Найдем разрывы давления и производной дав-
ления в точке расположения источника для реше-
ний уравнения

(В1)
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где , декартовы компоненты

, квадрупольный источник имеет вид

, где , , .

Запишем поле  в цилиндрических коор-
динатах:

(В2)

Используем Фурье-преобразование по коор-
динатам ϕ и z. Преобразуем (В2) к виду, в котором
все функции от ρ внесены под знак производной
по ρ:

(В3)

где . Перейдем к декартовым

компонентам тензора , которые не зависят от ρ
и поэтому могут быть вынесены из-под производ-
ной. После преобразований получим:
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Для того чтобы избавиться от второй производ-
ной по радиальной координате в источнике, сде-
лаем замену переменой . При этом
новая и старая переменные различаются только в
слое . Для новой переменной  по-прежне-
му справедливо уравнение (В1), в котором, одна-
ко, изменяется правая часть (В4), а именно, пер-

вый член заменяется членом . Таким об-

разом, для новой переменной источник в правой
части уравнения (В1) содержит члены, пропорци-
ональные только дельта-функции и ее первой
производной:

(В5)

Определим связь между разрывами решения
уравнения (В1) и функциональным видом ис-
точников. Если давление имеет разрыв  в

точке , то первая и вторая производные
давления имеют слагаемые, содержащие дельта-

функцию и ее производную, ,
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. А если производная давле-

ния имеет разрыв , то вторая производная
давления имеет слагаемое, содержащее произ-

водную дельта-функции, .

Подставляя эти выражения в левую часть уравне-
ния (В1), получим связь между членами вида дель-
та-функции и ее производной в источнике и разры-
вами давления и его производной в решении:

(В6)

Сравнивая (В5) и (В6), найдем разрывы давления
и производной в решении уравнения (В1) для то-
чечного квадруполя

(В7)

(В8)
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Введено понятие скалярного частотно-волнового спектра турбулентных пристеночных давлений и
исследованы его основные особенности. Скалярный частотно-волновой спектр, представляющий
суммарную энергию всех волновых компонент поля турбулентных давлений с заданным модулем
волнового вектора, содержит в концентрированном виде информацию, требуемую при решении
многих задач аэрогидродинамической акустики. Показано, что контурные фильтры позволяют
проводить оценки частотно-волнового спектра в области малых волновых чисел. Несмотря на труд-
ность практической реализации скалярной волновой фильтрации полей пристеночных турбулент-
ных пульсаций давления в настоящее время построение контурных фильтров представляется пер-
спективным направлением исследований. Предложенные методы и полученные в работе результа-
ты показывают, что широкополосная скалярная волновая фильтрация поля турбулентных
пристеночных давлений может осуществляться на базе использования конечноразмерных прибли-
жений “идеального” скалярного волнового фильтра с единичной волновой чувствительностью в за-
данном диапазоне волновых чисел и нулевой чувствительностью вне этого диапазона.

Ключевые слова: скалярный частотно-волновой спектр, турбулентные пристеночные пульсации дав-
ления, оценки частотно-волнового спектра в области малых волновых чисел, контурные фильтры
DOI: 10.31857/S0320791922060077

ВВЕДЕНИЕ.
СКАЛЯРНЫЙ ЧАСТОТНО-ВОЛНОВОЙ 

СПЕКТР
Современные экспериментальные исследова-

ния частотно-волнового спектра турбулентных
пристеночных давлений инициированы как во-
просами моделирования турбулентных процес-
сов и параметров пристеночной турбулентности,
так и прикладными задачами, связанными с
аэрогидродинамической генерацией шума и виб-
раций [1–4].

Модельные представления используются, в
частности, при отработке собственно экспери-
ментальных методов. Классический пример –
применение модели Коркоса для оценки влияния
размеров приемника, регистрирующего “точеч-
ный” частотный спектр турбулентных давлений
[5, 6]. На протяжении длительного времени од-
ной из задач моделирования остается преодоле-
ние искажений, вызванных акустическим загряз-
нением (“acoustic contamination”) результатов

экспериментальных исследований шумом внеш-
них источников [7].

Прикладные исследования частотно-волново-
го спектра направлены главным образом на уста-
новление вклада различных волновых компонент
турбулентного поля пульсаций давления в сум-
марную нагрузку, определяющую вибрации и
звукоизлучение обтекаемых элементов структур,
рассматриваемых обычно как тонкостенные кон-
струкции.

Рассмотрение отмеченных направлений пока-
зывает, что, хотя поля турбулентных давлений в
пограничном слое имеют выраженный конвек-
тивный характер, физические механизмы, опре-
деляющие соответствующие им значимые эф-
фекты, оказываются практически зависимыми
лишь от модуля волнового вектора, тогда как
фактор направления волны в итоге, как правило,
оказывается несущественным. К примеру, уров-
ни вибраций и акустического излучения безгра-
ничной тонкой пластины под воздействием поля
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АТМОСФЕРНАЯ И АЭРОАКУСТИКА

EDN: RNLNBY



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

МОДЕЛИ И МЕТОДЫ СКАЛЯРНОЙ ВОЛНОВОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 671

пульсаций давления, представляемого волновым
спектром , пропорциональны инте-
гральному воздействию по всем волнам с волно-

вым числом . При этом коэффици-
ент пропорциональности зависит лишь от отно-
шения величины  к волновому числу 
свободной изгибной волны [8] при заданной уг-
ловой частоте  и характерных волновых числах,
характеризующих распространение звуковых
волн в примыкающих к пластине средах. Такая
структура зависимостей распространяется и на
ограниченные тонкостенные конструкции при
малых и умеренно больших масштабах корреля-
ции поля пульсаций давления [9, 10].

Значения скалярного параметра  определяют
таким же образом основные оценки, связанные с
требованиями по миниатюризации приемника
при измерении частотного спектра, а также вол-
новую зону влияния акустических источников.

Отмеченные факторы приводят к выводу, что
полная информация о волновых характеристиках
поля турбулентных давлений, задаваемая величи-
нами , во многих случаях избыточна,
так что целесообразно рассмотрение скалярного
спектра , представляющего собой инте-
грал от волнового спектра  по окруж-
ности радиуса :

(1)

Обсуждение основных свойств данной харак-
теристики и методов ее экспериментального изу-
чения является предметом данной работы.

СВОЙСТВА СКАЛЯРНОГО СПЕКТРА 
ТУРБУЛЕНТНЫХ ДАВЛЕНИЙ 

В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

Основные характеристики скалярного спектра
рассмотрим на базе двух типовых моделей дву-
мерного частотно-волнового спектра  с оди-
наковыми зависимостями продольного  и
поперечного  волновых спектров:

(2)

Здесь  – частотный спектр пульсаций давле-

ния;  ; U – конвективная ско-
рость, близкая к скорости обтекания. Приведен-
ные продольный и поперечный спектры пред-
ставляются выражениями:
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(4)

в которых , а постоянные  и  в опре-
деленной мере зависят от безразмерных парамет-
ров течения, причем отношение   уменьша-
ется с ростом шероховатости стенки [3].

Применительно к первой, мультипликатив-
ной, модели Коркоса частотно-волновой спектр

 выражается в виде

(5)

Вторая модель, с эллиптическим окном [10,
11], представляется соотношением

(6)

В рамках представленных моделей полезно
сравнить скалярный спектр (1) с продольным
спектром  Последняя характеристика иссле-
довалась экспериментально в [12] с помощью ли-
нейной антенны точечных приемников. Каче-
ственный анализ можно выполнить на базе рас-
смотрения кривых на рис. 1, где на плоскости
волнового вектора представлены линии постоян-
ных значений частотно-волнового спектра (числа
на кривых указывают величину, равную

, значения α и β приняты равными
соответственно 0.11 и 0.71 [13]). Из анализа гра-
фических зависимостей можно заключить, что
при  значения скалярного спектра (интеграл
по окружности радиуса  с центром в начале ко-
ординат) способны быть выше соответствующих
величин продольного спектра (интеграл по  при
заданном ), поскольку в первом случае контур
интегрирования пересекает конвективный гре-
бень высоких значений частотно-волнового
спектра. В случае  должно выполняться про-
тивоположное соотношение, так как здесь значи-
тельный участок контура интегрирования по
окружности находится на большем удалении от
конвективного гребня, чем соответствующая вер-
тикальная прямая. Естественно предполагать,
что такого рода соотношения между скалярным и
продольным спектрами носят достаточно общий
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характер и не зависят от конкретной модели ча-
стотно-волнового спектра, по крайней мере, в
условиях турбулентного пограничного слоя.

Приведенные качественные представления
иллюстрируются на рис. 2 данными прямого рас-
чета значений безразмерного параметра ,

равного отнесенному к величине  ска-

лярному спектру (1), и безразмерного продольно-
го спектра  из (3).

Результаты, приведенные на рис. 2, демонстри-
руют отмеченное выше изменение соотношения
между продольным и скалярным спектрами при пе-
реходе значения , незначительно превышающего
единицу. При трехкратном отклонении от единицы
продольные и скалярные спектры могут отличать-
ся на порядок. При этом, в субконвективном диа-
пазоне степень различия существенно зависит от
выбора модели спектра.

“ИДЕАЛЬНЫЙ” СКАЛЯРНЫЙ ВОЛНОВОЙ 
ФИЛЬТР И ЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Решение задачи экспериментального исследо-
вания скалярного волнового спектра поля при-
стеночных турбулентных давлений будем осно-
вывать на возможностях прямой волновой филь-
трации. Для этого рассмотрим волновые свойства
круглого приемника турбулентных давлений,
распределение локальной чувствительности по
точкам  поверхности которого представляется
соотношением

(7)

(  – полярные координаты точки ;  – произ-
вольное целое число).

( )Φ κs

( ) ( )ω
ω
UP

1e

κ

r

( ) ( ) ϕϕ =,  imK r k r e

ϕ, r r m

Фурье-образ пространственного распределе-
ния чувствительности такого приемника,

(8)

характеризующий его реакцию на волновую на-
грузку, выражается в форме
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Рис. 1. Кривые равных уровней частотно-волнового спектра. (а) – Модель (4), (б) – модель (5).
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Рис. 2. Модельные зависимости для приведенных
продольного и скалярного спектров. 1 – продольный
спектр; 2 – скалярный спектр, мультипликативная
модель; 3 – скалярный спектр, модель с эллиптиче-
ским окном.
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Использование интегрального представления
Бесселя [14] для бесселевых функций  с це-
лым индексом  позволяет преобразовать по-
следнее соотношение к достаточно компактному
и удобному для анализа виду

(10)

В рассматриваемом далее случае  формула
(9) представляется зависимостью

(11)

В качестве идеального скалярного волнового
фильтра естественно принять приемник с посто-
янным ненулевым значением функции  в
некотором заданном диапазоне волновых чисел и
нулевым значением вне этого диапазона. Вос-
пользуемся, в связи с этим, известной интеграль-
ной формулой Вебера [14]

(12)

согласно которой интеграл от произведения бес-
селевых функций нулевого и первого порядка
представляет собой разрывную функцию волно-
вых чисел  и .

Из сравнения соотношений (11) и (12) следует,
что при радиальном распределении локальной
чувствительности

(13)

волновая характеристика приемника представля-
ет собой ступенчатую функцию волнового числа,
которая скачкообразно изменяет значение от
единицы до нуля при превышении аргументом 
величины , т.е. приемник представляет собой
идеальный фильтр низких волновых чисел.

Соответственно, радиальное распределение
чувствительности

(14)

при  формирует приемник, представляю-
щий собой идеальный скалярный волновой поло-
совой фильтр с постоянным коэффициентом пе-
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редачи, равным единице в диапазоне волновых
чисел [ ].

Понятно, что распределение локальной чув-
ствительности (14) может быть реализовано лишь
приближенно в силу конечных размеров реально-
го приемника. Поэтому в качестве следующего
шага следует рассмотреть конечноразмерные
приближения идеального скалярного волнового
фильтра.

Простейший и, тем не менее, довольно важ-
ный пример такого приближения – ограничение

размеров первыми нулями функций  и/или

 (будем условно называть его приближени-

ем первого порядка). Характеристики такого при-
емника применительно к фильтру низких волно-
вых чисел (13) показаны на рис. 3. Уровни локаль-
ной чувствительности нормированы таким
образом, чтобы получить единичное значение
волновой функции  в точке (зоне) максимума.
Для сравнения приведена волновая характери-
стика поршневого приемника того же радиуса 
(равного отношению , где  – первый нену-
левой корень бесселевой функции  первого по-
рядка), а также мембранного “изгибного” при-
емника конденсаторного микрофона [5] с рас-
пределением локальной чувствительности,
представляемым функцией Бесселя нулевого
порядка. Сопоставление представленных кри-
вых отчетливо показывает преимущество бессе-
левых распределений, при которых значительно
меньшее влияние имеют дополнительные пики в
области относительно высоких волновых чисел.
Данный фактор является существенным приме-
нительно к известной задаче [5, 6] повышения
разрешающей способности приемника конечных
размеров при измерениях одноточечных частот-
ных спектров.

Влияние фактора ограниченности представ-
ления бесселевых функций в (14) (обусловлен-
ного конечностью размеров приемника) на ха-
рактеристики полосовых скалярных волновых
фильтров разной ширины продемонстрировано
на рис. 4а. Ограничение каждой из компонент в
(14) естественно сопровождается корректиро-
вочной нормировкой, обеспечивающей сохра-
нение единичного отклика на синфазное воз-
действие. Расчетная формула для определения
формы спектрального окна в этом случае приоб-
ретает вид:

κ κ0 1, 
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(15)

где  – характеристика ширины полосы
волнового фильтра, .
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Расчеты показывают, что изменение порядка
приближения по коротковолновой компоненте

, как правило, практически не сказывается на
свойствах волновой характеристики приемника в
зоне  нижней границы спектрального окна. Ис-
ключение составляет случай относительно узкой
полосы волнового фильтра . В свою оче-
редь, порядок приближения по длинноволновой
компоненте , определяющий фактические габа-
риты приемника при заданном , не оказывает
сколько-нибудь заметного воздействия на свой-
ства волнового фильтра в области средних и вы-
соких волновых чисел.

κ1

κ0

κ κ =1 0 2

0κ
0κ  

Рис. 3. Характеристики простейших приемников – фильтров низких волновых чисел. 1 – приемник с бесселевым рас-
пределением чувствительности (13) в приближении первого порядка; 2 – поршневое распределение чувствительно-
сти; 3 – “изгибный” приемник – мембрана.
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Рис. 4. Характеристики широкополосных волновых фильтров конечных размеров. (а) – Форма спектрального окна.
Первый порядок приближения по длинноволновой компоненте , третий порядок приближения по коротковолно-
вой компоненте . Ширина спектрального окна : 1 – 2; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 25; 5 – 50. (б) – Распределения локаль-
ной чувствительности по радиусу приемной поверхности. Первый порядок приближения по длинноволновой компо-
ненте . Ширина спектрального окна . Порядок приближения по коротковолновой компоненте : 1 – 1;
2 – 3; 3 – 9.
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Главный интерес в практическом плане пред-
ставляют наиболее компактные приемники с
ограничением бесселевой функции  в (14)
первым ненулевым корнем. Соответствующие
расчетные распределения локальной чувстви-
тельности по радиусу приемной поверхности ши-
рокополосных волновых фильтров показаны на
рис. 4б. Радиус приемника во всех представлен-
ных на рис. 4б вариантах определяется нижней
границей  полосы фильтра и составляет ,
где  – первый ненулевой корень функции

.
При рассмотрении компактных волновых

фильтров естественным образом возникает во-
прос о возможности совершенствования их ха-
рактеристик в области малых волновых чисел.
При рассмотрении этой задачи используем из-
вестное представление бесселевой функции ну-
левого порядка при малых значениях аргумента

(16)

Подставляя разложение (16) в соотношение (15),
получаем, что при малых значениях безразмерно-
го волнового числа  волновая функция  в об-
щем случае ведет себя как :

(17)

(отметим, что этот результат совпадает с получен-
ным в [7] для поршневого приемника). Тем не ме-
нее, за счет соответствующего подбора гранич-
ных значений μ и  можно попытаться обратить в
нуль коэффициент при , что должно привести к
увеличению крутизны волновой характеристики
на нижней границе фильтра.

В случае первого порядка приближения по
длинноволновой компоненте , когда значение
μ в (17) совпадает с первым ненулевым корнем 
функции , задача сводится к определению
наименьшего значения , при котором
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Оценки показывают, что последнее уравнение
имеет решение лишь при относительно невысо-
ких величинах , значения которых лишь нена-
много могут превышать показатель  октав-
ного волнового фильтра. Применительно к по-
следнему наименьшая расчетная величина

, обеспечивающая выполнение условия
(18), составляет примерно 9.464 (между вторым и
третьим ненулевым корнем функции 

На рис. 5а показаны сравнительные данные по
волновым характеристикам двух рассматривае-
мых фильтров. В качестве аргумента принято те-
кущее волновое число, отнесенное к центрально-
му волновому числу

(19)
октавной полосы. Нетрудно убедиться, что в ре-
зультате расчетного изменения степени прибли-
жения по коротковолновой компоненте крутизна
волновой характеристики на нижней границе
фильтра действительно увеличивается с показа-
теля  до показателя . В зоне центрального
волнового числа характеристика  достигает мак-
симального значения, близкого к единице.

Отметим, что рассматриваемая схема оптими-
зации в некоторой степени (чуть более чем на
20%) увеличивает радиус приемной поверхности
фильтра. Распределение локальной чувствитель-
ности приемника по радиусу для вариантов с по-
казателями рис. 5а показано на рис. 5б.

КОНТУРНЫЕ СКАЛЯРНЫЕ ФИЛЬТРЫ
Следует признать, что фактическая реализация

протяженных приемников с заданным распреде-
лением локальной чувствительности по поверхно-
сти представляет собой достаточно сложную, во
многом трудноосуществимую техническую задачу.
При этом развитие современных исследований
пространственной структуры полей пристеночных
турбулентных давлений [1] может быть охаракте-
ризовано выраженной тенденцией к дискретному
анализу, основанному на использовании масси-
вов данных с многочисленных “точечных” при-
емников, распределенных по поверхности обте-
кания.

Имея в виду отмеченные факторы, рассмот-
рим далее, как первый шаг в направлении дис-
кретизации исследуемых скалярных волновых
фильтров, в качестве инструмента анализа кон-
турные приемники, чувствительная поверхность
которых формируется совокупностью относи-
тельно тонких концентрических круглых полосок
(в пределе, при стремлении ширины полоски к
нулю – контуров в форме концентрических
окружностей). Данная схема, кроме своей техно-
логичности, позволяет также рассмотреть и ре-
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шить задачу оптимизации фильтра, связанную с
использованием минимально допустимого коли-
чества контурных элементов.

Будем здесь считать, что средние радиусы кон-
туров равномерно (с постоянным шагом) распре-
делены в некотором диапазоне, зависящем от
нижней границы формируемого волнового филь-
тра. При формировании выходного сигнала при-
емника единичные значения чувствительностей
контурных модулей суммируются с коэффициен-
тами, близкими к значениям шаговой чувстви-
тельности соответствующих им кольцевых элемен-
тов представленной ранее континуальной модели.
Таким образом, непрерывные распределения (13),
(14) локальной чувствительности по радиусу фак-
тически аппроксимируются ступенчатыми функ-
циями. Соответственно, оценка волнового спек-
тра осуществляется простым суммированием
взвешенных компонент – сигналов с контурных
элементов.

На рис. 6 показан пример приемника с шестью
контурными модулями, настроенными на ап-
проксимацию фильтра низких волновых чисел с
бесселевым распределением чувствительности
(13) в приближении первого порядка. Волновая
функции  контурного приемника в данном слу-
чае оценивается из соотношения

(20)
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в котором  – количество контурных модулей;
 – их безразмерные радиусы. В целом

можно признать, что рассматриваемый контур-
ный приемник обладает вполне приемлемыми
для практических приложений характеристика-
ми. Существенно, что в данную формулу не вхо-
дит толщина контура.

Общий анализ показателей контурных длин-
новолновых фильтров приводит к выводу, что
применительно к наиболее компактному первому
порядку приближения в фильтрах низких волно-
вых чисел достаточно использовать 5 контурных
модулей. При повышении порядка приближения
и, соответственно, увеличении диаметра прием-
ника количество требуемых контурных модулей
естественно возрастает. Отметим, что данные ре-
зультаты получены применительно к равномер-
ному распределению контуров и могут быть в
дальнейшем еще улучшены как за счет оптималь-
ного расположения контуров, так и посредством
приближения суммы в (20) к соответствующему
интегралу на базе известных численных методов
(формула трапеций и т.п.).

Оценки показывают, что применительно к
широкополосным фильтрам контурные модули
как правило удобны для формирования его длин-
новолновой компоненты, тогда как коротковол-
новая граница может быть обеспечена располо-
женным в центре составного приемника круглым
чувствительным элементом относительно малого
диаметра. В случае бесселева распределения на
центральном коротковолновом элементе волно-
вая характеристика такого контурного приемни-
ка в приближении первого порядка представляет-
ся в виде:

N
= κ0n nr�

Рис. 5. Оптимизация октавного волнового фильтра. Первый порядок приближения по длинноволновой компоненте
, 1 – первый порядок приближения по коротковолновой компоненте ; 2 – .
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(21)

(обозначения см. в формулах (15) и (20)). Резуль-
таты расчета этой характеристики для ширины
полосы  приведены на рис. 7а.

Из результатов следует, что контурная широ-
кополосная волновая фильтрация также обладает
достаточно высоким качеством при пяти контур-
ных модулях, некритичным представляется ис-
пользование и всего трех контуров.

( ) ( ) ( ) ( )( )κ κ = κ, κ − κ11
2

1 1 1, ,1r
c b cS K K

κ =1 20

Для наглядности справа на рис. 7б показано
распределение чувствительности по радиусу
фильтра с характеристиками рис. 7а на базе пяти
контурных модулей.

Следует отметить, что контурный фильтр в со-
поставлении с соответствующим ему бесселевым
непрерывным прототипом имеет несколько мень-
шие габариты приемной поверхности. При равно-
мерном распределении контуров разница в диамет-
рах реально может составить 15–25%, что в опреде-
ленной мере расширяет диапазон возможного
практического применения контурной схемы.

Рис. 6. Сравнительные характеристики приемников – скалярных фильтров низких волновых чисел: 1 – с непрерыв-
ным бесселевым распределением чувствительности и 2 – на основе шести контурных модулей.
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Рис. 7. Характеристики широкополосных контурных фильтров. (а) – Форма спектрального окна. Первый порядок
приближения по длинноволновой и коротковолновой компонентам. Ширина спектрального окна . Коли-
чество контуров приемника: 1 – 3; 2 – 5. 3 – приемник с непрерывным бесселевым распределением чувствительности
по радиусу. (б) – Распределения локальной чувствительности по радиусу приемной поверхности для пяти контурных
модулей. 1 – центральный элемент ( ); 2 – контурные элементы ( ).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Скалярный частотно-волновой спектр, пред-
ставляющий суммарную энергию всех волновых
компонент поля турбулентных давлений с задан-
ным модулем волнового вектора, содержит в кон-
центрированном виде информацию, требуемую
при решении многих задач аэрогидродинамиче-
ской акустики. Модельный анализ показывает,
что уровни скалярного спектра турбулентных
пульсаций давления в пограничном слое близки к
соответствующим значениям продольного спек-
тра в зоне волнового гребня . При
больших значениях волнового числа уровни ска-
лярного спектра значительно выше уровней
продольного, тогда как при меньших – заметно
ниже. Широкополосная скалярная волновая
фильтрация поля турбулентных пристеночных
давлений может осуществляться на базе исполь-
зования конечноразмерных приближений “иде-
ального” скалярного волнового фильтра с еди-
ничной волновой чувствительностью в заданном
диапазоне волновых чисел и нулевой чувстви-
тельностью вне этого диапазона. Одно из таких
приближений – контурные фильтры, формируе-
мые с помощью совокупности небольшого коли-
чества контурных приемников в форме концен-
трических окружностей.

Работа выполнена при поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (проект
20-02-00181 А).
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Изучено влияние микротрещин в лабораторных образцах полевых шпатов на спектральную мощ-
ность широкополосных импульсов продольных ультразвуковых волн, рассеянных назад в иссле-
дуемом образце (так называемую мощность структурного шума). Для этой цели использован оп-
тико-акустический преобразователь, в котором совмещено лазерное возбуждение зондирующих
широкополосных ультразвуковых импульсов в пленке из черного полиэтилена и пьезоэлектриче-
ская регистрация как зондирующих, так и рассеянных в образце импульсов. Исследованы образ-
цы ортоклаза и плагиоклаза с участками скоплений микротрещин, неравномерно распределен-
ных по объему образцов. Такие участки выявлялись по данным оптической микроскопии поверх-
ности образцов и по результатам измерения коэффициента затухания продольных ультразвуковых
волн в спектральном диапазоне 1−15 МГц. В участках с повышенным затуханием ультразвука также
наблюдалось возрастание мощности структурного шума. Обнаруженная корреляция между кон-
центрацией микротрещин и мощностью структурного шума может служить основой для разработки
методики неразрушающей оптико-акустической диагностики возникновения и эволюции локаль-
ных микротрещин в образцах горных пород и минералов под действием различных нагрузок.

Ключевые слова: лазерный оптико-акустический метод, локальная трещиноватость, полевые шпаты,
обратнорассеянные ультразвуковые сигналы, мощность структурного шума
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование разномасштабных структурных

неоднородностей горных пород и минералов явля-
ется актуальным во многих прикладных задачах
(сейсморазведка и поиск полезных ископаемых,
мониторинг технического состояния инженерных
сооружений, разработка моделей возникновения
очагов разрушения в конструкциях под действием
внешних нагрузок и т.п.). Известно, что прочност-
ные свойства геоматериалов зависят не столько от
свойств составляющих минералов, сколько от ха-
рактера взаимодействия между ними, наличия
пор, трещин, заполняющей их жидкости и т.п. [1, 2].
Исходное распределение микротрещин по объе-
му образцов или конструкций из геоматериалов
определяет как их деформационную стабиль-
ность, так и характер разрушения (см., например,
[3–6]). Исходная неоднородная трещиноватость

геоматериалов может привести к неравномерно-
му распределению внешней нагрузки и появле-
нию участков, вероятность разрушения которых
выше средней вероятности для всего образца при
данной нагрузке. Поэтому разработка методов
on-line диагностики возникновения и эволюции
микротрещин в таких материалах под действием
различных механических нагрузок необходима,
прежде всего, для обеспечения безопасной рабо-
ты объектов промышленной инфраструктуры
(атомных станций, фундаментов плотин, подзем-
ных выработок).

В настоящее время для исследования трещи-
новатости образцов геоматериалов используется
множество разрушающих и неразрушающих ме-
тодов. Наиболее распространенными являются
петрографические исследования тонких шлифов,
оптическая и электронная микроскопия, рентге-

УДК 534.08;534.6;534-18

АКУСТИКА СТРУКТУРНО НЕОДНОРОДНЫХ ТВЕРДЫХ СРЕД.
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новская компьютерная томография, измерение
скорости и затухания ультразвуковых волн раз-
личных типов, а также методики акустической
эмиссии, позволяющие контролировать процесс
возникновения и эволюции трещин в образцах в
процессе нагружения.

Петрографические и микроскопические мето-
дики позволяют получать детальную картину рас-
пределения микротрещин, однако в большинстве
своем требуют разрушения образцов, являются
достаточно дорогими и трудоемкими. Метод
рентгеновской компьютерной томографии явля-
ется неразрушающим и дает полную картину рас-
пределения структурных неоднородностей в об-
разце. Однако он также является весьма трудоем-
ким в части обработки изображений и требует
ограничения на размер образцов для получения
максимального пространственного разрешения;
кроме того, этот метод неприменим для натурных
испытаний и для on-line наблюдения возникнове-
ния трещин в образцах в процессе их нагружения.

Задача мониторинга зарождения и эволюции
трещин в геоматериалах в процессе их нагруже-
ния успешно решается с использованием различ-
ных методик по регистрации сигналов акустиче-
ской эмиссии в нагружаемых образцах геоматери-
алов [7–9]. Эти методики позволяют определять
места зарождения микротрещин, а также наблю-
дать в реальном времени процессы распростране-
ния трещин в образцах при различных режимах
механического нагружения. Многочисленные
экспериментальные данные подтверждают, что
метод акустической эмиссии может использо-
ваться для исследования механизмов разрушения
квазихрупких неоднородных геоматериалов при
различных видах статического нагружения (см.,
например, [10–12]). Применение методик акусти-
ческой эмиссии требует предварительной инфор-
мации о распределении микротрещин в исходных
образцах, получаемой обычно с использованием
рентгеновской компьютерной томографии этих
образцов [13].

Для более полного понимания механизма вли-
яния морфологии и пространственного распреде-
ления микротрещин на упругие свойства геома-
териалов широко используются измерения ско-
ростей распространения акустических волн
различных типов в таких материалах [14]. Резуль-
таты многочисленных работ последнего десяти-
летия демонстрируют высокую чувствительность
методик измерения скоростей акустических волн
к анизотропии упругих свойств, к возникнове-
нию очагов микротрещин и их ориентации при
приложении различных нагрузок, а также к сте-
пени насыщения горных пород различными жид-
костями (см., например, [15–19] и имеющиеся
там ссылки). Хорошо известно, что для достиже-
ния максимальной чувствительности скорости и

затухания ультразвуковых волн к структурным
неоднородностям материала, длина волны долж-
на быть порядка характерных размеров таких не-
однородностей (например, зерен или микротре-
щин в геоматериалах). Поскольку в лабораторных
образцах геоматериалов размеры трещин варьи-
руются, как правило, от десятков микрометров до
нескольких миллиметров, для их исследований
целесообразно использовать зондирующие уль-
тразвуковые импульсы в спектральном диапазоне
от сотен килогерц до десятков мегагерц. Более то-
го, амплитуда зондирующих импульсов должна
быть достаточно высока для обеспечения надеж-
ной диагностики неоднородных геоматериалов,
которые сильно поглощают и рассеивают ультра-
звуковые волны.

Совместное требование на широкий частот-
ный диапазон и высокую амплитуду возбуждае-
мых ультразвуковых импульсов выполняется при
использовании лазерного термооптического ме-
ханизма возбуждения ультразвука – оптико-аку-
стического эффекта [20]. При поглощении нано-
секундных импульсов традиционных лазеров с
модуляцией добротности в специально подо-
бранном материале – “лазерном источнике уль-
тразвука” – амплитуда возбуждаемых акустиче-
ских импульсов может достигать десятков атмо-
сфер при длительности импульса от единиц до
сотен наносекунд (в зависимости от энергии и
длительности лазерного импульса, а также коэф-
фициента поглощения света и теплофизических
характеристик данного материала). Такие уни-
кальные характеристики лазерного ультразвука
позволяют использовать его для высокоточных
измерений механических и акустических свойств
различных твердых тел, а также для количествен-
ной оценки разномасштабных структурных неод-
нородностей конструкционных материалов по
анализу ультразвукового отклика (см., например,
[21–26]).

В настоящей работе предложен и эксперимен-
тально реализован лазерный оптико-акустиче-
ский метод оценки степени локальной трещино-
ватости лабораторных образцов геоматериалов на
примере образцов двух типов полевых шпатов
(ортоклаз и плагиоклаз). Различные полевые
шпаты являются наиболее распространенными
породообразующими минералами, как в конти-
нентальной, так и в океанической земной коре
[27], а также являются одним из основных компо-
нентов гранитов и других природных строитель-
ных материалов. Для полевых шпатов характерна
природная локальная микротрещиноватость, при
этом поверхностные трещины размерами в десят-
ки и сотни микрометров можно достаточно легко
визуализировать с помощью оптического микро-
скопа. Предлагаемый лазерный оптико-акусти-
ческий метод основан на анализе спектральной
мощности ультразвуковых сигналов, рассеянных



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

ВЛИЯНИЕ ТРЕЩИНОВАТОСТИ ПОЛЕВЫХ ШПАТОВ 681

назад на локальных микротрещинах, распреде-
ленных по всей толщине образца в зоне прозву-
чивания. Ранее [26] подобные ультразвуковые
сигналы, рассеянные назад на структурных неод-
нородностях композиционных материалов, были
названы “структурным шумом”. Лазерный опти-
ко-акустический метод измерения временных
или спектральных характеристик структурного
шума позволяет преодолеть существенное огра-
ничение при измерениях скоростей распростра-
нения ультразвуковых волн, а именно, требова-
ние плоскопараллельности входной и выходной
граней исследуемого образца. Целью настоящей
работы является выявление корреляции между
спектральной мощностью структурного шума и
локальной концентрацией микротрещин в иссле-
дуемых образцах минералов. Такая корреляция
может служить основой для ультразвуковых си-
стем on-line мониторинга возникновения и раз-
вития микротрещин в структуре минералов и гор-
ных пород под действием различных внешних на-
грузок.

ИССЛЕДОВАННЫЕ ОБРАЗЦЫ МИНЕРАЛОВ

В качестве исследуемых минералов были взя-
ты три образца ортоклаза (калийный полевой
шпат K[AlSi3O8]) и один образец плагиоклаза
(член изоморфного ряда NaAlSi3O8 (30−50%) —
CaAl2Si2O8 (50−70%)) [27]. Образцы отполирова-
ны с двух сторон так, чтобы полированные грани
были плоскопараллельны. Фотографии исследуе-
мых образцов представлены на рис. 1, здесь же
указаны их толщины H. Точность измерения всех
толщин составляла 10 мкм. Полевые шпаты ха-
рактеризуются слоистым строением из тонких
пластинчатых кристаллов и наличием локализо-
ванных очагов скоплений трещин с характерны-
ми размерами от десятков до сотен микрометров.
В исследуемых образцах миллиметровой толщи-
ны места скоплений микротрещин в объеме об-
разцов могут быть качественно определены при
их просвечивании видимым светом. В каждом об-
разце с помощью оптического микроскопа были
предварительно определены места выхода микро-
трещин на поверхность (рис. 1). Таким образом,
были визуально определены возможные участки
локализации микротрещин в объеме образцов.
Номера этих участков указаны цифрами на каж-
дом образце и оптических изображениях на рис. 1.
Затем были проведены исследования внутренней
структуры этих участков с помощью лазерного
оптико-акустического метода, описанного ниже.

Следует отметить, что микротрещины во всех
образцах были закрытыми, что позволило отпо-
лировать образцы без нарушения их целостности.
Такой характер микротрещин обеспечивает нуле-
вую проницаемость образцов для воды, использу-

емой в ультразвуковых экспериментах в качестве
иммерсионной жидкости (см. ниже).

ЛАЗЕРНЫЙ ОПТИКО-АКУСТИЧЕСКИЙ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ И МЕТОДИКА 

ОБРАБОТКИ УЛЬТРАЗВУКОВЫХ 
СИГНАЛОВ

Для возможности обнаружения локальных
очагов скопления микротрещин и оценки их кон-
центрации в образцах минералов, в которых не-
возможно напрямую возбудить ультразвуковые
сигналы лазерным излучением из-за его слабого
поглощения, использовался лазерно-ультразву-
ковой преобразователь, подробно описанный в
[28] (рис. 2). В преобразователе совмещены ла-
зерное возбуждение широкополосных ультразву-
ковых импульсов в специальном оптико-акусти-
ческом (ОА) источнике (пленка из черного поли-
этилена толщиной 50 мкм) и пьезоэлектрическая
регистрация зондирующих ультразвуковых им-
пульсов и импульсов, рассеянных в образце. Этот
преобразователь позволяет проводить исследова-
ния при одностороннем доступе к образцу, имею-
щему только одну плоскую поверхность, и не тре-
бует регистрации эхо-сигналов. При поглощении
лазерного излучения в приповерхностном слое
полиэтилена толщиной порядка обратной вели-
чины коэффициента поглощения (≈ 800 см–1) на
рабочей длине волны (1064 нм), происходит не-
однородный нагрев этого слоя и его последующее
тепловое расширение. Это приводит к возникно-
вению двух одинаковых импульсов продольных
ультразвуковых волн, распространяющихся в
противоположных направлениях. Амплитуда и
временной профиль этих импульсов определяют-
ся коэффициентом поглощения света в черном
полиэтилене, его теплофизическими свойствами,
временным профилем интенсивности поглощен-
ного лазерного импульса и соотношением аку-
стических импедансов оргстекла (призмы-звуко-
провода) и полиэтилена [20]. Один импульс, обо-
значенный цифрой 0 на рис. 2, распространяется
назад в призму к пьезоприемнику и не использу-
ется в измерениях; другой импульс, обозначен-
ный цифрой 1, распространяется вперед в иммер-
сионный слой дистиллированной воды толщи-
ной 1 мм между полиэтиленом и исследуемым
образцом и далее распространяется в образце
(зондирующий ультразвуковой импульс). При
этом он частично отражается на границе раздела
вода–образец и распространяется назад через во-
ду, полиэтилен и призму, и также регистрируется
пьезоприемником (импульс 2 на рис. 2). Зондиру-
ющий импульс 1, распространяющийся в образ-
це, частично рассеивается в обратном направле-
нии на неоднородностях структуры, например,
трещинах и инородных включениях. Совокуп-
ность таких рассеянных ультразвуковых импуль-
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Рис. 1. Фотографии образцов полевых шпатов и оптические изображения исследованных участков в каждом образце,
цифрами 1–4 обозначены исследуемые участки образцов.
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сов обозначена цифрой 3 на рис. 2 и представляет
собой так называемый структурный шум. Харак-
терный радиус ультразвукового пучка на лицевой
поверхности образца практически совпадает с ра-
диусом поглощенного лазерного пучка и состав-
ляет 2–3 мм. Практически такой же является об-
ласть тестирования в поперечном направлении
(по плоскости образца), что позволяет выявлять
участки с повышенной трещиноватостью в силь-
но неоднородных по структуре геоматериалах.

Для исследования локальной концентрации
микротрещин в прозвучиваемом участке образца
регистрируются временной трек совокупности
импульсов 2 и 3, а также аналогичный трек, заре-
гистрированный от однородной пластины плав-
леного кварца, которая ставится на место иссле-
дуемого образца. Временная форма сигнала от
кварцевой пластины повторяет зондирующий
импульс 1 с учетом изменения амплитуды за счет
отражения на границе раздела вода–кварц (рис. 2).
На рис. 3а показаны примеры временных профи-
лей нормированных ультразвуковых сигналов для
кварцевой пластины и для образцов ортоклаза № 1
(участок 2) и плагиоклаза № 4 (участок 4). В этих
участках образцов визуально наблюдалось суще-
ственное скопление микротрещин (см. рис. 1а, 1г).
При распространении в образце зондирующий
импульс частично рассеивается на микротрещи-
нах, расположенных на разных глубинах в про-

звученном участке образца. Обратнорассеянные

сигналы регистрируются как нерегулярные пики

на “хвосте” опорного импульса (врезка на рис. 3а)

и образуют структурный шум. Для оценки степе-

ни локальной трещиноватости в прозвученном

участке образца используется спектральный ана-

лиз сигнала во временном окне, соответствую-

щем времени пробега зондирующего импульса до

тыльной поверхности образца и обратно к грани-

це раздела образец–вода. Такие спектры сигна-

лов с рис. 3а показаны на рис. 3б.

Амплитудный спектр  ультразвукового

сигнала от образца представляет собой совокуп-

ность спектра зондирующего импульса и нерегу-

лярной (“осциллирующей”) части, определяемой

структурным шумом. Спектр зондирующего им-

пульса  соответствует спектру сигнала от

кварцевой пластины, поскольку мы считаем, что

в кварце структурный шум отсутствует. Инфор-

мация о локальной концентрации микротрещин

в прозвученном участке образца содержится

именно в нерегулярной части спектра, определя-

емой рассеянными назад сигналами. Мы полага-

ем, что увеличение амплитуды этих сигналов и,

соответственно, амплитуды осцилляций в спек-

тре , определяется увеличением концентра-

ции микротрещин в исследуемом участке образ-

ца. Величина

( )S f

0( )S f

( )S f

Рис. 2. Блок-схема экспериментальной установки с лазерно-ультразвуковым преобразователем для исследования ло-
кальной трещиноватости образцов минералов.
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(1)

является интегральной нормированной мощно-
стью нерегулярной части спектра, названной

“мощностью структурного шума”,  = 0.2 МГц

и  = 15 МГц – нижняя и верхняя границы ра-
бочего частотного диапазоне лазерно-ультразву-
кового преобразователя. Величина W содержит
вклады от всех сигналов, рассеянных на разно-
размерных микротрещинах, локализованных в
прозвученном участке образца, без разделения
вкладов от микротрещин конкретного размера.

Основной проблемой применения данного
метода для оценки концентрации микротрещин
является возможное проникновение иммерсион-
ной жидкости (воды) в открытые трещины, выхо-
дящие на поверхность образца, и частичное их за-
полнение. Известно, что интенсивность рассея-
ния ультразвуковых волн на микротрещинах
существенно зависит от их заполнения жидко-
стью, поскольку амплитуда рассеяния прямо про-
порциональна контрасту упругих модулей твер-
дой фазы образца и включения (в данном случае
частично заполненной трещины) [29]. Посколь-
ку, как указывалось выше, проницаемость иссле-
дуемых образцов полевых шпатов была нулевой,
вода не попадала в микротрещины и, соответ-
ственно, не влияла на интенсивность рассеяния
ультразвука.

Для подтверждения того, что именно микро-
трещины влияют на эффективность обратного
рассеяния ультразвуковых сигналов (или мощ-
ность структурного шума) в различных участках
исследуемых образцов, в этих же участках были

[ ]−
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проведены измерения коэффициента затухания
продольных ультразвуковых волн. Для этой цели
использовался метод широкополосной акустиче-
ской спектроскопии с лазерным источником уль-
тразвука – оптическим светофильтром СЗС-22,
детально описанным в [24] (коэффициент затуха-
ния рассчитывался по формуле (2) из [24]). По-
скольку микротрещины являются весьма эффек-
тивными рассеивателями ультразвуковых волн и
для исследуемых минералов характерно практи-
чески полное отсутствие твердых инородных
включений и зерен субмиллиметровых размеров с
шероховатыми нерегулярными границами, уве-
личение коэффициента затухания ультразвука в
диапазоне частот источника СЗС-22 объяснялось
повышенной концентрацией микротрещин в ис-
следуемом участке образца. Затем была проана-
лизирована корреляция между величиной коэф-
фициента затухания ультразвука и мощностью
структурного шума в рабочем спектральном диа-
пазоне лазерно-ультразвукового преобразователя,
используемого в настоящей работе (0.2–15 МГц).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ
РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для расчета мощности структурного шума во
всех образцах минералов в качестве спектра зон-

дирующего импульса  был взят результат
усреднения спектров четырех импульсов от про-
извольно выбранных участков кварцевой пласти-

ны (рис. 4). Разность между  и спектром каждо-
го импульса определяет так называемую мощность

“аппаратного” шума , которая вычислялась по

формуле (1), где в качестве  были взяты спек-

тры каждого импульса. Ненулевая величина 
определяется электрическими шумами и шумами
дискретизации сигнала, а также некоторой неста-
бильностью временной формы лазерного импуль-

0( )S f

0( )S f

0W
( )S f

0W

Рис. 3. Примеры ультразвуковых сигналов для кварцевой пластины и для образцов ортоклаза № 1 (участок 2) и пла-
гиоклаза № 4 (участок 4): (а) – временные профили, (б) – соответствующие спектры.
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са и соответствующего акустического импульса,

возбуждаемого в полиэтилене для каждого участка

кварцевой пластины. Спектры импульсов 

для четырех участков достаточно близки, соот-

( )S f

ветствующие рассчитанные значения мощности

аппаратного шума  указаны на рис. 4.

На рис. 5 в качестве примеров представлены
спектры ультразвуковых импульсов для разных
участков образцов полевых шпатов, здесь же по-

казан спектр зондирующего импульса . Для
ортоклазов № 1 и № 3 (рис. 5а, 5в) представлены
спектры импульсов в обоих исследованных участ-
ках каждого образца; для ортоклаза № 2 и плагио-
клаза № 4 (рис. 5б, 5г) представлены спектры им-
пульсов для участков с минимальной и макси-
мальной мощностью структурного шума W. Эти
значения, рассчитанные по формуле (1) для соот-
ветствующих участков, также приведены на рис. 5.
Результаты показывают, что величина W для всех
образцов минералов на один–два порядка превы-

шает мощность аппаратного шума . Величина
последней, усредненная по четырем реализациям

для кварцевой пластины ( ), может

рассматриваться как погрешность определения W.

Для анализа корреляции между локальной
концентрацией микротрещин в исследуемых об-
разцах и измеренной мощностью структурного

0W

0( )S f

0W

−≈ × 5

0 1.3 10W

Рис. 4. Спектры  ультразвуковых импульсов от
четырех произвольно выбранных участков кварцевой
пластины и усредненный спектр .
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Рис. 5. Примеры спектров ультразвуковых импульсов и соответствующие значения мощности структурного шума W
в различных участках образцов полевых шпатов: (а)–(в) – ортоклазы № 1–3, (г) – плагиоклаз № 4.
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шума мы предположили, что микротрещины и их
скопления размерами от сотен микрометров до
единиц миллиметров (см. рис. 1) достаточно эф-
фективно рассеивают ультразвук в мегагерцовом
рабочем диапазоне используемого лазерно-уль-
тразвукового преобразователя. Для подтвержде-
ния этого предположения были измерены частот-
ные зависимости коэффициента затухания про-

дольных ультразвуковых волн  в каждом из
участков, в которых предварительно были визуа-
лизированы выходы микротрещин на поверх-
ность образца, а затем измерена мощность струк-

турного шума W. Полученные зависимости 
для всех исследованных участков образцов пред-
ставлены на рис. 6; здесь же указаны значения
мощности структурного шума W в каждом участ-
ке. Для образца плагиоклаза № 4 наиболее четко
видно, что локальное скопление микротрещин,
выходящих на поверхность участка 4 (рис. 1г),

приводит к существенному возрастанию  в
этом участке во всем рабочем частотном диапазо-
не (рис. 6г). Для остальных образцов наблюдалась
аналогичная корреляция между визуализирован-
ными локальными скоплениями микротрещин и

величиной . Также видно, что чем выше ко-

α( )f

α( )f

α( )f

α( )f

эффициент затухания ультразвука в исследуемом
участке образца, тем больше значение W в этом
участке. Таким образом, можно считать, что уве-
личение мощности структурного шума обуслов-
лено возрастанием локальной концентрации
микротрещин в исследуемом участке образца.
Следует отметить, что данный лазерно-ультра-
звуковой метод может применяться не только для
оптически прозрачных и полупрозрачных образ-
цов минералов, но и для непрозрачных образцов,
в которых невозможно заранее визуализировать
локальные скопления микротрещин.

Количественное определение локальной кон-
центрации микротрещин в исследуемых образцах
(в процентном соотношении) возможно с ис-
пользованием рентгеновской компьютерной то-
мографии. Для этого необходимо знать плотность
твердой фазы каждого образца, что весьма затруд-
нительно для геоматериалов переменного мине-
рального состава. Кроме того, как указывалось во
Введении, метод рентгеновской томографии тре-
бует существенного времени для обработки изоб-
ражений, имеет ограничения на размер образцов
для получения максимального пространственно-
го разрешения, и неприменим для натурных из-

Рис. 6. Частотные зависимости коэффициента затухания продольных ультразвуковых волн и соответствующие значе-
ния мощности структурного шума W во всех исследованных участках образцов полевых шпатов: (а)–(в) – ортоклазы
№ 1–3, (г) – плагиоклаз № 4.
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мерений. С другой стороны, разработанный ла-
зерно-ультразвуковой метод позволяет получать
информацию о структуре образцов минералов
практически в реальном времени за счет высокой
частоты повторения лазерных импульсов и высо-
кого отношения сигнал–шум, достаточного для
усреднения небольшого числа реализаций сигна-
лов. Этот метод может быть достаточно легко
адаптирован для систем диагностики возникно-
вения и развития трещин в структуре минералов в
процессе их нагружения, а также для проведения
исследований структуры образцов горных пород
в полевых условиях. Для получения количествен-
ной информации о концентрации микротрещин
в исследуемых образцах минералов или геомате-
риалов по значениям мощности структурного
шума необходима предварительная калибровка
лазерно-ультразвукового метода по данным рент-
геновской компьютерной томографии, т.е. полу-
чение зависимости величины W от процентного
содержания микротрещин в каждом конкретном
минерале или геоматериале.

Предложенный лазерный оптико-акустиче-
ский метод, по существу, аналогичен методикам
количественной оценки локальной сейсмоактив-
ности, основанной на анализе характеристик аку-
стических сигналов (ревербераций), возникающих
после сейсмических толчков и затем однократно
или многократно рассеянных на структурных не-
однородностях горных пород (см., например, [30–
32]). Поэтому данный метод может быть полезен
для экспериментальной верификации количе-
ственных моделей сейсмических источников на
основе результатов исследования как исходной
трещиноватости образцов горных пород, так и
процесса эволюции микроповрежденности под
действием динамических нагрузок и возникнове-
ния очагов макроразрушений.

В качестве еще одного практического приме-
нения предложенного метода можно указать ис-
следования особенностей рассеяния широкопо-
лосных акустических сигналов в гранулирован-
ных и неоднородных средах с дискретными
включениями различных размеров (см., напри-
мер, [33, 34]). Анализ временных и спектральных
характеристик акустических сигналов, обратно
рассеянных на зернах и включениях, позволяет
количественно оценить размеры областей измене-
ния конфигурации упаковки зерен под действием
динамических нагрузок различной природы [33], а
также выявить корреляцию во взаимном располо-
жении разноразмерных неоднородностей и полу-
чить статистические данные об их распределении
по размерам [34].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведены экспериментальные ис-
следования влияния локальной микротрещино-

ватости лабораторных образцов полевых шпатов
на спектральную мощность обратнорассеянных
широкополосных импульсов продольных ультра-
звуковых волн (так называемую мощность струк-
турного шума). Предложенная методика позволя-
ет проводить исследования при одностороннем
доступе к объекту контроля без измерения его
толщины и регистрации донных ультразвуковых
эхо-сигналов. Исследованы три образца ортокла-
за и один образец плагиоклаза с локальными
скоплениями микротрещин, которые были выяв-
лены по данным оптической микроскопии по-
верхности образцов. В участках образцов с визу-
ально наблюдаемыми скоплениями микротре-
щин обнаружено возрастание коэффициента
затухания продольных ультразвуковых волн в
спектральном диапазоне 1−15 МГц по сравнению
с неповрежденными участками. Такое возраста-
ние объяснялось повышенной концентрацией
микротрещин размерами в десятки и сотни микро-
метров, являющихся эффективными рассеивате-
лями акустических волн в мегагерцовом диапазоне
частот. В участках с повышенным затуханием про-
дольных ультразвуковых волн также наблюдалось
возрастание мощности структурного шума. Об-
ласть тестирования в поперечном направлении
(по плоскости образца) составляет 2–3 мм, что
дает возможность выявлять участки с повышен-
ной трещиноватостью в сильно неоднородных по
структуре геоматериалах. Обнаруженная прямая
корреляция между возрастанием уровня мощно-
сти структурного шума и увеличением локальной
микротрещиноватости может служить основой
для разработки методик неразрушающей оптико-
акустической диагностики возникновения и эво-
люции микротрещин в структуре геоматериалов
под действием различных внешних нагрузок. Та-
кая диагностика необходима, в частности, для ло-
кализации очагов микро- и макроразрушений в
горных породах в окрестности потенциально
опасных объектов промышленной инфраструк-
туры.
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ВВЕДЕНИЕ
Проблема локализации источника в подвод-

ном звуковом канале является одним из важных
аспектов общей теории обнаружения и оценива-
ния параметров сигналов на фоне помех с ис-
пользованием адаптивных антенных решеток
(АР). Однако ее решение, основанное на методе
согласованного поля, сталкивается с трудностя-
ми принципиального характера [1, 2]. Причина
этого состоит в том, что используемый подход
чрезвычайно чувствителен к знанию параметров
морской среды, поэтому существующее всегда
несоответствие (рассогласование) между приня-
тым звуковым полем и его расчетной моделью
может привести к некорректному решению об-
ратной задачи в натурных условиях.

В ряде случаев, когда профиль скорости звука
и рельеф дна существенным образом изменяются
вдоль трассы распространения, происходит взаи-
модействие нормальных волн, приводящее к свя-
зи между их амплитудами. В условиях неполноты
информации о пространственной изменчивости
акустических характеристик канала соответству-
ющая матрица связи априори неизвестна, что
значительно усложняет решение обратной зада-

чи. Имеющиеся в литературе методы локализа-
ции источника в переменном по трассе волноводе
опираются исключительно на адиабатическое
приближение, не учитывающее такого рода взаи-
модействия. В этой связи особый интерес пред-
ставляет построение адаптивных методов оцени-
вания, позволяющих минимизировать эффекты
рассогласования между принятой и ожидаемой
репликой сигнала и не требующих знания матри-
цы связи амплитуд мод.

В настоящей работе построен адаптивный ал-
горитм пониженного ранга RARE (“rank reduc-
tion”), позволяющий оценить искомые коорди-
наты источников без знания истинных парамет-
ров неоднородного акустического волновода.
Проводимое рассмотрение рассчитано на наихуд-
ший сценарий приема и предполагает ограничен-
ность по норме вектора рассогласования между
принятым звуковым полем и его расчетной моде-
лью, при этом процедура адаптации заключается
в нахождении робастного вектора отклика АР,
обеспечивающего максимум выходной мощно-
сти процессора и удовлетворяющего наложен-
ным на него ограничениям (см. [3] и цитируемую
там литературу). Представлены результаты срав-

УДК 681.7:534.91
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нительного анализа эффективности предложен-
ного способа оценивания с обычным методом
MUSIC, не учитывающим эффекты взаимодей-
ствия мод.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.
ИСХОДНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Пусть в точках с координатами 
 волноводного канала находятся 

источников звука, излучающих частично–коге-
рентные узкополосные сигналы с одинаковой не-
сущей частотой  (Верхний индекс  обозначает
операцию транспонирования.) Прием осуществ-
ляется линейной вертикальной АР, состоящей из

 элементов, расположенных на горизонтах
. (Начало координат по дальности выбрано

в месте установки АР.)
В узкополосном приближении результирую-

щее поле на входе АР характеризуется –мер-
ным вектором наблюдения :

(1)

Здесь  – номер выборочного отсчета,
 – вектор откли-

ка АР при приеме сигнала от -го источника с
комплексной огибающей   –
функции Грина, связывающие координаты соот-
ветствующего источника с координатами прием-
ных элементов,  – вектор аддитивного белого
шума, а  – объем входной выборки. Задача со-
стоит в построении адаптивного алгоритма обра-
ботки, позволяющего по принятой выборке 
оценить искомые координаты источников без
знания пространственной изменчивости акусти-
ческого волновода.

При дальнейшем анализе будем считать, что
число источников известно, а случайные векторы

 и  взаимно не коррелированы и характеризу-
ются следующими ковариационными матрицами

где  – матрица, описывающая взаимные
корреляции излученных сигналов,  – неизвест-
ный уровень шума,  – единичная матрица раз-
мерности   – символ Кронекера, а  и

 означают операции эрмитового сопряжения и
статистического усреднения, соответственно.

Ниже при нахождении ожидаемой реплики
сигнала мы воспользуемся волновым подходом, в
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рамках которого функция Грина  может
быть представлена в виде суперпозиции конечно-
го числа  распространяющихся локальных нор-
мальных мод. В адиабатическом приближении
для  имеем [4]:

(2)

Здесь  и  – собственные функции
-ой моды в месте расположения -го приемного

элемента и -го источника излучения, а  –
соответствующее горизонтальное волновое число
в сечении  В указанном приближении
вектор отклика АР записывается в виде:

 где  – матрица модовой структуры
размерности  с элементами 
а  – модовый вектор с компонентами

 определяемыми формулой (2).
Взаимодействие нормальных волн в перемен-

ном по трассе канале приводит к связи между их
амплитудами, которую можно учесть путем вве-
дения матрицы связи  размерности  В
результате для  следует

(3)

В общем случае матрица , фигурирующая в

определении (3), содержит  элементов и не
имеет определенной структуры. Однако, учиты-
вая, что в неоднородном по трассе волноводе взаи-
модействие в основном происходит между модами
близких номеров (а следовательно, элементы мат-
рицы связи, удаленные от главной диагонали,
вносят пренебрежимо малый вклад в ее формиро-
вание),  можно аппроксимировать ленточной

матрицей, содержащей лишь  ненулевых
элементов. Последние удобно рассматривать как
компоненты вектора

(4)
В условиях неполной информации о простран-
ственной изменчивости канала элементы этого
вектора априори неизвестны и должны опреде-
ляться совместно с искомыми координатами ис-
точников.

В рамках рассматриваемой аппроксимации
матрицы связи справедливо непосредственно
проверяемое соотношение [5–7]:
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Простое доказательство формулы (5) основано на
возможности представления матрицы  в виде

В результате

С учетом (4) и (5) исходный вектор наблюде-
ния (1) может быть переписан следующим образом

(6)

Здесь  

 – передаточная матрица канала,

зависящая от искомого вектора  раз-
мерности  определяющего пространственные

положения источников,  –
вектор комплексных огибающих излученных сиг-
налов.

Для статистически независимых сигналов и
помех ковариационная матрица вектора (6) дает-
ся соотношением:

(7)

В реальных ситуациях истинная матрица  неиз-
вестна, поэтому на практике вместо нее исполь-
зуется оценочная матрица  размерности 
равная

Одним из наиболее распространенных спосо-
бов локализации является алгоритм MUSIC [8].
Эта процедура основана на использовании ин-
формации, содержащейся в системе собственных
векторов  выборочной матрицы 

где  – положительные собственные чис-
ла, пронумерованные в порядке убывания, т.е.

. Первые  старших собственных
векторов формируют сигнальное подпростран-
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векторов – шумовое 

Для рассматриваемого способа обработки ис-
комые координаты источника и неизвестные эле-
менты матрицы связи могут быть найдены из
условия ортогональности ожидаемого вектора от-
клика (3) к векторам шумового подпространства

(8)

и процедура оценивания сводится к поиску  ми-
нимумов целевой функции в (8) в трехмерной об-
ласти параметров. Последнее требует больших
вычислительных затрат.

Принимая во внимание представление (5), пе-
реформулируем исходный критерий (8) следую-
щим образом

(9)

где  а 

 Отметим, что поскольку
 то при выполнении

условия   будет матрицей полного
ранга, если  и следовательно, в рамках
данного способа локализации число оценивае-
мых элементов матрицы связи не должно превы-
шать 

Входящий в (9) неизвестный вектор  может
быть найден лишь с точностью до произвольного
комплексного множителя, поэтому для одно-
значного определения  можно наложить на него
дополнительное ограничение  (исключаю-
щее тривиальное решение ). В этом случае
минимум квадратичной формы  реализу-
ется при условии совпадения  с собственным
вектором, отвечающим наименьшему собствен-
ному значению  матрицы  В ре-
зультате пространственные положения источни-
ков могут быть найдены из следующего критерия:

(10)

Метод оценивания (10) аналогичен алгоритму
пониженного ранга RARE [9, 10], используемому
в технике частично калиброванных АР, содержа-
щих  подрешеток. При этом роль векторов, ха-
рактеризующих амплитудно-фазовую калибров-
ку этих подрешеток, играют векторы, определяе-
мые соотношением (4). Важно подчеркнуть, что
применение (10) позволяет решить обратную за-
дачу без использования трудоемкой процедуры
одновременного поиска как искомых координат,
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так и неизвестных элементов соответствующей
матрицы связи.

При практической реализации данного спосо-
ба локализации в качестве матрицы  (вслед-
ствие неполной информации о канале распро-
странения) используется некоторая оценочная
матрица  рассчитываемая для номинальных
акустических характеристик волновода. Однако в
изменчивых и всегда не полностью известных
условиях морской среды существующее рассогла-
сование между  и  приводит к значитель-
ному ухудшению работоспособности приведенно-
го метода. Ниже мы построим робастную версию
алгоритма, позволяющую повысить устойчивость
процедуры оценивания и частично скомпенсиро-
вать эффект подобного несоответствия.

ПОСТРОЕНИЕ АДАПТИВНОЙ ВЕРСИИ 
АЛГОРИТМА ПОНИЖЕННОГО РАНГА

При построении адаптивной процедуры RA-
RE, основанной на наихудшем сценарии приема,
будем предполагать, что истинная матрица 
отличается от  некоторой ошибкой, норма
Фробениуса которой ограничена заданной вели-
чиной: , где  – положительный
параметр регуляризации. Адаптация к условиям
рассогласования состоит в нахождении робаст-
ной матрицы  удовлетворяющей указанно-
му ограничению и обеспечивающей минимум це-
левой функции  для всех воз-
можных значений нормированных векторов 

(11)

Для исключения в (11) тривиального решения
 необходимо наложить дополнительное

условие на допустимую норму ожидаемой матри-
цы : .

Для нахождения искомой матрицы  составим
функцию Лагранжа

с неопределенным вещественным множителем,
удовлетворяющим условию  (Здесь аргу-
мент  опущен для краткости записи.) Диффе-
ренцируя  по  (при фиксированном ) и при-
равнивая результат к нулю, получим

(12)

Умножая (12) справа на матрицу  и учитывая,
что (в силу )  имеем
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Поскольку это равенство должно выполняться
для всех рассматриваемых векторов, то приведен-
ное уравнение будет заведомо удовлетворено, если

(13)

При написании (13) использовано соотношение

являющееся следствием известной формулы об-
ращения матриц

в которой  ,  (и при этом

).
Множитель Лагранжа  находится из условия,

вытекающего из ограничения на норму матрицы
рассогласования:

откуда

В свою очередь, из неравенства  следует, что
в процессе локализации параметр регуляризации
 не должен превышать определенной величины

Таким образом, знание множителя  при
 позволяет на основании (13) найти оп-

тимальную матрицу , рассчитать адаптив-
ную матрицу

где  а 

 и в итоге оценить искомые ко-
ординаты источников путем поиска  максимумов
выходной мощности адаптивного процессора

(14)

Отметим, что при   и предложен-
ный способ оценивания переходит в неадаптив-
ную версию алгоритма.

РЕЗУЛЬТАТЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Приведем результаты статистического моде-
лирования, иллюстрирующие работоспособность
предложенного способа оценивания (14), и срав-
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ним его эффективность с традиционным алго-
ритмом MUSIC, не учитывющим эффекты взаи-
модействия мод.

Для определенности рассмотрим мелковод-
ный канал с характерной летней гидрологией
(изображенной на рис. 1), в котором звуковое по-
ле создается двумя некоррелированными источ-
никами, расположенными на глубинах 45 и 75 м,
и излучающими узкополосные сигналы с несу-
щей частотой 250 Гц.

В рамках численного эксперимента глубина
моря в месте постановки приемной АР бралась
равной  м, дно моделировалось жидким
поглощающим полупространством с плотностью

 г/см3, скоростью звука  м/с и ко-
эффициентом поглощения в грунте  дБ/ , а
при расчете ожидаемого модового вектора и
матрицы модовой структуры в качестве гео-
акустических параметров использовались зна-
чения  м,  г/см3,  м/с и

 дБ/ . Полное число мод для рассматри-
ваемых акустических характеристик канала и
несущей частоты составляло 20. Подчеркнем,
что для рассматриваемой постановки задачи за-
данными считались лишь номинальные парамет-
ры волновода в месте установки АР, при этом
предполагалось, что акустические характеристи-
ки канала изменялись вдоль трассы распростра-
нения неизвестным образом.

При вычислениях в качестве  использова-
лись тридиагональные матрицы вида

при этом для каждого из элементов  и  бра-
лась одна из реализаций, генерируемых случай-
ным образом в соответствии с формулами:

 где  и  – равномерно распреде-
ленные случайные числа из интервала .

Предполагалось, что прием осуществлялся ли-
нейной вертикальной антенной (с центром на
глубине 60 м), состоящей из 32 элементов, распо-
ложенных через 3 м. Дистанция между источни-
ками и антенной составляла соответственно 15 и
10 км. В процессе моделирования вектора на-
блюдения методом Монте-Карло комплексные
огибающие излученных сигналов и компоненты
шума рассматривались как статистически неза-
висимые гауссовские случайные процессы, при
этом сигнальная матрица задавалась в виде

 где  и  – уровни излучения.
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Входные отношения сигнал/шум, определяемые
соотношениями

считались одинаковыми, т.е. 
Поиск источника по дальности осуществлялся в
диапазоне 1–20 км с шагом 50 м, а по глубине – в
интервале 1–120 м с шагом 0.5 м.

На рис. 2 показана зависимость среднеквадра-
тических ошибок (СКО) оценивания положения
источников по дальности и глубине от входного
отношения сигнал/шум Соответствующие
ошибки рассчитывались по формулам

в которых  и  – оценки координат -го ис-
точника для -ой реализации вектора наблюде-
ния,  а общее число независимых реализа-
ций  бралось равным  Выборочная ковари-
ационная матрица формировалась по 
временным отсчетам.
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Рис. 1. Профиль скорости звука, используемый при
моделировании.
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Кривые 1 на рис. 2 отвечают стандартному ме-
тоду MUSIC, не учитывающему связи между мо-
дами, а кривые 2 соответствуют предложенному
методу (14) (при ). Пунктирной линией
изображена нижняя граница Крамера–Рао (вы-
ражение для которой приведено в Приложении),
показывающая потенциально достижимую точ-
ность оценки соответствующих координат. Для
рассматриваемого численного эксперимента, как
следует из рис. 2, применение адаптивного алго-

=ε 0.2

ритма (14) позволяет частично компенсировать
эффекты взаимодействия мод и тем самым зна-
чительно повысить точность оценивания коор-
динат по сравнению с обычным алгоритмом
MUSIC. Последний не в состоянии приблизить-
ся к нижней границе Крамера–Рао даже при
больших значениях 

Одной из важных характеристик алгоритма яв-
ляется достигаемая с его помощью вероятность
правильной локализации, определяемая как доля

SNR .

Рис. 2. Среднеквадратичные ошибки оценивания координат источника (а) – по дальности и (б) – по глубине в зави-
симости от входного  для рассматриваемых методов обработки.

0

2

1

3

4

5

6

7 (а)

1

2

0 5–15 –10–20 –5
SNR, дБ SNR, дБ

С
К

О
(r

 ),
 к

м
~

С
К

О
(z

 ),
 м

  
~

0

10

20

30

40
(б)

1

2

0 5–15 –10–20 –5

SNR

Рис. 3. Вероятность правильной локализации источника в зависимости от (а) – входного  и (б) – объема выборки
 для рассматриваемых методов обработки.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 (а)

1

2

0 5–15 –10–20 –5
SNR, дБ

P
C

L

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
(б)

1

2

16040 800 120
L

P
C

L

SNR
L



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

ЛОКАЛИЗАЦИЯ ИСТОЧНИКА В ПЕРЕМЕННОМ ПО ТРАССЕ 695

реализаций, для которых ошибки в совместном
определении положений источников по дистан-
ции и глубине не превосходят заданных значений

 и  В качестве оценки соответствующей ве-
роятности бралась величина

Для используемых методов оценивания на
рис. 3a представлены результаты расчета указан-
ной вероятности в зависимости от  при этом
число временных отсчетов  бралось равным 120.
На рис. 3б показана зависимость  от числа выбо-
рок , по которым оценивается ковариационная
матрица входного процесса, при  дБ. При
вычислениях значения  и  принимались со-
ответственно равными 400 и 2 м. Видно, что соот-
ветствующая вероятность весьма чувствительна к
выбору алгоритма. В частности, наихудшую эф-
фективность демонстрирует традиционный ме-
тод MUSIC, рассчитанный на прием звукового
поля, сформированного невзаимодействующими
модами, который не в состоянии обеспечить га-
рантированной локализации источников для всех
рассматриваемых значений  и 

Таким образом, результаты статистического
моделирования свидетельствуют, что для кор-
ректного решения обратной задачи в неоднород-
ном по трассе волноводе (в котором происходит
взаимодействие нормальных волн) необходимо
применять адаптивные процедуры, позволяющие
локализовать источник без знания соответствую-
щих элементов матрицы связи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе построен адаптивный ал-
горитм пониженного ранга, позволяющий лока-
лизовать акустические источники с помощью
вертикальной АР, работающей в условиях непол-
ной информации о пространственной изменчи-
вости волноводного канала. Проводимое рас-
смотрение основано на наихудшем сценарии
приема, учитывающем эффекты рассогласования
между ожидаемой репликой сигнала и ее расчет-
ной моделью. Сформулированный критерий ло-
кализации не требует знания матрицы связи ам-
плитуд мод и, следовательно, позволяет опреде-
лить пространственные положения источников
путем одномерного поиска максимумов выход-
ной мощности адаптивного процессора.
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Представлены результаты статистического мо-
делирования предложенного метода, демонстри-
рующие его работоспособность в характерных
летних гидрологических условиях. Установлено,
что реализованный способ оценивания дает зна-
чительное преимущество как в точности измере-
ния координат, так и в достигаемой с его помо-
щью вероятности правильной локализации по
сравнению с традиционным методом MUSIC, не
учитывающим эффекты взаимодействия мод.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант № 20-19-00383).

ПРИЛОЖЕНИЕ

ГРАНИЦА КРАМЕРА–РАО
Для рассматриваемой постановки задачи вы-

борочный вектор наблюдения  является ком-
плексным гауссовым вектором с нулевым сред-
ним значением и ковариационной матрицей 
определяемой формулой (7). Передаточная мат-
рица канала , фигурирующая в этом выраже-
нии, помимо искомого параметра 
зависит от совокупности векторов , состав-
ленных из элементов соответствующих матриц
связи. В свою очередь, как отмечалось выше, лю-
бой из векторов  может быть найден лишь с точ-
ностью до произвольного комплексного множи-
теля. Следовательно, без ограничения общности
один из элементов каждого вектора  (например,
первый) можно считать фиксированным.

Обозначим через  вектор, содержащий 
неизвестных вещественных параметров переда-
точной матрицы

где  а  и

 – векторы размерности
 вида:

Ковариационная матрица ошибки измерения
вектора  удовлетворяет неравенству

где  – нижняя граница Крамера–Рао,
определяющая потенциально достижимую точ-
ность оценки этого вектора. При приеме случай-
ного сигнала, регистрируемого на фоне белого
шума, соответствующая граница не зависит от
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точности измерения уровня шума и элементов
сигнальной матрицы  и дается известным выра-
жением [10,12]:

(П2)

где  а  

 Вычисляя производные, входящие в (П2), и
вводя обозначения

 где  а 
представляет собой -ый столбец единичной мат-
рицы размерности  для  получим

(П3)

Здесь 

 где

а символ  означает произведение Адамара (или по-
элементное умножение матриц ).

Ниже нас будет интересовать предел точности
измерения пространственных положений источ-
ников. Соответствующая матрица ошибок раз-
мерности  находится путем обращения ле-
вого верхнего блока в (П3):

(П4)

При получении (П4) использован результат рабо-
ты [11], в соответствии с которым
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