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Уравнение Кана–Хилларда адаптировано к процессу спинодального распада упруго деформиро-
ванных тройных и четверных твердых растворов на основе соединений А3В5 и A2B6. Полученная си-
стема дифференциальных уравнений применена для описания эффекта модуляции состава, обна-
руженного при синтезе гетероструктур на основе твердых растворов А3В5 и A2B6. Определены диа-
пазоны термодинамических параметров процесса синтеза гетероструктур, в которых проявляется
энергорезонансный модуляционный эффект.

DOI: 10.31857/S0367676522110163

ВВЕДЕНИЕ

Снижение температуры синтеза приводит
многокомпонентную систему в состояние термо-
динамической нестабильности, с последующей
релаксацией, приводящей к формированию пе-
риодической по составу структуры. Такое колеба-
тельное изменение состава под названием “эф-
фект модуляции” [1–4] обнаружено эксперимен-
тально в тройных и четверных твердых растворах
A3B5 и A2B6. Этот эффект модуляции состава, мо-
жет приводить к формированию сверхрешетки с
уникальными электрическими и оптическими
свойствами [5]. Управляемый синтез релаксаци-
онных систем с модулированным составом и про-
гнозируемыми свойствами возможен лишь при
полном понимании физико-химической сущно-
сти процессов их формирования. Для решения
указанной задачи нами основополагающие урав-
нения Кана и Хилларда были адаптированы и
применены для описания спинодального распада
тройных твердых растворов А3В5 и А2В6, осажден-
ных как на ориентированную [6, 8, 9], так и на
аморфную подложки [7], а также четверных си-
стем А3В5 изопериодных бинарной подложке
[10, 11].

ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛИ ПРОСТЫХ 
РАСТВОРОВ К ОПИСАНИЮ РАСПАДА 

ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ 
ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ

Применение закона сохранения вещества в
процессе спинодального распада и принципов
вариационного исчисления позволили получить
дифференциальное уравнение для описания из-
менения состава распадающейся фазы. Конечное
распределения состава твердого раствора после
его распада вытекает из стационарного решения
уравнения [12, 13]. Для этого решения в осново-
полагающих выражениях достаточно положить

 Тогда, после тривиальных преобразова-

ний получим:

где M – кинетический коэффициент переноса
энергии;  – изменение сво-
бодной энергии Гиббса системы из-за появле-
ния вариаций текущего состава c твердого рас-
твора;  – усредненный состав матрицы твердого

∂ =
∂

0.c
t

∂Δ ⋅ ∇ − β∇ =
 ∂ 

∂Δ − β∇ =
 ∂ 
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или const,

GM c
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c

( ) ( )Δ = −0G G c G c

c

УДК 541.121:54-165

EDN: ZHWBAB



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ОСОБЕННОСТИ МОДУЛЯЦИИ СОСТАВА ПРИ СПИНОДАЛЬНОМ РАСПАДЕ 1527

раствора;  – оператор набла, примененный к
функции распределения состава по слою матери-
ала; β – коэффициент разложения в степенной
ряд свободной энергии Гиббса в неоднородном
по составу твердом растворе [12, 13].

Если учесть очевидное соотношение

 то последнее выражение полностью

совпадает с уравнением для описания состава
твердого раствора после спинодального распада,
которое используется в [14]. Следует отметить,
что константа, появившаяся после интегрирова-
ния уравнения Кана–Хилларда для стационарно-
го состояния, в [14] интерпретируется как хими-
ческий потенциал твердой фазы. Поэтому по-
следнюю форму дифференциального уравнения
для одномерного случая можно переписать в сле-
дующем виде:

(1)

Это уравнение идентично уравнению из
[12, 13]. В рамках линейной термодинамики пред-
ставленные уравнения эквивалентны. Однако
форма с использованием производной второго
порядка, оказывается предпочтительней по срав-
нению с исходной в связи с меньшим порядком
дифференциального уравнения (1).

Применение уравнения Кана–Хилларда (1) к
описанию распределения состава в полупровод-
никовых твердых растворах замещения предпо-
лагает знание аналитического выражения для
свободной энергии твердой фазы. Моделирова-
ние энергетического состояния ненапряженных
твердых растворов на основе соединений А3В5и
А2В6 осуществляли в рамках теорию простых рас-
творов, которая успешно использована для опи-
сания фазовых р–Т–х диаграмм в указанных си-
стемах [15, 16].

Представим процесс спинодального распада
четверного твердого раствора как процесс, про-
исходящий в двух энергетически слабосвязанных
подсистемах, сформированных металлической и
металлоидной подрешетками структуры сфале-
рита. Согласно [15, 16] и уравнению (1) вариации
состава твердого раствора в каждой подрешетке
можно связать с изменением свободной энергии
всей твердой фазы. Тогда окончательное (стацио-
нарное) распределение состава в каждой из под-
решеток должно подчиняться системе дифферен-
циальных уравнений, которые по своей форме
соответствуют модели Кана–Хилларда:

∇

∂Δ ∂=
∂ ∂

0 ,G G
c c

β = − μ
2

2 .d c dG
dcdz

( )

( )

∂ − − =
∂

∂ − − μ =
∂

2

1 12

2

2 22

,
β μ 0,

,
β 0,

G x y dx
x dz

G x y dy
y dz

где G(x, y) – свободная энергия Гиббса четырех-
компонентной твердой фазы в зависимости от ее
текущего состава x, y; β1, β2, – соответствующие
коэффициенты разложения в степенной ряд сво-
бодной энергии Гиббса в неоднородном по соста-
ву твердом растворе; z – координата вдоль вы-
бранного кристаллографического направления в
кристалле твердого раствора.

Константы μ1, μ2, появившиеся после интегри-
рования уравнения Кана–Хилларда для стацио-
нарного состояния, как и ранее в [14], интерпрети-
руются как химические потенциалы в соответству-
ющей подрешетке (подсистеме) твердой фазы,
кристаллизующейся в структуре сфалерита.

Следствием спинодального распада, является
появление в исходной матричной структуре коге-
рентных включений новой фазы, период кри-
сталлической решетки (ПКР) которых отличается
от исходного ПКР. Возникающую в такой ситуации
упругую энергию когерентно сопряженных фаз Gel

необходимо учитывать в общем энергетическом ба-
лансе системы [15].

Совместное рассмотрение указанных энерге-
тических составляющих –энергии смешения и
упругой энергии когерентно сопряженных фаз
[15] – позволяет прийти к следующим стационар-
ным уравнениям для анализа концентрационных
полей после спинодального распада:

(2)

Необходимую информацию о средней кон-
центрации каждого из компонентов в соответ-
ствующей подрешетке четверного твердого рас-
твора получают из решений дифференциальных
уравнений (2) методом численного интегрирова-
ния по выражениям:

(3)

где L – период колебаний состава.
Последние из представленных уравнений вы-

текают из условия сохранения массы при пере-
распределении компонентов после распада пере-
сыщенной твердой фазы.

Выбор начального содержания компонента в
твердом растворе задает концентрационный ин-
тервал, в котором будет осуществляться поиск ре-
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шения краевой задачи. Что касается величин про-

изводных  то, если положить, что величины

искомых производных равны нулю, то это будет
означать, что на границе задается максимально
возможное отклонение состава твердого раствора
от его усредненного значения. Следуя высказан-
ным соображениям, окончательная формулиров-
ка краевой задачи вмещает в себя следующие до-
полнительные условия:

(4)

Таким образом, дифференциальные уравне-
ния (2) с краевыми условиями (4) и условиями со-
хранения вещества (3) формируют краевую зада-
чу, которая характеризует распределение состава
в твердых растворах на основе как А3В5, так и
А2В6, получаемых в термодинамических услови-
ях, близких к границе их спинодального распада.
Для применения представленных уравнений к
описанию процесса распада тройных твердых рас-
творов в выражениях достаточно положить х = 0

=0

,
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(или y = 0) и взять для вычислений только одно
из них.

Распределение компонентов по слою твердого
раствора после его спинодального распада опре-
деляется избыточной энергией смешения в твер-
дой фазе  и упругими константами Сij. Упругие
параметры твердых растворов и ПКР для его те-
кущего состава находили с использованием соот-
ветствующих линейных аппроксимаций. Данные
о термодинамических параметрах систем заим-
ствованы из [15, 16]. Принципиально важным яв-
ляется выбор величин параметров твердофазного
взаимодействия αS между основными компонен-
тами рассматриваемых твердых растворов. Эти
параметры, характеризующие избыточную энер-
гию смешения в твердой фазе, являются опреде-
ляющими не только при описании распределения
состава в уравнениях (2). Их величина тесно свя-
зана с критической температурой спинодального
распада и положением границ абсолютно неста-
бильных и метастабильных областей на диаграм-
ме состав–температура [15, 16]. Положение ука-
занных границ и задает интервалы термодинами-
ческих параметров, где применение настоящего
анализа обосновано и его результаты наиболее ин-
формативны. Высказанным соображениям удовле-
творяют параметры из [15], которые и использова-
лись в расчетах.

ПОИСК ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЙ РАСПАДА

Нелинейность представленных уравнений (2)
связана с использованием в правой части уравне-
ний не только энергий смешения, связанных с
взаимодействием компонентов в различных под-
решетках структуры сфалерита (компоненты, со-
держащие множители ), но достаточно
сложной комбинации линейных выражений, ко-
торые описывают взаимосвязи между составом
материала и его термодинамическими и упруги-
ми свойствами. Решить такую систему уравнений
возможно только с использованием численных
методов.

На рис. 1, представлен типичный вид изо-
термических сечений для твердого раствора
GахIn1 – хРyАs1 – y когерентно сопряженного с
подложкой InP.

Как видно (рис. 1), для рассматриваемых урав-
нений распада четырехкомпонентного материала
существует четыре стационарные точки, в которых
одновременно выполняются условия F1(x, y) =
= F2(x, y) = 0 (для трехкомпонентного твердого
раствора таких точек две). Эти точки на рис. 1 от-
мечены как Сi. Анализ поведения указанных
функций в окрестностях точек С1 и С4 (рис. 1) по-
казал, что знак первой производной от этих

Sαij

S S S
12 34α ,α ,αC

Рис. 1. Изотермы энергетических функций при тем-
пературе 873 К в квадрате составов твердого раствора
GахIn1 – хРyАs1 – y, когерентно сопряженного с под-
ложкой InP(111).  = –2300 Дж/моль,  =
= ‒2340 Дж/моль. Точки Сi соответствуют одновре-
менному нахождению двух взаимосвязанных колеба-
тельных систем в состоянии  1 –
Линия изопериодического замещения с InP; 2 –

 3 – 
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функций по составу твердого раствора оказывает-
ся положительным. В такой ситуации появление
колебаний состава твердого раствора, т.е. усло-
вий возникновения эффекта модуляции состава,
отсутствуют. Поэтому эти состояния системы не
рассматривали.

Иная ситуация складывается, когда система
находится в состояниях близких к точкам С2 и С3.
Для этих состояний величина знака производных
отрицательна. Таким образом, при отклонении
системы от своего равновесного состояния в ней
возникают термодинамические силы, которые
стремятся в исходное состояние ее вернуть. Эти
силы связаны с появлением упругих деформаций,
которые возникают во вновь образующихся
включениях твердой фазы. При рассмотрении
эволюции системы, которая находится в окрест-
ности точки С3, необходимо отметить, что для
этого состояния характерно очень существенное
отклонение состава, а соответственно и ПКР
твердой фазы от ПКР подложки. Величина этого
несоответствия достигает единиц процентов, что
очень много. Надеяться на то, что при таких вели-
чинах несоответствия ПКР в гетероструктуре со-
хранится когерентное сопряжение фаз, нет ника-
ких оснований [15]. Поэтому состояние системы
в точке С3 не может быть реализовано на практи-
ке, и оно должно также быть исключено из рас-
смотрения. Следовательно, состояние системы в
окрестности точки С2 представляет наибольший
интерес и здесь следует искать периодические ре-
шения системы уравнений (2).

Необходимо отметить и следующую важную
особенность взаимного расположения изоэнер-
гетических зависимостей F1(x, y) и F2(x, y) (рис. 1)
со спинодалями и бинодалями распада твердого
раствора GахIn1 – хРyАs1 – y [15]. Положение спино-
далей и бинодалей задается только величиной хи-
мической компоненты избыточной энергии твер-
дой фазы, тогда как процесс спинодального рас-
пада предполагает участие во взаимодействии
упругодеформированных включений новой фа-
зы. В этом отношении положение нулей функций
F1(x, y) и F2(x, y) в большей степени претендуют на
описание положений когерентных спинодалей
системы [15]. Отсюда следует, что интервалы со-
ставов, где должны наблюдаться колебания со-
става твердого раствора, т.е. проявляться эффект
модуляции, расположены именно в областях
между спинодалями и бинодалями материала.
Это предопределяет смещение акцента в даль-
нейших исследованиях на составы твердых рас-
творов, находящихся в метастабильной области,
т.е. между бинодалью и спинодалью твердой фа-
зы при выбранной температуре.

Согласно рассматриваемой модели за появле-
ние колебаний состава в системе ответственна и
так называемая “внешняя упругая энергия”, воз-

никающая при когерентном сопряжении вклю-
чений новой фазы и исходной кристаллической
решетки слоя (массивной подложки). В случае
нарушения когерентного сопряжения твердых
фаз, например, из-за превышения включением
своих критических параметров и формирования в
нем дислокационных сеток, исчезнет причина,
вызывающая колебания. Это означает, что при-
менение выведенных уравнений должно ограни-
читься достаточно малыми амплитудами колеба-
ний в окрестности точки равновесия. В то же вре-
мя из экспериментов по исследованиям эффекта
модуляции состава твердых растворов известно,
что форма колебаний состава существенно отли-
чается от гармонической и достаточно близка к
прямоугольной (образование концентрационных
доменов [13, 14]). Появление таких типов колеба-
ний возможно только в ситуации, когда суще-
ственны нелинейные компоненты в исходных
уравнениях. Это возможно, когда амплитуды ко-
лебаний будут достаточно большими и отчетливо
проявится зависимость упругих и термодинами-
ческих свойств от состава твердой фазы. Такие
условия могут быть реализованы, когда обе коле-
бательные подсистемы будут близки к условию
резонанса между энергией упругой деформации
включений и избыточной энергией смешения
компонентов твердой фазы. Эти соображения
привели к необходимости проведения тщатель-
ного анализа системы уравнений в окрестности
стационарной точки С2.

Окончательный поиск интервалов начальных
параметров системы (xo, μ – для тройной системы
и xo, yo, μ1, μ2 – для четверной), когда в ней будут
наблюдаться колебательный характер решения,
основывался на построении фазового портрета
для дифференциальных уравнений (2), т.е. зави-
симости величины производных dx/dz и dy/dz
(или величин им пропорциональным) от состава
твердого раствора x(z) и y(z). Зависимости произ-
водных от величин самих же функций для систе-
мы уравнений (2) могут быть получены числен-
ным интегрированием правой части представ-
ленных выражений по формулам:

В соответствии с представленными выражени-
ями при выбранных константах β1, β2 и μ1, μ2,
можно получить количественную информацию о
поведении искомых производных. Для дальней-
шего анализа важна лишь форма искомых зави-
симостей, тогда для упрощения расчетов пред-
ставляется целесообразным положить β1 = β2 = 1,
а о ходе зависимости производных судить по гра-
фикам для их безразмерных аналогов.

( ) ( )β = μ β = μ 1 1 1 2 2 2
0 0

, , ;   , , ;
z z

dx dz F x y dx dz F x y
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Из теории линейных уравнений второго по-
рядка известно, что периодическое решение зада-
чи имеет место только в ситуации, когда задавае-
мые исходные параметры системы обеспечивают
получение замкнутой фазовой траектории. Пара-
метром, формирующим набор линий уровня (изо-
энергетические линии), является величина полной
энергии системы  а вход-
ными параметрами для их построения служат ве-
личины μ1, μ2. Расчеты показывают, что в подав-
ляющем количестве случаев, что соответствует
произвольному выбору величин констант инте-
грирования, фазовая траектория оказывается
разомкнутой [7–10].

Тщательный анализ фазового портрета пока-
зывает наличие вокруг точки С2 замкнутых траек-
торий, которые располагаются очень близко к
резкому резонансному максимуму амплитуд ко-
лебаний состава. Фрагмент фазового портрета
для системы дифференциальных уравнений (2),
которые иллюстрируют спинодальный распад в
четверном твердом растворе GaxIn1 – xPyAs1 – y ко-
герентно сопряженном с подложкой InP, с пара-
метрами  обеспечивающими появление коле-
бательных решений, представлена рис. 2. Там же
даны и ее проекции на концентрационную плос-
кость состава металлоидной подрешетки твердо-
го раствора. Такие фазовые траектории можно
наблюдать, если величины энергетических функ-
ций F1(x, y) и F2(x, y) находятся около стационар-
ного состояния С2 по рис. 1, а сама система осу-
ществляет эволюцию в непосредственной близости
от этого стационарного состояния. Для зависимо-
сти производной dx/dz от х и y, которая завершает
формирование общей картины фазового портрета
характерны те же закономерности, что и для пред-
ставленной на рис. 2. Это позволяет не приводить
дополнительные графики и ограничиться анали-
зом данных рис. 2. Получаемые фазовые портре-
ты для четверной системы имеют принципиаль-
ные отличия от фазовых портретов тройных си-
стем [6, 7]. Согласно теории дифференциальных
уравнений для системы уравнений вида (2) харак-
терны так называемые квазипериодичные реше-
ния, для которых период колебаний непостоянен
и является слабо изменяющейся величиной [17].
Отсутствие точного периода в таких взаимосвя-
занных колебательных процессах можно объяс-
нить, используя понятия классической колеба-
тельной системы, где действуют неконсерватив-
ные силы. Действительно, потери энергии в
такой колебательной системе приводят к измене-
нию (увеличению) периода его собственных ко-
лебаний. В случае двух связанных колебательных
подсистем происходит непрерывный обмен энер-
гиями между металлической и металлоидной
подрешетками структуры сфалерита, и появление
непрерывных вариаций периода колебаний со-

= + + μ + μ1 2  ,total el exG G G

μ ,i

ставов неизбежно. В математическом отношении
указанный эффект в первую очередь связывается
с появлением в исходных уравнениях компонент
энергии в виде функции состава каждой из подре-
шеток, т.е. компонент с множителями: 
К этому следует указать на существование зави-
симостей упругих констант и, следовательно,
упругой энергии в каждой подрешетке от состава
другой с ней взаимодействующей. Сложное пере-
текание энергий между подсистемами и нашло
свое отражение в квазипериодичности колебаний
состава твердого раствора. Отсутствие строгого
периода у рассматриваемых колебательных про-
цессов приводит к тому, что фазовый портрет не
является стационарным. Динамика его определя-
ется интегрированием системы уравнений. В ка-
честве иллюстрации на рис. 2 представлен фраг-
мент такого пространственного фазового портрета
для колебаний состава в металлоидной подрешетке
структуры сфалерита в течение 5 периодов процес-
са. Фазовая траектория при этом в пространстве
составов материала разомкнута. В то же время из
рассмотрения проекций следует, что форма про-
екции фазовых траекторий на плоскости составов
оказывается близкой к замкнутой. Это является
следствием относительно не очень сильного энер-
гетического взаимодействия между колебательны-
ми подсистемами. Поэтому траектории располага-
ются достаточно близко друг к другу, что позволяет
интерпретировать такое решение системы уравне-
ний как квазипериодическое [17].

Отсутствие строгой периодичности в колеба-
ниях вносит некоторую неопределенность в рас-
четы для средних составов твердого раствора в со-
ответствии с выражениями (3) из-за неопреде-
ленности самой величины периода L. В то же
время эти данные необходимы для сопоставления
расчетных и экспериментальных результатов по
составу твердого раствора. Проблема была реше-
на путем усреднения состава твердого раствора,
который изменяется в результате проявления эф-
фекта модуляции состава, за 5 периодов. Повы-
шение точности расчетов средних составов и
среднего рассогласования ПКР в гетероструктуре
представляется нецелесообразным из-за точно-
сти экспериментального измерения самих ука-
занных величин [1–4].

Что касается формы фазового портрета для
тройных систем, то его вид для колебательных ре-
шений дифференциального уравнения распада
представляет собой четкие замкнутые кривые, по
виду напоминающие проекции траекторий на
рис. 2.

Таким образом, единственными параметрами
модели, которые задают фазовую траекторию и
амплитуду колебаний состава, являются парамет-
ры μ1, μ2. Выполненные исследования влияния
величин параметров μ1, μ2 на форму фазовых тра-

S S S
12 34α ,α ,α .C
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екторий показали, что их абсолютные величины,
в первую очередь, задают положение самой точки
С2 на рис. 1, в окрестности которой наблюдаются
колебательные решения уравнений, а разница
между ними контролирует амплитуду колебаний.
Этот результат использовали при окончательном
выборе величин обсуждаемых параметров, значе-
ния которых корректно описывают эффект моду-
ляции состава твердого раствора. Укажем также,
что начальные концентрации  в этой проце-
дуре следует выбирать несколько левее и в непо-
средственной близости от С2 [6–8]. Для всех рас-
смотренных материалов обнаружено, что даже
при небольших вариациях начальных парамет-
ров, уводящих систему от точки С2, фазовые тра-
ектории перестают быть замкнутыми, и эволю-
ция системы к своему равновесному состоянию
происходит по затухающим процессам. В то же
время близость или равенство нулю избыточных
энергий в каждой подрешетке структуры сфале-
рита означает, что в системе реализованы наибо-
лее благоприятные условия полного перехода из-
быточной энергии смешения, инициирующей
распад фазы, в энергию упругих деформаций вы-
деляющейся новой фазы. При этом полное ра-
венство указанных энергий и означает появление
т.н. эффекта резонанса. Такое явление наблюда-
ется в очень узком интервале изменения как па-
раметров μ1, μ2, так и составов твердого раствора

 для которого моделируется распад. Дей-

0 0,x y

0 0, ,x y

ствительно, изменение полной энергии системы
на величину менее 1% может увести систему от
искомого режима образования колебаний.

ОСОБЕННОСТИ ПРОЯВЛЕНИЯ 
ЭФФЕКТА МОДУЛЯЦИИ СОСТАВА

Типичные распределения состава в гетерострук-
турах GахIn1 – хР–GaAs и GaxIn1 – xPyAs1 – y–InP для
описанных условий фазообразования [5, 9] в за-
висимости от координаты вдоль слоя представле-
но на рис. 3 и 4. Из них видна периодичность из-
менения состава твердого раствора в направле-
нии роста слоя. При этом концентрационные
профили компонентов существенно отличаются
от формы, соответствующей гармоническим ко-
лебаниям. Расчетный результат рис. 3 и 4 отчет-
ливо иллюстрирует процесс образования концен-
трационных доменов при формировании твердой
фазы в термодинамических условиях близких к
границам спинодального распада. Отметим, что
найденное решение находится в непосредствен-
ной близости к резонансному состоянию, для ко-
торого характерно значительное возрастание ам-
плитуды колебаний и, как следствие этого, про-
явление нелинейных свойств исходных
уравнений.

Важно еще раз отметить, что искомое решение
по начальному составу хнач в рассматриваемой за-
даче находится на ветви резкого резонансного

Рис. 2. Зависимость производной  и ее проекций на концентрационную плоскость состава твердого раствора
GaxIn1 – xPyAs1 – y (фрагмент фазового портрета) при температуре 873 К в окрестности стационарной точки С2, когда
система уравнений имеет квазипериодические решения. Ориентация стабилизирующей подложки (111); параметры

= –2300 Дж/моль,  = –2340 Дж/моль. Процесс интегрирования уравнений длится 5 усредненных периодов.
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максимума. Поэтому даже малая его вариация
приводит к значительному изменению расчетной
формы колебаний состава. Это привело к необхо-
димости указать величину искомого параметра с
достаточно высокой точностью.

Кроме того, соответствие эксперименту до-
стигается и в достаточно узком интервале пара-
метра μ. Вариация этого параметра в широком
интервале вызывает значительное изменение со-
става твердого раствора, что обеспечит появление
больших несоответствий в ПКР когерентной
структуры. В такой ситуации ее параметры могут
превысить свои критические значения с образо-
ванием дислокационных сеток и срыву когерент-
ного состояния фаз. Последнее неизбежно при-
ведет к срыву колебательного процесса, и в таком
случае рассматриваемая модель неприменима.
Иными словами, эффект модуляции состава
твердого раствора реализуется лишь при совпаде-
нии множества факторов, и проявляется не во
всех случаях, когда ростовая система находится
вблизи границы спинодального распада. Поэто-
му эффект модуляции состава следует признать
эффектом, который должен проявляться доста-
точно редко при практической реализации про-
цесса получения твердых растворов.

Согласно экспериментальным результатам
[1–4] концентрационные профили компонентов
в эффекте модуляции состава имеют ярко выра-
женную прямоугольную форму. При этом протя-
женности каждой из полуволн колебаний при-
близительно одинаковы. Согласно выполненным
расчетам, в материале образуются достаточно
протяженные концентрационные домены, кото-
рые разделены относительно тонким стенками.
Такой результат соответствует существующим
теоретическим представлениям о доменной

структуре материала после его спинодального
распада [12–14]. В этом отношении следует при-
знать наличие противоречия между расчетными
представлениями и имеющимися эксперимен-
тальными данными о распределении состава ма-
териала в различных областях доменной структу-
ры. Высокая “скважность” концентрационных
профилей, которая следует из расчетов, представ-
ляется все же более близкой к реальности. Дей-
ствительно, маловероятно, появление доменной
структуры, в которой протяженность междомен-
ной стенки и размер самого домена были бы при-
мерно равны. Решение этого вопроса, по-види-
мому, следует отложить до получения новых экс-
периментальных результатов и особенно в их
взаимосвязи с технологическими режимами син-
теза слоев.

Результаты выполненного моделирования по-
казывают, что энергетический резонанс в систе-
ме с неизбежными колебаниями состава твердого
раствора должен проявляться только тогда, когда
термодинамическое состояние системы близко к
стационарному состоянию, обозначенному точ-
кой С2 на рис. 1. Последнее означает, что именно
в этой части диаграммы состояния создаются
предпочтительные условия для реализации коле-
бательного режима при релаксации распадающейся
системы. В этом отношении показательной являет-
ся выбранная в работе для моделирования система

Рис. 3. Распределение состава по слою твердого рас-
твора GахIn1 – хР, синтезированного на подложке
GaAs (111) при температуре Т = 993 К. Средний состав
твердого раствора  = 0.5152 мол. дол.  =
= ‒1910 Дж/моль, Х0 = 0.52229 мол. дол. Эксперимен-
тальные данные из [5].
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соответствие ПКР в структуре  = –0.390%. Экспе-
риментальные данные по амплитуде колебаний состава
из [5].
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GaxIn1 – xP, для которой свойственна относительно
высокая критическая температура распада, а состав
слоя, который удовлетворяет условию изопериод-
ного замещения с GaAs, расположен очень близко
по составу (х = 0.51 мол. дол.) к вершине купола
спинодального распада (хкр = 0.5 мол. дол.). Такое
стечение термодинамических и кристаллографи-
ческих свойств системы Ga–In–P, совместно с
возможностью технологической реализации про-
цесса синтеза материала в этих условиях, по-ви-
димому, и открыло возможность обнаружения
эффекта модуляции состава в материалах этого
класса.

Необходимо указать, что спинодальный рас-
пад с подобными закономерностями должен про-
текать и в твердых растворах GaxIn1 – xAs при их
изопериодическом осаждении на подложку InP.
Косвенным подтверждением высказанным сооб-
ражениям можно считать неоднократные сооб-
щения о наблюдении модуляции состава четвер-
ных твердых растворов GaxIn1 – xPyAs1 – y с соста-
вами близкими к граничной тройной системы
Ga–In–As при их осаждении на подложку из
InP [2–4]. В этом отношении к проявлению эф-
фекта модуляции состава гетерокомпозиции
GaxIn1 – xP–GaAs и GaxIn1 – xAs–InP являются си-
стемами аналогами.

Основные результаты моделирования эффекта
модуляции состава в гетероструктуре на основе
твердого раствора GaxIn1 – xPyAs1 – y и подложки
InP (111) представлены на рис. 4. Среди всех воз-
можных составов материала для расчетов был вы-
бран состав, который является практически изо-
периодичным с подложкой InP.

Концентрационные профили компонентов
твердого раствора в металлической и металлоид-
ной подрешетке структуры сфалерита x(z) и y(z),
которые получены в результате расчетов, суще-
ственно отличается от формы, соответствующей
гармоническим колебаниям. Их форма в большей
степени соответствует прямоугольным импуль-
сам. Поэтому можно утверждать, что расчетный
результат рис. 4 иллюстрирует процесс образова-
ния в твердой фазе концентрационных доменов.
Отметим, что найденные входные параметры для
расчетов рис. 4 (представлены в подписи под рис.) в
квадрате составов материала располагаются не-
сколько левее точки С2, т.е. лежат на поверхности,
описывающей резонанс между избыточной энер-
гией смешения, вызывающей распад твердого
раствора, и упругой энергией, создаваемой вклю-
чениями новой фазы. На рис. 4 приведена квази-
периодичная структура распределения состава
твердого раствора. Сравнение форм колебаний
состава позволяет найти различия между пара-
метрами даже соседних концентрационных доме-
нов. Действительно, протяженность полуволны
колебания около U = 1.2 оказывается несколько

большей, чем, к примеру, полуволны при U = 2.0,
где U = β2z. Необходимо указать, что сложная
форма колебательного процесса в металлоидной
подрешетке твердой фазы, т.е. сложная форма
функции y(z), нашла свое отражение и в сложной
форме фазового портрета для изменения этого
параметра системы на рис. 2.

Представляет интерес оценка влияния числа
компонентов (числа степеней свободы системы)
на возможность экспериментального обнаруже-
ния эффекта модуляции состава в твердых рас-
творах. Решение такой задачи осуществляли по сле-
дующему алгоритму. Для систем GaxIn1 – xP – под-
ложка GaAs (111) и GaxIn1 – xPyAs1 – y – подложка
InP(111) для их типичных температур кристаллиза-
ции определяли условия появления колебательного
режима при решении уравнений распада. Системы
находились в окрестности фигуративных точек, ко-
торые обеспечивают появление в них резонанса
между избыточными энергиями. Поиск решений
уравнений распада выполняли с моделированием
эффекта модуляции состава. После этого темпе-
ратуру в моделируемом процессе изменяли, и
фиксировали то ее значение, при котором коле-
бания исчезали. Расчеты показали, что интервал
температур, при котором обнаруживается коле-
бательный режим для тройной системы больше,
чем для четверной, примерно на 20 К. Это означа-
ет, что эффект модуляции состава проще экспе-
риментально обнаружить в тройных системах,
чем четверных, когда интервал параметров систе-
мы, обеспечивающий эффективный спинодаль-
ный распад сужается. В то же время необходи-
мость создания гетероструктур для оптоэлек-
тронных приборов предопределило интенсивные
и прецизионные исследования процесса синтеза
и свойств твердых растворов GaxIn1 – xPyAs1 – y
изопериодичных к подложке InP. Большое коли-
чество высокоточных экспериментов по выращи-
ванию слоев, проведенных в условиях близости
ростовой системы к границам термодинамиче-
ской неустойчивости, по нашему мнению, и позво-
лило экспериментально обнаружить обсуждаемые
эффекты для четверной системы. К сказанному не-
обходимо добавить и то, что достаточно часто оса-
ждение твердых растворов GaxIn1 – xPyAs1 – y прово-
дят при непрерывном охлаждении исходной жид-
кой фазы [15]. Изменение температуры системы
увеличивает вероятность прохождения фигура-
тивной точки в окрестностях области резонанса
(точка С2 в работе) и тем самым реализацию усло-
вий возникновения эффекта модуляции состава.
Результаты моделирования амплитуд колебаний
состава твердого раствора Zn–Cd–Te [7], возни-
кающих при спинодальном распаде приведены
на (рис. 5). Диапазон изменения состава выбран
таким образом, чтобы он по изотерме пересекал
бинодаль и спинодаль системы. На рис. 5 видны
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области составов твердого раствора, в которых
наблюдается энергетический резонанс. Они рас-
положены в области метастабильного состояния
твердой фазы в непосредственной близости к
спинодальным линиям. Видно, что резонанс реа-
лизуется в узком интервале термодинамических
параметров процесса синтеза материала. Этот ре-
зультат подтверждает, что именно резонанс между
избыточной энергией смешения компонентов и
энергией упругих включений новой фазы ответ-
ственен за наблюдаемый экспериментально эф-
фект модуляции состава полупроводниковых
твердых растворов. Отклонение фигуративной
точки на термодинамической Т–х диаграмме со-
стояния от условий, обеспечивающих резонанс,
объясняет отсутствие колебаний состава материа-
ла даже, когда его синтез осуществляется в области
абсолютной нестабильности.

Появление периодических изменений состава с
периодом на уровне десятков нанометров должно
быть учтено при формировании сверхтонких или
наноструктур на основе твердых растворов A3B5 и
A2B6, когда толщины осаждаемых слоев становятся
соизмеримыми с периодом модуляции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
При формировании тройных и четверных

твердых растворов на основе соединений A3B5 и
A2B6 в условиях симбатного изменения парамет-
ров синтеза вблизи когерентной спинодали обна-
ружен колебательный характер энергетического
взаимодействия компонентов, приводящий к
резкому возрастанию амплитуды колебаний со-

става твердых растворов, названный нами моду-
ляционным резонансом. В рамках модели про-
стых растворов с использованием уравнений рас-
пада Кана–Хилларда установлены интервалы
термодинамических параметров этого эффекта
(резонанса) для тройных, и четверных твердых
растворов. При отклонении от установленных
значений имеет место срыв колебательного про-
цесса, ответственного за модуляцию состава син-
тезируемого материала, а релаксация системы к
равновесному состоянию проходит по затухаю-
щим функциям.
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The thermodynamic concepts of Cahn–Hilliard are extended to the description of the spinodal decomposi-
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tem of differential equations is used to describe the effect of composition modulation found in the synthesis
of heterostructures based on А3В5 and A2B6 solid solutions. The ranges of thermodynamic parameters of the
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ВВЕДЕНИЕ
Продолжающаяся миниатюризация полупро-

водниковых компонентов ведет к росту уровня
плотности джоулева тепла в металлизации и ем-
костных токов, которые могут привести к сбоям
при передаче информации (взаимное электро-
магнитное влияние). Кроме того, в широко ис-
пользуемой архитектуре фон Неймана, где блок
обработки отделен от памяти, что является так
называемым узким местом данной архитектуры,
происходят значительные потери энергии из-за
передачи данных туда и обратно [1]. Такие огра-
ничения в развитии микроэлектроники, связан-
ные с плотностью компоновки элементов на пла-
тах, дают предпосылки для изучения функцио-
нальной электроники и создания памяти на
тепловых элементах. Тепловая память – это па-
мять, которая хранит данные термически, путем
поддержания температуры. Тепловая ячейка –
это функциональный элемент тепловой памяти.
Для записи логической единицы в тепловую
ячейку ее необходимо нагреть. Когда температура
ячейки памяти вернется к исходному значению,
будет записан логический 0.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
Для формирования тепловой ячейки памяти

использовалась разработанная ранее структура –
система металлизации – тонкая пленка металла
(Al), нанесенная на поверхность полупроводника

(Si) [2]. Схемотехническое изображение структу-
ры представлено на рис. 1а, здесь ширина дорож-
ки металлизации 75 мкм, длина – 4 ⋅ 103 мкм. Тол-
щина напыленной пленки алюминия составляет
2–3 мкм. Длина кремниевого основания структу-
ры составляет 104 мкм, ширина 5 ⋅ 103 мкм. Дорож-
ка, проходящая от контакта I до I, предназначена
для переноса импульса тока в прямом и обратном
направлениях. Контакты от 1 до 12 используются
для регистрации сигнала напряжения с различных
участков токопроводящей дорожки [3, 4]. Элек-
трофизическая установка, с помощью которой
наблюдали эффект тепловой памяти структуры,
показана на рис. 1б. Здесь структура приклеена к
кремниевому основанию, к которому припаяны
провода для пропускания токового импульса.

Использование систем тонких металлических
пленок, нанесенных на поверхность полупровод-
ника как элемента тепловой памяти, обосновано
тем, что подобные резистивные коммутационные
системы являются важными элементами в струк-
турах микроэлектроники [5].

Экспериментальное исследование изменения
температуры нагреваемой дорожки металлиза-
ции, необходимое для определения предельно до-
пустимых параметров прямоугольного импульса
тока, проводилось на импульсной установке.
Температуру тестовой дорожки определяли по
падению напряжения U(t), как в процессе про-
хождения токового импульса, так и в промежут-
ках между импульсами тока (см. рис. 4). К сожа-

УДК 536.21

EDN: VQLHTQ
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лению, методика определения температурных ре-
жимов по временным зависимостям потенциала
U(t) не позволяет измерять Т(t) после отключения
токового воздействия. Однако можно произвести
качественную оценку скорости охлаждения ме-
таллизации, изучая динамику нагрева дорожки
при повторном пропускании импульса тока
меньшей амплитуды через еще не остывшую
структуру [6].

Экспериментальное исследование деградаци-
онных процессов проводилось на тестовых струк-
турах при увеличении амплитуды прямоугольно-
го токового импульса j > 6 · 1010 А/м2 и длительно-
сти t > 500 мкс [7].

О температурных изменениях рассматривае-
мых структур судили по осциллограммам вклю-
чения [8]. На рис. 4б представлены типичные ре-
зультаты этих исследований.

Соотношение амплитуд импульсов подбира-
лось экспериментально так, чтобы избежать по-
следующего накопления тепла и перегрева струк-
туры [7, 9, 10]. Процесс перегрева наглядно изоб-
ражен на рис. 5a.

Резкое увеличение падения напряжения на
структуре U при t = 900 мкс cвязано с началом
оплавления как алюминиевой пленки, так и на
границе фаз алюминий–кремний (Al–Si). Увели-
чение удельного сопротивления расплава на ос-
нове алюминия приводит к наблюдаемым изме-
нениям сигнала U(t). Экспериментальное под-
тверждение теплового разрушения структуры
приведены на рис. 5б. Активное тепловыделение
в пленке способствовало ее оплавлению (и кри-
сталлизации после отключения импульса, см. 1
на рис. 5б), а также взрывному характеру разру-
шений (2 на рис. 5б), связанному с плохой адгези-
ей пленки к подложке [7].

Наблюдаемые разрушения структуры произо-
шли после прохождения через нее одиночного

прямоугольного импульса тока амплитудой j1 =
= 8 ∙ 1010 A/м2 и длительностью t = 500 мкс [7].

ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ НАГРЕВА
Тепловые поля T(r, τ) в полупроводниковой

пластине, нагреваемой слоем металлизации, на-
пыленном на пластину, определяются процесса-
ми нестационарной теплопроводности и описы-
ваются уравнением теплопроводности [6]:

(1)

где r – радиус-вектор точки наблюдения, τ – вре-
мя, a = λ/(cρ) – коэффициент температуропро-
водности пластины. Здесь λ – теплопроводность,
c – удельная теплоемкость, ρ – плотность крем-
ния [8]. Такие задачи нестационарной теплопро-
водности (теплопередачи) в твердом теле, а также
задачи нестационарного теплообмена позволяет
решать расчетный модуль DesignSimulation (DS)
на платформе ANSYS Workbench [11].

Модель кремниевой пластины с напылением
пленки металлизации (см. рис. 2) разработана с

( ) ( )∂ τ = αΔ τ
∂τ

,
, ,

T r
T r

Рис. 1. Внутреннее устройство ячейки тепловой памяти. Схематическое представление структуры (а). Электрофизи-
ческая установка (б).
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Рис. 2. Модель кремниевой пластины с напылением
пленки металлизации в расчетном модуле DesignSim-
ulation (DS) на платформе ANSYS Workbench. Пленка
металлизации состоит из 143 алюминиевых дорожек.
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ВОЛОДИНА и др.

использованием программного комплекса Solid-

Works и загружена в расчетный модуль DS. Сбор-

ка геометрической модели сохранена с расшире-

нием SAT. Данная модель имеет следующие раз-

меры: диаметр пластины 76 мм, толщина 1мм.

Алюминиевые дорожки, представляющие напы-

ленную систему металлизации, смоделированы
со следующими размерными характеристиками:
ширина 75 мкм, длина 3.8 мм, толщина 3 мкм.

В модуле работы с базой данных материалов
Engineering Data произведена настройка темпера-
турно-зависимых свойств материала. Для пластины

Рис. 3. Решение задачи теплообмена между 8 алюминиевыми дорожками и кремниевой подложкой в модуле Ansys
Steady-State Thermal (а). Оценка равновесного состояния системы при постоянных тепловых нагрузках и условиях
окружающей среды (б).
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Рис. 4. Динамика температуры области тестовой

структуры системы кремний–алюминий, при после-
довательном воздействии токовыми импульсами

(пунктир) амплитудой In = 7.5 А (jn = 5 · 1010 A/м2) (а).

Толщина металлической пленки h1 = 2 мкм. Длитель-

ность импульсов – 200 мкс. Форма последовательно-
сти токовых импульсов для контроля температурных

режимов системы (б).
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Рис. 5. Форма осциллограмм при последовательном

прохождении прямоугольных импульсов тока ампли-

тудой In = 9.5 A (j = 6.5 ⋅ 1010 А/м2), длительностью τ =

= 200 мкс. Пунктир – форма импульсов тока, прохо-
дящих через дорожку металлизации (а). Толщина ме-
таллической пленки h1 = 2 мкм. Изображение разру-

шения области структуры алюминий–кремний после
прохождения одиночного токового импульса прямо-

угольной формы I1 = 15 A (j1 = 8 ∙ 1010 A/м2) и длитель-

ностью τ = 500 мкс (б).
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выбран полупроводниковый материал – кремний,
физические параметры которого приведены в
табл. 1. Материалом для дорожек выбран алюмини-
евый сплав, основные физические параметры дан-

ного материала: плотность – 2713.0 кг/м3, изотроп-
ная теплопроводность – 155.30 Вт/м ⋅ °C, изотроп-
ный секущий коэффициент теплового

расширения – 2.278 · 10–5 1/°C.

Сгенерирована сетка конечных элементов с
количеством узлов 32872 и элементов 2870. В мо-
дуле Mechanical созданы 143 контактных региона
по количеству алюминиевых дорожек. На поверх-
ности объекта заданы 8 тепловых потоков, для де-
монстрации сохранения байта данных, мощность
каждого равна 5.5 Вт. На внешней стенке пласти-
ны установлена постоянная температура, равная
30°C. Общее время воздействия тепловых пото-
ков равно 1 мс. Тепловой поток в контакте пере-
дается между поверхностями посредством кон-
тактных элементов по нормали к поверхности
контакта. За установленное время дорожка нагре-
вается до температуры 37.267°C. Распространение
тепла по поверхности кремниевой подложки по-
казано на рис. 3a. В результате решения задачи
имитационного моделирования теплопроводно-
сти выявлено, что тепловой поток не доходит до
внешней стенки полупроводниковой подложки
за время воздействия теплового потока, что видно
на рис. 3б. Следующим шагом в работе с имита-
ционной моделью будет расчет скорости остыва-
ния дорожки в условиях вынужденной конвек-
ции, применяемой для охлаждения устройства

оперативной памяти, для решения задачи по
определению частоты регенерации ячеек.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ температурных режимов
функционирования “тепловой” ячейки показал,
что механические напряжения термоупругой
природы, возникающие в металлической пленке
во время действия токового импульса, достигают
критических значений, приводящих к деформа-
ционным изменениям пленки вплоть до появле-
ния расплавленного участка и обрыву токопрово-
дящей линии [7].

Локальное изменение геометрии при оплавле-
нии пленки алюминия, выраженное в том, что на
части участков расплавленной пленки площадь
поперечного сечения растет, а на части участков
данная площадь уменьшается, привело к силь-
ным тепловым градиентам во время протекания
тока на границах таких участков и способствова-
ло разрушению целостности дорожки.

Работа тепловой ячейки памяти связана со
способностью материала быстро нагреваться без
разрушения и быстро отдавать тепло для получе-
ния максимального количества тактов обработки
данных за 1 с. Разрушение пленки алюминия
приводит к утрате пленкой данных качеств и вы-
ходу ячейки памяти из строя.

В статье описана экспериментальная возмож-
ность построения тепловой ячейки памяти на
данной технологии. Рассмотренная технология

Таблица 1. Физические параметры кремния (Silicon)

Кремний

Плотность 2330.0 кг/м3

Коэффициент температурного расширения

Эталонная температура нулевой тепловой деформации 22.000 °C

Изотропная теплопроводность 124.00 Вт/м ⋅ °C

Удельная теплоемкость при постоянном давлении 702.00 Дж/кг ⋅ °C

Изотропное удельное сопротивление 10-4 Ом ⋅ м

Изотропная относительная проницаемость 1.0000

2.51 · 10–⁶
2.0 · 10 1.5 · 10³°C

1
/
°C

4.4 · 10
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предполагает создание медленной динамической
ячейки памяти, что в современном мире высоко-
частотных устройств не найдет применения, но
доказанная возможность функционирования
элементов памяти при управлении тепловыми
потоками в последних позволяет проводить даль-
нейшие исследования и разработки более быст-
рых технологий. Целью дальнейшей работы и
экспериментов является создание устройства для
управления передачей электрической и распреде-
лением тепловой энергии в части объема матери-
ала памяти в “тепловой ячейке” памяти. Иссле-
дование также нацелено на изобретение средства
управления передачей тепловой энергии в опре-
деленные (адресные) “тепловые ячейки” памяти
и из них.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 22-29-
01373).
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We studied the temperature modes of the “heat cell”—functional elements of thermal memory implemented
on a system of metal films deposited on a silicon wafer. A mathematical analysis of the temperature fields in
a semiconductor wafer, created by a rectangular piece of metallization, under a pulsed current action is car-
ried out. Experimental results are presented that clearly depict the process of deformation of a metal film,
leading to the destruction of the structure.
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Предложена концепция для формирования базового соотношения для вычислительного экспери-
мента по определению параметров кинетики процесса поляризации кристаллизующихся гибкоцеп-
ных полимеров в неоднородном температурном поле при фазовых переходах. Моделирование про-
водилось на основе экспериментальных данных для полидимитилсилоксана с добавлением 0.5%
метилвиниловых групп (СКТВ-1).

DOI: 10.31857/S0367676522110138

ВВЕДЕНИЕ

Известно, что надмолекулярная структура по-
лимеров активно реагирует на воздействие внеш-
них физических факторов (изменение температу-
ры, электромагнитные поля и т.д.) [1]. Это позво-
ляет использовать их в качестве основы для
создания новых материалов с заданными свой-
ствами [2–5]. Следует заметить, что сложные по-
лимерные материалы представляют собой само-
организующиеся системы [6], поэтому их отклик
на внешнее воздействие может быть неоднознач-
ным. Это обстоятельство требует при исследова-
нии изменения свойств полимеров особого под-
хода к моделированию кинетики процессов в их
микроструктуре [7–10]. Использование имитаци-
онного математического моделирования, содер-
жащего значительное количество эксперимен-
тальных параметров, применимо для конкретного
вида пластика и не позволяет выявить закономер-
ности формирования конечного состояния поли-
меров. Кроме того, отсутствие универсального
подхода затрудняет формирование моделей, необ-
ходимых для вербального прогнозирования состо-
яния нового материала, а, следовательно, и таких
важных параметров эксплуатации, как износо-
стойкость и ее зависимость от условий эксплуата-
ции. Для решения этих проблем необходима раз-
работка базовой концепции описания состояния
исследуемого материала и конформаций его ком-
понент. Такая концепция должна оперировать фи-
зической моделью, составленной в рамках фунда-
ментального подхода.

Поскольку отклик материала на внешнее воздей-
ствие экспериментально можно анализировать с
контролируемой точностью только с помощью со-
временных электроизмерительных приборов, то
процессом, интересным для моделирования, явля-
ется изменение поляризованности полимеров под
влиянием внешних факторов.

В статье, используя концептуальный подход,
основанный на анализе изменения энтропии в
процессе перестройки микроструктуры полимера,
предлагается модель для вычислительного экспе-
римента с целью определения параметров кинети-
ки процесса его поляризации в неоднородном тем-
пературном поле в условиях фазового перехода.
Моделирование проводилось на основе экспери-
ментальных температурных зависимостей поляри-
зованности СКТВ-1 – полидимитилсилоксана с
добавлением 0.5% метилвиниловых групп.

ДАННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ

Для измерения поляризованности полимера
использовался метод поляризационных токов
[11]. Основным элементом экспериментальной
установки являлась специальная ячейка с двумя
массивными электродами, между которыми по-
мещался образец толщиной h около 100 микрон
[8]. Нижний электрод охлаждался или нагревался
с постоянной скоростью в диапазоне температур
фазового перехода исследуемого полимера. В ре-
зультате в образце формировался градиент темпе-
ратуры ∇T, величина которого была прямо про-

УДК 53.096:538.953

EDN: FKWKKG
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порциональна скорости изменения температуры
нижнего электрода. Таким образом, в экспери-
менте создается контроль над фактором внешне-
го воздействия.

Ранее нами показано, что охлаждение нижне-
го электрода со скоростью (0.05 ± 0.01) К/с в об-
ласти температур кристаллизации СКТВ-1 (при
температурах ниже 213 К) сопровождается появ-
лением поляризационного тока [10]. Зависимость
плотности тока поляризации j(T) от температуры
кроме основного максимума при T = 203 К содер-
жит еще один максимум (при T = 199 К) (см. рис. 1).
Кривая плотности тока деполяризации jd(T) при
нагревании СКТВ-1 с той же скоростью в интер-
вале температур плавления тоже содержит два пи-
ка (температуры, соответствующие основному и
локальному максимумам, равны 230 и 222 К) (см.
рис. 1). Дублетность пика говорит о том, что зави-
симость поляризованности от температуры при
фазовых переходах носит пороговый характер
(см. рис. 2). Следовательно, в неоднородном тем-
пературном поле с постоянным градиентом тем-
пературы вдоль толщины образца в области фазо-
вых переходов происходит изменение надмолеку-
лярной структуры гибкоцепного полимера [8, 10].

ОБОСНОВАНИЕ 
БАЗОВОГО СООТНОШЕНИЯ 

ДЛЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

В работе [7] в рамках конформационного под-
хода было показано, что усредненный по всему
набору конформаций квадрат дипольного мо-
мента молекулы гибкоцепного полимера зависит
от его молярной массы и во многом определяется

геометрией его молекулы. При этом необходимо
понимать, что конечное макросостояние образца
в целом будет связано с изменением энтропии в
предлагаемых условиях.

Термодинамическая вероятность макросостоя-
ния образца полимера зависит от числа упорядо-
ченных состояний молекул N и при переходе “рас-
плав–кристалл” может быть представлена в виде:

(1)

где N* – число молекул в образце; δ – параметр,
который необходимо определить.

Изменение энтропии образца при кристалли-
зации и плавлении найдем, воспользовавшись
известным определением энтропии (
где k = 1.3 · 10–23Дж/К – постоянная Больцмана):

(2)

Знак “±” в (2) определяет увеличение числа упо-
рядоченных молекул при кристаллизации или
уменьшение при плавлении.

С другой стороны, изменение энтропии и эле-
ментарное количество теплоты δQ, проходящее
через образец полимера при изменении темпера-
туры на dT, связаны соотношением

(3)

где c и m – удельная теплоемкость и масса образца
полимера. Поскольку толщина образца достаточно
мала, то в качестве температуры в модели можно
взять среднюю по образцу температуру T = Tm –
‒ ∇Th/2, где Tm – максимальная температура в
экспериментальной ячейке (начальная темпера-
тура нижнего электрода при кристаллизации и

δ= −( ( * )) ,W N N N

= ln ,S k W

= = ±δ
−

* .
( * )

dW dNdS k kN
W N N N

= δ = ∓ ,dS Q T cmdT T

Рис. 1. Термограммы плотностей поляризационных
токов при кристаллизации и плавлении СКТВ-1
(∇Т = 7.7 ⋅ 104 К/м).
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Рис. 2. Температурные зависимости поляризованно-
сти при кристаллизации и плавлении СКТВ-1 для
различных значений градиента температуры ∇T:
∇T = 1.2 ⋅ 104 (1), 7.7 ⋅ 104 К/м (2).
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конечная при плавлении). Тогда из соотноше-
ний (2) и (3) получим, что

(4)

Поскольку ∇Th/2Tm  1, то в рамках приближен-
ных вычислений (4) преобразуется к виду

(5)

Поляризованность образца полимера можно
найти, умножив N на корень из среднего квадрата
дипольного момента pM макромолекулы полиме-
ра, т.е.

(6)

После введения обозначений dP = pMdN и P* = pMN*
соотношение (6) трансформируется в дифферен-
циальное уравнение для определения изменения
поляризованности гибкоцепного полимера в
условиях перехода “расплав–кристалл” в неод-
нородном температурном поле в ограниченной
области:

(7)

где α = cmpm(1 + 0.5∇Th/Tm)/(δkTm) – коэффици-
ент, характеризующий температурную стимуля-
цию фазового перехода гибкоцепного полимера.

Если предположить, что при начальной темпе-
ратуре Tн поляризованность составляла P0, то
уравнение (7) решается аналитически. Результа-
том решения является соотношение для темпера-
турной зависимости P(T) в условиях фазового пе-
рехода в неоднородном температурном поле:

(8)

где η = P0/P* = N0/N* – параметр, показывающий
долю молекул, дающих вклад в поляризуемость
при температуре Tн. Поскольку при кристаллиза-
ции T < Tн, то в определенный момент времени
получится, что exp(α(Tн – T))  1, тогда поляри-
зованность достигнет своей максимальной вели-
чины, во многом определяемой температурной
стимуляцией, которая прямо пропорциональна
градиенту температуры, формируемому в поли-
мере внешними условиями при переходе “рас-
плав–кристалл”. Соотношение (8) содержит па-
раметры, имеющие ясный физический смысл, и
может лечь в основу вычислительного экспери-
мента по формированию базы данных, накапли-
вающих информацию о поляризационных свой-
ствах гибкоцепных полимеров в неоднородном
температурном поле.

δ = − − ∇
−

* ( 0.5 ).
( * ) m

dNkN cmdT T Th
N N N

!

+ ∇
= −

− δ
(1 0.5 )

.
( * ) *

m

m

cm Th TdN dT
N N N kN T

= .MP p N

α= −
−

,
( * ) *

dP dT
P P P P

−α −=
− η − −α −

0 н

н

exp( ( ))( ) ,
1 (1 exp( ( )))

P T TP T
T T

@

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

В вычислительном эксперименте использова-
лись результаты исследований зависимости по-
ляризованности СКТВ-1 от температуры, получен-
ные в области фазового перехода (кристаллизация и
плавление) при наличии неоднородного темпера-
турного поля с градиентом ∇T = 7.7 ⋅ 104 К/м.

Параметры α и η для исследуемого гибкоцеп-
ного полимера были определены методом мини-
мизации среднего относительного отклонения
экспериментальных значений поляризованности
от рассчитанных по соотношению (8). Для прове-
дения вычислительного эксперимента была со-
ставлена программа, которая позволяла автома-
тически пересчитывать модельную зависимость
для различных величин параметров и контроли-
ровать среднюю относительную ошибку сопо-
ставления результатов. Результаты вычислитель-
ного эксперимента в сравнении с эксперимен-
тальными данными представлены на рис. 3.

Вычислительный эксперимент позволяет
определить и параметр δ как

(9)

Вычислительный эксперимент показал, что
минимум относительной ошибки (хорошее со-
гласие с экспериментом) соответствует значени-
ям параметров α = 0.569 К–1 и η = 0.09772 (вели-
чина безразмерная) для процесса кристаллизации
и α = 0.560 К–1 и η = 0.09900 в случае плавления.
Различие параметров в третьем знаке (это доли
процента) свидетельствует о достаточной точно-
сти определения их величины и уникальности для
разных гибкоцепных полимеров.

μ + ∇
δ =

α
(1 0.5 )

.m m Аc p T T N
R

Рис. 3. Сопоставление экспериментальных темпера-
турных зависимостей поляризованности (Pexp) СКТВ-1
при кристаллизации и плавлении в неоднородном тем-
пературном поле с градиентом температуры ∇T = 7.7 ⋅
⋅ 104 К/м и результатов вычислительного экспери-
мента (Pmod).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты проведенного исследования пока-
зали, что данные анализа термограмм токов поля-
ризации и деполяризации в сочетании с вычисли-
тельным экспериментом позволяют определять
параметры кинетики процессов в микрострукту-
ре исследуемых гибкоцепных полимеров: коэф-
фициент, характеризующий температурную сти-
муляцию фазового перехода “расплав–кристалл”
в неоднородном температурном поле, параметр,
показывающий долю молекул, дающих вклад в
поляризуемость при начальной температуре, а
также параметры функции термодинамической
вероятности реализуемых состояний сложной
высокомолекулярной структуры.

Определение параметров с ясным физическим
смыслом позволит сформировать базы данных
для сравнения гибкоцепных полимеров и техно-
логии прогнозирования отклика полимеров на
действие неоднородного температурного поля.
На основе таких баз данных можно разработать
методы сравнения влияния различных физиче-
ских факторов на протекание процессов структу-
ризации и деструктуризации не только гибкоцеп-
ных полимеров, но и композитов на их основе, в
том числе и природного происхождения.

Кроме того, предложенный концептуальный
подход базируется на анализе изменения энтро-
пии в процессах перестройки микроструктуры
полимеров, поэтому может быть применен также
для оценки их отклика на другие физические воз-
действия.

Важным результатом проделанной работы яв-
ляется тот факт, что в рамках такого подхода мож-
но сформулировать соотношение для термодина-
мической вероятности переходов типа “расплав-

кристалл”, и, следовательно, расширить наши
представления о физике переходных процессов.

Исследования проведены в рамках гранта, вы-
деленного ФГБОУ ВО “Воронежский государ-
ственный университет имени Г.Ф. Морозова”.
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Впервые методами микротвердости, просвечивающей электронной микроскопии и измерения маг-
нитных свойств исследовано влияние температуры старения и приложенного постоянного магнит-
ного поля (ПМП) на старение бериллиевой бронзы БрБ-2. Обнаружен отрицательный магнитопла-
стический эффект (МПЭ), приводящий к увеличению микротвердости до ~38%. Установлено на-
личие упрочняющей фазы γ-CuBe, играющей большую роль в формировании прочностных свойств
сплава, причем наложение ПМП приводит к активизации процесса старения. При наложении
ПМП наблюдается тенденция перехода сплава от диамагнитного состояния к суперпарамагнитному.

DOI: 10.31857/S0367676522110217

ВВЕДЕНИЕ

Одной из современных задач физики твердого
тела и материаловедения является выявление за-
кономерностей изменения физико-механиче-
ских свойств и характеристик металлического
сплава, таких как пластичность и прочность, в за-
висимости от его структуры и фазового состояния
[1–3]. Существенно изменить такие свойства
позволяют технологии термической обработки,
такие как, старение, отжиг, отпуск, нормализа-
ция и так далее. В процессе старения закаленного
сплава происходит распад пересыщенного твер-
дого раствора и образование фазовых выделений.
Фазовые выделения тормозят движение дислока-
ций, что приводит к изменению физико-механи-
ческих свойств сплава, таких как микротвер-
дость, прочность и пластичность [4]

Ранее установлено [5–9], что при искусствен-
ном старении закаленного технического сплава
бериллиевой бронзы БрБ-2 в ПМП увеличение
микротвердости может достигать ~38%. Посколь-
ку пластические свойства сплава при этом умень-
шаются, наблюдаемый эффект можно опреде-
лить как “отрицательный” МПЭ [10]. До сих пор
не ясна физическая природа этого эффекта в ме-
таллическом сплаве. Интересным является то,
что бериллиевая бронза БрБ-2, являясь типич-
ным диамагнетиком, так сильно реагирует на
приложенное ПМП в процессе старения сплава
[11, 12]. Таким образом, целью данной работы яв-

ляется комплексное экспериментальное исследо-
вание влияния ПМП и температуры старения на
микротвердость, фазообразование и магнитные
свойства бериллиевой бронзы БрБ-2.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА
Исследования проводились на бериллиевой

бронзе БрБ-2 следующего состава, представлен-
ного в табл. 1. Режимы закалки и старения сплава
выбирали на основе литературных данных [13] и ре-
зультатов ранее проведенных исследований [5–9].
После выдержки 0.33 ч при температуре 800°С об-
разцы закаливали быстрым погружением в воду
температурой 20°С. Старение образцов в ПМП
напряженностью 557.2 кА/м проводили на уни-

УДК 537.63:539.26

Таблица 1. Состав бериллиевой бронзы БрБ-2

Элемент Содержание в сплаве не более, %

Cu 97.49
Be 2.08
Ni 0.31

Содержание примеси не более
Si 0.09
Al 0.01
Mg 0.02
Fe н/обн (<0.001)

EDN: MSQPFY
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кальной установке для отжигов ПМП-2 [14] в ди-
намическом вакууме ∼10–2 Па. Напряженность
ПМП измеряли и контролировали с точностью до
1%, при этом неоднородность поля составляла
менее 5%. Направление ПМП было перпендику-
лярно поверхности образца. Температуру измеря-
ли Pt/Pt(Rh) термопарой и поддерживали на за-
данном уровне с точностью ±0.5°С. Режимы тер-
момагнитной обработки приведены в табл. 2.
Согласно диаграмме фазовых состояний Cu–Be
[15] при 800°С содержание бериллия в сплаве со-
ставляет ∼12 ат. %, тогда как растворимость бе-
риллия при температурах от 300 до 400°С ограни-
чивается ∼2–3 ат. %, что соответствует состояни-
ям пересыщенного твердого раствора.

Микротвердость измеряли с помощью микро-
твердомера HAUSER при нагрузке 100 г и време-
ни нагружения – 7 с. Каждое значение микро-
твердости получали усреднением по 20 измерени-
ям. Относительная ошибка среднего значения
микротвердости составила 3–5%.

Фазообразование наблюдали методом тонких
фольг на просвет [16–18] на просвечивающем
электронном микроскопе ЭМ-200. Взаимодей-
ствие электронов с веществом на несколько по-
рядков превосходит взаимодействие рентгенов-
ских лучей и нейтронов. Поэтому при съемке на
просвет с помощью электронов можно исследо-
вать очень тонкие объекты (10–5–10–7 см). Важ-
нейшем обстоятельством является то, что на
электронном изображении кристалла возникает
более или менее резкий дифракционный кон-
траст везде, где имеются какие-либо искажения

кристаллической решетки или нарушения ее пра-
вильной периодичности, вызванные присутстви-
ем тех или иных дефектов: дислокаций, дефектов
упаковки, границ зерен и блоков, включений или
зон Гинье–Престона.

Магнитные свойства (реакция на изменение
внешнего магнитного поля, намагничивание при
изменении температуры) бериллиевой бронзы
БрБ-2 были измерены с помощью системы изме-
рения физических свойств (PPMS) в магнитомет-
ре с вибрирующимо образцом (VSM). В представ-
ленной работе использовался PPMS 6000 при
LOT-QuantumDesign с EverCool II системой
(Мюнстер, Германия). Все измерения проводи-
лись при давлении 10–4 мбар. Для измерения маг-
нитных свойств в магнитометре с вибрирующем
образцом (VSM), образец помещается в держа-
тель, который имеет низкую намагниченность. В
качестве держателя использовалась стеклянная
трубка. Подготовленный образец помещается в
установку исследования физических свойств
(PPMS). Электромагнит вызывает индуцирован-
ное магнитное поле внутри образца, который пе-
риодически подвергается вибрации в вертикаль-
ном направлении. Это движение приводит к из-
менению магнитного потока, что вызывает
индуцированное напряжение в измерительных
катушках. Напряженность этого магнитного поля
пропорционально магнитному моменту образца.

Были выполнены два вида измерений. Снача-
ла измеряли реакцию образца на переменное маг-
нитное поле. Магнитное поле было увеличено до
1 Тл, затем уменьшено до –1 Тл, а затем снова уве-
личено до 1 Тл. Это измерение было выполнено при
комнатной температуре (RT) и при Т = 10 К. Второе
измерение – это реакция на изменение темпера-
туры (RT и 10 К) при воздействии внешнего маг-
нитного поля в 1 Тл. Для этой установки размеры
образца составляют 6 × 3 × 3 мм3, поскольку маг-
нитное поле, создаваемое электромагнитом, теряет
свою однородность за пределами этой области.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Результаты влияния температуры старения и
ПМП на микротвердость бериллиевой бронзы
БрБ-2 представлены в табл. 3, а также наглядно
изображены на рис. 1. Относительная ошибка
среднего значения микротвердости исследуемого
материала составила 3–5%. Из рис. 1 видно, что
после закалки значение микротвердости состав-
ляет 1313 МПа. Полученное значение микротвер-
дости согласуется с литературными данными [13],
что свидетельствует о достоверности результатов
настоящей работы.

После старения без наложения ПМП (рис. 1)
микротвердость увеличилась при всех исследо-

Таблица 2. Режимы термомагнитной обработки бе-
риллиевой бронзы БрБ-2

Температура 
отжига T,°С

Время 
отжига t, ч

Напряженность 
H, кА/м

Закалка от 800°С (0.33 ч) в воду (20°С )
250 1 0

557.2
300 0

557.2
325 0

557.2
350 0

557.2
400 0

557.2
450 0

557.2
500 0

557.2
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ванных температурах, прирост составил до 230%
по сравнению с закаленным состоянием. Это
объясняется тем, что при старении бериллиевой
бронзы БрБ-2 выделяются фазы (в частности,
γ-CuBe), которые тормозят движение дислокаций
и тем самым, приводят к возрастанию прочност-
ных свойств сплава [19, 20]. Максимальное значе-
ние микротвердости достигается при 350°С и со-
ставляет 3989 МПа. Такое изменение микротвер-
дости после старения без поля, позволяет сделать
вывод, что основная доля процесса старения за-
вершается после 350°С, а при температурах выше
400°С идет процесс перестаривания, приводящий
к уменьшению микротвердости.

Наложение ПМП напряженностью 557.2 кА/м
на те же режимы термической обработки всегда
приводит к возрастанию микротвердости образцов
по сравнению с состаренными без ПМП до ~38%.
Наблюдается отрицательный МПЭ [1–3, 10]. По-
лученное увеличение микротвердости в совокуп-
ности с литературными данными [13] можно
объяснить активизацией процесса старения при
наложении ПМП и формированием более одно-
родной мелкодисперсной структуры сплава. Ха-
рактер зависимостей не изменяется, что говорит
о том, что ПМП не меняет стадийности процесса
старения.

Таким образом, был сделан вывод, что опти-
мальным режимом термомагнитной обработки
бериллиевой бронзы БрБ-2 является старение
при температуре 350°С, времени 1 ч и напряжен-

ности ПМП 557.2 кА/м, поскольку при этом зна-
чении температуры, напряженности ПМП и вре-
мени отжига достигаются наиболее высокие зна-
чения физико-механических свойств сплава, в
частности микротвердости [21].

Электронно-микроскопический метод (метод
тонких фольг на просвет) анализа структуры и
фазового состава бериллиевой бронзы БрБ-2 до и
после термической и термомагнитной обработки
(рис. 2 и 3), проводился при следующих режимах:
температура старения – 300, 350 и 400°С, время ста-
рения – 1 ч, напряженность ПМП – 557.2 кА/м и
без него.

Таблица 3. Результаты измерения температурной зависимости микротвердости бериллиевой бронзы БрБ-2

Время отжига t, ч Температура отжига 
T, °C

Напряженность
Н, кА/м

Нμ ± ∆Нμ,
МПа

(Нμ,Н ≠ 0 – Нμ, Н=0)/Нμ,Н = 0, 
%

Закалка 800°С 
(0.33 ч)→20°С

– – 1313 ± 29 –

1 250 0 1744 ± 49 10
557.2 1911 ± 39

300 0 2871 ± 59 38
557.2 3949 ± 39

325 0 3675 ± 98 11
557.2 4087 ± 108

350 0 3989 ± 196 5
557.2 4194 ± 196

400 0 2852 ± 69 30
557.2 3734 ± 69

450 0 1980 ± 39 11
557.2 2205 ± 29

500 0 1901 ± 59 5
557.2 1999 ± 29

Рис. 1. Температурная зависимость микротвердости
бериллиевой бронзы БрБ-2 при времени старения 1 ч.
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В закаленном состоянии структура сплава
представляет собой α-твердый раствор бериллия
на основе меди с четкими границами раздела
(рис. 2а). Расшифровка электронограммы пока-
зала наличие кристаллической ГЦК решетки
(твердого раствора) на основе меди (рис. 3а, табл. 4).

С целью сравнения структуры сплава после
обработки при оптимальном режиме (температу-
ра старения 350°С), был выбран температурный
интервал вблизи этого режима, а именно темпе-
ратуры старения 300 и 400°С.

В литературе имеются данные [4], что в резуль-
тате старения бериллиевой бронзы БрБ-2 без нало-
жения ПМП на первом этапе выделяются микро-
скопические выделения, подобные зонам Гинье-
Престона, которые представляют собой тонкие
упорядоченные области, насыщенные берилли-
ем. Области представляют собой пластинки, ко-
герентно связанные с матрицей основного ком-
понента, имеющие размеры порядка 1000 Å. Эти
выделения в общем случае могут представлять со-
бой мелкодисперсную систему, равномерно рас-
пределенную по всему объему образца, которая
приводит к упрочнению сплава.

Анализ структуры сплава, состаренного при
температуре 300°С, 1 ч, в отсутствии ПМП пока-
зывает, что структура претерпевает существенные

Рис. 2. Типичная структура бериллиевой бронзы БрБ-2 при закалке (а), отжиге при температурах 300 (б, в), 350 (г, д),
400°С (е, ж) с наложением ПМП (в, д, ж) и в его отсутствии (б, г, е), снятые с увеличением ×20000.

а б в г

д е ж

Таблица 4. Результаты расшифровки электронограм-
мы образца бериллиевой бронзы БрБ-2 (закалка 800°С
в воду 20°С)

№ r, мм Постоянная 
прибора C

(d/n)изм, 
Å

(d/n)табл, 
Å

Фаза HKL

1 24.0 50.5 2.104 2.087 α-Сu 111

2 28.0 1.803 1.808 α-Сu 200

3 39.5 1.278 1.278 α-Сu 220

4 47.0 1.074 1.089 α-Сu 311

5 48.2 1.047 1.044 α-Сu 222
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изменения: наблюдается тенденция к образова-
нию модулированной структуры (рис. 2б). Ре-
зультаты расчета электронограммы (рис. 3б) по-
казали, что вся матрица представляет собой пре-
имущественно однородный α-твердый раствор
бериллия в меди. В то же время наблюдаются тя-
жи у основных рефлексов, которые свидетельству-
ют о наличии тонких дефектных участков, возмож-
но когерентных выделений, представляющих собой
зарождающиеся зоны Гинье–Престона.

Наложение ПМП на этот режим термической
обработки приводит к активизации процесса рас-
пада α-твердого раствора бериллия на основе ме-
ди: мелкодисперсные выделения приобретают
определенную ориентацию (рис. 2в), а расшиф-
ровка электронограмм (рис. 3в) показывает, что в
данном случае выделяется фаза γ-CuBe. Наличие
тяжей у основных рефлексов α-твердого раствора
свидетельствует о наличии высокой объемной до-
ли обогащенных областей, представляющих со-
бой ОЦК-решетку фазы γ-CuBe.

Увеличение температуры старения до 350°С
приводит к максимальному распаду α-твердого
раствора, процесс выделения происходит более
интенсивно (рис. 2г), что подтверждается рас-
шифровкой электронограммы (рис. 3г, табл. 5) и
увеличением микротвердости в этом случае по
сравнению с закаленным состоянием.

Наложение ПМП на этот режим термической
обработки оказывает активное воздействие на
структуры и свойства сплава, что приводит к опре-
деленной направленности модулированной струк-
туры (рис. 2д), при этом наблюдается простран-
ственное распределение выделений на определен-
ном расстоянии друг от друга и максимальное
значение микротвердости. Сказанное выше под-
тверждает расшифровка электронограммы (рис. 3д,
табл. 6), которая показывает наличие собственных
рефлексов фазы γ-CuBe, что свидетельствует о ча-
стично когерентных выделениях в матрице сплава.

Дальнейшее увеличение температуры старе-
ния до 400°С приводит к стабилизации структу-

Рис. 3. Электронограммы бериллиевой бронзы БрБ-2 при закалке (а), отжиге при температурах 300 (б, в), 350 (г, д),
400°С (е, ж) с наложением ПМП (в, д, ж) и в его отсутвии (б, г, е).

а б в г

д е ж
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ры, связанное со снятием напряжений в сплаве и
процессов полигонизации, что приводит к умень-
шению микротвердости и подобным изменениям в
структуре (рис. 2е), расшифровка электронограммы
подтверждает этот вывод (рис. 3е). Наложение
ПМП в данном случае не приводит к существен-
ным изменениям в структуре (рис. 2ж и 3ж).

Таким образом, можно сделать вывод, что
электронно-микроскопическим методом нагляд-
но показано выделение упрочняющей фазы
γ-CuBe и образование направленной модулиро-

ванной структуры, следствием чего является до-
стижение максимальных значений микротвердо-
сти. Кроме этого наблюдается активизация про-
цесса старения по сравнению со старением
без ПМП.

Анализ полученных результатов измерений и
расчетов магнитных свойств (коэрцитивная сила
Hc, магнитный момент MR, диамагнитная прони-
цаемость χ) бериллиевой бронзы БрБ-2 после
термической и термомагнитной обработок (табл. 7)
показал, что значения коэрцитивной силы (Hc)

Таблица 5. Результаты расшифровка электронограммы образца бериллиевой бронзы БрБ-2 (старение при T =
= 350°С, t = 1 ч, H = 0 кА/м)

№ r, мм Постоянная прибора C (d/n)изм, Å (d/n)табл, Å Фаза HKL

1 17.5 47.7 2.725 2.728 γ-CuBe 100
2 22.8 2.092 2.087 α-Сu 111
3 24.8 1.923 1.930 γ-CuBe 110
4 25.9 1.841 1.808 α-Сu 200
5 43.4 1.099 1.105 γ-CuBe 211
6 46.0 1.036 1.043 α-Сu 222

Таблица 6. Результаты расшифровка электронограммы образца бериллиевой бронзы БрБ-2 (старение при T =
= 350°С, t = 1 ч, H = 557.2 кА/м)

№ r, мм Постоянная прибора C (d/n)изм, Å (d/n)табл, Å Фаза HKL

1 18.0 49.5 2.750 2.728 γ-CuBe 100

2 23.7 2.088 2.087 α-Сu 111

3 25.8 1.918 1.930 γ-CuBe 110

4 31.5 1.571 1.567 γ-CuBe 111

5 38.6 1.282 1.278 α-Сu 220

6 45.5 1.087 1.084 α-Сu 311

7 47.5 1.042 1.044 α-Сu 222

Таблица 7. Расчетные значения магнитных свойств

325°С 
(H ≠ 0, не очищенный)

325°С 
(H ≠ 0, очищенный)

350°С 
(H ≠ 0, не очищенный) Ед. измерения

χ (10 K) –5.20 + 0.04 –5.34 + 0.05 22.30 + 0.09 –10−9 ед. СГС/кЭ

χ (RT) –7.73 ± 0.03 –6.90 ± 0.30 –21 ± 0.39

MR (10 K) 4.1 + 1.3 – 40 + 10 10−6 eд. СГС

MR (RT) 1.6 ± 0.5 – 26.9 ± 75

Hc (10 K) 263 ± 175 – 575 + 75 –

Hc (RT) 113 ± 75 – 288 ± 100
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увеличиваются с ростом температуры старения,
как в случае комнатной температуры (RT) экспе-
римента, так и при 10 К. Кроме этого, из табл. 7
видно, что при температуре эксперимента 10 К
магнитный момент (MR) сплава, состаренного
при температуре 350°С, в 10 раз больше, чем при
температуре 325°С, а при комнатной температуре
в 17 раз больше. В свою очередь, диамагнитная
проницаемость сплава, состаренного при темпе-
ратуре 325°С, принимает значение примерно рав-
ные диамагнитной проницаемости чистой меди
(–9.6 ⋅ 10–6), однако для сплава, состаренного при
температуре 350°С, ее значение возрастает боль-
ше, чем в 2 раза, а при температуре эксперимента
10 К она принимает положительное значение, как
у парамагнитного состояния.

Кроме этого, обнаружена тенденция перехода
сплава от диамагнитного состояния к суперпара-
магнитному поведению. Это может быть связано
с наличием а) дислокаций, б) парных атомных
комплексов медь-бериллий, в) примесей. Каж-
дый из указанных объектов может обладать пара-
магнитным моментом, который при включении
ПМП реагирует на него и вносит положительный
парамагнитный вклад в общую намагниченность.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ полученных результатов и литератур-
ных данных позволяет сделать следующие выво-
ды. Наблюдается “отрицательный” МПЭ, приво-
дящий к увеличению микротвердости до ~38%.
Полученный эффект обусловлен активизацией
процесса старения при наложении ПМП и фор-
мированием более однородной мелкодисперсной
структуры сплава. Установлено, что оптималь-
ным режимом термомагнитной обработки берил-
лиевой бронзы БрБ-2 является старение при тем-
пературе 350°С, времени 1 ч и напряженности
ПМП 557.2 кА/м, поскольку при этом значении
температуры, напряженности ПМП и времени
отжига достигаются наиболее высокие значения
физико-механических свойств сплава, в частно-
сти микротвердости. Электронно-микроскопи-
ческим методом наглядно показано выделение
упрочняющей фазы γ-CuBe и образование на-
правленной модулированной структуры, след-
ствием чего является достижение максимальных
значений микротвердости. Кроме этого наблюда-
ется активизация процесса старения по сравне-
нию со старением без ПМП. Выявлена тенденция
перехода от диамагнитного состояния образцов к
суперпарамагнитному. Такое поведение может
быть связано с наличием дислокаций, парных
атомных комплексов медь–бериллий и приме-
сей, которые могут обладать парамагнитным мо-
ментом. Наложение ПМП реагирует на него и

вносит положительный парамагнитный вклад в
общую намагниченность.
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Magnetic properties of beryllium bronze BrB-2 aged in a constant magnetic field
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For the first time, the influence of the aging temperature and the applied constant magnetic field (PMF) on
the aging of beryllium bronze BrB-2 has been studied by methods of microhardness, transmission electron
microscopy and measurements of magnetic properties. A negative magnetoplastic effect (MPE) was found,
leading to an increase in microhardness up to ~30%. The presence of the strengthening phase α-CuBe, which
plays a large role in the formation of the strength properties of the alloy, is established, and the imposition of
the PMF leads to the activation of the aging process. When the PMF is applied, a tendency is observed for the
transition of the alloy from the diamagnetic state to the superparamagnetic state.
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Представлены результаты исследования эволюции микроструктуры, механических свойств и элек-
тропроводности ультрамелкозернистого состояния сплава Cu–0.5(вес. %)Cr в ходе холодной про-
катки с различными степенями обжатия и старения. Ультрамелкозернистое состояние было полу-
чено методом равноканального углового прессования. Исследования проведены в сравнении с
крупнозернистым состоянием сплава.
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ВВЕДЕНИЕ
Сплавы системы Cu–Cr являются объектом

активных исследований, так как обладают высо-
кими прочностью, электро- и теплопроводно-
стью. Данные материалы используются для произ-
водства электрических проводников, используемых
в миниатюрных интеллектуальных вычислитель-
ных системах в микроэлектронике в качестве про-
филей для коллекторных пластин электродвигате-
лей, которые требуют высокопрочных проводящих
материалов [1, 2].

Необходимое сочетание прочности и электро-
проводности возможно достичь благодаря опти-
мальной деформационной-термической обработке
[1–3]. Традиционно, для получения листовых заго-
товок применяется холодная деформация прокат-
кой. Однако материалы после прокатки, наряду с
повышенной прочностью, характеризуются по-
ниженными пластичностью и электропроводно-
стью, что снижает потенциал их применения и за-
ставляет большее внимание уделять достижению
баланса между данными свойствами. Особое вни-
мание при формировании оптимального ком-
плекса свойств отводится пост-деформационной
термообработке (ТО), т.к., с одной стороны, реа-
лизованное в результате старения дисперсионное
упрочнение дает большой прирост прочности, а,
с другой стороны, оно приводит к восстановле-
нию электропроводности [3, 4, 6–9].

Достижение уникального сочетания техноло-
гических и эксплуатационных свойств в сплавах

возможно за счет формирования в них ультрамел-
козернистой или нанокристаллической (НК)
структуры. Эффективным для получения ультра-
мелкозернистой (УМЗ) структуры является метод
интенсивной пластической деформации (ИПД)
[5–12], в частности, равноканальное угловое
прессование (РКУП). Например, в работах
[11, 12] показано, что в сплавах Cu–0.5(вес. %)Cr
и Cu–0.69(вес. %)Cr подвергнутых 4 проходам
РКУП удалось увеличить предел прочности до
570 и 530 МПа, за счет уменьшения размера
структурных составляющих до 510 и 540 нм и вы-
деления дисперсных частиц Cr. Применение
РКУП позволяет получать массивные заготовки в
виде прутков, однако промышленное производство
требует дальнейшего передела прутков в ленты, ли-
сты, пластины и др. Таким образом, актуальным яв-
ляется вопрос исследования влияния прокатки на
микроструктуру УМЗ медных сплавов.

Целью данной работы является эксперимен-
тальное исследование влияния холодной прокат-
ки и последующего старения на микроструктуру
и свойства дисперсионно-твердеющего сплава
Cu–0.5(вес. %)Cr (Cu–0.5)Cr с УМЗ структурой,
полученной методом РКУП.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА
В качестве материала для исследований был

выбран промышленный электротехнический
сплав Cu–0.5Cr. Образцы в исходном состоянии
имели размеры 10 × 10 × 60 мм и форму прямо-

УДК 669.35

EDN: XMVAYN
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угольных параллелепипедов. Для формирования
пересыщенного твердого раствора образцы вы-
держивали в течение 0.5 ч при 1000°С и далее за-
каливали в 5%-ном растворе NaCl. Далее это состо-
яние обозначено как “ИС” (Исходное состояние).

ИС характеризуется крупнозернистой микро-
структурой со средним размером зерна 260 ± 11 мкм
и большим количеством двойников отжига. В мик-
роструктуре видны включения размером 4.3 ±
± 0.1 мкм на основе хрома [13].

Далее часть образцов в ИС была подвергнута
холодной прокатке (ХП). Вторая часть образцов
подвергалась РКУП.

ХП проводили при комнатной температуре со
степенями обжатия 40, 60, 80 и 90%. За один про-
ход при прокатке уменьшение толщины состави-
ло примерно 5%. Между проходами заготовки
охлаждали на воздухе, чтобы минимизировать
влияние деформационного нагрева на микро-
структуру.

РКУП осуществляли в оснастке с внутренним
углом пересечения каналов ψ = 90° по маршруту
Bc (поворот заготовки на угол 90° по часовой
стрелке вдоль продольной оси заготовки после
каждого прохода) при комнатной температуре со
скоростью 0.2 мм/с. Было сделано 4 прохода. По-
сле РКУП была проведена ХП при комнатной
температуре со степенями обжатия 40, 60, 80 и
90%. Направление прокатки было параллельно
направлению экструзии.

Старение проводили на воздухе в печи
Nobertherm 45 при 425°С в течение 40 мин. Иссле-
дования микроструктуры и свойств проводили в
плоскости прокатки. Для исследования микро-
структуры использовали оптический микроскоп
(ОМ) OLIMPUS GX51, растровый электронный
микроскоп JEOL JSM-6490LV и просвечиваю-

щий электронный микроскоп (ПЭМ) JEOL 2100.
Расчет размера зерен/субзерен в микроструктуре
после деформации проводили по темнопольному
изображению. Измерения проводили вдоль корот-
кой оси, т.е. измеряли толщину зерен/субзерен.

Испытания на растяжение проводили при ско-
рости деформации 10–3 с–1 на приборе Instron 8801
при комнатной температуре. Образцы вырезали из
центральной части РКУП заготовок и листов после
прокатки параллельно направлению деформации.
Измерение электропроводности проводили мето-
дом вихревых токов в соответствии с ГОСТ 27333-87
на приборе ВЭ-27НЦ/4-5. Измерения проводили
при комнатной температуре. Погрешность изме-
рения составила ±2%.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В ходе ХП со степенями обжатия от 40 до 90%
микроструктура ИС вытягивается в направлении
прокатки. При больших степенях деформации
микроструктура становится ламелярной. Наблю-
дается значительное уменьшение расстояния меж-
ду границами, измеренного в перпендикулярном
направлении к плоскости прокатки, с 200 ± 10 до
350 ± 10 нм. На рис. 1а представлена типичная
микроструктура после прокатки со степенью об-
жатия 90% (состояние 90ХП). Видно, что грани-
цы уширены и изогнуты [14].

Последующее старение прокатанного ИС (со-
стояние 90ХП + ТО) приводит к распаду пересы-
щенного твердого раствора и выделению дис-
персных частиц со средним размером 13 ± 1 нм
(рис. 1б). При этом среднее расстояние между
границами практически не меняется и составляет
360 ± 15 нм.

Рис. 1. Микроструктура сплава в состояниях ХП90 (а) и ХП90 + ТО (б). ПЭМ.

250 нм 200 нм

а б
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РКУП (рис. 2а) приводит к значительному из-
мельчению структурных элементов и преобразо-
ванию микроструктуры ИС в УМЗ структуру за
счет перестройки дислокаций. В ходе РКУП дис-
локации непрерывно генерируются и за счет по-
степенной объеденения в клубки/ячейки и гра-
ницы субзерен, в итоге формируют новые грани-
цы зерен [15]. В результате 4 проходов РКУП
(состояние РКУП4) формируется вытянутая мик-
роструктура со средним размером зерен/субзерен
255 ± 20 нм. Анализ фотографий микроструктуры
после РКУП выявил наличие частиц вторичных
фаз. Таким образом, во время ИПД активизиро-
вались процессы диффузии, приводящие к разло-
жению перенасыщенного твердого раствора и об-
разованию частиц размером около 6 нм.

Микроструктура состояний РПКУП4 + 40ХП
и РПКУП4 + 90ХП, полученных в результате хо-
лодной прокатки состояния РКУП4 со степенями
обжатия 40 и 90% соответственно, представлена
на рис. 2.

В результате холодной прокатки со степенью об-
жатия 40% состояния РКУП4 микроструктура вы-
тягивается в направлении прокатки. Средний раз-
мер зерен/субзерен достигает 406 ± 16 нм (рис. 3).
Выявленные изменения в микроструктуре являют-
ся следствием использованной схемы деформа-

Рис. 2. Микроструктура состояний РКУП4 (а), РКУП4 + 40ХП (б) и РКУП4 + 90ХП (в, г). ПЭМ.
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100 нм

а б

в г

Рис. 3. График зависимости размера зерен/субзерен
от степени деформации.
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ции. Ранее вытянутые в направление деформа-
ции зерна/субзерна, характерные для состояния
РКУП4, становятся уплощёнными за счет умень-
шения их толщины [16]. Последующее увеличе-
ние степени обжатия до 90% приводит к посте-
пенному уменьшению среднего поперечного раз-
мера зерен/субзерен до 229 ± 15 нм. При больших
степенях обжатия, наряду с вытянутыми сильно-
деформированными зернами, наблюдаются мел-
кие равноосные зерна, свободные от дислокаций,
с ровными тонкими границами (рис. 2г). Подоб-
ные зерна наблюдали в работе [16] после прокатки
образцов чистой меди, подвергнутых 4, а особенно
10 проходам РКУП. В микроструктуре также на-
блюдаются частицы вторичных фаз диаметром в
диапазоне 3–6 нм.

Таким образом, в результате холодной прокат-
ки УМЗ состояния удалось сформировать микро-
структуру с меньшим размером зерен/субзерен по

сравнению прокатанным исходным состоянием.
Границы зерен/субзерен становятся более тонки-
ми и резкими, что связано с увеличением их разо-
риентировки.

В результате старения не происходит суще-
ственного изменения размера зерен/субзерен
(рис. 3) в микроструктуре состояний РКУП4,
РКУП4 + ХП со степенью обжатия 40, 60 и 80%.
После прокатки со степенью обжатия 90% размер
зерна/субзерна увеличивается с 229 ± 15 до 305 ±
± 20 нм.

Старение не приводит к видимому изменению
в расположении и плотности дислокаций как в
РКУП4 + ТО, так и в РКУП4 + 90ХП + ТО состо-
яниях (рис. 4а и 4б). Сохраняются зерна/субзерна
с размытыми и неровными границами. Неоднород-
ность в распределении дислокаций внутри некото-
рых из них свидетельствует о сохранении напря-
женного состояния. Старение сопровождается

Рис. 4. Микроструктура состояний РКУП4 + 40ХП + ТО (а), РКУП4 + 90ХП + ТО (б, в). ПЭМ.
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формированием частиц сферической и эллипсои-
дальной форм (рис. 4в). Частицы расположены
неравномерно как по объему, так и по границам
зерен. Размер частиц увеличивается и составляет
около 10 ± 1 нм. Таким образом, при старении
предварительная деформационная обработка
(РКУП + ХП) приводит к выделению частиц с
меньшим размером, чем после старения ИС + ХП
состояния (13 ± 1 нм).

Пластическая деформация способствует изме-
нению механических характеристик сплава.
ИС + ХП приводит к увеличению предела проч-
ности с 160 МПа до 440 МПа (табл. 1, рис. 5а), от-
носительное удлинение уменьшается с 42 до 16%
(табл. 1, рис. 5б). РКУП приводит к росту предела
прочности σв с 160 ± 10 до 425 ± 10 МПа, что связано
с дислокационным и зернограничным упрочнени-
ями. При этом относительное удлинение уменьша-
ется с 42 ± 2 до 17 ± 2%. Последующая ХП со сте-
пенью обжатия 40% способствует разупрочне-
нию, что связано с увеличением среднего размер
зерен/субзерен (рис. 3) в соответствии с соотно-
шением Холла-Петча [17, 18]. При дальнейшем
увеличении степени обжатия до 90% предел
прочности возрастает до 510 ± 18 МПа. Смена
схемы деформации с РКУП на ХП приводит к
снижению относительного удлинения с 17 ± 2 до

12 ± 1%. Дальнейшее увеличение степени дефор-
мации приводит к ее восстановлению до 17 ± 1%.

Низколегированный сплав Cu–0.5(Cr относится
к классу дисперсионно–упрочняемых сплавов, для
которых старение является важнейшим этапом до-
стижения оптимального комплекса прочности и
электропроводности. В дополнение к дислокаци-
онному и зернограничному упрочнениям происхо-
дит упрочнение дисперсными частицами вторич-
ных фаз, которые выделяются при распаде твер-
дого раствора. Частицы, выделяясь в местах

Таблица 1. Механические и электрические свойства

Состояние σв, МПа ε, % IACS, %

ИС 160 ± 10 42 ± 2 37

ИС + 90ХП 440 ± 10 16 ± 1 35

ИС + 90ХП + ТО 465 ± 10 18 ± 2 67

РКУП4 425 ± 7 17 ± 2 39

РКУП4 + 90ХП 510 ± 18 17 ± 1 35

РКУП4 + 90ХП + ТО 460 ± 10 25 ± 1 70

Рис. 5. Свойства сплава: зависимость предела прочности от степени деформации (а), зависимость относительного
удлинения от степени деформации (б), зависимость электропроводности сплава от степени деформации (в, г).
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скопления дислокаций, границах зерен и субзерен
препятствуют движению дислокаций, миграции
границ зерен/субзерен. Однако, если частицы
укрупняются, вклад дисперсионного упрочнения
ослабляется, что наблюдается после старения со-
стояния РКУП4 + ХП. При этом происходит неко-
торый возврат микроструктуры, что обеспечивает
уменьшение предела прочности до 460 ± 10 МПа и
улучшение пластичности до 25 ± 1%, что на 8%
выше, чем в случае прокатанного крупнозерни-
стого ИС.

В ИС электропроводность составила 37% IACS.
Величина электропроводности существенно за-
висит от уровня дефектности микроструктуры.
ИПД и последующая ХП сопровождаются увели-
чением плотности дислокаций и протяженности
границ зерен, на которых происходит рассеяние
электронов проводимости. Однако, как видно из
рис. 5в, величина электропроводности не сильно
зависит от степени деформации. Следовательно,
основной вклад в электропроводность вносят
атомы легирующего элемента, находящиеся в
твердом растворе, что согласуется с результатами,
полученными в [19, 20]. В процессе старения про-
исходит распад твердого раствора, в результате
которого происходит выделение частиц вторич-
ных фаз и их укрупнение (рис. 4г, табл. 1), а также
процессы, приводящие к восстановлению микро-
структуры, в результате чего электропроводность
всех деформированных состояний восстанавли-
вается до 68–70% IACS. При этом электропро-
водность прокатанного УМЗ состояния, равная
70% IACS, несколько выше, чем у прокатанного
исходного крупнозернистого состояния, равная
67% IACS. Следовательно, предварительная ИПД
способствует более полному распаду пересыщен-
ного твердого раствора.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Холодная прокатка УМЗ состояния приводит

к формированию вытянутой сильнодеформиро-
ванной микроструктуры. При этом увеличение
степени обжатия приводит к увеличению размера
структурных составляющих при 40% обжатии.
При больших степенях обжатия размер размера
зерен/cубзерен монотонно уменьшается. Немо-
нотонный характер изменения размера структур-
ных составляющих связан со сменой схемы де-
формации. Последующее старение приводит к
аналогичным изменениям в характер микро-
структуры. При этом размер структурных состав-
ляющих меняется незначительно. Обнаруженные
тенденции слабо отличаются от тенденций, ха-
рактерных для прокатки и старения ИС.

Прочность УМЗ состояния после прокатки и
старения слабо отличается от прочности соответ-
ствующих состояний, полученных прокаткой и
старением ИС. В то же время, пластичность УМЗ

состояния, подвергнутого плоской прокатке и
старению, выше.

Старение приводит к более высокой электро-
проводности прокатанного УМЗ состояния, чем у
прокатанного ИС крупнозернистого состояния,
что связано с более полным распадом пересы-
щенного твердого раствора.

Обнаруженные закономерности говорят о по-
ложительном влиянии предварительного измель-
чения микроструктуры на уровни пластичности и
электропроводности сплава Cu–0.5Cr при про-
катке и старении.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования РФ (проект № 0838-2020-0006 “Фунда-
ментальные исследование новых принципов со-
здания перспективных электромеханических пре-
образователей энергии с характеристиками выше
мирового уровня, с повышенной эффективностью
и минимальными удельными показателями, с ис-
пользованием новых высокоэффективных элек-
тротехнических материалов”).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Осинцев О.Е., Федоров В.Н. Медь и медные сплавы,

отечественные и зарубежные марки. М.: Машино-
строение, 2004. 215 с.

2. Vinogradov A., Ishida N., Kitagawa K., Kopylov V. // Ac-
ta Mater. 2005. V. 53. P. 2181.

3. Purcek G., Yanar H., Saray O. et al. // Wear. 2014.
V. 311. P. 149.

4. Sarkeeva E.A., Alexandrov I.V. // IOP Conf. Ser. Mater.
Sci. Engin. 2020. V. 1008. Art. No. 012057.

5. Валиев Р.З., Александров И.В. Объемные нано-
структурные металлические материалы, Получе-
ние, структура и свойства. М.: Академкнига, 2007.
271 с.

6. Islamgaliev R.K, Nesterov K.M., Bourgon J. et al. //
J. Appl. Phys. 2014. V. 115. Art. No. 194301.

7. Vinogradov A., Suzuki Y., Ishida T. et al. // Mater. Trans.
2004. V. 45. No. 7. P. 2187.

8. Vinogradov A., Patlan V., Suzuki Y.et al. // Acta Mater.
2002. V. 50. No. 7. P. 1639.

9. Kun Xia Wei, Wei Wei, Fei Wang et al. // Mater. Sci. En-
gin. A. 2011. V. 528. No. 3. P. 1478.

10. Vinogradov A., Ishida T., Kitagawa K., Kopylov V.I. //
Acta Mater. 2005. V. 53. No. 8. P. 2181.

11. Xu C.Z., Wang Q.J., Zheng M.S. et al. // Mater. Sci.
Engin. A. 2007. V. 59. P. 303.

12. Wang Q.J., Xu C.Z., Zheng M.S. et al. // Mater. Sci.
Engin. A. 2008. V. 496. P. 434.

13. Sarkeeva E.A., Alexandrov I.V. // IOP Conf. Ser. Mater.
Sci. Engin. 2020. V. 672. Art. No. 012056.

14. Liua Q., Huang X., Lloyd D.J., Hansen N. // Acta Mater.
2019. V. 50(15). P. 3789.

15. Hughes D.A., Hansen N. // Acta Mater. 1997. V. 45.
P. 3871.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ЭВОЛЮЦИЯ МИКРОСТРУКТУРЫ, ПРОЧНОСТИ, ПЛАСТИЧНОСТИ 1559

16. Guowei Wang, Dan Song, Zhikai Zhou et al. // J. Mater.
Res. Tech. 2021. V. 15. P. 2419.

17. Stepanov N.D., Kuznetsov A.V., Salishchev G.A. et al. //
Mater. Sci. Engin. A. 2012. V. 554. P. 105.

18. Petch N.J. // J. Iron. Steel. Inst. 1953. V. 174. P. 25.

19. Козлов Э.В., Конева Н.А., Попова Н.А. // Изв. РАН.
Сер. физ. 2009. Т. 73. № 9. С. 1295; Kozlov E.V., Ko-
neva N.A., Popova N.A. // Bull. Russ. Acad. Sci. Phys.
2009. V. 73. No. 9. P. 1227.

20. Chembarisova R.G. // Tech. Phys. 2020. V. 65. P. 593.

Evolution of microstructure, strength, plasticity, and electric conductivity 
in ultrafine-grained Cu–0.5Cr alloy during cold rolling and aging

Е. А. Sarkeevaa, *, I. V. Alexandrova

aUfa State Aviation Technical University, Ufa, Russia
*e-mail: sarkeeva.e@inbox.ru

We presented the results of a study of the evolution of the microstructure, mechanical properties and electri-
cal conductivity of the ultrafine-grained state of the Cu–0.5(wt %)Cr alloy during cold rolling with various
degrees of reduction and aging. The ultrafine-grained state was obtained by equal channel angular pressing.
The studies were carried out in comparison with the coarse-grained state of the alloy.
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ВВЕДЕНИЕ
При проектировании микро- и наноэлектрон-

ных систем, работающих в условиях стационар-
ного радиационного и/или контактного теплово-
го воздействия: потоков заряженных частиц
и/или электромагнитного излучения [1, 2] одной
из важных задач является оценка степени внеш-
него воздействия на эти системы. Не менее важ-
ной является и задача оценки теплового, в т.ч. и
радиационного, воздействия на такие системы.
Поскольку экспериментальная регистрация ин-
формативных сигналов от реальных нанообъек-
тов может быть затруднена, использование мате-
матического моделирования для решения таких
задач является весьма актуальным. Ввиду того,
что значительное число структур различной при-
роды образованы планарными слоями, задача ма-
тематического моделирования и качественной
оценки одномерных процессов тепломассопере-
носа в многослойных планарных структурах, обу-
словленных воздействием различных видов ради-
ации (нейтронов, протонов, электронов, элек-
тромагнитного излучения, в т.ч. рентгеновского и
гамма-диапазонов) [1–5] и математическое опи-
сание таких процессов могут быть реализованы с
использованием единого подхода, что и является
предметом рассмотрения в настоящей работе.

Рассмотрение математических моделей и их каче-
ственная оценка проведены на примере диффу-
зии неравновесных неосновных носителей заряда
(ННЗ), генерированных в многослойных планар-
ных полупроводниковых структурах широким
внешним источником.

КАЧЕСТВЕННАЯ ОЦЕНКА МОДЕЛИ 
НЕЗАВИСИМЫХ ИСТОЧНИКОВ, 

ОПИСЫВАЮЩЕЙ ПРОЦЕСС 
ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА 

В МНОГОСЛОЙНОЙ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ СТРУКТУРЕ

Диффузия ННЗ, генерированных в полупро-
водниковой мишени киловольтными электрона-
ми, моделируется с использованием так называе-
мой модели независимых источников, согласно
которой на диффузию генерированных электрон-
ным пучком неравновесных ННЗ из любого мик-
рообъема полупроводника не оказывают влияние
другие электроны или дырки из других микрооб-
ластей материала [6, 7]. В этом случае для одно-
мерной диффузии, реализующейся при исполь-
зовании широкого пучка первичных электронов,
сначала находится распределение ННЗ, продиф-
фундировавших из бесконечно тонкого слоя по-

УДК 53.043:54-7:517.929.7

EDN: LFUFTO
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лупроводника, расположенного на определенной
глубине в объеме мишени, после чего искомое
распределение находится как суперпозиция ННЗ
от всех таких слоев мишени.

Для бесконечно тонкого планарного источни-
ка ННЗ, находящегося на глубине  
математическая модель диффузии может быть за-
писана как [7]:

(1)

с граничными условиями

(2)

Здесь  – распределение ННЗ после их
диффузии от тонкого планарного источника в од-
нородной полупроводниковой мишени,  – ко-
ордината, отсчитываемая от плоской поверхно-
сти в глубь полупроводника,  – число ННЗ,
генерированных электронным пучком в единицу
времени на глубине  до их диффузии, а    –
коэффициент диффузии, время жизни и скорость
поверхностной рекомбинации ННЗ соответ-
ственно. Для рассматриваемой математической
модели диффузии ННЗ, генерированных кило-
вольтными электронами, при проведении расче-
тов распределений ННЗ в объеме мишени для пе-
ременных и параметров модели наиболее удоб-
ным является использование микрометровой
шкалы [8–10]. Отметим также, что зависимость
от координаты концентрации ННЗ, генерирован-
ных электронным пучком в однородной полупро-
водниковой мишени в единицу времени  для
широкого электронного пучка может быть найде-
на из выражения для плотности энергии электрон-
ного пучка, выделяемой в мишени в единицу вре-
мени до начала процесса диффузии [11], делением
ее на энергию образования электронно-дырочной
пары (она приблизительно равна трем ширинам
запрещенной зоны полупроводника) [12].

Решив (1), (2), найдем искомое распределение
по глубине неравновесных ННЗ  в однород-
ной мишени как

(3)

Отметим, что данный подход может быть ис-
пользован для нахождения распределений ННЗ в
результате их диффузии как в однородных, так и в
планарных двух- [13, 14] и трехслойных [15, 16]
полупроводниковых мишенях. В принципе, ре-
шение может быть получено и для большего чис-
ла слоев многослойной полупроводниковой ми-
шени, однако это сопряжено с существенными
трудностями технического характера, и потому
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этот способ к положительному результату не при-
вел: на основании рассмотрения решений для
двух- и трехслойных структур нам не удалось най-
ти закономерность в формулах для решения диф-
ференциальных уравнений и описать алгоритм
решения задачи для произвольного числа слоев
многослойной структуры.

При наличии различных, в том числе и некон-
тролируемых, внешних воздействий на изучае-
мый полупроводник для рассматриваемой мате-
матической модели будем иметь различные
функции  и  в правой части дифферен-
циального уравнения (1) и, соответственно, два
различных его решения  и  а сле-
довательно, и различные функции  и 
Можно показать [17], что для однородной мише-
ни при выполнении условия

(4)

справедливы оценки

и

Отсюда следуют существование и единствен-
ность решения дифференциального уравнения (1) с
граничными условиями (2), корректность [18, 19]
математической модели (1)–(3), а также и много-
слойных математических моделей, которые могут
быть построены на основе модели (1)–(3).

КАЧЕСТВЕННАЯ ОЦЕНКА МОДЕЛИ, 
ОПИСЫВАЮЩЕЙ ПРОЦЕСС 

ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА В МИШЕНИ 
КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ 

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СЛОЕВ
Для одномерной диффузии в конечный полу-

проводник вдоль оси z, перпендикулярной по-
верхности n-слойной полупроводниковой струк-
туры  распределение ННЗ по глубине
находится как решение дифференциального
уравнения [20]

(5)

с граничными условиями

(6)
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СТЕПОВИЧ и др.

Верхний индекс в скобках указывает номер слоя.
Для многослойной структуры   – ко-
ординаты внешних границ полупроводника,

 – координаты границ раздела слоев;
   – электрофизические параметры: ко-

эффициент диффузии, диффузионная длина и
время жизни ННЗ в i-м слое соответственно, при

этом  На границах полупроводника
(при  и при ) приведенные скорости по-
верхностной рекомбинации 

 где  и  – скорости по-
верхностной рекомбинации ННЗ на поверхности
первого и n-го слоев, соответственно. Функция

 описывает распределение неравновесных
ННЗ по глубине в i-м слое после их диффузии в
полупроводнике. Функция  – зависимость
от координаты плотности ННЗ, генерированных
широким электронным пучком в i-м слое полу-
проводниковой мишени в единицу времени.

Рассмотрим диффузию ННЗ в многослойной
мишени, в которой внутри каждого слоя коэффи-
циент диффузии и время жизни ННЗ – величины
постоянные. В этом случае дифференциальное
уравнение диффузии ННЗ примет вид

Перепишем это уравнение в виде:

или

(7)

где  а

есть постоянные величины.
Тогда граничные условия можно записать в виде:

(8)

(9)

(10)

Здесь  и  – постоянные, 
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Для нахождения решений (7) используем ме-
тод вариации произвольной постоянной. Реше-
ние будем искать в виде

где  и  – искомые функции, удовлетво-
ряющие системе уравнений

(11)

Из (11) получим  и

 откуда

Тогда

(12)

где  и  ( ) – произвольные постоянные.
Подставив функцию (12) в граничные усло-

вия (8)–(10), получим систему рекурсивных
уравнений для нахождения постоянных  и 

 При вычислении производной от функ-
ции   используя формулу дифферен-
цирования интеграла с переменным верхним
пределом, получим:

Подставив  и   последователь-
но в (8)–(10), получим:

1) из (8):

2) из (9):
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откуда

3) из (10):

Из этих соотношений следует единственность
решения задачи (7)–(10).

Как и для так называемой модели независи-
мых источников, аналогично неравенству (4) по-
ложим, что   в i-м слое справедлива
оценка

(13)

Из (12) получим

Отсюда

С учетом оценки (13) получим

Таким образом

(14)

где 
Следовательно, для рассматриваемой задачи

тепломассопереноса в многослойной мишени
имеет место существование и единственность ре-
шения дифференциального уравнения (7) с гра-
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ничными условиями (8)–(10), т.е. рассматривае-
мая математическая модель корректна.

Возвращаясь к исходным обозначениям, полу-
чим, что если

то для любого i  справедлива оценка

где 

Поскольку при моделировании вид функции в
правой части дифференциальных уравнений не
конкретизировался, полученные результаты
справедливы для любого внешнего источника:
широкого пучка заряженных частиц или широко-
го потока квантов электромагнитного излучения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе изложены результаты ка-

чественного анализа математических моделей,
описывающих процессы тепломассопереноса,
обусловленного взаимодействием широких пуч-
ков заряженных частиц или электромагнитного
излучения с многослойными планарными струк-
турами. Рассмотрение проведено на примере
диффузии неравновесных неосновных носителей
заряда, генерированных широкими пучками за-
ряженных частиц или электромагнитным излуче-
нием в многослойных планарных полубесконеч-
ных полупроводниковых мишенях и в полупро-
водниковых мишенях конечной толщины при
произвольном, но конечном, числе слоев. Полу-
чены оценки влияния изменений в условиях про-
ведения эксперимента на распределение нерав-
новесных неосновных носителей заряда в объеме
таких структур.

Исследования проведены при частичной фи-
нансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 19-03-00271),
а также РФФИ и правительства Калужской обла-
сти (проект № 18-41-400001).
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Изучено влияние магнитоимпульсной обработки на электромагнитные свойства и кристалличе-
скую структуру высокотемпературных мультиферроиков – скандийзамещенных гексаферритов ба-
рия. Показано, что импульсное магнитное поле обеспечивает повышение степени ковалентности
химической связи между ионами Fe3+, расположенными в пятикратной координации и в нецентри-
рованных октаэдрах, что связывается с упорядочением ионов, катионных и анионных вакансий, а
также дополнительным смещением ионов Sc3+ и Fe3+ из центра полиэдров.

DOI: 10.31857/S0367676522110242

ВВЕДЕНИЕ
Актуальной задачей магнитоэлектроники яв-

ляется получение материалов (мультиферрои-
ков), магнитными свойствами которых можно
управлять с помощью электрического поля [1].
Такими возможностями обладают ферриты, в ко-
торых имеются ионы, способные занимать не-
сколько положений равновесия в кислородных
полиэдрах и, как следствие, изменять степень ко-
валентности химической связи между катионами
и анионами в зависимости от характера смещения
магнитоактивных ионов. Упомянутые особенно-
сти свойственны гексагональным ферритам, в мо-
нокристаллах которых может проявляться магни-
тоэлектрический эффект, и они являются мульти-
ферроиками [1–4]. В поликристаллических
гексагональных ферритах такие свойства можно
наблюдать в образцах с высокой степенью тексту-
ры, с упорядоченным расположением точечных
дефектов кристаллической структуры, с фиксаци-
ей доменных стенок на границах кристаллитов [5].
Эти условия могут быть реализованы в замещен-
ных гексаферритах бария или стронция, в кото-
рых ионы, замещающие ионы железа, имеют
предпочтения к локализации в пятикратной би-

пирамиде или в октаэдрах, расположенных в гек-
сагональном блоке вблизи ионов Ba2+ или Sr2+.
Упорядочение дефектов в них может осуществ-
ляться в результате различных физических воз-
действий: электромагнитных полей, термообра-
ботки, лазерного отжига и т.п. Некоторые воз-
можности использования слабых импульсных
магнитных полей изложены в работах, в которых
описаны результаты воздействия магнитоим-
пульсной обрабтки (МИО) на ферриты [6, 7],
аморфные сплавы [8–10], оксиды железа [11, 12].

В мультиферроиках в качестве ионов-замести-
телей могут выступать ионы Sc3+, Ti4+, имеющие
электронное строение благородного газа после
отдачи s-d электронов анионам и имеющие высо-
кую склонность к локализации в кислородных
полиэдрах вблизи ионов Ba2+ или Sr2+, которые
обладают большой поляризуемостью за счет не-
симметричной конфигурации их электронного
облака [13, 14]. В связи с этим значительный ин-
терес представляет изучение возможностей про-
явления магнитоэлектрического эффекта, а так-
же улучшения мультиферроидных свойств в
скандийзамещенных гексагональных ферритах

УДК 537.9:53.098:537.622:543.429.3:54-165.2

EDN: MGEOMD
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BaFe12 – xScxO19 после их магнитной обработки
при относительно низких параметрах замещения
( ) [14].

В настоящей работе исследованы особенности
влияния МИО на катионное распределение, маг-
нитные и электрические свойства анизотропных
поликристаллических скандийзамещенных гек-
саферритов BaFe12 – xScxO19 с целью определения
возможности изменения их мультиферроидных
свойств.

ОБЪЕКТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
И МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Объектами для исследования служили образ-
цы анизотропных поликристаллических ферри-
тов состава BaFe12 – xScxO19, где х принимало зна-
чения 0.1, 0.3, 0.6, 0.9, 1.0, 1.2. Синтез образцов
осуществляли по известной керамической техно-
логии из оксидов Fe2O3, Sc2O3 и карбоната бария
BaCO3 марки “ОСЧ”. Синтезирующий обжиг
проводили на воздухе при 1200°С в течение 6 ч,
спекание при 1300°С также в течение 6 ч. Охла-
ждение осуществляли в печи со скоростью около
100°С · ч–1. МИО проводилась импульсами маг-
нитного поля прямоугольной формы частотой 10–
20 Гц, напряженностью 10–100 кА · м–1 [15, 16].
Магнитные параметры: остаточную намагничен-
ность  удельную намагниченность насыщения

 коэрцитивную силу  форму петли магнитно-
го гистерезиса – измеряли при комнатной темпера-
туре на вибрационном магнитометре VSM-250 в
магнитном поле напряженностью 20 кЭ. Электри-
ческие свойства: диэлектрическую проницае-
мость ε′ и удельное электрическое сопротивление
ρ – измеряли также при комнатной температуре
на частоте 1 кГц с помощью LCR-метра.

Мёссбауэровские исследования выполнены
при комнатной температуре на спектрометре
MS 1104-Em с обработкой спектров по программе

≤ 1.2x

σ ,r

σ ,s ,cH

Univem MS. Изомерный сдвиг определяли отно-
сительно α-Fe.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В табл. 1 и 2 в качестве примера приведены
магнитные и электрические свойства ферритов
BaFe12 – xScxO19 до и после МИО. Видно, что такая
обработка ферритов с  способствует
увеличению остаточной намагниченности и ко-
эрцитивной силы. Эффективность обработки
определяется содержанием ионов скандия в фер-
рите. Наиболее чувствительным параметром к
магнитоимпульсной обработке является коэрци-
тивная сила, которая увеличивается на 15–20%.
Высокую чувствительность к такой обработке
проявляют и электрические свойства ферритов, в
частности, электрическое сопротивление увели-
чивается на 15–40%.

Для выяснения причин наблюдаемых измене-
ний электромагнитных свойств ферритов были
выполнены мёссбауэровские исследования, поз-
воляющие оценить влияние магнитной обработ-
ки на катионное распределение, локальные иска-
жения координационных полиэдров и степень
ковалентности химической связи ионов Fe3+. В
качестве примера на рисунке приведены мёссбау-
эровские спектры феррита BaFe11.4Sc0.6O19, а в
табл. 3 – параметры его сверхтонкой структуры до
и после МИО. Видно, что спектр представляет су-
перпозицию семи секстиплетов от ядер ионов
Fe3+, расположенных в позициях 12k, 4f2, 4f1, 2a, 2b.
Помимо секстиплетов, свойственных основным
позициям гексагональной структуры бариевого
феррита, можно выделить два дополнительных
секстиплета (12k' и 12k''), соответствующих ионам
железа, расположенным в позициях 12k и имею-
щим в ближайшем окружении ионы Sc3+, локали-
зованными в позициях 2b и 4f2. При  реги-
стрируется дополнительный секстиплет 12k', ука-

≤ ≤0.1 0.6x

= 0.1x

Таблица 1. Магнитные свойства анизотропных ферритов BaFe12 – xScxO19 до и после магнитоимпульсной обра-
ботки 30 импульсами

Значение 
х

Состояние феррита 
BaFe12 – xScxO19

Удельная намагниченность 
насыщения , А · м2 · кг–1

Остаточная намагниченность 
, А · м2 · кг–1

Коэрцитивная сила 
, кА · м–1

0.1 До обработки 56.93 15.58 71.6

После обработки 57.23 16.28 84.9

0.6 До обработки 56.99 6.2 15.9

После обработки 57.34 6.5 18.4

0.9 До обработки 55.44 3.07 2.4

После обработки 55.78 3.22 2.77

σs σr cH
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зывающий на преимущественную локализацию
ионов Sc3+ в позициях 2b. После МИО не наблю-
дается заметных изменений в структуре спектров,
однако при этом меняются такие параметры
спектров, как вероятность эффекта Мёссбауэра,
интегральные интенсивности компонент сексти-
плетов, величины квадрупольного и изомерного
сдвигов от ядер ионов Fe3+, расположенных в
тригональной бипирамиде (позиция 2b) и в не-
центрированных октаэдрах (позиции 12k' и 12k'').
Изменения квадрупольного и изомерного сдвига
указывают на увеличение степени искажения ло-
кального окружения ионов Fe3+ и увеличение ко-
валентного переноса электронной плотности на
ионы Fe3+. Такой эффект возможен либо в ре-
зультате дополнительных смещений ионов желе-
за относительно центров полиэдров, либо с изме-
нением количества анионных вакансий в ближай-
шем окружении ионов Fe3+. Учитывая тот факт, что
в ферритах BaFe11.9Sc0.1O19 наиболее заметные изме-
нения изомерного и квадрупольного сдвигов на-
блюдаются для подрешетки 2b, увеличение квадру-
польного сдвига можно объяснить дополнитель-
ным смещением ионов Fe3+ из базисной плоскости
бипирамиды, а также смещением анионов в окта-
эдрах, расположенных вблизи ионов Sc3+. В ре-
зультате таких смещений происходит изменение
степени поляризация решетки и напряженности
внутреннего электрического поля, вызванных
смещением ионов и их электронных оболочек.
Так как число смещенных ионов в одном направ-
лении и, как следствие, анизотропия феррита за-
висят от характера упорядочения катионных и
анионных вакансий, то можно констатировать,
что при МИО происходит их дополнительное упо-
рядочение. Это находится в соответствие с измене-
нием удельного электрического сопротивления,
коэрцитивной силы и диэлектрической проницае-
мости ферритов (табл. 1, 2). При этом изменение
изомерного сдвига свидетельствует об изменении

электронной плотности на ядрах Fe57 и, как след-
ствие, на изменении ковалентной составляющей
химической связи магнитоактивных ионов, что
коррелирует с ростом параметров, лимитируемых
анизотропией кристаллической решетки и ее по-
ляризуемости. Это связано с тем, что существен-
ную роль в формировании электромагнитных
свойств гексагональных ферритов бария играют
длина и углы связей между ионами Fe3+, а также
специфика электронной конфигурации ионов

Таблица 2. Электрические свойства анизотропных ферритов BaFe12 – xScxO19 до и после магнитоимпульсной об-
работки 30 импульсами

Значение х
Состояние феррита 

BaFe12 – xScxO19

Диэлектрическая 
проницаемость ε'

Тангенс угла потерь 
tgδ

Удельное электрическое 
сопротивление ρ, Ом · м

0.1 До обработки 857.9 2.009 2.088 · 106

После обработки 878.9 1.351 3.03 · 106

0.6 До обработки 210.18 1.501 1.41 · 107

После обработки 187.4 1.361 1.4 · 107

1.2 До обработки 408.53 1.299 6.78 · 106

После обработки 384.0 1.208 7.74 · 106

Рис. 1. Мёссбауэровские спектры образца
BaFe11.4Sc0.6O19 до (а) и после (б) магнитоимпульсной
обработки.
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бария, находящихся между кислородными поли-
эдрами [17]. Увеличение квадрупольного сдвига
для ионов Fe3+, расположенных в позициях 2b и
12k после МИО можно связать с увеличением
анизотропии их химических связей. Однако, учи-
тывая, что ковалентные эффекты дают малый
вклад в аномально высокие значения квадру-
польного сдвига для подрешетки 2b, эти измене-
ния в большей степени связаны с эффектами пере-
крывания электронных оболочек ионов, располо-
женных в 2b позиции, с электронными орбитами
кислорода. Это обусловлено, с одной стороны, зна-
чительной вытянутостью бипирамиды вдоль оси с,
с другой – спецификой положения катионов в та-
ком полиэдре. Действительно, ионы Fe3+ и Sc3+,
расположенные в тригональной бипирамиде,
имеют возможность занимать два неэквивалент-
ных положения с близкими значениями энергии
и находящимися на расстоянии 0.312 Å от ее ба-
зисной плоскости [18, 19]. Этим положениям со-
ответствует потенциальный барьер, который ио-
ны способны преодолевать при температурах,
превышающих 80 К и перескакивающих из одно-
го положения в другое с частотой 10–8 с–1. Нали-
чие ионов Sc3+, локализованных преимуществен-
но вблизи ионов Ba2+ способствует смещению в
среднем по времени положения равновесия для ка-
тионов. Упорядоченное смещение этих ионов в
пределах нескольких элементарных ячеек феррита
будет способствовать его поляризации и появлению
внутреннего электрического поля на границе шпи-
нельного и гексагонального блоков. Степень согла-
сованности таких смещений определяется харак-
тером упорядочения дефектов. Увеличение

удельного сопротивления и коэрцитивной силы
после МИО связано именно с таким упорядоче-
нием, а также изменениями ковалентной состав-
ляющей химической связи между ионами. Это
обстоятельство указывает на возможность изме-
нения магнитных свойств ферритов под воздей-
ствием внешнего электрического поля. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Магнитоимпульсная обработка существенно
влияет на структурночувствительные электро-
магнитные параметры феррита, а также сверхтон-
кую структуру их мёссбауэровских спектров. Нали-
чие ионов Sc3+, локализованных преимущественно
вблизи ионов Ba2+, способствует смещению в
среднем по времени положения равновесия для
катионов. Упорядоченное смещение этих ионов
в пределах нескольких элементарных ячеек фер-
рита способствует его поляризации и появлению
внутреннего электрического поля на границе шпи-
нельного и гексагонального блоков. Это обстоятель-
ство указывает на возможность изменения магнит-
ных свойств ферритов под воздействием внешнего
электрического поля, что обуславливает возможно-
сти изменения их мультиферроидных свойств.

Исследования выполнены при частичной фи-
нансовой поддержке гранта Российского фонда
фундаментальных исследований и правительства
Ивановской области (проект № 18-43-370012) и
гранта РФФИ и правительства Калужской обла-
сти (проект № 18-41-400001).

Таблица 3. Параметры мёссбауэровских спектров ферритов BaFe11.4Sc0.6O19 до и после магнитоимпульсной об-
работки 30 импульсами

Состояние 
феррита

Положение 
ионов Fe3+, 
подрешетка

Изомерный 
сдвиг δ, мм · c–1

Квадрупольный 
сдвиг Δ,
мм · c–1

Магнитное 
поле на ядрах 

Fe57 Hл, кЭ

Площади 
компонент S,

% отн.

Величина 
резонансного 
эффекта, %

До 
обработки

12k
4f2
4f1
2a
2b

12k'
12k''

0.35
0.3
0.26
0.31
0.34
0.36
0.37

0.42
0.1
0.11
0.14
2.45
0.49
0.41

404
494
460
477
395
313
350

30.7
17.0
10.1
17.8
1.5

14.7
8.2

7.57

После
обработки

12k
4f2
4f1
2a
2b

12k'
12k''

0.35
0.38
0.23
0.30
0.09
0.34
0.33

0.40
0.07
0.11
0.16
2.81
0.51
0.40

404
493
453
479
390
313
351

28.3
22.7

8.7
15.4
2.2

13.8
8.9

7.76
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Effect of magnetic pulse treatment on hexagonal scandium-substituted ferrites 
with multiferroic properties
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The effect of magnetic pulse treatment on the electromagnetic properties and crystal structure of high-tem-
perature multiferroics, scandium-substituted barium hexaferrites, is studied. It was shown that a pulsed mag-
netic field enhances the covalence degree of the chemical bond between Fe3+ ions located in fivefold coordi-
nation and in non-centered octahedra, which is associated with the ordering of ions, cationic and anion va-
cancies, and the additional displacement of Sc3+ and Fe3+ ions from center of polyhedra.
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Исследована эволюция параметров кристаллографической текстуры, микроструктуры и механиче-
ских свойств однофазных сплавов на основе меди с содержанием 10 и 30 вес. % Zn, подвергнутых
плоской прокатке в крупнозернистом состоянии и предварительно сформированном ультрамелко-
зернистом состоянии. Показано, что уменьшение энергии дефекта упаковки и увеличение степени
обжатия при плоской прокатке приводят к увеличению значений функций распределения ориенти-
ровок, соответствующих двойниковых ориентировкам, а в целом, к уменьшению размера зерна и
областей когерентного рассеяния, росту плотности дислокаций и вероятности двойникования.
Указанные изменения положительно влияют на уровень прочностных свойств исследованных
сплавов.

DOI: 10.31857/S0367676522110357

ВВЕДЕНИЕ
Сплавы системы Cu–Zn относятся к латуням,

обладают различной величиной энергии дефекта
упаковки (ЭДУ) в зависимости от степени леги-
рования медной матрицы атомами Zn [1]. ЭДУ
представляет собой энергию, связанную с рас-
щеплением полной дислокации и образованием
частичных дислокаций, и играет решающую роль
в эволюции кристаллографической текстуры
(КТ), микроструктуры, и деформационного по-
ведения металлов и сплавов [2]. Однофазные
твердорастворные сплавы на основе меди пред-
ставляют большой интерес в качестве модельных
объектов исследований для понимания влияния
содержания легирующих элементов и, следова-
тельно, влияния величины ЭДУ на взаимосвязь
“микроструктура–свойства” [3, 4]. При этом в
медном сплаве при содержании 10 вес. % Zn вели-
чина ЭДУ становится равной 35 мДж · м–2, а при
30 вес. % Zn – 14 мДж · м–2 [5].

Применение методов интенсивной пластиче-
ской деформации (ИПД) приводит к измельче-
нию микроструктуры и повышению прочност-
ных и функциональных свойств [6]. В ранних ра-
ботах [7, 8] было изучено влияние ЭДУ на
микроструктурные изменения в сплавах, под-
вергнутых ИПД. Такие методы ИПД, как равно-
канальное угловое прессование (РКУП) [9] и кру-

чение под высоким давлением (КВД) [10–12], были
применены для исследования микроструктурных
преобразований и свойств сплавов системы Cu–Zn
в зависимости от величины ЭДУ. Было обнаруже-
но, что уменьшение ЭДУ приводит к уменьше-
нию размера кристаллитов, увеличению плотно-
сти дислокации и двойников. Кроме того, было
изучено влияние традиционного метода обработ-
ки металлических материалов плоской прокаткой
при комнатной или криогенных температурах на
формирование УМЗ структуры в этих сплавах
[13–15].

Как известно, прокатка материалов приводит
к образованию различных текстурных ориенти-
ровок за счет того, что в микроструктуре присут-
ствуют зерна, каждое из которых в силу определен-
ной ориентации в заготовке откликается своими
специфическими деформационными реакциями
на внешнюю приложенную деформацию. На ха-
рактер формирующейся КТ и механические
свойства при плоской прокатке сплавов системы
Cu–Zn заметно влияет содержание цинка [16]. В
частности, увеличение содержания Zn в крупно-
зернистой (КЗ) меди при прокатке приводит к
формированию другого типа текстуры. Это измене-
ние характера КТ названо текстурным переходом от
текстуры типа “медь” (Copper) {112}k111l к текстуре
типа “латунь” (Brass) {110}k112l [16–18].

УДК 669.35.5

EDN: RLVJXF
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Для описания эволюции КТ при прокатке
ГЦК материалов удобно рассматривать в качестве
главных α, β, γ, θ и τ-волокна, на которых располо-
жены ориентировки Brass {011}k211l, Goss {011}k100l,
Copper {112}k111l, Dillamore {4411}k11118l [15,19]. Од-
нако при описании КТ в настоящей статье, опи-
раясь на подход к описанию подобной текстуры
прокатки, описанный в работе [20], рассмотрены
ориентировки, расположенные в пространстве
углов Эйлера при различных значениях ϕ1, но
фиксированных углах Φ = 45° и ϕ2 = 0° (α-волок-
но), а также при различных значениях угла Φ, но
фиксированных углах ϕ1 = 90° и ϕ2 = 45° (τ-волок-
но).

Эволюция КТ в сплавах системы Cu–Zn была
исследована при многократной накапливаемой
деформации плоской прокаткой, являющейся
одним из методов ИПД [15]. Было показано, что
при уменьшении ЭДУ происходит уменьшение
интенсивности текстуры типа “медь” и преобла-
дание текстуры типа “латунь” за счет деформаци-
онного двойникования.

Целью настоящей работы явилось исследова-
ние влияния ЭДУ на эволюцию КТ, особенности
формирования микроструктуры и механические
свойства сплавов системы Cu–Zn, подвергнутых
плоской прокатке в КЗ состоянии и УМЗ состоя-
нии, предварительно сформированном РКУП.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА
Заготовки сплавов Cu–10 вес. % Zn, Cu–

30 вес. % Zn подвергали двум проходам РКУП и
дальнейшей плоской прокатке. РКУП заготовок с
размерами 8 мм × 8 мм × 60 мм проводили при
Т = 150°С для сплава Cu–10% Zn и Т = 300°С для
сплава Cu–30% Zn. Выбор температур РКУП был
обусловлен задачей получения целостных загото-
вок без сколов и трещин. Внешний угол пересече-
ния каналов в оснастке составил ψ = 0°, внутрен-
ний – ϕ = 90° [21]. Последующую плоскую про-
катку заготовок проводили при температурах,
равных температурам РКУП для каждого матери-
ала. Степени обжатия составили 30, 60, 80, 95% с
постепенным (не более 10%) накоплением де-
формации за каждый проход. Исходные КЗ заго-
товки (КЗ состояние) исследованных сплавов
подвергли плоской прокатке при аналогичных
условиях.

Исследования тонкой структуры были выпол-
нены методами просвечивающей электронной
микроскопии (ПЭМ) при помощи прибора JEOL
JEM-2100. Тонкие фольги в ходе ПЭМ исследова-
ний исследовали в темных и светлых полях при
ускоряющем напряжении 200 кВ.

Рентгеновскую съемку проводили с продоль-
ного горизонтального сечения заготовок после
РКУП и с плоскости прокатанных образцов при

ускоряющем напряжении 40 кВ, токе 40 мА при
комнатной температуре с использованием рент-
геновского дифрактометра Rigaku Ultima IV.
Съемку проводили в пределах углов дифракции
2θ от 10° до 145° с шагом 0.02° и временем экспо-
зиции на точку – 10 с. Оценку параметра кристал-
лической решетки, размеры областей когерентного
рассеяния (ОКР) исследуемых сплавов проводили,
анализируя профиль рентгеновских линий при по-
мощи программного обеспечения Maud 2.93 [22].
Склонность материалов к двойникованию (веро-
ятность двойникования) оценивали, используя
подход Уоррена также с использованием про-
граммного обеспечения Maud 2.93 [23]. Подгонку
формы профиля рентгеновских линий к экспери-
ментальным данным проводили методом Рит-
вельда. При определении ОКР использовали оп-
цию “Произвольная текстура” (“Arbitrary tex-
ture”). При расчетах показатель несоответствия и
взвешенный фактор профиля (Rwp и Sigma) в
среднем составили 5.7% и 1.65.

Плотность дислокаций определяли по форму-
ле [24]:

(1)

где  – среднеквадратичные микроискаже-
ния кристаллической решетки, D – размеры
ОКР, b – вектор Бюргерса.

Анализ процессов текстурообразования выпол-
нили с использованием рентгеновского дифракто-
метра ДРОН-3. Неполные полюсные фигуры (ПФ)
для плоскостей (111), (200) и (220) получали при ис-
пользовании фильтрованного на вторичном пучке
рентгеновского CuKα1 (0.1540598 нм) излучения.
Съемку (U = 40 кВ, I = 40 мА) проводили в режиме
“на отражение” в пределах изменения радиаль-
ного угла γ от 0° до 75° (с учетом эффектов дефо-
кусировки) и азимутального угла δ от 0° до 360° с
шагом 5° с плоскости прокатанных образцов.
Расчет полных ПФ и значений плотности ориен-
таций f(g) трехмерных функций распределения
ориентировок (ФРО) в пространстве углов Эйле-
ра ϕ1, Φ и ϕ2 проводили с помощью стандартного
пакета программ LaboTex 2.1 [25]. В основу расче-
тов положен широко известный дискретный ме-
тод, называемый методом произвольных ячеек
(ADC метод).

Микротвердость по Виккерсу оценивали на
микротвердомере MicroMet 5101. К изготовлен-
ным образцам прилагали нагрузку 100 г в течение
10 с. Механические испытания на растяжение
проводили на установке Instron 8801 при комнат-
ной температуре со скоростью растяжения
0.24 мм/мин. При этом использовали стандарт-
ные образцы с размерами рабочей части 4 мм.

( )ρ = ε
1 222 3 ,Db

ε
1 22
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В табл. 1 приведены основные для ГЦК метал-
лов, подвергнутых плоской прокатке, кристалло-
графические ориентировки, расположенные вдоль
α- и τ-волокон, с индексами Миллера и углами
Эйлера для ГЦК металлов, подвергнутых плоской
прокатке [19]. На рис. 1 представлены распреде-
ления значений плотности ориентировок вдоль
α- и τ-волокон для сплава Cu–10% Zn, подверг-
нутого плоской прокатке в КЗ и УМЗ состояниях.
КЗ состояние сплава характеризуется однород-
ным распределением равноосных зерен со сред-
ним размером 117 ± 3 мкм. УМЗ состояние харак-
теризуется средним размером зерен 795 ± 66 нм.

При плоской прокатке сплава в КЗ состоянии
в диапазоне степеней обжатия 30–60% не проис-
ходит значительных изменений в величине ФРО,
соответствующих кристаллографическим ори-
ентировкам вдоль α- и τ-волокон (рис. 1а и 1б).
Когда степень обжатия достигает 80% происхо-
дит увеличение доли ориентировок Goss/Brass,
{011}3 1и Brass. При увеличении степени обжатия
до 95% в α-волокне максимальное значение интен-
сивности на графике находится близко к идеально-
му положению пика ориентировки {011}3 1 (ϕ1 =
= 25°, Φ = 45°, ϕ2 = 0°) (рис. 1а), в τ-волокне мак-
симальное значение интенсивности на графике
соответствует ориентировке Goss (ϕ1 = 90°, Φ =
= 90°, ϕ2 = 45°) (рис. 1б).

1

1

Рис. 1. Значения плотности ориентаций f(g) основных ориентировок в α и τ-волокнах с постоянными углами Эйлера
Φ = 45° и ϕ2 = 0° (α-волокно: а, в), ϕ1 = 90° и ϕ2 = 45° (τ-волокно: б, г) сплава Cu–10% Zn, подвергнутого прокатке в
КЗ (а, б) и УМЗ состоянии (в, г).
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При плоской прокатке сплава в УМЗ состоя-
нии изменения в величинах ФРО, соответствую-
щих основных ориентировкам, наблюдаются при
достижении степени обжатия 60% (рис. 1в и 1г).

Максимальное значение интенсивности ФРО на
графике для α-волокна при степени обжатия 60%
приходится на идеальное положение пика ориента-
ции Brass (ϕ1 = 35°, Φ = 45°, ϕ2 = 0°) (рис. 1в). При

увеличении степени обжатия до 80% в α-волокне
наблюдается усиление доли ориентировок

{011}3 1 и Brass (рис. 1в). В τ-волокне увеличи-
вается доля ориентировок Goss и Copper twin
[15, 20] вблизи (ϕ1 = 90°, Φ = 74°, ϕ2 = 45°)

(рис. 1г). При достижении степени обжатия 95% в
α-волокне максимальное значение интенсивно-

сти на графике приходится на {011}3 1 ориенти-
ровку. Величина интенсивности ФРО, соответ-
ствующей ориентировке Brass также выше, чем
при прокатке данного сплава в КЗ состоянии.
Также увеличивается доля ориентировок Copper
twin и Goss (рис. 1г) в τ-волокне по сравнению с
прокатанным сплавом в КЗ состоянии.

Как показано на рис. 2, основные ориентиров-
ки КТ в сплаве Cu–30% Zn соответствуют тако-
вым в сплаве Cu–10% Zn. КЗ состояние сплава
Cu–30% Zn до плоской прокатки характеризуется
средним размером зерна 93 ± 3 мкм. После РКУП
в микроструктуре достигнуто значение среднего
размера зерна 288 ± 55 нм. При плоской прокатке
сплава в КЗ состоянии до степени обжатия 60%
происходит усиление интенсивности ФРО, соот-
ветствующей Brass ориентировке в α-волокне
(рис. 2а). При этом в τ-волокне максимальное
значение интенсивности на графике находится
вблизи ориентировки Copper (ϕ1 = 90°, Φ = 35°,

ϕ2 = 45°) (рис. 2б). Увеличение степени обжатия

1

1

до 80% уменьшает интенсивность ФРО, соответ-
ствующей ориентировке Brass в α-волокне, и уве-
личивает интенсивность ФРО, соответствующей
ориентировке Copper в τ-волокне (рис. 2а и 2б).
При увеличении степени обжатия вплоть до 95%
интенсивность ФРО, соответствующей Brass
ориентировке имеет тенденцию к увеличению.
Наряду с этим наблюдается рост интенсивностей
ФРО, соответствующих ориентировкам Goss,

Goss/Brass и {011}3 1 (рис. 2а). Кроме того, от-
метим, что интенсивность ФРО, соответствую-
щей ориентировке Copper, сначала увеличивает-
ся, а затем уменьшается по мере увеличения сте-
пени обжатия до 95% (рис. 2б).

При плоской прокатке сплава в УМЗ состоя-
нии в α-волокне по мере увеличения степени обжа-
тия от 30 до 95% наблюдается постепенное увеличе-
ние интенсивностей ФРО, соответствующих ори-

ентировкам Goss, Goss/Brass и {011}3 1, но при
этом уменьшается интенсивность ФРО, соответ-
ствующей Brass ориентировке, по сравнению с
состоянием сплава после прокатки в КЗ состоянии
(рис. 2в). При увеличении степени обжатия про-
исходит усиление интенсивностей ФРО в τ-во-
локне от Copper ориентировки (при степенях об-
жатия 80 и 95%) через Y ориентировку (ϕ1 = 90°,

Φ = 55°, ϕ2 = 45°) (при степени обжатия 60%) в на-

правлении Copper twin и Goss ориентировок (при
степени обжатия 95%) (рис. 2г). Следует отме-
тить, что интенсивности ФРО, соответствующие
рассмотренным выше ориентировкам в сплаве Cu–
30% Zn, имеющем низкую величину ЭДУ, меньше
по сравнению с таковыми в сплаве Cu–10% Zn.

На рис. 3 представлены рентгенограммы спла-
вов в исходном состоянии, подвергнутых плос-
кой прокатке, РКУП и последующей плоской

1

1

Таблица 1. Индексы Миллера и углы Эйлера для основных текстурных ориентировок ГЦК материалов [14]

Ориентировки Индексы Миллера ϕ1 Φ ϕ2 Волокно

Rotated cube {001}110 0/90 0 45 τ
Goss {011}100 0

90

45

90

0

45 α/τ
Rotated Goss {011}011 90 45 0 α
Brass {011}211 35 45 0 α/β
Goss/brass {011}115 16 45 0 α
A {011}111 55 45 0 α
Y {111}112 90 55 45 γ/τ
Copper {112}111 90 35 45 τ/β
Copper twin {552}115 90 74 45 τ
Dillamore {4411}11118 90 27 45 τ
– {011}3 1 25 45 0 α1
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прокатки на начальную 30% и крайнюю 95% сте-

пени обжатия. При прокатке обоих сплавов в КЗ

и УМЗ состояниях на рентгенограммах присут-

ствуют основные пики, характерные для рентге-

нограмм чистой меди (рис. 3а–3г). Параметр кри-

сталлической решетки больше по сравнению с па-

раметром кристаллической решетки чистой меди за

счет легирования медной матрицы атомами Zn. Для

сплава Cu–10% Zn параметр решетки составляет

3.638 ± 0.005 Å, для сплава Cu–30% Zn – 3.679 ±

± 0.008 Å.

В табл. 2 представлены результаты оценки

ОКР, плотности дислокаций и вероятности обна-

ружения двойников сплавов в различных струк-

турных состояниях. Изменения параметров после

плоской прокатки образцов в КЗ и УМЗ состоя-
ниях имеют одинаковую тенденцию.

Как видно, по мере уменьшения величины
ЭДУ и увеличения степени обжатия при прокатке
сплава в УМЗ состоянии происходит уменьшение
размеров ОКР до 66 ± 1 нм. Вероятность дефор-
мационного двойникования у сплавов системы
Cu–Zn закономерно нарастает за счет РКУП,
плоской прокатки и совместной деформации
(табл. 2). Для сплава Cu–30% Zn, имеющего ма-
лую величину ЭДУ, это значение составляет 1.3%
(табл. 2). По мере уменьшения величины ЭДУ и
увеличении степени обжатия при прокатке
сплава в КЗ состоянии в микроструктуре проис-
ходит увеличение плотности дислокаций
(табл. 2). Однако, при прокатке сплавов системы

Рис. 2. Значения плотности ориентации f(g) основных ориентировок в α и τ-волокнах с постоянными углами Эйлера

Φ = 45° и ϕ2 = 0° (α-волокно: а, в), ϕ1 = 90° и ϕ2 = 45° (τ-волокно α: б, г) сплава Cu–30% Zn, подвергнутого прокатке

в КЗ (а, б) и УМЗ состоянии (в, г).
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Cu–Zn в УМЗ состоянии наблюдается снижение

значений плотности дислокаций (табл. 2). Как

известно, в материалах с высокой величиной

ЭДУ сложные дислокационные преобразования,

включая размножение, накопление, простран-

ственную перестройку, управляют образованием

наноструктурного состояния во время ИПД [26].

В материалах с низкой ЭДУ подвижность дисло-

Рис. 3. Общий вид рентгенограмм после прокатки (а, в), РКУП и последующей плоской прокатки (б, в) на различные
степени обжатия. Сплав Cu–10% Zn (а, б), сплав Cu–30% Zn (в, г).
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Таблица 2. Величины структурных параметров сплавов системы Cu–Zn

Cu–10% Zn Cu–30% Zn

ОКР, нм ρ, 1014 м–2 β, % ОКР, нм ρ, 1014 м–2 β, %

КЗ Прокатка 30% 711 ± 97 0.18 0.31 167 ± 16 1.03 0.27

Прокатка 60% 192 ± 12 0.98 0.32 153 ± 17 1.85 0.61

Прокатка 80% 149 ± 3 1.28 0.52 104 ± 3 2.47 0.97

Прокатка 95% 81 ± 2 1.89 0.40 58 ± 3 4.74 0.99

УМЗ 497 ± 1 0.31 0.34 135 ± 6 1.31 0.78

УМЗ Прокатка 30% 294 ± 32 0.70 0.41 260 ± 19 1.07 0.95

Прокатка 60% 149 ± 11 1.60 0.47 122 ± 4 2.56 0.99

Прокатка 80% 90 ± 4 2.04 0.53 48 ± 1 5.63 0.93

Прокатка 95% 100 ± 6 1.34 0.79 66 ± 1 3.98 1.30
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каций снижается и образованные дефекты упа-

ковки являются зародышами двойников деформа-

ции. Деформация легко активизирует превраще-

ние дефектов упаковки в двойники деформации

[27]. Таким образом, прокатка образцов в УМЗ со-

стоянии, сформированном в результате РКУП,
приводит к более активному образованию дефор-
мационных двойников по сравнению с прокат-
кой образцов в КЗ состоянии, что должно спо-
собствовать повышению прочностных свойств.

Наличие в структуре деформационных двой-
ников и их влияние определенным образом на
формирование ориентировок КТ подтверждается
исследованиями методом ПЭМ тонкой структу-
рой сплавов (рис. 4). В качестве примера на
рис. 4а и 4б приведены темнопольные изображе-
ния тонкой структуры после плоской прокатки
сплавов в УМЗ состояниях на максимальную сте-
пень обжатия 95%.

Изменения в КТ и микроструктуре сплавов в
результате плоской прокатки приводят к измене-
ниям прочностных свойств. Результаты измере-
ния микротвердости и механических испытаний
методом одноосного растяжения образцов в КЗ и
УМЗ состояниях после плоской прокатки на сте-
пень обжатия 80 и 95% сплавов Cu–Zn приведены
в табл. 3. В сплаве Cu–10% Zn в КЗ состоянии по-
сле прокатки со степенью обжатия 95% предел
прочности составил 515 ± 65 МПа, что в 2.1 раза
больше предела прочности в исходном состоянии.
Значение относительного удлинения оказалось
невысоким и составило 7% (табл. 3). После плос-
кой прокатки сплава Cu–30% Zn в КЗ состоянии
предел прочности достиг 670 ± 73 МПа, что также
в 2.1 раза больше прочности исходного состояния
и относительное удлинение составило 11%.

Плоская прокатка сплава Cu–10% Zn в УМЗ
состоянии повышает предел прочности до 749 ±
± 25 МПа. Относительное удлинение достигает
6% (табл. 3). В УМЗ сплаве Cu–30% Zn с малой
величиной ЭДУ при прокатке происходит увели-
чение предела прочности до 812 ± 32 МПа, что яв-
ляется максимальным из полученных значений.
При этом относительное удлинение составляет
5% (табл. 3).

Рис. 4. Тонкая структура после прокатки УМЗ состо-
яния со степенью обжатия 95%: сплав Cu–10% Zn (а),
сплав Cu–30% Zn (б).

Деформационные двойники

Деформационные двойники
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а

б

Таблица 3. Прочностные характеристики сплавов системы Cu–Zn

Cu–10% Zn Cu–30% Zn

HV σв, МПа ε, % HV σв, МПа ε, %

Исходное 65 ± 5 240 ± 33 45 72 ± 4 320 ± 11 40

КЗ Прокатка 80% 177 ± 10 412 ± 45 15 196 ± 6 593 ± 65 22

Прокатка 95% 198 ± 5 515 ± 65 7 216 ± 9 670 ± 73 11

УМЗ 145 ± 9 413 ± 78 18 222 ± 7 590 ± 20 10

УМЗ Прокатка 80% 200 ± 8 653 ± 22 16 241 ± 3 683 ± 27 4

Прокатка 95% 213 ± 13 749 ± 25 6 250 ± 6 812 ± 32 5
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Из приведенных выше результатов видно, что
тенденция эволюции КТ, микроструктуры и ме-
ханических свойств при плоской прокатке спла-
вов Cu–10% Zn и Cu–30% Zn практически одина-
кова. Скорее всего, это вызвано влиянием темпе-
ратуры деформации. Температура деформации
сплава Cu–10% Zn c большей величиной ЭДУ
была ниже, чем в случае сплава с 30% Zn c мень-
шей величиной ЭДУ, деформированном при более
низкой температуре. Повышение температуры де-
формации затрудняет образование деформацион-
ных двойников и способствует активизации дис-
локационного скольжения. Таким образом, как
температура деформации, так и ЭДУ являются зна-
чимыми факторами, влияющими на развитие фор-
мирование микроструктуры во время ИПД [26].

Ориентировки КТ Brass, Goss и Copper явля-
ются основными ориентировками при всех сте-
пенях обжатия при прокатке образцов в КЗ состо-
яниях исследованных сплавов. Это характерно и
для УМЗ состояния сплавов, однако наблюдают-
ся отличия в значениях ФРО, соответствующих
ориентировок КТ. В сплаве Cu–10% Zn значения

ФРО ориентировки {011}3 1 преобладает наряду
с таковыми для ориентировок Goss, Goss/Brass и
Brass. В τ-волокне значения ФРО для ориентировки
Goss монотонно увеличивается при увеличении
степени обжатия. В сплаве Cu–30% Zn повышен-
ным значениям ФРО соответствуют Goss,

Goss/Brass и {011}3 1 ориентировкам. В τ-волокне
во время деформации зерна, соответствующие
ориентировке Copper, поворачиваются вокруг
оси 110, проходя через двойниковую ориенти-
ровку Y в сторону ориентировки Goss. При этом
анализ литературных источников указывает на
то, что ориентация зерен в полосах сдвига соот-
ветствует Goss ориентировке [28]. Образование
полос сдвига является результатом того, что нор-
мальное скольжение дислокаций затруднено
двойниками. При дальнейшем увеличении дефор-
мации полосы сдвига распространяются вдоль
двойниковой пластинчатой структуры. В результа-
те этого ориентировка Copper, соответствующая
определенным зернам, исчезает вовсе [20]. Также
за счет деформационного двойникования в зер-
нах происходит увеличение доли ориентировки
Copper twin. Copper twin ориентировка способ-
ствуют как дислокационному скольжению, так и
деформационному двойникованию. Следова-
тельно, данная ориентировка является неста-
бильной и со временем может перейти в другую
ориентировку во время пластической деформа-
ции [20]. Таким образом, при больших степенях
деформации для ГЦК-металлов с малой величи-
ной ЭДУ деформационные двойники и полосы
сдвига являются доминирующей причиной зна-
чительного увеличения интенсивности ориенти-
ровок типа “латунь”.

1

1

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате исследования влияния ЭДУ на
эволюцию КТ, особенности формирования мик-
роструктуры и механические свойства сплавов си-
стемы Cu–Zn при их плоской прокатке в КЗ состо-
янии и УМЗ состоянии, предварительно сформи-
рованном РКУП, установлено, что уменьшение
величины ЭДУ и увеличение степени накоплен-
ной деформации приводят к: увеличению значе-
ний ФРО, соответствующих ориентировкам,
формирование которых вызвано процессами
двойниковая и полосами сдвига; росту вероятно-
сти обнаружения двойников (по данным ПЭМ);
росту вероятности деформационного двойнико-
вания (по данным РСА); повышению прочност-
ных свойств.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-33-90109) и Мини-
стерства науки и высшего образования РФ (про-
ект № 0838-2020-0006 “Фундаментальные иссле-
дование новых принципов создания перспектив-
ных электромеханических преобразователей
энергии с характеристиками выше мирового
уровня, с повышенной эффективностью и мини-
мальными удельными показателями, с использо-
ванием новых высокоэффективных электротех-
нических материалов”).
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Evolution of crystallographic texture, microstructure, and mechanical properties
during flat rolling of the Cu–Zn alloys system with different grain sizes

L. I. Zaynullinaa, *, I. V. Alexandrova

aUfa State Aviation Technical University, Ufa, 450008 Russia
*e-mail: ZaynullinaLI@yandex.ru

The evolution of crystallographic texture parameters, microstructure, and mechanical properties of single-
phase copper-based alloys with a content of 10 and 30 wt % Zn subjected to f lat rolling in the coarse-grained
state and preformed ultrafine-grained state. It is shown that a decrease in the stacking fault energy and an in-
crease in the reduction degree during f lat rolling lead to an increase in the orientation distribution function
values corresponding to twin orientations, in general, a decrease in the grain size and coherent domain sizes,
an increase in the dislocation density, and the twinning probability. These changes have a positive effect on
the level of strength properties of the investigated alloys.
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Методом прецизионной рентгеновской дифракции с использованием синхротронного излучения
определен отклик сплава палладий–свинец на внедрение водорода в кристаллическую решетку.
Изучена кинетика деформационных процессов в течение релаксации гидрированной системы при
комнатной температуре и атмосферном давлении. Гидрирование проводили при температуре 300°C
и давлении 16 атм.
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ВВЕДЕНИЕ
Уникальные свойства палладия, одним из ко-

торых является его избирательная водородная
проницаемость, наследуются и сплавами на его
основе [1–4]. В настоящее время необходимость
развития водородной энергетики обеспечивает
высокую востребованность палладиевых сплавов
во многих областях промышленности и придает
особый статус развитию технологий их использо-
вания в качестве катализаторов в производстве
неорганических соединений и фармацевтических
препаратов [5–7]. Плотные металлические мем-
браны на основе палладия обеспечивают при
диффузионном извлечении водорода из про-
мышленных газовых смесей высокую степень его
сепарации и чистоты (99.9999%) [1, 4, 7]. Потреб-
ности в таком высокочистом водороде многих
сфер жизнедеятельности человечества [5–8] сде-
лали изучение взаимодействия его с металличе-
скими системами одной из наиболее актуальных
задач физики конденсированной среды в настоя-
щее время. Влияние окклюдированного кристал-
лической решеткой водорода на структурно-фа-
зовые изменения в мембранных диффузионных
фильтрах определяет надежность и долговечность
их использования, что сформировало цель насто-
ящей работы – установление кинетики деформа-
ционных процессов при гидрировании довольно

малоизученного, но имеющего хорошую водоро-
до-проницаемость перспективного сплава палла-
дий–свинец [3].

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА
В данной работе сплав палладий–свинец был

получен методом электродуговой плавки в среде
очищенного гелия из металлов высокой степени
чистоты (≈99.95%). Для обеспечения однородно-
сти состава каждый слиток переплавляли два–
три раза. Фольги толщиной 50 мкм изготавливали
методом холодной прокатки заготовок на четы-
рехвалковом прокатном стане с промежуточны-
ми вакуумными отжигами при 950°С. Продолжи-
тельность отжига зависела от толщины заготовки.
Подробно детали изготовления мембран описаны
в работе [3].

Рентгеноструктурные исследования выполне-
ны на оборудовании станции “РСА” Курчатов-
ского источника синхротронного излучения
(СИ) [9]. На образцы направлялся пучок СИ
энергии 15.7 кэВ, монохроматизированный с по-
мощью двухкристального кремниевого монохро-
матора до ΔE/E ~ 10-4, основное отражение от
плоскостей типа (111). В процессе измерения об-
разцы вращались вокруг горизонтальной оси пер-
пендикулярно пучку СИ для усреднения по ориен-

УДК 53.043:538.913

EDN: OKCXXO
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тациям кристаллитов. Дифракционная картина ре-
гистрировалась в геометрии Дебая–Шеррера в
угловом диапазоне 1°–60°. Зависимости интен-
сивности дифрагированного пучка (I) от двойно-
го угла дифракции (2θ) были получены по дву-
мерным картинам дифракции с использованием
программного обеспечения “Dionis” [10]. Обра-
ботку экспериментальных рентгеновских спектров
проводили с помощью компьютерной программы
Fityk-0.9.8 [11]. При анализе дифракционных мак-
симумов использовали метод аппроксимаций [12].

Режим гидрирования (300°С, 16 атм) выбран
согласно эксплуатационным параметрам работы
мембран в агрессивных газовых средах [1, 3, 4].
Релаксация проходила при комнатной темпера-
туре и атмосферном давлении. Двумерные ди-
фрактограммы для состояний сплава до гидриро-
вания, по прошествии 72 и 8616 ч релаксации, по-
казаны нами в работе [13]. Путем индицирования
структурных отражений было установлено, что
угловые положения дифракционных пиков соот-
ветствуют гранецентрированной кубической ре-
шетке (Fm3m) как до, так и после гидрирования.
В настоящей работе рассмотрена кинетика ре-
лаксации гидрированного сплава. Согласно [2],
количество водорода, вошедшего в решетку,
можно определить из соотношения

(1)
где Δahkl – изменение параметров элементарной
ячейки после гидрирования, 4.02 – эмпирически
установленный числовой коэффициент.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Дифрактограммы в угловой области 37.8°–41.2°

для состояний удержания мембранным фильтром
водорода показаны на рис. 1. Сдвиг дифракцион-

H M/ 4.02 ,hkln n a= Δ

ных максимумов в сторону уменьшения угла ди-
фракции после гидрирования мембранного
фильтра по сравнению с их положениями для со-
стояния до гидрирования свидетельствует об уве-
личении периода кристаллической решетки
сплава в результате внедрения в нее водорода.
Для состояния мембранного фильтра до гидриро-
вания (исходное) была определена основная фаза
с периодом решетки 3.90268 ± 0.00012 Å, что отве-
чает концентрации свинца в 2.18 ± 0.10 ат. %. Вы-
явлена и дополнительная к основной фаза малой
объемной доли с периодом решетки 3.9176 ±
± 0.0017 Å, концентрация свинца в этом случае –
4.88 ± 0.32 ат. % [13]. Для исходного состояния
сплава максимальное содержание дополнитель-
ной фазы с увеличенным периодом решетки было
отмечено для областей когерентного рассеяния
(ОКР) с индексами Миллера 100, далее ОКР
(100), порядка 7.0 об. %, в ОКР (110) ее содержа-
ние 4.1 об. %, в ОКР (311) 4.6 об. % и в ОКР (111) –
3.6 об. % [13]. Полученный результат отличает
сплав системы палладий–свинец от рассмотрен-
ного в более ранних наших работах сплава систе-
мы палладий–индий–рутений, где тенденция
преимущественного формирования дополни-
тельных фаз в ОКР (111) отмечена как до, так и
после гидрирования [14, 15].

Формирование даже столь малых неоднород-
ностей по составу обуславливает различия ло-
кальной дилатации решетки, что при взаимодей-
ствии с водородом может стать источником до-
полнительных деформационных искажений и
требует внимания.

После гидрирования дифракционные макси-
мумы одиночные, с небольшой асимметрией на
увеличении угла дифракции (рис. 1).

Параметры элементарных ячеек фаз сплава
показали отсутствие в гидрированном мембран-
ном фильтре области β ↔ α превращений
(табл. 1). Для состояния 72 ч релаксации было
установлено наличие основной фазы с периодом
решетки 3.97687 ± 0.00025 Å и дополнительных
фаз малой объемной доли с частично когерент-
ными к основной фазе границами. Периоды ре-
шеток дополнительных фаз для этого состояния
составили 3.9622 ± 0.0022 и 3.955 ± 0.023 Å, что
может свидетельствовать как о меньшем содер-
жании свинца и/либо водорода в них, так и об
обогащении вакансиями.

Максимальное суммарное содержание таких
включений с меньшим периодом решетки для со-
стояния 72 ч релаксации выявлено для ОКР (111) –
13.0 об. %. Минимальное (8.0 об. %) содержание
дополнительных фаз установлено в ОКР (110), в
ОКР (100) и ОКР (311) – по 11 об. %. Таким обра-
зом, в гидрированном мембранном фильтре
определено формирование большего объемного
содержания дополнительных фаз по кристалло-

Рис. 1. Дифрактограммы сплава Pd97.82Pb2.18 до гид-
рирования и по прошествии 72, 240, 960, 8616 ч после
него в угловой области дифракции 37.8°–41.2°.
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графическому направлению (111) (табл. 1). Изме-
нение содержания водорода в кристаллической
решетке сплава в зависимости от времени релак-
сации показано на рис. 2.

В мембранном фильтре выявлены сложные ре-
лаксационные процессы после гидрирования.
Так, для состояний 240 и 408 ч релаксации опре-
делена миграция водорода из областей β-фазы,
наиболее вероятно, в границы блоков субструкту-
ры, а не к поверхности мембранного фильтра, так
как далее, для состояния 960 ч релаксации, на-
блюдается обратное поступление водорода в ОКР
(hkl): β-фаза стремится сохранить свое присут-
ствие в структуре. Подобное поведение β-фазы
отмечено в ряде работ как характерное для палла-
дия после гидрирования [17, 18].

Для состояния 8616 ч релаксации содержание
водорода составило 0.03 долей как в основной,
так и в дополнительной фазе. Далее получение
дифрактограмм выполнено для времени релакса-
ции 16600 и 18640 ч. Влияние водорода на фазо-
вый состав мембранного фильтра и период кри-
сталлической решетки для состояний длительной
релаксации не выявлено. После гидрирования и
длительной релаксации при комнатной темпера-
туре и атмосферном давлении практически вос-
становлено исходное состояние кристаллической
решетки мембранного фильтра. Установлено на-
личие и дополнительной фазы, которое обусло-
вило асимметрию отражений на увеличении угла
дифракции. Тенденция неравномерного распре-
деления дополнительной фазы в кристалличе-
ской решетке мембранного фильтра для состоя-
ния длительной релаксации 18640 ч выражена ме-
нее интенсивно по сравнению с состоянием до
гидрирования: для ОКР (100) доля дополнитель-
ной фазы составила 4.0 об. %; для ОКР (111) –
3.2 об. %; для ОКР (110) – 4.8 об. % и для ОКР
(311) – 2.8 об. %.

В течение времени нахождения водорода в
кристаллической решетке мембранного фильтра
для дополнительных фаз вариации параметров
элементарной ячейки более существенные по
сравнению с изменениями параметров элемен-
тарной ячейки основной фазы (рис. 3а). Выяв-

ленные вариации параметров элементарной
ячейки свидетельствуют, что для дополнитель-
ных фаз характерны более значительные поля де-
формаций в кристаллической решетке как для
исходного состояния, так и после гидрирования
мембранного фильтра, вплоть до 8616 ч релакса-
ции. Для состояний длительной релаксации
16600 и 18640 ч отмечено уменьшение деформа-
ционных искажений кристаллической решетки
(рис. 3б).

Для состояний до гидрирования полученный
результат значительных деформационных ло-
кальных напряжений кристаллической решетки
мы полагаем закономерным – дополнительная
фаза обогащена атомами свинца, которые значи-
тельно превосходят атомы металла-растворителя
(палладия) по размеру. Являясь для решетки пал-
ладия дефектами первого рода, атомы свинца со-
здают локальные напряжения и упругие дефор-
мации.

При гидрировании мембранных фильтров
диффузия водорода в эти области локальной де-
формации повышает градиент полей деформа-
ции. Рентгеновские данные показали (рис. 3а),
что для состояний сплава до гидрирования и 8616 ч

Таблица 1. Параметры элементарных ячеек фаз сплава и содержание в фазах водорода по прошествии 72 ч ре-
лаксации сплава после гидрирования

hkl
ahkl, Å

(осн. фаза)
ahkl, Å

(доп. фаза1)
ahkl, Å

(доп. фаза2)
nH/nM Объемная доля

100 3.97813 ± 0.00008 3.9631 ± 0.0013 3.956 ± 0.008 0.31//0.25//0.22 0.87//0.03//0.08

110 3.97652 ± 0.00010 3.96224 ± 0.00083 3.954 ± 0.010 0.30//0.25//0.21 0.92//0.04//0.04
111 3.97749 ± 0.00013 3.96536 ± 0.00065 3.958 ± 0.008 0.31//0.26//0.23 0.87//0.05//0.08
311 3.97743 ± 0.00013 3.96248 ± 0.00070 3.954 ± 0.011 0.31//0.25//0.21 0.89//0.05//0.06

a = 3.97687 ± 0.00025 Å // 3.9622 ± 0.0022 Å // 3.955 ± 0.023 Å

Рис. 2. Изменение содержания водорода в кристалли-
ческой решетке сплава в зависимости от времени ре-
лаксации сплава.
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релаксации после него элементарная ячейка до-
полнительной фазы имеет искажения – она не-
сколько вытянута по кристаллографическому на-
правлению (100), где модуль Юнга для палладия и
его сплавов наименьший [16].

Концепция влияния фактора размерного не-
соответствия атомов компонент сплава на фор-
мирование локальных напряжений в кристалли-
ческой решетке, фазового состава и физических
свойства материалов давно рассматривается в той
либо иной форме в целом ряде работ [19–21]. При
востребованности для научно-технического про-
гресса новых материалов с особыми свойствами
эта проблема остается по-прежнему злободнев-
ной [22, 23]. В этом контексте дальнейшее изуче-
ние системы Pd–Pb является задачей актуальной
и определяет перспективы совершенствования
комплекса специфических свойств, необходимых
для высокой производительности мембранных
сплавов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Отмечены особенности формирования гид-

ридного состояния сплава палладий–свинец.
Выявлена стадийность процесса релаксации

гидрированного сплава, следовательно, и разви-
тия дефектной структуры при сопровождающих
этот процесс дилатациях кристаллической ре-
шетки.

Установлена возможность применения гидри-
рования для устранения градиента распределения
дополнительной фазы по ОКР (hkl) с целью сни-
жения локальных дилатационных искажений
кристаллической решетки.
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tem during its relaxation at room temperature and pressure is shown. Hydrogenation was carried out for
300°C and pressure 16 atm.
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после деформации кручением под высоким давлением в камере Бриджмена при различных значе-
ниях числа оборотов подвижной наковальни (от 0.5 до 4).
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ВВЕДЕНИЕ
Одним из наиболее эффективных способов

управления свойствами материалов является воз-
действие на них большими пластическими де-
формациями [1, 2]. В предыдущих работах [3, 4]
нами были обнаружены эффекты влияния боль-
ших пластических деформаций на фазовые пре-
вращения и, как следствие, на механические и
магнитные свойства металлических ферромаг-
нитных материалов.

В данной работе эти исследования были про-
должены, и было детально проанализировано
влияние мегапластической деформации (МПД)
путем кручения по высоким давлением (КВД) на
эволюцию структуры и магнитных и механиче-
ских свойств сплава Fe50Co25Ni25, состоящего из
трех стабильных при комнатой температуре
3d-ферромагнитных металлов. По своему хими-
ческому составу этот двухфазный сплав трехком-
понентной системы Fe50(Co50Ni50 – x) в равновес-
ном состоянии находится на границе двух фаз
(ОЦК-фаза при Co > 25 ат. %) и ГЦК- фаза при Ni
> 25 ат. %), что привлекает к нему особый интерес
в связи с воздействием МПД. “Пограничный”
сплав Fe50Co25Ni25 обладает ярко выраженными
магнитными свойствами [5]. Ряд исследований
[6–8] демонстрируют влияние изменения харак-
тера структуры на ее магнитные и механические

свойства, однако в них не обнаружено влияние
возможных фазовых превращений, которые могут
происходить под воздействием МПД. Поиску воз-
можных фазовых превращений и их влиянию на
структуру и свойства в “приграничном” двухфаз-
ном трехкомпонентном ферромагнитном сплаве
Fe50Co25Ni25 (смесь ОЦК- и ГЦК-фаз) под воздей-
ствием КВД посвящено данное исследование.

МАТЕРИАЛЫ 
И МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Образцы сплава Fe50Co25Ni25 были выплавле-
ны в вакуумной печи в виде стержней диаметром
8 мм. Далее из них были изготовлены диски тол-
щиной 0.4 мм, которые были отожжены в атмо-
сфере аргона при температуре 900°С в течение
10 ч с последующим охлаждением до комнатной
температуры со скоростью 100 град/ч.

Для анализа характера структурно-фазовых
превращений в изученном сплаве при МПД была
использована камера Бриджмена. Эксперименты
проводились на дискообразных образцах высотой
300 мкм и радиусом 5 мм при квазигидростатиче-
ском давлении 6 ГПа и количестве полных оборо-
тов подвижной наковальни N = 1–4 при комнат-
ной температуре.

УДК 539.213.02

EDN: EDHCML
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Истинные логарифмические деформации для
КВД расчитываются по формуле [9]:

(1)

где r – радиус дискообразного образца; h0 и h –
его высота до и после деформации соответствен-
но; ϕ – угол поворота подвижной части наковаль-
ни. После КВД получали образцы без трещин с
различными величинами больших пластических
деформаций (e = 4.83–6.91).

Рентгеноструктурный анализ проводили на
дифрактометре ДРОН-4 с использованием излу-
чения СоКα (λ = 1.79021 Å) и графитового моно-
хроматора. Дифрактограммы получали по методу
Брэгга–Брентано в интервале углов 2Θ – 120°, с
шагом 0.1° и экспозицией 3 с. Анализ дифракто-
грамм проводили с использованием модифици-
рованного метода Ритвельда, реализованного в
программе Phan%. В качестве структурных пара-
метров определяли кристаллоструктурный тип и
параметры кристаллических решеток формирую-
щихся фаз, а также значения параметра и средней
величины упругих искажений кристаллической
решетки после различных величин деформации в
условиях МПД.

Изучение структуры исходных и деформиро-
ванных образцов было выполнено на просвечи-
вающем электронном микроскопе JEM-1400 при
ускоряющем напряжении 120 кВ. Образцы после
деформации в камере Бриджмена дополнительно
механически утончяли до 30–40 мкм и затем про-
водили электрополировку.

Измерение удельной намагниченности насыще-
ния Ms осуществляли при комнатной температуре, в
экспериментах использовали вибрационный маг-
нетометр VSM-250. Напряженность постоянного
магнитного поля изменялась в пределах 80–

φ    = + +    
   

r h
е

h h

0.52
0ln 1 ln ,

640 кА/м с минимальным шагом 0.8 А/м. Калиб-
ровка прибора была проведена по эталонному об-
разцу чистого никеля. Измерения микротвердости
HV выполняли на микротвердомере LECO M 400A
при нагрузке 50 г и времени нагружения 5 с.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 1 представлены зависимости измене-
ния параметра решетки а для γ-фазы (ГЦК) (а) и
α-фазы (ОЦК) (б) при увеличении деформации
(числа полных оборотов N). Как мы видим, уже в
начале деформации значения a для обеих фаз рез-
ко уменьшаются. По мере дальнейшего увеличе-
ния N параметры решетки заметно снижаются
(особенно в случае α-фазы). Такой же эффект на-
блюдался ранее [9, 10].

При дальнейшей деформации происходят фа-
зовые превращения в материале, соотношения
фаз меняются. В недеформированном состоянии
доля γ-фазы составляет 35%, как видно на рис. 2.
При увеличении N наблюдается исчезновение

Рис. 1. Изменение параметра кристаллической решетки a в зависимости от N в сплаве Fe50Co25Ni25 для γ-фазы (a) и
для α-фазы (б).
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Рис. 2. Изменение содержания γ-фазы.
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γ фазы и при двух оборотах ее не удается обнару-
жить с помощью рентгеноструктурного анализа.

Исчезновение γ-фазы так же можно наблюдать
на снимках, полученных с просвечивающего
электронного микроскопа. Начальное недефор-
мированное состояние для γ-фазы показано на
рис. 3. Видно, что с ростом N содержание γ-фазы
уменьшается. На рис. 4 к γ-фазе относятся только
наиболее яркие и большие зерна, в поле зрения их
несколько. На рис. 5 зерно одно. Данные ПЭМ
подтверждают результаты, полученные рентгено-
графией.

Об изменениях механических свойств матери-
ала, можно судить по характеру изменения твер-
дости HV (рис. 6). Как видно из рис. 6, твердость
резко повышается при значении N = 0.5 (полови-
не) оборота. При дальнейшем увеличении N твер-
дость изменяется незначительно. Такая же зависи-
мость наблюдается для коэрцетивной силы Hc
(рис. 7).

На рис. 8 показано изменение намагниченно-
сти насыщения при увеличении N. По виду зави-
симости от N = 0 до N = 1 можно сделать вывод,
что значения намагниченности коррелируют с
фазовым составом сплава. При наибольшем со-
держании γ-фазы намагниченность насыщения
наименьшая, но затем, пропорционально умень-
шению содержания γ-фазы, возрастает.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
При изучении влияния КВД на сплав Fe50Co25Ni25

были показаны процессы фазовых превращений
γ–α, а также влияние деформации на механиче-
ские и магнитные свойства.

В недеформированном состоянии в сплаве
присутствует две фазы с разным типом решетки
(γ-ГЦК, α-ОЦК). При увеличении длительности
деформации кручением доля γ-фазы постепенно

Рис. 3. Дифракционная картина и темнопольный
снимок γ-фазы при N = 0.

1 мкм

Рис. 4. Темнопольное изображение γ-фазы при N =
= 0.5.

300 нм

Рис. 5. Темнопольное изображение γ-фазы при N = 1.

300 нм

Рис. 6. Изменение твердости HV при увеличении де-
формации.

50
100
150
200
250
300
350
400
450
500

0 1 2 3 4
N

HV



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ПОДАВЛЕНИЕ РАВНОВЕСНОЙ γ-ФАЗЫ ПРИ КРУЧЕНИИ 1587

уменьшается и затем исчезает полностью. Это
было показано с помощью ПЭМ и так же под-
тверждено рентгенострутурным анализом. Доля
γ-фазы меняется от 35% в недеформированном
состоянии до нуля. Полное исчезновение проис-
ходит при двух оборотах. На темнопольных сним-
ках, полученных с помощью ПЭМ, видно посте-
пенное уменьшение доли γ-фазы, проявляющее-
ся в уменьшении количества зерен, попадающих
в данном рефлексе в кадр.

Структурные и фазовые изменения влияют на
механические и магнитные свойства сплава. Так
твердость повышается практически в два раза уже
с N = 0.5. Это происходит в результате повышения
в материале внутренних напряжений. Подробнее
это было описано нами в работе [10]. Так же уро-
вень внутренних напряжений влияет на коэрци-
тивную силу. Ее зависимость, представленная на
рис. 7, имеет такой же вид, как и зависимость твер-
дости.

Дополнительно при изучении влияния КВД,
было показано изменение значения намагничен-
ности насыщения. При деформации в сплаве
Fe50Co25Ni25 намагниченность насыщения увели-
чивалась, и в процессе деформации ее значение
так же изменялось. Это может быть связано с из-
менением фазового состава сплава в процессе
кручения. Так же свой вклад может вносить изме-
нение параметра решетки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методами рентгеноструктурного анализа и

ПЭМ, а также путем измерения микротвердости
и коэрцитивной силы, исследованы особенно-
сти формирования структуры и свойства сплава
Fe50Co25Ni25 после мегапластической деформа-
ции при комнатной температуре в камере Бридж-
мена для различных значений числа оборотов по-

движной наковальни (от 0.5 до 4). Показано изме-
нение фазового состава сплава и γ–α превращения
под действием деформации кручения. Обнаружено,
что при продолжительной деформации γ-фаза пол-
ностью исчезает при 2 оборотах наковальни.

Продемонстрировано увеличение твердости и
коэрцитивной силы, связанное с изменением
внутренних напряжений в материале. После де-
формации при КВД оба показатели увеличились
примерно в два раза. Также установлено влияние
деформации на намагниченность насыщения. В
результате изменения фазового состава и пара-
метра решетки в процессе деформации кручени-
ем, намагниченность насыщения значительно
увеличивается.
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Suppression of the equilibrium γ-phase by torsion under high quasi-hydrostatic pressure 
in the Bridgeman chamber of the ferromagnetic Fe50Ni25Co25 alloy
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The features of changes in the physico-mechanical and magnetic properties of the Fe50Co25Ni25 alloy after
deformation by torsion under high pressure in the Bridgeman chamber at different values of the number of
revolutions of the movable anvil (from 0.5 to 4) are discussed.
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Рассмотрена возможность формирования квантовых фантомных изображений на основе коллине-
арного попутного четырехфотонного смешения, учитывающего самовоздействие, кросс-взаимо-
действие и волновую расстройку. Показано, что коэффициент корреляции парных коррелирован-
ных фотонов больше или равен 2. Обнаружено, что среднее число фотонов и коэффициент корре-
ляции слабо зависит от волновой расстройки.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из источников генерации запутанных
состояний является спонтанное параметрическое
рассеяние (СПР) на основе нелинейной воспри-
имчивости  оптических кристаллов. В результа-
те рождаются коррелированные фотоны, которые
затем используются для решения задач квантовой
информатики и/или формирования квантовых
фантомных изображений. Для формирования
квантовых фантомных изображений также исполь-
зуется СПР процесс [1].

Ограничения, связанные с выполнением усло-
вия фазового синхронизма при определенных уг-
лах взаимодействия световых пучков негативно
влияют на эффективное рождение коррелиро-
ванных фотонов в широкой угловой апертуре в
случае кристалла с оптической нелинейностью

 Интерес к использованию встречного вы-
рожденного по частоте процесса четырехфотон-
ного смешения на основе нелинейности  обу-
словлен безусловным выполнением фазового
синхронизма в изотропных средах [2]. Нелиней-
ные операторные уравнения, описывающие этот
процесс, не удается решить аналитически, поэто-
му приходится прибегать к приближению задан-
ного поля. В случае вырожденного по частоте
встречного четырехфотонного смешения система
нелинейных операторных уравнений линеаризу-
ется, но аналитическое решение становится син-

гулярным при высокой эффективности взаимо-
действия [2]. Для ухода от сингулярности необхо-
димо решать полную систему операторных
уравнений, то есть, без использования приближе-
ния заданного поля.

Мы предлагаем еще одну возможность форми-
рования квантовых фантомных изображений на
основе коллинеарного попутного четырехфотон-
ного взаимодействия  включая
самовоздействие, кросс-взаимодействие и волно-
вую расстройку.

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Рассмотрим плоские монохроматические моды

с частотами   и  характеризуемые оператора-
ми уничтожения (рождения) фотона  

и  Эти моды коллинеарно распространяются
внутри нелинейной среды с кубической нелиней-
ностью (см. рис. 1). Операторы удовлетворяют
стандартным коммутационным соотношениям:

 Гамильтониан
взаимодействия имеет следующий вид [3, 4]

(1)

( )χ 2

( )χ 2 .

( )χ 3

ω + ω = ω + ω3 3 1 2,

ω1, ω2 ω3

( )+
1 1ˆ ˆ ,a a ( )+

2 2 ̂ ˆa a

( )+
3 3ˆ ˆ  .a a

( )+  = δ = = ' , ',   1,2,3;ˆ ' 1,2ˆ ,3 .j j j ja a j j

( )
( )

( )

+ + − Δ + Δ

− + + +

+ + + + + +

= γ + +

+ γ + + +

+ γ + +

�

�

�

2 2
1 1 2 3 1 2 3

1 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 3 3

2 1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,ˆ ˆ

2

ˆ ˆ ˆ

i kz i kz
intH a a a e a a a e

a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

УДК 535.14

EDN: PUIIJN



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ОСОБЕННОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ КВАНТОВОГО ФАНТОМНОГО ИЗОБРАЖЕНИЯ 1591

где  описывает параметрический процесс гене-
рации фотонных пар,  – самовоздействие и
кросс-взаимодействие между модами   и  а

 – волновая расстройка.

Система операторных уравнений Гейзенберга:

(2)

(3)

(4)

где  – постоянная амплитуда неистощимой накач-
ки моды    –
полная энергия рассматриваемого коллинеарного
процесса четырехфотонного смешения, которая
не меняется от длины взаимодействия, т.е. явля-
ется инвариантом.

Для решения системы операторных уравне-
ний (3), (4) можно сделать замену переменных

  тогда система (3), (4)
преобразуется к виду [5]:
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(6)

γ1

γ2

1̂,a 2̂a 3̂;a
Δ = − −3 1 22 z z zk k k k

=   
�

,  
ˆ ˆ ˆ ,j

int j
da i H a
dz

+ − Δ= − γ ξ − γ21
1 3 2 2 1

ˆ ˆˆ ˆ ,i kzda i a e i Ea
dz

+ − Δ= − γ ξ − γ22
1 3 1 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ,i kzda i a e i Ea
dz

ξ3

3̂;a ( )=3 0ˆ ,da dz + + += + +1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ  ˆE a a a a a a

Δ−
= 2

1 1̂ˆ ,
kzi

a A e
Δ−

= 2
2 2̂ˆ ,

kzi
a A e

+  Δ= − γξ − − ζ γ 

21
3 2 1

2

ˆ ˆ ˆ ,
2

dA ki A i E A
d

+  Δ= − γξ − − ζ γ 

22
3 1 2

2

ˆ ˆ ˆ ,
2

dA ki A i E A
d

где   – приведенная длина взаимодей-

ствия. Линейные операторные уравнения (5), (6)
решаются аналитически, например, с помощью
преобразования Лапласа:

(7)

(8)

где  

 и  Правильность

решения можно проверить контролем комму-
тационных соотношений 

 Среднее число фотонов и корре-
ляционная функция между модами  и  равны:

(9)

(10)

Среднее значение   и  вычислялись в
случае, когда моды  и  находились в исходном
вакуумном состоянии при разных значениях

 (см. рис. 2 и 3). Поведение кри-
вых корреляции слабо зависит от волновой рас-
стройки.
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Рис. 1. Схема формирования квантовых фантомных изображений: NC – нелинейный кристалл;  – накачка;  и
– моды запутанных пар фотонов; O – прозрачный объект; М – зеркало; BD – интегрирующий детектор в объект-

ном канале; L – оптический объектив; CCD – матрица фотодетекторов в восстанавливающем канале; C – коррелятор
интенсивностей (схема совпадений).
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БЕЛИНСКИЙ, СИНГХ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Каков физический смысл нашего результата

 Он означает, что коррелированных фо-
тонных пар больше, чем независимых одиноч-
ных фотонов в каждой моде. Таким образом,
предложенная схема может стать хорошим кан-
дидатом генерации запутанных/коррелирован-
ных фотонов.

Интересно также, что средние значения рож-
денных фотонов и величина коэффициента кор-
реляции в приближении заданной накачки слабо
зависят от волновой расстройки. Этот факт дает
надежду на эффективное использование рассмат-
риваемого процесса в формировании квантовых
фантомных изображений за счет жесткой корре-
ляции между запутанными фотонами, а также в
нелинейных интегральных схемах для создания
квантовых компьютеров [7]. Для реализации дан-
ного процесса можно использовать нелинейные
среды с кубической нелинейностью, например,
рутил [8], кальцит и кварц [9].

( ) ≥2 2 ?g
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Some features of the formation of quantum ghost imaging considering the effects
of self-phase modulation, cross-phase modulation, and phase mismatch

A. V. Belinskya, b, R. Singha, *
aFaculty of Physics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, 119991 Russia

bScientific and Practical Center for Specialized Medical Care for Children, Moscow, 119620 Russia
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The possibility of formation of quantum ghost images based on collinear interaction of four-wave mixing pro-
cess, including self-phase modulation, cross-phase modulation and phase mismatch, is considered. It is
shown that the correlation coefficient of paired correlated photons is greater than or equal to 2. It is found
that the mean number of photons and the correlation coefficient weakly depend on the phase mismatch.

Рис. 2. Среднее число фотонов сигнальной и холо-
стой мод, когда они изначально находились в вакуум-
ном состоянии при  Кривые при раз-
ных значениях  практически совпадают.
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Рис. 3. Коэффициент корреляции между сигнальной
и холостой модами, накачка неистощимая, а

 Кривые при разных значениях 
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Впервые проведено количественное сравнение двух способов регрессии: на основе ортогональных
и неортогональных полиномов. В качестве теста построена модельная задача, имитирующая экспе-
рименты по измерению скоростей химических реакций. Показаны преимущества метода ортого-
нальных полиномов.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача регрессии экспериментальных кривых

является важной частью интерпретации натурно-
го эксперимента. В общем случае задача ставится
следующим образом [1]. Пусть имеется набор
экспериментальных точек: аргументов  и значе-
ний функции  где  – абсолютные по-
грешности измерений. Требуется приблизить
зависимость  некоторой априорно выбран-
ной кривой , содержащей свободные пара-
метры  

Чаще всего в качестве  используют обоб-
щенный многочлен

(1)

Параметры  выбирают так, чтобы среднеквад-
ратичное уклонение кривой (1) от эксперимен-
тальных точек было минимальным

(2)

Если экспериментальные погрешности вели-
ки, то задача является некорректной: один и тот
же набор данных может достоверно описываться
различными аппроксимантами  При этом
функция  является многоэкстремальной.
Так, экспериментальные точки, расположенные
далеко от кривой  слабо влияют на  и на

выбор параметров . Если одна из точек располо-
жена близко к кривой  а остальные точки
сравнительно далеко, то  имеет локальный
минимум. Вблизи другой точки возникнет другой
локальный минимум и т.д.

В этом случае из физического смысла выбира-
ют специальный вид  с небольшим числом
параметров  либо вводят регуляризацию с по-
мощью стабилизатора Тихонова [2, 3].

В ряде случаев за счет выбора специальных пе-
ременных экспериментальную зависимость уда-
ется привести к полиномиальной, в частности –
линейной. Например, зависимость скоростей 
химических реакций от температуры  описыва-
ется законом Аррениуса [4]

(3)

где ,  – подгоночные параметры. В перемен-
ных  эта зависимость превращается в
прямую.

Традиционно для регрессии таких данных ис-
пользуют аппроксимацию полиномами. В качестве
базиса выбирают степени  
Этот базис является неортогональным: скаляр-
ные произведения
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ТОПОР и др.

Коэффициенты aj зависят от случайных вели-
чин  и поэтому сами являются случайными ве-
личинами. Для них хорошо известны классиче-
ские оценки стандартного уклонения на основе
распределения Стьюдента [5]. Сами коэффици-
енты округляют в пределах этих стандартных
уклонений. Однако из-за неортогональности ба-
зиса случайные величины  оказываются корре-
лированными. Поэтому их нельзя округлять не-
зависимо: это может вносить существенную по-
грешность в аппроксимирующую кривую [1].

Чтобы преодолеть эту трудность, в [1, 6] был
предложен метод аппроксимации с помощью по-
линомов, ортогонализованных на множестве экс-
периментальных точек в смысле скалярного про-
изведения (2). В указанных работах были получе-
ны оценки доверительных интервалов для
коэффициентов регрессии и для аппроксимиру-
ющей кривой.

В данной работе проведено количественное
сравнение двух способов регрессии: на основе ор-
тогонализованных и неортогональных полино-
мов. В качестве теста построена модельная зада-
ча, имитирующая эксперименты по измерению
скоростей химических реакций. Показаны пре-
имущества метода ортогонализованных полино-
мов. Насколько нам известно, такие процедуры
тестирования ранее не применялись.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ 
ПО СКОРОСТЯМ ХИМИЧЕСКИХ РЕАКЦИЙ

В химических экспериментах непосредствен-
но измеряют концентрации реагирующих ве-
ществ в зависимости от времени, и по этим про-
филям определяют скорости реакций  при фик-
сированной температуре  и давлении  (см.,
например, [4]).

Как правило, по каждой реакции опубликова-
но [7–10] много экспериментальных работ, при-
чем диапазон условий в них частично перекрыва-
ется, частично различается. Из-за неизбежных
погрешностей эксперимента результаты различ-
ных авторов отличаются друг от друга, причем не-
редко эти отличия значительны. Поэтому вся со-
вокупность экспериментальных данных в коор-
динатах  выглядит как размытая прямая.
Например, для реакции  данные
разных авторов для  при фиксированной темпе-
ратуре могут различаться до 20–30 раз (т.е. до
1.5 порядков) [11]. При этом полный диапазон из-
менения  составлял ~14 порядков.

Такие данные, бесспорно, представительны
для тестирования методов регрессии. Однако,
чтобы провести адекватное количественное срав-
нение, необходимо иметь не только массив ис-
ходных экспериментальных данных, но и точную

δi

ja

K
T p

1/ – lgT K
→2 6 3C H 2CH

K

K

кривую, которая в натурном эксперименте неиз-
вестна.

МОДЕЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

В данной работе в качестве “эксперименталь-
ного” материала использовались модельные дан-
ные, которые генерировались по следующему
правилу. Пусть

(5)

есть точная “экспериментальная” прямая. Она
определена во всем рассматриваемом диапазоне
аргумента x.

Пусть имеется M “лабораторий”. Для каждой ла-
боратории зададим диапазон аргумента 
В этом диапазоне зададим среднюю кривую дан-
ной лаборатории

(6)

Здесь   есть случайные величины со средними
значениями соответственно   и стандартны-
ми отклонениями соответственно   Разница
средней кривой (5) и точной (4) есть систематиче-
ская погрешность данной лаборатории.

Далее возьмем  точек  равномерно распре-
деленных на отрезке  Для каждой точки
вычислим  по формуле (5) и добавим к этому
значению гауссову случайную величину с нуле-
вым средним и стандартным уклонением  По-
следняя величина есть случайная погрешность от-
дельного измерения. Полная погрешность каждого
измерения определялась как разность эксперимен-
тальной ординаты и точной прямой 

Таким образом, совокупность точек и их по-
грешностей  для всех “лабораторий” явля-
ются исходными экспериментальными данными.
Для каждой из них известны случайная, системати-
ческая и полная погрешности. Уменьшение вели-
чин    приводит к пропорциональному
уменьшению указанных погрешностей.

Пример таких модельных данных приведен на
рис. 1. Здесь M = 4, I = 160, k0 = –1, b0 = 2, δk = δb =
= δu = 0.3. Насколько нам известно, такие проце-
дуры тестирования для задач регрессии экспери-
ментальных данных ранее не применялись.

ОРТОГОНАЛИЗОВАННЫЕ ПОЛИНОМЫ

Опишем построение полиномов, ортогонали-
зованных на множестве экспериментальных то-
чек [1, 6]. Определим средние величины

(7)
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Пусть  есть многочлен степени  Он имеет 
нулей, которые обозначим через  где 
Представим этот многолчен в виде

(8)

Очевидно,  Многочлен 
выберем так, чтобы он был ортогонален  в
смысле скалярного произведения (4): 
Отсюда нетрудно найти  Многочлен

 определим так, чтобы он
был ортогонален  и  Это приводит к
квадратному уравнению относительно корней

 

(9)

Аналогично строятся кубический полином 
и многочлены более высоких степеней.

Подставляя разложение по таким полиномам
в (2) и проводя минимизацию, найдем коэффи-
циенты 

(10)

Чтобы найти доверительные интервалы коэф-
фициентов, проварьируем в (12) эксперименталь-
ные данные  в пределах их стандартных уклоне-
ний . Величина  есть возмуще-
ние коэффициента  вызванное погрешностью
-го измерения. Просуммируем квадраты таких

возмущений по всем значениям  и извлечем
квадратный корень. Это даст стандартное укло-
нение коэффициента  Оно равно

(11)

Таким образом, данный подход позволяет вы-
числить не только коэффициенты разложения,
но и их доверительные интервалы. Поскольку
функции  ортогональны, коэффициенты раз-
ложения некоррелированы. Поэтому каждый ко-
эффициент можно округлять независимо от дру-
гих в пределах его доверительного интервала. Ко-
эффициенты  можно считать недостоверными,
если  Недостоверные коэффициенты не-
обходимо отбрасывать и ряд (1) соответственно
обрывать.
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Аналогично выводится выражение довери-
тельного коридора полученной аппроксимации

(12)

причем суммируются только члены с достовер-
ными коэффициентами.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Мы провели серию расчетов для описанной

выше модельной задачи с различными значения-
ми параметров    Для простоты в каждом
расчете эти величины были одинаковыми

 В каждом расчете мы строили
аппроксимацию двумя способами: а) по неорто-
гональному базису   и б) по ортогона-
лизованному базису   Эти ап-
проксимации определялись для всего рассматри-
ваемого диапазона аргумента 

Для каждого способа вычислялись оценки до-
верительных интервалов для коэффициентов 

 и аппроксимирующей кривой  Эти оцен-
ки можно трактовать как апостериорные оценки
погрешности. Вычислялось также отличие  и  от
соответствующих коэффициентов аппроксимации
и точной кривой  от аппроксиманты  Эти
разности можно рассматривать как фактическую
погрешность относительно точного ответа.

На рис. 2 показано отношение апостериорных
оценок к фактической точности для обоих коэф-
фициентов и среднеквадратичной нормы апосте-
риорной оценки к среднеквадратичной норме
фактической точности для аппроксимирующей
кривой. Здесь выбраны I = 160, M = 4. По гори-
зонтали отложен параметр  Чтобы охватить ши-
рокий диапазон значений σ, график построен в
двойном логарифмическом масштабе.

 
δϕ ± δ ϕ 
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Рис. 1. Пример реализации модельных данных.
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Видно, что для обоих способов аппроксима-
ции апостериорная оценка является завышен-
ной. При этом апостериорная оценка для метода
ортогонализованных полиномов в 10 и более раз
точнее, чем классические оценки для неортого-
нальных полиномов. Это показывает, что регрес-
сия по ортогонализованным полиномам является
более надежной, чем по неортогональным.

На рис. 3 показаны апостериорные оценки по-
грешности    в зависимости от  для ор-
тогонализованных полиномов. В качестве приме-
ра выбраны I = 160, M = 4. Видно, что при умень-
шении  указанные погрешности уменьшаются
пропорционально  Таким образом, имеет место
сходимость аппроксиманты и ее коэффициентов
к точной кривой и точным значениям коэффици-
ентов соответственно. Проводились расчеты и с
другими значениями  и  для них результаты
оказались аналогичными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В вычислительной математике алгоритмы те-

стируются на задачах с известным точным реше-
нием. Погрешность расчета непосредственно на-
ходят как разность численного и точного реше-
ний. Далее исследуют поведение погрешности
при уменьшении шага разностной сетки, при
внесении возмущений в параметры задачи и т.д.

В данной работе построена аналогичная проце-
дура количественного исследования для методов
регрессии экспериментальных данных. Впервые
проведено количественное сравнение аппроксима-
ции ортогонализованными и неортогональными
полиномами на модельных данных, имитирующих
эксперименты по измерению скоростей химиче-
ских реакций.

δ 0,a δ 1,a δϕ σ

σ
σ.

I ,M

Показано, что оценки доверительных интер-
валов в методе ортогонализованных полиномов
существенно (в 10 и более раз) точнее таковых для
неортогональных полиномов.

Показано, что при уменьшении погрешности
экспериментальных точек коэффициенты и ап-
проксиманта в методе ортогонализованных поли-
номов сходятся к точному ответу.

Работа выполнена при поддержке Совета по гран-
там Президента РФ (проект № МК-3630.2021.1.1).
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The problem of experimental data regression is of large practical importance. In the present work, we perform
quantitative comparison of two regression methods: the orthogonalized polynomials and non-orthogonal
ones. As a test, we construct a model problem imitating experimental data on chemical reactions. The advan-
tages of the orthogonalized polynomial method are shown.
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Предложена методика определения качества гетероструктуры серийного мощного лазерного диода
с широким контактом по токовой зависимости количества каналов генерации излучения на началь-
ной стадии эксплуатации. Показано, что распад излучения на отдельные нефазированные каналы
генерации связан с изменением длины когерентности излучения.
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ВВЕДЕНИЕ

Мощные полупроводниковые лазерные диоды
(ЛД) с выводом излучения через оптическое во-
локно широко используются в разных областях
науки, техники и медицины. К таким лазерам
принято относить ЛД с мощностью непрерывной
генерации от сотен милливатт до нескольких
ватт, а также ЛД, с полоски электрического кон-
такта которых шириной 1 мкм снимается излуче-
ние мощностью от 10 мВт [1–5].

Современные методики тестирования гетеро-
структуры мощных ЛД основаны на анализе вре-
меннóй зависимости медленно изменяющихся
параметров лазерного излучения: мощности, диа-
граммы направленности и степени линейной по-
ляризации (контраста) [6–8]. При нормальном
режиме работы ЛД первые признаки деградации
их гетероструктуры проявляются не ранее, чем
через две–три тысячи часов наработки. Поэтому
в настоящее время для тестирования гетерострук-
туры ЛД проводятся испытания по ускоренному
старению выборки приборов из партии лазеров
при повышенных значениях температуры окру-
жающей среды и тока накачки. Однако в ходе
ускоренного старения ЛД они практически пол-
ностью вырабатывают свой ресурс, что не позво-
ляет решить главную проблему, остро стоящую
при серийном производстве лазеров – проблему
определения качества конкретного отдельно взя-

того активного элемента ЛД из партии приборов
без расходования значительной части ресурса ла-
зера [9–14].

В данной работе предлагается методика опре-
деления состояния гетероструктуры отдельно
взятого экземпляра ЛД практически без расходова-
ния его ресурса. В ее основу положена разработан-
ная ранее методика тестирования гетероструктуры
одномодовых лазерных диодов по токовой зависи-
мости их спектральной характеристики на началь-
ном этапе эксплуатации [13].

МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
СОСТОЯНИЯ ГЕТЕРОСТРУКТУРЫ

Мощные многомодовые ЛД с широким кон-
тактом и квантовой ямой в отличие от одномодо-
вых ЛД, характеризуются сложной формой спек-
тральной характеристики fэксп(λ) (рис. 1). Поэто-
му анализ спектра излучения мощных ЛД fэксп(λ)
проводится путем разложения его на N составля-
ющих (N каналов генерации) с расчетными про-

филями спектральных линий  ха-

рактерными для излучения одномодового лазера
с центральной длиной волны λ0i [13–15]:
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где Δλi – ширина спектра длин волн излучения
i-го канала генерации.

Полученные в результате разложения расчет-
ные профили спектральных линий fрасч, i(λ) во
всех каналах генерации в диапазонах Δλi отлича-

ются от гауссовых кривых  характер-

ных для излучения одномодового лазера с цен-
тральной длиной волны λ0i [15].

Физическое обоснование такого подхода к
анализу спектральной характеристики fэксп(λ) со-
стоит в том, что процесс разделения излучения
мощных ЛД на N независимых каналов генера-
ции наблюдался экспериментально. Разделение
излучения на N независимых каналов генерации
можно объяснить следующим образом [16–19].
Для того чтобы поле излучения в определенной
части волновода, например, на краю активной
области, могло быть связано по фазе с полем на
другом краю этой области, волновому лучу необ-
ходимо несколько раз обойти резонатор. Если
длина когерентности меньше оптического пути
при таком обходе, то излучение разделяется на
нефазированные каналы генерации. Из этого
следует, что необходимым условием разделения
излучения является, в первую очередь, малая
(примерно до 5 см) длина когерентности ЛД
[6, 15, 20], а также превышение порога генерации
по всей ширине контакта W и в пределах всего
спектрального контура усиления квантовой ямы.
Кроме того, на формирование канала влияет нели-
нейный динамический эффект пространственной
самофокусировки за счет зависимости рефракции
от концентрации неравновесных носителей и соот-
ветствующей трансформации латерального профи-
ля инверсии (и показателя преломления). В про-
цессе работы лазера происходит уменьшение
длины когерентности излучения. Одним из меха-
низмов, влияющих на величину длины когерент-
ности излучения ЛД, является диссипация излу-
чения внутри лазерного резонатора. Увеличение
потерь в резонаторе вызвано возрастанием де-
фектности гетероструктуры, то есть ухудшением ее
качества. С другой стороны число каналов генера-
ции однозначно связано с когерентностью. Таким
образом, в качестве критерия состояния гетеро-
структуры конкретного лазера целесообразно ис-
пользовать наблюдаемое число каналов генерации,
о котором можно судить по числу основных линий
в измеренном спектре излучения ЛД.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
МОЩНЫХ ЛД KLM-H980-120-5

В настоящей работе анализ функции fэксп(λ)
был проведен для партии из пяти лазерных дио-
дов KLM-H980-120-5 с порядковыми номерами с
121 по 125. У всех ЛД из этой партии ширина кон-

 −
 Δ
λ


λ
λ

0
. ,i

G i
i

f

такта была равна W = 100 мкм, а штатная мощ-
ность излучения – P = 120 мВт.

На момент начала тестирования лазеров время
наработки всех приборов не превышало 20 ч. В
процессе тестирования ЛД наблюдалось суще-
ственное отличие формы спектральной линии ЛД
fэксп(λ) для приборов с разными порядковыми но-
мерами. Анализ спектров излучения пяти ЛД по
методике, изложенной в [13], показал, что в спек-
тре излучения лазеров с порядковыми номерами
121 и 124 можно выделить три канала генерации, а
в спектре излучения лазеров с порядковыми но-
мерами 122, 123 и 125 – четыре канала.

Как было указано выше, такого рода различия
спектров излучения ЛД мы связываем с вариаци-
ями от прибора к прибору коэффициента нели-
нейной рефракции полупроводника квантовой
ямы, либо показателя потерь излучения в лазер-
ном резонаторе, что влияет на длину когерентно-
сти излучения в каналах генерации ЛД. Наиболее
вероятным механизмом уменьшения со временем
длины когерентности следует считать связь меж-
ду потерями излучения и добротностью лазерно-
го резонатора, которая зависит как от коэффици-
ентов отражения зеркал, так и от внутренних по-
терь в резонаторе.

Проведенные нами расчеты показали, что
меньшее число каналов генерации Nкан соответ-
ствует большей длине когерентности излучения
ЛД Lког, и, наоборот, увеличение числа каналов
означает, что длина когерентности излучения в
каналах уменьшается [16, 17]:

(2)π=
λкан

0 ког

2 ,nN W
L

Рис. 1. Спектральные характеристики мощных ЛД
модели KLM-H980-120-5 на начальном этапе эксплу-
атации при разных токах накачки – лазер с порядко-
вым номером 122. Сплошная линия – ток I = 244 мА,
пунктирная линия – I = 278 мА.
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где λ0 – средняя длина волны излучения ЛД в ва-
кууме, n – эффективный показатель преломле-
ния фундаментальной моды.

При значениях n = 3.56, W = 100 мкм и λ0 =
= 975 нм, согласно выражению (2), для ЛД с по-
рядковыми номерами 121 и 124 длина когерентно-
сти получается равной Lког = 2.56 см. Для лазеров с
порядковыми номерами 122, 123 и 125 – Lког =
= 1.43 см. Таким образом, результаты расчетов
указывают на низкое качество гетероструктуры
ЛД с порядковыми номерами 122, 123 и 125 [13].

Ранее нами было экспериментально установ-
лено, что с ростом тока накачки спектральная ха-
рактеристика мощных ЛД fэксп(λ) трансформиру-
ется, что приводит к изменению числа и амплиту-
ды спектральных составляющих излучения
[14, 16–19]. Такого рода трансформация спектра
оказалась характерной для лазеров с порядковы-
ми номерами 122, 123 и 125. Напротив, для лазе-
ров с порядковыми номерами 121 и 124 наблюда-
ется практически полное отсутствие токовой за-
висимости спектра излучения.

В качестве иллюстрации к сказанному на
рис. 1 и 2 приведены кривые fэксп(λ) для лазеров с
порядковыми номерами 122 и 124 при разных то-
ках накачки. Выбор этих приборов обусловлен
тем, что среди всех пяти лазеров токовая зависи-
мость спектральной характеристики ЛД с поряд-
ковым номером 122 (рис. 1) проявляется сильнее
всего, а в ЛД с порядковым номером 124 (рис. 2) –
практически отсутствует.

Спектры излучения всей партии ЛД измеря-
лись после испытаний по ускоренному старению
при температуре 45°C в течение 90 ч. Экспери-
ментально установлено, что после таких испыта-

ний вариация спектра излучения лазеров с номе-
рами 121 и 124 при разных токах накачки не пре-
вышает погрешности измерений, а значит, число
каналов генерации остается постоянным в тече-
ние долгого времени и процесс деградации гетеро-
структуры протекает медленно. В спектрах излуче-
ния лазеров 122 и 123 после завершения процесса
ускоренного старения отмечено формирование
четвертых и пятых каналов генерации, что указыва-
ет на изначально низкое качество гетерострукту-
ры этих лазеров.

Таким образом, нами показано, что в качестве
параметра, по которому можно определить состо-
яние гетероструктуры ЛД, наряду с временнóй за-
висимостью количества каналов генерации излу-
чения можно использовать токовую зависимость
спектра излучения в первые часы эксплуатации
ЛД, что существенно упрощает и удешевляет диа-
гностику ЛД на предмет их долговечности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Нами было показано, что предложенная мето-

дика определения качества гетероструктуры кон-
кретного серийного мощного диодного лазера по
токовой зависимости количества нефазирован-
ных каналов генерации излучения применима
для быстрой ресурсосберегающей диагностики
излучения диодных лазеров. Диагностика воз-
можна на начальной стадии эксплуатации лазе-
ров. Показано, что распад излучения на отдель-
ные каналы генерации в случае увеличения коли-
чества этих каналов указывает на ухудшение
состояния гетероструктуры.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее время в медицине для лечения

различных патологий активно применяются тех-
нологии светостимуляционной терапии [1]. В оф-
тальмологии они включают в себя светостимуля-
цию сложноструктурированными оптическими
полями, в том числе спекловыми. В работах [2, 3]
воздействие спеклового лазерного излучения с
различными длинами волн обеспечило увеличе-
ние положительных результатов лечения по срав-
нению с традиционными методами, не использу-
ющими лазерную стимуляцию. Дальнейшим раз-
витием светотерапии явилось использование в
динамическом режиме фрактальных структур оп-
тического излучения [4]. При этом эффективность
воздействия световых потоков на сенсорную систе-
му зрительного анализатора в значительной степе-
ни зависит от возможности целенаправленного из-
менения в достаточно больших пределах спектраль-
ных, статистических, пространственно-временных
и скейлинговых характеристик излучения.

В настоящее время в процессе изучения фрак-
тальных световых структур получен ряд важных
результатов, обладающих как общенаучной, так и
практической значимостью. Использование этих
результатов в офтальмологии является актуаль-
ной задачей.

Цель данной работы состоит в применении ре-
зультатов исследований в области когерентной
оптики для усовершенствования методик лече-
ния глазных патологий с использованием воздей-
ствия фрактальных световых структур на органы

зрения. В ней сделан акцент на разработку специ-
ализированных алгоритмов управления световы-
ми потоками, которые позволят осуществлять
многопараметрическую оптимизацию лечебных
процедур; в частности, находить нужное для лече-
ния определенной патологии сочетание про-
странственных и временных фрактальных харак-
теристик используемого излучения.

Весьма эффективным с точки зрения приме-
нения в офтальмологии может оказаться метод ге-
нерации фрактальных световых структур, который
основан на использовании в качестве математиче-
ских алгоритмов модифицированных функций
Вейерштрасса [5, 6]. Построенные с помощью
этих функций распределения интенсивности и
фазы световых пучков могут непосредственно на-
блюдаться на экране монитора, с их помощью
можно программным образом влиять на профиль
пропускания пространственных модуляторов
света или фрактальных фильтров. Функции Вей-
ерштрасса включают набор параметров, позволя-
ющих в широких пределах варьировать фракталь-
ную размерность распределений, коэффициент
скейлинга, размеры рабочего поля и (при стоха-
стизации распределений) размеры спеклов, их
контрастность, а также вероятность обнаружения
спеклов с определенной интенсивностью. Про-
стые программные средства дают возможность
менять цветовую палитру генерируемых струк-
тур, задавать закон вариации интенсивности и
различных характеристик от времени.
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EDN: FJAJNG
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СХЕМА МОДЕЛИРОВАНИЯ
Используемая для моделирования фракталь-

ных световых полей функция Вейерштрасса,
имела вид

(1)

Величина W определяет амплитуду поля, дис-
кретные поперечные координаты 0 ⩽ x.y ⩽ K – 1
(K – целое число), D характеризует фрактальную
размерность, s – масштабирующий параметр, b –
коэффициент скейлинга; σ – нормировочный
множитель; n – номер гармоники; υ – азимуталь-
ный индекс; ψn, υ – фазы, зависящие от n и υ (счи-
тались в одних случаях детерминированными, в
других – случайными); t – дискретное время, от
которого зависели величины η, μ, A. Первые из
них η(t) и μ(t) влияли на положение “центров тя-
жести” изображений световых пучков, третья –
А(t) – определяла амплитуду дополнительной
плоской волны. Для того, чтобы зависимость ука-
занных величин от времени носила фрактальный
характер, для них использовались выражения

(2)

Здесь ς, ξ – параметры, Y(t) – фрактальная зави-
симость, задаваемая одномерной функцией Вей-
ерштрасса

(3)

График этой функции, построенный для пара-
метров D = 1.3, b = 2, s = 0.04, N = 6, ψn = π/2n,
0 ⩽ t ⩽ K – 1, показан на рис. 1. Форма задания
пространственно-временной структуры излуче-
ния на основе выражения (1) в лечебной практике
может быть реализована путем создания серии
анимаций, предъявляемых пациентам с экрана
компьютера.

АНАЛИЗ ГЕНЕРИРУЕМЫХ СТРУКТУР
В ходе анализа структуры световых полей на ос-

нове функции (1) было установлено, что попереч-
ное распределение интенсивности  в
формируемых изображениях существенно зави-
сит от значения и соотношения фаз ψn и ψυ. При
детерминированном задании изменения фаз
структура изображений имела регулярный харак-
тер, претерпевающий циклические изменения во
времени. В качестве примера на рис. 2 приведены
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некоторые кадры из анимаций временных изме-
нений. При их создании использовались те же па-
раметры, что и построении функции Y(t). При
этом считалось, что ς = 0, ξ = 5, k1 = 1, k2 = 0.

Видно, что с течением времени скейлинговая
структура излучения остается неизменной. При-
сутствующие в изображениях концентрические
окружности имеют радиусы, отличающиеся в два
раза. Это соответствует задаваемому коэффици-
енту скейлинга b = 2.

Используя зависимости  или
 можно было обеспечить фракталь-

ные циклические смещения изображений в гори-
зонтальном и вертикальном направлениях. Такие
смещения могли сочетаться со структурными из-
менениями, обусловленные изменением ампли-
туды дополнительной волны А(t).

Качественные изменения в распределении ин-
тенсивности изображений происходили при ран-
домизации значений фаз ψn и ψυ. Использовалось
соотношение

(4)

при значениях k1 = k2 = 1. На рис. 3а показано
спеклоподобное распределение интенсивности
при рандомизированных фазах. Важно отметить,
что, несмотря на случайный хаотический харак-
тер распределения интенсивности, определен-
ный методом быстрого преобразования Фурье
пространственный спектр имел регулярный
фрактальный вид (рис. 3б). Как и в структуре ре-
гулярных изображений (рис. 2), в его графиче-
ском представлении наблюдается система окруж-
ностей, размеры которых соответствовали коэф-
фициенту скейлинга b = 2. Пространственный
спектр, как показали дополнительные расчеты,
весьма устойчив к влиянию вносимых в изна-
чальные поля амплитудно-фазовых искажений.
Применительно к задачам офтальмологии это
означает, что помутнение прозрачных сред глаза
не будет серьезным образом его искажать.

( ) ( )=η ςt Y t
( ) ( )μ = ςt Y t

υ
π υψ =
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2 ( , )
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Рис. 1. График вспомогательной функции Y(t).
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ВОХНИК и др.

Используемый алгоритм позволял вносить це-
ленаправленные изменения в распределения
плотности вероятности обнаружения определен-
ной интенсивности (рис. 3в). Экспоненциальное
снижение плотности вероятности (кривая 1),
свойственное развитым спеклам в отсутствие до-
полнительной волны, не всегда удобно для оф-
тальмологических процедур, поскольку нулевая
интенсивность оказывается наиболее вероят-
ной. Статистику распределения интенсивности
можно существенно скорректировать, путем нало-
жения на спекловое поле плоской однородной вол-
ны (кривая 2). Этот прием дает возможность повы-
сить наиболее вероятное значение интенсивности.

ПСИХОЛОГИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ 
ВОЗДЕЙСТВИЯ 

ФРАКТАЛЬНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ
Наконец, следует сказать о том, что анализ

особенностей структуры фракталов позволяет

дать объяснение наблюдаемому в результате воз-
действия фрактального излучения на органы зре-
ния улучшению наряду с лечебными показателя-
ми психологического и эмоционального настроя
пациентов. Такого рода комплексный по своему
характеру спекл-стимулирующий эффект заслу-
живает внимания и, видимо, нуждается в допол-
нительной проверке. При его интерпретации и
использовании следует учитывать опыт, накоп-
ленный в так называемой арт-терапии [5], когда
для улучшения психического состояния пациен-
тов, им показывают изображения фрактальных
объектов. Ключ к объяснению такого способа ле-
чения можно найти, если учесть особенности
пространственного спектра фрактальных струк-
тур. Как при регулярных, так и при стохастиче-
ских распределениях интенсивности они в силу
скейлинга на разных масштабах подчиняются од-
ной и той же закономерности, то есть обладают
самоподобием. Если исходить из того, что при об-
работке и хранении оптической информации, по-

Рис. 2. Динамика изменения структуры фрактальных изображений. t = 0 (а), 9 (б), 18 (в). По осям отложено количество
значащих точек.
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Рис. 3. Характеристики спеклоподобного поля. Распределение интенсивности (а); структура пространственного спек-
тра (ξ = 0) (б); по осям отложены нормированные пространственные частоты; графики плотности вероятности для
ξ = 0 (1), 5 (2) (в).
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ступающей в мозг, она препарируется в виде про-
странственных спектров (фурье-образов) рас-
сматриваемых объектов, то их фиксация в силу
самоподобия происходит очень быстро и с высо-
кой степенью эффективности. Повышенная ин-
тенсивность процессов в коре головного мозга,
развивающихся при воздействии фрактального
излучения, подтверждается повышением био-
электрической активности мозга [1, 7]. Указан-
ные процессы формируют у человека чувство
комфорта и удовольствия, улучшающее его пси-
хическое состояние. Есть основания полагать,
что ускорение процессов обработки оптической
информации в коре головного мозга будет эф-
фективным средством лечения некоторых глаз-
ных патологий (например, амблиопии), не свя-
занных с каким-либо заболеванием глаз, а обу-
словленных изменениями в области зрительной
коры головного мозга.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ литературных данных показывает, что
в офтальмологии сложилось направление, кото-
рое использует при терапии глазных болезней
воздействие фрактального излучения на органы
зрения. Оно нуждается в дополнительном мето-
дическом обеспечении, позволяющем связать на-
блюдаемые положительные результаты лечения с
оптико-физическими свойствами фрактальных
световых структур. Предложенные алгоритмы гене-
рации фрактальных полей, использующие свойства
двумерных функций Вейерштрасса, позволяют су-
щественно расширить диапазоны вариации пара-
метров излучения и обеспечить возможность его
многопараметрической оптимизации примени-
тельно к улучшению определенных медицинских
показателей. Проведенное моделирование фрак-
тальных световых полей показало, что алгоритмы
позволяют генерировать как регулярные, так и

стохастические структуры при одном и том же
распределении пространственных спектральных
компонент. При проведении лечебных процедур
могут найти применение опции, позволяющие
изменять распределение вероятностей формиро-
вания спеклов с определенной интенсивностью и
одновременно реализовывать пространственно-
временную фрактальность.

Проведенное исследование дает объяснение
наблюдаемому в результате воздействия фрак-
тального излучения на органы зрения улучшению
наряду с лечебными показателями психологиче-
ского и эмоционального настроя пациентов. Не-
сложный дружественный интерфейс программы
построения фрактальных изображений, реализо-
ванный на персональном компьютере, может
быть использован широким кругом практикую-
щих офтальмологов.
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Представлены результаты численного моделирования динамики мощного лазерного импульса,
фемтосекундной длительности, в фотонном кристалле на основе полупроводниковых углеродных
нанотрубок и полимера. Установлено квазиустойчивое распространение импульса в такой среде.
Построены зависимости напряженности импульса от параметров модуляции показателя преломле-
ния фотонного кристалла, а также от концентрации полимера в нем.
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ВВЕДЕНИЕ
Научные достижения в прикладной нелиней-

ной оптике, а также в областях нанофотоники и
оптоэлектроники, во много обязаны мощным
развитием нанотехнологий, которые позволяют
выращивать материалы, имеющие периодиче-
скую структуру, период которой порядка длины
волны света или даже много меньше нее [1].

Материалы, обладающие пространственно пе-
ременным показателем преломления, в частно-
сти, фотонные кристаллы (ФК), открывают боль-
шие перспективы исследования и управления ла-
зерным излучением, проходящим сквозь него.
Так, на основе ФК возможно создание простран-
ственных модуляторов, переключателей, развет-
вителей, циркуляторов и т.д. [2, 3].

Под мощным лазерным излучением, в работе
понимаются предельно короткие импульсы
(ПКИ) фемтосекундной длительности, которые
содержат 1–5 периодов колебания электрическо-
го поля. Энергия таких импульсов остается лока-
лизованной в ограниченной области простран-
ства, а также они обладают высокой направлен-
ностью их излучения, стабильностью формы и
устойчивостью к возмущениям [4–6]. Причем,
пространственная модуляция показателя пре-
ломления ФК, является уникальной средой, об-
ладающей нелинейными свойствами, в которой
возможно устойчивое распространение локали-
зованных солитоноподобных импульсов [7].

Дополнительную нелинейность, необходимую
для стабилизации ПКИ, вносят полупроводнико-
вые углеродные нанотрубки (УНТ), обладающие

нелинейными свойствами в оптическом диапазо-
не [8, 9]. УНТ совместно с полимерами, не только
улучшают механические свойства материала, но
и, например, повышают электропроводность,
теплопроводность, теплостойкость и придают на-
нокомпозиту новые функциональные свойства.
Отметим, что достаточно давно разработаны и за-
патентованы различные механизмы получения
нанокомпозитов допированных УНТ [10, 11], в
которых поброны описаны методы равномерного
распределения нанотрубок в полимерной матри-
це. Таким образом, задача динамики ПКИ в ФК
на основе полимера, допированного УНТ являет-
ся весьма актуальной.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Исследуемая задача имеет следующую геомет-
рию: направление распространения лазерного
импульса и направление пространственной моду-
ляции показателя преломления фотонного кри-
сталла совпадают с осью OZ. Электрическое поле
и ток, совпадают с осью нанотрубок и ориентиро-
ваны вдоль оси OY. Отметим, что поскольку ха-
рактерные пространственные длины нанотрубок
много меньше типичного размера простран-
ственной области, в которой локализован им-
пульс, таким образом, можно использовать при-
ближение сплошной среды и считать ток распре-
деленным по объему.

Для описания эволюции трехмерного импуль-
са в среде фотонного кристалла воспользуемся

УДК 535.3

EDN: GFLOYR
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уравнениями Максвелла, с использованием Ку-
лоновской калибровки (E = –∂A/c∂t) [12, 13]:

(1)

здесь  = (0, A(x, y, z, t), 0) – вектор-потенциал
электрического поля импульса; n(z) = 1 +
+ μ cos(2πz/χ) – пространственно-модулирован-
ный показатель преломления среды, который за-
дает фотонный кристалл (μ – глубина модуляции
показателя преломления, χ – период модуляции
показателя преломления); с – скорость света;

 – плотность электрического тока, связанно-
го с углеродными нанотрубками;  – плотность
электрического тока, связанного с полимером.

Компонента плотности тока, который образу-
ется благодаря взаимодействию поля импульса с
электронами в зоне проводимости нанотрубок,
имеет вид:

(2)

где υs(p) – групповая скорость электронов; е – за-
ряд электрона; εs(p) – закон дисперсии π-электро-
нов в полупроводниковых нанотрубках [9]; γ0 – ин-
теграл перекрывания (≈2.7 эВ); а – постоянная
решетки углеродной нанотрубки; р – квазиим-
пульс электрона; m – количество гексагонов по
периметру нанотрубки;  – операторы рож-
дения и уничтожения электронов с квазиимпуль-
сом (p, s); kl – усреднение с неравновесной матри-
цей плотности ρ(t): kBl = Sp(B(0)ρ(t)).

Следует заметить, что:

 

где kB – постоянная Больцмана; T – температура.
Вычисление компоненты тока для полимеров

проводится аналогично вычислению тока для си-
стемы квантовых точек с прыжковой проводимо-
стью [14]. Данная модель имеет подробное описа-
ние и обоснование в работе [15]. Таким образом
выражение для jPol имеет следующий вид:

(3)

где  – операторы рождения и уничтоже-
ния электронов полимера.
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Далее, закон дисперсии электронов в углерод-
ных нанотрубках εs(p), разложим в ряд Фурье, и
подставим выражения для плотности тока нано-
трубок (2) и полимеров (3) в уравнения Максвел-
ла (1), и получим эффективное уравнение на ком-
поненту вектор-потенциала электрического поля
лазерного импульса в фотонном кристалле:

(4)

здесь nCNT – концентрация электронов в нано-
трубках; nPol – концентрация полимера в фотон-
ном кристалле; аPol – длина связи в полимере; Δ –
лапласиан в цилиндрической системе координат.

Коэффициенты bq, убывают с ростом q, таким
образом в сумме можно ограничиться первыми
15 слагаемыми, не теряя при этом точности рас-
четов:

 

заметим, что ZB – первая зона Бриллюэна; asq –
коэффициенты разложения закона дисперсии
электронов в ряд Фурье.

Начальные условия на вектор-потенциал
электрического поля ПКИ имеют Гауссову фор-
му и выглядят следующим образом:

(5)

где β, γ – параметры, определяющие ширину им-
пульса вдоль осей z и r, соответственно; А0 – на-
чальная амплитуда импульса; υ – скорость входа
импульса в ФК; zc – начальная координата.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Эффективное уравнение на вектор-потенциал

электрического поля ПКИ (4) решалось числен-
но, при помощи явной конечно-разностной схе-
мы типа “крест”, на равномерной сетке по време-
ни и координате, со вторым порядком погрешно-
сти [16].

При численном моделировании исследуемой
системы, ее параметры выбирались следующим об-
разом: m = 13, T = 293 K, время релаксации в нано-
трубках ≈10–11 c; длительность импульса ≈10–14 c.
Значения параметров, определяющих ширину
импульса, а также начальную скорость импульса
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при входе в среду, задавались следующим обра-

зом (β = γ  υ = 0.95с).

Эволюция трехмерного импульса электромаг-
нитного поля при его распространении в среде
УНТ и полимера, с пространственно-перемен-
ным показателем преломления, в случае одного
колебания электрического поля представлена на
рис. 1. Параметры модуляции показателя пре-
ломления ФК задавались следующим образом:
период – 2.5 мкм, глубина – 0.25.

Из представленной на рис. 1 временной эво-
люции импульса можно сказать, что присутствие
ФК, приводит к изменению формы импульса.
Это происходит благодаря интерференции
встречных волн, которые испытывают частичное
“отражение”. Наличие интерференции также
оказывает влияние на групповую скорость волно-

− υ21 ,

вого пакета импульса, уменьшая ее. Однако, не-
смотря на изменение формы, энергия импульса
остается локализованной в пространстве, что в
свою очередь говорит о квазиустойчивом распро-
странении импульса на времени до 15 пс. Также
отмечается увеличение амплитуды импульса с те-
чением времени, вследствие дисперсии электри-
ческого поля в среде углеродных нанотрубок.
Этот факт позволяет использовать данную среду в
устройствах усиления подобных импульсов.

На рис. 2 показаны срезы напряженности
трехмерного лазерного импульса в зависимости
от параметров модуляции показателя преломле-
ния ФК.

Увеличение глубины модуляции показателя
преломления ФК приводит к замедлению им-
пульса и незначительному увеличению его ам-
плитуды (рис. 2а), особенно изменения заметны

Рис. 1. Зависимость напряженности электрического поля импульса от цилиндрических координат в фиксированные
момент времени (5, 10, 15 пс) (а); Срезы напряженности при r = 0 (б). Отношение концентрации УНТ к полимеру 1 : 1.
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на фронте импульса. Изменение периода решет-
ки ФК также оказывает влияние на групповую
скорость волнового пакета импульса, с увеличени-
ем периода импульс начинает распространяться
быстрее (рис. 2б), поскольку процессы интерферен-
ции, при его столкновении с узлами кристалла,
происходят реже. На основании полученного ре-
зультата можно говорить о том, что, зная время за-
держки импульса, можно судить об веществе ФК,
что в свою очередь является важным результатом
в практической области спектроскопии.

Далее мы рассмотрели зависимость напряжен-
ности импульса от соотношения концентраций
УНТ и полимера в ФК, что показано на рис. 3.

Из рис. 3 видно, что с увеличением количества
полимера в кристалле импульс сужается. Таким
образом, влияние этого параметра способствует
стабилизации импульса. Это можно связать с
инерционностью отклика полимера и последую-
щим переизлучением им энергии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Из проведенного численного исследования

динамики трехмерного ПКИ в фотонном кри-
сталле на основе УНТ и полимера можно сделать
следующие выводы:

– распространение импульса в такой среде яв-
ляется стабильным на временах до 15 пс;

– исходя из времени задержки импульса, мож-
но судить о параметрах ФК (периоде и глубине
модуляции показателя преломления);

– увеличение концентрации полимера в ФК
приводит к сужению лазерного импульса.

Двужилова Ю.В., Двужилов И.С. выражают бла-
годарность Министерству науки и высшего образо-
вания РФ за финансовую поддержку в рамках гранта
Президента РФ (проект № MK-2089.2021.1.2).
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High-power laser pulses in a photonic crystal with carbon nanotubes and a polymer
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The results of numerical simulation of the dynamics of a high-power femtosecond laser pulse in a photonic
crystal based on semiconductor carbon nanotubes and a polymer are presented. Quasi-stable pulse propaga-
tion in such a medium is established. The dependences of the pulse intensity on the modulation parameters
of the refractive index of the photonic crystal, as well as on the concentration of the polymer in it, are plotted.
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Метод главных компонент применен к задаче пассивной акустической томографии. Предложенная
процедура позволяет компенсировать сигналы мешающих мощных локализованных источников и
получить необходимые для решения обратной задачи данные. Приведены результаты моделирова-
ния для схем со скалярными и комбинированными приемниками акустического поля.
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ВВЕДЕНИЕ

Метод шумовой интерферометрии – это пас-
сивный метод определения акустических харак-
теристик среды. Он не требует использования излу-
чателей и использует только регистрацию полей,
которые создаются совокупностью присутствую-
щих в среде источников. В дальнейшем эти поля
подвергаются корреляционной обработке. Данный
метод был предложен теоретически [1–3] и затем
активно развивался применительно к задачам
гидроакустики [3–5] и геоакустики [6], а также в
рамках корреляционного подхода медицинской
термотомографии [7, 8]. В последнем случае он
также использовался в сочетании с дополнитель-
ной шумовой “подсветкой” [8, 9].

Отсутствие активных источников является
важным преимуществом метода шумовой интер-
ферометрии. Их использование в гидроакустике
и геоакустике может быть затруднено из-за ряда
причин, например, стоимости оборудования или
экологических соображений. При медицинском
обследовании также предпочтительно снижать
воздействие на пациента внешними полями. С
другой стороны, метод обладает и недостатками.
Первый из них присущ многим корреляционным
подходам: требуется длительное накопление сиг-
налов, чтобы оценки функций когерентности об-
ладали достаточной точностью. Второй недоста-
ток связан с тем, что метод в своей изначальной
постановке [1–3] предполагает равномерное рас-
пределение источников и изотропность создавае-
мого ими шумового поля. Во многих практиче-

ских случаях это может не выполняться. Причи-
ной такой анизотропии могут служить мощные
локализованные источники шума.

Другое направление, которому в последнее
время уделяется большое внимание, связано с ис-
пользованием комбинированных (скалярно-век-
торных) приемников акустического поля [10], ко-
торые одновременно регистрируют давление и
вектор колебательной скорости в точке своего
расположения. При этом насколько можно судить,
однозначного мнения о целесообразности приме-
нения таких приемников, не сложилось [11, 12], и
этот вопрос остается предметом дискуссии.

В представляемой работе исследуется возмож-
ность устранить влияние анизотропного распре-
деления источников с помощью корректирова-
ния собственных чисел матрицы когерентности
сигналов, принятых антенной системой. Сравни-
ваются результаты, которые можно получить с
помощью метода шумовой интерферометрии при
использовании обычных или комбинированных
приемников.

МЕТОД ШУМОВОЙ ИНТЕРФЕРОМЕТРИИ
В основе метода шумовой интерферометрии

лежит связь между разностью запаздывающей и
опережающей функциями Грина неоднородной
среды и функцией когерентности шумового поля.
Такая связь была получена как для неподвижных
сред [1], так и при наличии течений [2]. В [3] приво-
дятся оценки необходимого времени накопления
сигналов для гидроакустических приложений.

УДК 519.24:534.8:681.884

EDN: THVXPA
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Простой (но не строгий) способ получить не-
обходимые уравнения состоит в следующем. Рас-
сматривается запаздывающее поле  и опере-
жающее поле  потенциала колебательной ско-
рости в неподвижной среде с постоянной
плотностью  и пространственным распределени-
ем скорости звука  где  – произвольная точка
пространства. Эти поля порождаются случайными
независимыми источниками  монопольного
типа с функцией пространственной когерентности

 операция
 означает усреднение по множеству реализаций.

При этом предполагается монохроматический ре-
жим с временнóй зависимостью полей 

Поля  удовлетворяют уравнению Гельмгольца:

(1)

где  – волновое число; нижний ин-
декс у оператора  определяет переменную, по
которой ведется дифференцирование. Пусть про-
извольные точки  и  находятся внутри за-
мкнутой выпуклой поверхности  ограничиваю-
щей область  Вводятся запаздывающая 

и опережающая  функции Грина, удовле-
творяющие уравнению (1) с источниками вида

 и  соответствен-
но. Для этих функций можно записать теорему
Грина:

где  – внешняя нормаль к поверхности  С уче-
том (1) левая часть этого равенства сводится к
разности функций Грина  В
правой части можно положить приблизительно

 где  – некоторое сред-
нее волновое число на поверхности  Учитывая,
что в отсутствие течений  по-
лучается

(2)

С другой стороны, для функции когерентно-
сти полей  и  регистрируемых в точ-
ках  и  их выражение через функции Грина
приводит к равенству

(3)
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Для преобразования объемного интеграла в (3)
пространство разбивается на тонкие слои, огра-
ниченные замкнутыми поверхностями  Если
мощность источников в каждом таком слое оди-
накова, ее можно вынести из-под знака интегра-
ла. Остающееся под интегралом выражение сов-
падает с правой частью (2), и поэтому, в итоге

(4)

Здесь  – некоторый безразмерный коэффици-
ент; в правой части в целях нормировки введена
мощность  регистрируемая в точке 

Следует еще раз подчеркнуть, что предложен-
ный способ получения равенства (4) не является
строгим. Тем не менее, он позволяет обратить
внимание на некоторые важные обстоятельства.
Во-первых, как уже отмечалось, для работоспо-
собности метода необходимо, чтобы мощность
источников  была распределена изотропно,
т.е. шумовое поле должно обладать цилиндриче-
ской (или сферической) симметрией. Во-вторых,
чтобы интеграл в (3) сходился, среда должна об-
ладать поглощением. Если это не так, то, напри-
мер, в двумерном случае функции Грина имеют
асимптотику  при  а их про-

изведение, соответственно,  и интеграл рас-
ходится. В-третьих, наличие поглощения (а на
практике оно всегда есть), приводит к тому, что
запаздывающая и опережающая функции Грина,
а, вместе с ними, и поля  не являются ком-
плексно сопряженными. Вместе с тем, в экспери-
менте измеряется только запаздывающее поле

 но не  Использование поля  в

(4) вместо поля  может приводить к ошиб-
кам, если поглощение звука существенно. Если
же поглощение в среде мало, то соотношение (4)
позволяет определять разность функций Грина
или, что то же самое, значение  для
всех пар используемых в эксперименте приемни-
ков. Далее, для определения характеристик среды
эти данные следует обрабатывать одним из алго-
ритмов решения обратных задач рассеяния.

КОМПЕНСАЦИЯ МОЩНЫХ 
СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ИСТОЧНИКОВ

Рассматриваются приемные системы, включа-
ющие как скалярные приемники акустического
давления, так и комбинированные приемники
акустического давления и колебательной скоро-
сти [10]. Возможность компенсировать влияние
мощного источника шума на результат определе-
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ния разности функций Грина в методе шумовой
интерферометрии была рассмотрена в [13]. С этой
целью предлагалось использовать комбиниро-
ванные приемники акустического поля. Наличие
нескольких каналов в каждом приемнике позво-
ляет определенным образом сформировать его
характеристику направленности, введя для каж-
дого канала амплитудно-фазовые множители. В
первом случае максимум этой характеристики
ориентировался для каждого приемника в на-
правлении на другой приемник. Во втором случае
минимум характеристики ориентировался в на-
правлении на источник шума. Определить такое
направление можно, предварительно вычислив
вектор Умова–Пойнтинга в каждой точке, где
расположены приемники. Хотя в обоих описан-
ных случаях результат улучшается, такая обработ-
ка не обладает общностью. В частности, если сре-
да достаточно неоднородна, траектория распро-
странения сигналов между приемниками может
отличаться от прямой, и выбранное в первом случае
направление окажется неправильным. Во втором
случае возникают трудности, если рассматривае-
мый мощный источник шума не единственный, ли-
бо если распространение звука многолучевое, либо
если уровень сигнала источника недостаточно пре-
вышает остальные шумы, чтобы определение век-
тора Умова–Пойнтинга было точным.

В представляемой работе предлагается перей-
ти от формирования индивидуальных характери-
стик направленности отдельных элементов ан-
тенной решетки к ее фазировке как целого. Пусть
антенная решетка включает в себя  элементов.
Каждый элемент регистрирует значения  аку-
стического давления (если это скалярный прием-
ник), либо 2 или 3 компоненты вектора  коле-
бательной скорости (если это комбинированный
приемник), либо обе эти характеристики акусти-
ческого поля (если это комбинированный прием-
ный модуль). Все полученные таким образом дан-
ные позволяют сформировать вектор сигналов

где  и  – некоторые средние значения плотно-
сти и скорости звука в среде. Таким образом, дан-
ные всех каналов имеют одинаковую размерность и
учитываются в сквозной нумерации, т.е. не важно, к
какому из элементов решетки относится каждый
конкретный канал. Дискретизация сигналов во
времени переводит этот вектор в матрицу  разме-
ром  с элементами  где  – но-
мер временнóго отсчета, а  – номер ка-
нала данных.
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Для дальнейших рассуждений спектр приня-
тых сигналов разделяется на отдельные узкие по-
лосы шириной  каждая из которых имеет цен-
тральную частоту  Это связано с тем, что, во-
первых, от частоты могут зависеть свойства ис-
следуемой среды, а во-вторых, спектр каждого из
источников шума тоже зависит от частоты. В ре-
зультате вместо одной матрицы  ведется раз-
дельная обработка набора матриц  Ширина
полосы  подбирается для конкретных условий
рассматриваемой задачи. С одной стороны, она
должна быть достаточно узкой, чтобы в рамках
нее свойства среды и спектр источника были по-
стоянны. С другой стороны,  связано с пропор-
циональным  фактором накопления, кото-
рый определяет точность производимых над мат-
рицами  статистических оценок. Значит,
ширина полосы  должна быть достаточно боль-
шой, чтобы свойства среды и источников можно
было считать постоянными за время регистрации
необходимого числа отсчетов 

Идея компенсации влияния мощных источни-
ков состоит в том, чтобы выделить сигналы каж-
дого из них на элементах антенной решетки. Для
этого используется подход, сходный с хорошо из-
вестным методом главных компонент. Матрица

 представляется в виде своего сингулярного

разложения  где символ “ " обозна-
чает гильбертово сопряжение. Здесь унитарная
матрица  составлена из собственных векторов

матрицы  которая имеет размер
 и представляет собой матрицу когерент-

ности принятых сигналов, предварительно от-
фильтрованных в рассматриваемой полосе частот
со средней частотой  Матрица  – диагональ-
ная и содержит на своей диагонали собственные
числа  матрицы  упорядоченные по убыва-
нию. Так как унитарная матрица  составлена из
ортогональных друг другу собственных векторов
матрицы  и матрица  – диагональная,
столбцы матрицы  также ортогональны друг
другу. В результате исходные сигналы  пред-
ставляются линейной комбинацией некоррелиро-
ванных между собой сигналов  амплитуды ко-
торых определяются собственными числами 
Преобразование между двумя наборами сигналов
осуществляется с помощью матрицы 

Метод главных компонент состоит в выделении
и работе только с теми собственными векторами
матриц  и  которые отвечают макси-
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мальным собственным значениям μf;i. Все осталь-
ные собственные значения при этом обнуляются. В
рамках исследуемой задачи эти наибольшие соб-
ственные значения соответствуют мощным ме-
шающим источникам шума. Поэтому здесь, в
противоположность, именно они должны быть
скорректированы. Похожая процедура применя-
лась в [14, 15] для улучшения видимости сигналов
слабых источников на фоне сильных. Поскольку
метод шумовой интерферометрии оперирует мат-
рицами когерентности сигналов, такая обработка
может быть произведена только с участием этих
матриц. Для этого каждая матрица  представ-
ляется в виде суммы, содержащей ее собственные
векторы  и соответствующие им собственные

значения   Коррекция
означает замену собственных значений  на 
и формирование новой матрицы когерентности

В связи с описанной процедурой коррекции
матриц  следует отметить следующие обстоя-
тельства. Во-первых, явное выделение вклада ме-
шающих источников возможно, если соответ-
ствующие им собственные числа существенно пре-
восходят остальные. Если это не так, и собственные
числа  уменьшаются с ростом  плавно, то задача
усложняется. В [16] описан возможный статистиче-
ский подход к ее решению. С другой стороны, такая
ситуация означает, что мощность мешающих ис-
точников невелика, и можно ожидать, что их нали-
чие не сильно сказывается на матрицах 

Во-вторых, процедура коррекции не сводится к
простому обнулению наибольших собственных чи-
сел. Дело в том, что при подобном обнулении ан-
тенная решетка оказывается сфазированной таким
образом, чтобы подавлять все сигналы из области
пространства вблизи мощных источников шума.
Поэтому такой результат не соответствует равно-
мерному распределению источников в простран-
стве. Чтобы избежать этого, можно приравнять
корректируемые собственные значения величине,
пропорциональной среднему остальных собствен-
ных значений. Для определения коэффициента
пропорциональности предлагаются следующие эв-
ристические критерии. Первый критерий связан
с требованием минимальной дисперсии диаго-
нальных элементов скорректированной матрицы

 что означает примерно равную среднюю
мощность регистрируемых шумовых сигналов.
Второй критерий предполагает, что каждый эле-
мент матрицы  полученный после выполне-
ния обратного преобразования Фурье, в отсут-
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ствие течений должен быть в силу принципа вза-
имности четной функцией временного сдвига 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ЕГО РЕЗУЛЬТАТЫ

Моделирование проводилось в двумерном
случае для неоднородной среды в виде жидкого
цилиндра радиусом  скорость звука в котором в
два раза больше, чем скорость звука в окружающей
жидкости (рис. 1а). В одном случае антенная систе-
ма включала шесть приемников акустического дав-
ления, которые располагались в точках  равно-
мерно вокруг цилиндра на расстоянии  от
его центра. В другом случае устанавливались только
два векторных приемника в точках  и  или в точ-
ках  и  Таким образом, для двух антенных си-
стем число приемных каналов было одинаковым и
равным 6. Один или два источника анизотропного
шума располагались в точках   причем

 и  

На рис. 1б и 1в представлены результаты оце-
нок для нормированного на свой максимум моду-
ля разности функций Грина 
когда единственный источник анизотропного
шума располагался в точке  До проведения
процедуры компенсации результат для получен-
ной корреляционной функции (линия, состав-
ленная из точек) очень сильно отличается от ис-
комого (сплошная толстая серая линия). В случае
симметричного расположения источника отно-
сительно точек, между которыми производится
оценка, для обеих антенных систем процедура
компенсации позволяет получить довольно точ-
ную оценку (рис. 1б). При этом мешающий вклад
источника  эффективно подавляется. Для не-
симметричного положения в случае антенной си-
стемы из приемников давления возникают лож-
ные максимумы, а влияние источника остается не
полностью скомпенсированным (тонкая черная
сплошная линия на рис. 1в). Для системы с ком-
бинированными приемниками в области отрица-
тельных временных сдвигов оценка остается до-
вольно точной, но при положительных времен-
ных сдвигах, близких к значению временного
сдвига для источника, она ухудшается (тонкая
черная пунктирная линия на рис. 1в). Система с
комбинированными приемниками дает хороший
результат компенсации и в присутствии одновре-
менно двух источников в точках   (тонкая
черная пунктирная линия на рис. 1г).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анизотропия шумов среды может приводить к
тому, что результат корреляционной обработки
данных, зарегистрированных приемниками в па-
ре точек, не соответствует ожидаемой разности
функций Грина между этими точками. В том слу-
чае, когда в эксперименте имеется только два
приемника давления, исправить ситуацию не
представляется возможным. Если антенная си-
стема состоит из многих датчиков, возможно осу-
ществить процедуру компенсации влияния со-
средоточенных источников шумов. Для этого
предлагается скорректировать максимальные
собственные числа матрицы когерентности. Мо-
делирование показало, что использование ком-

бинированных приемников позволяет получить
некоторое преимущество: при том же общем чис-
ле каналов регистрации сигналов достигается
лучшее приближение к искомой разности функ-
ций Грина.

Моделирование специально проводилось с не-
большим числом каналов, которых оказалось при
этом достаточно для процедуры компенсации.
Его увеличение дополнительно улучшает резуль-
тат и позволяет рассматривать большее число ис-
точников. Однако важно отметить, что сильные
индивидуальные шумы приемников могут иска-
зить оценки  т.е. привести к неточной “на-
стройке” на источники, и результат ухудшится.

�

; ,f im

Рис. 1. Схема (не в масштабе) расположения неоднородности, приемников  и источников   при моделиро-
вании (а) и результаты сделанных оценок для модуля разности функций Грина, нормированные на свой максимум,
для точек  и  (б) или для точек  и  (в, г). Сплошная толстая серая линия обозначает рассчитанную теоретически
зависимость. Линия, составленная из точек, соответствует корреляционным функциям акустического давления для
каждой пары точек без применения компенсации. Тонкие черные линии (пунктирная и сплошная) изображают ре-
зультаты процедуры компенсации для антенных систем из шести приемников давления и двух комбинированных
приемников, соответственно.
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The use of scalar and combined receivers in the noise interferometry problem
in the presence of localized field sources
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The principal component analysis is applied to the problem of passive acoustic tomography. The proposed
procedure makes it possible to compensate for the signals of interfering powerful localized sources and to ob-
tain the data necessary for solving the inverse problem. The simulation results for schemes with scalar and
combined acoustic field receivers are presented.
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Рассмотрены свойства и способы моделирования фрактальных световых пучков со спекловой
структурой. Особое внимание уделено актуальным на данный момент исследованиям нерелеевских
спеклов, позволяющим реализовать в оптических системах эффект сверхразрешения. Показано,
что в рамках используемой модели переход от релеевской статистики распределения интенсивно-
сти к нерелеевской не влияет на скейлинговые свойства излучения.
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ВВЕДЕНИЕ
Свойства спекл-полей оптического излучения

нашли отражение в многочисленных монографи-
ях и статьях. Определенное внимание исследова-
телей привлекли так называемые фрактальные
спекловые структуры. Такую структуру приобре-
тают волны, отраженные от шероховатых плоско-
стей и прошедшие через гистологические срезы
биологических тканей. Было установлено, что в
первом случае по величине фрактальной размер-
ности распределения интенсивности волны
можно определять степень шероховатости отра-
жающей поверхности [1], а во втором – оцени-
вать предрасположенность ткани к появлению
злокачественных образований [2]. Несмотря на
многочисленные публикации, ряд вопросов, от-
носящихся к свойствам фрактальных спеклов,
остаются открытыми. Не ясно, как меняется
фрактальная размерность спекловых пучков по
мере их распространения в пространстве, требуют
уточнения изменения свойств спеклов при пере-
ходе от релеевской статистики к нерелеевской.
Последний вопрос весьма актуален, поскольку
появились литературные свидетельства о том, что
переход к нерелевской статистике значительно
расширяет возможности практического исполь-
зования спекловых полей (достижение сверхраз-
решения [3, 4], построение фантомных изображе-
ний [5]). Целью данной работы является построе-
ние оптико-физической модели для решения
совокупности вышеперечисленных вопросов и
анализ особенностей процессов формирования и
распространения спекловых полей с разными

статистическими и скейлинговыми характери-
стиками. Большое внимание уделено разработке
и программной реализации вычислительных ал-
горитмов, обеспечивающих возможность варьи-
рования в широких пределах статистических и
фрактальных параметров спекловых пучков в на-
чальной плоскости и на разных расстояниях от
нее. Помимо решения чисто исследовательских
задач, в значительной степени связанных с совер-
шенствованием биомедицинских технологий, со-
зданные алгоритмы могут оказаться весьма полез-
ными при программировании работы простран-
ственных модуляторов света. Такие модуляторы,
получивших в последнее время большое распро-
странение [6], позволяют формировать световые
пучки с заданным фазовым профилем.

МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ФРАКТАЛЬНЫХ СПЕКЛ-ПОЛЕЙ

Основная часть расчетов структуры световых
полей проводились с использованием алгорит-
мов, основанных на фрактальных свойствах дву-
мерной модификации функции Мандельброта–
Вейерштрасса (МВ) [7], имеющей вид

(1)

Выражение (1) является результатом враще-
ния поля, задаваемого одномерной функции МВ,
относительно изначальной системы координат {xy}.
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ЗОТОВ и др.

Величина W определяет амплитуду поля, дискрет-
ные поперечные координаты 0 ⩽ x.y ⩽ K – 1 (K – це-
лое число), D характеризует фрактальную размер-
ность, s – масштабирующий параметр, b – коэф-
фициент скейлинга; σ – нормировочный
множитель; n – номер гармоники; υ – азимуталь-
ный индекс; ψn, υ – фазы гармоник и азимуталь-
ных парциальных волн; α – единичный угол по-
ворота амплитудно-фазового распределения; k1,
k2, η, ς – числовые параметры. Варьируя входя-
щие в формулу (1) величины и параметры, можно
в широких пределах изменять статистические и
скейлинговые характеристики моделируемых
двумерных фрактальных распределений, относя-
щихся, в частности, к спеклоподобным световым
полям с релеевской и нерелеевской статистикой.

АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ ИЗЛУЧЕНИЯ

На рис. 1 показано распределение интенсив-
ности I(x, y) = |W(x, y)|2 с соответствующим гра-
фиком плотности вероятности интенсивности.
Предполагалось, что σ = 0.3, D = 1.3, s = 0.4, b = 2,

N = 6, V = 47, α = 2π/48, K = 127, 

η = (K + 1)/2, ς = 1, k1 = k2 = 1. Наличие в выраже-
нии (1) фактора eiςαυ придает полю вихревой вид,
характеризующийся наличием осевой винтовой
дислокации.

График плотности вероятности P интенсивно-
сти генерируемой спекловой волны качественно
отличается от поведения этой величины, относя-
щейся к обычному развитому спекл-полю. В по-
следнем случае график P подчинялся релеевской
зависимости, при которой наиболее вероятным
значением интенсивности было I = 0. Из рис. 1б
следует, что при указанном наборе параметров

υ
π υψ =

υ +,
2 ( , ),

( , 1)n
rnd n
n

наиболее вероятные значения интенсивности
располагаются вблизи ее средней величины kIl, т.е.
статистика поля становится нерелеевской. Измене-
нием значений параметров в выражении (1) мож-
но было менять форму графика P. Так, при нуле-
вом значении ς = 0 и сохранении всех других па-
раметров статистика становилась релеевской.

Важно отметить, что независимо от вида ста-
тистики фрактальные и скейлинговых свойства
излучения не претерпевали сколь-нибудь замет-
ных изменений. Это подтверждает рис. 2. На нем
изображены структура пространственного спек-
тра распределения амплитуды нерелеевских спе-
клов (рис. 2а) и график структурной функции ин-
тенсивности (рис. 2б). При расчете простран-
ственного спектра Ф использовался метод БПФ.
Двумерную структуру спектра, показанную на
рис. 2а, характеризовала система концентриче-
ских окружностей. Поскольку их радиусы отли-
чались в два раза, спектр отражал скейлинговые
свойства излучения, определяемые коэффициен-
том скейлинга b = 2. Такого рода самоподобная
структура пучка создает предпосылки для более
эффективной обработки оптических сигналов в
коре головного мозга.

Дополнительным подтверждением наличия
фрактальных свойств было поведение структур-
ной функции распределения интенсивности. Она
задавалась в виде [8]

(2)

где m – целое число. Исследовать поведение Cm в
двойном логарифмическом масштабе удобно с
помощью функции Lm = log2Cm. По наклону гра-
фика этой функции можно определить параметр
Херста H и фрактальную размерность D = 2 – H.
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Рис. 1. Распределение интенсивности I (а) и плотности вероятности P (б).
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Высокая степень линейности функции Lm свиде-
тельствовала о четко выраженной локальной фрак-
тальности исследуемых распределений. Фракталь-
ная размерность, определяемая из построенной
графической зависимости (рис. 2б), имела значе-
ние D = 1.38, весьма близкое задаваемому при ис-
пользовании выражения (1).

Для оценки устойчивости фрактальных харак-
теристик было рассмотрено распространение
пучков со спекловой структурой в системах, обес-
печивающих построение оптических изображе-
ний. Было установлено, что изображение спекло-
вой структуры обладает фрактальной размерно-
стью, близкой к размерности изначального поля.
В промежуточных плоскостях, лежащих между
предметной плоскостью и изображением, фрак-
тальная размерность могла меняться в больших
пределах.

ДИСЛОКАЦИИ 
В НЕРЕЛЕЕВСКИХ СПЕКЛ-ПОЛЯХ

В качестве дополнительного вопроса была рас-
смотрена динамика трансформации дислокаци-
онной структуры волнового фронта спекловых
пучков при переходе от нерелеевской статистики
к нерелеевской. Изначальная дислокационная
структура была образована системой хаотически
расположенных винтовых дислокаций. Была ис-
пользована итерационная процедура Герцберга-
Сэкстона (ГС), часто используемая для решения
фазовой проблемы в оптике [4, 9]. Программная
реализация расчетной схемы позволяла вносить
необходимые изменения в форму целевого (тре-
буемого) распределения плотности вероятности
при оперативном контроле скейлинговых и ста-
тических параметров. Если задать изначальное
распределение интенсивности и фазы поля, соот-

ветствующее релеевской, а целевому распределе-
нию плотности вероятности придать нерелеев-
ский вид, то после 50 итераций по алгоритму ГС
произойдет существенное изменение как струк-
туры поля, так и плотности распределения веро-
ятностей. Независимо от степени упорядоченно-
сти начальных распределений и расположения в
них винтовых дислокаций в процессе преобразо-
вания происходит резкое уменьшение (в 4–5 раз)
эффективной площади дислокационных образо-
ваний. Это видно из рис. 3а и 3г, где контуры дис-
локаций, внутри которых интенсивность не пре-
вышает 10% от среднего значения, помечены зе-
леными линиями. Это позволяет при построении
фазовых портретов световых пучков существенно
повысить пространственное разрешение, значи-
тельно превысив его дифракционный предел.
Процесс перехода к сверхразрешению иллюстри-
рует рис. 3.

При реализации эффекта сверхразрешения
при обработке фазовых изображений способом
ГС следует учитывать существование определен-
ных ограничений на уменьшение эффективной
площади дислокаций. В этом можно убедиться,
используя описание явления Гиббса [10], харак-
теризующего поведение волнового поля вблизи
точки сингулярности. Результаты анализа этого
явления показывают, что при ограниченном со-
ставе пространственных частот излучения мини-
мальная площадь дислокаций будет непосред-
ственно связана с размером рабочего поля,
уменьшаясь при его расширении. В этом можно
было убедиться при получении данных, показан-
ных на рис. 3. Если количество итераций превы-
шало значение 50, то для данного диапазона из-
менения поперечных координат уменьшить пло-
щади дислокаций не удавалось.

Рис. 2. Структура пространственного спектра Ф (а) и поведение структурной функции (б); p, q – пространственные
частоты, fm – прямая, аппроксимирующая зависимость Lm.
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ЗОТОВ и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан подход к моделированию фрак-
тальных спекловых полей, допускающий варьи-
рование в широких пределах скейлинговых и стати-
стических параметров излучения. Это их свойство
делает их весьма полезными для совершенствова-
ния методик, используемых в биомедицине.

Разработанные алгоритмы могут быть исполь-
зованы для программного обеспечения работы
пространственных модуляторов света, формиру-
ющих световые пучки с фрактальной структурой.

Показано, что в рамках используемой модели
переход от релеевской статистики распределения
интенсивности спеклов к нерелеевской не влияет
на скейлинговые свойства световых пучков.

Применительно к системам, обеспечивающим
построение оптических изображений, установле-
но, что изображение спекловой структуры обла-
дает той же самой фрактальной размерностью,
что и изначальное поле.

Эффект уменьшения размеров дислокаций
волнового фронта в спекловых полях с нерелеев-
ской статистикой указывает на возможность реа-
лизовать с его помощью пространственное сверх-
разрешение в фазовых изображениях.
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Properties of fractal speckle fields: theory and applications
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The properties and methods of modeling fractal light beams with a speckle structure are considered. Partic-
ular attention is paid to currently topical studies of non-Rayleigh speckles, which make it possible to imple-
ment the superresolution effect in optical systems. It was shown that the transition from the Rayleigh statistics
of the intensity distribution to the non-Rayleigh one within the framework of the used model does not affect
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спектральной мощности импульсов продольных ультразвуковых волн, обратно рассеянных на ло-
кальных микротрещинах в образцах полевых шпатов. Установлена прямая корреляция между возрас-
танием уровня этой мощности и увеличением локальной концентрации микротрещин в образцах.

DOI: 10.31857/S0367676522110229

ВВЕДЕНИЕ
Диагностика разномасштабных структурных

неоднородностей минералов и горных пород
(геоматериалов) является весьма актуальной для
широкого круга прикладных задач, например,
сейсморазведка, мониторинг технического со-
стояния инженерных сооружений, разработка
моделей возникновения очагов разрушения под
действием механических нагрузок и т.п. [1]. На-
личие разномастштабных трещин в геоматериа-
лах, а также их поведение под действием внешних
нагрузок играет ключевую роль в структурной ме-
ханике и геофизике при определении эффектив-
ных упругих свойств и прочности таких материа-
лов [2]. Хорошо известно, что микротрещины яв-
ляются первичными источниками инициации
развития макротрещин и последующего процесса
разрушения массивов горных пород и конструк-
ций из геоматериалов. Исходное распределение
микротрещин по объему образцов или конструк-
ций определяет как их деформационную стабиль-
ность, так и характер разрушения под действием
внешних нагрузок. Таким образом, необходимы
методики неразрушающего контроля, которые
позволят выявлять локальные области повышен-
ной микротрещиноватости (локальной концен-
трации микротрещин) в геоматериалах, причем
такие методики должны позволять проводить ди-
агностику структуры образцов непосредственно в
процессе их нагружения.

В настоящее время для исследования анизо-
тропии упругих свойств геоматериалов, возник-
новения очагов микротрещин и их ориентации
при приложении различных нагрузок широко ис-

пользуют методики измерения скоростей акустиче-
ских волн различных типов (см., например, [3, 4]).
Хорошо известно, что для достижения макси-
мальной чувствительности скорости и затухания
ультразвуковой волны к структурным неоднород-
ностям материала, длина этой волны должна
быть порядка характерных размеров таких неод-
нородностей (например, зерен или микротрещин
в геоматериалах). Поскольку в образцах геомате-
риалов, исследуемых в лабораторных условиях,
размеры трещин варьируются, как правило, от
десятков микрометров до нескольких миллимет-
ров, для их исследований целесообразно исполь-
зовать мощные зондирующие ультразвуковые
импульсы в спектральном диапазоне от сотен ки-
логерц до десятков мегагерц. Более того, ампли-
туда зондирующих импульсов должна быть доста-
точно высока для обеспечения надежной диагно-
стики сильно поглощающих и рассеивающих
ультразвук неоднородных материалов.

Совместное требование на широкий частот-
ный диапазон и высокую амплитуду возбуждае-
мых ультразвуковых импульсов выполняется при
использовании лазерного термооптического ме-
ханизма возбуждения ультразвука – оптико-аку-
стического эффекта [5]. При поглощении импуль-
сов лазеров с модуляцией добротности в специаль-
но подобранном материале (лазерном источнике
ультразвука) амплитуда возбуждаемых акустиче-
ских импульсов может достигать десятков атмосфер
при длительности импульса от единиц до сотен на-
носекунд в зависимости от энергии и длительности
лазерного импульса, а также коэффициента погло-
щения света и теплофизических характеристик
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данного материала. Такие уникальные характе-
ристики лазерного ультразвука позволяют ис-
пользовать его для прецизионных измерений ме-
ханических и акустических свойств твердых тел, а
также для количественной оценки разномас-
штабных структурных неоднородностей различ-
ных конструкционных материалов по анализу
ультразвукового отклика (см., например, [6–10]).

Целью настоящей работы является экспери-
ментальная реализация лазерной оптико-акусти-
ческой методики оценки локальной микротре-
щиноватости (концентрации микротрещин) ла-
бораторных образцов минералов на примере двух
типов полевых шпатов. Основная идея предлага-
емой методики заключается в анализе спектраль-
ной эффективности ультразвуковых сигналов,
обратно рассеянных на локальных микротрещи-
нах в образце в области прозвучивания (так назы-
ваемого “структурного шума”), и установлении
корреляции между уровнем мощности структур-
ного шума и локальной концентрацией микро-
трещин. Такая корреляция может служить осно-
вой для ультразвуковых систем on-line монито-
ринга возникновения и развития микротрещин в
структуре минералов и горных пород под дей-
ствием различных внешних нагрузок.

ИССЛЕДОВАННЫЕ ОБРАЗЦЫ 
МИНЕРАЛОВ

В качестве исследуемых минералов были взяты
образцы полевых шпатов: ортоклаза K[AlSi3O8] и
плагиоклаза (член изоморфного ряда NaAlSi3O8
(30–50%)–CaAl2Si2O8 (50–70%)). Образцы отпо-
лированы с двух сторон так, чтобы полированные
грани были плоскопараллельны. Фотографии ис-

следуемых образцов представлены на рис. 1 с ука-
занием толщины H каждого образца. Точность
измерения толщины составляла 10 мкм. Полевые
шпаты характеризуются слоистым строением из
тонких пластинчатых кристаллов и наличием ло-
кализованных очагов скоплений трещин с харак-
терными размерами от десятков до сотен микро-
метров. В исследуемых образцах места скоплений
микротрещин в объеме образцов могут быть каче-
ственно определены при их просвечивании види-
мым светом. С помощью оптического микроскопа в
каждом образце были предварительно определены
места выхода микротрещин на поверхность, а также
были визуально определены возможные участки
локализации микротрещин в объеме образцов. Но-
мера этих участков указаны на рис. 1 цифрами 1–4
на каждом образце; затем были проведены иссле-
дования внутренней структуры этих участков с
помощью лазерного оптико-акустического мето-
да, описанного ниже.

ЛАЗЕРНО-УЛЬТРАЗВУКОВОЙ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ И МЕТОДИКА 

ОБРАБОТКИ АКУСТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ
Для возможности обнаружения локальных оча-

гов скопления микротрещин и оценки их концен-
трации в образцах минералов, в которых невозмож-
но напрямую возбудить акустические сигналы ла-
зерным излучением из-за его слабого поглощения,
лазерно-ультразвуковой преобразователь, исполь-
зованный в [11], был модифицирован следующим
образом (рис. 2). На лицевую сторону призмы из
оргстекла приклеена пленка из черного полиэти-
лена, которая служит так называемым лазерным
источником ультразвука. При поглощении лазер-
ного излучения в его приповерхностном слое

Рис. 1. Фотографии образцов полевых шпатов: ортоклаз, толщина H = 6.2 мм (а); плагиоклаз, толщина H = 8.5 мм (б).
Цифрами 1–4 обозначены исследуемые участки в каждом образце.

1
2 3

4

2
1

3
4

а б



1624

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ПОДЫМОВА, СОКОЛОВСКАЯ

происходит неоднородный нестационарный на-
грев этого слоя и его последующее тепловое рас-
ширение. Результирующее термоупругое напря-
жение в полиэтилене преобразуется в два одина-
ковых импульса продольных ультразвуковых
волн, распространяющихся в противоположных
направлениях. Амплитуда и временной профиль
(частотный спектр) этих импульсов определяют-
ся оптическими и теплофизическими свойствами
полиэтилена, временным профилем интенсивно-
сти поглощенного лазерного импульса и соотно-
шением акустических импедансов оргстекла и
полиэтилена. Один импульс, обозначенный циф-
рой 0 на рис. 2, распространяется назад в призму
к пьезоприемнику и не используется в измерени-
ях, другой импульс 1 распространяется вперед в
иммерсионный слой дистиллированной воды
между полиэтиленом и исследуемым образцом и
далее в образец (зондирующий ультразвуковой
импульс). При этом он частично отражается на
границе раздела вода-образец и распространяется
назад через воду, полиэтилен и призму, и также
регистрируется пьезоприемником (импульс 2 на
рис. 2). Зондирующий импульс 1, распространя-
ющийся в образце, частично рассеивается на не-
однородностях его структуры, например, трещи-
нах и инородных включениях. Серия ультразву-
ковых импульсов 3 соответствует сигналам,
обратно рассеянным на неоднородностях струк-
туры образца, которые распределены по всей тол-
щине прозвучивания и формируют так называе-
мый структурный шум. Временное окно зареги-

стрированных сигналов соответствует времени
пробега зондирующего импульса до тыльной по-
верхности образца и обратно к границе раздела
образец-вода. Характерный радиус ультразвуко-
вого пучка на лицевой поверхности образца прак-
тически совпадает с радиусом поглощенного лазер-
ного пучка и составляет 2–3 мм. Практически такой
же является локальность тестирования в попереч-
ном направлении (по плоскости образца), что поз-
воляет выявлять участки повышенной трещинова-
тости в структурно-неоднородных геоматериалах.

Для исследования локальной концентрации
микротрещин в прозвучиваемом участке образца
регистрируются временной трек совокупности
импульсов 2 и 3, а также аналогичный трек, заре-
гистрированный от однородной пластины плав-
леного кварца, которая ставится на место иссле-
дуемого образца. Временная форма сигнала от
кварцевой пластины повторяет зондирующий
импульс 1 с учетом изменения амплитуды за счет
отражения на границе раздела вода–кварц (см.
схему преобразователя на рис. 2).

На рис. 3а показаны примеры временных про-
филей нормированных ультразвуковых сигналов
для кварцевой пластины, ортоклаза (участок 3) и
плагиоклаза (участок 4). В этих участках образцов
визуально наблюдалось существенное скопление
микротрещин. При распространении в образце
зондирующий импульс частично рассеивается на
микротрещинах, расположенных на разных глу-
бинах в прозвученном участке образца. Обратно-

Рис. 2. Схема лазерно-ультразвукового преобразователя.
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рассеянные сигналы регистрируются как нерегу-
лярные пики на “хвосте” опорного импульса и
образуют структурный шум. Для оценки степени
локальной трещиноватости в прозвученном
участке образца используется спектральный ана-
лиз сигнала во временном окне, соответствую-
щем времени пробега зондирующего импульса до
тыльной поверхности образца и обратно к грани-
це раздела образец–вода. Такие спектры сигна-
лов с рис. 3а показаны на рис. 3б. Следует отме-
тить, что для анализа не требуется регистрация
донного ультразвукового импульса, отраженного
от тыльной поверхности образца. Это позволяет
преодолеть существенное ограничение при изме-
рениях скоростей распространения ультразвуко-
вых волн, а именно, требование плоскопарал-
лельности граней исследуемого образца. Для кор-
ректного измерения мощности структурного
шума только входная поверхность образца долж-
на быть плоской, поскольку ее шероховатость
или кривизна могут исказить форму вводимого
зондирующего импульса и, соответственно, по-
влиять на результаты измерения. Плоскопарал-
лельность образцов никак не влияет на мощность
структурного шума; в наших исследованиях пло-
скопараллельность нужна была только для изме-
рений коэффициента затухания ультразвука во
всех исследуемых участках (см. ниже).

Амплитудный спектр  ультразвукового
сигнала от образца представляет собой совокуп-
ность спектра зондирующего импульса и нерегу-
лярной “осциллирующей” части. Спектр зонди-

рующего импульса  соответствует спектру
сигнала от кварцевой пластины, поскольку мы
считаем, что в кварце структурный шум отсут-
ствует. Информация о локальной концентрации
микротрещин в прозвученном участке образца

( )S f

0( )S f

содержится именно в нерегулярной части спек-
тра, определяемой рассеянными назад сигналами
или структурным шумом. Мы полагаем, что уве-
личение амплитуды этих сигналов и, соответ-

ственно, амплитуды осцилляций в спектре 
определяется увеличением концентрации микро-
трещин в исследуемом участке образца. Величина

(1)

представляет собой интегральную нормирован-

ную мощность структурного шума,  = 0.2 МГц

и  = 15 МГц соответствуют границам рабочего
спектрального диапазона лазерно-ультразвуко-
вого преобразователя. Величина W содержит
вклады от всех сигналов, рассеянных на разно-
размерных микротрещинах, локализованных в
прозвученном участке образца, без разделения
вкладов от микротрещин конкретного размера.

Для подтверждения того, что именно микро-
трещины влияют на эффективность обратного
рассеяния ультразвуковых сигналов (или мощ-
ность структурного шума) в исследуемых участ-
ках образцов, в этих же участках были проведены
измерения коэффициента затухания продольных
ультразвуковых волн. Для этой цели использо-
вался метод широкополосной акустической
спектроскопии с лазерным источником ультра-
звука – оптическим светофильтром СЗС-22 [12],
коэффициент затухания рассчитывался по фор-
муле (2) из [12]. Известно, что микротрещины яв-
ляются весьма эффективными рассеивателями
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Рис. 3. Примеры ультразвуковых сигналов от кварцевой пластины и образцов ортоклаза (участок 3) и плагиоклаза
(участок 4): временные профили (а) и соответствующие спектры (б).
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ультразвука и для исследуемых минералов харак-
терно практическое отсутствие твердых инород-
ных включений и зерен субмиллиметровых раз-
меров с шероховатыми нерегулярными граница-
ми. Поэтому возрастание абсолютного значения
коэффициента затухания ультразвука в исследуе-
мом участке образца практически во всем диапа-
зоне частот источника СЗС-22 мы качественно
объясняли возрастанием концентрации микро-
трещин в данном участке. Затем была проанали-
зирована корреляция между величиной коэффи-
циента затухания ультразвука и мощностью
структурного шума в рабочем спектральном диа-
пазоне используемого лазерно-ультразвукового
преобразователя (0.2–15 МГц).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Для расчета мощности структурного шума во
всех образцах минералов в качестве спектра зон-

дирующего импульса  был взят результат
усреднения спектров четырех импульсов от про-
извольно выбранных участков кварцевой пласти-

ны. Разность между  и спектром каждого им-
пульса определяет так называемую мощность

“аппаратного” шума  которая вычислялась по

формуле (1), где в качестве  были взяты спек-

тры каждого импульса. Ненулевая величина 
определяется электрическими шумами и шумами
дискретизации сигнала, а также некоторой неста-
бильностью временной формы лазерного им-
пульса и соответствующего акустического им-
пульса, возбуждаемого в полиэтилене для каждо-
го участка кварцевой пластины. Усреднение по
четырем реализациям для кварцевой пластины

дает величину  которая может рас-

0( )S f

0( )S f

0,W
( )S f

0W

−≈ ⋅ 5

0 1.3 10 ,W

сматриваться как погрешность определения W
для образцов минералов.

На рис. 4 представлены измеренные частотные
зависимости коэффициента затухания продоль-

ных ультразвуковых волн  в четырех участках
образцов ортоклаза и плагиоклаза. В этих же
участках предварительно были визуализированы
выходы микротрещин на поверхность образца, а
затем измерена мощность структурного шума W,
значения которой также указаны на рис. 4 для
каждого участка. Результаты показывают, что ве-
личина W во всех исследованных участках обоих
образцов на один-два порядка превышает сред-

нюю мощность аппаратного шума  Было об-

наружено, что в участках с видимым локальным
скоплением микротрещин на поверхности на-

блюдается существенное возрастание  во
всем рабочем частотном диапазоне (участок 3 для
образца ортоклаза и участок 4 для плагиоклаза,
см. рис. 1). Также видно, что чем выше коэффи-
циент затухания ультразвука в исследуемом
участке образца, тем больше значение W в этом
участке. Таким образом, можно считать, что уве-
личение мощности структурного шума обусловлено
возрастанием локальной концентрации микротре-
щин в исследуемом участке образца. Следует отме-
тить, что лазерный оптико-акустический метод мо-
жет применяться и для оптически непрозрачных
образцов, в которых невозможно заранее визуали-
зировать локальные скопления микротрещин. Для
получения количественной информации о концен-
трации микротрещин в геоматериалах по значени-
ям мощности структурного шума необходима
предварительная калибровка лазерно-ультразву-
кового метода по данным рентгеновской ком-
пьютерной томографии, то есть получение зави-
симости величины W от процентного содержания
микротрещин в конкретном геоматериале.

α( )f

0 .W

α( )f

Рис. 4. Частотные зависимости коэффициента затухания продольных ультразвуковых волн и соответствующие значе-
ния мощности структурного шума W в исследованных участках образцов ортоклаза (а) и плагиоклаза (б).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен и экспериментально реализован
лазерный оптико-акустический метод оценки ло-
кальной микротрещиноватости лабораторных
образцов двух типов полевых шпатов. Метод ос-
нован на измерении спектральной мощности им-
пульсов продольных ультразвуковых волн, обрат-
но рассеянных на микротрещинах в образцах (так
называемой мощности структурного шума), и
позволяет проводить исследования при односто-
роннем доступе к образцу без измерения его тол-
щины и регистрации донных эхо-сигналов. Ис-
следованы образцы ортоклаза и плагиоклаза с ло-
кальными скоплениями микротрещин, которые
были выявлены по данным оптической микроско-
пии поверхности образцов. В участках с визуально
наблюдаемыми скоплениями микротрещин обна-
ружено возрастание коэффициента затухания про-
дольных ультразвуковых волн в спектральном диа-
пазоне 1–15 МГц по сравнению с неповрежденны-
ми участками. Такое возрастание объяснялось
повышенной концентрацией микротрещин раз-
мерами в десятки и сотни микрометров, которые
эффективно рассеивают ультразвук в мегагерцо-
вом диапазоне частот. В участках с повышенным
затуханием продольных ультразвуковых волн
также наблюдалось возрастание мощности струк-
турного шума. Обнаруженная прямая корреляция
между увеличением локальной концентрации
микротрещин и возрастанием мощности струк-
турного шума может служить основой для разра-
ботки систем неразрушающего ультразвукового
контроля возникновения и эволюции микротре-
щин в структуре геоматериалов под действием
внешних нагрузок.
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Laser optoacoustic technique for estimating a local microcracking 
in mineral samples
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A laser optoacoustic technique is proposed and realized experimentally to measure the spectral power of puls-
es of longitudinal ultrasonic waves backscattered on local microcracks in feldspar samples. The direct correla-
tion between an increased level of this power and a growth in the local concentration of microcracks in the
samples is established.
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Вычисление квадратур возникает во многих физических и технических приложениях. Предложена
замена переменных интегрирования, кардинально повышающая точность формулы средних. Для
бесконечно гладких подынтегральных функций закон сходимости становится сверхстепенным. Он
существенно быстрее степенного и близок к экспоненциальному. Для подынтегральных функций с
ограниченной гладкостью реализуется степенная сходимость с максимально достижимым поряд-
ком точности.

DOI: 10.31857/S0367676522110308

ВВЕДЕНИЕ
Во многих физических задачах требуется при-

ближенно вычислять интегралы, не берущиеся в
элементарных функциях. Приведем некоторые
примеры:

1) Вычисление специальных функций матема-
тической физики: функции Ферми–Дирака, рав-
ные моментам фермиевского распределения,
гамма-функция, цилиндрические функции и ряд
других.

2) Расчет фурье-коэффициентов заданной
функции, преобразования Фурье и Лапласа.

3) Численное решение интегральных уравне-
ний, как корректно поставленных, так и некор-
ректных.

4) Решение краевых задач для уравнений в
частных производных (включая задачи на соб-
ственные значения), записанных в интегральной
форме и т.д.

Такие интегралы необходимо вычислять с вы-
сокой точностью вплоть до ошибок компьютер-
ного округления.

Как правило, для сеточного вычисления квад-
ратур используют методы трапеций, средних и
Симпсона на равномерной сетке. Для этих мето-
дов хорошо известна мажорантная оценка по-
грешности. Для формул трапеций и средних она
составляет  для формулы Симпсона – 
где  – шаг сетки. Существуют способы повыше-
ния точности: расчет на наборе сгущающихся се-

ток и экстраполяционное уточнение по методу
Ричардсона, уточнение по формуле Эйлера–Ма-
клорена и др. [1, 2]. Все эти способы дают степен-
ную зависимость погрешности от шага сетки

Если подынтегральная функция является пе-
риодической, и интеграл вычисляется по полно-
му периоду, то зависимость погрешности от шага
становится не степенной, а экспоненциальной

 [3–5]. Это означает, что при уменьше-
нии шага вдвое число верных знаков в ответе при-
мерно удваивается. Такая скорость сходимости
намного быстрее степенной. Однако соответству-
ющий класс подынтегральных функций довольно
узок. В литературе предпринимались попытки
расширить этот класс [6–9], однако они были
признаны [7] неудачными.

В данной работе предложен подход, карди-
нально ускоряющий сходимость формулы сред-
них. Он основан на специальной замене перемен-
ных интегрирования. Подынтегральная функция
может быть непериодической. Если она беско-
нечно гладкая, то предлагаемая замена обеспечи-
вает сверхстепенную сходимость квадратуры. Та-
кая скорость сходимости существенно быстрее
степенной и близка к экспоненциальной.

Если подынтегральная функция имеет ограни-
ченную гладкость, то предлагаемый метод дает
степенную сходимость с максимально достижи-
мым порядком точности.

2( ),O h 4( ),O h
h

( ).mO h

−~exp( 1 )h

УДК 519.6

EDN: HDNZDQ
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Предлагаемый подход не требует априорной
информации о характере подынтегральной функ-
ции и единообразно применим к широкому кругу
задач. Класс подынтегральных функций, для ко-
торых реализуется сверхстепенная сходимость
квадратур, существенно расширяется.

ЗАМЕНА 
ПЕРЕМЕННЫХ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Рассмотрим интеграл

(1)

Выполним замену переменных интегрирова-
ния в два этапа. Сначала с помощью дробно-по-
линомиального преобразования  отобразим
отрезок  на прямую  Затем эту
прямую отобразим на отрезок  с помощью
преобразования  производные которого стре-
мятся к нулю вблизи  и  быстрее любой
степени 

Такие замены можно составить различными
способами. В данной работе рассматривалось
преобразование

(2)

где  – постоянные. Отображение (2) приве-
дено на рис. 1 в виде зависимости  Она прак-
тически линейна в середине отрезка, но на его
концах производные  быстро стремятся к нулю.
Возможна также реализация замены (2), в кото-
рой вместо гиперболического тангенса берется
функция ошибок 

После замены (2) интеграл преобразуется к виду

(3)

Периодическое продолжение

Покажем, что новая подынтегральная функ-
ция  допускает бесконечно гладкое периоди-
ческое продолжение за границы отрезка 

Выражение  имеет полю-
сы на концах отрезка  и  Однако при

 и  производная
 стремится к нулю суще-

ственно быстрее. В результате  при стрем-
лении к точкам  и  изнутри отрезка. По-
этому  обращается в нуль на границах отрезка.

= 
1

0

( ) .I f x dx
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Аналогично можно показать, что все произ-
водные этой функции стремятся к нулю при

 и  Например, первая произ-
водная имеет вид

(4)

Все производные  на
границах отрезка имеют полюсы, которые умно-
жаются на выражение  в раз-
личных степенях. Поэтому при  и

 имеем  То же верно и для более

высоких производных  Таким образом,
подынтегральная функция  может быть беско-
нечно гладко периодически продолжена за гра-
ницы отрезка 

СХОДИМОСТЬ ФОРМУЛЫ СРЕДНИХ
На отрезке  введем равномерную сетку

с шагом  Полуцелые узлы обозначим че-
рез   Запишем квадра-
туру средних

(5)

Справедлива

Теорема
А) Если  является бесконечно гладкой на

отрезке  то квадратура (5) имеет сверх-
степенную сходимость. Б) Если  имеет  не-

ξ → +0 0 ξ → −1 0.

ξ ξ ξ ξξ= + +�

2 2 2 .x t tt tf f x t fx t fx t
−α− −α−ξ ξ − ξ~ (1 )m m m mdt d
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ξ → −1 0 ξ →� 0.f

ξ ξ� .m mdf d
�f
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Рис. 1. Преобразование (2). Параметры  и  рав-
ны единице.
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прерывных производных на  -я
производная имеет разрыв в точке  и
эта точка является узлом сетки, то квадратура (5)
имеет степенную сходимость. Порядок точности
равен  если  четно, и  если  нечетно. Та-
кой порядок точности является максимальным при
данной гладкости подынтегральной функции.

Доказательство
Докажем утверждение А). Степенная часть по-

грешности квадратуры средних (5) описывается
формулой Эйлера–Маклорена [1]. Она содержит
разности нечетных производных на концах отрез-
ка интегрирования

(6)

Как отмечалось выше, после замены переменных
(2) производные  при  и

 Все слагаемые в сумме (6) обращаются
в нуль. Поэтому в погрешности формулы средних
не остается степенных членов, и сходимость ока-
зывается сверхстепенной.

Докажем утверждение Б). При указанных
предположениях степенной вклад в погрешность
формулы средних имеет вид

(7)

Первая сумма в (7) аналогична (6). После замены
переменных (2) она обращается в нуль.

Вторая сумма есть погрешность, возникающая
из-за особенности в точке  Если  то в
силу непрерывности правые и левые предельные
значения производных порядка  одинаковы

 Каков предел сумми-
рования  Поскольку  разрывна в точке 
и в (7) входят только нечетные производные, то
возможны два случая. Если  нечетное, то

 Тогда  Если  четное, то
 и  Очевидно, такой по-

рядок точности является максимальным, т.е. он
не может быть повышен. Теорема доказана.

Замечание
В литературе описаны [6–9] замены перемен-

ных, аналогичные (2). В этих работах использова-
лись формулы трапеций и Симпсона, в которых
необходимо вычислять подынтегральную функ-
цию в граничных точках. Однако после замены
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(2) подынтегральная функция  имеет суще-
ственно особые точки в границах отрезка  и

 Поэтому вычисление  и  представ-
ляет проблему; в частности, возникает перепол-
нение компьютерных чисел.

Чтобы этого избежать, в [6] было предложено
обрезать отрезок интегрирования, т.е. вместо

 рассматривать  где  – неко-
торое малое число. Такое обрезание внесло суще-
ственную погрешность, и реализовать сверхсте-
пенную сходимость не удалось. Авторы работы
[7] провели численные эксперименты и устано-
вили, что по количественной точности этот под-
ход уступает формуле Симпсона без замены пере-
менных. Поэтому этот подход был признан не-
перспективным [7].

Мы используем формулу средних, в которой
не требуется вычислять  и  Поэтому опи-
санная трудность не возникает, и реализуется
сверхстепенная сходимость.

АПРОБАЦИЯ МЕТОДА
Бесконечно гладкая подынтегральная функция
В качестве примера рассмотрим тестовый ин-

теграл с известным точным значением

(8)

Подынтегральная функция является бесконечно
гладкой.

Расчет проводился на наборе сеток с различ-
ными  На каждой сетке вычислялась
квадратура средних и ее погрешность 
равная разности численного и точного интегра-
лов. На рис. 2 приведен график погрешности  в
зависимости от числа шагов сетки  Масштаб
графика полулогарифмический. В таком масшта-
бе экспоненциальной сходимости соответствует
прямая линия, а степенной – логарифмическая
кривая.

Темные кружки соответствуют расчету с заме-
ной переменных (2), светлые кружки – расчету
без нее. Видно, что предлагаемая замена пере-
менных кардинально повышает точность: уже
при  погрешность составляет  что
сопоставимо с ошибками округления. Выигрыш по
точности по сравнению с расчетом без замены пе-
ременных достигает 10 порядков. Скорость сходи-
мости несколько уступает экспоненциальной, но
кардинально превосходит степенную.

Из-за наличия существенно особых точек  на
границах отрезка зависимость погрешности от
числа шагов является немонотонной и знакопе-
ременной [10, 11]. На данном графике это видно
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по немонотонному поведению кривой. Локаль-
ные минимумы соответствуют смене знака по-
грешности.

Таким образом, предложенная замена карди-
нально повышает точность формулы средних.
Мы рекомендуем ее к широкому применению в
практических вычислениях.

Подынтегральная функция 
с ограниченной гладкостью

Нередко в приложениях нужно вычислять ин-
тегралы от кусочно-заданных сплайн-аппрокси-
маций и интерполянт. Они имеют ограниченную
гладкость. Так, простейшая линейная интерполя-
ция непрерывна, но имеет разрывы первой про-
изводной. Кубический сплайн непрерывен вме-
сте со второй производной, а третья производная
испытывает разрыв.

В качестве примера рассмотрим интеграл от
функции

(9)

при целочисленных 1 ≤ m ≤ 5. Функция (9) имеет
 непрерывную производную, а -я произ-

водная испытывает разрыв. Точные значения ин-
теграла  известны, они перечислены в табл. 1.

Расчет проводился на нескольких сгущающих-
ся сетках. Они выбирались так, чтобы особен-
ность  являлась узлом. Например, для это-
го достаточно брать только четные  Получен-
ные погрешности в зависимости от числа шагов
проведены на рис. 3. Масштаб графика двойной
логарифмический. Поэтому степенной сходимо-
сти соответствует прямая линия, наклон которой
равен порядку точности. Цифры около линий –
значения 
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=  + − ≥

1, 0.5,
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Рис. 2. Погрешность формулы средних в тесте (8).
Обозначения – см. текст.
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Таблица 1. Тест (9)

m I q

1 + −0.51 2e e 2

2 − +0.51 8 5e e 4

3 + −0.51 48 29e e 4

4 − +0.51 384 233e e 6

5 + −0.51 3840 2329e e 6

Рис. 3. Погрешность формулы средних в тесте (9).
Обозначения – см. текст.
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Видно, что на достаточно подробных сетках
кривые для каждого  стремятся к прямым лини-
ям, т.е. реализуется степенная сходимость. Соот-
ветствующие порядки точности  приведены в
табл. 1. Они полностью согласуются с теоремой 1.

На грубых сетках поведение кривых является
нерегулярным. Погрешность зависит от  немо-
нотонно, меняет знак и убывает существенно
быстрее степенного закона. По-видимому, закон
сходимости на грубых сетках соответствует сверх-
степенному (аналогично рис. 2). Это наблюдение
требует теоретического осмысления.

Для сравнения на рис. 3 приведена погреш-
ность расчета по формуле средних без замены пе-
ременных. Для всех рассмотренных  погрешно-
сти были примерно одинаковы, поэтому мы по-
казали их одной линией. Она обозначена
звездочкой (*). Эта линия соответствует степен-
ной сходимости со вторым порядком точности.
Видно, что при  (т.е. при наличии хотя бы
одной непрерывной производной) предложенная
замена повышает порядок точности и резко
уменьшает количественную погрешность. На
рис. 3 выигрыш по точности составил от 3 до 8 по-
рядков.

Мы проводили аналогичный расчет, исполь-
зуя сетки, в которых особенность  не попа-
дала в узел. Для этого достаточно брать только не-
четные  Этот случай не подпадает под теорему 1.
Тем не менее, и для него теорема оказалась верна.
Полученные погрешности были аналогичны
рис. 3. В частности, скорость сходимости для рас-
смотренных  оказалась такой же. Количествен-
ная точность была несколько хуже рис. 3. Это бы-
ло наиболее заметно для  Для других 
ухудшение точности оказалось несущественным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложена специальная замена переменной

интегрирования, которая кардинально повышает
точность квадратуры средних. Для бесконечно
гладких подынтегральных функций сходимость
становится сверхстепенной. Для функций огра-
ниченной гладкости закон сходимости остается
степенным, но реализуется максимально дости-
жимый порядок точности.

Проведем качественное сравнение предлагаемо-
го подхода с другими методами повышения точно-
сти квадратур, перечисленными во введении.

Ни один из них не обеспечивает сверхстепен-
ную сходимость. Поэтому для бесконечно глад-
ких функций предлагаемый подход обеспечивает
заведомо более высокую точность.

Использование поправок Эйлера–Маклорена
требует большого количества априорной инфор-

мации о подынтегральной функции. Нужно точ-
но вычислять высокие производные и априори
задавать число учитываемых поправок. Поэтому
максимальный порядок точности реализуется,
если известен класс гладкости подынтегральной
функции и положение особенностей.

Напротив, предлагаемый подход единообраз-
но применим к подынтегральным функциям как
бесконечно гладким, так и имеющим ограничен-
ную гладкость. Класс гладкости и положение осо-
бенностей заранее знать не нужно.

Повышать порядок точности с помощью
ричардсоновской экстраполяции можно только
на достаточно подробных сетках, на которых уже
реализуется теоретическая сходимость, но еще не
достигнуты ошибки округления. На грубых сет-
ках применение экстраполяции может даже ухуд-
шить точность.

В предлагаемом методе даже на грубых сетках
наблюдается сходимость, причем достаточно
быстрая. Количественное сравнение экстраполя-
ции по Ричардсону и предлагаемого метода для
функций ограниченной гладкости выходит за
рамки данной работы.

Работа поддержана грантом Программой стра-
тегического академического лидерства РУДН.
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Quadratures with super-power convergence
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Quadrature calculation arises in many physical and technical applications. A replacement of integration vari-
ables is proposed, which dramatically increases the accuracy of the mean rule. For infinitely smooth inte-
grand functions, the convergence law becomes super-power. It is significantly faster than the power law and
is close to exponential one. For integrals with bounded smoothness, power convergence is realized with the
maximum achievable order of accuracy.
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На основе метода моментов рассмотрена задача о динамике планарного импульса, распространяю-
щегося в режиме туннельной ионизации. Получена система уравнений на параметры сигнала, с по-
мощью метода Ляпунова найдены условия его квазиустойчивого распространения.

DOI: 10.31857/S036767652211014X

ВВЕДЕНИЕ

Исследование динамики интенсивных им-
пульсов, распространяющихся в режиме иониза-
ции, представляет как теоретический, так и прак-
тический интерес в связи с их применением в раз-
личных областях: дистанционном зондировании
атмосферы [1], управлении молниями [2], генера-
ции суперконтинуума [3], генерации терагерцо-
вого излучения [4] и др. Хорошо известно, что ре-
шение нелинейного уравнения Шрёдингера
(НУШ) устойчиво только для одномерного слу-
чая , который отвечает чисто простран-
ственным или временным сигналам. При размер-
ности  что соответствует пучкам или пла-
нарным пространственно-временным импульсам
и при  соответствующей оптическим пулям,
решения не устойчивы [5]. Для стабилизации сиг-
налов с  были предложены такие механизмы
как насыщающая нелинейность [6], конкурирую-
щие нелинейности [7], дифракция или дисперсия
более высокого порядка [8], градиентный волно-
вод [9], генерация второй гармоники [10]. Было
показано, что ионизация также может стабилизи-
ровать сигнал [11–18]. Эта стабилизация обуслов-
лена балансом между самофокусировкой, ди-
фракцией и плазменной расходимостью. Извест-
но, что ионизация приводит к сдвигу спектра
импульса в сторону более высоких частот [19–21].
Это обусловлено генерацией свободных электро-

нов и приводит к отрицательному значению по-
казателя преломления и, следовательно, к синему
смещению спектра сигнала. Это явление проти-
воположно хорошо известному вынужденному
комбинационному саморассеянию (ВКС) [22–26].

Ионизация диэлектрика интенсивным свето-
вым импульсом может быть описана с помощью
формулы Келдыша [27]. Различают два предель-
ных режима (в зависимости от параметра Келды-
ша): многофотонный и режим туннельной иони-
зации. Аналитическое исследование импульсов,
распространяющихся в режиме туннельной
ионизации, представляет интерес поскольку об-
ласть аномальной дисперсии групповой скорости
для большинства сред относится к инфракрасной
полосе пропускания [28]. Предел туннельной
ионизации изучался в основном с помощью экс-
периментов и численного моделирования [28].
Это связано с математическими затруднениями,
которые возникают при описании вклада тун-
нельной ионизации в динамику сигнала. В работе
[19] формула Келдыша для режима туннельной
ионизации была аппроксимирована линейной
функцией, а авторы [29] предложили использо-
вать для этой цели степенную зависимость скоро-
сти ионизации от интенсивности. Недостатками
этих подходов является то, что параметры при-
ближенных формул для скорости ионизации при-
ходится каждый раз подбирать в зависимости от
рассматриваемого диапазона интенсивностей. В
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настоящей работе мы предлагаем подход к при-
ближенному учету вклада туннельной иониза-
ции, лишенный вышеотмеченных недостатков.

МЕТОД МОМЕНТОВ

В настоящей работе рассматривается динами-
ка планарных сигналов, распространяющихся в
режиме туннельной ионизации, с помощью мето-
да моментов [25, 30, 31]. Уравнения, описываю-
щие соответствующую динамику, имеют вид

(1)

Здесь  – центральная частота сигнала,  – волно-
вое число на центральной частоте,  – координата,
вдоль которой распространяется сигнал,  – попе-
речная координата,  – время в сопут-
ствующей системе координат,  – групповая
скорость на частоте    – па-
раметр, связанный с электронной плазмой,

 – поперечное сечение

лавинной ионизации,  – критиче-
ская плотность плазмы, выше которой плазма пе-
рестает быть прозрачной,  – восприимчивость
вакуума,  – время столкновения электронов,  и

– соответственно заряд и масса электрона,  –
концентрация неионизированных молекул,  –
степень ионизации, определяемая формулой
Келдыша в пределе малых значений параметра
Келдыша (режим туннельной ионизации).  –
коэффициент дисперсии групповой скорости
(ДГС),  – положительный параметр, определя-
ющий дисперсию третьего порядка,  – коэффи-
циент кубической нелинейности,  – характери-
зует вклад ВКС. Коэффициент  положителен,
если центральная частота импульса лежит в обла-
сти нормальной дисперсии групповой скорости,
и отрицателен в противоположном случае. Зави-
симость степени ионизации  от интенсивности
I для диэлектрика в пределе туннельной иониза-
ции определяется формулой Келдыша [27].

(2)

Здесь  
 – постоянная Планка,  – потенциал ионизации.
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τ
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Анализ динамики параметров импульса про-
водился на основе метода моментов. Пробное ре-
шение выберем в виде

(3)

где  – амплитуда сигнала,  – его длительность,
 – параметр, определяющий частотную модуля-

цию,  – фаза,  – параметр, пропорциональный
ширине планарного сигнала,  – описывает кри-
визну волновых поверхностей. Все параметры за-
висят от координаты  Определим моменты им-
пульса в виде

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Следуя методу моментов, получаем систему урав-
нений

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

В системе (10)–(13) были введены безразмерные
параметры   где   – началь-
ные значения соответствующих параметров. Ха-
рактерные дисперсионная, дифракционная, нели-
нейная и ионизационные длины определяются сле-
дующими выражениями  

  где вве-

дены обозначения  В выраже-
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нии (13) для учета ионизационного слагаемого
мы использовали оценку  и
ключевое приближение 

 которое
позволило нам учесть вклад туннельной иониза-
ции в динамику сигнала.

СТАЦИОНАРНОЕ РЕШЕНИЕ 
И ЕГО УСТОЙЧИВОСТЬ

Для того чтобы найти параметры стационар-
ного состояния и условия его устойчивости, пере-
пишем (10)–(13) в виде

(14)

(15)

(16)

(17)

Здесь  
   Систему (14)–(17)

можно трактовать как механическую аналогию,
описывающую движение частицы по поверхно-
сти с координатными осями  и  в потенциаль-
ном поле

(18)

При этом масса частицы зависит от направления
движения. Роль внешней силы, действующей

вдоль координаты  играет ионизационное сла-
гаемое  Стаци-
онарное решение этой системы уравнений можно
записать как

(19)

(20)

Выражения (19), (20) можно переписать в виде

(21)

(22)

Здесь  и мы использовали соотношение
 где  – нелинейный показатель

преломления среды. Из (21), (22) следует, что с
ростом интенсивности длительность сигнала
уменьшается, а ширина увеличивается. Подко-
ренное выражение в (25) должно быть положи-
тельным (равенство нулю подкоренного выраже-
ния соответствует бесконечной ширине сигнала).
Из этого условия находим

(23)

где   – функция
Ламберта [32].

Рассмотрим вопрос устойчивости стационар-
ного решения (21), (22) системы (14)–(17). Следуя
методу Ляпунова [33], получаем четыре собствен-
ных значения

(24)

Здесь нижние индексы после запятой обозначают
производную по соответствующим переменным,

  Стационарное реше-
ние будет устойчивым, если  не имеет положи-
тельной действительной части. Легко показать,
что  будет чисто мнимой, если выполняются
условия

(25)

(26)
Равенство нулю действительной части означает,
что вследствие малых возмущений параметры
сигнала будут осциллировать в окрестности стаци-

онарных значений. Если убрать ионизационное
слагаемое  то (25), (26) можно записать в

виде условия минимума 
 Как и следовало ожидать, потенциальная

функция в этом случае не имеет минимума. На
рис. 1а представлен вид потенциальной поверх-
ности  без учета ионизации, а на рис. 1б соответ-
ствующее векторное поле   Если же учесть
ионизацию, то в рамках используемого прибли-
жения ( ) условия (25), (26) выполняются
при любых интенсивностях. Этот результат со-
гласуется с полученным ранее в работе [34] выво-
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дом для планарных сигналов, в которой была ис-
пользована линейная аппроксимация формулы
Келдыша в туннельном пределе. Следует отме-
тить, что при рассмотрении вопроса устойчиво-
сти мы пренебрегли смещением частоты сигнала.
Учет этого эффекта привел бы к выводу систему
из равновесия.  Однако, поскольку смещение ча-
стоты входит в систему уравнений на параметры
сигнала через высшую дисперсию  и нелиней-
ность  [34], то этой дестабилизацией на на-
чальном этапе динамики можно пренебречь. Кро-
ме того, как было показано в работах [28, 35, 36],
поглощение, вызванное ионизацией, приводит к
тому, что сигнал распространяется в режиме све-
товой пули на расстояниях порядка нескольких
миллиметров в диэлектрике.

Исследуем область интенсивностей, удовле-
творяющую условию (23), в зависимости от цен-
тральной длины волны сигнала. В качестве мате-
риала возьмем сапфир. Для сапфира (

 ) прибли-
женная зависимость показателя преломления от
длины волны в среднем инфракрасном диапазоне
может быть записана в виде [37]

(27)

( )β3

( )γ ω

= 7.3 эВ,IU
−= ⋅ 28 3

0  2.36 10 ,мN −τ = ⋅ 15 1.59 10 cc

( )
( )

λ= +
λ −

2

0 2 2

1.73 [мкм]
1.75 1 ,

[мкм] 18
n

а коэффициент ДГС определятся следующей за-
висимостью

(28)

Нелинейный показатель преломления аппрокси-
мируется выражением [38]

(29)

Здесь  

  
 Подставляя (27)–(29) в (23), нахо-

дим искомую зависимость (рис. 2). Для области,
лежащей правее пунктирной линии выполняется
условие  при котором справедливо ис-
пользуемое в работе приближение медленно ме-
няющейся огибающей. Взяв 

 из (21), (22) находим оценки для па-
раметров планарного импульса: 

Выше мы получили, что условия устойчивости
планарной пули относительно возмущений ее
длительности и ширины (25), (26) выполняются
для любых интенсивностей. Это означает, что

λβ =
π λ

23
0

2 2 2 .
2

d n
c d

( )

( )

λ − λ = + − + λ 
λ − λ + − λ 

0 0
2 2 1

1

0
2

2

exp

exp .

n n N

N

−= ⋅0 16 2
2 2.5 10 см Вт,n −= ⋅ 16 2

1 2.3 10 см Вт,N
−= ⋅ 16 2

2 1.0 10 см Вт,N λ =0 266.0  нм, λ =1 46.6  нм,
λ =2 1086.3  нм.

ωτ > 10,p

= ⋅ 13 2
0 2.8 10 Вт м ,I

λ = 5 мкм,
τ =0 30 фс,

= 10 мкм.a

Рис. 1. Потенциальное поле  определяющее динамику относительной длительности  и ширины  планарной
пули (без вклада ионизации ) (а). Соответствующее поле сил, проекции, которых определяются выражениями

  (б).
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при малых отклонениях частицы из положения
равновесия (мы используем механическую ана-
логию) на нее действуют возвращающие силы,
направленные в точку равновесия   Из
анализа векторного поля (с учетом ионизации)
можно видеть (см. рис. 3), что возвращающие си-
лы уменьшаются по экспоненциальному закону
при уменьрис. 3а) возвращающие силы таковы,
что векторное поле напоминает векторное поле
для случая без ионизации (рис. 1). Таким обра-
зом, хотя формально условия устойчивости при
такой интенсивности выполнены и возвращаю-
щие силы не равны нулю, фактически небольшие
возмущения, связанные с эффектами, которыми
мы пренебрегли, быстро выбьют систему из рав-
новесия. Из анализа векторного поля можно
предположить, что квазиустойчивость планарной
пули при длине волны  можно ожидать

начиная с интенсивности 
Схожая ситуация наблюдалась при исследовании
области устойчивости трехмерных световых пуль
[39]. В отличие от планарной пули область устой-
чивости трехмерной пули ограничена и снизу по
интенсивности. Здесь мы также проводили ана-
лиз векторного поля и показали, что фактическая
область устойчивости (ввиду влияния эффектов
поглощения и слагаемых следующего порядка

ν = 1, ρ = 1.

λ = 5 мкм

= ⋅ 13 2
0 2 10 Вт см .I

малости) лежит выше нижней границы формаль-
ного окна устойчивости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено аналитическое описание распро-
странения планарных импульсов в режиме вза-
имной компенсации эффектов дифракции и
ионизационной расходимости, с одной стороны,
и самофокусировки, с другой. Баланс временной
динамики обуславливался компенсацией диспер-
сионного уширения кубической нелинейностью.
С помощью метода моментов проанализирована
динамика планарного сигнала в режиме туннель-
ной ионизации. Получены аналитические выраже-
ния для квазистаионарных длительности и ширины
планарного импульса. С помощью метода Ляпуно-
ва найдены условия квазиустойчивого распростра-
нения. Следует отметить, что учет смещения часто-
ты в красную область спектра за счет явления вы-
нужденного комбинационного саморассеяния
или в синюю, если преобладают эффекты иони-
зации, будет приводить к медленному выходу си-
стемы из баланса и возникновению осцилляций.
Кроме того, равновесие будет нарушаться и за
счет поглощения фотонов в процессе ионизации,
которым мы пренебрегли в данном исследова-
нии. Поэтому равновесие, исследованное в рабо-
те, имеет квазиустойчивый характер.

Рис. 2. Сплошная линия описывается правой частью условия (23), которое определяет верхнюю границу интенсивно-
сти для существования стационарного решения в сапфире. Область правее пунктирной линии, определяющей интен-
сивность по формуле (21) для случая  соответствует области применимости метода медленно меняющейся
огибающей 
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Экспериментально и теоретически исследована дифракция обратной объемной спиновой волны на
сквозном отверстии в ферритовой пластине для случая, когда длина спиновой волны больше диа-
метра отверстия, а линейный преобразователь, возбуждающий волну, перпендикулярен внешнему
однородному магнитному полю. Установлено, что в одном из направлений, в которых возможно
сверхнаправленное распространение этой волны, возникает отчетливая тень от отверстия, наблю-
даемая на значительном расстоянии от него. Получено хорошее соответствие между эксперимен-
тальными и теоретическими результатами.

DOI: 10.31857/S0367676522110126

Как известно, касательно намагниченная фер-
ритовая пленка является одной из немногих ре-
альных сред, в которой может распространяться
дипольная спиновая волны (СВ) с обратным ха-
рактером – обратная объемная спиновая волна
(ООСВ), которую в литературе часто называют
обратной объемной магнитостатической волной
в соответствии с работой [1], где она впервые бы-
ла описана в магнитостатическом приближении.
За прошедшие годы основные характеристики
ООСВ и различные устройства, использующие
эти волны, описаны в ряде монографий (см. [2–4]
и приведенные в этих работах списки литерату-
ры), а также в ряде сравнительно недавних статей
[5–13], в которых получены новые результаты,
касающиеся ООСВ. Отметим, что вплоть до нача-
ла 21-го века исследователей интересовали в ос-
новном дисперсионная зависимость ООСВ, ам-
плитудно-частотная характеристика коэффици-
ента передачи и время задержки ООСВ между
двумя перпендикулярными внешнему магнитно-
му полю  преобразователями1, что было необ-
ходимо для создания различных фильтров, линий

задержки и других устройств аналоговой обработ-
ки сигналов на СВЧ.

Однако исследованиям дифракционных
свойств ООСВ были посвящены лишь редкие ра-
боты [10, 14, 15]. Развивая эти исследования, ни-
же впервые представлены эксперименты по ди-
фракции ООСВ на сквозном отверстии в феррито-
вой пленке железоиттриевого граната (ЖИГ),
имевшей толщину s = 16.56 мкм и намагниченность
насыщения 4πM0 = 1853 Гс. В экспериментах визуа-
лизированные картины распределения энергии
ООСВ в интервале частот 2845–2867 МГц2 измеря-
лись методом зондирования для области пленки
ЖИГ, расположенной вокруг отверстия.

О геометрии эксперимента можно судить по
рис. 1а, где представлена одна из полученных ди-
фракционных картин, описывающая распределе-
ние амплитуды ООСВ с частотой f1 = 2864 МГц в
плоскости пленки ЖИГ. Линейный преобразова-
тель 1, возбуждающий ООСВ, имел длину D = 5 мм
и был ориентирован перпендикулярно вектору
внешнего магнитного поля  (параллельно

1 Включая случаи, когда использовались преобразователи
различной формы или между ними помещались различные
неоднородности – решетка проводящих полосок, вытрав-
ленные канавки и т.п.

�

Н0

2 Отметим, что в использованной пленке ЖИГ, в которой
были изготовлены отверстия, ООСВ возбуждались не так
эффективно, как поверхностные СВ, поэтому экспери-
менты удалось выполнить лишь для начального участка
спектра ООСВ.

�

0H

УДК 537.624:537.632

EDN: KCSCLR
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оси y), а центр сквозного отверстия 2, имевшего
диаметр d = 1 мм, был расположен на расстоянии
3 мм от середины преобразователя вдоль оси z
(рис. 1а). Для приема ООСВ использовался СВЧ
зонд, представляющий собой петельку из тонкой
позолоченной вольфрамовой проволоки и имею-
щий апертуру ~0.5 мм. Зонд был оснащен датчи-
ком положения и мог свободно перемещаться
вдоль поверхности пленки ЖИГ (подробнее ме-
тод зондирования описан в [16, 17]).

Измерение характеристик ООСВ производи-
лось следующим образом: для ряда фиксирован-
ных координат y осуществлялось непрерывное
перемещение зонда по поверхности пленки вдоль
оси z с одновременной оцифровкой мгновенных
значений координаты z и комплексной амплиту-
ды СВЧ коэффициента передачи между преобра-
зователями [16]. Поскольку именно ООСВ пере-
носит СВЧ сигнал в ферритовой пленке, то, фак-
тически, зонд измеряет комплексную амплитуду
ООСВ во время своего перемещения. В результа-
те обработки экспериментальных данных на ком-
пьютере можно было получить визуализирован-
ные картины по распределению амплитуды или
фазы исследуемой ООСВ в области ее распро-
странения на фиксированной частоте.

Фурье анализ полученного распределения ком-
плексной амплитуды ООСВ дал возможность по-
строить экспериментальную дисперсионную зави-
симость первой моды ООСВ f(kz) (см. рис. 2а). Ап-
проксимируя экспериментальную зависимость
f(kz) теоретической, было уточнено значение
внешнего однородного магнитного поля H0, ко-
торое оказалось равно 455 Э.

Для найденной величины H0 и известных па-
раметров пленки была рассчитана дифракцион-
ная картина, соответствующая экспериментальной
картине на рис. 1а. Рассчитанная дифракционная
картина, выполненная на базе пакета программ
MUMAX3 с помощью методики микромагнитного
моделирования, показана на рис. 1б. Представлен-
ное на рис. 1б распределение амплитуды (интен-
сивности) ООСВ в плоскости ферритовой пленки
рассчитано методом конечных разностей на основе
уравнения Ландау–Лифшица, которое содержит
диссипативный член, записанный в предложенной
Гильбертом форме, причем при расчетах параметр
диссипации был выбран равным 10–5.

Кроме того, для объяснения полученных ре-
зультатов была рассчитана изочастотная зависи-
мость ООСВ с частотой f1 = 2864 МГц, показан-
ная на рис. 2б. Голубым цветом на этой зависимо-
сти отмечены точки, которым соответствуют
сверхнаправленные волны (с σ = 0), а для одной
из таких точек показаны волновой вектор и век-
тор групповой скорости  и  (отметим, что на
изочастотной зависимости ООСВ на самом деле
существует не четыре, а восемь точек, которым
соответствуют сверхнаправленные волны с σ = 0:

�

1sk
�

1sV

еще четыре точки соответствуют волновым век-
торам, ориентированным под углами ≈±60° и
±120° и на рис. 2б не показаны). Также в соответ-
ствии с теорией [8, 18] были рассчитаны зависи-
мость угла ψ, под которым ориентирован вектор
групповой скорости ООСВ  от угла ϕ, задающе-
го ориентацию волнового вектора ООСВ 
(рис. 3а) и зависимость относительной угловой
ширины3 дифракционного луча σ от угла ϕ
(рис. 3б).

3 Относительная угловая ширина луча σ показывает, во
сколько раз абсолютная угловая ширина луча в анизотроп-
ной среде больше или меньше, чем ширина аналогичного
луча (с таким же отношением λ0/D) в изотропной среде
(подробнее о величине σ см. [8, 18]).
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k

Рис. 1. Экспериментальное (а) и рассчитанное (б)
распределения амплитуды ООСВ в плоскости ферри-
товой пленки при дифракции волны с частотой f1 =
= 2864 МГц на сквозном отверстии в ферритовой
пластине. Показаны возбуждающий линейный пре-
образователь (1), отверстие (2) и рассчитанный век-
тор групповой скорости ООСВ  в направлении ко-
торого наблюдается тень от отверстия.
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Опишем теперь подробно на примере ООСВ с
частотой f1 = 2864 МГц, как происходит возбуж-
дение, распространение и дифракция волнового
пучка (см. рис. 1).

Очевидно, что показанные на рис. 1а картины
можно считать интерференцией двух дифракцион-
ных картин: дифракционной картины, возникаю-

щей из-за ограниченности возбуждаемого волнового
пучка по ширине, и картины, возникающей в ре-
зультате дифракции этого волнового пучка на отвер-
стии. Рассмотрим вначале особенности дифракции,
связанные с первой из упомянутых картин.

Основная часть СВЧ энергии, поступающая
на преобразователь, расходуется на возбуждение
ООСВ с волновыми векторами  близкими по
ориентации к вектору  (направленному под уг-
лом ϕ0 = 0 и имеющему величину k0 = 8.36 см–1) и
групповыми скоростями  близкими по ориен-
тации к вектору  (направленному под углом
ψ0 = 180°). Поскольку для волн с такими  величина
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Рис. 2. Дисперсионная зависимость ООСВ вдоль оси
z, параллельной вектору  (а), и изочастотная зави-
симость ООСВ с частотой f1 = 2864 МГц (б). На изо-
частотной зависимости отмечены точки перегиба и
показаны векторы групповой скорости  и  ко-
торым соответствуют значения σ = 0 и вдоль которых
может возникать сверхнаправленное распростране-
ние луча ООСВ. Отмечены также ориентации ϕs1 и

ψs1 векторов  и 
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Рис. 3. Зависимость ориентации ψ вектора групповой
скорости  (а) и зависимость относительной угловой
ширины луча σ (б) от угла ϕ, задающего ориентацию вол-
нового вектора  для ООСВ с частотой f1 = 2864 МГц.
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σ, определяющая дифракционную расходимость,
принимает очень большие значения σ ~ 10  1 (см.
рис. 3б), и поскольку длина ООСВ λ(ϕ ~ 0) ~ 7.5 мм
сравнима с длиной преобразователя D = 5 мм, то
вся эта энергия волны быстро расплывается по
ферритовой пленке и амплитуда волны заметно
уменьшается по мере ее распространения (рис. 1).
Так как у ООСВ зависимость ψ(ϕ) всегда немоно-
тонная (см. рис. 3а), то сектор расплывания энер-
гии определяют не углы отсечки4, а углы сверхна-
правленного распространения волны (соответ-
ствующие голубым точкам на рис. 2б), которое
возникает при ориентации волнового вектора 
под углами ϕs1 – ϕs4 (для f1 = 2864 МГц ϕs1 = 22.1°,
ϕs2 = – ϕs1, ϕs3 = 180° – ϕs1 и ϕs4 = –180° + ϕs1) и
происходит в направлении вектора групповой
скорости  под углами ψs1 – ψs4 (ψs1 = 117.29°,
ψs2 = –ψs1, ψs3 = 180° – ψs1 и ψs4 = –180° + ψs1). Это
наглядно демонстрирует и рис. 3а, из которого
видно, что углы ψs1 и ψs2, соответствующие углам
ϕ = ±22.1°, гораздо больше по величине, чем углы
отсечки ψотс1 и ψотс2, соответствующие углам ϕ =
= ±85.2°. Таким образом, если на рис. 1а из пра-
вого конца преобразователя провести луч под уг-
лом, равным ψs2 = –117.29°, а из левого конца пре-
образователя – луч под углом ψs1 = 117.29°, то по-
строенные лучи ограничат область ферритовой
пленки, по которой расплывается вся энергия
ООСВ.

Теперь следует напомнить, что для данной гео-
метрии в соответствии с работой [12] ООСВ, ко-
торым соответствуют положительные ориента-
ции ϕ и ψ волновых векторов  и векторов груп-
повой скорости  (такие ориентации будут
расположены слева от оси kz на рис. 2б), локали-
зованы вблизи нижней поверхности ферритовой
пленки, граничащей с подложкой, тогда как
энергия волн, которым соответствуют отрица-
тельные ориентации ϕ и ψ векторов  и  (такие
ориентации будут расположены справа от оси kz
на рис. 2б), локализована вблизи свободной
(верхней) поверхности ферритовой пленки. По-
скольку возбуждающий преобразователь также
расположен у свободной поверхности феррито-
вой пленки, то он эффективнее возбуждает
ООСВ, энергия которых локализована у этой по-
верхности. Кроме того, поскольку зондирование
СВ проводится со стороны свободной поверхно-
сти пленки, то СВЧ-сигнал от волн, локализован-
ных у этой поверхности, оказывается значительно
больше, чем СВЧ-сигнал от волн, локализованных
у противоположной поверхности. Отмеченные

4 Существование углов отсечки у ООСВ недавно доказано в
[9, 11], где приведены формулы для их вычисления.
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выше особенности возбуждения, распростране-
ния и приема ООСВ приводят к тому, что экспе-
риментальное и теоретическое распределения
амплитуды ООСВ, показанные на рис. 1, выгля-
дят несимметрично: в области пленки, лежащей
справа от оси z, амплитуда волн оказывается зна-
чительно больше, чем в области пленки, лежащей
слева от оси z.

Рассмотрим теперь особенности дифракции
волнового пучка на отверстии в ферритовой пла-
стине. Как видно из рис. 1, тень от отверстия
практически не возникает ни вдоль оси z, ни в
других направлениях, отстоящих от отрицатель-
ного направления оси z на ~±60°. Это обусловле-
но тем, что, во-первых, для ООСВ c ϕ ~ 0, бегу-
щих в направлениях ψ ~ 180°, длина волны со-
ставляет λ ~ 7 мм, что в ~7 раз больше диаметра
отверстия d = 1 мм, и, во-вторых, этим направле-
ниям соответствует наибольшая величина σ,
определяющая дифракционную расходимость
(см. рис. 3б).

Дифракция ООСВ, характеризующихся бóль-
шими ориентациями ϕ волнового вектора  про-
исходит иначе: так, при ϕ = ϕs1 = 22.1° зависи-
мость ψ(ϕ) имеет экстремум (рис. 3а), причем
ψ(ϕs1) = ψs1 = 117.29°, а σ(ϕs1) = 0 (рис. 3б), что
означает отсутствие дифракционной расходимо-
сти волнового пучка. В результате, на дифракци-
онной картине за отверстием в направлении век-
тора s1 (ориентированного под углом ψs1 =
= 117.29°) наблюдается отчетливая тень, похожая
на отходящую от отверстия “канавку” (см. рис. 1а
и 1б), ширина которой равняется диаметру отвер-
стия d и не меняется по мере распространения
волны из-за отсутствия дифракционной расходи-
мости в этом направлении (на рис. 1а протяжен-
ность этой “канавки” примерно 12 мм). Однако,
наиболее удивительным фактом является то, что
в данном эксперименте отсутствует аналогичная
“канавка” в направлении вектора  ориентиро-
ванного под углом ψs1 = –117.29° (см. рис. 1а). По-
скольку отверстие в пленке сквозное, то невзаим-
ные свойства ООСВ (то есть, локализация энер-
гии волн, бегущих слева и справа от оси z, у
разных поверхностей пленки) не должны были
бы влиять на дифракцию волны на отверстии, и
мы ожидали наблюдать две отчетливые тени от
отверстия (в направлениях векторов  и ).
Возможно, этот факт помогут объяснить даль-
нейшие численные расчеты на основе программ,
которые могли бы рассчитывать распределение
параметров волны в поперечном сечении ферри-
товой пластины.

Отметим также, что для ООСВ, характеризую-
щихся еще большими ориентациями ϕ волнового
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вектора  на зависимости ψ(ϕ) возникает еще один
экстремум при ϕ = 63.2°, причем, как видно из
рис. 3а, ψ(63.2°) = 178.93° и k(63.2°) = 352.56 см–1, а
величина σ снова становится равной нулю (см.
рис. 3б), что тоже соответствует сверхнаправлен-
ному распространению волнового пучка. По-
скольку на рис. 1а мы не видим тени от отверстия
в направлении ~180°, то можно сделать вывод,
что ООСВ с k > ~300 см–1 не возбуждались в дан-
ном эксперименте. Кроме того, следует отметить,
что мы, возможно, могли бы видеть тень от отвер-
стия еще в ряде направлений, которым соответ-
ствует сверхнаправленное распространение выс-
ших мод ООСВ (ведь у каждой высшей моды
ООСВ, как и у первой моды ООСВ, на изочастот-
ной зависимости имеется 8 точек, соответствую-
щих сверхнаправленному распространению вол-
ны). Однако из-за того, что высшие моды ООСВ
характеризуются большими значениями волно-
вого числа и возбуждаются в ферритовой пленке
очень неэффективно, в эксперименте не видно
теней от отверстия, возникающих из-за дифрак-
ции высших мод ООСВ.

Таким образом, для эксперимента и расчета,
представленных на рис. 1, можно сделать следую-
щий вывод: поскольку ks1(ϕs1 = 22.1°) = 28.19 см–1,
что соответствует длине волны λs1 = 2229 мкм, то
можно констатировать следующее: в результате
дифракции на отверстии диаметром d = 1 мм
ООСВ с длиной волны λs1 = 2229 мкм, превыша-
ющей размер отверстия в λs1/d = 2.2 раза, в на-
правлении ψs1 = 117.29°, исходящем от отверстия,
возникает отчетливая тень шириной d на рассто-
янии ~L = 12 мм от отверстия (и это, по-видимо-
му, не предел), причем расстояние L превышает
диаметр отверстия в L/d = 12 раз.

Отметим, что отчетливая (хотя и не очень кон-
трастная) тень от отверстия в направлении векто-
ра  наблюдалась и на дифракционных картинах
для ООСВ с другими частотами, поскольку на
изочастотной зависимости ООСВ всегда имеются
точки перегиба.

Таким образом, эксперимент по дифракции
ООСВ на отверстии показал, что из-за наличия у
ООСВ направлений, в которых возможно сверх-
направленное распространение волны, в этих на-
правлениях от отверстия в ферритовой пленке
возникает отчетливая тень, наблюдаемая на рас-
стоянии, значительно превосходящем оценочное
расстояние, полученное на основе критерия раз-
решимости Рэлея.

Работа выполнена за счет бюджетного финан-
сирования в рамках темы государственного зада-
ния Института радиотехники и электроники
им. В.А. Котельникова РАН и при финансовой

поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 20-07-00356).
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Diffraction of backward volume spin waves on a through hole in a ferrite plate
S. V. Gerusa, *, E. H. Locka, A. Yu. Annenkova, A. B. Khutievab, A. V. Sadovnikovb

aKotel’nikov Institute of Radio Engineering and Electronics of the Russian Academy of Sciences (Fryazino Branch), 
Fryazino, 141190 Russia

bSaratov National Research State University, Saratov, 410012 Russia
*e-mail: svg318@ire216.msk.su

Diffraction of a backward volume spin wave on a through hole in a ferrite plate is investigated experimentally
and theoretically for the case where the spin wave length is larger than the hole diameter and the linear trans-
ducer, exciting the wave, is perpendicular to the external homogeneous magnetic field. It is found that in one
of the directions in which super-directional propagation of this wave is possible, the distinct shadow from the
hole is observed at a considerable distance from the hole. A good agreement between the experimental and
theoretical results is obtained.
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Методом связанных волн исследовано влияние невзаимного распространения спиновых волн и ве-
личины связи на резонансные частоты связанных резонаторов Фабри–Перо, нагруженных прово-
дящими слоями. Показано, что увеличение степени невзаимности распространения спиновых волн
и величины связи резонаторов приводит к расщеплению резонансных частот системы и их смеще-
нию в более высокочастотную область. Полученные результаты могут быть использованы для со-
здания многоканальных частотно-селективных устройств обработки информационного сигнала на
принципах магноники.

DOI: 10.31857/S0367676522110047

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время все больший интерес пред-
ставляет исследование процессов распростране-
ния спиновых волн [1–3], [4, 5] в различных маг-
нитных структурах с целью создания на их основе
функциональных и логических магнонных эле-
ментов обработки информационных сигналов в
микроволновом диапазоне радиоволн [6–8]. В
оптическом диапазоне широко применяются ин-
терферометры построенные на резонаторах Фаб-
ри–Перо (ФП) [9]. С точки зрения расширения
функциональных возможностей обработки сиг-
налов в микроволновом диапазоне радиоволн
представляет интерес возможность реализации
управляемых резонаторов ФП на основе спино-
вых волноведущих структур. В частности, дис-
персионными характеристиками и частотным
диапазоном распространения поверхностных
спиновых волн (ПСВ) можно эффективно управ-
лять величиной внешнего магнитного поля, рас-
стоянием от волноводов до металлических экра-
нов и величиной их удельной проводимости
[1, 10]. Важной особенностью распространения
ПСВ, проявляющейся в случае несимметричных
граничных условий на поверхности магнитных
волноводов, является невзаимный характер рас-

пространения ПСВ, т.е., зависимость волновых
чисел спиновых волн от направления распро-
странения относительно направления магнитно-
го поля [1]. В работах [11–13] показана возмож-
ность эффективного управления дисперсией и
невзаимностью распространения ПСВ в компо-
зитной структуре “феррит–полупроводник” мо-
дуляцией удельной проводимости полупровод-
никового слоя оптическим излучением. С целью
расширения функциональных возможностей
магнонных устройств обработки информации
так же интенсивно исследуются связанные спи-
новые волноведущие структуры и резонаторы
спиновых волн [14–17]. Совмещение эффектов
невзаимного распространения ПСВ в связанных
резонаторах ФП потенциально увеличивает воз-
можности по управлению частотными и спектраль-
ными характеристиками данного типа устройств.

МОДЕЛЬ СВЯЗАННЫХ МАГНОННЫХ 
РЕЗОНАТОРОВ ФАБРИ–ПЕРО

Исследование характеристик связанных резо-
наторов Фабри–Перо будем проводить для двух
спиновых волноводных систем выполненных на
основе ферритовых пленок различной толщины.
Подсистема 1 представляет собой волновод дли-

УДК 537.613:537.622.4:537.621.4:537.876:530.182
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ной L на основе пленки толщиной d1 в центре ко-
торой сформирована область длиной L2 и толщи-
ной d2. Ферритовая пленка толщиной d2 нагруже-
на с одной стороны проводящим слоем с
удельной электрической проводимостью σ. Фер-
ритовая пленка и проводящий слой разделены
диэлектрическим зазором толщиной s.

Волноводная подсистема 2 идентична по раз-
мерам и параметрам подсистеме 1. Связь между
волновыми процессами в различных подсистемах
возможна только между областями волноводов
длиной L2.

С точки зрения волновых процессов рассмат-
риваемую систему можно трактовать следующим
образом: в регулярном волноводе первой и второй
подсистемы сформированы резонаторы Фабри-
Перро (ФП) длиной L2 нагруженные проводящими
слоями и ограниченные с двух сторон сегментами
волноводов толщиной d1. Границы стыков двух вол-
новодов различной толщины выступают в роли ча-
стично-отражающих зеркал с коэффициентами от-
ражения, зависящими от соотношения толщин d2 и
d1 пленок [11, 12]. Между резонаторами вводится
связь, зависящая от степени перекрытия магнит-
ных полей собственных мод резонаторов. В даль-
нейшем будем полагать, что коэффициент связи
χ известен. Будем считать, что в сегментах волно-
водов длиной L1 процессы распространения спи-
новых волн взаимны, т.е. волны, распространяю-
щиеся в противоположных направлениях оси х
обладают одинаковыми волновыми числами. В
области ФП, за счет влияния проводящих слоев с
проводимостью σ, волны, распространяющиеся в
противоположных направлениях, в общем случае
имеют различные по величине волновые числа.
Предлагаемый подход, основанный на методе
связанных волн, позволяет исследовать резонан-
сы в системе связанных ФП с учетом невзаимного
характера распространения спиновых волн.

Материальные параметры магнитных пленок
(намагниченность насыщения M0, параметры за-
тухания и т.д.) во всех частях подсистем будем
считать одинаковыми. Система связанных вол-
новодов помещена в однородное статическое
магнитное поле величиной H0 ориентированное
вдоль оси z. В этом случае в каждой подсистеме
могут распространяться только поверхностные
спиновые волны (ПСВ). При этом частота f и по-
стоянная распространения k ПСВ в регулярных
волноводах толщиной d1 в линейном случае свя-
заны известным дисперсионным соотношением
D1(f, k, d1, H0, M0) = 0 [2]. В области d2 длиной L2
дисперсионные характеристики распространяю-
щихся в противоположных направлениях ПСВ
невзаимны и определяются дисперсионным
уравнением D2(f, k, d2, σ, s, H0, M0) = 0 [10–12].

Целью проводимых исследований является
исследование резонансных характеристик систе-
мы связанных резонаторов ФП с учетом невзаим-
ного характера распространения ПСВ и величи-
ны связи между ними.

В системе связанных волноводов выделим два
сечения: входное сечение с координатой x = 0 и
выходное сечение с координатой x = L. В плоско-
сти входного сечения введем комплексные ам-
плитуды спиновых волн  где m = 1, 2 – ин-
декс определяющий номер подсистемы, n = 1, 2 –
индекс для падающих (n = 1) и отраженных волн
(n = 2). Подобным образом введем амплитуды
волн  в выходном сечении системы. Одна-
ко, в этом случае, индекс n = 1 соответствует про-
шедшим волнам, а n = 2 – падающим волнам. Бу-
дем считать, что амплитуда a0 падающей волны на
входное сечение первой подсистемы при x = 0 из-
вестна. Амплитуды всех остальных падающих волн
положим равными нулю. В рамках введенных обо-

( )ϕ 0 ,mn

( )ϕmn L

Рис. 1. Схематическое изображение исследуемой структуры.
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значений граничные условия задачи при  и
 формулируются следующим образом:

(1)

Остальные амплитуды волн в различных сече-
ниях     необходимо
найти. Будем рассматривать только прошедшие
волны в первой и второй подсистемах и введем
соответствующие частотные коэффициенты про-
хождения спиновых волн на выходе подсистемы 1 –

 и подсистемы 2 –

Для сокращения математических выкладок
рассмотрим постановку задачи только для участ-
ков связанных подсистем длиной L2. Cистема
уравнений, связанных для выбранного сегмента,
будет иметь вид:

(2)

где  – волновые числа ПСВ распространя-
ющихся в прямом и обратном направлениях в об-
ласти ФП, соответственно,  – коэффициент
связи двух волн распространяющихся в одном на-
правлении в различных подсистемах. Аналогич-
ную систему уравнений (2) можно записать и для
остальных сегментов с учетом взаимного характе-
ра распространения  и отсутствия
связи 

= 0x
=x L

( ) ( ) ( ) ( )ϕ = ϕ = ϕ = ϕ =11 0 21 12 220 , 0 0, 0 0.a L

( )ϕ12 0 , ( )ϕ22 0 , ( )ϕ11 ,L ( )ϕ21 L

( ) ( )( )= ϕ ϕ1 11 11( ) 20 lg 0t f L
( ) ( )( )= ϕ ϕ2 22 11( ) 20 lg 0 .t f L

ϕ = ϕ + χϕ ϕ = − ϕ − χϕ

ϕ = ϕ + χϕ ϕ = − ϕ − χϕ

11 2 11 21 12 2 12 22

21 2 21 11 22 2 22 12

, ,

, ,

f r

f r

d dik i ik i
dx dx
d dik i ik i
dx dx

2 2,f rk k

χ

= =1 1 1f rk k k
χ = 0.

Системы уравнений (2) необходимо допол-
нить граничными условиями на стыках смежных
сегментов. На границе раздела сегментов при x =
= L1 непрерывными будут волновые поля и их
производные вдоль оси x:

(3)

где m = 1, 2 – индекс подсистем,  – волно-
вые поля слева и справа от границы раздела сег-
ментов. Аналогичные граничные условия (4) за-
писываются при x = L1 + L2.

Записывая систему уравнений (2) для каждого
сегмента, граничные условия (3) на границах сег-
ментов и соответствующих сечениях (1) получаем
замкнутую систему уравнений для расчета коэф-
фициентов прохождения ПСВ.

В расчетах использовались следующие мате-
риальные параметры и геометрические размеры
подсистем: внешнее магнитное поле H0 = 1.2 кЭ,
намагниченность насыщения 4πM0 = 1750 Гс, L1 =
= 0.2 см, L2 = 0.05 см, d1 = 1 мкм, d2 = 10 мкм,
остальные параметры вариативные. В общем слу-
чае изолированный резонатор ФП c учетом невза-
имного характера распространения ПСВ имеет
бесконечное число резонансных частот  опре-
деляемых условием:

(4)

Рассмотрим проявление невзаимного характе-
ра распространения ПСВ в слое феррита толщи-
ной d2 нагруженным проводящим слоем с прово-
димостью σ = ∞ и отделенным от феррита зазо-
ром величиной s. 

На рис. 2 представлены дисперсионные харак-
теристики ПСВ распространяющихся в противо-
положных направлениях для двух значений зазо-
ра s = 100 и 1000 мкм. Когда слой полупроводника
находится на большом расстоянии s/d2 > 100 не-
взаимный характер распространения ПСВ прояв-
ляется только вблизи начала дисперсионных ха-
рактеристик в области значений волновых чисел
0 < |k| < 20 см–1 и диапазоне частот 5.27–5.3 ГГц.
При сравнительно малых расстояниях s/d2 = 10
область невзаимности увеличивается до значений
0 < |k| < 250 см–1 в области частот 5.27–5.45 ГГц,
при этом волны распространяющиеся в отрица-
тельном направлении оси x на частоте f обладают
большими значениями фазовых скоростей [1, 10].

Следовательно, эффект невзаимности должен
приводить к изменению резонансных частот (4)
ФП-резонатора. Наличие связи между двумя
ФП-резонаторами должно приводить к расщеп-

( ) ( )

( ) ( )
→ ←

→ ←

ϕ = ϕ

ϕ ϕ=

1 1

1 1 1
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l r
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Рис. 2. Дисперсионные характеристики ПСВ, рас-
пространяющихся в ферритовом слое толщиной d2
при двух значениях величины зазора s = 100 и
1000 мкм.
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Рис. 3. Частотные коэффициенты прохождения СВ t1(f) (левая панель), t2(f) (правая панель) связанных ФП-резонато-
ров с невзаимным распространением ПСВ при величине удельной проводимости полупроводника σ = ∞, различных
величинах зазора s и коэффициента связи χ.
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лению резонансных частот одиночного ФП. Рас-
смотрим совместное влияние невзаимности и ве-
личины коэффициента связи χ на частотные ко-
эффициенты прохождения ПСВ в системе
связанных ФП-резонаторов. Вначале рассмот-
рим случай слабой связи ФП-резонаторов с пара-
метром связи χ = 0.01 1/см. При величине зазора
s/d2 = 100 (рис. 3а и 3б) распространение ПСВ
практически взаимно и в двух подсистемах на-
блюдаются характерные частотные зависимости
коэффициентов прохождения t1(f), t2(f) с макси-
мумами на частотах, где выполняются резонанс-
ные условия (5). При малой связи основная мощ-
ность ПСВ переносится в подсистеме 1 и на резо-
нансных частотах максимумы коэффициентов
прохождения различаются на величину порядка
30 дБ. В области частот 5.25–5.5 ГГц дисперсия
ПСВ близка к линейной и резонансные частоты
формируют практически эквидистантный спектр.
При уменьшении зазора до s/d2 = 10 (рис. 3в и 3г) в
области малых волновых чисел начинает прояв-
ляться невзаимный характер распространения ПСВ
(рис. 2). Это приводит к сдвигу частот резонансов в
более высокочастотную область, изменению шири-
ны резонансных кривых и спектр резонансных ча-
стот становится не эквидистантным.

Такая особенность поведения резонансов
определяется характером дисперсионных зависи-
мостей (рис. 2) при s/d2 = 10. В диапазоне частот
5.3–5.4 ГГц ПСВ распространяющиеся в направ-
лении – x обладают большей фазовой скоростью
(меньшими волновыми числами) и условия (5)
выполняются для больших значений резонанс-
ных частот. В диапазоне частот выше 5.4 ГГц не-
взаимность практически не оказывает влияние на
резонансные частоты прохождения ПСВ. При
дальнейшем уменьшении зазора до s/d2 = 1
(рис. 3д и 3е) невзаимность проявляется во всем
частотном диапазоне и это приводит к дальней-
шему сдвигу резонансных частот в более высоко-
частотную область. Это хорошо также видно по
изменению числа резонансов в области частот
5.27–5.5 ГГц. При расстоянии s/d2 = 100 в этом диа-
пазоне наблюдается четыре резонанса, при s/d2 = 1 –
два резонанса. Рассмотрим ситуацию сильно свя-
занных ФП-резонаторов. Как видно из пред-
ставленных результатов при величине χ = 10 см–1

(режим сильной связи) наблюдается расщепле-
ние резонансных частот, как и в системах, состо-
ящих из двух связанных резонаторов. Общие за-
кономерности влияния невзаимности в системе
двух сильно связанных ФП-резонаторов анало-
гичны ранее рассмотренному случаю слабой свя-
зи. Таким образом, невзаимный характер распро-
странения ПСВ приводит к сдвигу резонансных
частот, связанных ФП в более высокочастотную
область, а наличие связи приводит к расщепле-
нию резонансных кривых. Эффектами сдвига ре-

зонансных частот и расщепления резонансных
кривых можно управлять изменением проводи-
мости σ, величины зазора s и коэффициента свя-
зи χ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Подход, основанный на использовании свя-

занных резонаторов ФП и невзаимного распро-
странения спиновых волн, может быть применен
для создания магнонных функциональных эле-
ментов с управляемыми частотными и спектраль-
ными характеристиками. В частности, влияние
невзаимного характера распространения СВ про-
является в сдвиге резонансных частот ФП, а нали-
чие связи между резонаторами ФП к расщеплению
резонансных кривых. Показана возможность эф-
фективного управления резонансными частотами
за счет изменения толщины диэлектрического зазо-
ра и коэффициента связи двух резонаторов ФП.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (проект № 20-79-10191).
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Non-reciprocal character of a spin-wave propagation in a structure consisting
of coupled Fabry–Perot interferometers with metallized and semiconductor layers

E. N. Beginina, *, A. V. Sadovnikova

aSaratov National Research State University, Saratov, 410012 Russia
*e-mail: egbegin@gmail.com

The effect of non-reciprocal propagation of spin waves and the coupling magnitude on the resonant frequen-
cies of coupled Fabry-Perot resonators with loaded conducting layers has been studied by the coupled wave
method. It is shown that an increase in the degree of non-reciprocity of the propagation of spin waves and the
magnitude of the coupling of resonators leads to splitting of the resonant frequencies of the system and their
displacement to a higher frequency region. From an applied point of view, the results obtained can be used to
create multichannel frequency-selective information signal processing devices based on the principles of
magnonics.
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Рассмотрены проблемы в геостационарных детекторах молний, возникающие при использовании
узкополосной оптической фильтрации, выполняемой для выделения самого яркого триплета в оп-
тическом спектре излучения молнии 777.19, 777.42 и 777.54 нм на фоне отраженного от облаков сол-
нечного света. С геостационарной орбиты Земля видна под углом ≈17.5° и возникают существенные
различия спектров пропускания узкополосного интерференционного фильтра для разных углов па-
дения света. Рассмотрено оптимальное сочетание ширины и положения спектра фильтрации для
минимизации смещения центральной полосы фильтрации и расщепления спектров фильтрации s-
и p-поляризованного света при больших углах отклонения фильтра. Предложены новые техниче-
ские решения на основе акустооптических фильтров.

DOI: 10.31857/S0367676522110114

Первое детектирование молний c использова-
нием космических аппаратов было выполнено со
спутника ОСО-В2, выведенного в 1965 г. на око-
лоземную орбиту (600 км). На этом аппарате бы-
ли установлены три телескопа, оснащенные фо-
тометрами оптического диапазона, спроектиро-
ванными для исследования корреляции между
интенсивностью свечения атмосферы и геомаг-
нитной аномалией Южной Атлантики [1]. Иско-
мая корреляция не была обнаружена, но был по-
лучен положительный результат при проверке
идеи, которая была высказана в нескольких кон-
венционных докладах. Pierce E.T., Coroniti S.C. и
Larson G.S. предположили, что местоположения
областей с сильной грозовой активностью можно
определить с помощью аппаратуры, расположен-
ной на космических аппаратах. Зарегистрирован-
ное спутником ОСО-B2 оптическое излучение
позволило локализовать положения ночных гроз
и сделать вывод, что над сушей бывает в десять
раз больше гроз, чем над морем [2].

Солнечный свет, отраженный от облаков и
земной поверхности, мешал фиксации дневных
гроз. Поэтому был проделан большой объем ис-
следований оптического спектра грозовой актив-
ности для того, чтобы найти спектральную поло-
су для ее круглосуточного наблюдения. Были про-
анализированы [3] данные двух детекторов,

работавших в спектральных диапазонах 375–695 нм
[4] и 650–880 нм [5] и зафиксировавших излуче-
ние от одной и той же молнии. В спектральном
диапазоне 375–650 нм была зарегистрированная
средняя плотность потока энергии излучения
3.5 ⋅ 10–5 Дж · м–2 для одной вспышки. Средняя
спектральная освещенность штриха от 650–880 нм
для тех же вспышек составляет 1.2 ⋅ 10–5 Дж · м–2.
Совместный анализ измеренных спектров пока-
зал, что интегральная энергия излучения умень-
шается с увеличением длины волны от 430 до
850 нм в два раза быстрее, чем уменьшение сол-
нечной энергии в том же диапазоне, причем наи-
более интенсивна спектральная линия с длиной
волны 744.4 нм. Результат измерений [4, 5] пред-
ставлен в табл. 1, соответствующей table 1 в публи-
кации [3].

Спектральные измерения, выполненные с
борта высокоорбитального самолета U-2, показа-
ли [6], что линии 777.4 и 868.3 нм имеют наиболь-
шую спектральную энергию. Полученный спектр
излучения молний, который в настоящее время
рассматривается как типичный [7], приведен на
рис. 1.

Круглосуточное непрерывное отслеживание
оптического излучения света из верхних слоев об-
лаков оказалось важным инструментов в метео-

УДК 681.7:528.8

EDN: NWNFRV
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рологических исследованиях. Для того, чтобы
иметь возможность регистрировать грозовую ак-
тивность, используется узкополосный интерфе-
ренционный фильтр, который повышает кон-
трастность линии 777.4 нм на фоне отраженного
от облаков солнечного света. Эта линия является
триплетом излучения ионизированного кислоро-
да с длинами волн 777.19, 777.42 и 777.54 нм. Для
ее выделения при нормальном падении излуче-
ния на поверхность фильтра достаточно иметь
полосу пропускания 0.35 нм. Однако, при иссле-
довании с низкоорбитальных спутников расходя-
щегося излучения использовались более широкая

полоса от 0.85 до 1.2 нм. [8]. Варьируя полосу про-
пускания, разработчики компенсировали ее сме-
щение при отклонении от нормального падения
излучения на интерференционный фильтр [9].

Анализ данных за несколько лет доказал кор-
реляцию количества зарегистрированных вспы-
шек молний с изменением климата [10]. В резуль-
тате всемирная метеорологическая организация и
Американский геофизический союз (AGU) при-
шли к выводу, что грозовая активность является
симптомом и причиной изменения климата [11].
Национальное управление по аэронавтике и ис-
следованию космического пространства (Nation-

Таблица 1. Спектральное распределение солнечной радиации и интенсивности излучения молний (соответству-
ет табл. в [3])

* По монографии List R.J. Smithsonian Meteorological Tables. Washington: Smithsonian Institution, 1958. 416 p.

Длина волны,
нм

Средняя мощность 
10 молний, Вт · м–2

Относительное 
спектральное 

распределение для молний

Относительное спектральное 
распределение солнечной 
радиации вне атмосферы*

380–430 4.9 ⋅ 10–6 2.6 1.4

430–480 7.2 ⋅ 10–6 3.9 2.0

480–530 8.2 ⋅ 10–6 4.4 2.0

530–580 6.6 ⋅ 10–6 3.6 1.8

580–630 5.0 ⋅ 10–6 2.7 1.7

630–680 6.1 ⋅ 10–6 3.3 1.5

650–700 3.4 ⋅ 10–6 1.8 1.4

700–750 2.3 ⋅ 10–6 1.3 1.3

750–800 2.7 ⋅ 10–6 1.5 1.1

800–850 1.8 ⋅ 10–6 1.0 1.0

Рис. 1. Типичный спектр излучения молнии в оптическом диапазоне.
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al Aeronautics and Space Administration – NASA)
приняла решение разместить на геостационарной
орбите (ГСО) картограф молний (Geostationary
Lightning Mapper – GLM) [7, 12], предназначен-
ный для следующих целей: обнаружение и преду-
преждение о сильных штормах, внезапных навод-
нениях, торнадо, граде; оценка конвективных
осадков; отслеживание авиационных опасностей
на аэродроме и во время перелета; предупрежде-
ние об опасности энергетических компаний, топ-
ливных складов, полей для гольфа и т.д. Этот
прибор уже работает на геостационарных спутни-
ках GOES-16, GOES-17 [13].

Для наблюдения всей поверхности Земли с
ГСО при помощи одного объектива нельзя ис-
пользовать узкополосные фильтры, которые бы-
ли разработаны для низкоорбитальных спутни-
ков. Эти фильтры корректно функционируют
при расходимости света менее 3°–5°. Угловой
размер Земли со спутника можно оценить, как
2 · arctg(6.35/42.1) ≈ 17.4° (0.072 ср), исходя из то-
го, что радиус Земли ≈6.4 тыс. км, расстояние от
центра Земли до спутника на ГСО 6.4 + 35.8 ≈
≈ 42.2 тыс. км. При наклонном падении излучения
под углом ≈8.5° в узкополосных интерференцион-
ных фильтрах происходит расщепление полос
фильтрации для s- и p-поляризованного света [14].

АО “РКЦ “Прогресс” – НПП “ОПТЭКС”
разрабатывает геостационарный детектор молний
(ГДМ) [15] на базе детектора, который планирова-
лось установить на международной космической
станции (МКС) [16]. В обоих приборах планирова-
лось использовать интерференционный фильтр с
центральной полосой пропускания 777.4 нм. На

МКС предполагалось реализовать фильтрацию в
полосе 1.7 нм [16] для компенсации сильной зави-
симости пропускания разрабатываемого свето-
фильтра от угла падения лучей. Создаваемый
ГМД должен был обладать следующими характе-
ристиками [15]: проекция пикселя при наблюдении
в надире не более 10 км; угловой размер изображе-
ния, градусы: не менее 17.5° × 17.5° (вся поверхность
диска Земли, видимого с ГСО); спектральный диа-
пазон наблюдения: 775.9–777.9 нм. В устном до-
кладе [15] была обозначена проблема узкополос-
ной широкоугольной фильтрации в ГМД и пред-
ложено уменьшить поле зрения с 17.5° до 9° и
сместить центр кадра с экватора на север.

При разработке Европейским космическим
агентством (European Space Agency – ESA) детек-
тора молний (Lightning Imager – LI), который со-
гласно новому этапу программы Метеосат (Me-
teosat Third Generation – MTG) предполагается
разместить на ГСО [17, 18], было предложено рас-
положить солнцезащитный фильтр (Solar Rejec-
tion Window – SRW) перед узкополосным филь-
тром (Narrow Band Filter – NBF) [19]. SRW уста-
навливается для защиты NBF от прямого
воздействия внешней космической среды. При
углах падения излучения до 16.3° и при больших
температурах солнцезащитный фильтр должен
пропускать излучение только в спектральном
диапазоне от 760–780 нм. Разработчики фильтров
демонстрирует понимание, что идеальная шири-
на полосы NBF должна быть не больше, чем ми-
нимальная ширина полосы 0.34 нм. Однако ре-
альная полоса пропускания указана ~1.9 нм, что
позволяет гарантировать требуемый коэффици-

Рис. 2. Спектральные характеристики фильтров: Спектры пропускания Ts, Tp и поглощения Rs, Rp для s- и p-поляри-
зованного света, падающего на фильтр под углом 16.3 град (а). Непрерывные линии соответствуют эксперименталь-
ным данным, пунктирные – расчетным. Смещение спектра пропускания Tx в зависимости от угла падения света: 1 –
нормальное падение, 2 – 5°, 3 – 10°, 4 – 20°, 5 – 30° (б).
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ент пропускания в рабочем диапазоне угла паде-
ния (от 0° до 5.1°). Кроме того, при изготовлении
SRW была учтена s- и p-поляризация света [14].
На рис. 2а показаны расчетные и эксперимен-
тальные спектры пропускания и поглощения
SRW для излучения, падающего на фильтр под уг-
лом 16.3°. Предложенное техническое решение
состоит в использовании четырех объективов,
для перекрытия углового диапазона, который
GLM перекрывает с помощью одного объектива.

На рис. 2б показано смещение спектра пропус-
кания фильтра [20], сходного по параметрам с
SRW, в зависимости от угла падения света от 0° до
30°. На рис. 3 показан спектр излучения Солнца
[21]. Вышеизложенная информация будет ис-
пользована при обсуждении оптимального соче-
тания ширины и положения спектра фильтрации
для минимизации смещения центральной поло-
сы фильтрации и расщепления спектров филь-
трации s- и p-поляризованного света при боль-
ших углах отклонения фильтра.

Для широкоугольной фильтрации необходимо
искать спектральную полосу, а не самую яркую
линию, в которой максимально отношение инте-
гральной интенсивности молниевой активности
и солнечной радиации, отраженной от облаков.
На основании результатов, представленных на
рис. 2а и 2б, ширину полосы фильтрации можно
оценить в 20 нм. Из данных, представленных на
рис. 3, видно, что в районе 950 нм большая часть
излучения от Солнца поглощаются молекулами

Н2O. Поэтому отраженный от облаков свет в этой
спектральной полосе будет минимальным. Из
данных, представленных на рис. 1 видно, что в
типичный спектр излучения молнии был пропи-
сан только до 920 нм, но в его конце видна доста-
точно яркая линия. Жидкая вода имеет полосы
поглощения вблизи 970, 1200, 1450 и 1950 нм.
Спектральная чувствительность кремниевых фо-
тодиодов, которые используются в детекторах
молний, лежит в диапазоне 0.4–1.1 мкм [22]. Та-
ким образом, вместо узкоугольныых фильтров,
выделяющих самую яркую линию 777.4 нм, для
широкоугольного детектирования вспышек мол-
ний с ГСО целесообразно использовать фильтр с
центральной длинной волны соответствующей
самой яркой линии молнии в спектральном диа-
пазоне ≈940–980 нм и шириной ≈20–30 нм.

Кроме того, необходимо отметить, что в пуб-
ликации [23] уже было проведено краткое сравне-
ние характеристик интерференционного фильтра
и акустооптического фильтра (АОФ) при моно-
хромном детектировании молний с ГСО. Эти
фильтры активно используются для дистанцион-
ного зондирования Земли [24] и других планет
[25]. У АОФ полоса пропускания практически не
сдвигается при изменении угла падения света,
т.к. при брэгговской дифракции, которая реали-
зуется в таких фильтрах, фотоны рассеиваются на
фононах с выполнением законов сохранения
энергии и импульса. Стандартная полоса пропус-
кания АОФ ≈ 2 нм в видимом диапазоне спектра,

Рис. 3. Спектр излучения Солнца: 1 (желтый цвет) – пришедшее от Солнца излучение в верхней атмосфере; 2 (черная
линия) – черное тело при температуре 5250°С; 3 (красный цвет) – результаты измерений на уровне моря прошедшего
через атмосферу излучение Солнца.
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в 1974 г. была показана возможность фильтрации
расходящегося с угловой апертурой ≈±7° [26]. В
связи с тем, что, в отличие от интерференционно-
го фильтра, АОФ обладают ограниченным про-
странственным разрешением, были проведены
теоретические исследования [27, 28] с целью по-
иска условий, которые позволяют получить мак-
симальное разрешение. В результате были созда-
ны перестраиваемые АОФ [29–31], простран-
ственное разрешение фильтрации которых
лучше, чем реализует фотодетекторная матрица
≈800 × 800 элементов. В статье работе [32] было
показано, что многополосная АОФ позволяют
формировать сложные спектры. Такие спектры
могут эффективно выделить несколько линий
спектра излучения молнии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Обоснована целесообразность широкоуголь-

ной фильтрации вспышек молний с центральной
длинной волны вблизи 970 нм и полосой ≈20 нм
(вместо выделения полосы 777.4 нм, успешно
применяемой при узкоугольном детектирова-
нии). Предложено применять метод многополос-
ной акустооптической фильтрации в детекторах
молний космического базирования для одновре-
менного выделения нескольких линий спектра
излучения молнии.

Работа выполнена в рамках государственного
задания.
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Optimization of narrow-band wide-angle filtering 
for geostationary lightning mapper

A. L. Filatov*
Kotel’nikov Institute of Radio Engineering and Electronics of the Russian Academy of Sciences, Fryazino Branch, 

Fryazino, 141190 Russia
*e-mail: a.filatov@fireras.su

Problems of narrow-band optical filtering in geostationary lightning mappers are considered. The filtering is
designed to isolate the brightest triplet in the optical response of lightning (777.19, 777.42, and 777.54 nm)
against background of sunlight reflected from the clouds. Earth’s angle of view is ≈17.5 degrees from the geo-
synchronous equatorial orbit and there are significant differences in a narrow band pass of Fabry–Perot filter
for different light incidence angles. This paper proposes a comparative analysis of filters for Geostationary
Lightning Mapper are reported in the literature. An optimal combination for the width and position of the
filtering spectrum is substantiated, which minimizes the shift of the central filtering band and the splitting of
the filtering spectra s- and p- of polarized light for large filter deviation angles. New technical solutions based
on acousto-optic filters are proposed.
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Рассмотрены особенности визуализации и измерения остаточных частичных зарядов, накопленных
на дефектах диэлектрического высоковольтного оборудования в процессе эксплуатации, с исполь-
зованием эффекта Поккельса. С помощью сканирующих остросфокусированных лазерных пучков
установлено влияние электрических полей ранее накопленных на дефектах частичных зарядов на
скорость старения высоковольтных изоляторов.
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В условиях эксплуатации высоковольтного ди-
электрического оборудования воздействие элек-
трических полей с высокой напряженностью при-
водит к возникновению частичных разрядов (ЧР),
т.е. локальных электрических разрядов в местах
дефектов, образованных поверхностными или
объемными газовыми полостями. Такие ЧР наи-
более характерны для высоковольтных изолято-
ров (ВИ), вводов и переключателей. В последнее
десятилетие регистрация набора характеристик
ЧР стала одним из основных методов диагности-
ки рабочего состояния высоковольтных диэлек-
трических элементов при плановых ремонтах или
обследовании. К основным экспериментальным
методам можно отнести электрический, электро-
магнитный, акустический и тепловизионный с по-
следующей компьютерной обработкой полученных
результатов [1, 2]. Вследствие проблем разброса
(стохастичности) получаемых усредненных резуль-
татов, используемые ранее методы не позволяли
определять конкретный вклад различных ЧР в
процессы старения ВИ [3–5]. В настоящее время
наметился прогресс в измерении локальных ха-
рактеристик ЧР и анализе их влияния на электри-
ческую устойчивость различных типов (и особен-
но полимерных) ВИ. Его можно связать с разра-
боткой более чувствительных и пространственно
разрешенных в пределах дефектов измерений, ос-
нованных на использовании бесконтактных
электрооптических методов [6–10]. Важным эле-
ментом использования сканирующих узко сфо-
кусированных лазерных пучков стала возмож-

ность обнаружения неоднородностей в распреде-
лении остаточных поверхностных зарядов по
металлической и диэлектрической поверхностям
дефекта [11]. Особое внимание в ранее разрабо-
танном оптоэлектронном методе было обращено
на использование в нем активных оптических ма-
териалов, обладающих сильным линейным элек-
трооптическим эффектом. Следствием эффекта
Поккельса в оптических кристаллах является дву-
лучепреломление. Именно такие кристаллы типа
Bi12SiO20 (BSO) были использованы уже в первых
работах по изучению поверхностного распреде-
ления зарядов в полостях дефектов, поскольку их
чувствительность к плотности поверхностных за-
рядов превышала 1 пКл/см2 с пространственным
разрешением не ниже 200 мкм [7]. Однако на про-
тяжении последних лет [12–16] измерение вре-
менного и пространственного распределения
остаточных полей, наведенных предыдущими
ЧР, проводилось только на искусственно сфор-
мированных в диэлектрических материалах де-
фектах в виде неплотного контакта между метал-
лическим высоковольтным электродом, диэлек-
трическим слоем с отверстием, имитирующим
дефект, и заземленным электродом.

Нами впервые были выполнены эксперимен-
ты по изучению пространственной и временной
зависимости остаточных зарядов на диэлектриче-
ской поверхности наиболее опасного дефекта ре-
альных ВИ – между металлическим электродом и
диэлектрическим стержнем при наличии газово-
го промежутка. Газовый промежуток можно рас-
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сматривать в виде замкнутой полости, обладаю-
щей пониженной устойчивостью к ЧР, который
определяет вероятность последующего электри-
ческого пробоя [9]. Подобный вид дефекта впол-
не эквивалентен рассмотренному в работе мо-
дельному дефекту [7], но при изучении серии ВИ
может иметь место большее разнообразие форм и
размеров полостей дефектов.

В наших экспериментах использовались ко-
роткие импульсы (10–8–10–9 с) второй гармоники
лазера на иттрий-алюминиевом гранате с длиной
волны 532 нм (рис. 1), которые через поляризаци-
онный дискриминатор фокусировались в малый
диаметр и через волоконный световод, соединен-
ный с фотоприемником, выполнялось сканиро-
вание диэлектрической поверхности газовой по-
лости и газового промежутка (рис. 2). Измерение
индуцированного ЧР поля выполнялось с помо-
щью тонкой пластины сегнетоэлектрического
кристалла BSO, обладающего сильным электро-
оптическим эффектом (оксид кремния и висму-
та). В случае проявления линейного эффекта
Поккельса изменение фазы поляризованного оп-
тического пучка Φ определялось плотностью по-
верхностных зарядов ϭ:

=
3
0

0

2π σΦ ,
λε ε
n rd

где  – коэффициент преломления,  – соответ-
ствующий геометрии кристалла электрооптиче-
ский коэффициент,  – толщина кристалла.

Таким методом возможно было определять ха-
рактеристики каждого ЧР, синхронизированные
с моментом подачи каждого периода переменно-
го высокого напряжения. Причем было установ-
лено различие в процессе прохождения импульса
ЧР через газовую полость, а затем через диэлек-
трическую поверхность дефекта. На первом этапе
ЧР в виде стримера распространяется вдоль при-
ложенного электрического поля и состоит из сво-
бодных электронов, а также из положительных и
отрицательных ионов. На втором этапе ЧР могут
распространяться на всю плоскость диэлектриче-
ского стержня изолятора, в то время как на пер-
вом этапе стример занимает только часть сечения
газовой полости. Однако увеличение размера по-
лости дефекта, приводящее к повышению скоро-
сти распространения стримера и количества ин-
дуцированных электронов, также повышает ин-
тенсивность мощных ЧР.

Поскольку скорость движения электронов на
порядок превышает скорость ионов, то стримеры
состоят в основном из электронов. На втором
этапе поток заряженных частиц ЧР переходит на
диэлектрическую поверхность дефекта и может
значительно расшириться в пределах всей по-
верхности дефекта. На этом этапе возникают
остаточные заряды, образованные положитель-
ными и отрицательными ионами (рис. 3). За счет

0n r

d

Рис. 1. Схема лазерно-электрического устройства при
исследовании опорного полимерного изолятора: 1 –
металлические фланцы изолятора, 2 – полость де-
фекта, 3 – защитная диэлектрическая оболочка с реб-
рами, 4 – стеклопластиковая труба, 5 – лазерный из-
лучатель с поляризационным дискриминатором, 6 –
фотоприемник.

1

64

3

5

2

1

Рис. 2. Конфигурация дефекта между фланцем и обо-
лочкой ВИ: 1 – металлический фланец, 2 – полость
дефекта, 3 – защитная диэлектрическая оболочка, 4 –
стеклопластиковая труба, 5 – стример, 6 – распро-
странение ЧР по диэлектрической поверхности де-
фекта.

1

2

4

5

6

3



1662

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ГОЛЕНИЩЕВ-КУТУЗОВ и др.

повышения интенсивности ЧР на поверхности
возникает дополнительное оптическое излучение
в ультрафиолетовой области до момента реком-
бинации положительных и отрицательных ионов
на диэлектрической поверхности.

Значительное возрастание интенсивности ЧР
в отрицательной части каждого периода прило-
женного напряжения вызвано, на наш взгляд, не-
сколькими факторами (рис. 3): возрастанием
площади самого ЧР на диэлектрической поверх-
ности, накоплением зарядов от предыдущих ЧР, а
также возрастанием поверхностной проводимо-
сти. Именно их совокупность создает стохастич-
ность в параметрах последовательности ЧР. Осо-
бенно важным в таком процессе является возник-
новение мощных ЧР (q ≥ 5–10 нКл) при
сложении в фазовом интервале (180°–240°) на-
пряженностей приложенного и индуцированного
поля предыдущих ЧР. Постепенное возрастание
таких мощных ЧР, по-видимому, является глав-
ной причиной ускоренного старения изоляции
высоковольтных энергетических систем. По-
скольку такие мощные ЧР возникают не более
одного за период приложенного высокого напря-
жения, то их обнаружение было практически не-
возможным при использовании усредненных ме-
тодов регистрации вследствие стохастичности их
характеристик.

Таким образом, использование в разработан-
ном методе электрооптического эффекта, позво-
лило нам определять интенсивности и распреде-
ление ЧР на поверхностных дефектах в ВИ, и бо-
лее точно оценить степень их работоспособности
и остаточный ресурс.

Разработанный лазерно-электрический метод
контроля дефектности высоковольтных изолято-
ров, основанный на использовании сегнетоэлек-

трического кристалла BSO в качестве электрооп-
тического датчика, используется в лабораторных
условиях для изучения электрофизических про-
цессов в различных диэлектрических материалах
и изделиях под воздействием изменяемых высо-
ких напряжений. Данный метод может найти
практическое применение при исследовании
электрофизических и физико-химических про-
цессов в изолирующих материалах в условиях
эксплуатации и разработки на этой основе новых
или модифицированных материалов, более со-
вершенных изолирующих конструкций.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования Российской Федерации в рамках темы
государственного задания на выполнение НИР
по теме “Распределенные автоматизированные
системы мониторинга и диагностики техниче-
ского состояния воздушных линий электропере-
дачи и подстанций на основе технологии широ-
кополосной передачи данных через линии элек-
тропередач и промышленного интернета вещей”
(соглашение № 075-03-2022-151 от 14.01.2022).
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The features of visualization and measurement of residual partial charges accumulated on defects in dielectric
high-voltage equipment during operation using the Pockels effect are considered. With the help of scanning
sharply focused laser beams, the influence of electric fields previously accumulated on defects of partial dis-
charges on the aging rate of high-voltage insulators has been established.
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Рассмотрена задача мониторинга состояния воздушных линий электропередачи по спектральному
составу колебаний провода по данным навесных многопараметрических датчиков. Получена систе-
ма уравнений, позволяющая описывать пространственные колебания провода по всем трем осям и
по спектрам колебаний – определять все его основные механических характеристики.
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ВВЕДЕНИЕ
В Российской Федерации высоковольтные ли-

нии электропередач (ВЛЭП) являются основным
средством передачи электроэнергии от источни-
ков генерации до потребителей. Провода линий
электропередачи находятся под постоянным воз-
действием силы тяжести и внешних климатиче-
ских факторов, которые могут вызвать обрывы и
перехлест проводов и, как следствие, короткие
замыкания. Для бесперебойного и надежного
обеспечения потребителей электрической энер-
гией необходимо осуществлять непрерывный мо-
ниторинг состояния ВЛЭП.

Системы мониторинга технического состоя-
ния ВЛЭП по их геометрическим и механиче-
ским характеристикам строятся обычно путем со-
здания аналитических моделей, включающих по
степени важности три механических параметра:
стрелу провеса f, силу тяжения T и погонную мас-
су провода  где  – масса,  – длина про-
вода в пролете. Модели связывают эти три пара-
метра ВЛЭП, позволяя проводить их косвенное
измерение [1].

На практике используются такие методы опре-
деления стрелы провеса, как: инклинометриче-
ский [2], оптический [3], на основе колебаний [4]
и т.д. Большинство этих методов опирается на из-
мерение статических параметров ВЛЭП. Напри-
мер, в инклинометрическом методе измеряется
угол наклона провода, висящего в пролете вблизи

точки подвеса [2], и по проектным значениям ме-
ханических и геометрических параметров линии
оценивается ее текущее техническое состояние.
Однако при этом велика методическая погреш-
ность результатов: не учитывается, например,
влияние силы ветра на стрелу провиса. Вместе с
тем, в динамическом методе определения стрелы
провеса по периоду маятниковых колебаний про-
вода в пролете [4] влияние внешних факторов
значительно меньше. В последнее время вошли в
практику мониторинга многофункциональные
малогабаритные измерительные устройства, раз-
мещаемые на фазных проводах и содержащие недо-
рогие интегральные акселерометры. В связи с этим
методы, основанные на колебаниях провода [5, 6],
представляются наиболее перспективными.

Опыт показывает, что используемых на прак-
тике динамических моделей описания движения
провода как маятника и как туго натянутой стру-
ны недостаточно для описания колебаний прово-
да в трех пространственных координатах. Они не
охватывают колебаний с четными гармониками и
симметричных колебаний, включая “пляску” и
вибрации в вертикальной плоскости.

В данном исследовании ставится задача полу-
чения аналитической модели, позволяющей опи-
сывать пространственные колебания провода
ВЛЭП в горизонтальной и вертикальной плос-
костях.

ρ = / ,M l M l

УДК 004.3

EDN: QOGTKX
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МОДЕЛЬ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ПРОВОДА

Остановимся на модели колебаний гибкой
упругой нити, которая, казалось бы, позволяет
решить эту задачу. Однако при анализе этой мо-
дели становятся очевидными некоторые пробле-
мы. Во-первых, уравнение колебаний нерастя-
жимой цепной линии не имеет аналитического
решения, а пригодно лишь для численного мо-
делирования. Во-вторых, теряется неголономная
связь проекций элемента нити. В-третьих, пря-
мое введение свойства растяжимости в коорди-
натные уравнения опять не дает возможности по-
лучить его аналитическое решение. Кроме того,
при отсутствии растяжимости нити не возникают
условия для существования симметричных попе-
речных колебаний в плоскости провиса, а в экс-
перименте они фиксируются.

Описанные проблемы могут быть преодолены
при использовании метода малых отклонений.
Рассмотрим систему координатных уравнений
баланса элемента нити  для малых отклонений:

(1)

здесь  – текущая координата вдоль нити;
 и  – сила тяжения и малое до-

полнительное тяжение вдоль оси элемента  
 и  – малое дополнительное удлинение эле-

мента  по координатам  соответствен-
но;  – погонный вес провода;  – ускоре-
ние свободного падения. После упрощений и в
пренебрежении членами второго порядка мало-
сти, получим систему

(2)

здесь,  и  – статическое и малое
дополнительное горизонтальное тяжения. Одна-
ко система (2) не имеет совместного решения из-
за описанных выше проблем номер два и три.

В [7] был предложен способ решения описан-
ных проблем. Поскольку продольные колебания
имеют малые амплитуды, первым уравнением в
системе (2) можно пренебречь. Во второе и третье
уравнения вносим уравнение растяжения эле-
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мента нити по закону Гука, но величинами второ-
го порядка малости пренебрегаем:

(3)

здесь t – время; α* – удельное относительное
удлинение нити.

Второе уравнение системы (3) – это снова
уравнение колебания идеальной струны, на кото-
рую действует статическая сила натяжения. Из
первого уравнения можно получить два имеет
аналитических решения: для асимметричных (А)
и для симметричных (Б) колебаний в плоскости
провиса.

А) Асимметричные колебания в плоскости
провиса можно описать, если принять, что удли-
нение нити  и заменить переменные

  в первом и
третьем уравнениях. Тогда имеем два уравнения
по координате 

(4)

Если учесть граничные условия 

для амплитуд и круговых частот гармоник верти-
кальных асимметричных колебаний получаем:

(5)

где  – длина пролета, а = H/q.

Если проинтегрируем второе уравнение систе-
мы от 0 до  с учетом граничных условий

 получаем амплитуды и частоты
n-й гармоники горизонтальных колебаний про-
вода:

(6)

где  – координата низшей точки кривой прови-
са. В случае одинаковых высот точек подвеса
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Б) Решение для симметричных колебаний в
плоскости провиса получаем путем подстановки

(7)

Учтем неподвижность точек крепления провода:

(8)

Принимаем  и ищем решение первого

уравнения системы (7) в виде

(9)

Исключить неизвестную  можно интегрирова-
нием второго уравнения системы (7) по всей дли-
не пролета l:

(10)

Снова пренебрегаем малыми величинами выше
второго порядка малости и получаем:

(11)

Комбинируя (10) и (11) можно получить уравнение

(12)

В уравнении (12) для вычисления  можно ис-
пользовать выражение:

(13)

Для решения нелинейного уравнения (12) рас-
смотрим два предельных случая. Первый случай
при  соответствует абсолютно нерастяжи-
мой нити. Решениями уравнения

(14)

для первых двух и n-й гармоник являются

(15)

Второй случай при  соответствует туго
натянутой струне с решениями

(16)
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Промежуточные решения полного первого
уравнения системы (7) лежат в диапазоне

(17)

Выражения для амплитуд продольных колеба-
ний провода в пролете получаются путем инте-
грирования второго дифференциального уравне-
ния системы (7) по  в пределах 0 – 

(18)

Таким образом, представлены система уравне-
ний (3) и ее решения, позволяющие описывать
пространственные колебания провода в пролете
по всем трем осям с учетом разницы высот подве-
са через величину 

Исходя из системы уравнений (3) и их реше-
ний, по данным частот маятниковых колебаний
можно определить стрелу провеса, а также изме-
нение силы тяжения провода под действием
внешних воздействий.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Каковы преимущества динамических методов

мониторинга ВЛЭП? Во-первых, при монито-
ринге определение стрелы провеса по частотам
высших гармоник более целесообразно, так как
повышается точность измерения периода колеба-
ний. Во-вторых, надежность результатов измере-
ний выше, поскольку при установке датчика воз-
ле точки подвеса можно дополнительно исполь-
зовать данные инклинометрического способа
определения стрелы провеса. В-третьих, по спек-
трам пространственных колебаний проводов ли-
нии электропередачи в пролете с учетом ее темпе-
ратуры можно определять все их основные меха-
нические характеристики. Кроме того, при
реализации метода мониторинга механических и
геометрических параметров высоковольтных ли-
ний электропередач на практике нет необходимо-
сти изменять аппаратуру, разработанную ранее
[1, 2, 4]. Достаточно снабдить ее необходимым
количеством акселерометрических датчиков и за-
грузить дополнительные модули программного
обеспечения, предназначенные для спектрально-
го анализа колебаний по всем трем простран-
ственным осям и расчета механических и геомет-
рических параметров ЛЭП по результатам учета
динамических эффектов.

Исследования выполнены при финансовой
поддержке Министерства науки и высшего обра-

( ) ( ) ( )− π < β < + π2 1 2 1 .nn l n

x :x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

= α − − =

  = α + δ + δ + − ×  
  

 β× δ − + β + β − − β β 

 �

�

�

3

0 0
3

2 2
2

3

1* 

3 1* 
32

1 tg cos 1 sin  .
2

x x
dydsU x dx V x V x dx

dx dx a

xx x x
aa

lx V x x x x
H a

δ.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

МОДЕЛЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ И МЕХАНИЧЕСКИХ… 1667

зования Российской Федерации в рамках темы
государственного задания на выполнение НИР
“Распределенные автоматизированные системы
мониторинга и диагностики технического состо-
яния воздушных линий электропередачи и под-
станций на основе технологии широкополосной
передачи данных через линии электропередач и
промышленного интернета вещей” (соглашение
№ 075-03-2022-151 от 14.01.2022).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Ярославский Д.А., Садыков М.Ф., Конов А.Б. и др. //

Изв. вузов. Проблемы энергетики. 2017. Т. 19.
№ 5–6. С. 89.

2. Садыков М.Ф., Ярославский Д.А., Иванов Д.А. и др. //
Нефтяное хозяйство. 2020. № 7. С. 53.

3. Дементьев С.С., Дикарев П.В. // Энерго- и ресурсо-
сбережение: промышленность и транспорт. 2021.
№ 2(35). С. 6.

4. Yaroslavsky D.A., Nguyen V.Vu, Sadykov M.F. et al. //
E3S Web Conf. 2020. V. 220. Art. No. 01036.

5. Макаров А.А. Надежность и долговечность строи-
тельных конструкций. Волгоград: ВПТИ, 1974.
С. 146.

6. Горошков Ю.И., Гуков А.И., Горошков Ю.И. Ветро-
устойчивость контактной сети. М.: Транспорт,
1969. 128 с.

7. Irvine H.M., Caughey T.K. // Proc. Royal Soc. London.
Ser. A. 1974. V. 341. P. 299.

Model for determination of geometric and mechanical parameters
of power lines considering oscillations of the electrical wire

in a vertical and horizontal planes
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The problem of monitoring the overhead power lines by the spectral composition of electrical wire oscilla-
tions according to the data of multi-parameter sensors mounted on them is discussed. The system of equa-
tions has been obtained that makes it possible to describe the spatial oscillations of the conductor along all
three axes and to determine its main mechanical characteristics from the spectra.
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ВВЕДЕНИЕ
Слабосвязанные трехатомные системы пред-

ставляют особый интерес не только из-за слож-
ности их изучения и получения аккуратных фи-
зических результатов, но и из-за их связи с эф-
фектом Ефимова. Существует множество систем,
включая трехатомные молекулы, состоящие из
гелия и щелочных металлов, состояния которых
близки к состояниям Ефимова. Некоторые из та-
ких систем обладают связанными состояниями с
ненулевым полным угловым моментом несмотря
на то, что их связанные состояния с нулевым пол-
ным орбитальным моментом лежат очень близко
к порогу развала. Такие связанные состояния
изучены гораздо меньше, чем состояния с нуле-
вым угловым моментом [1].

Еще одна интересная проблема связана с воз-
можными резонансными состояниями обсуждае-
мых систем [2]. Такие состояния существенно
влияют на процессы рассеяния в рассматривае-
мых системах. Резонансные состояния обычно
ассоциируются с полюсами аналитического про-
должения резольвенты или S-матрицы, так что их
изучение требует применения методов исследо-
вания систем при комплексных энергиях. В дан-
ной работе используется метод комплексного
вращения [3].

Получение точных безмодельных результатов
о слабосвязанных состояниях и резонансах по-
добных трехчастичных систем требует использо-
вания больших вычислительных ресурсов. В слу-
чае использования проекционных методов боль-
шое время занимает вычисление интегралов,

поэтому для этих вычислений требуется макси-
мально эффективный подход. Для ускорения вы-
числений, в данной работе используется метод
представления дискретных переменных [4] на ос-
нове функций, которые специальным образом
локализованы на сетке по угловой переменной.
Используемый в данной работе метод был обоб-
щен на комплексные функции, так что его можно
применять для расчета резонансных состояний.

В данной работе вычислены энергии связи не-
скольких слабосвязанных трехатомных систем,
включая He3, He2–Li и He2–Na, с использовани-
ем вариационного подхода и метода представле-
ния дискретных переменных. Полученные ре-
зультаты сравниваются с результатами других ав-
торов.

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ТРЕХЧАСТИЧНОЙ 
ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ

Квантово-механическая система описывается
оператором Гамильтона. Собственные волновые
функции Гамильтониана зависят от межчастич-
ных координат системы. В случае трехчастичных
систем можно ограничиться сравнительно не-
большим набором координат, используя коорди-
наты Якоби (рис. 1). Введем векторы   – при-
веденные координаты Якоби в R3 для частицы α.
Объединим данные векторы в шестимерный век-
тор  Гамильтониан H системы с отде-

α
� ,x �

αy

α=
�

� �

α  { ,  }.X x y

УДК 539.194
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ленным движением центром масс определяется
выражением:

(1)

Используем разложение волновой функции
 по D-функциям Вигнера [5]:

(2)

Здесь  – углы Эйлера,  – модули ко-
ординат Якоби, а  – угол между ними. Исполь-
зуя данное разложение, можно записать уравне-
ние Шрёдингера для ненулевого орбитального
момента J и его проекции M:

(3)

В таком представлении диагональные компо-
ненты гамильтониана  задаются формулой

[6]  где

(4)

Внедиагональные компоненты гамильтониана:

(5)

Каждый блок матричного Гамильтониана дей-
ствует на компоненту блочного вектора волно-
вой функции, отвечающую проекции  По-
тенциал  в (1) – сумма парных
потенциалов, каждый из которых зависит толь-
ко от расстояния между частицами, и

 [7].
Далее, трехмерное конфигурационное про-

странство было разделено на набор прямоуголь-
ных параллелепипедов (метод конечных элемен-
тов). В каждом элементе выбран набор линейно
независимых полиномиальных базисных функ-
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ций. Волновая функция разложена по данным ба-
зисным функциям. В случае угловой координаты
разложение было произведено по ортогональным
полиномам. Таким образом осуществляется пе-
реход от уравнения Шрёдингера к задаче на на-
хождение собственных чисел.

Для вычисления матричных элементов га-
мильтониана при таком разложении необходимо
вычислять интегралы по трем переменным. Для
ускорения вычислений по угловой переменной
был использован метод представления дискрет-
ных переменных.

МЕТОД ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ДИСКРЕТНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Интеграл на отрезке [–1; 1] может быть ап-
проксимирован при помощи квадратурной фор-
мулы Гаусса [8]:

(6)

где ρ(z) – весовая функция, z1, …, zn – нули поли-
нома Pn(z). DVR-функции ϕi(z) и их производные

 построены при помощи ортогональных по-
линомов Pn(z) и соответствующей квадратурной
формулы Гаусса [9].

(7)

Для вычисления матричных элементов опера-
тора кинетической энергии необходимо опреде-
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Рис. 1. Координаты Якоби для системы трех тел.
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лить производные  Раскладывая Pn(z) в ряд
Тейлора в точках zi и подставляя в выражение (5),
получаем [7]:

(8)

Свойства DVR-функции позволяют упростить
вычисления потенциальной энергии:

(9)

Перепишем оператор кинетической энергии
для координаты z = cosθ и применим для нее ме-
тод DVR:

(10)

Для диагональных и внедиагональных частей,
содержащих угловую переменную:

(11)
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РЕЗУЛЬТАТЫ
С использованием метода представления дис-

кретных переменных, в данном разделе получены
и представлены энергии связи нескольких си-
стем, состоящих из атомов гелия, лития и натрия.
Благодаря применению данного метода время
вычислений значительно сократилось без потери
точности.

Для тримера гелия были получены энергии
связи и оценено время вычислений. Соответству-
ющие результаты приведены в табл. 1. Макси-
мально точное полученное значение равно E =
= ‒0.08246 cм–1 = –0.11792 К. Полученные ре-
зультаты согласуются с результатами других авто-
ров, представленными в работах [10, 11]. В то же
время, благодаря использованию метода дискрет-
ных переменных, удалось сократить время вы-
числений почти в 17 раз.

DVR-метод был также разработан для постро-
ения функций, основанных на полиномах Якоби

 [12]. Преимущество данного подхода за-
ключается в возможности выбора параметров та-
ким образом, что весовая функция в квадратур-
ной формуле Гаусса сглаживает особенности по-
тенциала. Данный подход также был применен для
определения энергий связи тримера гелия [7]. Ре-
зультаты представлены в табл. 2. При α = β = –0.5
(полиномы Чебышева первого рода) получаем
наиболее точный результат: –0.08372 cм–1.

Были вычислены энергии связи для систем,
состоящих из изотопов лития и двух атомов гелия
[12]. В табл. 3 приведены полученные значения в
сравнении с результатами других авторов. Заме-
тим, что лучше всего энергии согласуются со зна-
чениями, представленными в работе [1]. Для по-
тенциалов TTY + KTTY [13] и LM2M2 + KTTY
[14] наши энергии связи значительно больше.
Поскольку наши результаты имеют вариацион-
ный характер, мы полагаем, что они ближе к точ-
ным значениям.

( ))β(α,
nP z

Таблица 1. Энергии связи He3, относительные погрешности и время интегрирования при различном количестве
функций в разложении

n 10 20 30 40

Разложение по полиномам Лежандра
E, см–1 –3.13 · 10–3 –7.05 · 10–2 –7.99 · 10–2 –8.18 · 10–2

δE 9.62 · 10–1 1.42 · 10–1 2.80 · 10–2 5.34 · 10–3

t, c 12.3 84.4 277.9 662.9
Метод представления дискретных переменных

E, см–1 –1.29 · 10–2 –9.72 · 10–2 –8.35 · 10–2 –8.26 · 10–2

δE 5.69 · 10–1 1.81 · 10–1 1.59 · 10–2 4.21 · 10–3

t, c 2.4 9.5 21.6 40.0
Коэффициент ускорения

5.1 8.9 12.9 16.6



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 11  2022

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СЛАБОСВЯЗАННЫХ ТРЕХАТОМНЫХ СИСТЕМ 1671

Было проведено исследование системы Na–
He2. Были получены энергии связи данной систе-
мы, проведено сравнение эффективности DVR-
метода и стандартного метода разложения реше-
ния по полиномам Лежандра. Результаты приве-
дены в табл. 4. Как и в случае с тримером гелия,
разработанный нами алгоритм позволяет значи-
тельно сократить время вычислений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Применение метода представления дискрет-

ных переменных позволяет сократить время ра-
боты программы при расчете энергий связи для
слабосвязанных систем трех частиц без потери
точности в численных результатах.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных

исследований (проект № 19-32-90148). Расчеты
выполнены в Вычислительном центре СПбГУ.
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The method of discrete variables for systems with nonzero total angular momentum has been developed,
which allows one to significantly reduce the time for solving the quantum three-body problem. The binding
energies of several weakly coupled triatomic systems, including He3, He2–Li, and He2–Na, have been cal-
culated using this method, and a comparison with the results of other authors has been made.


