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ВОПРОСЫ УСТОЙЧИВОСТИ В ДВУМЕРНЫХ
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ РАВНОВЕСИЯ ПЛАЗМЫ

В МАГНИТНЫХ ЛОВУШКАХ-ГАЛАТЕЯХ
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Ловушки-галатеи для удержания плазмы в магнитном поле, которое создаётся проводника-
ми с током, погружёнными в плазменный объём, составляют перспективный класс объек-
тов разработок в области управляемого термоядерного синтеза. После описания основных
свойств и количественных характеристик ловушек центральной проблемой является ис-
следование устойчивости равновесных магнитоплазменных конфигураций. Существенную
роль играют здесь математическое моделирование и расчёты, выполненные в терминах
дифференциальных уравнений магнитной газодинамики. Они изложены на примере рас-
прямлённой в цилиндр тороидальной ловушки “галатея-пояс”. В статье представлена её
плазмостатическая модель и несколько подходов к исследованию устойчивости конфигу-
раций: сходимость итерационных методов установления равновесия в двумерных моделях,
краткий обзор исследования магнитогазодинамической устойчивости одномерных конфи-
гураций, окружающих прямой проводник с током, и строгое исследование устойчивости
конфигураций относительно двумерных возмущений в линейном приближении. В числен-
ных расчётах получены критерии устойчивости в разных приближениях и их соотношения
между собой. Указаны пути обобщения результатов на трёхмерные возмущения.
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Введение. Тематика, представленная названием нашей статьи, постоянно присутствует
в работах по приложениям вычислительной математики к проблемам физики плазмы, на-
чиная с середины прошлого столетия. Интерес к ней обусловлен многообещающими научно-
техническими приложениями и, в первую очередь, перспективой получить в большом количе-
стве дешёвую энергию управляемого термоядерного синтеза. Осуществить желаемую реакцию
синтеза лёгких элементов таблицы Менделеева предполагается в ловушках, в которых плотная
и нагретая до высоких температур плазма должна удерживаться магнитным полем в течение
требуемого времени. Особое внимание уделяется преодолению возникающих при этом много-
численных плазменных неустойчивостей. Поэтому основным объектом исследований в данной
области науки являются конфигурации плазмы, поля и создающего его электрического тока,
находящиеся в равновесии в разнообразных ловушках.

Наиболее распространены ловушки тороидальной формы, позволяющие максимально избе-
жать контактов горячей плазмы с элементами конструкции. В данной работе рассматривается
специальный класс тороидальных ловушек, в которых проводники с током, индуцирующим
магнитное поле, погружены в плазменный объём, но не соприкасаются с плазмой. Внимание
к ним привлечено А.И. Морозовым [1], который назвал их галатеями и инициировал серию
конкретных разработок таких ловушек [2–4]. Существенную роль в этих разработках играют
математические модели основных физических процессов и большие объёмы относящихся к
ним численных исследований. Они облегчают теоретическую часть работы, а также позво-
ляют более экономно вести громоздкие и дорогостоящие эксперименты и анализировать их
результаты. С численным моделированием равновесных магнитоплазменных конфигураций в
упомянутых выше ловушках-галатеях можно ознакомиться, например, по статьям [5–8], об-
зору [9] и монографиям [10, с. 65; 11, с. 152]. Математический аппарат моделей достаточно
плотной плазмы основывается на приближении механики сплошных сред, т.е. используются
дифференциальные уравнения магнитной газодинамики (МГД), а более конкретно – численное
решение краевых МГД-задач.

Основные проблемы в исследовании конфигураций в ловушках и соответствующих чис-
ленных моделей сводятся, во-первых, к описанию их возможных равновесных состояний и,
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во-вторых, к их устойчивости относительно хотя бы малых, но достаточно произвольных воз-
мущений.

Равновесия исследуются с помощью краевых задач для уравнений плазмостатики, в общем
случае трёхмерных и достаточно сложных. Однако широко распространены ловушки, которые
обладают симметрией (плоской, осевой, винтовой) или допускают её в каком-либо приближе-
нии. Симметрия позволяет понизить размерность задач о равновесии до двумерных, а в особо
простых случаях – даже до одномерных. В двумерных задачах систему уравнений плазмоста-
тики удаётся свести к одному скалярному уравнению Грэда–Шафранова для функции магнит-
ного потока [12, 13]. Одномерные задачи имеют дело с обыкновенными дифференциальными
уравнениями, которые несложно решаются аналитически. В исследованиях основных принци-
пиальных вопросов на качественном уровне допускается ещё одно упрощение: тороидальные
ловушки “распрямляются” в цилиндр, т.е. в тор бесконечного радиуса. Необходимые для этого
количественные поправки на тороидальность оцениваются, например, в работе [7].

Задачи об устойчивости равновесных магнитоплазменных конфигураций в ловушках об-
суждаются и рассматриваются во многих научных работах; в общем виде они поставлены
в [14–16; 17, с. 82] и решены в ряде конкретных случаев. Из работ последнего времени отме-
тим серию статей С.Ю. Медведева с соавторами (см. статью [18] и приведённую в ней библио-
графию).

В настоящей работе устойчивость рассматривается на примере двумерных равновесных
конфигураций в распрямлённом аналоге тороидальной “галатеи-пояса” – цилиндре с двумя
погружёнными в него прямыми проводниками. Приведена постановка задачи о МГД-устойчи-
вости относительно произвольных трёхмерных возмущений в линейном приближении. Эта за-
дача сведена к двумерным задачам для отдельных гармоник по координате z, указаны воз-
можные подходы к её решению, получен критерий устойчивости. Кроме того, рассмотрены
некоторые упрощения исходной задачи. Во-первых, сходимость итерационных методов уста-
новления в численном решении двумерных плазмостатических задач о равновесии трактуется
как разновидность устойчивости, но только относительно возмущений магнитного поля той
же размерности. Такая устойчивость названа “диффузионной” [19]. Она необходима, но недо-
статочна для МГД-устойчивости, однако может представлять интерес, поскольку оценивается
количественными критериями и указывает на обстоятельства, сопутствующие или препят-
ствующие общепринятой устойчивости. Во-вторых, общим элементом всех ловушек-галатей
являются погружённые в плазму проводники с током. Поэтому целесообразно рассмотреть
одномерную задачу о плазменной конфигурации, окружающей один прямой проводник и не
соприкасающейся с ним. В серии работ последнего времени [20–23] рассмотрены такие зада-
чи с заданным распределением давления по радиусу с различными его вариантами вблизи
внешней границы окрестности. Эти конфигурации оказались диффузионно устойчивыми при
допустимых значениях давления плазмы, но МГД-устойчивость потребовала более сильных
ограничений на давление, зависящих от его распределения у внешней границы.

В целях единообразного представления поставленных вопросов и их решения в п. 1 кратко
изложена двумерная математическая модель “галатеи-пояса”, даны определение диффузион-
ной устойчивости и её интерпретация в терминах спектральных свойств оператора линеаризо-
ванной задачи. В п. 2 кратко перечислены результаты об устойчивости одномерных конфигура-
ций, окружающих один прямой проводник с током. В п. 3 изложена логика МГД-устойчивости
двумерных конфигураций в галатеях и результаты численного исследования устойчивости от-
носительно двумерных возмущений, в том числе динамических. Указаны пути исследования
МГД-устойчивости относительно произвольных трёхмерных возмущений.
1. Математическая модель равновесия в “галатее-поясе”. Диффузионная устой-

чивость. Распрямлённый аналог тороидальной ловушки “галатея-пояс” [3] представляет со-
бой бесконечный цилиндр с двумя погружёнными в него прямыми проводниками конечного
диаметра. Математическая модель равновесных конфигураций в случаях круглого и квадрат-
ного сечений цилиндра плоскостью, перпендикулярной его оси, изложена в работах [6] и [7]
соответственно. Конфигурации расположены в приосевой части цилиндра и практически не
зависят от формы внешней границы. Поэтому кратко воспроизведём рассматриваемую мо-
дель для упрощения в случае квадратной области сечения цилиндра (см. рис. 1, на котором
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показаны сечения цилиндра и проводников плоскостью z = const; ось цилиндра совпадает с
осью z).

МГД-равновесие описывается уравнениями плазмостатики [10, с. 65; 11, с. 152; 14; 15]

∇p = j×H, j = rotH, divH = 0, j = jpl + jex, (1)

связывающими давление p, напряжённость магнитного поля H = (Hx,Hy, 0) и плотность
электрического тока j = (0, 0, j). Ток складывается из тока jpl в плазме и заданного тока jex в
проводнике. Ток в проводниках вводится в задачу как непрерывная функция, сосредоточенная
в основном в области проводников. Такое задание тока позволяет ставить задачу в односвязной
области сечения цилиндра, не выделяя из неё “островки” с проводниками [5; 6; 10, с. 69; 11,
с. 157]. В наших работах эта функция имеет вид

jex = j0

2∑

k=1

exp{−((x− xk)
2 + y2)/r2c}, j0 = 2/r2c , (2)

где x1 = 1, x2 = −1 – абсциссы центров, rc – условный радиус проводников, а множитель
j0 обеспечивает равенство интеграла от функции (2), взятого по окрестности проводника,
величине заданного тока в нём.

(а) (б)

Рис. 1. Равновесные конфигурации магнитного поля (а) и давления плазмы (б) в сечении цилиндра при rc =
= 0.2, q = 0.2, p0 = 0.2.

Уравнения (1) и функция (2) представлены в безразмерной форме, т.е. все переменные в
них отнесены к единицам измерения, отмеченным индексом u, которые составлены из задан-
ных размерных величин: x0 – расстояния от оси цилиндра до центров проводников и Jc –
электрического тока в каждом из них:

xu = yu = x0, Hu =
2Jc
cxu

, ju =
c

4π

Hu

xu
, pu =

H2
u

4π
. (3)

Рассматриваемая магнитоплазменная конфигурация обладает плоской симметрией (∂/∂z≡
≡ 0), т.е. двумерна, что сильно упрощает математический аппарат модели. Магнитное поле
H выражается через z-компоненту вектор-потенциала ψ = ψz по формулам

H = rotΨ, Hx =
∂ψ

∂y
, Hy = −∂ψ

∂x
.
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Линии уровня ψ(x, y) = const – магнитные силовые линии в сечении цилиндра плоскостью
z = const, а физический смысл функции ψ – функция магнитного потока. Система уравнений
(1) сводится к одному скалярному уравнению – плоской разновидности уравнения Грэда–
Шафранова [12, 13]:

Δψ +
dp

dψ
+ jex = 0. (4)

Внешняя граница ловушки предполагается непрозрачной для магнитного поля, что отра-
жено в граничном условии ψ = ψ|Γ = const. Давление p функционально зависит от ψ, и
зависимость p(ψ) должна быть задана при постановке конкретной задачи исходя из дополни-
тельных требований к исследуемой конфигурации.

В задачах о галатеях естественно требовать, чтобы проводники внутри плазменного объёма
не контактировали с плазмой. Это достигается, например, заданием p(ψ) в виде

p(ψ) = p0 exp{−(ψ − ψ0)
2/q2}. (5)

Здесь давление максимально на силовой линии ψ(x, y) = ψ0 – сепаратрисе магнитного поля
в “поясе”, проходящей через центр (см. рис. 1), и быстро убывает при удалении от неё, если
параметр q достаточно мал. Таким образом, краевая задача для уравнения (4) содержит
параметр ψ0, определяемый дополнительным условием

ψ0 = ψ(0, 0). (6)

На внешней границе без ограничения общности можно положить ψ|Γ = 0. Задача решается
итерационным методом установления. Уравнение (4) заменяется параболическим уравнением

∂ψ

∂t
= Δψ + g(x, y, ψ), (7)

где g(x, y, ψ) – младшие члены в (4).
В его разностном аналоге переход от n-го слоя (итерации) к (n+1)-му в главных членах с

производными от ψ осуществляется методом продольно-поперечной прогонки [11, с. 246; 24;
25], а нелинейное слагаемое g(x, y, ψ) в (7) и параметр ψ0 в (6) берутся с предыдущего слоя.

Результаты расчётов “пояса”, полученные в работах [6, 7], проиллюстрированы на рис. 1.
Плазменная конфигурация сосредоточена в центре области и имеет форму криволинейного
четырёхугольника с выпуклыми внутрь границами и примыкающими к ним узкими полосками
вдоль магнитной сепаратрисы. Общий во всех вариантах расчётов результат состоит в том,
что итерационный процесс решения задачи сходится лишь при ограничении

p0 < pdiff0 (8)

на максимальное значение давления, отнесённое к магнитной единице. Это позволяет считать
неравенство (8) условием так называемой диффузионной устойчивости [19] – устойчивости
только при возмущениях магнитного поля той же размерности, т.е. двумерных. Она не зависит
от численного метода решения задачи, поскольку связана с внутренней природой математи-
ческой модели – положительной определённостью дифференциального оператора

L[u] ≡ −Δu− dg

dψ
u (9)

линеаризованной задачи. Сходимость итераций имеет место, если погрешность решения задачи
с уравнением (7) u = ψ − ψeq, где ψeq – искомое решение стационарной задачи, стремится к
нулю при t → ∞. Оно строится из экспонент

u(t, x, y) = e−λtu(x, y), (10)

удовлетворяющих уравнению
L[u] = λu. (11)

Поэтому u → 0 в формуле (10) при любых “начальных” данных, если все собственные значения
задачи (11) положительны.
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Диффузионная устойчивость, очевидно, необходима, но недостаточна для МГД-устойчи-
вости конфигураций, однако может быть полезна при анализе последней, так как содержит
грубый, но доступный критерий. Спектр оператора L[u] следует сравнить со спектром опе-
ратора L0[u] ≡ −Δu, положительно определённого практически при любых однородных гра-
ничных условиях. Известно, что если коэффициент при u во втором слагаемом правой части
(9) положителен, то собственные значения оператора L[u] смещены вправо по сравнению со
спектром оператора L0[u] [26, с. 86]. Отсюда вытекает достаточное условие диффузионной
устойчивости

dg

dψ
≡ d2p

dψ2
� μ1, (12)

где μ1 – старшее (минимальное) собственное значение оператора L0[u] [21], которое легко
находится аналитически и зависит только от геометрии задачи и граничных условий.

В квадратной области −2 < (x, y) < 2 на рис. 1 μ1 = π2/8 ≈ 1.2321. Поскольку

d2p

dψ2
= −2p0

q2

(
1− 2

(
ψ − ψ0

q

)2)
exp

(
−(ψ − ψ0)

2

q2

)
� 0.4724

p0
q2

, (13)

то из (12) и (13) следует, что p0 � 2.117μ1q
2 = 2.61q2.

Расчёты показали, что в этом примере со значением q = 0.2 итерационный процесс реше-
ния задачи сходится при гораздо более слабом ограничении p0 � 4.5 [7], что подтверждает
лишь достаточность критерия (12) для диффузионной устойчивости. В него коэффициент
при u во втором слагаемом оператора (9) входит только посредством максимального значе-
ния d2p/dψ2, и поэтому без внимания остаётся существенный участок значений ψ, близких
к ψ0, где d2p/dψ2 < 0.

В серии расчётов конфигураций с параметрами rc = 0.2, q = 0.2 получены равновесные
конфигурации, расположенные на конечном расстоянии от проводников. Пример распределе-
ния магнитного поля и давления при p0 = 0.2 приведён на рис. 1. Электрический ток j равен
нулю в центре и на сепаратрисе магнитного поля, где давление максимально, и положителен в
области между сепаратрисой и внешней границей. Здесь он практически совпадает с jpl = j−
− jex, так как заданный ток jex сосредоточен вблизи центров проводников. В области между
сепаратрисой и проводниками jpl = j− jex < 0. Таким образом, сила Ампера (j×H)z = −jH
направлена в сторону сепаратрисы и способствует изоляции проводников и внешней границы
от плазмы. При значениях p0 < 0.8 границы четырёхугольника выпуклы внутрь, что бла-
гоприятствует устойчивости [27]. С возрастанием p0 конфигурация увеличивается в объёме,
становится выпуклой в сторону внешней границы и стремится приблизиться к проводникам.
Время установления решения задачи с уравнением (7) возрастает, и по мере приближения
p0 → pdiff0 установление прекращается.

Таким образом, двумерная математическая модель равновесия плазмы в ловушке “галатея-
пояс” основана на численном решении краевой задачи для уравнения Грэда–Шафранова. Рас-
смотрены свойства равновесных конфигураций и получено достаточное условие их диффу-
зионной устойчивости в терминах спектра дифференциального оператора линеаризованной
задачи.
2. Одномерная модель конфигураций, окружающих проводник с током. Ещё

один относительно простой, но достаточно общий подход к исследованию устойчивости рав-
новесия плазмы в галатеях можно рассмотреть в типичном для всех ловушек этого класса
элементе – окрестности одного отдельно взятого проводника. Здесь можно ограничиться од-
номерными задачами в кольцевой окрестности прямого токонесущего проводника и получить
определённую количественную информацию об окружающих его, но не соприкасающихся с
ним конфигурациях. Эти задачи можно считать обобщением задач о равновесных конфигу-
рациях в круглом цилиндре, в частности, хорошо известного Z-пинча (см., например, [15;
16; 10, с. 94; 11, с. 168]. Постановка задач и некоторые результаты их решений содержатся в
работах [20–23].
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Подытожим их результаты и выводы из них кратким обзором, имея в виду, что постановка
задач более подробно изложена в работе [21]. Математические модели равновесных конфи-
гураций рассмотрены в кольцевой области 1 < r < R, содержащейся в сечении плазменного
цилиндра плоскостью z = const и охватывающей прямой круглый проводник радиуса 1. Моде-
ли одномерны: единственной независимой пространственной переменной является радиальная
координата r. Вектор плотности электрического тока j в проводнике и окружающей его плаз-
ме направлен вдоль оси z, а напряжённость магнитного поля H – только по азимуту ϕ. Три
скалярные функции p(r), j(r) и H(r) подчиняются двум уравнениям, к которым сводятся
уравнения плазмостатики (1):

dp

dr
= −jH, j =

1

r

d(Hr)

dr
. (14)

Они записаны в безразмерной форме. В качестве единицы измерения радиуса выбран ра-
диус проводника: ru = rc, остальные единицы те же, что и выше (см. (3)). Уравнений (14)
недостаточно для определения трёх функций, поэтому в математической модели каждой кон-
кретной конфигурации следует задать одну произвольную функцию в соответствии с допол-
нительными требованиями или имеющейся информацией. Естественно задать давление p(r)
так, чтобы проводник не соприкасался с горячей плазмой, например, в виде квадратичной
функции

p = p0

(
1−
(
r1 − r

r1 − 1

)2)
, 1 < r < r1, (15)

возрастающей от нуля на поверхности проводника до своего максимального значения p0 на
заданном от него расстоянии r1 − 1 > 0. При r > r1 давление остаётся постоянным или
убывает в сторону внешней границы различными способами, как показано в работах [20–23].
Примеры рассматривавшихся распределений давления представлены на рис. 2.

Если задано распределение p(r), то магнитное поле H(r) и ток j(r) находятся интегри-
рованием уравнений (14). При этом возникает общее для всех конфигураций ограничение на
максимальное значение заданного давления

p0 � pcr0 = 3/(r21 + 2r1 + 3). (16)

Устойчивость этих одномерных конфигураций исследована двумя способами. Первый из
них – в терминах рассмотренной выше диффузионной устойчивости, соответствующей схо-
димости итерационного метода решения краевых задач для уравнения Грэда–Шафранова.
Для математической модели одномерных конфигураций в этом уравнении нет необходимости,
поскольку она получается аналитически после задания p(r) формулой типа (15), однако их
устойчивость может, как уже отмечалось, представлять интерес. Одномерный вариант краевой
задачи для уравнения (4) в нашем случае имеет вид

1

r

d

dr

(
r
dψ

dr

)
+ g(ψ) = 0;

dψ

dr
(1) = −1, ψ(R) = 0,

где

g(ψ) =
dp

dψ
=

dp/dr

dψ/dr
= j,

dψ

dr
= −H.

Численное решение её методом установления получено во всех рассчитанных вариантах
ловушки, достаточный критерий типа (12) также выполнен. Однако участвующий в этом кри-
терии коэффициент

dg

dψ
=

1

H2

(
d2p

dr2
+

1

r

dp

dr
+

1

H2

(
dp

dr

)2)

может сильно возрастать при p0 → pcr0 и r1 → 1. Это соответствовало бы неограниченному
приближению давления к критическому или конфигурации – к проводнику, что противоречит
физическому смыслу ловушек-галатей. С учётом этого замечания можно сделать вывод, что
исследованные варианты окружающих проводник конфигураций диффузионно устойчивы.
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Рис. 2. Распределения давления в кольцевых конфигурациях плазмы вокруг проводника с
током [20–23].

Второй способ – строгое исследование МГД-устойчивости равновесных магнитоплазмен-
ных конфигураций относительно произвольных трёхмерных малых возмущений в линейном
приближении. Его общая логика в приложении к одномерным конфигурациям в цилиндре и,
в первую очередь, к Z-пинчу, известная из ранних работ [15; 16; 17, с. 71], изложена в мо-
нографиях [10, с. 90; 11, с. 165]. Результаты расчётов, относящиеся к рассматриваемым здесь
конфигурациям, окружающим прямой проводник, также представлены в работах последнего
времени [20–23].

Воспроизведём вкратце схему исследований [21] и полученные результаты. Состояние по-
коя (1), (14) возмущается малыми величинами p1, H1 и υ1, зависящими от времени и всех
трёх пространственных координат. Уравнения магнитной газодинамики линеаризуются отно-
сительно этих величин. Из возникшей при этом системы семи линейных уравнений первого
порядка удаётся исключить p1 и H1 и привести её к следующему трёхмерному уравнению
второго порядка для вектора скорости υ1:

ρ
∂2υ1

∂t
= ∇(γp divυ1 +∇p · υ1) + rot rot (υ1 ×H)×H+ j× rot (υ1 ×H) ≡ −K[υ1]. (17)

Решения линейного однородного уравнения с не зависящими от времени t коэффициента-
ми формируются из экспонент

υ1(t, r, ϕ, z) = eiωtυ(r, ϕ, z), (18)
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а параметр ω в показателе степени определяется спектральной задачей на собственные зна-
чения

ρω2υ = K[υ]. (19)

Дифференциальный оператор K[υ] с однородными краевыми условиями, например, υn =
= 0 на границе области, является самосопряжённым, следовательно, его собственные значения
ω2 действительны. Отсюда следует, что решения (18) не возрастают со временем, если ω2 > 0,
и экспоненциально возрастают, если ω2 < 0, т.е. условием МГД-устойчивости конфигураций
является положительная определённость оператора K. В одномерных задачах его коэффици-
енты, составленные из функций p(r), H(r) и j(r) в состоянии покоя, не зависят также от ϕ
и z, поэтому возмущения (18) зависят от этих переменных также экспоненциально:

υ1(t, r, ϕ, z) = eiωt+imϕ−ikzυ(r), (20)

где m – целое, k – действительное, так как решения (20) должны быть периодическими по ϕ
и ограниченными при z → ±∞.

Спектральная задача (19) распадается на бесконечную серию одномерных задач для от-
дельных гармоник возмущений с параметрами m и k:

ρω2
m,kυm,k = Km,k[υm,k]. (21)

Из векторных уравнений (21) удаётся исключить компоненты υϕ и υz и свести поиск
решений к задачам для одного скалярного уравнения относительно функции u = υrr:

− d

dr

(
Fm,k

du

dr

)
+Gm,ku = 0; u|Γ = 0, (22)

в котором коэффициенты Fm,k и Gm,k нелинейно зависят от собственного значения ω2
m,k

(уравнение Соловьёва) [16]. Численно решая задачу (22), например, методом “стрельбы”, мож-
но найти старшие (минимальные) собственные значения ω2

m,k, отвечающие за устойчивость
конфигураций относительно соответствующих гармоник возмущений.

Дальнейшие упрощения связаны с тем, что для качественного исследования устойчиво-
сти нет необходимости в вычислении собственных значений операторов Km,k – достаточно
установить их положительность. Для этого достаточно лишь найти “границу устойчивости” в
области параметров равновесной конфигурации – условие на параметры, при котором стар-
шее собственное значение обращается в нуль, т.е. условие, при котором краевая задача для
уравнений (21), (22) при ω2 = 0 имеет нетривиальное решение.

В частном случае m = 0 (т.е. когда возмущения не зависят от ϕ) уравнение (22) при ω2 =
= 0 вырождается, и устойчивость определяется с помощью энергетического принципа [16; 28;
17, с. 75]: квадратичная форма K[υ]υ положительна при всех значениях k, если выполнено
условие

−r

p

dp

dr
<

2γH2

p+H2
, (23)

где γ = 5/3 – показатель адиабаты.
Этому условию удовлетворяют все конфигурации на рис. 2 при 1 < r � r1, т.е. на воз-

растающей ветви p(r), и заведомо не удовлетворяют конфигурации на рис. 2, а, где левая
часть неравенства (23) неограниченно возрастает при r → R, а правая остаётся ограничен-
ной. В связи с этим рассмотрена конфигурация на рис. 2, б, где внешняя граница r = R1 не
допускает обращения p(r) в нуль. В расчётах получена таблица значений R1, допускающих
неравенство (23), в зависимости от параметров r1 и p0 [21]. Из неё следует, что попытки ото-
двинуть границу r = R от r = r1 заметно усиливают ограничение на максимум давления p0.

В остальных случаях m � 1 уравнение (22) при ω2 = 0 имеет вид

− d

dr

(
H2

ηr

du

dr

)
+

[
m2H2

r3
− 4α2H2

ηr
+

d

dr

(
(2− η)H2

ηr2

)]
u = 0, (24)
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где α = k/m, η = 1 + α2r2. В численном решении краевой задачи для этого уравнения
показано, что конфигурации на рис. 2, б устойчивы при R < R1 для гармоник с низкими
значениями волнового числа |k| � 2. При возрастании |k| устойчивость требует более силь-
ных ограничений на p0 при каждом значении R = R1 по сравнению с упомянутой выше
таблицей [21].

Приведённые результаты показывают, что причины обнаруженной неустойчивости сосре-
доточены в основном у внешней границы кольцевой окрестности проводника, где плотность
плазмы уменьшается с ростом радиуса. Они же подтверждены анализом конфигурации на
рис. 2, в, где граница проведена непосредственно через область максимального давления. Здесь
все варианты устойчивы в пределах естественного ограничения давления (16) [22]. Отдельное
внимание уделено периферии конфигурации на рис. 2, г. Здесь давление ограничено снизу
p � p1 > 0, и переход от p(r2) = p0 к p(R) = p1 осуществляется более плавно и разделён
значением r = r3, где d2p/dr2 = 0 и абсолютная величина dp/dr максимальна. Условие
устойчивости (23) при m = 0 выполнено везде, если оно выполнено при r = r3. При m � 1
в численном решении краевой задачи для уравнения (24) установлено, что неустойчивость
провоцируется скоростью убывания p(r) при r > r2, т.е. сокращением области r2 < r <
< R и уменьшением граничного значения p1 [23]. Это соответствует известной тенденции
неустойчивости Z-пинча [15].

Изложенные результаты представляют интерес в первую очередь тем, что показывают вли-
яние распределения давления p(r) вблизи проводника на устойчивость. Здесь рассмотренная
одномерная модель наиболее оправдана. Результаты, относящиеся к периферии, следует счи-
тать ориентировочными, поскольку территории любых ловушек с двумя и более проводника-
ми, примыкающие к внешней границе, по существу неодномерны и нуждаются в исследованиях
в, как минимум, двумерных моделях.

Таким образом, в рассмотренных математических моделях равновесных магнитоплазмен-
ных конфигураций в окрестности прямого проводника с током исследована зависимость их
диффузионной и МГД-устойчивости от распределения давления плазмы вдоль радиуса ло-
вушки.
3. Двумерные задачи о МГД-устойчивости. Исследование устойчивости равновесных

конфигураций в ловушках, допускающих плоскую симметрию, в частности, в цилиндрическом
аналоге “галатеи-пояса”, ведётся в соответствии с упомянутой выше общей логикой линейной
теории. В основе такого исследования лежит анализ решений начально-краевой задачи для
уравнения

ρ
∂2υ1

∂t
= ∇(γp divυ1 +∇p · υ1) + rot rot (υ1 ×H)×H+ (j − jex)× rot (υ1 ×H) ≡ −K̃[υ1] (25)

с граничным условием υ1n = 0 на внешней границе или, что то же самое, с условием по-
ложительной определённости линейного оператора K̃[υ1]. Уравнение (25) отличается от (17)
заменой тока j на плазменный ток jpl = j − jex, что позволяет рассматривать задачи в од-
носвязных областях, не исключая из них территории проводников. Коэффициенты уравнения
составлены из функций p(x, y), H(x, y) и j(x, y), т.е. не зависят от переменных t и z, по-
этому его решения зависят от них экспоненциально υ1(t, x, y, z) = eiωt−ikzυ(x, y) с действи-
тельными значениями параметра k, чтобы избежать неограниченного роста при z → ±∞.
Задача с уравнением (25) становится спектральной задачей типа (19), которая превращает-
ся в однопараметрическую серию двумерных векторных задач ρω2

kυk = K̃k[υk] для фурье-
гармоник возмущений скорости. Здесь оператор K̃k означает соответствующую гармонику
оператора K̃.

Собственные значения ω2
k действительны, а вектор-функции υk, вообще говоря, комплекс-

ны. Действительные части этих вектор-функций удобно представить в терминах функций
u(x, y) = Reυxk, υ(x, y) = Reυyk, w(x, y) = Im υzk, опустив в дальнейшем индекс k:

ρω2u=L1[u, υ]+kM1[w], ρω2υ=L2[u, υ]+kM2[w], ρω2w=M3[w]+kL3[u, υ]+k2M4[w], (26)
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где

L1[u, υ] = − ∂

∂x
(γp divυ) +HyΔξ − ∂jpl

∂x
ξ, L2[u, υ] = − ∂

∂y
(γp divυ)−HxΔξ − ∂jpl

∂y
ξ,

L3[u, υ] = γp divυ +Hx
∂ξ

∂y
−Hy

∂ξ

∂x
+ jplξ,

M1[w] = − ∂

∂x
(γpw)−Hy

(
∂Hyw

∂x
− ∂Hxw

∂y

)
− jplHyw,

M2[w] = − ∂

∂y
(γpw) +Hx

(
∂Hyw

∂x
− ∂Hxw

∂y

)
+ jplHxw,

M3[w] = −(H · ∇) divHw, M4[w] = (γp+H2
x +H2

y )w, ξ = Hxυ −Hyu.

Заметим, что упростить уравнения (26) дальше, сведя их, например, к системе двух уравне-
ний для функций u и υ, аналогичной уравнению Соловьёва (22), здесь не удаётся, поскольку
третье из них не позволяет выразить функцию w аналитически через функции u, υ и их
производные. Однако из неё очевидно выделяется система уравнений, если положить в ней
k = 0, которая распадается на систему из двух уравнений

ρω2u = L1[u, υ], ρω2υ = L2[u, υ] (27)

для u и υ и одно уравнение
ρω2w = M3[w] (28)

для w.
С ними естественно связать ещё один промежуточный вариант устойчивости – устойчи-

вость относительно двумерных возмущений, не зависящих от координаты z. Этот вариант
устойчивости шире рассмотренной в п. 1 диффузионной устойчивости, которая ограничена
возмущениями только магнитного поля, а здесь учитывается также возможность динамики
выведенной из равновесия плазмы.

Собственные значения задачи (28) всегда положительны, в чём легко убедиться с помощью
интеграла по квадрату |x| < 2, |y| < 2:

ω2

∫∫
ρw2 dx dy =

∫∫
M3[w]w dxdy = −

∫∫
Hw · ∇ div (Hw) dx dy =

=

∫∫
(div (Hw))2 dx dy −

∮

Γ

Hnw div (Hw) ds, (29)

в котором граница Γ непрозрачна для магнитного поля (Hn = 0). Отсюда следует, что осевая
компонента возмущений w(x, y), не зависящих от z, не может оказать влияние на неустой-
чивость двумерных конфигураций. Нетривиальным объектом на рассматриваемом двумерном
этапе исследования остаётся краевая задача (27) с граничным условием υn = 0:

u(±2, y) = 0, υ(x,±2) = 0.

Здесь уместно обратить также внимание на квадратичную форму

ρω2(u2 + υ2) = L1[u, υ]u + L2[u, υ]υ = −υ · ∇(γp divυ) − ξΔξ − ξυ · ∇jpl (30)

и её интеграл по упомянутому выше квадрату
∫∫

(L1u+ L2υ) dx dy =

∫∫
(γp(divυ)2 + (∇ξ)2 + jpl div (ξυ)) dx dy. (31)
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Если эта форма неотрицательна на множестве всех собственных функций (u, υ) задачи (27), то
соответствующая равновесная конфигурация устойчива относительно двумерных возмущений.
Более сильное условие состоит в следующем: её неотрицательность при любых функциях (u, υ)
достаточна для устойчивости. Поскольку

jpl div (ξυ) = div (jplξυ)− ξ(υ · ∇)jpl и
∫∫

div (jplξυ) dx dy =

∮

Γ

jplξυn ds = 0,

это условие принимает вид
∫∫

ξυ · ∇jpl �
∫∫

(γp(divυ)2 + (∇ξ)2) dx dy. (32)

Устойчивость относительно двумерных возмущений скорости (u, υ) можно исследовать,
как и в п. 2, с помощью отыскания “границы устойчивости” в области параметров, т.е. усло-
вия, при котором ω2 = 0 является собственным значением задачи (27), или, иначе говоря,
условия, при котором система линейных однородных уравнений L1[u, υ] = 0, L2[u, υ] = 0
имеет нетривиальное решение. Оно может быть найдено в процессе численного решения этих
уравнений итерационным методом установления:

∂u

∂t
= −L1[u, υ] = 0,

∂υ

∂t
= −L2[u, υ] = 0. (33)

Здесь t – итерационный параметр, играющий роль “времени”, а знак минус в правых частях
обеспечивает корректность задачи Коши с уравнениями (33) параболического типа. “Началь-
ными условиями” (нулевой итерацией) могут быть любые функции u(x, y) и υ(x, y).

Равновесные конфигурации плазмы описываются решениями краевой задачи для уравне-
ния Грэда–Шафранова с фиксированными геометрией и параметрами rc = 0.2, q = 0.2 в
формулах (2), (5). Искомой границей устойчивости является значение максимального давле-
ния p0 в интервале 0 < p0 < pdiff0 , допускающем диффузионную устойчивость относительно
двумерных возмущений магнитного поля.

В результате численного решения задачи (33) при небольших значениях параметра p0 <
< p∗0 ∼ 3 устанавливается нулевая скорость в центральной части квадрата, где давление плаз-
мы заметно отличается от нуля (см. рис. 1). Время установления растёт вместе со значениями
p0 и естественно зависит от выбора начальных условий. Вне конфигурации, где давление
практически нулевое, скорость может долго сохранять начальное значение, что можно отне-
сти к выбранным начальным условиям. При p0 → p∗0 в области конфигурации появляются
ненулевые значения скорости, близкой по направлению к магнитному полю H. При этом об-
ращаются в нуль величины ξ, divυ и квадратичная форма (30), что соответствует собствен-
ному значению ω2 = 0, т.е. границей устойчивости является значение p0 = p∗0 < pdiff0 ∼ 5.
При значениях p0 > p∗0 решения краевой задачи с уравнениями (33) неограниченно возрас-
тают, что соответствует неустойчивости конфигураций относительно двумерных возмущений
равновесия, включающих ненулевые значения скорости. Полученный результат конкретизи-
рует тенденцию, установленную выше при исследовании одномерных моделей конфигураций,
окружающих прямой проводник: устойчивость конфигураций в цилиндрическом аналоге “по-
яса” относительно двумерных возмущений, включая динамические, требует приблизительно
более сильного ограничения на максимальное давление p0 < p∗0 по сравнению с диффузи-
онной устойчивостью p0 < pdiff0 относительно возмущений магнитного поля. Таким образом,
справедливо следующее
Утверждение. Для МГД-устойчивости двумерных конфигураций плазмы в ловушке “га-

латея-пояс” произвольные малые двумерные возмущения, включая динамические, требуют
более сильного ограничения на давление плазмы, измеренного в магнитных единицах, по срав-
нению с диффузионной устойчивостью относительно возмущений магнитного поля. Пара-
метры ограничений находятся с помощью численного решения соответствующих задач.
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Наконец, развитием и завершением изложенных исследований устойчивости в ловушках-
галатеях должно стать их распространение на трёхмерные малые возмущения равновесных
двумерных конфигураций. В основе лежит краевая задача с уравнениями (26) для фурье-
компонент произвольных возмущений с произвольными значениями действительного пара-
метра k. “Граница устойчивости” в области 0 < p0 < pdiff0 соответствует существованию
нетривиального решения уравнений (26) при ω2 = 0, которое следует искать численными
методами. С другой стороны, устойчивость конфигураций равносильна положительной опре-
делённости квадратичной формы

F = F0[u, υ,w] + kF1[u, υ,w] + k2F2[w], (34)

где F0 = L1u+L2υ+M3w, F1 = M1u+M2w+L3w, F2 = M4w, или её интеграла по сечению
цилиндра. При этом F0 можно упростить до рассмотренной выше формы (30), (31), поскольку
её последнее слагаемое положительно (см. (29)). Квадратный полином (34) с положительными
коэффициентами F0 (что требуется для двумерной устойчивости) и F2, очевидно, положи-
телен при любых значениях k ∈ R, если он не имеет действительных нулей, т.е. его дискри-
минант отрицателен. Отсюда следует условие, ограничивающее абсолютную величину формы
F1 или её интеграла,

F 2
1 � 4F0F2. (35)

В трёхмерных задачах оно играет ту же роль, что и неравенство (32) в двумерных.
Таким образом, МГД-устойчивость обсуждаемых конфигураций относительно произволь-

ных малых трёхмерных возмущений имеет место при выполнении условия, которое можно
сформулировать любым из двух эквивалентных между собой способов: 1) отсутствие нетриви-
альных решений краевой задачи с уравнениями (26) при ω2 = 0; 2) выполнение неравенства
(35) для достаточно представительного набора функций (u, υ,w). Его проверка потребует
большого объёма вычислений.
Заключение. В статье представлена математическая модель равновесных магнитоплаз-

менных конфигураций в цилиндре с погружёнными в плазму двумя прямыми проводниками с
током – распрямлённом аналоге тороидальной магнитной ловушки “галатея-пояс”. Эта модель
основана на численном решении двумерных краевых задач для полулинейного дифферен-
циального уравнения Грэда–Шафранова эллиптического типа. Приведены примеры расчёта
геометрии конфигураций и их параметров, а также их зависимости от условий задачи. Прове-
дено достаточно полное исследование устойчивости конфигураций: одномерных – в окрестно-
сти одного отдельного проводника и двумерных – сначала относительно двумерных возмуще-
ний магнитного поля (диффузионная устойчивость), а затем МГД-устойчивости относительно
двумерных возмущений всех переменных, включая скорость. На всех этапах получены ограни-
чения на безразмерную величину давления плазмы, требуемые для устойчивости, и иерархия
этих ограничений. Указаны пути исследования устойчивости двумерных равновесных конфи-
гураций относительно произвольных трёхмерных возмущений.

Работа выполнена при поддержке Московского центра фундаментальной и прикладной ма-
тематики (соглашение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации
№ 075-15-2019-1623).
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Для нестационарных задач приближённое решение на новом слое по времени часто полу-
чают из ряда более простых задач. В стандартных схемах расщепления используют адди-
тивное расщепление оператора задачи на более удобные для вычислительной реализации
операторы и явно-неявные аппроксимации по времени. В работе рассматривается новый
класс схем расщепления, который связывается с аддитивным представлением не операто-
ра задачи, а самого решения. Предложена новая общая процедура расщепления решения
на основе аддитивного представления единичного оператора через операторы ограничения
и продолжения для вспомогательных пространств. Построены и исследуются безусловно
устойчивые схемы расщепления при приближённом решении задачи Коши для эволюцион-
ного уравнения второго порядка, которое рассматривается в конечномерном гильбертовом
пространстве.

DOI: 10.31857/S0374064121070025

Введение. Численное решение нестационарных краевых задач для уравнений с частными
производными базируется на использовании, чаще всего, неявных аппроксимаций по времени,
которые обеспечивают для соответствующих разностных схем их безусловную устойчивость
по начальным данным и правой части [1, гл. 6; 2, гл. II]. Явные схемы более просты для
нахождения приближённого решения на новом слое, но имеют жёсткие ограничения на шаги
по времени. Целью многих исследований является построение схем, которые бы наследовали, в
той или иной мере, достоинства явных и неявных аппроксимаций: сохраняли бы устойчивость,
но были бы более удобными для вычислительной реализации.

Упрощение задачи на новом слое без потери устойчивости достигается, в частности, ис-
пользованием неоднородных аппроксимаций по времени. Широкое распространение получили
явно-неявные схемы (IMEX-методы) (см., например, [3, гл. IV]). В этом случае оператор задачи
расщепляется на два операторных слагаемых с выделением приемлемого для вычислительной
реализации слагаемого, которое берётся с верхнего слоя, а другое слагаемое – с нижнего слоя
по времени. В недавней работе [4] нами проведено исследование явно-неявных двух- и трёх-
слойных операторно-разностных схем для эволюционного уравнения первого порядка как для
стандартного расщепления основного оператора задачи, так и для расщепления оператора при
производной решения по времени.

В схемах расщепления [5, гл. II; 6, гл. 3] используется аддитивное представление оператора
задачи. Переход на новый слой по времени осуществляется при помощи решения эволюцион-
ных задач для отдельных операторных слагаемых. Во многих нестационарных задачах вы-
числительно приемлемые подзадачи имеет смысл строить на основе декомпозиции решения,
когда более простые задачи формулируются для отдельных составляющих решения. Такие схе-
мы расщепления решения построены в работе [7] для приближённого решения задачи Коши в
конечномерном гильбертовом пространстве для эволюционного уравнения первого порядка.

В настоящей работе схемы расщепления решения строятся для эволюционных уравнений
второго порядка. Декомпозиция решения проводится как на прямой сумме подпространств,
так и на новом варианте, который связывается с аддитивным представлением единичного
оператора на основе операторов ограничения и продолжения. Схемы расщепления основыва-
ются на использовании явно-неявных аппроксимаций по времени при выделении диагональной
части или треугольного расщепления соответствующей операторной матрицы. Устойчивость
предложенных трёхслойных схем расщепления решения исследуется с привлечением общих
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результатов теории устойчивости (корректности) операторно-разностных схем [2, гл. IV; 8,
гл. 4].
1. Постановка задачи. Рассматривается задача Коши для эволюционного уравнения вто-

рого порядка в конечномерном гильбертовом пространстве V. Для того чтобы не усложнять
текст несущественными техническими деталями, ограничимся однородным уравнением

d2u

dt2
+Au = 0, 0 < t � T. (1)

Дополним уравнение (1) начальными условиями

u(0) = u0,
du

dt
(0) = ũ0. (2)

Будем считать, для упрощения, что линейный оператор A : V → V является постоянным (не
зависит от t), самосопряжённым и положительным:

d

dt
A = A

d

dt
, A = A∗ > 0. (3)

К задаче (1)–(3) мы приходим, например, при численном решении начально-краевых задач
для гиперболических уравнений второго порядка после дискретизации по пространственным
переменным.

Скалярное произведение векторов u, v ∈ V обозначим через (u, v), а норму вектора u –
через ‖u‖ = (u, u)1/2. Для самосопряжённого и положительного оператора D определяет-
ся гильбертово пространство VD со скалярным произведением (u, v)D = (Du, v) и нормой
‖u‖D = (u, v)

1/2
D .

При приближённом решении задачи Коши (1), (2) чаще всего ориентируются на неявные
аппроксимации по времени, которые дают безусловно устойчивые схемы. Будем использовать
равномерную сетку по времени с шагом τ, и пусть

yn = y(tn), tn = nτ, n = 0, N, Nτ = T.

Наше рассмотрение естественно начать с трёхслойной схемы с весом σ = const:

yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
+A(σyn+1 + (1− 2σ)yn + σyn−1) = 0, n = 1, N − 1, (4)

при заданных начальных условиях

y0 = u0, y1 = u1. (5)

Второе начальное условие на решениях уравнениях (1) определим со вторым порядком, на-
пример, из уравнения (

I +
τ2

2
A

)
u1 = u0 + τ ũ0,

где I – единичный оператор в V. Разностная схема (4), (5) аппроксимирует задачу (1), (2) со
вторым порядком по τ при достаточной гладкости решения u(t).

При формулировке условий устойчивости трёхслойных схем мы можем ориентироваться
на общие результаты устойчивости операторно-разностных схем [2, гл. IV; 8, гл. 4]. Наша
цель состоит в получении аналогов априорных оценок, которые имеют место для дифферен-
циальной задачи. Простейшую оценку для решения задачи (1)–(3) можно получить, скалярно
домножая уравнение (1) на du/dt, что даёт

d

dt

(∥∥∥∥
du

dt

∥∥∥∥
2

+ ‖u‖2A
)

= 0.
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В результате приходим к равенству
∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥
2

+ ‖u(t)‖2A = ‖ũ0‖2 + ‖u0‖2A, (6)

которое обеспечивает устойчивость решения по начальным данным и консервативность.
Исследование устойчивости операторно-разностных схем базируется на следующем вспо-

могательном утверждении.
Лемма. Пусть в трёхслойной схеме

C
yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
+Ayn = 0, n = 1, N − 1, (7)

C и A – постоянные самосопряжённые операторы. Тогда для решения имеет место равен-
ство

En+1 = En, n = 1, N − 1, (8)

в котором

En+1 =

(
A
yn+1 + yn

2
,
yn+1 + yn

2

)
+

(
G
yn+1 − yn

τ
,
yn+1 − yn

τ

)
,

где G = C − τ2A/4.
Доказательство. Принимая во внимание равенство

yn =
yn+1 + 2yn + yn−1

4
− τ2

4

yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
,

запишем схему (7) в виде

G
yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
+A

yn+1 + 2yn + yn−1

4
= 0. (9)

Введём новые переменные sn = (yn + yn−1)/2, rn = (yn − yn−1)/τ, в которых равенство (9)
принимает вид

G
rn+1 − rn

τ
+A

sn+1 + sn

2
= 0.

Домножая его скалярно на 2(sn+1 − sn) = τ(rn+1 + rn), получаем

(Grn+1, rn+1) + (Asn+1, sn+1) = (Grn, rn) + (Asn, sn).

Возвращаясь к старым переменным, приходим к равенству (8). Лемма доказана.
Следствие 1. При выполнении неравенств

A > 0, C − τ2

4
A > 0 (10)

En+1 определяет норму решения, а (8) является оценкой устойчивости
∥∥∥∥
yn+1 − yn

τ

∥∥∥∥
2

G

+

∥∥∥∥
yn+1 + yn

2

∥∥∥∥
2

A

=

∥∥∥∥
u1 − u0

τ

∥∥∥∥
2

G

+

∥∥∥∥
u1 + u0

2

∥∥∥∥
2

A

, n = 1, N − 1, (11)

для разностной схемы (5), (7).
Следствие 2. При менее жёстких, чем (10), ограничениях

A > 0, C − τ2

4
A � 0
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оценка устойчивости имеет место в более слабой норме: вместо равенства (11) выполня-
ется неравенство

∥∥∥∥
yn+1 + yn

2

∥∥∥∥
2

A

�
∥∥∥∥
u1 − u0

τ

∥∥∥∥
2

G

+

∥∥∥∥
u1 + u0

2

∥∥∥∥
2

A

, n = 1, N − 1,

для 0.5(yn+1 + yn).
Теперь мы можем сформулировать условия устойчивости схемы (4), (5). Уравнение (4)

записывается в виде (7) при C = I + στ2A. Тем самым

G = I +

(
σ − 1

4

)
τ2A

и условия устойчивости (10) будут выполнены при стандартных [2, гл. IV; 8, гл. 4] ограниче-
ниях на вес: σ � 0.25.

Основной недостаток неявных схем связан с вычислительной сложностью задачи для опре-
деления решения на новом слое по времени. При использовании схемы (4), (5) приближённое
решение yn+1 находится как решение задачи

(I + στ2A)yn+1 = ϕn

при известной правой части

ϕn = (I + στ2A)(2yn − yn−1)− τ2Ayn.

Актуальной является задача построения таких аппроксимаций по времени, которые приводили
бы к более простым алгоритмам для нахождения приближённого решения на новом слое по
времени.

В методах расщепления [5, гл. II; 6, гл. 3] упрощение задачи достигается за счёт того или
иного представления оператора (операторов) задачи в виде суммы более простых операторов.
Если оператор задачи A имеет аддитивное представление

A =

p∑

α=1

Aα,

то для приближённого решения задачи (1), (2) применяются явно-неявные аппроксимации. Пе-
реход на новый слой по времени обеспечивается решением ряда более простых задач, которые
формируются отдельными операторами Aα, α = 1, p:

(I + στ2Aα)y
n+1
α = ϕn

α, σα = const, α = 1, p.

Мы рассматриваем новый класс численных методов приближённого решения нестационар-
ных задач. Эти методы основываются не на расщеплении операторов, а на расщеплении самого
решения [7]. Выделим общие конструкции аддитивного представления приближённого реше-
ния и построим соответствующие явно-неявные схемы для задачи Коши (1), (2).
2. Расщепление решения. Будем работать с семейством некоторых конечномерных гиль-

бертовых пространств Vα, α = 1, p, которые имеют, например, существенно меньшую размер-
ность, чем пространство V. Из решений в пространствах Vα строится аддитивное представ-
ление решения в исходном пространстве V.

Для каждого их этих пространств определены линейные операторы – оператор Rα огра-
ничения с пространства V на пространство Vα и оператор R∗

α продолжения с Vα на V :

Rα : V → Vα, R∗
α : Vα → V, α = 1, p.
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Мы предполагаем, что для V имеет место разложение

V =

p∑

α=1

R∗
αVα,

так что для каждого u ∈ V справедливо равенство

u =

p∑

α=1

R∗
αuα, uα ∈ Vα, α = 1, p. (12)

Тем самым имеет место аддитивное представление для u ∈ V :

u =

p∑

α=1

wα, wα = R∗
αuα, wα ∈ V, α = 1, p.

Чтобы получить систему уравнений для отдельных слагаемых uα, α = 1, p, подставим
представление (12) в уравнение (1) и поочерёдно домножим его на Rα, α = 1, p. Это даёт

p∑

β=1

RαR
∗
β

d2uβ
dt2

+

p∑

β=1

RαAR
∗
βuβ = 0, α = 1, p. (13)

Полученная система уравнений дополняется начальными условиями

uα(0) = u0α,
duα
dt

(0) = ũ0α, α = 1, p, (14)

которые вытекают из условий (2). В (14) векторы u0α, α = 1, p, и ũ0α, α = 1, p, – решения,
возможно не единственные, систем уравнений

p∑

β=1

RαR
∗
βu

0
β = Rαu

0,

p∑

β=1

RαR
∗
βũ

0
β = Rαũ

0, α = 1, p.

Наша цель состоит в том, чтобы построить такие аппроксимации по времени для задачи
Коши (13), (14), которые обеспечивали бы переход на новый слой по времени с помощью реше-
ния отдельных задач для uα, α = 1, p. В этом случае, принимая во внимание представление
(12), речь идёт о схемах расщепления решения для задачи (1), (2).

Запишем систему (13) в виде одного уравнения второго порядка для векторных величин.
Определим вектор u = {u1, . . . , up} и от задачи (13), (14) перейдём к задаче Коши

B
d2u

dt2
+Au = 0, (15)

u(t) = u0,
du

dt
(0) = ũ0, (16)

где B и A – следующие операторные матрицы: B = (RαR
∗
β), A = (RαAR

∗
β), α, β = 1, p.

Задачу (15), (16) естественно рассматривать на прямой сумме V = V1
⊕

. . .
⊕

Vp про-
странств V1, . . . , Vp; при этом для u,v ∈ V скалярное произведение и норма определяются
выражениями

(u,v) =

p∑

α=1

(uα, vα)α и ‖u‖ = (u,u)1/2,

здесь и далее ( · , · )α – скалярное произведение в пространстве Vα, α = 1, p.
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В силу того, что (RαR
∗
β)

∗ = RβR
∗
α, α, β = 1, p, оператор B самосопряжён. Кроме того,

непосредственно убеждаемся в том, что справедливо равенство

(Bu,u) =

(( p∑

α=1

R∗
αuα

)2
, 1

)
, (17)

из которого вытекает неотрицательность оператора B. В силу равенств (17) и (12) имеем

(Bu,u) = ‖u‖2. (18)

Аналогичные свойства при выполнении условий (3) имеют место для оператора A:

(Au,u) =

(( p∑

α=1

R∗
αuα

)2
, 1

)

A

= ‖u‖2A. (19)

Таким образом, приходим к векторной задаче (15), (16), в которой B = B∗ � 0, A = A∗ � 0.
Домножая уравнение (15) скалярно в V на du/dt, получаем

d

dt

((
B

du

dt
,
du

dt

)
+ (Au,u)

)
= 0.

Тем самым имеет место равенство
(
B

du

dt
,
du

dt

)
+ (Au,u) = (Bũ0, ũ0) + (Au0,u0),

которое с учётом равенств (18), (19) равносильно оценке (6) для решения задачи (1), (2).
После декомпозиции (12) решения задачи (1), (2) приходим к векторной задаче (13), (14)

для отдельных слагаемых решения uα, α = 1, p. Они связаны друг с другом компонентами не
только операторной матрицы A, но и матрицы B. Чтобы получить распадающиеся задачи,
нужно строить те или иные расщепления обеих операторных матриц A и B. Особенно про-
блематично это сделать для матрицы B – приходится ориентироваться на четырёхслойные
разностные аппроксимации по времени. Явно-неявные аппроксимации при расщеплении опера-
тора при производной по времени для эволюционных уравнений первого порядка рассмотрены
в статье [4] и использовались в [7] при построении схем расщепления решения. В настоящей
работе рассматриваются варианты расщепления решения в случае, когда операторная мат-
рица B является диагональной и необходимо расщеплять только операторную матрицу A.
Выделим два типа такого расщепления, которые связаны с дополнительными ограничениями
на пространства Vα, α = 1, p.

Будем искать решение u на прямой сумме подпространств, когда для V используется
декомпозиция

V =

p⊕

α=1

R∗
αVα.

В этом случае для операторов ограничения имеет место соотношение

RαR
∗
β =

{
> 0, α = β,

0, α 
= β,
α, β = 1, p. (20)

Поэтому для отдельных слагаемых решения в представлении (12) получаем RαR
∗
αuα = Rαu,

α = 1, p. Для векторной задачи (15), (16) в случае (20) операторная матрица B является
диагональной и положительной, а матрица A та же, что и выше:

B = diag (R1R
∗
1, . . . , RpR

∗
p), A = (RαAR

∗
β), α, β = 1, p. (21)
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Отметим второй подход к аддитивному представлению решения (12), который также при-
водит к диагональной операторной матрице B. Эта новая конструкция предложена в ра-
ботах [9, 10] для построения схем декомпозиции области для нестационарных задач. Будем
считать, что для операторов ограничения справедливо равенство

p∑

α=1

R∗
αRα = I. (22)

Тем самым в (12) имеем uα = Rαu, α = 1, p. Тогда при расщеплении решения (12), (22) в
векторной задаче (15), (16) для операторных матриц B и A получаем

B = I, A = (RαAR
∗
β), α, β = 1, p, (23)

где I – единичная операторная матрица в V .

3. Аппроксимация по времени. Мы ориентируемся на схемы расщепления решения, в
которых отдельные компоненты vα, α = 1, p, вектора v определяются из независимых задач.
Благодаря выбору подпространств (20) или (22) эти компоненты (см. (21) и (23)) связываются
только операторной матрицей A.

Схемы расщепления решения мы можем строить на выделении диагональной части опе-
раторной матрицы A, тогда приходим к аналогам блочных методов Якоби. Второй вари-
ант базируется на треугольном разложении операторной матрицы A – приходим к аналогам
блочных методов Зейделя. Подобные классы аддитивных схем используются, например, при
численном решении краевых задач для систем параболических уравнений [6, гл. 10].

Выделим диагональную часть A0 операторной матрицы A:

A0 = diag (R1AR
∗
1, . . . , RpAR

∗
p).

Для приближённого решения задачи (15), (16) будем использовать трёхслойную схему

B
yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
+A0(σy

n+1+(1−2σ)yn+σyn−1)+ (A−A0)y
n = 0, n = 1, N − 1, (24)

y0 = u0, y1 = u1, (25)

с весовым параметром σ = const > 0. Второе начальное условие (25) рассчитывается, напри-
мер, с использованием двухслойной схемы

(
I +

τ2

2
A0

)
u1 = u0 + τ ũ0 +

τ2

2
(A0 −A)u0.

Для нахождения приближённого решения на новом слое в рассматриваемых нами случаях
(21) или (23) имеем систему распадающихся уравнений

(B + στ2A0)w
n+1 = ϕn,

которая однозначно разрешима. Условия устойчивости даются следующим утверждением с
учётом того, что A � 0.
Теорема 1. Для трёхслойной явно-неявной схемы (24), (25) при выполнении условий (21)

или (23) имеет место равенство (8), в котором

En+1 =

(
A
yn+1 + yn

2
,
yn+1 + yn

2

)
+

(
G

yn+1 − yn

τ
,
yn+1 − yn

τ

)
, (26)

где G = B + στ2A0 − τ2A/4.
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При σ � 0.25p справедливо неравенство G > 0, которое обеспечивает безусловную
устойчивость схемы с выполнением априорной оценки

∥∥∥∥
yn+1 − yn

τ

∥∥∥∥
2

G

�
∥∥∥∥
u1 − u0

τ

∥∥∥∥
2

G

+

∥∥∥∥
u1 + u0

2

∥∥∥∥
2

A

, n = 1, N − 1. (27)

Доказательство. Запишем схему (24) в виде

C
yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
+Ayn = 0, n = 1, N − 1, (28)

где C = B+στ2A0. На основании доказанной леммы справедливо равенство (8) при задании
En+1 равенством (26).

Очевидно, что G = C − τ2A/4. Поэтому с учётом (19) и неравенства
( p∑

α=1

aα

)2
� p

p∑

α=1

a2α

получаем

(A0v,v) =

p∑

α=1

((R∗
αvα)

2, 1)A � 1

p
(Av,v).

Тем самым G > 0 при σ � 0.25p. Это даёт нам возможность из равенства (8), (26) вывести
оценку устойчивости по начальным данным (27). Теорема доказана.

Можно ориентироваться на оценки устойчивости непосредственно для исходной задачи
(1), (2). Например, в случае (21) вследствие (18), (19) при σ � 0.25p имеем
(
A
yn+1 + yn

2
,
yn+1 + yn

2

)
+

(
G

yn+1 − yn

τ
,
yn+1 − yn

τ

)
�
∥∥∥∥
yn+1 − yn

τ

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥
yn+1 + yn

2

∥∥∥∥
2

A

с учётом того, что

yn+1 =

p∑

α=1

R∗
αy

n+1
α , yn+1 = {yn+1

1 , . . . , yn+1
p }.

Равенство (8), (26) приводит нас к аналогу оценки (6):
∥∥∥∥
yn+1 − yn

τ

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥
yn+1 + yn

2

∥∥∥∥
2

A

�
∥∥∥∥
u1 − u0

τ

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥
u1 + u0

2

∥∥∥∥
2

A

+

(
(G−B)

u1 − u0

τ
,
u1 − u0

τ

)
, (29)

где n = 1, N − 1.
Любое расщепление операторов задачи приводит к дополнительным погрешностям при

приближённом решении нестационарных задач. Повышения точности схем расщепления для
задачи (15), (16) можно достичь использованием треугольного расщепления операторной мат-
рицы A. Определим треугольные матрицы

A1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

2
R1AR

∗
1 0 · · · 0

R2AR
∗
1

1

2
R2AR

∗
2 · · · 0

· · · · · · · · · 0

RpAR
∗
1 RpAR

∗
2 · · · 1

2
RpAR

∗
p

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, A2 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

2
R1AR

∗
1 R1AR

∗
2 · · · R1AR

∗
p

0
1

2
R2AR

∗
2 · · · R2AR

∗
p

0 · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

2
RpRR∗

p

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тогда очевидны равенства
A = A1 +A2, A∗

1 = A2. (30)

Расщепления (30) связываются со схемами попеременно-треугольного метода Самарского [11].
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При двухкомпонентном расщеплении (30) наибольший интерес представляют аналоги клас-
сических схем переменных направлений. Такие аддитивные схемы для эволюционных уравне-
ний второго порядка рассмотрены в [6, гл. 4]. Для приближённого решения задачи (15), (16),
(30) будем использовать схему

(B + στ2A1)B
−1(B + στ2A2)

yn+1 − 2yn + yn−1

τ2
+Ayn = 0, n = 1, N − 1. (31)

Вычислительная реализация (31) обеспечивается последовательным определением компонент
решения на новом слое по времени. В плане адаптации в архитектуре параллельных вычис-
лительных систем схема (24) более предпочтительна, так как компоненты решения находятся
независимо друг от друга.
Теорема 2. Для трёхслойной явно-неявной схемы (25), (31) при выполнении условий (21)

или (23) имеет место равенство (8), (26), в котором

G = C − τ2

4
A, C = B + στ2A+ σ2τ4A1B

−1A2.

При σ � 0.25 справедливы соотношения G = G∗ > 0, что обеспечивает безусловную устой-
чивость схемы с выполнением априорной оценки (27).
Доказательство. Исследование устойчивости проводится по схеме доказательства теоре-

мы 1. Схема (31) записывается в виде (28) при C = C∗ � B + στ2A. Устойчивость в силу
доказанной в работе леммы имеет место при стандартных ограничениях на вес σ � 0.25.
Теорема доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке Правительства Российской Федерации (со-
глашение № 14.Y26.31.0013).
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

УДК 519.642.2

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ В ОСОБОМ СЛУЧАЕ

c© 2021 г. Н. С. Габбасов

Исследовано линейное интегро-дифференциальное уравнение с особым дифференциаль-
ным оператором в главной части. Для его приближённого решения в пространстве
обобщённых функций предложен и обоснован специальный обобщённый вариант метода
коллокации.

DOI: 10.31857/S0374064121070037

Объектом исследования в работе является линейное интегро-дифференциальное уравнение
(ИДУ) вида

Ax ≡ x(p)(t)

q∏

j=1

(t− tj)
mj +

1∫

−1

K(t, s)x(s) ds = y(t), (1)

в котором t ∈ I ≡ [−1, 1], числа tj ∈ (−1, 1), mj ∈ N (j = 1, q) и p ∈ Z+ фиксированы;
K и y – известные непрерывные функции, обладающие определёнными свойствами “гладко-
сти” точечного характера, а x – искомая функция. Очевидно, что задача о нахождении реше-
ния уравнения (1) в классе обычных гладких функций является некорректно поставленной.
Следовательно, возникает важный вопрос о построении основных пространств, обеспечиваю-
щих корректность этой задачи. При изучении этого вопроса естественно учитывать то, что
при p = 0 ИДУ (1) представляет собой интегральное уравнение третьего рода (УТР) (т.е.
в этом смысле эти уравнения являются “родственными”). Последнее уравнение встречается
в ряде задач теорий переноса нейтронов, упругости, рассеяния частиц (см., например, [1 и
библиографию в ней; 2, с. 121–129]), теории уравнений с частными производными смешанно-
го типа [3], а также теории сингулярных интегральных уравнений с вырождающимся симво-
лом [4]. При этом, как правило, естественными классами решений УТР являются специальные
пространства обобщённых функций типа D или V. Под D (соответственно, V ) понимается
пространство обобщённых функций, построенных при помощи функционала “дельта-функция
Дирака” (соответственно, “конечная часть интеграла по Адамару”). Подробный обзор получен-
ных результатов и обширную библиографию по УТР можно найти в монографии [5, с. 3–11,
168–173] и в диссертации [6, с. 3–6, 106–114].

ИДУ (1) при q = 1, t1 = 0 исследовано в работе [7, с. 25–43], в которой с использовани-
ем известных результатов по УТР построена теория Нётера для такого уравнения в классах
гладких и обобщённых функций типа D. При этом вопросы фредгольмовости и обратимо-
сти оператора A, поиска точного решения ИДУ (1) в пространстве обобщённых функций
остались не решёнными. Следует отметить, что исследуемые ИДУ точно решаются лишь в
очень редких частных случаях. Поэтому особенно актуальна разработка эффективных мето-
дов их приближённого решения в пространствах обобщённых функций с соответствующим
теоретическим обоснованием. Построение таких методов до настоящего времени в литературе
не рассматривалось.

В данной работе построена полная теория разрешимости общего ИДУ (1) в некотором
пространстве типа D обобщённых функций (фредгольмовость уравнения, условия разреши-
мости, алгоритм отыскания точного решения, достаточные условия непрерывной обратимости
оператора A). Более того, разработан полиномиальный прямой проекционный метод, спе-
циально приспособленный к приближённому решению ИДУ (1) в классе обобщённых функ-
ций, и дано его обоснование в смысле [8, гл. 1]. Именно, доказана теорема существования и
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единственности решения соответствующего приближённого уравнения, установлены оценки
погрешности этого решения и доказана сходимость последовательности приближённых реше-
ний к точному решению в пространстве обобщённых функций. Исследованы также вопросы
устойчивости и обусловленности аппроксимирующих уравнений.
1. Пространства основных и обобщённых функций. Пусть C ≡ C(I) – банахово

пространство всех непрерывных на I функций с обычной max-нормой и m ∈ N. Следуя [9],
скажем, что функция f ∈ C принадлежит классу C{m; t0} ≡ C

{m}
t0 (I), если в точке t0 ∈

∈ (−1, 1) существует тейлоровская производная f{m}(t0) порядка m (естественно считаем,
что C{0; t0} ≡ C).

Далее, пусть t1, t2, . . . , tq – произвольно фиксированные попарно различные точки ин-
тервала (−1, 1). Каждой точке tj поставим в соответствие некоторое натуральное число mj

(j = 1, q). Введём векторное пространство

C{m; τ} ≡ C
{m}
τ (I) ≡

q⋂

j=1

C{mj; tj},

где m ≡ (m1,m2, . . . ,mq) и τ ≡ (t1, t2, . . . , tq) – конечные наборы соответствующих величин.
Построим теперь основное в наших исследованиях пространство

Y ≡ {y ∈ C{m; τ} : y{i}(tj) = 0 (i = 0, p − 1, j = 1, q)},

где p ∈ Z+ таково, что p < μ, μ ≡ min{m1,m2, . . . ,mq}. Снабдим его нормой

‖y‖Y ≡ ‖Ty‖C +

q∑

j=1

mj−1∑

i=p

|y{i}(tj)|, (2)

где T : Y → C – “характеристический” оператор класса Y, определяемый следующим образом:

(Ty)(t) ≡
[
y(t)−

q∑

j=1

mj−1∑

i=p

y{i}(tj)Hji(t)

]
(u(t))−1 ≡ H(t) ∈ C,

u(t) ≡
q∏

j=1

(t− tj)
mj , H(tj) ≡ lim

t→tj
H(t) (j = 1, q),

Hji – фундаментальные полиномы Эрмита степени m− 1 по системе {tj}, m ≡
∑q

j=1mj.

Лемма 1. i) Включение y ∈ Y равносильно равенству

y(t) = (u ·H)(t) +

q∑

j=1

mj−1∑

i=p

αjiHji(t), (3)

причём Ty = H ∈ C с точностью до устранимого разрыва в точках tj (j = 1, q), а y{i}(tj) =
= αji ∈ R (i = p,mj − 1, j = 1, q).

ii) Пространство Y по норме (2) полно и вложено в пространство C.
Справедливость леммы 1 легко следует из леммы 1.4.5 [5, с. 23] для класса C{m; τ} и

определения пространства Y основных функций.
Критерий компактности множеств в пространстве Y устанавливает
Лемма 2. Множество M ⊂ Y относительно компактно в Y тогда и только тог-

да, когда: i) M ограничено; ii) семейство T(M) непрерывных на I функций равностепенно
непрерывно.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 7 2021



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 891

Доказательство проводится так же, как и доказательство теоремы 1.2.2 из [5, с. 15].
Отличие заключается лишь в том, что роль пространства C{m; 0} и его “характеристического”
оператора, фигурирующих в теореме 1.2.2, играют соответственно Y и T.

Обозначим через C(p) ≡ C(p)(I) векторное пространство p раз непрерывно дифференци-
руемых на I функций и наделим его специальной нормой

‖z‖(p) ≡ ‖Dz‖C +

p−1∑

i=0

|z(i)(−1)| (z ∈ C(p)), (4)

где Dz ≡ z(p)(t) ∈ C. В силу формулы Тейлора (см., например, [10, с. 20]) очевидно, что
включение z ∈ C(p) равносильно равенству

z(t) = (Jg)(t) +

p−1∑

i=0

αi(t+ 1)i, (5)

здесь Dz = g ∈ C, z(i)(−1) = αii! (i = 0, p − 1);

Jg ≡ (Jp−1g)(t) ≡ ((p− 1)!)−1

t∫

−1

(t− s)p−1g(s) ds;

при этом J : C → C(p), (Jg)(i) = Jp−i−1g (i = 0, p − 1), DJg = g.
Из соотношений (5) и (4) легко следует
Лемма 3. Пространство C(p) с нормой (4) полно и нормально вложено в пространство C.
Следствие 1. Обычная норма ‖·‖C(p) в C(p) и норма (4) эквивалентны, т.е. существует

постоянная d � 1 такая, что ‖z‖(p) � ‖z‖C(p) � d‖z‖(p) для любой функции z ∈ C(p), где
‖z‖C(p) ≡

∑p
i=0 ‖z(i)‖C .

Пусть C
(p)
−1 ≡ C

(p)
−1 (I) ≡ {z ∈ C(p)|z(i)(−1) = 0 (i = 0, p − 1)} – банахово пространство

гладких функций с нормой ‖z‖(p) ≡ ‖Dz‖C .
Теперь над пространством Y основных функций построим семейство X ≡ D

(p)
−1{m; τ}

обобщённых функций x(t) вида

x(t) ≡ z(t) +

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

γjiδ
{i}(t− tj), (6)

где t ∈ I, z ∈ C
(p)
−1 , γji ∈ R – произвольные постоянные, а δ и δ{i} – соответственно дельта-

функция Дирака и её “тейлоровские” производные, действующие на пространстве Y основных
функций по следующему правилу:

(δ{i}, y) ≡
1∫

−1

δ{i}(t− tj)y(t) dt ≡ (−1)iy{i}(tj) (y ∈ Y, i = 0,mj − p− 1, j = 1, q). (7)

Очевидно, что векторное пространство X по норме

‖x‖X ≡ ‖z‖(p) +
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

|γji| (8)

является банаховым.
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2. Фредгольмовость ИДУ (1). Пусть задано ИДУ (1):

(Ax)(t) ≡ (V x)(t) + (Kx)(t) = y(t) (t ∈ I), (9)

V ≡ UD, Uf ≡ (u · f)(t), Kx ≡
1∫

−1

K(t, s)x(s) ds,

где y ∈ Y, ядро K удовлетворяет следующим условиям:

K( · , s) ∈ C, K(t, · ) ∈ Y, ϕji(s) ≡ K
{i}
t (tj, s) ∈ C (i = p,mj − 1, j = 1, q),

ψji(t) ≡ K{i}
s (t, tj) ∈ Y (i = 0,mj − p− 1, j = 1, q); (10)

а x ∈ X – искомая обобщённая функция.
Теорема 1. При выполнении условий (10) оператор A : X → Y фредгольмов.
Доказательство. Предварительно изучим уравнение

V x ≡ x(p)(t)

q∏

j=1

(t− tj)
mj = y(t), (11)

в котором p < μ, μ ≡ min{m1,m2, . . . ,mq}; y ∈ Y. Покажем, что оператор V : X → Y
ограничен. В силу равенств (6) и (11) имеем

(Dx)(t) = (Dz)(t) +

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

γjiδ
{i+p}(t− tj) = (Dz)(t) +

q∑

j=1

mj−1∑

k=p

γj,k−pδ
{k}(t− tj). (12)

Тогда, учитывая свойство

(u(t) · δ{k}(t− tj), ϕ(t)) ≡ (δ{k}, (uϕ)(t)) ≡ (−1)k(uϕ){k}(tj) = 0

(k = 0,mj − 1, j = 1, q; ϕ ∈ C{m; τ}), (13)

получаем V x ≡ UDx = UDz, откуда на основании соотношений (2), (3) и (8) следует, что

‖V x‖Y = ‖UDz‖Y ≡ ‖TUDz‖C = ‖Dz‖C ≡ ‖z‖(p) � ‖x‖X ,

т.е. ‖V ‖ ≡ ‖V ‖X→Y � 1.

Теперь найдём в пространстве X ≡ D
(p)
−1{m; τ} решение уравнения (11) и индекс опера-

тора V. Из равенств (12) и (13) вытекает, что в пространстве X общее решение однородного
уравнения V x = 0 имеет вид

x̃(t) =

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

γjiδ
{i}(t− tj) (γji ∈ R).

Следовательно, α(V ) ≡ dimker V = m− pq. С другой стороны, неоднородное уравнение (11)
разрешимо в пространстве X тогда и только тогда, когда выполнены дополнительные условия
(δ{i}(t − tj), y) = 0 (i = p,mj − 1, j = 1, q). При их выполнении общее решение уравнения
(11) представляется формулой

x(t) = (JTy)(t) +

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

γjiδ
{i}(t− tj) (γji ∈ R).
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Это означает, что β(V ) ≡ dim coker V = m−pq. Таким образом, indV ≡ α(V )−β(V ) = 0, т.е.
оператор V : X → Y фредгольмов.

Далее обсудим свойства интегрального оператора K. В силу соотношений (9), (6) и (7)
имеем

(Kx)(t) = (Kz)(t) +

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

(−1)iγjiψji(t). (14)

Отсюда с учётом условий (10) видим, что Kx ∈ Y (x ∈ X). Используя определение (2),
следствие 1 и определение (8), последовательно находим, что

‖Kx‖Y � ‖Kz‖Y +

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

|γji|‖ψji‖Y � 2dd0‖x‖X ,

где d0 ≡ ‖TtK‖C + (m − pq) max
s∈I;i,j

|ϕji(s)|. Следовательно, оператор K действует из X в Y

ограниченно, причём ‖K‖ ≡ ‖K‖X→Y � 2dd0.
Пусть L ≡ {x} ⊂ X – произвольное ограниченное множество. Рассуждая аналогично слу-

чаю интегральных уравнений третьего рода (см. [5, с. 52, 53]), с использованием леммы 2
несложно показать, что множество M ≡ K(L) относительно компактно в Y. Другими слова-
ми, оператор K : X → Y вполне непрерывен. Тогда утверждение теоремы 1 непосредственно
следует из того, что возмущение нётерова оператора вполне непрерывным оператором сохра-
няет нётеровость и не изменяет его индекса.
3. Непрерывная обратимость интегро-дифференциального оператора. Рассмот-

рим ИДУ (1), в котором ядро K подчинено условиям (10), y ∈ Y, а x ∈ X – искомая
обобщённая функция вида (6). С учётом соотношений (6), (12)–(14) преобразуем уравнение
(1) к виду

(Az)(t) = y(t)−
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cjiψji(t), (15)

где cji ≡ (−1)iγji (i = 0,mj − p− 1, j = 1, q). Наша задача заключается в нахождении
функции z ∈ C

(p)
−1 и произвольных постоянных cji.

Лемма 4. Если ядро K (по s) принадлежит классу C, а ядро K (по t) и функция y

принадлежат пространству Y, то ИДУ (1) (A : C
(p)
−1 → Y ) эквивалентно в C

(p)
−1 ИДУ

Bx ≡ (Dx)(t) +

1∫

−1

(TtK)(t, s)x(s) ds = (Ty)(t)

и соотношениям

1∫

−1

ϕlk(s)x(s) ds = y{k}(tl) (k = p,ml − 1, l = 1, q).

Доказательство. В силу равенства (3) очевидно, что для любой функции g ∈ Y имеет
место эквивалентность

g = 0 ⇔ Tg = 0, g{k}(tl) = 0 (k = p,ml − 1, l = 1, q). (16)

Тогда, взяв в (16) g ≡ Ax − y ∈ Y (x ∈ C
(p)
−1 , y ∈ Y ), убеждаемся в справедливости утвер-

ждения леммы. Лемма доказана.
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Из этой леммы следует, что уравнение (15) равносильно ИДУ

(Bz)(t) = (Ty)(t)−
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cji(Tψji)(t) (17)

в пространстве C
(p)
−1 и соотношениям

y{k}(tl)−
1∫

−1

ϕlk(s)z(s) ds −
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cjiψ
{k}
ji (tl) = 0 (k = p,ml − 1, l = 1, q). (18)

Очевидно, что подстановка z(p) ≡ w(t) ∈ C равносильным образом приводит ИДУ (17) к
следующему уравнению Фредгольма второго рода в пространстве C:

w(t) +

1∫

−1

G(t, ρ)w(ρ) dρ = (Ty)(t)−
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cji(Tψji)(t), (19)

где

G(t, ρ) ≡ 1

(p − 1)!

1∫

ρ

(TtK)(t, s)(s− ρ)p−1 ds,

причём G ∈ C(I2).
Пусть λ = −1 не является собственным значением уравнения (19) (или ядра G) и R –

разрешающий оператор этого уравнения. Тогда функция

w∗(t) ≡ (RTy)(t)−
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cji(RTψji)(t)

является единственным непрерывным решением уравнения (19). Следовательно,

z∗(t) ≡ (Jw∗)(t) = (JRTy)(t)−
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cji(JRTψji)(t)

– единственное гладкое решение ИДУ (17), которое будет решением и исходного уравнения
(15), если в силу (18) постоянные {cji} удовлетворяют квадратной системе линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ)

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

cji(Qψji)
{k}(tl) = (Qy){k}(tl) (k = p,ml − 1, l = 1, q), (20)

где оператор Q ≡ E −KJRT отображает Y в Y, а E – единичный оператор в Y.
Таким образом, доказана
Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
a) ядро K удовлетворяет условиям (10), и y ∈ Y ;
b) число λ = −1 не является собственным значением ядра G(t, ρ);
c) определитель СЛАУ (20) отличен от нуля.
Тогда для любой правой части y ∈ Y ИДУ(1) допускает единственное обобщённое реше-

ние x∗ ∈ X. Это решение представляется формулой

x∗(t) = (JRTy)(t)−
q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

c∗ji(JRTψji)(t) +

q∑

j=1

mj−p−1∑

i=0

(−1)ic∗jiδ
{i}(t− tj), (21)

где {c∗ji} – единственное решение СЛАУ (20).
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Следствие 2. В условиях теоремы 2 интегро-дифференциальный оператор A : X → Y,
определённый равенством (1), непрерывно обратим.

Теперь построим пример, который, во-первых, хорошо иллюстрирует содержание теоремы 2
и, во-вторых, играет полезную роль при оптимизации прямых проекционных методов решения
ИДУ вида (1).
Пример 1. Ради упрощения выкладок в ИДУ (1) будем считать q = 1, t1 = 0, т.е.

рассмотрим уравнение вида

Ax ≡ tmx(p)(t) +

1∫

−1

K(t, s)x(s) ds = y(t) (t ∈ I), (22)

в котором p < m, y ∈ Y ≡ {y ∈ C{m; 0}| : y{i}(0) = 0 (i = 0, p − 1)},

K(t, s) = K∗(t, s) ≡
m−1∑

j=p

(j!(j − p)!)−1tjsj−p,

а x(t) ≡ z(t) +
∑m−p−1

i=0 γiδ
{i}(t) – искомая обобщённая функция. В обозначениях теоремы 2

последовательно заключаем, что справедливы импликации:

TtK = 0 ⇒ G(t, ρ) ≡ 0 ⇒ R = E : C → C ⇒ Qy = y −KJTy (y ∈ Y );

ψi(t) ≡ K{i}
s (t, 0) = ((i+ p)!)−1ti+p (i = 0,m−p−1) ⇒ Tψi = 0 ⇒ Qψi = ψi (i = 0,m−p−1).

Следовательно, СЛАУ (20) принимает вид

m−p−1∑

i=0

ciδk,i+p = (y −KJTy){k}(0) (k = p,m− 1),

где δk,i+p – символ Кронекера, откуда получаем, что c∗i = (y−KJTy){i+p}(0) (i=0,m− p− 1).
Тогда в силу (21) имеем

x∗(t) = (JTy)(t) +

m−p−1∑

i=0

(−1)i(y −KJTy){i+p}(0)δ{i}(t). (23)

Непосредственная подстановка элемента x∗ в уравнение (22) показывает, что ИДУ (22) при
K = K∗ имеет единственное обобщённое решение (23) для любой правой части y ∈ Y.

4. Обобщённый метод коллокации (ОМК) приближённого решения ИДУ (1).
Пусть задано ИДУ (1). Ради сокращения громоздких выкладок и упрощения формулировок,
не ограничивая при этом общности идей, методов и результатов, всюду в дальнейшем будем
считать q = 1, t1 = 0, т.е. рассмотрим ИДУ вида

(Ax)(t) ≡ (V x)(t) + (Kx)(t) = y(t) (t ∈ I), (24)

V ≡ UD, Df ≡ f (p)(t), Ug ≡ tmg(t), Kx ≡
1∫

−1

K(t, s)x(s) ds,

где p ∈ N
⋃

{0}, m ∈ N, p < m; y ∈ Y ≡ C{m, p; 0} ≡ {y ∈ C{m; 0} : y{i}(0) = 0 (i =
= 0, p − 1)}, ядро K обладает следующими свойствами:

K( · , s) ∈ C, K(t, · ) ∈ Y, ψi(t) ≡ K{i}
s (t, 0) ∈ Y (i = 0,m− p− 1), (25)
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а x ∈ X – искомый элемент. В данном случае, согласно определению (6), X ≡ D
(p)
−1{m; 0} –

пространство обобщённых функций x(t) вида

x(t) ≡ z(t) +

m−p−1∑

i=0

γiδ
{i}(t) (z ∈ C

(p)
−1 , γi ∈ R).

Приближённое решение уравнения (24) будем искать в виде

xn ≡ xn(t; {cj}) ≡ gn(t) +

m−p−1∑

i=0

ci+nδ
{i}(t), (26)

gn(t) ≡ (Jzn)(t), zn(t) ≡
n−1∑

i=0

cit
i (n = 2, 3, . . .). (27)

Неизвестные коэффициенты cj = c
(n)
j (j = 0, n+m− p− 1) найдём, согласно ОМК, из квад-

ратной СЛАУ (n+m− p)-го порядка:

(Tρn)(νk) = 0 (k = 1, n), ρ{i}n (0) = 0 (i = p,m− 1), (28)

где ρn(t) ≡ ρAn (t) ≡ (Axn−y)(t)– невязка приближённого решения, а {νk} ⊂ I – система узлов
Чебышёва первого (или второго) рода.

Для вычислительной схемы (24)–(28) справедлива
Теорема 3. Пусть однородное ИДУ Ax = 0 имеет в X лишь нулевое решение (например,

в условиях теоремы 2), а функции h ≡ TtK (по t), fi ≡ Tψi (i = 0,m− p− 1) и Ty принад-
лежат классу Дини–Липшица. Тогда при всех n ∈ N (n � n0) СЛАУ (28) обладает един-
ственным решением {c∗j} и последовательность приближённых решений x∗n ≡ xn(t; {c∗j})
сходится к точному решению x∗ = A−1y по норме пространства X со скоростью

Δx∗n ≡ ‖x∗n − x∗‖ = O

{[
Et

n−1(h) +

m−p−1∑

i=0

En−1(fi) + En−1(Ty)

]
lnn

}
, (29)

где El(f)– наилучшее равномерное приближение функции f ∈ C алгебраическими полинома-
ми степени не выше l, а через Et

l (·) обозначен функционал El(·), применённый по перемен-
ной t.
Доказательство. Очевидно, что ИДУ (24) представляется в виде линейного операторного

уравнения
Ax ≡ V x+Kx = y (x ∈ X ≡ D

(p)
−1{m; 0}, y ∈ Y ≡ C{m, p; 0}), (30)

в котором оператор A : X → Y непрерывно обратим.
Систему (26)–(28) требуется записать также в операторной форме. С этой целью построим

соответствующие конечномерные подпространства. Именно, через Xn ⊂ X обозначим (n+m−
− p)-мерное подпространство элементов вида (26), а за Yn ⊂ Y примем класс span {ti}n+m−1

p .
Далее введём линейный оператор Γn ≡ Γn+m−p : Y → Yn согласно правилу

Γny ≡ Γn+m−p(y; t) ≡ (ULnTy)(t) +
m−1∑

i=p

y{i}(0)
ti

i!
, (31)

где Ln : C → Πn−1 ≡ span {ti}n−1
0 представляет собой интерполяционный оператор Лагранжа

по системе узлов {νk}n1 .
Покажем теперь, что система (26)–(28) равносильна линейному уравнению

Anxn ≡ V xn + ΓnKxn = Γny (xn ∈ Xn, Γny ∈ Yn). (32)
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Пусть x∗n ≡ xn(t; {c∗j}) – решение уравнения (32), т.е. V x∗n+Γnη
∗
n = 0 (η∗n ≡ Kx∗n− y). В силу

равенств (26), (27) и (31) последнее означает, что

(U(z∗n + LnTη
∗
n))(t) +

m−1∑

i=p

(η∗n)
{i}(0)

ti

i!
≡ 0. (33)

На основании равенства (3) при q = 1, t1 = 0 с учётом того, что L2
n = Ln, очевидна эквива-

лентность тождества (33) системе

(Ln(z
∗
n + Tη∗n))(t) ≡ 0, (η∗n)

{i}(0) = 0 (i = p,m− 1). (34)

Далее, согласно структуре уравнения (30) и равенствам (26), (27) имеем

(ρ∗n)
{i}(0) = (η∗n)

{i}(0) (i = p,m− 1, ρ∗n ≡ Ax∗n − y)

и
Tρ∗n = T (V x∗n + η∗n) = z∗n + Tη∗n.

Поэтому в системе (34) тривиальность интерполяционного полинома означает, что

(Tρ∗n)(νk) = (z∗n + Tη∗n)(νk) = 0 (k = 1, n).

Следовательно, система (34) принимает вид

(Tρ∗n)(νk) = 0 (k = 1, n), (ρ∗n)
{i}(0) = 0 (i = p,m− 1).

Итак, СЛАУ (28) имеет решение {c∗j}
n+m−p−1
0 , т.е. решение уравнения (32) является реше-

нием системы (26)–(28).
Для получения обратного утверждения достаточно провести те же рассуждения в обратном

порядке.
Таким образом, для доказательства теоремы 3 достаточно установить существование, един-

ственность и сходимость решений уравнений (32). В этих целях нам понадобится аппроксима-
тивное свойство оператора Γn, которое содержит
Лемма 5. Для любой функции y ∈ Y справедлива оценка

‖y − Γny‖Y � d1En−1(Ty) lnn (n = 2, 3, . . .) (35)

(здесь и далее di (i = 1, 2) – некоторые константы, значения которых не зависят от чис-
ла n).

Справедливость леммы 5 легко следует из представления (3) (при q = 1, t1 = 0), опреде-
лений (31), (2) и оценки (см., например, [8, с. 107]) ‖f − Lnf‖C � d1En−1(f) lnn (f ∈ C).

Рассмотрим теперь вопрос о близости операторов A и An на подпространстве Xn. Ис-
пользуя уравнения (24), (32) и оценку (35), для произвольного элемента xn ∈ Xn находим, что

‖Axn −Anxn‖Y = ‖Kxn − ΓnKxn‖Y � d1En−1(TKxn) ln n. (36)

В силу равенств (14) и (26) имеем

(Kxn)(t) = (Kgn)(t) +

m−p−1∑

i=0

(−1)ici+nψi(t).

Следовательно,

TKxn =

1∫

−1

h(t, s)gn(s) ds+

m−p−1∑

i=0

(−1)ici+nfi(t). (37)
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Для полиномиального приближения функции TKxn ∈ C построим следующий элемент:

(Pn−1xn)(t) ≡
1∫

−1

htn−1(t, s)gn(s) ds+

m−p−1∑

i=0

(−1)ici+nf
i
n−1(t), (38)

где htn−1(t, s) и f i
n−1(t) – полиномы степени n − 1 наилучшего равномерного приближения

для h(t, s) (по t) и fi(t) соответственно. Из вида функции (38) следует, что Pn−1xn ∈ Πn−1.
На основании выражений (37) и (38), леммы 3 и определения (8) последовательно выводим

промежуточную оценку
En−1(TKxn) � ‖TKxn − Pn−1xn‖C ≡

≡ max
t∈I

∣∣∣∣

1∫

−1

(h− htn−1)(t, s)gn(s) ds +
∑

i

(−1)ici+n(fi − f i
n−1)(t)

∣∣∣∣ �

� 2‖gn‖CEt
n−1(h) +

∑

i

|ci+n|En−1(fi) � 2‖gn‖(p)Et
n−1(h) + ‖xn‖X

∑

i

En−1(fi) �

� 2‖xn‖XEt
n−1(h) + 2‖xn‖X

∑

i

En−1(fi) = 2

(
Et

n−1(h) +
∑

i

En−1(fi)

)
‖xn‖. (39)

Из неравенств (36) и (39) следует искомая оценка близости операторов A и An:

εn ≡ ‖A−An‖Xn→Y � d2

(
Et

n−1(h) +
∑

i

En−1(fi)

)
lnn. (40)

Обозначим пространство

Hr
α(S) ≡ {f ∈ C(r)(I) : ω(f (r);Δ) � SΔα, S ≡ const > 0},

где ω(f ;Δ) – модуль непрерывности функции f ∈ C с шагом Δ (0 < Δ � 2).
На основании оценок (40) и (35) из теоремы 7 [8, с. 19] вытекает утверждение теоремы 3 с

оценкой погрешности (29).
Следствие 3. Если функции h (по t), fi и Ty принадлежат пространству Hr

α(S), то
в условиях теоремы 3 справедлива оценка Δx∗n = O(n−r−α lnn) (r + 1 ∈ N, α ∈ (0, 1]).

5. Заключительные замечания.
1. В силу определения нормы в пространстве D

(p)
−1{m; 0} нетрудно заметить, что из сходи-

мости последовательности (x∗n) к x∗ = A−1y в метрике D
(p)
−1{m; 0} следует обычная сходи-

мость в пространстве обобщённых функций, т.е. слабая сходимость.
2. При приближении решений операторных уравнений Ax = y возникает естественный

вопрос о скорости сходимости невязки ρ∗n(t) ≡ (Ax∗n − y)(t) исследуемого метода. Один из ре-
зультатов в этом направлении легко вытекает из основной теоремы 3, а именно: если исходные
данные уравнения (24) принадлежат классу Hr

α (0 < α � 1, r = 0, 1, 2, . . .), то в условиях
теоремы 3 справедлива оценка ‖ρ∗n‖Y = O(n−r−α lnn).

3. При p = 0 исследуемое ИДУ (24) является интегральным уравнением третьего рода с
оператором A : D{m; 0} → C{m; 0}, а прямой проекционный метод (26)–(28) – специальным
для уравнения третьего рода вариантом ОМК. Следовательно, теорема 3 содержит в себе
известные результаты [5, с. 105, 106] по обоснованию специального варианта ОМК для решения
уравнений третьего рода в классе D{m; 0} обобщённых функций.

4. Так как в условиях теоремы 3 аппроксимирующие операторы An обладают свойством
вида ‖A−1

n ‖ = O(1) (A−1
n : Yn → Xn, n � n1), то очевидно [8, с. 23, 24], что предложенный в

данной работе прямой метод для ИДУ (24) устойчив относительно малых возмущений исход-
ных данных. Последнее позволяет найти численное решение исследуемых уравнений на ЭВМ
с любой наперёд заданной степенью точности. Более того, если ИДУ (24) хорошо обусловлено,
то хорошо обусловленной является также СЛАУ (28).
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к нелинейному операторному уравнению для одного из неизвестных коэффициентов. Для
численного решения этого операторного уравнения применяются метод последовательных
приближений и метод Ньютона. Приводятся результаты расчётов, иллюстрирующие схо-
димость численных методов решения обратной задачи.
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1. Введение. Рассмотрим задачу определения функций u(x, t) и a(x, t) таких, что

ux + at = 0, 0 � x � l, 0 � t � T, (1.1)

at = γ(t)(ϕ(t)u − a), 0 � x � l, 0 � t � T, (1.2)

u(0, t) = μ(t), 0 � t � T, (1.3)

a(x, 0) = ψ(x), 0 � x � l. (1.4)

Эта задача представляет собой математическую модель процесса динамики сорбции [1, с. 174;
2, с. 6] в предположении, что свойства поглощающего вещества меняются со временем.

В работе [3] изучены вопросы существования и единственности решения следующей обрат-
ной задачи.

Пусть функции μ(t) и ψ(x) заданы, а функции γ(t) и ϕ(t) неизвестны. Требуется опре-
делить γ(t), ϕ(t), u(x, t) и a(x, t), если задана следующая дополнительная информация об
одной из компонент решения задачи (1.1)–(1.4):

u(l, t) = g(t), 0 � t � T, (1.5)

ux(l, t) = p(t), 0 � t � T. (1.6)

Будем предполагать, что для известных функций μ(t), ψ(x), g(t) и p(t) выполняются
Условия A. Функции μ(t), ψ(x), g(t) и p(t) таковы, что: μ, g, p ∈ C[0, T ]; ψ ∈ C[0, l];

μ(t) > 0, g(t) > 0, p(t) < 0 для 0 � t � T ; ψ(x) � 0 для 0 � x � l, ψ(l) = 0, ψ(x) не равна
нулю тождественно.

Дадим определение решения обратной задачи. Пусть t0 ∈ (0, T ]. Введём прямоугольник
Qt0 = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � t0}.
Определение. Четвёрка функций (γ(t), ϕ(t), u(x, t), a(x, t)) называется решением об-

ратной задачи при t ∈ [0, t0], если γ, ϕ ∈ C[0, t0], u, ux, a, at ∈ C(Qt0), γ(t) > 0, ϕ(t) > 0 для
0 � t � t0, u(x, t) > 0, a(x, t) � 0 для (x, t) ∈ Qt0 , γ(t), ϕ(t), u(x, t), a(x, t) удовлетворяют
уравнениям (1.1), (1.2) и условиям (1.3)–(1.6) в Qt0 .

Приведём некоторые результаты работы [3], которые будут использованы в дальнейшем.
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Для функции u(x, t) при заданной функции γ(t) рассмотрим интегральное уравнение

u(x, t) = μ(t) exp{−R(t; γ)x}+ γ(t) exp

{
−

t∫

0

γ(θ) dθ

} x∫

0

exp{−R(t; γ)(x − s)}ψ(s) ds +

+ γ(t)

x∫

0

t∫

0

exp

{
−R(t; γ)(x− s)−

t∫

τ

γ(θ) dθ

}
R(τ ; γ)u(s, τ) dτ ds, (x, t) ∈ Qt0 , (1.7)

где

R(t; γ) = −
[
p(t) + γ(t)

t∫

0

p(τ) dτ

]
(g(t))−1.

При выполнении условий А решение интегрального уравнения (1.7) существует и единственно.
Чтобы подчеркнуть зависимость этого решения от функции γ(t), будем обозначать его через
u(x, t; γ).

Определим оператор

(Aγ)(t) =

[
g(t) − μ(t) exp{−R(t; γ)l} − γ(t)

l∫

0

t∫

0

H(l, s, t, τ ; γ)R(τ ; γ)u(s, τ ; γ) dτ ds

]
×

×
( l∫

0

H(l, s, t, 0; γ)ψ(s) ds

)−1

, 0 � t � t0, (1.8)

где

H(x, s, t, τ ; γ) = exp

{
−R(t; γ)(x− s)−

t∫

τ

γ(θ) dθ

}
.

В работе [3] показано, что решение обратной задачи сводится к решению нелинейного
операторного уравнения

γ(t) = (Aγ)(t), 0 � t � t0. (1.9)

Данная статья посвящена численным методам решения уравнения (1.9) и сформулирован-
ной обратной задачи. Для решения нелинейного операторного уравнения (1.9) используются
два итерационных метода: метод последовательных приближений и метод Ньютона. Итера-
ционным методам решения операторных уравнений, к которым сводятся обратные задачи,
посвящено достаточно много работ (см., например, [4–11]). Большое их число обусловлено
особенностями и спецификой каждой конкретной обратной задачи.

Рассмотрим метод последовательных приближений для решения операторного уравне-
ния (1.9).

Предположим, что выполнено неравенство

g(0) − μ(0) exp{(p(0)/g(0))l} > 0. (1.10)

Определим положительную постоянную

γ0 = (g(0) − μ(0) exp{(p(0)/g(0))l})
( l∫

0

exp{(p(0)/g(0))(l − s)}ψ(s) ds
)−1

.

Введём множество функций

Γ0 = {γ(t) : γ ∈ C[0, t0], γ0/2 � γ(t) � 3γ0/2, 0 � t � t0}.
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Рассмотрим последовательность функций γn(t), n = 0, 1, 2, . . . , определяемую рекуррент-
но посредством метода последовательных приближений для решения уравнения (1.9):

γ0(t) ∈ Γ0, γn+1(t) = (Aγn)(t), n = 0, 1, 2, . . . (1.11)

Из результатов работы [3] следует утверждение о сходимости метода последовательных при-
ближений.
Теорема 1. Пусть для функций μ(t), ψ(x), g(t) и p(t) выполнены условия А и нера-

венство (1.10). Тогда найдётся t0 ∈ (0, T ] такое, что для любой функции γ0(t) ∈ Γ0 по-
следовательность функций γn(t) принадлежит множеству Γ0 и при n → ∞ равномерно
сходится к непрерывной функции γ̄(t), являющейся решением уравнения (1.9).
2. Метод Ньютона. Рассмотрим вопрос о применении метода Ньютона для численного

решения исследуемой обратной задачи. Как уже отмечалось, для этого достаточно применить
метод Ньютона для решения нелинейного операторного уравнения (1.9).

Для построения метода Ньютона нужно знать производную оператора, определяемого фор-
мулой (1.8). Вначале рассмотрим вопрос о дифференцируемости по параметру решения инте-
грального уравнения (1.7).

Пусть функции γ(t), γΔ(t) и число ξ таковы, что функции γ(t) и γ(t)+ ξγΔ(t) положи-
тельны и непрерывны на отрезке [0, t0] для всех ξ ∈ (−ε, ε).
Лемма. Если выполнены условия А, то у решения u(x, t; γ + ξγΔ) уравнения (1.7) суще-

ствует частная производная
∂u

∂ξ
(x, t; γ + ξγΔ)

∣∣∣∣
ξ=0

.

Доказательство. Рассмотрим функцию

v(x, t; γ, γΔ, ξ) =
u(x, t; γ + ξγΔ)− u(x, t; γ)

ξ
.

Так как функции u(x, t; γ + ξγΔ) и u(x, t; γ) являются решением уравнения (1.7) для γ(t) +
+ ξγΔ(t) и γ(t) соответственно, то v(x, t; γ, γΔ, ξ) удовлетворяет уравнению

v(x, t; γ, γΔ, ξ) =
F1(x, t; γ, γΔ, ξ)− F1(x, t; γ, 0, 0)

ξ
+

+

x∫

0

t∫

0

F2(x, t, s, τ ; γ, γΔ, ξ)− F2(x, t, s, τ ; γ, 0, 0)

ξ
u(s, τ ; γ + ξγΔ) dτ ds +

+

x∫

0

t∫

0

F2(x, t, s, τ ; γ, 0, 0)v(s, τ ; γ, γΔ , ξ) dτ ds, (x, t) ∈ Qt0 , (x, t) ∈ Qt0 , (2.1)

где

F1(x, t; γ, γΔ, ξ) = μ(t) exp{−R(t; γ + ξγΔ)x}+ (γ(t) + ξγΔ(t))

x∫

0

H(x, s, t, 0; γ + ξγΔ)ψ(s) ds,

а F2(x, t, s, τ ; γ, γΔ, ξ) = (γ(t) + ξγΔ(t))H(x, s, t, τ ; γ + ξγΔ)R(τ ; γ + ξγΔ). Переходя к пределу
при ξ → 0, получаем, что

lim
ξ→0

[F1(x, t; γ, γΔ, ξ)− F1(x, t; γ, 0, 0)]/ξ = F3(x, t; γ, γΔ), (2.2)

lim
ξ→0

[F2(x, t, s, τ ; γ, γΔ, ξ)− F2(x, t, s, τ ; γ, 0, 0)]/ξ = F4(x, t, s, τ ; γ, γΔ), (2.3)
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где

F3(x, t; γ, γΔ) = μ(t) exp{−R(t; γ)x} 1

g(t)

t∫

0

p(θ) dθxγΔ(t) + γΔ(t)

x∫

0

H(x, s, t, 0; γ)ψ(s) ds +

+ γ(t)

x∫

0

H(x, s, t, 0; γ)

(
1

g(t)

t∫

0

p(θ) dθ(x− s)γΔ(t)−
t∫

0

γΔ(θ) dθ

)
ψ(s) ds,

а
F4(x, t, s, τ ; γ, γΔ) = γΔ(t)H(x, s, t, τ ; γ)R(τ ; γ) +

+ γ(t)H(x, s, t, τ ; γ)

(
1

g(t)

t∫

0

p(θ) dθ(x− s)γΔ(t)−
t∫

τ

γΔ(θ) dθ

)
R(τ ; γ)−

− γ(t)H(x, s, t, τ ; γ)
1

g(τ)

τ∫

0

p(θ) dθγΔ(τ).

Уравнение (2.1) представляет собой интегральное уравнение Вольтерры второго рода для
функции v(x, t; γ, γΔ, ξ). Разрешив его относительно v(x, t; γ, γΔ, ξ), перейдя к пределу при
ξ → 0 и использовав формулы (2.2), (2.3), получим, что производная ∂u(x, t; γ + ξγΔ)/∂ξ су-
ществует при ξ = 0. Обозначим её w(x, t; γ, γΔ). Из уравнения (2.1) следует, что w(x, t; γ, γΔ)
является решением интегрального уравнения

w(x, t; γ, γΔ) = F3(x, t; γ, γΔ) +

x∫

0

t∫

0

F4(x, t, s, τ ; γ, γΔ)u(s, τ ; γ) dτ ds+

+

x∫

0

t∫

0

F2(x, t, s, τ ; γ, 0, 0)w(s, τ ; γ, γΔ) dτ ds, (x, t) ∈ Qt0 . (2.4)

Лемма доказана.
Рассмотрим вопрос о дифференцируемости по Гато оператора A, определяемого равен-

ством (1.8). Из результатов [3] следует, что существует такое t0 ∈ (0, T ], что оператор A
отображает множество Γ0 в себя. Далее будем предполагать что число t0 удовлетворяет это-
му условию.

Введём множество

Γ00 = {γ(t) : γ ∈ C[0, t0], γ0/2 < γ(t) < 3γ0/2, 0 � t � t0}.

Теорема 2. Если выполнены условия А и неравенство (1.10), то для любой функции γ ∈
∈ Γ00 оператор A дифференцируем по Гато в Γ00.
Доказательство. Пусть γ(t) – произвольная функция из Γ00, а функция γΔ(t) и число

ξ таковы, что функция γ(t) + ξγΔ(t) также принадлежит множеству Γ00. Покажем, что при
ξ → 0 функции ((A(γ + ξγΔ))(t) − (Aγ)(t))/ξ равномерно сходятся на отрезке [0, t0].

Рассмотрим функции

1

ξ

[( l∫

0

H(l, s, t, 0; γ + ξγΔ)ψ(s) ds

)−1

−
( l∫

0

H(l, s, t, 0; γ)ψ(s) ds

)−1]
.
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При ξ → 0 они равномерно на отрезке [0, t0] сходятся к функции

F5(t; γ, γΔ) = −
( l∫

0

H(l, s, t, 0; γ)ψ(s) ds

)−2

×

×
l∫

0

H(l, s, t, 0; γ)

[
1

g(t)

t∫

0

p(θ) dθ(l− s)γΔ(t)−
t∫

0

γΔ(θ) dθ

]
ψ(s) ds. (2.5)

Из леммы следует, что при ξ → 0 функции

γ(t)

l∫

0

t∫

0

H(l, s, t, τ ; γ)R(τ ; γ)
u(s, τ ; γ + ξγΔ)− u(s, τ ; γ)

ξ
dτ ds

равномерно на отрезке [0, t0] сходятся к функции

γ(t)

l∫

0

t∫

0

H(l, s, t, τ ; γ)R(τ ; γ)w(s, τ ; γ, γΔ) dτ ds. (2.6)

Из формул (2.3), (2.5) и (2.6) вытекает, что

lim
ξ→0

(A(γ + ξγΔ))(t) − (Aγ)(t)

ξ
=

( l∫

0

H(l, s, t, 0; γ)ψ(s) ds

)−1

×

×
[
− μ(t)

g(t)

t∫

0

p(θ) dθ exp{−R(t; γ)l}lγΔ(t)−
l∫

0

t∫

0

F4(l, t, s, τ ; γ, γΔ)u(s, τ ; γ) dτ ds

]
−

−
(
γ(t)

l∫

0

t∫

0

H(l, s, t, τ ; γ)R(τ ; γ)w(s, τ ; γ, γΔ) dτ ds

)( l∫

0

H(l, s, t, 0; γ)ψ(s) ds

)−1

+

+

[
g(t) − μ(t) exp{−R(t; γ)l} − γ(t)

l∫

0

t∫

0

H(l, s, t, τ ; γ)R(τ ; γ)u(s, τ ; γ) dτ ds

]
F5(t; γ, γΔ), (2.7)

где функция w(x, t; γ, γΔ) определяется из уравнения (2.4). Таким образом, оператор A диф-
ференцируем по Гато на множестве Γ00 и его производная A′[γ]γΔ определяется правой ча-
стью равенства (2.7). Теорема доказана.

Итерационный процесс, соответствующий методу Ньютона [12, с. 669], определяется следу-
ющим образом. Задаётся функция γ0(t). Последующие функции γn+1(t), n = 0, 1, . . . , опре-
деляются по формуле γn+1(t) = γn(t)+γΔn(t), где γΔn(t) – решение линейного интегрального
уравнения

γΔn −A′[γn]γΔn = −γn +Aγn. (2.8)

3. Вычислительные эксперименты. Приведём результаты некоторых вычислительных
экспериментов, в которых для решения исследуемой обратной задачи использовались метод
последовательных приближений (1.11) и метод Ньютона (2.8).

Общая схема вычислительных экспериментов была следующей. На отрезке [0, T ] задава-
лись функции μ(t), γ(t) и ϕ(t), а на отрезке [0, l] – функция ψ(x). С этими функциями
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решалась задача (1.1)–(1.4) и определялись функции g(t) = u(l, t) и p(t) = ux(l, t). Затем с
функциями μ(t), g(t), p(t) и ψ(x) итерационными методами (1.11) и (2.8) решалось опера-
торное уравнение (1.9) и находилась приближённая функция γ̃(t). Для определения прибли-
жённой функции ϕ̃(t) использовалась полученная в [3] формула

ϕ̃(t) = −
[
p(t) + γ̃(t)

t∫

0

p(τ) dτ

]
(g(t)γ̃(t))−1. (3.1)

При приближённом решении операторного уравнения (1.9) для обоих итерационных мето-
дов использовалось одинаковое начальное приближение γ0(t) = γ0 и один и тот же критерий
останова

‖γn+1(t)− γn(t)‖C[0,T ](‖γn(t)‖C[0,T ])
−1 � δ.

В первом вычислительном эксперименте T = 0.5, l = 1 и

μ(t) = 1 + t, ψ(x) = 2− 2x, γ(t) = 3 + sin(2πt), ϕ(t) = 0.5 + 0.1 cos(2πt).

На рис. 1 приведены функция γ(t) = 3 + sin(2πt), первая γI1(t) и вторая γI2(t) итерации
метода последовательных приближений, а также первая γN1 (t) и вторая γN2 (t) итерации ме-
тода Ньютона. При величине δ = 0.001 метод последовательных приближений остановился
на 9-м шаге итераций, а метод Ньютона – на 6-м шаге итераций. Полученные при этом при-
ближённые решения γ̃I(t) = γI9(t) и γ̃N (t) = γN6 (t), в рамках масштаба рис. 1, визуально
совпадают с точным решением γ(t) = 3 + sin(2πt) и поэтому не показаны.

На рис. 2 изображены функция ϕ(t) = 0.5 + 0.1 cos(2πt) и функции ϕI
1(t), ϕI

2(t), ϕN
1 (t),

ϕN
2 (t), полученные при подстановке функций γI1(t), γI2(t), γN1 (t), γN2 (t) в формулу (3.1) со-
ответственно. Найденные аналогично приближённые решения ϕ̃I(t) = ϕI

9(t) и ϕ̃N (t) = ϕN
6 (t)

визуально совпадают с точным решением ϕ(t) = 0.5 + 0.1 cos(2πt) и поэтому не показаны.

Рис. 1. Результаты первого вычислительного экспе-
римента: точная функция γ(t) и функции, опреде-
лённые на первых двух итерациях.

Рис. 2. Результаты первого вычислительного экспе-
римента: точная функция ϕ(t) и функции, опреде-
лённые на первых двух итерациях.

В втором вычислительном эксперименте T = 0.5, l = 1 и

μ(t) = 1 + t, ψ(x) = 2− 2x, γ(t) = 1.5− 0.5 sin(πt), ϕ(t) = 2 + 0.5 sin(2πt).

Величина δ выбиралась равной 0.001. Аналогично рис. 1 на рис. 3 показаны значения точной
функции γ(t), а также функции, полученные на первых двух итерациях для обоих методов.
Критерий сходимости был удовлетворён на 7-м шаге метода последовательных приближений и
на 9-м шаге метода Ньютона. В рамках масштаба рис. 3 приближённые решения, найденные на
заключительной итерации обоих методов γ̃I(t) = γI7(t) и γ̃N (t) = γN9 (t), визуально совпадают
с точным решением.
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На рис. 4 изображена функция ϕ(t) = 2 + 0.5 sin(2πt), а также соответствующие первым
двум итерациям функции ϕI

1(t), ϕI
2(t), ϕN

1 (t), ϕN
2 (t). Функции ϕ̃I(t) = ϕI

7(t) и ϕ̃N (t) =
= ϕN

9 (t), найденные по формуле (3.1), совпадают на рисунке с ϕ(t) = 2 + 0.5 sin(2πt).

Рис. 3. Результаты второго вычислительного экспе-
римента: точная функция γ(t) и функции, опреде-
лённые на первых двух итерациях.

Рис. 4. Результаты второго вычислительного экспе-
римента: точная функция ϕ(t) и функции, опреде-
лённые на первых двух итерациях.

Приведённые примеры, а также ряд других численных расчётов позволяют сделать вывод
о достаточно быстрой сходимости обоих методов и об отсутствии существенных преимуществ
в скорости сходимости одного из методов в сравнении с другим.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрауки РФ в рамках реализации про-
граммы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению
№ 075-15-2019-1621.
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Введение. Работа посвящена построению разностных схем для численного решения клас-
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ницы раздела фаз в области, содержащей два агрегатных состояния чистого вещества. На
движущейся границе раздела фаз задаётся фиксированная температура фазового перехода
и условие баланса внутренней энергии. В работе рассматриваются методы решения задачи
Стефана, основанные на процедуре явного выделения границы фазового перехода. При таком
подходе положение границы раздела фаз определяется положением закреплённых на ней уз-
лов сетки. Это обеспечивается за счёт либо использования подвижных сеток, согласованных в
исходном пространстве с формой границы фазового перехода [1–8], либо с помощью динами-
ческой замены переменных [9–17]; замена переменных выбирается так, чтобы в новых коор-
динатах расчётная область была регулярной, с фиксированными границами, совпадающими с
координатными линиями – метод выпрямления фронта [18]. В первом случае осуществляется
аппроксимация исходных дифференциальных уравнений, во втором – уравнений, полученных
в результате замены переменных. На уровне постановки дифференциальной задачи оба эти
подхода эквивалентны. В работе [19] для одномерной термодиффузионной задачи Стефана
построено семейство разностных схем, для которых подходы, основанные на использовании
подвижной и фиксированной сеток, эквивалентны.

В данной работе консервативные разностные схемы на подвижной и фиксированной сет-
ках построены для двумерной задачи Стефана. Доказана алгебраическая эквивалентность
построенных схем. Преобразование одной схемы в другую осуществляется с помощью замены
переменных, аналогично тому, как это делается в дифференциальной задаче.
1. Постановка задачи. Задачу о фазовом переходе в чистом веществе рассмотрим в де-

картовой системе координат Oxy в прямоугольнике Ω = Ω(t, x, y) = [0,H1]× [0,H2]. В подоб-
ласти Ω1(t, x, y) = {(x, y) : x ∈ [0,H1], y ∈ [0, ζ(t, x)]} находится твёрдая фаза, а в оставшейся

Рис. 1. Преобразование системы координат.

части прямоугольника Ω, т.е. в подоб-
ласти Ω2(t, x, y) = {(x, y) : x ∈ [0,H1],
y ∈ [ζ(t, x),H2]}, располагается жидкая
фаза. Здесь и далее y = ζ(t, x) – диффе-
ренцируемая функция, представляющая
собой в каждый момент времени t гра-
ницу раздела фаз, положение которой ме-
няется в ходе процесса (см. левую часть
рис. 1).

Твёрдая и жидкая фазы имеют одина-
ковую плотность ρcr = ρlq = ρ и удель-
ную теплоёмкость ccrp = clp = cp, но раз-

907
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личные коэффициенты теплопроводности – kcr и kl соответственно. Распределение темпера-
туры в области описывается уравнением теплопроводности

∂tT = ∇ · (κ∇T ). (1)

Здесь ∇ = (∂x, ∂y), ∂x = ∂/∂x, ∂y = ∂/∂y, ∂t = ∂/∂t. Коэффициент температуропроводно-
сти является кусочно–постоянной функцией: κ(x, y) = κ

cr при (x, y) ∈ Ω1, κ(x, y) = κ
l при

(x, y) ∈ Ω2, где κ
cr = kcr/(cpρ) и κ

l = kl/(cpρ).
На межфазной границе температура равна температуре плавления чистого вещества

T |y=ζ(t,x) = Tmelt (2)

и выполняется закон сохранения энергии (условие Стефана):

(kcr∇T ·N)|y=ζ(t,x)−0 − (kl∇T ·N)|y=ζ(t,x)+0 = λρvph(ey ·N). (3)

Здесь λ – скрытая теплота плавления, vph = vph(t, x) = ∂tζ – скорость движения границы
раздела фаз, N – единичная нормаль к межфазной границе, направленная в жидкую фазу,
ey – единичный вектор оси y.

На границе области Ω задана температура

T |∂Ω = Tb. (4)

2. Метод выпрямления фронта.
2.1. Замена переменных. Для решения задачи с внутренней подвижной границей, поло-

жение которой необходимо определять в ходе решения задачи, приме́ним метод выпрямления
фронта [18]. Основу этого метода составляет динамическая замена переменных специального
вида, при которой физическая область Ω(t, x, y) отображается в расчётную область Ω(t̃, ξ, η)
так, что в новой системе координат положение границы раздела фаз фиксировано и совпадает
с координатной линией η = const.

В данной работе используется замена переменных, при которой области Ωm, m = 1, 2,
в новой системе координат становятся прямоугольниками (рис. 1), а границы областей y =
= Y0 = 0, y = Y1 = ζ(t, x) и y = Y2 = H2 переходят в прямые η = 0, η = 1 и η = 2
соответственно. Связь между системами координат имеет вид

t̃ = t, ξ = x, η = (y − Ym−1)/l
m +m− 1, m = 1, 2, (5)

где lm = lm(t, ξ) = Ym − Ym−1 – толщина зоны Ωm.
Запишем задачу (1)–(4) в неподвижной системе координат [20]. Частные производные от

температуры преобразуются следующим образом:

∂T

∂t
=

∂T

∂t̃
+

∂η

∂t

∂T

∂η
,

∂T

∂x
=

∂T

∂ξ
+

∂η

∂x

∂T

∂η
,

∂T

∂y
=

∂η

∂y

∂T

∂η
. (6)

Для вычисления метрических коэффициентов ∂η/∂t, ∂η/∂x, ∂η/∂y воспользуемся обратным
преобразованием координат

t = t̃, x = ξ, y = ϕm(t̃, ξ, η) = Ym−1 + lm(η −m+ 1), m = 1, 2. (7)

Якобиан преобразования (7): Jm = ∂(t, x, y)/∂(t̃, ξ, η) = lm, m = 1, 2. Нетрудно показать [21,
22], что справедливы равенства

∂η

∂t
= − 1

Jm

∂y

∂t̃
= − 1

lm
∂ϕm

∂t̃
,

∂η

∂x
= − 1

Jm

∂y

∂ξ̃
= − 1

lm
∂ϕm

∂ξ
,

∂η

∂y
=

1

Jm

∂x

∂ξ
=

1

lm
. (8)

Дифференциальные операторы в уравнениях (1)–(4) преобразуем с помощью соотношений
(6), (8) и умножим затем их на Jm. В дальнейшем для краткости будем опускать волну над
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t̃ и верхний индекс m у функций lm, ϕm, ϕm
t = ∂ϕm/∂t, ϕm

ξ = ∂ϕm/∂ξ. Для производной
по времени получим

T (ξ,η)(T ) = ∂t(lT )− ∂η(ϕtT ). (9)
Для диссипативных членов имеем

L(ξ,η)(T ) = ∂ξWξ + ∂ηWη . (10)

Поток W(ξ,η) = (Wξ,Wη) вычисляется по формуле

Wξ = Lξξ∂ξT + Lξη∂ηT, Wη = Lηξ∂ξT + Lηη∂ηT,

где метрические коэффициенты Lξξ, Lξη, Lηξ, Lηη вычисляются следующим образом:

Lξξ = κl, Lξη = Lηξ = κ(−ϕξ), Lηη = κ(1 + ϕ2
ξ)/l.

Важно отметить, что метрические коэффициенты зависят от неизвестного положения границы
раздела фаз.

Таким образом, в расчётной области Ω(t, ξ, η) уравнение теплопроводности (1) имеет вид

T (ξ,η)(T ) = L(ξ,η)(T ). (11)

2.2. Сетка и сеточные функции. В расчётной области Ω(t, ξ, η) введём прямоугольную
сетку ω

(ξ,η)
h = ωξ

h×ωη
h, где ωξ

h = {ξi, i = 0,M, ξ0 = 0, ξM = H1}, ωη
h = {ηj , j = 0,N, η0 = 0,

ηj∗ = 1, ηN = 2}, шаги сетки: hξi+1/2 = ξi+1− ξi, hηj+1/2 = ηj+1− ηj. Введём также полуцелые
узлы: ξi+1/2 = (ξi+1 + ξi)/2, ηj+1/2 = (ηj+1 + ηj)/2. Расчётную область Ω(t, ξ, η) разобьём
на прямоугольные ячейки S

(ξ,η)
ij = [ξi−1/2, ξi+1/2]× [ηj−1/2, ηj+1/2]; длины граней ячейки S

(ξ,η)
ij

равны �
ξ
i = 0.5(hξi+1/2 +hξi−1/2) и �

η
j = 0.5(hηj+1/2 +hηj−1/2), её площадь dS

(ξ,η)
ij = �

ξ
i�

η
j . Также

рассмотрим ячейки S
(ξ,η)
i+1/2 j+1/2 с центрами в точках (ξi+1/2, ηj+1/2) (рис. 2). Сетка по времени

ωτ = {t0 = 0, tk+1 = tk + τ, k = 0, 1, . . .}, где τ – шаг по времени.

Рис. 2. Сетка и сеточные функции.

Сеточную функцию T k
ij = T (tk, ξi, ηj) будем относить к узлам сетки ω

(ξ,η)
h . Доопределим

эту функцию внутри расчётных ячеек: T (tk, ξ, η) = T k
ij при (ξ, η) ∈ S

(ξ,η)
ij . Длины фаз l и

скорость движения границы раздела vph внутри ячеек доопределим линейным образом:

l(tk, ξ, ηj+1/2) = lkij+1/2 + [lki+1j+1/2 − lkij+1/2](ξ − ξi)/h
ξ
i+1/2,

vph(tk, ξ) = (vph)ki + [(vph)ki+1 − (vph)ki ](ξ − ξi)/h
ξ
i+1/2 при ξ ∈ [ξi, ξi+1]. (12)
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Температуропроводность κ и метрические коэффициенты Lξξ, Lξη, Lηη относятся к центрам
ячеек S

(ξ,η)
i+1/2 j+1/2 (см. рис. 2).

Для обозначения узлов сетки также будем использовать локальную географическую нота-
цию [23]. Доопределим температуру в узлах n и s следующим образом: Tn = 0.5[TP + TN],
Ts = 0.5[TP + TS]. Введём сеточные операторы разностного дифференцирования. Для про-
странственных производных в направлении оси ξ имеем TP,ξ = (TE − TP)/h

ξ
e , TP,ξ̄ = TW,ξ;

разностные аппроксимации пространственных производных в направлении оси η: TP,η = (TN−
− TP)/h

η
n, TP,η̄ = TS,η TP,η̃ = (Tn − TP)/(0.5h

η
n), TP,η̃ = TS,η̃. Разностную производную по

времени обозначим через Tt = (T̂P − TP)/τ, где T̂P = T (tk + τ, ξP, ηP). Контрольный объём
S
(ξ,η)
P =

⋃4
q=1 S

(ξ,η)
q .

2.3. Разностная схема. Построим консервативную разностную схему с помощью интегро-
интерполяционного метода. Проинтегрируем уравнение (11) по ячейке S

(ξ,η)
P :

tk+1∫

tk

∫

S
(ξ,η)
P

T (ξ,η)(T ) dξ dη dt =

tk+1∫

tk

∫

S
(ξ,η)
P

L(ξ,η)(T ) dξ dη dt.

Подробное описание построения разностной схемы приведено в работе [20].
Аппроксимация диссипативных членов. Для диссипативных членов получаем

L(ξ,η)
P (T ) dS

(ξ,η)
P = (Wη

n −Wη
s )�

ξ + (Wξ
e −Wξ

w)�
η.

Аппроксимация потоков Wη
n , Wξ

e имеет вид

Wη
n�

ξ = 0.5[hξeL
ηη
ne + hξwL

ηη
nw]TP,η + 0.5[hξeL

ηξ
neTn,ξ + hξwL

ηξ
nwTn,ξ̄], (13)

Wξ
e�

η = 0.5[hηnL
ξξ
ne + hηsL

ξξ
se ]TP,ξ + 0.5[hηnL

ξη
neTe,η + hηsL

ξη
se Te,η̄], (14)

здесь Tn,ξ = 0.5(TP,ξ+TN,ξ), Tn,ξ̄ = 0.5(TP,ξ̄+TN,ξ̄), Te,η = 0.5(TP,η+TE,η), Te,η̄ = 0.5(TP,η̄+TE,η̄).
Метрические коэффициенты вычисляются следующим образом:

Lξξ
ne = κnelne, Lξξ

se = κselse, Lηη
ne = κne[1 + (ϕn,ξ)

2]/ln, Lηη
nw = κnw[1 + (ϕn,ξ̄)

2]/ln,

Lξη
ne = Lηξ

ne = κne(−ϕn,ξ), Lξη
se = κse(−ϕs,ξ), Lηξ

nw = κnw(−ϕn,ξ̄).

Потоки Wη
s и Wξ

w вычисляются аналогично.
На межфазной границе в разностной аппроксимации диссипативных членов возникает сла-

гаемое, обеспечивающее выполнение условия Стефана (3). Это слагаемое имеет вид

E(ξ,η)
P∗ (T ) dS

(ξ,η)
P∗ = �

ξλ̃(vph)η .

Здесь P∗ – индекс узлов сетки, лежащих на границе раздела фаз, λ̃ = λρ/cp,

(vph)η = (0.5[vphP + vphw ]hξw + 0.5[vphP + vphe ]hξe)/(2�
ξ). (15)

Значения vphw и vphe вычисляются по формуле (12).
С помощью несложных, но достаточно громоздких преобразований показывается, что пред-

ложенная аппроксимация диссипативных членов задаёт самосопряжённый отрицательно опре-
делённый разностный оператор.
Аппроксимация производной по времени. Построим пространственную аппроксима-

цию производной по времени. Для этого проинтегрируем выражение (9) по ячейке S
(ξ,η)
P . Для
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удобства интеграл по ячейке S(ξ,η) представим в виде суммы интегралов по ячейкам S
(ξ,η)
q ,

q = 1, 4:
∫

S
(ξ,η)
P

T (ξ,η)(T ) dξ dη =
4∑

q=1

[
∂

∂t

∫

S
(ξ,η)
q

lT dξ dη −
∫

S
(ξ,η)
q

∂(ϕtT )

∂η
dξ dη

]
. (16)

Интегрируя первое слагаемое в (16) по ячейке S
(ξ,η)
1 , c учётом формулы (12) получаем

∫

S
(ξ,η)
1

lT dξ dη = [ln + lne]TP(h
ξ
eh

η
n)/8.

Интегралы по ячейкам S
(ξ,η)
2 , S

(ξ,η)
3 и S

(ξ,η)
4 вычисляются аналогичным образом. Для второго

слагаемого в (16) имеем
∫

S
(ξ,η)
1

∂(ϕtT )

∂η
dξ dη +

∫

S
(ξ,η)
4

∂(ϕtT )

∂η
dξ dη = 0.5[(ϕt)n + (ϕt)ne]Tnh

ξ
e/2− 0.5[(ϕt)s + (ϕt)se]Tsh

ξ
e/2,

∫

S
(ξ,η)
2

∂(ϕtT )

∂η
dξ dη +

∫

S
(ξ,η)
3

∂(ϕtT )

∂η
dξ dη = 0.5[(ϕt)n + (ϕt)nw]Tnh

ξ
w/2− 0.5[(ϕt)s + (ϕt)sw]Tsh

ξ
w/2.

Таким образом, пространственная аппроксимация производной по времени принимает вид
∫

S
(ξ,η)
P

T (ξ,η)(T ) dξ dη =
∂

∂t
(l̄PTP) dS

(ξ,η)
P − [(ϕt)nTn − (ϕt)sTs]�

ξ, (17)

где

l̄P = [(0.5[ln + lne]h
ξ
e + 0.5[ln + lnw]h

ξ
w)h

η
n + (0.5[ls + lse]h

ξ
e + 0.5[ls + lsw]h

ξ
w)h

η
s ]/(4�

ξ
�
η),

(ϕt)n = (0.5[(ϕt)n + (ϕt)ne]h
ξ
e + 0.5[(ϕt)n + (ϕt)nw]h

ξ
w)/(2�

ξ).

Пространственные аппроксимации операторов (9) и (10) проинтегрируем по отрезку
[tk, tk+1], получившиеся выражения разделим на шаг по времени τ. В результате получим
следующую аппроксимацию по времени оператора (17):

T (ξ,η)
P (T ) dS

(ξ,η)
P = (l̄PTP)t dS

(ξ,η)
P − [(ϕt)nT̂n − (ϕt)sT̂s]�

ξ. (18)

Во внутренних точках сетки разностная схема для задачи (1)–(4), полученная с помощью
метода выпрямления фронта, имеет вид

T (ξ,η)
P (T ) dS

(ξ,η)
P = [L(ξ,η)

P (T̂ ) + E(ξ,η)
P∗ (T̂ )δPP∗ ] dS

(ξ,η)
P . (19)

Здесь δPP∗ = 1, если P = P∗, и δPP∗ = 0 в противном случае. Разностная схема (19) яв-
ляется консервативной, метрические коэффициенты Lξξ, Lξη, Lηη в ней взяты с верхнего
временно́го слоя, соответствующая система нелинейных сеточных уравнений решается отно-
сительно вектора неизвестных, компонентами которого являются температуры в твёрдой и
жидкой фазах и скорость межфазной границы.

Несложно показать (см. [19]), что в регулярной точке выражение (18) преобразуется к виду

T (ξ,η)
P (T ) dS

(ξ,η)
P = l̄PTP,t dS

(ξ,η)
P − 0.5[hηn(ϕt)nT̂η̃ + hηs (ϕt)sT̂η̃]�

ξ. (20)

Заменив в системе уравнений (19) её левую часть представлением (20), получим разностную
схему, аппроксимирующую недивергентную форму записи задачи (11) в расчётной области.
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3. Метод расчёта на подвижной сетке.
3.1. Сетка и сеточные функции. В физической области Ω(t, x, y) введём подвиж-

ную сетку ω
(x,y)
h (t) = {(xi, yj(t, xi)), i = 0,M, j = 0,N} таким образом, чтобы y0(t, xi) = 0,

yN(t, xi) = H2, yj∗(t, xi) = ζ(t, xi) для любого xi. Сетка по времени ωτ = {t0 = 0, tk+1 =
= tk + τ , k = 0, 1, . . .}, где τ – шаг по времени.
Утверждение 1. Если в начальный момент времени координаты узлов сеток ω

(x,y)
h (0)

и ω
(ξ,η)
h связаны соотношениями

xi = ξi, yj(0, xi) = ϕ(0, ξi, ηj), i = 0,M, j = 0,N, (21)

и движение узлов сетки ω
(x,y)
h (t) определяется выражением

yj(tk+1, xi) = yj(tk, xi) + τvyj (xi), vyj (xi) =

⎧
⎨

⎩
yjv

ph
i /ζi, 0 < j � j∗,

(H2 − yj)v
ph
i /(H2 − ζi), j∗ < j < N,

(22)

то координаты узлов сеток ω
(x,y)
h (t) и ω

(ξ,η)
h связаны соотношениями

xi = ξi, yj(tk, xi) = ϕ(tk, ξi, ηj), i = 0,M, j = 0,N, (23)

для любого k > 0.
Доказательство. Для определённости рассмотрим узлы сетки, расположенные в твёрдой

фазе. Доказательство утверждения проведём методом математической индукции. Из форму-
лировки утверждения следует, что в начальный момент времени (т.е. при k = 0) равенство вы-
полнено. Пусть это равенство выполнено на k-м временно́м слое, т.е. yj(tk, xi) = ϕ(tk, ξi, ηj) =
= ηj l(tk, ξi). Покажем, что оно выполняется и в момент времени tk+1 = tk + τ. Из равенств
(5) и (22) следует, что vyj (xi) = ηjv

ph
i , поэтому в момент времени tk+1 имеем

yj(tk+1, xi) = yj(tk, xi) + τvyj (xi) = [l(tk, ξi) + τvphi ]ηj = l(tk+1, ξi)ηj = ϕ(tk+1, ξi, ηj).

Для узлов сетки, лежащих в жидкой фазе, утверждение доказывается аналогично. Утвер-
ждение доказано.

В дальнейшем в физической области будем использовать сетку ω
(x,y)
h (t), удовлетворяющую

условиям (21), (22). Полуцелые узлы подвижной сетки определим равенствами

xi+1/2 = ξi+1/2, yj(t, xi+1/2) = ϕ(t, ξi+1/2, ηj), yj+1/2(t, xi+1/2) = ϕ(t, ξi+1/2, ηj+1/2).

Шаги подвижной сетки

hxi+1/2 = xi+1 − xi, hyi j+1/2(tk) = yj+1(tk, xi)− yj(tk, xi),

hyi+1/2 j+1/2(tk) = yj+1(tk, xi+1/2)− yj(tk, xi+1/2), �
x
i = xi+1/2 − xi−1/2,

�
y
i+1/2 j(tk) = yj+1/2(tk, xi+1/2)− yj−1/2(tk, xi+1/2).

В общем случае hyi j+1/2 
= hyi+1/2 j+1/2 
= hyi+1 j+1/2.

Сетка ω
(x,y)
h (t) разбивает физическую область на четырёхугольные ячейки S

(x,y)
i+1/2,j+1/2(t)

c вершинами в точках (xi+α, yj+β(t, xi+α)), α, β = 0, 1. Соединим середины противоположных
границ данных ячеек отрезками прямых. Полученные отрезки разбивают область на шести-
угольные ячейки S

(x,y)
ij (t), i = 0,M, j = 0,N (заштрихованная область на рис. 3). Из со-

отношения (23) следует, что S
(x,y)
ij (tk) = {(x = ξ, y = ϕ(tk, ξ, η)) : (ξ, η) ∈ S

(ξ,η)
ij }. Поэтому

температуру внутри расчётной ячейки S
(x,y)
ij (t) доопределим так же, как на фиксированной

сетке ω
(ξ,η)
h .
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Рис. 3. Подвижная сетка.

Далее для обозначения узлов сетки будем использовать локальную географическую но-
тацию. Обозначим S

(x,y)
P =

⋃4
q=1 S

(x,y)
q (рис. 3) и dS

(x,y)
q – площадь ячейки S

(x,y)
q . Границу

ячейки S
(x,y)
P будем считать положительно ориентированной и введём упорядоченное в со-

ответствии с ориентацией границы множество вершин V = {ne, n, nw, sw, s, se}. Пусть γαβ –
участок границы с началом в точке α и концом в точке β (α, β ∈ V); Δγαβ – длина отрезка
γαβ , Δγαβ =

√
δx2αβ + δy2αβ , где δxαβ = xβ − xα, δyαβ = yβ − yα; Nαβ – вектор внешней еди-

ничной нормали к границе γαβ с координатами (Nx
αβ , N

y
αβ); μαβ – единичный направляющий

вектор границы, μαβ = (μx
αβ, μ

y
αβ). В нашем случае

μx
αβ = −Ny

αβ , μy
αβ = Nx

αβ, (24)

где Nx
αβ = δyαβ/Δγαβ , Ny

αβ = −δxαβ/Δγαβ . Производная вдоль участка границы γαβ вычис-
ляется по формуле Tμαβ

= (Tβ − Tα)/Δγαβ .

Наряду с множеством V введём упорядоченное множество Ṽ = {nE, n, nW, sW, s, sE}, об-
разованное серединами вертикальных границ ячеек основной сетки S

(x,y)
ν , ν ∈ {ne, nw, sw, se}.

Доопределим функцию T в серединах границ ячейки основной сетки S
(x,y)
ν как полусумму

её значений на концах соответствующих границ, т.е. Tn = 0.5[TP + TN], TnE = 0.5[TE + TNE],
Te = 0.5[TP + TE], TNe = 0.5[TN + TNE] и т.д; значение температуры в центре ячейки основной
сетки S

(x,y)
ν равно среднему значению, вычисленному по значениям T в вершинах данной

ячейки, т.е. Tne = 0.25[TP + TE + TN + TNE] и т.д. При такой переинтерполяции на “север-
ных” и “южных” границах ячейки S

(x,y)
P для сонаправленных векторов μαβ и μα̃β̃, α, β ∈ V,

α̃, β̃ ∈ Ṽ, имеем
Tμαβ

= Tμ
α̃˜β

= (T
˜β
− Tα̃)/(2Δγαβ), (25)

например, Tμne n = (Tn − TnE)/(2Δγne n) = ([TP + TN]− [TNE + TE])/(4Δγne n). Производную ∂yT

в центрах ячеек основной сетки S
(x,y)
ν аппроксимируем следующим образом:

[∂yT ]
h
ne = Te,y =

TNe − Te

hyne
, [∂yT ]

h
se = Te,ȳ =

Te − TSe

hyse
, [∂yT ]

h
nw = Tw,y, [∂yT ]

h
sw = Tw,ȳ. (26)

Остальные разностные аппроксимации пространственных производных на подвижной сетке
вычисляются стандартным образом.
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3.2. Разностная схема. Разностную схему будем строить с помощью интегро-интерполя-
ционого метода. Проинтегрируем уравнения (1)–(4) по контрольному объёму S

(x,y)
P (t):

tk+1∫

tk

∫

S
(x,y)
P (t)

∂T

∂t
dx dy dt =

tk+1∫

tk

∫

S
(x,y)
P (t)

∇ · (κ∇T ) dx dy dt.

Аппроксимация диссипативных членов.Построим пространственную аппроксимацию
диссипативных членов

L(x,y)
P (T ) dS

(x,y)
P =

∫

S
(x,y)
P (t)

[
∂

∂x
Wx +

∂

∂y
Wy

]
dx dy.

Здесь Wx = κ∂xT , Wy = κ∂yT . В силу формулы Остроградского–Гаусса имеем
∫

S
(x,y)
P (t)

[
∂

∂x
Wx +

∂

∂y
Wy

]
dx dy =

∑

α,β∈V

∫

γαβ

[WxNx
αβ +WyNy

αβ] dγ.

Вычислим интегралы вдоль “горизонтальных” границ γne n, γn nw, γsw s, γs se. Воспользовав-
шись тем, что

∂T

∂x
=

1

μx
αβ

(
∂T

∂μαβ
− μy

αβ

∂T

∂y

)
,

запишем интеграл вдоль границы следующим образом:

∫

γαβ

[
κ
∂T

∂x
Nx

αβ + κ
∂T

∂y
Ny

αβ

]
dγ =

∫

γαβ

Nx
αβ

μx
αβ

κ
∂T

∂μαβ
dγ +

∫

γαβ

[
Ny

αβ −
μy
αβ

μx
αβ

Nx
αβ

]
κ
∂T

∂y
dγ. (27)

Для интегралов в правой части равенства (27) с учётом соотношений (24) получаем
∫

γαβ

Nx
αβ

μx
αβ

κ
∂T

∂μαβ
dγ =

∫

γαβ

−
Nx

αβ

Ny
αβ

κ
∂T

∂μαβ
dγ ≈ Δγαβ

(
δyαβ
δxαβ

[κ]hTμαβ

)
, (28)

∫

γαβ

[
Ny

αβ −
μy
αβ

μx
αβ

Nx
αβ

]
κ
∂T

∂y
dγ =

∫

γαβ

(Nx
αβ)

2 + (Ny
αβ)

2

Ny
αβ

κ
∂T

∂y
dγ =

∫

γαβ

1

Ny
αβ

κ
∂T

∂y
dγ ≈

≈ Δγαβ

(
−Δγαβ

δxαβ
[κ]h[∂yT ]

h
P

)
= −δxαβ [1 + (δyαβ/δxαβ)

2][κ]h[∂yT ]
h
P. (29)

Здесь [κ]h = κne для γne n, [κ]h = κnw для γn nw, [κ]h = κse для γse s и [κ]h = κsw для γs sw;
[∂yT ]

h
P – разностная аппроксимация оператора ∂yT, [∂yT ]

h
P = TP,y для “северных” границ γne n

и γn nw, [∂yT ]
h
P = TP,ȳ для “южных” границ γse s и γs sw.

Преобразуем теперь правые части в (28) и (29) к виду, удобному для сравнения с аппрокси-
мацией теплового потока (13) через образ отрезка γαβ в расчётной системе координат (t, ξ, η).
На границе γne n для ориентированной разности имеем δxne n = −he/2; тогда δyne n/δxne n =
= yn,x = (ynE − yn)/h

x
e и, учитывая равенство (25), получаем Tμne n = −Tn,μ, где

Tn,μ = (TnE − Tn)/(2Δγne n) = ([TE + TNE]− [TP + TN])/(4Δγne n).
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На γn nw справедливы равенства

δxn nw = −hw/2, δyn nw/δxn nw = yn,x̄ = (yn − ynW)/hxw и Tμn nw = −Tn,μ̄,

где Tn,μ̄ = [Tn−TnW]/(2Δγne n). Таким образом, поток In через “северную” границу представ-
ляется в виде

In = 0.5[hxeM
yy
ne + hxwM

yy
nw]TP,y +ΔγnenM

yμ
ne Tn,μ +Δγn nwM

yμ
nwTn,μ̄, (30)

где коэффициенты Myy и Myμ вычисляются по формулам

Myy
ne = κne[1 + (yn,x)

2], Myy
nw = κnw[1 + (yn,x̄)

2], Myμ
ne = κne(−yn,x), Myμ

nw = κnw(−yn,x̄).

На южных границах γsw s и γs se выполняются равенства:

δxsw s = hw/2, δysw s/δxsw s = ys,x̄, Tμsw s = Ts,μ̄ = [Ts − TsW]/(2Δγsw s);

δxs se = he/2, δys se/δxs se = ys,x, Tμs se = Ts,μ = [TsE − Ts]/(2Δγs se).

Поэтому поток Is через “южную” границу представляется в виде

Is = −0.5[hxeM
yy
se + hxwM

yy
sw ]TP,ȳ −Δγs seM

yμ
se Ts,μ −Δγsw sM

yμ
sw Ts,μ̄, (31)

где коэффициенты Myy и Myμ вычисляются по формулам

Myy
se = κse[1 + (ys,x)

2], Myy
sw = κsw[1 + (ys,x̄)

2], Myμ
se = κse(−ys,x), Myμ

sw = κsw(−ys,x̄).

Запишем интегралы вдоль вертикальных границ γnw sw и γse ne. В этом случае Nx
αβ =

= δyαβ/|δyαβ |, Ny
αβ = 0 и

∫

γαβ

[
κ
∂T

∂x
Nx

αβ + κ
∂T

∂y
Ny

αβ

]
dγ =

∫

γαβ

δyαβ
|δyαβ |

κ
∂T

∂x
dy.

Как и выше, производную ∂xT выразим через производную по некоторому направлению.
В качестве такого направления выберем μ = μPE на “восточной” границе γse ne и μ = μPW на
“западной” границе γnw sw. Для “восточной” границы γse ne получим

∫

γse ne

δyse ne
|δyse ne|

κ
∂T

∂x
dy =

∫

γse ne

1

μx
PE

κ
∂T

∂μPE
dy +

∫

γse ne

(
−μy

PE

μx
PE

)
κ
∂T

∂y
dy. (32)

Первое слагаемое в правой части равенства (32) аппроксимируем следующим образом:
∫

γse ne

1

μx
PE

κ
∂T

∂μPE
dy =

∫

γse ne

ΔγPE
δxPE

κ
∂T

∂μPE
dy ≈ 1

2
[hyne κne + hyse κse]

ΔγPE
δxPE

TμPE
=

= 0.5[hyne κne + hyse κse](|δxPE|/δxPE)
√

1 + (δyPE/δxPE)2TμPE
. (33)

Для аппроксимации второго слагаемого в правой части равенства (32) воспользуемся следую-
щей квадратурной формулой:

∫

γse ne

(
−μy

PE

μx
PE

)
κ
∂T

∂y
dy ≈ 1

2

[
hyne

(
−μy

n ne

μx
n ne

)
κne

∂T

∂y

∣∣∣∣
ne

+ hyse

(
−μy

s se

μx
s se

)
κse

∂T

∂y

∣∣∣∣
se

]
=

= 0.5[hyne(−δyn ne/δxn ne)κne[∂yT ]
h
ne + hyse(−δys se/δxs se)κse[∂yT ]

h
se]. (34)
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Интеграл вдоль “западной” границы γnw sw вычисляется аналогично:
∫

γnw sw

δynw sw

|δynw sw|
κ
∂T

∂x
dy = −0.5[hynw κnw + hysw κsw](|δxPW|/δxPW)

√
1 + (δyPW/δxPW)2TμPW

−

− 0.5[hynw(−δyn nw/δxn nw)κnw[∂yT ]
h
nw + hysw(−δys sw/δxs sw)κsw[∂yT ]

h
sw]. (35)

Преобразуем правые части равенств (33), (34) и (35) к виду, удобному для сравнения с
аппроксимацией теплового потока (14) в расчётной области. На границе γse ne имеем: δxPE =
= hxe , δyPE/δxPE = yP,x = [yE − yP]/h

x
e , TμPE

= TP,μ = [TE − TP]/ΔγPE и, учитывая (26),
[∂yT ]

h
ne = Te,y, [∂yT ]

h
se = Te,ȳ. Поэтому поток Ie через “восточную” границу ячейки можно

представить в виде

Ie = 0.5[hyneM
μμ
ne + hyseM

μμ
se ]TP,μ + 0.5[hyneM

μy
ne Te,y + hyseM

μy
se Te,ȳ], (36)

где

Mμμ
ne = κne

√
1 + (yP,x)2, Mμμ

se = κse

√
1 + (yP,x)2, Mμy

ne = Myμ
ne , Mμy

se = Myμ
se .

На границе γnw sw имеем: δxPW = −hxw, δyPE/δxPE = yP,x̄ = [yP − yW]/hxw, TμPW
= −TP,μ̄,

где TP,μ̄ = [TP − TW]/ΔγPW и [∂yT ]
h
nw = Tw,y, [∂yT ]

h
sw = Tw,ȳ. Таким образом, поток Iw через

“западную” границу можно представить в виде

Iw = −0.5[hynwM
μμ
nw + hyswM

μμ
sw ]TP,μ̄ − 0.5[hynwM

μy
nwTw,y + hyswM

μy
sw Tw,ȳ], (37)

где

Mμμ
nw = κnw

√
1 + (yP,x̄)2, Mμμ

sw = κsw

√
1 + (yP,x̄)2, Mμy

nw = Myμ
nw, Mμy

sw = Myμ
sw .

Аппроксимация диссипативных членов на подвижной сетке запишется следующим обра-
зом:

L(x,y)
P (T ) dS

(x,y)
P = In + Is + Ie + Iw. (38)

На фронте кристаллизации в аппроксимации диссипативных членов возникает дополни-
тельное слагаемое. Из условия Стефана (3) следует, что для скачка теплового потока справед-
ливо равенство

E(x,y)
P∗ (T ) dS

(x,y)
P∗ =

∫

γwP

λ̃ vphNy
wP dγ +

∫

γPe

λ̃ vphNy
Pe dγ ≈ �

xλ̃(vph)y, (39)

здесь
(vph)y = (0.5[vphP + vphw ]hxw + 0.5[vphP + vphe ]hxe )/(2�

x
P). (40)

Аппроксимация производной по времени. Для построения аппроксимации производ-
ной по времени воспользуемся транспортной теоремой Рейнольдса:

d

dt

∫

S
(x,y)
P (t)

T dx dy =

∫

S
(x,y)
P (t)

∂T

∂t
dx dy +

∫

∂S
(x,y)
P (t)

(Tv ·N) dγ, (41)

где v – скорость движения границы ячейки S
(x,y)
P (t). Проинтегрировав соотношение (41) по

отрезку [tk, tk+1], получим

tk+1∫

tk

∫

S
(x,y)
P (t)

∂T

∂t
dx dy dt =

tk+1∫

tk

d

dt

∫

S
(x,y)
P (t)

T dx dy dt−
tk+1∫

tk

∫

∂S
(x,y)
P (t)

(Tv ·N) dγ dt. (42)
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Рассмотрим слагаемые, стоящие в правой части равенства (42). Первое слагаемое аппрок-
симируем следующим образом:

tk+1∫

tk

d

dt

∫

S
(x,y)
P (t)

T dx dy dt = T̂P

4∑

q=1

d̂S
(x,y)

q − TP

4∑

q

dS(x,y)
q . (43)

Площади ячеек dS
(x,y)
q и d̂S

(x,y)

q будем вычислять по формуле трапеций, используя значения
координат вершин этих ячеек на слое tk и tk+1 соответственно. Для dS

(x,y)
q , q = 1, 4, имеем

dS
(x,y)
1 =

(yn − yP) + (yne − ye)

2

hxe
2

=
[hyn + hyne]h

x
e

8
,

dS
(x,y)
2 =

[hyn + hynw]h
x
w

8
, dS

(x,y)
3 =

[hys + hysw]h
x
w

8
, dS

(x,y)
4 =

[hys + hyse]h
x
e

8
.

Расчётная ячейка S
(x,y)
P (t) перемещается только в направлении оси y, т.е. v = (0, vy). Поэто-

му для второго слагаемого в правой части соотношения (42) справедливо равенство

tk+1∫

tk

∫

∂S
(x,y)
P (t)

(Tv ·N) dγ dt =

tk+1∫

tk

∑

α,β∈V

∫

γαβ

TvyNy
αβ dγ dt. (44)

Для интегралов вдоль “горизонтальных” границ получаем
tk+1∫

tk

∫

γαβ

TvyNy
αβ dγ dt ≈ τ

(
Δγαβ [T ]

h
vyα + vyβ

2
Ny

αβ

)∣∣∣∣
t=tk+1

= τ

(
−δxαβ [T̂ ]

h
vyα + vyβ

2

)
. (45)

Здесь [T̂ ]h = T̂n для “северных” границ γne n, γn nw и [T̂ ]h = T̂s для “южных” границ γsw s,
γs se. Скорости движения vyα, α ∈ V, вершин контрольного объёма равны средним значениям,
вычисленным по соответствующим значениям скоростей узлов сетки, например,

vyn = 0.5[vyP + vyN], vne = 0.25[vyP + vyN + vyE + vyNE]

и т.д. Суммируя равенства (45) по “северным” и “южным” границам ячейки, приходим к сле-
дующей формуле для приближённого вычисления интеграла (44):

tk+1∫

tk

∫

∂S
(x,y)
P (t)

(Tv ·N) dγ dt ≈ −τ(v̄ynT̂n − v̄ys T̂s)�
x
P. (46)

Здесь скорость v̄y вычисляется по формулам

v̄yn = (0.5[vyn + vyne]h
x
e + 0.5[vyn + vynw]h

x
w)/(2�

x
P), v̄ys = (0.5[vys + vyse]h

x
e + 0.5[vys + vysw]h

x
w)/(2�

x
P).

Разделив равенства (43) и (46) на шаг τ, найдём аппроксимацию производной по времени на
подвижной сетке ω(x,y)(t):

T (x,y)
P (T ) dS

(x,y)
P = (TP dS

(x,y)
P )t − (v̄ynT̂n − v̄ys T̂s)�

x
P. (47)

Разностный оператор (47) можно преобразовать к виду

T (x,y)
P (T ) dS

(x,y)
P = (TP dS

(x,y)
P )t − 0.5[ĥyn(T̂Pv̄

y
P)ỹ + ĥys (T̂Pv̄

y
P)ỹ]�

x
P, (48)

где v̄yP = (0.5[vyP + vye ]h
x
e + 0.5[vyP + vyw]h

x
w)/(2�

x
P).
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По аналогии с [19] преобразуем аппроксимацию производной по времени (48) к недивер-
гентному виду. Рассмотрим верхнюю часть ячейки S

(x,y)
P , т.е. S

(x,y)
1

⋃
S
(x,y)
2 . Воспользуемся

формулами разностного дифференцирования произведения [24]. Для разностной производной
по времени получаем

([ dS
(x,y)
1 + dS

(x,y)
2 ]TP)t = ( dS

(x,y)
1 + dS

(x,y)
2 )TP,t +

(
hxe [h

y
n,t + hyne,t]

8
+

hxw[h
y
n,t + hynw,t]

8

)
T̂P.

Для разностной производной по переменной y имеем

(T̂ v̄yP)ỹ = v̄yP,ỹT̂P + v̄ynT̂P,ỹ.

В силу соотношения (23) производная по времени от шага по пространству выражается ра-
венствами

0.5(hyn,t + hyne,t) = [yn,t − yP,t] + [yne,t − ye,t] = [vyn − vyP] + [vyne − vye ],

0.5(hyn,t + hynw,t) = [yn,t − yP,t] + [ynw,t − yw,t] = [vyn − vyP] + [vynw − vyw],

из которых вытекает, что
(
hxe [h

y
n,t + hyne,t]

8
+

hxw[h
y
n,t + hynw,t]

8

)
T̂P =

�
x
Pĥ

y
n

2
v̄yP,ỹT̂P.

Откуда, приводя подобные члены, в регулярной точке сетки получаем равенство

([ dS
(x,y)
1 + dS

(x,y)
2 ]TP)t −

�
x
Pĥ

y
n

2
(T̂Pv̄

y
P)ỹ = ( dS

(x,y)
1 + dS

(x,y)
2 )TP,t −

�
x
Pĥ

y
n

2
v̄yn T̂P,ỹ. (49)

Аналогично, для нижней части ячейки Sx,y
P имеем

([ dS
(x,y)
3 + dS

(x,y)
4 ]TP)t −

�
x
Pĥ

y
s

2
(T̂Pv̄

y
P)¯̃y = ( dS

(x,y)
3 + dS

(x,y)
4 )TP,t −

�
x
Pĥ

y
s

2
v̄ys T̂P,¯̃y. (50)

Используя выражения (48)–(50), получим недивергентную форму записи аппроксимации про-
изводной по времени:

T (x,y)
P (T ) dS

(x,y)
P = TP,t dS

(x,y)
P − 0.5[ĥyn v̄

y
n T̂P,ỹ + ĥys v̄

y
s T̂P,ỹ]�

x
P. (51)

Во внутренних точках сетки ω(x,y)(t) разностная схема для задачи (1)–(4) имеет вид

T (x,y)
P (T ) d̂S

(x,y)

P = [L(x,y)
P (T̂ ) + E(x,y)

P∗ (T̂ )δPP∗ ] d̂S
(x,y)

P . (52)

Разностная схема (52) является консервативной, коэффициенты Mττ , Mτy, Myy в ней взя-
ты с верхнего временно́го слоя, а соответствующая система нелинейных сеточных уравнений
решается относительно вектора неизвестных, компонентами которого являются температуры
в твёрдой и жидкой фазах и скорость межфазной границы.
4. Эквивалентность разностных схем.
Утверждение 2. Разностная схема (19), построенная с помощью метода выпрямления

фронта, и разностная схема (52), построенная на подвижной сетке, удовлетворяющей со-
отношению (23), алгебраически эквивалентны.
Доказательство. Выполним в разностной схеме (52) дискретный аналог замены перемен-

ных (5). Нетрудно проверить, что шаги сеток ω
(x,y)
h и ω

(ξ,η)
h связаны соотношениями

hxe = hξe, hxw = hξw, (53)
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hyn = yN − yP = ϕ(tk, ξP, ηN)− ϕ(tk, ξP, ηP) = ln(ηN − ηP) = lnh
η
n,

hyα = lαh
η
α, ĥyα = l̂αh

η
α, α ∈ V. (54)

В силу равенств (7), (22) скорости движения вершин контрольного объёма vyα, α ∈ V, можно
записать следующим образом:

vyα = ϕα,t, α ∈ V. (55)

Выполним замену переменных в разностном операторе L(x,y)
P (T̂ ) d̂S

(x,y)

P . Последовательно
рассмотрим потоки через все границы ячейки S

(x,y)
P . Начнём с “северной” границы, поток

через которую определяется выражением (30). Замена переменных в разностных аналогах
смешанных производных, входящих в (30), приводит к следующему равенству:

Δ̂γne nM
yμ
ne T̂n,μ + Δ̂γn nwM

yμ
nw T̂n,μ̄ = 0.5[hξeL

ηξ
neT̂n,ξ + hξwL

ηξ
nwT̂n,ξ̄], (56)

потому что Δ̂γne nT̂n,μ = 0.5hξeT̂n,ξ, Δ̂γn nwT̂n,μ̄ = 0.5hξwT̂n,ξ̄ и

Myμ
ne = κne(−ŷn,x) = κne(ŷnE − ŷn)/h

x
e = −κne[ϕ(tk+1, ξE , ηn)− ϕ(tk+1, ξP, ηn)]/h

ξ
e =

= κne(−ϕ̂n,ξ) = Lηξ
ne , Myμ

nw = Lηξ
nw.

С помощью соотношений (54) преобразуем члены, связанные с T̂P,y, к виду

Myy
ne T̂P,y = κne[1+(ŷn,x)

2]T̂P,y = κne[1+(ϕ̂n,ξ)
2](T̂N−T̂P)/ĥ

y
n = κne[1+(ϕ̂n,ξ)

2]/(l̂n) T̂P,η = Lyy
ne T̂P,η,

Myy
nwT̂P,y = Lyy

nwT̂P,η,

откуда
0.5[hxeM

yy
ne + hxwM

yy
nw]T̂P,y = 0.5[hξeL

ηη
ne + hξwL

ηη
nw]T̂P,η. (57)

Аналогично выполним замену переменных в выражении (31) для потока через “южную”
границу:

Δ̂γs seM
yμ
se T̂s,μ + Δ̂γsw sM

yμ
sw T̂s,μ̄ = 0.5[hξeL

ηξ
se T̂s,ξ + hξwL

ηξ
swT̂s,ξ̄], (58)

0.5[hxeM
yy
se + hxwM

yy
sw ]T̂P,ȳ = 0.5[hξeL

ηη
se + hξwL

ηη
sw]T̂P,η̄. (59)

Рассмотрим поток (36) через “восточную” границу. Так как ĥyneT̂e,y = hηnT̂e,η, ĥyseTe,ȳ =

= hηs T̂e,η̄ и Mμy
ne = Lξη

ne , Mμy
se = Lξη

se , то для смешанных производных в (36) будем иметь

0.5[ĥyneM
μy
ne T̂e,y + ĥyseM

μy
se T̂e,ȳ] = 0.5[hηnL

ξη
ne T̂e,η + hηsL

ξη
se T̂e,η̄]. (60)

Для производной в направлении μ получаем

0.5[ĥyneM
μμ
ne + ĥyseM

μμ
se ]T̂P,μ = 0.5[hηnL

ξξ
ne + hηsL

ξξ
se ]T̂P,ξ. (61)

Здесь воспользовались тем, что в силу соотношений (53) и (54) справедливы равенства

ĥyneM
μμ
ne T̂P,μ = ĥyneκne

√
1 + (ŷP,x)2T̂P,μ = ĥyneκne(T̂E − T̂P)/h

x
e = l̂neh

η
nκneT̂P,ξ = hηnL

ξξ
neT̂P,ξ,

ĥyseM
μμ
se T̂P,μ = hηsL

ξξ
se T̂P,ξ.

Для потока (37) на “западной” границе имеем

0.5[ĥynwM
μy
nw T̂w,y + ĥyswM

μy
sw T̂w,ȳ] = 0.5[hηnL

ξη
nwT̂w,η + hηsL

ξη
swT̂w,η̄], (62)

0.5[ĥynwM
μμ
nw + ĥyswM

μμ
sw ]T̂P,μ̄ = 0.5[hηnL

ξξ
nw + hηsL

ξξ
sw]T̂P,ξ̄. (63)
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Учитывая соотношения (56)–(63) в формуле (38), получаем

L(x,y)
P (T̂ ) d̂S

(x,y)

P = L(ξ,η)
P (T̂ ) dS

(ξ,η)
P .

На фронте кристаллизации в уравнение (52) входит слагаемое, отвечающее за выполнение
условия Стефана и описывающее скачок теплового потока при изменении агрегатного состо-
яния вещества. Из формул (15) и (40) следует, что (vph)y = (vph)η, откуда вытекает, что на
границе раздела фаз выполняется равенство

E(x,y)(T̂ ) d̂S
(x,y)

P = E(ξ,η)(T̂ ) dS
(ξ,η)
P . (64)

Выполним замену переменных в T (x,y)
P (T ) d̂S

(x,y)

P . В силу соотношений (53) и (54) имеем

dS
(x,y)
1 = (hyn + hyne)h

x
e/8 = (ln + lne)h

ξ
eh

η
n/8.

Площади остальных четвертей ячейки преобразуются аналогичным образом. Поэтому первое
слагаемое в аппроксимации (51) запишется в виде

TP,t dS
(x,y)
P = TP,tl̄P dS

(ξ,η)
P . (65)

Воспользовавшись формулой (55), для второго слагаемого в (51) получим

0.5[ĥyn v̄
y
nT̂P,ỹ + ĥys v̄

y
s T̂P,ỹ]�

x
P = 0.5[hηn(ϕt)nT̂P,η̃ + hηs (ϕt)sT̂P,η̃]�

ξ
P. (66)

Замена слагаемых в аппроксимации (51) их выражениями (65) и (66) приводит к равенству

T (x,y)
P (T ) d̂S

(x,y)

P = T (ξ,η)
P (T ) dS

(ξ,η)
P .

В результате показано, что

[T (x,y)
P (T )−L(x,y)

P (T̂ )− E(x,y)
P∗ (T̂ )δPP∗ ] d̂S

(x,y)

P = [T (ξ,η)
P (T )− Lξ,η

P (T̂ )− E(ξ,η)
P∗ (T̂ )δPP∗ ] dS

(ξ,η)
P .

Таким образом, доказано, что схемы (52) и (19) алгебраически эквивалентны.
Заключение. Для классической двухфазной задачи Стефана выделен класс консерва-

тивных разностных схем, для которых метод выпрямления фронта и метод, основанный на
использовании подвижных сеток, алгебраически эквивалентны. Получены дивергентная и
недивергентная формы записи, аппроксимирующие соответствующие формы записи исходной
дифференциальной задачи. Для разностного оператора, аппроксимирующего на неподвижной
сетке диссипативные члены в уравнении теплопроводности, можно доказать свойства самосо-
пряжённости и отрицательной определённости. Доказательство указанных свойств является
несложным, но громоздким и поэтому в работе не приводится. В силу алгебраической эквива-
лентности предложенных разностных схем аналогичными свойствами обладает и разностный
оператор на подвижной сетке. Таким образом, построенный класс схем наследует основные
свойства исходной дифференциальной задачи.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ
ЯВНОЙ ТРЁХСЛОЙНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
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Изучаются разностные схемы, связанные с упрощённой линеаризованной многомерной ги-
перболической квазигазодинамической системой дифференциальных уравнений. Показы-
вается, что явную двухслойную векторную разностную схему с релаксацией потоков для
гиперболического уравнения второго порядка с переменными коэффициентами, являюще-
гося возмущением уравнения переноса с параметром-множителем при старших производ-
ных, можно свести к явной трёхслойной разностной схеме. Анализируется спектральное
условие равномерной по времени устойчивости такой явной трёхслойной разностной схе-
мы в случае постоянных коэффициентов и выводятся как достаточные, так и необходимые
условия его справедливости, в том числе в форме условий типа Куранта на отношение
шагов по времени и по пространству.

DOI: 10.31857/S0374064121070062

Введение. Гиперболическая квазигазодинамическая (ГКГД) система уравнений представ-
ляет собой специальным образом возмущённую систему уравнений газовой динамики, содер-
жащую слагаемые с производными второго порядка по пространственным и временно́й пере-
менным с малым параметром-множителем τ > 0. Она применяется для построения семейства
трёхслойных и двухслойных векторных разностных методов численного решения различных
задач газовой динамики [1]. Отметим, что параболические КГД системы представлены в [2, 3].
В [4, 5] установлен набор математических свойств ГКГД системы, в том числе выведены рав-
номерные по времени оценки для соответствующей линеаризованной на постоянном решении
системы. Изучались также гиперболическое второго порядка возмущение с параметром τ па-
раболической начально-краевой задачи без конвективных членов [6, 7] и с ними [8] и устойчи-
вость соответствующих трёхслойного с весом и двухслойного векторного численных методов
[9]. Равномерная по времени устойчивость неявных трёхслойной с весом и двухслойной век-
торной разностных схем для линеаризованной ГКГД системы доказана в [10].

На практике наибольший интерес представляют явные разностные схемы для ГКГД сис-
темы. Однако обоснование равномерной по τ устойчивости их линеаризаций в настоящее
время отсутствует. Применить для этого энергетический метод подобно [4, 10] пока не уда-
лось ввиду достаточно сложной структуры линеаризованных схем, в том числе и по причине
наличия в них аппроксимаций слагаемых как с первыми, так и со вторыми производными по
пространственным и временно́й переменным, при этом перед вторыми производными присут-
ствует параметр-множитель τ.

Чтобы продвинуться в изучении этого вопроса, в настоящей работе вместо ГКГД системы
уравнений рассматривается упрощённый случай одного гиперболического уравнения второго
порядка с переменными коэффициентами, являющегося возмущением уравнения переноса с
параметром τ при вторых производных. Во-первых, показывается, что явную двухслойную
векторную разностную схему с релаксацией потоков типа [11] для такого уравнения можно
свести к явной трёхслойной разностной схеме. В этой трёхслойной схеме параметр τ перед
аппроксимацией второй производной по t умножен на некоторый множитель больше единицы.
Во-вторых, и это главное, анализируется спектральное условие равномерной по времени устой-
чивости такой явной трёхслойной схемы в случае постоянных коэффициентов. Выводятся как
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достаточные, так и близкие к ним необходимые условия справедливости спектрального усло-
вия, в том числе в форме условий типа Куранта на отношение шагов по времени и пространст-
ву. Эти условия не зависят от τ. В число необходимых условий входит условие преобладания
коэффициентов вязких слагаемых над коэффициентами переноса. Вывод основан на анализе
расположения на комплексной плоскости корней соответствующего характеристического мно-
гочлена с комплексными коэффициентами с помощью обобщённого критерия Рауса–Гурвица
[12, гл. XVI, § 19]. Предварительно анализируются также критерии аналогичного спектраль-
ного условия устойчивости для самого дифференциального уравнения и разностной схемы
с обнулением параметра τ. Для уравнения таким критерием является условие своего рода
преобладания матрицы вязких слагаемых над вектором коэффициентов переноса; условия по-
добного рода играли существенную роль в [4, 10]. Для указанной схемы критерием служит
условие типа Куранта. Полученные результаты являются достаточно обнадёживающими для
последующего анализа соответствующих свойств разностных схем для ГКГД системы.
1. Гиперболическое дифференциальное уравнение второго порядка и сведение

явной двухслойной векторной разностной схемы с релаксацией потоков для него
к трёхслойной схеме. Рассмотрим гиперболическое дифференциальное уравнение второго
порядка с параметром-множителем τ > 0 при старших производных

τ∂2
t u+ ∂tu+ ∂i(bi(x)u) − τ div (A(x)∇u) = f. (1)

Искомая функция u = u(x, t) определена и уравнение рассматривается при x = (x1, . . . , xn) ∈
∈ R

n, t � 0, а n � 1. Здесь и ниже A(x) = diag {a1(x), . . . , an(x)} – диагональная матрица,
операторы div и ∇ берутся по x, а по повторяющимся индексам i, j предполагается сум-
мирование от 1 до n.

Введём равномерную сетку ωkh с узлами xkl = lhk, l ∈ Z, и шагом hk > 0, сетку,
сдвинутую на hk/2, с узлами xk(l−1/2) = (l − (1/2))hk , l ∈ Z, и сеточные операторы

skvl−1/2 =
vl−1+ vl

2
, δkvl−1/2 =

vl − vl−1

hk
, δ∗kwl =

wl+1/2 − wl−1/2

hk
, Λkvl=

vl+1 − 2vl + vl−1

h2k
,

где vl = v(xkl), wl−1/2 = w(xk(l−1/2)), 1 � k � n. Положим также h = (h1, . . . , hn) и введём
сетку ωh := ω1h × . . . × ωnh и операторы s = (s1, . . . , sn), ∇h = (δ1, . . . , δn).

Введём равномерную сетку ω ht с узлами tm = mht, m � 0, и шагом ht > 0 и разностные
операторы

δ̄ty =
y − y̌

ht
, δty =

ŷ − y

ht
, δ̊ty =

ŷ − y̌

2ht
, Λty = δtδ̄ty =

ŷ − 2y + y̌

h2t
,

где ym = y(tm), y̌m = ym−1 и ŷm = ym+1. Пусть ωht = ω ht\{0}.
Рассмотрим явную двухслойную по t векторную разностную схему с релаксацией потоков

типа [11] для уравнения (1), симметричную и трёхточечную по x1, . . . , xn:

ϕ̂ = e−ht/τϕ− (1− e−ht/τ )(Bsv − τA∇hv), (2)

δtv = divhϕ̂+ f. (3)

Искомыми являются функция v ≈ u, определённая на сетке ωh × ω ht, и вспомогательная
вектор-функция ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)

т c компонентами ϕk, определёнными на сетке, сдвинутой
на hk/2 по xk относительно ωh × ω ht. Здесь B(x) = diag {b1(x), . . . , bn(x)} – диагональная
матрица, divhϕ = δ∗1ϕ1 + . . . + δ∗nϕn и уравнения схемы записываются на тех же сетках, на
которых определены сами искомые функции.

Сведём двухслойную векторную схему к трёхслойной схеме стандартного типа для v.
Теорема 1. Функция v удовлетворяет явной по времени симметричной и трёхточечной

по всем переменным x1, . . . , xn, t (трёхслойной по t) разностной схеме

τα0

(
ht
2τ

)
Λtv + δ̊tv + divh(Bsv)− τ divh(A∇hv) = f̃ на ωh × ωht, (4)
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где α0(ζ) := ζ cth ζ и свободный член имеет вид

f̃ :=
f − e−ht/τ f̌

1− e−ht/τ
. (5)

Доказательство. Применим оператор divh к уравнению (2) и получим уравнение

divhϕ̂ = e−ht/τ divhϕ− (1− e−ht/τ ) divh(Bsv − τA∇hv).

Исключим из него функцию ϕ, выразив divhϕ̂ и divhϕ = δ̄tv − f̌ в силу уравнения (3):

δtv − f = e−ht/τ (δ̄tv − f̌)− (1− e−ht/τ ) divh(Bsv − τA∇hv).

Симметризуем запись последнего уравнения умножением его на eht/(2τ):

eht/(2τ)δtv − e−ht/(2τ)δ̄tv + 2 sh
ht
2τ

divh(Bsv − τA∇hv) = eht/(2τ)f − e−ht/(2τ)f̌ .

Далее воспользуемся простыми формулами

δtv = δ̊tv + (ht/2)Λtv, δ̄tv = δ̊tv − (ht/2)Λtv

и перейдём к уравнению

ht ch
ht
2τ

Λtv + 2 sh
ht
2τ

δ̊tv + 2 sh
ht
2τ

divh(Bsv − τA∇hv) = eht/(2τ)f − e−ht/(2τ)f̌ .

Поделив его на 2 sh(ht/(2τ)), окончательно получим для v явную трёхслойную по времени
разностную схему (4), (5). Теорема доказана.

Отметим, что α0(ζ) > max{1, ζ} при ζ > 0 и α0(ζ) = ζ(1 + O(e−2ζ)) при ζ → +∞; при
этом |α0(ζ) − ζ| < 0.075, 0.015, 0.0027 уже при ζ � 2, 3, 4 соответственно. Обратим также
внимание на то, что в пределе при ht/(2τ) → +∞ происходит замена τα0(ht/(2τ)) на ht/2 и
трёхслойная разностная схема (4) переходит в явную двухслойную схему

δtv + divh(Bsv)− τ divh(A∇hv) = f,

поскольку (ht/2)Λtv + δ̊tv = δtv.
Обратим внимание на то, что в случае постоянных коэффициентов умножение разностной

схемы (4) на τ и замена шагов (h, ht) �→ (h/τ, ht/τ) приводит к частному случаю этой схемы
с τ = 1 (включая аргумент коэффициента α0(ht/(2τ))). Поэтому некоторые свойства этой
схемы не зависят от значения τ. В том числе это относится к изучаемому ниже спектральному
условию равномерной по времени устойчивости.

Существенно, что применённый выше способ сведения двухслойной схемы к трёхслойной
можно использовать не только в рассмотренном скалярном случае, но и для самой ГКГД
системы уравнений. Сведение других двухслойных векторных методов для гиперболических
уравнений второго порядка к трёхслойным методам выполнялось, в том числе, в [10, 13, 14].
Отметим также, что большое количество двухслойных разностных схем для уравнения пере-
носа приведено, например, в [15].
2. Многомерное уравнение переноса с возмущениями и явная трёхслойная раз-

ностная схема для него. Рассмотрим многомерное однородное уравнение переноса с воз-
мущениями – слагаемыми, представляющими собой производные второго порядка от искомой
функции по t и по xi с параметрами-множителями:

α0τ∂
2
t u+ ∂tu+ bi∂iu− τaij∂i∂ju = 0, (6)

где bi, aij – постоянные коэффициенты, α0 > 0, τ > 0 – параметры. Напомним, что по
повторяющимся индексам i, j предполагается суммирование от 1 до n. Введение параметра
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α0 обусловлено видом схемы (4) (от него легко освободиться заменами α0τ �→ τ, aij �→ aij/α0,
но для наглядности этого делать не будем). Искомая функция u(x, t) определена и уравне-
ние (6) рассматривается на R

n × [0,+∞). Функции u|t=0 и ∂tu|t=0 считаем заданными. Не
ограничивая общности будем считать, что матрица A = (aij)

n
i,j=1 симметричная. Пусть b =

= (b1, . . . , bn)
т.

Предварительно, во-первых, обратим внимание на то, что дифференцирование уравнения
переноса ∂tu+ bi∂iu = f приводит к равенствам

∂2
t u+ bj∂t∂ju = ∂tf, bj∂j∂tu+ bjbi∂j∂iu = bj∂jf

и поэтому
∂2
t u− bibj∂j∂iu = ∂tf − bj∂jf.

Тем самым решение уравнения переноса удовлетворяет и уравнению второго порядка

τ∂2
t u+ ∂tu+ bi∂iu− τbibj∂i∂ju = f + τ(∂tf − bj∂jf)

типа (6) с α0 = 1 при любом τ 
= 0 (при τ = 0 это само уравнение переноса). Возникшая
матрица b

⊗
b с элементами bibj такова, что b

⊗
b � 0, а Ker b

⊗
b совпадает с ортогональ-

ным дополнением к вектору b. Поэтому полученное уравнение является вырождающимся при
n � 2 или при n = 1 и b1 = 0.

Во-вторых, умножение уравнения (6) на τ и замена переменных (x, t) �→ (x/τ, t/τ) приво-
дит к частному случаю уравнения (6) с τ = 1. Поэтому ряд свойств решений этого уравнения,
в том числе анализируемое ниже свойство, не зависят от значения τ.

Рассмотрим комплексные частные решения уравнения (6), имеющие вид

u(x, t) = eix·ξw(ξ, t), x, ξ = (ξ1, . . . , ξn)
т ∈ R

n, t � 0,

где i – мнимая единица, а символ “ · ” обозначает скалярное произведение векторов. Их под-
становка в уравнение (6) приводит к следующему обыкновенному дифференциальному урав-
нению (ОДУ) относительно w:

α0τ∂
2
t w + ∂tw + θw = 0, θ := ibiξi + τaijξjξi = ib · ξ + τAξ · ξ ∈ C. (7)

Изучим свойство равномерной ограниченности по t его решения. Пусть KerA и ImA –
ядро и образ матрицы A (т.е. соответствующего линейного оператора, действующего в R

n).
Напомним, что так как A = Aт, то R

n представляется в виде ортогональной прямой суммы
подпространств KerA и ImA.
Теорема 2. Для справедливости оценки

sup
t�0

|w(ξ, t)| < ∞ для каждого ξ ∈ R
n (8)

при любых w(ξ, 0) и ∂tw(ξ, 0) необходимо, чтобы выполнялось свойство A � 0.
Критериями (т.е. необходимыми и достаточными условиями) справедливости указанной

оценки, кроме A � 0, служат:
1) если A > 0, то α0|A−1/2b|2 = α0A

−1b · b � 1;

2) если же KerA 
= {0}, то b ∈ ImA и при ImA 
= {0} имеем α0Ã
−1b · b � 1, где Ã –

сужение A на ImA, а иначе b = 0 при ImA = {0} (т.е. A = 0).
В частности, при A = diag {a1, . . . , an} критерием служит совокупность условий:

ak � 0, причём если ak = 0, то bk = 0 при 1 � k � n; α0

∑

k:ak>0

b2k
ak

� 1. (9)

Доказательство. Характеристическое уравнение для ОДУ (7) имеет вид

r2(z) ≡ α0τz
2 + z + θ = 0, z ∈ C.
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Свойство (8) эквивалентно тому, что оба корня многочлена r2(z) лежат в замкнутой левой
полуплоскости P̄l := {z ∈ C: zR � 0} и на мнимой оси нет кратных корней (т.е. z = 0 не
является кратным корнем, что и имеет место). Здесь и ниже используется стандартная запись
комплексных чисел в виде z = zR + izI .

Для анализа последнего свойства воспользуемся обобщённым критерием Рауса–Гурвица
для многочленов с комплексными коэффициентами [12, гл. XVI, § 19]. Для этого запишем
вспомогательный многочлен −ir2(iz) = z + θI + i(α0τz

2 − θR) и определитель четвёртого
порядка – результант (с точностью до знака) возникших двух многочленов с вещественными
коэффициентами

V4 =

∣∣∣∣∣∣∣

α0τ 0 −θR 0
0 1 θI 0
0 α0τ 0 −θR
0 0 1 θI

∣∣∣∣∣∣∣
.

Его главный угловой минор второго порядка V2 = α0τ положителен, а сам определитель равен

V4 = α0τ(θR − α0τθ
2
I ) = α0τ

2[Aξ · ξ − α0(b · ξ)2].

Пусть сначала V4 
= 0. Тогда критерием того, что корни r2(z) лежат в открытой левой
полуплоскости Pl := {z ∈ C: zR < 0}, является условие V4 > 0. При V4 = 0, как легко
проверить, имеется чисто мнимый корень −iθI , а поэтому второй корень равен iθI−1/(α0τ) ∈
∈ Pl. Поэтому критерием того, что оба корня лежат в P̄l, является условие V4 � 0, т.е.

α0(b · ξ)2 � Aξ · ξ для всех ξ ∈ R
n. (10)

Его можно записать в виде α0b
⊗

b � A, и это условие своего рода преобладания A над b.
В него не вошёл параметр τ, что естественно в соответствии со сказанным выше. Условия
подобного рода играли существенную роль в работах [4, 10].

Из критерия (10) следует, что A � 0. Если A > 0, то его можно записать в виде

α0(A
−1/2b ·A1/2ξ)2 � |A1/2ξ|2 для всех ξ ∈ R

n.

Введя вектор η := A1/2ξ, получим эквивалентный явный критерий из п. 1) теоремы.
Если же KerA 
= {0}, то b ⊥ KerA в силу критерия (10), и поэтому b ∈ ImA, а сам он

принимает вид
α0(b · ξ)2 � Aξ · ξ = Ãξ · ξ для всех ξ ∈ ImA,

что сводит п. 2) теоремы к п. 1), в котором в роли R
n выступает ImA при ImA 
= {0}.

Случай ImA = {0} очевиден. Теорема доказана.
Рассмотрим теперь явную симметричную и трёхточечную по всем переменным x1, . . . , xn,

t (трёхслойную по t) разностную схему для уравнения (6):

α0τΛtv + δ̊tv + biδ̊iv − τaiΛiv = 0 на ωh × ωht , (11)

в которой искомая функция v определена на ωh× ω̄ht. Значения на исходном и первом слоях
по времени v(xk, 0) и v(xk, ht), где xk = (k1h1, . . . , knhn), k = (k1, . . . , kn) ∈ Z

n, считаем
заданными. Здесь для большей наглядности взят случай A = diag {a1, . . . , an}, причём ai > 0

при 1 � i � n. Так как divh(Bs) = biδ̊i и divh(A∇h) = aiΛi при постоянных коэффициентах
bi и ai, то эта схема получается из схемы (4).

Рассмотрим комплексные частные решения разностной схемы (11), имеющие вид

v(xk, tm) = eik·ξw(ξ, tm), k ∈ Z
n, m � 0, ξ = (ξ1, . . . , ξn)

т ∈ [−π, π]n.

Назовём спектральным условием равномерной по времени устойчивости свойство:

sup
m�0

|w(ξ, tm)| < ∞ для каждого ξ ∈ [−π, π]n (12)

при любых w(ξ, 0) и w(ξ, ht) (ср. с (8) и [16, гл. 8, § 25]).
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Функция eik·ξ является собственной функцией операторов δ̊l и Λl, отвечающей собствен-
ным значениям ih−1

l sin ξl и −4h−2
l sin2(ξl/2) соответственно. Поэтому функция w удовлетво-

ряет трёхслойному разностному уравнению (фактически разностной схеме для ОДУ (7))

α0τΛtw + δ̊tw +

(
i
bi
hi

sin ξi + τ
4ai
h2i

sin2
ξi
2

)
w = 0 на ωht . (13)

В силу определений операторов Λt и δ̊t после умножения на h2t /(α0τ) последнее уравнение
можно записать в рекуррентной форме

(1 + d)ŵ − 2(1− θ)w + (1− d)w̌ = 0, (14)

где

d :=
ht

2α0τ
> 0, θ ≡ θ(ξ) = 2

h2t ai
α0h

2
i

sin2
ξi
2
+ i

h2t bi
2α0τhi

sin ξi ∈ C.

Характеристическое уравнение для разностного уравнения (14) имеет вид

p2(q) ≡ (1 + d)q2 − 2(1− θ)q + 1− d = 0. (15)

Выполнение спектрального условия устойчивости (12) равносильно тому, что оба корня этого
уравнения лежат в замкнутом единичном круге |q| � 1 на C и на его границе нет кратных
корней.

Для сравнения изучим сначала трёхслойную симметричную схему

δ̊tv + biδ̊iv = 0 на ωh × ωht, (16)

получающуюся из схемы (11) при τ = 0.
Теорема 3. Для разностной схемы (16) критерий справедливости спектрального условия

равномерной по времени устойчивости имеет вид условия типа Куранта

ht

n∑

k=1

|bk|
hk

< 1. (17)

Доказательство. При τ = 0 из схемы (13) следует иное, чем (14), рекуррентное уравнение

ŵ + 2ihtγw − w̌ = 0, γ ≡ γ(ξ) =
bi
hi

sin ξi.

Соответствующее характеристическое уравнение – это q2 + 2ihtγq − 1 = 0. Оно имеет корни

q1,2 =

{
−ihtγ ±

√
1− h2tγ

2, если ht|γ| � 1,

−i(htγ ±
√

h2t γ
2 − 1), если ht|γ| > 1.

В случае ht|γ| > 1 максимальный из |q1,2| равен ht|γ| +
√

h2t γ
2 − 1 > 1. В случае ht|γ| � 1

имеем |q1,2| = 1, но при ht|γ| = 1 корень становится кратным. Это приводит к условию
ht|γ| < 1 при всех ξ ∈ [−π, π]n и в конечном итоге (при ξ = ((π/2) sgn b1, . . . , (π/2) sgn bn)) –
к условию (17). Теорема доказана.

Перейдём теперь к анализу разностной схемы (11).
Теорема 4. Пусть ai > 0 при 1 � i � n. Для разностной схемы (11) справедливость

спектрального условия её равномерной по времени устойчивости не зависит от значения
параметра τ > 0.

Для его справедливости необходимо выполнение двух условий типа Куранта на ht:

ht√
α0

( n∑

k=1

ak
h2k

)1/2
� 1, ht

n∑

k=1

|bk|
hk

� 1, (18)
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второе из которых почти совпадает с условием (17). Необходимым является также
условие

α0

n∑

k=1

b2k
ak

� 1 (19)

(ср. с условиями (9)).
Для справедливости указанного спектрального условия достаточно выполнение условия

n∑

k=1

max

{
h2t
α0

ak
h2k

, α0
b2k
ak

}
� 1. (20)

При n = 1 оно принимает вид

ht√
α0

√
a1
h1

� 1, α0b
2
1 � a1 (21)

и служит критерием.
Замечание 1. Прокомментируем условия из этой теоремы. Второе из условий (18) следует

из первого условия и условия (19) в силу неравенства Коши–Шварца:
(
ht

n∑

k=1

|bk|
hk

)2
�
(
α0

n∑

k=1

b2k
ak

)
h2t
α0

n∑

k=1

ak
h2k

.

Как будет доказано, необходимым является и несколько более точное условие

ht

n∑

k=1

|bk|
hk

�
[(

2− h2t
α0

n∑

k=1

ak
h2k

)
h2t
α0

n∑

k=1

ak
h2k

]1/2
, (22)

правая часть которого в силу первого из условий (18) не превосходит 1.
Более грубым достаточным условием, чем (20), очевидно, служит неравенство

h2t
α0

n∑

k=1

ak
h2k

+ α0

n∑

k=1

b2k
ak

� 1

(ср. с первым условием (18) и условием (19)).
Замечание 2. Можно использовать 1-нормы векторов коэффициентов a := (a1, . . . , an) и

b и ввести при a 
= 0 и b 
= 0 специальные средние шаги по пространству ha > 0 и hb > 0
формулами

|a|1 :=

n∑

k=1

ak, |b|1 :=
n∑

k=1

|bk|, ha := |a|1/21

( n∑

k=1

ak
h2k

)−1/2

, hb := |b|1
( n∑

k=1

|bk|
hk

)−1

.

При этом ha, hb ∈ [hmin, hmax], где hmin = min
1�k�n

hk, hmax = max
1�k�n

hk. Тогда условия типа

Куранта (18) примут следующий вид:
√

|a|1
α0

ht
ha

� 1, |b|1
ht
hb

� 1.

Доказательство. Если корни уравнения (15) кратные, то их модуль равен
√

|1− d|/(1 + d)
и меньше 1. Если θ = 0, то корнями многочлена p2(q) являются 1 и (1− d)/(1+d) (последний
по модулю, очевидно, меньше 1). Следовательно, ниже можно считать, что θ 
= 0 и поэтому
p2(1) = 2θ 
= 0, и что эти корни простые.
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Выполним дробно-рациональное преобразование q(z) = (z + 1)/(z − 1), устанавливающее
взаимно однозначное соответствие между проколотым замкнутым единичным кругом {q ∈
∈ C: |q| � 1, q 
= 1} и замкнутой левой полуплоскостью P̄l. Соответствие между проколотой
единичной окружностью {q ∈ C: |q| = 1, q 
= 1} и мнимой осью zR = 0 также взаимно
однозначное; отметим, что обратная функция z(−1)(q) = (q+1)/(q − 1) совпадает с исходной.
При этом

p2(q(z))(z − 1)2 = 2r2(z) := 2(θz2 + 2dz + 2− θ).

Здесь r2(1) = 2(1 + d) > 0. Обозначим через z1, z2 корни многочлена r2(z) и получим
условия их принадлежности полуплоскости P̄l.

Пусть сначала θI = 0. При θR 
= 0, как хорошо известно, z1, z2 ∈ P̄l при следующих
условиях на коэффициенты многочлена: d/θR � 0 и (2 − θR)/θR � 0. Так как d > 0, то это
приводит к условию 0 < θR � 2 (причём z1, z2 ∈ Pl при θR < 2, либо z1 = −d < 0 и z2 = 0
при θR = 2).

Пусть теперь θI 
= 0 и поэтому ξ 
= 0. Снова запишем вспомогательный многочлен

−r2(iz) = θRz
2 + θR − 2 + i(θIz

2 − 2dz + θI) (23)

и определитель 4-го порядка – результант (с точностью до знака) двух многочленов с веще-
ственными коэффициентами в правой части

V4 =

∣∣∣∣∣∣∣

θI −2d θI 0
θR 0 θR − 2 0
0 θI −2d θI
0 θR 0 θR − 2

∣∣∣∣∣∣∣
.

Его главный угловой минор второго порядка V2 = 2dθR положителен при ξ 
= 0. Умно-
жим 2-ю и 4-ю строки V4 на θI/θR, вычтем их из 1-й и 3-й строк соответственно и разложим
полученный определитель по первому столбцу:

V4 = −θR

∣∣∣∣∣∣

−2d −2θI/θR 0
θI −2d −2θI/θR
θR 0 θR − 2

∣∣∣∣∣∣
= −4θR

[
d2(θR − 2) +

θ2I
θR

]
= −4[d2θR(θR − 2) + θ2I ].

(Несложно видеть, что итоговая формула верна и при θR = 0). Напомним, что при V4 
= 0
критерием того, что корни r2(z) лежат в Pl, является условие V4 > 0. При V4 = 0 имеется
чисто мнимый корень z1 = iy1. Он является общим корнем двух вещественных многочленов
в правой части (23), откуда легко получается, что y1 = θI/(dθR). Тогда z2 = −iy−1

1 ((2/θ)− 1)
и поэтому z2,R = −d/(θR|θ|2) < 0, т.е. z2 ∈ Pl. Следовательно, критерием того, что оба корня
лежат в P̄l и на мнимой оси нет кратных корней, является условие V4 � 0, т.е.

θ2R + (θI/d)
2 � 2θR для всех ξ ∈ [−π, π]n. (24)

В соответствии с предыдущим анализом это условие справедливо и при θI = 0. Полученный
критерий геометрически означает принадлежность θ эллипсу на C:

(θR − 1)2 + (θI/d)
2 � 1 для всех ξ ∈ [−π, π]n. (25)

Поскольку θI/d = bi(ht/hi) sin ξi, то параметр τ не участвует в выведенном критерии.
Очевидно, что необходимым условием справедливости критерия (25) служат неравенства

0 � θR � 2, |θI |/d � 1 для всех ξ ∈ [−π, π]n

(условия принадлежности θ прямоугольнику, объемлющему указанный эллипс). Максимум
величины θR � 0, очевидно, достигается при ξ = (π, . . . , π), а максимум величины |θI |/d –
при ξ = ((π/2) sgn b1, . . . , (π/2) sgn bn). Это и приводит к условиям (18).
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Положив ξ = ((π/2) sgn b1, . . . , (π/2) sgn bn) в (24), приходим к неравенству

|θ̃I |
d

= ht

n∑

k=1

|bk|
hk

�
√

(2− θ̃R)θ̃R с θ̃R =
h2t
α0

n∑

k=1

ak
h2k

,

т.е. к необходимому условию (22).
Возьмём также ξk = εbkhk/(akht), k = 1, n, в критерии (24) и, разложив обе его части по

степеням ε → 0, получим

O(ε4) + ε2
( n∑

k=1

b2k
ak

)2
� ε2

α0

n∑

k=1

b2k
ak

+O(ε4).

Разделив обе части на ε2 и перейдя к пределу при ε → 0, выведем необходимое условие (19).
С другой стороны, имеем | sin ξk| = 2

√
σk(1− σk), где σk := sin2(ξk/2) пробегает отрезок

[0, 1], и по неравенству Коши–Шварца верна оценка

(
θI
d

)2
� 2θRα0

b2i
ai
(1− σi).

Поэтому после сокращения на 2θR 
= 0 (что эквивалентно σ := (σ1, . . . , σn) 
= 0) заключаем,
что критерий (24) следует из неравенства

ai
α0

(
ht
hi

)2
σi + α0

b2i
ai
(1− σi) � 1 для всех σ ∈ [0, 1]n, σ 
= 0. (26)

Его левая часть является аффинной функцией σ простого вида, и поэтому, как нетрудно
видеть, это неравенство эквивалентно неравенству (20), тем самым являющемуся достаточным
условием справедливости критерия.

При n = 1 критерий (24) после деления на 2θR принимает вид (26), и поэтому условия
(21) становятся критерием.
Замечание 3. Отметим дополнительно, что в случае коэффициентов ai произвольных

знаков ситуация в теореме 4 становится аналогичной указанной в критерии (9). Во-первых,
в доказательстве теоремы 4 при θI = 0 показано, что условие θR � 0 необходимо. При
θI 
= 0 и θR < 0 имеем V2 < 0 и V4 < 0, значит, один из корней r2(z) лежит в правой
полуплоскости zR > 0. Поэтому и при θI 
= 0 необходимо, чтобы θR � 0 при всех ξ ∈
∈ [−π, π]n. Последнее влечёт за собой необходимость условия ai � 0, 1 � i � n. Во-вторых,
если ak = 0 при некотором k, то возьмём ξi = 0 при i 
= k, а sin ξk 
= 0. Тогда θR = 0 и
θI/d = bk(ht/hk) sin ξk. При bk 
= 0 корни r2(z) = i(θIz

2 − 2idz − θI − 2i) таковы, что z1 +
+ z2 = 2id/θI , откуда z1R + z2R = 0, и при z1, z2 ∈ P̄l имеем z1R = z2R = 0. Но тогда должно
быть вещественным произведение z1z2 = −1− (2i/θI), что не так. Значит, при ak = 0 условие
bk = 0 необходимо.

Поэтому теорема 4 сохраняет силу и при ai � 0, 1 � i � n, с той лишь разницей, что
суммы в условиях (19) и (20) надо брать по всем 1 � k � n таким, что ak > 0, и иметь в виду
свойство: если ak = 0, то bk = 0.

В частном случае b = 0 имеем θI = 0, и в теореме 4 первое из условий (18) становится кри-
терием. Оно аналогично условию устойчивости трёхслойной разностной схемы с параметром τ
из [9] в случае веса σ = 0. В этой схеме в данном случае надо взять Bh = α0I, B1h = I (здесь
I – единичный оператор), Ah = −τaiΛi, а условие её устойчивости имеет вид ht(αh/2) � ε1 с
произвольным 0 < ε1 < 1, где

αh :=
1√
α0

( n∑

k=1

4ak
h2k

sin2
ζk
2

)1/2
<

2√
α0

( n∑

k=1

ak
h2k

)1/2
, ζk :=

π(Nk − 1)

Nk
,
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причём Nk – число отрезков разбиения по xk (в отличие от данной работы в [9] рассмат-
ривается начально-краевая задача), а sin2(ζk/2) → 1 и последнее неравенство переходит в
равенство при Nk → +∞, 1 � k � n. Случай ε1 = 1 также возможен (с некоторым ослабле-
нием используемых норм), см. в этой связи [17, замечание 1].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 19-11-
00104).
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Выводится квадратурная формула для гармонического потенциала двойного слоя с непре-
рывной плотностью, заданной на гладкой поверхности (замкнутой или разомкнутой).
Полученная квадратурная формула даёт более высокую точность вычислений, чем стан-
дартная квадратурная формула, что подтверждается численными тестами. Преимущество
новой квадратурной формулы особенно заметно вблизи поверхности, где значения, под-
считанные по стандартной квадратурной формуле, стремятся к бесконечности, тогда как
новая формула обеспечивает приемлемую точность вычислений.

DOI: 10.31857/S0374064121070074

Введение. Гармонический потенциал двойного слоя используется при решении краевых
задач для уравнения Лапласа методом интегральных уравнений. Такие задачи возникают в
различных областях математической физики, например, в теории обтекания препятствий по-
током идеальной жидкости, в электростатике, в стационарной теплопроводности, в теории
фильтрации и т.д. Численное решение краевых задач с помощью потенциала двойного слоя
обсуждалось в монографиях [1–3] и состоит из двух этапов. На первом этапе, численно решая
граничное интегральное уравнение, находят плотность потенциала. На втором этапе, подстав-
ляя численное значение плотности в квадратурную формулу, находят решение краевой задачи
в любой точке области. Однако квадратурные формулы для потенциалов, используемые в ин-
женерных расчётах [4, гл. 2], не дают равномерной аппроксимации потенциала в области и
не сохраняют свойство непрерывности потенциалов вплоть до границы области. Более того,
вблизи некоторых точек на границе области потенциалы, подсчитанные по этим квадратурным
формулам, стремятся к бесконечности, хотя сами потенциалы ограничены вблизи границы.
При использовании стандартных квадратурных формул для повышения точности приходит-
ся либо уменьшать шаг, либо проводить дополнительные построения вблизи границы, что
увеличивает стоимость вычислений. Актуальной является задача по получению улучшенных
квадратурных формул, обеспечивающих повышенную точность вблизи границы.

В двумерном случае улучшенная квадратурная формула для потенциала простого слоя
с плотностью, заданной на разомкнутых кривых и имеющей степенные особенности на их
концах, построена в [5, 6]. Эта формула может применяться при нахождении численных реше-
ний краевых задач для уравнения Лапласа вне разрезов и разомкнутых кривых на плоскости
с использованием метода потенциалов и граничных интегральных уравнений. Такие задачи
изучались указанным методом в работах [7–9]. В [10] предложена улучшенная квадратурная
формула для потенциала простого слоя в трёхмерном случае, обеспечивающая равномерную
аппроксимацию и равномерную сходимость в области. Кроме того, эта формула сохраняет
свойство непрерывности потенциала простого слоя при переходе через границу области.

В настоящей работе построена улучшенная квадратурная формула для гармонического
потенциала двойного слоя. Формула обеспечивает более высокую точность вычислений, чем
стандартная квадратурная формула. Преимущество улучшенной формулы по сравнению со
стандартной особенно заметно на небольших расстояниях от границы.
1. Постановка задачи. Введём в пространстве трёхмерную декартову систему координат

x = (x1, x2, x3) ∈ R
3. Пусть Γ – либо простая гладкая замкнутая поверхность класса C2,

либо простая гладкая ограниченная разомкнутая ориентированная поверхность класса C2,
содержащая свои предельные точки [11, гл. 14, § 1]. Если поверхность Γ замкнутая, то она
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должна ограничивать объёмно-односвязную внутреннюю область [12, c. 201]. Предположим,
что поверхность Γ параметризована так, что на неё отображается прямоугольник:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v); u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A] × [0, B]), j = 1, 2, 3. (1)

Сферу, поверхность эллипсоида, гладкие поверхности фигур вращения, поверхность тора и
многие другие более сложные поверхности можно параметризовать таким образом.

Введём N точек un с шагом h на отрезке [0, A] и M точек vm с шагом H на отрезке
[0, B] равенствами

un = (n+ 1/2)h, n = 0, N − 1 и vm = (m+ 1/2)H, m = 0,M − 1; A = Nh, B = MH.

Прямоугольник [0, A] × [0, B], который отображается на поверхность Γ, разобьём на NM
маленьких прямоугольничков размера h × H, тогда точки (un, vm) являются серединами
этих прямоугольничков.

Известно [11, гл. 14, § 1], что компоненты вектора нормали (не обязательно единичного)
η(y) = (η1(y), η2(y), η3(y)) в точке поверхности y = (y1, y2, y3) ∈ Γ выражаются через опреде-
лители второго порядка по формулам

η1 =

∣∣∣∣
(y2)u (y3)u
(y2)v (y3)v

∣∣∣∣ , η2 =

∣∣∣∣
(y3)u (y1)u
(y3)v (y1)v

∣∣∣∣ , η3 =

∣∣∣∣
(y1)u (y2)u
(y1)v (y2)v

∣∣∣∣ . (2)

Положим |η(y)| =
√

(η1(y))2 + (η2(y))2 + (η3(y))2. Известно [11, гл. 14, §§ 1, 2], что

∫

Γ

F (y) dsy =

A∫

0

du

B∫

0

dv F (y(u, v))|η(y(u, v))|.

Потребуем, чтобы выполнялось неравенство

|η(y(u, v))| > 0 для всех (u, v) ∈ (0, A)× (0, B). (3)

Из условия (3) следует, что |η(y(u, v))| ∈ C1((0, A) × (0, B)).
Через ny обозначим единичную нормаль в точке y ∈ Γ, т.е. ny = η(y)/|η(y)|. Производная

вдоль нормали ny имеет вид
∂

∂ny
= |η(y)|−1(η(y),∇y).

Обозначим |x− y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2 и заметим, что

∂

∂ny
|x− y| = 1

|η(y)|

3∑

j=1

ηj(y)
yj − xj
|x− y| =

(η(y), y − x)

|η(y)| |x − y| ,

∂

∂ny

1

|x− y| = − (η(y), y − x)

|η(y)||x− y|3 =
−1

|η(y)||x − y|3
3∑

j=1

ηj(y)(yj − xj).

Гармонический потенциал двойного слоя используется при решении краевых задач для
уравнения Лапласа методом интегральных уравнений. Пусть x /∈ Γ. Рассмотрим гармониче-
ский потенциал двойного слоя с заданной на поверхности Γ плотностью μ(y) ∈ C0(Γ):

W0[μ](x) =
1

4π

∫

Γ

μ(y)
∂

∂ny

1

|x− y| dsy =
1

4π

A∫

0

du

B∫

0

dv μ(y(u, v))|η(y(u, v))| ∂

∂ny

1

|x− y(u, v)| =
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= − 1

4π

N−1∑

n=0

M−1∑

m=0

un+h/2∫

un−h/2

du

vm+H/2∫

vm−H/2

dv
μ(y(u, v))

|x− y(u, v)|3
3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v) − xj). (4)

Пусть μnm = μ(y(un, vm)), тогда

μ(y(u, v)) = μnm + o(1) (5)

для u ∈ [un − h/2, un + h/2] и v ∈ [vm −H/2, vm +H/2]. Следовательно,

W0[μ](x) ≈ − 1

4π

N−1∑

n=0

M−1∑

m=0

μnm

un+h/2∫

un−h/2

du

vm+H/2∫

vm−H/2

dv
1

|x− y(u, v)|3
3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)−xj). (6)

Таким образом, чтобы получить квадратурную формулу для гармонического потенциала двой-
ного слоя при x /∈ Γ, необходимо вычислить интеграл

un+h/2∫

un−h/2

du

vm+H/2∫

vm−H/2

dv
1

|x− y(u, v)|3
3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v) − xj), (7)

который будем называть каноническим интегралом.
2. Вычисление канонического интеграла. Пусть точка x не принадлежит тому ку-

сочку поверхности Γ, на котором изменяется точка y = y(u, v), когда (u − un) ∈ [−h/2, h/2]
и (v− vm) ∈ [−H/2,H/2]. Разложим функцию yj(u, v) по формуле Тейлора с центром разло-
жения в точке (un, vm), тогда для j = 1, 2, 3 получим

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

где Dj = (yj)
′
u(u − un) + (yj)

′
v(v − vm). Здесь и далее все производные по u и v берутся в

точке (un, vm). Положим

r2 = |x− y(un, vm)|2 =
3∑

j=1

r2j 
= 0, rj = yj(un, vm)− xj , j = 1, 2, 3,

тогда
yj(u, v) − xj = rj +Dj +O(H2 + h2), j = 1, 2, 3.

Следовательно,

|x− y(u, v)|2 =
3∑

j=1

(xj − yj(u, v))
2 ≈

3∑

j=1

(r2j + 2rjDj +D2
j ) =

= r2 + 2P (u− un) + 2Q(v − vm) + α2(u− un)
2 + β2(v − vm)2 + 2δ(u − un)(v − vm) =

= β2(V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β2 + α2U2 + 2PU + r2,

где U = u− un, V = v − vm,

P =

3∑

j=1

rj(yj)
′
u, Q =

3∑

j=1

rj(yj)
′
v, α2 =

3∑

j=1

((yj)
′
u)

2, β2 =

3∑

j=1

((yj)
′
v)

2, δ =

3∑

j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v.
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Производные по u и v берутся в точке u = un, v = vm. Несложно показывается [11,
гл. 14, § 1], что справедливо равенство

α2β2 − δ2 = |η(y(un, vm))|2.

Так как, согласно условию (3), |η(y(un, vm))| > 0 для всех возможных n и m, то

α2β2 − δ2 > 0. (8)

Отсюда следует, что α2 > 0 и β2 > 0.
Применяя формулу Тейлора с центром разложения в точке (un, vm) с остаточным членом

в форме Пеано [11, гл. 10, § 5.3], находим

ηj(y(u, v)) = ηj(y(un, vm)) + (ηj)
′
u(u− un) + (ηj)

′
v(v − vm) + o(

√
(u− un)2 + (v − vm)2).

Производные по u и v берутся в точке (un, vm).
Для вычисления выражения

3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v) − xj)

с учётом формул
3∑

j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
u =

3∑

j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
v = 0,

означающих ортогональность вектора нормали и касательных векторов к поверхности (см.
[11, гл. 14, § 1.2]), воспользуемся разложением по формуле Тейлора с центром разложения в
точке (un, vm) с остаточным членом в форме Пеано

yj(u, v) − xj = rj + (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm)+

+
1

2
(yj)

′′
uu(u− un)

2 +
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm)2 + (yj)

′′
uv(u− un)(v − vm) + o((u− un)

2 + (v − vm)2),

тогда
3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj) ≈ R+ ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV,

где U = u− un, V = v − vm,

ξ1 =

3∑

j=1

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
uu + (ηj)

′
u(yj)

′
u

)
, ξ2 =

3∑

j=1

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
vv + (ηj)

′
v(yj)

′
v

)
,

ξ3 =
3∑

j=1

(
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
uv + (ηj)

′
u(yj)

′
v + (ηj)

′
v(yj)

′
u

)
,

ξ4 =

3∑

j=1

(ηj)
′
urj , ξ5 =

3∑

j=1

(ηj)
′
vrj, R =

3∑

j=1

ηj(y(un, vm))rj .

Все производные по u, v берутся в точке (un, vm).
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Из приведённых соотношений вытекает, что канонический интеграл (7) приближённо равен
следующему интегралу, который обозначим через Knm(x):

un+h/2∫

un−h/2

du

vm+H/2∫

vm−H/2

dv
1

|x− y(u, v)|3
3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj) ≈

≈
h/2∫

−h/2

dU

H/2∫

−H/2

dV
R+ ξ4U + ξ5V + ξ1U

2 + ξ2V
2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

= Knm(x).

Следовательно, чтобы вывести квадратурную формулу для потенциала двойного слоя,
необходимо вычислить интеграл Knm(x) в явном виде.
2.1. Вычисление интегралов по dV. Введём обозначения

z = V + δU/β2 +Q/β2 = V + c, c = δU/β2 +Q/β2, (9)

a = −c2 + (α2U2 + 2PU + r2)/β2 = −(δU +Q)2/β4 + (α2U2 + 2PU + r2)/β2 =

=
1

β4
((α2β2 − δ2)U2 + 2(Pβ2 − δQ)U + r2β2 −Q2).

Как показано выше, из неравенства (8) вытекает, что α2 > 0 и β2 > 0. Кроме того, из
неравенства (8) следует, что a 
≡ 0, поскольку a является квадратным трёхчленом по U, в
котором коэффициент при U2 положителен: (α2β2 − δ2)/β4 > 0.

Покажем, что a � 0. Положим D̃j = (yj)
′
uU − (yj)

′
vc, где c определено в (9), и проведём

следующие преобразования с учётом введённых обозначений:

3∑

j=1

(rj + D̃j)
2 =

3∑

j=1

(r2j + 2rjD̃j + D̃2
j ) = r2 + 2

3∑

j=1

rjD̃j +

3∑

j=1

D̃2
j =

= r2 + 2PU − 2Qc+ α2U2 + β2c2 − 2δUc =

= β2

(
c2 − 2

δU +Q

β2
c+

(
δU +Q

β2

)2)
− (δU +Q)2

β2
+ α2U2 + 2PU + r2 =

= β2

(
−c+

δU +Q

β2

)2
− (δU +Q)2

β2
+ α2U2 + 2PU + r2 =

= −(δU +Q)2

β2
+ α2U2 + 2PU + r2 = aβ2 � 0. (10)

Так как β2 > 0, то, поделив полученное неравенство на β2, заключаем, что a � 0. Следова-
тельно, квадратный трёхчлен a неотрицательный.

Обозначим
b = ξ2c

2 − ξ5c− ξ3Uc+R+ ξ4U + ξ1U
2 =

= U2

(
ξ2

δ2

β4
+ ξ1 − ξ3

δ

β2

)
+ U

(
2ξ2

δQ

β4
+ ξ4 − ξ3

Q

β2
− ξ5

δ

β2

)
+R− ξ5Q

β2
+ ξ2

Q2

β4
,

z± = ±H/2 + c = ±H/2 + (δU +Q)/β2.
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Применяя введённые обозначения, вычислим в Knm(x) интеграл по dV, переходя к перемен-
ной z:

H/2∫

−H/2

dV
R+ ξ4U + ξ5V + ξ1U

2 + ξ2V
2 + ξ3UV

((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

=

H/2∫

−H/2

dV
ξ2(V + c− c)2 + (ξ3U + ξ5)(V + c− c) +R+ ξ4U + ξ1U

2

((V + c)2 + a)3/2
=

=

z+∫

z−

dz
ξ2z

2 + (ξ3U + ξ5 − 2ξ2c)z + b

(z2 + a)3/2
=

((
b

a
− ξ2

)
z − ξ3U − ξ5 + 2ξ2c

)
1√

z2 + a

∣∣∣∣
z+

z−

+

+ ξ2 ln |z +
√

z2 + a|
∣∣∣∣
z+

z−

,

где использованы интегралы 1.2.43.17–1.2.43.19 из справочника [13]. Заметим, что

ξ2

h/2∫

−h/2

dU ln |z +
√

z2 + a||z+z− = ξ2βθnm(x),

где функция θnm(x) найдена в явном виде в работе [10]. Тогда интеграл Knm(x) можно
представить в виде

Knm(x) =
1

β3
(ξ2βθnm(x) + J(H)− J(−H)).

Так как функция θnm(x) найдена в [10], то задача сводится к вычислению интеграла

J(±H) =

h/2∫

−h/2

dU
(b/a− ξ2)z± − ξ3U − ξ5 + 2ξ2c√

z2± + a
=

=

h/2∫

−h/2

dU
(b/a− ξ2)(±H/2 + c)− ξ3U − ξ5 + 2ξ2c√

(±H/2 + c)2 + a
.

Достаточно вычислить интеграл J(H). Интеграл J(−H) вычисляется по тем же формулам,
что и интеграл J(H), с заменой в них H на −H.

Вычислим интеграл J(H). Распишем величины, входящие в подынтегральную функцию,
в виде многочленов по U :

a = C2U
2+C1U+C0, C2 = (α2−δ2/β2)/β2, C1 = (2P−2δQ/β2)/β2, C0 = (r2−Q2/β2)/β2;

z2+ + a = B2U
2 +B1U +B0, B2 = α2/β2, B1 = (Hδ + 2P )/β2, B0 = H2/4 + (HQ+ r2)/β2;

b = A2U
2 +A1U +A0, A2 = ξ1 − ξ3δ/β

2 + ξ2δ
2/β4, A1 = ξ4 − ξ5δ/β

2 − ξ3Q/β2 + 2ξ2δQ/β4,

A0 = R− ξ5Q/β2 + ξ2Q
2/β4;

bz+ = (A2U
2 +A1U +A0)(δU/β

2 +H/2 +Q/β2) = E3U
3 + E2U

2 + E1U + E0, E3 = A2δ/β
2,

E2 = A2(H/2 +Q/β2) +A1δ/β
2, E1 = A1(H/2 +Q/β2) +A0δ/β

2, E0 = A0(H/2 +Q/β2);

ξ2z+ + ξ3U + ξ5 − 2ξ2c = F1U + F0, F1 = ξ3 − ξ2δ/β
2, F0 = ξ5 − ξ2Q/β2 + ξ2H/2.
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Применяя введённые обозначения, запишем интеграл J(H) в виде

J(H) = J1 − J2,

J1 =

h/2∫

−h/2

dU
E3U

3 + E2U
2 + E1U + E0

(C2U2 + C1U + C0)
√
B2U2 +B1U +B0

,

J2 =

h/2∫

−h/2

dU
F1U + F0√

B2U2 +B1U +B0

. (11)

2.2. Вычисление интегралов (11). Используя деление многочленов и учитывая, что
C2 > 0 в силу (8), приведём интеграл J1 к виду

J1 = J11 + J12,

где

J11 =

h/2∫

−h/2

dU
L1U + L0√

B2U2 +B1U +B0

,

J12 =

h/2∫

−h/2

dU
S1U + S0

(C2U2 +C1U + C0)
√
B2U2 +B1U +B0

, (12)

здесь

L1 =
E3

C2
, L0 =

E2C2 − E3C1

C2
2

, S1 = E1 − C0L1 − C1L0, S0 = E0 − C0L0.

Если B2
1 − 4B2B0 = 0 и −B1/(2B2) ∈ [−h/2, h/2], то в силу [10, п. 2] точка x лежит на

маленьком кусочке проходящей через y(un, vm) касательной плоскости, по которому ведёт-
ся интегрирование в каноническом интеграле после линеаризации y(u, v) вблизи y(un, vm).
В данном случае в знаменателе канонического интеграла с такой линеаризацией возникает
особенность в точке x. Однако если в числителе провести такую же линеаризацию, а нор-
маль приближённо заменить нормалью в точке y(un, vm), то числитель будет тождественно
равен нулю, так как x лежит в касательной плоскости, проходящей через y(un, vm). С другой
стороны, исходный канонический интеграл (без линеаризации) не имеет особенности, так как
x /∈ Γ, и может быть оценён как O(hH). Поэтому если выполняется условие B2

1 − 4B2B0 =
= 0 и −B1/(2B2) ∈ [−h/2, h/2], то будем считать, что Knm(x) ≈ 0. Далее предполагаем, что
указанное условие не выполняется.

Так как B2 > 0, интегралы J11 и J2 находятся с помощью табличных интегралов 2.261
и 2.264 из справочника [14]:

J11 =
L1

B2

√
B2U2 +B1U +B0 +

+

(
L0 −

L1B1

2B2

)
1√
B2

ln

∣∣∣∣2B2U +B1 + 2
√

B2

√
B2U2 +B1U +B0

∣∣∣∣

∣∣∣∣
U=h/2

U=−h/2

,

J2 =
F1

B2

√
B2U2 +B1U +B0 +

+

(
F0 −

F1B1

2B2

)
1√
B2

ln

∣∣∣∣2B2U +B1 + 2
√

B2

√
B2U2 +B1U +B0

∣∣∣∣

∣∣∣∣
U=h/2

U=−h/2

.
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Остаётся вычислить интеграл J12. Способ вычисления интеграла зависит от знака дискри-
минанта квадратного трёхчлена C2U

2 +C1U +C0, стоящего в знаменателе подынтегральной
функции.
Первый случай: C2

1 − 4C2C0 > 0. В п. 2.1 показано, что квадратный трёхчлен, обо-
значенный через a, неотрицательный; следовательно, его дискриминант неположительный:
C2
1 − 4C2C0 � 0, поэтому первый случай не реализуется.
Второй случай: C2

1 − 4C2C0 = 0. В этом случае C2U
2 + C1U + C0 = C2(U − U1)

2,
где U1 = −C1/(2C2) – корень этого трёхчлена. Если U1 ∈ [−h/2, h/2], то в силу (10) точка
x лежит на маленьком кусочке проходящей через y(un, vm) касательной плоскости, по кото-
рому ведётся интегрирование в каноническом интеграле после линеаризации y(u, v) вблизи
y(un, vm). В данном случае в знаменателе канонического интеграла с такой линеаризацией
возникает особенность в точке x. Однако если в числителе провести такую же линеаризацию,
а нормаль приближённо заменить нормалью в точке y(un, vm), то числитель будет тождест-
венно равен нулю, так как x лежит в касательной плоскости, проходящей через y(un, vm).
С другой стороны, исходный канонический интеграл (без линеаризации) не имеет особенно-
сти, так как x /∈ Γ, и может быть оценён как O(hH). Поэтому если U1 ∈ [−h/2, h/2], то
будем считать, что Knm(x) ≈ 0.

Пусть U1 /∈ [−h/2, h/2]. Воспользовавшись равенством

S1U + S0

(U − U1)2
=

S1(U − U1) + S0 + U1S1

(U − U1)2
=

S1

U − U1
+

S0 + U1S1

(U − U1)2
,

получим

J12 =

h/2∫

−h/2

S1 dU

C2(U − U1)
√
B2U2 +B1U +B0

+

+
S0 + U1S1

C2

h/2∫

−h/2

dU

(U − U1)2
√
B2U2 +B1U +B0

.

Сделав в интеграле J12 замену t = 1/(U − U1), будем иметь [12, ч. 1, гл. 7, § 10, п. 5]:

t1 =
2

h− 2U1
, t2 = − 2

h+ 2U1
– пределы интегрирования,

J12 = −S1

C2

t1∫

t2

sgn (t) dt√
(U2

1B2 + U1B1 +B0)t2 + (2B2U1 +B1)t+B2

−

− S0 + U1S1

C2

t1∫

t2

sgn (t)t dt√
(U2

1B2 + U1B1 +B0)t2 + (2B2U1 +B1)t+B2

=

= −S1

C2
sgn (C1)

t1∫

t2

dt√
ω2t2 + ω1t+B2

− S0 + U1S1

C2
sgn (C1)

t1∫

t2

t dt√
ω2t2 + ω1t+B2

,

где ω1 = 2B2U1 +B1, ω2 = U2
1B2 +U1B1 +B0. Как показано выше, a � 0, поэтому и ω2 � 0.

Если ω2 > 0, то с помощью табличных интегралов 2.261 и 2.264 из справочника [14] находим

J12 =
−S1 sgn (C1)

C2
√
ω2

ln |2ω2t+ ω1 + 2
√
ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2|

∣∣∣∣
t1

t2

−
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−S0 + U1S1

C2
sgn (C1)

(
1

ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2 −

− ω1

2ω2

1√
ω2

ln |2ω2t+ ω1 + 2
√
ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2|

)∣∣∣∣
t1

t2

.

Если ω2 = 0, а ω1 
= 0, то, пользуясь интегралами 1.2.18.5, 1.2.18.6 из справочника [13],
получаем

J12 = −S1

C2

2

ω1
sgn (C1)

√
ω1t+B2

∣∣∣∣
t1

t2

− S0 + U1S1

C2
sgn (C1)

2(ω1t− 2B2)

3ω2
1

√
ω1t+B2

∣∣∣∣
t1

t2

.

Если ω2 = 0 и ω1 = 0, то

J12 = −S1

C2

sgn (C1)√
B2

t

∣∣∣∣
t1

t2

− S0 + U1S1

C2

sgn (C1)

2
√
B2

t2
∣∣∣∣
t1

t2

.

Тем самым во втором случае интеграл J12 вычислен явно.
Третий случай: C2

1−4C2C0 < 0. В этом случае многочлен C2U
2+C1U+C0 неприводим

над R. Рассмотрим различные варианты вычисления интеграла J12 (см. (12)), воспользовав-
шись методом, предложенным в [12, ч. 1, гл. 7, § 10, п. 5, (7.75)] или в [14, раздел 2.25].
Вариант 1. Если B1 = B2C1/C2, то в интеграле J12 достаточно сделать замену перемен-

ных U = t− C1/(2C2). Тогда

t1 =
h

2
+

C1

2C2
, t2 = −h

2
+

C1

2C2
, t2 < t1,

и

J12 =

t1∫

t2

[S1t+ (−S1C1/(2C2) + S0)] dt

C2[t2 + C0/C2 − C2
1/(4C

2
2 )]
√

B2t2 +B0 −B2C2
1/(4C

2
2 )

=

=
1

C2

(
S1

2

t=t1∫

t=t2

dt2

[t2 + σ1]
√
B2t2 + σ2

+

(
−S1C1

2C2
+ S0

) t1∫

t2

dt

[t2 + σ1]
√
B2t2 + σ2

)
,

где

σ1 =
C0

C2
− C2

1

4C2
2

> 0, σ2 = B0 −
B2C

2
1

4C2
2

� 0.

Вводя обозначения

J121 =
S1

2C2

t=t1∫

t=t2

dt2

[t2 + σ1]
√
B2t2 + σ2

,

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

) t1∫

t2

dt

[t2 + σ1]
√

t2 + σ2/B2

,

получаем
J12 = J121 + J122. (13)

Воспользовавшись табличным интегралом 2.246 из справочника [14], находим интеграл
J121 в явном виде:

11) если σ1B2 − σ2 > 0, то

J121 =
S1

C2

√
σ1B2 − σ2

arctg

(√
B2t2 + σ2√
σ1B2 − σ2

)∣∣∣∣
t1

t2

;
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21) если σ1B2 − σ2 < 0, то

J121 =
S1

2C2

√
σ2 − σ1B2

ln

∣∣∣∣

√
B2t2 + σ2 −

√
σ2 − σ1B2√

B2t2 + σ2 +
√
σ2 − σ1B2

∣∣∣∣

∣∣∣∣
t1

t2

;

31) если σ1B2 − σ2 = 0, то

J121 = − S1

C2

√
B2t2 + σ2

∣∣∣∣
t1

t2

.

Используя табличные интегралы 1.2.43.17, 1.2.45.10, 1.2.45.13 и 1.2.11.10 из справочни-
ка [13], находим интеграл J122 в явном виде:

12) если σ2 > 0 и σ2 −B2σ1 < 0, то

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
1√

σ1(σ1 − σ2/B2)
ln

|t
√

σ1 − σ2/B2 +
√

σ1(t2 + σ2/B2)|√
t2 + σ1

∣∣∣∣
t1

t2

;

22) если σ2 −B2σ1 > 0, то

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
1√

σ1(σ2/B2 − σ1)
arctg

t
√

σ2/B2 − σ1√
σ1(t2 + σ2/B2)

∣∣∣∣
t1

t2

;

32) если σ1 − σ2/B2 = 0, то

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
t

σ1
√
t2 + σ1

∣∣∣∣
t1

t2

;

42) если σ2 = 0 и |B1/(2B2)| > h/2, то

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
sgn (B1)

1

2σ1
ln

t2

|t2 + σ1|

∣∣∣∣
t1

t2

.

Итак, в этом варианте интеграл J12 вычисляется явно по формуле (13).
Вариант 2. Пусть B1 
= B2C1/C2. В [10, п. 2] показано, что в (12) квадратный трёхчлен

под корнем квадратным неотрицателен (этот результат вытекает также и из приведённых
в п. 2.1 выкладок), поэтому его дискриминант неположителен, т.е. B2

1/(4B
2
2) − B0/B2 � 0.

Положим χ2
1 = B0/B2 − B2

1/(4B
2
2 ) � 0, где без нарушения общности χ1 � 0. Поэтому могут

представиться только две возможности: χ1 > 0 и χ1 = 0. Рассмотрим их по отдельности.
Вариант 2а: χ1 > 0. Запишем квадратный трёхчлен в виде

B2U
2 +B1U +B0 = B2

[(
U +

B1

2B2

)2
+ χ2

1

]
= B2χ

2
1

[(
U +

B1

2B2

)2
/χ2

1 + 1

]
= B2χ

2
1(sh

2 t+ 1),

где сделана гиперболическая замена переменных

sh t =

(
U +

B1

2B2

)
/χ1, U = χ1 sh t−

B1

2B2
, t = arcsh

[(
U +

B1

2B2

)
/χ1

]
.

Теперь рассмотрим в (12) второй квадратный трёхчлен в знаменателе (учитывая условие,
которым выделяется третий случай) и линейную функцию в числителе – соответственно

C2U
2 + C1U + C0 = C2

(
χ2
1 sh

2 t− χ1B1

B2
sh t+

B2
1

4B2
2

)
+ C1χ1 sh t+C0 −

B1C1

2B2
=
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= C2χ
2
1 sh

2 t+

(
C1χ1 −

χ1B1C2

B2

)
sh t+

B2
1C2

4B2
2

− B1C1

2B2
+C0 = ν2 sh

2 t+ ν1 sh t+ ν0 > 0

и
S1U + S0 = S1χ1 sh t−

B1S1

2B2
+ S0 = ε1 sh t+ ε0,

где ν2 = C2χ
2
1 > 0, ν1 = C1χ1 − χ1B1C2/B2, ν0 = B2

1C2/(4B
2
2)−B1C1/(2B2) +C0, ε1 = S1χ1,

ε0 = S0 − B1S1/(2B2). Так как ν2 sh
2 t+ ν1 sh t+ ν0 > 0, то дискриминант этого квадратного

относительно sh t трёхчлена отрицательный, т.е.

ν21 − 4ν2ν0 < 0. (14)

Кроме того, ν1 
= 0 в силу условий, принятых в варианте 2 и в варианте 2а.
Учитывая, что dU = χ1 ch t dt и sh2 t+ 1 = ch2 t, получаем

J12 =
1√
B2

t+∫

t−

ch t dt
ε1 sh t+ ε0

(ν2 sh
2 t+ ν1 sh t+ ν0) ch t

, t± = arcsh

[(
±h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

]
.

Разобьём знаменатель на произведение двух линейных функций от sh t с комплексными ко-
эффициентами

J12 =
1√
B2

t+∫

t−

dt
ε1 sh t+ ε0

ν2(sh t−G−)(sh t−G+)
=

1

ν2
√
B2

t+∫

t−

dt

(
λ−

sh t−G−
+

λ+

sh t−G+

)
,

где G−, G+ – комплексные корни уравнения ν2 sh
2 t+ ν1 sh t+ ν0 = 0 относительно sh t:

G− =
−ν1 −

√
ν21 − 4ν2ν0
2ν2

= g1 − ig2, G+ =
−ν1 +

√
ν21 − 4ν2ν0
2ν2

= g1 + ig2,

g1 = − ν1
2ν2


= 0, g2 =

√
|ν21 − 4ν2ν0|

2ν2
> 0, g1, g2 ∈ R; G+ = G−. (15)

Отметим, что g2 
= 0 в силу (14). Коэффициенты λ± зависят от G±:

λ− =
ε1G− + ε0
G− −G+

=
ε1G− + ε0
−2g2i

, λ+ =
ε1G+ + ε0
G+ −G−

=
ε1G+ + ε0

2g2i
. (16)

Так как справедливы равенства

λ±
sh t−G±

=
λ±

(et − e−t)/2−G±

et

et
=

2λ±et

e2t − 2G±et − 1
,

то, перейдя к замене ζ = et, dζ = et dt, dt = dζ/ζ,

ζ1 = exp

(
arcsh

[(
−h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

])
, ζ2 = exp

(
arcsh

[(
h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

])
, (17)

будем иметь

J12 =
1

ν2
√
B2

t+∫

t−

dt

(
2λ−et

e2t − 2G−et − 1
+

2λ+e
t

e2t − 2G+et − 1

)
=

1

ν2
√
B2

ζ2∫

ζ1

dζ

ζ

(
2λ−ζ

ζ2 − 2G−ζ − 1
+

+
2λ+ζ

ζ2 − 2G+ζ − 1

)
=

2

ν2
√
B2

ζ2∫

ζ1

dζ

(
λ−

ζ2 − 2G−ζ − 1
+

λ+

ζ2 − 2G+ζ − 1

)
.
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В данном случае нельзя применить стандартные формулы для нахождения первообразной
от вещественных подынтегральных функций, поскольку в нашем случае коэффициенты ком-
плексные. Введём обозначения: Z1− = G− −

√
G2

− + 1, Z1+ = G− +
√

G2
− + 1,

Z2− = G+ −
√

G2
+ + 1, Z2+ = G+ +

√
G2

+ + 1, (18)

γ− =
1

2
√

G2
− + 1

, γ+ =
1

2
√

G2
+ + 1

. (19)

Знаменатель в дробях (19) не обращается в нуль, поскольку g1 
= 0, как отмечено выше.
В результате

J12 =
2

ν2
√
B2

ζ2∫

ζ1

dζ

(
λ−

(ζ − Z1−)(ζ − Z1+)
+

λ+

(ζ − Z2−)(ζ − Z2+)

)
=

=
−2

ν2
√
B2

[
λ−γ−

ζ2∫

ζ1

dζ

(
1

ζ − Z1−
− 1

ζ − Z1+

)
+ λ+γ+

ζ2∫

ζ1

dζ

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)]
.

Принимая во внимание выражения (15), (16), (18), (19), получаем λ− = λ+, Z1− = Z2−,
Z1+ = Z2+, γ+ = γ−. Тогда

J12 =
−2

ν2
√
B2

ζ2∫

ζ1

dζ

[
λ+γ+

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)
+ λ+γ+

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)]
.

Так как ζ1, ζ2 ∈ R, то под интегралом находится сумма двух комплексно сопряжённых функ-
ций, поэтому интеграл J12 вещественный:

J12 =
−4

ν2
√
B2

Re

[
λ+γ+

ζ2∫

ζ1

dζ

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)]
.

В итоге приходим к равенству

J12 =
−4

ν2
√
B2

Re [λ+γ+(ln(Z2− − ζ2)− ln(Z2− − ζ1)− ln(Z2+ − ζ2) + ln(Z2+ − ζ1))]. (20)

Логарифмы с комплексными аргументами Z2± − ζl, где l = 1, 2, преобразуются по формуле

ln(Z2± − ζl) = ln |Z2± − ζl|+ i arg(Z2± − ζl), l = 1, 2. (21)

Рассмотрим величины, входящие в обозначения (18), (19). Так как g2 = ImG+ > 0, то
можно считать, что argG+ ∈ (0, π), тогда arg(G2

+ + 1) ∈ (0, 2π) и

arg
√

G2
+ + 1 =

1

2
arg(G2

+ + 1) ∈ (0, π),

поэтому Im
√

G2
+ + 1 > 0. Более того, если argG+ ∈ (0, π/2), то arg

√
G2

+ + 1 ∈ (0, π/2), а

если argG+ ∈ (π/2, π), то arg
√

G2
+ + 1 ∈ (π/2, π). Следовательно,

sgn

(
Re
√

G2
+ + 1

)
= sgnReG+ = sgn g1.
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Положим

G2
+ + 1 = g21 − g22 + 1 + 2g1g2i = |G2

+ + 1| exp (iΨ), Ψ = arg(G2
+ + 1),

cosΨ =
g21 − g22 + 1

|G2
+ + 1| , |G2

+ + 1| =
√

(g21 − g22 + 1)2 + 4g21g
2
2 . (22)

Используя тригонометрические формулы [15, с. 109], получаем

√
G2

+ + 1 =
√
|G2

+ + 1| exp (iΨ/2) =
√

|G2
+ + 1|

(
cos

Ψ

2
+ i sin

Ψ

2

)
,

cos
Ψ

2
= sgn (g1)

√
1 + cosΨ

2
= sgn (g1)

√
|G2

+ + 1|+ g21 − g22 + 1

2|G2
+ + 1| ,

sin
Ψ

2
=

√
1− cosΨ

2
=

√
|G2

+ + 1| − (g21 − g22 + 1)

2|G2
+ + 1| . (23)

Поскольку arg
√

G2
+ + 1 = Ψ/2 ∈ (0, π), то (−Ψ/2) ∈ (−π, 0). Следовательно,

γ+ =
1

2
√

G2
+ + 1

=
exp(−iΨ/2)

2
√

|G2
+ + 1|

,

Re γ+ =
cos(Ψ/2)

2
√

|G2
+ + 1|

= sgn (g1)

√
|G2

+ + 1|+ g21 − g22 + 1

2
√
2|G2

+ + 1|
,

Im γ+ = − sin(Ψ/2)

2
√

|G2
+ + 1|

= −

√
|G2

+ + 1| − (g21 − g22 + 1)

2
√
2|G2

+ + 1|
, (24)

где величины g1 и g2 определены в (15), а |G2
+ + 1| – в (22).

Лемма. Пусть G+ = g1 + ig2, где g1, g2 – вещественные числа и g2 > 0, тогда

g2 = ImG+ > | Im
√

G2
+ + 1|.

Доказательство. Используя обозначения и соотношения из (22) и (23), находим

Im
√

G2
+ + 1 =

√
|G2

+ + 1| sin Ψ

2
=

=
√

|G2
+ + 1|

√
|G2

+ + 1| − (g21 − g22 + 1)

2|G2
+ + 1| =

√
|G2

+ + 1| − (g21 − g22 + 1)

2
. (25)

Так как g2 > 0, то несложно проверить, что

|G2
+ + 1| =

√
(g21 − g22 + 1)2 + 4g21g

2
2 < g21 + g22 + 1,

поэтому справедлива оценка

1

2
(|G2

+ + 1| − (g21 − g22 + 1)) < g22 .
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Из (25) вытекает равенство

(
Im
√

G2
+ + 1

)2
=

1

2
(|G2

+ + 1| − (g21 − g22 + 1)).

Следовательно, (Im
√

G2
+ + 1)2 < g22 , откуда |Im

√
G2

+ + 1| < g2. Лемма доказана.
Следствие. Если выполнены условия леммы, то

Im (Z2± − ζl) = Im

(
G+ ±

√
G2

+ + 1

)
> 0, l = 1, 2.

Так как Z2± = G+ ±
√

G2
+ + 1 в силу (18), а ζ1 и ζ2 – вещественные числа, то

Z2± − ζl = Re (Z2± − ζl) + i Im (Z2± − ζl),

Re (Z2± − ζl) = g1 ±
√

|G2
+ + 1| cos Ψ

2
− ζl, Im (Z2± − ζl) = g2 ±

√
|G2

+ + 1| sin Ψ

2
,

|Z2± − ζl| =

√(
g1 ±

√
|G2

+ + 1| cos Ψ
2
− ζl

)2
+

(
g2 ±

√
|G2

+ + 1| sin Ψ

2

)2
, l = 1, 2. (26)

Согласно следствию к лемме справедливо неравенство Im (Z2± − ζl) > 0, поэтому можно
считать, что arg(Z2± − ζl) ∈ (0, π), где l = 1, 2. Следовательно,

arg(Z2± − ζl) = arccos
Re (Z2± − ζl)

|Z2± − ζl|
= arccos

g1 ±
√

|G2
+ + 1| cos(Ψ/2)− ζl

|Z2± − ζl|
, l = 1, 2. (27)

В соотношениях (26), (27) используются обозначения из (15), (17), (22), (23).
Из равенств (16) вытекает, что

λ+ =
ε1G+ + ε0
G+ −G−

=
ε1(g1 + ig2) + ε0

2ig2
=

ε1
2

− ε1g1 + ε0
2g2

i,

поэтому

Reλ+ =
ε1
2
, Imλ+ = −ε1g1 + ε0

2g2
.

Положим

λ+γ+ = Λ1 + iΛ2, Λ1 =
ε1
2
Re γ+ +

ε1g1 + ε0
2g2

Im γ+, Λ2 =
ε1
2
Im γ+ − ε1g1 + ε0

2g2
Re γ+,

где Re γ+ и Im γ+ однозначно определяются в (24) с использованием (15), (22). Применяя
формулу (26), находим сумму логарифмов

s1 = ln |Z2− − ζ2| − ln |Z2− − ζ1| − ln |Z2+ − ζ2|+ ln |Z2+ − ζ1| =

= −1

2

2∑

q=1

2∑

l=1

(−1)q+l ln

[(
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos Ψ
2
− ζl

)2
+

(
g2 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| sin Ψ

2

)2]
.

Используя формулу (27), вычисляем сумму аргументов

s2 = arg(Z2− − ζ2)− arg(Z2− − ζ1)− arg(Z2+ − ζ2) + arg(Z2+ − ζ1) =
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=−
2∑

q=1

2∑

l=1

(−1)q+l arccos
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos(Ψ/2)− ζl
√(

g1+ (−1)q
√

|G2
++1| cos Ψ

2
− ζl

)2
+

(
g2+ (−1)q

√
|G2

++1| sin Ψ

2

)2 .

В формулах для s1, s2 использованы обозначения из (15), (17), (22), (23).
Согласно (20) и (21) получаем

J12 =
−4

ν2
√
B2

Re [λ+γ+(s1 + is2)] =
−4

ν2
√
B2

Re [(Λ1 + iΛ2)(s1 + is2)].

В итоге приходим к равенству

J12 =
−4

ν2
√
B2

(Λ1s1 − Λ2s2).

Таким образом, в варианте 2а интеграл J12 вычислен явно.
Вариант 2б: χ1 = 0. В этом случае

B2U
2 +B1U +B0 = B2

[(
U +

B1

2B2

)2
+ χ2

1

]
= B2

(
U +

B1

2B2

)2
= B2(U +Ω)2,

где Ω = B1/(2B2). Как отмечено выше, считаем, что Ω /∈ [−h/2, h/2]. Тогда

J12 =

h/2∫

−h/2

dU
S1U + S0

(C2U2 + C1U + C0)
√
B2U2 +B1U +B0

=

=
1√
B2

h/2∫

−h/2

(S1U + S0) sgn (U +Ω) dU

(C2U2 + C1U + C0)(U +Ω)
=

sgn (Ω)√
B2

h/2∫

−h/2

(S1U + S0) dU

(C2U2 + C1U + C0)(U +Ω)
=

=
sgn (Ω)√

B2

[
p1

h/2∫

−h/2

U dU

C2U2 + C1U + C0
+ p2

h/2∫

−h/2

dU

C2U2 + C1U + C0
+ p3

h/2∫

−h/2

dU

U +Ω

]
, (28)

где

p1 = − C2(S1Ω− S0)

C1Ω− C0 − C2Ω2
, p2 =

S0

Ω
− C0(S1Ω− S0)

Ω(C1Ω− C0 − C2Ω2)
, p3 =

S1Ω− S0

C1Ω− C0 − C2Ω2
.

Интегралы в (28) табличные. Воспользуемся формулами 1.2.8.19 и 1.2.8.13 из [13]. Учитывая,
что C2

1 − 4C2C0 < 0, находим

J12 =
sgn (Ω)√

B2

(
p3 ln |U +Ω|+ p1

2C2
ln |C2U

2 + C1U + C0| −

− p1C1

C2

√
4C2C0 − C2

1

arctg

(
2C2U + C1√
4C2C0 −C2

1

)
+

2p2√
4C2C0 − C2

1

arctg

(
2C2U + C1√
4C2C0 − C2

1

))∣∣∣∣
U=h/2

U=−h/2

.

Таким образом, в варианте 2б интеграл J12 также вычислен явно.
3. Основной результат. Сформулируем основной результат этой работы.
Теорема. Пусть Γ – простая гладкая замкнутая поверхность класса C2, ограничиваю-

щая объёмно-односвязную внутреннюю область, или простая гладкая ограниченная разомкну-
тая ориентированная поверхность класса C2, содержащая свои предельные точки. Пусть Γ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 7 2021



КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА 947

допускает параметризацию (1) со свойством (3) и μ(y) ∈ C0(Γ). Тогда для гармонического
потенциала двойного слоя (4) при x /∈ Γ имеет место квадратурная формула

W0[μ](x) ≈ − 1

4π

N−1∑

n=0

M−1∑

m=0

μnmKnm(x), (29)

где интегралы Knm(x) вычислены в явном виде в п. 2.
4. Стандартная квадратурная формула. Квадратурная формула (29) является аль-

тернативой стандартной квадратурной формуле для потенциала двойного слоя вне поверхно-
сти Γ, используемой в инженерных расчётах [4, гл. 2]:

W0[μ](x) ≈ − 1

4π

N−1∑

n=0

M−1∑

m=0

μnm
hH

|x− y(un, vm)|3
3∑

j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj). (30)

Стандартная квадратурная формула получается из формулы (6) заменой канонического ин-
теграла из (7) на следующее его приближённое значение:

hH

|x− y(un, vm)|3
3∑

j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj).

Пусть для упрощения Γ – замкнутая поверхность. Значение, вычисленное по стандартной
квадратурной формуле (30), стремится к бесконечности, если точка x стремится изнутри или
извне Γ к одной из точек y(un, vm) ∈ Γ, хотя сам потенциал двойного слоя в наших предпо-
ложениях ограничен на Γ и непрерывно продолжим на Γ как изнутри, так и извне. Другими
словами, если точка x стремится к точке на Γ изнутри или извне, то потенциал двойного
слоя стремится к конечному пределу. Стандартная квадратурная формула не сохраняет важ-
нейшие свойства потенциала двойного слоя, а именно, ограниченность на Γ и непрерывную
продолжимость на Γ извне и изнутри. Стандартная квадратурная формула расходится вблизи
границы.
5. Численные тесты. Тестирование улучшенной (29) и стандартной (30) квадратурных

формул проведено в случае, когда поверхность Γ является сферой единичного радиуса, кото-
рая задана параметрически уравнениями:

y1(u, v) = cos u sin v, y2(u, v) = sinu sin v, y3(u, v) = cos v, (31)

причём (u, v) ∈ [0, 2π]×[0, π]. Отметим, что в данном случае |η(y(u, v))| = sin v и |η(y(u, 0))| =
= |η(y(u, π))| = 0 для всех u ∈ [0, 2π]. Иначе говоря, |η(y)| = 0 на полюсах сферы при такой
параметризации, но условия теоремы выполняются.

Согласно [16, § 27.6] плотность потенциала двойного слоя на поверхности Γ можно найти
по формуле

μ(x)|Γ = W0[μ](x)|Γ− −W0[μ](x)|Γ+ .

Здесь поверхность Γ рассматривается как двусторонняя, через Γ− обозначена сторона, кото-
рую мы видим, глядя навстречу вектору нормали ny, а через Γ+ – противоположная сторона.
В формуле берутся предельные значения потенциала двойного слоя на разных сторонах Γ. От-
метим, что направление единичной нормали ny совпадает с направлением нормали η, так
как вектор ny получается из η в результате нормировки. Пусть теперь Γ – единичная сфера,
заданная параметризацией (31), тогда формулы (2) для нормали η определяют внутреннюю
нормаль на сфере, а значит, Γ− – внутренняя сторона единичной сферы, а Γ+ – её внешняя
сторона.

В рассматриваемых тестовых примерах для потенциала двойного слоя с заданной на еди-
ничной сфере плотностью известно явное выражение во всём пространстве, поэтому точные
значения потенциала можно сравнить с приближёнными, вычисленными по квадратурным
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формулам. Во всех тестах приближённое значение потенциала двойного слоя вычислялось по
стандартной квадратурной формуле (30) и по улучшенной квадратурной формуле (29) в неко-
торых точках на вспомогательных сферах, имеющих центры в начале координат и радиусы,
равные 1 ± ΔR. Тем самым вспомогательные сферы находятся либо внутри, либо снаружи
сферы единичного радиуса, на которой задана плотность потенциала, на расстоянии ΔR от
неё. Затем были рассчитаны значения абсолютных погрешностей в этих точках, и для каждой
вспомогательной сферы определялись максимумы значений этих погрешностей.

Координаты точек, которые использовались для оценки максимальной абсолютной погреш-
ности, выбирались следующими:

xqlj = Ryj(uq, vl), j = 1, 2, 3,

uq =
2π

2N
q, q = 0, 2N ; vl =

π

2M
l, l = 1, 2M − 1, (32)

где величина yj(u, v) определяется формулами (31), R – радиус вспомогательной сферы.
В частности, эти точки расположены над и под центрами участков разбиения единичной сфе-
ры, серединами границ между такими участками и пересечениями этих границ. Отметим, что
эти точки распределены по всей сфере.

Вычисления проводились для различных значений M и N. Величины шагов выбирались
по формулам h = 2π/N, H = π/M. Если N = M = 25, то h ≈ 0.25, H ≈ 0.13; если
N = M = 50, то h ≈ 0.126, H ≈ 0.063; если N = M = 100, то h ≈ 0.063, H ≈ 0.031.

В таблицах приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.
В левом столбце указано отличие радиуса вспомогательной сферы от единицы: для внутренних
сфер радиус равен 1−ΔR, для внешних 1 +ΔR. В верхней строке указаны значения M,N.
Первое число в ячейках таблицы – максимальная погрешность для стандартной квадратурной
формулы на данной вспомогательной сфере, а число после точки с запятой – максимальная
погрешность на данной сфере для улучшенной формулы.
Тест 1. В данном тесте использовалась плотность потенциала μ(y(u, v)) = 1; тогда гар-

монический потенциал двойного слоя имеет вид [16, § 27.2]

W0[μ](x) =

{
1 при |x| < 1,

0 при |x| > 1.

В табл. 1 приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.

Таблица 1.Максимальная абсолютная погрешность квад-
ратурных формул в тесте 1

ΔR M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

Внутренние сферы
0.1 0.096; 0.021 0.0079; 0.0045 0.0020; 0.0011
0.06 0.44; 0.041 0.054; 0.0083 0.0055; 0.0018
0.03 2.42; 0.094 0.45; 0.022 0.056; 0.0041

Внешние сферы
0.1 0.11; 0.021 0.0081; 0.0039 0.0020; 0.00092
0.06 0.47; 0.048 0.061; 0.0080 0.0055; 0.0016
0.03 2.46; 0.15 0.47; 0.023 0.060; 0.0041

Тест 2. В данном тесте использовалась плотность потенциала μ(y(u, v)) = cos v; тогда
гармонический потенциал двойного слоя имеет вид

W0[μ](x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2|x| cos ϑ
3

при |x| < 1,

−cos ϑ

3|x|2 при |x| > 1,
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где ϑ – зенитный угол в сферических координатах с центром в начале координат. В табл. 2
приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.

Таблица 2.Максимальная абсолютная погрешность квад-
ратурных формул в тесте 2

ΔR M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

Внутренние сферы
0.1 0.032; 0.011 0.0078; 0.0030 0.0020; 0.00076
0.06 0.18; 0.017 0.020; 0.0044 0.0055; 0.0012
0.03 1.14; 0.043 0.19; 0.0086 0.020; 0.0021

Внешние сферы
0.1 0.040; 0.0076 0.0077; 0.0016 0.0020; 0.00042
0.06 0.20; 0.017 0.020; 0.0030 0.0055; 0.00080
0.03 1.16; 0.050 0.20; 0.0086 0.020; 0.0017

Тест 3. В данном тесте использовалась плотность потенциала μ(y(u, v)) = cosu sin v; тогда
гармонический потенциал двойного слоя имеет вид

W0[μ](x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2|x| cosϕ sin ϑ

3
при |x| < 1,

−cosϕ sinϑ

3|x|2 при |x| > 1,

где ϑ и ϕ – зенитный и азимутальный углы в сферических координатах с центром в начале
координат. В табл. 3 приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погреш-
ностей.

Таблица 3. Максимальная абсолютная погрешность квадра-
турных формул в тесте 3

ΔR M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

Внутренние сферы
0.1 0.096; 0.023 0.0055; 0.0049 0.000028; 0.0012
0.06 0.44; 0.043 0.054; 0.0088 0.0021; 0.0019
0.03 2.42; 0.096 0.45; 0.022 0.056; 0.0043

Внешние сферы
0.1 0.12; 0.019 0.0082; 0.0036 0.000069; 0.00085
0.06 0.48; 0.045 0.061; 0.0077 0.0029; 0.0016
0.03 2.46; 0.15 0.47; 0.023 0.060; 0.0040

Тест 4. В данном тесте использовалась плотность потенциала μ(y(u, v)) = (3 cos2 v− 1)/2;
тогда гармонический потенциал двойного слоя имеет вид

W0[μ](x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

3|x|2(3 cos2 ϑ− 1)

10
при |x| < 1,

−(3 cos2 ϑ− 1)

5|x|3 при |x| > 1,

где ϑ – зенитный угол в сферических координатах с центром в начале координат. В табл. 4
приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.
Заключение. Из таблиц видно, что улучшенная квадратурная формула обеспечивает бо-

лее высокую точность вычислений вблизи границы Γ, чем стандартная. Кроме того, значения,
вычисленные по стандартной формуле, стремятся к бесконечности при приближении к гра-
нице. Тесты показывают, что улучшенная формула даёт хорошую точность вычислений для
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всех точек, расположенных на расстоянии H и более от границы Γ. В этом случае улучшен-
ная квадратурная формула имеет второй порядок сходимости и обеспечивает погрешность
вычислений порядка O(hH). На расстояниях порядка hH до границы улучшенная формула
даёт погрешность O(H), а стандартная формула расходится.

Таблица 4.Максимальная абсолютная погрешность квад-
ратурных формул в тесте 4

ΔR M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

Внутренние сферы
0.1 0.047; 0.012 0.0079; 0.0026 0.0020; 0.00063
0.06 0.22; 0.022 0.027; 0.0045 0.0055; 0.0011
0.03 1.21; 0.048 0.22; 0.011 0.028; 0.0022

Внешние сферы
0.1 0.057; 0.010 0.0077; 0.0019 0.0020; 0.00044
0.06 0.24; 0.023 0.031; 0.0039 0.0055; 0.00080
0.03 1.23; 0.074 0.23; 0.012 0.03; 0.0020
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

УДК 519.622+517.958:533.7

ОБ УСТОЙЧИВЫХ МЕТОДАХ РУНГЕ–КУТТЫ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

РАЗРЫВНЫМ МЕТОДОМ ГАЛЁРКИНА
c© 2021 г. В. В. Лукин, В. Н. Корчагова, С. М. Сауткина

Рассматриваются методы Рунге–Кутты, область устойчивости которых включает круг
максимального диаметра для заданных количества стадий и порядка. Указанные методы
применяются для решения начальных задач, полученных при аппроксимации гиперболи-
ческих систем с использованием разрывного метода Галёркина. Предложены два трёхста-
дийных метода из рассматриваемого класса, для которых с помощью тестовых задач для
уравнения переноса и для системы уравнений газовой динамики исследована способность
сохранять устойчивость и монотонность численного решения при максимально возможных
шагах сетки по времени.
DOI: 10.31857/S0374064121070086

Введение. Математическое моделирование скоростных течений газа, содержащих разры-
вы решения и/или области резкого и неустойчивого его изменения, является одной из важных
областей приложения моделей газовой динамики. Успех численного моделирования в равной
степени зависит от выбора способа аппроксимации соответствующей системы гиперболиче-
ских уравнений как по времени, так и по пространству [1]. Сложность течений, описываемых
разрывными решениями, предъявляет к выбору разностных схем высокие требования по точ-
ности, устойчивости и монотонности [2].

В последние годы особой популярностью при численном моделировании течений жидкости
и газа пользуются схемы на основе разрывного метода Галёркина [3–9]. Достоинства метода
определяются его высокими разрешающими возможностями, основанными на полиномиальной
аппроксимации решения произвольного порядка внутри каждой ячейки сетки и допущении
разрывов решения на границах ячеек. При использовании такого подхода очень важен выбор
схемы аппроксимации уравнений по времени. Необходимо выбирать методы, обеспечивающие
скорость вычислений, их устойчивость и обладающие свойством невозрастания паразитных
осцилляций решения. К таким схемам относятся, например, явные методы Рунге–Кутты, удо-
влетворяющие свойству TVD – total variation diminishing [10]. При этом важным является
использование методов с оптимальной для данного класса задач областью устойчивости [11–
13]. В то же время требования к точности метода сталкиваются с проблемой потери порядка
аппроксимации на разрывах [14].

Цель статьи – выбор и исследование методов Рунге–Кутты с увеличенной областью устой-
чивости, адаптированных для решения задач газовой динамики с использованием разрывного
метода Галёркина.
1. Разрывный метод Галёркина. Рассмотрим скалярный закон сохранения

∂U

∂t
+ divF (U) = 0, (1)

где U(x, t) – неизвестная функция, F (U) = (F1(U), . . . , FM (U))т – вектор потоков, N – размер-
ность пространства. Будем считать, что в пространственной области Ω на временно́м отрезке
[0, T ] задана начальная задача

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Ω. (2)

Введём в области Ω сетку Ωh = {Ij}nj=1. На каждой ячейке Ij зададим пространство
Pm(Ij) полиномов степени не выше m и выберем в нём ортонормированный в L2(Ij) базис
{ϕ(s)

j (x)}ms=0. Вне ячейки Ij положим ϕ
(s)
j (x) = 0, ϕ = 1, n, s = 0,m. Будем искать при-
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ближённое решение Uh задачи (1), (2) в виде линейной комбинации выбранных базисных
функций

Uh(x, t) =

n∑

j=1

m∑

s=0

U
(s)
j (t)ϕ

(s)
j (x). (3)

Умножив уравнение (1) скалярно на базисную функцию ϕ
(s)
j (x), получим

∫

Ij

∂U

∂t
ϕ
(s)
j (x) dV +

∫

Ij

N∑

i=1

∂Fi

∂xi
ϕ
(s)
j (x) dV = 0,

Далее преобразуем второе слагаемое:

∫

Ij

∂U

∂t
ϕ
(s)
j (x) dV +

∫

Ij

N∑

i=1

∂(Fiϕ
(s)
j (x))

∂xi
dV −

∫

Ij

N∑

i=1

Fi

∂ϕ
(s)
j (x)

∂xi
dV = 0,

откуда, наконец, получим с использованием формулы Остроградского–Гаусса

∫

Ij

∂U

∂t
ϕ
(s)
j (x) dV +

∮

∂Ij

N∑

i=1

Finiϕ
(s)
j (x) dS −

∫

Ij

N∑

i=1

Fi

∂ϕ
(s)
j (x)

∂xi
dV = 0, (4)

где n = (n1, . . . , nN )т – вектор внешней нормали к поверхности ∂Ij , ограничивающей ячей-
ку Ij .

Подставляя в равенство (4) вместо функции U представление (3) для функции Uh и
учитывая ортонормированность базиса {ϕ(s)

j (x)}ms=0, приходим к следующей системе обык-

новенных дифференциальных уравнений для нахождения коэффициентов U
(s)
j разложения

приближённого решения:

dU
(s)
j

dt
= −

∮

∂Ij

N∑

i=1

Finiϕ
(s)
j (x) dS +

∫

Ij

N∑

i=1

Fi

∂ϕ
(s)
j (x)

∂xi
dV, j = 1, n, s = 0,m,

или
dU

(s)
j

dt
= Lh(. . . , U

(α)
β , . . .), j = 1, n, s = 0,m. (5)

Проецируя равенство (2) (с заменой функции U функцией Uh) на базисные функции ϕ
(s)
j ,

получим начальные условия задачи Коши

U
(s)
j (0) =

∫

Ij

U0(x)ϕ
(s)
j (x) dV, j = 1, n, s = 0,m. (6)

Описанный подход определяет разрывный метод Галёркина [3]. Он позволяет строить высо-
коточные разностные схемы с использованием компактного шаблона аппроксимации даже для
методов высокого порядка, а также добиваться хорошей разрешающей способности алгоритма
на сильных разрывах.
2. Выбор метода интегрирования по времени. Как правило, в силу нелинейности

оператора Lh для решения задачи Коши (5), (6) используются явные методы Рунге–Кутты.
В то же время при использовании этих методов нужно для обеспечения устойчивости накла-
дывать существенные ограничения на шаг по времени. Целесообразно выбирать такие методы,
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которые при необходимом порядке точности имели бы как можно бо́льшую область устойчи-
вости. При этом выбор области устойчивости, вытянутой вдоль действительной оси, не всегда
является оптимальным [13].

Рассмотрим одномерное линейное уравнение переноса

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (7)

и будем решать его на отрезке [0, L] = Ω. Введём на нём равномерную сетку Ωh = {xi =
= ih, i = 0, n, h = L/n}. В каждом узле зададим функцию ui(t), представляющую собой
приближённое значение решения. Аппроксимируя пространственную производную разностью
назад, получим систему ОДУ для функций ui, соответствующих внутренним узлам:

dui
dt

= −c
ui − ui−1

h
. (8)

Рассмотрим задачу на собственные значения −c(ui − ui−1) = λhui с периодическими
граничными условиями u0 = un. Её решение имеет вид

Рис. 1. Приведённые собственные числа μk

оператора разностной производной назад.

Рис. 2. Области устойчивости, соответствую-
щие функции устойчивости (9), для количества
стадий s = 2, 3, 4, 5, 6.

μk = exp(−ĩ2πk/n)− 1,

где μk = λkh/c, ĩ =
√
−1, k = 0, n− 1. На

рис. 1 точками на комплексной плоскости изобра-
жены значения μk. Видим, что область устойчи-
вости метода, применяемого для интегрирования
системы (8), не стоит выбирать вытянутой вдоль
действительной оси, как это характерно, например,
для методов Рунге–Кутты–Чебышёва [15, гл. IV,
§ 2]. Эта область должна включать в себя круг мак-
симально возможного диаметра, касающийся мни-
мой оси в точке (0, 0). Очевидно, что в случае более
сложного, нелинейного вида вектора потоков F (U)
расположение собственных чисел линейной части
оператора Lh будет иным. Тем не менее приведён-
ный пример демонстрирует общий принцип выбора
методов по области устойчивости для гиперболиче-
ских уравнений.

В работе [13] рассмотрен подход к построению
методов Рунге–Кутты с областью устойчивости,
включающей в себя круг максимального диамет-
ра (условие МД), касающийся начала координат.
Для методов первого и второго порядка точности
авторы получили вид функции устойчивости, обес-
печивающей выполнение условия МД, для произ-
вольного количества стадий s. В частности, для
метода второго порядка такая функция имеет вид

R(μ) =
s− 1

s

(
μ

s− 1
+ 1

)s
+

1

s
. (9)

Соответствующие области устойчивости для ко-
личества стадий s = 2, 3, 4, 5, 6 приведены на
рис. 2. При этом задание вида функции устойчи-
вости не задаёт единственным образом сам метод.
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2.1. Интерполяционное представление методов Рунге–Кутты. Для автономной сис-
темы ОДУ u′ = f(u) явный метод Рунге–Кутты вычисления значения приближённого реше-
ния yl+1 ≈ u(tl + τ) по значению yl ≈ u(tl) имеет вид [16, гл. II, § 2]

gi = yl + τ
i−1∑

j=1

ai,jkj , ki = f(gi), i = 1, s, (10)

yl+1 = yl + τ

s∑

j=1

bjkj . (11)

Далее будем опираться на следующее представление метода.
Утверждение 1. Метод Рунге–Кутты (10), (11) в случае, если ai,i−1 
= 0 для всех i =

= 2, s, может быть представлен в виде

g1 = yl, gi = gi−1 + τai,i−1ki−1 +

i−1∑

j=1

ηijgj , i = 2, s, (12)

gs+1 = gs + τξks, yl+1 =
s+1∑

j=1

σjgj , (13)

где σj , j = 1, s, и ηij , i = 2, s, j = 1, i− 1, – некоторый набор постоянных коэффициентов,
вычисляемых через коэффициенты ai,j, i = 2, s, j = 1, i − 1, и bj , j = 1, s, при этом
коэффициент ξ 
= 0 может быть выбран произвольно, и σs+1 = bs/ξ.
Доказательство. Для первой и второй стадий представление, очевидно, верно: g1 = yl,

k1 = f(g1), g2 = yl + τa2,1k1. Предположим, что оно верно и для всех gj , j = 2, i − 1, i � s.
Тогда

kj =
1

τaj+1,j

(
gj + τaj+1,jkj +

j∑

α=1

ηj+1
α gα − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)
=

1

τaj+1,j

(
gj+1 − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)

и

gi = yl + τ

i−1∑

j=1

ai,jkj = yl + τ

i−2∑

j=1

ai−1,jkj + τai,i−1ki−1 + τ

i−2∑

j=1

(ai,j − ai−1,j)kj =

= gi−1 + τai,i−1ki−1 +

i−2∑

j=1

ai,j − ai−1,j

aj+1,j

(
gj+1 − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)
= gi−1 + τai,i−1ki−1 +

i−1∑

j=1

ηijgj .

Из последнего равенства несложно вытекают формулы для вычисления ηij , но в силу гро-
моздкости этих формул приводить их здесь не будем. Полученное представление позволяет в
ходе расчётов хранить лишь значения gi и не хранить ki.

Аналогично получаем представление

yl+1 = yl + τ

s∑

j=1

bjkj = g1 +

s−1∑

j=1

bj
aj+1,j

(
gj+1 − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)
+ τbsks.

Выберем ξ 
= 0 и обозначим gs+1 = gs + τξks. Тогда ks = (gs+1 − gs)/τξ и

yl+1 = yl + τ

s∑

j=1

bjkj =

s+1∑

j=1

σjgj ,

причём σs+1 = bs/ξ. Значения коэффициентов σj , j = 1, s могут быть получены явно. Утвер-
ждение доказано.
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2.2. Свойство TVD. Согласно теореме Годунова [17] монотонные разностные схемы вы-
сокого порядка для решения гиперболических систем уравнений вида ut = L(u), где L –
дифференциальный оператор, содержащий производные только по пространственным пере-
менным, не могут быть линейными. В случае нелинейных систем гиперболических уравнений
для введения понятия монотонной схемы часто используют TVD-свойство [1, с. 101]. В рабо-
те [10] понятие TVD-свойство рассматривается и для конструирования методов Рунге–Кутты,
применяемых для интегрирования по времени систем гиперболических уравнений. Свойство
TVD в этом случае определяется следующим образом.

Пусть разностный оператор Lh аппроксимирует оператор L на пространственной сет-
ке Ωh. Пусть Yl = {yil} – приближённое решение на временно́м слое l и решение Yl+1 на
следующем временно́м слое вычисляется с использованием метода (10), (11). Этот метод обла-
дает свойством TVD, если при всех l имеет место неравенство TV (Yl+1) � TV (Yl + τLh(Yl)),
где TV (Y ) =

∑
j |yj+1 − yj| – полная вариация сеточной функции Y = {yi} и суммирование

выполняется по всей сетке Ωh.
В работе [10] показано, что справедливо
Утверждение 2. Метод Рунге–Кутты обладает свойством TVD, если для коэффициен-

тов его представления (12), (13) выполняются неравенства

ai,i−1 > 0, i = 2, s, δj,i−1 + ηij � 0, i = 2, s, j = 1, i − 1,

где δi,j – символ Кронекера, и существует хотя бы одно такое значение ξ, при котором все
σj неотрицательны, j = 1, s + 1.

2.3. Примеры методов. Cреди методов, наиболее часто использующихся при реализа-
ции разрывного метода Галёркина, можно выделить следующие два [10]. Оба не обладают
свойством МД, но обладают свойством TVD.
Метод 1. Двухстадийный метод второго порядка:

k1 = f(yn), k2 = f(yn + τk1), yn+1 = yn +
τ

2
k1 +

τ

2
k2.

В интерполяционном представлении при выборе ξ = 1 этот метод принимает вид

g1 = yl, g2 = g1 + τf(g1), (14)

g3 = g2 + τf(g2), yl+1 =
1

2
g1 +

1

2
g3. (15)

Его функцией устойчивости является R(μ) = 1+μ+μ2/2, а область устойчивости изображена
на рис. 3, a.

В дальнейшем метод (14), (15) будем называть RK2TVD.

(а) (б)

Рис. 3. Области устойчивости методов RK2TVD ((a), сплошная линия), RK3TVD ((б),
сплошная линия) и RK2MD-TVD (штриховая линия).
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Метод 2. Трёхстадийный метод третьего порядка (используется способ записи [10]):

y∗ = yl + τf(yl),

y∗∗ =
3

4
yl +

1

4
y∗ +

1

4
τf(y∗),

yl+1 =
1

3
yl +

2

3
y∗∗ +

2

3
τf(y∗∗).

В интерполяционном представлении при выборе ξ = 1 этот метод принимает вид

g1 = yl, g2 = g1 + τf(g1), (16)

g3 = g2 +
τ

4
f(g2) +

3

4
g1 −

3

4
g2, (17)

g4 = g3 + τf(g3), yl+1 =
1

3
g1 +

2

3
g4. (18)

Его функцией устойчивости является R(μ) = 1 + μ + μ2/2 + μ3/6, а область устойчивости
изображена на рис. 3, б.

В дальнейшем метод (16)–(18) будем называть RK3TVD.
Теперь построим примеры трёхстадийных методов Рунге–Кутты второго порядка, удовле-

творяющих условию МД. Для таких методов их функцией устойчивости является

R(μ) = 1 + μ+
μ2

2
+

μ3

12
.

Тогда условия второго порядка [16, гл. II, § 1] дают следующие уравнения относительно коэф-
фициентов метода (10), (11):

b1 + b2 + b3 = 1, a2,1b2 + a3,1b3 + a3,2b3 =
1

2
, a2,1a3,2b3 =

1

12
. (19)

Из доказательства утверждения 1 видно, что удобно выбрать ai,j = ai−1,j , i = 3, s, j =
= 1, i− 1, поскольку тогда второе равенство (12) сводится к уравнению gi = gi−1+τai,i−1ki−1,
i = 3, s. В данном случае выберем a3,1 = a2,1 = q и обозначим a3,2 = r. Дополнительно
положим q = r. Тогда система (19) примет вид

b1 + b2 + b3 = 1, q(b2 + 2b3) =
1

2
, q2b3 =

1

12
.

Варьируя параметр q, можно получать разные варианты методов.
Метод 3. Справедливо следующее
Утверждение 3. Метод Рунге–Кутты вида

g1 = yl, k1 = f(g1),

g2 = yl +
τ

2
k1, k2 = f(g2),

g3 = yl +
τ

2
k1 +

τ

2
k2, k3 = f(g3),

yl+1 = yl +
τ

3
(k1 + k2 + k3)

имеет второй порядок и удовлетворяет условиям МД и TVD.
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Доказательство. Действительно, условия порядка (19), включающие требования условия
МД, выполнены. В интерполяционной форме записи будем иметь

g1 = yl, g2 = g1 +
τ

2
f(g1), g3 = g2 +

τ

2
f(g2),

g4 = g3 + τξf(g3), yl+1 =
1

3
g1 +

2− 1/ξ

3
g3 +

1

3ξ
g4 (20)

и, выбрав ξ = 1/2, получим

g4 = g3 +
τ

2
f(g3), yl+1 =

1

3
g1 +

2

3
g4. (21)

В дальнейшем метод (20), (21) будем называть RK2MD-TVD.
Метод 4. Справедливо следующее
Утверждение 4. Метод Рунге–Кутты вида

g1 = yl, k1 = f(g1),

g2 = yl +
τ

3
k1, k2 = f(g2),

g3 = yl +
τ

3
k1 +

τ

3
k2, k3 = f(g3),

yl+1 = yl +
τ

4
k1 +

3τ

4
k3

имеет второй порядок и удовлетворяет условию МД, но не TVD.
Доказательство. Действительно, условия порядка (19), включающие требования условия

МД, выполнены. В интерполяционной форме записи получим

g1 = yl, g2 = g1 +
τ

3
f(g1), g3 = g2 +

τ

3
f(g2),

g4 = g3 + τξf(g3), yl+1 =
1

4
g1 +

3

4
g2 +

3

4ξ
(g4 − g3). (22)

Очевидно, что никаким выбором значения ξ невозможно удовлетворить условию TVD. Вы-
бирая, например, для симметрии записи ξ = 1/3, получаем

g4 = g3 +
τ

3
f(g3), yl+1 =

1

4
g1 +

3

4
g2 −

9

4
g3 +

9

4
g4. (23)

В дальнейшем метод (22), (23) будем называть RK2MD.
3. Численные примеры. Рассмотрим результаты применения описанных методов для

практических вычислений. Интерес представляет максимально достижимый для каждого ме-
тода шаг по времени при фиксированной пространственной сетке. Поскольку использовались
аппроксимации пространственных операторов не выше второго порядка, то преимущество ме-
тода RK3TVD в порядке точности не принималось в расчёт.

Для сравнения методов между собой в описанных ниже тестовых примерах для разных
методов вычислялись максимально достижимые временны́е шаги τm и в одномерном слу-
чае соответствующие им отношения Cm = τm/h, где h – шаг пространственной сетки. За
референсные значения принимались максимально достижимые шаги для метода RK2TVD,
поскольку он имеет наименьшую область устойчивости.

В таблицах ниже использованы следующие обозначения:

T3-1 = τm(RK2MD-TVD)/τm(RK2TVD), T3-2 = τm(RK2MD-TVD)/τm(RK3TVD),
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T4-1 = τm(RK2MD)/τm(RK2TVD), T4-2 = τm(RK2MD)/τm(RK3TVD),

T2-1 = τm(RK3TVD)/τm(RK2TVD).

Поскольку метод RK2TVD в отличие от остальных является двухстадийным, наравне с ко-
эффициентами T2-1, T3-1 и T4-1 имеет смысл рассматривать величины EJ-1 = 2TJ-1/3, J =
= 2, 3, 4, характеризующие сравнительную вычислительную сложность методов, связанную с
количеством вычислений значений оператора Lh за один временно́й шаг.
3.1. Линейное одномерное уравнение переноса. Рассмотрена начальная задача для

уравнения (7) при c = 1 на пространственном отрезке [0, 2] и временно́м интервале (0, 1).
Использована пространственная сетка, состоящая из 200 ячеек, оператор L ≡ −cux аппрок-
симировался с использованием левой конечно-разностной производной первого порядка и с
использованием потока второго порядка с лимитером minmod [1, с. 92]. Начальные условия
выбирались следующими:

u(x, 0) =

{
3x− 1, если 1/3 < x < 2/3,

0 в противном случае.

Результаты исследования максимальных шагов приведены в табл. 1. Отношения макси-
мальных шагов для разных методов в случае использования левой разностной производной
соответствуют тому, как относятся друг к другу радиусы вписанных кругов соответствующих
областей устойчивости (ср. рис. 1 и 3).

Таблица 1. Соотношения максимальных шагов при решении линейного одномерного уравнения пе-
реноса

Аппроксимация Параметры методов
оператора RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

Lh Cm Cm T2-1 E2-1 Cm T3-1 E3-1 T3-2 Cm T4-1 E4-1 T4-2

Левая разность 1.0 1.245 1.26 0.84 2.0 2.0 1.33 1.6 2.0 2.0 1.33 1.6
minmod 0.95 1.15 1.21 0.81 1.7 1.79 1.19 1.48 1.45 1.525 1.02 1.26

В случае же нелинейной аппроксимации повышенной точности с использованием лимитера
minmod наблюдаются как отличия от указанных соотношений для областей устойчивости, так
и различия между результатами методов RK2MD-TVD и RK2MD. Оба они удовлетворяют
свойству МД и имеют одну и ту же область устойчивости. Тем не менее отсутствие TVD-
свойства у второго метода негативно сказывается на максимальной длине временно́го шага, что
косвенно свидетельствует об изменении характера расположения собственных чисел линейной
части пространственного оператора.

Как видно из таблицы, метод RK3TVD выигрывает у метода RK2TVD по устойчивости,
но существенно проигрывает ему по вычислительной сложности. Этот разрыв оправдан в тех
случаях, когда более высокий порядок метода играет существенную роль.
3.2. Одномерная газовая динамика. Для тестирования рассмотренных методов Рунге–

Кутты использовался программный комплекс RKDG-1D [5], позволяющий решать одномерные
задачи динамики совершенного невязкого газа. Такие задачи описываются системой уравне-
ний [2, с. 31–33]

∂ρ

∂t
+ �∇ · ρ�v = 0, (24)

∂ρ�v

∂t
+ �∇ · (ρ�v�v + pÎ) = 0,

∂e

∂t
+ �∇ · (�v(e+ p)) = 0, (25)
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где ρ – плотность, �v = (u, v, w)т – скорость, p – давление, e – полная энергия единицы объёма,
Î – единичный тензор. Дополняет систему уравнение состояния

p = ρε(γ − 1),

где ε – удельная внутренняя энергия, γ – показатель адиабаты.
В одномерном случае система (24), (25) сводится к системе

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
= 0, (26)

где вектор U консервативных переменных и вектор F (U) потоков следующие:

U = (ρ, ρu, ρv, ρw, e)т , F (U) = (ρu, p + ρu2, ρuv, ρuw, e)т.

Программный комплекс, описанный в работе [5], основан на разрывном методе Галёрки-
на. Он имеет модульную структуру и обладает широкими возможностями добавления новых
методов и алгоритмов, включая методы интегрирования систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Для решения тестовой задачи использована линейная аппроксимация при-
ближённого решения на ячейках разностной сетки, численный поток HLLC, индикатор Harten,
лимитеры WENO_S [18] и HWENO_SC [19].

В качестве тестовой задачи использован вариант задачи Римана о распаде разрыва – за-
дача Сода [1, с. 227]. Она успешно применяется для тестирования численных схем, поскольку
содержит в своем решении три типа разрывов – ударную волну, волну разрежения и контакт-
ный разрыв. Задача решалась на отрезке [0, 1] с начальным положением разрыва в точке
x∗ = 0.5 до момента времени T = 0.2 с начальными условиями

(ρ, u, v, w, p) =

{
(1, 0, 0, 0, 1), если x � 0.5;

(0.125, 0, 0, 0, 0.1), если x > 0.5.

Результаты исследования максимальных шагов приведены в табл. 2. Как видим, тенденции,
характерные для нелинейной аппроксимации пространственного оператора, подтверждаются.
Метод RK2MD-TVD в реальном расчёте оказывается более устойчивым, чем RK2MD за счёт
меньших искажений спектра пространственного оператора при выполнении свойства TVD.
При этом на спектр оказывает влияние и используемый лимитер. При схожих параметрах T
и E для всех методов Рунге–Кутты лимитер HWENO_SC позволяет считать с шагом, более
чем в полтора раза большим, чем лимитер WENO_S. Однако существенно выше и вычисли-
тельная сложность этого лимитера, поскольку он предполагает переход от консервативных к
характеристическим переменным задачи.

Таблица 2. Соотношения максимальных шагов при решении одномерной задачи газовой динамики
разрывным методом Галёркина

Параметры методов
Лимитер RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

Cm Cm T2-1 E2-1 Cm T3-1 E3-1 T3-2 Cm T4-1 E4-1 T4-2

WENO_S 0.195 0.225 1.15 0.77 0.34 1.74 1.16 1.51 0.32 1.64 1.09 1.42
HWENO_SC 0.31 0.36 1.16 0.77 0.55 1.77 1.18 1.53 0.5 1.61 1.075 1.39

3.3. Двумерная газовая динамика. Для системы уравнений (24), (25) рассмотрена
также пространственно двумерная постановка задачи. С использованием разрывного мето-
да Галёркина разработан параллельный программный комплекс для решения задач газовой
динамики на смешанных неструктурированных сетках [20]. Как и в одномерном случае, про-
граммный комплекс благодаря своей модульной структуре позволяет использовать различные
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комбинации численных потоков, индикаторов и лимитеров. При решении тестовых задач ис-
пользовались два лимитера – BJVertex [21] и WENO_SC [18, 19], а также два численных
потока – Local Lax–Friedrichs и HLL [1, с. 75].

В качестве тестовой выбрана задача о набегании вертикальной ударной волны с числом
Маха Ms = 10 на клин, расположенный по отношению к горизонтали под углом ϕ = 30◦.
В результате соударения волны и клина формируется сложная ударно-волновая структура,
называемая двойным маховским отражением. Параметры набегающего потока ρ = 8, u =
= 8.25, p = 116.518, начальные условия ρ = 1.4, u = v = w = 0, p = 1, показатель адиабаты
γ = 1.4.

Рис. 4. Линии уровня плотности в задаче о двой-
ном маховском отражении.

В расчётах использованы неструктурирован-
ные треугольные сетки из 36 тыс. и 74 тыс. яче-
ек. Средние длины сторон в указанных сетках
равны примерно 0.01 и 0.005 соответственно.
Расчёты проводились до момента времени t∗ =
= 0.1 с постоянным в течение расчёта шагом по
времени.

Характерный вид решения изображён на
рис. 4. При постепенном увеличении шага по
времени численное решение искажается в силу
проявлений немонотонности схемы.

Прежде всего искажения возникают в тре-
угольнике между контактным разрывом и удар-
ной волной. Затем паразитные осцилляции по-
являются в области постоянства решения. На-

конец, в численном решении возникают нефизичные волны, расчёт становится неустойчивым
и аварийно останавливается до достижения t∗. При анализе результатов расчётов делалось
различие между шагом, при котором проявляются существенные искажения решения, и ша-
гом, при котором расчёт преждевременно прерывается.

Результаты исследования максимальных шагов для грубой и подробной сеток приведены
в табл. 3 и 4 соответственно. Исследованы три сочетания численных потоков и лимитеров:
поток Lax–Friedrichs и лимитер BJVertex; поток Lax–Friedrichs и лимитер WENO_SC; поток
HLL и лимитер BJVertex.

Таблица 3. Соотношения максимальных шагов при решении задачи двойного маховского отражения раз-
рывным методом Галёркина, сетка из 36 тыс. ячеек

Параметры методов
Метод RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

τm · 104 τm · 104 T2-1 E2-1 τm · 104 T3-1 E3-1 T3-2 τm · 104 T4-1 E4-1 T4-2

Появление видимых искажений решения
BJVertex+LF 0.77 1.00 1.30 0.87 1.60 2.08 1.39 1.60 1.60 2.08 1.39 1.60
WENO_SC+LF 0.79 1.00 1.27 0.84 1.80 2.28 1.52 1.80 1.60 2.03 1.35 1.60
BJVertex+HLL 1.00 1.30 1.30 0.87 1.70 1.70 1.13 1.31 1.70 1.70 1.13 1.31

Аварийный останов расчёта
BJVertex+LF 1.60 1.90 1.19 0.79 3.30 2.06 1.38 1.74 2.30 1.44 0.96 1.21
WENO_SC+LF 1.60 1.90 1.19 0.79 2.70 1.69 1.13 1.42 2.30 1.44 0.96 1.21
BJVertex+HLL 1.80 1.80 1.00 0.67 3.50 1.94 1.30 1.94 2.50 1.39 0.93 1.39

Во всех случаях метод RK2MD-TVD даёт возможность считать с бо́льшим шагом по вре-
мени, чем остальные методы. Его преимущество над методом RK2TVD по количеству вы-
числений оператора Lh в подавляющем большинстве расчётов составляет не менее 13%, а
часто – около 30%. Вычислительное преимущество этого метода над RK3TVD составляет не
менее 25%. При этом не обладающий TVD-свойством метод RK2MD хотя и близок к методу
RK2MD-TVD по характерным шагам возникновения немонотонности решения, но существен-
но уступает ему в общей устойчивости, иногда по вычислительным затратам проигрывая и
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RK2TVD. Это означает, что данный метод оказывается менее устойчив к возникающим арте-
фактам численного решения, вызванным немонотонностью.

Таблица 4. Соотношения максимальных шагов при решении задачи двойного маховского отражения раз-
рывным методом Галёркина, сетка из 74 тыс. ячеек

Параметры методов
Метод RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

τm · 104 τm · 104 T2-1 E2-1 τm · 104 T3-1 E3-1 T3-2 τm · 104 T4-1 E4-1 T4-2

Появление видимых искажений решения
BJVertex+LF 0.51 0.60 1.18 0.78 1.00 1.96 1.31 1.67 1.00 1.96 1.31 1.67
WENO_SC+LF 0.44 0.58 1.32 0.88 1.00 2.27 1.52 1.72 1.00 2.27 1.52 1.72
BJVertex+HLL 0.65 0.80 1.23 0.82 1.00 1.54 1.03 1.25 1.10 1.69 1.13 1.38

Аварийный останов расчёта
BJVertex+LF 0.66 0.79 1.20 0.80 1.30 1.97 1.31 1.65 1.20 1.82 1.21 1.52
WENO_SC+LF 0.66 0.79 1.20 0.80 1.30 1.97 1.31 1.65 1.20 1.82 1.21 1.52
BJVertex+HLL 0.81 0.84 1.04 0.69 1.50 1.85 1.23 1.79 1.20 1.48 0.99 1.43

Оба метода, обладающие свойством МД, позволяют считать с существенно бо́льшим вре-
менны́м шагом, чем метод RK3TVD. Одновременно максимальный шаг, обеспечиваемый ме-
тодом RK2TVD, как правило, лишь немногим меньше, чем у RK3TVD. В то же время все три
указанных метода имеют лишь второй порядок точности, а RK3TVD – третий. Это важно как
при численном исследовании гладких решений, так и для получения высокого разрешения раз-
рывных решений при использовании, впрочем, соответствующей по порядку аппроксимации
оператора Lh.

Возможность увеличения шага по времени после фиксации искажений решения существен-
но зависит от используемых элементов разностной схемы, прежде всего, численных пото-
ков. Так, например, при использовании потока HLL минимальный шаг, при котором расчёт
неустойчив, мало отличается от длины шага, когда возникают видимые искажения. При этом,
в среднем, схема с потоком HLL оказалась более устойчивой, чем с потоком Lax–Friedrichs,
как относительно немонотонности решения, так и относительно аварийных остановов.

Отметим, что выбор лимитера без изменения численного потока больше влияет на проявле-
ния немонотонности решения, чем на устойчивость метода. В частности, расчёты с лимитером
BJVertex позволяют получать корректную картину решения при большем шаге, чем с лими-
тером WENO_SC.
Заключение. Изучены методы Рунге–Кутты, область устойчивости которых включает

круг максимального для заданных количества стадий и порядка диаметра. Такие методы вос-
требованы при аппроксимации гиперболических систем уравнений с использованием разрыв-
ного метода Галёркина. Получены условия, при которых такие методы удовлетворяют условию
TVD. Рассмотрены два метода рассматриваемого класса, их свойства исследованы на числен-
ных примерах. С помощью тестовых задач для линейного одномерного уравнения переноса и
для системы уравнений газовой динамики в одномерной и двумерной пространственных поста-
новках исследована способность полученных методов сохранять устойчивость и монотонность
численного решения при максимально возможных шагах по времени.

Исследование В.В. Лукина выполнено при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект 17-79-20445).
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доказана сильная устойчивость разностного решения по отношению к малому возмущению
начальных условий, правой части и коэффициентов уравнения. Получены априорные оцен-
ки устойчивости и сходимости разностного решения в сильных сеточных нормах.

DOI: 10.31857/S0374064121070098

1. Введение. Повышение точности вычислительного метода для решения задач матема-
тической физики на минимальных шаблонах всегда представляло собой актуальную задачу
численного анализа (см., например, [1–4]). Среди методов построения разностных схем повы-
шенного порядка аппроксимации особое место занимают так называемые компактные схемы,
которые пишутся на шаблоне, несущественно отличающемся от традиционных для данного
уравнения [5]. Основополагающей работой по этой тематике для классических уравнений мате-
матической физики с самосопряжённым эллиптическим оператором является работа А.А. Са-
марского [6], опубликованная им более 50 лет назад. Для других классов уравнений, включая
уравнения типа конвекции–диффузии, нелинейные уравнения без смешанных производных и
задачи аэрогидродинамики, компактные разностные схемы построены в [7–9].

В настоящей работе для различных типов уравнения Клейна–Гордона исследуются на
обычном трёхточечном шаблоне компактные разностные схемы 4+2 порядка точности. Это
уравнение играет важную роль в математической физике; в частности, оно используется при
изучении солитонов и в физике конденсированного вещества [10]. Компактные разностные
схемы для такого уравнения строятся и изучаются, например, в [9, 11]. Некоторые резуль-
таты по данной тематике также анонсированы в [12, 13]. Для этого уравнения, несмотря на
линейность дифференциальной и разностной задач с переменными коэффициентами, для по-
лучения соответствующих априорных оценок не удаётся применить известные результаты по
теории Самарского устойчивости трёхслойных операторно-разностных схем [1, гл. VI, § 3].
В работе с использованием метода энергетических неравенств для компактных разностных
схем, аппроксимирующих уравнения Клейна–Гордона с переменными коэффициентами, полу-
чены априорные оценки устойчивости и сходимости разностного решения в сеточных нормах
L2(ωh), W 1

2 (ωh), C(ωh) или L∞(ωh). На примере вычислительного эксперимента для ква-
зилинейного уравнения, которое является следствием системы уравнений газовой динамики,
показывается, как использовать правило Рунге для определения разных порядков скорости
сходимости решения разностной схемы в случае двух независимых переменных.
1. Необходимые и достаточные условия устойчивости двух и трёхслойных опе-

раторно-разностных схем. При исследовании компактных разностных схем, аппроксими-
рующих линейные уравнения Клейна–Гордона, естественно воспользоваться общей теорией
Самарского [1, гл. VI, § 3] операторно-разностных схем. Ниже предлагается использовать дру-
гие канонические формы операторно-разностных схем, для которых условия устойчивости
формулируются значительно проще и не содержат условий на связь между операторами.
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Пусть задано действительное конечномерное евклидово пространство H и сетка по време-
ни ωτ = {tn = nτ, n = 0, N0, τN0 = T} = ωτ

⋃
{0}. Скалярное произведение в H обозначим

через (·, ·), и пусть A,B,D : H → H – линейные операторы, не зависящие от τ и tn.
Рассмотрим задачу Коши для двухслойной операторно-разностной схемы

Byt +Ay(0.5) = ϕ(t), t ∈ ωτ , (1)

y0 = u0, (2)

где yn = y(tn) ∈ H – искомая вектор-функция, а ϕn = ϕ(tn), u0 заданы, y(σ) = σyn+1 + (1−
− σ)yn, yn ∈ H. Тогда критерий Самарского (см. [1, с. 333]) при ϕ(t) ≡ 0 можно сформули-
ровать следующим образом.
Теорема 1. Условия

B = B(t) � 0, A = A∗ > 0, A – постоянный оператор,

необходимы и достаточны для устойчивости решения разностной задачи (1), (2) в HA по
начальным данным, т.е. для выполнения оценки

‖yn‖A � ‖u0‖A, n = 1, N0,

где, как обычно, ‖v‖A = (Av, v) для любого v ∈ H.
Для трёхслойных операторно-разностных схем будем использовать следующую канониче-

скую форму:
Dytt +A1y

(0.5, 0.5) = ϕ(t), 0 < t ∈ ωτ , (3)

y0 = u0, y1 = u1, (4)

где y(σ1,σ2) = σ1y
n+1 + (1− σ1 − σ2)y

n + σ2y
n−1, 0 � σ1, σ2 � 1.

В работе используются обозначения из [1, 2]. Далее будем предполагать, что D, A1 –
положительные, самосопряжённые и постоянные операторы:

D = D∗ > 0, A∗
1 = A1 > 0. (5)

Тогда имеет место следующая
Теорема 2. Разностная схема (3), (4) устойчива в HA1 по начальным данным и правой

части, и имеет место априорная оценка

Qn+1 � Q1 +
n∑

k=1

τ‖ϕ(tk)‖D−1 .

Здесь Qn = {‖yt‖2D + (‖y‖2A1
+ ‖y̌‖2A1

)/2}1/2.
Доказательство. Умножая уравнение (3) скалярно в H на 2τy◦

t
= τ(yt + yt), приходим

к энергетическому соотношению

Q2
n+1 −Q2

n = 2τ(y◦
t
, ϕ) � τ(‖yt‖D + ‖yt‖D)‖ϕ‖D−1 � τ(Qn+1 +Qn)‖ϕ(tn)‖D−1 .

Отсюда и следует требуемая оценка.
2. Уравнение Клейна–Гордона с постоянными коэффициентами.
2.1. Постановка задачи и разностная схема. В области QT = {(x, t) : 0 � x � l, 0 �

� t � T} рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения Клейна–Гордона с постоянны-
ми коэффициентами

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
−mu+ f(x, t), m = const > 0, (6)

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u0(x), (7)
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u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t). (8)

Отметим, что уравнение (6) является обобщением волнового уравнения и используется
для описания быстро движущихся частиц, имеющих массу покоя. Здесь и далее относительно
решения дифференциальной задачи будем предполагать, что оно существует, единственно и
обладает всеми непрерывными в QT производными, необходимыми по ходу изложения.

На равномерной сетке узлов ω = ωh×ωτ = {(xi, tn) ∈ QT }, ωh = {xi = ih, 0 � i � N, h =
= l/N} = ωh

⋃
{0, l}, ωτ = {tn = nτ, 0 � n � N0, τ = T/N0} = ωτ

⋃
{0} дифференциальную

задачу заменим разностной:

ytt = Λy(σ,σ) −m

(
y +

h2

12
Λy

)
+ ϕ, (x, t) ∈ ωh × ωτ , (9)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, yt(x, 0) = u1(x), x ∈ ωh, (10)

y(0, t) = μ1(t), y(l, t) = μ2(t), t ∈ ωτ , (11)

в которой
ŷ = yn+1, y̌ = yn−1, yni = y(xi, tn),

Λy = yxx, ϕ = f +
h2

12
Λf, σ = σ − h2

12τ2
,

u1(x) = u0(x) +
τ

2
[u′′0(x)−mu0(x) + f(x, 0)], x ∈ ωh.

Как и в монографии [1, с. 309], нетрудно показать, что для невязки

ψ = −utt + Λu(σ,σ) −m

(
u+

h2

12
Λu

)
+ ϕ

и погрешности аппроксимации второго начального условия имеют место априорные оценки

‖ψ‖ � M(h4 + τ2), M = const > 0, (12)

‖
◦
ψ‖ = ‖u1 − u0t ‖ � M1τ

2, M1 = const > 0, (13)

т.е. разностная схема (9)–(11) аппроксимирует исходную дифференциальную задачу с четвёр-
тым порядком по пространству и вторым по времени.
2.2. Устойчивость по начальным данным и правой части. Для исследования этих

вопросов в линейном случае обычно применяют теорию трёхслойных операторно-разностных
схем, разработанную А.А. Самарским [1, гл. VI, § 3]. Требование самосопряжённости основного
пространственного оператора

(Ay)i = −(Λy)i, i = 1, N − 1, (Ay)0 = 0, (Ay)N = 0, (14)

приводит к жёстким ограничениям на однородность граничных условий. Чтобы избежать это-
го, рассмотрим возмущённое решение ỹ, полученное по разностной схеме (9)–(11) с возму-
щённой правой частью f̃ и возмущёнными начальными условиями ũ0, ũ1. Тогда задача для
возмущения y = ỹ − y может быть записана в операторном виде:

Dytt +A1y = ϕ, σ = 1, (15)

y(0) = u0, yt(0) = u1, (16)

D = E + στ2A, A1 = mE +

(
1− mh2

12

)
A.

Здесь u0 = ũ0 − u0, u1 = ũ1 − u1, ϕ = ϕ̃− ϕ.
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Оператор A, определённый соотношением (14), является постоянным, положительным и
самосопряжённым, т.е. 0 < A∗ = A : H → H, здесь H – пространство сеточных функций,
заданных на ωh и равных нулю при x = 0 и x = l. Поэтому операторы D и A1 также
являются положительными, постоянными и самосопряжёнными: D = D∗ > E, A1 = A∗

1 > A.
Отметим следующие хорошо известные свойства оператора A [1, гл. II, § 3]:

λ1E � A � λ2E, A−1 � 1

δ
E, δ =

8

l2
, (17)

λ1 =
4

h2
sin2

πh

2l
� δ, λ2 =

4

h2
cos2

πh

2l
<

4

h2
. (18)

В дальнейшем нам понадобится следующая
Лемма 1 [1, с. 373]. Пусть в канонической форме (15), (16) операторы D и A1 явля-

ются постоянными, положительными и самосопряжёнными в H и, кроме того, выполнено
неравенство

D � 1 + ε

4
τ2A1, где ε > 0 – некоторое число. (19)

Тогда для решения схемы (15), (16) имеет место априорная оценка

‖yn+1‖D �
√

1 + ε

ε

(
‖y(0)‖D + ‖Dyt(0)‖A−1

1
+

n∑

s=1

τ‖ϕs‖A−1
1

)
. (20)

В частности, если ε = 1, D � E, A−1
1 < A−1 � δ−1E, оценка (20) примет вид

‖yn+1‖ �
√
2

(
‖y(0)‖D +

1

δ
‖Dyt(0)‖ +

1

δ

n∑

s=1

τ‖ϕs‖
)
. (21)

Применим оценку (21) к исследованию устойчивости компактной разностной схемы (9)–
(11). Далее будем предполагать, что

h√
6

� τ � 1√
m
, σ = 1− h2

12τ2
. (22)

Тогда условие (19) выполнено. Действительно,

D − τ2

2
A1 =

1

2
E +

(
1

2
− mτ2

2

)
E + τ2

[
σ − 1

2

(
1− mh2

12

)]
A � 1

2
E.

Итак, имеет место следующая
Теорема 3. Пусть выполнено условие (22). Тогда разностная схема с неоднородными гра-

ничными условиями (9)–(11) условно устойчива по начальным данным и правой части, а для
её решения имеет место априорная оценка

‖ỹn+1 − yn+1‖ �
√
2

(
‖ũ0 − u0‖D +

1

δ
‖D(ũ1 − u1)‖+

1

δ

n∑

s=1

τ‖ϕ̃s − ϕs‖
)
.

Замечание. В линейном случае после замены

u = v +
x

l
μ2(t) +

l − x

l
μ1(t)

исходная дифференциальная задача сводится к задаче для v с однородными граничными
условиями. При этом устойчивость по граничным условиям и правой части решения разност-
ных схем для этих задач имеет место одновременно для обеих задач. Однако для нелинейного
уравнения Клейна–Гордона такая замена может не дать желаемого результата.
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Итак, мы доказали устойчивость решения разностной схемы в слабой энергетической нор-
ме L2(ωh) при весьма слабых ограничениях на вес функции σ. Такие оценки полезны при
исследовании сходимости разностных схем с обобщёнными решениями [14]. Чтобы получить
априорные оценки в более сильных нормах W 1

2 (ωh) и C(ωh), воспользуемся теоремой 2 и
вложением (см. [1, с. 107])

‖ỹ − y‖C �
√
l

2
‖ỹx − yx]|. (23)

Запишем разностную схему для возмущения y = ỹ−y в каноническом виде (3) при h/
√
6 �

� τ � 1/
√
m, σ = 1− h2/(12τ2),

Dytt +A1y
(0.5,0.5) = ϕ, t ∈ ωτ , (24)

y(0) = u0, yt(0) = u1, (25)

где

D = E + τ2(σ − 0.5)A1 = D∗ � 1

2
E, D−1 � 2E, A∗

1 = A1 = mE +

(
1− mh2

12

)
A > A � δE.

Тогда имеет место следующая
Теорема 4. Решение разностной схемы (24), (25) при h/

√
6 � τ � 1/

√
m, σ = 1 −

− h2/(12τ2) устойчиво по начальным данным и правой части, и для всех n = 2, N0 имеют
место априорные оценки

1√
2
(‖ynx]|2 + ‖yn−1

x ]|2)1/2 � Q1 + 2
n−1∑

k=1

τ‖ϕ̃(tk)− ϕ(tk)‖,

‖ỹn − yn‖C �
√

l

2

{
Q1 + 2

n−1∑

k=1

τ‖ϕ̃(tk)− ϕ(tk)‖
}
. (26)

Доказательство. При h/
√
6 � τ � 1/

√
m, σ = 1 − h2/(12τ2) выполнено условие (5),

поэтому в силу теоремы 2 имеем

1√
2
(‖yn‖2A1

+ ‖yn−1‖2A1
)1/2 � Q1 +

n−1∑

k=1

τ‖ϕ(tk)‖D−1 .

Так как A1 > A и D−1 � 2E, то справедлива оценка

1√
2
(‖ynx]|2 + ‖yn−1

x ]|2)1/2 � Q1 + 2

n−1∑

k=1

τ‖ϕ(tk)‖.

Следовательно, из леммы и вложения (23) вытекает, что

‖ỹn − yn‖C �
√

l

2

{
Q1 + 2

n−1∑

k=1

τ‖ϕ̃(tk)− ϕ(tk)‖
}
.

Теорема доказана.
2.3. Сильная устойчивость. При исследовании корректности разностных схем основное

внимание уделяется устойчивости решения по начальным данным и правой части [1, 2]. Одна-
ко при численном решении дифференциальной задачи может оказаться, что коэффициенты
уравнения заданы не точно, а приближённо. Это показывает, насколько важно изучение схем с
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возмущёнными коэффициентами. Под сильной устойчивостью понимается устойчивость ре-
шения разностной задачи по отношению к малому возмущению начальных условий, правой
части и коэффициентов уравнения [15].

Наряду с разностной схемой (9)–(11) рассмотрим соответствующую ей возмущённую задачу

ỹtt = Λỹ(σ,σ) − m̃

(
ỹ +

h2

12
Λỹ

)
+ ϕ̃, (x, t) ∈ ωh × ωτ , (27)

ỹ(x, 0) = ũ0(x), x ∈ ωh, ỹt(x, 0) = ũ1(x), x ∈ ωh, (28)

ỹ(0, t) = μ1(t), ỹ(l, t) = μ2(t), t ∈ ωτ . (29)

Вычитая из уравнений (27)–(29) соответствующие уравнения (9)–(11), получаем задачу для
возмущения y = ỹ − y, которую запишем в операторном виде (15), (16):

Dytt + Ã1y = ϕ− (Ã1 −A1)y,

y(0) = u0, yt(0) = u1,

Ã1 = m̃E +

(
1− m̃h2

12

)
A.

Здесь D = D∗ > E, Ã1 = Ã∗
1 > A � δE – положительные, постоянные и самосопряжённые

операторы.
Заметим, что при h/

√
6 � τ �

√
1/m̃ выполнено условие (19), поэтому на основании

априорной оценки (21) для y получаем неравенство

‖yn+1‖ �
√
2

(
‖y(0)‖D +

1

δ
‖Dyt(0)‖ +

1

δ

n∑

s=1

τ{‖ϕs‖+ ‖(Ã1 −A1)ys‖}
)
.

В силу соотношений (17), (18) имеем ‖A‖ < 4/h2, и, следовательно, из (21) вытекает оценка

‖(Ã1 −A1)ys‖ =

∥∥∥∥(m̃−m)

(
E − h2

12
A

)
ys

∥∥∥∥ <
4

3
Ks|m̃−m|,

в которой

Ks =
√
2

(
‖u0‖D +

1

δ
‖Du1‖+

1

δ

s−1∑

r=1

τ‖ϕr‖
)
.

Итак, мы можем сформулировать теорему о сильной устойчивости.
Теорема 5. Пусть выполнено следующее условие на шаги сетки:

h√
6

� τ � 1√
m
, m = max{m, m̃}.

Тогда решение разностной схемы (9)–(11) сильно устойчиво и для её возмущения имеет
место априорная оценка

‖ỹn+1−yn+1‖�
√
2

{
‖ũ0−u0‖D+

1

δ
‖D(ũ1−u1)‖+

1

δ

n∑

s=1

τ

(
‖ϕ̃s−ϕs‖+

4

3
Ks|m̃−m|

)}
, n=1, N0−1.

2.4. Теорема о сходимости. Обозначим через z = y − u погрешность метода. Заменяя
в разностных уравнениях (9)–(11) y на z + u , получаем задачу для z:

ztt = Λz(σ,σ) −m

(
z +

h2

12
Λz

)
+ ψ, (x, t) ∈ ωh × ωτ , (30)
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z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, zt(x, 0) =
◦
ψ, x ∈ ωh, (31)

z(0, t) = 0, z(l, t) = 0, t ∈ ωτ . (32)

Так как задачи (9)–(11) и (30)–(32) идентичны, то мы можем воспользоваться теоремой 4
для оценки погрешности метода.
Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда решение разностной задачи (9)–

(11) сходится к точному решению дифференциальной задачи (6)–(8) в сеточной норме C(ωh)
и для её решения имеет место оценка точности вида

max
t∈ωτ

‖yn − un‖C � M2(h
4 + τ2), M2 = const > 0.

Доказательство. Действительно, из априорных оценок (12), (13) и (26) следует нера-
венство

‖yn − un‖C �
√

l

2

{
Q(z1) + 2

n−1∑

k=1

τ‖ψ(tk)‖
}

� M2(h
4 + τ2).

Следовательно, разностное решение сходится к точному решению с четвёртым порядком по
пространству и вторым по времени.
3. Уравнение Клейна–Гордона с переменными коэффициентами.
3.1. Постановка задачи и разностная схема. В области QT = {(x, t) : 0 � x � l, 0 �

� t � T} рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения Клейна–Гордона с переменны-
ми коэффициентами

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
−mu+ f(x, t), m = const > 0, (33)

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = v0(x), (34)

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t), (35)

где 0 < k1 � k(x, t) � k2, u(x, t) ∈ C4,6(QT ), p ∈ C0,5(QT ), f ∈ C0,4(QT ).
На построенной сетке ω исходную дифференциальную задачу аппроксимируем разностной

схемой вида

ytt = Λy(σ,σ) − h2

12
Λ(pytt)−m

[
y(σ,σ) +

h2

12
Λ(py(σ,σ))

]
+ ϕ, (x, t) ∈ ωh × ωτ , (36)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, yt(x, 0) = u1(x), x ∈ ωh, (37)

y(0, t) = μ1(t), y(l, t) = μ2(t), t ∈ ωτ . (38)

Здесь

Λy = (a(x, tn)yx)x, σ = 0.5, ϕ = f +
h2

12
Λ(pf), p(x, t) =

1

k(x, t)
,

a(x, t) = 6

[
p(x− h, t) + 4p

(
x− h

2
, t

)
+ p(x, t)

]−1

, 0 < c1 � a(x, t) � c2,

u1(x) = v0(x) +
τ

2
[(k(x, 0)u′(x, 0))′ −mu(x, 0) + f(x, 0)], x ∈ ωh.

Следуя работам [5, 6, 8], нетрудно показать, что разностная схема (36)–(38) аппроксимирует
исходную задачу (33)–(35) с четвёртым порядком по пространству и вторым по времени, т.е.
для её невязки

ψ = −utt + Λu(σ,σ) − h2

12
Λ(putt)−m

[
u(σ,σ) +

h2

12
Λ(pu(σ,σ))

]
+ ϕ
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и второго начального условия имеют место априорные оценки

‖ψ‖ � M(h4 + τ2), M = const > 0,

‖
◦
ψ‖ = ‖u1 − u0t ‖ � M1τ

2, M1 = const > 0.

3.2. Устойчивость. Чтобы избежать громоздких выкладок, ограничимся случаем зави-
симости коэффициента k = k(x) только от пространственной переменной. Рассмотрим возму-
щённое решение ỹ, полученное по разностной схеме (36)–(38) с возмущённой правой частью
f̃ и возмущёнными начальными условиями ũ0, ũ1. Тогда задача для возмущения y = ỹ − y
примет вид

ytt = Λy(σ,σ) − h2

12
Λ(pytt)−m

[
y(σ,σ) +

h2

12
Λ(py(σ,σ))

]
+ ϕ, (x, t) ∈ ωh × ωτ , (39)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, yt(x, 0) = u1(x), x ∈ ωh, (40)

y(0, t) = 0, y(l, t) = 0, t ∈ ωτ . (41)

Здесь u0 = ũ0 − u0, u1 = ũ1 − u1, ϕ = ϕ̃− ϕ.
К сожалению, несмотря на линейность разностной задачи, к ней неприменима теория Са-

марского трёхслойных операторно-разностных схем [1]. При использовании метода энергети-
ческих неравенств в дальнейшем кроме некоторых известных фактов из теории разностных
схем: первая разностная формула Грина, неравенство Коши–Буняковского с ε [1, гл. II, § 3],
разностный аналог леммы Гронуолла [16, гл. III, § 1], нам понадобится также следующая
Лемма 2. Выражение

Qn = ‖yt‖2 +
1

2
(a, y2x + y̌

2
x] +

m

2
(‖y‖2 + ‖y̌‖2)− h2

12
(ap(−1), y

2
xt]−

mh2

24
(ap(−1), y

2
x + y̌

2
x],

где p(−1) = pi−1, при выполнении условий

h � h0, h0 =

√
3k1
m

, τ � 2h√
3k1

(42)

неотрицательно: Qn � 0.
Доказательство. Достаточно показать, что выражение

I1 =
1

4
(a, y2x + y̌

2
x]−

h2

12
(ap(−1), y

2
xt]−

mh2

24
(ap(−1), y

2
x + y̌

2
x] (43)

неотрицательно. С учётом очевидных неравенств

−h2

12
(ap(−1), y

2
xt] � − h2

6k1τ2
(a, y2x + y̌

2
x] и − mh2

24
(ap(−1), y

2
x + y̌

2
x] � −mh2

24k1
(a, y2x + y̌

2
x]

для выражения (43) имеет место оценка

I1 � c3(a, y
2
x + y̌

2
x], c3 =

1

4
− h2

6k1τ2
− mh2

24k1
.

При первом из условий (42) выполнено неравенство

1

4
− mh2

24k1
� 1

8
.
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Следовательно,

c3 � − h2

6k1τ2
+

1

8
� 0

при выполнении второго из условий (42). Лемма доказана.
Чтобы получить априорную оценку для y, умножим разностное уравнение (39) скалярно

на 2τy◦
t
и применим первую разностную формулу Грина. Получим следующее энергетическое

соотношение:

Qn+1 − h2

12
(apx(yt − yt), yxt + yxt] = Qn +

mτh2

12
(apx(ŷ + y̌), y◦

tx
] + 2τ(ϕ, y◦

t
). (44)

Рассмотрим в (44) слагаемые, отличные от Qn и Qn+1. Применяя неравенство Коши–Буня-
ковского с ε, легко получаем следующие оценки:

−h2

12
(apx(yt − yt), yxt + yxt] � −ch(‖yt‖2 + ‖yt‖2), (45)

mτh2

12
(apx(ŷ + y̌), y◦

tx
] � ch

[
m

2
(‖ŷ‖2 + ‖y‖2) + m

2
(‖y‖2 + ‖y̌‖2)

]
, (46)

2τ(ϕ, y◦
t
) � ετ‖ϕ‖2 + τ

2ε
(‖yt‖2 + ‖yt‖2), (47)

где c > 0 – константа, зависящая от m, ε, max
x∈ωh

|px(x)| и в каждом конкретном случае своя.
Учитывая неравенства (45)–(47) в (44), при выполнении условий (42) приходим к рекур-

рентному соотношению

Qn+1 � (1 + τc)Qn + τc‖ϕ‖2 � ecτQn + τc‖ϕ‖2. (48)

Итак, имеет место следующая
Теорема 7. Пусть выполнено условие

τ � max

{
1,

√
2

3k1

}
h.

Тогда имеет место оценка

Qn+1 � ectn
(
Q1 + c

n∑

k=1

τ‖ϕk‖2
)
, (49)

означающая ρ-устойчивость решения разностной схемы (36)–(38) по начальным данным и
правой части в сеточных нормах L2(ωh), W 1

2 (ωh), C(ωh).
Доказательство теоремы следует из неравенства (48), леммы Гронуолла и вложения [1,

с. 107]

‖ỹ − y‖C �
√
l

2
‖ỹx − yx]|.

3.3. Сходимость разностной схемы в сеточной норме C(ωh). Заменяя в разностных
уравнениях (36)–(38) y на z+u, где u – решение задачи (33)–(35), получаем для погрешности
z задачу

ztt = Λz(σ,σ) − h2

12
Λ(pztt)−m

[
z(σ,σ) +

h2

12
Λ(pz(σ,σ))

]
+ ψ, (x, t) ∈ ωh × ωτ , (50)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, zt(x, 0) =
◦
ψ, x ∈ ωh,

◦
ψ = O(τ2), (51)
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z(0, t) = 0, z(l, t) = 0, t ∈ ωτ . (52)

Задачи (50)–(52) и (39)–(41) идентичны. Поэтому можно применить теорему 7 для оценки
погрешности метода. Тогда в соответствии с неравенством (49) получаем оценку

‖z‖2C � M1

{
‖
◦
ψ‖2 + 4c2

c2
‖
◦
ψx]|2 +

4m

c2
‖
◦
ψ‖2 + cTmax

t∈ωτ

‖ψ(t)‖2
}
,

где M1 = const > 0.
Итак, мы можем сформулировать теорему о сходимости.
Теорема 8. Пусть выполнены условия теоремы 7. Тогда решение разностной схемы (36)–

(38) сходится к точному решению дифференциальной задачи (33)–(35) в сеточной норме
C(ωh) и для её решения имеет место оценка точности

‖yn − un‖C � M2(h
4 + τ2), n = 0, N0,

где M2 = const > 0.

4. Квазилинейные уравнения Клейна–Гордона. Недостатком предложенных А.А. Са-
марским компактных разностных схем для уравнений с переменными коэффициентами явля-
ется невозможность их обобщения на случай квазилинейных уравнений, так как соответству-
ющий шаблонный функционал должен вычисляться в несуществующей для квазилинейного
случая полуцелой точке. Тем не менее компактные схемы порядка 4 + 2, аналогичные схе-
мам для случая постоянных коэффициентов, можно строить и для квазилинейных уравнений
Клейна–Гордона

∂2u

∂t2
=

∂2φ(u)

∂x2
−mf1(u) + f(x, t), m = const > 0,

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u0(x),

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t),

с условием φ′
u = k(u) � k1 > 0.

Разностная схема 4 + 2 порядка аппроксимации на стандартном шаблоне имеет вид

ytt = [φ(y)]
(σ,σ)
xx −mf1(y) + f − h2

12
yttxx, (x, t) ∈ ωh × ωτ ,

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, yt(x, 0) = u1(x), x ∈ ωh,

y(0, t) = μ1(t), y(l, t) = μ2(t), t ∈ ωτ ,

где

v = v +
h2

12
vxx =

5

6
v +

1

12
(v+1 + v−1), 0 < σ � 1,

u1(x) = u0(x) +
τ

2
[φ′′(u0(x))−mf1(u0(x)) + f(x, 0)], x ∈ ωh.

Для реализации этой схемы необходимо использовать итерационный метод Ньютона.
5. Вычислительный эксперимент. Ниже приводятся результаты численных расчётов

при решении начально-краевой задачи для уравнения вида

∂2u

∂t2
= −1

γ

∂2u−γ

∂x2
(53)

c выбранными параметрами γ = 5, l = 2, T = 2. Начальные и краевые условия определяются
из точного решения

u(x, t) =

(
t+ 1

x+ 1

)2/(1+γ)

.
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Уравнение (53) является следствием системы уравнений газовой динамики в переменных
Лагранжа с уравнением состояния для политропного газа, в котором u = η – удельный объём.

Разностная схема 4+2 порядка аппроксимации для уравнения (53) имеет вид

ytt = σ(φ(ŷ))xx + (1− 2σ)(φ(y))xx + σ(φ(y̌))xx −
h2

12
yttxx, (54)

где σ = 1, φ(u) = −u−γ/γ.
Для нахождения решения разностной схемы (54) применяется итерационной метод Нью-

тона:

(k+1)

ŷ − 2y + y̌ = τ2[φ(
(k)

ŷ ) + φ′
y(

(k)

ŷ )(
(k+1)

ŷ −
(k)

ŷ )]xx − τ2[φ(y)]xx + τ2[φ(y̌)]xx −
h2

12
(
(k+1)

ŷ − 2y + y̌)xx,

(0)

ŷ = 2y − y̌, k = 0, 1, 2, . . . – номер итерации.

На каждом слое этот процесс будет останавливаться, когда при некотором M будет выполнено
условие

‖
(M+1)

ŷ −
(M)

ŷ ‖C � ε, ε = 10−7.

Порядок сходимости по временно́й и пространственной переменным в норме L∞ = C опре-
деляется по следующим формулам:

ph∞ = log2
‖z(2h, τ)‖L∞

‖z(h, τ)‖L∞
, pτ∞ = log2

‖z(h, 2τ)‖L∞

‖z(h, τ)‖L∞
. (55)

Так как разностное решение сходится к точному решению с четвёртым порядком по прост-
ранству и вторым по времени, то для проверки скорости сходимости по временно́й переменной
мы выбираем такие шаги h и τ, чтобы выполнялось неравенство h4 � τ2. Тогда получается
схема O(τ2) и мы работаем со вторым правилом Рунге (55).

Аналогично, при рассмотрении порядка по h в расчётах следим, чтобы выполнялись нера-
венство h4 � τ2. Тогда можно применить первое правило Рунге (55).

В таблицах приведена скорость сходимости приближённого решения к точному.

Таблица 1. Скорость сходимости по пространственному направлению

h τ ‖z‖L∞ phL∞ ‖z‖L2 phL2 k

h0=0.5 τ0 = 0.25 1.29E-02 – 1.05E-02 – 3
h0/2

1 τ0/4
1 7.47E-04 4.10917 6.20E-04 4.08544 2

h0/2
2 τ0/4

2 4.49E-05 4.05519 3.82E-05 4.02065 2
h0/2

3 τ0/4
3 2.79E-06 4.00895 2.38E-06 4.00215 2

h0/2
4 τ0/4

4 1.75E-07 3.99592 1.49E-07 3.9998 1
h0/2

5 τ0/4
5 1.16E-08 3.91571 9.94E-09 3.90473 1

Таблица 2. Скорость сходимости по временно́му направлению

h τ ‖z‖L∞ pτL∞ ‖z‖L2 pτL2 k

h0 = 0.001 τ0=0.25 1.32E-02 – 1.11E-02 – 3
h0 τ0/2

1 3.34E-03 1.97629 2.59E-03 2.09106 3
h0 τ0/2

2 7.66E-04 2.12479 6.25E-04 2.05417 2
h0 τ0/2

3 1.79E-04 2.10033 1.54E-04 2.02276 2
h0 τ0/2

4 4.49E-05 1.99439 3.82E-05 2.00736 2
h0 τ0/2

5 1.12E-05 1.99691 9.55E-06 2.00212 2
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Отсюда видим, что построенная разностная схема имеет четвёртый порядок точности по
пространственной переменной и второй по временно́й.

Кроме того, на рис. 1, 2 по цветам и фигурам хорошо видна сходимость приближённого
решения к точному решению при измельчении шагов сетки h и τ. Для удобства визуального
наблюдения приведённые результаты получены в области 0 � x � 10, 0 � t � 10.

(а) (б)

Рис. 1. Численное (а) и точное (б) решения при h = 0.5, τ = 0.5.

(а) (б)

Рис. 2. Численное (а) и точное (б) решения при h = 0.25, τ = 0.125.

Проведённый вычислительный эксперимент подтверждает наши теоретические выводы.
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Рассматриваются теоретические аспекты обобщения алгоритма адаптивной интерполяции
на случай большого количества интервальных неопределённостей с использованием разре-
женных сеток. Суть классического алгоритма адаптивной интерполяции заключается в по-
строении адаптивного иерархического разбиения области неопределённости на подобласти,
каждой из которых соответствует полиномиальная функция некоторой степени, интерпо-
лирующая зависимость решения задачи от точечных значений интервальных параметров
с заданной точностью. Основным недостатком алгоритма является его экспоненциальная
зависимость от количества интервальных параметров. Уже при наличии пяти-шести ин-
тервальных неопределённостей алгоритм становится практически не применим. В связи с
этим предлагается вместо интерполяции на регулярной сетке использовать интерполяцию
на адаптивных разреженных сетках, что позволяет в ряде случаев существенно расширить
область применения алгоритма. Получена оценка глобальной погрешности алгоритма на
разреженных сетках. Показана линейная зависимость глобальной погрешности алгорит-
ма от уровня сетки. На представительном ряде задач продемонстрирована эффективность
предложенного подхода.

DOI: 10.31857/S0374064121070104

Введение. Для многих прикладных и исследовательских задач характерно отсутствие
точной информации о параметрах изучаемого явления или процесса [1]. По этой причине
подобные задачи обычно формулируются в виде систем обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ) с интервальными параметрами и интервальными начальными условиями.
Решением таких систем является интервальная оценка значений фазовых переменных в зави-
симости от времени. Существует несколько подходов к решению данного класса задач: одни
основаны на использовании классической интервальной арифметики [2–4], другие – на ап-
проксимации множества решений с помощью геометрических примитивов [5–7], а в основе
третьих лежит определение явной зависимости решения задачи от значений интервальных
параметров [8–11]. В общем случае наблюдается некоторый баланс между вычислительной
сложностью методов и качеством получаемых интервальных оценок. Методы, основанные на
классической интервальной арифметике, зачастую могут давать чрезмерно завышенные ин-
тервальные оценки решения, но при этом обладают небольшой вычислительной сложностью.
С другой стороны, методы, восстанавливающие явную зависимость решения от интервальных
параметров, имеют экспоненциальную сложность, но при этом получают близкие к истинным
интервальные оценки. С практической точки зрения интерес представляют методы, которые
не завышают оценки. В связи с этим актуальной является задача уменьшения вычислительной
сложности соответствующих методов.

Ранее авторами был разработан и апробирован алгоритм адаптивной интерполяции для
моделирования динамических систем с интервальными параметрами [11, с. 16–19]. Его суть
заключается в адаптивном иерархическом разбиении области неопределённости на подобласти,
для каждой из которых выполняется построение полиномиальной функции [12], интерполи-
рующей зависимость решения задачи от точечных значений интервальных параметров. Все
подобласти представляют собой прямоугольные параллелепипеды размерности, равной коли-
честву интервальных параметров. В каждой подобласти строится регулярная сетка. Каждому
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узлу в сетке соответствует решение исходной неинтервальной задачи при значениях парамет-
ров, определяемых положением узла в пространстве. Количество узлов в одной сетке оцени-
вается как (p + 1)m, где p – степень интерполяционного полинома по каждому измерению,
а m – количество интервальных параметров. При увеличении m время работы алгоритма
адаптивной интерполяции становится чрезвычайно большим, что ограничивает область его
применения.

В работах [13, 14] дано теоретическое обоснование алгоритма и выполнено его тестирова-
ние как на модельных задачах, так и на прикладных задачах химической кинетики. В [15]
рассмотрены различные аспекты разработки параллельной версии алгоритма под архитекту-
ру графических процессоров с использованием технологии CUDA [16]. В [17] продемонстри-
рована возможность определения бифуркаций и хаоса в динамических системах с помощью
анализа получающегося адаптивного разбиения области неопределённости в процессе работы
алгоритма. В работе [18] выполнен анализ вычислительных затрат алгоритма и получены ре-
комендации по выбору оптимальной степени интерполяционного полинома p. В [19] показана
возможность использования разреженных сеток в алгоритме адаптивной интерполяции для
моделирования динамических систем, содержащих большое количество интервальных пара-
метров, и продемонстрирована эффективность данного подхода. Настоящая работа посвящена
теоретическим аспектам применения разреженных сеток для численного интегрирования сис-
тем обыкновенных дифференциальных уравнений с интервальными начальными условиями и
параметрами.

Разреженные сетки основаны на иерархическом базисе и предназначены для решения задач
представления, интегрирования и интерполяции многомерных функций [20]. За счёт незначи-
тельного ухудшения асимптотических свойств погрешности они позволяют существенно сни-
зить “проклятие размерности” (экспоненциальный рост числа узлов при увеличении размерно-
сти). Классические разреженные сетки являются результатом оптимизации вычислительных
затрат для аппроксимации функций с ограниченными смешанными производными [21, с. 3]. В
[22] даётся введение в разреженные сетки и технику работы с ними, а также приводится про-
граммный код на языке программирования Python с их реализацией. Работа [23] посвящена
алгоритмам распараллеливания, а работа [24] – различным приложениям. В [25] рассматри-
ваются вопросы повышения эффективности разреженных сеток.

Существует адаптивный вариант разреженных сеток, который позволяет динамически учи-
тывать особенности рассматриваемой функции и подстраиваться под них: в тех областях, в
которых имеются резкие переходы, происходит уплотнение сетки, а в областях с плавными
переходами – её разрежение. Кроме того, сетки учитывают разное влияние подмножеств пе-
ременных на конечный результат. Например, если исходная зависимость является линейной
комбинацией функций от определённых подгрупп переменных, то построение сетки будет про-
исходить только на подмножествах, соответствующих этим подгруппам.

Решение системы ОДУ с интервальными начальными условиями и параметрами в каждый
момент времени можно рассматривать как некоторую многомерную вектор-функцию, которая
в общем случае является “чёрным ящиком”. В начальный момент времени эта функция три-
виальная, её компоненты являются либо константами, либо линейными функциями. Основная
цель – построить для каждого момента времени соответствующий интерполянт. От шага к
шагу интерполяционная сетка может изменяться, так как происходит её адаптация. Для то-
го чтобы вычислить значение исходной вектор-функции в произвольной точке на некотором
шаге, нет необходимости интегрировать систему ОДУ из начального состояния; вместо этого
с помощью интерполяции вычисляется решение на предыдущем шаге, и затем оно перено-
сится на текущий шаг. При этом важно понимать как в результате поведёт себя глобальная
погрешность. Этот вопрос рассматривается в данной работе.
1. Постановка задачи. В общем виде рассматривается система ОДУ, состоящая из ne

уравнений с np параметрами:

dui(t)

dt
= gi(u1(t), u2(t), . . . , une(t), v1, v2, . . . , vnp , t), i = 1, ne, t ∈ [t0, tN ],

ui(t0) ∈ [u0i , u
0
i ], i = 1,me,

8 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 7 2021



978 МОРОЗОВ, РЕВИЗНИКОВ

ui(t0) = u0i , i = me + 1, ne,

vi ∈ [vi, vi], i = 1,mp, (1)

где me – количество интервальных начальных условий, mp – количество интервальных пара-
метров. Вектор-функция g = (g1, g2, . . . , gne)

т удовлетворяет всем условиям, обеспечивающим
существование и единственность решения при всех ui(t0) ∈ [u0i , u

0
i ], i = 1,me, и vi ∈ [vi, vi],

i = 1,mp.
Сгруппируем вместе интервальные неопределённости и выполним преобразование систе-

мы (1) к автономной системе ОДУ без параметров путём добавления в систему фиктивных
уравнений:

dyi(t)

dt
= fi(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)), i = 1, n,

yi(t0) ∈ [y0i , y
0
i ], i = 1,m,

yi(t0) = y0i , i = m+ 1, n, t ∈ [t0, tN ], (2)

где n = ne + np + 1 – количество уравнений, m = me + mp – количество интервальных
начальных условий,

yi(t) = ui(t), y0i = u0i , y0i = u0i ; fi = gi, i = 1,me,

yme+i(t) = vi, y0me+i = v0i , y0me+i = v0i ; fme+i ≡ 0, i = 1,mp,

ym+i(t) = ume+i(t), y0m+i = u0me+i; fm+i = gme+i, i = 1, ne −me,

yne+mp+i(t) = vmp+i, y0ne+mp+i = vmp+i; fne+mp+i ≡ 0, i = 1, np −mp,

yn(t) = t, y0n = t0; fn ≡ 1.

Предположим, что решение системы (2) существует при всех указанных начальных дан-
ных на всём рассматриваемом отрезке и является функцией от независимой переменной t и
точечных значений интервальных начальных условий:

y(y01 , y
0
2, . . . , y

0
m, t), y0i ∈ [y0i , y

0
i ], i = 1,m.

Рассматривается N + 1 точка из интервала интегрирования [t0, tN ]:

t0 < t1 < t2 < . . . < tk < . . . < tN .

Требуется для каждого значения tk, k = 0, N, построить вектор-функцию Pk(y01 , y
0
2 , . . . , y

0
m)=

= (P k
1 (y

0
1, . . . , y

0
m), . . . P k

n (y
0
1 , . . . , y

0
m)), где y0i ∈ [y0i , y

0
i ], i = 1,m, интерполирующую значение

yk(y01, y
0
2 , . . . , y

0
m) = y(y01 , y

0
2 , . . . , y

0
m, tk).

2. Алгоритм адаптивной интерполяции на разреженных сетках. Выполним после-
довательное построение решения системы (2). В начальный момент времени t0 компоненты
P 0
j (y

0
1, . . . , y

0
m), j = 1, n, вектор-функции P0(y01 , y

0
2, . . . , y

0
m) будут являться линейными функ-

циями
P 0
i (y

0
1, y

0
2 , . . . , y

0
m) = y0i , i = 1,m,

и константами
P 0
i (y

0
1, y

0
2 , . . . , y

0
m) = y0i , i = m+ 1, n.

Предположим, что на k-м шаге известен интерполяционный полином Pk(y01 , y
0
2, . . . , y

0
m).

В процессе построения Pk+1 необходимо многократно вычислять исходную вектор-функцию
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yk+1 в определённых точках (ŷ01 , ŷ
0
2, . . . , ŷ

0
m). Для этого с помощью какого-либо численного

метода интегрирования решается следующая система ОДУ:

dŷi(t)

dt
= fi(ŷ1(t), ŷ2(t), . . . , ŷn(t)), ŷi(tk) = P k

i (ŷ
0
1, ŷ

0
2 , . . . , ŷ

0
m), i = 1, n, t ∈ [tk, tk+1], (3)

и в качестве yk+1 берётся ŷk+1.
На каждом шаге возникают две локальные погрешности: первая – от численного метода

интегрирования системы ОДУ, а вторая – от интерполяции при вычислении Pk(ŷ01 , ŷ
0
2, . . . , ŷ

0
m).

Будем предполагать, что первая несущественно мала по сравнению со второй.
Согласно постановке задачи интерполяции [12] интерполяционный полином обязательно

должен проходить через все узловые точки. Следовательно, погрешность интерполяции в точ-
ках, соответствующих узлам, тождественно равна нулю. Поэтому при построении интерпо-
ляционной сетки на (k + 1)-м шаге погрешность от интерполяции будет возникать только в
узлах, которых не было в сетке на k-м шаге.

Для того чтобы оценить глобальную погрешность необходимо оценить количество шагов, в
которых происходило уплотнение сетки, а это, в свою очередь, зависит от свойств используемой
интерполяции.

Далее приводится описание классических разреженных сеток согласно работам [21, 22].
В основе базиса лежит функция шляпы

ϕ(x) =

{
1− |x|, если x ∈ [−1, 1],

0 в противном случае.
(4)

Сначала рассматривается построение интерполяционного полинома для гладкой функции
одной переменной f(x), x ∈ [0, 1], f(0) = f(1) = 0.

Сетка уровня l определяется следующим образом:

Gl = {xl,i : xl,i = i · hl, 1 � i � 2l − 1, hl = 2−l},

и её i-му узлу ставится в соответствие базисная функция ϕl,i, определяемая через функцию
шляпы (4) равенством

ϕl,i(x) = ϕ

(
x− i · hl

hl

)
= ϕ(2l · x− i).

Интерполяционный полином записывается в виде

P (x) =

2l−1∑

i=1

al,iϕl,i(x), (5)

где al,i = f(xl,i). Здесь мы имеем классическую кусочно-линейную интерполяцию.
Выполняется переход к иерархическому базису. Для этого базисные функции c чётными

индексами уровня k выражаются через базисные функции уровня k − 1:

ϕk,2i(x) = ϕk−1,i(x)− (ϕk,2i−1(x) + ϕk,2i+1(x))/2, 1 � i � 2k−1 − 1. (6)

Полученное выражение (6) подставляется в функцию (5):

P (x) =

l∑

k=1

2k−1∑

i=1
i – нечётное

ak,iϕk,i(x), (7)

где ak,i = f(xk,i)− (f(xk,i−1) + f(xk,i+1))/2.
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Коэффициенты ak,i характеризуют вторую производную функции f(x) и при возрастании
k к бесконечности стремятся к нулю как O(2−2k). В отличие от (5) слагаемые, входящие в (7),
не равнозначны: чем больше k , тем меньше вклад соответствующих слагаемых в результат.

D-мерный базис конструируется при помощи произведения одномерных базисов:

ϕl,i(x) =

d∏

j=1

ϕlj ,ij(xj), 1 � ij � 2lj − 1, ij – нечётное,

где l = (l1, l2, . . . , ld), i = (i1, i2, . . . , id) – мультиуровень и мультииндекс базисной функции,
x = (x1, x2, . . . , xd) – вектор переменных.

В зависимости от ограничений на мультиуровень l базисных функций, использующихся
в интерполяционном полиноме, получается или полная сетка, или разреженная сетка. Для
полной сетки уровня ng имеем ограничение ‖l‖∞ � ng, где ‖l‖∞ = max

j=1,d
lj, а для разреженной

сетки уровня ng – ограничение
‖l‖1 � ng + d− 1,

где ‖l‖1 =
∑d

j=1 lj . Сравним асимптотические характеристики сеток. Обозначим p = 2ng − 1.

Для полной сетки количество узлов оценивается как O(pd), а погрешность – O(h2ng
); для

разреженной сетки количество узлов – O(p(log2 p)
d−1), погрешность – O(h2ng

(log2 p)
d−1) [21].

Рис. 1. Иерархический базис.

Интерполяционный полином:

P (x) =
∑

l,i

al,iϕl,i(x), ‖l‖1 � ng + d− 1,

1 � ij � 2lj − 1, ij – нечётное, j = 1, d, (8)

al,i =
∑

δ1,...,δd

(−1/2)
∑d

j=1 |δj | ×

× f(xl1,i1+δ1 , xl2,i2+δ2 , . . . , xld,id+δd),

−1 � δj � 1, j = 1, d, (9)

где f(x1, x2, . . . , xd) – интерполируемая глад-
кая функция, определённая на единичном d-
мерном кубе и равная нулю на его границе.

Для учёта граничных значений в базис до-
бавляются базисные функции нулевого уров-
ня. Если lj = 0, то в (8) ij = 0, 1, а в (9) δj =
= 0. Учёт граничных значений эквивалентен
построению разреженных сеток на всех гранях
области определения функции меньшей раз-
мерности. В частности, для трёхмерного куба
имеем 6 граней размерности 2, 12 граней (рё-
бер) размерности 1 и 8 граней (вершин) раз-
мерности 0. В общем случае для d-мерного
куба количество граней меньшей размерности
равняется 3d − 1.

На рис. 1 снизу продемонстрирован одно-
мерный иерархический базис, а сверху показан
пример интерполяции функции

f(x) = 0.5 + 5x− 4x2

на интервале [0, 1].
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На рис. 2, а показаны узлы, соответствующие двумерным базисным функциям разного
уровня, а на рис. 2, б – все узлы разреженной сетки одновременно.

Рис. 2. Разреженная сетка третьего уровня: (а) узлы, соответствующие базисным функциям одного уровня
по отдельности; (б) все узлы сетки одновременно.

Классические разреженные сетки являются результатом оптимизации вычислительных за-
трат для аппроксимации функций с ограниченными смешанными производными. Определим
соответствующее пространство Соболева [21, 22]:

Hmix(Ω) =

{
f : Ω → R | ∂‖α‖1f

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαd
d

∈ L2(Ω), ‖α‖∞ � 2, f |∂Ω = 0

}
.

Согласно работе [21, с. 3], если f ∈ Hmix(Ω), то

‖f(x)− P (x)‖2 = O(h2ng
ng

d−1).

Для построения решения исходной задачи область неопределённости с помощью линей-
ных преобразований трансформируется в единичный m-мерный куб. Соотношения (8) и (9)
записываются следующим образом:

Pk(y01 , y
0
2, . . . , y

0
m) =

∑

l,i

akl,iϕl,i(y
0
1, y

0
2 , . . . , y

0
m),

|l|1 � ng +m− 1, 1 � ij � 2lj − 1, ij – нечётное, j = 1,m,

akl,i =
∑

δ1,...,δm

(
−1

2

)∑m
j=1 |δj |

ŷk(y01,l1,i1+δ1 , y
0
2,l2,i2+δ2 , . . . , y

0
m,lm,im+δm),

−1 � δj � 1, j = 1,m. (10)

Предположим, что на k-м шаге решения системы (2) фиксируется локальная погреш-
ность eps:

max
ŷ0i ∈[y0i ,y0i ]
i=1,m
j=1,n

|P k
j (ŷ

0
1 , ŷ

0
2, . . . , ŷ

0
m)− ŷkj (ŷ

0
1, ŷ

0
2 , . . . , ŷ

0
m)| � eps, (11)
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где ŷk = (ŷk1 , . . . , ŷ
k
n)

т – решение соответствующей системы (3) c интервалом интегрирова-
ния t ∈ [tk−1, tk]. Другими словами, уровень разреженной сетки nk

g выбирается минимально
возможным, так, чтобы выполнялось условие (11).
Утверждение. Пусть компоненты ykj (y

0
1 , y

0
2 , . . . , y

0
m), j = 1, n, k = 0, N, решения

yk(y01, . . . , y
0
m) системы (2) принадлежат пространству Hmix([y

0
1 , y

0
1 ]×[y02, y

0
2 ]×. . .×[y0m, y0m]).

Тогда для глобальной погрешности справедливо асимптотическое равенство

max
y0i ∈[y0i ,y0i ]
i=1,m
j=1,n

|PN
j (y01 , y

0
2 , . . . , y

0
m)− yNj (y01 , y

0
2 , . . . , y

0
m)| = O(nN

g eps), (12)

где nN
g – уровень разреженной сетки в конечный момент времени.

Доказательство. Локальная погрешность от интерполяции возникает только на тех ша-
гах, на которых происходило уплотнение сетки. При этом, если уровень сетки на некотором
шаге увеличился, а потом уменьшился, то локальная погрешность не будет вносить свой вклад
в глобальную погрешность, так как созданные узлы в сетке будут вре́менными. В связи с этим
количество шагов, на которых возникала локальная погрешность, в худшем случае равно уров-
ню сетки в конечный момент времени nN

g .
Одним из способов оценки глобальной погрешности является суммирование всех оценок

для локальных погрешностей, перенесённых на конец интервала интегрирования [26, с. 23].
Так как решение системы (2) удовлетворяет условию Липшица, то локальные погрешности
переносятся в конец интервала интегрирования с константой Липшица [14]:

‖y(yk + δ, tN − tk)− y(yk , tN − tk)‖ � L‖δ‖ � L eps,

где L – константа Липшица, δ – локальная погрешность.
Суммарная погрешность в каждом узле сетки в конечный момент времени оценивается

сверху как nN
g L eps, и в результате получается оценка глобальной погрешности (12). Утвер-

ждение доказано.
Можно обобщить утверждение на случай ненулевых граничных значений, для этого необ-

ходимо рассмотреть отдельно границы области неопределённости.
На практике используется адаптивный вариант разреженных сеток. Если |al,i| > ε, то в

базис добавляются базисные функции на один уровень выше:

ϕ(l1+1,l2,...,ld),(2i1−1,i2,...,id), ϕ(l1+1,l2,...,ld),(2i1+1,i2,...,id),

ϕ(l1,l2+1,...,ld),(i1,2i2−1,...,id), ϕ(l1,l2+1,...,ld),(i1,2i2+1,...,id),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(l1,l2,...,ld+1),(i1,i2,...,2id−1), ϕ(l1,l2,...,ld+1),(i1,i2,...,2id+1).

Коэффициенты al,i характеризуют смешанные производные и с увеличением уровня убывают,
поэтому процесс адаптации сходится.
3. Результаты. Выполняется численное интегрирование нескольких автономных систем

ОДУ с интервальными начальными условиями и параметрами.
Вначале рассматривается система ОДУ с двумя интервальными начальными условиями,

которая соответствует модели Лотки–Вольтерры [27, с. 30]:

x′ = −0.9x+ 0.5xy, y′ = 0.7y − 0.8xy, t ∈ [0, 50],

x(0) ∈ [0.5, 0.7], y(0) ∈ [0.3, 5.0]. (13)

Параметр ε выбирается равным 10−3.
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На рис. 3, а показано множество решений системы (13) в различные моменты времени, а
на рис. 3, б – узлы сетки. Точки на двух рисунках соответствуют друг другу. На рис. 3, в и
3, г представлены зависимости уровня сетки и погрешности от времени.

Рис. 3. Результаты решения системы (13): (a) – множество решений в различные моменты времени; (б) –
узлы адаптивной разреженной сетки; (в) – зависимость уровня сетки от времени; (г) – зависимость глобальной
погрешности от времени.

Здесь наблюдается корреляция между графиками, увеличение уровня приводит к увели-
чению погрешности, что соответствует ранее сформулированному утверждению. Для оценки
погрешности в начальный момент времени случайным образом генерируется тестовое мно-
жество точек из области неопределённости параметров системы и строятся соответствующие
решения, с которыми выполняется сравнение.

Далее рассмотрим автономные системы ОДУ, для которых решение может быть найдено
аналитически. Первая система [11]:

x′ = a

(√
3

2
x+

1

2
y

)
, y′ = a

(
−1

2
x+

√
3

2
y

)
, t ∈ [0, 4],

x(0) = x0 ∈ [−1, 1], y(0) = y0 ∈ [−1, 1], a ∈ [−1, 1]. (14)

Общее решение системы в (14) имеет следующее аналитическое представление:

x(x0, y0, a, t) = exp

(√
3

2
at

)(
y0 sin

(
at

2

)
+ x0 cos

(
at

2

))
,

y(x0, y0, a, t) = exp

(√
3

2
at

)(
y0 cos

(
at

2

)
− x0 sin

(
at

2

))
. (15)

Проанализируем решение (15). Оно линейно зависит от начальных условий x0 и y0 и
нелинейно – от параметра a. Старшие производные отличны от нуля только для параметра a,
и, соответственно, коэффициенты (10) ненулевые только при l1 = 0 и l2 = 0. Следовательно,
уплотнение сетки будет происходить на четырёх подмножествах:

{−1} × {−1} × a, {−1} × {1} × a, {1} × {−1} × a, {1} × {1} × a.
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На рис. 4, а и 4, б показаны множество решений системы (14) и адаптивная разреженная
сетка в различные моменты времени. Уплотнение сетки происходит только на рёбрах, которые
соответствуют параметру a. На рис. 4, в и 4, г представлены зависимости уровня сетки и
погрешности от t. Видим, что аналогично предыдущей задаче увеличение уровня приводит к
увеличению погрешности.

Рис. 4. Результаты решения системы (14): (a) – множество решений в различные моменты времени; (б) –
узлы адаптивной разреженной сетки; (в) – зависимость уровня сетки от времени; (г) – зависимость глобальной
погрешности от времени.

Введём в систему (14) ещё один интервальный параметр и получим вторую систему:

x′ = a(bx+
√
1− b2y), y′ = a(−

√
1− b2x+ by), t ∈ [0, 3],

x(0) = x0 ∈ [−1, 1], y(0) = y0 ∈ [−1, 1], a ∈ [0, 1], b ∈ [0, 1]. (16)

Общее решение системы в (16) аналитически записывается следующим образом:

x(x0, y0, a, b, t) = exp (abt)(y0 sin(a
√

1− b2t) + x0 cos(a
√

1− b2t)),

y(x0, y0, a, b, t) = exp (abt)(y0 cos(a
√

1− b2t)− x0 sin(a
√

1− b2t)).

В отличие от предыдущего примера здесь старшие смешанные производные не равны нулю
сразу по двум параметрам: a и b. Следовательно, уплотнение сетки будет происходить только
на подмножествах, соответствующих этим параметрам:

{−1} × {−1} × a× b, {−1} × {1} × a× b, {1} × {−1} × a× b, {1} × {1} × a× b.

Построение решения выполняется при ε = 5 · 10−3. На рис. 5, а показано множество реше-
ний системы (16) в различные моменты времени. Решение системы в каждый момент времени
принадлежит пространству R

4, поэтому изображение на фазовой плоскости является лишь
проекцией. На рис. 5, б показана адаптивная разреженная сетка, получающаяся в процессе ин-
тегрирования системы. Область неопределённости является четырёхмерным прямоугольным
параллелепипедом, поэтому, по аналогии с рис. 5, а, здесь показана проекция.
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Рис. 5. Результаты решения системы (16): (a) – множество решений в различные моменты времени; (б) – узлы
адаптивной разреженной сетки.

Выполним сравнение вычислительных затрат алгоритма адаптивной интерполяции на ос-
нове разреженных сеток с классическим вариантом алгоритма. В работе [13] определён кри-
терий I, который характеризует вычислительные затраты и численно равен числу решённых
неинтервальных систем (2) при конкретных точечных значениях интервальных параметров.
В таблице приведены значения погрешности и критерия I для рассмотренных выше трёх
систем ОДУ. Сравнение результатов показывает, что алгоритм адаптивной интерполяции на
основе разреженных сеток для данных задач работает значительно быстрее, чем классический
вариант алгоритма.

Таблица. Результаты работы классического алгоритма адаптив-
ной интерполяции при p = 3 и алгоритма адаптивной интерполя-
ции на основе разреженных сеток

Система Классический алгоритм
Алгоритм на основе

ОДУ
разреженных сеток

error I error I

(13) 9.89 · 10−3 1 560 7.71 · 10−3 820
(14) 1.62 · 10−2 1 318 1.2 · 10−2 521
(16) 1.3 · 10−1 14 549 9.45 · 10−2 1 968

Заключение. В работе рассмотрены теоретические аспекты обобщения алгоритма адап-
тивной интерполяции на случай большого числа интервальных параметров с использованием
разреженных сеток. В процессе работы алгоритма на каждом шаге выполняется построение
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функции, которая интерполирует зависимость решения от точечных значений интервальных
параметров. В классическом варианте алгоритма используются регулярные сетки, на основе
которых строится интерполяционный полином в форме Лагранжа. При этом количество узлов
в сетке зависит экспоненциально от числа интервальных параметров. В данной статье изучен
вопрос замены регулярных сеток на разреженные сетки. В процессе работы алгоритма проис-
ходит адаптация сетки к решению, при этом новые узлы создаются с помощью интерполяции и
важно понимать, как в результате будет вести себя глобальная погрешность. Получена оценка
глобальной погрешности и показано, что она линейно зависит от текущего уровня сетки. Про-
ведена апробация алгоритма адаптивной интерполяции на разреженных сетках на нескольких
системах ОДУ, демонстрирующая эффективность рассматриваемого подхода. Полученные ре-
зультаты согласуются с теоретическими оценками.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (проект 075-15-2020-799).
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

УДК 519.63+517.958:532.5

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ
РЕЛАКСАЦИОННОЙ МОДЕЛИ БАЕРА–НУНЦИАТО
С ПОМОЩЬЮ РАЗРЫВНОГО МЕТОДА ГАЛЁРКИНА

c© 2021 г. Р. Р. Тухватуллина, М. В. Алексеев, Е. Б. Савенков

Предлагается численный метод для решения задач двухфазной двухскоростной гидроди-
намики в рамках модели Баера–Нунциато c релаксацией. Уравнения модели решаются
с помощью разрывного метода Галёркина с лимитером WENO-S, который применяется
непосредственно к консервативным переменным модели. Релаксационные процессы моде-
лируются с использованием неявного метода Рунге–Кутты второго порядка с адаптивным
выбором шага интегрирования. Алгоритм включает в себя метод Ньютона для решения
уравнений нелинейного метода Рунге–Кутты. Соответствующие матрицы Якоби вычисля-
ются с применением численного дифференцирования. Приводятся результаты численных
расчётов, демонстрирующих возможности предложенного алгоритма. Проводится сравне-
ние результатов численных расчётов с аналитическим решением, а также с результатами,
полученными другими авторами. Представлены результаты численных экспериментов с
различными скоростями релаксации, в том числе рассмотрен случай “жёсткой” релакса-
ции.

DOI: 10.31857/S0374064121070116

Введение. В настоящей работе рассматриваются вопросы численного решения двухфаз-
ной полностью неравновесной модели Баера–Нунциато (Б.–Н.) с релаксационными слагаемы-
ми. Впервые данная модель была предложена в работе [1] для анализа процесса перехода де-
флаграции в детонацию при моделировании динамики горения гранулированных взрывчатых
веществ. В дальнейшем она применялась для решения широкого спектра задач и в настоящее
время может рассматриваться как базовая модель для целого ряда обобщений [2–6].

Математическая формулировка модели приведена в п. 1 настоящей работы. Укажем здесь
основные свойства системы уравнений Б.–Н., которые усложняют задачу построения вычис-
лительных алгоритмов для её решения. Система уравнений Б.–Н. является гиперболической
системой первого порядка и включает в себя уравнения как в дивергентной форме, так и в
квазилинейной. Она не может быть записана в дивергентной форме. Система включает в себя
релаксационные слагаемые, которые описывают процесс релаксации механических и термо-
динамических параметров фаз к равновесному значению. По крайней мере в ряде приложе-
ний характерные времена релаксации могут быть значительно меньше характерных времён
протекания гидродинамических процессов. В этом смысле система уравнений Б.–Н. является
“жёсткой”.

Вследствие сказанного численное решение уравнений Б.–Н. представляет собой сложную
задачу, решению которой посвящено значительное число работ. Большая их часть направлена
на преодоление указанных выше трудностей.

Из многочисленных методов решения системы уравнений Б.–Н. далее будем рассматривать
только методы годуновского типа. Основой методов этого класса является способ постановки
и решения задачи Римана о распаде разрыва. Применительно к системе уравнений Б.–Н. ос-
новным вопросом является корректное определение обобщённого решения. Возникающая при
этом трудность связана с тем, что, как сказано выше, эта система включает в себя уравнения
как в дивергентной, так и в квазилинейной форме. Это делает классическое определение обоб-
щённого решения неприменимым в рассматриваемом случае. Наиболее хорошо разработанным
способом разрешения данной проблемы является теория, предложенная в фундаментальной
работе [7]. Этот подход используется в настоящей работе.

Способам построения схем высокого порядка для модели Б.–Н. посвящено значительное
число работ (см., например, [8–11]). Большинство из них основывается на применении методов
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типа WENO. В настоящей работе применяется разрывный метод Галёркина/Рунге–Кутты
(RK/DG, Runge–Kutta/Discontinuous Galerkin method [12]). Такой выбор обусловлен тем, что
разрывный метод Галёркина допускает формальные обобщения на случай уравнений высокого
порядка, к которым сводятся модели типа Б.–Н.

В рамках настоящей работы модель Б.–Н. рассматривается в качестве основы для даль-
нейших обобщений. В силу этого используются алгоритмы, наиболее полно отвечающие идее
“physics-free”, т.е. минимально учитывающие особенности задачи, но, вместе с тем, пригодные
для получения конечных результатов с приемлемой точностью. По этой причине в настоящей
работе:

– используется максимально простой численный поток Русанова, гарантирующий устойчи-
вость аппроксимаций;

– лимитирование решения осуществляется в терминах консервативных переменных, без
перехода к характеристическим.

Для монотонизации решения используется лимитер WENO-S [13].
Одной из основных трудностей при решении задач с использованием модели Б.–Н. явля-

ется учёт релаксационных процессов. Более общая модель Б.–Н. с жёсткой релаксацией даёт
результаты в соответствии с менее общими равновесными моделями [3–5], причём при этом
делается значительно меньше предположений относительно протекающих физических процес-
сов в многофазной среде. В этой модели релаксация скоростей фаз и их термодинамических
параметров учитывается в виде источниковых слагаемых, при наличии которых система урав-
нений может становиться жёсткой. С вычислительной точки зрения операция интегрирования
таких систем является сложной, поскольку характерные времена релаксации могут быть зна-
чительно меньше, чем шаг интегрирования по времени в вычислительной схеме.

Разработка эффективных методов аппроксимаций уравнений Б.–Н. в настоящее время не
вполне завершена. Основные усилия направлены здесь на разработку методов интегрирования
жёстких систем уравнений специального вида и алгоритмов решения полной задачи с учётом
релаксационных слагаемых, в частности, разработку соответствующих схем расщепления по
физическим процессам. Работы в этой области сосредоточены в основном в направлении раз-
вития так называемых асимптотически корректных разностных схем (“asymptotic preserving
schemes”) (см. [14, 15]), которые, в частности, имеют равномерную по малому времени релак-
сации скорость сходимости численных аппроксимаций.

Целью настоящей работы является реализация и демонстрация возможностей алгоритма,
который основывается на таких сравнительно простых средствах численных методов как:

– разрывный метод Галёркина для построения пространственных аппроксимаций уравне-
ний модели;

– лимитирование консервативных переменных с использованием геометрического лимитера
WENO-S;

– теория Dal Maso–Le Floch–Murat для формулировки задачи Римана и, как следствие,
численных потоков для неконсервативной “части” задачи;

– простейшее расщепление по физическим процессам для учёта жёстких релаксационных
слагаемых;

– неявный метод Рунге–Кутты для интегрирования уравнений модели.
Эффективность предложенной методики иллюстрируется результатами численных экспе-

риментов в одномерном случае.
Структура работы следующая. Математическая модель Б.–Н. и её особенности представ-

лены в п. 1. Разрывный метод Галёркина для гиперболических уравнений с неконсерватив-
ными слагаемыми кратко описан в пп. 2.1. Алгоритм вычисления релаксационных слагаемых
изложен в пп. 2.2. Схема лимитирования представлена в пп. 2.3. Результаты численных экс-
периментов приведены в п. 3.
1. Модель Баера–Нунциато с релаксацией. Модель Б.–Н. с релаксационными слага-

емыми, описывающая двухфазное течение, может быть представлена в виде системы гипер-
болических уравнений [5]

∂αk

∂t
+ uI ·∇αk = ν(Pk − Pk), (1.1a)
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∂αkρk
∂t

+∇ · (αkρkuk) = 0, (1.1b)

∂αkρkuk

∂t
+∇ · (αkρkuk

⊗
uk) +∇(αkPk)− PI∇αk = μ(uk − uk), (1.1c)

∂αkρkEk

∂t
+∇ · (αk(ρkEk + Pk)uk)− PIuI∇αk = μ(uk − uk) · uI + ν(Pk − Pk)PI . (1.1d)

Здесь αk, ρk, uk, Pk, Ek – объёмная доля, плотность, поле скоростей, давление и полная
энергия фазы k = 1, 2 соответственно; k = {1, 2} \ {k}; ν, μ – релаксационные параметры.
Для объёмных долей выполнено условие нормировки α1 + α2 = 1. Полная энергия k-й фазы
определяется равенством

Ek = Uk + uk · uk/2,

где Uk – внутренняя энергия фазы.
Уравнения модели (1.1) включают в себя уравнение динамики для объёмной доли (1.1a),

законы сохранения массы (1.1b), импульса (1.1c) и энергии (1.1d).
Величины uI и PI являются так называемыми “интерфейсными” скоростью и давлени-

ем. Для замыкания модели необходимо указать их конкретную зависимость от переменных
задачи. Она может быть определена целым рядом способов, причём выбор замыкающих соот-
ношений непосредственно влияет на структуру волн и поведение фаз в модели (см. [1, 16–18]).
В настоящей работе используется вариант, предложенный в основополагающей работе [1]:

uI = u1, PI = P2,

где k = 1 соответствует менее плотной фазе (более сжимаемой), k = 2 – более плотной фазе
(менее сжимаемой). Термодинамические свойства фаз определяются уравнениями состояния
вида Uk = Uk(Pk, ρk). В данной работе они определены равенствами

Uk =
Pk + γkP∞,k

(γk − 1)ρk
,

где P∞,k и γk – параметры.
Отметим, что система уравнений (1.1) содержит недивергентные члены вида PI∇αk и не

может быть записана в консервативном виде. Эта особенность является типичной для целого
ряда многофазных многоскоростных моделей (см. [19]).
2. Вычислительные алгоритмы. Рассматриваемый алгоритм численного решения сис-

темы уравнений (1.1) основан на следующих подходах: использовании расщепления по физиче-
ским процессам для расчёта релаксационных правых частей системы; применении разрывного
метода Галёркина для решения однородной системы (1.1) и неявного метода Рунге–Кутты для
интегрирования “жёстких” правых частей системы (1.1). Далее описаны основные компоненты
полного алгоритма решения задачи.
2.1. Разрывный метод Галёркина. В данном пункте представлена схема разрывно-

го метода Галёркина [11] для одномерного варианта неоднородной гиперболической системы
уравнений (1.1), записанной в абстрактной форме

∂Q(x, t)

∂t
+B(Q)

∂Q

∂x
= S(Q), (2.1)

где x ∈ Ω = [0, L] ⊂ R, t ∈ [0, T ] ⊂ R, Q = Q(x, t) = (Q1, . . . , QM )т – решение уравнения (2.1),
M = 7 – число компонент вектора Q,

B(Q) = ∂F(Q)/∂Q+A(Q). (2.2)

Здесь A – заданная матрица, зависящая от решения задачи и определяющая квазилинейную
“часть” системы уравнений, F – заданный вектор потоков, B – матрица системы, записанной
в квазилинейной форме, S – плотность источников. Далее считается, что матрицы A, B и
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вектор поток F являются непрерывными и имеют требуемое количество производных как
функции вектора переменных Q. Обобщённое решение данной задачи для консервативных
систем (в случае, когда A(Q) = 0) может быть определено в классе обобщённых функций.
Для неконсервативных систем (т.е. в случае, когда A(Q) 
= 0) обобщённое решение не может
быть определено так же, как в случае консервативных систем. Для решения этой проблемы в
настоящей работе используется распространённый подход, основанный на применении теории
DLM (Dal Maso–Le Floch–Murat [7]). В рамках этого подхода для корректного определения
“неконсервативного произведения” вида A(Q) вводится липшицево отображение Ψ : [0, 1] ×
× R

7 → R
7 (путь), которое “соединяет” левое значение решения в точке разрыва с правым:

Ψ(Q+,Q−; 0) = Q−, Ψ(Q+,Q−; 1) = Q+, Ψ(Q,Q; s) = Q.

Введём разбиение {ωi}i=N
i=0 области Ω и обозначим ячейку сетки (конечный элемент)

ωi = [xi−1/2, xi+1/2], 1 � i � N.

Обозначим через Vk
h(Ω) подпространство в L1(Ω), состоящее из тех элементов, сужения (огра-

ничения) которых на ячейки ωi принадлежат векторному пространству Pk(ωi) полиномов
степени не выше k:

Vk
h = {v ∈ L1(Ω) : v|ωi ∈ Pk(ωi); 1 � i � N}.

Представим решение Q(x, t) в ячейке ωi конечномерной аппроксимацией Qh ∈ Vk
h :

Qh(x, t)|ωi =

k∑

l=0

ψ
(l)
i (x)Q

(l)
i (t), (2.3)

где ψ
(l)
i – полином Лежандра степени l. Здесь и в дальнейшем индекс i обозначает при-

надлежность i-й ячейке. Чтобы получить полудискретную систему уравнений для Qh(x, t),
умножим уравнение (2.1) на пробную функцию vh ∈ Vk

h и проинтегрируем получившееся
тождество по отрезку ωi:

∫

ωi

∂Qh(x, t)

∂t
vh(x) dx+

〈[
B(Q( · , t))∂Q( · , t)

∂x

]

Ψ

, vh

〉
=

∫

ωi

S(Qh)vh(x) dx.

Неконсервативное произведение может быть определено в обобщённом смысле следующим
образом [20]: 〈[

B(Q)
∂Q

∂x

]

Ψ

, vh

〉
def
=

∫

ωi

B(Q(x, t))
∂Q(x, t)

∂x
vh(x) dx+

+
∑

d

( 1∫

0

B(Ψ(Q+
d ,Q

−
d , s))

∂Ψ

∂s
(Q+

d ,Q
−
d , s) ds

)
vh(xd), (2.4)

где индекс d нумерует точки разрыва решения Q, при этом Q+
d и Q−

d – предельные значения
решения соответственно справа и слева от разрыва в точке xd в момент времени t. Заметим,
что данное определение существенно зависит от выбранного пути Ψ. В случае, когда A = 0
произведение (2.4) не зависит от выбранного пути и совпадает с классическим определением
обобщённого произведения. Следствием определения (2.4) и системы (2.1) без релаксационных
слагаемых является условие Гюгонио, которому должно удовлетворять обобщённое решение
в точках разрыва xd:

1∫

0

(ξdI −B(Ψ(Q−
d ,Q

+
d ; s)))

∂Ψ

∂s
(Q−

d ,Q
+
d ; s)ds = 0,
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где ξd – скорость движения разрыва, I – единичная матрица. С учётом равенства (2.2) полу-
чим 〈[

B(Q)
∂Q

∂x

]

Ψ

, vh

〉
=

∫

ωi

(
A(Q(x, t))

∂Q(x, t)

∂x
+

∂F(Q)

∂x

)
vh(x) dx+

+
∑

d

(
F(Q+

d )−F(Q−
d ) +

( 1∫

0

A(Ψ(Q+
d ,Q

−
d , s))

∂Ψ

∂s
(Q+

d ,Q
−
d , s) ds

))
vh(xd).

Постановка задачи Римана для соответствующей неконсервативной системы представлена
в [20]. На основе сделанных выше построений могут быть выведены соответствующие схе-
мы типа Годунова. В частности, численная схема для разрывного метода Галёркина может
быть записана в виде

∫

ωi

∂Qh

∂t
vh(x)dx+

∫

ωi

(
A(Qh)

∂Qh

∂x
+F(Qh)

)
vh(x)dx+

+ (vh(xi+1/2)
−D−

i+1/2
+ vh(xi+1/2)

+D+
i−1/2

) =

∫

ωi

S(Qh)vh(x) dx,

где D∓
i±1/2 и vh(xi±1/2)

∓ определены на границах соответствующих ячеек,

D−
i+1/2 = F(Q̂i+1)−F(Q−

i+1/2) +

1∫

0

A(Ψ(Q−
i+1/2, Q̂i+1; s))

∂Ψ

∂s
(Q−

i+1/2, Q̂i+1; s) ds,

D+
i+1/2 = F(Q+

i+1/2)−F(Q̂i+1) +

1∫

0

A(Ψ(Q̂i+1,Q
+
i+1/2; s))

∂Ψ

∂s
(Q̂i+1,Q

+
i+1/2; s) ds,

здесь Q̂i+1 – решение задачи Римана на границе ячеек.
Пусть выбран линейный путь Ψ(Q−,Q+; s) = Q−

d + s(Q+
d −Q−

d ) и в качестве численного
потока используется поток Русанова. Тогда в точках разрыва xd = xi±1/2 будем иметь

D±
d = F(Q+

d )−F(Q−
d ) +A±

d (Q
+
d −Q−

d ), A±
d =

1

2

1∫

0

(A(Q−
d + s(Q+

d −Q−
d ))± IΛ) ds,

где Λ = λ(s) – максимальные собственные значения матрицы B(Q−
d + s(Q+

d − Q−
d )). От-

метим, что применение более простого потока Лакса–Фридрихса приводит, вообще говоря, к
неустойчивой схеме (см. приложение 2).

Рассматривая произвольный полином vh(x) ∈ span {ψ(l)
i }, получаем следующую полудис-

кретную систему уравнений относительно переменных {Q(l)
i }, определённых в представле-

нии (2.3):

M
dQ̃i

dt
= H(Q̃i) + I(Q̃i). (2.5)

Здесь Q̃i = (Q
(0)
1,i , . . . , Q

(0)
M,i, . . . , Q

(k)
M,i) – вектор неизвестных. Его компоненты Q

(l)
m,i в даль-

нейшем будем называть l-й гармоникой (l = 0, k) m-й компоненты вектора Qi. Матри-
ца M ∈ R

M(k+1)×M(k+1) является матрицей Грама указанной системы базисных функций,
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вектор H(Q̃i) представляет собой аппроксимацию дифференциального оператора в левой час-
ти системы уравнений (2.1), а вектор I(Q̃i) – аппроксимацию правой части (2.1),

I(l)m =

∫

ωi

Sm(Qh)ψ
(l)
i dx. (2.6)

Одна из наиболее простых стратегий решения системы (2.5) – расщепление по процессам
первого порядка. Разобьём временно́й интервал на части точками {tn}. Далее на каждом
временно́м шаге t ∈ [tn, tn+1] сначала решается задача Коши для системы ОДУ

M
dQ̃i

dt
= H(Q̃i), t ∈ (tn, tn+1], (2.7)

c начальными данными Q̃0
i = Q̃i(t

n) для определения “промежуточного” решения Q̃i,H =

= Q̃i(t
n+1). Затем решается задача Коши для системы ОДУ

M
dQ̃i

dt
= I(Q̃i), t ∈ (tn, tn+1], (2.8)

с начальными данными Q̃i,H.
Для интегрирования по времени однородной системы (2.7) далее используется вариант ме-

тода Рунге–Кутты TVD/RK3 [12] с лимитированием консервативных переменных на каждом
шаге метода. В настоящей работе используется лимитер WENO-S, описанный в п. 2.3. Для
интегрирования по пространству применяется метод квадратур Гаусса–Лежандра.

Для интегрирования системы уравнений (2.8) используется неявный алгоритм Рунге–Кут-
ты с автоматическим выбором шага интегрирования, описанный в п. 2.2.
2.2. Алгоритм расчёта релаксационных слагаемых. Задача Коши для ОДУ (2.8) ре-

шается неявным методом Рунге–Кутты второго порядка на временно́м интервале t ∈ (tn, tn+1].
Разобьём временно́й интервал на части точками (tn0 , t

n
1 , . . . , t

n
M−1), где tnj+1 = tnj + τj, tn0 = tn,

tnM−1 = tn+1. Таким образом, Δt = tn+1 − tn – шаг интегрирования газодинамической час-
ти задачи, а τj – шаг интегрирования релаксационной части. При этом шаг τj может быть
переменным. Разностная схема решения задачи Коши для системы (2.8) имеет следующий
вид:

Q̃0
i = Q̃i(t

n); Q̃j+1
i = Q̃j

i +
1

2
τk(R(Q̃j+1

i ) +R(Q̃j
i )), j = 0, 1, . . . , (2.9)

где R = M−1I. Аппроксимации релаксационных членов I, определённые в (2.6), рассчиты-
ваются численно методом квадратур Гаусса–Лежандра.

Нелинейная система уравнений (2.9) решается численно методом Ньютона:

∂F (Q̃j+1
i )/∂Q̃j+1

i |
˜Qj+1,s
i

· (Q̃j+1,s+1
i − Q̃j+1,s

i ) = −F (Q̃j+1,s
i ), (2.10)

где индекс s обозначает номер итерации, Q̃j+1,0
i = Q̃j

i соответствует s = 0. Функция F
имеет следующий вид:

F (Q̃j+1
i ) = Q̃j+1

i − Q̃j
i − 0.5τj(R(Q̃j+1

i ) +R(Q̃j
i )).

Якобиан ∂F (Q̃j+1
i )/∂Q̃j+1

i в (2.10) вычисляется с применением численного дифференциро-
вания. Итерации метода Ньютона продолжаются до тех пор, пока величина r = max

m
|rm| не

станет меньше заданного значения. Здесь rm определены равенством

rm =

⎧
⎨

⎩
(Q̃j+1,s+1

i,m − Q̃j+1,s
i,m )/Q̃j+1,s+1

i,m , если |Q̃j+1,s+1
i,m | > 1,

Q̃j+1,s+1
i,m − Q̃j+1,s

i,m в противном случае.
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В реализованном алгоритме предусмотрен автоматический выбор шага интегрирования.
В начальный момент τ0 = 0.2Δt. В случае, если превышено максимальное число Nmax нью-
тоновских итераций (далее Nmax = 20) или если решение сходится к нефизичным результа-
там (отрицательное давление или объёмная доля и т.д.), то шаг интегрирования уменьшается.
В случае, когда число итераций меньше минимального значения Nmin (далее Nmin = 6), шаг
интегрирования увеличивается.
2.3. Лимитирование переменных. Применение лимитера WENO-S состоит из двух ша-

гов [13].
1. Идентификация ячеек, в которых решение подлежит лимитированию. В данной работе

используется TVB-идентификатор, основанный на функции minmod.
2. Применение лимитера WENO-S для реконструкции решения в отмеченных ячейках.
Идентификация ячеек, в которых решение подлежит лимитированию. Обозна-

чим через Q̃m,i усреднённое по объёму решение в ячейке ωi, т.е.

Q̃m,i =
1

Δxi

∫

ωi

Q̃mdx. (2.11)

Здесь, как и выше, индекс i обозначает пространственную ячейку, а индекс m обозначает
компоненту вектора Q̃, m = 1,M · k.

Определим скачки численного решения в ячейках как Q̃+
m,i = Q̃−

m,i+1/2 − Q̃m,i, Q̃−
m,i =

= Q̃m,i − Q̃+
m,i−1/2

. Рассмотрим в каждой ячейке функции

(Q̃+
m,i)

(mod) = minmod (Q̃+
m,i, Q̃m,i+1 − Q̃m,i, Q̃m,i − Q̃m,i−1),

(Q̃−
m,i)

(mod) = minmod (Q̃−
m,i, Q̃m,i+1 − Q̃m,i, Q̃m,i − Q̃m,i−1), (2.12)

где

minmod (a1, . . . , aN ) =

{
smin(a1, . . . , aN ), если s = sign (ak), k = 1, N,

0 в противном случае.

Решение в ячейке ωi подлежит лимитированию, если в (2.12) (Q̃±
m,i)

(mod) 
= (Q̃±
m,i), т.е. какая-

либо из функций в (2.12) возвращает не первый аргумент.
Применение лимитера WENO-S состоит из следующих шагов.
1. Обозначим полиномы в ячейках ωj, j = i − 1, i, i + 1, через p−1(x), p0(x) и p1(x)

соответственно и модифицируем решения в соседних ячейках следующим образом:

pmod
−1 (x) = p−1 − p−1 + p0, pmod

1 (x) = p1 − p1 + p0,

где p – усреднённое по объёму решение, представленное равенством (2.11).
2. Индикаторы гладкости βi рассчитываем по формуле

βi =

k∑

l=1

∫

ωj

Δx2l−1
j

(
∂l

∂xl
pj(x)

)2
dx,

где k – степень полинома pj(x).
3. Весы κj рассчитываем по формуле

κj = κj/
∑

n=−1,0,+1

κn, κn =
γn

(ε+ βn)r
, n = −1, 0 + 1.

Здесь γn – линейный вес, ε = 10−6 и r = 2. Линейные веса должны удовлетворять следующим
требованиям: γ0 � γ±1, γ−1 + γ0 + γ+1 = 1. В настоящей работе γ0 = 0.998, γ±1 = 0.001.
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4. Реконструкция решения в центральной ячейке ω0 проводится по формуле

pnew0 (x) = κ−1p
mod
−1 (x) + κ0p0(x) + κ1p

mod
1 (x).

Применение лимитера в одномерном случае может быть записано в операторном виде
pnew0 = Λαp0 для направления Oxα . Для многомерного случая и декартовых сеток pnew0 =
= Λp0, где Λ = ΛzΛyΛx.

Общая схема решения однородной гиперболической системы с применением описанного
выше лимитера имеет приведённый ниже вид.

Для интегрирования по времени системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(2.7) используется TVD/RK3 метод Рунге–Кутты, представленный ниже. На k-й стадии ме-
тода Рунге–Кутты используется способ лимитирования переменных, описанный выше:

Q̃1
i = Q̃n

i +ΔtP(Q̃n
i ), Q̃1

i = Λ̃Q̃1
i ,

Q̃2
i =

3

4
Q̃n

i +
1

4
Q̃1

i +
1

4
ΔtP(Q̃1

i ), Q̃2
i = Λ̃Q̃2

i ,

Q̃n+1
i =

1

3
Q̃n

i +
2

3
Q̃2

i +
2

3
ΔtP(Q̃2

i ), Q̃n+1
i = Λ̃Q̃n+1

i ,

где P = M−1H (см. (2.5)).
3. Вычислительные эксперименты. В настоящем пункте рассмотрен ряд тестовых рас-

чётов, которые демонстрируют возможности предложенного алгоритма. В тесте 1 проводит-
ся тестирование численного алгоритма решения системы ОДУ (2.8). Приводится сравнение
с численными результатами, полученными другими авторами [21], а также с аналитическим
решением (см. приложение 1). В тесте 2 численно исследуется метод для решения полной
задачи (1.1). Рассматриваются численные расчёты задачи Римана с различными коэффици-
ентами релаксации. Приводится сравнение с численными результатами, полученными конечно-
объёмной схемой первого порядка с численным потоком HLLEM (соответствующие решения
далее называются “решения HLLEM”). Все расчёты предложенным методом приведены для
разрывного метода Галёркина с линейным восполнением решения в ячейках сетки, что соот-
ветствует k = 1 в аппроксимации (2.3).

Результаты расчётов представлены для примитивных переменных (фазовые давления и
скорости).
Тест 1. Рассматривается задача Коши для уравнения (2.8).
Начальные условия имеют следующие вид: для нулевых гармоник

u1 = −5, u2 = 5, P1 = 0.1, P2 = 20, α1 = 0.9, ρ1 = 1.1111, ρ2 = 40,

для первых гармоник
Q̃

(1)
2,3,6,7 = 0.01 · Q̃(0)

2,3,6,7, Q̃
(1)
1,4,5,8,9 = 0.

Параметры уравнения состояния: γ1 = 6, π1 = 0 Па, γ2 = 1.4, π2 = 0 Па. Значения пара-
метров релаксации μ = 109 кг/(м ·c) и ν = 10 Па−1 ·c−1. На рис. 1, а и рис. 1, б представлены
результаты расчётов для нулевой и первой гармоник фазовых давлений соответственно с τ0 =
= 2 · 10−4 c. При расчёте с шагом τ0 = 2 · 10−4 c скорости фаз сразу выходят на стационарное
значение 3 м/с (эти результаты не показаны на рис. 1). На рис. 1, в и рис. 1, г представлены
результаты расчётов для нулевой и первой гармоник фазовых скоростей соответственно с τ0 =
= 2 · 10−9 c. Видим, что численный расчёт хорошо согласуется с результатами, полученными
в [21] для нулевых гармоник (фазовые скорости и давления), а также хорошо согласуется с
аналитическим решением для первых гармоник (фазовые скорости). Аналитическое решение
для первых гармоник фазовых давлений в данной работе получено не было и сравнение с ним
не приводится. Также видно, что нулевые и первые гармоники для фазовых давлений и ско-
ростей релаксируют на одних и тех же временах. Резкое изменение давления (см. рис. 1, а и
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рис. 1, б) в начальный момент времени связано с релаксацией скоростей, которая происходит
на временах порядка 10 нс.

Рис. 1. Тест 1. Сплошные кривые – результаты численного расчёта, символы на (а) и (в) – результаты
численного расчёта в [21], символы на (г) – аналитическое решение.

Тест 2. В данном тесте рассматривается задача Римана о распаде разрыва системы урав-
нений (1.1). В начальный момент времени разрыв находится в точке x0 = 0.6 м. Длина рас-
чётной области 1 м. Слева от разрыва P1 = P2 = 1, ρ1 = 1, ρ2 = 0.2, u1 = u2 = 0, α1 = 0.55,
справа от разрыва P1 = P2 = 0.1, ρ1 = 0.125, ρ2 = 2, u1 = u2 = 0, α1 = 0.45. Параметры
уравнения состояния

γ1 = 2, π1 = 2Па, γ2 = 1.4, π2 = 0Па.

Число узлов сетки и шаг по времени задавались как N = 500 и Δt = 10−6 c. Значение па-
раметра релаксации μ = 106кг/(м · c), что соответствует времени релаксации меньшему, чем
газодинамический шаг интегрирования по времени. Значения параметра релаксации ν = 1,
10 и 100 Па−1 · c−1 (рис. 2–4). На графиках показаны только нулевые гармоники. Видим,
что результаты численных расчётов хорошо согласуются с результатам HLLEM для всех ко-
эффициентов релаксации (см. рис. 2–4), а также что величина времени релаксации принципи-
ально меняет структуру разрывов. Небольшая немонотонность результатов, представленных
на рис. 4, по-видимому, связана с численным расчётом матрицы Якоби в методе Ньютона, а
именно, с выбором шага численного дифференцирования.

Результаты расчётов при помощи конечно-объёмной схемы с потоком HLLEM получены на
сетке с N = 10000 шагами. Все остальные параметры не менялись.

Представленные результаты демонстрируют, что предложенный алгоритм обеспечивает
устойчивый расчёт решения задачи при достаточно широком диапазоне изменения парамет-
ров релаксации, в том числе при жёсткой релаксации, и позволяет добиться сходного каче-
ства разрешения фронтов по сравнению с конечно-объёмной схемой первого порядка с потока-
ми HLLEM при условии одновременного использования: (а) значительно более грубых сеток;
(б) наиболее простых численных потоков типа Русанова; (в) лимитирования консервативных
переменных.
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Рис. 2. Тест 2. Коэффициенты релаксации μ = 106 кг/(м · c) и ν = 1 Па−1 · c−1. Сплошные
линии – результаты численного расчёта (N = 500), штриховые линии – результаты численного
расчёта HLLEM (N = 10 000).

Рис. 3. Тест 2. Коэффициенты релаксации μ = 106 кг/(м · c) и ν = 10 Па−1 · c−1. Сплошные
линии – результаты численного расчёта (N = 500), штриховые линии – результаты численного
расчёта HLLEM (N = 10 000).
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Рис. 4. Тест 2. Коэффициенты релаксации μ = 106 кг/(м · c) и ν = 100 Па−1 · c−1. Сплошные
линии – результаты численного расчёта (N = 500), штриховые линии – результаты численного
расчёта HLLEM (N = 10 000).

Заключение. В работе представлен подход к численному решению многофазной полно-
стью неравновесной модели Баера–Нунциато с релаксационными слагаемыми в одномерном
случае. В качестве численной схемы используется разрывный метод Галёркина с применением
численного потока Русанова. Для монотонизации решения используется лимитер WENO-S,
применяемый непосредственно к консервативным переменным модели. Учёт релаксационных
слагаемых в численной схеме проводится неявным методом Рунге–Кутты второго порядка с
адаптивным выбором шага интегрирования. Соответствующая нелинейная система уравнений
решается методом Ньютона. Представленный комплексный подход применяется к одномерным
тестовым задачам. Результаты соответствуют полученным ранее для численных схем с пото-
ком HLLEM. В работе показано, что использование разрывного метода Галёркина позволяет
добиться сходного разрешения волновых фронтов при значительно меньшем числе расчётных
ячеек, чем в методах с использованием большей информации об исходной системе уравнений.

4. Приложения.
Приложение 1. Для уравнения релаксации скоростей (см. систему ОДУ (2.8)) можно

выписать точное аналитическое решение задачи, которое имеет вид

W (t) = exp(At)W (t0), t > t0; Q̃
(l)
2,3(t) = Q̃

(l)
2,3(t0), t = t0,

где l = 0, 1, а вектор W и матрица A имеют следующий вид:

W =

⎛

⎜⎜⎜⎝

Q̃
(0)
4

Q̃
(1)
4

Q̃
(0)
7

Q̃
(1)
7

⎞

⎟⎟⎟⎠ , A =

⎛

⎜⎝

a11 a12 a13 a14
b11 b12 b13 b14
−a11 −a12 −a13 −a14
−b11 −b12 −b13 −b14

⎞

⎟⎠ .
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Согласно (1.1) имеем Q̃
(0,1)
2 = (α1ρ1)

(0,1), Q̃
(0,1)
3 = (α2ρ2)

(0,1), Q̃
(0,1)
4 = (α1ρ1u1)

(0,1), Q̃
(0,1)
7 =

= (α2ρ2u2)
(0,1), где u1,2 – скорость 1-й или 2-й фазы. Постоянные коэффициенты aij и bij

имеют следующий вид:

a11 =
1

2

μ

Q̃
(1)
2

log

(
Q̃

(0)
2 − Q̃

(1)
2

Q̃
(0)
2 + Q̃

(1)
2

)
, a12 = − μ

Q̃
(1)
2

+
1

2

μQ̃
(0)
2

(Q̃
(1)
2 )2

log

(
Q̃

(0)
2 + Q̃

(1)
2

Q̃
(0)
2 − Q̃

(1)
2

)
,

a13 =
1

2

μ

Q̃
(1)
3

log

(
Q̃

(0)
3 + Q̃

(1)
3

Q̃
(0)
3 − Q̃

(1)
3

)
, a14 =

μ

Q̃
(1)
3

+
1

2

μQ̃
(0)
3

(Q̃
(1)
3 )2

log

(
Q̃

(0)
3 − Q̃

(1)
3

Q̃
(0)
3 + Q̃

(1)
3

)
,

b11 = −3
μ

Q̃
(1)
2

+
3

2

μQ̃
(0)
2

(Q̃
(1)
2 )2

log

(
Q̃

(0)
2 + Q̃

(1)
2

Q̃
(0)
2 − Q̃

(1)
2

)
, b12 = 3

μQ̃
(0)
2

(Q̃
(1)
2 )2

+
3

2

μ(Q̃
(0)
2 )2

(Q̃
(1)
2 )3

log

(
Q̃

(0)
2 − Q̃

(1)
2

Q̃
(1)
2 + Q̃

(0)
2

)
,

b13 =
3μ

Q̃
(1)
3

+
3

2

μQ̃
(0)
3

(Q̃
(1)
3 )2

log

(
Q̃

(0)
3 − Q̃

(1)
3

Q̃
(1)
3 + Q̃

(0)
3

)
,

b14 = −3
μQ

(0)
3

(Q̃
(1)
3 )2

− 4
μ(Q̃

(0)
3 )2

(Q̃
(1)
3 )3

log

(
Q̃

(0)
3 − Q̃

(1)
3

Q̃
(0)
3 + Q̃

(1)
3

)
.

Приложение 2. В настоящем приложении показывается, что простейший поток Лакса–
Фридрихса при его применении в рамках разрывного метода Галёркина с интегрированием по
времени методом TVD/RK3 приводит к неустойчивой схеме.
Утверждение. Для линейного одномерного уравнения переноса

∂q

∂t
+

∂f(q)

∂x
= 0; f(q) = aq, a = const, (4.1)

с начальными условиями в виде кусочно-линейных функций

qh(x, 0)|ωi = Q0 −
2Q1xi

h
+

2Q1

h
x, Q0,1 = const, (4.2)

заданными на каждом конечном элементе ωi = [xi−1/2, xi+1/2], дискретное решение, полу-
ченное с использованием разрывного метода Галёркина с линейным восполнением решения
в ячейках, интегрированием по времени с помощью схемы TVD/RK3, описанной в п. 2.3, и
численного потока Лакса–Фридрихса вида

f̂(ql, qr) =
1

2
[f(ql) + f(qr)]−

h

2Δt
(qr − ql), (4.3)

удовлетворяет неравенству
|qn+1
h |>|qnh |.

Доказательство. Считаем, что все ячейки сетки (конечные элементы) ωi = [xi−1/2, xi+1/2]
имеют одинаковую длину h. Каждая из них может быть отображена на канонический ко-
нечный элемент ω̃i = [−1,+1]. В канонических координатах базисные функции разрывного
метода Галёркина имеют вид ψ0 = 0, ψ1 = ξ, а начальные условия – вид qh|ω̃i = Q0 +Q1ξ.

В соответствии с п. 2.1 сначала получим полудискретное уравнение. Для этого умножим
уравнение (4.1) на ψ ∈ span (ψ0, ψ1) и проинтегрируем результат по ω̃i. Тогда получим

h

2

1∫

−1

∂q

∂t
ψ(ξ) dξ +

1∫

−1

∂f(q)

∂ξ
ψ(ξ) dξ = 0. (4.4)
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Полудискретное решение задачи в каждой ячейке сетки (конечном элементе) можно пред-
ставить в виде

qi := qh(ξ, t)|ω̃i = si0(t) + si1(t)ξ,

где si0,1 = si0,1(t) – гармоники решения в ячейке ω̃i.
Введём следующие обозначения:

q−i = qh(−1, t)|ω̃i = si0 − si1, q+i = qh(1, t)|ω̃i = si0 + si1.

После стандартных преобразований уравнения (4.4) получим

h

2

1∫

−1

∂qi
∂t

ψ(ξ) dξ −
1∫

−1

f(qi)
∂ψ(ξ)

∂ξ
dξ + [f̂(qi)ψ|ξ=1 − f̂(qi)ψ|ξ=−1] = 0,

где f̂ – численный поток. Отсюда получаем следующие уравнения для определения гармоник
решения в ячейке ωi:

h

2

1∫

−1

d

dt
(si0(t) + si1(t)ξ) dξ + [f̂(qi+1/2)− f̂(qi−1/2)] = 0,

h

2

1∫

−1

d

dt
(si0(t) + si1(t)ξ)ξ dξ + [f̂(qi+1/2) + f̂(qi−1/2)]−

1∫

−1

f(qi) dξ = 0.

Тогда с учётом ортогональности полиномов ψ0 и ψ1 будем иметь

ds0
dt

= −1

h
(f̂(qi+1/2)− f̂(qi−1/2)),

ds1
dt

= −3

h

(
f̂(qi+1/2) + f̂(qi−1/2)−

1∫

−1

f(qi) dξ

)
.

При использовании численного потока Лакса–Фридрихса (4.3) получаем

f̂(qi+1/2) =
1

2
[f(q−i+1) + f(q+i )]−

h

2Δt
(q−i+1 − q+i ) =

a

2
(q−i+1 + q+i )−

h

2Δt
(q−i+1 − q+i ),

f̂(qi−1/2) =
1

2
[f(q−i ) + f(q+i−1)]−

h

2Δt
(q−i − q+i−1) =

a

2
(q−i + q+i−1)−

h

2Δt
(q−i − q+i−1),

или, вводя число Куранта λ = aΔt/h,

f̂(qi+1/2) =
h

2Δt
[(λ− 1)q−i+1 + (1 + λ)q+i ], f̂(qi−1/2) =

h

2Δt
[(λ− 1)q−i + (1 + λ)q+i−1].

Помимо этого в частном случае линейного уравнения переноса верно равенство
1∫

−1

f(qi) dξ = a

1∫

−1

(si0 + si1ξ) dξ = 2asi0 =
2λhsi0
Δt

.

В результате система обыкновенных дифференциальных уравнений для определения гар-
моник решения в конечном элементе ωi примет вид

dsi0
dt

=
1

Δt
(−si0 − λsi1) +

1

2Δt
[(1 + λ)q+i−1 + (1− λ)q−i+1],

dsi1
dt

=
3

Δt
(λsi0 − si1) +

3

2Δt
[(1− λ)q−i+1 − (1 + λ)q+i−1].
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Подставляя в последние уравнения выражения для численных потоков q+i−1 и q−i+1, получаем

dsi0
dt

=
1

Δt
(−si0 − λsi1) +

1

2Δt
[(1 + λ)(si−1

0 + si−1
1 ) + (1− λ)(si+1

0 − si+1
1 )],

dsi1
dt

=
3

Δt
(λsi0 − si1) +

3

2Δt
[(1 − λ)(si+1

0 − si+1
1 )− (1 + λ)(si−1

0 + si−1
1 )],

или
dsi0
dt

= G0(qh),
dsi1
dt

= G1(qh).

Учитывая начальные условия (4.2), находим, что

G0(qh) = 0, G1(qh) = −6Q1

Δt
.

Непосредственной проверкой несложно убедиться в том, что для данной системы ОДУ
применение аппроксимаций по времени вида TVD/RK3 приводит к следующим соотношениям:

s
i,(1)
1 = Q1 − 6Q1 = −5Q1,

s
i,(2)
1 =

3

4
Q1 +

1

4
(−5Q1) +

1

4
(−6)(−5Q1) = 7Q1,

si,new1 =
1

3
Q1 +

2

3
(7Q1) +

2

3
− 6(7Q1) = −23Q1.

Поэтому значения решения на временно́м шаге n+ 1 имеют вид

(si0)
n+1 = Q0 (si1)

n+1 = (−23)nQ1.

Таким образом, |qn+1
h |>|qnh |, что доказывает утверждение.

Обратим внимание, что в рассмотренном выше случае алгоритм корректно пересчитывает
нулевые гармоники дискретного решения в ячейках (которые соответствуют среднему значе-
нию решения в ячейках). При этом первые гармоники решения неограниченно возрастают, как
только в начальном условии существуют соответствующие сколь угодно малые, но конечные
возмущения. Одновременно с этим применение потока Лакса–Фридрихса для метода конечных
объёмов первого порядка даёт устойчивое корректное решение.

Описанные теоретические построения подтверждаются результатами расчётов авторов (см.
также работу [22]).

Исследование Р.Р. Тухватуллиной (введение, пп. 2.2, п. 3, приложение 1) выполнено при
финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 19-71-30004). Исследование
М.В. Алексеева и Е.Б. Савенкова (введение, п. 1, пп. 2.1, 2.3, приложение 2) выполнено при
поддержке Московского центра фундаментальной и прикладной математики (соглашение с
Министерством науки и высшего образования Российской Федерации № 075-15-2019-1623).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Baer M., Nunziato J. A two-phase mixture theory for the deflagration-to-detonation transition (DDT)
in reactive granular materials // Int. J. Multiph. Flow. 1986. № 12. P. 861–889.

2. Drew D., Passman S. Theory of Multicomponent Fluids. Springer, 2014.
3. Favrie N., Gavrilyuk S., Saurel R. Solid-fluid diffuse interface model in cases of extreme deformations

// J. Comput. Phys. 2009. V. 228. № 16. P. 6037–6077.
4. Kapila A., Son S., Bdzil J., Menikoff R. Two-phase modeling of DDT: structure of the velocity-relaxation

zone // Phys. Fluids. 1997. V. 9. № 12. P. 3885–3897.
5. Kapila A., Menikoff R., Bdzil J., Son S., Stewart S. Two-phase modeling of deflagration-to-detonation

transition in granular materials: Reduced equations // Phys. Fluids. 2001. V. 13. № 10. P. 3002–3024.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 7 2021



1002 ТУХВАТУЛЛИНА и др.

6. Murrone A., Guillard H. A five-equation reduced model for compressible two phase flow problems // J.
Comput. Phys. 2005. V. 202. № 2. P. 664–698.

7. Dal Maso G., Le Floch P., Murat F. Definition and weak stability of nonconservative products // J.
Math. Pures Appl. 1995. V. 74. № 6. P. 483–548.

8. Tokareva S., Toro E. HLLC-type Riemann solver for the Baer–Nunziato equations of compressible two-
phase flow // J. Comput. Phys. 2010. V. 229. № 10. P. 3573–3604.

9. Dumbser M., Toro E. A simple extension of the Osher Riemann solver to non-conservative hyperbolic
systems // J. Sci. Comput. 2011. V. 48. P. 70–88.

10. Franquet E., Perrier V. Runge–Kutta discontinuous Galerkin method for the approximation of Baer and
Nunziato type multiphase models // J. Comput. Phys. 2012. V. 291. P. 4096–4141.

11. de Frahan H., Varadan S., Johnsen E. A new limiting procedure for discontinuous Galerkin methods
applied to compressible multiphase flows with shocks and interfaces // J. Comput. Phys. 2015. V. 280.
P. 489–509.

12. Cockburn B., Shu C.-W. The Runge–Kutta local projection-discontinuous Galerkin finite element method
for scalar conservation laws // ESAIM Math. Model. Numer. Anal. 1991. V. 25. № 3. P. 337–361.

13. Zhong X., Shu C.-W. A simple weighted essentially nonoscillatory limiter for Runge–Kutta discontinuous
Galerkin methods // J. Comput. Phys. 2013. V. 232. № 1. P. 397–415.

14. Jin S., Xin Z. The relaxation schemes for systems of conservation laws in arbitrary space dimensions
// Comm. Pure Appl. Math. 1995. V. 48. № 3. P. 0010–3640.

15. Jin S. Efficient asymptotic-preserving (AP) schemes for some multiscale kinetic equations // SIAM J.
Sci. Comput. 1999. V. 21. P. 441–454.

16. Andrianov N., Warnecke G. The Riemann problem for the Baer–Nunziato two-phase flow model // J.
Comput. Phys. 2004. V. 195. № 2. P. 434–464.

17. Daude F., Berry R., Galon P. A Finite-volume method for compressible non-equilibrium two-phase flows
in networks of elastic pipelines using the Baer–Nunziato model // Comput. Methods in Appl. Mech. Eng.
2019. V. 354. P. 820–849.

18. Saurel R., Abgrall R. A simple method for compressible multifluid flows // SIAM J. Sci. Comput. 1999.
V. 21. № 3. P. 1115–1145.

19. Nigmatulin R. Dynamics of Multiphase Media. N.Y., 1990.
20. Pares C. Numerical methods for nonconservative hyperbolic systems: a theoretical framework // SIAM

J. Numer. Anal. 2006. V. 44. № 1. P. 300–321.
21. Chiocchetti S., Muller C. A solver for stiff finite-rate relaxation in Baer–Nunziato two-phase flow model

// Droplet Interactions and Spray Processes. 2020. P. 31–44.
22. Rider W., Lowrie R. The use of classical Lax–Friedrichs Riemann solvers with discontinuous Galerkin

methods // Int. J. Numer. Methods Fluids. 2002. V. 40. P. 479–486.

Институт прикладной математики Поступила в редакцию 01.03.2021 г.
им. М.В. Келдыша, г. Москва После доработки 01.03.2021 г.

Принята к публикации 27.04.2021 г.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 7 2021


