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Массовые формулы, углы смешивания и константы распада псевдоскалярных π0, η и η′ мезонов

получены в теории с четырехкварковыми взаимодействиями с точностью до членов O(1/N2
c ) включи-

тельно. В отличие от стандартной модели Намбу–Иона-Лазинио, при получении мезонного лагранжиана

используется ряд Вольтерры, что ведет к более детальному описанию эффектов, вызванных неравен-

ством кварковых масс. Проводится сравнение с результатами аналогичных вычислений в 1/Nc киральной

теории возмущений. Вычислены первые поправки к взаимодействию, нарушающему правило Цвейга, и

показана их важность в описании спектра η-η′мезонов.

DOI: 10.31857/S1234567822070011, EDN: fksjyj

1. Введение. В работах [1, 2] для изучения

свойств псевдоскалярного нонета мезонов использо-

вался лагранжиан, эффективные вершины которо-

го классифицируются по степеням импульсов, масс

легких кварков и обратному числу цветовых степе-

ней свободы 1/Nc. Метод, получивший название 1/Nc

киральной теории возмущений [3], позволил вычис-

лить первую поправку к основному результату ал-

гебры токов для массовых формул заряженных и об-

ладающих ненулевой странностью псевдоскалярных

мезонов, показать, что поправка мала (в то время

имелись противоречия в описании распада η → 3π),

и установить ограничения на массы легких квар-

ков. Позднее метод был распространен на состояния

со спином единица [4]. В качестве свежих резуль-

татов, полученных на основе данного эффективного

лагранжиана, отметим анализ двухфотонных распа-

дов π0, η и η′ мезонов, учитывающий поправки как

первого, так и второго порядка по 1/Nc [5].

Недавно было показано [6], что теория с четырех-

кварковыми взаимодействиями типа Намбу–Иона-

Лазинио (НИЛ) [7, 8] приводит к тем же массовым

формулам для псевдоскалярных π±, K±, K0 и K̄0

мезонов, что и [1]. При этом удается связать парамет-

ры эффективной теории Лойтвиллера с параметрами

динамической модели НИЛ. Достигается это путем

замены ряда Тейлора (по степеням собственного вре-

мени) на ряд Вольтерры при разложении эффектив-

ного действия модели НИЛ по обратным степеням

масс конституентных кварков [9–11]. Дополнитель-

1)e-mail: aaosipov@jinr.ru

но используется гипотеза Лойтвиллера о поведении

масс легких кварков mi (i = u, d, s) в пределе боль-

ших значений Nc, а именно, mi = O(1/Nc).

Целью настоящей статьи является изучение фи-

зических характеристик оставшихся членов нонета:

π0, η, η′-мезонов, для которых мы вычисляем, с точ-

ностью до первой поправки по 1/Nc включитель-

но, массы, углы смешивания, оцениваем константу

аномального нарушения U(1)A симметрии, а также

степень нарушения правила Окубо–Цвейга–Иизуки

(ОЦИ). Последние два вопроса представляют особен-

ный интерес в связи с изучением глюонной струк-

туры η и η′ мезонов, которая активно исследуется

в настоящее время с различных точек зрения (см.,

например, [12], где применяется дисперсионный под-

ход к изучению аксиальной аномалии). Используе-

мый нами формализм остается тем же, что и в работе

[6]. Это, в частности, касается и численных значений

параметров модели, зафиксированных в [6].

2. Модифицированная модель НИЛ. Исход-

ный четырехкварковый лагранжиан, используемый

нами, ничем не отличается от стандартной кварко-

вой версии модели НИЛ [13–16]

L = q̄(iγµ∂µ −m)q + Lint. (1)

Здесь γµ – матрицы Дирака, q – кварковые поля,

а m – диагональная матрица m = diag(mu,md,ms),

содержащая токовые массы u, d и s кварков. Плот-

ность Лагранжа имеет вид Lint = L(0)+L(1), где сум-

ма включает U(3)L×U(3)R кирально симметричные

комбинации, описывающие четырехкварковые взаи-

модействия со спином ноль и единица
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L(0) =
GS

2

[
(q̄λaq)

2 + (q̄iγ5λaq)
2
]
, (2)

L(1) = −GV

2

[
(q̄γµλaq)

2 + (q̄γµγ5λaq)
2
]
, (3)

где матрица λ0 =
√

2/3, а λi – матрицы Гелл-Манна.

Константы GS и GV при Nc → ∞ имеют порядок

O(1/Nc). Их численные значения были установлены

в работе [6]: GS = 6.6ГэВ−2, GV = 6.8ГэВ−2.

Метод функционального интеграла позволяет

преобразовать лагранжеву плотность (1) к виду

L′ = Q̄(iγµdµ −M + σ)Q+
1

4GV
tr(V 2

µ +A2
µ)−

− 1

4GS
tr
(
σ2 − {σ,M}+ (σ −M)Σ

)
, (4)

где мы воспользовались функциональной свободой

выбора динамических переменных в пользу нелиней-

ной реализации киральной симметрии. При этом век-

торные, аксиально-векторные, скалярные и псевдо-

скалярные поля описываются эрмитовыми матрица-

ми Vµ = V a
µ λa, Aµ = Aa

µλa, σ = σaλa, φ = φaλa,

а кварковые поля Q = (ξPR + ξ†PL)q, где PL,R =

(1 ∓ γ5)/2, принадлежат фундаментальному пред-

ставлению. Остальные обозначения имеют вид

dµ = ∂µ − i
[

ξ(+)
µ + Vµ + γ5

(

ξ(−)
µ +Aµ

)]

, (5)

ξ(±)
µ =

i

2

(
ξ∂µξ

† ± ξ†∂µξ
)
, (6)

Σ = ξmξ + ξ†mξ†, ξ = exp

(
i

2
φ

)

. (7)

Псевдоскалярное поле φ безразмерно, позднее, при

переходе к полевым функциям физических состоя-

ний, оно приобретет необходимую размерность мас-

сы. Элементами матрицы M = diag(Mu,Md,Ms) яв-

ляются массы конституентных кварков Q. Эти мас-

сы возникают в результате динамического наруше-

ния симметрии и связаны с массами легких кварков

уравнением щели

Mi

(

1− NcGS

2π2
J0(Mi)

)

= mi (i = u, d, s), (8)

где

J0(Mi) = Λ2 −M2
i ln

(

1 +
Λ2

M2
i

)

. (9)

Параметр обрезания Λ характеризует масштаб, на

котором изучается рассматриваемая эффективная

теория. В данном случае это масштаб адронных

масс, который приблизительно равен Λ = 1.1ГэВ.

Математически уравнение щели является услови-

ем минимума эффективного потенциала, который,

как и кинетическая часть эффективного действия,

получаются в результате интегрирования по квар-

ковым полям Q. Последнее дает кварковый детер-

минант, локальная часть которого описывается пер-

выми членами его асимптотического разложения в

ряд по степеням собственного времени. Неравенство

кварковых масс приводит к проблеме, связанной с

учетом разностных эффектов Mi−Mj. Для решения

этой задачи было предложено асимптотическое раз-

ложение по обратным степеням тяжелых масс, ко-

торое основывается на ряде Вольтерры [11]. Имен-

но в этом месте наши вычисления расходятся со

стандартным подходом, традиционно использующим

ряд Тейлора. Разница существенная, поскольку ряд

Вольтерры содержит большое число конечных (при

Λ → ∞) вершин, обращающихся в нуль в преде-

ле равных кварковых масс. Эти вершины содержат

важную дополнительную информацию о нарушени-

ях изоспиновой и флейворной симметрии, отсутству-

ющую в стандартном мезонном лагранжиане модели

НИЛ.

Если кварки массивны, то возникает смешивание

псевдоскалярных полей с аксиально-векторными.

Для устранения смешивания необходимо переопре-

делить аксиально-векторные поля [17]

Aµ = A′
µ − κA ◦ ξ(−)

µ , (10)

где κA – матрица, а символ ◦ означает адамаров-

ское произведение матриц [18], которое определяется

почленным умножением соответствующих элементов

матриц (A ◦ B)ij = AijBij без суммирования по по-

вторяющимся индексам.

Нам здесь потребуются только диагональные эле-

менты матрицы κA, которые имеют вид

(κA)
−1
ii = 1 +

π2

NcGVM2
i J1(Mi)

, (11)

где

J1(M) = ln

(

1 +
Λ2

M2

)

− Λ2

Λ2 +M2
. (12)

Кварковый детерминант содержит кинетические

члены лагранжиана свободных мезонных полей. Они

примут канонический вид после соответствующего

переопределения переменных

φi = f−1
i φR

i (i = u, d, s), (13)

где связь компонент φu,d,s с компонентами φ0,3,8, так

же как и связь между компонентами φR

u,d,s и φR

0,3,8,

стандартна. Новые полевые переменные отмечены

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022
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индексом R и, как легко видеть, имеют размерность

массы, поскольку константы fi ∼ O(
√
Nc) равны

fi =

√

(κA)ii
4GV

. (14)

В результате получаем

Lkin =
1

4

∑

i=u,d,s

(∂µφ
R

i )
2 =

1

2

∑

a=0,3,8

(∂µφ
R

a)
2. (15)

Массовая часть лагранжиана (4) диагональна, ес-

ли используется флейворный базис

Lφ2 = −GV

GS

∑

i=u,d,s

Mimi

(κA)ii
(φR

i )
2
. (16)

Однако, физические π0, η и η′ мезоны не являются

чистыми флейворными состояниями. Поэтому удоб-

но перейти к синглет-октетным компонентам 0, 3, 8.

В этом базисе недиагональные элементы массовой

матрицы равны нулю только в случае точной SU(3)f
симметрии. Итак, находим

Lφ2 = −1

2

∑

a=0,3,8

φR

am
2
abφ

R

b , (17)

где элементы симметричной матрицы m2
ab имеют вид

m2
00 =

4GV

3GS

∑

i=u,d,s

Mimi

(κA)ii
,

m2
88 =

2GV

3GS

(
Mumu

(κA)uu
+
Mdmd

(κA)dd
+ 4

Msms

(κA)ss

)

,

m2
33 =

2GV

GS

(
Mumu

(κA)uu
+
Mdmd

(κA)dd

)

,

m2
08 =

2
√
2GV

3GS

(
Mumu

(κA)uu
+
Mdmd

(κA)dd
− 2

Msms

(κA)ss

)

,

m2
03 =

2
√
2GV√
3GS

(
Mumu

(κA)uu
− Mdmd

(κA)dd

)

,

m2
38 =

1√
2
m2

03. (18)

Здесь необходимо учесть два важных обстоятель-

ства: U(1)A аномалию и нарушение правила ОЦИ.

Оба феномена объясняются в рамках 1/Nc разложе-

ния [19–21]. Их лидирующий вклад имеет порядок

O(1/Nc), т.е., тот же самый порядок, что и лидирую-

щий вклад в (18), где mi ∼ O(1/Nc). Лагранжианы,

отвечающие этим процессам, имеют вид произведе-

ния двух шпуров. На кварк-глюонном уровне такой

вклад возникает от диаграмм с кварковыми петлями,

связанными посредством глюонного обмена.

Лагранжиан, нарушающий U(1)A симметрию,

был получен в работе [22] (см. также [23]). Мы вос-

пользуемся этим результатом, положив

LV =
λV
48

[
tr
(
ln ξξ − ln ξ†ξ†

)]2
= − λV

2F 2
(φR0 )

2. (19)

Размерная константа λV фиксируется, исходя из фи-

зических масс псевдоскалярных мезонов и в пределе

Nc → ∞, не изменяется λV = O(N0
c ).

За нарушение правила ОЦИ отвечает лагранжи-

ан [1]

LZ =
iλZ√
6

tr(φ) tr
[
χ(ξ†ξ† − ξξ)

]
, (20)

где λZ = O(Nc) – размерная константа, а матрица

χ = 2Bm имеет вид

χ =
4GV

GS
diag

(
Mumu

(κA)uu
,
Mdmd

(κA)dd
,
Msms

(κA)ss

)

. (21)

Его квадратичная часть ведет к смешиванию

LZ → 8λZ
GV

GS
φ0
∑

i=u,d,s

Mimi

(κA)ii
φi. (22)

Нефизические поля φ0 и φi необходимо заменить

на физические (13). Так для поля φ0 находим

φ0 =
φR

0

3

(
1

fu
+

1

fd
+

1

fs

)

+
φR

3√
6

(
1

fu
− 1

fd

)

+

+
φR

8

3
√
2

(
1

fu
+

1

fd
− 2

fs

)

=
φR

0

F
+O(N

− 3
2

c ). (23)

Отсюда следует, что выход за рамки лидирующего

приближения в (22) влечет дополнительное смеши-

вание между нейтральными компонентами, индуци-

рованное нарушениями изоспиновой и SU(3)f сим-

метрий.

Далее мы выделим из полученных выше фор-

мул первые члены в их разложении в ряд по 1/Nc.

Здесь мы сделаем только два первых шага, а имен-

но представим элементы массовой матрицы физиче-

ских состояний в виде лидирующего вклада (LO),

который имеет порядок O(1/Nc) и первой поправ-

ки (NLO) к нему O(1/N2
c ). Вычисление второй по-

правки (NNLO) требует дополнительного рассмотре-

ния мезонных однопетлевых вкладов, что выходит за

рамки данной работы.

3. 1/Nc разложение. Шесть параметров моде-

ли Λ, GS , GV , mi удовлетворяют следующим пра-

вилам счета: Λ ∼ O(1), GS , GV ,mi ∼ O(1/Nc). Пер-

вый из них определяет характерный энергетический

масштаб, остальные малы по сравнению с ним. Это

позволяет осуществить систематическое разложение

эффективной теории по степеням 1/Nc.

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022
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Начнем с уравнения щели (8), решение которого

будем искать в виде

Mi(mi) =M0 +M ′(0)mi +O(m2
i ), (24)

где M0 – решение уравнения при больших значениях

Nc. Тогда находим

M ′(0) =
π2

NcGSM2
0J

0
1

=
GV

GS

(
κ−1
A0 − 1

)
≡ a. (25)

Здесь и далее индекс 0 у знака функции, зависящей

от кварковых массmi, означает, что данная функция

вычисляется в пределе mi → 0. Так J0
1 = J1(M0), а

κ−1
A0 = limmi→0(κA)

−1
ii .

Для констант (14), в свою очередь, получаем

fi = F

[

1 +
mi

2M0
(a− δM )

]

, F =

√
κA0

4GV
, (26)

где

δM = a

{

1− 2(1− κA0)

[

1− Λ4

J0
1 (Λ

2 +M2
0 )

2

]}

. (27)

Элементы массовой матрицы m2
ab, с учетом всех

рассмотренных выше вкладов, могут быть представ-

лены в виде суммы m2
ab → M2

ab = M2
ab + ∆M2

ab, где

первое слагаемое есть лидирующий вклад, а второе

– первая поправка к нему. Основной вклад имеет по-

рядок O(1/Nc) и описывается формулами

M2
00 =

2

3
B0(mu +md +ms)(1 − 2∆N ) + λ2η,

M2
88 =

1

3
B0(mu +md + 4ms),

M2
08 =

√
2

3
B0(mu +md − 2ms)(1−∆N ),

M2
03 =

√

2

3
B0(mu −md)(1−∆N ),

M2
38 =

1√
3
B0(mu −md),

M2
33 = B0(mu +md), (28)

где мы ввели следующие обозначения:

∆N = 2
√
6
λZ
F 2

, λ2η =
λV
F 2

, (29)

B0 = −〈q̄q〉0
F 2

=
2GVM0

GSκA0
=

M0

2GSF 2
. (30)

Этот результат совпадает с известными формулами,

установленными Лойтвиллером [1], с той лишь раз-

ницей, что в рассматриваемом здесь случае все па-

раметры, кроме ∆N и λ2η, связаны с основными кон-

стантами четырехкварковой динамики.

Смешивание φR

3 с φR

0 и φR

8 происходит за счет на-

рушения изоспиновой симметрии. В первом порядке

по разности массmd−mu оно устраняется поворотом

на малые углы ǫ′ и ǫ соответственно. Смешивание

компонент φR

0 и φR

8 – результат нарушения SU(3)f
симметрии. Для его устранения необходимо осуще-

ствить поворот на угол θ. С точностью до первого по-

рядка по нарушению изотопической симметрии пре-

образование нейтральных компонент к физическим

состояниям π0, η и η′ имеет вид

φR

3 = π0 − ǫη − ǫ′η′,

φR

8 = (ǫ cos θ + ǫ′ sin θ)π0 + cos θη + sin θη′,

φR

0 = (ǫ′ cos θ − ǫ sin θ)π0 − sin θη + cos θη′. (31)

Данное ортогональное преобразование диагонализу-

ет массовую матрицу M2
ab, если углы смешивания

удовлетворяют требованиям

tan 2θ =
2M2

08

M2
00 −M2

88

, ǫ =
sin θM2

03 − cos θM2
38

m2
η −m2

π0

,

ǫ′ = −cos θM2
03 + sin θM2

38

m2
η′ −m2

π0

, (32)

где

m2
η,η′=

1

2

[

M2
00 +M2

88 ∓
√

(M2
00 −M2

88)
2 + 4M4

08

]

,

m2
π0 =M2

33. (33)

Поскольку формулы (28) содержат только два

неизвестных параметра ∆N и λ2η, их можно опре-

делить, исходя из известных масс η и η′ мезонов.

Для этого сначала найдем массы кварков, восполь-

зовавшись физическими массами π+, K+ и K0 ме-

зонов, которые в данном приближении определяют-

ся формулами алгебры токов: µ̄2
π+ = B0(mu + md),

µ̄2
K+ = B0(mu +ms), µ̄

2
K0 = B0(md +ms). Черта над

символом массы указывает на то, что данное выра-

жение получено без учета электромагнитных взаимо-

действий. Если же их учесть, то массы заряженных

состояний вырастают:

µ2
π+ = µ̄2

π+ +∆2
el, µ2

π0 = µ̄2
π+ = µ̄2

π0 ,

µ2
K+ = µ̄2

K+ + ∆̃2
el, µ2

K0 = µ̄2
K0 . (34)

Известно, что разница масс заряженного и нейтраль-

ного пионов обусловлена в основном электромагнит-

ным взаимодействием. Вклад сильных взаимодей-

ствий пропорционален (md − mu)
2, и поэтому пре-

небрежимо мал. Если воспользоваться теоремой Да-

шена ∆2
el = ∆̃2

el [24], то из приведенных массовых

формул находим mu = 2.6МэВ, md = 4.7МэВ, и
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ms = 95МэВ. Затем из системы двух уравнений на

массы η и η′ мезонов определяем параметры λ2η =

= 0.891ГэВ2 и ∆N = 0.48. Углы смешивания оказы-

ваются равными ǫ = 0.014, ǫ′ = 0.0037, θ = −10.5◦.

Приведенные выше оценки показывают, что в ли-

дирующем приближении правило Цвейга сильно на-

рушено, что также отмечалось в [1, 25]. Только та-

кой ценой можно добиться удовлетворительного опи-

сания спектра η-η′ мезонов. В отсутствии лагран-

жиана (20) масса η мезона оказывается значительно

ниже своего феноменологического значения, а угол

θ = −18.3◦. Взаимодействие, нарушающее прави-

ло Цвейга, успешно решает спектральную задачу,

но ведет к уменьшению абсолютной величины угла

θ. Заметим, что этот результат близок к величине

θ = −12.3◦ [26], и в точности совпадает с результатом

работы [27], полученным однако уже с учетом первой

поправки в 1/Nc киральной теории возмущений.

Сделаем следующий шаг и вычислим первую по-

правку ∆Mab к основному результату. Вклад в нее

дают как формулы (18), так и формулы (22). В ито-

ге получаем

∆M2
00 =

2B0

3M0

{

(m2
u+m

2
d+m

2
s) [(a−3δM)∆N+δM ] +

+
1

3
(mu+md+ms)

2(a−δM)

}

,

∆M2
88 =

B0

3M0

[
(m2

u+m
2
d+4m2

s)δM +

+
1

3
(2ms−mu−md)

2∆N

]

,

∆M2
08 =

√
2B0

3M0

{

(2m2
s−m2

u−m2
d)

[
3δM−a

2
∆N−δM

]

+

+
∆N

3
(2ms−mu−md)(mu+md+ms)(δM−a)

}

,

∆M2
03 =

√

2

3

B0

M0

{

(m2
d−m2

u)

[
3δM−a

2
∆N−δM

]

+

+
1

3
∆N (md−mu)(mu+md+ms)(δM − a)

}

,

∆M2
38=

1√
3

B0

M0
(md−mu)

[

(2ms−mu−md)
a− δM

3
∆N−

−(md+mu)δM

]

,

∆M2
33 =

B0

M0
(m2

u +m2
d)δM . (35)

Поправки, индуцированные формулой (18), с точно-

стью до общего множителя совпадают с результатом

1/Nc киральной теории возмущений [27]. Соответ-

ствие между множителями имеет вид

δM
M0

→ 16
B0

F 2
0

(2L8 − L5). (36)

Поправки ∼ ∆N в [27] не рассматривались.

При получении (35) мы, как и ранее, пренебрегли

членами второго порядка по нарушению изотопиче-

ской симметрии. Напомним, что в этом приближении

массовая матрица M2
ab по-прежнему диагонализует-

ся ортогональным преобразованием (31).

Чтобы получить численные значения, во-первых,

необходимо определить величины масс легких квар-

ков. Для этого будем использовать массовые форму-

лы π±, K± и K0 мезонов, в которых также учтена

первая поправка к результату алгебры токов, а имен-

но

m̄2
π+ = µ̄2

π+

(

1 +
mu +md

2M0
δM

)

, (37)

m̄2
K+ = µ̄2

K+

(

1 +
mu +ms

2M0
δM

)

, (38)

m̄2
K0 = µ̄2

K0

(

1 +
md +ms

2M0
δM

)

. (39)

Во-вторых, необходимо также учесть, что теоре-

ма Дашена справедлива только в лидирующем при-

ближении кирального разложения. При выходе за

его рамки следует принять во внимание возможное

отклонение от нее, т.е., считать, что ∆̃2
el 6= ∆2

el =

= m2
π+ −m2

π0 . В результате массовые формулы (37)–

(39) приобретают дополнительную зависимость от

параметра ∆̃el, область изменения которого мож-

но зафиксировать из наблюдаемой ширины распада

η → π+π−π0 [1]. Это позволяет установить следую-

щий интервал для величины ∆̃el = (44.8± 4.5)МэВ,

и как следствие зафиксировать кварковые массы:

mu = (2.65 ± 0.07)МэВ, md = (4.63 ± 0.07)МэВ,

ms = (85.94 ± 0.07)МэВ. Теперь, как и раньше, ис-

ходя из феноменологических значений η и η′ масс,

определим параметры ∆N и λ2η. В результате нахо-

дим, что θ = −20.4◦,

ǫ = 0.013± 0.001, ǫ′ = 0.0039± 0.0003,

∆N = 0.38, λ2η = (0.730± 0.001)ГэВ2. (40)

Интересно отметить, что учет NLO поправок

практически не отразился на значениях углов ǫ и ǫ′,
которые согласуются с феноменологическими оцен-

ками ǫ = 0.014, ǫ′ = 0.0037 [28], а вот абсолютная

величина угла θ заметно выросла и находится в со-

гласии с результатом киральной теории возмущений

θ = −20◦ ± 4◦ [29], но несколько превышает резуль-

тат аномальных правил сумм θ = −14.2◦ ± 0.7◦ [30].

Параметр ∆N , характеризующий степень нарушения

правила Цвейга, уменьшился. Величина константы
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λ2η тоже уменьшилась и практически совпала с оцен-

кой λ2η = 0.726ГэВ2, сделанной в работе [20].

Из формул (14) получаем величины констант

fu = 92.7 МэВ, fd = 93.7 МэВ и fs = 132.8 МэВ.

Зная, что для константы слабого распада пиона мо-

дель дает значение fπ = 93.2МэВ, находим, что от-

ношение fs/fπ = 1.42. Эта величина находится в со-

гласии с оценкой аномальных правил сумм fs/fπ =

= 1.65 ± 0.25 [30] и близка к феноменологической

оценке fs/fπ = 1.34±0.06, приведенной в работе [31].

4. Выводы. В работе вычислены основные ха-

рактеристики π0-η-η′ системы в модели с четы-

рехкварковыми взаимодействиями. При бозонизации

кварковых вершин использован новый метод для

низкоэнергетического разложения кваркового детер-

минанта с виртуальными частицами неравной мас-

сы. Предположив, что массы легких кварков обра-

щаются в нуль в пределе Nc → ∞, мы получили мас-

совые формулы и константы распада данных псев-

доскалярных состояний в виде двух первых членов

их разложения в ряд по 1/Nc. В результате удалось

описать спектр масс η-η′ мезонов и исследовать во-

прос о степени нарушения правила Цвейга. Получен-

ная здесь оценка ∆N = 0.38 указывает на умеренное

нарушение правила ОЦИ. Подчеркнем, что рассмот-

ренные здесь O(1/N2
c ) поправки к взаимодействию,

нарушающему правило Цвейга, ранее в литературе

не изучались. Например, в работе [32] эффективный

лагранжиан, хотя и содержит взаимодействия, нару-

шающие правило Цвейга, но только в лидирующем

порядке по 1/Nc.
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1. Введение. Квантовый конденсатный меха-

низм происхождения массы бозона Хиггса без яв-

ного нарушения конформной симметрии был пред-

ложен в статье [1]. В этой конструкции конденсат

топ-кварков заменяет тахионный массовый член в

феноменологическом потенциале Хиггса. Значение

кваркового конденсата не может быть напрямую вы-

числено в рамках КХД, поскольку соответствую-

щие ему интегралы расходятся и требуют перенор-

мировки с привлечением каких-либо дополнитель-

ных условий, например, экспериментальных данных.

Нетривиальность топологии пространства может за-

дать требуемое нам условие перенормировки в рас-

четах. Существуют различные эффективные методы

регуляризации и перенормировки ультрафиолетовых

расходимостей [2]. Первый такой последовательный

метод был разработан в статье Я. Б. Зельдовича и

А. А. Старобинского [3] в более общем случае анизо-

тропной космологической модели типа I по Бианки,

который совпадает с методом, позднее предложен-

ным в статье [4]. Для случая топологического эффек-

та Казимира извлечение конечного значения фер-

мионного конденсата можно достичь вычитанием из

расходящейся суммы, определенной в пространстве-

времени Фридмана соответствующего расходящегося

интеграла, определенного в касательном простран-

стве Минковского. С этой целью применяется фор-

мула Абеля–Плана из теории аналитических функ-

ций, примененная впервые в космологическом кон-

тексте в работе [5], см. также книгу [6]. Конденсат

1)e-mail: arbuzov@theor.jinr.ru

Казимира конформного массивного скалярного поля

в компактной фридмановской вселенной в статиче-

ском приближении был ранее вычислен в работе [7].

2. Конформное массивное биспинорное по-

ле. Конформная метрика пространства-времени все-

ленной Фридмана M = R
1 × S3 имеет вид

ds2 = a2(η)
(
−dη2 + dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

)
,

(1)

где η – конформное время; a(η) – конформный мас-

штабный фактор, имеющий смысл радиуса трехмер-

ной сферы S3; χ, θ и φ – угловые координаты сфе-

ры. Выполним преобразование к конформной метри-

ке g̃µν(x) и конформному биспинорному полю ψ̃(x)

согласно их конформным весам:

gµν(x) = (a(η)/a0)
2
g̃µν(x), ψ(x) = (a0/a(η))

3/2
ψ̃(x).

(2)

Канонический гамильтониан частиц с растущей мас-

сой в статическом пространстве приводит к конеч-

ным значениям плотности создаваемых частиц [8].

Современная диаграмма Хаббла интерпретирует-

ся в конформных переменных без введения так

называемой темной энергии [9, 10]. Статический

пространственно-временной интервал отвечает все-

ленной с современным радиусом a0

ds̃2 = a20(−dη2 + dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)) (3)

с кривизной R̃ = 6/a20. Переход к конформным пере-

менным приводит к наблюдаемым величинам с регу-

лярным поведением при a = 0. Теперь задача фор-

мулируется для биспинорного поля с массой (ma) в
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статической вселенной Эйнштейна R
1 × S3, где S3 –

сфера радиуса a0.

Уравнение Дирака для массивного биспинорного

поля ψ(x) в пространстве-времени Фридмана [2] име-

ет вид

γ0
(
∂

∂η
+

3a′

2a

)

ψ(x) + γ1
(
∂

∂χ
+ cotχ

)

ψ(x) +

+ γ2
1

sinχ

(
∂

∂θ
+

1

2
cot θ

)

ψ(x) +

+ γ3
1

sinχ sin θ

∂

∂φ
ψ(x) + ıamψ(x) = 0, (4)

где используются матрицы Дирака в стандартном

представлении. Штрих означает дифференцирова-

ние по конформному времени η. Для разделения пе-

ременных возьмем анзац [6]

ψ̃J(x) =

(

fλ+(η)I 0

0 fλ−(η)I

)

NJ(χ, θ, φ), (5)

где I – единичная матрица (2 × 2); NJ(χ, θ, φ) =

= (N1, N2, N3, N4)
T – биспинор с комбинированным

индексом J ≡ {λ, j, l,M}:

λ = 3/2, 5/2, . . . ; j = 1/2, 3/2, . . . ,

λ− 1; l = j ± 1/2; −j ≤M ≤ j.
(6)

Переменные fλ+ и fλ− как функции конформно-

го времени подчиняются осцилляторным уравнени-

ям второго порядка

f ′′
λ± +

(
ω2
λ(η)± ıma′(η)

)
fλ± = 0,

ω2(η) ≡ λ2 +m2a2(η).
(7)

После подстановки (5) уравнение Дирака (4) прини-

мает вид

− ıλ

(

I 0

0 −I

)

NJ +

+

(

0 σ1

−σ1 0

)(
∂

∂χ
+ cotχ

)

NJ +

+
1

sinχ

(

0 σ2

−σ2 0

)(
∂

∂θ
+

1

2
cot θ

)

NJ +

+
1

sinχ sin θ

(

0σ3

−σ3 0

)

∂NJ

∂φ
= 0,

где были использованы матрицы Паули σi.

3. Казимировский конденсат массивного

биспинорного поля. Чтобы оценить вакуумное

среднее фермионного поля (его конденсат), разло-

жим оператор поля в виде полного набора собствен-

ных спиноров с положительной и отрицательной час-

тотой. Затем оператор квантового поля комбиниру-

ется как сумма

ψ̃(x) =
∑

J

(

ψ̃
(+)
J (x)âJ + ψ̃

(−)
J (x)b̂+J

)

. (8)

Здесь âJ – оператор уничтожения частиц и b̂+J – опе-

ратор рождения античастиц. Мы определяем кван-

товый конденсат Казимира как вакуумное среднее

значение двух операторов в одной точке. После ис-

пользования стандартных антикоммутационных со-

отношений мы получаем следующую формулу сум-

мы мод:

〈0| ¯̃ψ(x)ψ̃(x)|0〉 =
∑

J

¯̃
ψ
(−)
J (x)ψ̃

(−)
J (x) =

=
∑

J

ψ
(−)
J

+
(x)γ0ψ

(−)
J (x), (9)

где ψ̄ ≡ ψ+γ0. Согласно (9) можно заключить, что

казимировский конденсат образован виртуальными

античастицами. Представим сумму (9) в матричном

виде

∑

J

N+
J (χ, θ, φ)

(

f
(−)
λ+ (η)I 0

0 f
(−)
λ− (η)I

)

γ0 ×

×
(

f
(−)
λ+ (η)I 0

0 f
(−)
λ− (η)I

)

NJ(χ, θ, φ). (10)

Ограничим наше внимание чисто статическим

вкладом в квантовый конденсат и рассмотрим слу-

чай квазистатического состояния (a′ = 0) [2]. Реше-

ния с положительной и отрицательной частотой сле-

дующие:

f
(+)
λ± (η) = ±

√
ω ∓ma

ω
eıωη,

f
(−)
λ± (η) =

√
ω ±ma

ω
e−ıωη.

(11)

Отрицательно-частотные решения (11) удовлетворя-

ют равенству

|f (−)
λ+ |2 − |f (−)

λ− |2 = 2ma/ω. (12)

Применим формулу суммирования по квантовым

числам для дальнейших расчетов квантового кон-

денсата:

∑

j,l,M

ψ
(±)
J

+
(x)ψ

(±)
J (x) =

1

π2a3

(

λ2 − 1

4

)

. (13)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Казимировский конденсат

массивного фермионного поля как функция перемен-

ной массы частицы ma

Суммируя по квантовым числам, получаем расходя-

щийся ряд

〈0| ¯̃ψ(x)ψ̃(x)|0〉 = ma

π2

∞∑

λ=3/2,5/2,...

λ2 − 1/4√
λ2 +m2a2

. (14)

Формула Абеля–Плана для перенормировки анали-

тической функции [2]

ren

∞∑

λ=0

F (λ+ 1/2) ≡
∞∑

λ=0

F (λ+ 1/2)−

−
∞∫

0

dt F (t) = −ı
∞∫

0

dt
F (ıt)− F (−ıt)
exp(2πt) + 1

(15)

применяется в случае суммирования с полуцелыми

числами. В случае трехмерного евклидова простран-

ства, касательного к S3, мы имеем топологический

эффект Казимира, который приводит к перенорми-

рованному результату в виде следующего сходяще-

гося интеграла:

c̃ := 〈0| ¯̃ψ(x)ψ̃(x)|0〉ren =

= 2
ma

π2

∞∫

ma

dλ (λ2 + 1/4)√
λ2 −m2a2(exp(2πλ) + 1)

. (16)

В нижнем пределе интегрирования (16) стоит зави-

сящая от масштабного фактора безразмерная масса

фермиона ma. Зависимость от этой массы конформ-

ного конденсата Казимира c̃ = c̃(ma) показана на

рис. 1.

4. Заключение. Таким образом, мы вычисли-

ли конденсат биспинорного поля во фридмановской

вселенной как функцию масштабного фактора. То-

пологические условия Казимира в выбранной нами

метрике позволили перенормировать расходящийся

ряд и получить конечный конкретный ответ для ис-

комой величины. Проведенные вычисления выполне-

ны с использованием методов, описанных в книге [6],

и дополняют представленные там результаты. Полу-

ченный нами результат будет использован для опи-

сания эволюции полей в ранней вселенной. Прямое

использование нашего результата для вычисления

кварковых конденсатов в КХД невозможно в силу

необходимости учета там динамики сильных взаимо-

действий и нарушения конформной инвариантности.
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Рассчитаны параметры взаимодействия состояний 3d-электрона с электромагнитной волной и веро-

ятности магнитных и электрических дипольных переходов между состояниями основного терма иона

железа, расщепленного под действием кристаллического поля, обменного и спин-орбитального взаимо-

действий. Построены графики зависимости линий поглощения от величины и направления приложенно-

го магнитного поля. Показано, что эффект оптического диода, обнаруженный в работе [Sh. Yu, B. Gao,

J. W. Kim, S.-W. Cheong, M.K. L. Man, J. Madeo, K.M. Dani, and D. Talbayev, Phys. Rev. Lett. 120, 037601

(2018)], может быть объяснен интерференцией магнитных и электрических дипольных переходов.

DOI: 10.31857/S1234567822070035, EDN: fkujxo

1. Введение. В работе [1] обнаружен интересный

эффект: в терагерцевом спектре поглощения фер-

римагнетика FeZnMo3O8 интенсивность света, пере-

даваемого в одном направлении, более чем в 100

раз превышает интенсивность света, передаваемого

в противоположном направлении. Авторы предполо-

жили, что этот эффект связан либо с некими, пока

не известными, тороидальными моментами, либо с

динамической магнитоэлектрической связью. В на-

стоящей работе приводятся результаты микроскопи-

ческого расчета уровней энергии, волновых функций

и вероятностей переходов от суммы операторов взаи-

модействия электронов с магнитной и электрической

компонентой электромагнитной волны при различ-

ных поляризациях. Полученные результаты дают ос-

нование заключить, что эффект оптического диода,

обнаруженный в работе [1], объясняется интерферен-

цией магнитных и электрических переходов между

состояниями ионов железа основной конфигурации в

октаэдрически координированных позициях из ионов

кислорода. Согласно выводам работ [2, 3] тетраэдри-

ческие позиции Fe2+ в FeZnMo3O8 преимущественно

заняты немагнитными ионами Zn. К такому же вы-

воду можно прийти, сравнив спектры отражения для

кристаллов Fe2Mo3O8 и FeZnMo3O8, приведенные в

[4] на Fig. 9. Переход с энергией 3500 см−1, характер-

ный для иона железа в тетраэдрической позиции, ед-

ва заметен в FeZnMo3O8.

2. Энергетическая схема уровней. Расчет

энергетической схемы уровней низколежащих состо-

яний иона Fe2+ в октаэдрических позициях прово-

1)e-mail: meremin@kpfu.ru

дился в рамках стандартной теории кристаллическо-

го поля [5] с учетом обменного (молекулярного) поля,

действующего со стороны окружающих магнитных

ионов. Оператор энергии записывался в виде:

H =
∑

k=2,4,
q=0,±3

B(k)
q C(k)

q + λLS + µBH(geS+ L) +

+ µBgeBmolSz. (1)

Параметры оператора кристаллического поля B
(k)
q

рассчитывались по структурным данным [4] с уче-

том эффектов ковалентной связи c соседними иона-

ми кислорода, как это делалось для иона Fe2+ в

FeCr2O4 [6]. В процессе расчета величины парамет-

ров B
(4)
0 и B

(4)
3 получились равными (в см−1) −9369

и −9828 соответственно. Значение B
(2)
0 ≃ 550 см−1

определяется суммой почти одинаковых вкладов от

зарядов удаленных лигандов и полей ближайшего

окружения, но с противоположными знаками, что

приводит к большой погрешности в его теоретиче-

ской оценке. Величина B
(2)
0 уточнялась по значению

магнитного момента основного состояния 3.9µB/f.u.,

который был измерен в работе [7] методами мёссбауэ-

ровской спектроскопии. Параметр спин-орбитальной

связи принимался равным λ = −95 см−1 [5]. Послед-

ние два слагаемых в (1) учитывают внешнее магнит-

ное (H) и суперобменное (молекулярное Bmol) поля.

Ось квантования z выбрана вдоль оси c кристалла, а

направления осей x и y – так, чтобы величина ImB
(4)
3

оказалась равной нулю. В соответствии с имеющи-

мися экспериментальными данными [7] предполага-

лось, что в магнитно-упорядоченном состоянии спи-

ны направлены вдоль оси c. Результат расчета частот

переходов приведен на рис. 1.
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Рассчитанные зависимости

положения линий поглощения при различных значени-

ях напряженности и ориентациях магнитного поля H .

Символами изображены экспериментальные данные из

работы [1]. Яркость рассчитанных нами линий пропор-

циональна вероятностям соответствующих переходов

Волновые функции низколежащих уровней энер-

гии в нулевом магнитном поле имеют вид (в базисе

|MLMS〉 и c энергией в аргументе в см−1):

ψ↑(0) ≈ 0.65|2, 2〉 − 0.60|0, 1〉 − 0.4| − 1, 2〉,
ψ0(42.4) ≈ −0.72|0, 0〉+ 0.46|2, 1〉 − 0.34| − 2,−1〉,

− 0.32| − 1, 1〉 − 0.24|1,−1〉, (2)

ψ↓(93.6) ≈ −0.69|0,−1〉 − 0.51| − 2,−2〉,
− 0.33|1,−2〉+ 0.31|2, 0〉 − 0.23| − 1, 0〉.

Величина обменного поля считалась равной Bmol ∼
∼ −36.5Тл. Для предварительной оценки этого зна-

чения использовалась информация об обменных ин-

тегралах, полученная по температурным зависимо-

стям магнитной восприимчивости в работе [2]. Пара-

метры оператора кристаллического поля, как и вели-

чина обменного поля, затем уточнялись по положе-

нию терагерцовой линии поглощения 42 см−1 в нуле-

вом магнитном поле и в поле 12 Tл [1].

Наша модель отличается от предложенной в ра-

боте [1]. Используемая авторами модель одиночного

центра с эффективным спином S = 2 ограничена в

своем применении, так как не учитывает обменной

связи между ионами железа, а также орбитальные

степени свободы. Экспериментальные данные (круж-

ки и треугольники), приведенные на рис. 1, получены

при T = 4К, что ниже температуры Кюри, которая

по данным работы [7] равна 12 К.

Как видно из рис. 1, наш расчет верно передает

тенденцию изменения частот переходов ψ↑ → ψ0 при

увеличении магнитного поля до 15 Тл. Рассчитанные

вероятности переходов на состояние ψ↓, изображен-

ные бледными линиями в области 100 см−1, относи-

тельно малы, но растут с увеличением магнитного

поля. Поэтому это состояние в эксперименте наблю-

дается только в поле порядка 16 Тл.

3. Эффект оптического диода как след-

ствие интерференции магнитных и электриче-

ских дипольных переходов. Эффективный опе-

ратор взаимодействия 3d-электрона с электрическим

полем, в общем случае, имеет вид [8, 9]:

HE =
∑

p t k

{

E(1)U (k)
}(p)

t
D

(1k)p
t , (3)

где фигурные скобки обозначают прямое произведе-

ние сферических компонент вектора электрического

поля и единичного неприводимого тензорного опера-

тора. Индекс p принимают нечетные значения 1, 3 и

5, а индекс k – только четные 2 и 4. Так как позиция

иона железа имеет тригональную симметрию, ин-

декс t принимает значения +3, −3 и 0. Октаэдриче-

ское окружение Fe2+ из ионов кислорода искажено –

центр инверсии отсутствует [2], поэтому запрет на

электрические-дипольные переходы по четности сни-

мается из-за примеси возбужденных конфигураций

противоположной четности. Величины параметров

оператора (3) были рассчитаны на хартри-фоковских

волновых функциях с учетом смешивания состояний

основной электронной конфигурации 3d6 c возбуж-

денной 3d54p из-за нечетного кристаллического по-

ля на позициях Fe2+, а также с состояниями с пе-

реносом заряда: когда электроны из внешних элек-

тронных оболочек ионов кислорода перескакивают в

3d-оболочку железа. В результате расчета получены

следующие значения (в дебаях):

D
(12)1
0 = −2.16, D

(12)3
0 = 1.04,

D
(14)3
0 = −3.30, D

(14)5
0 = −0.05,

D
(12)3
3 = 0.91, D

(14)3
0 = −2.39,

D
(14)5
3 = 0.29. (4)

Оператор взаимодействия с компонентой магнитного

поля электромагнитной волны записывался в стан-

дартном виде:

HM = µBn(L+ geS)H
ω, (5)

где n – коэффициент преломления, равный n = 3.3

[1]. Коэффициент поглощения пропорционален квад-

рату модуля от суммы операторов (3) и (5)

α ∝ |〈f |HE +HM |0〉|2. (6)

Из (6) видно, что если одновременно разрешены

как электрические, так и магнитные дипольные пе-
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реходы, то в вероятности суммарного перехода по-

являются слагаемые, пропорциональные произведе-

нию компонент магнитного и электрического полей,

т.е. – это динамический магнитоэлектрический эф-

фект. Интенсивность света, прошедшего через пла-

стинку образца, при сохранении поляризации элек-

трической компоненты изменяется также при изме-

нении направления волнового вектора, так как при

этом направление магнитной компоненты света изме-

няется на противоположное. В терминах магнитооп-

тики можно говорить об эффекте невзаимности, обу-

словленной интерференцией магнитных и электриче-

ских дипольных переходов. Интересно отметить, что

в этом случае видна интерференция взаимно орто-

гональных электрической и магнитной компонент в

одной и той же световой волне. При этом, в отли-

чие от статического магнитоэлектрического эффек-

та, наличие постоянного внешнего магнитного поля

необязательно.

Для контроля правильности наших представле-

ний о происхождении спектров возбуждения (в прин-

ципе они могли бы быть связаны с коллектив-

ными возбуждениями типа магнонов) для начала

мы рассчитали относительные интенсивности пере-

ходов при различных поляризациях электромагнит-

ной волны. Результаты нашего расчета для перехо-

дов в нулевом поле приведены на рис. 2. Как вид-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Рассчитанные интенсивности

поглощения при различных поляризациях падающе-

го света изображены вертикальными отрезками. 1 –

Eω ⊥ c Hω ⊥ c; 2 – Eω||c Hω ⊥ c; 3 – Eω ⊥ c Hω||c.

Подразумевается, что высота 1 равна сумме всех трех,

а высота 2 – сумме двух нижних отрезков. Сплошными

контурами изображены формы спектров поглощения

из работы [1] при T = 12−14К

но из рис. 1, 2, предложенная модель воспроизводит

частоту и относительные интенсивности переходов в

пределах низко лежащих состояний ионов железа в

слабых магнитных полях. Таким образом, наблюда-

емое в [1] поглощение на частоте 42 см−1 мы интер-

претируем как переход между состояниями ψ↑ и ψ0.

Результаты расчетов вероятностей переходов при

наложении внешнего магнитного поля представле-

ны на рис. 3. Из-за примерного равенства матрич-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Интенсивности поглощения

при изменении направления внешнего магнитного поля

в конфигурации Eω||c Hω ⊥ c, рассчитанные по фор-

муле (6) с шагом 2 Тл. Смысл вертикальных отрезков

тот же, что и на рис. 2. Сплошными контурами изоб-

ражены формы спектров поглощения [1] при T = 4К

ных элементов от операторов магнитных и электри-

ческих дипольных переходов возник эффект опти-

ческого диода. Особенно ярко эффект интерферен-

ции проявляется на переходе ψ↑ → ψ0. Сплошным

контуром изображена форма спектра поглощения в

магнитных полях 0 (зеленый) и ±12Тл (красный, би-

рюзовый) из [1]. Первая слева вертикальная линия –

расчет по формуле (6) в нулевом внешнем магнит-

ном поле. Как видно из рис. 1, 3, рассчитанный нами

сдвиг частоты перехода при увеличении магнитного

поля несколько отстает от того, который зарегистри-

рован экспериментально. Однако тенденция увеличе-

ния эффекта оптического диода соответствует экспе-

рименту. На рисунке 3 видно, что рассчитанные ко-

эффициенты поглощения при переключении направ-

ления внешнего магнитного поля 12 Тл действитель-

но отличаются на два порядка величины, как об этом

сообщалось в работе [1].

На рисунке 4 приведены рассчитанные нами за-

висимости интегральной интенсивности поглощения

при изменении величины и направления внешнего

магнитного поля, нормированные на их значения в

нулевых магнитных полях.

Интересно отметить, что по нашим расчетам эф-

фект оптического диода должен также наблюдаться

и в конфигурациях (геометриях) Eω||H ⊥ c, Hω||c и

Eω||c, H ⊥ Hω ⊥ c. Этот вывод интересно было бы

проверить экспериментально.

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



К теории оптического диода на ионах железа в FeZnMo3O8 423

Рис. 4. (Цветной онлайн) Относительная интенсив-

ность поглощения на переходе ψ↑ → ψ0 при различных

ориентациях компонент падающего света при постоян-

ном направлении волнового вектора k, нормированная

на величину поглощения в нулевом магнитном поле. 1 –

Eω||c H ||Hω ⊥ c; 2 – Eω||c H ⊥ Hω ⊥ c; 3 – Eω||H ⊥ c

Hω||c. Кружками представлены относительные интен-

сивности, оцененные по площадям (интегральная ин-

тенсивность) под контурами поглощения I =
∫
ω
αdω из

работы [1]

Отклонение расчетной линии от эксперименталь-

ных точек (отмеченных кружками) в области поло-

жительных значений H , возможно, связано с нали-

чием сателлита, неизвестного пока происхождения, в

высокополевом крыле линии.

4. Заключение. Рассчитаны матричные элемен-

ты магнитных и электрических дипольных пере-

ходов между подуровнями тонкой структуры тер-

ма Fe2+ (5D) в октаэдрических позициях кристал-

ла FeZnMo3O8. Найдено, что они одного порядка

величины, поэтому возможна интерференция элек-

трических и магнитных дипольных переходов, из-за

которой и возникает явление невзаимности. Полевая

зависимость и правила отбора в терагерцовом спек-

тре поглощения успешно воспроизводятся разрабо-

танной микроскопической моделью. Предложенная

теория эффекта оптического диода может быть ис-

пользована для предсказаний этого эффекта на раз-

личных переходах, как в терагецевом, так и в опти-

ческом диапазонах частот в различных соединениях

с незаполненными 3d-оболочками.

Авторы благодарны доктору МВ Иоахиму Дей-

зенхоферу за обсуждение особенностей терагерцевой
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Приведены результаты экспериментов по исследованию когерентных осцилляций оптического поля

в диапазоне ТГц, наблюдавшихся в GaAs/AlGaAs объемных гетероструктурах при генерации импульсов

сверхизлучения. Обнаружены оптические спектры в виде дублетов, характерных для осцилляций Раби

с расщеплением в диапазоне 1.3–4.4 мэВ на длине волны 860–890 нм и соответствующие когерентные ко-

лебания поля во временной области. Эффект возникал только в режиме сильной связи оптического поля

с электронно-дырочной системой. Продемонстрировано, что режим сильной связи в условиях экспери-

мента возможен только при условии конденсации электронно-дырочных пар в фазовом пространстве.

Результаты экспериментов являются еще одним убедительным доказательством конденсации электронов

и дырок в объемном GaAs при комнатной температуре, обсуждавшейся в наших работах ранее.

DOI: 10.31857/S1234567822070047, EDN: fkvuxh

Исследование резонансного взаимодействия

электромагнитного поля с квантовыми система-

ми различной природы является важной частью

современной квантовой оптики и квантовых ин-

формационных технологий [1]. Одним из основных

фундаментальных эффектов такого взаимодействия

являются осцилляции Раби, представляющих собой

периодический обмен энергией между полем и

квантовой средой. В последние годы осцилляции

Раби интенсивно исследовались в широком спектре

квантовых систем, включая ульрахолодные газы,

квантовые точки, отдельные спины, сверхпроводя-

щие кубиты, экситонные поляритоны в микроре-

зонаторах, и др. [2–5]. Возникновение осцилляций

Раби характерно не только для взаимодействия

поля с одиночными квантовыми излучателями, но

также наблюдалось в экспериментах с ансамблями

осцилляторов, включая режимы коллективного

спонтанного распада (сверхизлучения) [6].

В настоящее время общепризнано, что для

возникновения осцилляций Раби необходим ре-

жим сильной связи между электромагнитным

полем и квантовым излучателем [1, 7, 8]. Количе-

ственной величиной этой связи является параметр

g0 = µ
√

~ω/2εV , где µ есть матричный элемент

перехода, ~ω – энергия кванта, ε – диэлектрическая

1)e-mail: peter@lebedev.ru

проницаемость среды, а V – объем, занимаемый

оптической модой в среде. Очевидно, что для уве-

личения параметра связи разумно использовать

микрорезонаторы различного типа с малой величи-

ной V . Экспериментально и теоретически показано,

что увеличение числа N взаимодействующих с по-

лем излучателей приводит к росту параметра связи

по формуле g(N) = g0
√
N [6, 9, 10]. Необходимым

условием возникновения осцилляций Раби является

выполнение соотношения

2g > (κ+ γ)/2, (1)

где κ – величина, обратная времени жизни фотонов

в резонаторе, а γ – скорость спонтанной рекомбина-

ции [1]. Это соотношение демонстрирует преимуще-

ства использования высокодобротных резонаторов с

малой величиной κ [5, 11–13].

Квантовые точки и экситоны-поляритоны в кван-

товых ямах, помещенные в микрорезонаторы, яв-

ляются основными полупроводниковыми объектами

для исследований в области резонаторной кванто-

вой электродинамики [14–16]. В таких устройствах

при определенных условиях возможно наблюдение

Бозе конденсации экситон-поляритонов при криоген-

ных температурах [17]. Однако широко распростра-

ненные лазерные гетероструктуры с типичными дли-

нами резонаторов 100–500 микрон никогда ранее не

рассматривались в качестве кандидатов для исследо-
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ваний режимов сильной связи и наблюдения осцил-

ляций Раби. Действительно, при характерных значе-

ниях параметров µ, ε и V величина g0/2π ∼ 108 Гц

или 0.4 мкэВ, что на несколько порядков меньше ти-

пичных значении (κ + γ) [18], делает невозможным

наблюдение этих эффектов в таких структурах.

Однако, как было указано выше, эффективным

методом увеличения связи поля со средой являет-

ся увеличение числа излучателей, взаимодействую-

щих с одной и той же модой поля. В наших преды-

дущих работах [19–22] был экспериментально обна-

ружен факт возникновения сверхизлучающего фа-

зового перехода в лазерных гетероструктурах при

комнатной температуре. При этом оказалось, что,

электронно-дырочный ансамбль обладает дальним

порядком [23], когерентность сверхизлучения пре-

восходит когерентность лазерного излучения, на-

блюдавшегося в этих же образцах, а распростране-

ние импульсов в среде имеет сверхсветовую приро-

ду [23, 24]. Кроме того, сверхизлучение имеет супер-

пуассоновую статистику, а функции Вигнера излу-

чения имеют обширные области отрицательных зна-

чений, что говорит о квантовой природе импульсов

сверхизлучения [25]. В данной работе эксперимен-

тально продемонстрировано, что конденсация элек-

тронов и дырок на дно зон, происходящая при по-

средничестве резонансных фотонов поля при свер-

хизлучающем квантовом переходе, позволяет осуще-

ствить режим сильной связи поля и среды и наблю-

дать осцилляции Раби.

В экспериментах использовались модифици-

рованные лазерные гетероструктуры на основе

GaAs/AlGaAs. Активная область состояла из соб-

ственного GaAs толщиной 0.2 микрона. Длина

образцов варьировалась от 100 до 450 микрон, шири-

на излучающей области была в пределах 6–7 микрон.

Коэффициент отражения от граней образцов равен

0.32. Вдоль оси резонатора формировались три

области с целью реализации режима сверхизлуче-

ния [20, 22]. Фото двух образцов представлено на

рис. 1. Две области, прилегающие к граням струк-

туры, накачивались импульсами тока с амплитудой,

в несколько раз превосходящей порог лазерной

генерации.

Для предотвращения возникновения лазерного

излучения на центральную часть образцов подава-

лось постоянное запирающее напряжение в диапа-

зоне – (1–10)В. Это позволяло получать концентра-

ции электронно-дырочных пар более 6 × 1018 см−3,

достичь выполнения критерия квантового вырожде-

ния [26] и наступления режима нестационарной кон-

денсации в фазовом пространстве и сверхизлучаю-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Фотографии (вид сверху)

двух гетероструктур с длиной 350 (вверху) и 100 (вни-

зу) микрон. Горизонтальная линия соответствует ак-

тивной области шириной 5–6 микрон. Стрелками пока-

заны направления генерируемого излучения

щего фазового перехода [21]. При малых токах на-

качки и отсутствии запирающего напряжения все

образцы генерировали стандартное лазерное излуче-

ние, спектр которого состоял из одной или несколь-

ких продольных мод резонатора. В режиме сверхиз-

лучения образцы излучали фемтосекундные импуль-

сы с энергией в диапазоне 10–30 пДж, и в определен-

ных диапазонах накачки оптический спектр состоял

из дублетов.

На рисунке 2 представлены типичные дублетные

спектры сверхизлучения, генерируемого разными об-

разцами. Все спектры смещены в длинноволновую

область на более, чем 10 нм по сравнению с со-

ответствующими лазерными спектрами. Спектраль-

ное расщепление между компонентами составляло от

0.49 до 2.61 нм в зависимости от параметров струк-

тур и параметров накачки.
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Рис. 2. Оптические спектры 6 образцов в режиме сверхизлучения

Одновременно с измерениями в спектральной об-

ласти регистрировались автокорреляционные функ-

ции интенсивности излучения при генерации второй

гармоники в сканирующем интерферометре Май-

кельсона. Эта методика позволяет с фемтосекунд-

ной точностью измерить когерентность и параметры
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Рис. 3. Автокорреляционные функции 2-го порядка сверхизлучения для образцов S03 при двух значениях запирающего

напряжения (вверху) и H16 (внизу)

осцилляций оптического поля [18]. На рисунке 3 по-

казаны типичные автокорреляционные функции ин-

тенсивности, снятые с разрешением по интерферен-

ционным полосам в сканирующем интерферометре
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Майкельсона, для двух образцов с длиной резонато-

ра 100 микрон. Время двукратного обхода света в ре-

зонаторе составляло 3.1–3.2 пс. На рисунке 3 хорошо

видны осцилляции поля с частотой около 1 ТГц. Рас-

стояние между компонентами спектральных дубле-

тов и частота осцилляций поля зависели от парамет-

ров накачки. Рисунок 4 иллюстрирует измеренное

спектральное расщепление для одного из образцов

как функцию величины запирающего напряжения.

В таблице 1 приведены параметры 6 образцов

и соответствующие данные измерений. Эксперимен-

тальные данные, представленные на рис. 2-4 и в

табл. 1, можно объяснить в рамках режима сильной

связи и осцилляций Раби. Действительно, в обычном

лазерном режиме в используемых гетероструктурах

наблюдение осцилляций Раби невозможно из-за сла-

бой связи электронно-дырочной системы с электро-

магнитным полем в резонаторе. Типичная ширина

лазерной моды в нашем случае составляет не более

0.2 нм. Из-за принципа Паули электроны и дырки

сильно “размазаны” по энергии. Поэтому, только ма-

лая часть всех носителей заряда, инжектированных

в активную область, взаимодействует с лазерной мо-

дой. Эту часть легко оценить, зная плотность состо-

яний в зонах, пороговую плотность лазерного излу-

чения, длину волны излучения и ширину лазерной

моды. Эта оценка дает значение для величины N при

лазерном излучении в диапазоне 103−104, что явно

недостаточно для выполнения критерия (1). Одна-

ко в процессе сверхизлучающего фазового перехода

происходит нестационарная конденсация электронов

и дырок на дно зон. Этот процесс подробно описан

нами ранее [21, 27, 28]. В результате конденсации чис-

ло излучателей, взаимодействующих с полем, быст-

ро растет, и параметр связи g(N) = g0
√
N увели-

чивается на много порядков. Когда число N стано-

вится настолько велико, что выполняется критерий

(1), то наступает режим сильной связи и, наблю-

дение осцилляций Раби становится возможным. Ра-

нее нами было выяснено, что с ростом запирающего

напряжения увеличивается количество электронно-

дырочных пар, сконденсированных на дно зон и

участвующих в сверхизлучении [29]. Этот факт объ-

ясняет наблюдаемое увеличение спектрального рас-

щепления с напряжением,представленным на рис. 4.

Измеренные величины частоты Раби Ω в табл. 1

достаточно хорошо описываются формулой [1]

Ω = 2

√

g20N − (κ− γ)2

4
. (2)

Строго говоря, это выражение имеет ограниченную

применимость в случае сильно возбужденных полу-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Расщепление между

компонентами дублета как функция зпирающего

напряжения

проводников, где большую роль могут играть мно-

гочастичные взаимодействия [30]. Однако ,эта фор-

мула дает качественно правильную оценку часто-

ты Раби и в нашем случае. Действительно, чис-

ло электронно-дырочных пар, исходя из измерений

энергии импульсов сверхизлучения, можно оценить

величиной N = 5.8× 107−1.2× 108. Для дипольного

момента межзонного перехода µ в GaAs различные

публикации дают значения в диапазоне 20–29 Дебай

[31]. Для значений параметров κ и V , приведенных

в табл. 1, формула (2) дает величины частоты Ра-

би Ω/2π = (0.6−1.7)ТГц, что хорошо соответствует

экспериментальным данным.

Стоит обратить внимание еще на одну важную

деталь. На двух нижних спектрах на рис. 2 отчетливо

видна тонкая структура дублетов, состоящая из двух

субгармоник. Появление тонкой структуры можно

объяснить взаимодействием квантовых излучателей

друг с другом. Действительно, как продемонстриро-

вано в [8, 32, 33], учет этого взаимодействия приводит

к более сложной структуре спектра, по сравнению

с дублетным спектром, описываемым формулой (2).

Из-за взаимодействия диполей друг с другом воз-

никают субгармоники, и спектр становится ассимет-

ричным. Автор воспользовался формулой (5.14) из

работы [8] и формулой (10) из работы [32] и вычис-

лил спектр осцилляций Раби для параметров образ-

ца Н11 из табл. 1. Сравнение рассчетного спектра и

экспериментального представлено на рис. 5.

Формы спектров качественно похожи, хотя и от-

личаются зеркальным расположением субгармоник.

Другой причиной возникновения тонкой структуры

спектра осцилляций Раби может быть неоднородное

пространственное заполнение резонатора когерент-

ным электронно-дырочным состоянием и его разде-

ление на две симметричные части. Этот вопрос тре-

бует дополнительного исследования.
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Таблица 1. Экспериментальные результаты

Образец H11 S03 H16 C13 D07 B08

Длина волны 861 856 864 885 879 881

излучения (нм)

Длина резонатора 100 100 100 150 150 350

(микрон)

Межмодовое 0.81 0.84 0.83 0.68 0.67 0.26

расстояние (нм)

Q 1.35× 104 1.35× 104 1.35× 104 1.98× 104 1.97× 104 4.63× 104

V (см−3) 1.2× 10−10 1.2× 10−10 1.2× 10−10 1.8× 10−10 1.8× 10−10 4.2× 10−10

k/2pi (TГц) 0.74 0.74 0.74 0.50 0.50 0.21

Спектральное 1.79 2.72 2.52 0.84 2.49 2.37

расщепление (нм)

Ω/2π (TГц) 0.72 1.09 1.01 0.32 0.97 0.91

Ω (мэВ) 2.91 4.41 4.09 1.29 3.92 3.65

Рис. 5. (Цветной онлайн) Вычисленный с учетом меж-

дипольного взаимодействия (вверху) и эксперимен-

тальный (внизу) спектр осцилляций Раби

Таким образом, в данной работе были исследо-

ваны дублетные спектры и соответствующие коге-

рентные осцилляции оптического поля, генерируе-

мые объемными полупроводниковыми гетерострук-

турами на основе GaAs/AlGaAs в режиме сверхиз-

лучения. Продемонстрировано, что в отличие от ла-

зерного режима в этих структурах, когда суще-

ствует режим слабой связи, в случае сверхизлуче-

ния наблюдается режим сильной связи поля с полу-

проводниковой средой. Показано, что режим силь-

ной связи в условиях эксперимента возможен только

при условии конденсации достаточно большого чис-

ла электронно-дырочных пар в фазовом простран-

стве. Обнаружены осцилляции Раби со спектраль-

ным расщеплением в диапазоне 1.3–4.4 мэВ на длине

волны 860–890 нм и соответствующие когерентные

колебания поля во временной области с частотами

до 1.1 ТГц. Результаты экспериментов являются еще

одним убедительным доказательством конденсации

электронов и дырок в объемном GaAs при комнат-

ной температуре, обсуждавшейся в наших работах

ранее.
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В рамках данной работы реализована генерация гармоник низкого порядка (5-я, 7-я и 9-я) при вза-

имодействии высокоинтенсивного (I ∼ 1014 Вт/см2) излучения среднего ИК диапазона фемтосекундной

лазерной системы на кристалле Fe:ZnSe (длина волны 4.55 мкм, длительность импульса 160 фс (FWHM

по интенсивности), энергия импульса до 3.5 мДж) с аргоновой струей (давление струи до 10 бар) в ре-

жиме туннельной ионизации (γ = 0.2). Максимальная эффективность генерации гармоник по энергии

составила 2·10−7 (5-я гармоника), 6·10−9 (7-я гармоника) и 3·10−10 (9-я гармоника). Установлено, что при

увеличении давления газовой струи нелинейные эффекты распространения генерирующего излучения

начинают оказывать существенное влияние на процесс генерации.

DOI: 10.31857/S1234567822070059, EDN: fldmkt

Введение. Явление генерации гармоник низко-

го и высокого порядков в настоящее время являет-

ся объектом активных научных исследований. Впер-

вые регистрация излучения, имеющего спектр в виде

множества отдельных нечетных гармоник генериру-

ющего излучения, была осуществлена в 1987 г. иссле-

дователями из Франции и США при фокусировке пи-

косекундных лазерных импульсов в объем кюветы,

заполненной газом [1, 2]. Развитие данных исследо-

ваний продолжилось с использованием лазеров фем-

тосекундного уровня длительности, что позволило

повысить энергию генерируемого излучения и рас-

ширить диапазон генерируемых гармоник в сторону

больших энергий фотонов [3], а также реализовать

генерацию в режиме малопериодного лазерного воз-

действия на среду [4]. Развитие экспериментальных

методов генерации гармоник и теоретических подхо-

дов к описанию данного процесса [5, 6] привело к

фундаментальному пониманию процесса генерации

гармоник как комплексного эффекта, описание кото-

рого требует использования законов квантовой меха-

ники, лазерной физики и нелинейной оптики [7].

В настоящее время исследования в области ге-

нерации гармоник высокого и низкого порядков на-

правлены на повышение энергии и средней мощно-

1)e-mail: rumjancev.bv15@physics.msu.ru

сти генерируемого излучения [8], продвижение в сто-

рону рентгеновской части спектра [9], эффективное

формирование когерентных аттосекундных импуль-

сов [10, 11], пригодных для исследований динамики

атомарных систем на аттосекундных масштабах вре-

мени [12, 13], а также на развитие методов управ-

ления поляризационными свойствами генерируемо-

го излучения [14]. К настоящему времени генерация

гармоник исследовалась как в газовых и плазмен-

ных средах [15], так и в заполненных газом капил-

лярах [16], в объеме [17] и на поверхности твердо-

тельных мишеней [18, 19]. Несмотря на перспектив-

ность данных методов, наиболее экспериментально

простым способом является генерация гармоник в га-

зовых средах – в том числе благодаря возможности

тонкой подстройки геометрических и оптических па-

раметров газовой струи для оптимизации парамет-

ров генерируемого излучения.

Генерация коротковолнового излучения в вакуум-

ной ультрафиолетовой и рентгеновской частях спек-

тра за счет явления генерации гармоник высокого

порядка открывает возможности для создания ком-

пактных источников когерентного излучения в ука-

занных спектральных диапазонах [20]. При этом, как

показывают экспериментальные и теоретические ис-

следования, коротковолновая граница генерируемо-

го спектра гармоник подчиняется закону ωmax ∼ Iλ2
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[5], где I – интенсивность генерирующего излуче-

ния, λ – его длина волны. За счет этого открывают-

ся два пути для расширения спектра генерируемых

гармоник – увеличение интенсивности генерирующе-

го излучения и увеличение его длины волны. При

этом увеличение интенсивности приводит к иониза-

ции среды и росту деструктивного вклада свобод-

ных электронов, приводящего к нарушению условий

фазового синхронизма, что отрицательно сказывает-

ся на энергетическом выходе генерируемых гармо-

ник. Таким образом, наиболее естественным спосо-

бом расширения спектра генерируемых гармоник яв-

ляется увеличение длины волны генерирующего из-

лучения.

Увеличение длины волны генерирующего излуче-

ния приводит к уменьшению эффективности фото-

эмиссионного отклика одиночного атома за счет рас-

плывания электронного волнового пакета на стадии

свободного движения, что приводит к падению энер-

гетического отклика в заданном спектральном ин-

тервале пропорционально 1/λx, где показатель сте-

пени, как показывают теоретические и эксперимен-

тальные результаты, принимает значения в диапа-

зоне x = 5− 6.5 [21]. При этом для сохранения энер-

гии генерируемых гармоник при увеличении длины

волны λ требуется увеличивать количество атомов,

участвующих в генерации, что может быть достиг-

нуто за счет увеличения давления газовой струи и

соответствующего изменения условий фазового син-

хронизма. Одним из способов компенсации увеличе-

ния длины волны генерирующего излучения может

выступать использование в качестве среды для ге-

нерации плотной (на уровне десятков бар) газовой

смеси атомарного и молекулярного газов, в которой

атомарный газ обеспечивает высокую нелинейность,

в то время как молекулярный газ позволяет управ-

лять условиями фазового синхронизма за счет изме-

нения его парциального давления [22].

К настоящему моменту существуют работы, в ко-

торых для генерации гармоник используются как

источники ближнего (800 нм) [23], так и среднего

(3.9 мкм) [24, 25] ИК диапазонов. В данной работе в

качестве источника для генерации гармоник впервые

используется уникальная фемтосекундная лазерная

система на кристалле Fe:ZnSe [26], генерирующая из-

лучение на длине волны 4.55 мкм – в более длинно-

волновом диапазоне, чем системы, использовавшиеся

к настоящему моменту в экспериментах по генерации

гармоник.

В рамках данной работы были зарегистрированы

гармоники низкого порядка (5-я, 7-я и 9-я) и про-

ведено исследование зависимости энергии генериру-

емых гармоник от давления газовой струи в диапа-

зоне 0.25–10 бар. Измеренные экспериментальные за-

висимости были соотнесены с теоретическими рас-

четами, выполненными с использованием непертур-

бативного теоретического подхода к описанию излу-

чения одиночного атома [27] и интерференционной

модели, позволяющей рассчитывать отклик протя-

женной среды с учетом откликов ансамблей атомов,

рассчитанных на квантово-механическом уровне [28].

Проведенное сравнение экспериментальных и теоре-

тических результатов показало, что при увеличении

давления газовой струи существенную роль в про-

цессе генерации гармоник начинают играть эффекты

нелинейного распространения лазерного излучения,

проявление которых было зарегистрировано в рам-

ках проведенного эксперимента.

Экспериментальная установка. Схема экспе-

риментальной установки представлена на рис. 1. В

качестве источника излучения используется фемто-

секундная лазерная система на кристалле Fe:ZnSe

[26] (длина волны 4.55 мкм, энергия до 3.5 мДж, дли-

тельность импульса 160 фс (FWHM по интенсивно-

сти)). Лазерное излучение системы на кристалле

Fe:ZnSe фокусируется линзой f = 150мм внутрь иг-

лы (внутренний диаметр 1 мм), через которую про-

пускается аргон (чистота 6.0). Игла установлена в

камере, откачиваемой до давления 10−2 Торр (Ebara

EV-SA20, 1760 л/мин). В игле друг напротив друга

проделаны два отверстия (входное – 400 мкм в диа-

метре, выходное – 160 мкм), через которые проходит

лазерное излучение (диаметр перетяжки по уровню

1/e2 интенсивности равен 144± 17мкм, соответству-

ющая вакуумная длина Рэлея 3.58 мм) и выходит из-

лучение генерируемых гармоник. Торцевое отверстие

в игле заделано. Энергия генерирующего импульса

в перетяжке достигает 1.57 мДж, что соответству-

ет вакуумной интенсивности в перетяжке лазерно-

го излучения 1.13 · 1014 Вт/см2. Излучение гармо-

ник после камеры взаимодействия собирается колли-

матором в волокно, подсоединенное к спектрометру

Ocean Optics QE Pro с диапазоном регистрации 200–

1000 нм. Давление аргона регулируется посредством

газового редуктора, установленного в тракте газа на

пути к игле.

Результаты и обсуждение. В рамках прове-

денного эксперимента были получены спектры излу-

чения гармоник для набора давлений газовой струи

(рис. 2). Максимальная эффективность генерации

гармоник по энергии составила 2 · 10−7 (5-я гармо-

ника), 6 · 10−9 (7-я гармоника) и 3 · 10−10 (9-я гармо-

ника). Далее в работе обсуждаются зависимости для

5-й и 7-й гармоник, поскольку 9-я гармоника реги-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной установки. Камера взаимодействия показана в разрезе. На вставке

показана фотография отверстия в игле

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр гармоник при интен-

сивности 1.13 · 1014 Вт/см2 на струе газа, давлении

струи 10 бар. Отчетливо видны 5-я, 7-я и 9-я гармо-

ники

стрировалась только при максимальном давлении в

10 бар.

Для экспериментального определения энергии

каждой гармоники производилась калибровка спек-

тра по энергии с учетом измеренного спектрально-

го отклика системы регистрации и калибровочного

значения энергии. Энергия каждой гармоники вы-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости энергий 5-й (a)

и 7-й (b) гармоник от давления газовой струи – экспе-

риментальные (точки с погрешностями) и расчетные

(линии) результаты

числялась как интеграл спектра в окрестности спек-

трального пика гармоники. На рисунке 3 представ-

лены экспериментальные зависимости энергий 5-й

и 7-й гармоник от давления газовой струи. Физи-

ческие механизмы, определяющие вид эксперимен-

тальных зависимостей на рис. 3, могут быть каче-

ственно описаны на основе пертурбативного прибли-

жения и эффектов фазового синхронизма. Справед-
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ливость пертурбативного приближения обусловлена

малостью энергий генерируемых фотонов (~ω5 =

= 1.36 эВ, ~ω7 = 1.91 эВ) по сравнению с потенци-

алом ионизации атома аргона (IAr
p = 15.76 эВ). В

соответствии с [29], зависимость энергии q-й гармо-

ники от давления может быть выражена как

Eq ∼ |p · F (p)|2, (1)

где p ∼ N – давление среды, N – объемная плот-

ность атомов среды, F (p) =
∫ L/2

−L/2
dz′ ·

(
1+ i 2z′

b(p)

)1−q×
× e−i·∆kq(p,z

′)·z′

– интеграл фазового синхронизма,

L – длина нелинейной среды, b(p) = 2zR(p) – конфо-

кальный параметр генерирующего пучка, zR(p) – его

длина Рэлея, ∆kq(p, z) – расстройка волновых векто-

ров между генерирующей волной и ее q-й гармони-

кой. Учитывая материальную дисперсию среды [30]

и генерируемой плазмы [31], а также фазу Гюи [21],

расстройка волновых векторов может быть выраже-

на как

∆kq(p, z) =
2πq

λ1

p

p0
(nq − n1)(1 − η)−

− q
λ1

πa2(p, z)
− q

p

p0
ηnareλ1, (2)

где λ1 – длина волны генерирующего излучения, p –

давление газовой струи, p0 – атмосферное давление

(1 атм), nq − n1 – разница показателей преломления

q-й гармоники и основного излучения при давлении

1 атм, η – степень ионизации, a2(p, z) – квадрат ра-

диуса гауссова пучка основного излучения по уров-

ню 1/e по полю, na – концентрация атомов газовой

струи, re – классический радиус электрона.

В соответствии с приведенными выражениями,

при малых давлениях квадратичный рост энергии

гармоник Eq ∼ p2 обеспечивается ростом концентра-

ции элементарных излучателей (атомов среды), при

этом влияние фазовой расстройки ∆kq и, как след-

ствие, интеграла фазового синхронизма F (p) мало –

см. выражение (1). При увеличении давления газо-

вой струи влияние фазовой расстройки ∆kq стано-

вится сравнимым с влиянием роста количества ато-

мов среды, что приводит к отклонению от зависимо-

сти Eq ∼ p2.

Для более детального и последовательного описа-

ния экспериментально измеренных зависимостей бы-

ла использована модель, в рамках которой для опи-

сания микроскопического отклика среды использу-

ется непертурбативный теоретический подход к опи-

санию излучения одиночного атома [27], а для опи-

сания макроскопического отклика среды использу-

ется интерференционная модель [28]. В рамках мо-

дели учтено изменение параметров лазерного поля

при распространении в газе за счет дисперсии и фо-

кусировки линзой, учтены изменение интенсивности

лазерного излучения по перетяжке и фаза Гюи. Вли-

яние свободных электронов учитывается в соответ-

ствии с классической теорией Лоренца. При этом

в модели не учитывается поглощение генерируемо-

го излучения. Результаты расчетов в соответствии

с данной моделью представлены на рис. 3. Расчет-

ная зависимость совпадает с экспериментальной в

области малых давлений – до 7 бар для 5-й гармо-

ники и до 5 бар для 7-й гармоники, при этом в обла-

сти больших давлений наблюдается отклонение рас-

четных зависимостей от экспериментальных. Дан-

ное отличие может объясняться влиянием не учтен-

ных в рамках проведенных расчетов нелинейных

эффектов распространения генерирующего излуче-

ния в газовой среде, которые приводят к изменению

пространственно-временной структуры поля генери-

рующего лазерного импульса. При малых давлениях

газовой струи влияние данных эффектов на генери-

рующий импульс мало вследствие малой концентра-

ции атомов среды, что объясняет совпадение расчет-

ных зависимостей с экспериментальными в области

малых давлений. При переходе к большим давлени-

ям концентрация атомов среды увеличивается, что

приводит к усилению влияния эффектов нелиней-

ного распространения на генерирующий импульс, в

связи с чем наблюдается отклонение расчетных за-

висимостей от экспериментальных.

Подтверждением данной гипотезы служит заре-

гистрированное в эксперименте влияние фазовой са-

момодуляции (ФСМ) на спектр генерируемых гармо-

ник. Так, при изменении давления газовой струи в

эксперименте наблюдалось изменение спектральной

ширины генерируемых гармоник. Измеренные зави-

симости спектральной ширины гармоник от давле-

ния газа представлены на рис. 4.

Таблица 1. Параметры аппроксимации зависимостей на
рис. 4

Уравнение y = a+ b · x

Зависимость 5-я гармоника 7-я гармоника

a 12.595 ± 0.035 8.459 ± 0.049

b 6.942± 0.060 4.854 ± 0.079

R2 0.997 0.989

На проявление эффекта ФСМ указывает линей-

ность зависимостей на рис. 4. Так, при ФСМ на нели-

нейности третьего порядка χ(3) уширение спектра

может быть выражено как [32]

∆ω(t) = −k · n2 ·
∫ L

0

∂I(t, z′)

∂t
· dz′ (3)
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость спектральной

ширины 5-й и 7-й гармоник от давления газовой струи.

Точками обозначены экспериментальные зависимости,

линиями обозначен результат линейной аппроксима-

ции. Параметры аппроксимации представлены в табл. 1

где k = 2π/λ – волновое число импульса на централь-

ной длине волны, n2 – коэффициент нелинейности,

определяющий нелинейную добавку к показателю

преломления ∆n = n2 · I, время t – время в бегущей

системе координат, L – длина среды. Поскольку ко-

эффициент нелинейности n2 аргона линейно пропор-

ционален давлению газа [33], то, согласно формуле

(3), уширение спектра также должно быть линейно

пропорционально давлению газа, что и наблюдается

в эксперименте (рис. 4). Таким образом, влияние дав-

ления газовой среды на спектральную ширину гар-

моник можно объяснить эффектом ФСМ. При этом,

как видно из аппроксимации зависимостей на рис. 4,

скорость роста спектральной ширины с увеличением

давления больше для 5-й гармоники по сравнению

с 7-й. Данный факт объясняется тем, что величи-

на обужения спектра q-й гармоники по сравнению со

спектром генерирующего излучения пропорциональ-

на q. Так, например, для случая генерации 2-й гар-

моники ее спектральная плотность энергии [34]:

S2(ω) ∼ sinc2
(

− ∆k2z

2

)

· S1(ω). (4)

Обобщая данное выражение (4) на случай q-й гар-

моники и учитывая, что ∆kq ∼ q (см. формулу (2)),

получим, что обужение спектра q-й гармоники опи-

сывается функцией:

Sq(ω) ∼ sinc2
(

− const · z
2 · 1/q

)

. (5)

Ширина данной функции ∼ 1/q. Поэтому спектраль-

ные ширины для 5-й и 7-й гармоник, равно как и

скорости их роста при увеличении давления газа,

должны соотноситься как обратные номера этих гар-

моник, т.е. должно выполняться равенство w7/w5 =

q5/q7. Отношение q5/q7 = 5/7 = 0.71, отношение ско-

ростей роста зависимостей на рис. 4 (см. табл. 1) рав-

но 4.854 нм
10 бар/6.942

нм
10 бар = 0.699±0.012. Таким об-

разом, оба отношения совпадают в пределах погреш-

ности эксперимента. Отсюда следует, что разница в

скорости роста спектральных ширин 5-й и 7-й гар-

моник объяснятся зависимостью величины обужения

спектра гармоники от ее номера.

Заключение. В рамках данной работы реализо-

вана генерация гармоник низкого порядка (5-я, 7-я

и 9-я) при воздействии высокоинтенсивного (1.13 ×
× 1014 Вт/см2) фемтосекундного лазерного излуче-

ния среднего ИК диапазона (4.55 мкм) на струю ар-

гона при давлениях до 10 бар. Максимальная эффек-

тивность генерации гармоник по энергии составила

2 · 10−7 (5-я гармоника), 6 · 10−9 (7-я гармоника) и

3 · 10−10 (9-я гармоника).

Сравнение результатов эксперимента и теорети-

ческих расчетов указывает на заметное проявление

нелинейных эффектов распространения, влияющих

на пространственно-временное распределение поля

лазерного импульса, при больших (больше 5 бар)

давлениях газовой струи. В частности, как было по-

казано в эксперименте, повышение давления газовой

струи приводит к уширению спектра каждой из ге-

нерируемых гармоник за счет эффекта фазовой са-

момодуляции генерирующего излучения.

Таким образом, поскольку эффективная генера-

ция гармоник с использованием длинноволнового из-

лучения сопряжена с повышением давления газовой

струи, то можно сделать вывод, что, в отличие от

излучения ближнего ИК диапазона, при использо-

вании излучения среднего ИК диапазона для гене-

рации гармоник наблюдается существенное влияние

нелинейных эффектов распространения на энергети-

ческий выход генерируемого излучения.

Работа выполнена при частичной финансовой

поддержке гранта Российского фонда фундамен-
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Реализованная методика прямого измерения светового поля позволяет выяснить особенности времен-

ной структуры однопериодных импульсов, формируемых в результате солитонной самокомпрессии им-

пульсов ближнего и среднего инфракрасного (ИК) диапазонов. Широкополосная аномальная дисперсия,

необходимая для солитонного преобразования импульсов ближнего и среднего ИК-диапазонов, обеспе-

чивается структурой световодной системы, оптимизируемой в классе полых фотонно-кристаллических

световодов с антирезонансной оболочкой. Для структуры поля импульсов, формируемых в таких усло-

виях, характерно наличие центрального, наиболее интенсивного полупериода поля, воспроизводимость

которого от импульса к импульсу обеспечивается устойчивостью фазы поля относительно огибающей.

DOI: 10.31857/S1234567822070060, EDN: fldrug

Изучение новых физических явлений, возника-

ющих при воздействии на вещество интенсивных

сверхкоротких электромагнитных импульсов дли-

тельностью, близкой периоду поля, является одной

из наиболее интересных, актуальных и сложных за-

дач современной оптической физики [1–3]. Фунда-

ментальные оптические свойства вещества оказыва-

ются чувствительными к временной структуре поля

внутри огибающей импульса [4]. Для широкого кру-

га оптических явлений оказывается характерной за-

висимость от фазы несущей поля относительно оги-

бающей импульса [5, 6]. Такая зависимость открыва-

ет новые возможности управления широким классом

физических, химических и биологических процессов

[7, 8]. Активно разрабатываемые в последние годы

методы прямого измерения поля световых импульсов

[9] являются основой систематического исследования

таких процессов и ключом к пониманию физической

картины взаимодействия однопериодных и субпери-

одных электромагнитных импульсов с веществом.

1)Y. Li, M. Hu.
2)e-mail: zheltikov@physics.msu.ru

Реализованная в настоящей работе методика пря-

мого измерения светового поля позволяет выяс-

нить особенности временной структуры однопери-

одных импульсов, формируемых в результате соли-

тонной самокомпрессии импульсов ближнего и сред-

него инфракрасного (ИК) диапазонов [10, 11] в по-

лых фотонно-кристаллических световодах. Широко-

полосная аномальная дисперсия, необходимая для

солитонного преобразования импульсов ближнего и

среднего ИК-диапазонов, обеспечивается структурой

световодной системы, оптимизируемой в классе по-

лых фотонно-кристаллических (ФК) световодов с ан-

тирезонансной оболочкой. Для структуры поля им-

пульсов, формируемых в таких условиях, характер-

но наличие центрального, наиболее интенсивного по-

лупериода поля, воспроизводимость которого от им-

пульса к импульсу обеспечивается устойчивостью

фазы поля относительно огибающей.

Источником сверхкоротких импульсов ИК-

диапазона в наших экспериментах (рис. 1) служит

лазерная система [12] на основе титан-сапфирового

генератора, позволяющего получить импульсы с

центральной длиной волны, варьируемой в диапа-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной установки. Optical parametric amplifier – оптический параметри-

ческий усилитель; M – зеркала; FM – откидываемое зеркало; F – спектральные фильтры; BS – светоделители; λ/2 –

полуволновая пластинка; P – поляризатор; VC – вакуумные камеры; PCF – полый ФК-световод

зоне 790–840 нм, длительностью 45 фс и энергией

до 10 нДж. Импульсы, формируемые задающим

генератором, растягиваются во времени с помощью

стретчера (рис. 1) и усиливаются в схеме регене-

ративного усиления в кристалле титан-сапфира,

накачиваемого импульсами наносекундной длитель-

ности с центральной длиной волны 532 нм, энергией

7.5–10 мДж, следующими с частотой повторения

1 кГц. Получаемые на выходе регенеративного

усилителя импульсы имеют энергию до 2.6 мДж.

Усиленные импульсы сжимаются до длительности

50 фс с помощью решеточного компрессора и исполь-

зуются в качестве поля накачки в двухпроходном

оптическом параметрическом усилителе (ОПУ) на

кристаллах в кристалле β-бората бария (BBO)

толщиной 5 и 3 мм. Для затравки первой ступени

ОПУ используется широкополосное излучение (“бе-

лый свет”), получаемое в результате спектрального

уширения излучения титан-сапфирового лазера в

кристалле сапфира толщиной 3 мм. Сигнальная

волна, получаемая в результате ОПУ излучения

затравки, затем подается на вход второй ступени

ОПУ. На выходе ОПУ формируются импульсы

сигнальной и холостой волны с центральной длиной

волны 1320 и 2100 нм, энергией до 300 и 180 мкДж и

длительностью импульса около 60 и 55 фс соответ-

ственно.

Для солитонного преобразования формируемых

на выходе ОПУ сверхкоротких импульсов использо-

вались полые кварцевые ФК-световоды, поперечная

структура которых представлена на рис. 2а–d. По-

лая сердцевина диаметром D в световодных систе-

мах этого класса окружена микроструктурирован-

ной оболочкой, внутренняя часть которой представ-

ляет собой набор из шести кварцевых колец с внут-

ренним диаметром d и толщиной стенок t (рис. 2а–

d). Выбором параметров структуры световода обес-

печивается требуемый спектр пропускания и дости-

гается активное формирование профиля дисперсии

волноводных мод [13–17]. В экспериментах иссле-

довались волноводные структуры с диаметром по-

лой сердцевины, варьируемым в диапазоне от 50 до

70 мкм (рис. 2а–d). Для исследования спектров про-

пускания и дисперсионных свойств световодов, по-

мимо фемтосекундных импульсов ближнего и сред-

него ИК-диапазона, использовался набор узкополос-

ных непрерывных лазерных источников, а также ши-

рокополосный источник на основе галогенной лампы

с вольфрамовой спиралью.

На рисунке 2e представлены результаты исследо-

вания спектра пропускания и профиля дисперсии по-

лого ФК-световода с полой сердцевиной с диамет-

ром D = 70мкм и структурированной частью обо-

лочки, образуемой шестью капиллярами с диамет-

ром d = 36мкм и толщиной стенок t около 590 нм.

Оболочка с такой структурой обеспечивает резонанс-

ную связь мод сердцевины и оболочки [14, 18, 19]

на длинах волн λrk = 2t(n2 − 1)0.5/k при k = 1, 2

и n = 1.44: λr1, λ
r
2 = 1227 нм, 611 нм. Положение

первого резонанса λr1 в области ближнего ИК спек-

тра вблизи ∼ 1 мкм предоставляет хороший потен-

циал использования данного световода для форми-

рования когерентного суперконтинуума в средней

ИК области спектра. Теоретические оценки диспер-

сии (красные штриховые линии на рис. 2e) и по-

терь (голубая заливка) были проведены при помо-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a)–(d) – Увеличенные изображения поперечного сечения полых ФК-световодов. (e) – Диспер-

сия групповых скоростей антриезонансного волновода (красные штриховые линии) и его спектр потерь: измеренные

данные (черная сплошная и белые кружки), теоретические данные (голубая заливка), данные из литературы [15]

(голубая сплошная). На вставке – поперечная структура полого антирезонансного световода

щи аналитической модели кольцевой структуры обо-

лочки [20]. При помощи широкополосного источни-

ка на основе галогенной лампы с вольфрамовой спи-

ралью и четырех узкополосных лазерных источни-

ков на длинах волн 532, 975, 1342 и 1900 нм, обла-

дающие пространственной модой высокого качества,

удается восстановить спектр потерь световода (чер-

ная сплошная и белые кружки на рис. 2e). На изме-

ренном спектре отчетливо видны предсказанные по-

лосы резонансных потерь на длинах волн 550–620 и

1030–1260 нм.

Важно отметить низкий уровень потерь в инте-

ресующем нас среднем ИК спектральном диапазоне

λ > λr1 и высокий – в ближнем ИК и видимом диапа-

зонах λr2 < λ < λr1. Это можно объяснить оптималь-

ным подбором расстояния между кольцами капилля-

ров, равного 15 мкм, приведшим к уменьшению свя-

зи мод сердцевины и мод колец оболочки, а также

межмодовое связывание отдельных колец между со-

бой в ближнем и среднем ИК-диапазоне [14, 18]. По-

ложительная дисперсия заполняющего световод ар-

гона при давлении до 15 бар позволяет обеспечить

широкий диапазон аномальной дисперсии в широ-

ком диапазоне длин волн λ > 1мкм. При этом боль-

шая площадь моды волновода ∼ 2800 мкм2 позволя-

ет использовать световоды этого класса для спек-

трального и временного преобразования лазерных

импульсов высокой средней и пиковой мощности. Та-

ким образом, данный волновод является перспектив-

ным инструментом для реализации солитонной само-

компрессии мощных импульсов ближнего и среднего

ИК-диапазона.

Для характеризации динамики спектрально-

временного преобразования сверхкоротких импуль-

сов в полых ФК-световодах импульсы холостой

волны, формируемые на выходе ОПУ, ослабляются

по интенсивности с помощью оптического аттеню-

атора, состоящего из полуволновой пластинки и

поляризатора, и заводятся в световод с помощью

собирающей линзы с фокусным расстоянием 50 мм

(рис. 1). Эффективность заведения излучения в

волновод составляет 75 %.

Возможность прямого измерения поля является

ключом [21–23] к пониманию физических сценари-

ев, приводящих к формированию однопериодных им-

пульсов в полых ФК-световодах. В представленном

исследовании эта задача решается на основе адап-

тации к условиям световодной компрессии техники

прямого восстановления поля методом спектральной

интерферометрии (SPIDER) [24]. В реализованной в

наших экспериментах схеме прямого измерения поля

(рис. 3) информация о фазе поля кодируется с помо-

щью пространственной, а не частотной карты спек-

тральной интерференции (X-SEA-F-SPIDER). Такой

подход позволяет существенно уменьшить ошибки

и избежать многих артефактов при восстановлении

структуры поля сверхкоротких импульсов [25, 26].

На вход схемы, реализующей характеризацию по-

ля сверхкороткого импульса, подается исследуемое

излучение из световода ωIR, а также пробный им-

пульс, получаемый напрямую из регенеративного

усилителя (рис. 3). Пробное излучение разделяется

на два плеча, в каждом из которого расположены

узкополостные фильтры (NF1,2, # 64-258, Edmund
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Характеризация светового поля с помощью пространственной карты спектральной ин-

терференции: PM – параболические зеркала; DM – зеркало D-формы; SF1, SF2 – узкополосные спектральные фильтры,

пропускающие частоты ω1 и ω2; DL – линия задержки; BBO – нелинейный кристалл; S – щель спектрометра; SM – сфе-

рические зеркала; G – дифракционная решетка; CCD – CCD-камера с кремниевой матрицей. (b)–(e) – Характеризация

сверхкороткого импульса: (b) – SPIDER-интерферограмма; (c) – спектрограмма интенсивности в координатах время –

длина волны; (d) – разность фазы ∆ϕ(ω) = ϕ(ω)−ϕ(ω−Ω); (e) – пространственно-спектральная карта интенсивности

Optics) с центральной длиной волны 808 нм и ши-

риной полосы пропускания 3 нм, выделяющие излу-

чение на длинах волн 2πc/ω1,2 = 800 и 805 нм за счет

поворота фильтров. Это позволяло управлять необ-

ходимым спектральным сдвигом Ω = ω1 − ω2 между

пробными импульсами, распространяющимися в раз-

ных плечах. Исследуемое ИК излучение перестраи-

вается с торца волновода на кристалл BBO толщи-

ной 20 мкм (BBO на рис. 3) при помощи отражатель-

ной 4f системы (PM на рис. 3) с увеличением в 1.5

раза. Для того чтобы избежать оптического пробоя

кристалла и нежелательных нелинейных эффектов в

нем, ИК импульсы ослаблялись при помощи отраже-

ния от CaF2 клина, обеспечивающего коэффициент

отражения около 7.5 %.

В результате нелинейного взаимодействия в кри-

сталле BBO формируется пара импульсов на сум-

марных частотах ωIR + ω1 и ωIR + ω2. Неколли-

неарная геометрия преобразования (∼ 5 градусов

между измеряемым и пробными пучками) необхо-

дима для наблюдения пространственной интерфе-

ренции, а также позволяет использовать простран-

ственную фильтрацию (рис. 3) для выделения из-

лучения на суммарных частотах ωIR + ω1 и ωIR +

ω2. Изображение интерференционной картины пере-

страивается с нелинейного кристалла на щель изоб-

ражающего спектрометра при помощи отражатель-

ной 4f системы, состоящей из параболических зер-

кал с фокусным расстоянием 5 см (PM3) и 10 см

(PM4). Спектрометр состоит из серебренных сфери-

ческих зеркал с фокусным расстоянием 10 см (SM

на рис. 3) и дифракционной решетки с плотностью

штрихов 300 шт/мм. Увеличение пучков в спектро-

метре необходимо для разрешения полос простран-

ственной интерференционной картины при помощи

CMOS-камеры (Thorlabs, CS895MU, 2160×4096 пик-

селей).

Восстановление поля производится на основе ана-

лиза интерференционной картины двух приходящих

на камеру пучков ап-конверсии ω1 + ωIR и ω2 +

+ ωIR, разложенных по спектру. На интерферограм-

мах можно различить более десяти полос (рис. 3b),

что достаточно для применения алгоритма восста-

новления спектральной фазы. Необходимо выделить

постоянную и осциллирующую компоненты интер-

ференционной картины, для разделения которых

достаточно применить одномерное преобразование

Фурье вдоль пространственной координаты, однако

двумерное преобразование Фурье позволяет умень-

шить количество шумов. На карте Фурье образа

(рис. 3с) присутствуют три пика, центральный из ко-

торых соответствует постоянной (DC) компоненте,

т.е. спектральной интенсивности IDC = |E2
1 |2 + |E2

2 |2,
а два боковых пика отвечают за осциллирующие

(AC) компоненты IAC = |E1||E2| cos(±(ϕ(ω) − ϕ(ω −
Ω) − ∆K)), где E1,2 – поля пучков ап-конверсии на

частотах ω1 + ωIR и ω2 + ωIR, ϕ(ω), искомая спек-

тральная фаза ИК излучения, Ω = ω1 − ω2, разни-

ца частот двух полей накачки, ∆K, геометрическая

разница оптических плеч двух пучков, которая мо-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (а) – Временная огибающая интенсивности импульса холостой волны ОПУ, восстановленная

с помощью метода спектральной интерферометрии (SEA-SPIDER) и оптического стробирования с разрешением по

частоте на основе генерации второй гармоники (SHG-XFROG). (b) – Спектральная интенсивность (синяя сплошная)

и спектральная фаза (красная сплошная) импульса холостой волны ОПУ, восстановленные методом спектральной

интерферометрии. (c) – Временная структура поля; (d) – спектральная интенсивность (сплошная линия) и фаза

(штриховая линия); (e) – f−2f интерферограмма предельно короткого импульса на выходе полого ФК-световода при

энергии лазерного импульса 27.5 мкДж. (f) – Гистограмма и временной трейс скачков фазы поля предельно короткого

импульса на выходе полого ФК-световода

жет быть вычислена независимо при калибровочном

измерении Ω = 0: I0AC = |E1||E2| cos(±∆K).

Для восстановления спектральной интенсивно-

сти ИК излучения I(ω) (рис. 3e) и разности фазы

∆ϕ(ω) = ϕ(ω) − ϕ(ω − Ω) (рис. 3d) необходимо по-

очередно выделять при помощи цифрового прямо-

угольного фильтра пики DC и AC, после чего про-

извести обратное двумерное преобразование Фурье.

Восстановление спектральной фазы происходит при

вычислении ϕ(ω) =
∫
∆ϕ(ω)dω/Ω вдоль каждой про-

странственной компоненты. В итоге удается полу-

чить информацию о пространственном распределе-

нии мощности и спектральной фазы ИК излучения

вдоль одной из координат пучка суперконтинуума,

генерируемого на выходе полого световода.

На рисунке 4b представлены спектр и спектраль-

ная фаза импульса холостой волны ОПУ. Профиль

спектральной фазы, представленный на этом рисун-

ке, восстановлен с помощью метода спектральной ин-

терферометрии. На рисунке 4а производится сравне-

ние временной огибающей импульса, полученной пу-

тем преобразования Фурье спектра интенсивности,

представленного на рис. 4b, с профилем временной

огибающей, полученной в результате характериза-

ции холостой волны ОПУ методом оптического стро-

бирования с разрешением по частоте на основе гене-

рации второй гармоники (SHG-FROG). Как видно из

произведенного сравнения, результаты характериза-

ции сверхкоротких импульсов на основе этих мето-

дик полностью совпадают. На рисунках 4c и d изоб-

ражены результаты восстановления спектра и спек-

тральной фазы (рис. 4d) с помощью описанного мето-

да X-SEA-F-SPIDER, а также восстановленная вре-

менная структура огибающей предельно короткого

импульса (рис. 4c).

На рисунке 5 представлены результаты спек-

трально-временной характеризации импульсов,

формируемых на выходе полого ФК-волновода с

диаметром сердцевины D, варьируемым от 50 до

70 мкм. Давление аргона в этих экспериментах

изменялось в диапазоне от 1 до 15 бар. Длина све-

товодов варьировалась в пределах от 200 до 300 мм.

Распространение лазерных импульсов в световодах с

такими параметрами сопровождалось эффективным

спектральным уширением. Излучение, регистриру-

емое на выходе полых ФК-световодов при таких

условиях, характеризовалось непрерывным спек-

тром с высокочастотным крылом, достигающим

диапазона длин волн 1.0–1.1 мкм, и низкочастот-

ной границей в области 2.8 мкм. Мощность и
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Спектры излучения на вы-

ходе полого ФК-световода с диаметром сердцевины

50 мкм (синяя кривая), 56 мкм (красная кривая) и

60 мкм (зеленая кривая). Световод заполнен аргоном

под давлением 10 бар (синяя и красная кривые) и 8 бар

(зеленая кривая)

интенсивность импульсов, спектрально-временное

преобразование которых может быть осуществлено

с помощью полого ФК-световода, оказываются

ограничены эффектами ионизации, приводящими к

резкому падению пропускания световода при боль-

ших интенсивностях поля. В частности, для полых

ФК-световодов с диаметром сердцевины D = 50

и 56 мкм пропускание резко уменьшается при до-

стижении входной энергии импульса на уровне

20 и 28 мкДж, соответственно, что соответствует

интенсивности поля на уровне 20–25 ТВт/см2.

Для измерения стабильности фазы поля сверх-

коротких импульсов, формируемых в полом ФК-

световоде, использовалась схема f−2f интерферо-

метрии. Для этой цели импульсы, формируемые

на выходе ФК-световода, пропускались через кри-

сталл BBO толщиной около 100 мкм. Получаемое

при этом широкополосное излучение второй гармо-

ники использовалось для получения картины интер-

ференции с высокочастотной частью спектра излуче-

ния, выходящего из полого ФК-световода. На рисун-

ке 4e представлена характерная интерференционная

картина, записанная с помощью ИК-спектрометра.

Определяемое по этой спектрохронограмме средне-

квадратичное отклонение сдвига фазы поля излуче-

ния на выходе полого ФК-световода составляет при-

близительно 400 мрад (рис. 4f), что немного превы-

шает среднеквадратичное отклонение фазы холостой

волны (350 мрад), однако свидетельствует о высокой

стабильности фазы несущей поля относительно оги-

бающей в сверхкоротком импульсе на выходе из мик-

роструктурированного волновода.

Таким образом, реализованная в настоящей рабо-

те методика прямого измерения светового поля поз-

воляет выяснить особенности временной структуры

однопериодных импульсов, формируемых в резуль-

тате солитонной самокомпрессии импульсов ближне-

го и среднего ИК-диапазонов. Широкополосная ано-

мальная дисперсия, необходимая для солитонного

преобразования импульсов ближнего и среднего ИК-

диапазонов, обеспечивается структурой световодной

системы, оптимизируемой в классе полых фотонно-

кристаллических световодов с антирезонансной обо-

лочкой. Для структуры поля импульсов, формиру-

емых в таких условиях, характерно наличие цен-

трального, наиболее интенсивного полупериода по-

ля, воспроизводимость которого от импульса к им-

пульсу обеспечивается устойчивостью фазы поля от-

носительно огибающей.

Исследование выполнено при поддержке Россий-

ского фонда фундаментальных исследований (про-

екты 20-21-00131, 20-52-53046), а также Министер-

ства науки и высшего образования РФ (Госконтракт

075-15-2020-801). Исследования в области каскадных

спектрально-временных преобразований сверхкорот-

ких лазерных импульсов поддержаны грантом Рос-

сийского научного фонда # 20-12-00088.
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В рамках подхода, основанного на динамической теории среднего поля (DMFT) анализируется эф-

фект Холла в легированном моттовском диэлектрике, как прототипе купратного сверхпроводника. Рас-

сматривается ситуация с частичным заполнением (дырочным допированием) нижней хаббардовской зо-

ны. Найдена зависимость коэффициента Холла и холловского числа от степени дырочного легирования

и определено значение критической концентрации, при которой происходит смена знака коэффициен-

та Холла. Отмечается существенная зависимость параметров эффекта Холла от температуры. Проде-

монстрировано хорошее согласие с концентрационной зависимостью холловского числа, найденной в

экспериментах в нормальном состоянии YBCO.

DOI: 10.31857/S1234567822070072, EDN: flfjiq

1. Введение. В последние годы большой инте-

рес вызывают экспериментальные исследования эф-

фекта Холла при низких температурах в нормаль-

ном состоянии высокотемпературных сверхпровод-

ников (купратов), которое реализуется в очень силь-

ных внешних магнитных полях [1–3]. Наблюдаю-

щиеся при этом аномалии эффекта Холла обычно

связываются с реконструкцией поверхности Ферми,

связанной с формированием (антиферромагнитной)

псевдощели и с близостью к соответствующей кван-

товой критической точки [4].

В то же время, почти общепринятой является

точка зрения о том, что купраты являются силь-

но коррелированными системами и металлическое

(сверхпроводящее) состояние в них реализуется в ре-

зультате легирования (допирования) исходной фа-

зы моттовского диэлектрика, который в простейшем

приближении может быть описан в рамках модели

Хаббарда. При этом практически отсутствуют рабо-

ты, в которых в рамках этой модели проводились бы

систематические исследования зависимости эффекта

Холла от степени допирования. Здесь возникает из-

вестный вопрос, что определяет знак эффекта Хол-

ла? При малом дырочном допировании исходного ди-

электрика, такого как La2CuO4 или YBCO, он, оче-

видно, просто определяется концентрацией дырок δ.

Но при какой степени допирования происходит сме-

на знака коэффициента Холла, когда происходит пе-

1)e-mail: sadovski@iep.uran.ru

реход от небольшой дырочной поверхности Ферми к

электронной? Решение этого вопроса представляется

важным и для общей теории транспортных явлений

в сильно коррелированных системах.

Весьма общим подходом к исследованию моде-

ли Хаббарда остается динамическая теория среднего

поля (DMFT) [5–7]. Целью данной работы являет-

ся систематическое исследование концентрационном

и температурной зависимости эффекта Холла при

различных степенях легирования нижней хаббардов-

ской зоны в рамках DMFT-подхода и сравнение по-

лученных результатов с экспериментом на YBCO [2].

Мы увидим, что удивительным образом имеющиеся

экспериментальные данные могут быть практически

количественно объяснены в рамках этой элементар-

ной модели.

2. Основные соотношения. В DMFT [5–7]

собственно энергетическая часть одноэлектронной

функции Грина G(pε) является локальной, т.е. не

зависящей от импульса. В условиях такой локаль-

ности и обычная, и холловская проводимость полно-

стью определяются спектральной плотностью

A(pε) = − 1

π
ImGR(pε). (1)

В частности, статическая проводимость имеет вид:

σxx =
πe2

2~a

∫ ∞

−∞
dε

(

−df(ε)
dε

)
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2

A2(pε),

(2)
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а холловская проводимость [5]:

σH
xy =

2π2e3aH

3~2

∫ ∞

−∞
dε

(
df(ε)

dε

)
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2

×

× ∂2ε(p)

∂p2y
A3(pε). (3)

Здесь a – параметр решетки, ε(p) – электронная дис-

персия, f(ε) – функция распределения Ферми, а H –

напряженность магнитного поля вдоль оси z. Таким

образом, коэффициент Холла:

RH =
σH
xy

Hσ2
xx

(4)

также полностью определяется спектральной плот-

ностью A(pε), которую мы далее будем находить в

рамках DMFT [5–7]. Для решения эффективной од-

нопримесной модели Андерсона в DMFT в данной

работе использовался метод численной ренормгруп-

пы (NRG) [8].

Мы провели достаточно обширные расчеты эф-

фекта Холла для различных моделей исходного зон-

ного спектра. Ниже, имея в виду сравнение с экспе-

риментальными данными по YBCO, мы ограничимся

результатами, полученными для двумерной модели

электронного спектра в приближении сильной связи:

ε(p) = −2t(cos(pxa)+ cos(pya))− 4t′ cos(pxa) cos(pya).
(5)

В этой модели мы в дальнейшем рассмотрим два

случая:

(1) модель с перескоком лишь на ближайших со-

седей (t′ = 0) и полной электрон-дырочной симмет-

рией;

(2) случай t′/t = −0.4, качественно соответству-

ющий ситуации, наблюдаемой в YBCO.

Для других купратов следует использовать дру-

гие значения отношения t′/t.
В дальнейшем для используемых двумерных

моделей статическая проводимость находилась в

единицах универсальной двумерной проводимости

σ0 = e2/~, а холловская проводимость в единицах

e3a2H/~2. Соответственно, коэффициент Холла (4)

далее определялся в единицах a2/e.

3. Результаты расчетов и сравнение с экс-

периментом. Для сильно коррелированных систем

коэффициент Холла существенно зависит от темпе-

ратуры. При низкой температуре в таких системах

в DMFT приближении наряду с нижней и верхней

хаббардовскими зонами вблизи уровня Ферми фор-

мируется узкая квазичастичная зона – квазичастич-

ный пик в плотности состояний. В допированном

дырками моттовском диэлектрике (далее мы будем

рассматривать именно дырочное допирование) такой

пик лежит вблизи верхнего края нижней хаббардов-

ской зоны (см. рис. 1). Поэтому при низкой темпе-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Плотность состояний в допи-

рованном моттовском диэлектрике при различных тем-

пературах. Параметры модели Хаббарда приведены на

рисунке, 8t – ширина исходной зоны (5). На вставке по-

казана плотность состояний в широком интервале энер-

гий, включающем верхнюю хаббардовскую зону

ратуре коэффициент Холла во многом определяет-

ся заполнением квазичастичной зоны. При высокой

температуре (порядка или больше ширины квазича-

стичного пика) квазичастичный пик размывается и

коэффициент Холла определяется заполнением ниж-

ней хаббардовской зоны. Таким образом, необходимо

рассматривать два достаточно разных температур-

ных режима для эффекта Холла.

В низкотемпературном режиме и ширина, и ам-

плитуда квазичастичного пика зависят как от запол-

нения, так и от температуры. Рост температуры при-

водит к уширению квазичастичного пика и некоторо-

му смещению уровня Ферми ниже максимума этого

пика (см. рис. 1). Это может приводить к заметному

падению коэффициента Холла, однако дальнейший

рост температуры, размывая квазичастичный пик,

приводит к росту этого коэффициента. Существен-

ная зависимость квазичастичного пика от заполне-

ния зоны в низкотемпературном режиме приводит к

областям немонотонной зависимости коэффициента

Холла от заполнения (см. рис. 2).

В высокотемпературном режиме квазичастичный

пик размыт температурными поправками и факти-

чески отсутствует. В этом случае глубоко в допи-

рованном дырками моттовском диэлектрике коэф-

фициент Холла фактически определяется заполне-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость коэффициента

Холла от заполнения зоны при низких (незаполненные

символы) и при высоких (заполненные символы) тем-

пературах в двумерной модели электронного спектра

(5) с перескоком лишь на ближайших соседей (t′ = 0)

нием нижней хаббардовской зоны (верхняя находит-

ся существенно выше по энергии и практически не

заполнена). В такой ситуации в модели с электрон-

дырочной симметрией (t′ = 0) оценка заполнения зо-

ны, при котором происходит смена знака коэффици-

ента Холла, может быть получена из качественных

соображений. Будем рассматривать парамагнитную

фазу n↑ = n↓ = n, так что n далее обозначает

плотность электронов на одну проекцию спина, а их

полная плотность равна 2n. Естественно предполо-

жить, что смена знака коэффициента Холла проис-

ходит вблизи половинного заполнения нижней хаб-

бардовской зоны n0 ≈ 1/2. Пусть мы рассматриваем

состояния с проекцией спина “вверх”, тогда полное

число состояний в нижней хаббардовской зоне есть

1−n↓ = 1−n. Тогда для заполнения зоны получаем

n = n↑ = n0(1− n) ≈ 1/2(1− n). Таким образом, для

заполнения, при котором происходит смена знака ко-

эффициента Холла, получаем nc ≈ 1/3.

Этот же результат легко получается и в прибли-

жении Хаббард I, где функция Грина для электронов

с проекцией спина “вверх” имеет вид [9]:

GR
↑ (εp) =

1− n↓
ε− ε−(p) + iδ

+
n↓

ε− ε+(p) + iδ
, (6)

где ε±(p) – спектр квазичастиц в верхней и ниж-

ней хаббардовских зонах. Видим, что в этом прибли-

жении число состояний с проекцией спина “вверх”

в нижней хаббардовской зоне (первое слагаемое в

(6)) действительно есть 1 − n↓. При допировании

дырками моттовского диэлектрика практически весь

вклад в заполнение дает нижняя хаббардовская зо-

на, поэтому:

n = n↑ ≈ (1 − n↓)×

×
∫ ∞

−∞
dεf(ε)

(

− 1

π
Im
∑

p

1

ε− ε−(p) + iδ

)

=

= (1− n)n0. (7)

Тогда при половинном заполнении нижней хаббар-

довской зоны n0 = 1/2 происходит смена знака эф-

фекта Холла (эффективной массы квазичастиц), так

что снова получаем n = nc = 1/3.

На рисунке 2 легко видеть, что высокотемпера-

турное поведение коэффициента Холла в допирован-

ном моттовском диэлектрике (U/2D = 4; 10) в мо-

дели с полной электрон-дырочной симметрией (t′ =
= 0) полностью подтверждает такую оценку. При

заметном нарушении такой симметрии эта простей-

шая оценка перестает работать, поскольку даже в

отсутствие корреляций смена знака эффекта Хол-

ла наблюдается не при половинном заполнении (см.

рис. 3).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость коэффициента

Холла от заполнения зоны при низких (незаполненные

символы) и при высоких (заполненные символы) тем-

пературах в двумерной модели электронного спектра

(5) с перескоками между первыми и вторыми ближай-

шими соседями (t′/t = −0.4)

Необходимо отметить, что к размытию и исчез-

новению квазичастичного пика приводит не только

рост температуры, но и разупорядочение [10, 12],

а также псевдощелевые флуктуации, которыми ло-

кальный подход DMFT полностью пренебрегает [11,

12]. Таким образом, область применимости приве-

денных выше простых оценок в условиях электрон-

дырочной симметрии реально оказывается заметно

шире.

На рисунке 4 показано сравнение результатов на-

ших расчетов для холловского числа (холловской

концентрации) nH = a2

|eRH | для достаточно типичных
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость холловского чис-

ла nH от степени легирования – сравнение с экспери-

ментом [2] для YBCO, δ = 1−2n – концентрация дырок.

Звездочки – результаты наших расчетов, синие круж-

ки – эксперимент

значений параметров модели с экспериментальными

данными по YBCO из работы [2]. Видим, что даже

при этом достаточно произвольном выборе парамет-

ров, мы получаем практически количественное со-

гласие с экспериментом, без всяких предположений о

связи эффекта Холла с реконструкцией поверхности

Ферми псевдощелью и близости к соответствующей

квантовой критической точке, которые использова-

лись в работах [2–4]. Достаточно очевидно, что ана-

логичные данные [3] для системы NLSCO могут быть

интерпретированы в рамках нашей модели при соот-

ветствующем изменении параметров t/t′ и U . Таким

образом, оказывается, что интерпретация эффекта

Холла в купратах на основе картины легирования

нижней хаббардовской зоны моттовского диэлектри-

ка может оказаться достаточно разумной альтерна-

тивой картине квантовой критической точки.

Было бы крайне интересно более детально изу-

чить эффект Холла в окрестности критической кон-

центрации, соответствующей смене знака коэффици-

ента Холла (расходимости холловского числа). Для

этого требуется исследовать системы (купраты), в

которых такая смена знака возникает при изменении

степени легирования.

4. Заключение. Мы исследовали поведение эф-

фекта Холла в металлической фазе, возникающей

при дырочном легировании (допировании) нижней

хаббардовской зоны моттовского диэлектрика. Сме-

на знака эффекта Холла и соответствующая ей рас-

ходимость холловского числа происходит в простей-

шем (симметричном) случае вблизи заполнения ниж-

ней хаббардовской зоны n = 1/3 в расчете на одну

проекцию спина или 2/3 для полной плотности элек-

тронов, что соответствует дырочному легированию

δ = 1 − 2n = 1/3, но в общем случае она доста-

точно сильно зависит от выбора параметров модели.

Эта концентрация возникает из простых качествен-

ных оценок и не связана с более сложными факто-

рами, такими как изменение топологии поверхности

Ферми или наличием квантовых критических точек.

Более чем удовлетворительное согласие получен-

ных концентрационных зависимостей холловского

числа с экспериментами на YBCO [2] показывает, что

рассмотренная нами модель может быть достаточно

разумной альтернативой картине эффекта Холла в

окрестности квантовой критической точки, связан-

ной с закрытием псевдощели [4].
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Despite enormous experimental and theoretical ac-

complishments over the last thirty years, the nature of

the cuprates’ superconducting fluctuation domain re-

mains highly contentious. One of the major challenges

in condensed matter physics is the mechanism of super-

conductivity in cuprates. Although numerous theories

(many of which have flaws) have been proposed to anal-

yse the thermal conductivity of HTS, beginning with

the pioneering work of Bardeen, Rickayzen, and Tewordt

and continuing to the present, a viable answer has yet

to be established [1]. When impurities and electrons

are the dominant scatterers, these theories provided a

method for determining the electronic contribution to

thermal conductivity (which is similar to the numeri-

cally approachable model of Callaway [2]). It was later

expanded to account for phonon scattering, resulting in

phonon thermal conductivity in HTS below the strong

coupling limit for both s-wave and d-wave pairing pro-

cesses [3, 4]. Meanwhile, heat carriers in materials, such

as phonons or electrons, are collided often (scatterings).

Despite the fact that numerous scattering events such as

boundary, dislocation, point, phonon-phonon, electron-

phonon and so on have previously been reported to ex-

plain the phenomena, the curves above the conductiv-

ity maximum could not be properly described. While

the Callaway theory is useful for predicting the ther-

mal conductivity of various HTS, it has numerous sig-

nificant complications, notably the accumulation of in-

verse relaxation periods when Matthiessen’s rule may

be applied to separate scattering events. It also does

not include phonon polarisation or phonon dispersion

relations. Even at very low temperatures, however, the

effects of anharmonicities, defects, and other variables

on various scattering events of HTS cannot be ignored,

1)e-mail: m.k.bera@mmumullana.org

and hence a violation of Matthiessen’s criteria is in-

escapable. Fortunately, the violation of Matthiessen’s

rule may be avoided by substituting interaction life

times or linewidths for the relaxation time [5]. In this

study, a quantum dynamical based analytical model is

developed to analyse the thermal conductivity of Sr- and

Zn-doped La2CuO4 by taking into consideration various

phonon scattering mechanisms. The proposed formula-

tion expands the idea of relaxation times from frequency

(energy) line widths for multiple scattering processes

and eliminates the shortcomings of the Matthiessen’s

rule employed in the Callaway theory. A theoretical cal-

culation of the thermal conductivity of Sr- and Zn-doped

La2CuO4 below and above the transition temperature

demonstrates reasonable agreement with experimental

observations.

In comparison to the standard Callaway model,

Fig. 1 shows good agreement between experimental find-

ings and theoretical calculations based on the current

model. Indeed, at low doping concentrations (x < 5%),

Sr doping results in hole doping, whereas Zn doping re-

sults in electron doping in lanthanum cuprate super-

conductor, La2−xCuO4 (LCO). Because of increased

phonon scattering, the phonon peak in thermal con-

ductivity along the c-axis declines quicker with Sr dop-

ing than with Zn doping. The phonon peak in thermal

conductivity along the ab-plane, on the other hand, de-

creases somewhat quicker with Zn doping than with Sr

doping. Based on the specific doping dependence of the

steep damping of the low temperature phonon peak, it

is possible to deduce that phonon scattering is much

stronger along the c-axis heat transfer than along the

in-plane (ab-plane) phonon scattering. It is worth not-

ing that, despite the fact that lanthanum cuprate is not

a ferromagnetic insulator, recent neutron scattering in-

vestigations on LSCO superconductors revealed better
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Fig. 1. (Color online) Theoretical investigation on thermal conductivity of Sr-doped La2−xSrxCuO4 (LSCO) and Zn-doped

La2Cu1−xZnxO4 (LCZO) along the ab-plane and c-axis. The experimental data were taken from Sun et al. [8]

antiferromagnetic order in the vortex state. As a result,

at low doping levels, LCO will display aniferromagnetic

behaviour at low temperatures, and the phonon-magnon

contribution to thermal conductivity might eventually

play a major role at low temperatures [6, 7]. Indeed,

theoretical fitting has revealed that for both Sr and Zn

doped LCO, phonon-magnon scattering below 25 K con-

tributes more to heat transport in the ab-plane than

in the c-axis. The proposed analytical model explains

the experimental findings of Sr- and Zn-doped La2CuO4

thermal conductivity data in the temperature range 0–

200 K adequately.

This is an excerpt of the article “A quantum dynami-

cal approach to various scattering mechanisms and their

influences on thermal conductivity of Sr- and Zn-doped

La2CuO4 high temperature superconductor cuprate”.

Full text of the paper is published in JETP Letters jour-

nal. DOI: 10.1134/S0021364022200383
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Численно и аналитически исследуется динамика заполненного массивного вихря в двумерной моде-

ли захваченного гармонической ловушкой двух-компонентного бозе-конденсата, находящегося в режиме

разделения фаз. В рамках связанных уравнений Гросса–Питаевского продемонстрировано, что в неко-

торой области параметров нелинейного взаимодействия прецессия достаточно массивного вихря вокруг

центра сильно замедляется, а при дальнейшем увеличении массы даже меняет свое направление на об-

ратное. Выведено приближенное обыкновенное дифференциальное уравнение, позволяющее объяснить

такое поведение системы.

DOI: 10.31857/S1234567822070096, EDN: flohxv

Введение. Ультрахолодные газовые смеси, со-

стоящие либо из различных химических (щелочных)

элементов, либо из различных изотопов одного и то-

го же элемента, либо из одинаковых изотопов в двух

различных (сверхтонких) квантовых состояниях, де-

монстрируют намного большее разнообразие стати-

ческих и динамических свойств в сравнении с од-

нокомпонентными бозе-конденсатами [1–5]. В нема-

лой мере это обусловлено наличием нескольких па-

раметров нелинейных взаимодействий, которые про-

порциональны соответствующим длинам рассеяния

и иногда могут настраиваться в широких преде-

лах по желанию экпериментатора с использовани-

ем резонансов Фешбаха [6–10]. В частности, при до-

статочно сильном перекрестном отталкивании меж-

ду двумя видами волн материи возможен режим

пространственного разделения конденсатов [11, 12],

при котором формируются доменные стенки между

фазами, характеризующиеся эффективным поверх-

ностным натяжением [4, 13]. Пространственной се-

грегацией объясняются многие интересные конфи-

гурации и явления, например, нетривиальная гео-

метрия основного состояния бинарных несмешиваю-

щихся бозе-конденсатов в ловушках [14–16] (вклю-

чая оптические решетки [17–19]), динамика пузы-

рей [20], квантовые аналоги классических гидродина-

мических неустойчивостей (Кельвина–Гельмгольца

[21, 22], Рэлея–Тейлора [23–25], Плато–Рэлея [26]),

параметрическая неустойчивость капиллярных волн

на границе раздела фаз [27, 28], сложные тексту-

1)e-mail: ruban@itp.ac.ru

ры во вращающихся бинарных конденсатах [29–31],

трехмерные топологические структуры [32–37], ка-

пиллярная плавучесть плотных капель в захвачен-

ных несмешивающихся бозе-конденсатах [38], и т.д.

В частности, значительный интерес вызывают

вихри с заполненной сердцевиной в бинарных бозе-

конденсатах и их динамика [3, 39–45]. Такая структу-

ра представляет собой квантованный вихрь в одной

из компонент, сердцевина которого заполнена вто-

рой компонентой (см. численный пример на рис. 1).

При этом провал плотности вихревой компоненты

служит потенциальной ямой, удерживающей вто-

рую (“светлую”) компоненту. В свою очередь, светлая

компонента создает потенциальный “холм”, “растал-

кивающий” вихревую компоненту и тем самым уве-

личивающий ширину сердцевины вихря. В результа-

те самосогласованным образом достигается некото-

рый равновесный профиль.

Тут надо сказать, что по сравнению с вихрями в

B-фазе сверхтекучего 3He, занятыми киральной A-

фазой, заполненные вихри в ультрахолодных разре-

женных смесях бозе-газов устроены намного проще

(см. для сравнения обзор [46], а также работу [47]).

В частности, в сердцевине (неподвижного) холодно-

го газового вихря сверхтекучий ток имеет простую

структуру j ∝ [ρ1(r)/r]eϕ (в отличие от рис. 41 из

[46], где имеется участок противовращения). Более

того, поскольку бинарные бозе-конденсаты холод-

ных атомов описываются системой связанных урав-

нений Гросса–Питаевского, в гамильтониане кото-

рой нет перекрестных членов в кинетической энер-

гии, здесь полностью отсутствует известный эффект
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Численный пример заполнен-

ного вихря: (a) – отнормированная суммарная плот-

ность конденсатов; (b) – фаза вихревой компоненты

Андреева–Башкина, при котором сверхтекучая ско-

рость одной компоненты дает вклад в ток другой

компоненты [48, 49].

Находясь во внешнем потенциале ловушки и бу-

дучи выведенным из равновесного положения, вих-

ревой комплекс приходит в движение, приблизитель-

но как единое целое. Одной из задач исследования

является теоретический анализ возникающего дви-

жения и вывод эффективных упрощенных уравне-

ний для его описания. Например, в недавних рабо-

тах [42, 43] рассматривались пространственно дву-

мерные модели бинарных конденсатов в потенци-

альной яме с плоским дном, и для подобных си-

стем были предложены обыкновенные дифференци-

альные уравнения, которые определяют динамику

массивных “точечных” вихрей. При этом практиче-

ски важный случай плавного внешнего потенциала

оставался неисследованным. В данной работе этот

пробел заполнен. Здесь будут выведены приближен-

ные уравнения движения для массивных вихрей в

плавно неоднородных бозе-конденсатах. Эти уравне-

ния имеют неканоническую гамильтонову структу-

ру и для одного вихря формально соответствуют ди-

намике электрического заряда в некотором статиче-

ском (двумерном) неоднородном электромагнитном

поле, где электростатическое поле лежит в плоско-

сти (x, y), а магнитное поле направлено вдоль оси z

и пропорционально равновесному значению плотно-

сти безвихревого конденсата ρ(x, y).

Анализируя зависимость параметров этой упро-

щенной модели от параметров исходной системы

дифференциальных уравнений в частных производ-

ных (у нас это связанные двумерные уравнения

Гросса–Питаевского), мы увидим интересный эф-

фект, ранее не распознанный применительно к вих-

рям в бозе-конденсатах. А именно, в случае неравных

нелинейных коэффициентов самотталкивания воз-

можна такая ситуация, когда при малом заполнении

вихря светлой компонентой (его малой эффективной

массе), “электрическая” сила направлена от центра

системы, а при увеличении массы постепенно умень-

шается и затем меняет свое направление на противо-

положное. Это приводит к изменению направления

дрейфа вихря (его прецессии вокруг начала коорди-

нат). Подчеркнем, что при такой обратной прецессии

не происходит какой-либо качественной перестрой-

ки внутри вихревой сердцевины. Прямое численное

моделирование уравнений Гросса–Питаевского под-

твердит предсказание упрощенной модели.

Исходная модель. Мы рассматриваем дву-

мерный, достаточно разреженный бинарный

бозе-конденсат в пределе нулевой температуры,

когда применимы уравнения Гросса–Питаевского.

Для максимальной простоты имеем в виду си-

туацию с равными массами обоих типов атомов,

m1 = m2 = m. Случай малой разницы в массах

изотопов, как, например, 85Rb и 87Rb, включается

сюда приближенно. Пусть гармоническая ловушка

характеризуется поперечной частотой ω, одинаковой

для обоих типов атомов. Выбираем масштаб τ = 1/ω

для времени, ltr =
√

~/ωm для длины, и ε = ~ω⊥
для энергии. Это позволяет нам записать уравнения

движения для комплексных волновых функций
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A(r, t) (вихревая компонента) и B(r, t) (светлая

компонента) в обезразмеренном виде,

iȦ = −1

2
∇2A+

[
V (x, y) + g11|A|2 + g12|B|2

]
A, (1)

iḂ = −1

2
∇2B +

[
V (x, y) + g21|A|2 + g22|B|2

]
B, (2)

где V = (x2 + y2)/2 – потенциал ловушки, gαβ –

симметричная матрица нелинейных взаимодействий.

Физически взаимодействия определяются длинами

рассеяния aαβ [2]:

gphysαβ = 2π~2aαβ(m
−1
α +m−1

β ). (3)

Поскольку нас интересует ситуация, когда все дли-

ны рассеяния положительны, первый коэффициент

самоотталкивания можно нормировать на единицу,

g11 = 1. При наличии только одной компоненты A

без всяких вихрей равновесная плотность конденса-

та была бы

|A0|2 = ρ(r) ≈ [µ− V (r)], (4)

где µ ≫ 1 – химический потенциал. Эффективный

радиус конденсата R∗ =
√
2µ. На таком неоднород-

ном фоне и происходит движение массивного вихре-

вого комплекса.

Существованию заполненного вихря способствует

условие разделения фаз g = (g212−g11g22) > 0 [11, 12].

Имеется относительно узкий переходный слой между

сегрегированными конденсатами, где плотности обе-

их фаз спадают практически до нуля в одном либо

в другом направлении. Но для применимости урав-

нений Гросса–Питаевского толщина этого слоя δ ∼
∼ 1/

√
gρ все же обязана многократно превышать ха-

рактерную длину рассеяния a (обычно это несколь-

ко сот боровских радиусов), т.е. δ(ltr/a) ≫ 1. При

этом соответствующий избыток энергии (коэффици-

ент поверхностного натяжения) определяется фор-

мулой вида

σ = K(g22/g11, g12/g11)ρ
3/2, (5)

где K ∼ √
g при малых g [11, 13]. Далее будет видно,

что зависимость поверхностного натяжения от фо-

новой плотности существенно влияет на динамику

массивного вихря, покольку создает градиент его эф-

фективной потенциальной энергии.

Структура волновых функций. При выводе

уравнений движения вихря мы будем пренебрегать

свободными возбуждениями звуковых колебаний и

отличием формы вихря от циркулярной. Решающим

обстоятельством, позволяющим это сделать, будет

малость отношения радиуса вихревой сердцевины w

к размеру конденсата R∗, так что структура вихря

почти такая же, как на однородном фоне, а скорость

его движения мала в сравнении со скоростями потен-

циальных возбуждений. Это дает нам основание сде-

лать упрощающее приближение, что волновые функ-

ции A и B имеют вид

A =
√
ρae

iΦa ≈ Ψv(r,R) exp[iU ·F(r,R)], (6)

B =
√
ρbe

iΦb ≈ Ψb(r,R) exp[iU ·G(r,R)], (7)

где R(t) – положение вихря, а U(t) – некоторый дву-

мерный вектор, связь которого со скоростью пере-

мещения вихря будет выяснена позднее. Очень важ-

но, что функция Ψv содержит квантованный вихрь,

т.е. ее фаза Φv(r) набирает приращение 2π при обхо-

де точки R против часовой стрелки. Вихревая фаза

Φv(r) должным образом согласована с плотностью

ρa, которая вдали от вихря совпадает с ρ(r), а внут-

ри его сердцевины ρa ≈ ̺(|r−R|,R), так что

div(ρa∇Φv) = 0. (8)

В свою очередь, плотности ̺(|r−R|,R) и ρb согласо-

ваны между собой так же, как и в случае заполненно-

го вихря на локально однородном фоне плотности со

значением ̺(∞,R) = ρ(R). Дополнительные функ-

ции F и G в фазах A и B связаны с теми частями

полей скорости, которые появляются соответствен-

но при движении провала плотности вихревой ком-

поненты и при квазиоднородном движении светлой

компоненты. С достаточной точностью можно счи-

тать, что G = r−R, а F = (r−R)f(|r−R|,R), где при

фиксированном R скалярная функция f(χ) удовле-

творяет линейному дифференциальному уравнению

второго порядка

̺(χ)[χf ′′ + 3f ′] + ̺′(χ)[χf ′ + f ] = ̺′(χ), (9)

которое следует из уравнения непрерывности для

стационарного обтекания

div(̺[UiFi,k − Uk]) = 0. (10)

Уравнение (9) дополняется условием стремления f

к нулю на бесконечности и условием как можно бо-

лее слабой сингулярности в нуле. Очень важно, что

f быстро спадает на расстояниях порядка шири-

ны вихревой сердцевины. В качественном отношении

комбинация U ·F подобна тому потенциалу скорости

в классической гидродинамике, который описывает

обтекание цилиндра и определяет соответствующую

присоединенную массу.

Упрощенные уравнения движения вихря.

Вывод приближенных уравнений движения для за-
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полненного вихря произведем на основе гамильтоно-

вой структуры уравнений Гросса–Питаевского,

iȦ = δH/δA∗, iḂ = δH/δB∗, (11)

где гамильтониан дается выражением

H =

∫ [ |∇A|2
2

+
|∇B|2

2
+ V (x, y)(|A|2 + |B|2) +

+
g11|A|4

2
+ g12|A|2|B|2 + g22|B|4

2

]

dxdy. (12)

Используя уравнения (6), (7) и (11), легко полу-

чаем следующие два равенства:

∫
(

ρ̇a
∂Φa

∂R
− Φ̇a

∂ρa
∂R

)

dxdy + {a→ b} =
∂H
∂R

, (13)

∫
(

ρ̇a
∂Φa

∂U
− Φ̇a

∂ρa
∂U

)

dxdy + {a→ b} =
∂H
∂U

. (14)

Теперь заметим, что вдали от вихря либо ρ̇a,b пре-

небрежимо малы, либо вариационные производные

∂ρa,b/∂R пренебрежимо малы (а ∂ρa,b/∂U = 0 вез-

де). Поэтому основной вклад в интегралы происхо-

дит от близкой окрестности вихря, где можно ис-

пользовать приближенные формулы

Ȧ ≈ −Ṙ · ∇A+ iA(U̇ ·F), (15)

Ḃ ≈ −Ṙ · ∇B + iB(U̇ ·G). (16)

Выразив отсюда временные производные плотностей

и фаз и подставив их в (13) и (14), после несложных

вычислений получим два векторных уравнения,

−MU̇+ 2π[ẑ × Ṙ]ρ(R) ≈ ∂H/∂R, (17)

MṘ ≈ ∂H/∂U, (18)

причем скалярная величина M определяется из со-

отношения

Mδik =

∫

(ρaFk,i + ρbGk,i)dxdy. (19)

Очевидно, что гамильтониан H(R,U) квадратичен

по U и должен иметь вид

H ≈Mtot
U2

2
+W (R). (20)

Поэтому следует отождествить U со скоростью дви-

жения вихря Ṙ, и тогда M оказывается полной

эффективной массой заполненного вихря, которая

включает в себя как захваченную сердцевиной вих-

ря массу светлой компоненты Mbr, так и присоеди-

ненную массу вихревой компоненты, обусловленную

наличием дополнительной кинетической энергии при

движении провала плотности сквозь конденсат.

В принципе, присоединенная масса Madd могла

бы оказаться зависящей от R, и тогда для сохране-

ния консервативности системы следовало бы ввести

вектор P = M(R)U и переписать уравнения движе-

ния в “слегка подправленном” виде

− Ṗ+ 2π[ẑ × Ṙ]ρ(R) = ∂H/∂R, (21)

Ṙ = ∂H/∂P. (22)

Возможно, такое обобщение пригодилось бы при

рассмотрении сильно сплюснутых трехмерных кон-

денсатов, находящихся в режиме Томаса–Ферми по

всем трем координатам. Однако нетрудно показать,

что в случае строго двумерных уравнений Гросса–

Питаевского масса Madd в главном приближении не

зависит от положения вихря.

Оценка коэффициентов. Если эффективный

радиус вихря w существенно превышает толщину до-

менной стенки δ, то присоединенная масса может

быть оценена по известной формуле из классической

гидродинамики, т.е. Madd ≈ πρ(R)w2. С другой сто-

роны, поскольку гидродинамические давления кон-

денсатов равны Pa = g11ρ
2
a и Pb = g22ρ

2
b , и по обе

стороны от доменной стенки в главном порядке они

совпадают (если не учитывать поверхностное натя-

жение σ), то сохранение массы светлой компоненты

позволяет оценить зависимость величины w(R) че-

рез условие

Mbr = πρbw
2 = π

√
g11
g22

ρ(R)w2 =

√
g11
g22

Madd. (23)

Кроме того, мы имеем отсюда оценку для эффектив-

ной массы

M = [1 + (g22/g11)
1/2]Mbr. (24)

Тот факт, что полная масса достаточно большо-

го вихря оказалась не зависящей от его положения

на пространственно неоднородном фоне плотности,

делает выведенную систему уравнений (17)–(18) [с

учетом выражения (20)] математически идентичной

уравнению двумерного движения электрического за-

ряда в магнитном и электрическом полях. “Электро-

статический потенциал” W (R) при этом равен сумме

трех частей. Во-первых, это та часть кинетической

энергии, которая обусловлена градиентом вихревой

фазы Φv(r). Во-вторых, это энергия нелинейных вза-

имодействий плюс потенциальная энергия вихря в

поле ловушки. В-третьих, это энергия “квантового

давления”. Первый вклад в широко известном при-

ближении локальной индукции можно оценить как

W1 ≈ πΛ0ρ(R), Λ0 = ln(R∗/w0). (25)

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



454 В. П. Рубан

Заметим при этом, что в практически интересных

случаях Λ0 ≈ 2. Второй и третий вклады можно

оценить (с точностью до несущественной аддитив-

ной константы), используя концепцию поверхностно-

го натяжения,

W2 +W3 ≈ 2πσw + [1− (g22/g11)
1/2]MbrU(R) =

= [πCM
1/2
br − [1− (g22/g11)

1/2]Mbr]ρ(R), (26)

где коэффициент C – порядка единицы. Таким обра-

зом, все выражение для потенциальной энергии све-

лось к простой формуле

W (R) = πΛρ(R), (27)

где эффективный безразмерный параметр Λ нетри-

виально зависит от массы захваченной светлой ком-

поненты,

Λ ≈ Λ0 + CM
1/2
br − [1− (g22/g11)

1/2]Mbr/π. (28)

Второе слагаемое здесь обусловлено поверхностным

натяжением на границе фаз, а третье отвечает за

“массовый” вклад с учетом “силы Архимеда”. При

этом следует сказать, что гидродинамический вклад

Λ0 по своей величине вполне может оказаться суще-

ственно меньшим, чем каждое из остальных слагае-

мых.

Скорость прецессии вихря. Если ввести ком-

плексную координату вихря Z(t) = X(t) + iY (t), то

окончательное уравнение движения массивного вих-

ря запишется следующим образом:

−M̃Z̈ + i(µ− |Z|2/2)Ż +
Λ

2
Z = 0, (29)

где M̃ = M/2π. Данное уравнение интегрируемо в

квадратурах очевидным образом при переходе к по-

лярным координатам. Мы не приводим здесь соот-

ветствующих формул. Заметим только, что суще-

ствуют частные решения вида Z(t) = R0 exp(−iΩt).
Подстановка дает две ветви решения

Ω±(R0) = −
[ (µ− R2

0/2)

2M̃
±

√

(µ−R2
0/2)

2 − 2ΛM̃

4M̃2

]

.

(30)

Нас здесь интересует, главным образом, решение

Ω−(R0), которое соответствует дрейфу заряда в

скрещенных магнитном и электрическом полях. Вид-

но, что большие положительные значения Λ способ-

ствуют быстрому дрейфу против часовой стрелки

[отрицательная частота Ω−(R0)]. Более того, обе вет-

ви сливаются при некотором критическом значении

радиуса, уменьшающемся с ростом Λ. Наоборот, при

малых Λ дрейф замедляется, а при отрицательных

Λ меняет свое направление на обратное (по часовой

стрелке – положительная частота). В связи с этим,

при взгляде на выражение (28) в глаза бросаются два

свойства рассматриваемой системы, имеющие место

при g22 6= g11 = 1. Во-первых, при g22 > 1 пара-

метр Λ довольно быстро растет при увеличении мас-

сы вихря, что должно сокращать область уcтойчиво-

сти движения. Во-вторых, если g22 < 1, то при уве-

личении массы достижимы отрицательные значения

Λ и обратный дрейф.

Результаты численной проверки. Парамет-

рическая область Λ ≫ 1 будет исследована в другой

работе. Здесь же путем прямого численного моде-

лирования связанных двумерных уравнений Гросса–

Питаевского проверено предсказание теории насчет

обратного дрейфа. Проведенные вычисления были

ориентированы на экспериментально реализуемые

смеси 85Rb-87Rb [8], где a12/a22 ≈ 2, тогда как a11
можно изменять в широких пределах с помощью ре-

зонанса Фешбаха. Поэтому в наших численных экс-

периментах были взяты значения g11 = g12 = 1, g22 =

= 0.5. Используемый нами численный метод подобен

тому, что применялся ранее в работах [37, 38, 50].

Рис. 2. (Цветной онлайн) Примеры траекторий массив-

ного вихря на отрезке времени [0 : 100] при µ = 30

для различных значений массы светлой компоненты.

Последовательным номерам траекторий от “1” до “5”

соответствуют значения Mbr/2π = 8.0, 10.0, 12.0, 14.0,

16.0. Движение начинается приблизительно в одной

точке, но направление и скорости дрейфа оказываются

различными
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Начальное состояние для численного интегриро-

вания приготавливалось таким образом, что запол-

ненный вихрь находился в некоторой точке R(0) =

= (X0, 0) и имел при этом нулевую скорость. Да-

лее отслеживалась его траектория (положение цен-

тра масс светлой компоненты) и вычислялась угло-

вая скорость дрейфа. Примеры траекторий показаны

на рис. 2. Видно, что на медленный дрейф наклады-

ваются быстрые осцилляции, характерные для дви-

жения заряда в магнитном поле. Зависимости угло-

вой скорости дрейфа, подтверждающие возможность

обратного движения, представлены на рис. 3.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Численные зависимости уг-

ловой скорости дрейфа от начальной координаты для

различных значений светлой массы вихря при g11 =

= g12 = 1, g22 = 0.5, µ = 30. Номерам линий от “1” до

“5” соответствуют значения Mbr/2π = 8.0, 10.0, 12.0,

14.0, 16.0

Заключение. Таким образом, в данной работе

выведено простое уравнение движения для массив-

ного вихря в двумерном плавно неоднородном би-

нарном бозе-конденсате и численно подтверждена

предсказываемая этим уравнением возможность об-

ратного дрейфа. Уравнение отличается от подобного

уравнения для безмассового вихря добавлением есте-

ственного слагаемого MR̈ и изменением коэффици-

ента в выражении для эффективной потенциальной

энергии. Еще больше возможностей для контроля ко-

эффициентов имеется в случае неравных масс ато-

мов m1 6= m2 и при различающихся внешних потен-

циалах V1(r) 6= V2(r).

Надо сказать, что система нескольких массивных

вихрей может быть рассмотрена аналогичным обра-

зом. Техническая трудность там имеется только при

вычислении парных взаимодействий. Но для некото-

рых специальных равновесных профилей плотности

ρ(x, y) эта трудность успешно преодолевается, как

было показано в работах [51, 52] на примере одно-

компонентных бозе-конденсатов.

Строго двумерный конденсат является идеализа-

цией. Задачей на будущее остается подробная про-

верка режима обратной прецессии для сильно сплюс-

нутых трехмерных конденсатов. Предварительные

численные эксперименты уже показали качественное

сходство с плоским случаем.
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В рамках теории функционала плотности предсказана новая твердая атомарная фаза азота, динами-

чески устойчивая при давлениях выше 20 ГПа. Данная фаза обладает низкой симметрией кристалличе-

ской решетки P 1̄, и демонстрирует уникальные для азотных кристаллических структур в области низких

давлений электронные свойства, характерные для полуметаллов. Представлены расчеты структурных,

энергетических, механических и электронных свойств для данной фазы, а также их сопоставление с

аналогичными характеристиками Гош фазы азота.
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Введение. В природе азот существует в виде

двухатомных молекул N2 с прочной тройной кова-

лентной связью. Одной из важных особенностей азо-

та является нетипичное для множества других эле-

ментов соотношение между энергиями тройной и

одинарной связи: сумма трех энергий одинарной свя-

зи примерно в 1.5 раза меньше, чем энергия тройной

связи [1]. Таким образом, создавая азотосодержащее

вещество, в котором атомы азота связаны друг с дру-

гом одинарными связями, можно запасать энергию.

В этой связи, чисто азотные кластеры и кристалли-

ческие структуры с одинарными связями между ато-

мами представляют наибольший интерес, и по тео-

ретическим оценкам, их эффективность по крайней

мере в несколько раз выше других высокоэнергети-

ческих веществ [1, 2]. Молекулярная фаза азота при

нормальных условиях более термодинамически ста-

бильна по сравнению с азотными кластерами и кри-

сталлическими структурами, поэтому немолекуляр-

ные структуры имеют тенденцию к распаду на двух-

атомные молекулы с высвобождением большого ко-

личества энергии. Этот процесс происходит без обра-

зования загрязняющих соединений, поскольку моле-

кулы N2 являются основным компонентом атмосфер-

ного воздуха. Поэтому различные немолекулярные

азотные структуры рассматриваются в качестве эко-

логически чистых материалов с высокой плотностью

запасаемой энергии.

За последние десятилетия было проведено боль-

шое количество теоретических и экспериментальных

1)e-mail: ksgrishakov@mephi.ru

исследований, посвященных поиску и предсказанию

немолекулярных азотных структур, а также исследо-

ванию их свойств и устойчивости. К настоящему мо-

менту теоретически предсказывается устойчивость

для множества различных изолированных кластеров

Nm, m = 3 ÷ 78 [3–13]. Однако экспериментальное

получение подобных структур остается достаточно

сложной задачей и к настоящему моменту были син-

тезированы лишь несколько азотных кластеров: N8

[14], N4 [3, 15], N−
3 [16], N+

5 [5] и N−
5 [4].

Под высоким давлением молекулярная фаза азо-

та должна переходить в твердое атомарное состо-

яние, которое также активно исследуется наряду с

кластерными формами азота. Впервые возможность

существования кристаллического состояния азота с

одинарными связями между атомами была теоре-

тически предсказана в работе [17]. Предсказанная

азотная структура обладает симметрией кристалли-

ческой решетки I213 [17] и называется кубической

Гош фазой азота (cg-N). В ходе дальнейших теоре-

тических расчетов было предложено множество раз-

личных твердых фаз азота [18–26]. Среди всех пред-

сказанных теоретически азотных кристаллических

структур при давлениях, меньших 150 ГПа, наибо-

лее термодинамически выгодной является Гош фаза

азота [25, 27, 28]. Моделирование декомпрессии при

нулевой температуре показало, что в области низ-

ких давлений динамически устойчивыми оказывают-

ся только фазы cg-N [17], Pccn [35], R3̄ [24] и P 6̄2c

[25]. Все рассмотренные теоретически твердые фазы

азота, по крайней мере до давлений 400 ГПа, демон-

стрируют электронные свойства, характерные для
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полупроводников или изоляторов, поэтому должны

быть прозрачными для оптического излучения со-

ответствующей длины волны. Наименьшей шириной

запрещенной зоны обладает фаза R3̄ [24].

Впервые твердая фаза азота в аморфном состоя-

нии была синтезирована в 2001 г. путем сжатия мо-

лекулярного азота в алмазной наковальне [29]. По-

степенно снижая давление и поддерживая темпе-

ратуру ниже 100 К, удалось сохранить на опреде-

ленное время азот в данном аморфном состоянии

вплоть до атмосферного давления. Это состояние

проявляло полупроводниковые свойства и при давле-

ниях ∼ 240 ГПа демонстрировало ширину запрещен-

ной зоны ∼ 0.4 эВ. Впоследствии при давлении вы-

ше 110 ГПа и температуре выше 2000 К удалось экс-

периментально получить полимерную фазу азота со

связями первого порядка, по структуре соответству-

ющую предсказанной ранее теоретически Гош фа-

зе азота [30, 31]. При высоких давлениях также бы-

ли синтезированы и другие твердые атомарные фа-

зы азота, такие как слоистая полимерная фаза LP-

N [32], фаза со структурой черного фосфора [33],

структура азота, аналогичная предсказанной ранее

теоретически фазе Pba2 [28], гексагональная слои-

стая полимерная фаза HLP-N [34]. Во всех экспери-

ментах попытки декомпрессии образцов до нормаль-

ного давления приводили к разрушению немолеку-

лярной фазы.

Таким образом, несмотря на активные исследова-

ния, экспериментальный синтез твердых атомарных

азотных структур, устойчивых при условиях, близ-

ких к нормальным, является нерешенной задачей.

Поэтому одним из актуальных направлений исследо-

ваний является поиск новых твердых азотных фаз с

одинарными связями между атомами, устойчивых в

области низких давлений (< 50 ГПа). Поскольку для

предсказания азотных структур уже ранее актив-

но применялись различные алгоритмы глобальной

оптимизации (например, эволюционный алгоритм),

позволившие открыть ряд кристаллических фаз азо-

та (см., например, работы [21, 25, 28]), то дальнейший

теоретический поиск новых структур, устойчивых в

области низких давлений, с использованием таких

алгоритмов оказывается существенно затруднен, и

требуется разработка новых подходов.

В данной работе для поиска новых твердых фаз

азота мы проводили моделирование процесса адиа-

батического сжатия при нулевой температуре раз-

личных кристаллов, образованных кластерами азо-

та. Такой подход более “физичен”, чем использова-

ние алгоритмов глобальной оптимизации, и позволя-

ет установить влияние прекурсора на возможность

формирования устойчивой твердой фазы под дав-

лением. Применение такой методики позволило об-

наружить новую кристаллическую фазу атомарно-

го азота, устойчивую в области низких давлений

(< 50 ГПа). Проведено детальное исследование ее

структурных, электронных и механических свойств,

а также их сопоставление с аналогичными характе-

ристиками Гош фазы азота, которая является наибо-

лее термодинамически выгодной среди других твер-

дых атомарных структур азота в области низких дав-

лений, а также является экспериментально синтези-

рованной.

Методика расчета. Расчеты проводились в

рамках теории функционала плотности с использо-

ванием программы Quantum ESPRESSO (QE) 6.7

[35, 36]. Использовался обменно-корреляционный

функционал PBEsol и сохраняющий норму псевдо-

потенциал, который был создан с использованием

программы ONCVPSP (Optimized Norm-Conservinng

Vanderbilt Pseudopotential) 3.3.1 [37]. Энергия об-

резания составляла 90 Ry, а расстояние между

точками в k-пространстве не превышало 0.025 Å−1.

Проведенные тестовые расчеты с другими значе-

ниями энергии обрезания и сетки в k-пространстве

показали, что использование выбранных нами

значений этих параметров при расчетах является

достаточным для получения результатов с относи-

тельной ошибкой менее 1 %. Для расчета упругих

постоянных использовалась программа thermo_pw

[38]. Построение пути между точками высокой сим-

метрии в зоне Бриллюэна для графиков электронной

зонной структуры и фононного спектра проводи-

лось с использованием программы SeeK-path [39].

Симметрия кристаллической решетки определялась

с точностью 10−4 Å.

Методика моделирования процесса адиабатиче-

ского сжатия азотных структур при нулевой темпе-

ратуре заключалась в следующем: при данном зна-

чении давления проводилась геометрическая опти-

мизация кристаллической структуры, и затем полу-

ченная отрелаксированная конфигурация использо-

валась в качестве начальной конфигурации для за-

пуска при более высоком значении давления. Шаг по

давлению составлял 20 ГПа.

Расчет энергии Гиббса проводился по формуле

G = Etotal + P · V + Fph(T ), где Fph(T ) – фононная

свободная энергия, найденная в квазигармоническом

приближении, P – давление, V – объем, Etotal – пол-

ная энергия.

Результаты. Мы проводили моделирования про-

цесса адиабатического сжатия при нулевой темпе-

ратуре для различных кристаллических структур,
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Таблица 1. Структурные параметры элементарной ячейки фазы P 1̄, состоящей из 12 атомов азота, при давлении 20 ГПа

Параметры решетки (Å, ◦) Атомные координаты (относительные единицы)

a = b = 4.1527, c = 4.6485, (0.1719, 0.8796, 0.7194); (0.1204, 0.8281, 0.2806);

α = β = 89.0, γ = 89.9 (0.1488, 0.1403, 0.1765); (0.8645, 0.2776, 0.1192);

(0.7224, 0.1355, 0.8808); (0.8597, 0.8512, 0.8235);

(0.3512, 0.3597, 0.3235); (0.6355, 0.2224, 0.3808);

(0.7776, 0.3645, 0.6192); (0.6403, 0.6488, 0.6765);

(0.3281, 0.6204, 0.7806); (0.3796, 0.6719, 0.2194)

элементарная ячейка которых содержала 2 класте-

ра азота. Пример такой кристаллической структу-

ры, состоящей из кластеров N6(C2v)-A, изображен на

рис. 1a. В результате такого моделирования структу-

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Элементарная ячей-

ка структуры, состоящей из двух кластеров азота

N6(C2v)-A; (b) – элементарная ячейка твердой атомар-

ной фазы азота с симметрией кристаллической решет-

ки P 1̄; (c) – суперъячейка 2 × 2 × 2 твердой фазы

P 1̄ (атомы элементарной ячейки отмечены красным

цветом)

ра, состоящая из кластеров N6(C2v)-A, при давлении

160 ГПа трансформировалась в трехмерную твердую

атомарную фазу с симметрией кристаллической ре-

шетки P 1̄ (см. рис. 1b и c). Поскольку нас интересо-

вала возможность сохранения твердого атомарного

состояния при низких давлениях, мы провели моде-

лирование декомпрессии фазы P 1̄ вплоть до нулево-

го давления. Другие кластерные структуры транс-

формировались под давлением в квазиодномерные

структуры, состоящие из цепочек связанных клас-

теров, и оказались динамически неустойчивыми, по-

этому не будут рассматриваться в работе.

Расчеты фононных спектров для твердой атомар-

ной фазы азота с симметрией P 1̄ показали, что при

давлениях ниже 20 ГПа данная структура является

неустойчивой, о чем свидетельствует наличие мни-

мых частот на фононном спектре. При давлениях от

20 до 200 ГПа фаза P 1̄ является динамически устой-

чивой, что для давления 20 ГПа продемонстрировано

на рис. 2, где изображены фононный спектр и плот-

ность числа фононных состояний с ω2(k) > 0.

Рис. 2. Фононный спектр и плотность числа фононных

состояний для твердой атомарной фазы азота P 1̄

Структурные параметры элементарной ячейки

для фазы P 1̄ при давлении 20 ГПа представлены в

табл. 1. На рисунке 3 демонстрируется зависимость

длины связи в структуре P 1̄ от давления (при по-

строении данных зависимостей учитываются толь-

ко три ближайших соседа, что соответствует случаю

одинарной связи между атомами). Низкая симмет-

рия данной фазы приводит к большому разбросу зна-

чений длин связи и углов между связями. С ростом

давления фаза P 1̄ становится существенно более од-

нородной по величине длины связи между атомами.

Из приведенных на рис. 3 зависимостей видно, что в

структуре присутствуют атомы, у которых одна из
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Таблица 2. Механические свойства твердых атомарных фаз азота P 1̄ и cg-N для различных значений давления P . B – объемный
модуль упругости, E – модуль Юнга, G – модуль сдвига, n – коэффициент Пуассона

Модули упругости P = 20ГПа P = 50ГПа P = 100ГПа P = 200ГПа

BP 1̄, ГПа 231 372 558 896

EP 1̄, ГПа 405 552 702 908

GP 1̄, ГПа 167 220 272 342

nP 1̄, ГПа 0.21 0.25 0.29 0.33

Bcg-N, ГПа 284 451 610 910

Ecg-N, ГПа 585 780 920 1086

Gcg-N, ГПа 253 322 368 418

ncg-N, ГПа 0.16 0.21 0.25 0.30

Рис. 3. (Цветной онлайн) Значения длин связи Lbond в

твердой атомарной структуре P 1̄ для различных зна-

чений давлений: 1 – 20 ГПа; 2 – 50 ГПа; 3 – 100 ГПа;

4 – 200 ГПа

трех длин связи имеет значения от 1.75 Å при давле-

нии 200 ГПа до 2.1 Å при давлении 20 ГПа (эти атомы

обозначены 1 и 2 на рис. 1b), т.е. фактически можно

говорить о том, что такая связь очень слабая или во-

все отсутствует. Для сравнения Гош фаза азота cg-

N имеет одинаковое значение длины связи для всех

атомов: Lbond = 1.382 Å, 1.362 Å, 1.338 Å, 1.306 Å для

давлений 20, 50, 100 и 200 ГПа, соответственно.

Механические свойства фазы P 1̄, а также фа-

зы cg-N, при различных значениях давления пред-

ставлены в табл. 2. За исключением коэффициента

Пуассона, модули упругости для фазы P 1̄ оказыва-

ются меньше, чем для Гош фазы азота cg-N. Таким

образом, “жесткость” связей между атомами в фа-

зе P 1̄ должна быть несколько меньше, чем для cg-

N, а, следовательно, ее структура должна испыты-

вать бо́льшую деформацию при приложении давле-

ния. Например, при изменении давления от 20 до

200 ГПа объем на атом для фазы P 1̄ уменьшается

на величину 2.0 Å3/атом, а аналогичное уменьшение

объема для структуры cg-N составляет 1.6 Å3/атом.

Для кристаллической фазы P 1̄ были найдены

значения энергии Гиббса на атом (G) в диапазоне

давлений 20–200 ГПа. На рисунке 4 приведены зави-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость разности в энер-

гии Гиббса GX − Gcg-N на атом при T = 300K меж-

ду твердыми атомарными фазами азота X = P 1̄ (1),

P 6̄2c (2), Pccn (3), R3̄ (4) и Гош фазой cg-N от давле-

ния. Представленные кривые изображены для области

динамической устойчивости соответствующих азотных

структур

симости G от давления для различных твердых ато-

марных фаз азота, динамически устойчивых в обла-

сти низких давлений. За начало отсчета при каждом

значении давления на рис. 4 выбрана соответствую-

щая величина энергии Гиббса Гош фазы азота cg-

N. Среди твердых атомарных фаз азота наименьшим

значением G во всем рассмотренном диапазоне дав-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Электронная зонная структура для твердой атомарной фазы азота с симметрией кристал-

лической решетки P 1̄: (a) – при давлении 20ГПа; (b) – при давлении 50 ГПа. Положение уровня Ферми изображено

красной штриховой линией

лений обладает структура cg-N. По величине энер-

гии Гиббса фаза P 1̄ оказывается близкой к струк-

туре R3̄, но обладает меньшими значениями G. По-

скольку значение энергии Гиббса для полуметалли-

ческой фазы с симметрией кристаллической решет-

ки P 1̄ больше, чем для Гош фазы азота, то фаза P 1̄

потенциально способна запасать большее количество

энергии.

Известно, что функционал PBE может занижать

значение ширины запрещенной зоны, поэтому мы ис-

пользовали гибридный функционал HSE06 при рас-

четах электронных спектров для структуры P 1̄. При

давлении 20 ГПа азотная фаза P 1̄ проявляет полу-

проводниковые свойства, и ширина запрещенной зо-

ны составляет 0.22 эВ (см. рис. 5a). Однако уже при

повышении давления до 50 ГПа фаза P 1̄ переходит

в полуметаллическое состояние, за счет пересечения

одной из энергетических зон уровня Ферми на пути

в k-пространстве между точками с высокой симмет-

рией Γ и V, что видно из изображенной на рис. 5b

электронной зонной структуры.

С ростом давления полуметаллическое состояние

структуры P 1̄ сохраняется, и при увеличении дав-

ления до 100 ГПа характеризуется также наличием

особенностей на зонной структуре, подобных кону-

сам Дирака. Эти особенности наблюдаются в точ-

ках высокой симметрии X и Y в k-пространстве

(см. рис. 6). Для сравнения, в диапазоне давлений

0–200 ГПа фаза cg-N является изолятором с шири-

ной запрещенной зоны ≥ 4 эВ, причем для азотных

фаз cg-N, Pccn, R3̄ характерно увеличение ширины

запрещенной зоны с ростом давления до 100 ГПа, а

Рис. 6. (Цветной онлайн) Электронная зонная структу-

ра и плотность числа электронных состояний для фазы

P 1̄ при давлении 100 ГПа. Положение уровня Ферми

изображено красной штриховой линией

при бо́льших давлениях ширина запрещенной зоны

начинает постепенно уменьшаться. Однако из-за вы-

сокой степени “жесткости” связей азотных структур

(данные структуры обладают большими значениями

модуля объемного сжатия ∼ 200–280 ГПа) их струк-

турные и электронные свойства медленно меняются

с ростом давления. Это позволяет, например, в слу-

чае фазы R3̄ достигнуть металлического состояния

лишь при сверхвысоких давлениях, превышающих

400 ГПа.
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Заключение. При моделировании процесса

адиабатического сжатия при нулевой температуре

для кристаллической структуры, образованной

двумя кластерами N6(C2v)-A, удалось обнаружить

новую твердую фазу азота, которая оказывается ди-

намически устойчивой при давлениях выше 20 ГПа.

Данная структура имеет симметрию кристалли-

ческой решетки P 1̄ и проявляет уникальные для

подобных систем электронные свойства, характери-

зующие ее как полуметалл при достаточно низких

давлениях: начиная с 50 ГПа и выше. При дав-

лениях ∼ 100 ГПа реализуется полуметаллическое

состояние, образованное двумя особенностями на

электронной зонной структуре, характерными для

конусов Дирака. Исследования этих особенностей

нуждаются в отдельном рассмотрении. За счет

“жесткости” ковалентных связей это полуметал-

лическое состояние сохраняется и при повышении

давления до 200 ГПа. При экспериментальном на-

блюдении данная фаза должна быть непрозрачна

для оптического излучения соответствующей длины

волны, в отличие от Гош фазы азота. Результаты

работы также показывают, что азотные кластеры

представляют интерес не только как самостоятель-

ные объекты исследований, но и как прекурсоры

для получения твердых атомарных фаз азота.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-

ского научного фонда # 21-72-00017.
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Deep inelastic scattering data on F2 structure function accumulated by various collaborations in fixed-target

experiments are analyzed in the nonsinglet approximation and within MS and DIS schemes. The study of high

statistics deep inelastic scattering data provided by BCDMS, SLAC and NMC collaborations, is carried out by

applying a combined analysis. The application of the DIS scheme leads to the resummation of contributions that

are important in the region of large x values. It is found that using the DIS scheme does not significantly change

the strong coupling constant itself but does strongly change the values of the twist-four corrections.

We work within the framework of the variable-flavor-number scheme (VFNS) (see [1]). Nevertheless, to make it

more clear the effect of changing the sign for twist-four corrections, the fixed-flavor-number scheme (FFNS) with

nf = 4 is also used.

As is seen from Table 1 the central values of αs(M
2
Z) are fairly the same given total experimental and theoretical

errors (see [1–4]):

±0.0022 (total exp. error),

{

+0.0028

−0.0016
(theor. error). (1)

Table 1. Parameter values of the twist-four term in different cases obtained in the analysis of data (314 points: Q2 ≥ 2GeV2) carried
out within VFNS (FFNS)

NLO NLO NNLO NNLO

x MS scheme DIS scheme MS scheme DIS scheme

χ2 = 246(259) χ2 = 238(251) χ2 = 241(254) χ2 = 242(249)

αs(M2
Z) = 0.1195 αs(M2

Z ) = 0.1177 αs(M2
Z) = 0.1177 αs(M2

Z ) = 0.1178

(0.1192) (0.1179) (0.1170) (0.1171)

0.275 −0.25± 0.02 (−0.26± 0.03) −0.18± 0.01 (−0.17 ± 0.02) −0.19± 0.02 (−0.20± 0.02) −0.14± 0.01 (−0.17 ± 0.01)

0.35 −0.24± 0.02 (−0.25± 0.02) −0.11± 0.01 (−0.13 ± 0.01) −0.19± 0.03 (−0.19± 0.02) −0.13± 0.02 (−0.15 ± 0.01)

0.45 −0.19± 0.02 (−0.19± 0.02) −0.04± 0.04 (−0.09 ± 0.01) −0.17± 0.03 (−0.16± 0.01) −0.11± 0.09 (−0.10 ± 0.02)

0.55 −0.12± 0.03 (−0.10± 0.03) −0.11± 0.01 (−0.09 ± 0.04) −0.17± 0.05 (−0.14± 0.03) −0.12± 0.03 (−0.08 ± 0.04)

0.65 0.05± 0.08 (0.12± 0.08) −0.17± 0.04 (−0.09 ± 0.05) −0.14± 0.14 (−0.05± 0.06) −0.22± 0.05 (−0.10 ± 0.05)

0.75 0.34± 0.12 (0.48± 0.12) −0.57± 0.08 (−0.44 ± 0.18) −0.11± 0.19 (0.06 ± 0.10) −0.59± 0.08 (−0.32 ± 0.12)

From Table 1, it can also be seen that upon resumming at large x values (i.e. in the DIS scheme [5]), the

twist-four corrections become large and negative in this x region. Moreover, it appears that they rise as 1/(1− x)

at large x but this observation needs additional investigations.

Such a behavior is completely contrary to the analyses [1–4, 6, 7] performed in MS scheme, where twist-four

corrections are mostly positive at large x and rise as 1/(1−x). Note that this rise is usually less pronounce in higher

orders (see [1–3, 6]) and sometimes is even absent at NNLO level (see Table 1).

1)e-mail: kotikov@theor.jinr.ru
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Тормозное излучение при нерезонансном неупругом рассеянии
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Теоретически предсказаны аналитическая структура, абсолютные значения и угловая анизотропия

дважды дифференциального сечения тормозного излучения при нерезонансном неупругом рассеянии

рентгеновского фотона многозарядным гелиоподобным атомным ионом.

DOI: 10.31857/S1234567822080110, EDN: fmaddl

1. Введение. В рамках квантовой теории, на-

чиная с работ Зоммерфельда, Бете и Гайтлера [1, 2]

и до настоящего времени, продолжаются исследова-

ния (см., например, монографии [3, 4] и обзоры [5, 6])

фундаментального в микромире эффекта тормозно-

го излучения при рассеянии свободного электрона в

электрическом поле атома (атомного ядра). Наряду

с этим эффектом, фундаментальный интерес (напри-

мер, для физики лабораторной [7] и астрофизиче-

ской [8] плазмы) представляют эффекты тормозного

излучения, инициированные неупругим рассеянием

фотона атомом (атомным ионом). В этом случае ам-

плитуды вероятности тормозного излучения [напри-

мер, излучение фотона электроном сплошного спек-

тра (рис. 1b) [4–6] и поляризация атома (атомного

иона) электроном сплошного спектра с последующим

излучением фотона (рис. 1d) [3]] возникают как под-

структуры полных амплитуд вероятности рассеяния.

Первое такое исследование проведено в работах ав-

торов [9, 10] для процесса однократного резонансного

неупругого рассеяния [11–13] фотона многоэлектрон-

ным атомом. В данном Письме мы проводим пер-

вое теоретическое исследование эффекта тормозного

излучения, инициированного однократным нерезо-

нансным неупругим рассеянием [14–16] фотона мно-

гозарядным атомным ионом. Такие исследования

необходимы, в частности, для интерпретации фоно-

вых (континуальных) структур спектров рентгенов-

ской эмиссии многозарядных атомных ионов горя-

чей плазмы. В качестве объекта исследования взят

гелиоподобный ион атома кремния (Si12+; заряд яд-

ра иона Z = 14; конфигурация и терм основного

состояния [0] = 1s2[1S0]). Выбор обусловлен сфери-

1)e-mail: amnrnd@mail.ru

ческой симметрией основного состояния иона Si12+

и его предполагаемой доступностью в газовой фа-

зе для проведения высокоточных экспериментов. В

частности, таким экспериментом может быть комби-

нирование методов генерации многозарядных ионов

и их захвата в “ловушке” с последующим рассеянием

излучения рентгеновского лазера на свободных элек-

тронах (XFEL; см., например, [17] и обзор [18]).

2. Теория. Рассмотрим процессы нерезонансного

неупругого рассеяния фотона электронами гелиопо-

добного атомного иона:

ω + [0] → 1sεl(1LJ) + ωC , (1)

ω + [0] → 1sxp(1P1) →
{

Ks

Kd

}

+ ωC , (2)

Ks = 1sεs(1S0), Kd = 1sεd(1D2). (3)

В (1), (2) и далее принята атомная система единиц

(e = ~ = me = 1), l ≥ 0, J = L, ω (ωC) – энергия пада-

ющего (рассеянного) фотона, x(ε) – энергия электро-

на сплошного спектра промежуточного (конечного)

состояния рассеяния, x ∈ [0;∞), ε = ω − I1s − ωC и

I1s – энергия порога ионизации 1s2-оболочки иона.

Рассеянию по каналу (1) соответствует нерезонанс-

ное комптоновское рассеяние (рис. 1a) по оператору

контактного взаимодействия:

Q̂ =
1

2c2

N∑

n=1

(Ân · Ân). (4)

Рассеянию по каналам (2) соответствует иницииро-

ванное тормозное излучение (рис. 1b) по оператору

радиационного перехода:

R̂ = −1

c

N∑

n=1

(p̂n · Ân), (5)
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Рис. 1. Амплитуды вероятности нерезонансного неупругого рассеяния фотона гелиоподобным атомным ионом (Si12+)

в представлении диаграмм Фейнмана: (a) – нерезонансное комптоновское рассеяние; (b) – тормозное излучение; (c) –

рассеяние “по-времени-назад”; (d) – поляризационное тормозное излучение. Стрелка вправо – электрон, стрелка вле-

во – вакансия. Двойная линия – состояние получено в Хартри-Фоковском поле 1s-вакансии. Волнистая линия – элек-

тростатическое взаимодействие. Черный (светлый) кружок – вершина взаимодействия по оператору радиационного

(контактного) перехода. ω (ωC) – падающий (рассеянный) фотон. Направление времени – слева направо (t1 < t2 < t3)

где Ân – оператор электромагнитного поля в пред-

ставлении вторичного квантования, p̂n – оператор

импульса n-электрона иона, c – скорость света в ва-

кууме и N – число электронов в ионе. В данном

Письме при построении амплитуд вероятности рас-

сеяния принято приближение Тамма–Данкова [19] с

ограничением на число “частиц” (фотонов, электро-

нов, вакансий) в рассечениях диаграмм Фейнмана

максимальным значением N0 = 2. Например, ампли-

туда вероятности поляризационного тормозного из-

лучения (рис. 1d) с N0 = 5 отброшена. Амплитуда ве-

роятности спонтанного рождения “частиц” до момен-

та поглощения падающего фотона (рис. 1c с N0 = 4)

в приближении Тамма–Данкова игнорируется. Заме-

тим, что проблема аналитического обоснования при-

ближения Тамма–Данкова и границ его применимо-

сти остается открытой (см., например, [20] и ссылки

там). Однако в нашем случае учет диаграмм Фейн-

мана лишь с N0 ≤ 2 в приближении Тамма–Данкова

соответствует методу квантовомеханической теории

возмущений. Именно отбрасывание, например, диа-

граммы Фейнмана на рис. 1d формально математи-

чески обусловлено более высоким порядком мало-

сти этой диаграммы по сравнению с диаграммой на

рис. 1b. Конечно, можно предположить, что учет ре-

зонансного рождения виртуальных электрона и ва-

кансии в момент времени t2 < t3 (рис. 1d) даст описа-

ние физически значимого эффекта резонансного по-

ляризационного тормозного излучения.

Установим аналитические структуры дважды

дифференциальных сечений рассеяния по каналам

(1) и (2), используя методы алгебры операто-

ров рождения (уничтожения) фотонов, теории

неприводимых тензорных операторов, теории неор-

тогональных орбиталей (см., например, [20] и ссылки

там) и приближение нулевой естественной ширины

распада 1s-вакансии. Для сечения нерезонансного

комптоновского рассеяния (CS; рис. 1a, 2b) вне

рамок дипольного приближения для Q̂-оператора

получаем [15]:

d2σCS

dωCdΩC
≡ σ

(2)
CS = r20

ωC

ω
ηµC, (6)

C =

∞∑

l=0

(4l + 2)〈1s0|ĵl(qr)|εl+〉2, (7)

где ΩC – пространственный угол вылета рассеян-

ного фотона, r0 – классический радиус электрона,

η = 〈1s0|1s+〉2/(27.21), ĵl – сферическая функция

Бесселя первого рода l-порядка, q = |k − kC | и k

(kC) – волновой вектор падающего (рассеянного) фо-

тона. Индексы “0” и “+” соответствуют радиальным

частям волновых функций электронов, полученных

решением уравнений Хартри–Фока для конфигура-

ций начального ([0]) и конечного ([1s+]) состояний

иона. Как показал расчет, для иона Si12+ сумма в (7)

практически ограничена лишь слагаемым с l = 1, то-

гда как вклад состояний с l 6= 1 исчезающе мал. Как

результат, квантовая интерференция каналов (1) и

(2) отсутствует. Аксиально-симметричный (относи-

тельно вектора k) параметр µ в (6) определяет (на-

ряду с параметром q в ĵl-функции Бесселя) эффект

угловой анизотропии нерезонансного комптоновско-

го рассеяния. Он конкретизирован в соответствии с

тремя схемами предполагаемого эксперимента. Пер-

вая схема – векторы поляризации фотонов перпен-

дикулярны плоскости рассеяния (e, eC ⊥ P ). Вторая

схема – векторы поляризации фотонов параллельны

плоскости рассеяния (e, eC‖P ). Третья схема – схе-

ма с неполяризованными (NP) фотонами. Здесь P –

плоскость рассеяния, проходящая через векторы k и

kC . Как результат, имеем:

µ⊥ = 1, (8)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Дважды дифференциальное сечение нерезонансного неупругого рассеяния фотона ионом

Si12+ для ⊥-схемы эксперимента: (a) – сечение тормозного излучения (ρ⊥ = 1); (b) – сечение нерезонансного компто-

новского рассеяния (µ⊥ = 1). Угол рассеяния θ = 90◦. ~ω (~ωC) – энергия падающего (рассеянного) фотона

µ‖ = cos2 θ, (9)

µNP =
1

2
(µ⊥ + µ‖), (10)

где θ – угол рассеяния (угол между векторами k и

kC). Для сечения тормозного излучения (BS; рис. 1b,

рис. 2a) в дипольном приближении для R̂-оператора

получаем:

σ
(2)
BS = r20

ωC

ω
ηρB, (11)

B =
4

5
ε

(

1− ω

ωC

)2

〈1s0|r̂|εp+〉2, (12)

где параметр ρ определяет эффект угловой анизо-

тропии тормозного излучения и имеет вид:

ρ⊥ = 1, (13)

ρ‖ =
1

3
(1 + 2 cos2 θ), (14)

ρNP =
1

2
(ρ⊥ + ρ‖). (15)

Сингулярная одноэлектронная амплитуда вероятно-

сти тормозного излучения получена в форме ско-

рости в приближении плоских волн для радиаль-

ных частей волновых функций электронов сплошно-

го спектра: |x〉 ∼=
(

2
π2x

)1/4
sin(r

√
2x) и, как результат,

(x− ε)〈xp+|r̂|ε(s, d)+〉 ∼= i
√
2xδ(x− ε), (16)

где δ – дельта-функция Дирака. Аналитическая

структура сечения (11) качественно воспроизводит

следующие известные результаты. Первый. В при-

ближении нулевой естественной ширины распада 1s-

вакансии для нулевой энергии рассеянного фото-

на возникает “инфракрасная расходимость” сечения

тормозного излучения [11, 12]:

lim
ωC→0

σ
(2)
BS = ∞. (17)

Второй. При нулевой энергии электрона сплошно-

го спектра конечного состояния рассеяния имеем

[рис. 2a; прямая ωC = ω − I1s на плоскости (ω;ωC)]:

lim
ε→0

σ
(2)
BS = 0. (18)

Равенство (18) соответствует результату борновского

приближения для нерелятивистского дифференци-

ального сечения тормозного излучения электроном

в кулоновском поле ядра [21, 22]:

dσ

dωC
∼ ln

(
v1 + v2
v2 − v2

)

→ 0 (19)

при v2 → 0, где v1(v2) – скорость налетающего (ухо-

дящего) электрона. Как и следовало ожидать, наря-

ду с (17) и (18), сечение (11) удовлетворяет асимп-

тотическому условию: при ω → ∞ одноэлектронная

амплитуда вероятности перехода 〈1s0|r|εp+〉 ∼ ω−7/4

и, как результат,

lim
ω→∞

σ
(2)
BS = 0. (20)

3. Результаты и обсуждение. Результаты рас-

чета представлены на рис. 2, 3. Для энергии порога
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Индикатриса тормозного излучения для иона Si12+ с полярным радиусом σ
(2)
BS и полярным

углом θ при фиксированных значениях энергий падающего (~ω = 6.70 кэВ) и рассеянного (~ωC = 2.88 кэВ) фотонов.

Схема эксперимента: ⊥ (сплошная кривая), ‖ (штрих-пунктирная кривая), неполяризованные фотоны (пунктирная

кривая)

ионизации 1s2-оболочки иона Si12+ принято значе-

ние I1s = 2437.650 эВ [23]. Для энергий падающе-

го фотона рассмотрен диапазон ω ∈ (4.5; 15.0)кэВ.

В этом диапазоне при расчете сечения тормозно-

го излучения выполнен критерий применимости ди-

польного приближения для R̂-оператора: λω/〈r1s〉 ≫
≫ 1 при, например, длине волны падающего фотона

λω = 1.852 Å (ω = 6.70 кэВ; энергия Kα-линии эмис-

сии Fe24+ [24]) и среднем радиусе 1s-оболочки иона

Si12+ 〈r1s〉 = 0.058 Å.

Результаты на рис. 2a демонстрируют тенден-

цию сечения тормозного излучения к “инфракрасной

расходимости” (17), выполнению асимптотического

условия (20) и его лидирующую роль в ближней за-

пороговой области (I1s < ω < 15 кэВ) полного сече-

ния рассеяния. При ω ≥ 15 кэВ лидирующим стано-

вится сечение нерезонансного комптоновского рассе-

яния (рис. 2b). Заметим, однако, что в ‖-схеме экс-

перимента для угла рассеяния θ = 90◦ сечение нере-

зонансного комптоновского рассеяния обращается в

нуль (µ‖ = 0 ⇒ σ
(2)
CS = 0) и полное сечение рассеяния

определено лишь эффектом тормозного излучения

(ρ‖ = 1/3). Результаты на рис. 3 демонстрируют эф-

фект угловой анизотропии (преимущественное рас-

сеяние в направлении углов θ = 0◦, 180◦) тормозного

излучения для ‖-схемы эксперимента и эксперимен-

та с неполяризованными фотонами. Этот результат

качественно воспроизводит таковой работы [10] для

случая резонансного неупругого рассеяния фотона

многоэлектронным атомом. Отметим, что Ks- и Kd-

состояния рассеяния в (3) дают сравнимые вклады в

полное сечение рассеяния. При этом, игнорирование

Kd-состояния приводит к обращению в нуль сечения

тормозного излучения при угле рассеяния θ = 90◦

для ‖-схемы эксперимента.

4. Заключение. Теоретически исследовано

дважды дифференциальное сечение нерезонансно-

го неупругого рассеяния рентгеновского фотона

многозарядным гелиоподобным атомным ионом.

Установлены (a) лидирующая роль эффекта тор-

мозного излучения в ближней запороговой области

рассеяния и (b) ярко выраженный эффект угловой

анизотропии тормозного излучения в соответ-

ствующих схемах предполагаемого эксперимента.

Полученные результаты носят предсказательный

характер. Их возможное обобщение, например, на

многозарядные ионы другого типа и многоэлек-

тронные атомы, переход к следующим порядкам
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приближения Тамма–Данкова, а также учет нену-

левой ширины спектрального разрешения XFEL-

эксперимента (Γbeam
∼= 0.15−0.50 эВ [25]) являются

предметом будущих исследований.
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В работе рассматривается оптическое излучение Вавилова–Черенкова (ИВЧ) умеренно релятивист-

ских ионов в пластине CVD-алмаза, обладающего частотной дисперсией. Показано, что ИВЧ, выводимое

в вакуум из наклонной пластины алмаза под фиксированным углом наблюдения, становится монохрома-

тичным. Длина волны спектральной линии зависит от энергии иона и от геометрии эксперимента (угла

наблюдения и угла наклона пластины). Предлагается эксперимент по исследованию эффекта монохро-

матизации ИВЧ на пучке нуклотрона ОИЯИ с целью его дальнейшего использования в диагностике

ионных пучков. Метод может быть внедрен для мониторинга энергии комплекса NICA.

DOI: 10.31857/S123456782208002X, EDN: fmclpq

Оптическое излучение Вавилова–Черенкова

(ИВЧ) [1] широко используется в самых различных

областях – для создания детекторов элементарных

частиц [2–5], в диагностике пучков современных

ускорителей [6–8], в инфраструктуре установок

термоядерного синтеза [9], при измерениях дозовых

полей установок лучевой терапии [10] и т.д.

Отметим, что практически во всех цитированных

работах использовалась такая характеристика ИВЧ

как направленность, определяемая известным соот-

ношением:

cos θch = 1/n(λ)β, (1)

здесь θch – угол испускания фотонов ИВЧ в среде,

через которую проходит заряженная частица со ско-

ростью v = βc (c – скорость света), n(λ) – коэффи-

циент преломления среды на длине волны λ.

Ясно, что соотношение (1) определяет также “по-

роговый” характер эффекта ИВЧ, возникающего

1)е-mail:potylitsyn@tpu.ru

при условии превышения скорости частицы фазовой

скорости света в среде:

β > 1/n(λ). (2)

Спектральный состав ИВЧ в среде определяется

условием

n(λ) > 1, (3)

т.е. спектр ИВЧ практически для всех диэлектриков

является непрерывным в диапазоне от ультрафиоле-

та до инфракрасного.

Укажем, что формула (1), строго говоря, справед-

лива для бесконечной толщины радиатора. В реаль-

ном случае, излучение, формирующееся на конечном

участке траектории L распространяется в виде кону-

са фотонов ИВЧ, обладающего конечной “шириной”

∆θch [11]:

∆θch ∼ 2λ

πL sin θch
. (4)

Для традиционной геометрии генерации ИВЧ

умеренно релятивистским зарядом в диэлектриче-

ской пластине (см. рис. 1а), конус излучения выво-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Геометрия генерации ИВЧ в диэлектрической пластине: (а) – перпендикулярный пролет

заряда; (b) – пролет через наклонную пластину

дится в вакуум, если скорость заряда удовлетворяет

условию:

βthr = 1/n(λ) < β < βmax = 1/
√

n2(λ)− 1. (5)

В дальней зоне, т.е. на таком расстоянии от ради-

атора, когда можно пренебречь длиной траектории,

на которой генерируется излучение, и рассматривать

излучение точечного источника, неравенство (5) со-

ответствует углу излучения в вакууме θvac, который

отсчитывается от импульса электрона (см. рис. 1а):

0 < θvac < π/2. (6)

Для вывода излучения заряда с β > βmax из ради-

атора в вакуум необходимо “выходную” поверхность

радиатора выполнять как коническую [12]. Альтер-

нативная более простая возможность – использова-

ние наклонной диэлектрической пластины в качестве

радиатора [13] (см. рис. 1b). В этом случае в ваку-

ум выводится только часть конуса ИВЧ. Если среда

обладает частотной дисперсией, то из-за преломле-

ния на выходной поверхности радиатора под фик-

сированным углом θ = const (угол θ отсчитывается

от нормали, см. рис. 1b) в плоскости, проходящей че-

рез импульс электрона и нормаль к выходной поверх-

ности (компланарная геометрия), будет испускаться

монохроматическое излучение с длиной волны λ, ко-

торая определяется соотношением:

θ = arcsin

{

n(λ) sin

[

arccos

(
1

n(λ)β

)

− ψ

]}

. (7)

Здесь ψ – угол наклона пластины относительно им-

пульса заряженной частицы (см. рис. 1b).

В недавнем эксперименте [14], выполненном на

пучке электронов с энергией 855 МэВ, наблюдался

этот эффект монохроматизации ИВЧ. В качестве ра-

диатора использовалась кварцевая пластинка тол-

щиной 200 мкм.

Число фотонов ИВЧ в дальней зоне, испускаемое

электроном из такого наклонного радиатора толщи-

ной L под углом θvac, в работе [14] рассчитывалось

по модели поляризационных токов [15, 16].

d2N

dλdΩ
= 4α

cos2 θ

((1− βyny)2 − β2
z cos

2 θ)
2

∣
∣
∣
∣

ε− 1

ε

∣
∣
∣
∣

2

×
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× L2

λ3
sinc2

(

π
L

λ

1− βzZ − nyβy
βz

)

×

×
(

β2
yβ

2
z sin

2 ϕ×
(
|Z|2 + sin2 θ

)
∣
∣
∣
∣

√
ε

cos θ + Z

∣
∣
∣
∣

2

+

+

∣
∣
∣
∣

ε

ε cos θ + Z

∣
∣
∣
∣

2

×

×
∣
∣(β2

z + nyβy + βzZ − 1) sin θ − βyβz cosϕZ
∣
∣
2
)

. (8)

В выражении (8) α = 1/137 – постоянная тон-

кой структуры, L – толщина радиатора, θ – поляр-

ный угол вылета фотона ИВЧ в вакууме, sinc(x) =

= sinx/x, Z =
√

ε(λ) − sin2 θ, λ – длина волны ИВЧ.

Полученное выражение, будучи более простым,

в целом, хорошо согласуется с формулой Пафомова

(см. формулу (1) в статье [17]).

Компоненты скорости заряда (в единицах скоро-

сти света) определены в системе координат {x, y, z},
связанной с радиатором (см. рис. 1b):

βy = β sinψ, βz = β cosψ.

В этой же системе координат определены направ-

ляющие косинусы волнового вектора:

nx = sin θ sinϕ; ny = sin θ cosϕ; nz = cos θ.

Условие (7) непосредственно вытекает из равен-

ства нулю аргумента функции sinc(x) в (8), что со-

ответствует максимуму этой функции:

1− βzZ − nyβy = 0. (9)

В общем случае (для некомпланарной геометрии

процесса) соотношение (9) определяет двумерную об-

ласть углов {θ, ϕ}, которая описывает часть конуса

ИВЧ, выходящего в вакуум.

1− βzZ − nyβy = 1− β cosψ
√

ε− sin2 θ −

− sin θ cosϕβ sinψ = 0. (10)

Из уравнения (10) следует решение для sin θ:

sin θ =
(

sinψ cosϕ+ cosψ × (11)

×
√

εβ2(1− sin2 ψ sin2 ϕ)− 1
)/

β(1 − sin2 ψ sin2 ϕ
)
.

Для компланарной геометрии ϕ = π (см. рис. 1)

из (11) после несложных преобразований получа-

ем соотношение (7), которое есть следствие закона

Спеллиуса.

Область азимутальных углов, которая ограничи-

вает часть конуса ИВЧ в вакууме

π +∆ϕ ≤ ϕ ≤ π −∆ϕ (12)

определяется из (11) при выполнении граничного

условия
sin θ = 1.

В приближении ∆ϕ < 1 можно получить следующую

оценку:

(∆ϕ)2 = 4β[1− n(λ) sin(θch − ψ)]/ sinψ sin 2(θch − ψ).

(13)
Так, например, для энергии ионов 165 МэВ/нуклон

и спектральной линии ИВЧ с λ = 565 нм (см. ниже)

точное решение уравнения (10) дает значение ∆ϕ =

= 0.764 ≈ 43.8◦, тогда как оценка (13) дает несколько

завышенное значение ∆ϕ ≈ 1.11 ≈ 63.6◦.
Отметим, что с увеличением скорости ионов ин-

тервал углов ∆ϕ сужается и оценка (13) будет давать

не слишком большую погрешность.

Более удобной является система {x′, y′, z′}, в ко-

торой ось z′ направлена вдоль скорости заряда (см.

рис. 1b). Угол θvac определен именно в этой системе.

Переходя от углов θ, ϕ к вакуумным углам в штри-

хованной системе поворотом на угол ψ, получим:

cos θvac = cos θ cosψ + sin θ cosϕ sinψ, (14)

tanϕvac =
sin θ sinϕ

sin θ cosψ − sin θ cosϕ sinψ
. (15)

Для компланарной геометрии (ϕ = π) из (14), (15)

получаем:
θvac = ψ + θ, ϕvac = 0.

Из-за частотной дисперсии ИВЧ с различной дли-

ной волны будет излучаться в вакуум под разными

углами θvac. Если использовать апертуру детектора

∆θ значительно меньше, чем “естественная” угловая

ширина конуса ИВЧ, ∆θch испускаемого зарядом с

конечной траектории L (2) ∆θ ≪ ∆θch, то следует

ожидать, что спектр излучения будет квазимонохро-

матичным. В эксперименте [14] это предположение

подтвердилось.

При использовании радиатора из материала с вы-

соким коэффициентом преломления n(λ), например,

алмаза с n > 2.4, ИВЧ будет генерироваться зарядом

со скоростью v > c/2.4, т.е. при β > 0.417. Для пучка

ионов с такой скоростью Лоренц-фактор приблизи-

тельно равен γ ≥ 1/
√

1− β2 ≥ 1.09.

Синтетический алмаз (CVD-алмаз) обладает ча-

стотной дисперсией, описываемой формулой Селл-

мейера [18, 19]

ε(λ) = n2(λ) = 1 + 4.658λ2/(λ2 − 112.52), (16)

где длина волны подставляется в нанометрах.
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Используя формулу (8), можно рассчитывать

спектр фотонов ИВЧ умеренно релятивистского ион-

ного пучка, пролетающего через алмазную пластин-

ку, после умножения полученных значений на z2 (z –

заряд иона).

На рисунке 2 приведены зависимости выхода фо-

тонов ИВЧ с различной длиной волны от угла на-

блюдения в геометрии, соответствующей рис. 1а. Вы-

числения проводились по формуле (8) для скорости

ионов β = 0.4166 (γ = 1.1), проходящих через алмаз-

ную мишень толщиной 100 микрон.

Как следует из рис. 2, для λ = 0.4мкм пара-

метр ∆θvac ≈ FWHM ≈ 1.5◦ = 0.026. Для дли-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Угловая зависимость интен-

сивности ИВЧ заряда со скоростью β = 0.4166 (γ =

= 1.1), пролетающего через перпендикулярную алмаз-

ную пластину (ψ = 0) толщиной 100 мкм

ны волны λ = 0.5мкм скорость βmax = 0.45116

(γmax = 1.119), это соответствует Лоренц-фактору

γmax = 1.119, что всего на 1.7 % выше пороговой

энергии γthr = 1/
√

1− β2
thr.

Для вывода в вакуум ИВЧ от более релятивист-

ских ионов, необходимо переходить к наклонной гео-

метрии. На рисунке 3 приведены спектры ИВЧ, ко-

торые испускаются под углом θvac = 79◦ от алмазной

мишени толщиной 100 мкм, наклоненной на угол 17◦,
ионами с энергией менее 0.2 ГэВ/нуклон.

На рисунке 4 приведены спектры ИВЧ для той

же геометрии, полученные после интегрирования вы-

ражения (8) по телесному углу θvac ± ∆θap = 79◦ ±
± 0.76◦, ϕ ± ∆ϕap = ±0.76◦ (∆θap, ∆ϕap – угловая

апертура детектора, соответствующая коллиматору

4 × 4мм, расположенному на расстоянии 150 мм от

радиатора), а также для удвоенной апертуры ∆ϕap =

= 1.52◦ при прежней апертуре ∆θap.

Уширение линии, в основном, обусловлено “захва-

том” по полярному углу ∆θap, тогда как уширение

из-за конечного захвата по азимутальному углу су-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Спектр монохроматического

ИВЧ умеренно релятивистских ионов, проходящих че-

рез наклонную алмазную пластину (ψ = 17◦) толщи-

ной 100 мкм под углом наблюдения θvac = 79◦ (θ = 62◦)

Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектр ИВЧ ионов для тех же

условий, что на рис. 3 при детектировании спектромет-

ром с конечной апертурой ∆θap = 0.76◦; ∆ϕap = 0.76◦ –

сплошные кривые; ∆θap = 0.76◦; ∆ϕap = 1.52◦ – штри-

ховые кривые

щественно меньше, что позволяет использовать кол-

лиматор с увеличенной апертурой по азимутальному

углу для увеличения статистики.

Выход фотонов ИВЧ с энергией 165 МэВ/нуклон

для рассматриваемой геометрии в апертуру

∆θap = 0.76◦, ∆ϕap = 1.52◦ оценивается как

∆N = 0.00174z2 фотонов/ион, где z – заряд иона.

В заключение отметим, что используя в качестве

радиатора образец CVD-алмаза, возможно наблю-

дать монохроматическое оптическое ИВЧ пучка уме-

ренно релятивистских ионов при соответствующем

выборе геометрии измерений. Спектр монохромати-

ческого оптического ИВЧ в этом случае “несет” ин-

формацию об энергии ионного пучка, что, в принци-

пе, можно рассматривать как новый подход в спек-

трометрии.

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



478 А. П. Потылицын, Б. А. Алексеев, А. В. Вуколов, М. В. Шевелев и др.

В работе [6] с помощью оптического ИВЧ изме-

рялась средняя энергия ионного пучка фотометриче-

ским методом, основанным на эффекте направленно-

сти ИВЧ, однако достигнутая точность была не вы-

сокой.

Предлагаемый метод, основанный на спектраль-

ных измерениях, по-видимому, является более

точным.

Представленные результаты могут стать осно-

вой нового метода диагностики энергии слабореля-

тивистских заряженных ионов. Экспериментальная

верификация выполненных расчетов и разработка

на данной основе системы для измерения диспер-

сии энергии ионов от углерода до золота с энергия-

ми до 4 ГэВ/нуклон будут выполнены в Лаборатории

физики высоких энергий ОИЯИ. Эксперименты за-

планированы на выведенных пучках ускорительного

комплекса NICA на установке МАРУСЯ в тестовой

зоне SPD, где существует необходимая для этого ин-

фраструктура [20, 21].

Работа выполнена в рамках Программы стратеги-

ческого академического лидерства “Приоритет-2030”

(# Приоритет-2030-НИП/ИЗ-005-0000-2030).
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В эксперименте с релятивистской лампой обратной волны, имеющей волновые отражатели на краях

области электронно-волнового взаимодействия, получена генерация периодической последовательности

ультракоротких импульсов сверхизлучения на протяжении импульса тока электронного пучка длитель-

ностью около 40 нс. Период следования импульсов задавался временем электронно-волновой обратной

связи и составил 5.9 нс, что соответствовало частоте повторения 170 МГц, при длительности по полувы-

соте около 0.8 нс. Частота СВЧ-колебаний 10 ГГц. Пиковая мощность импульсов 0.8÷ 1.3ГВт. Соответ-

ствующие коэффициенты конверсии, определяемые как отношение пиковой мощности ультракороткого

СВЧ-импульса к мощности электронного пучка, составили 0.7÷ 1.2.
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Введение. Интерес к источникам мощного мик-

роволнового излучения в значительной мере связан

с исследованиями в области электромагнитной сов-

местимости электронных устройств, а также разра-

ботками для радиоэлектронной борьбы. Для этих

целей используются главным образом импульсно-

периодические релятивистские СВЧ-генераторы и

усилители, работающие либо в режиме квазиста-

ционарной генерации (длительность микроволново-

го импульса близка к длительности тока питающего

электронного пучка и составляет ∼ 100 периодов ко-

лебаний), либо в режиме ультракоротких импульсов

(УКИ) [1–3] с длительностью всего в несколько пе-

риодов колебания. В последнем случае пиковая мощ-

ность УКИ может превышать мощность электрон-

ного пучка. В обоих случаях максимальная частота

повторения СВЧ-импульсов определяется возмож-

ностями источника высоковольтных наносекундных

импульсов, подаваемых на вакуумный диод СВЧ-

генератора, в котором генерируется сильноточный

электронный пучок, и, как правило, ограничена ве-

личиной ∼ 1 кГц. В ряде теоретических работ [4–6]

были предложены подходы и схемы, позволяющие

существенно увеличить частоту следования УКИ.

Так, в работах [4, 5] исследованы комбинации реля-

1)totm@lfe.hcei.tsc.ru; honour@vtomske.ru;
klimov.1955@inbox.ru; pegel@lfe.hcei.tsc.ru

тивистских ламп обратной волны (РЛОВ) и бегущей

волны, одна из которых служила активным элемен-

том (усилителем), а другая играла роль нелинейного

насыщающегося поглотителя в цепи обратной свя-

зи. Такая схема получила экспериментальное под-

тверждение в работе [7]. Другой подход [6] основан

Рис. 1. (Цветной онлайн) 1 – Сильноточный импульс-

ный генератор SINUS с тройной формирующей лини-

ей; 2 – импульсный соленоид с расположенной внутри

него электродинамической системой генератора УКИ;

3 – направленный волноводный ответвитель в комплек-

се с ламповым детектором # 1; 4 – излучающий рупор;

5 – приемная антенна в комплексе с ламповым детекто-

ром # 2; 6 – приемная антенна для измерения спектра

генерации; 7 – генератор опорной частоты Г4-83; 8 –

смеситель; 9 – осциллограф Tektronix TDS 7404 (4ГГц,

20Гвыб/с)

на введении частичного отражения УКИ от выхо-

да РЛОВ, срабатывающей в режиме сверхизлучения.

Численное моделирование показало, что частота сле-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Блок-схема генератора последовательности УКИ на основе РЛОВ, работающей в ре-

жиме сверхизлучения c выводом излучения в сторону коллектора электронов (|R| – коэффициент отражения). (b) –

Результат численного моделирования генерации последовательности УКИ с несущей частотой 10ГГц при токе элек-

тронного пучка 4.0 кА, ускоряющем напряжении 270 кВ, длительности импульса тока 40 нс с фронтом 3нс, ведущем

магнитном поле 2.0 Tл. Расчетная частота следования УКИ 160 MГц. Пиковые мощности пяти последовательных УКИ

(ГВт): 2.5, 2.0, 1.8, 1.5, 1.6. Соответствующие коэффициенты конверсии K: 2.3, 1.9, 1.7, 1.4, 1.5

дования УКИ в таких приборах определяется харак-

терным временем в цепи обратной связи “волновой

импульс–электронный пучок” и достигает сотен ме-

гагерц, а пиковая мощность УКИ превышает мощ-

ность питающего электронного пучка. Заметим, что

для оценки эффективности таких режимов исполь-

зуют понятие коэффициента конверсии (K) [2], опре-

деляемого как отношение пиковой мощности УКИ к

мощности электронного пучка.

В настоящей работе представлены результаты

эксперимента по генерации периодической последо-

вательности УКИ в рамках подхода, описанного в ра-

боте [6]: сверхизлучательная РЛОВ с волновыми от-

ражателями на краях пространства взаимодействия.

Предварительно выполненный численный экспери-

мент показал, что в течение импульса тока пуч-

ка формируется периодическая последовательность

УКИ с частотой следования около 200 MГц, при этом

K ≈ 2.

Экспериментальная установка и система

регистрации СВЧ-сигналов. Общий вид экспери-

ментальной установки с системой СВЧ-регистрации

схематически представлен на рис. 1. В качестве

источника высоковольтных импульсов использован

сильноточный импульсный генератор серии SINUS

[8] с тройной формирующей линией (1), формирую-

щий импульсы напряжения с амплитудой до 330 кВ

и длительностью на полувысоте 36 нс. Трубчатый

релятивистский электронный пучок генерируется

в коаксиальном диоде с магнитной изоляцией с

кромочным взрывоэмиссионным катодом диаметром

35 мм. Для транспортировки пучка через электроди-

намическую систему СВЧ-генератора использован

импульсный соленоид (2) с длиной однородного

участка магнитного поля около 600 мм. Принцип

работы РЛОВ в режиме сверхизлучения основан

на накопительном отборе энергии у электронов

ультракоротким электромагнитным импульсом,

распространяющимся навстречу электронному

потоку [2, 3]. Исследуемая конструкция электро-

динамической системы (рис. 2) была изготовлена

на основе результатов численного моделирования

с использованием осесимметричной 2.5-D версии

полностью электромагнитного PiC-кода KARAT

[9]. Конструкция имела два рефлектора, один из

которых располагался на входе в замедляющую

систему со стороны катодного узла и обеспечивал

полное отражение падающей СВЧ-волны. Второй

рефлектор, расположенный на выходе генератора

со стороны коллектора электронов, возвращал в за-

медляющую систему около 5 % мощности. Наличие

такой цепи обратной связи приводит к тому, что

каждый сформировавшийся УКИ вызывает зарож-

дение следующего импульса. Замедляющая система

генератора представляла собой набор из 45 гофр с

периодом 12 мм и средним диаметром ≈ 1.3λ, где

λ – длина волны излучения. Глубина гофрировки

плавно увеличивалась от катодного края системы к

коллекторному. Последние семь гофр имели одина-

ковую амплитуду и составляли однородный участок,

на котором и зарождается каждый УКИ. На выходе

СВЧ-генератора устанавливался направленный

ответвитель на основе круглого волновода (3),

который в комплексе с ламповым детектором # 1

использовался для регистрации амплитуды и формы

УКИ в выходном волноводном тракте. Переходное

затухание ответвителя измерялось в диапазоне

частот 9 ÷ 12ГГц с помощью анализатора цепей
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Осциллограммы, демонстри-

рующие эффект генерации периодической последова-

тельности УКИ: Ch1 – напряжение на вакуумном дио-

де; Ch2 – ток вакуумного диода; Ch3 – детектирован-

ный СВЧ-сигнал с волноводного ответвителя; Ch4 –

детектированный СВЧ-сигнал с приемной антенны,

находящейся в максимуме плотности потока мощно-

сти. Параметры электронного пучка в момент времени,

выделенный треугольником: ускоряющее напряжение

270 кВ, ток 4.0 кА

Agilent 8719 ET (50 MГц÷ 12.5 ГГц) и составило

69 ÷ 71 дБ. Для вывода излучения использовался

конический рупор (4) с диаметром выходного окна

около 200 мм. Приемные антенны в виде открытого

конца прямоугольного волновода с геометрическим

сечением 23× 10 мм располагались на расстоянии

4.0 м от апертуры излучающего рупора и использо-

вались для регистрации амплитуды и формы УКИ

в открытом пространстве (антенна 5 в комплексе с

ламповым детектором # 2) и спектральных изме-

рений (антенна 6). Спектр излучения определялся

гетеродинным методом (генератор 7 и смеситель

8 на рис. 1) путем обработки сигнала промежу-

точной частоты осциллографом серии Tektronix

MSO 64 (6 ГГц, 25 Гвыб/с) с помощью быстрого

Рис. 4. (Цветной онлайн) Осциллограммы, получен-

ные в режиме накопления за 20 последовательных

срабатываний ускорителя электронов

преобразования Фурье. Область антенных измере-

ний была отделена от окружающего пространства

СВЧ-поглотителями. Для визуального контроля

пространственного распределения плотности по-

тока мощности СВЧ-излучения использовалось

газоразрядное индикаторное табло из неоновых

ламп. Высокочастотные кабельные трассы (кабель

РК50-4-47) калибровались с помощью генерато-

ра Г5-84, который формировал видеоимпульсы с

длительностью на полувысоте около 1 нс.

Результаты эксперимента. При амплитуде на-

пряжения на вакуумном диоде ускорителя электро-

нов 270 кВ, токе пучка 4.0 кА и ведущем магнит-

ном поле 2.2 Tл получен режим генерации перио-

дической последовательности УКИ (рис. 3) с дли-

тельностью на полувысоте ≈ 0.8 нс и частотой сле-

дования 170 MГц (период следования 5.9 нс). Такой

период следования импульсов соответствует перио-

ду обратной связи в генераторе, оцениваемому как

T = L(1/vgr + 1/ve), где ve – скорость электронов

в пучке, vgr – групповая скорость встречной элек-

тромагнитной волны, L – длина системы (рис. 2). В

серии из 20 импульсов максимальный разброс ампли-

туд УКИ не превышал 15 % (рис. 4). Частота колеба-

ний в каждом УКИ – около 10 ГГц (рис. 5).

Пиковая мощность в первом УКИ, полученная

интегрированием пространственного распределения

плотности потока мощности (которое соответствова-

ло волне E01), составила P1 = 1.3± 0.2ГВт. Зная пи-

ковые амплитуды остальных УКИ и вольт-ваттную
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Спектр высокочастотных колебаний, измеренный для первого УКИ (аналогичные спектры

регистрировались для остальных УКИ). Частота колебаний F = Fget +∆F , где Fget ≈ 7.5ГГц – частота гетеродина,

∆F ≈ 2.5ГГц – промежуточная частота

характеристику лампового детектора, можно оце-

нить их пиковые мощности: P2 = 1.0 ± 0.2ГВт, P3 =

= 1.1 ± 0.2ГВт, P4 = 1.0 ± 0.2ГВт, P5 = 0.8 ±
± 0.1ГВт, P6 = 0.2 ± 0.03ГВт. Коэффициенты кон-

версии определим как отношение пиковой мощности

каждого УКИ к мощности электронного пучка в мо-

мент времени, выделенный треугольником на рис. 3:

K1 = 1.2 ± 0.2, K2 = 0.9 ± 0.2, K3 = 1.0 ± 0.2,

K4 = 0.9± 0.2, K5 = 0.7 ± 0.1, K6 = 0.2 ± 0.03. Све-

чение панели из газоразрядных ламп под действием

СВЧ-излучения имело вид кольца.

Одновременно выполнялось независимое измере-

ние мощности излучения с помощью установленно-

го в выходном волноводе генератора направленно-

го волноводного ответвителя, сигнал с которого по-

ступал на ламповый детектор # 1 и обрабатывал-

ся с учетом вольт-ваттной характеристики этого де-

тектора. Измерение дало следующие оценки для пи-

ковых мощностей УКИ: P1 = 1.4 ± 0.2ГВт, P2 =

= 1.0± 0.2ГВт, P3 = 1.1± 0.2ГВт, P4 = 1.1± 0.2ГВт,

P5 = 0.8± 0.1ГВт, P6 = 0.3± 0.04ГВт.

В отдельной серии экспериментов с регистраци-

ей сигналов с помощью ответвителя выполнялось

измерение энергии СВЧ-излучения с использовани-

ем вакуумного калориметра [10], который устанав-

ливался непосредственно за ответвителем. Серия

из нескольких измерений, выполненных при ука-

занных выше настройках генератора, показала, что

СВЧ-энергия, приходящаяся на одно измерение, ле-

жит в диапазоне 8.5 ÷ 9.6Дж. Анализ соответству-

ющих осциллограмм при допущении, что в проме-

жутках между отдельными УКИ главным образом

присутствует “шумовая” генерация на частотах вбли-

зи 10 ГГц, дает оценку для пиковой мощности пер-

вого УКИ в 1.4 ÷ 1.5ГВт. Можно оценить и сред-

нюю СВЧ-мощность (P̄ ) в течение импульса элек-

тронного пучка. Полагая, что полная длительность

СВЧ-генерации составляет около 30 нс (рис. 3), име-

ем P̄ = 8.5 ÷ 9.6Дж/30 нс = 0.28÷ 0.32ГВт. Энерге-

тический КПД генератора, определяемый как отно-

шение СВЧ-энергии к энергии электронного пучка,

составил около 23 %.

Тот факт, что пиковая мощность УКИ макси-

мальна в первом импульсе и снижается у последу-

ющих, следует связывать, во-первых, с постепенной

отстройкой генератора от оптимальных параметров,

происходящей в течение импульса электронного пуч-

ка вследствие расширения катодной плазмы. На по-

следнее указывает монотонное снижение напряже-

ния в вакуумном диоде в течение импульса (рис. 3, 4).

Вероятно, свою роль также играет накопление в при-

боре потерявших кинетическую энергию электронов,

в значительном количестве образующихся в каждом

акте генерации УКИ. За время паузы между двумя

УКИ такие электроны не успевают покинуть замед-

ляющую систему, медленно дрейфуя в сторону кол-

лектора, а с другой стороны проникая в вакуумный

диод (см. рис. 3 в работе [6]). Присутствие большого

количества сильно заторможенных электронов вли-

яет и на формирование рабочего электронного пуч-

ка, и на электронно-волновое взаимодействие и, оче-

видно, изменяет условия генерации всех УКИ, кро-

ме первого. Вместе с тем, это негативное влияние в

рассматриваемой системе с концевыми отражателя-

ми оказывается слабее, чем в однопроходном генера-

торе без отражателей, в котором уже второй по счету

УКИ в несколько раз уступал по мощности первому.

Заключение. Полученные экспериментальные

результаты продемонстрировали работоспособность

предложенной схемы генерации периодической по-

следовательности УКИ и подтвердили корректность

теоретической модели прибора. В то же время пико-

вые мощности УКИ и соответствующие коэффициен-

ты конверсии, полученные в эксперименте, оказались
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приблизительно вдвое меньшими, чем при осесим-

метричном PiC-моделировании. Наиболее вероятная

причина этого – неустойчивость диокотронного типа

в изначально азимутально-однородном электронном

пучке, развивающаяся на протяжении всей длины

его транспортировки и приводящая к азимутальной

филаментации и радиальному расплыванию пучка.

Сравнение автографов пучка на мишенях из капро-

лона, размещенных на входе и выходе замедляющей

системы прибора в режиме без СВЧ-генерации по-

казало, что толщина стенки трубчатого пучка уве-

личивается с 0.8 мм вблизи кромки катода до 3 мм

в области с максимальной глубиной гофрировки. В

результате в этом месте, где и происходит зарожде-

ние УКИ, оценочная величина сопротивления свя-

зи рабочей волны E01 с электронным пучком ока-

зывается примерно вдвое меньшей, чем в отсутствие

неустойчивости. Азимутальная неоднородность пуч-

ка может способствовать развитию несимметричных

колебаний; однако полученные в описанных экспери-

ментах спектр генерации и распределение плотности

потока мощности СВЧ-излучения говорят о селек-

тивном возбуждении моды E01.
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Представлены результаты измерения магнитотранспорта нанопроволок InN высокого качества в при-

сутствии проводящего острия атомно-силового микроскопа (АСМ). Измерения были проведены при тем-

пературе T = 4.2K. Продемонстрировано влияние близкорасположенного острия зонда АСМ на сопро-

тивление нанопроволок при определенных значениях напряжений на нижнем затворе, а также то, что

данное влияние существенно подавлено во внешнем магнитном поле (B ≥ 150мT). Предложено каче-

ственное описание полученных экспериментальных данных в модели неоднородного протекания, или

шнурования тока.

DOI: 10.31857/S1234567822080043, EDN: fmpknw

После первых статей M. A. Topinka et al. [1, 2], в

которых проводящее острие зонда АСМ использова-

лось в качестве подвижного затвора (scanning gate

microscopy, или SGM) и было визуализировано шну-

рование тока в структурах на основе гетероперехода

AgAs/AlGaAs, была выполнена серия работ по ис-

следованию магнитотранспорта в системах с низкой

размерностью [3–18]. Измерения проводились как в

линейном [1, 2], так и в нелинейном режимах [8]. Из-

мерения проводились на образцах различной геомет-

рии. Первые экспериментальные результаты были

получены на образцах с точечным контактом [1, 2],

далее, исследовались такие структуры как кванто-

вые точки [4], резонаторы [11, 13, 16] и туннели [15].

Наряду с исследованием структур на основе гетеро-

переходав GaAs/AlGaAs, исследования проводились

также на однослойном [14, 17, 18] и двухслойном гра-

фене [19].

В статье [6] была продемонстрирована устой-

чивость положения шнуров тока к изменению на-

правления инжектированного заряда, а также про-

демонстрировано наличие шнурования тока в си-

стемах с низкой подвижностью. Переконфигурация

пространственного положения шнуров тока при при-

кладывании напряжения к боковым затворам была

исследована в работе [15].

Кроме того, в статье [12] было продемонстрирова-

но, что прикладывание внешнего магнитного поля в

несколько миллитесла приводит к размыванию шну-

ров тока в случае образцов с точечным контактом.

1)e-mail: azhukov@issp.ac.ru

В образцах с геометрией биллиарда центральная об-

ласть оказывается нечувствительна к присутствию

зонда АСМ в поле B = 300мТл из-за формирования

скачущих траекторий вдоль границ биллиарда [11].

Истинное пространственное разрешение в экспе-

риментах по изучению транспорта в присутствии

проводящего острия АСМ, выполненных на образ-

цах с использованием нанотрубок, нанопроволок или

графена, существенно выше, чем в случае исследо-

вания двумерного электронного газа на гетеропе-

реходе GaAs/AlGaAs из-за наличия нижнего затво-

ра, экранирующего влияние острия, и оказывается

порядка толщины оксида кремния. Пример такого

разрешения можно найти в работе [10], характер-

ный размер пространственных флуктуаций состав-

ляет 150÷200 нм, при этом толщина оксида кремния

100 нм. Наличие нижнего затвора позволило визуа-

лизировать циклотронные орбиты в эксперименте по

фокусировке электронного пучка [14] и андреевского

отражения [17] в графене.

В большинстве работ, начиная со статей [1, 2],

напряжение на острие (Vtip) и на нижнем затворе

(VBG) при сканировании поддерживалось постоян-

ным. Но в некоторых случаях техника, когда острие

неподвижно, а изменяется Vtip или VBG оказыва-

ется более предпочтительна для регистрирования

неоднородности протекания тока в образце (scanning

spectroscopy technique, или SST). Хороший пример

применения данной техники представлен в работе

[18], в которой удалось зафиксировать полоски про-

текающего тока в режиме квантового эффекта Хол-

ла в графене.
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Универсальные флуктуации проводимости в об-

разце графена с широкими контактами с применени-

ем техники SST были исследованы в работе [7]. Было

показано, что присутствие проводящего острия АСМ

или его перемещение (перемещение одного рассеива-

теля) перестраивает зависимость сопротивления об-

разца от напряжения на нижнем затворе во всем диа-

пазоне измеренных затворных напряжений.

В представленной работе демонстрируется вли-

яние близкорасположенного острия АСМ на сопро-

тивление нанопроволок InN при определенных зна-

чениях напряжения на нижнем затворе и при вклю-

чении слабого (несколько миллитесла) магнитного

поля. Измерения были проведены при температу-

ре T = 4.2K. Данные экспериментальные результа-

ты объясняются качественно формированием шну-

ров тока в нанопроволоках InN.

Были исследованы нанопроволоки InN, выра-

щенные с применением плазменной молекулярно-

лучевой эпитаксии [20, 21]. Проволоки выращива-

лись на кремниевой подложке (111) при температуре

475 ◦C в атмосфере, насыщенной азотом. Стандарт-

ная концентрация носителей в нанопроволоках со-

ставляет 5×1018 см−3, данные были получены из экс-

периментов по фотолюминесценции. Более подроб-

ную информацию о технологии роста нанопроволок

InN и их характеризации можно найти в работах

[20–22].

Для проведения транспортных измерений нано-

проволок в присутствии заряженного острия атомно-

силового микроскопа на подложке из допированного

кремния (100), покрытого оксидом кремния толщи-

ной 100 нм, при помощи электронной литографии и

последующего термического напыления золота бы-

ли изготовлены контактные площадки и маркеры.

Далее, на подготовленную подложку была помеще-

на капля ацетона со взвесью нанопроволок InN. По-

сле этого были изготовлены металлические (Ti/Au)

контакты при помощи электронной литографии и

термического напыления металлов в вакууме. Диа-

метр нанопроволок в исследуемом образце состав-

ляет примерно 40 нм, см. рис. 1а. Расстояние между

контактами составляет 540 нм.

Все измерения были проведены при температуре

T = 4.2K. Проводящее вольфрамовое острие атомно-

силового микроскопа использовалось в качестве по-

движного затвора [23]. Все измерения магнитотранс-

порта в присутствии проводящего острия были про-

ведены при заземленном острие (Vip = 0В) и по-

стоянном поданном напряжении на нижний затвор

(VBG). Измерение сопротивления нанопроволок во

время сканирования проводилось по двухточечной

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Представлено изобра-

жение образца, полученное при помощи сканирующего

электронного микроскопа. Длина прямоугольника со-

ответствует 1 мкм. (b) – Показан результат сканирова-

ния методикой SGM на том же участке образца, кото-

рый представлен на рис. (а). Заземленное проводящее

острие АСМ располагалось на высоте 220 нм над по-

верхностью SiO2, напряжение на нижнем затворе под-

держивалось равным VBG = −11В. Два пятна соот-

ветствующих более высокому сопротивлению образца

при приближении острия, свидетельствуют о наличии

потенциальных барьеров в приконтактной области

схеме. Была использована стандартная схема с син-

хронным усилителем, частота измерения была равна

231 Гц, измерительный ток составлял IAC = 50 нA,

падение напряжения на образце измерялось диффе-

ренциальным предусилителем. Расстояние от острия

до поверхности оксида кремния во время сканиро-

вания составляла htip = 220 нм. Магнитное поле в

эксперименте прикладывалось перпендикулярно по-

верхности оксида кремния и оси нанопроволок.

На рисунке 1 b представлен результат измерения

сопротивления образца в присутствии проводяще-

го зонда АСМ. Сканирование было проведено точ-

но по той же площади, что и на рис. 1а. Во вре-

мя сканирования вольфрамовое острие было зазем-

лено, напряжение на нижнем затворе составляло

VBG = −11B. Два ярких пятна, отмечающие ме-

ста с возросшим сопротивлением при приближе-

нии зонда, расположены точно над интерфейсами

металл/полупроводниковая нанопроволока и свиде-

тельствуют о наличии потенциального барьера на

интерфейсах. То, что удается различить два пятна,

означает, что пространственное разрешение установ-

ки достаточно, чтобы исследовать влияние острия

АСМ только на центральную область нанопроволок

без влияния на приконтактные области, если высота

положения острия не превышает htip = 220 нм. Все

дальнейшие экспериментальные данные были полу-

чены, когда острие АСМ находилось в центре об-

разца между контактами, данное положение отмече-

но желтой точкой на рис. 1а. При этом положение

острия по высоте менялось от htip = 20 до 120 нм,

что соответствует диапазону от 60 до 160 нм над
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Рис. 2. (Цветной онлайн) На верхнем графике рис. (а) представлены зависимости сопротивления образца от напря-

жения на нижнем затворе при различных значениях высоты острия АСМ, а именно, htip = 20нм (черная кривая),

70 нм (красная кривая) и 120 нм (синяя кривая). Три области затворных напряжений, в которых острие оказыва-

ет влияние на сопротивление образца, отмечены овалами. На верхнем графике рис. (b) представлены зависимости

R(VBG), демонстрирующие влияние слабого магнитного поля на сопротивление образца, когда острие АСМ располо-

жено близко (htip = 20нм) к поверхности нанопроволок. Измерения были проведены при B = 0мTл (черная кривая),

5мTл (красная кривая), 10мTл (зеленая кривая) и 15мTл (синяя кривая). Две области затворных напряжений,

в которых острие оказывает влияние на сопротивление образца отмечены овалами. При этом область I на рис. (a)

совпадает с областью I на рис. (b), а область III на рис. (a) почти совпадает с областью II рис. (b). На нижнем гра-

фике рис. (a) представлены зависимости ∆R(VBG). Зависимость ∆R(VBG) = R(VBG, h = 20 нм)− R(VBG, h = 70 нм) –

черная кривая, а зависимость ∆R(VBG) = R(VBG, h = 120 нм) − R(VBG, h = 70 нм) изображена красной кривой.

На нижнем графике рис. (b) построены зависимости ∆R(VBG), при этом черная, красная и зеленая кривые соот-

ветствуют зависимостям ∆R(VBG) = R(VBG, 0мTл) − R(VBG, 5мTл), ∆R(VBG) = R(VBG, 0мTл) − R(VBG, 10мTл) и

∆R(VBG) = R(VBG, 0мTл)−R(VBG, 15мTл)

поверхностью SiO2. Максимальная высота в 160 нм

над поверхностью оксида кремния была выбрана,

чтобы потенциал острия влиял только на централь-

ную часть нанопроволок, а не на приконтактные

области.

На рисунке 2а, верхний график, показана зависи-

мость сопротивления образцаR(VBG) при различном

положении острия АСМ в нулевом магнитном по-

ле. Данные, представленные черной, красной и синей

кривой были получены при высоте острия htip = 20,

70 и 120 нм над поверхностью нанопроволок InN. В

то время как зависимости R(VBG), измеренные при

высоте острия 70 и 120 нм, практически совпада-

ют, зависимость R(VBG), полученная при положении

острия 20 нм над нанопроволоками, демонстрирует

повышение сопротивления образца в трех областях

затворных напряжений, а именно, VBG = −5, 2 и

7.5 В (все области отмечены овалами на рис. 2a, на

верхнем графике).

На верхнем графике рисунка 2b показаны зависи-

мости R(VBG) при слабом изменении внешнего маг-

нитного поля, при этом высота острия над поверхно-

стью нанопроволоки составляла 20 нм. Черная, крас-

ная и синяя кривые были измерены при B = 0, 5, 10

и 15 мТл. Некоторое отличие между всеми кривыми

наблюдается при VBG в районе −5 и 6 B, обе области

отмечены овалами.

Для того, чтобы проявить более ярко разницу

между кривыми, представленными на верхнем гра-

фике рис. 2а, на нижнем графике построены зависи-

мости ∆R(VBG) = R(VBG, h = 20 нм) − R(VBG, h =

= 70 нм) (черная кривая) и ∆R(VBG) = R(VBG, h =

= 120 нм)−R(VBG, h = 70 нм) (красная кривая). Ве-

личина ∆R(VBG) превышает 1Ω в области II и прак-

тически достигает значения 2Ω в областях I и III.

Аналогично, для того, чтобы продемонстрировать

разницу между зависимостями, представленными на

верхнем графике рис. 2b, соответствующие зависимо-

сти ∆R(VBG) построены на нижнем графике. При

этом величина ∆R(VBG) превышает значение 1Ω и

практически достигает значения 1.5Ω как в области

I, так и в области II.

На верхних графиках рис. 3a–d представлены

результаты измерения влияния положения острия

АСМ (рис. 3a и c), а также слабого изменения внеш-

него магнитного поля, когда острие расположено

близко в поверхности нанопроволок (рис. 3b и d). Из-

мерения R(VBG), представленные на верхних графи-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Рисунки (a)–(d) демонстрируют влияние близкорасположенного острия АСМ на R(VBG) ис-

следуемого образца в ненулевом внешнем магнитном поле. На верхних графиках рис. (a) и (c) показаны зависимости

R(VBG), измеренные при B = 150 и 500 мТл, при этом высота острия над поверхностью нанопроволок поддерживалась

равной htip = 20нм (черные кривые), 70 нм (красные кривые) и 120 нм (синие кривые). Верхний график рис. (b) де-

монстрирует зависимости R(VBG), измеренные при B = 150мTл (черная кривая), 155 мTл (красная кривая) и 160 мTл

(синяя кривая). Острие АСМ находилось на высоте 20 нм над поверхностью нанопроволок. На верхнем графике рис. (d)

показаны результаты измерений зависимости R(VBG) во внешнем магнитном поле, равном B = 500мTл (черная кри-

вая), 505 мTл (красная кривая) и 510 мTл (синяя кривая). Высота острия при данных измерениях поддерживалась

равной 20 нм, аналогично измерениям, представленным на верхнем графике рис. (b). Верхние графики рис. (a)–(d) де-

монстрируют отсутствие какого-либо влияние острия АСМ на зависимости R(VBG). Для того, чтобы более наглядно

продемонстрировать данное утверждение, на нижних графиках рис. (a) и (c) представлены зависимости ∆R(VBG):

∆R(VBG) = R(VBG, h = 20нм) − R(VBG, h = 70 нм) – черные кривые и ∆R(VBG) = R(VBG, h = 120 нм) − R(VBG, h =

70 нм) – красные кривые. На нижнем графике рис. (b) показаны зависимости ∆R(VBG) трех кривых, измеренных

при различных величинах магнитного поля: ∆R(VBG) = R(VBG, 150мTл) − R(VBG, 155мTл) – черная кривая и

∆R(VBG) = R(VBG, 150мTл)−R(VBG, 160мTл) – красная кривая. На нижнем графике рис. (d) представлены зависимо-

сти ∆R(VBG) = (VBG, 500мTл)−R(VBG, 505мTл) – черная кривая и ∆R(VBG) = R(VBG, 500мTл)−R(VBG, 510мTл) –

красная кривая

ках рис. 3a и c, были выполнены при B = 150 и

500 мTл. Высота острия при этом составляла 20 нм

(черные кривые), 70 нм (красные кривые) и 120 нм

(синие кривые). Все измеренные кривые практиче-

ски совпадают. На нижних графиках соответствую-

щих рисунков представлена зависимость ∆R(VBG),

отклонение которой от нуля не превышает величину

1Ω для всех значениях VBG, при которых проводи-

лись измерения.

Влияние слабого изменения магнитного поля на

сопротивление образца, когда заземленное острие

АСМ расположено близко (htip = 20 нм) к поверхно-

сти нанопроволок для B = 150 и 500 мTл показано на

верхних графиках рис. 3b и d. Измерение зависимо-

стей R(VBG) на верхнем графике рис. 3b были прове-

дены при B = 150мTл (черная кривая), B = 155мTл

(красная кривая) и B = 160мTл (синяя кривая),

и при B = 500мTл (черная кривая), B = 505мTл
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(красная кривая) и B = 510мTл (синяя кривая), см.

верхний график рис. 3d. На верхних графиках рис. 3b

и d зависимости R(VBG) практически совпадают, а

абсолютная величина ∆R(VBG), представленная на

нижних графика рис. 3b и d не превышает 1Ω во всем

диапазоне приложенных напряжений VBG.

Во-первых, хотелось бы отметить высокое каче-

ство исследуемых нанопроволок InN. Их сопротив-

ление при нулевом напряжении на нижнем затво-

ре составляет R = 0.84 кΩ, сопротивление на едини-

цу длины 3.1 kΩ/мкм, а удельное сопротивление на

квадрат составляет 0.39 kΩ/�, если мы предполагаем

одинаковое качество обеих нанопроволок.

Подробное исследование магнитотранспорта в об-

разце в присутствии проводящего острия АСМ было

проведено ранее, см. [24]. В данной статье образец

был обозначен как образец II. Согласно полученным

экспериментальным данным, в данном образце при-

сутствуют слабые связи или потенциальные барье-

ры только в приконтактной области. Сканирование

было выполнено поддерживая высоту острия 200 нм.

Какое-либо существенное влияние острия на сопро-

тивление центральной части образца обнаружить не

удалось. Данные результаты аналогичны получен-

ным экспериментальным данным, представленным

на рис. 1b. Более подробную информацию о влиянии

острия на прозрачность потенциальных барьеров в

приконтактной области можно найти в работе [24].

Малое влияние проводящего острия АСМ на со-

противление образца обусловлено как высоким каче-

ством нанопроволок, так и не столь высоким отно-

шением сигнал/шум. Данное отношение можно су-

щественно улучшить, если воспользоваться техникой

сканирующей спектроскопии (scanning spectroscopy

technique или SST), аналогично примененной в ра-

ботах [7, 18]. Использование данной методики при

помещении острия в центр структуры, которое от-

мечено на рис. 1a желтой точкой, позволяет изме-

рить малое влияние острия на зависимость R(VBG),

при этом влияние острия на приконтактные области

образца исключены. К сожалению, применение ме-

тодики SGM с длительным измерением сопротивле-

ния образца в каждой точке сканирования не пред-

ставляется возможным, поскольку характерное вре-

мя дрейфа образца составляет примерно 20 ч.

Аналогично экспериментальным данным статьи

[7], дрейф нанопроволок InN приводит к изменению

зависимости R(VBG) при определенных значениях

напряжений на нижнем затворе. В качестве приме-

ра можно отметить результаты, представленные на

верхних графиках рис. 3a и b, которые были получе-

ны с разнесением по времени в 48 ч.

Для того, чтобы отделить влияние острия на со-

противление образца от влияния дрейфа, была вы-

работана следующая процедура измерений. После

разворачивания затворного напряжения в течении

1 ч 30 мин, затворное напряжение возвращается к ис-

ходному значению VBG = −12В на 45 мин. Как толь-

ко две последовательно полученные кривые начина-

ли совпадать, изменялась высота острия или изме-

нялось магнитное поле. Если новые кривые совпа-

ли, происходил переход к измерению на следующей

высоте острия или следующем выбранном магнит-

ном поле. В конце серии высота острия или величина

магнитного поля возвращались к исходному значе-

нию, прописывалась последняя экспериментальная

зависимость R(VBG) и проверялось ее совпадение с

первой полученной зависимостью. Хорошую воспро-

изводимость результатов можно наблюдать на ниж-

них графиках рис. 3, воспроизводимость оказывается

лучше, чем 1 Ом.

Согласно данным работы [7], если влияние близ-

корасположенного острия АСМ на сопротивление об-

разца присутствует, то оно будет присутствовать во

всей области измеренных значений напряжений на

нижнем затворе. Таким образом, эксперименталь-

ные результаты, представленные на рис. 2a, не могут

быть объяснены в рамках стандартной модели диф-

фузного когерентного транспорта, т.е. универсаль-

ных флуктуаций проводимости. Кроме того, слабое

изменение магнитного поля B ≪ Bc = Φ0/lϕd =

= 0.26Tл в рамках того же подхода не должно ме-

нять сопротивление образца. Здесь Φ0 – квант пото-

ка, а lϕ = 200 нм – длина сбоя фазы в нанопроволоке

InN [25]. Данное утверждение находится в противо-

речии с экспериментальными данными, представлен-

ными на рис. 2b.

Экспериментальные данные, представленные на

рис. 3, показывают существенное уменьшение влия-

ния близкорасположенного острия АСМ на сопро-

тивление образца во внешнем магнитном поле B ≥
≥ 0.15Tл. Данные, представленные на рис. 3b и d,

могут быть объяснены в рамках модели диффуз-

ного когерентного транспорта, т.е. если изменение

магнитного поля мало по сравнению с Bc, то зави-

симости R(VBG) должны совпадать. В рамках дан-

ной модели можно также описать эксперименталь-

ные данные, представленные на рис. 3c, магнитная

длина lB(0.5Tл) = (~/eB)0.5 = 36 нм оказывается

меньше, чем диаметр нанопроволоки, что приведет

к некоторому увеличению плотности тока на боко-

вых поверхностях нанопроволоки и уменьшению его

на верхней и нижней поверхностях. Здесь ~ – посто-

янная Планка, а e – заряд электрона. Следует от-
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метить, что некоторое уменьшение влияния острия

следует ожидать уже в поле B = 0.15Tл, поскольку

lB(0.15Tл) = 66 нм сравнимо с диаметром нанопро-

волоки. Таким образом, в рамках модели когерентно-

го диффузного транспорта можно качественно опи-

сать результаты, представленные на рис. 3, однако

это невозможно сделать в случае экспериментальных

данных, показанных на рис. 2.

Согласно экспериментальным данным по скани-

рованию с применением техники SGM, представлен-

ным в работе [12], шнурование тока на образцах

с точечным контактом прекращается уже в доста-

точно малых магнитных полях, а именно B = 4

и 8 мTл. Достаточно похожая ситуация наблюдает-

ся в образцах, имеющих форму биллиарда [12], при

этом было показано, что влияние острия в централь-

ной области биллиарда существенным образом по-

давлено уже при магнитном поле, равном B = 300 и

500 мTл. Эти экспериментальные данные позволяют

качественно описать экспериментальные результаты,

представленные на рис. 2.

В нанопроволоках InN электронная система пред-

ставляет из себя полый цилиндр, при этом максимум

концентрации электронов расположен на расстоя-

нии 5÷ 10 нм от поверхности нанопроволоки [26–30].

Наличие слабого потенциального барьера на интер-

фейсах означает, что контакт к проволокам неод-

нороден и может рассматриваться как точечный, а

именно, верхняя поверхность нанопроволоки должна

иметь контактное сопротивление существенно ниже,

чем боковая или нижняя. Электроны, впрыснутые

через точечный контакт, формируют шнуры. Нали-

чие шнурования тока было обнаружено в двумерных

электронных системах даже с низкой подвижностью

носителей [6]. При изменении напряжения на ниж-

нем затворе происходит перемещение шнуров тока

по поверхности нанопроволоки [15]. Следует отме-

тить, что взаимное экранирование рядом лежащи-

ми проволоками электрического потенциала нижне-

го затвора приводит к возникновению электрическо-

го поля, которое параллельно поверхности подлож-

ки [24], что существенным образом помогает пере-

распределению шнуров тока. Близкорасположенное

острие АСМ влияет на сопротивление образца в цен-

тральной части нанопроволоки, если острие распо-

ложено над шнуром тока, т.е. изменение сопротивле-

ния может происходить при определенных значени-

ях затворных напряжений. Таким образом, вводя в

рассмотрение шнуры тока, можно достаточно про-

сто описать экспериментальные результаты, пред-

ставленные на рис. 2a. Энергия когерентности Ec =

= hD/l2ϕ ≤ 15мэВ для всех измеренных значений

VBG, здесь h – постоянная Планка, D ≃ 1000 cм2/с –

коэффициент диффузии в данном образце. Харак-

терное напряжение когерентности для нижнего за-

твора составляет VcBG = Ec/(eα) ≤ 150мВ, что

подтверждает утверждение, что острие АСМ вли-

яет именно на рассеяние шнуров тока, а не как

просто дополнительный рассеиватель, перестраива-

ющий флуктуации сопротивления. В последнем слу-

чае совпадение зависимостей R(VBG) для различной

высоты положения острия АСМ в диапазоне затвор-

ных напряжений, превышающих 1 вольт невозможно

(см. рис. 2а). Здесь α = cwire−BG/ctotal ≥ 0.1 – геомет-

рический фактор, cwire−BG и ctotal – емкости между

затвором и нанопроволокой и полная емкость нано-

проволоки.

Слабое изменение магнитного поля приводит к

некоторой перестройки положений шнуров тока из-

за силы Лоренца [11]. Ларморовский радиус в InN

при B = 15мTл составляет 14 нм, и баллистиче-

ский электрон отклонится на 9 нм, пролетев 270 нм

от приконтактной области до центра нанопроволо-

ки. Величина 9 нм представляется разумной оценкой

для величины отклонения шнура тока в магнитном

поле [11]. Области напряжений по нижнему затво-

ру в которых острие оказывает влияние на зависи-

мость R(VBG) при слабом изменении магнитного по-

ля (рис. 2b) должны быть те же, что и в эксперименте

по изменению высоты острия (рис. 2a). Две области

влияния острия на рис. 2a и b практически совпада-

ют, что подтверждает правильность предложенной

модели шнурования тока.

Таким образом, даже если не удается визуализи-

ровать шнурование тока в нанопроволоках InN, тем

не менее удается продемонстрировать наличие шну-

ров. Данный результат, наряду с работой [18], по-

казывает важность применения техники спектроско-

пии при исследовании локального влияния острия

АСМ на сопротивление исследуемой системы.

Формирование шнуров тока в формально диф-

фузной проволоке представляется нам довольно

важным экспериментальным фактом. В работе

[31] была предпринята удачная попытка создания

квантового хаоса в баллистических образцах. В

результате, спектр флуктуаций и зависимость от

магнитного поля слаболокализационной квантовой

поправки воспроизвели результат диффузного об-

разца в случае биллиарда Бунимовича в точном

соответствии с теоретической работой [32]. Таким

образом биллиард Бунимовича может рассмат-

риваться как полностью эргодическая система

[31]. Строго говоря, в классическом биллиарде

Бунимовича введение коэффициента диффузии
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не представляется возможным [33]. Круговой бил-

лиард, в свою очередь, может рассматриваться

как слабоэргодическая система, из-за наличия в

нем стабильных траекторий [31]. Если же система

находится вблизи перехода металл/диэлектрик, то

проводимость прыжковая, и система не является

полностью эргодической из-за фрактальной или

мультифрактальной структуры волновой функции

электронов [34, 35].

Таким образом, в двух предельных случаях, а

именно, в баллистическом режиме и в режиме прыж-

ковой проводимости, система не является полностью

эргодической (если не были предприняты дополни-

тельные усилия, чтобы ее такой сделать [31]). Вопрос

об эргодичности полубаллистических систем был по-

ставлен в работе [36]. Причина возникновения такого

вопроса достаточно проста. Возникновение шнуров

тока может приводить к формированию устойчивых

траекторий даже в случае биллиарда Бунимовича

или других хаотических биллиардов, приводя систе-

му в состояние не полной или слабой эргодично-

сти [36]. Были проведены измерения магнитотранс-

порта в десятках образцов, включающих биллиар-

ды различной формы, изготовленные из 2D гете-

роструктур с различной подвижностью, а также в

нанопроволоках, изготовленных на основе структур

GaAs/AlGaAs [37] и n+-GaAs [38, 39]. Фрактальное

поведение универсальных флуктуаций проводимости

было обнаружено во всех измеренных образцах [36].

Таким образом, формирование устойчивых шнуров

тока, видимо, оказывает существенное влияние на

транспортные свойства баллистических и полубал-

листических неинтегрируемых биллиардов. Однако

фрактальное поведение универсальных флуктуаций

проводимости в диффузных проволоках с высокоуг-

ловым рассеянием [38, 39] выглядело, некоторым об-

разом, абсурдно. Возможно демонстрация формиро-

вания шнуров тока в нанопроволоках InN позволит

пролить некоторый свет на данную проблему. Следу-

ет отметить, что для определения надежных крите-

риев перехода от слабой эргодичности к полной в ме-

зоскопических системах потребуются существенная

дополнительная экспериментальная и теоретическая

работа.

Представлены экспериментальные результаты

по измерению магнитотранспорта в нанопроволоках

InN высокого качества в присутствии проводящего

острия АСМ. Наряду с продемонстрированным

высоким разрешением при использовании техники

SGM были показаны новые особенности в зависи-

мости R(VBG), вызванные близкорасположенным

острием АСМ. Полученные экспериментальные

результаты объяснены в модели формирования

шнуров тока в двумерном электронном газе в нано-

проволоках InN. Данные результаты подтверждают

существенную роль двумерной цилиндрической

поверхности электронной системы в нанопроволоках

InN. Данный эффект будет существенно более выра-

жен в нанопроволоках с цилиндрической двумерной

электронной системой, но с меньшей концентрацией

носителей.

Авторы хотят поблагодарить Кристиана Блемер-

са, Кристиана Фолька и Томаса Шеперса за изготов-

ление образцов и плодотворные обсуждения экспери-

ментальных результатов, а также Рафаэллу Каралко

за выращивание нанопроволок InN.

Данная работа была выполнена в рамках

Госзадания ИФТТ РАН.

1. M. A. Topinka, B. J. Leroy, S. E. J. Shaw,

R. Fleischmann, E. J. Heller, R.M. Westervelt,

K.D. Maranowski, and A.C. Gossard, Science 289,

2323 (2000).

2. M. A. Topinka, B. J. LeRoy, R.M. Westervelt,

S. E. J. Shaw, R. Fleischmann, E. J. Heller,

K.D. Maranowski, and A.C. Gossard, Nature 410, 183

(2001).

3. B. J. LeRoy, A.C. Bleszynski, K.E. Aidala,

R.M. Westervelt, A. Kalben, E. J. Heller,

K.D. Maranowski, and A.C. Gossard, Phys. Rev.

Lett. 94, 126801 (2005).

4. A. Pioda, D. Brunner, S. Kicin, T. Ihn, M. Sigrist,

A. Fuhrer, K. Ensslin, M. Reinwald, and

W. Wegscheider, Physica E 32, 167 (2006).

5. K.E. Aidala, R. E. Parrott, T. Kramer, E. J. Heller,

R.M. Westervelt, M. P. Hanson, and A.C. Gossard,

Nature Phys. 3, 464 (2007).

6. M. P. Jura, M. A. Topinka, L. Urban, A. Yazdani,

H. Shtrikman, L.N. Pfeiffer, K.W. West, and

D. Goldhaber-Gordon, Nature Phys. 3, 841 (2007).

7. J. Berezovsky and R.M. Westervelt, Nanotechnology

21, 274014 (2010).

8. M. P. Jura, M. Grobis, M.A. Topinka, L.N. Pfeiffer,

K.W. West, and D. Goldhaber-Gordon, Phys. Rev. B

82, 155328 (2010).

9. S.R. Hunt, E. J. Fuller, B. L. Corso, and Ph.G. Collins,

Phys. Rev. B 85, 235418 (2012).

10. A.A. Zhukov, Ch. Volk, A. Winden, H. Hardtdegen,
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R. Calarco, and Th. Schäpers, J. Appl. Phys. 108,

113704 (2010).

26. H. Lu, W. J. Schaff, L. F. Eastman, and C. E. Stutz,
Appl. Phys. Lett. 82, 1736 (2003).

27. I. Mahboob, T.D. Veal, L. F. J. Piper, C. F. McConville,
H. Lu, W. Schaff, J. Furthmüller, and F. Bechstedt,
Phys. Rev. B 69, 201307(R) (2004).

28. L. Colakerol, T.D. Veal, H.-K. Jeong, L. Plucinski,
A. DeMasi, T. Learmonth, P.-A. Glans, Sh. Wang,
Yu. Zhang, L. F. J. Piper, P.H. Jefferson, A. Fedorov,
T.-Ch. Chen, T. D. Moustakas, C. F. McConville, and
K.E. Smith, Phys. Rev. Lett. 97, 237601 (2006).

29. C. G. van de Walle and D. Segev, J. Appl. Phys. 101,
081704 (2007).
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В работе изучается возможность контролируемого изменения атомно-кристаллической и электрон-

ной структуры кристалла парателлурита при возбуждении интенсивных ультразвуковых колебаний.

Впервые для этого применен метод резонансной дифракции синхротронного излучения. Эксперимен-

тально показано влияние ультразвуковой модуляции, реализованной с помощью стоячей акустической

волны, возбуждаемой в высококачественном резонаторе ТеО2, на структуру запрещенного рентгенов-

ского рефлекса 100.

DOI: 10.31857/S1234567822080055, EDN: fndquy

1. Введение. Напряжения, возникающие в ма-

териалах при внешних воздействиях, могут влиять

на их структуру и физические свойства [1, 2], в том

числе: приводить к фазовым переходам [3–5] или ста-

билизировать структуру [6], влиять на электронную

структуру [7–9] или электронную подвижность [10].

Акустические волны дают возможность создания пе-

ременной и контролируемой деформации в материа-

лах [11], и, следовательно, управления электронной

структурой и оптическими свойствами [12]. Кристал-

лические материалы являются ключевым элементом

для производства компонент микроэлектроники, ра-

диотехники и акустооптики, при этом соответствую-

щие приборы зачастую работают в условиях различ-

ных внешних воздействий, влияющих на их функци-

ональные характеристики [13–19]. Это делает изуче-

ние таких материалов и их характеристик в условиях

различных внешних воздействий одной из актуаль-

ных задач современного материаловедения. Одним

из распространенных кристаллических материалов,

используемых в том числе в акустооптике, являет-

ся парателлурит (TeO2), исследуемый в настоящей

работе [17–20].

1)e-mail: yan.eliovich@gmail.com
2)M. Zschornak, T. Weigel, L. Christian.

Внешние воздействия могут не только выступать

как инструмент нагрузки для изучения происходя-

щих в кристалле изменений, но и создавать новые

уникальные свойства или даже использоваться для

управления различными вторичными параметрами.

Пример таких исследований – появление полярной

фазы в титанате стронция при воздействии электри-

ческого поля [21–24]. В других работах [25, 26] бы-

ло показано, что стоячие акустические (ультразву-

ковые) волны в кристаллах не только изменяют па-

раметр решетки кристалла, но также и вызывают пе-

рераспределение дефектов в нем. При этом зависи-

мости наблюдаемых структурных изменений от ам-

плитуды ультразвукового сигнала и релаксация на-

блюдаемых изменений при его отключении могут

демонстрировать сложный характер [27]. Для эф-

фективного возбуждения ультразвуковых колебаний

используются специальные кристаллы-резонаторы

[26], которые позволяют эффективно управлять па-

раметрами дифрагированного рентгеновского пучка,

осуществляя как угловую [28], так и спектральную

[29] перестройку последнего.

В проведенных ранее работах при изучении но-

вых материалов для изготовления эффективных ре-

зонаторов был обнаружен эффект аномального из-

менения полуширины исследуемого кристалла фто-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема эксперимента на станции P23: 1 – источник излучения; 2, 6 – коллимационные ще-

ли; 3 – монохроматор; 4 – фокусировка; 5 – зеркала; 7 – исследуемый резонатор; 8 – детектор; 9 – генератор; 10 –

усилитель; 11 – осциллограф; 12 – управляющий ПК

рида лития и парателлурита [27], который свиде-

тельствует о возможности эффективного изменения

атомно-кристаллической структуры кристалла с по-

мощью внешнего ультразвукового воздействия, что

может быть использовано для придания исследуемо-

му материалу новых свойств и возможностей.

Для рассмотрения этого вопроса были изуче-

ны структурные изменения в пьезоэлектрическом

кристалле-резонаторе парателлурита при возбужде-

нии ультразвуковых колебаний с помощью рентге-

новской дифракции при энергиях, близких к краю

поглощения. Особое внимание уделялось влиянию

ультразвуковых воздействий на запрещенные рентге-

новские рефлексы: изменение спектральных особен-

ностей последних в условиях ультразвуковой нагруз-

ки свидетельствовало бы об изменении локального

окружения атомов и плотности электронных состоя-

ний [30].

Ранее при проведении экспериментов с аналогич-

ными кристаллами парателлурита в условиях воз-

действия электрических полей было показано, что

энергетический спектр запрещенных рентгеновских

рефлексов при воздействии электрического поля из-

меняется незначительно [31]. В свою очередь, ультра-

звуковые воздействия могут быть более эффектив-

ным инструментом для решения поставленной зада-

чи, так как позволяют достигать существенных отно-

сительных вариаций параметра решетки ∆d/d, как

это было показано в [27].

2. Методика проведения исследований. В

качестве образцов для исследований в данной ра-

боте были выбраны монолитные высококачествен-

ные рентгеноакустические резонаторы, изготовлен-

ные из кристаллов парателуррита. Эксперименты

проводились на станции P23 источника синхротрон-

ного излучения Petra III (DESY, Гамбург, Герма-

ния) при энергиях падающего излучения вблизи L1

края поглощения теллура 4.94 кэВ. После монохро-

матора подготовленный рентгеновский пучок попа-

дал на исследуемый образец, закрепленный на спе-

циальном рентгеноакустическом держателе, установ-

ленном на основном многокружном (5 + 2) гонио-

метре Huber. Отраженный сигнал регистрировался

с помощью двухкоординатного детектора Lambda

(X-Spectrum Lambda 750K). В детекторе был преду-

смотрен режим интегрирования регистрируемой ин-

тенсивности по определенному угловому диапазону,

что позволяло использовать его как обычный сцин-

тилляционный 0D-детектор для измерения кривых

дифракционного отражения (КДО) и оценки степени

совершенства структуры исследуемых кристаллов-

резонаторов. Принципиальная схема эксперимента

представлена на рис. 1.

Исследуемые кристаллы-резонаторы закрепля-

лись на основном гониометре Huber в специальном

держателе, обеспечивающим минимальное перекры-

тие пучка в широком диапазоне настроек экспери-

ментальной схемы, разработанном специально для

экспериментов с запрещенными рентгеновскими ре-

флексами. Держатель, в свою очередь, располагался

на аттачменте, оборудованном X- и Y -подвижками,

позволяющими проводить измерения в определенной

точке поверхности исследуемого резонатора, что

было важным для оценки распределения ультра-

звуковых деформаций и точного позиционирования

образца. Через токопроводящие контакты держа-
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теля и систему проводов на кристалл с системы

возбуждения и контроля ультразвуковых колебаний

подавался электрический сигнал резонансной час-

тоты (165.7 кГц). Система состояла из генератора

(Rigol DG1011) и многоканального осциллографа

(Voltcraft DSO-1202D), позволяющего отслеживать

как исходный контрольный сигнал, так и отклик с

исследуемого резонатора, осуществляя тем самым

точную подстройку значения резонансной часто-

ты. По результатам предварительных измерений,

включающих оценку их амплитудно-частотных ха-

рактеристик (АЧХ), для дальнейших экспериментов

было отобрано два кристалла-резонатора, отлича-

ющихся наибольшей эффективностью возбуждения

ультразвуковых колебаний. Для этих образцов изме-

рялись зависимости распределения ультразвуковых

деформаций вдоль поверхности исследуемого кри-

сталла, а также оценивалось предельное уширение

интегральных кривых дифракционного отражения,

полученных при воздействии ультразвукового сиг-

нала (пример показан на рис. 2). Их уширение затем

можно было пересчитать в относительное изменение

параметра решетки ∆d/d, которое использовалось

при дальнейших расчетах.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Демонстрация уширения

КДО разрешенного рентгеновского рефлекса 200 для

одного из отобранных резонаторов при воздействии

ультразвукового сигнала, напряжение на кристалле

30 В, уширение примерно в 7 раз относительно исход-

ной КДО

Из рисунка 2 хорошо видно, что в результате уль-

тразвукового воздействия наблюдается значительное

уширение исходной КДО (вплоть до 70 угл. с).

Ключевой задачей работы было изучение влия-

ния ультразвуковой модуляции, реализованной с по-

мощью стоячей акустической волны, на кристалли-

ческую структуру исследуемого резонатора TeO2 на

примере запрещенного рентгеновского рефлекса 100.

Проявление указанного рефлекса возможно в случае

резонансной рентгеновской дифракции близ края по-

глощения теллура (4.9397 кэВ) благодаря появлению

диполь-дипольного резонансного вклада в атомный

фактор теллура.

Измерения проводились следующим образом. По-

сле предварительной настройки экспериментальной

схемы и тестирования резонаторов на разрешенном

рентгеновском рефлексе 200 экспериментальная схе-

ма юстировалась на запрещенный рефлекс 100, при

этом из-за особенностей синхротронного пучка про-

водилось ослабление гармоники более высокого по-

рядка, вносящей существенный вклад в наблюдае-

мою картину. Для этого оптический стол монохро-

матора был поднят относительно своего нормально-

го положения на 0.6 мм, что дало возможность “вы-

резать” из спектра падающего на образец излуче-

ния гармонику с помощью системы коллиматоров,

установленных после монохроматора. Это позволило

проводить измерения на существенно более слабом

запрещенном рентгеновском рефлексе.

В такой конфигурации измерялись энергетиче-

ские спектры запрещенного рентгеновского рефлек-

са – зависимости интегральной интенсивности от

энергии излучения в районе края поглощения теллу-

ра. Для большей наглядности спектры измерялись в

различных точках поверхности кристалла – с мини-

мальной и максимальной ультразвуковой деформа-

цией, в соответствии с распределением, полученным

при первичном тестировании резонаторов.

3. Экспериментальные результаты и их об-

суждение. После проведения подготовительных из-

мерений с отобранными кристаллами резонаторами

парателлурита на разрешенном рентгеновском ре-

флексе 200 (угол Брэгга 31.083◦) экспериментальная

схема была настроена на запрещенное рентгеновское

отражение 100 (угол Брэгга 15.123◦), где проводи-

лись финальные измерения.

В процессе измерений энергетического спектра

запрещенного рефлекса 100 было показано, что уль-

тразвук действительно оказывает влияние на тон-

кую структуру спектра (рис. 3), причем степень это-

го влияния существенно отличается при измерениях

в различных точках кристалла, промодулированно-

го стоячей акустической волной – с минимальной (на

краю кристалла) и максимальной ультразвуковой де-

формацией (в центре рентгенооптической части).

Из рисунка 3 видно, что акустическая волна

сильно влияет как на интенсивность, так и на фор-

му энергетического спектра запрещенного отраже-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Энергетический спектр запрещенного рентгеновского рефлекса 100 в районе края погло-

щения теллура: без звука (черная кривая), на краю кристалла (красная кривая) и в центре кристалла (синяя кривая);

(b) – пример рассчитанного спектра отражения 100 без акустического воздействия и с учетом деформации вследствие

акустического воздействия

ния. Кроме того, возникает небольшой сдвиг всей

кривой. Для того, чтобы этот сдвиг, а также изме-

нение спектральной формы стало более заметным,

на рис. 4 представлены центральная и правая части

спектра, нормированные на величину максимальной

интенсивности.

Хорошо видно, что тонкая структура спектра, а

также возникающий энергетический сдвиг не толь-

ко изменяются при включении ультразвукового сиг-

нала, но и зависят от выбранной точки поверхно-

сти кристалла – то есть от градиента ультразвуко-

вой деформации в исследуемом резонаторе. Наблю-

даемое изменение спектра зависит от относительных

смещений атомов. Хотя в центре кристалла возника-

ющая ультразвуковая деформация максимальна, но

она однородна, тогда как на краях ее градиент, на-

оборот, максимален. Это приводит к тому, что влия-

ние ультразвука становится даже более выраженным

на краю кристалла, как это показано на рис. 3 и 4.

Выполненные квантовомеханические расчеты атом-

ных смещений, возникающих вследствие деформа-

ции, связанной с акустическим воздействием, и по-

следующие расчеты энергетической структуры спек-

тров запрещенного отражения хорошо описывают

наблюдаемый эффект и свидетельствуют о том, что

меняется также электронная структура, в том числе,

плотность электронных состояний, что может прояв-

ляться в изменении оптических характеристик. При-

мер такого расчета приведен на рис. 3b. Детальное

описание таких расчетов составит предмет отдель-

ной публикации.

Наблюдаемый при ультразвуковой деформации

эффект существенно превосходит эффект от влия-

ния электрических полей, который изучался в ана-

логичных экспериментах [31]. Полученные результа-

ты позволяют сделать вывод о том, что ультразву-

ковое воздействие на кристалл парателлурита, дей-

ствительно, может выступать в качестве эффектив-

ного инструмента для контролируемого изменения

атомно-кристаллической и электронной структуры.

Исследования в данном направлении продолжаются,

в частности, изучается влияние ультразвуковой де-

формации на энергетические спектры других рентге-

новских рефлексов, в том числе разрешенных. Также

проводится работа по выделению зависимости изме-

нений энергетических спектров отражений от фазы
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (а) – Центральная часть энергетического спектра отражения 100 в парателлурите; (b) – тон-

кая структура в правой части спектра отражения 100. Черные кривые соответствуют спектрам без звука, красные –

спектрам на краю кристалла, синие – в центре кристалла

ультразвукового сигнала с помощью системы стро-

боскопической регистрации.

4. Заключение. В эксперименте, выполненном

на станции Р23 синхротрона PETRA III, были изме-

рены энергетические спектры запрещенного рентге-

новского рефлекса 100 в кристалле-резонаторе пара-

теллурита TeO2 при энергиях падающего излучения

вблизи L1 края поглощения теллура. Измерения про-

водились в различных точках поверхности исследуе-

мых резонаторов, отличающихся величиной ультра-

звуковой деформации.

Показано, что: 1) ультразвуковое воздействие, ре-

ализованное в виде стоячей акустической волны, су-

щественно влияет на интенсивность и тонкую струк-

туру энергетического спектра запрещенного рефлек-

са, а также приводит к небольшому энергетическому

сдвигу; 2) наблюдаемые изменения существенно за-

висят от выбора точки на поверхности исследуемого

резонатора в соответствии с градиентом возникаю-

щей в кристалле ультразвуковой деформации; 3) воз-

никающие изменения являются обратимыми. Таким

образом, можно говорить об управляемых изменени-

ях атомной, кристаллической и электронной струк-

туры кристалла парателлурита.

Авторы работы выражают благодарность DESY

(Гамбург, Германия), члену Ассоциации Гельм-

гольца HGF, в частности, лично Д. В. Новикову и

М. Нентвич, за предоставление экспериментального

оборудования и помощь при проведении измерений.

Работа выполнена при поддержке Министерства

науки и высшего образования в рамках выполнения

работ по Государственному заданию ФНИЦ “Кри-

сталлография и фотоника” РАН в части разра-

ботки методик проведения экспериментов, а также

при частичной финансовой поддержке Российского

фонда фундаментальных исследований и Немецко-

го научно-исследовательского сообщества в рамках

научного проекта Российского фонда фундаменталь-

ных исследований # 19-52-12029 ННИО_а в сотруд-

ничестве с DFG (грант DFG 409743569, ZS 120/1-1)

в части изучения особенностей исследуемых резона-

торов и их подготовки к проведению экспериментов.

1. H.-W. Chen, C. Li, C.-H. Ma, Y.-H. Chuand, and

H.-L. Liu, Phys. Chem. Chem. Phys. 23, 8908 (2021).

2. Y. Kim, R. Sangkyun, and J. Hyoungjeen, RSC

Advances 9, 2645 (2019).

3. M. C. Weber, M. Guennou, N. Dix, D. Pesquera,

F. Sánchez, G. Herranz, J. Fontcuberta, L. López-
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The dissipation is called Planckian, when the relax-

ation time τ is comparable with ~/T , see e.g. [1–3] and

criticism in [4]. In principle, the other types of dissi-

pation can be also called Planckian, when the relax-

ation time τ is comparable with the other quantum

time scales. Then, in general, the Planckian dissipation

takes place, when the time scales related to dissipation

(Thouless time [5], elastic scattering time τel, inelas-

tic scattering time τinel, spin-relaxation time, etc.) are

compared with the characteristic energy scale: temper-

ature T , kinetic energy per particle, gap in the energy

spectrum, interlevel distance ∆E in mesoscopic systems

and in the vortex core, etc. We consider the case, when

~/τ becomes comparable with the interlevel distance in

the core of vortices [6]. In this case the transition from

super-Planckian to the sub-Planckian dissipation marks

the onset of the vortex turbulence in superconductors

and fermionic superfluids [7, 8].

In the weak-coupling BCS regime, where the gap

∆ ≪ EF , the vortex core contains the chiral branch

of the discrete levels. These Caroli-de Gennes-Matricon

levels are quantized with either En = (n + 1/2)∆E or

En = n∆E [9]. In the latter case the core contains the

Majorana fermions [9–11]. The scattering leads to the

broadening of the core levels. If the broadening ~/τ be-

comes comparable with or larger than the minigap ∆E,

the energy levels overlap, and the chiral branch becomes

continuous. This allows the spectral flow from the neg-

ative energy states to the positive energy states, which

leads to the spectral flow force acting on the vortex

[12]. This phenomenon represents the analog of the axial

anomaly. The analogy becomes exact in case of continu-

ous vortices (skyrmions) in 3He-A with Weyl fermionic

quasiparticles, where the spectral flow is governed by the

Adler–Bell–Jackiw anomaly equation [13]. The spectral

flow is the important ingredient of the vortex dynam-

1)e-mail: grigori.volovik@aalto.fi

ics experimentally studied in detail in the fully gapped
3He-B and in the chiral 3He-A [13, 14].

The coarse-grained hydrodynamic equation for the

velocity of the superfluid component is:

∂vs

∂t
+∇µ = vs × ωs − α′(vs − vn)× ωs +

+ αω̂s × [ωs × (vs − vn)] , ωs = ∇× vs, (1)

where vs and vn are the superfluid and normal velocities

correspondingly, and ω̂s is the unit vector of superfluid

vorticity ωs. The first term in the rhs of Eq. (1) comes

from the conventional Magnus force acting on vortices.

The second term with the parameter α′ is also the reac-

tive (nondissipative) force, but it comes from the effect

of the chiral anomaly. The third term is the friction force

acting on quantized vortices, when they move with re-

spect to the normal bath.

As distinct from the turbulence in classical liquids

the turbulence in the two-fluid hydrodynamics is de-

scribed by 3 Reynolds numbers. One Reynolds number

describes the dynamics of the normal component. In
3He due to the high viscosity of the normal component,

its Reynolds number is small and the normal flow is

laminar. The normal component is typically at rest, i.e.

vn = 0. Then the superfluid dynamics in Eq. (1) con-

tains two dimensionless parameters:

1− α′ =
ω2
0τ

2

1 + ω2
0τ

2
tanh

∆

2T
, (2)

α =
ω0τ

1 + ω2
0τ

2
tanh

∆

2T
, (3)

where ~ω0 = ∆E is the minigap.

The velocity independent superfluid Reynolds num-

ber – the ratio between the reactive and dissipative

terms – has the direct relation to the Planck dissipa-

tion:

Rev =
1− α′

α
=

∆E

~/τ
. (4)

498 Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



Quantum turbulence and Planckian dissipation 499

In the regime Rev < 1 the spectral flow along the

core levels becomes allowed, and in the limit Rev ≪ 1

the Kopnin spectral force almost completely compen-

sates the conventional Magnus force. In this regime, the

dissipation wins over the combined reactive force, and

this prevents the turbulence. When Rev > 1, the energy

levels become isolated from each other, the spectral flow

is suppressed, the Magnus force wins over dissipation

giving rise to the quantum turbulence.

Fig. 1. Phase diagram of the vortex turbulence from [15]

in terms of two Planckian parameters, which serve as

the quantum Reynolds numbers, Rev and Res, where

1/Rev = (~/τ )/∆E and 1/Res = ~/(mUR)

The phase diagram of vortex turbulence in Fig. 1 is

determined by superfluid Reynolds numbers, Rev and

Res, both can be called Planckian. The Reynolds num-

ber Res is Res = UR/(~/m), where U and R are the

parameters of the flow at large scale. This superfluid

Reynolds number looks similar to the Reynolds num-

ber in classical liquids, Re = UR/ν, but instead of the

kinematic viscosity ν the quantum quantity ~/m en-

ters. At T ∼ 0.6Tc, the transition from the laminar

flow to the vortex turbulence takes place, which follows

both from experiment and theoretical calculations. Be-

low this transition the vortex turbulence is described

by the classical-like Kolmogorov cascade. At very low

temperature, when Res > Re2v, the dynamics of the in-

dividual vortices becomes important. It is the Vinen tur-

bulence [16], which is characterized by the single length

scale – the distance between vortices.

In conclusion, the notion of the Planckian dissipation

can be extended to the system of the Caroli-de Gennes-

Matricon energy levels in the vortex core of supercon-

ductors and fermionic superfluids. In this approach the

Planck dissipation takes place when the scattering time

τ is comparable with the Heisenberg time tH = ~/∆E.

The spectral flow of levels along the chiral branch of

the Caroli-de Gennes-Matricon states takes place in the

super-Planckian region, i.e. when τ < ~/∆E, and is

absent in the sub-Planckian region, τ > ~/∆E. As a re-

sult, the Planck dissipation separates the laminar flow

of the superfluid liquid at τ < ~/∆E and the vortex

turbulence at τ > ~/∆E.
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Введение. Спиновое стекло характеризуется на-

личием беспорядка и фрустрации, которые возни-

кают из-за равного количества положительных и

отрицательных взаимодействий в системе [1]. По-

нятие фрустрации определяется как невозможность

удовлетворения всех совокупных взаимодействий в

системе из-за конкуренции между ними [2]. Реше-

ние задач минимизации энергии и вычисления кон-

фигураций основного состояния в моделях спиново-

го стекла связано с серьезными трудностями теоре-

тического анализа и численных расчетов. Эти зада-

чи относятся к классу недетерминистически полино-

миальных задач (NP-класс) [3]. По этим причинам

создание эффективных алгоритмов для вычисления

низкоэнергетических состояний является одной из

определяющих проблем в теории фрустрированного

магнетизма.

Методы Монте-Карло – группа математических

методов вероятностного расчета для исследования

интегральных характеристик систем. Данные мето-

ды позволяют исследовать системы взаимодейству-

ющих многих тел, для которых невозможно вы-

полнить генерацию конфигураций, обладающих ми-

нимальной энергией, из-за сложности и размера

пространства состояний, поэтому используют при-

ближенные методы [4]. Монте-Карло алгоритмы не

1)e-mail: kapitan.vyu@dvfu.ru

только давно и широко используются для иссле-

дования различных физических систем [5–9], но и

продолжают активно развиваться и совершенство-

ваться [10–13], благодаря развитию вычислительной

техники.

Несмотря на то, что методы Монте-Карло явля-

ются часто используемыми инструментами при ис-

следовании классических систем, вблизи критиче-

ских точек эффективность резко снижается и воз-

никает так называемое “критическое замедление”, и

движение системы в фазовом пространстве становит-

ся очень медленным. Одним из алгоритмов, позволя-

ющих преодолеть критическое замедление, являет-

ся гибридный мультиспиновый метод, который был

представлен и подробно описан в работе [12].

В последнее время в физике начали применять-

ся новые вычислительные подходы, такие как ма-

шинное обучение и нейронные сети [14, 15]. Мож-

но выделить два основных подхода к применению

нейронных сетей для исследования спиновых систем.

Первый подход является альтернативой исследова-

нию термодинамических средних физических вели-

чин, когда изучение спиновых конфигураций состо-

ит в классификации неупорядоченных и упорядочен-

ных фаз с использованием алгоритмов машинного

обучения. Использование такого подхода сводит про-

блему определения фаз и фазового перехода к задаче

классификации [16–19].
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Второй подход заключается в использовании ней-

ронных сетей, например, машины Больцмана [20–22]

или авторегрессионной нейронной сети [23] для пред-

сказания спиновых конфигураций с наименьшей

энергией.

В данной работе была рассмотрена модель спи-

нового стекла Эдвардса–Андерсона [24] на квадрат-

ной решетке спинов Изинга с бимодальным рас-

пределением связей и периодическими граничны-

ми условиями. Для численных расчетов исполь-

зовалась комбинация гибридного мультиспинового

метода (от англ. Hybrid Multispin Method (HMM))

[12] и ограниченной машины Больцмана (от англ.

Restricted Boltzmann Machine (RBM)) для предска-

зания основных энергетических состояний в модели

спинового стекла Эдвардса–Андерсона.

Для вычисления основных состояний мы исполь-

зовали данные гибридного мультиспинового метода

для обучения нейронной сети и прогнозирования со-

стояния спинового стекла с более низким уровнем

энергии, чем в наборах обучающих данных. На при-

мере небольших спиновых систем (4× 4 и 6× 6) бы-

ли проверены результаты работы нейронной сети и

проведено сравнение с результатами точного реше-

ния, рассчитанного методом исчерпывающего пере-

числения (от англ. Exhaustive Enumeration Method

(EEM)). Также для проверки был использован ал-

горитм, основанный на методе трансфер-матриц (от

англ. Transfer-Matrix Method (TMM)) [25, 26] для си-

стем до 20× 20 спинов Изинга.

Модель спинового стекла Эдвардса–

Андерсона. Эдвардс и Андерсон в 1975 г. в работе

[24] предложили модель спинового стекла из L × L

спинов Изинга Si = ±1, расположенных в узлах

квадратной решетки, с линейным размером L,

периодическими граничными условиями и Гамиль-

тонианом:

H = −
∑

〈ij〉
JijSiSj, (1)

где Si, Sj – спины Изинга в решетке, 〈i, j〉 означа-

ет, что суммирование идет только по ближайшим

спинам; Jij – связь между ближайшими соседними

спинами i и j. Важно отметить, что перед началом

расчетов определяются все связи, и после этого они

остаются неизменными до конца исследования.

Одной из основных характеристик спинового

стекла является длительное время релаксации. При

низких температурах релаксация системы становит-

ся медленной, и трудно достичь равновесия даже для

систем небольшого количества частиц, в том чис-

ле в численных экспериментах, поэтому применя-

ются различные модификации приближенных мето-

дов [27].

Ограниченная машина Больцмана. Ограни-

ченная машина Больцмана – это стохастическая, ге-

неративная модель нейронной сети, которая исполь-

зует идею “энергии” в качестве метрики для измере-

ния качества обучения [21].

Как видно на рис. 1, ограниченная машина

Больцмана состоит из одного видимого слоя нейро-

нов (v1, . . . , vn), одного скрытого слоя (h1, . . . , hm) и

соответствующих коэффициентов смещения a и b.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Архитектура ограниченной

машины Больцмана

Связи между слоями задаются с помощью матри-

цы весов W = (wi,j) размера m×n и коэффициентов

смещения a и b.

Изначально связи и коэффициенты смещения

инициализируются случайными значениями. В про-

цессе обучения они меняются по алгоритму, описан-

ному ниже. Входными данными для нейронной сети

являются конфигурации спинового стекла и количе-

ство нейронов видимого слоя соответствует количе-

ству спинов. Для обучения сети используются пря-

мой (от видимого слоя к скрытому) и обратный (от

скрытого слоя к видимому) проходы по нейронам.

В первую эпоху обучения на видимый слой сети

подаются входные данные v0. При прямом проходе

нейроны видимого слоя обрабатывают эти данные и

передают результат нейронам скрытого слоя h0:

h0 ∼ p(h|v0) → p(hj = 1|v) = (2)

σ

(

bj +

m∑

i=1

wi,jvi

)

, (3)

где σ – сигмоидная функция активации.
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При обратном проходе обработанные в скрытом

слое данные подаются обратно на видимый слой v1:

v1 ∼ p(v|h0) → p(vi = 1|h) =

σ



ai +
n∑

j=1

wi,jhj



 .
(4)

Для контроля переобучения сети сравниваются

величины свободной энергии видимого слоя F (v) до

прямого и обратного проходов и после них [28]:

F (v) = −
∑

i

viai −
∑

j

log(1 + exj ), (5)

L =
∑

v1

F (v1)−
∑

v0

F (v0), (6)

где xj = bj +
∑

i viwi – входные данные для скры-

того нейрона j, L – функция потерь (от англ. Loss

Function).

Если модель не переобучается – значение функ-

ции потерь L должно быть примерно равно нулю. В

противном случае – средняя свободная энергия види-

мого слоя увеличивается после прямого и обратного

проходов и эта разница представляет собой величину

переобучения. На рисунке 2 представлены значения

функции потерь L в зависимости от номера эпохи

обучения для систем различного числа спинов.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость значения функ-

ции потерь при обучении от порядкового номера эпохи

Далее обновляются значения весов и коэффици-

енты смещения:

∆W = v0[p(h = 1|v0)]T − v1[p(h = 1|v1)]T , (7)

∆a = v0 − v1, (8)

∆b = p(h = 1|v0)− p(h = 1|v1), (9)

W =W + α∆W, (10)

a = a+ α∆a, (11)

b = b+ α∆b, (12)

где α – скорость обучения.

Описанный выше способ обучения сети называет-

ся алгоритмом контрастной дивергенции с выборкой

по Гиббсу [29].

Нейросеть не различает связи и спины, по-

этому для обучения используются только спины,

значения которых масштабируются в диапазоне

[0; 1](−1 → 0, 1 → 1). Решетка спинов представля-

ется в виде бинарного одномерного массива длины

L × L (где L – размер системы) и подается на вход

сети.

Результаты и обсуждение. Для обучения ней-

ронной сети и подтверждения результатов, методом

исчерпывающего перечисления были сгенерированы

системы спиновых стекол 4×4 и 6×6 спинов с бимо-

дальным распределением связей Jij . Для обучения

выбирались 400 конфигураций из выбранных диапа-

зонов энергий на один спин [1.5; 1.0] и [−0.5;−0.75]

для системы 4 × 4, [1.33; 1.22] и [−0.67;−0.89] для

системы 6 × 6. Это было сделано с целью независи-

мого сравнения полученных результатов ограничен-

ной машины Больцмана для каждой системы. При-

меры систем для обучения 4 × 4 (E = −0.5) и 6 × 6

(E = −0.89) показаны на рис. 3. Для численных рас-

четов использовались безразмерные величины в |J |
единицах.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Примеры систем для обуче-

ния: (a) – 4 × 4 (E = −0.5); (b) – 6 × 6 (E = −0.89) с

заданным бимодальным распределением связей. Цвет

спинов (круг) или связей (ромб) зависит от координа-

ты z между спином вниз S = −1 или J = −1 (синий) и

вверх S = +1 или J = 1 (оранжевый)

Исследование систем относительно небольшого

числа спинов 4×4, 6×6 с помощью метода исчерпы-

вающего перечисления позволило получить точные

решения. Энергии и конфигурации основных состоя-

ний систем относительно большого числа спинов бы-

ли рассчитаны методами гибридного Монте-Карло и

трансфер-матриц, см. табл. 1.
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Таблица 1. Сравнение результатов, полученных различными
вычислительными подходами

EEM TMM HMM RBM

Количество спинов Emin Emin Emin Emin

4× 4 −1.5 −1.5 − −1.5

6× 6 −1.3 −1.3 − −1.3

10× 10 − −1.4 −1.4 −1.4

20× 20 − −1.38 −1.34 −1.38

30× 30 − − −1.334 −1.342

Различные вычислительные методы показали

одинаковые результаты для системы 4 × 4: мини-

мальная энергия составила Emin = −1.5, кратность

вырождения 14, половина конфигураций является

антисимметричной, см. рис. 4.

Рис. 4. (a) – Пример системы для обучения: 4 × 4,

(E = −0.5) с заданным бимодальным распределени-

ем связей; (b)–(h) – основные состояния системы 4× 4

при данном распределении связей

При исследовании системы 6 × 6 с помощью

метода исчерпывающего перечисления вычислены

Emin = −1.3, 184-x кратное вырождение основно-

го состояния. Результаты ограниченной машины

Больцмана: Emin = −1.3, 138-ми кратное вырож-

дение основного состояния, что несколько меньше,

чем в точном решении. 6 × 6 – максимальное ко-

личество спинов для расчета методом исчерпываю-

щего перечисления; системы относительно большо-

го числа частиц изучались гибридным Монте-Карло

методом и методом трансфер-матриц. Метод исчер-

пывающего перечисления позволяет получить все ос-

новные состояния, метод трансфер-матриц вычисля-

ет конфигурации этих состояний для систем мень-

ше, чем 12 × 12, а для систем до 20 × 20 спинов он

позволяет рассчитывать только значения минималь-

ной энергии. В свою очередь, методы Монте-Карло,

в силу вероятностной специфики, позволяют вычис-

лять лишь малую часть вырожденных основных со-

стояний и не всегда достигают минимума, поэтому

для решения такого класса задач актуально приме-

нение нейросетевых алгоритмов как перспективного

вычислительного подхода.

Для численных расчетов систем относитель-

но большого числа частиц ограниченная машина

Больцмана вычислила конфигурации с меньшей

энергией, чем гибридное Монте-Карло для 20 × 20

и 30 × 30, и достигла минимума, который был

рассчитан методом трансфер-матриц, см. табл. 1.

Также нейронная сеть позволяет вычислять не толь-

ко отдельные конфигурации в минимуме энергии,

но и изучать грубый энергетический ландшафт

вырожденных основных состояний спиновых стекол.

На примере системы 30× 30 спинов было выявлено,

что в найденных низкоэнергетических конфигура-

циях невозможно выделить элементарную ячейку

спинов, трансляция которой позволила бы получить

такие состояния. В рамках данного исследования

ограниченная машина Больцмана показала более

высокую точность по сравнению с оптимизирован-

ным алгоритмом гибридного Монте-Карло.

Заключение. Нами было показано, что ос-

новные состояния систем спинового стекла можно

вычислять нейросетевыми методами. Работоспособ-

ность ограниченной машины Больцмана проверена

точными и приближенными вычислительными

методами, которые позволили подтвердить досто-

верность полученных результатов. Точно вычислена

кратность вырождения основных состояний, их

энергия и конфигурации для систем с относительно

малым числом спинов, для систем с относительно

большим числом спинов вычислены значения мини-

мальной энергии и некоторые соответствующие ей

конфигурации с разным спиновым избытком.

На основании этих результатов, с одной стороны,

можно сделать вывод, что нейронные сети уже яв-

ляются полезными инструментами для решения за-

дач, связанных с изучением сложных спиновых си-

стем и позволяют значительно улучшить результаты

теоретических исследований, проводимых обычными

вычислительными методами. С другой стороны, мы

столкнулись с проблемой определения числа вырож-

дений основного энергетического уровня из-за отсут-

ствия точных решений для больших систем и, как

следствие, невозможностью проверки, смогли ли ис-

пользуемые приближенные вычислительные методы

достичь глобального энергетического минимума.

Авторы выражают благодарность проф.
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На основе алгоритма Ванга–Ландау методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых пере-

ходов и магнитных структур основного состояния двумерной модели Поттса с числом состояний спина

q = 4 на треугольной решетке с конкурирующими обменными взаимодействиями первых J1 и вторых J2
ближайших соседей. Построена фазовая диаграмма зависимости критической температуры от величины

J2. Установлено, что переход из ферромагнитной фазы в парамагнитную является фазовым переходом

второго рода, в то время как переход из страйповой и страйпово-триплетной фаз в парамагнитную

фазу – первого рода. Получены магнитные структуры основного состояния, соответствующие разным

областям фазовой диаграммы. Обнаружено, что в интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 конкуренция обменных

взаимодействий приводит к сильной фрустрации и нарушению магнитного упорядочения.

DOI: 10.31857/S1234567822080080, EDN: fnkohe

1. Введение. С момента своего появления мо-

дель Поттса сыграла значительную роль в стати-

стической физике [1–3] и в приложениях к раз-

личным системам конденсированного состояния [4].

Большинство имеющихся результатов получены для

двумерной модели Поттса с числом состояний спина

q = 2 и q = 3 [5–8]. В зависимости от числа состоя-

ний спина q и пространственной размерности модель

Поттса демонстрирует температурный фазовый пе-

реход (ФП) первого или второго рода. Критические

свойства и фазовая диаграмма ферромагнитной мо-

дели Поттса достаточно хорошо изучены в двумер-

ном случае [4, 9]: при q > 4 система демонстрирует

ФП первого порядка, в то время как при q ≤ 4 пе-

реход непрерывен. Поведение антиферромагнитной

модели Поттса считается более сложным, поскольку

сильно зависит от микроструктуры решетки. Анти-

ферромагнитная модель Поттса с числом состояний

спина q = 3 на треугольной решетке демонстрирует

слабый переход первого рода при нулевой температу-

ре [10, 11], обычную конечно-температурную крити-

ческую точку на решетке кагоме [12]; на квадратной

решетке она имеет критическую точку при нулевой

температуре и разупорядочена при любой положи-

тельной температуре [13–16]; на наборе плоских че-

тырехугольных решеток, модель либо имеет крити-

ческую точку при нулевой температуре, либо имеет

1)e-mail: d_kurbanova1990@mail.ru

три упорядоченные сосуществующие фазы, в зави-

симости от того, является ли четырехугольник са-

модвойственным или нет [17].

Таким образом, можно сказать, что ферромаг-

нитные модели Поттса достаточно хорошо изучены

благодаря их универсальности; для антиферромаг-

нитных моделей, ввиду большого разнообразия кри-

тического поведения системы, многие вопросы долж-

ны быть исследованы в каждом конкретном случае

отдельно.

Мы проводим исследования двумерной модели

Поттса с числом состояний спина q = 4, поскольку

она довольно уникальна и до сих пор мало изучена.

Эта модель может быть использована для описания

поведения некоторых классов адсорбированных га-

зов на графите [18]. Данная модель интересна и тем,

что значение q = 4 является граничным значением

интервала q ≤ 4, где наблюдается ФП второго ро-

да и области значений q > 4, в котором ФП проис-

ходит как переход первого рода [4]. Кроме того, в

рассматриваемой модели было обнаружено неодно-

значное псевдокритическое поведение [6].

Результаты, полученные для двумерной модели

Поттса с числом состояний спина q = 3 и q = 4

на разных типах решеток с конкурирующими об-

менными взаимодействиями, показывают, что мно-

гие физические свойства модели Поттса также за-

висят от величины взаимодействия вторых соседей

J2 [11, 19–26]. В зависимости от геометрии решетки,
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при определенных значениях J2 модель становится

фрустрированной [25, 26]. Для модели Поттса на гек-

сагональной решетке фрустрации наблюдаются в ин-

тервале −0.6 ≤ J2 ≤ −0.3 [25], а на решетке кагоме –

при J2 = −0.5 [26]. Подобные исследования для дву-

мерной модели Поттса с q = 4 на треугольной решет-

ке до сих пор не проводились.

Исследование модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 на треугольной решетке с конкуриру-

ющими обменными взаимодействиями в литературе

практически не встречается. Конкуренция обменно-

го взаимодействия в данной модели может приве-

сти к фрустрации, вырождению основного состоя-

ния, появлению различных фаз и ФП, а также вли-

ять на его термодинамические, магнитные и крити-

ческие свойства. В связи с этим в данной работе нами

предпринята попытка на основе алгоритма Ванга–

Ландау (F. Wang and D. P. Landau) метода Монте-

Карло (МК) провести исследование ФП, магнитных

структур основного состояния и термодинамических

свойств этой модели в широком диапазоне величины

J2. Исследования проводятся на основе современных

методов и идей, что позволит получить ответ на ряд

вопросов, связанных с природой ФП и термодинами-

ческим поведением фрустрированных спиновых си-

стем и систем с конкурирующими обменными взаи-

модействиями.

2. Модель и метод исследования. Гамильто-

ниан модели Поттса с числом состояний спина q = 4

с учетом взаимодействий первых и вторых ближай-

ших соседей может быть представлен в следующем

виде:

H = −J
∑

〈i,j〉,i6=j

SiSj

∑

〈i,k〉,i6=k

SiSk =

= −J1
∑

〈i,j〉,i6=j

cos θi,j − J2
∑

〈i,k〉,i6=k

cos θi,k, (1)

где J1 и J2 – параметры обменных ферро- (J1 > 0)

и антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействия со-

ответственно для первых и вторых ближайших со-

седей, θi,j , θi,k – углы между взаимодействующими

спинами Si−Sj и Si −Sk. Величина взаимодействия

вторых соседей менялась в интервале −2.0 ≤ J2 ≤
≤ 0.0.

Схематическое описание данной модели пред-

ставлено на рис. 1. На вставке приведены направ-

ления для каждого из 4 значений спина и соответ-

ствующее цветовое представление. На рисунке также

представлены взаимодействия между первыми и вто-

рыми ближайшими соседями. Направления спинов

заданы таким образом, что выполняется равенство:

θi,j =

{

0, если Si = Sj

109.47◦, если Si 6= Sj

,

cos θi,j =

{

1, если Si = Sj

−1/3, если Si 6= Sj

. (2)

Согласно уравнению (2) для двух спинов Si и Sj

энергия парного обменного взаимодействия Ei,j =

= −J1, если Si = Sj . В случае, когда Si 6= Sj, энергия

Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия парного взаимо-

действия спинов равна одной величине при их оди-

наковом направлении, и принимает другое значение

при не совпадении направлений спинов. Для модели

Поттса с числом состояний спина q = 4 в трехмерном

пространстве такое возможно только при ориентации

спинов, как показано на рис. 1.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Модель Поттса с числом со-

стояний спина q = 4

В настоящее время такие системы на основе мик-

роскопических гамильтонианов успешно изучаются

на основе метода МК [27–30]. В последнее время раз-

работано много новых вариантов алгоритмов метода

МК. Одним из наиболее эффективных для исследо-

вания подобных систем является алгоритм Ванга–

Ландау [31, 32], особенно в низкотемпературной об-

ласти.

Алгоритм Ванга–Ландау является реализацией

метода энтропийного моделирования и позволяет

вычислить функцию плотности состояний системы.

Данный алгоритм основан на том, что совершая слу-

чайное блуждание в пространстве энергий с вероят-

ностями, обратно пропорциональными плотности со-

стояний g(E), мы получаем равномерное распределе-

ние по энергиям. Подобрав вероятности перехода та-

кими, что посещение всех энергетических состояний
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стало бы равномерным, можно получить изначально

неизвестную плотность состояний g(E), зная кото-

рую, можно вычислить значения необходимых тер-

модинамических параметров при любой температу-

ре. Так как плотность состояний g(E) очень быстро

растет с увеличением размеров исследуемых систем,

для удобства хранения и обработки больших чисел

пользуются величиной ln g(E).

Алгоритм Ванга–Ландау был использован нами в

следующем виде:

Задается произвольная начальная конфигурация

спинов. Стартовые значения плотности состояний

g(E) = 1, гистограммы распределений по энерги-

ям H(E) = 0, стартовый модификационный фак-

тор f = f0 = e1 ≈ 2.71828. Многократно соверша-

ем шаги в фазовом пространстве, пока не получим

относительно плоскую гистограмму H(E) (т.е. пока

не будут посещены примерно одинаковое количество

раз все возможные энергетические состояния систе-

мы). При этом вероятность перехода из состояния с

энергией E1 в состояние с энергией E2 определяется

по формуле p = g(E1)/g(E2). Если переход в состоя-

ние с энергией E2 состоялся, то g(E2) → f × g(E2),

H(E2) → H(E2) + 1, иначе g(E1) → f × g(E1),

H(E1) → H(E1) + 1. Если гистограмма стала “плос-

кой”, то обнуляем гистограмму H(E) → 0, умень-

шаем модификационный фактор f →
√
f и продол-

жаем снова, пока f ≥ fmin. Гистограмма считается

достаточно плоской, если в ней значение для всех

возможных энергетических состояний принимают не

менее 90 % от общего среднего значения. В нашем

случае было принято fmin = 1.0000000001, что до-

стигается на 34 шаге итерации (модификационный

фактор при этом принимает значение f = e2
−34 ≈

1.0000000000582). В стандартный алгоритм Ванга–

Ландау нами внесены дополнения, которые позволя-

ют получить магнитную структуру основного состо-

яния системы. При достижении состояния с мини-

мальной энергией (предположительно, основного со-

стояния системы) магнитная структура сохраняется

в памяти в виде строки, содержащей значения всех

спинов. К примеру, ферромагнитные конфигурации,

в которых все спины направлены вдоль одного из че-

тырех направлений, будут представлены как 11111...,

22222..., 33333... или 44444.... При добавлении новой

строки она сравнивается с уже имеющимися стро-

ками на уникальность. Так как энергетический ми-

нимум системы заранее не известен и не будет до-

стигнут на начальных шагах итераций, данная про-

цедура запускается только после 15 итераций. Если

в ходе дальнейших расчетов обнаруживается состо-

яние с более низкой энергией, то данное состояние

принимается за основное и массив строк очищается

полностью от предыдущих данных. Для экономии

вычислительных ресурсов хранятся не более 1000

строк уникальных конфигураций. Процедура явля-

ется достаточно трудозатратной и эффективна толь-

ко для систем малых размеров. При моделировании

частиц больших размеров данная функция отклю-

чается. После завершения расчетов сравнивается ко-

личество строк Nstring и округленное до целого зна-

чение плотности состояний NGS = Round(g(Emin)).

Если основное состояние сильно не вырождено, то

мы получим, что NGS = Nstring. В случае сильно-

го вырождения основного состояния, пример кото-

рого приведен на рис. 2b, где для L = 120 мы име-

ем NGS ≈ 103000, данная процедура также полезна,

так как показывает сильное вырождение основно-

го состояния и позволяет отображать некоторые из

огромного числа всевозможных конфигураций.

Определив плотность состояний системы, мож-

но рассчитать значения термодинамических пара-

метров при любой температуре. В частности, внут-

реннюю энергию U , свободную энергию F , удельную

теплоемкость C и энтропию S можно вычислить, ис-

пользуя следующие выражения:

U(T ) =

∑

E

Eg(E)e−E/kBT

∑

E

g(E)e−E/kBT
≡ 〈E〉T , (3)

F (T ) = −kBT ln

(
∑

E

g(E)e−E/kBT

)

, (4)

C =

(
(|J1|/kBT )2

N

)
(
〈U2〉 − 〈U〉2

)
, (5)

S(T ) =
U(T )− F (T )

T
, (6)

где N – число частиц, T – температура (здесь и да-

лее температура дана в единицах |J1|/kB). Расчеты

проводились для систем с периодическими гранич-

ными условиями и линейными размерами L×L = N ,

L = 12÷ 120.

3. Результаты моделирования. Алгоритм

Ванга–Ландау является эффективным методом для

расчета плотности состояния энергии. Преимуще-

ство алгоритма заключается в том, что плотность

состояний g(E) в системе не зависит от темпера-

туры. Зная плотность состояний системы, можно

рассчитать температурную зависимость любого

интересующего нас термодинамического параметра.

На рисунке 2a приведены плотности состояний

g(E) системы для разных величин обменного вза-

имодействия J2 (здесь и далее статистическая по-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Плотность состояний g(E) для различных значений J2; (b) – плотность состояний g(E)

для J2 = −1.0 при различных линейных размерах L

грешность не превышает размеров символов, исполь-

зованных для построения зависимостей). Плотность

состояний имеет куполообразную форму. В интерва-

ле −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 наблюдается сильное вырожде-

ние основного состояния, система становится фруст-

рированной (область, в которой конкуренция обмен-

ных взаимодействий приводит к полному нарушению

упорядочения основного состояния). Плотности со-

стояния g(E) фрустрированной области (J2 = −1.0)

при различных линейных размерах системы приве-

дены на рис. 2b. С увеличением линейных размеров

системы, плотность состояний g(E) значительно воз-

растает, что обусловлено вырождением основного со-

стояния.

Для анализа порядка ФП и определения критиче-

ской температуры из данных, полученных на основе

алгоритма Ванга–Ландау в последние годы успешно

используют метод, основанный на разности плотно-

сти состояний (DOS) [33–35]:

∆ ln g(E)

∆E
=

ln g(E +∆E)− ln g(E)

∆E
. (7)

Системы, демонстрирующие переход первого ро-

да, имеют S-подобную структуру разности DOS. На

рисунке 3 видно, что производная от плотности со-

стояний имеет поведение, характерное для ФП пер-

вого рода. Температуру перехода TC = 1/βC , как и в

термодинамике, можно определить по правилу Макс-

велла. Линия βC разделяет разницу DOS в двух зо-

нах с одинаковыми площадями βC = 3.1058 (рис. 3).

Значение критической температуры, определенное

из рис. 3, имеет высокую точность и дает такое же

значение, что и другие методы (TC = 1/βC = 0.3219).

Для анализа порядка ФП нами также был ис-

пользован гистограммный анализ данных метода

МК. Гистограммный анализ – один из наиболее

Рис. 3. (Цветной онлайн) Производная от плотности со-

стояний для J2 = −0.6 при L = 60. Горизонтальная ли-

ния βC = 3.1058 соответствует обратной критической

температуре, полученной с помощью правила равных

площадей Максвелла TC = 1/βC = 0.3219

точных методов, позволяющих установить род ФП

[29, 30]. На рисунке 4 представлены гистограммы

распределения энергии для системы с линейными

размерами L = 60. Графики построены при различ-

ных температурах, близких к критической темпера-

туре. Видно, что в зависимости вероятности W от

энергии E/N при критической температуре TC =

0.3219 и в ее окрестности наблюдаются два макси-

мума. Наличие двойного пика на гистограммах рас-

пределения энергии является характерным призна-

ком ФП первого рода. Отметим, что двойные пики

на гистограммах распределения для исследуемой мо-

дели наблюдаются в интервалах −0.8 ≤ J2 ≤ 0.0 и

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3.

Однако наличие двойных пиков на гистограм-

мах распределения энергии не является достаточным
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Гистограмма распределения

энергии для J2 = −0.6 при L = 60

Рис. 5. (Цветной онлайн) Гистограмма распределения

энергии для J2 = 0.0 при различных L

условием существования ФП первого рода. На рисун-

ке 5 представлены гистограммы распределения энер-

гии для систем с линейными размерами L = 48; 72;

96 и 120 при J2 = 0.0. Видно, что с увеличением

линейных размеров системы расстояние между пи-

ками на гистограмме уменьшается и два пика схо-

дятся в один. Такое поведение характерно для си-

стем, в которых наблюдаются фазовые переходы вто-

рого рода с признаками переходов первого рода, ис-

чезающие в термодинамическом пределе. Аналогич-

ное поведение на гистограммах распределения энер-

гии наблюдается в интервале −0.5 < J2 ≤ 0.0. Дан-

ные, полученные в ходе исследования, показывают,

что расстояние между перегибами функции плотно-

сти состояний в этом интервале также уменьшается

с ростом линейных размеров решетки. На гистограм-

мах, полученных для интервалов −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5 и

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3 с увеличением линейных размеров

пики не сливаются в один, а наоборот, становятся

более ярко выраженными, что характерно для ФП

первого рода. Таким образом, для исследуемой мо-

дели в интервале −0.5 < J2 ≤ 0.0 наблюдается ФП

второго рода с признаками перехода первого рода, а

в интервалах −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5 и −2.0 ≤ J2 ≤ −1.3

наблюдается ФП первого рода.

Фазовая диаграмма зависимости критической

температуры от величины взаимодействия вто-

рых ближайших соседей приведена на рис. 6. На

Рис. 6. (Цветной онлайн) Фазовая диаграмма четырех-

вершинной модели Поттса на треугольной решетке с

взаимодействиями вторых ближайших соседей J2

диаграмме наблюдаются несколько различных

фаз: ферромагнитная (FM), парамагнитная (PM),

страйповая (в интервале −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5), фруст-

рированная (в интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9) и Phase

1 (страйпово-триплетная). В интервале значений

−1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 критическая температура равна

нулю и ФП отсутствует. Это объясняется тем, что

конкуренция обменных взаимодействий первых и

вторых ближайших соседей в данном интервале

приводит к возникновению сильной фрустрации.

Фрустрации нарушают порядок в системе и при-

водят к исчезновению ФП. Анализ порядка ФП,

проведенный для всего рассмотренного интерва-

ла J2, показывает, что ФП из ферромагнитной

фазы в парамагнитную фазу является переходом

второго рода, а переход страйповой и страйпово-

триплетной фаз в парамагнитную фазу – первого

рода. Значения J2, при которых система становится

фрустрированной, полученные в данном исследо-

вании, не совпадают со значениями, полученными

для аналогичной модели на гексагональной решет-

ке (−0.6 ≤ J2 ≤ −0.3) [25] и на решетке кагоме

(J2 = −0.5) [26]. Это позволяет говорить, что в дву-

мерной модели Поттса с q = 4 области, в которых
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возникают фрустрированные состояния зависят от

типа решетки.

На рисунке 7 представлены магнитные структу-

ры основного состояния, соответствующие различ-

Рис. 7. (Цветной онлайн) Магнитные структуры основ-

ного состояния, реализуемые в системе при J1 = 1 и

различных значениях J2: (a) – −0.4 ≤ J2 ≤ 0.0; (b),

(c) – −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5; (d) – −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9; (e), (f) –

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3

ным областям фазовой диаграммы. Спины, обозна-

ченные кружками одного и того же цвета, имеют

одинаковое направление. На рисунке 7а представле-

ны магнитные структуры основного состояния для

J2 = 0.0. Основное состояние является ферромаг-

нитным, в котором все спины ориентированы вдоль

одного из четырех направлений – система четырех-

кратно вырождена (для систем любых линейных раз-

меровNGS = 4). Такая картина наблюдается в интер-

вале значений −0.5 < J2 ≤ 0.0. На рисунках 7b и c

приведены магнитные структуры основного состоя-

ния для случаев J2 = −0.5 и J2 = −0.7. Происходит

нарушение ферромагнитного упорядочения. Наблю-

дается полосовая структура, причем ширина, цвет и

направление полос может быть произвольным. Коли-

чество состояний пропорционально ln(NGS) ∝ L. Для

J2 = −1.0 (рис. 7d) учет антиферромагнитных взаи-

модействий вторых ближайших соседей приводит к

полному нарушению магнитного упорядочения. Сте-

пень вырождения основного состояния в данном слу-

чае ln(NGS) ∝ L2. Аналогичная картина наблюдает-

ся в диапазоне −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9. Выше этой области

в интервале −2.0 ≤ J2 ≤ −1.3 (рис. 7e, f) в систе-

ме возникают триплетные и страйпово-триплетные

структуры. Количество состояний пропорционально

ln(NGS) ∝ L.

Таким образом, в зависимости от величины об-

менного взаимодействия J2, с понижением темпера-

туры в системе возможны несколько сценариев упо-

рядочения:

1. Триплетное или смешанное страйпово-

триплетное состояние (рис. 7e, f) в интервале

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3.

2. Фрустрированное неупорядоченное состояние

(рис. 7d) в интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9.

3. Страйповое состояние (рис. 7b и c) в интервале

−0.8 ≤ J2 ≤ −0.5.

4. Упорядоченное ферромагнитное состояние

(рис. 7a) при J2 > −0.5.

4. Заключение. Исследование фазовых перехо-

дов, магнитных структур основного состояния и тер-

модинамических свойств двумерной модели Поттса

с числом состояний спина q = 4 на треугольной ре-

шетке с конкуренцией обменных взаимодействий вы-

полнено с использованием алгоритма Ванга–Ландау

метода Монте-Карло. Построена фазовая диаграм-

ма зависимости критической температуры от вели-

чины взаимодействия вторых ближайших соседей.

Используя метод разности плотности состояний и ги-

стограммный метод, проведен анализ порядка фа-

зовых переходов. Установлено, что переход из фер-

ромагнитной фазы в парамагнитную фазу является

переходом второго рода, а переход из страйповой и

страйпово-триплетной фаз в парамагнитную фазу –

первого рода. В интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 наблю-

даются сильные эффекты фрустрации, что приводит

к нарушению магнитного упорядочения.

Определены магнитные структуры основного

состояния, соответствующие различным областям

фазовой диаграммы: триплетное или смешан-

ное страйпово-триплетное состояние для фазы 1,

неупорядоченное сильно вырожденное состояние

для фрустрированной фазы, многослойное слабо

вырожденное состояние для страйповой фазы и

упорядоченное феррромагнитное состояние для

ферромагнитной фазы. Показано, что в зависи-

мости от соотношений обменных взаимодействий

между первыми и вторыми ближайшими соседями,

основное состояние системы может быть как сильно

вырожденным, что свидетельствует о наличии

фрустрации в системе, так и слабо вырожденным.
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Каким образом современный физик должен вычислять петлевые интегралы, задаваемые диаграм-

мами Фейнмана? Этот вопрос в последнее время привлекал к себе существенное внимание. Хотя его

исследование остается незавершенным, можно выделить основные направления, в которых ведется ак-

тивная работа. Одним из таких направлений является метод дифференциальных уравнений, основные

идеи и особенности которого мы попытаемся обозначить с целью выделения стоящих за ним принципов

в наибольшей общности.

DOI: 10.31857/S1234567822080122, EDN: fnljzp

1. Содержание метода. Типичный фейнманов-

ский интеграл представляет из себя выражение вида

J(p1, . . . pM ;m1, . . .mN ) =

∫
ddk1 d

dk2 . . . d
dkl

D1 D2 . . . Dn
, (1)

где ki – контурные импульсы, D – пропагаторы, за-

висящие от их сумм и разностей (конкретные ком-

бинации задаются графом Фейнмана по широко из-

вестным правилам). Основной задачей подобных ме-

тодов является установление зависимости функции

J от ее аргументов – масс частиц-переносчиков mi

и внешних импульсов pj . Идея метода дифференци-

альных уравнений заключается в том, чтобы искать

и использовать соотношения между J и ее производ-

ными по параметрам [1]. Точнее, предлагаемый ал-

горитм можно описать следующим образом:

1. Продифференцировать исследуемый интеграл

по параметрам, что дает (линейные комбина-

ции) выражений вида

∂iJ =

∫
P (k)

Da1

1 Da2

2 . . . Dae
e
ddk1 d

dk2 . . . d
dkl,

(2)

где P (k) – скалярный многочлен от петлевых и

внешних импульсов.

1)e-mail: mishnyakovvv@gmail.com

2. Применить максимально возможное количе-

ство соотношений следующего типа (которые

после взятия всех производных и раскрытия

скобок связывают между собой различные ин-

тегралы, аналогичные по форме приведенным

выше):

0 =

∫
∂

∂ki

P (k)qj

Da1

1 D
a2

2 . . .Dae
e
ddk1d

dk2 . . . d
dkl = . . .

(3)

Основное содержание этих соотношений в том,

что “интеграл от полной производной зану-

ляется”.

3. Из бесконечного числа возможных интегралов

фейнмановского типа (различающихся степе-

нями пропагаторов и одночленами в числи-

теле) выбрать конечное подмножество, содер-

жащее исходный интеграл и обладающее тем

свойством, что любая производная по пара-

метру любого выбранного интеграла является

рациональной линейной комбинацией интегра-

лов, принадлежащих этому множеству. Ины-

ми словами, сумма интегралов, возникающая

при дифференцировании любого выбранного,

должна снова сводиться к выбранным интегра-

лам в силу тождеств типа (3) и их линейных

комбинаций. Для поиска такого множества су-
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ществуют специальные методы, из которых мы

упомянем алгоритм Лапорты.

4. В результате должна получиться система диф-

ференциальных уравнений следующего вида:

∂iJα =
∑

Aiαβ(tj)Jβ , (4)

где в левой части стоят производные по параметрам

функций Jα, входящих в конечный набор, выбран-

ный на предыдущем шаге, так называемых “master

integrals”. Коэффициенты Aiαβ(pj ,mk) являются ра-

циональными функциями своих параметров. Реше-

ние системы, заданной в подобной форме, может

быть записано как:

∂iJα =
∑

Aiαβ(tj)Jβ → J = Pexp

(∫

Adx

)

, (5)

где Pexp – упорядоченная экспонента, причем в ее

разложение входят интегралы A-матрицы (связно-

сти) вида

Jiterated =

x∫

0

dxn−1A(xn−1)×

×
xn−1∫

0

dxn−2A(xn−2)

xn−2∫

0

. . .

x1∫

0

A(x0)dx0. (6)

С другой стороны, эти соотношения между инте-

гралами фейнмановского типа могу быть сформули-

рованы в виде уравнения или системы уравнений бо-

лее высокого порядка на меньшее число базисных ин-

тегралов. Система уравнений первого порядка при-

водится к такой форме взятием следующих произ-

водных и исключением дополнительных (к исход-

ному) мастер-интегралов. Например, для процессов,

включающих только один внешний импульс, таких

как диаграммы типа собственной энергии, система

сводится к единственному уравнению по переменной

t = p2:

L[J ] = 0, (7)

где L =
dn

dtn
+ . . . – дифференциальный оператор

априори неизвестного порядка, который может быть

достаточно высоким, а сам оператор – иметь слож-

ную форму. В таком виде очевидно, что диффе-

ренциальная структура семейства интегралов фей-

нмановского типа полностью аналогична структуре

классических уравнений Пикара–Фукса для перио-

дов эллиптических кривых и кривых старшего рода.

В следующем разделе мы приведем несколько при-

меров.

Напомним вкратце, как устроено уравнение

Пикара–Фукса в случае рода 1. Период эллиптиче-

ской кривой с “модулем” λ определяется следующим

образом:

ω(λ) =

∮
dx

√

x(x − 1)(x− λ)
. (8)

После двукратного дифференцирования по λ полу-

чаем три замкнутые дифференциальные формы. Так

как пространство когомологий эллиптической кри-

вой двумерно, должна существовать линейная ком-

бинация ω(λ), ∂λω(λ) и ∂2λω(λ), являющаяся интегра-

лом точной формы по замкнутому контуру, и, сле-

довательно, равная нулю. Это условие эквивалентно

дифференциальному уравнению на ω, коэффициен-

ты которого могут быть вычислены и оказываются

следующими:
[
d2

dλ2
+

1− 2λ

(λ− 1)λ

d

dλ
− 1

4 (λ− 1)λ

]

ω = 0 (9)

Заметим, что уравнение имеет форму (7) и означа-

ет, в сущности, что интеграл от полной производ-

ной (точной 1-формы) обращается в нуль, в полной

аналогии с уравнением (3). Единственное отличие от

описанного выше метода состоит в том, что в данном

случае мы начали с производных интеграла по пара-

метру и объединили их в полную производную, в то

время как выше мы сначала рассмотрели набор пол-

ных производных, которые затем выразили в форме

соотношений между интересующими нас интеграла-

ми. Заметим также, что в задачах квантовой теории

поля обычно требуется рассмотрение интегралов не

по замкнутому контуру, а по некоторому интерва-

лу. В этом случае соответствующее уравнение типа

Пикара–Фукса может оказаться неоднородным, но

после умножения на подходящий множитель и до-

полнительного дифференцирования его можно сде-

лать однородным, увеличив порядок на единицу.

Поскольку пространство первых когомологий

кривой рода g является 2g-мерным, порядок ана-

логичных уравнений на периоды старших кривых

определяется их родом. Отсюда ясно, что задача

определения порядка таких уравнений является

вопросом теории когомологий. Построение соот-

ветствующей геометрической конструкции для

интегралов Фейнмана является интересным откры-

тым вопросом, активно изучаемым в последнее

время [2], а также [3].

Последнее замечание, которое мы хотим сделать

в этом разделе, состоит в том, что обращение в

нуль интегралов от полных производных является

основным содержанием тождеств Уорда (условий
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Вирасоро) в теории матричных моделей [4, 5]. Со-

ответственно, возникает интригующий вопрос, мож-

но ли поднять тождества на отдельные диаграммы,

возникающие из интегрирования по частям на уро-

вень точных статистических сумм и корреляторов.

Мы планируем уделить внимание этой проблеме в

нашей дальнейшей работе.

2. Результаты. Свойства решений. Вышеопи-

санный метод дает возможность представить диа-

граммы Фейнмана в виде некоторых новых интегра-

лов, не выражающихся в элементарных функциях.

Однако иногда указанные интегралы могут быть вы-

ражены через известные специальные функции. Сле-

довательно, можно предположить, что те из них, ко-

торые не могут быть выражены подобным образом,

дают указание на “правильное” обобщение традици-

онной системы спецфункций. Связь между диаграм-

мами Фейнмана и специальными функциями можно

грубо обозначить следующим образом:

1. Однопетлевые диаграммы представляют собой

функции, выражаемыми через полилогарифмы

Lin [6, 7].

2. Некоторые двупетлевые диаграммы соответ-

ствуют многократным полилогарифмам, обоб-

щающим обычные [6], но этих функций недо-

статочно: существуют диаграммы с двумя пет-

лями, которые требуют для своего выраже-

ния повторных интегралов квадратных корней

и других эллиптических функций, иногда на-

зываемых эллиптическими полилогарифмами,

свойства которых на текущий момент остаются

до конца не изученными [8–10].

3. “Правильное” обобщение обозначенной иерар-

хии, в которое входят, по всей видимости, про-

извольно многократные полилогарифмы любо-

го рода, и ее связь с интегралами Фейнмана об-

щего вида в высших петлях, в настоящее время

неизвестны, относительно прогресса в этом на-

правлении см. [11, 12].

Определение многократных полилогарифмов (по

Гончарову) следующее:

I(a0; a1, a2, . . . an; z) =

=

z∫

a0

dt1
t1 − a1

t1∫

a0

dt2
t2 − a2

. . .

tn−1∫

a0

dtn
tn − an

. (10)

Наряду с функциями I, применение находят

функции типа Li, определяемые как:

Lim1,m2,...mn
(x1, x2, . . . xn) =

=
∑

0<k1<k2<...<kn

xk1

1 x
k2

2 . . . xkn
n

km1

1 km2

2 . . . kmn
n

. (11)

Эти два класса функций эквивалентны в силу

следующего тождества:

Lim1,m2,...mn
(x1, x2, . . . xn) =

= I



 0
︸︷︷︸

m1

,
1

x1
, 0
︸︷︷︸

m2−1

,
1

x1x2
, . . . , 0

︸︷︷︸

mn−1

,
1

x1x2 . . . xn



 .

(12)

(Еще не стандартное) определение эллиптических

полилогарифмов:

ELin1,...,nl;m1,...,ml;a1,...,al
(xi, yj , q) =

∞∑

jr ,ks=0

xj11
jm1

1

· x
j2
2

jm2

2

· . . . · x
jl
l

jml

l

· y
k1

1

km1

1

· y
k2

2

km2

2

· . . . · y
kl

l

kml

l

×

× qj1k1+j2k2+...+jlkl

(j1k1 + j2k2 + j3k3 + . . .+ jlkl)a1(j2k2 + j3k3 + . . .+ jlkl)a2 . . . (jlkl)l
. (13)

Ниже мы приводим примеры, в которых эти

функции оказываются полезными.

2.1. Пример на уровне одной петли. Описан-

ный метод применительно к безмассовой треуголь-

ной диаграмме, изображенной на рис. 1, дает следу-

ющий результат:

Jtriangle(p1, p2, p3) =
2i

p21(z − z̄)
×

×
(

Li2(z)− Li2(z̄) +
1

2
ln(zz̄) ln

1− z

1− z̄

)

, (14)

где

p22 = p21|z|2, p23 = p21|1− z|2. (15)

Хорошо видны полилогарифмы (в данном случае ди-

логарифмы).
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2.2. Пример на уровне двух петель. Возмож-

но, самым простым примером, когда обычных (ро-

да нуль) кратных интегралов недостаточно, является

так называемая “sunrise”-диаграмма, изображенная

на рис. 2. Система уравнений записана в терминах

Рис. 1. Треугольная диаграмма

Рис. 2. Двупетлевая диаграмма собственной энергии

четырех “master integrals” [13], но в случае равных

масс их количество сокращается до двух [14].

J1 =

∫
ddk1d

dk2
(k21 + 1)(k22 + 1)((p− k1 − k2)2 + 1)

(16)

J2 =

∫
ddk1d

dk2
(k21 + 1)2(k22 + 1)((p− k1 − k2)2 + 1)

. (17)

В этом случае зависимость от массы может быть

частично учтена заменой нормировочного коэффи-

циента. Тогда дифференциальные уравнения фор-

мулируются в терминах обезразмеренного импульса

z = p2/m2:

∂zJ1 =
d− 3

z
J1 +

3

z
J2,

∂zJ2 =
(d− 3)(8− 3d)(z + 3)

2z(z + 1)(z + 9)
J1 +

+
(d− 4)z2 + 10(2− d)z + 9(8− 3d)

2z(z + 1)(z + 9)
J2 +

+
z

2(d− 4)2z(z + 1)(z + 9)
. (18)

С помощью подходящих операций дифференцирова-

ния эта система может быть записана в эквивалент-

ной форме одного уравнения для S в форме Пикара–

Фукса.

Система дифференциальных уравнений для слу-

чая различных масс здесь не приводится из-за ее гро-

моздкости и недостатка наглядности, см. [13]. Ответ,

однако, мы приведем для общего случая [15]:

J1 =
4

4
√

(p2 − µ2
1)(p

2 − µ2
2)(p

2 − µ2
3)(p

2 − µ2)
×

×K(k)

π

3∑

j=1

E2;0(wj ;−1;−q), (19)

где µ = m1+m2+m3, µi = µ−2mi, q, k – стандартные

параметры эллиптической кривой

−p2x1x2x3 +(x1m
2
1 + x2m

2
2 + x3m

2
3)(x1 + x2 + x3) = 0,

(20)

wi – комплексные (униформизованные) координа-

ты точек пересечения координатных осей (полюсов

подынтегральной функции) xi = xj = 0 с элли-

пической кривой, приведенной к нормальной форме

Якоби. Хорошо видны эллиптические дилогарифмы

(E2;0). Их связь с функциями ELi, определенными

выше, дается формулой

E2;0(x; y; q) = −i
(
1

2
Li2(x) −

1

2
Li2

(
1

x

)

+

+ELi2;0(x; y; q)− ELi2;0

(
1

x
,
1

y
, q

))

. (21)

3. Алгебраическая природа петлевых инте-

гралов. Когда решение проблемы оказывается вы-

раженным в терминах специальных функций, воз-

никает обычный вопрос, делает ли это проблему “ре-

шенной” или предлагаемое решение не представляет

из себя ничего сверх специального обозначения для

функции, остающейся при этом по-прежнему зага-

дочной. Разница между специальными функциями,

решающими задачи, и специальными обозначениями

для нерешенных задач заключается в том, что пер-

вые обладают достаточно полным набором хорошо

изученных свойств. К счастью, специальные функ-

ции, возникающие в фейнмановских вычислениях,

принадлежат к семейству, которое, по имеющимся

данным, устроено “регулярно” с алгебраической точ-

ки зрения, что делает их весьма перспективными для

использования и исследования. К сожалению, про-

движения в изучении свойств этих функций можно

считать существенными только для случая “рацио-

нальных” кратных полилогарифмов, в то время как

для эллиптических такие продвижения можно в луч-

шем случае только обозначить. По этой причине в

данном разделе обсуждаются только рациональные

кратные полилогарифмы.

Многократные полилогарифмы являются обоб-

щением классических, а классические полилогариф-

мы, как известно, удовлетворяют большому количе-
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ству функциональных тождеств. Простейшим при-

мером таких тождеств являются следующие:

Li2(1 − z) = −Li2(z)− ln(z) ln(1− z) +
π2

6
, (22)

Li2(1/z) = −Li2(z)−
ln2(−z)

2
− π2

6
, (23)

но, конечно, среди них существует и множество дру-

гих, более сложных. Поэтому возникает естествен-

ный вопрос обобщения тождеств подобного рода на

многократный случай, и возможное более или менее

систематическое решение основано на использовании

Хопф-алгебраических соотношений между исследуе-

мыми функциями [16], которые мы в общих чертах

описываем ниже.

Во-первых, произведение кратных полилогариф-

мов есть сумма полилогарифмов, что означает, что

их семейство является алгеброй. Лучше всего это

видно на интегралах, начинающихся с одной и той

же точки:

I(0, a1, a2, . . . an)I(0, b1, b2, . . . bm) =

=
∑

Sm+n/Sm×Sn

I(0, a1, b1, b2, a3, a4, a5, b3 . . .) (24)

(суммирование происходит по всем “перетасовкам” ai
и bj, сохраняющим порядок a и b между собой внут-

ри каждого класса, но допускающим произвольное

чередование самих классов букв).

Требование, чтобы первый аргумент I был ра-

вен нулю, не приводит к ограничению общности, по-

скольку

I(a0, a1, a2) = I(0, a1, a2)− I(0, a1, a0).

Путем дальнейшего интегрирования этого тожде-

ства, получаем его аналог для четырех аргументов,

I(a0, a1, a2, a3) = I0(0, a1, a2, a3) − I(0, a1, a2, a0) −
I(0, a1, a0)(I(0, a2, a3) − I(0, a2, a0)) и т.д. для

всякого n. Из этого представления нетрудно видеть,

что число интегрирований в I-функциях является

градуировкой, согласованной с умножением (если

grd[a] = i и grd[b] = j, то ab строго однородна и

grd[ab] = i + j). Предполагается также, что эта

градуировка должна сохраняться всеми функци-

ональными отношениями между многократными

полилогарифмами и остается верной для ограни-

чений этих функций, т.е. при наложении условий

на набор аргументов (например, если принять

все ai равными z или 1). При таком подходе эта

градуировка называется трансцендентным весом.

Во-вторых, это так называемое “перетасовочное

произведение” допускает согласованное с ним копро-

изведение, так что эти две операции превращают се-

мейство полилогарифмов в биалгебру. Определение

этого коумножения таково:

∆(I(a0; a1, a2, . . . an; an+1)) =

=
∑

I(a0; ai, aj, . . . ak; an+1)⊗
⊗

∏

all the rest

I(ap; ap+1, ap+2, . . . aq−1; aq). (25)

Поскольку эта формула, вероятно, не отличается из-

бытком ясности, приведем более подробное объясне-

ние. Каждое слагаемое в копроизведении получается

следующим образом:

1. Необходимо выбрать несколько переменных ai,

aj ,. . ., ak, идущих по порядку между a0 и an+1.

2. Тогда первый тензорный множитель равен

I(a0; ai, aj , . . . ak; an+1). Другой множитель

получается в результате следующих шагов.

3. Выбранные параметры ai, aj ,. . ., ak делят

всю последовательность a0; a1, a2, . . . an; an+1 в

серию подпоследовательностей переменных a,

идущих подряд, причем выбранные перемен-

ные являются концами этих подпоследователь-

ностей. Каждой подпоследовательности соот-

ветствует функция I(ap; ap+1, ap+2, . . . aq−1; aq),

и все такие функции следует перемножить

по всем подпоследовательностям, тогда полу-

ченное произведение будет являться вторым

тензорным множителем.

Полученные тензорные объекты затем суммируют-

ся по всем возможным выборам, сделанным в п. 1.

Например, для n = 2 получается следующее выра-

жение:

∆(I(a0; a1, a2, a3)) = 1⊗ I(a0; a1, a2; a3) +

+ I(a0; a1, a2; a3)⊗ 1 + I(a0; a1; a3)⊗ I(a1; a2; a3) +

+ I(a0; a2; a3)⊗ I(a0; a1; a2). (26)

Эту процедуру можно проиллюстрировать гра-

фически, см. рис. 3.

Наконец, отображение антипода может быть од-

нозначно определено из копроизведения для ал-

гебр этого класса[17], что делает рассматриваемое

функциональное пространство настоящей алгеброй

Хопфа.

Копроизведение функции класса I – это сумма

тензорных произведений функций того же класса с

(как правило) меньшим трансцендентным весом; по-

следовательно применяя копроизведение к тензор-

ным множителям, можно сопоставить данной функ-

ции элемент тензорной алгебры над обсуждаемым

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



О дифференциальных уравнениях для диаграмм Фейнмана 517

Рис. 3. Правило коумножения в алгебре Хопфа полилогарифмов веса 2

функциональным пространством, все более и более

высокой тензорной степени, но со все более и более

низким трансцендентным весом сомножителей. Сле-

довательно, в некоторой степени ∆ одной из однород-

ных компонент (относительно трансцедентного веса

отдельных тензорных множителей, т.е. 3⊗1-, 2⊗2- и

1⊗ 3-компоненты считаются имеющими разный вес)

будет сумма произведений обычных логарифмов (ве-

са 1). Эта однородная компонента, называемая “сим-

волом” данной функции, ставится ей в соответствие

и содержит информацию о “наиболее трансцендент-

ной части” этой функции. Так как символы функций

являются произведениями обыкновенных логариф-

мов, свойства последних определяют соотношения

между символами, которые, в свою очередь, являют-

ся отражением соотношений между их прообразами

на уровне старшей трансцендентности. Отслеживая

ядра операторов коумножения, которые были при-

менены к данной функции, и рассматривая другие

однородные компоненты, можно восстановить менее

трансцендентные поправки. Описанная техника бы-

ла с успехом применена при вычислении двупетлевой

амплитуды двухпетлевого рассеяния в суперсиммет-

ричной теории Янга–Миллса [18]. Сказанное может

быть проиллюстрировано диаграммным образом, см.

рис. 4.

Приведем простой пример вычисления методом

символов. Допустим, что нам требуется выразить

Li2(1/z) через Li2(z). Согласно приведенному вы-

ше описанию, мы должны взять n-е копроизведение

Li2(1/z) (в данном случае просто обычное копроиз-

ведение) и взять его однородную компоненту транс-

цендентного веса (точнее, набора весов) 1⊗1⊗ . . .⊗1

(в данном случае 1⊗1). Обозначая через ∆1,1 проек-

цию копроизведения на эту однородную компоненту,

имеем:

∆1,1(Li2(1/z)) = − ln(1− 1/z)⊗ ln(1/z) =

= ln(1− z)⊗ ln(z)− ln(z)⊗ ln(z) + iπ ⊗ ln(z) =

= ∆1,1(Li2(z)−
1

2
(ln z)2 + iπ ln z), (27)

поэтому (поскольку ядро ∆1,1 веса 2 состоит только

из Li2(1) = ζ(2))

Li2(1/z) = Li2(z)−
1

2
(ln z)2 + iπ ln z +Aζ(2). (28)

Сравнивая левую и правую части при z = 1

получаем, что A = 2. Чтобы доказать равенство

∆1,1(ζ(2)) = 0, заметим, что

Li2(z) =

z∫

0

dt2
t2

t2∫

0

dt1
1− t1

= I(0, 1, 0, z),

следовательно,

∆(Li2(z)) = I(0, 1, 0, z)⊗ 1 + 1⊗ I(0, 1, 0, z) +

+ I(0, 1, z)⊗ I(1, 0, z) + I(0, 0, z)⊗ I(0, 1, 0) =

= Li2(z)⊗ 1 + 1⊗ Li2(z)− ln(1− z)⊗ ln(z).

Подстановкой z = 1 получаем

∆(ζ(2)) = 1⊗ ζ(2) + ζ(2)⊗ 1.

В это выражение не входят члены с весовой струк-

турой 1⊗ 1, следовательно, ∆1,1(ζ(2)) = 0.

4. Обсуждение. В этой заметке нами обсужда-

лись наиболее базовые свойства петлевых интегра-

лов в квантовой теории поля. Из этих свойств мы

рассмотрели три основных сюжета. Во-первых, это

структура D-модуля на петлевых интегралах. Вме-

сто вычисления в явной форме, интегралы Фейн-

мана представляются в виде решений систем диф-

ференциальных уравнений, имеющих когомологиче-

ское происхождение в терминах некоторой внутрен-

ней геометрии. Очень похожий подход использует-

ся при исследовании свойств статистических сумм

в теории матричных моделей. С другой стороны,

при анализе решений возникает интересная иерархия

сложности решений этих уравнений как функций им-

пульсов и масс, которая отсутствует (или, по край-

ней мере, не видна при наивном походе) в нульмер-

ных моделях. Полная характеризация этой иерар-

хичности в терминах топологии графа Фейнмана или

каких-либо других параметров на сегодняшний день

неизвестна. Наконец, свойства алгебры Хопфа функ-

ций на графах тесно связаны с общими свойствами

статистических сумм в КТП. Билинейный характер

хопфово-алгебраических соотношений позволяет, по-

видимому, перевести их на язык свойств, подобных
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Рис. 4. Диаграмма для отображения символа

интегрируемости, для полных статистических сумм.

Эта программа была исследована в наиболее общей

постановке [19–21] и в простейших КТП – матрич-

ных моделях [5]. Однако, как мы видим, подобны-

ми свойствами обладают и основные строительные

блоки фейнмановских интегралов (см. также [22] и

ссылки в нем для более подробной информации о

билинейных тождествах в контексте петлевых инте-

гралов). Обычно интегрируемость матричных моде-

лей не рассматривается с точки зрения соотношений

между диаграммами. Однако и для теорий такого

вида подобное рассмотрение возможно, и приводит

к выводу, что билинейные уравнения на статистиче-

ские суммы на уровне теории возмущений задают ко-

умножение в алгебре Хопфа графов (см. также [23]).

В целом, активное изучение интегралов Фейнмана за

последние годы показывает, что и КТП в обычном

смысле проявляет свойства, аналогичные свойствам

матричных моделей, хотя и формулируемые в более

сложном виде. Среди таких свойств отметим били-

нейные соотношения общего вида и уравнения ти-

па Пикара–Фукса, аналогичные условиям Вирасоро.

Следовательно, можно ожидать, что дальнейшие ис-

следования должны позволить нам установить наи-

более общие свойства интегрируемости и для теорий

поля в ненулевых измерениях.

Мы благодарны А. Морозову за предложение

подумать над этим кругом вопросов и полезные

замечания, а также участникам рабочего семина-

ра ИТЭФ/МФТИ за ценные обсуждения. Рабо-

та Виктора Мишнякова частично финансировалась
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Предложен подход, позволяющий рассчитывать характеристики когерентности и интерференции

макроскопических квантовых систем. На основе разложения Шмидта представлен общий метод анализа

двухчастичных квантовых систем, позволяющий исследовать квантовую запутанность между системой
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выражающие связь между когерентностью, интерференционной видностью и числом Шмидта. Разра-

ботанный метод применен к многомодовым квантовым состояниям кота Шредингера.
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1. Введение. Интерференция квантовых состоя-

ний является ключевым ресурсом квантовых инфор-

мационных технологий [1]. Рассматриваемое явление

наблюдается в самых различных физических систе-

мах, включая дифракционные решетки, бифотонные

поля, двухлучевые электронные интерферометры [2]

и другие. Взаимодействие квантовой системы с окру-

жением приводит к возникновению эффекта декоге-

рентизации, при котором квантовое состояние систе-

мы неконтролируемо изменяется. Изучение характе-

ристик когерентности различных открытых кванто-

вых систем [3–6] в максимально общем виде, явля-

ется важной задачей, за которой стоит возможность

учета и компенсации декогерентизации при реализа-

ции квантовых вычислений и квантовых симулято-

ров.

Одним из примеров интерферирующих кванто-

вых систем являются квантовые состояния кота

Шредингера, которые представляют собой суперпо-

зицию когерентных состояний [7] с разной фазой.

Данные состояния активно используются в кванто-

вой оптике и оптических технологиях [8–10]. Кроме

того, эти состояния используются и в других обла-

стях науки, например, в вычислениях с непрерыв-

ными переменными [11–13], в квантовых кодах с ис-

правлением ошибок [14, 15] и в прецизионных изме-

рениях [16, 17]. Существенный практический интерес

представляют многомодовые состояния, образован-

ные несколькими подсистемами (модами). Наличие

запутанности в таких состояниях делает их универ-

1)e-mail: bogdanov_yurii@inbox.ru

сальным инструментом для использования в различ-

ных квантовых алгоритмах [18, 19].

Важно отметить, что генерация многомодовых

состояний квантового кота Шредингера является

чрезвычайно сложной задачей, поскольку прямое

преобразование когерентного состояния света в со-

стояние кота Шредингера требует создания среды со

значительной нелинейностью [20]. Масштабирование

и генерация многомодовых состояний кота Шредин-

гера – весьма сложная задача еще и из-за наличия

декогерентизации. Отметим, что для большинства

приложений требуется, чтобы состояния когерентно-

го кота Шредингера имели достаточно высокие зна-

чения среднего числа фотонов и числа мод [12, 21].

Проблема генерации многомодовых состояний кота

Шредингера с высоким средним числом фотонов яв-

ляется важной и актуальной как с точки зрения фун-

даментальной науки, так и с точки зрения приклад-

ного интереса в метрологии, алгоритмах квантовых

вычислений и т.д.

2. Многомодовое состояние кота Шредин-

гера. Многомодовое состояние кота Шредингера яв-

ляется непосредственным обобщением одномодового

состояния. Последнее представляет собой суперпози-

цию двух когерентных состояний, отличающихся по

фазе на π (см., например, [22, 23]):

|ψα〉 =
1

√

2(1 + qα)
(|α〉+ |−α〉). (1)

Здесь qα = 〈α| − α〉 = exp(−2|α|2). В координатном

представлении состояние кота Шредингера есть:

ψα(x) =

√
2Cα

4
√
π

exp

(

−1

2
x2
)

cosh(
√
2αx). (2)
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Здесь Cα = (exp(2ᾱ2) + exp(−2¯̄α2))−1/2 – нормиро-

вочный множитель, в записи которого использованы

следующие обозначения для действительной и мни-

мой частей соответственно: ᾱ = Re(α), ¯̄α = Im(α).

Состояние кота Шредингера в импульсном пред-

ставлении задается Фурье-образом от состояния в ко-

ординатном представлении (2):

ψ̃α(p) =

√
2C̃α

4
√
π

exp

(

−1

2
p2
)

cos(
√
2αp). (3)

Здесь C̃α = (exp(2¯̄α2) + exp(−2ᾱ2))−1/2 – нормиро-

вочная константа. Можно заметить, что константы

Cα и C̃α переходят друг в друга, если ᾱ2 и ¯̄α2 меняют-

ся местами. Более подробно, при повороте когерент-

ного состояния на угол π/2 координата переходит в

импульс x → p, а амплитуда α переходит в некото-

рую новую амплитуду α′: α → α′ = exp(iπ/2)α = iα,

поэтому ᾱ′ = − ¯̄α, а ¯̄α′ = ᾱ. При таком преобразова-

нии координатная волновая функция (2) переходит

в импульсную волновую функцию (3).

Рассмотренное одномодовое состояние можно

непосредственно обобщить на многомодовый слу-

чай. По аналогии с (1) определим состояние кота

Шредингера, образованное n модами, следующей

формулой:

|ψα1α2...αn
〉 = 1

√
√
√
√2

(

1 +
n∏

j=1

qαj

) ×

× (|α1, α2, . . . , αn〉+ |−α1,−α2, . . . ,−αn〉). (4)

Здесь qαj
= 〈αj |−αj〉 = exp(−2|αj |2), j = 1, . . . , n.

Координатное представление многомодового состоя-

ния кота Шредингера есть непосредственное обобще-

ние соответствующей формулы (2) для одномодового

случая:

ψα1α2...αn
(x1, x2, . . . , xn) =

√
2Cα1α2...αn

4
√
πn

×

× exp



−1

2

n∑

j=1

x2j



 cosh




√
2

n∑

j=1

αjxj



 . (5)

Здесь

Cα1α2...αn
=



exp



2

n∑

j=1

ᾱ2
j



+ exp



−2

n∑

j=1

¯̄α2
j









−1/2

– нормировочный множитель, в записи которого,

аналогично одномодовому случаю, использованы

обозначения: ᾱj = Re(αj), ¯̄αj = Im(αj).

Аналогично координатному представлению, им-

пульсное представление многомодового состояния

кота Шредингера есть непосредственное обобщение

соответствующей формулы (3) для одномодового

случая:

ψ̃α1α2...αn
(p1, p2, . . . , pn) =

√
2C̃α1α2...αn

4
√
πn

×

× exp



−1

2

n∑

j=1

p2j



 cos




√
2

n∑

j=1

αjpj



 , (6)

где

Cα1α2...αn
=



exp



2
n∑

j=1

¯̄α2
j



+ exp



−2
n∑

j=1

ᾱ2
j









−1/2

– нормировочный множитель. Заметим, что, как и в

одномодовом случае, нормировочные множители ко-

ординатного и импульсного представлений связаны

соотношением C̃α1α2...αn
= Ciα1,iα2,...,iαn

. Снова, как

и в одномодовом случае, при повороте когерентного

состояния в каждой моде на угол π/2, координатная

волновая функция (5) переходит в импульсную вол-

новую функцию (6).

3. Исследование когерентности состояний

с использованием разложения Шмидта. Выде-

лим в состоянии (4) две подсистемы. Пусть первая

подсистема A является основной и содержит в себе

первые n−m мод состояния, а вторая подсистема B,

которую мы рассматриваем в качестве окружения,

состоит из оставшихся m мод

∣
∣
∣
∣
∣
∣

α1, . . . , αn−m
︸ ︷︷ ︸

A

,

B
︷ ︸︸ ︷
αn−m+1, . . . , αn

〉

+

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−α1, . . . ,−αn−m
︸ ︷︷ ︸

A

,

B
︷ ︸︸ ︷

−αn−m+1, . . . ,−αn

〉

.

Рассмотрим двухчастичную систему, состоящую из

представленных подсистем A и B. У нас име-

ются две интерферирующие альтернативы |ϕ1〉 =

= |α1, . . . , αn−m〉 и |ϕ2〉 = |−α1, . . . ,−αn−m〉 пер-

вой подсистемы A, запутанные с соответствующи-

ми состояниями |e1〉 = |αn−m+1, . . . , αn〉 и |e2〉 =

|−αn−m+1, . . . ,−αn〉 второй подсистемы B, которая

характеризует окружение (все указанные состояния

нормированы на единицу):

|ψ〉 = 1
√

2(1 + q1q2)
(|ϕ1, e1〉+ |ϕ2, e2〉). (7)
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Здесь q1 = 〈ϕ1|ϕ2〉 = exp

(

−2
n−m∑

j=1

|αj |2
)

– ампли-

туда вероятности обнаружить альтернативу |ϕ1〉 при

условии, что была приготовлена альтернатива |ϕ2〉.

Аналогично q2 = 〈e1|e2〉 = exp

(

−2
m∑

j=1

|αn−m+j|2
)

–

амплитуда вероятности совпадения состояний окру-

жения.

Рассмотрим с использованием разложения

Шмидта квантовую запутанность между системой

и окружением, а также когерентность интер-

ферирующих альтернатив. Замечательно, что

рассматриваемая задача сводится к исследованию

двухкубитной системы, независимо от сложности

интерферирующих состояний и состояний окру-

жения самих по себе. При этом, первый кубит

задает интерферирующие альтернативы, а второй –

соответствующие им состояния окружения. Путем

ортогонализации нетрудно получить базисные со-

стояния рассматриваемых кубитов. Для кубита,

связанного с интерферирующими альтернативами,

получаем следующие состояния логического ноля и

логической единицы:

|0〉1 = |ϕ1〉, |1〉1 =
1

√

1− |q1|2
(|ϕ2〉 − q1|ϕ1〉). (8)

Аналогично, для кубита окружения имеем:

|0〉2 = |e1〉, |1〉2 =
1

√

1− |q2|2
(|e2〉 − q2|e1〉). (9)

В результате двухкубитовое состояние (7) можно

представить в виде:

|ψ〉 = c00|00〉+ c01|01〉+ c10|10〉+ c11|11〉. (10)

Здесь c00 = 1+q1q2√
2(1+q1q2)

, c01 =
q1
√

1−|q2|2√
2(1+q1q2)

, c10 =

=
q2
√

1−|q1|2√
2(1+q1q2)

, c11 =

√
(1−|q1|2)(1−|q2|2)√

2(1+q1q2)
. Рассмотрим

квадрат модуля детерминанта ∆ = |c00c11 − c01c10|2.
Из представленных выражений следует, что ∆ =

= (1−|q1|2)(1−|q2|2)
4(1+q1q2)2

. Через параметр ∆ можно выра-

зить веса разложения Шмидта λ0 и λ1

λ0 =
1

2
(1 +

√
1− 4∆), λ1 =

1

2
(1−

√
1− 4∆), (11)

а также число Шмидта:

K =
1

λ20 + λ21
=

1

1− 2∆
. (12)

Заметим, что в случае хорошо различимых альтер-

натив, например, для узких щелей в эксперименте

Юнга, когда q1 = 0, получим: ∆ = (1− |q2|2)/4.

С явлением интерференции в теории оптических

явлений неразрывно связано понятие видности ин-

терференционной картины V [24]. Видность интер-

ференционной картины (для узких щелей) опреде-

ляется в классической оптике формулой:

V =
Imax − Imin

Imax + Imin
. (13)

Здесь Imax и Imin – максимальная и минимальная ин-

тенсивность регистрируемого оптического сигнала.

На языке разложения Шмидта в качестве полезно-

го сигнала Imax выступает вес λ0 основной (нулевой)

моды, а в качестве шума Imin выступает вес λ1 пер-

вой моды, поэтому получаем следующую связь меж-

ду видностью и числом Шмидта:

V = λ0 − λ1 =

√

2−K

K
=

√
1− 4∆. (14)

Заметим, что непосредственное рассмотрение интер-

ференционной картины от двух узких щелей [25]

показывает, что данное нами определение видности

полностью согласуется с классическим определени-

ем. Для хорошо различимых альтернатив (для узких

щелей в эксперименте Юнга), когда q1 = 0, имеем

следующую простую связь между видностью и коге-

рентностью состояний окружения:

V = |q2| = |〈e1|e2〉|. (15)

Сравнивая представленное описание интерферирую-

щих квантовых альтернатив с классическим описа-

нием явления когерентности, мы видим, что скаляр-

ное произведение состояний окружения q2 = 〈e1|e2〉
выступает в качестве естественного обобщения клас-

сического параметра γ, называемого степенью коге-

рентности световых колебаний [24].

4. Примеры исследования явлений коге-

рентности и интерференции. Разработанный ма-

тематический аппарат может быть применен к лю-

бой сколь угодно сложной системе, в которой имеется

интерференция двух различных альтернатив. Преж-

де чем рассматривать приложение развитой теории

к многомодовым состояниям кота Шредингера, рас-

смотрим в качестве простой иллюстрации классиче-

скую задачу о двухщелевой интерференции поляри-

зованных световых пучков, изученную Араго и Фре-

нелем более 200 лет назад [26]. Пусть, для опреде-

ленности, исходное излучение поляризовано верти-

кально. Разместим в левой щели поляроид, ось по-

ляризации которого повернута на угол θ/2 от верти-

кали. Аналогично, разместим в правой щели поля-

роид, ось поляризации которого повернута на угол
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−θ/2 от вертикали, отличающийся от первого толь-

ко знаком. Поляроиды в щелях действуют на излуче-

ние по-разному, создавая тем самым разные поляри-

зационные состояния окружения |e1〉 и |e2〉 для ин-

терферирующих альтернатив и вызывая появление

запутанности между координатной и поляризацион-

ной степенями свободы света. Угол между направле-

ниями поляризаторов равен θ, поэтому степень ко-

герентности есть 〈e1|e2〉 = cos(θ), а видность равна

V = |〈e1|e2〉| = | cos(θ)|. Интерференция полностью

исчезает (V = 0), когда угол между направлениями

поляризации становится прямым
(
θ = π

2

)
, что и на-

блюдалось в опытах Араго и Френеля в 1819 г. [26].

Заметим, что в реальных оптических системах состо-

яния окружения |e1〉 и |e2〉, как и сами интерфериру-

ющие альтернативы |ϕ1〉 и |ϕ2〉, могут быть весьма

сложными, но простые формулы (14) и (15) остаются

верными и в общем случае.

Рассмотрим теперь более подробно частный слу-

чай многомодового состояния кота Шредингера, для

которого амплитуды состояний в каждой моде рав-

ны одному и тому же действительному числу α, т.е.

α1 = α2 = . . . = αn = α.

Осуществим ортогональное преобразование к но-

вым (нормальным) координатам в координатном

представлении: qj = Ojkxk, j, k = 1, . . . , n. Здесь O –

ортогональная матрица, первая строка которой со-

стоит из n одинаковых элементов, равных 1/
√
n. Об-

ратное преобразование задается матрицей, транспо-

нированной по отношению к исходной: xj = OT
jkqk,

j, k = 1, . . . , n. Учитывая, что сумма квадратов ко-

ординат остается инвариантной при ортогональных

преобразованиях, мы можем в рассматриваемом слу-

чае представить волновую функцию многомодового

состояния кота Шредингера (5) в новых координатах

в виде:

ψα1=α2=...αn=α(q1, q2, . . . , qn) =

= ψα0
(q1)

1
4
√
πn−1

exp



−1

2

n∑

j=2

q2j



 . (16)

Важно отметить, что в новых координатах состояние

перестало быть запутанным. Здесь q1 = x1+...+xn√
n

–

первая (главная) нормальная координата. Ей отве-

чает одномерное состояние ψα0
(q1) кота Шредингера

(2) с амплитудой α0 = α
√
n. Остальным нормальным

координатам q2, q3, . . . , qn в (16) отвечают вакуумные

состояния.

Описанный алгоритм может быть использован

для численного моделирования сложным образом

коррелированных исходных многомерных коорди-

нат x1, x2, . . . , xn кота Шредингера посредством

генерации независимых нормальных координат

q1, q2, . . . , qn с последующим их ортогональным

преобразованием. При этом случайная величина

q1 соответствует одномерному распределению кота

Шредингера с амплитудой α0 = α
√
n, а осталь-

ные координаты q2, q3, . . . , qn представляют собой

гауссовы случайные величины с нулевым средним

и дисперсией σ2 = 1/2, отвечающей дисперсии

вакуумных флуктуаций.

Рассматриваемое одномерное состояние кота

Шредингера ψα0
(q1) можно переписать в виде:

ψα0
(q1) =

1√
2 4
√
π
√

1 + exp(−2α2n)
×

×
[

exp

(

−1

2
(q1 −

√
2α

√
n)2
)

+

+ exp

(

−1

2
(q1 +

√
2α

√
n)2
)]

. (17)

Будем условно считать, что в суперпозиции (17) пер-

вое слагаемое отвечает состоянию “живого” кота, а

второе – состоянию “мертвого” кота. Распределение

вероятностей, отвечающее волновой функции (17),

есть:

Pα0
(q1) =

1√
π(1 + exp(−2α2n))

× (18)

×
⌊
1

2
e−(q1−

√
2α

√
n)2 +

1

2
e−(q1+

√
2α

√
n)2 + e−(q21+2α2n)

⌋

.

В контексте рассматриваемой задачи наиболее инте-

ресен случай, когда каждая мода несет в себе малое

число фотонов (α2 ≪ 1), но общее число фотонов

велико (nα2 ≫ 1). Пусть, например, α = 0.01, а n =

= 106, тогда exp(−2α2n) = exp(−200) = 1.38 · 10−87 –

исчезающе малая величина. Это соответствует при-

ближению хорошо различимых альтернатив в (17) и

при этом, согласно (18), распределение вероятностей

для q1 представляет собой смесь с равными весами

двух гауссовых распределений со средними соответ-

ственно ±
√
2α

√
n и дисперсиями, равными σ2 = 1/2.

Здесь знак “плюс” отвечает состоянию “живого” кота,

а знак “минус” – состоянию “мертвого” кота. В усло-

виях, когда α
√
n≫ 1, рассматриваемые альтернати-

вы могут быть хорошо различимы между собой, если

найти величину q1 посредством измерения суммар-

ной координаты во всех n модах. Однако в услови-

ях макроскопического числа мод, нет необходимости

измерять все n мод, а достаточно измерить только

ограниченное их число m ≪ n такое, что α
√
m ∼ 1.

При этом суммарная координата в ограниченной си-

стеме из m мод позволит предсказывать суммарную
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координату в полной системе из n мод (т.е. оцени-

вать “жив”, кот или “мертв”). Это оказывается воз-

можным в силу сильной корреляционной связи меж-

ду рассматриваемыми величинами. Исследуем ис-

комые корреляционные связи между подсистемами.

Для этого осуществим ортогональное преобразова-

ние к нормальным координатам для подсистем A и

B, рассмотренных выше. Для подсистемы A в ко-

ординатном представлении получим: qAj = OA
jkxk,

j, k = 1, . . . , n−m. Здесь OA – ортогональная матри-

ца, действующая в подсистемеA, первая строка кото-

рой состоит из n−m одинаковых элементов, равных

1/
√
n−m. Аналогично, для подсистемы B в коор-

динатном представлении получим: qBj = OB
jkxn−m+k,

j, k = 1, . . . ,m. Здесь OB – ортогональная матрица,

действующая в подсистеме B, первая строка которой

состоит из m одинаковых элементов, равных 1/
√
m.

Заметим, что в рассматриваемом случае ортого-

нальные преобразования в подсистемах A и B явля-

ются локальными преобразованиями, которые дей-

ствуют только внутри подсистем и не меняют харак-

теристик запутанности между самими рассматрива-

емыми подсистемами. Теперь мы можем представить

волновую функцию многомодового состояния кота

Шредингера (5) в новых координатах в виде:

ψA,B
α1=α2=...αn=α(q

A
1 , ..., q

A
n−m; qB1 , ..., q

B
m) =

= ψαA
0
αB

0
(qA1 , q

B
1 )

1
4
√
πn−2

×

× exp



−1

2

n−m∑

j=2

(qAj )
2



 exp



−1

2

m∑

j=2

(qBj )2



 . (19)

В новых координатах запутанность состояния

определяется координатами qA1 = x1+...+xn−m√
n−m

и

qB1 = xn−m+1+...+xn√
m

, которые есть первые (главные)

нормальные координаты в подсистемах A и B

соответственно. Им отвечает двумерное состояние

ψαA
0
αB

0
(qA1 , q

A
1 ) кота Шредингера с амплитудами

αA
0 = α

√
n−m и αB

0 = α
√
m соответственно (явный

вид этого состояния можно легко найти с помощью

формулы (5)). Остальным нормальным n − 2 ко-

ординатам qA2 , . . . , q
A
n−m; qB2 , . . . , q

B
m в (19) отвечают

вакуумные состояния.

Рассматриваемое двумерное состояние кота Шре-

дингера можно переписать также в виде:

ψαA
0
αB

0
(qA1 , q

B
1 ) =

1√
2π
√

1 + exp(−2α2n)
× (20)

×
[

exp

(

−1

2
(qA1 −

√
2αA

0 )
2

)

exp

(

−1

2
(qB1 −

√
2αB

0 )
2

)

+

+exp

(

−1

2
(qA1 +

√
2αA

0 )
2

)

exp

(

−1

2
(qB1 +

√
2αB

0 )
2

)]

.

Полученная формула наглядно представляет кван-

товую запутанность между переменной qA1 , отвеча-

ющей состоянию кота и переменной qB1 , отвечающей

окружению. Наблюдение переменной окружения qB1
вблизи

√
2αB

0 =
√
2α

√
m отвечает регистрации состо-

яния “живого” кота. Напротив, наблюдение qB1 вбли-

зи −
√
2αB

0 = −
√
2α

√
m отвечает регистрации состо-

яния “мертвого” кота.

В выражении (20) амплитуды вероятностей

наблюдений состояний “живого” и “мертвого” ко-

та пропорциональны соответственно величинам

exp
(
− 1

2 (q
B
1 −

√
2αB

0 )
2
)

и exp
(
− 1

2 (q
B
1 +

√
2αB

0 )
2
)
.

Тогда вероятности “выживания” P0 и “гибели” кота

P0 будут выражаться формулами:

P0 =
exp

(
−(qB1 −

√
2αB

0 )
2
)

exp
(
−(qB1 −

√
2αB

0 )
2
)
+ exp

(
−(qB1 +

√
2αB

0 )
2
) ,

(21)

P1 =
exp

(
−(qB1 +

√
2αB

0 )
2
)

exp
(
−(qB1 −

√
2αB

0 )
2
)
+ exp

(
−(qB1 +

√
2αB

0 )
2
) .

Соответствующие вероятности задаются пер-

вой нормальной координатой окружения

qB1 = xn−m+1+...+xn√
m

, которая, в свою очередь, опре-

деляется суммарной координатой всех измеренных

мод окружения.

Введем понятие “здоровья” H многомодового ко-

та Шредингера, которое определим формулой:

H(m) = ln

(
P0

P1

)

. (22)

Из формул (21) и (22) нетрудно получить, что “здоро-

вье” многомодового кота Шредингера определяется

суммой всех измеренных мод окружения:

H(m) = 4α
√
2

m∑

j=1

xn−m+j . (23)

Введенный параметр определяет уровень “коллапса”

квантового состояния кота Шредингера. Очевидно,

что значение H = 0 соответствует P0 = P1 = 0.5

и отвечает максимальной когерентности между под-

системами. Далее, если H → +∞ (при n → ∞ и

m → ∞), то P0 → 1 (коллапс к состоянию “жи-

вого” кота), и наоборот, если при тех же условиях

H → −∞, то P0 → 0 (коллапс к состоянию “мертво-

го” кота).
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Слева: зависимость вероятности “выживания” кота Шредингера от числа редуцированных

мод, α = 0.01, n = 1000000. Выполнено 30 численных экспериментов. Справа: зависимость параметра “здоровья” кота

Шредингера от числа редуцированных мод (для тех же данных, что и слева)

На рисунке 1 представлены зависимость вероят-

ности “выживания” P0 (слева) и параметра “здоро-

вья” H (справа) для многомодового кота Шрединге-

ра в зависимости от числа измеренных мод окруже-

ния m. Видно, что, начиная примерно с m = 15 · 103
(соответствует mα2 = 1.5 фотона), суперпозиция

состояний “живого” и “мертвого” кота практически

полностью разрушается. Мы видим, что многомодо-

вое квантовое состояние кота Шредингера является

практически неустойчивым, так как редукция всего

лишь одного-двух фотонов приводит к почти полной

потери когерентности исходного квантового состоя-

ния.

Структура состояния (20) полностью соответ-

ствует структуре двухчастичного состояния (7), при

этом q1 = 〈ϕ1|ϕ2〉 = exp(−2α2(n − m)), а q2 =

= 〈e1|e2〉 = exp(−2α2m). В условиях макроскопиче-

ски большого числа мод n параметр q1 исчезающе

мал, при этом видность интерференционной карти-

ны есть:

V = |〈e1|e2〉| = exp(−2α2m). (24)

Из формулы (24) мы видим, что в условиях, когда

каждая мода содержит в среднем ничтожное чис-

ло фотонов (α2 очень мало), можно наблюдать раз-

рушение состояний весьма большого числа мод без

существенного влияния на свойства когерентности и

интерференции. Однако, когда среднее суммарно на-

копленное число фотонов в декогерентизированных

модах составит величину всего порядка одного фото-

на (α2m ∼ 1), суперпозиция макроскопических аль-

тернатив станет практически малозаметной. В этом

смысле исходная идея Шредингера [27] о возмож-

ном решающем влиянии отдельной микрочастицы на

судьбу макроскопического объекта является совер-

шенно верной.

Для наглядного представления интерференции

удобно перейти от координатного представления к

импульсному представлению, что легко сделать за-

меной α на iα. Введем главную компоненту, связан-

ную с интерференцией:

x =
p1 + . . .+ pn−m√

n−m
. (25)

Ее распределение, которое и обеспечивает интерфе-

ренцию, находится посредством интегрирования по

переменной окружения. Результат имеет вид:

P̃ (x) =
1

(1 + exp(−2nα2))
√
π
×

× exp(−x2)
[

1 + V cos(2
√
2α

√
n−mx)

]

. (26)

Здесь видность задается представленной выше фор-

мулой (24). Рассматриваемое явление наглядно ил-

люстрируется на рис. 2. Демонстрируется хорошее

согласие между теорией, задаваемой формулой (26),

и результатами численного моделирования в соответ-

ствии с представленным выше методом.

5. Выводы. В настоящей работе был предложен

и исследован математический аппарат анализа си-

стем с интерферирующими альтернативами. С ис-

пользованием разложения Шмидта был разработан

общий метод анализа двухчастичных квантовых си-

стем, позволяющий исследовать квантовую запутан-

ность между системой и окружением, а также коге-

рентность интерферирующих альтернатив. Были по-

лучены простые формулы, выражающие связь меж-

ду когерентностью, интерференционной видностью и

числом Шмидта. В качестве иллюстрации были ис-

следованы характеристики когерентности и интер-

ференции для многомодового квантового состояния

кота Шредингера. Было показано, что явление деко-

герентизации многомодовых состояний ярко прояв-

ляется в условиях, когда имеется много мод, в каж-

дой из которых среднее число фотонов много мень-

ше единицы. Гипотетически, макроскопически раз-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость интерференционной картины от числа редуцированных мод, α = 0.01, n =

= 100000. Сравнение результатов численных экспериментов (гистограммы) с теорией (линии). Гистограммы отвечают

объему выборки 200000

личимые интерферирующие альтернативы в много-

модовом состоянии кота Шредингера могут характе-

ризоваться сколь угодно высокими значениями пол-

ной энергии и полного числа фотонов. Однако такие

макроскопически различимые суперпозиции практи-

чески полностью разрушаются уже при наблюде-

нии ограниченного числа мод окружения, суммарно

содержащих в себе порядка одного фотона. Таким

образом, судьба легендарного кота Шредингера за-

висит не от макроскопического наблюдателя, а от

микроскопических процессов, затрагивающих огра-

ниченное число мод окружения и составляющих ни-

чтожно малую долю от самого исходного многомодо-

вого состояния.
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В суспензиях вируса мозаики альтернантеры и X-вируса картофеля были рассчитаны и измерены

спектры низкочастотного вынужденного комбинационного рассеяния (ВКР). Расхождение расчетных и

измеренных величин частотного сдвига линий рассеяния для X-вируса картофеля обусловлено, по наше-

му мнению, различием механических свойств вирусов, в частности модуля Юнга, в нативной среде и при

измерениях на атомно-силовом микроскопе. В спектрах ВКР данных вирусов зафиксированы различия,

позволяющие их идентифицировать.

DOI: 10.31857/S1234567822080109, EDN: drvtbk

Введение. Изучение вирусных частиц (вирио-

нов) необходимо, в первую очередь, для разработ-

ки методов воздействия с целью разрушить их мо-

лекулярную структуру. Одним из возможных при-

емов является резонансная “раскачка” вирионов на

собственных частотах. Важно, что при данном под-

ходе не затрагивается окружение частицы, на кото-

рую осуществляется воздействие, так как данное воз-

действие является селективным. Также отметим, что

стандартные спектроскопические методы непригод-

ны для решения поставленной задачи, поскольку ха-

рактерные собственные частоты наночастиц вирусов

лежат в диапазоне ∼ 1–60 ГГц [1, 2] и по этой причине

суспензии вирусов недоступны для спектроскопии

спонтанного комбинационного рассеяния света, ИК

и СВЧ спектроскопии. Учитывая однозначную связь

между собственными акустическими частотами ви-

русов и их морфологией, вынужденное комбинаци-

онное рассеяние света (ВКР) представляется пер-

спективным методом для их идентификации и мо-

жет быть использовано для разработки новых меди-

цинских и биологических технологий. Использован-

ная в данной работе методика измерений позволяет

экспериментально определить собственные частоты

акустических колебаний образцов фитовирусов. Ра-

нее рядом авторов (например, [3, 4]) были получены

важные результаты в области спектроскопии низко-

1)e-m: sbs_michail@mail.ru

частотного вынужденного комбинационного рассея-

ния в диапазоне частот, смещенных относительно ли-

нии возбуждающего лазерного излучения на величи-

ны порядка десятков гигагерц.

Целью настоящей работы является измерение

собственных частот, близких по морфологии нано-

частиц вирусов в недоступном для других спектро-

скопических методов диапазоне 1–15 ГГц.

Объекты исследования и методика экс-

перимента. В качестве объектов исследования

были выбраны: вирус мозаики альтернантеры

(ВМАльт, длина вириона ∼ 570 нм, диаметр ∼ 15 нм,

рис. 1а) в буферном растворе трисаминометана

((HOCH2)3CNH2 ·HCl, сокращенно Трис-HCl) и

вирус со спиральной структурой рода Potexvirus, се-

мейства Alphaflexiviridae – Х-вирус картофеля (ХВК,

длина вириона ∼ 515 нм, диаметр ∼ 13 нм, рис. 1b)

также в Трис-HCl. Данные вирусы представляют

собой гибкие нитевидные частицы со спираль-

ной структурой. Геном этих вирусов представлен

одноцепочечной молекулой РНК положительной

полярности. ВМАльт и ХВК имеют идентичную

морфологию и некоторые различия в структуре

вирионов, способности белков оболочки полимеризо-

ваться в отсутствии геномной РНК in vitro, но общей

стратегией экспрессии вируса, например, трансля-

ционной активации генома в составе вириона или

вирусного рибонуклеопротеида [5, 6]. Такое сочета-

ние сходств и различий структуры и механизмов

528 Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



Вынужденное комбинационное рассеяние в суспензиях вируса мозаики альтернантеры. . . 529

Рис. 1. Фотографии вируса мозаики альтернантеры (а)

и X-вируса картофеля (b), полученные с помощью

электронного микроскопа

функционирования двух близкородственных видов

вирусов сделало их привлекательными объектами

исследования.

Возможные частоты сигнала вынужденного рас-

сеяния мы оценивали исходя из указанных размеров

вирионов. Известно, что для собственных частот ко-

лебаний стержня с распределенной массой, как мо-

дели вируса, существует несколько видов колебаний:

продольные, поперечные, крутильные. Формула для

собственных частот продольных колебаний стержня:

νk =
k

2l

√

E

ρ
, k = 0, 1, 2..., (1)

где l – длина стержня, E, ρ – модуль Юнга и плот-

ность материала стержня соответственно. Однако

вирусы имеют в своей морфологии различные струк-

турные группы с отличными от других механически-

ми характеристиками, поэтому в формуле для соб-

ственных частот вируса как единого целого было бы

правильно, на наш взгляд, использовать средние зна-

чения модуля Юнга 〈E〉 и плотности 〈ρ〉. Тогда фор-

мулу (1) можно переписать так:

νk =
k

2l

√

〈E〉
〈ρ〉 , k = 0, 1, 2... (2)

В работе [7] для Х-вируса картофеля были опре-

делены геометрические размеры (рис. 1b). Вирионы

представляют собой гибкие нити с модальными дли-

нами l в диапазоне 470–580 нм [6]. С использовани-

ем атомно-силового микроскопа, для данного вируса

был измерен средний модуль Юнга 〈E〉, который ока-

зался равен 8 · 108 Па [8]. Среднюю плотность можно

рассчитать исходя из известной молекулярной массы

Mr = 5.8 · 10−20 кг и геометрических размеров вири-

она – его объема:

〈ρ〉 = Mr

V
∼= 850 кг/м

3
.

Тогда для собственных частот, если вместо средней

плотности будет отношение молекулярной массы ви-

риона к его объему:

νk =
k

2l

√

〈E〉
Mr

V , k = 0, 1, 2... (3)

И основная частота колебаний (k = 1) равна:

νk =
k

2l

√

〈E〉
Mr

V ∼= 1ГГц.

Правый сомножитель в формуле собственных час-

тот:

c =

√

〈E〉
Mr

V ∼= 1100м/с

является скоростью звука в механической модели ви-

руса. Используя (3), можно оценить частоты следую-

щих четырех гармоник как 2–5 ГГц с шагом ∼ 1 ГГц.

Суспензии вирусов с концентрацией CaltMV =

= 8.8 · 1013 см−3 (ВМАльт) и CPVX = 6.6 · 1013 см−3

(ХВК) были залиты в идентичные кварцевые кюве-

ты Cell, рабочей длиной 20 мм. Кюветы поочеред-

но размещали на установке (рис. 2). Излучение вто-

рой гармоники YAG : Nd3+ лазера, работающего в од-

ночастотном режиме (длина волны излучения λ =

= 532 нм, ширина линии излучения ∆ν ∼ 0.005 см−1;

длительность импульса излучения t ∼ 10 нс, энер-

гия в импульсе Ep – до 25 мДж; нестабильность по

энергии импульса ∼ 5–7 %) фокусировали линзой f1
с фокусным расстоянием ∼ 15 мм в середину кюветы

Cell. Возбуждаемое в кювете вынужденное рассея-

ние поступало для регистрации на интерферометр

Фабри–Перо (F-P1, область дисперсии 0.5 см−1). По-

сле интерферометра оптический сигнал попадал на

CMOS камеру и затем обрабатывался на компьютере

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022



530 А. Ф. Бункин, А. Н. Федоров, М. А. Давыдов и др.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Принципиальная схема из-

мерений. Laser – одночастотный лазер; Cell – кюве-

та со скошенными окнами с исследуемым веществом;

f1 = 15мм, f2 = 30мм – софокусные линзы; х – об-

ласть перетяжки лазерного пучка в середине кюветы;

P – клиновидная поворотная пластина; М – глухое по-

воротное зеркало; F-P1 – интерферометр Фабри–Перо с

оптической системой, предназначенный для регистра-

ции спектров ВКР; F-P – интерферометр Фабри-Перо с

оптической системой, предназначенный для контроля

спектра излучения лазера

в программной среде LABVIEW. Спектральный со-

став излучения лазера контролировали с помощью

интерферометра Фабри–Перо (F-P, область диспер-

сии 1 см−1). В процессе измерений энергию лазерно-

го импульса поддерживали на уровне ∼ 23 мДж. Гео-

метрия установки была едина для всего цикла изме-

рений. Измерения проводили при комнатной темпе-

ратуре.

Результаты измерений. Установлено, что в

спектре излучения, распространяющегося “вперед”,

появились дополнительные линии, которые мы ин-

терпретировали как линии низкочастотного вынуж-

денного комбинационного рассеяния (табл. 1):

Таблица 1. Результаты измерений спектров ВКР частот ви-
русов

Наименование Величина сдвига частоты вынужденного

вируса рассеяния, ГГц

ВМАльт 1.5 4.7 5.1 8.7 10.5

ХВК 2.9 4.4 9.3 11.3

Характерные спектры, полученные с помощью

интерферометра F-P1, приведены на рис. 3a, b. Из

этих рисунков видно, что некоторые спектральные

линии, несмотря на то, что они мало выделяются на

уровне шумов, стабильно повторяются в разных по-

рядках интерференции, в отличие от шумовых со-

ставляющих. Поэтому мы идентифицировали дан-

ные линии как линии ВКР.

Расхождение расчетных и измеренных результа-

тов можно объяснить следующим образом. Слож-

ная биологическая конструкция вириона предпола-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Примеры спектров ВКР в

суспензиях вирусов, полученные с помощью интер-

ферометра Фабри–Перо. На вставках: 15 ГГц – об-

ласть дисперсии интерферометра; SBS – ВРМБ – “впе-

ред” – линия вынужденного рассеяния Мандельштама–

Бриллюэна [12]. (а) – Интерферограмма спектра вы-

нужденного рассеяния в суспензии вируса ВМАльт.

Здесь на вставке: 5.1; 10.5 ГГц – линии ВКР. (b) –

Интерферограмма спектра вынужденного рассеяния в

суспензии вируса ХВК. Здесь на вставке: 2.9; 4.4; 9.3;

11.3 ГГц – линии ВКР

гает пространственные неоднородности его механи-

ческих параметров. Поэтому использование средних

значений динамических характеристик вирусной мо-

лекулы могло привести к отличию наблюдаемых в

эксперименте собственных частот акустических ко-

лебаний и расчетных оценок. Далее, известно (на-

пример, [9–11]), что скорость звука в микробиологи-

ческих объектах, в частности, в ДНК и лизосомах,

лежит в пределах 1900–4200 м/с, поэтому наша оцен-

ка выглядит заниженной. Кроме того, расхождение

может быть связано с тем, что физико-механические

характеристики вириона в естественной или модель-

ной (суспензия вирусов в Трис-HCl) среде отличны

от свойств вириона, расположенного на подложке

при его исследовании зондом атомно-силового мик-

роскопа.
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Заключение. Проведенные эксперименты пока-

зали, что низкочастотное вынужденное комбинаци-

онное рассеяние позволяет эффективно исследовать

спектры собственных частот наночастиц вирусов при

их малых концентрациях в водных суспензиях, т.е. в

нативной среде. Значения измеренных частот непло-

хо согласуются с простыми модельными расчета-

ми, позволяющими в первом приближении провести

отнесение частот к собственным модам колебаний

аксиально-симметричного вируса, рассматриваемого

как упругий стержень. Эксперименты показали, что

два исследованных типа вируса, имеющих сходную

морфологию и размеры, тем не менее имеют разные

собственные моды акустических колебаний в диа-

пазоне 1–15 ГГц, которые проявляются в спектрах

ВКР, что позволяет рассматривать этот подход как

перспективную методику в медицинских и биологи-

ческих приложениях.

Работа была поддержана грантами Россий-

ского фонда фундаментальных исследований

# 20-02-00172, 21-34-70004 мол_а_мос, Российского

научного фонда # 22-22-00153.
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Taran L. S. 114, 627 (556)
Tayurskii D. A. 115, 108 ()
Timonina A. V. 115, 304 ()
Ustinov A. S. 114, 787 (719)
Volovik G. E. 114, 273 (236);

115, 306 ()
Yan R. -Y. 114, 358 (314)
Zaikin A. D. 114, 659 (593)
Zainullina V. M. 114, 346 (296)
Zakhvataev V. E. 114, 400 (362)
Zhang M. 114, 365 (326)
Zhang R. 114, 435 (371)
Zhidkov I. S. 114, 627 (556)
Абеди С. 114, 486 (423)
Аверкиев Н. С. 114, 383 (347)
Агамалян М. А. 115, 322 ()
Агафонцев Д. С. 114, 67 (71)
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1)В скобках указаны номера страниц английского издания для вып. 114(1)–114(12).
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Зипунова Е. В. 115, 176 ()
Зиятдинова М. З. 114, 228 (195)
Зуев Д. А. 114, 749 (681);

115, 213 ()
Зыбцев С. Г. 114, 36 (40)
Зябловский А. А. 114, 43 (51)
Иванов А. А. 115, 437 ()
Иванова А. И. 114, 802 (742)
Иванов А. В. 115, 176 ()
Иванов К. Е. 114, 661 (609)
Изюров В. И. 114, 24 (29)
Иногамов Н. А. 115, 20 ();

115, 80 ()
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Савицкий И. В. 115, 437 ()
Садовников С. И. 114, 185 (156)
Садовский М. В. 115, 444 ()
Садыков А. Ф. 114, 24 (29)
Садыков Р. А. 114, 802 (742)
Сазонов С. В. 114, 102 (104);
Сазонов С. В. 114, 160 (132);
Сазонов С. В. 114, 437 (380);
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Таурбаев Е. T. 114, 515 (447)
Тейтельбаум Г. Б. 115, 270 ()
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Федоров М. В. 114, 311 (263)
Федотов А. Б. 114, 520 (451);

115, 437 ()
Федотов И. В. 114, 520 (451)
Федюхин Л. А. 114, 304 (256)
Федянин А. А. 114, 360 (321);
Федянин А. А. 114, 509 (441);

115, 157 ()
Филипов В. Б. 115, 150 ()
Филиппов А. В. 115, 197 ()
Фишер П. С. 114, 586 (507)
Фомин И. А. 114, 269 (232)
Фортова С. В. 115, 80 ()
Фрейман В. М. 114, 263 (227)
Хабанов Ф. О. 115, 360 ()
Хабарова К. Ю. 114, 53 (59);
Хабарова К. Ю. 114, 291 (243);

114, 553 (486)
Хайрулин И. Р. 114, 789 (729)
Ханин Ю. Н. 114, 366 (332)
Ханнанов Б. Х. 115, 262 ()
Харинцев С. С. 114, 756 (687)
Харитонов А. В. 114, 756 (687)
Харчев Н. К. 115, 360 ()
Хачатурова Т. А. 115, 47 ()
Хилков С. А. 115, 176 ()
Хисамеева А. Р. 114, 328 (279)
Хомский Д. И. 115, 444 ()
Хоник В. А. 115, 110 ();

115, 308 ()
Хорошилов А. Л. 115, 150 ()
Хохлов В. А. 115, 20 ()
Храпак А. Г. 114, 615 (540)
Храпак С. A. 114, 615 (540)
Худайбердиев Д. А. 115, 230 ()
Ху М. 115, 437 ()

Цзиао Ц. Ч. 115, 110 ()
Цыпкин А. Н. 115, 3 ()
Чаплик А. В. 114, 78 (81);

114, 620 (545)
Чаповский П. Л. 114, 699 (643)
Чекалин С. В. 115, 15 ();

115, 40 ()
Чекерес О. С. 115, 59 ()
Чен Л. -Дж. 115, 144 ()
Чен С. М. 114, 250 (215)
Ченцов С. И. 114, 96 (98)
Чень Ц. 115, 287 ()
Черетаева А. О. 114, 372 (337)
Чернозатонский Л. А. 115, 103 ();

115, 184 ()
Чернышов А. A. 114, 18 (23)
Чернышов А. А. 115, 28 ()
Черосов М. А. 115, 190 ()
Чибирев А. O. 114, 818 (757)
Чиглинцев Э. О. 114, 291 (243)
Чирвоный В. С. 114, 515 (447)
Чугуевский В. И. 114, 833 (771)
Чугунин Д. В. 114, 18 (23);

115, 28 ()
Чулков Е. В. 114, 82 (85);

114, 768 (699)
Чупраков С. А. 114, 24 (29)
Шабдан Е. 114, 515 (447)
Шавров В. Г. 115, 94 ()
Шамин С. Н. 114, 546 (475)
Шарафуллин И. Ф. 114, 610 (536)
Шашков Е. В. 114, 263 (227)
Шелухин Д. А. 115, 360 ()
Шепелев В. В. 115, 80 ()
Шергин А. П. 114, 13 (18)
Шикин А. М. 115, 241 ();

115, 315 ()
Шилкин Д. А. 115, 157 ()
Ширделхавар А. 114, 221 (188)
Шицевалова Н. Ю. 115, 150 ()
Шишков В. Ю. 114, 43 (51)
Шорохов А. С. 114, 509 (441)
Шпатаковская Г. В. 114, 798 (737)
Шурыгина Н. А. 114, 372 (337)
Щеголихина Н. И. 115, 139 ()
Щепетильников А. В. 114,

328 (279)
Элиович Я. А. 115, 170 ()
Юдин В. Е. 115, 10 ()
Юманс Д. Р. 115, 59 ()
Юсупов Р. 115, 190 ()
Яковлева В. В. 114, 323 (274)
Яковлев И. А. 114, 192 (163)
Яковлев С. Л. 114, 6 (11)
Якунин В. Г. 114, 515 (447)
Яревский Е. А. 114, 6 (11)
Яржемский В. Г. 114, 661 (609)
Ярошевич А. С. 114, 114 (110)
Ярошенко В. В. 115, 213 ()
Ясников И. С. 114, 333 (284)
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EDN: dsdgyr

Журнал “Письма в ЖЭТФ” (и его англоязычная версия “JETP Letters”) публикует:

• Краткие оригинальные статьи, требующие срочной публикации и представляющие общий интерес для

широкого круга читателей-физиков. К категории срочных публикаций относятся первые наблюдения

новых физических явлений и теоретические работы, содержащие принципиально новые результаты.

• Миниобзоры на наиболее актуальные “горячие” темы, по результатам недавних исследований выпол-

ненных авторами.

• Краткие комментарии к статьям, появившимся ранее в нашем журнале.

“Письма в ЖЭТФ” является двуязычным журналом, принимая и публикуя статьи на русском и на англий-

ском языках1). Все статьи на английском языке, принятые к публикации, направляются на лингвистическую

экспертизу. Если английский текст признается недостаточно ясным, то редакция оставляет за собой право

попросить авторов улучшить качество языка или представить для опубликования русскую версию статьи.

В “JETP Letters” все статьи публикуются на английском языке. Авторы принятых к печати статей мо-

гут (и это приветствуется), сразу же после извещения о принятии, прислать в редакцию предлагаемый ими

самостоятельный перевод своей русскоязычной статьи на англ. язык. Наличие такого перевода, хотя и не

гарантирует его безусловное принятие переводчиками Издателя, но зачастую облегчает авторам взаимодей-

ствие с ними. Перевод русских и редактирование английских статей осуществляется в издательстве МАИК

“Наука/Интерпериодика”. Русская и англоязычная версии должны быть идентичны, поскольку статья, опуб-

ликованная в обеих версиях, является одной публикацией. Хотя английская версия окончательно редактиру-

ется на месяц позже русской, в ней не должно быть дополнительных ссылок, рисунков, формул и т.п., и все

утверждения должны быть одинаковы.

Размер оригинальной статьи, как правило, не должен превышать 7 страниц русского издания (двух-

колоночный формат, соответствующий стилевому файлу), включая 5–6 рисунков. Размер миниобзора, как

правило, не должен превышать 12 страниц, включая 8–10 рисунков. Типичный размер комментария и ответа

на комментарий – до 1 стр.

Образец статьи2), с использованием стилевого файла jetpl.cls (кодировка UTF-83), кодировка KOI8-R4)).

Статьи в редакцию можно направлять

◦ по электронной почте letters@kapitza.ras.ru – направлять текст в формате TeX, LaTeX (для статей на

русском языке допускается MS Word), рисунки в формате PostScript (..ps), EncapsulatedPostScript (..eps)

или PaintBrush (..pcx), каждый рисунок отдельным файлом. Необходимо также приложить pdf файл

статьи с встроенными рисунками.

◦ по почте по адресу: 117334 Москва, ул. Косыгина 2, “Письма в ЖЭТФ” – два экземпляра статьи с

рисунками на отдельных страницах (для полутоновых рисунков еще один дополнительный экземпляр).

К рукописи нужно приложить электронный адрес (e-mail) и почтовый адрес с индексом, фамилию, полное

имя и отчество того автора, с которым предпочтительно вести переписку, а также номера его служебного

и домашнего телефонов; для статей на английском языке – дополнительно CD диск или флеш карту с тек-

стом в формате LATEX; для статей из России и других стран СНГ, в случае необходимости, может быть

представлено направление от учреждения, которое будет фигурировать в титуле статьи как основное.

1)http://www.jetpletters.ru/ru/info.shtml#sub1
2)http://www.jetpletters.ru/tex/utf8/example.tex
3)http://www.jetpletters.ru/tex/utf8/jetpl.cls
4)http://www.jetpletters.ru/tex/koi/jetpl.cls
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Представленные в редакцию рукописи предварительно рассматриваются Редакторами. Не все рукописи

направляются на отзыв рецензентам. Редколлегия на основании заключения Редактора может отклонить

статьи, которые явно не соответствуют правилам и не подходят для журнала. С другой стороны, ни одна

статья не принимается в печать без отзыва рецензентов или членов Редколлегии.

Решение о публикации или отклонении статей принимается на заседании редколлегии по представлению

члена редколлегии по соответствующему разделу, с учетом мнения рецензентов. Основанием для отклонения

статьи может быть ее недостаточная актуальность, отсутствие существенного продвижения по сравнению с

другими публикациями в этой области, слишком специальная тематика и др. Рецензии на отклоненные статьи

могут и не посылаться авторам. Авторы могут прислать отклоненную статью на повторное рассмотрение,

сопроводив ее аргументированным разъяснительным письмом. В этом случае статья будет направлена на

дополнительное рецензирование.

В связи с требованиями издателя и распространителя журнала “JETP Letters”, наш журнал “Письма в

ЖЭТФ” с середины 2016 года лишен возможность публиковать полные тексты статей, исходно написанных

на английском языке. Чтобы выполнить это требование, но не лишать российских читателей части инфор-

мации, редакцией журнала принято следующее решение: для статей, представленных на английском языке

и удовлетворяющих всем требованиям журнала, публиковать в “Письмах в ЖЭТФ” расширенные аннотации

на английском языке (объемом не более 1–2 стр. журнального текста, или 5600–11200 знаков текста, включая

один рисунок и список литературы). В конце аннотации будет приведена ссылка на полный текст статьи в

журнале “JETP Letters”.

Оформление рукописи

Первая страница рукописи должна выглядеть следующим образом.

ЗАГЛАВИЕ

Инициалы и фамилии авторов

Обязательно — Учреждения, где работают авторы (включая город и почтовый индекс;

e-mail одного из авторов)

Дата поступления

Текст аннотации

Далее следует основной текст.

Фамилии иностранных авторов пишутся в русской транскрипции, но в сноске дополнительно указывается

оригинальная транскрипция. Названия мест работы за рубежом пишутся по-английски.

Обращаем внимание авторов статей на русском языке на то, что перевод фамилий с русского языка на

английский производится по жестким правилам (см. Письма в ЖЭТФ, т. 58, вып. 8, с. 699). Если авторы по

каким-то причинам предпочитают иную транскрипцию своей фамилии, об этом следует написать на отдель-

ном листе. Поскольку аннотации сейчас распространяются и отдельно от статей (базы данных, системы –

On-line. и т.п.), текст аннотации должен быть самодостаточным: без ссылок на список литературы, с понят-

ными обозначениями, без аббревиатур.

Сокращения словосочетаний должны даваться заглавными буквами (без точек) и поясняться при первом

их употреблении. В тексте подстрочные примечания должны иметь сплошную нумерацию по всей статье.

Цитируемая литература должна даваться общим списком в конце статьи с указанием в тексте статьи

ссылки порядковой цифрой, например, [1]. Литература дается в порядке упоминания в статье. Для журналь-

ных статей указываются сначала инициалы, затем фамилии всех авторов, название журнала, номер тома

(полужирным шрифтом), первая страница и год в круглых скобках. В случае, если цитируемая статья имеет

более 4-х авторов, то только 3 первых должны быть перечислены явно, например

1. A. B. Ivanov, V. G. Petrov, I. M. Sergeev et al., JETP 71, 161 (1990).

Для книг надо указывать инициалы и фамилии всех авторов, полное название книги, издатель, год, том,

номер издания, часть, глава, страница (если ссылка на переводное издание, то обязательно в скобках нужно

указать данные оригинала), например
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2. L. M. Blinov, Structure and Properties of Liquid Crystals, Springer, Heidelberg (2011).

Цитирование двух или более произведений под одним номером, одного и того же произведения под раз-

ными номерами не допускается.

В обозначениях и индексах не должно быть русских букв. Например, следует писать Popt, а не Pопт.

В десятичных дробях вместо запятой нужно использовать точку. Векторы должны выделяться в тексте

статьи полужирным шрифтом (без стрелки над ними).

Поскольку рисунки переносятся без изменений из “Писем в ЖЭТФ” в “JETP Letters” все надписи на

рисунках должны быть только на английском языке. Авторов, использующих при подготовке рисунков ком-

пьютерную графику, просим придерживаться следующих рекомендаций: графики делать в рамке; штрихи на

осях направлять внутрь; по возможности использовать шрифт Times; высота цифр и строчных букв должна

быть в пределах (3–4)% от максимального размера (высоты или ширины) рисунков, это относится и к циф-

рам на осях вставки; единицы измерения на осях графиков приводить в скобках. При подготовке рисунка

имейте в виду, что, как правило, ширина рисунка при печати не превышает 82 мм; в исключительных случаях

рисунок размещается на всей ширине листа (до 160 мм).

Рисунки публикуются “on-line” в цвете. На авторов возлагается обязанность проверить, что цвет-

ные рисунки читаемы, достаточно контрастны и в черно-белом печатном варианте. Образцы оформле-

ния статьи и рисунков, а также стилевой файл можно найти на WWW-странице “Писем в ЖЭТФ”

(http://www.jetpletters.ru/).

Дополнительный материал

Журнал “Письма в ЖЭТФ” предоставляет авторам возможность публикации Дополнительного мате-

риала. Дополнительный материал, относящийся к статье, помещается на сайт одновременно с публикаци-

ей статьи в журнале. В Дополнительный материал помещаются сведения, существенные для узкого круга

специалистов (например, детали сложных вычислений или мелкие детали экспериментальной техники), но не

являющиеся критичными для понимания статьи широким кругом читателей журнала. Дополнительный

материал не может быть использован для преодоления ограничения статьи по объему.

Объем дополнительного материала не должен превышать 4 страниц текста, с включением не более 4

рисунков.

В дополнительный материал нельзя включать:

• Дополнительный список литературы

• Сведения о вкладе авторов в работу

• Благодарности

• Комментарии, отклики или поправки.

Как прислать Дополнительный материал в редакцию
Дополнительный материал принимается на английском языке в виде TeX, doc и eps файлов одно-

временно со статьей по электронной почте по адресу letters@kapitza.ras.ru и рассматривается редакционной

коллегией и рецензентами в совокупности со статьей. Файлы Дополнительного материала могут быть

посланы в виде нескольких сообщений или могут быть включены в одно сообщение. В качестве темы этих

сообщений должно быть указано “Дополнительный материал”. В письме должно также быть приведено на-

звание статьи, фамилия первого автора и перечень всех прилагаемых файлов.

Правила оформления файлов Дополнительного материала и процедура рассмотрения
Правила оформления файла Дополнительного материала совпадают с правилами оформления ос-

новной статьи. В заголовке должно быть написано “Дополнительный материал к статье {название статьи}”.

Рисунки предпочтительны в цвете. Редакцией и рецензентами Дополнительный материал рассматрива-

ется как часть статьи и отдельно не рецензируется. За качество рисунков и качество английского языка

Дополнительного материала ответственность ложится на авторов.
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Ссылка на Дополнительный материал в статье
В статье адрес Дополнительного материала приводится в последней ссылке списка литературы в сле-

дующем виде:

See Supplemental Material at {для принятой к печати статьи ссылка будет введена редакцией}

Или в русском тексте

См. Дополнительный материал по адресу {для принятой к печати статьи ссылка будет введена редакци-

ей}.

Право на воспроизведение
Дополнительный материал не является отдельным субъектом авторского права и входит в соглашение,

подписанное автором для основного текста статьи. Любое воспроизведение Дополнительного материала

должно подчиняться тем же правилам, что и текст основной статьи.

Комментарии в журнале “Письма в ЖЭТФ”

Журнал “Письма в ЖЭТФ” публикует краткие комментарии на ранее опубликованные в нем статьи. Ав-

торы оригинальной статьи, на которую написан комментарий, могут на него ответить. Если и комментарий и

ответ на него обоснованы и интересны, они принимаются в печать и публикуются в одном номере журнала.

Отсутствие ответа авторов комментируемой статьи не является основанием для чрезмерной задержки или

отказа в публикации комментария – если комментарий соответствует установленным критериям, он будет

опубликован независимо от того, получен на него ответ авторов комментируемой работы или нет. Редак-

ция не принимает комментарии, написанные кем-либо из авторов статьи. Комментарии и ответы ограничены

по объему одной журнальной страницей (включая рисунки), аннотация не требуется. При желании авто-

ры могут разместить на сайте журнала дополнительный материал, руководствуясь общими правилами (см.

соответствующий раздел)5).

Комментарий должен быть направлен на исправление или критику конкретной статьи. В первом абзаце

комментария необходимо дать четкую ссылку на комментируемую статью, а также на то ее утверждение,

которое комментируется. Комментарий должен касаться существа комментируемой статьи (не формы или

стиля изложения) и быть непосредственно связанным с ней, а не просто содержать обсуждение общей те-

мы. Формат комментария не предназначен для использования как инструмент для публикации дополнений

к уже опубликованным статьям, он не предназначен также для установления приоритета или исправления

библиографических неточностей. Критические замечания должны быть написаны в коллегиальном тоне;

полемические комментарии отклоняются без рецензирования. Ответ авторов, чтобы быть пригодным для

публикации, также должен быть написан в коллегиальном стиле и свободен от полемики.

Каждый комментарий отправляется авторам оригинальной статьи, у которых запрашиваются ответы на

следующие вопросы:

1. Может ли комментарий быть опубликован без ответа?

2. Будет ли прислан ответ на комментарий для одновременной публикации?

3. Не кажется ли авторам, что комментарий слабо связан с оригинальной статьей? (В этом случае требу-

ется подробная аргументация).

Автор оригинальной статьи не является анонимным рецензентом по отношению к комментарию. Редакция

оставляет за собой право обратиться к анонимному рецензенту — независимому эксперту, у которого может

быть запрошено мнение о комментарии и об ответе авторов. Авторам комментария рекомендуется вначале

отправить свой комментарий первому автору комментируемой статьи для прямого ответа, однако редакция не

рассматривает такой шаг в качестве обязательного. Ответ авторов комментируемой статьи будет предоставлен

авторам комментария до публикации, однако последовавший за этим существенный пересмотр комментария

будет интерпретирован как знак его ошибочности и может послужить причиной отказа в его публикации.

Редакция не рассматривает комментарии на ответ авторов.

5)http://www.jetpletters.ru/ru/supp.shtml
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Миниобзоры

Журнал “Письма в ЖЭТФ” в течение последних 10 лет в порядке опыта публиковал “заказные” мини-

обзоры по результатам избранных законченных проектов РФФИ и РНФ. Как показало время, такие обзоры

пользуются популярностью и активно читаются. В связи с этим редколлегия журнала решила расширить

данную практику и, начиная с июля 2020 г., принимает к рассмотрению миниобзоры не только заказные, но

и представленные самими авторами в инициативном порядке.

Правила оформления рукописей, касающиеся статей и обзоров – см. на

http://www.jetpletters.ru/ru/info.shtml

Миниобзор, как и регулярная статья, будет рецензироваться, обсуждаться членами редколлегии и будет

приниматься к публикации только в случае его соответствия требованиям, предъявляемым к статьям.
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