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Статья содержит обзор публикаций, в которых исследуются задачи,
характеризующиеся наличием быстрых переменных с различными ско-
ростями изменения. Рассматривается предельный переход решения воз-
мущенной задачи к решению вырожденной, асимптотические решения
начальных и краевых задач, устойчивость и управляемость, асимптоти-
ческие решения задач оптимального управления, задачи со “скрытыми”
разнотемповыми быстрыми переменными. Кроме этого, представлены за-
дачи с ограничением на управление, игровые задачи и стохастические си-
стемы. В последнем разделе статьи приводятся практические задачи с
многотемповыми быстрыми движениями.

Ключевые слова: сингулярные возмущения, разнотемповые быстрые пе-
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1. Введение

Параметры, входящие в систему, могут влиять на ее динамику различным
образом. Если при малых значениях параметров это влияние существенно,
то такие системы получили название сингулярно возмущенных. В противном
случае они называются регулярно возмущенными. Если в системе присут-
ствуют переменные с различными порядками скоростей изменения, то систе-
мы называют разнотемповыми или многотемповыми.

1 Работа первого автора поддержана Российским научным фондом (проект № 21-11-
00202).
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Необходимость использования асимптотических методов теории сингуляр-
ных возмущений для изучения практических задач возникает как при иссле-
довании задач, имеющих разнотемповые движения, так и при исследовании
задач, в процессе изучения которых возникают уравнения с разнотемповыми
переменными, например, задач с “дешевыми” управлениями. Наиболее попу-
лярными при этом являются методы пограничных функций [1] и интеграль-
ных многообразий [2], которые приводят к понижению размерности исходной
разнотемповой системы и ее сведению к задачам более простой структуры.

При решении сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений
стандартными численными методами исследователь сталкивается со значи-
тельными трудностями, связанными с увеличением времени счета и, как след-
ствие, с накоплением вычислительных ошибок. Для решения таких уравне-
ний разрабатываются специальные численные методы (см., например, [3]),
учитывающие асимптотическую структуру решения. При использовании ите-
рационных методов асимптотический анализ решения помогает найти на-
чальное приближение, обеспечивающее быструю сходимость метода [4]. При
построении асимптотики решения используются численные методы для ре-
шения задач, из которых находятся члены разложения. Таким образом, чис-
ленные и асимптотические методы решения сингулярно возмущенных задач
взаимно дополняют друг друга.

Подавляющее большинство работ в теории сингулярных возмущений,
включая задачи управления, имеет дело с задачами, характеризующимися
наличием переменных со скоростями изменения двух порядков (медленных
и быстрых). Такие работы указаны, например, в [5–11]. Но математические
модели многих практических задач содержат разнотемповые быстрые пере-
менные. В конце этой статьи приведены соответствующие примеры.

Если в системе дифференциальных уравнений с малыми параметрами при
производных, обеспечивающих разнотемповый характер переменных, поло-
жить эти параметры равными нулю, то получим не разрешенную относитель-
но производных систему, которая называется вырожденной (неявной, син-
гулярной, дескрипторной) системой или дифференциально-алгебраическим
(алгебро-дифференциальным) уравнением. Изучению таких систем посвяще-
на обширная литература (например, монографии [12–16]). Обзор публика-
ций, касающихся сингулярных возмущений задач управления с уравнением
состояния, не разрешенным относительно производной, приведен в [17].

Дискретизация систем со многими параметрами при производных рас-
сматривается в [18].

Иногда малые параметры вводятся в задачу искусcтвенным образом. На-
пример, при регуляризации вырожденных задач оптимального управления,
а именно, если в линейно-квадратичной задаче в критерии качества отсут-
ствует управление, то прибавляют к подынтегральной функции квадратич-
ные формы от компонент управления с малыми параметрами перед ними.
В результате получают задачу с “дешевыми” управлениями. В [19] для реше-
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ния систем нелинейных уравнений с плохо обусловленной матрицей Якоби
предложен метод дифференцирования по параметру, использующий систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений с малыми множителями
при производных. Дополнительные быстрые переменные рассматриваются
в [20, 21] при изучении стабилизации.

Выделение групп разнотемповых переменных при моделировании обсуж-
дается в [22].

Данная статья представляет собой обзор публикаций, связанных с асимп-
тотическими методами исследования задач, в постановке или в процессе ре-
шения которых присутствуют несколько быстрых переменных со скоростями
изменения различных порядков. Отметим, что в п. 8.1 из [23] имеется крат-
кий обзор публикаций 1976–1983 гг. на эту тему. Поводом к написанию этого
обзора послужило знакомство авторов с обзорной статьей [24], посвященной
детерминированным и стохастическим сингулярно возмущенным системам с
несколькими малыми параметрами, в которой, к сожалению, не упомянуты
первые основополагающие работы на эту тему.

Во втором разделе настоящей статьи обсуждаются работы, касающиеся
предельного перехода при стремлении малых параметров к нулю решения ис-
ходной задачи c разнотемповыми переменными к решению вырожденной, по-
лучающейся из исходной при нулевых значениях малых параметров. Асимп-
тотические решения начальных и краевых задач рассмотрены в третьем раз-
деле. Следующий раздел имеет дело с проблемами устойчивости и управляе-
мости. Пятый раздел посвящен задачам оптимального управления. Задачи
со “скрытыми” разнотемповыми быстрыми переменными, в том числе зада-
чи управления, в критерии качества которых имеется сумма квадратичных
форм относительно управления с разными степенями малого параметра, т.е.
некоторые компоненты управления являются “дешевыми”, рассматривают-
ся в шестом разделе. Многотемповые задачи с ограничением на управление
в форме замкнутых неравенств приводятся в седьмом разделе. Следующие
два раздела имеют дело соответственно с игровыми задачами и стохасти-
ческими системами. Последний раздел посвящен практическим задачам, в
которых имеются быстрые переменные со скоростями изменения различных
порядков.

Всюду в этой статье уравнения рассматриваются в конечномерном веще-
ственном пространстве; штрих означает транспонирование; In — единичная
матрица порядка n; ε, εj — неотрицательные малые параметры; положитель-
но определенная матрица A обозначается через A > 0, а неотрицательно опре-
деленная A > 0. Через diag(A1, . . . , An) обозначается матрица, у которой на
главной диагонали стоят матрицы A1, . . . , An, а остальные элементы нулевые.
Коэффициент при εj в разложении функции w(ε) в ряд по целым неотрица-
тельным степеням ε обозначается как wj. Если не оговорено противное, все
функции, входящие в постановки задач, предполагаются достаточно гладки-
ми по своим аргументам.

5



2. Предельный переход

Построение приближенного решения сингулярно возмущенной задачи
обычно начинается с решения вырожденной задачи, которая имеет более низ-
кий порядок по отношению к исходной. В связи с этим возникает необходи-
мость исследования предельного перехода решения исходной возмущенной
задачи к решению вырожденной. Краткий обзор публикаций, касающихся
этой темы, содержится в [25].

Приведем некоторые сведения для систем с разнотемповыми быстрыми
переменными.

Предельный переход при стремлении малых параметров к нулю для ре-
шения задачи вида

dx

dt
= f(x, z1, . . . , zm, t),

εj
dzj
dt

= Fj(x, z1, . . . , zm, t), j = 1,m,

(1)

x(t0) = x0, zj(t0) = z0j(2)

при t ∈ [t0, T ] изучался А.Н. Тихоновым и И.С. Градштейном в [26–30]. При
этом предполагалось, что εj+1/εj → 0. Статьи [26, 28], а также другие работы
А.Н. Тихонова, касающиеся уравнений вида (1), приведены в [30]. Поведение
производных решения по параметрам при стремлении этих параметров к ну-
лю исследовалось в [25].

Заметим, что систему (1) можно привести к виду εdy/dt = F (y, t, ε) пу-
тем умножения уравнений системы на некоторые малые множители. Однако
при этом уничтожатся свойства системы, которые важны в теории сингуляр-
ных возмущений, так как члены, которые оказывают решающее влияние на
асимптотическое решение системы при стремлении малых параметров к ну-
лю, могут стать малыми при умножении их на некоторые малые параметры.

Условия, обеспечивающие стремление решения исходной возмущенной за-
дачи (1), (2) к некоторому решению вырожденной задачи при стремлении
малых параметров к нулю, сформулированы в [26, 28] с помощью присоеди-
ненных систем разных порядков. Приведем здесь определение таких систем.

Под присоединенной системой первого порядка понимается система

dzm
dτ

= Fm(x, z1, . . . , zm, t),(3)

в которой x, z1, . . . , zm−1, t являются параметрами. Предполагая, что систе-
ма Fm(x, z1, . . . , zm, t) = 0 имеет единственный изолированный корень zm =
= ϕm(x, z1, . . . , zm−1, t) и подставляя его в предыдущие уравнения систе-
мы, из уравнения для zm−1 можно записать присоединенную систему вто-
рого порядка. Аналогичным образом получаем присоединенные системы
j-го порядка для j = 3,m. Областью влияния устойчивого корня zm при

6



заданных значениях x0, z0j , j = 1,m− 1, t0 называется совокупность та-

ких точек {z0m}, что траектории присоединенной системы (3) при x = x0,
zj = z0j , j = 1,m− 1, t = t0 и начальном условии zm(t0) = z0m стремятся к

zm = ϕm(x0, z01 , . . . , z
0
m−1, t0) при τ → +∞. Подобным способом определяются

области влияния для изолированных устойчивых корней zj = ϕj , j = 1,m− 1
уравнений Fj = 0, при помощи которых определяется вырожденная система.

В [28] (см. также [26, 31]) изучался предельный переход решения задачи
(1), (2) при t ∈ (t0, T ] к решению вырожденной системы для медленной пере-
менной с начальным значением x0 при стремлении к нулю малых параметров
при условии, что корни zj = ϕj являются устойчивыми корнями присоединен-
ных систем j-го порядка, j = 1,m, а начальные значения z0j входят в область

влияния корня zj при заданных значениях x0, z01 , . . . , z
0
j−1, t0.

Другой подход к исследованию систем дифференциальных уравнений с
малыми множителями при производных, связанный с применением теории
устойчивости А.М. Ляпунова, рассматривался в [27, 29].

Сходимость на полупрямой при стремлении малых параметров к нулю
решения возмущенной задачи (1), (2) к решению вырожденной задачи изу-
чалась в [32] (см. также замечание о трехтемповых системах в [33]).

Предельный переход при ε→ 0 к решению вырожденной задачи реше-
ния двухточечной краевой задачи для линейной системы с множителями 1,
εk2 , . . . , εkp при производных, где ki — целые числа такие, что 0 < k2 < . . . <
< kp, исследовался в [34].

В [35] установлены оценки близости решения нелинейной краевой задачи
с двухтемповыми быстрыми переменными в условно устойчивом случае для
системы вида

dx

dt
= f(x, y, z, t),

ε1
dy

dt
= g(x, y, z, t),

ε2
dz

dt
= h(x, y, z, t),

где ε2/ε1 → 0, к решению вырожденной задачи. Термин условная устойчи-
вость в данном случае означает, что матрицы hz и gy − gz(hz)−1hy имеют
собственные значения как с отрицательными, так и с положительными дей-
ствительными частями. Чертой сверху здесь обозначено значение функции
на решении вырожденной задачи.

Для частного случая нелинейной управляемой системы с произведения-
ми малых параметров при части производных и измеримыми управлениями
со значениями из компактного множества в [36] приведен алгоритм после-
довательного понижения порядка системы. В итоге получается управляемая
система для медленных переменных состояния.
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Существование решения и предельный переход при стремлении к нулю
малого параметра для системы

ε6
(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= f(u, v, t, ε),

ε2
(
∂2v

∂x2
− ∂v

∂t

)
= g(u, v, t, ε), (x, t) ∈ (a, b) × (0,+∞),

∂u

∂x
(a, t, ε) =

∂u

∂x
(b, t, ε) =

∂v

∂x
(a, t, ε) =

∂v

∂x
(b, t, ε) = 0, t ∈ (0,+∞),

u(x, 0, ε) = u0(x), v(x, 0, ε) = v0(x), x ∈ [a, b]

изучались в [37].

При некоторых условиях предельный переход решения начальной задачи
для одного класса систем дифференциальных уравнений с частными произ-
водными, содержащих два стремящихся к нулю малых параметра, обеспечи-
вающих три временных масштаба, рассматривался в [38].

Для решения начальной задачи для дифференциального уравнения вто-
рого порядка в банаховом пространстве с малыми параметрами при первой
и второй производных в [39] изучался предельный переход при стремлении
малых параметров к нулю.

3. Решение начальных и краевых задач

3.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

Первые работы, посвященные построению асимптотики решения сингу-
лярно возмущенных начальных задач с несколькими малыми параметрами
при производных, принадлежат А.Б. Васильевой (см., например, [40–43]).
Для частного случая таких задач вида

dx

dt
= f(x, y, z, t),

ε1
dy

dt
= g(x, y, z, t),

ε1ε2
dz

dt
= h(x, y, z, t),

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0, t ∈ [t0, T ]

(4)

асимптотическое разложение решения по степеням εi1ε
k
2 , поcтроенное в

[43], содержит пограничные функции от аргументов τ1 = (t− t0)/ε1 и τ2 =
= (t− t0)/ε1ε2, т.е.

w = (x′, y′, z′)′ =
∞∑

i,k=0

εi1ε
k
2

(
wik(t− t0) +

(1)

Π ikw(τ1) +
(2)

Π ikw(τ2)

)
.
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Уравнения, определяющие коэффициенты разложения, получаются в резуль-
тате подстановки постулируемого разложения в условие задачи (4) и прирав-
нивания членов с одинаковыми степенями ε1 и ε2, отдельно зависящих от t,
τ1, τ2.

В случае правых частей и начальных условий в (4), зависящих от малых
параметров, асимптотика решения построена в [44]. Асимптотическое реше-
ние начальной задачи с трехтемповыми переменными рассматривалось также
в [45].

Как указано в [43, 44], используемые в этих статьях алгоритмы могут быть
применены для построения асимптотики решения начальной задачи для син-
гулярно возмущенной системы со многими малыми параметрами при произ-
водных.

В [46] изложено применение метода пограничных функций для асимптоти-
ческого решения различных сингулярно возмущенных задач для систем с раз-
ными степенями малого параметра при производных. Асимптотика периоди-
ческого решения для таких систем с периодической правой частью построена
в [47, стр. 352–381; 48].

Для краевой задачи вида

ε1a(t)
d2y

dt2
+ ε2b(t)

dy

dt
+ c(t)y = f(t), t ∈ (0, 1),(5)

y(0) = y0, y(1) = y1(6)

при некоторых условиях в [49] построена асимптотика решения в двух слу-
чаях, когда ε1 → 0, ε−1

1 ε22 → 0 и ε1ε
−2
2 → 0, ε2 → 0.

В трех случаях зависимого стремления к нулю двух малых параметров
в [50] построена асимптотика решения двухточечной краевой задачи на от-
резке [0, 1] для уравнения вида

ε1My + ε2Ny + Ly = 0,

где M , N и L — линейные обыкновенные дифференциальные операторы по-
рядков m2, m1 и m0 соответственно, причем m2 > m1 > m0 > 0, а краевые
условия задаются в концах отрезка [0, 1]. Исследование двухпараметрических
сингулярно возмущенных задач, в том числе нелинейных, приведено также
в [51, стр. 66–75, 94–102].

Асимптотическое разложение решений систем уравнений, содержащих ма-
лые параметры при производных, строится в основном, как в цитированных
выше работах, в случае, когда малые параметры при производных стремятся
к нулю зависимым образом. Представляет интерес асимптотическое разло-
жение и в том случае, когда параметры при производных независимо друг
от друга стремятся к нулю.

В [52] представлено асимптотическое разложение решения задачи вида
(5), (6) при независимом стремлении ε1 и ε2 к нулю. Для этого сначала стро-
ится асимптотика решения, которая не является равномерно относительно ε2
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близкой к решению возмущенной задачи. Затем при условии b(t) > 0 (либо
b(t) < 0), t ∈ [0, 1], строится равномерная относительно ε2 асимптотика.

Для решения начальной задачи с двумя независимыми малыми парамет-
рами вида

ε1
dx

dt
= a(t)x+ b(t)y + f(t),

ε2
dy

dt
= c(t)x+ d(t)y + g(t),

x(0) = x0, y(0) = y0,

(7)

a(t) < 0, d(t) < 0, b(t)c(t) − a(t)d(t) < 0, b(t)c(t) > 0,(8)

в [53] приведен алгоритм построения асимптотического разложения решения,
включающего пограничные функции, аргумент которых зависит от произве-
дения малых параметров, т.е.

z(t, ε1, ε2) = z(t, ε1, ε2) + Πz(τ, ε1, ε2), τ =
t

ε1ε2
, z = (x, y).(9)

Здесь

z(t, ε1, ε2) =

∞∑

m,n=0

εm1 ε
n
2zm,n(t), Πz(τ, ε1, ε2) =

∞∑

m,n=0

εm1 ε
n
2Πm,nz(τ, ε1, ε2)

— пограничные функции в окрестности t = 0.

Обоснование асимптотики (9), равномерной по ε1, ε2, приведено в [54]. При
этом доказывается, что

‖Πm,nz(τ, ε1, ε2)‖ 6
c

ρi
exp (−σρτ), τ > 0, i = min(m,n),

где ρ = ρ(ε1, ε2) = ε1ε2/(ε1 + ε2), c и σ — положительные постоянные, не за-
висящие от ε1, ε2, τ .

Асимптотическое решение начальной задачи (7) в случае, когда последнее
неравенство в (8) заменяется на b(t)c(t) < 0, t ∈ [0, T ], построено в [55].

Асимптотика решения начальной задачи для системы двух обыкновенных
нелинейных дифференциальных уравнений с двумя малыми параметрами
при производных, независимо друг от друга стремящихся к нулю, приведена
в [56].

Алгоритм построения асимптотики интегральных многообразий для си-
стем с несколькими малыми параметрами при производных вида

i∏

k=0

εk
dxi
dt

= Xi(t, x
(n), xn, ε, εn), i = 0, n,(10)
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где ε0 = 1, xi ∈ IRmi , x(n) = (x0, . . . , xn−1), ε = (ε1, . . . , εn−1), приведен
в [2, стр. 116–127].

В [2, стр. 127–134] для системы (10) также рассматривается расщепление
начальных и краевых задач. Изложенная в [2] схема расщепления наиболее
просто реализуется для систем линейных дифференциальных уравнений с
малыми параметрами при производных. При этом расщепляющее преобразо-
вание является линейным, а результирующая система — блочно-диагональ-
ной. Приведение матрицы коэффициентов линейной системы с малыми пара-
метрами при производных к виду, обеспечивающему расщепление на задачи с
меньшим числом переменных, используется также в [47, стр. 339–352; 57–63].

Для решения краевой задачи для системы двух уравнений второго порядка

ε4
d2u

dt2
= f(u, v, t, ε),

ε2
d2v

dt2
= g(u, v, t, ε), t ∈ (0, 1),

du

dt
(0) =

du

dt
(1) = 0,

dv

dt
(0) =

dv

dt
(1) = 0

в [64] строится асимптотика решения с переходным слоем в окрестности неко-
торой внутренней точки t∗ отрезка [0, 1]. Наряду с функциями от аргумента t
эта асимптотика содержит функции переходного слоя в окрестности точки t∗

от аргументов (t− t∗)/ε и (t− t∗)/ε2 и функции пограничных слоев в окрест-
ностях граничных точек t = 0 и t = 1 от аргументов t/εj , (1− t)/εj , j = 1, 2.

Краевая задача для системы двух линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка с двумя независимыми малыми парамет-
рами при высших производных рассматривается в [65].

Асимптотическое разложение матричной экспоненты exp((A+B/ε+
+ C/εr)t), r > 1 построено в [66].

В [67] предложен алгоритм выбора формы асимптотического представле-
ния решений линейных дифференциальных уравнений n-го порядка (n > 1)
с переменными коэффициентами и малым параметром при старшей произ-
водной.

Для системы вида

dx

ds
= ε(µ − f1y),

dy

ds
= z − x,

ε
dz

ds
= −y + f2z

2 + f3z
3,

где s = εt — медленное время, в [68] при некоторых условиях изучается фе-
номен возникновения так называемых “уток”. Приводятся асимптотические
формулы.
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3.2. Уравнения с частными производными

Для системы двух уравнений с частными производными первого порядка
и малым параметром в различных степенях перед производными

ε2
∂u

∂t
+ εb1(x)

∂u

∂x
= a11(x, t)u+ a12(x, t)v + f1(x, t, ε),

ε
∂v

∂t
+ ε2b2(x)

∂v

∂x
= a21(x, t)u+ a22(x, t)v + f2(x, t, ε),

(x, t) ∈ G = (0,X] × (0, T ],

c краевыми условиями

u|t=0 = u|x=0 = v|t=0 = v|x=0 = 0

в [69] при некоторых условиях построено непрерывное асимптотическое ре-
шение четвертого порядка, содержащее четыре типа обыкновенных погра-
ничных функций и три типа угловых пограничных функций вида

w = (u, v)′ =
4∑

i=0

εi
(
wi(x, t) + Πiw(x, τ1) + Ωiw(x, τ2) +Qiw(ξ1, t) +

+Riw(ξ2, t) + Piw(ξ1, τ1) + Siw(ξ1, τ2) + Tiw(ξ2, τ1)
)
+O(ε5),

где wi — члены регулярной части асимптотики, Πiw, Ωiw — пограничные
функции, описывающие погранслой вблизи стороны t = 0 прямоугольника G,
Qiw, Riw — пограничные функции, описывающие погранслой вблизи стороны
x = 0 прямоугольника G, Piw, Siw, Tiw — угловые пограничные функции,
τj = t/εj , ξj = x/εj , j = 1, 2.

Асимптотическое решение краевой задачи для системы трех уравнений с
частными производными первого порядка и разными степенями малого па-
раметра при производных построено в [70].

Для уравнений эллиптического типа

ε2
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
−A(x, y)∂u

∂y
− k2(x, y)u = f(x, y, ε),

ε21ε
2
2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− ε1A(x, y)

∂u

∂y
− k2(x, y)u = f(x, y, ε1, ε2)

соответственно в [71, 72] (параметры ε1 и ε2 считаются независимыми) при
некоторых условиях построены асимптотические разложения решений крае-
вых задач, содержащие разного типа пограничные функции от аргументов
различных порядков. Для системы двух эллиптических уравнений с различ-
ными степенями малого параметра при производных в [73] доказано суще-
ствование решения с внутренним переходным слоем в окрестности некоторой
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замкнутой кривой и построена асимптотика этого решения по малому пара-
метру с произвольной точностью.

Асимптотика сингулярно возмущенных параболических уравнений, содер-
жащая разнотемповые пограничные функции, построена в [74].

3.3. Дискретные уравнения

Асимптотическое решение двухточечной краевой задачи для дискретной
трехтемповой системы вида




x(k + 1)
y(k + 1)
εz(k + 1)


 =



A11 εA12 A13

A21 εA22 A23

A31 εA32 A33





x(k)
y(k)
z(k)


+



B1

B2

B3


u(k), k = 0, N − 1,

x(0) = x0 или x(N) = xN , y(0) = y0, z(N) = zN

при предположении, что матрица A33 невырожденная, представлено в [75,
стр. 120–126; 76, стр. 142–148].

В [77] рассмотрены три типа краевых задач для сингулярно возмущенных
дискретных систем с двумя различными малыми параметрами. Для каждого
из этих трех типов задач построены асимптотические решения, содержащие
регулярные и пограничные функции. Соответствующие результаты для на-
чальных задач получены в [78]. Асимптотика начальных и краевых задач для
дискретных трехтемповых систем обсуждается также в [79, 80].

Метод пограничных функций асимптотического решения начальных и
краевых задач для линейных сингулярно возмущенных дискретных систем
со многими малыми параметрами использовался в [81].

3.4. Численное решение задач с двумя параметрами

Для численного решения сингулярно возмущенных задач с двумя малы-
ми параметрами предложены различные методы. Укажем здесь некоторые
публикации на эту тему.

Статьи [82–84] посвящены численным методам решения задач типа (5), (6).
Для краевых задач этого вида в [85] предлагается метод решения, основан-
ный на сплайнах. Случай разрывной правой части изучался в [86]. Для нели-
нейных уравнений численные методы использовались в [87, 88]. Начально-
краевые задачи для параболического уравнения с двумя малыми параметра-
ми при производных первого и второго порядков по пространственной пере-
менной рассматривались в [89, 90], а начальная задача для уравнений такого
типа — в [91]. Сеточная аппроксимация решения задачи Дирихле для сингу-
лярно возмущенного эллиптического уравнения конвекции-диффузии иссле-
довалась в [92]. При этом тип пограничных слоев в окрестностях различных
участков границы области зависит от соотношения между двумя параметра-
ми. Случай неограниченных областей рассматривался в [93]. Статьи [94–96]
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имеют дело с запаздывающим аргументом, [97, 98] — с негладкими данны-
ми, [99] — с уравнением четвертого порядка, а [100] — с системой двух урав-
нений второго порядка. Для решения краевой задачи для системы линейных
дифференциальных уравнений второго порядка с малыми множителями при
вторых производных в [101] используется метод конечных элементов.

4. Качественные характеристики систем

Связь теории дифференциальных уравнений с малыми множителями при
производных с устойчивостью, по-видимому, впервые обсуждалась в работах
И.С. Градштейна и А.Н. Тихонова (см., например, [26, 29]).

Один раздел в обзоре [24] посвящен асимптотической устойчивости ли-
нейных и нелинейных систем с малыми параметрами при производных. По-
лученные результаты основаны на асимптотической устойчивости системы
меньшего порядка для медленных переменных и подсистем для быстрых пе-
ременных. Отметим, что ссылок на работы А.Б. Васильевой, И.С. Градштей-
на и А.Н. Тихонова в этом обзоре нет.

В [102] приводятся условия, обеспечивающие асимптотическую устойчи-
вость многотемповой линейной системы с постоянными коэффициентами

dx

dt
= A0x+

N∑

j=1

A0jzj , x(0) = x0,

εi
dzi
dt

= Ai0x+
N∑

j=1

Aijzj, zi(0) = z0i , zi ∈ IRni , i = 1, N,

для малых параметров одинакового порядка, т.е. предполагается, что отно-
шения величин ε1, . . . , εN ограничены некоторыми положительными постоян-
ными mij, Mij :

mij 6
εi
εj

6Mij .(11)

Случай переменных коэффициентов и mij = m, Mij =M изучается в [103].

Как указано в [6], иногда сингулярно возмущенные задачи с малыми па-
раметрами одинакового порядка сводятся к задаче с одним малым парамет-
ром µ посредством замены εi = βiµ. Недостаток такого подхода, состоящий в
том, что коэффициенты βi часто неизвестны, отмечен в [102, 103].

Система погранслоя в [102] записывается в виде

dz̃

dτ
= D(ε)Af z̃, z̃(0) = z0 − z(0),

где

τ = t/µ, µ = µ(ε) = (ε1 . . . εN )1/N , ε = (ε1, . . . , εN )′,

D(ε) = diag(µ/ε1In1 , . . . , µ/εN InN
),

14



z(t) — решение вырожденной системы, получающейся из исходной при ε =
= 0, а матрица Af сформирована из коэффициентов исходной системы. В си-
лу (11) все элементы матрицы D(ε) ограничены. Используется понятие блоч-
ной D-устойчивости: матрица Af называется блочной D-устойчивой, если

Reλ(DAf ) < 0

для всех D = diag(α1In1 , . . . , αN InN
) с произвольными положительными по-

стоянными αi.

В [104] рассматривается многотемповая линейная система с переменными
коэффициентами

dx

dt
= A0(t)x+

r∑

k=1

B0k(t)yk +

s∑

k=1

C0k(t)zk,

εi
dyi
dt

= Aε
i0(t)x+

r∑

k=1

Bε
ik(t)yk +

s∑

k=1

Cε
ik(t)zk, i = 1, r,

µj
dzj
dt

= Aµ
j0(t)x+

r∑

k=1

Bµ
jk(t)yk +

s∑

k=1

Cµ
jk(t)zk, j = 1, s,

(12)

где x ∈ IRn0 , yi ∈ IRmi , zj ∈ IRlj , а для положительных малых параметров
εi, µj справедливы неравенства

ε 6
εi
εk

6 ε, µ 6
µj
µk

6 µ,

ε, ε, µ, µ — некоторые положительные числа. Введем обозначения ε =

= (ε1 . . . εr)
1/r, µ = (µ1 . . . µs)

1/s, y = (y′1, . . . , y
′
r)

′, z = (z′1, . . . , z
′
s)

′. Предпола-
гая, что µ/ε→ 0 при ε→ 0, исходную систему можно записать в виде системы
для переменных со скоростями изменения трех порядков

dx

dt
= A0(t)x+A01(t)y +A02(t)z,

ε
dy

dt
= D1A10(t)x+D1A11(t)y +D1A12(t)z,

µ
dz

dt
= D2A20(t)x+D2A21(t)y +D2A22(t)z,

где

D1 = diag(ε/ε1Im1 , . . . , ε/εrImr ), D2 = diag(µ/µ1Il1 , . . . , µ/µsIls).

При некоторых условиях в [104] доказывается глобальная экспоненциальная
устойчивость положения равновесия системы (12) (см. также [58]).
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Используя теорию сингулярных возмущений и метод Ляпунова, в [105]
(см. также [106]) изучается асимптотическая устойчивость для нелинейной
нестационарной системы вида (1), где εj = ε1/πj , j = 1,m, π1 = 1, значе-
ния πj ∈ [πjm, 1], j = 2,m, не известны, но нижние границы этих значений
πjm ∈ (0, 1] заданы. При этом находится верхняя граница параметров, при
которых исходная возмущенная система асимптотически устойчива.

Приближенное решение уравнения Ляпунова для трехтемповых перемен-
ных путем решения трех систем меньшего порядка обсуждается в [107].

Условия асимптотической устойчивости нелинейных по медленной пере-
менной и линейных по быстрым переменным систем получены в [108] в случае
различных малых параметров одинакового порядка при производных.

Устойчивость интегрального многообразия медленных движений для си-
стемы вида (10) обсуждается в [2, стр. 129; 109, стр. 220–221].

Граница D-устойчивости дискретных многотемповых сингулярно возму-
щенных систем изучается в [110].

Достаточные условия асимптотической устойчивости для линейных си-
стем с параметрами при производных и постоянным запаздыванием пред-
ставлены в [111].

Различные вопросы, связанные с устойчивостью линейных и нелинейных
систем с многотемповыми переменными, рассматривались также в [18, 112–
119]. В [120] изучалась асимптотическая устойчивость для систем с малыми
и большими параметрами при производных.

Стабилизация для достаточно малых значений параметров линейных ста-
ционарных сингулярно возмущенных систем с неизвестными малыми пара-
метрами εi при производных в уравнениях для быстрых переменных, удовле-
творяющих (11), где mij , Mij известны, изучалась в [121]. Для нелинейных
по медленной переменной и линейных по n быстрым переменным систем,
для которых в [108, 122] исследовалась устойчивость, в [123] для такого клас-
са систем при n = 2 изучается стабилизация. При этом используется алгеб-
раическое матричное уравнение Риккати с коэффициентами, зависящими от
медленной переменной.

Вопросы устойчивости адаптивных систем стабилизации с разнотемповы-
ми процессами исследовались в [124]. В частности, рассматривался случай,
когда процессы в фильтре являются быстрыми, процессы в адаптере — сред-
ними по скорости, а процессы, описываемые вырожденной системой, — мед-
ленными.

Для управляемой линейной сингулярно возмущенной системы с разны-
ми параметрами при производных и заданными ограничениями на значения
управляющей функции и медленной переменной в [125] изучалось поведе-
ние множества достижимости возмущенной системы при стремлении к нулю
малых параметров.
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В [126–128] при формулировке условий управляемости для системы

dx

dt
= A11x+A12y +B1u,

E(ε)
dy

dt
= A21x+A22y +B2u,

где E(ε) = diag(ε1In1 , . . . , εN InN
), detA22 6= 0, для подсистемы быстрых дви-

жений используется понятие D-управляемости. Приведем соответствующее
определение. Пара (A,B) называется D-управляемой, если для любой диа-
гональной матрицы D с положительными элементами на диагонали пара
(DA,DB) управляема.

Условия управляемости линейной многотемповой системы

εki
dxi
dt

=
n∑

j=1

Aij(ε)xj +Bi(ε)u(t), i = 1, n,(13)

где ki — целые числа такие, что k1 > k2 > . . . > kn > 0, xi = xi(t) ∈ IRni и мат-

рицы



A11 . . . A1j

. . . . . . . . .
Aj1 . . . Ajj


, j = 1, n − 1, при ε = 0 обратимы, установлены в [129]

на основе свойств управляемости систем меньшей размерности, к которым
сводится исходная система при помощи замены переменных. При этом для
достаточно малых ε 6= 0 используется алгоритм сведения путем линейной за-
мены переменных системы

εk
dx

dt
= (C11 +O(ε))x+ (C12 +O(ε))y + (D1 +O(ε))u(t),

εm
dy

dt
= C21(ε)x+ C22(ε)y +D2(ε)u(t),

где k, m — целые числа такие, что k > m > 0, а C11 — обратимая матрица, к
двум уравнениям вида

εk
dξ

dt
= (C11 +O(ε))ξ + (D1 +O(ε))u(t),

εm
dη

dt
= (C22(ε)−H(C12 +O(ε))η + (D2(ε) −H(D1 +O(ε)))u(t),

где матрица H определяется в виде разложения по степеням ε. Применив
этот алгоритм к системе (13) n− 1 раз, получим n уравнений

εki
dξi
dt

= (Ei +O(ε))ξi + (Gi +O(ε))u(t), ξi = ξi(t) ∈ IRni , i = 1, n.

При условии rank(Gi, EiGi, . . . , E
ni−1
i Gi) = ni доказано, что система (13) пол-

ностью управляема при достаточно малых ε 6= 0.
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Для частного случая системы (13) (n = 3) в [130] получены условия пол-
ной управляемости в терминах решения рекуррентных матричных алгебраи-
ческих уравнений, называемых определяющими уравнениями системы, кото-
рые, по-видимому, впервые были использованы для исследования относитель-
ной управляемости линейных динамических систем с запаздыванием в [131].
Метод определяющих уравнений используется также в [132] для изучения
полной и относительной управляемости трехтемповых систем с множителя-
ми при производных 1, εk, εm, где k, m — целые положительные числа.

Наряду с обсуждением управляемости линейных трехтемповых систем
в [2, стр. 170–172] приводится утверждение для нелинейных трехтемповых си-
стем, касающееся локальной управляемости вблизи начала координат. Управ-
ляемости и наблюдаемости вблизи начала координат многотемповых нели-
нейных систем, линейных по быстрым переменным и управлению, посвящена
статья [133].

5. Асимптотический анализ задач оптимального управления
без ограничений на управление

При построении асимптотических решений задач оптимального управле-
ния используются два подхода. Более распространенный состоит в построе-
нии асимптотического решения задачи, вытекающей из условий оптималь-
ности управления. Другой подход, называемый прямой схемой (см., напри-
мер, [9, 134]), заключается в непосредственной подстановке постулируемого
асимптотического разложения решения в условие задачи и построении се-
рии задач для нахождения членов асимптотики. Этот подход позволяет ис-
пользовать пакеты программ решения задач оптимального управления для
нахождения членов асимптотического разложения решения и устанавливать
невозрастание значений минимизируемого функционала при использовании
членов разложения оптимального управления высших порядков.

В обзоре [24] имеется раздел, посвященный линейно-квадратичным регу-
ляторам на бесконечном промежутке времени. Там же приводятся алгоритмы
различных методов решения алгебраических матричных уравнений Риккати
с несколькими малыми параметрами. В частности, в [135] для алгебраиче-
ского уравнения Риккати со знаконеопределенным квадратичным членом,
возникающего в теории H∞, изучается асимптотическая структура решения
и предлагается итерационный метод его нахождения.

Задачи оптимального управления на бесконечном промежутке в случае
малых параметров одинакового порядка (см. (11)), стоящих перед производ-
ными в уравнении состояния, исследовались в [102, 136–141].

В [102] асимптотическое поведение решения задачи минимизации квадра-
тичного функционала

J =
1

2

+∞∫

0

(y′y + u′Ru) dt, R > 0, y = C0x+
N∑

j=1

Cjzj,(14)
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на траекториях линейной системы

dx

dt
= A0x+

N∑

j=1

A0jzj +B0u, x(0) = x0,

εi
dzi
dt

= Ai0x+
N∑

j=1

Aijzj +Biu, zi(0) = z0i , i = 1, N,

(15)

в случае малых параметров при производных одинакового порядка изучалось
при некоторых условиях на основе асимптотики решения алгебраического
матричного уравнения Риккати, имеющего следующую структуру:

(
K1(ε) µ(ε)K2(ε)

µ(ε)K2(ε)
′ µ(ε)K3(ε)

)
, µ(ε) = (ε1 . . . εN )1/N .

Подобная (14), (15) задача для уравнения состояния с одним малым и
одним большим параметрами при производных рассматривалась в [142].

Отметим здесь статью [136], где, в отличие от [102], для задачи (14), (15)
изучался критический (нестандартный) случай, когда быстрая переменная
состояния не может быть однозначно выражена из ее уравнения при нулевом
значении малого параметра.

На практике часто малые параметры εi в (15) не известны. Поэтому пред-
ставляет интерес построение регуляторов, не зависящих от малых парамет-
ров. Значение критерия качества для построенных в [102, 136] регуляторов
отличается от оптимального на O(‖ε‖), ε = (ε1, . . . , εN ).

Для критического случая со специальным видом уравнений для быст-
рых переменных, связанных между собой посредством медленных перемен-
ных, в [139] предложен алгоритм построения регулятора, не зависящего от
неизвестных малых параметров, значение критерия качества для которо-
го отличается от оптимального на O(‖ε‖2). Для одного класса линейно-
квадратичных задач на бесконечном промежутке с трехтемповыми перемен-
ными состояния в [137, стр. 117–132] подробно описан алгоритм сведения ре-
шения к решению трех независимых алгебраических матричных уравнений
Риккати, которые предлагается решать итерационным методом Ньютона (см.
также [138]).

В [140] для задачи минимизации функционала

J =
1

2

+∞∫

0

z(t)′z(t) dt, z(t) = Cx(t) +Du(t),

x(t) = (x0(t)
′, x1(t)

′, x2(t)
′)′, u(t) = (u1(t)

′, u2(t)
′)′,
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на траекториях системы со слабосвязанными быстрыми переменными

dx0(t)

dt
= A00x0(t) +A01x1(t) +A02x2(t) +B01u1(t) +B02u2(t), x0(0) = x00,

ε1
dx1(t)

dt
= A10x0(t) +A11x1(t) + ε3A12x2(t) +B11u1(t), x1(0) = x01,

ε2
dx2(t)

dt
= A20x0(t) + ε4A21x1(t) +A22x2(t) +B22u2(t), x2(0) = x02

построен регулятор, не зависящий от неизвестных значений малых парамет-
ров, значение критерия качества для которого отличается от оптимального
на O(ε1ε2).

Для последней задачи при помощи итерационного метода в [141] построен
регулятор, обеспечивающий лучшее приближение значения критерия каче-
ства к оптимальному, а именно, значение критерия качества для построен-

ного регулятора отличается от оптимального на O(‖ε‖2i+1

), где ε = (ε1, ε2)
′,

i — номер итерации.

Для системы вида (15) при некоторых условиях в [143] построено субоп-
тимальное стабилизирующее управление в форме обратной связи для задачи
минимизации квадратичного функционала на бесконечном промежутке.

Декомпозиция на N однотемповых подсистем системы уравнений с мно-
жителями ε1, . . . , εN при производных (0 < εN << εN−1 << . . . << ε2 << ε1)
для переменных состояния и сопряженных переменных, полученной из усло-
вия оптимальности управления для задачи минимизации квадратичного
функционала на бесконечном промежутке, описана в [144]. В этой статье так-
же приводится декомпозиция соответствующего алгебраического матричного
уравнения Риккати на системы низшего порядка.

Задача об оптимальном линейном регуляторе, минимизирующем квадра-
тичный функционал

J =
1

2
y(1)′Fy(1) +

1

2

1∫

0

(y(t)′Q(t)y(t) + u(t)′R(t)u(t)) dt

на траекториях трехтемповой линейной системы

dy1
dt

= A11y1 +A12y2 +A13y3 +B1u,

ε1
dy2
dt

= A21y1 +A22y2 +A23y3 +B2u,

ε1ε2
dy3
dt

= A31y1 +A32y2 +A33y3 +B3u

(16)

с закрепленным левым концом, где yi ∈ IRmi , u ∈ IRr, Aij = Aij(t, ε1, ε2), Bi =
= Bi(t, ε1, ε2), рассматривается в [109, стр. 262–273] (см., также [2, стр. 195–
200]).
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Оптимальное управление для этой задачи имеет вид u = −R−1B′Ky, где
K — положительно определенное решение матричного дифференциального
уравнения Риккати

dK

dt
= −KA−A′K +KSK −Q, S = BR−1B′,

с конечным условием

K(1, ε1, ε2) = F.

Здесь

A =




A11 A12 A13

A21/ε1 A22/ε1 A23/ε1

A31/ε1ε2 A32/ε1ε2 A33/ε1ε2


 , B =




B1

B2/ε1

B3/ε1ε2


 ,

F =




F11 ε1F12 ε1ε2F13

ε1F
′
12 ε1F22 ε1ε2F23

ε1ε2F
′
13 ε1ε2F

′
23 ε1ε2F33


 .

Учитывая вид F , матрица K ищется в аналогичном виде. Ее блоки Kij , j =
= 1, 3, i = 1, j, должны удовлетворять трехтемповой сингулярно возмущен-
ной системе. При некоторых условиях для построения асимптотического ре-
шения этой системы производится асимптотическое расщепление уравнений
и конечных условий с помощью метода интегральных многообразий, изло-
женного, например, в [109, п. 9].

Алгоритм приведения к блочно-диагональной форме линейной нестацио-
нарной управляемой системы с множителями при производных вида (16) опи-
сан в [109, стр. 246–248] (см. также [2, стр. 146–148]). При этом расщепляющие
преобразования ищутся в виде асимптотических разложений. Для большего
числа параметров частный случай обсуждается в [145, п. 9].

Приведем алгоритм метода прямой схемы из [146] для асимптотическо-
го решения нелинейной задачи оптимального управления с трехтемповыми
переменными состояния вида

Jε(u) =

T∫

0

F (x, y, z, u, t, ε) dt → min
u
,

dx

dt
= f(x, y, z, u, t, ε), x(0) = x0,

ε
dy

dt
= g(x, y, z, u, t, ε), y(0) = y0,

ε2
dz

dt
= h(x, y, z, u, t, ε), z(0) = z0.

(17)
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Используя идеи метода пограничных функций из [1, cтр. 114–123; 43], ре-
шение задачи (17) ищется в виде разложения

v(t, ε) = v(t, ε) +

1∑

i=0

(Πiv(τi, ε) +Qiv(σi, ε)), v = (x′, y′, z′, u′)′,(18)

где

v(t, ε) =
∑

j>0

εjvj(t), t ∈ [0, T ], τi = t/εi+1 > 0, σi = (t− T )/εi+1 6 0,

Πiv(τi, ε) =
∑

j>0

εjΠijv(τi), Qiv(σi, ε) =
∑

j>0

εjQijv(σi), i = 0, 1,

vj(t) — регулярные функции от аргумента t, Πijv(τi) — пограничные функ-
ции экспоненциального типа в окрестности t = 0 от аргумента τi, Qijv(σi) —
пограничные функции экспоненциального типа в окрестности t = T от аргу-
мента σi, т.е. справедливы неравенства

‖ Πijv(τi) ‖6 c exp (−æτi), τi > 0, ‖ Qijv(σi) ‖6 c exp (æσi), σi 6 0,

где c > 0 и æ > 0 означают постоянные, не зависящие от аргументов рассмат-
риваемых функций.

Подставим разложение (18) в уравнения системы (17) и правую часть пред-
ставим в виде асимптотической суммы слагаемых, зависящих от t, τi, σi, i =
= 0,1 (соответствующие формулы для такого представления см., например,
в [147]). Затем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, от-
дельно зависящие от t, τi, σi, i = 0,1, получаем соотношения для нахождения
регулярных и пограничных членов асимптотики. Подставим (18) в функцио-
нал Jε(u) и представим подынтегральную функцию в виде асимптотической
суммы слагаемых, зависящих от t, τi, σi, i = 0,1. Далее произведем разло-
жение по степеням малого параметра, при этом в интегралах от выражений,
зависящих от τi и σi, i = 0,1, перейдем к интегрированию соответственно по
промежуткам [0,+∞) и (−∞, 0]. В итоге получим разложение функционала
по степеням ε

Jε(u) =
∑

j>0

εjJj .

Анализируя коэффициенты Jj , находим более простые, чем исходная, задачи
оптимального управления для определения членов ряда (18). В [146] объяс-
няется получение явного вида задач для нахождения асимптотического ре-
шения нулевого порядка, а также приводятся оценки близости построенного
асимптотического решения к точному решению для управления, траектории
состояния и критерия качества.

Для линейно-квадратичного случая задачи (17) при помощи метода пря-
мой схемы в [148] построено асимптотическое приближение решения нулевого
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порядка, а в [149] — произвольного порядка. При этом доказано, что соотно-
шения для членов асимптотического решения двухточечной краевой задачи,
вытекающей из условия оптимальности управления для исходной возмущен-
ной задачи, соответствуют краевым задачам, полученным из условий опти-
мальности управления построенных задач для отыскания членов асимптоти-
ки при помощи метода прямой схемы.

Для нечеткой сингулярно возмущенной модели, определяемой дифферен-
циальными уравнениями с разными малыми параметрами при производных,
в [150] рассматривается многоцелевое управление.

В [151, 152] на основе асимптотики решения двухточечной краевой задачи,
вытекающей из условия оптимальности управления, построена асимптотика
решения задачи минимизации квадратичного функционала

J(u) =
1

2

N−1∑

k=0

(w(k)′Qw(k) + u(k)′Ru(k)),

где w(k) = (x(k)′, ε1y(k)′, ε1ε2z(k)′)′, на траекториях трехтемповой системы



x(k + 1)
y(k + 1)
z(k + 1)


 = A




x(k)

ε1y(k)

ε1ε2z(k)


+Bu(k)

с заданными начальными условиями

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0.

Обобщение этой задачи на случай многих малых параметров рассматривается
в [153] (см. также [154]).

6. “Скрытые” разнотемповые быстрые переменные

Иногда разнотемповые быстрые переменные могут быть “скрытыми”, т.е.
их наличие не видно из постановки задачи, а уравнения для них появляются в
результате дополнительных преобразований (например, задачи с “дешевыми”
управлениями, цены которых имеют разный порядок, сингулярно возмущен-
ные уравнения в специальном критическом случае и в случае кратных корней
вырожденного уравнения).

Особенность задач с дешевым управлением заключается в том, что при ну-
левом значении малого параметра и отсутствии ограничений на управление
получаются задачи с особым управлением, т.е. из принципа максимума Понт-
рягина [155] нельзя выразить управление через сопряженную переменную и
переменную состояния. Большинство работ в этом направлении посвящено
линейно-квадратичным задачам, в критерии качества которых перед управ-
лениями стоит один малый параметр, т.е. управления имеют одинаковый по-
рядок “дешевизны”. Такие работы приведены, например, в [8, 9, 17, 147].
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В качестве мотивации изучения задач с дешевыми управлениями разных
порядков в [156] указана необходимость обеспечения “бесконечных” собствен-
ных значений различных порядков в задаче распределения полюсов. Задачи
такого типа возникают также при исследовании моделей многосекторной эко-
номики, когда управляющие функции имеют разный уровень “дешевизны”.
Если использовать известный метод линейной свертки критериев для много-
критериальных задач, где “цена” некоторых управлений мала по сравнению
с другими, то получаются задачи с дешевыми управлениями.

Приведем работы, посвященные дешевым управлениям, при изучении ко-
торых возникают разнотемповые быстрые переменные.

На основе асимптотики решения алгебраического уравнения Риккати в
[156] исследуется асимптотическая структура оптимального управления в
форме обратной связи и оптимальной траектории для задачи

+∞∫

0


x′Wx+

N∑

j=1

ε2ju
′
juj


 dt→ min,

dx

dt
= Ax+

N∑

j=1

Bjuj , x(0) = x0,

где εj — возрастающая функция малого параметра ε такая, что εj = εj(ε) >
> 0 и limε→0 εj+1(ε)/εj(ε) = 0, ε0(ε) = 1. Обзор работ в этом направлении,
включая критический случай, приведен в [24].

Асимптотическое решение произвольного порядка, содержащее погранич-
ные функции четырех типов, при помощи метода прямой схемы построено
в [157] для линейно-квадратичной задачи с дешевыми управлениями двух
различных порядков малости вида

1

2

T∫

0

(
z′W (t, ε)z +

2∑

k=1

ε2k(
(k)
v )′

(k)

R (t, ε)
(k)
v

)
dt→ min,

dz

dt
= A(t, ε)z + C(t, ε)v, t ∈ [0, T ], z(0, ε) = z0,

где

(k)
v (t, ε) ∈ IRnk , v(t, ε) =

(
(1)
v (t, ε)′,

(2)
v (t, ε)′

)′
, z(t, ε) ∈ IRn, n = n1 + n2,

при всех t ∈ [0, T ] матрицы W (t, ε) и
(k)

R (t, ε) симметричны, W (t, 0) > 0,
(k)

R (t, 0) > 0, k = 1, 2, а матрица C(t, 0) обратима. Путем замены переменных
рассматриваемая задача преобразуется к задаче оптимального управления с
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трехтемповыми переменными состояния в критическом случае, когда вырож-
денное уравнение состояния не разрешимо однозначно относительно быст-
рой переменной. Оценки близости построенного асимптотического решения
к точному и факт невозрастания значений минимизируемого функционала
при использовании следующего приближения оптимального управления до-
казаны в [158]. Подробное изложение алгоритма построения асимптотики для
конкретного примера приведено в [159].

В [160] (см. также [161]) при некоторых условиях построено асимптотиче-
ское решение начальной задачи для слабонелинейного уравнения вида

ε2
dx

dt
= A(t)x+ εf(x, t, ε), t ∈ [0, T ],(19)

в критическом случае (матрица A(t) вырождена). При этом асимптотика со-
держит пограничные функции двух типов от аргументов τ1 = t/ε и τ2 = t/ε2:

x(t, ε) = x(t, ε) + Π1x(τ1, ε) + Π2x(τ2, ε).(20)

Для понимания алгоритма построения асимптотического решения началь-
ной задачи для уравнения (19) полезен предложенный в [162] проекторный
подход, использующий ортогональные проекторы на KerA(t) и KerA(t)′.

В [160] рассматривался также дискретный аналог начальной задачи для
уравнения (19)

x(t+ ε2) = B(t)x(t) + εf(x(t), t, ε), x(0) = x0,

где t = 0, ε2, 2ε2, . . . (t 6 T ), а матрица B(t) имеет собственное значение λ(t)≡
≡ 1. Асимптотика решения этой задачи строится в виде (20).

Асимптотика решения двухточечной краевой задачи для линейной систе-
мы с множителями 1 и ε при производных в критическом случае, содержащая
пограничные функции от аргументов

t

εi
,

t− T
εi

, i = 1, 2,(21)

построена в [163].

Асимптотическое решение нулевого порядка получено при помощи метода
прямой схемы в [164] для линейно-квадратичной задачи управления слабо-
управляемой системой вида

1

2

T∫

0

(x′W (t, ε)x+ 2x′g(t, ε) + ε2u′R(t, ε)u) dt→ min,

ε2
dx

dt
= A(t, ε)x + ε2B(t, ε)u+ εf(t, ε), x(0, ε) = x0
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в критическом случае (матрица A(t, 0) вырождена). Асимптотика решения
содержит пограничные функции четырех типов от аргументов (21).

Построению и обоснованию асимптотики решения краевой задачи

ε4
d2x

dt2
= ε

dx

dt
A

(
ε3
dx

dt
, x, t

)
+B

(
ε3
dx

dt
, x, t

)
, t ∈ (0, 1),

x(0, ε) = x0, x(1, ε) = x1

посвящена статья [165]. При этом левая пограничная функция зависит от
аргумента t/ε3, а правая — от (t−1)/ε. Такая асимптотика для более простого
уравнения рассмотрена в [166].

Параболическая задача с двумя малыми параметрами (ε2 при uxx,
µ при ux) и разрывными данными, асимптотика решения которой при ε << µ
содержит быстрые переменные относительно t и x со скоростями изменения
различных порядков, изучалась в [167].

Параболическому уравнению с разными степенями малого параметра при
производных и условием периодичности по временному аргументу, асимпто-
тическое решение которого имеет внутренний и пограничные слои, зависящие
от растянутых переменных разного порядка, посвящена статья [168].

В.Ф. Бутузовым и его учениками проводилось активное исследование син-
гулярно возмущенных задач с кратным корнем вырожденного уравнения,
которые, по-видимому, впервые изучались А.Б. Васильевой [169]. Оказалось,
что во многих таких задачах поведение решения в пограничном (внутрен-
нем) слое качественно отличается от поведения в случае простого корня вы-
рожденного уравнения. Пограничный (внутренний) слой становится много-
зонным с различным поведением решения в разных зонах. В частности, в
случае двукратного корня вырожденного уравнения f(x, t, 0) = 0 в [170] по-
строено асимптотическое решение краевой задачи для дифференциального
уравнения второго порядка

ε2
d2x

dt2
= f(x, t, ε), t ∈ (0, 1),

x(0, ε) = x0, x(1, ε) = x1.

Последнее уравнение с краевыми условиями

x(0, ε) = ϕ(0) + εαp, x(1, ε) = ϕ(1) + εαq,

где ϕ(t) — двукратный корень вырожденного уравнения, рассматривалось
в [171]. Доказано, что при 0 < α < 1/2, p > 0, q > 0 пограничные слои яв-
ляются трехзонными, как и при α = 0 в [170], но масштабы погранслойных
переменных зависят от α; при α = 1/2 пограничные слои становятся однозон-
ными и остаются таковыми для α > 1/2, причем масштабы погранслойных
переменных уже не зависят от α.
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Асимптотическое решение краевой задачи для системы двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений второго порядка с множителями ε2 и ε
при вторых производных построено в [172] в случае, когда вырожденное урав-
нение для первой неизвестной переменной имеет двукратный корень относи-
тельно этой переменной. При этом для первой неизвестной переменной рас-
сматриваются краевые условия Дирихле, а для второй — краевые условия
Неймана. Асимптотика подобной задачи в случае краевых условий Неймана
для обеих переменных приведена в [173], а в случае краевых условий Ней-
мана для первой неизвестной и условий Дирихле для второй неизвестной —
в [174].

Асимптотика начально-краевой задачи для параболического уравнения

ε2
(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2

)
= f(u, x, t, ε),

u(x, 0, ε) = u0(x),

∂u

∂x
(0, t, ε) =

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0,

где

(x, t) ∈ (0, 1) × (0, T ], f(u, x, t, ε) = −h(x, t)(u − ϕ(x, t))3 + εf1(u, x, t, ε),

т.е. корень вырожденного уравнения является трехкратным, при некоторых
условиях построена в [175]. Погранслойные переменные имеют вид τ1 = t/ε2,
τ2 = t/ε4/3, ζ1 = x/ε2/3, ζ2 = (1− x)/ε2/3, регулярная и погранслойные части
представляют собой ряды по целым степеням ε1/3, а пограничный слой в
окрестности начального момента времени имеет три зоны. Еще одной осо-
бенностью случая трехкратного корня вырожденного уравнения является то,
что теперь важную роль в построении асимптотики играют члены порядка ε,
входящие в правую часть уравнения. Периодические по t решения для пара-
болического уравнения изучаются в [176–178] при различных предположени-
ях на кратный корень вырожденного уравнения.

Построение и обоснование асимптотики по малому параметру решения
краевой задачи для сингулярно возмущенной стационарной частично дисси-
пативной системы уравнений в случае, когда одно из уравнений вырожденной
системы имеет двукратный корень, рассматривается в [179]. Кратность кор-
ня является причиной того, что пограничный слой оказывается многозонным,
а стандартный алгоритм построения асимптотики погранслойного решения
становится недостаточным и требует существенной модификации.

Отметим здесь цикл работ, выполненных А.М. Ильиным вместе со свои-
ми учениками (см. [180]), посвященных классу задач с малым параметром,
характеризующихся тем, что при построении асимптотики их решения по
степеням малого параметра в коэффициентах рядов обнаруживаются разно-
го типа сингулярности. Такого рода задачи названы, по-видимому, впервые
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в [181] бисингулярными. В [182] (последней работе из этого цикла в [180])
изучалась начальная задача вида

ε
dx1
dt

= −x21 + x32 + t,

ε
dx2
dt

= x31 − x22 + t3,

x1(0) = x01, x2(0) = x02, t ∈ [0, T ].

Построенное асимптотическое решение имеет вид различных рядов на четы-
рех промежутках из отрезка [0, T ], коэффициенты которых зависят от аргу-
ментов t/ε, t/ε2/3, t/ε4/7 и t соответственно.

Обзор результатов, связанных с дополнительными асимптотическими
слоями в асимптотике решений сингулярно возмущенных систем нелиней-
ных дифференциальных уравнений типа А.Н. Тихонова в случае нарушения
условия устойчивости, которое предполагалось в [1], приведен в [183, п. 5].

Быстрые переменные со скоростями изменения различных порядков рас-
сматриваются и при применении метода согласования асимптотических раз-
ложений для задачи Дирихле в прямоугольнике для уравнения

ε

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− a(x, y)∂u

∂y
= f(x, y),

где a(x, y) > 0 (см. [184]).

Процесс согласования асимптотических разложений используется также
в [185, стр. 142–154] при построении асимптотики решения бисингулярных
краевых задач вида

ε2
d2u

dx2
− xp(x)du

dx
− q(x)u = f(x), x ∈ [0, 1], p(x) > 0, q(x) > 0,

u(0, ε) = 0, u(1, ε) = 0.

Асимптотика решения бисингулярной начально-краевой задачи для одной
системы линейных параболических уравнений построена в [186] без исполь-
зования процедуры согласования.

Многопараметрические сингулярно возмущенные начальные и краевые

дискретные задачи для уравнения вида
0∑

i=n
aix(k+ i) = au(k), где коэффици-

енты ai представляют собой постоянные числа, умноженные на произведение
некоторых степеней малых параметров, изучались в [187]. Асимптотическое
разложение решений таких задач содержит регулярную функцию и различ-
ные пограничные функции, число которых равно числу исчезающих при вы-
рождении дополнительных условий.
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7. Задачи с ограничением на управление

Использование асимптотических методов встречает значительные трудно-
сти при решении сингулярно возмущенных задач с ограничением на управ-
ление в форме замкнутых неравенств, поскольку возникают негладкие реше-
ния. Эффективным методом асимптотического решения задач такого типа
является построение асимптотики точек переключения управления (см., на-
пример, [188]). Этот подход реализован в [189] для следующей задачи опти-
мального быстродействия для линейной стационарной системы

dw

dt
= A(ε)w + b(ε)u, w(0) = w0, w = (x′, y′, z′)′,(22)

A(ε) =




A1 B1 C1

A2/ε B2/ε C2/ε
A3/ε

2 B3/ε
2 C3/ε

2


 , b(ε) =




b1
b2/ε
b3/ε

2


 ,

u(t) ∈ IR, |u(t)| 6 1, t ∈ [0, T ],

w(T ) = 0, J(u) = T → min .

Здесь x, y, z — векторы произвольной размерности и предполагается выпол-
ненным условие

I: матрицы C3 и B2 − C2C
−1
3 B3 устойчивые.

Как следует из принципа максимума Понтрягина, оптимальное управ-
ление в этой задаче является релейным. Опираясь на метод пограничных
функций, в [189] предложен алгоритм, позволяющий строить асимптотиче-
ские приближения к решению рассматриваемой задачи произвольного по-
рядка точности. Суть алгоритма состоит в построении асимптотики точек
переключения оптимального управления и момента оптимального быстро-
действия в виде разложений по неотрицательным целым степеням малого
параметра. При применении алгоритма происходит своеобразная декомпози-
ция исходной задачи на три задачи меньшей размерности, одной из которых
является вырожденная задача.

В [190] исследуется линейная стационарная терминальная задача опти-
мального управления с уравнением состояния (22) и ограничением типа ра-
венства на правый конец траектории, т.е.

Hw(T ) = g, H = diag(H1,H2,H3), g = (g′1, g
′
2, g

′
3)

′,

c(ε)′w(T )→ max, c(ε) = (c′1, εc
′
2, ε

2c′3)
′.

Здесь x ∈ IRn1 , y ∈ IRn2 , z ∈ IRn3 , gi ∈ IRmi , i = 1, 3, m1 < n1, m2 6 n2,
m3 6 n3. Считается выполненным условие I.

Предложенный в [190] алгоритм решения рассматриваемой задачи в идей-
ном плане близок алгоритму из [189]. Он основан на построении асимпто-
тических приближений к точкам переключения оптимального управления.
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Одни из этих точек близки к соответствующим точкам переключения оп-
тимального управления в вырожденной задаче, а остальные группируются
вблизи конечного момента T и отстоят от него на величины порядка ε и ε2.
Реализация алгоритма предполагает решение трех невозмущенных задач оп-
тимального управления, в которых переменные состояния размерности n1,
n2, n3 соответственно, причем первой из них является вырожденная задача.

Разработанный в [190] алгоритм может быть применен (см. [191]) для
асимптотического решения сингулярно возмущенной задачи оптимального
управления с большой длительностью процесса

dy

dt
= A1y +A2z + b1v, y(0) = y0,

ε
dz

dt
= A3y +A4z + b2v, z(0) = z0,

v(t) ∈ IR, |v(t)| 6 1, t ∈ [0, T/ε], H1y(T/ε) = g1, H2z(T/ε) = g2,

J(v) =

T/ε∫

0

(c′1y(t) + c′2z(t) + hv(t)) dt→ max,

где y ∈ IRn1 , z ∈ IRn2 , gi ∈ IRmi , i = 1, 2, и m1 6 n1, m2 6 n2. Переходя к мед-
ленному времени s = εt и полагая u(s) = v(s/ε), последнюю задачу можно
записать в виде эквивалентной задачи терминального управления

dx

ds
= c′1y + c′2z + hu, x(0) = 0,

ε
dy

ds
= A1y +A2z + b1u, y(0) = y0,

ε2
dz

ds
= A3y +A4z + b2u, z(0) = z0,

|u(s)| 6 1, s ∈ [0, T ], H1y(T ) = g1, H2z(T ) = g2,

J0(u) = x(T )→ max .

Эта задача является частным случаем задачи из [190] и, следовательно, мо-
жет быть решена с помощью предложенного в этой статье алгоритма, если
выполнено условие I, которое в данном случае заключается в требовании
устойчивости матриц A4 и A1 −A2A

−1
4 A3.

Опираясь на алгоритм построения программных асимптотически опти-
мальных управлений из [190], в [192] предложен алгоритм построения асимп-
тотически оптимального регулятора типа обратной связи в задаче терминаль-
ного управления линейной стационарной сингулярно возмущенной системой
со скалярными управлениями, значения которых принадлежат замкнутому
интервалу, и с множителями при производных 1, ε и ε2.
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В [193] для нелинейной трехтемповой системы управления с компактным
множеством значений управления используется метод усреднения для по-
строения предельной системы в форме дифференциального включения для
траектории медленного движения. Приводятся достаточные условия равно-
мерной сходимости медленных траекторий при стремлении к нулю малых па-
раметров, стоящих при производных в уравнении состояния. Эти результаты
распространяются при помощи другой техники на случай систем управления
с многотемповыми переменными в [194].

8. Игровые задачи

В [195] для системы

Eε
dx

dt
= Ax+B1u1 +B2u2, x(0) = x0,(23)

где

x = (x′0, x
′
1, x

′
2)

′, xj ∈ IRnj , j = 0, 1, 2, ui ∈ IRmi , i = 1, 2,

Eε = diag(In0 , ε1In1 , ε2In2), A =



A00 A01 A02

A10 A11 0
A20 0 A22


,

B1 =



B01

B11

0


, B2 =



B02

0
B22


,

ε1, ε2 — одинакового порядка малые параметры, для которых существует
lim

ε1,ε2→0
ε1/ε2, ищется оптимальная по Парето ситуация u, представляющая со-

бой пару стратегий u = (u′1, u
′
2)

′, минимизирующая линейную свертку функ-
ций выигрыша J = γ1J1+γ2J2, γj ∈ (0, 1), j = 1, 2, γ1+γ2 = 1, где Jj задается
формулой

Jj =
1

2

+∞∫

0

(yj(t)
′yj(t) + uj(t)

′Rjuj(t))dt, Rj > 0,

yj = Cj0x0 + Cjjxj, j = 1, 2.

(24)

Заметим, что в (23) матрицы Ajj могут быть вырожденными. Решение этой
задачи в форме обратной связи задается формулой

u∗j(t) = −
1

γj
R−1

j B′
jεPεx(t), j = 1, 2,

где Pε удовлетворяет матричному алгебраическому уравнению Риккати

A′
εPε + PεAε − PεSεPε +Q = 0.(25)
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Здесь

Aε = E−1
ε A, Sε = 1/γ1S1ε + 1/γ2S2ε, Sjε = BjεR

−1
j B′

jε, j = 1, 2,

B1ε =




B01

ε−1
1 B11

0


 , B2ε =




B02

0

ε−1
2 B22


 , Q = γ1Q1 + γ2Q2,

Q1 =



C ′
10C10 C ′

10C11 0

C ′
11C10 C ′

11C11 0

0 0 0


 , Q2 =



C ′
20C20 0 C ′

20C22

0 0 0

C ′
22C20 0 C ′

22C22


 .

При некоторых условиях изучается асимптотическая структура решения

уравнения (25) — матрицы Pε вида




P00 ε1P
′
10 ε2P

′
20

ε1P10 ε2P11
√
ε1ε2P

′
21

ε2P20
√
ε1ε2P21 ε2P22


, где

P00 = P ′
00, P11 = P ′

11, P22 = P ′
22. Далее, используя решения уравнений низ-

шего порядка, находятся стратегии, значения функции выигрыша для ко-
торых отличаются от оптимальных значений на величину порядка O(‖ε‖),
ε = (ε1, ε2)

′.

Парето-оптимальные стратегии изучались также в [196] для систем со сла-
босвязанными быстрыми переменными при условии обратимости матриц при
быстрых переменных в вырожденных уравнениях для этих переменных.

Антагонистические линейно-квадратичные дифференциальные игры, ди-
намика которых описывается системой

dx1
dt

= A11(t)x1 +A12(t)x2 +A13(t)x3 +B1(t)u1 +D1(t)u2, x1(0) = x01,

ε1
dx2
dt

= A21(t)x1 +A22(t)x2 +A23(t)x3 +B2(t)u1 +D2(t)u2, x2(0) = x02,

ε1ε2
dx3
dt

= A31(t)x1 +A32(t)x2 +A33(t)x3 +B3(t)u1 +D3(t)u2, x3(0) = x03,

причем первый игрок старается минимизировать функцию выигрыша

J = x(T )′Fx(T ) +

T∫

0

(x(t)′W (t)x(t) + u1(t)
′u1(t)− γ2u2(t)′u2(t))dt,

а второй — максимизировать, изучались на конечном и бесконечном проме-
жутках в [197].

Примеры, в которых обсуждаются различные подходы к построению пре-
дельной задачи, приводящие к разным результатам, рассматриваются в [102]
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для дифференциальной бескоалиционной игры двух лиц, изменение управ-
ляемой системы в которой описывается линейной системой с малыми пара-
метрами ε1, . . . , εN одинакового порядка (см. (11)) при производных. Эта си-
стема может быть записана в виде

dx

dt
= A0x+A0fz +B01u1 +B02u2, x(0) = x0,

µ(ε)
dz

dt
= D(ε)(Af0x+Afz +Bf1u1 +Bf2u2), z(0) = z0,

где µ(ε) = (ε1 . . . εN )1/N , D(ε) = diag(µ/ε1In1 , . . . , µ/εN InN
). Здесь i-й игрок

(i = 1, 2) выбирает свою стратегию ui, стараясь добиться по возможности
меньшего значения функции выигрыша, задаваемой функционалом

Ji(ui, uj) =
1

2

+∞∫

0

((
x
z

)′
Qi

(
x
z

)
+u′iRiiui+u

′
jRijuj

)
dt, Rii > 0, Qi > 0,

i, j = 1, 2, i 6= j.

Равновесие по Нэшу в этой игре определяется ситуацией (u∗1, u
∗
2) такой, что

Ji(u
∗
i , u

∗
j ) 6 Ji(ui, u

∗
j ), i 6= j, i = 1, 2. Стратегии u∗i ищутся в форме линейной

обратной связи

u∗i = −R−1
ii B

′
iKi

(
x
z

)
, i = 1, 2,

где K1,K2 — решение взаимосвязанных алгебраических уравнений Риккати,
удовлетворяющих некоторому условию устойчивости.

Случай слабосвязанных уравнений для двухтемповых быстрых перемен-
ных изучался в [198].

Равновесные по Нэшу стратегии рассматриваются в [199] для дифференци-
альной игры двух лиц, динамика которой задается уравнением (23), а функ-
ции выигрыша

Ji(ui, uj) =
1

2

+∞∫

0

(yi(t)
′yi(t) + ui(t)

′Riiui(t) + µuj(t)
′Rijuj(t)) dt,

где yi = Ci0x0 + Ciixi, Rii > 0, Rij > 0, µ =
√
ε1ε2. Малые положительные

параметры ε1, ε2 не известны, но их границы известны, а именно, ε̄j −σjµ̄η 6
6 εj 6 ε̄j + σjµ̄

η, j = 1, 2, µ̄ =
√
ε̄1ε̄2, ε̄j, σj , η — известные величины, и

существует lim
ε1,ε2→0

ε1/ε2. Не предполагается обратимость матриц Aii, i = 1, 2,

т.е. рассматривается и критический случай теории сингулярных возмущений.
Предлагается итерационный метод нахождения с высокой точностью страте-
гий, выражающихся через решения взаимосвязанных алгебраических уравне-
ний Риккати. Доказывается, что если η = n+ 1, то при некоторых условиях
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функции выигрыша для приближения n-го порядка отличаются от оптималь-
ных на O(µ̄n+1).

Итерационный метод, основанный на методе Ньютона, для решения
взаимосвязанных алгебраических уравнений Риккати, возникающих при изу-
чении ситуации равновесия по Нэшу в линейно-квадратичной дифференци-
альной игре с уравнением состояния (23) в критическом случае и функциями
выигрыша (24) при условии существования lim

ε1,ε2→0
ε1/ε2, излагается в [200].

При указанных в этой статье предположениях значения функций выигрыша
для приближения n-го порядка построенных стратегий отличаются от опти-
мальных на O(‖ε‖2n ), ε = (ε1, ε2)

′.

В [201] рассматривается оптимальная по Нэшу ситуация в игре N лиц, ди-
намика управляемой системы в которой задается дифференциальным урав-
нением вида

Eε
dx

dt
= Ax+Bu, Eε = diag(In0 , ε1In1 , . . . , εN InN

),

где x = (x′0, . . . , x
′
N )′,

A =




A00 A01 . . . A0N

A01 A11 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
A0N 0 . . . ANN


, B =




B01 B02 . . . B0N

B11 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . BNN


,

а функции выигрыша представляют собой функционалы

Ji(u1, . . . , uN ) =
1

2

+∞∫

0

(y′iyi + u′iRiiui) dt,

yi = Ci0x0 + Ciixi, Rii > 0, i = 1, N.

Предполагается, что существует lim
εi,εj→0

εj/εi. Требуется найти ситуацию u∗ =

= (u∗1, . . . , u
∗
N ) с линейной обратной связью такую, что Ji(u

∗
1, . . . , u

∗
N ) 6

6 Ji(u
∗
1, . . . , u

∗
i−1, ui, u

∗
i+1, . . . , u

∗
N ), i = 1, N . Искомые стратегии, образую-

щие равновесную по Нэшу ситуацию u∗, определяются формулой u∗i (t) =
= −R−1

ii B
′
iPix(t), где Pi — решение системы взаимосвязанных алгебраических

уравнений Риккати. Построены не зависящие от малых параметров страте-
гии, выигрыши для которых отличаются от выигрышей равновесных по Нэшу
стратегий на O(‖ε‖), ε = (ε1, . . . , εN )′.

Отметим здесь обзор [24], в котором один раздел посвящен равновесию
по Нэшу в дифференциальных играх с разнотемповыми быстрыми перемен-
ными.
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9. Стохастические системы

В [144] рассматривается построение оптимального фильтра Калмана для
системы

εk
dxk(t)

dt
=

N∑

j=1

Akjxj(t) +Gkw(t), k = 1, N,(26)

c измеряемой функцией

y(t) = Cx(t) + v(t),(27)

где 0 < εN << εN−1 . . . << ε2 << ε1, а w(t) и v(t) — гауссовские случайные
процессы белого шума. Используется метод декомпозиции соответствующих
матричных алгебраических уравнений Риккати.

В этой статье также изучается задача минимизации критерия качества

J = lim
T→+∞

1

T
M




T∫

0

(x(t)′Wx(t) + u(t)′Ru(t)) dt


 , W > 0, R > 0,

на траекториях системы

εk
dxk(t)

dt
=

N∑

j=1

Akjxj(t) +Bku(t) +Gkw(t), k = 1, N,

с выходной переменной (27).

Декомпозиция оптимального фильтра Калмана подробно описана в [137,
cтр. 132–139] для частного случая системы (26).

Стохастические игры Нэша с разнотемповыми быстрыми переменными
изучались в [202].

В обзоре [24] имеется раздел, посвященный стохастическим системам,
управляемым сингулярно возмущенными уравнениями Ито с несколькими
малыми параметрами.

Линейно-квадратичная стохастическая задача для случая N -темповых
быстрых переменных с неизвестными скоростями изменения одинакового по-
рядка рассматривается в [203].

Детальное изучение зависимости стабилизирующих решений алгебраиче-
ского матричного уравнения Риккати от двух малых параметров, определяю-
щих скорость изменения быстрых переменных в задаче оптимального управ-
ления с уравнением состояния

εkdxk(t) = (Akx(t) +Bku(t))dt+ εδk(Ckx(t) +Dku(t))dw(t),

xk(0) = x0k, k = 0, 2, x = (x′0, x
′
1, x

′
2)

′,
(28)
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и минимизируемым критерием качества

J(u) =M




+∞∫

0

(x(t)′Wx(t) + 2x(t)′Su(t) + u(t)′Ru(t)) dt


(29)

приведено в [204]. Здесь W =W ′, R = R′, xk(t) ∈ IRnk , k = 0, 2, u(t) ∈ IRr,
{w(t)}t>0 — одномерный стандартный винеровский процесс, ε0 = 1, εk =
= εk(ε), εk : [0, ε∗]→ [0,+∞), lim

ε→0
εk(ε) = 0, k = 1, 2, lim

ε→0
ε2(ε)/ε1(ε) = 0,

δ > 1/2. Получено управление в форме обратной связи, близкое к оптималь-
ному, определяемое матрицей, не зависящей от малых параметров, которые
могут быть неизвестными. Установлена оценка близости значения критерия
качества для найденного приближенного управления к оптимальному значе-
нию.

В [205] рассматривается задача минимизации математического ожидания
квадратичного функционала вида (29) на траекториях сингулярно возмущен-
ной системы дифференциальных уравнений Ито (28), где все коэффициенты
могут зависеть от ε, δ = 1/2, а εk — неубывающие функции, удовлетворяю-
щие условиям из [204], причем εk(ε) = 0 в том и только том случае, если
ε = 0, k = 1, 2.

При некоторых условиях в этой статье изучается асимптотическая струк-
тура стабилизирующего решения матричного алгебраического уравнения
Риккати, возникающего при отыскании оптимального управления рассмат-
риваемой стохастической задачи в форме обратной связи. При этом, в от-
личие от детерминированного случая, где система предельных алгебраиче-
ских уравнений Риккати получается из матричного уравнения Риккати для
возмущенной задачи при нулевых значениях малых параметров, в рассмат-
риваемом стохастическом случае система предельных уравнений Риккати не
может быть получена таким образом. Она зависит от матриц, определяю-
щих влияние винеровского процесса, которые входят в уравнения состояния
для быстрых переменных с малыми параметрами. Алгоритм получения си-
стемы предельных алгебраических уравнений Риккати для изучаемой задачи
подробно обсуждается.

10. Приложения

В различных областях науки и практики исследователи сталкиваются с
необходимостью изучения задач, содержащих быстрые и медленные перемен-
ные. Далее перечисляются некоторые практические задачи с разнотемповы-
ми быстрыми переменными.

Многотемповые системы возникают в теории цепных химических реакций
[43], где присутствуют активные центры, константы скорости реакции для ко-
торых различны (активными центрами называются те частицы — валентные
атомы, радикалы, благодаря наличию которых реакция начинается и разви-
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вается). В качестве малых параметров, стоящих при производных, здесь вы-
ступают отношения константы скорости медленного активного центра к кон-
стантам скоростей остальных активных центров. В [206] приведено обосно-
вание метода квазистационарных концентраций Семенова-Боденштейна, со-
стоящего в отбрасывании производных от концентраций быстрых активных
центров и решении вырожденной задачи. Как указано в [43], системы рас-
смотренного в [206] типа также возникают при описании цепи превращений
радиоактивных ядер, из которых некоторые являются наиболее долгоживу-
щими.

Кинетика вспомогательного механизма реакции фермента, где появляется
система нелинейных дифференциальных уравнений с малыми множителями
при производных, анализируется в [207].

В [208] изучается понижение размерности для появляющихся в биохимии
систем, число различных скоростей изменения переменных в которых больше
двух.

В монографии [145, cтр. 90–96] методами теории сингулярных возмущений
изучается линеаризованная модель управления с разнотемповыми быстрыми
переменными для топливных элементов с протонообменной мембраной (см.
также [63, 209, 210]).

Теорема Тихонова используется в [211] для анализа трехтемповых сингу-
лярно возмущенных систем, описывающих биомолекулярные модели. Приве-
ден пример системы, возникающей в фосфорилировании.

Быстрые переменные со скоростями изменения разных порядков появля-
ются при исследовании моделей океанических течений (см., например, [212]).

Система с двумя малыми параметрами различного порядка малости при
производных, описывающая пусковой режим электродвигателя постоянного
тока при одновременном включении цепи якоря и обмотки возбуждения, об-
суждается в [43].

Условия устойчивости разнотемповых систем, возникающих в различ-
ных моделях электрических цепей, рассмотрены в [102, 115]. Многотемпо-
вые системы, описывающие модель электрической цепи с туннельным дио-
дом [108] и электромеханические процессы в демпфированной синхронной ма-
шине с изменяющимися потокосцеплениями, исследуются в [2, cтр. 137–144;
109, cтр. 254–262] методом интегральных многообразий. Устойчивость син-
хронной машины изучалась в [213].

Анализ устойчивости системы с трехтемповыми переменными, возникаю-
щей при изучении одного класса микросетей переменного тока для распреде-
ленных генераторов, проводится в [214].

Эффективность полученного в [202] алгоритма построения приближенных
стратегий в стохастических играх Нэша с разнотемповыми быстрыми пере-
менными демонстрируется в этой статье на примере многоаппаратной энерге-
тической системы. Управление в форме обратной связи для линеаризованной
модели угольной электростанции с трехтемповыми переменными построено
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в [215]. Асимптотический анализ начальных и краевых задач для дискрет-
ных линейных сингулярно возмущенных систем седьмого порядка с тремя
малыми параметрами, возникающих при моделировании управления часто-
той нагрузки двухзонной энергосистемы, приведен в [81]. Различные модели
энергосистем с разнотемповыми быстрыми переменными исследуются также
в [79; 80; 137, cтр. 139–141; 141; 196; 203; 216–218].

Используя асимптотику решения двухточечной краевой задачи, вытекаю-
щей из условия оптимальности управления, в [152] построено асимптотиче-
ское разложение второго порядка для оптимального управления в дискрет-
ной модели энергосистемы пятого порядка. Приближение второго порядка
для асимптотического решения начальной задачи для такой модели пред-
ставлено в [79].

Синтез нелинейных нестационарных систем управления с разнотемповы-
ми процессами изучается в [219]. В частности (стр. 118), рассматривается
случай, когда в модели объекта управления, эталонной модели желаемого
поведения выхода и в алгоритме управления присутствуют различные пара-
метры при производных. Трехтемповые процессы используются также при
синтезе систем экстремального регулирования [220].

Система для трехтемповых переменных, возникающая при использовании
устройства управления двигателем Уорда Леонарда, исследовалась в [221].

В математических моделях управления и эксплуатации ядерных реакто-
ров присутствуют переменные с разными скоростями изменения. В моногра-
фии [222] рассматриваются декомпозиция таких моделей и построение ком-
позитного (составного) управления, причем исследование в основном акцен-
тируется на трехтемповых системах.

При некоторых значениях параметров системы с трехтемповыми перемен-
ными присутствуют в модели воспламенения в дизельном двигателе [223; 224,
стр. 94–98], а также в системе уравнений Лоренца-Хакена (класс B по терми-
нологии [225, стр. 11, 15]), описывающей одну из основных моделей динамиче-
ской теории лазеров в случае твердотельных лазеров на слаболегированных
кристаллах и стеклах, волоконных, полупроводниковых и некоторых моле-
кулярных газовых лазеров низкого давления. Траектории-утки для таких
систем обсуждаются в [224, стр. 139–140].

Изучаются и системы с несколькими малыми параметрами при производ-
ных, возникающие в механике. Например, задача терминального управления
линейной трехтемповой системой с ограничениями на состояние в конечный
момент времени в виде равенства и со значениями скалярного управления
из замкнутого интервала, описывающая движение под действием управляю-
щих сил двух материальных точек с массами различных порядков малости,
соединенных между собой пружиной, решается в [190] с помощью построе-
ния асимптотики точек переключения трех базовых задач. Подобная задача
в случае, когда к точке с большей массой приложена возмущающая сила,
изучается в [192].
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Метод интегральных многообразий применяется для анализа трехтемпо-
вой модели колебаний гироскопа в кардановом подвесе с упругим валом и
неуравновешенным ротором в [2, cтр. 137–136; 109, cтр. 248–250].

Система с трехтемповыми переменными, описывающая процесс намотки
для непрерывных прокатных станов, изучается в [226].

Системы с трехтемповыми переменными рассматриваются и при изучении
стабилизации верхнего положения равновесия маятника вращением инерци-
ального маховика [20], а также стабилизации поступательных движений вра-
щением эксцентрикового маховика [21]. При этом в качестве малых парамет-
ров при производных выступают временные константы фильтров.

Начально-краевая задача с разнотемповыми быстрыми переменными для
линейной системы дифференциальных уравнений, содержащей обыкновен-
ное дифференциальное уравнение и два уравнения в частных производных,
описывающей поворот твердого тела с жестко закрепленным в нем упругим
стержнем постоянного сечения, исследуется в [227].

В [228] рассматривается модель движения двухколесного экипажа с
передне-задним расположением колес, движущегося по горизонтальной ше-
роховатой поверхности. Эта модель содержит две быстрые переменные раз-
ных порядков изменения. Конструкция экипажа считается абсолютно жест-
кой, переднее колесо фиксировано в плоскости продольной симметрии эки-
пажа, боковых наклонов нет. Последнее допущение оправдано для общепри-
нятой в литературе “велосипедной” модели автомобиля либо для велосипеда
или мотоцикла в пренебрежении эффектами, связанными с наклонами кор-
пуса. Показано, что при определенном сочетании параметров потеря сцепле-
ния колеса с дорогой приводит к заносу экипажа. Исследования на эту тему
продолжены в [229] для разных режимов заноса.

Системы с быстрыми переменными двух порядков появляются также при
изучении модели качения с конечными углами поворота передних колес отно-
сительно корпуса [230, cтр. 84] и при исследовании вкатывания гребня колеса
железнодорожного экипажа на головку рельса — одного из наиболее опасных
режимов движения, чреватого сходом [231]. Для таких систем в этих работах
обсуждается предельный переход решения возмущенной задачи к решению
вырожденной.

В [137, cтр. 141–143] для математической модели с трехтемповыми пе-
ременными движения легковой машины по неровной дороге решается за-
дача Калмановской фильтрации при помощи фильтров Калмана меньшего
порядка.

Если в модели однозвенного робота-манипулятора [232] величины момен-
тов инерции для двигателя и звена имеют различный порядок малости, то
получаем сингулярно возмущенную систему с двухтемповыми быстрыми дви-
жениями. Группы роботов, характеризующиеся разнотемповыми быстрыми
движениями, рассматривались в [233].
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Методами теории сингулярных возмущений в [234] изучаются многотемпо-
вые системы с неопределенностями, возникающими при моделировании авто-
номных подводных аппаратов, являющихся важным инструментом для мор-
ских изысканий, исследования портов, обнаружения мин и прокладки под-
водных трубопроводов. Задачи управления и анализ устойчивости для таких
аппаратов с динамикой, ограниченной горизонтальной плоскостью, представ-
лены в [235].

Статья [236] посвящена моделированию различных переходных процессов
для системы преобразования энергии ветра на основе синхронного генератора
с постоянными магнитами. При этом используются сингулярно возмущенные
системы с трехтемповыми переменными. Такого типа системы применяются
также в [237] при изучении гибких ветряных турбин.

В [238] представлен обзор работ, связанных с приложением теории сингу-
лярно возмущенных задач с несколькими малыми параметрами к изучению
динамики летательных аппаратов, при этом рассмотрены несколько моде-
лей самолетов и ракет. Уравнения движения с трехтемповыми переменными
приведены в [239, 240]. В [241, cтр. 221–290; 242, 243] на основе декомпозиции
исходной системы с последующим построением составной функции Ляпунова
изучается устойчивость нелинейной трехтемповой системы, возникающей при
моделировании динамики вертолета. Гироскопическая стабилизация косми-
ческих летательных аппаратов, движение которых описывается многотемпо-
выми переменными, рассматривается в [117]. Используя теорию сингулярных
возмущений для трехтемповой системы, описывающей движение гиперзвуко-
вого воздушного летательного аппарата, в [244] предложен эффективный ме-
тод управления, обеспечивающий возможность восстановления после сбоев.
Управление нелинейными четырехтемповыми моделями самолета с неопреде-
ленностями и беспилотного летательного аппарата изучаются соответственно
в [245, 246], а трехтемповая модель, описывающая регулирование вертикаль-
ным положением радиоуправляемого вертолета, — в [247].

В [248] рассматривается приближение нулевого порядка для решения за-
дачи быстродействия в плоской задаче перехвата, в которой используется
нелинейная система дифференциальных уравнений для трехтемповых пере-
менных.

Системы с трехтемповыми переменными появляются и при анализе одной
модели дофаминергических нейронов в [249], а также в модели, состоящей из
пары взаимосвязанных систем Морриса–Лекара [250].

В модели вирусной эволюции возникает начально-краевая задача с
трехтемповыми переменными для сингулярно возмущенной системы инте-
гро-дифференциальных уравнений в частных производных, содержащей два
малых параметра при производных. Асимптотическое решение такой задачи
при помощи метода пограничных функций построено в [251].

В [252] рассматриваются линейно-квадратичные задачи оптимального
управления на бесконечном промежутке с дешевыми управлениями двух раз-
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личных порядков малости, получившиеся в результате линеаризации эпиде-
мической модели (SIRC). C помощью решения матричного алгебраического
уравнения Риккати находится оптимальное управление в форме обратной
связи. Используемые в численных расчетах параметры основаны на клини-
ческих наблюдениях.

Теория сингулярных возмущений применяется в [253] при изучении дина-
мики биологической модели Розенцвейга–Макартура для тритрофной пище-
вой цепи в случае хищников двух типов.

Трехтемповые переменные появляются и в модели лесного вредителя [254].
Вредитель питается старыми деревьями и растет быстро, молодые деревья —
в среднем темпе, а старые — в медленном.

Описание социально-экономической модели транснациональной корпора-
ции, представляющей собой линейную иерархическую трехуровневую систе-
му Центр-Регионы-Предприятия, где Центр характеризуется медленным тем-
пом, а Предприятия — сверхбыстрым, приведено в [255]. Обсуждается воз-
можность декомпозиции исходной системы на три подсистемы. Задаче управ-
ления производственной моделью, содержащей процессы с тремя масштабами
изменения скорости, посвящена статья [256].

В [257] рассматривается сеточная аппроксимация решения и его произ-
водной на конечной области, содержащей переходный слой, для сингулярно
возмущенного уравнения Блэка–Шоулза с негладкими начальными данны-
ми, возникающего при математическом моделировании в финансовой мате-
матике. При этом порядок изменения скорости у пограничного и внутреннего
слоев разный.

11. Заключение

Как видно из раздела “Приложения”, имеется значительный интерес к при-
кладным задачам с разнотемповыми быстрыми переменными. Идеи А.Б. Ва-
сильевой, В.Ф. Бутузова и А.М. Ильина, впервые построивших асимптотику
решения для некоторых классов такого рода задач, продолжают развиваться
в разных направлениях и широко использоваться на практике.

Приведенный в этой статье список публикаций не претендует на абсолют-
ную полноту. Просим прощения у авторов, чьи работы по теме статьи не
были упомянуты.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензентам статьи за указа-
ние полезной информации, а также А.В. Влаховой, Н.В. Воропаевой, А.Р. Да-
нилину, М.Г. Дмитриеву, Ю.Е. Гликлиху, В.Г. Задорожнему, А.И. Калинину,
О.О. Коврижных, А.С. Костенко, К.Н. Кудрявцеву, Д.А. Макарову, М.Е. Се-
менову, Н.Т. Хоай, О.Б. Цехан и G. Marinoschi за полезные обсуждения.
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НОВЫЕ КРИТЕРИИ
НАСТРОЙКИ ПИД-РЕГУЛЯТОРОВ1

Предлагается новый подход к задаче настройки и оптимизации пара-
метров ПИД-регулятора, основанный на сведении проблемы к задаче оп-
тимизации. При этом качество регулятора оценивается по квадратично-
му критерию от выхода системы: ПИД-регулятор настраивается против
неопределенности в начальных условиях так, чтобы выход системы был
равномерно малым; при этом дополнительно гарантируется заданная сте-
пень устойчивости замкнутой системы. Выписан градиентный метод для
отыскания параметров ПИД-регулятора.

Как показывают многочисленные примеры, предлагаемая рекуррент-
ная процедура является весьма эффективной и приводящей к вполне
удовлетворительным по инженерным критериям качества ПИД-регуля-
торам. Статья продолжает серию работ авторов, посвященную синтезу
обратной связи в задачах управления с позиций оптимизации.

Ключевые слова: линейная система, ПИД-регулятор, оптимизация, урав-
нение Ляпунова, градиентный метод, сходимость.
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1. Введение

Теория ПИД-регуляторов имеет 80-летнюю историю, восходя к работе [1]
Циглера и Николса 1942 г. С тех пор появилось множество работ, посвящен-
ных теории и практике их настройки, были предложены различные принципы
их настройки (см., например, [2]). Здесь можно упомянуть монографии [3–6]
и многие другие. Однако до настоящего времени есть не так много работ,
где формулируются явные критерии оптимальности ПИД-регуляторов, на-
пример такие, как H∞-оптимальность [7, 8].

В целом регуляторы низкого порядка настраивают по самым разным кри-
териям, используя при этом, как правило, подбор, прямой поиск, перебор
по сетке и т.п., см., например, [9, 10]. В настоящей работе предлагается но-
вый подход к настройке ПИД-регуляторов, а именно предлагается как новая

1 Исследование выполнено при частичной поддержке Российского научного фонда (про-
ект № 21-71-30005).
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постановка задачи, решение которой определяет ПИД-регулятор, так и ал-
горитм ее решения, явным образом выписывая градиент для квадратичного
функционала и применяя градиентный метод.

В отличие от упомянутых выше критериев, будем рассматривать в неко-
тором смысле близкую к LQR постановку. А именно, неопределенность со-
держится не во входах системы, а в начальных условиях, при этом крите-
рий качества близок по своей структуре к LQR-задаче: качество оценивается
по квадратичному критерию от выхода системы. Таким образом, искомый
ПИД-регулятор настраивается против неопределенности в начальных усло-
виях так, чтобы выход системы был равномерно малым (в квадратичном
смысле).

В связи с этим напомним о новых подходах для классической проблемы
линейно-квадратичного регулирования. Ее можно рассматривать как задачу
оптимизации, где переменной является матрица обратной связи, а миними-
зируется интегральный квадратичный показатель качества переходного про-
цесса. Градиент такой функции (для управления по состоянию) выписан еще
в основополагающей работе Калмана [11], а для обратной связи по выходу —
в статье Левина и Атанса [12]. С тех пор неоднократно применялись итера-
тивные методы оптимизации градиентного типа (см., например, обзор [13]),
однако обоснование подобных методов появилось лишь недавно в [14–18].

Помимо малости выхода, естественно стремиться к тому, чтобы синтези-
рованный ПИД-регулятор удовлетворял и инженерным критериям качества.
Так, если замкнутая система окажется близкой к границе устойчивости, это
приведет к ее неудовлетворительной реакции на внешнее возмущение. Поэто-
му вполне естественно требовать, чтобы ПИД-регулятор дополнительно га-
рантировал замкнутой системе некоторую (заданную) степень устойчивости.

Настоящая статья продолжает серию работ [18–20], посвященную синтезу
обратной связи в задачах управления с позиций оптимизации. Предложен-
ный в ней подход позволяет, с одной стороны, конструктивно решать задачи
настройки и оптимизации параметров регулятора, а с другой, он предостав-
ляет “хорошие” по обычным инженерным показателям регуляторы. Как по-
казывают многочисленные примеры, предлагаемая рекуррентная процедура
является весьма эффективной и приводящей к вполне удовлетворительным
ПИД-регуляторам. Вычислительным аспектам предлагаемого подхода посвя-
щена публикация [22].

Статья организована следующим образом. Раздел 2 содержит постановку
задачи; в разделе 3 обсуждается подход к ее решению; в разделе 4 представ-
лен алгоритм решения оптимизационной задачи, а раздел 5 посвящен разно-
образным примерам. Раздел 6 содержит обсуждение и возможные обобщения
полученных результатов.

Всюду далее | · | — евклидова норма вектора, T — символ транспонирова-
ния, tr — след матрицы, I — единичная матрица соответствующей размер-
ности, а λi(A) — собственные значения матрицы A.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим SISO-систему управления

ẋ = Ax+ bu, x(0) = x0,

y = cTx,
(1)

с состоянием x(t) ∈ R
n, выходом y(t) ∈ R и управлением u(t) ∈ R в виде

ПИД-регулятора

u(t) = −kP y(t)− kI
t∫

0

y(τ)dτ − kD ẏ(t)(2)

с некоторыми числовыми параметрами kP , kI и kD.

Целью является определение параметров K =
(
kP kI kD

)
стабилизирую-

щей обратной связи (2), которая

а) доставляет замкнутой системе степень устойчивости σ > 0 и

б) минимизирует квадратичный функционал

J(K) = Ex(0)

∞∫

0

y2(t)dt+ ρ|K|2, ρ > 0.(3)

Вторая компонента в (3) представляет собой штраф за величину управления
(при этом коэффициент ρ > 0 регулирует его важность). Ее наличие позволя-
ет избежать появления больших значений коэффициентов ПИД-регулятора.

Далее будем предполагать, что начальные условия x(0) распределены с
нулевым средним и ковариационной матрицей Σ.

3. Сведение к параметрической LQR-задаче

Введем в рассмотрение вспомогательную скалярную переменную z сле-
дующим образом:

ż = y, z(0) = 0.

Тогда, вводя расширенный вектор состояния

g =

(
x
z

)
∈ R

n+1

системе (1) можно придать эквивалентный вид

ġ =

(
A 0

cT 0

)
g +

(
b
0

)
u, g(0) =

(
x0
0

)
,

y =
(
cT 0

)
g.

(4)

64



При этом согласно (1), (2) имеем:

u = −kP y(t)− kI
t∫

0

y(τ)dτ − kDẏ(t) =

= −kP cTx− kIz − kDcTẋ = −kP cTx− kIz − kDcT(Ax+ bu) =

= −kP
(
cT 0

)
g − kI

(
0 1

)
g − kD

(
cTA 0

)
g − kDcTbu,

откуда

(1 + kDc
Tb)u = −kP

(
cT 0

)
g − kI

(
0 1

)
g − kD

(
cTA 0

)
g

или

u = − kP
1 + kDcTb

(
cT 0

)
g − kI

1 + kDcTb

(
0 1

)
g − kD

1 + kDcTb

(
cTA 0

)
g.(5)

Если ввести новые переменные

k1 =
kP

1 + kDcTb
, k2 =

kI
1 + kDcTb

, k3 =
kD

1 + kDcTb
,

то (5) примет вид

u = −
(
k1c

T + k3c
TA k2

)
g.(6)

Замыкая систему (4) обратной связью (6), приходим к замкнутой системе

ġ =

(
A− k1bcT − k3bcTA −k2b

cT 0

)
g, g(0) =

(
x0
0

)
,(7)

которой можно придать вид

ġ = (A0 + k1A1 + k2A2 + k3A3)g, g(0) =

(
x0
0

)
,(8)

где

A0 =

(
A 0

cT 0

)
, A1 =

(−bcT 0

0 0

)
, A2 =

(
0 −b
0 0

)
, A3 =

(−bcTA 0

0 0

)
.

При этом исходные параметры ПИД-регулятора восстанавливаются един-
ственным образом:

kP =
k1

1− k3cTb
, kI =

k2
1− k3cTb

, kD =
k3

1− k3cTb
.
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Зам е ч а ни е 1. Обратим внимание, что если векторы b и c ортогональны,
то

k1 = kP , k2 = kI , k3 = kD.

Как показывают многочисленные примеры, это вполне типичная ситуация,
так что — для упрощения записи — все дальнейшие выкладки относятся
именно к этому случаю.

Для удобства введем обозначение:

{A,K} = k1A1 + k2A2 + k3A3.

Для того, чтобы гарантировать желаемую степень устойчивости σ > 0 за-
мкнутой системы, введем в ее матрицу компоненту σI:

ġ = (A0 + {A,K} + σI)g.(9)

В самом деле, для стабилизирующего систему (9) регулятора K матрица A0+
+ {A,K}+ σI является гурвицевой. Отсюда непосредственно вытекает, что

max
i

Reλi(A0 + {A,K} + σI) = max
i

Reλi(A0 + {A,K}) + σ < 0,

т.е. степень устойчивости исходной системы не меньше σ:

max
i

Reλi(A0 + {A,K}) < −σ.

Продолжим и перейдем к преобразованию функционала (3). Поскольку

x =
(
I 0

)
g,

то начальные условия g(0) =

(
x0
0

)
будут распределены с нулевым средним

и ковариационной матрицей
(
Σ 0
0 0

)
.

По лемме Беллмана для системы (7) имеем:

J(K) = Ex(0)

∞∫

0

y2(t)dt+ ρ|K|2 =

= Eg(0)

∞∫

0

gT(t)

(
ccT 0
0 0

)
g(t)dt + ρ|K|2 =

= Eg(0)g
T(0)Qg(0) + ρ|K|2 = trQ

(
Σ 0
0 0

)
+ ρ|K|2.
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Здесь Q ∈ R
(n+1)×(n+1) — решение уравнения Ляпунова

AT
KQ+QAK = −

(
ccT 0
0 0

)
,(10)

где

AK = A0 + {A,K} + σI.

Сделаем следующее

Предп о л ожени е. Пусть известен регулятор K0 =
(
k01 k02 k03

)
, ста-

билизирующий систему с заданным запасом устойчивости σ, т.е. такой,
что матрица AK0 = A0 + {A,K0}+ σI гурвицева.

Перейдем к описанию свойств функции J(K).

Лемма 1. Функция J(K) определена и положительна на множестве S
стабилизирующих регуляторов.

Действительно, если матрица AK гурвицева, то решение Q < 0 уравнения
Ляпунова (10) существует; тем самым, определена функция J(K) > 0. Мно-
жество ее определения S может быть невыпуклым и несвязным, причем его
границы могут быть негладкими.

Перейдем к вычислению градиента функции J(K).

Лемма 2. Функция J(K) определена на множестве стабилизирующих
обратных связей K. На этом допустимом множестве она дифференцируе-
ма, причем градиент дается выражениями

∂J(K)

∂ki
= ∇iJ(K) = 2 tr Y QAi + 2ρki, i = 1, 2, 3,(11)

где матрица Y является решением уравнения Ляпунова

AKY + Y AT
K +

(
Σ 0
0 0

)
= 0.(12)

Доказательство этого утверждения приведено в Приложении.

4. Алгоритм решения

Авторы предлагают следующий итеративный подход к решению этой за-
дачи; в его основе лежит применение градиентного метода по переменной K.
Приведем принципиальную схему алгоритма.

А лг о ри тм 1 для минимизации J(K):

1. Задаемся параметрами ε > 0, γ > 0, 0 < τ < 1 и начальным стабилизирую-
щим приближением K0.
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2. На j-й итерации задано Kj . Вычисляем AKJ
= A0 + {A,Kj}, решаем урав-

нения (10), (12) и находим матрицы Q и Y ; вычисляем градиент

Hj = ∇J(Kj)

из уравнения (11). Если ‖Hj‖ 6 ε, то Kj принимаем за приближенное ре-
шение.

3. Делаем шаг градиентного метода

Kj+1 = Kj − γjHj.

Длину шага γj > 0 подбираем дроблением γ до выполнения условий:
а. Kj+1 — стабилизирующий регулятор;
б. J(Kj+1) 6 J(Kj)− τγj‖Hj‖2.

4. Переходим к п. 2.

Сделаем несколько замечаний. Прежде всего, нетривиальным моментом
является выбор начального стабилизирующего регулятора K0. Здесь мож-
но прибегнуть к помощи D-разбиения [21] или воспользоваться методами
прямого поиска (см., например, [9]). В некоторых случаях может оказать-
ся полезным следующий прием: для некоторой положительно-определенной
матрицы Q попытаться разрешить неравенство Ляпунова AT

K0
Q+QAK0 ≺ 0

относительно K0. Также часто в практических задачах требуется улучшить
качество уже имеющегося ПИД-регулятора путем настройки его параметров.
Наконец, если исходная система управления является устойчивой (как часто
и бывает на практике), вопрос выбора начального регулятора решается оче-
видным образом.

Еще одним важным моментом является выбор пробного шага градиентно-
го метода. Весьма перспективным является его выбор из следующих сообра-
жений. Найдем для некоторого стабилизирующего регулятора Kj решение Q
уравнения Ляпунова

(A0 + σI + {A,Kj})TQ+Q(A0 + σI + {A,Kj}) = −I.

Рассмотрим приращение по K:

Kj → Kj − γHj, Hj = ∇J(Kj),

и найдем, для каких γ матрица Q останется матрицей квадратичной функции
Ляпунова для AKj−γHj

= A0 + σI + {A,Kj − γHj}, т.е.

(A0 + σI + {A,Kj − γHj})TQ+Q(A0 + σI + {A,Kj − γHj}) ≺ 0.

С учетом исходного уравнения имеем

γ(−{A,Hj}TQ−Q{A,Hj}) ≺ I,

откуда

γ < λ−1
max(−{A,Hj}TQ−Q{A,Hj}).
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5. Примеры

Рассматриваемые далее примеры взяты из статьи [23]. Всюду в этом раз-
деле будем полагать Σ = I.

Прим ер 1. Рассмотрим передаточную функцию

G(s) =
1

(1 + s)(1 + αs)(1 + α2s)(1 + α3s)
, α = 0,5.

Matlab-процедура tf2ss доставляет матрицы системы в пространстве со-
стояний:

A =




−15 −70 −120 −64
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 , b =




1
0
0
0


 , c =




0
0
0
64


 .

Пусть

σ = 0,25, ρ = 10.

При выборе в качестве начального стабилизирующего регулятора

K0 =
(
9,5717 4,8538 8,0028

)
,

оптимизационная процедура приводит к регулятору

K∗ =
(
7,6296 3,4331 3,1795

)
, |K∗| = 8,9502,

доставляющему интегральной части функционала J(K) значение 3,5327 ·103.
Возьмем теперь начальное приближение

K ′
0 =

(
4,3141 9,1065 1,8185

)
;

в результате получим регулятор

K ′
∗ =

(
7,6265 3,4327 3,1782

)
, |K∗| = 8,9469,

и значение функционала, равное J(K ′
∗) = 3,5333 · 103.

Как видно, значения функционала и нормы получившихся регуляторов
отличаются на доли процента.

Передаточная функция ПИД-регулятора с коэффициентами K∗ имеет вид

GPID(s) = 7,6296 +
3,4331

s
+ 3,1795s.

Система, замкнутая ПИД-регулятором K∗, является устойчивой по крите-
рию Найквиста; ее минимальный запас устойчивости по модулю составляет
7,41 дБ, а по фазе — 27,5◦, см. рис. 1.
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Рис. 1. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 1.

Сравним полученный ПИД-регулятор с регуляторами, полученными по
методу Циглера–Николса (ZN) [1], гармонического поиска (Harmony Search,
HS) [24], улучшенной версии алгоритма пчел (Improved Bees’ Algorithm,
IBA) [25] и алгоритма пчелиной колонии (Artificial Bee Сolony, ABC) [26],
подробнее см. [27]. Соответствующие результаты представлены в табл. 1.

На рис. 2 показана динамика выхода y(t) рассматриваемой системы при
некотором начальном условии

x0 =




−0,5715
−0,1249
0,6635

0,4664




из единичного шара: при замыкании найденным ПИД-регулятором K∗ (жир-
ная линия) и регуляторами из табл. 1.

Таблица 1. Сравнение ПИД-регуляторов по интегральной части функционала
и запасам устойчивости для примера 1

kP kI kD Ex(0)

∞∫
0

y2(t)dt Gm (дБ) Pm (град)

Алгоритм 1 7,6296 3,4331 3,1795 2,7303 · 103 7,41 27,5

ZN 3,9706 3,5749 1,1026 4,3752 · 103 12,4 35,0

HS 2,8206 1,8022 1,4330 3,6654 · 103 15,6 68,0

IBA 2,7852 1,7873 1,4157 3,6872 · 103 15,7 68,5

ABC 2,8458 1,8278 1,4535 3,6545 · 103 15,5 67,8
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Рис. 2. Траектории выхода системы из примера 1.
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Рис. 3. Траектории выхода системы из примера 1 при единичном ступенчатом
возмущении.

На рис. 3 показана динамика выхода y(t) рассматриваемой системы, за-
мкнутой найденным ПИД-регулятором K∗ (жирная линия) и регуляторами
из табл. 1 при единичном ступенчатом возмущении (и нулевом начальном
условии).

Как видно, синтезированный ПИД-регулятор вполне удовлетворителен по
своим характеристикам.
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Рис. 4. Оптимизационная процедура в примере 2.

Прим ер 2. Рассмотрим передаточную функцию

G(s) =
1− αs
(s + 1)2

, α = 0,1.

Matlab-процедура tf2ss доставляет матрицы системы в пространстве со-
стояний:

A =



−3 −3 −1
1 0 0
0 1 0


 , b =



1
0
0


 , c =




0
−0,1
1


 .

Полагая ρ = 10, σ = 0,1 и выбрав

K0 =
(
3,8710 6,1308 8,9234

)

в качестве начального стабилизирующего регулятора, при завершении опти-
мизационной процедуры получаем регулятор

K∗ =
(
0,4010 0,1870 0,0382

)
,

доставляющий интегральной части функционала J(K) значение 8,5440, см.
рис. 4.

Передаточная функция ПИД-регулятора с коэффициентами K∗ имеет вид

GPID(s) = 0,4010 +
0,1870

s
+ 0,0382s.

Замкнутая система с ПИД-регулятором K∗ является устойчивой по крите-
рию Найквиста; ее минимальный запас устойчивости по модулю составляет
21,1 дБ, а по фазе 78,9◦, см. рис. 5.
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Рис. 5. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 2.

Прим ер 3. Рассмотрим передаточную функцию

G(s) =
(s+ 6)2

s(s+ 1)2(s+ 36)
.

Matlab-процедура tf2ss доставляет матрицы системы в пространстве со-
стояний:

A =




−39 −111 −109 −36
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 , b =




1
0
0
0


 , c =




0
1
12
36


 .

При

ρ = 10, σ = 0,1,

и выборе в качестве начального стабилизирующего регулятора

K0 =
(
10,1955 9,8265 2,4392

)
,

оптимизационная процедура приводит к регулятору

K∗ =
(
6,7538 1,2114 2,2965

)
,

доставляющему интегральной части минимизируемого функционала значе-
ние 1,4774 · 103.

Замкнутая система с ПИД-регулятором K∗ является устойчивой по крите-
рию Найквиста; ее минимальный запас устойчивости по модулю бесконечен,
а по фазе равен 55,2◦, см. рис. 6.
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Рис. 6. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 3.
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Рис. 7. Оптимизационная процедура в примере 4.

Прим ер 4. Вернемся к примеру 1 и положим в нем α = 1. Оптимизацион-
ная процедура (при ρ = 0,5, σ = 0,07) завершается нахождением регулятора

GPID(s) = 1,7408 +
0,2849

s
+ 1,8615s,

см. рис. 7.
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Рис. 8. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 4.

Он доставляет интегральной части минимизируемого функционала значе-
ние 8,9878 и обладает минимальным запасом устойчивости по модулю 13,2 дБ,
а по фазе 76,2◦, см. рис. 8.

Сравнение найденного регулятора с тремя ПИД/ПИ-регуляторами, пред-
ложенными для этого же примера в работах [28–30], представлено в табл. 2.

На рис. 9 показана динамика изменения выхода y(t) рассматриваемой си-
стемы при некотором начальном условии

x0 =




−0,2456
−0,6435
−0,6921
−0,2161




из единичного шара: при замыкании найденным ПИД-регулятором K∗ (жир-
ная линия) и регуляторами из табл. 2.

На рис. 10 показана динамика выхода y(t) рассматриваемой системы, за-
мкнутой найденным ПИД-регулятором K∗ (жирная линия) и регуляторами

Таблица 2. Сравнение ПИД-регуляторов по интегральной части функционала
и запасам устойчивости для примера 4

kP kI kD Ex(0)

∞∫
0

y2(t)dt Gm (дБ) Pm (град)

Алгоритм 1 1,7408 0,2849 1,8615 8,9878 13,2 76,2

Из работы [28] 0,925 0,9 2,86 9,6715 14,87 43,0

Из работы [29] 0,83 0,318 0,3569 10,7752 14,34 62,5

Из работы [30] 1,031 0,3529 0 12,5559 17,25 96,2
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Рис. 9. Траектории выхода системы из примера 4.
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Рис. 10. Траектории выхода системы из примера 4 при единичном ступенча-
том возмущении.

из табл. 2 при единичном ступенчатом возмущении (и нулевом начальном
условии).

Как видно, синтезированный ПИД-регулятор обладает вполне удовлетво-
рительными характеристиками.
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Рис. 11. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 5.

Прим ер 5. Рассмотрим передаточную функцию

G(s) =
10s3 + 9s2 + 362,4s+ 36,16

2s5 + 2,7255s4 + 138,4292s3 + 156,471s2 + 637,6472s + 360,1779

из статьи [7].

Предложенный алгоритм (при ρ = 0,001, σ = 0,01) дает ПИД-регулятор

GPID(s) = 201,1057 +
75,9364

s
+ 6,2735s,

доставляющий интегральной части минимизируемого функционала значение
1,0614 · 103 и обладающий бесконечным запасом устойчивости по модулю и
запасом по фазе 52,2◦, см. рис. 11.

Его сравнение с тремя ПИД-регуляторами, предложенными для рассмат-
риваемой системы в работе [8], представлено в табл. 3.

Синтезированный ПИД-регулятор обладает весьма удовлетворительными
характеристиками. На рис. 12 показана динамика изменения выхода y(t) рас-

Таблица 3. Сравнение ПИД-регуляторов по интегральной части функционала
и запасам устойчивости для примера 5

kP kI kD Ex(0)

∞∫
0

y2(t)dt Gm (дБ) Pm (град)

Алгоритм 1 201,1057 75,9364 6,2735 1,0614 · 103 ∞ 52,2

#1 из [8] 185 2986 9 1,7338 · 103 −10,2 60,8

#2 из [8] 20 800 9 1,3503 · 104 −7,79 87,5

#3 из [8] 19 200 9 1,3769 · 104 −10 78,6
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Рис. 13. Траектории выхода системы из примера 5 при единичном ступенча-
том возмущении.

сматриваемой системы при некотором начальном условии

x0 =




−0,5228
−0,4387
−0,3609
−0,1148
−0,6251




из единичного шара при замыкании найденным ПИД-регулятором K∗ (жир-
ная линия) и регуляторами из работы [8].
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На рис. 13 показана динамика выхода y(t) рассматриваемой системы, за-
мкнутой найденным ПИД-регулятором K∗ (жирная линия) и регуляторами
из табл. 3 при единичном ступенчатом возмущении (и нулевом начальном
условии).

Таким образом, синтезированный ПИД-регулятор обладает вполне удовле-
творительными характеристиками.

6. Заключение

В статье рассмотрены только SISO-системы, однако предлагаемый под-
ход полностью может быть перенесен и на многомерный случай. При этом
выкладки становятся несколько более громоздкими, в то время как идейная
сторона меняется мало.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма П.1. Пусть X и Y — решения двойственных уравнений Ляпуно-
ва с гурвицевой матрицей A:

ATX +XA+W = 0 и AY + Y AT + V = 0.

Тогда

trXV = trYW.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы П.1. В самом деле, прямым вычислением
имеем

tr (XV ) = tr
(
X(−AY − Y AT)

)
= − tr (XAY )− tr (XY AT) =

= − tr (XAY )T − tr (ATXY )
T
= tr

(
Y (−ATX −XA)

)
= tr (YW ).

Лемма П.1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. В уравнении (10) придадим величине K
приращение ∆K и обозначим соответствующее приращение Q через ∆Q:

AT
K+∆K(Q+∆Q) + (Q+∆Q)AK+∆K = −

(
ccT 0
0 0

)

или

(AK + {A,∆K})T(Q+∆Q) + (Q+∆Q)(AK + {A,∆K}) = −
(
ccT 0
0 0

)
,

откуда после линеаризации имеем

AT
K∆Q+∆QAK +Q{A,∆K}+ {A,∆K}TQ = 0.(Π.1)
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Вычислим приращение функционала f(K), линеаризуя соответствующие
величины:

∆J(K) = tr (Q+∆Q)

(
Σ 0
0 0

)
+ ρ|K +∆K|2 − trQ

(
Σ 0
0 0

)
− ρ|K|2 =

= tr∆Q

(
Σ 0
0 0

)
+ 2ρ(K,∆K).

Рассмотрим уравнение Ляпунова (12), двойственное к (Π.1). По лемме П.1
из уравнений (Π.1) и (12) имеем

∆J(K) = tr∆Q

(
Σ 0
0 0

)
+ 2ρ(K,∆K) = 2 tr Y Q{A,∆K} + 2ρ(K,∆K),

так что

dJ(K) = 2 tr Y Q
3∑

i=1

Aidki + 2ρ(K, dK),

откуда имеем (11). Лемма 2 доказана.
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ОПТИМИЗАЦИЯ РАСХОДА ТОПЛИВА ВОЗДУШНОГО
СУДНА НА ЭТАПЕ НАБОРА ВЫСОТЫ1

Рассматривается задача минимизации расхода топлива дозвукового
турбореактивного пассажирского самолета на этапе набора высоты. Це-
левая функция оптимизации кроме расхода топлива включает время, за-
траченное на этап набора высоты, так как оптимизация набора высоты —
это часть задачи оптимизации всего полета с требованием прибытия в
заданную точку в заданное время. Так как в конце этапа нужно выйти
на заданные значения скорости и высоты, с которых должен начинаться
крейсерский полет, то в целевую функцию добавлены штрафы за недо-
стижение этих значений. Значение целевой функции — это результат чис-
ленного решения системы дифференциальных уравнений, поэтому для
оптимизации предлагается безградиентный метод поиска с использова-
нием точек-кандидатов и учетом ограничений. Рассмотрен пример опти-
мизации расхода топлива в сравнении со стандартным профилем набора
высоты для двух вариантов возможной реализации системы управления:
управление тягой и тангажом или управление только тангажом при по-
стоянном значении управления тягой.

Ключевые слова: оптимизация, дозвуковой турбореактивный самолет, на-
бор высоты, расход топлива, моделирование полета.
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1. Введение

В работе исследуется задача оптимизации этапа набора высоты в рамках
общей задачи минимизации расхода топлива дозвукового турбореактивного

1 Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда, проект № 21-
71-30005.
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среднемагистрального узкофюзеляжного пассажирского самолета при усло-
вии прибытия в заданное время в точку захода на посадку. В [1] рассматри-
вался этап крейсерского полета. Этап набора высоты начинается от высоты,
на которой заканчивается этап взлета, когда шасси и закрылки убраны, и
конфигурация самолета — это конфигурация полета по маршруту. Обычно
это значение принимается равным 1500 футов, но может отличаться в зави-
симости от воздушного судна и условий аэродрома. Для исследуемого этапа
должна быть задана эта начальная высота и другие начальные условия для
этой точки: скорость, угол наклона траектории, масса. В конце этапа набора
высоты необходимо выйти на значения высоты и скорости, с которых будет
начинаться этап крейсерского полета. В рассматриваемой задаче оптимиза-
ции этапа набора высоты предполагается, что эти значения заданы. Необхо-
димо учитывать ограничения допустимой скорости, в том числе обусловлен-
ные ограничением шума на малой высоте, а также ускорения и скороподъ-
емности, обусловленные не только техническими ограничениями воздушного
судна, но и требованиями комфорта пассажиров. Существенной особенно-
стью этапа набора высоты является учет доступной тяги двигателей, так как
допустимые значения ускорения и угла наклона траектории могут требовать
значения тяги, превышающие максимально доступное. Кроме того, доступ-
ная тяга уменьшается с ростом высоты полета. Это приводит к тому, что
если пытаться поддерживать высокое значение угла наклона траектории, то
скорость будет падать, а при поддержании допустимого ускорения или даже
постоянной скорости угол наклона траектории должен уменьшаться по мере
увеличения высоты.

Так как этап набора высоты непродолжителен, то очевидно, что выигрыш
расхода топлива, полученный в результате оптимизации, в абсолютных зна-
чениях будет незначителен. В [2] такой вывод сделан при сравнении резуль-
татов оптимизации набора высоты дальнемагистрального самолета для трех
различных критериев: минимизации пройденного расстояния, затраченного
времени и расхода топлива. Экономия при минимизации расхода топлива по
сравнению с расходом, полученным при оптимизации по другим критериям,
составила менее 1%. Необходимо заметить, что в этой работе горизонтальное
ускорение и угол наклона траектории принимаются постоянными в каждый
момент времени, что позволяет не моделировать систему управления, прене-
брегая переходными процессами.

В [3] движение воздушного судна моделируется через энергетическое со-
стояние с использованием аппроксимирующей табличной функции, завися-
щей от высоты, скорости, угла атаки, угла руля высоты и управления тягой.
Для определения секундного расхода топлива также используется таблица за-
висимости от высоты, скорости и управления тягой. Таким образом, переход-
ные процессы тоже не учитываются, и система управления не моделируется.
При поиске оптимального решения методом нелинейного программирования
для угла набора высоты и управления тягой получено подтверждение при-
меняемого на практике правила, что значение управления тягой выбирается
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максимально разрешенным (положение “Climb”) на всем этапе набора высо-
ты. Для среднемагистрального самолета получена экономия топлива до 0,9%
по сравнению со стандартным профилем с постоянной приборной скоростью.
При оптимизации и сравнении результатов учитывается типовое ограничение
приборной скорости на высоте до 10 000 футов. Заметим, что в этой работе не
учитывается ограничение на горизонтальное ускорение, что приводит к рез-
кому росту скорости и скачкам угла набора высоты при достижении высоты
полета 10 000 футов.

Многокритериальная оптимизация, учитывающая кроме расхода топлива
выбросы CO2 и NOx, рассматривается в [4], где отмечается, что в зависимо-
сти от условий полета выбросы NOx могут быть непропорциональны расходу
топлива. Так как этап набора высоты часто происходит в густонаселенных
районах, сокращение вредных выбросов является одним из основных факто-
ров оптимизации.

Экологический критерий оптимизации как сумма расхода топлива и уров-
ня шума рассмотрен в [5]. Здесь задача оптимизации сформулирована как за-
дача терминального управления и предложено ее решение псевдоспектраль-
ным методом Чебышева. Рассмотрена оптимизация набора высоты дальнема-
гистрального самолета для четырех значений начальной массы и проведено
сравнение с записями данных реальных полетов. Полученную значительную
экономию топлива от 7 до 23% оптимального решения по сравнению с ре-
альными полетами можно объяснить тем, что, во-первых, при оптимизации
не учитывалось время, затраченное на набор высоты, и это время получи-
лось примерно на 30% больше при практически том же расстоянии полета,
а во-вторых, в модели не учитываются ограничения на допустимое ускоре-
ние и доступную тягу, что видно на приведенных графиках скорости. Поэто-
му важно находить значение критерия оптимизации по более точной модели
системы.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 описана матема-
тическая модель движения центра масс воздушного судна без маневрирова-
ния по курсу. Это система с двумя степенями свободы: управление тягой и
тангажом, которые формируются в соответствии с выбранными значения-
ми скорости и угла наклона траектории. При том, что большую часть этапа
набора высоты значение тяги получается равным максимально доступному,
рассмотрен также вариант системы с одной степенью свободы — управле-
ние тангажом, тогда как тяга принимается равной максимально доступной.
В разделе 3 приведена постановка задачи оптимизации, где вектор варьируе-
мых переменных — это значения уставок для соответствующих регуляторов
калиброванной приборной скорости и угла наклона траектории на каждом
участке равной длины, на которые разбивается этап набора высоты, а целе-
вая функция — это расход топлива на этапе со штрафами за время и недо-
стижение заданных значений скорости и высоты в конце этапа. В разделе 4
предложен алгоритм оптимизации, основанный на покоординатном спуске с
учетом ограничений и со вспомогательными точками-кандидатами. Пример
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оптимизации набора высоты среднемагистрального пассажирского самолета
представлен в разделе 5. Заключительные выводы приведены в разделе 6.

2. Математическая модель движения воздушного судна

Модель движения центра масс воздушного судна может быть описана сле-
дующей системой дифференциальных уравнений [1, 6, 7]:

mV̇ = T cos(α+ φ)− 1

2
cxρSV

2 −mg sinΘ + V qc,

mV Θ̇ = T sin(α+ φ) +
1

2
cyρSV

2 −mg cosΘ,
ḣ = V sinΘ,

L̇ = V cosΘ + Vw,

ṁ = −qc,
Ṫ = −k1T + k2δT ,

θ̇ = −k3θ + k4δθ,

(1)

где m — масса воздушного судна (кг), V — воздушная скорость (м/с), T —
суммарная тяга двигателей (Н), α — угол атаки (рад), φ — угол установки
двигателей (рад), cx, cy — аэродинамические коэффициенты лобового сопро-
тивления и подъемной силы, ρ — плотность воздуха (кг/м3), S — площадь
крыла (м2), g — ускорение свободного падения (м/с2), Θ — угол наклона
траектории (рад), h — высота полета (м), L — пройденное расстояние (м),
Vw — скорость попутной/встречной составляющей ветра (м/с), qc — секунд-
ный расход топлива (кг/с), θ — тангаж — угол между осью воздушного судна
и горизонтом (рад), δT , δθ — значения сигналов управления, k1, k2, k3, k4 —
коэффициенты упрощенных моделей первого порядка динамики тяги и тан-
гажа. Точное моделирование тяги — это фактически моделирование работы
двигателя, которая описывается намного более сложной системой уравнений
с большим количеством параметров. Для целей оценки расхода топлива пред-
лагается учитывать только доминирующую динамику.

К этим дифференциальным уравнениям нужно добавить, что угол атаки
определяется как разность тангажа и угла наклона траектории, как показано
на рис. 1:

α = θ −Θ,(2)

а секундный расход топлива — это произведение тяги и удельного расхода
топлива η (кг/с/Н):

qc = ηT.(3)

Переменные системы (1)–(3) можно разбить на несколько групп:

1) переменные состояния системы дифференциальных уравнений:
m,V,Θ, h, L, T, θ, для которых требуется задать начальные значения;
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Рис. 1. Углы тангажа θ, атаки α и наклона траектории Θ. Стрелкой показано
направление движения центра масс.

2) известные константы: φ, S, k1, k2, k3, k4 — должны быть заданы для
исследуемой модели воздушного судна, g принимаем равным стандартному
значению g0 = 9, 80665;

3) параметры атмосферы: значение ρ в зависимости от текущей высоты в
этой работе определяем из стандартной атмосферы [8] или оно может быть
получено из данных температуры и давления реальной атмосферы; скорость
ветра в этой работе не учитываем, и значение Vw принимаем равным 0;

4) значения табличных или аппроксимирующих функций, заданных для
исследуемой модели воздушного судна, в зависимости от текущих значений
переменных состояния: аэродинамические коэффициенты cx и cy зависят от
угла атаки α и числа Маха M = V/a, где a — скорость звука на текущей
высоте полета; удельный секундный расход топлива η зависит от текущих
значений высоты, числа Маха и тяги [9];

5) вычисляемые значения угла атаки α и секундного расхода топлива qc
по формулам (2) и (3) соответственно;

6) значения сигналов управления δT , δθ.

Значения δT , δθ формируются системой управления, работу которой также
надо моделировать. Если точная реализация системы управления доступна
и ее вычислительная сложность не велика, то можно моделировать ее пол-
ностью. При использовании упрощенной модели системы управления необхо-
димо добиться схожих переходных процессов, в том числе для управляющих
сигналов для корректной оценки расхода топлива. В настоящей статье бу-
дем моделировать систему управления вычислительно простыми алгоритма-
ми ПИД- и ПИ-регуляторов, коэффициенты которых подобраны так, чтобы
переходные процессы были близки к реальной системе.

Предполагается, что на этапе набора высоты управление тягой формиру-
ется ПИД-регулятором скорости:

δT = PID(VSP − VCAS),(4)

где VSP — требуемое значение калиброванной приборной скорости (узлы), а
VCAS — текущее значение калиброванной приборной скорости, которое можно
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вычислить по стандартной формуле [10]:

VCAS = a0

√√√√5

((
P

P0
((1 + 0,2M2)3,5 − 1) + 1

)2/7

− 1

)
,(5)

где a0, P0 — скорость звука и давление на уровне моря в стандартной атмо-
сфере, P — давление на текущей высоте, M — число Маха. Таким образом,
калиброванная приборная скорость определяется значениями переменных со-
стояния V и h. Требуемое значение VSP должно определяться исходя из це-
лей оптимизации с учетом ограничений на допустимые значения. Заметим,
что истинная воздушная скорость V в системе (1), соответствующая значе-
нию VCAS, зависит от высоты, т.е. при постоянном значении калиброванной
приборной скорости VCAS значение истинной воздушной скорости V должно
возрастать с ростом высоты.

Следует учитывать, что в конце этапа набора высоты нужно выйти на
заданную скорость начала крейсерского полета, которая выражена числом
Маха MSP, и в крейсерском полете регулятор поддерживает заданное чис-
ло Маха. Поэтому при достижении заданной скорости начала крейсерского
полета регулятор тяги должен переключиться на заданное число Маха MSP

вместо калиброванной приборной скорости:

δT = PID(MSP −M).(6)

Будем также предполагать, что управление тангажом формируется
ПИ-регулятором угла наклона траектории:

δθ = PI(ΘSP −Θ),(7)

где ΘSP — требуемое значение угла наклона траектории, которое при дости-
жении заданной высоты начала крейсерского полета hSP формируется регу-
лятором высоты:

ΘSP = Kh(hSP − h).(8)

Таким образом, заданные значения VSP и ΘSP для заданных начальных
условий определяют полет воздушного судна в соответствии с уравнениями
(1)–(5), (7) до достижения заданных целевых значений набора высоты: числа
МахаMSP, когда регулятор (4) заменяется на (6), и высоты hSP, когда уставка
для регулятора (7) формируется регулятором (8). Численно моделируя полет
на некотором участке, можно получить значение расхода топлива на этом
участке, а также значения скорости и высоты, достигнутые в конце этого
участка. При этом необходимо учитывать существующие ограничения:

— технические — это допустимые минимальная и максимальная калибро-
ванные приборные скорости VCASmin

, VCASmax , максимально допустимые угол
атаки α, ускорение и скороподъемность, доступная тяга двигателей T ;

— диспетчерские — например, во многих аэропортах действует ограниче-
ние VCAS < 250 узлов для высоты h < 10 000 футов;
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— целевые — скорость и высота в конце этапа должны отличаться от тре-
буемых на величину не более заданной погрешности.

На рассматриваемом этапе доступная тяга двигателей — это не предельное
значение, а значение, рекомендуемое для этапа набора высоты (положение
“Climb” на рычаге управления двигателями). Кроме того, при неизменном
значении управления тягой само значение тяги зависит от скорости и атмо-
сферного давления — при росте скорости и высоты значение тяги снижает-
ся. При моделировании для получения значения доступной тяги Tmax можно
использовать аппроксимирующие формулы [9]. Если принять приоритет ско-
рости, то требуемое значение угла наклона траектории должно выбираться
как Θ̌SP = min(ΘSP, Θ̌), где Θ̌ — максимально возможный угол наклона тра-
ектории для текущих условий, определяемый из (1) для значения доступной
тяги Tmax:

Θ̌ = arcsin

((
Tmax cos(α+ φ)− 1

2
cxρSV

2 −mV̇
)
/mg

)
.(9)

Особенность этапа набора высоты состоит в том, что большую часть вре-
мени необходимо использовать всю доступную тягу, чтобы обеспечить уско-
рение и набор высоты. На таких участках вместо предпоследнего уравне-
ния системы (1), моделирующего тягу, и регулятора тяги (4) можно принять
T = Tmax, а управление тангажом будет осуществляться для поддержания
заданной скорости:

δθ = PID(VSP − VCAS).(10)

Такой режим может сохраняться до того момента, когда будет достигнута
заданная высота в конце этапа. После этого управление тангажом переклю-
чается на регулятор угла наклона траектории (7), где ΘSP определяется раз-
ницей заданного и текущего значений высоты. При достижении заданных
скорости MSP и высоты hSP включается управление тягой (6).

3. Постановка задачи

В работе рассматривается задача оптимизации расхода топлива воздуш-
ного судна на этапе набора высоты при предположении прямолинейного дви-
жения, т.е. без учета маневрирования по курсу. Предполагается, что заданы

— параметры воздушного судна: константы φ, S, таблицы и аппрокси-
мирующие формулы для аэродинамических коэффициентов cx(α,M) и
cy(α,M), коэффициенты k1, k2, k3, k4 для системы (1), формулы и коэффици-
енты регуляторов (4), (6), (7), (8), аппроксимирующие формулы для расчета
удельного расхода топлива η(h,M, T ) и доступной тяги Tmax(h, VCAS);

— начальные значения переменных состояния системы (1): m, V , Θ, h, L,
T , θ;

— ограничения допустимых значений: скорости VCAS ∈ [VCASmin
, VCASmax ],

углов наклона траектории Θ 6 Θmax и атаки α 6 αmax, ускорения V̇ 6 V̇max

и скороподъемности V sinΘ 6 Vvertmax ;
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— значения скорости MSP и высоты hSP, которые должны быть достигну-
ты в конце этапа набора высоты, и допустимые погрешности εM и εh;

— горизонтальное расстояние полета R, отведенное на этап набора высоты,
достаточное и с некоторым запасом, чтобы заданные значения скорости и
высоты в конце этапа могли быть достигнуты.

Тогда, как следует из приведенного выше описания динамики движения
воздушного судна, необходимо определить для каждого момента времени
требуемые значения калиброванной приборной скорости VSP и угла накло-
на траектории ΘSP, обеспечивающие при соблюдении всех ограничений вы-
ход на заданные значения скорости и высоты в конце этапа с минимальным
расходом топлива. Предлагается формировать значения VSP и ΘSP как ку-
сочно-постоянные функции, разделив расстояние этапа на n участков равной
длины, на каждом из которых будут использоваться постоянные значения
VSPi

, ΘSPi
, i = 1, . . . , n. В конце расстояния, отведенного на этап набора вы-

соты, нужно предусмотреть участок длиной rfin, на котором управление осу-
ществляется исходя из требуемых значений скорости и высоты в конце этапа.
Тогда целевые значения скорости или высоты не будут достигнуты только в
случае выбора слишком низких значений VSPi

или ΘSPi
, а в остальных слу-

чаях этот финальный участок может давать дополнительный расход топлива
при неоптимальном выборе значений VSPi

и ΘSPi
. Таким образом, при за-

данных значениях R, rfin и n длина участков равна r = R−rfin
n .

Зад а ч а 1. Для этапа набора высоты для заданных параметров воздуш-
ного судна, начальных условий, расстояния, отведенного на этап набора вы-
соты, и числа участков n определить значения вектора

x = [VSP1 , . . . , VSPn ,ΘSP1 , . . . ,ΘSPn ](11)

такие, что при соблюдении заданных ограничений на скорость, угол накло-
на траектории, ускорение, скороподъемность и доступную тягу двигателей
минимизируется функционал

f(x) =

tcl∫

0

qc(t)dt+ C1tcl + C2(M) |MSP −M(tcl)|+ C3(h) |hSP − h(tcl)| ,(12)

где tcl — время, затраченное на прохождение расстояния R, а C1, C2, C3 —
весовые коэффициенты.

Для того, чтобы незначительные отклонения полученных в конце этапа
значений скорости M(tcl) и высоты h(tcl) от заданных не влияли на резуль-
тат оптимизации, нужно определить допустимые погрешности εM и εh и при
выполнении условий |MSP −M(tcl)| < εM и |hSP − h(tcl)| < εh принимать зна-
чения C2(M) и C3(h) равными 0. При превышении допустимых погрешностей
значения весовых коэффициентов C2(M) и C3(h) должны быть достаточно
большими, чтобы полученное значение функционала (12) не могло быть оп-
тимальным.
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Итак, в функционале (12) первое слагаемое соответствует расходу топлива
на этапе, второе учитывает время, затраченное на этап, а третье и четвер-
тое — это штрафы за недостижение заданных скорости и высоты в конце
этапа. Про второе слагаемое поясним, что хотя здесь нет задачи минимиза-
ции времени полета, но есть задача прилета в заданное время. Эта задача
решается при оптимизации этапов крейсерского полета и снижения, и ес-
ли уменьшение времени, отведенного на эти этапы приводит к увеличению
расхода топлива, то это должно быть учтено при оптимизации набора вы-
соты выбором весового коэффициента C1. Его значение должно быть равно
дополнительному расходу топлива на последующих этапах при сокращении
времени, оставленного на эти этапы, на 1 секунду.

4. Алгоритм оптимизации

В задаче оптимизации, соответствующей задаче 1, вектор варьируемых пе-
ременных (11) состоит из двух групп: x = [x1, x2], где x1 = [VSP1 , . . . , VSPn

] —
значения скорости, x2 = [ΘSP1 , . . . ,ΘSPn ] — значения угла наклона траекто-
рии для каждого из участков. Таким образом, i-му участку полета соответ-
ствуют i-е элементы обеих групп. Для варьируемых переменных заданы огра-
ничения:

VSPi
∈ [VCASmin

, VCASmax ] , ΘSPi
∈ [0,Θmax], i = 1, . . . , n,(13)

которые можно записать как xi ∈ [lbi, ubi], i = 1, . . . , 2n, где lbi, ubi — соответ-
ствующие нижняя и верхняя границы для i-го элемента вектора x. При этом
нужно учитывать, что дополнительные ограничения, такие как ограничение
скорости на высоте до 10 000 футов и ограничение угла наклона траектории,
обусловленное доступной максимальной тягой, здесь не описываются, так как
зависят от текущих значений переменных состояния и не могут быть привя-
заны к участкам, связанным только с расстоянием. Эти ограничения должны
быть реализованы в процедуре численного моделирования при вычислении
значения целевой функции.

Значение целевой функции (12) — это результат численного решения си-
стемы нелинейных дифференциальных и алгебраических уравнений (1)–(10),
поэтому ее градиент практически недоступен. Следует отметить, что реше-
ние для любого вектора варьируемых переменных находится для одинакового
расстояния R независимо от момента достижения заданных скорости и высо-
ты в конце этапа, т.е. сравниваются расход топлива и время для расстояния,
отведенного на этап набора высоты, с дополнительными штрафами при недо-
стижении заданных целевых значений скорости и высоты.

Задачу поиска минимума целевой функции (12) для вектора варьируемых
переменных (11) в границах (13) предлагается решать детерминированным
методом, основанным на покоординатном спуске [11, 12], с вспомогательны-
ми точками-кандидатами. Особенности вычисления целевой функции ставят
дополнительные задачи алгоритму оптимизации. Одна из них — это необ-
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ходимость учитывать, что выбранное значение угла наклона траектории на
i-м участке, удовлетворяющее ограничениям (13), может быть не реализовано
из-за ограничения доступной тяги (9), и тогда для различных вариантов век-
тора варьируемых переменных (11) могут получаться одинаковые значения
целевой функции. Для эффективного поиска реализован выбор x с меньшим
значением угла наклона траектории при отличии значений целевой функции
на величину, меньшую заданного порога εf .

Другая особенность — это неявные ограничения на итоговые скорость MSP

и высоту hSP, реализованные как элементы целевой функции. Хотя для их
достижения выделен отдельный участок, предыдущая «программа» набора
высоты может быть такой, что эти требуемые значения скорости и/или вы-
соты будут не достижимы. Для получения решения, удовлетворяющего ос-
новной задаче этапа набора высоты — выход на заданные значения скорости
и высоты, необходим выбор соответствующих весовых коэффициентов C2, C3

в целевой функции (12).

Итак, для решения задачи 1 предлагается следующий алгоритм оптими-
зации.

А лг о ри тм 1.

1. Выбрать начальную точку x0 = [x1,(0), x2,(0)] : x0i ∈ [lbi, ubi].
2. Рассчитать рекордное значение целевой функции f∗ = f(x0).
3. Инициировать счетчики:
l = 0 — общий счетчик итераций,
k1 = k2 = 1 — внутренние счетчики для каждой группы переменных,
lbad = 0 — счетчик неэффективных шагов.

4. Выбрать блок переменных j = mod(l, 2) + 1.
5. Выбрать основную изменяемую компоненту kj в блоке переменных xj и

увеличить ее счетчик: kj ← (mod(kj + 1, n) + 1).
6. Сформировать набор точек-кандидатов X = {xa, xb, . . .} на основе вы-

бранной группы и изменяемой компоненты.
7. Вычислить целевую функцию во всех точках-кандидатах и выбрать сре-

ди них минимальное значение и соответствующую точку

xcand = argmin
x∈X

f(x).

8. Если значение функции удалось улучшить (f(xcand) < f∗), то изменить
текущую точку x(l+1) ← xcand, рекордное значение f∗ ← f(xcand), сбросить
счетчик неэффективных шагов lbad ← 0 и перейти к шагу 4.

9. Если значение целевой функции не улучшается, но близко к рекорду
(f(xcand) < f∗ + εf ), а угол подъема уменьшился, то изменить текущую точ-
ку x(l+1) ← xcand, увеличить счетчик неэффективных шагов lbad ← lbad + 1 и
перейти к шагу 4.

10. В противном случае сохранить текущую точку x(l+1) ← x(l) и рекорд-
ное значение, увеличить счетчик неэффективных шагов lbad ← lbad + 1.

11. Если счетчик неэффективных шагов равен числу переменных lbad =
= 2n, то завершить алгоритм и вернуть в качестве решения текущую точ-
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ку x(l) и соответствующий расход топлива f(x(l)). В противном случае перей-
ти к шагу 4.

Изменение основной выбранной компоненты k характеризуется парамет-
ром алгоритма γ, играющим роль длины шага, причем его значение различно
для каждой группы (скорости и угла наклона траектории). Подзадача выбо-
ра точек-кандидатов состоит в подборе нескольких «соседних» по отношению
к текущей точке, также удовлетворяющих ограничениям. Первые две точки
соответствуют изменению одной компоненты:

xak = max{xk − γ, lbk},
xbk = min{xk + γ, ubk},
xai = xbi = xi, i 6= k.

Здесь операции минимума и максимума гарантируют, что значение
k-й компоненты не выйдет за имеющиеся границы. Очевидно, что если те-
кущее значение уже находится на своей границе, то соответствующее изме-
нение координаты не требуется, так как точка-кандидат будет совпадать с
исходной точкой. Например, если xk = lbk, то xak = xk, и набор кандидатов
состоит только из одной точки xb.

Ещe четыре точки-кандидата формируются изменением соседних компо-
нент:

k > 1 :

γc = min{γ, xk − lbk, ubk−1 − xk−1},
xck = xk − γc,

xck−1 = xk−1 + γc,

xcj = xj , j 6= k, k − 1,

γd = min{γ, ubk − xk, xk−1 − lbk−1},
xdk = xk + γd,

xdk−1 = xk−1 − γd,
xdi = xi, i 6= k, k − 1,

k < n :

γe = min{γ, xk − lbk, ubk+1 − xk+1},
xek = xk − γe,

xek+1 = xk+1 + γe,

xei = xi, i 6= k, k + 1,

γf = min{γ, ubk − xk, xk+1 − lbk+1},
xfk = xk + γf ,

xfk+1 = xk+1 − γf ,
xfi = xi, i 6= k, k + 1.

Таким образом, формируется до шести точек-кандидатов.
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Для вектора x = [x1, x2] размерности 2n, включающего компоненты обеих
групп, реализовано формирование точек-кандидатов, которые одновремен-
но изменяют переменные из двух групп, относящиеся к одному и тому же
участку. Это даeт четыре дополнительных точки-кандидата для выбранной
основной компоненты k:

xak = max {xk − γspeed, lbk} ,
xan+k = min {xn+k + γangle, ubn+k} ,

xai = xi, i 6= k, n + k,

xbk = max {xk − γspeed, lbk} ,
xbn+k = max {xn+k − γangle, lbn+k} ,

xbi = xi, i 6= k, n+ k,

xck = min {xk + γspeed, ubk} ,
xcn+k = max {xn+k − γangle, lbn+k} ,

xci = xi, i 6= k, n+ k,

xdk = min {xk + γspeed, ubk} ,
xdn+k = min {xn+k + γangle, ubn+k} ,

xdi = xi, i 6= k, n+ k.

Итого, может быть сформировано до 10 точек-кандидатов для выполнения
шага 4 алгоритма 1. Отметим, что каждое вычисление целевой функции тре-
бует моделирования всего этапа набора высоты, поэтому большое число кан-
дидатов может негативно сказаться на общем времени работы алгоритма.

5. Пример

Предложенный в настоящей работе алгоритм оптимизации реализован в
среде программирования Matlab. Для его проверки разработана процедура
вычисления целевой функции (12), реализующая численное моделирование
системы (1)–(10) методом Эйлера первого порядка с шагом 1 с, что обеспечи-
вает достаточную точность моделирования при невысокой вычислительной
сложности. Выбор шага соответствует постоянным времени моделируемой
системы управления. В [1], где исследовалось моделирование крейсерского
полета с учетом переходных процессов, в том числе и при изменении высо-
ты полета, отмечено, что в рассматриваемой системе моделирование методом
Эйлера не дает заметной ошибки по сравнению с методом Рунге–Кутты чет-
вертого порядка.

В табл. 1 для моделируемого среднемагистрального пассажирского само-
лета приведены начальные значения, ограничения и требуемые значения, ко-
торые должны быть достигнуты в конце этапа. Ограничение VCAS < 250 уз-
лов для высоты h < 10 000 футов также будет учитываться.

94



Таблица 1. Параметры моделирования

Наименование Обозначение Значение Комментарий

Начальная масса m0 75 000 кг 75 т

Начальная высота h0 457 м 1500 футов

Требуемая конечная высота hSP 10363,2 м FL340

Начальная скорость VCAS0
223 узла V0 = 117,2 м/с

Требуемая конечная скорость MSP 0,8 V = 238,3 м/с

Моделируемое расстояние R 250 000 м 250 км

Размер финального участка rfin 50 000 м 50 км

Минимальная скорость VCASmin
200 узлов

Максимальная скорость VCASmax
300 узлов

Максимальное ускорение 0,2 м/с2

Максимальная скороподъемность 20 м/с

Максимальный наклон траектории Θmax 15 град

Число участков n 10

Таблица 2. Результаты оптимизации для начальной массы m0 = 75 т

Номер Вариант оптимизации Вариант
управления

Расход
топлива, кг

Время, с

1 Стандартный профиль 1 1443 1225

2 Минимальный расход 1 1419 1273

3 Минимальное время 1 1455 1218

4 Комбинированный (C1 = 0,4) 1 1429 1234

5 Стандартный профиль 2 1446 1217

6 Минимальный расход 2 1431 1249

7 Минимальное время 2 1445 1218

8 Комбинированный (C1 = 0, 4) 2 1433 1233

Стандартный профиль набора высоты состоит из трех участков:

1) для h < 10 000 футов требуемое значение скорости принимается равным
максимально разрешенному значению для этих высот VSP1 = 250 узлов;

2) для h > 10 000 футов требуемое значение скорости принимается равным
максимально разрешенному значению VSP2 = 300 узлов;

3) при достижении заданного значения скорости MSP переключаемся с ре-
гулятора калиброванной приборной скорости на регулятор скорости в Махах
с требуемым значением MSP.

Угол наклона траектории при этом выбирается максимально возможный для
текущего значения доступной тяги и допустимых значений ускорения и ско-
роподъемности.

Результаты оптимизации будем сравнивать с результатом набора высоты
по этому профилю. В табл. 2 приведены значения расхода топлива и време-
ни, затраченного на прохождение расстояния R для стандартного профиля,
оптимального по расходу топлива без учета времени, когда в минимизируе-
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мой функции (12) весовой коэффициент C1 = 0, оптимального по времени
без учета расхода (C1 = 1000) и по комбинированному критерию (C1 = 0,4).
При оптимизации по комбинированному критерию значение весового коэф-
фициента C1 должно выбираться исходя из дополнительного расхода топлива
на этапе крейсерского полета при сокращении времени, отведенного на этот
этап. Значение C1 = 0,4 получено моделированием последующего крейсерско-
го полета на расстояние 1000 км с разницей по выделенному времени в 1 мин.
Полученная разница в расходе, деленная на 60 для оценки разницы за 1 с,
составила примерно 0,4 кг, и была принята как значение весового коэффи-
циента C1. Остальные весовые коэффициенты функционала (12) выбраны
C2 = 20000 и C3 = 2 при εM = 0,001 и εh = 10.

Проведены моделирование стандартного профиля и оптимизация для двух
вариантов системы управления:

1) с управлением тягой (4) с переходом на регулятор (6) при достижении
заданного числа Маха и управлением тангажом (7) и

2) с тягой, равной доступной тяге Tmax для текущих условий полета (ав-
томат тяги выключен) и управлением тангажом (10), пока не будут достиг-
нуты заданные число Маха и высота, после чего включается автоматическое
управление тягой (6) и управление тангажом (7), поддерживающее заданную
высоту.

Число участков выбрано n = 10. Оптимизация для n = 20 также прово-
дилась, но получены практически такие же результаты. Очевидно, что для
расстояния, необходимого для набора высоты, выбор числа участков больше
10 не должен давать преимущества. Выбор n = 5 также дает близкие резуль-
таты, поэтому при практической реализации, когда быстродействие работы
алгоритма важно, следует более тщательно исследовать выбор минимально-
го числа участков, что сократит число варьируемых переменных. Следует
также заметить, что при оптимизации системы с управлением вида 2 ва-
рьируется только скорость на каждом участке, а угол наклона траектории
формируется максимально возможный. Поэтому в этом случае число варьи-
руемых переменных равно n, а не 2n, как при реализации управления вида 1.

По результатам оптимизации видно, что вариант управления 2, когда не
задействовано автоматическое управление тягой до тех пор, пока не достиг-
нуты заданные значения скорости и высоты в конце этапа, и при этом исполь-
зуется максимальная доступная тяга, не позволяет достичь такого минималь-
ного значения расхода топлива при выборе значения весового коэффициента
C1 = 0, какое получается при варианте управления 1. Но, с другой стороны,
вариант управления 2 позволяет получить меньший расход топлива при по-
иске профиля с минимальным временем без учета расхода, и стандартный
профиль является оптимальным в этом случае.

Вариант управления 1 при минимизации расхода с C1 = 0 дает экономию
топлива более 1,5% по сравнению со стандартным профилем, но при этом вре-
мя полета на этапе увеличивается на 48 с. Оптимизация с выбором весового
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Рис. 2. Приборная VCAS и истинная воздушная V скорости для стандартного
профиля (1), минимизации расхода топлива (2), минимизации времени (3) и
комбинированной оптимизации (4) с вариантом управления 1.
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Рис. 3. Угол наклона траектории Θ для стандартного профиля (1), мини-
мизации расхода топлива (2), минимизации времени (3) и комбинированной
оптимизации (4) с вариантом управления 1.

коэффициента C1 = 0,4 обеспечивает экономию топлива в размере 1% при
увеличении времени всего на 9 с по сравнению со стандартным профилем.

Графики калиброванной приборной и истинной воздушной скоростей для
стандартного профиля и трех вариантов оптимизации приведены на рис. 2
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Рис. 4. Приборная VCAS и истинная воздушная V скорости для стандартного
профиля (1), минимизации расхода топлива (2), минимизации времени (3) и
комбинированной оптимизации (4) с вариантом управления 2.
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Рис. 5. Угол наклона траектории Θ для стандартного профиля (1), мини-
мизации расхода топлива (2), минимизации времени (3) и комбинированной
оптимизации (4) с вариантом управления 2.

для варианта управления 1 и на рис. 4 для варианта управления 2. Анало-
гично на рис. 3 и 5 приведены графики изменения угла наклона траектории.
Графики полученной и максимальной доступной тяги приведены на рис. 6.
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Рис. 6. Значение тяги T и доступная тяга Tmax при минимизации расхода топ-
лива с вариантом управления 1 (1) и для стандартного профиля с вариантом
управления 2 (2).

В табл. 3 приведены значения расхода топлива и времени, полученные
для таких же вариантов оптимизации, но для примера воздушного судна
с неполной загрузкой, т.е. при тех же остальных исходных данных табл. 1
начальная масса принята равной m0 = 55 тонн.

В этом случае при варианте управления 2 оптимизация не дает заметно-
го выигрыша по сравнению со стандартным профилем. При использовании
управления тягой в варианте управления 1 можно получить небольшую эко-
номию топлива. Графики калиброванной приборной и истинной воздушной
скоростей для стандартного профиля и трех вариантов оптимизации для ва-

Таблица 3. Результаты оптимизации для начальной массы m0 = 55 т

Номер Вариант оптимизации Вариант
управления

Расход
топлива, кг

Время, с

1 Стандартный профиль 1 1136 1211

2 Минимальный расход 1 1123 1258

3 Минимальное время 1 1139 1203

4 Комбинированный (C1 = 0, 4) 1 1132 1216

5 Стандартный профиль 2 1143 1202

6 Минимальный расход 2 1139 1211

7 Минимальное время 2 1142 1203

8 Комбинированный (C1 = 0, 4) 2 1139 1207
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Рис. 7. Приборная VCAS и истинная воздушная V скорости для стандартного
профиля (1), минимизации расхода топлива (2), минимизации времени (3) и
комбинированной оптимизации (4) с вариантом управления 1 при неполной
загрузке.
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Рис. 8. Угол наклона траектории Θ для стандартного профиля (1), мини-
мизации расхода топлива (2), минимизации времени (3) и комбинированной
оптимизации (4) с вариантом управления 1 при неполной загрузке.

рианта управления 1 приведены на рис. 7, а на рис. 8 приведены графики
изменения угла наклона траектории.
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6. Заключение

Предложенный алгоритм оптимизации быстро сходится несмотря на слож-
ную структуру целевой функции, что позволяет использовать его в бортовых
системах управления самолетовождением. Тем не менее практическая реали-
зация предлагаемого подхода осложнена тем, что значение целевой функ-
ции оптимизации вычисляется путем моделирования полета на этапе набора
высоты. При этом используются аппроксимирующие формулы удельного се-
кундного расхода топлива и доступной тяги, которые должны быть опреде-
лены для используемых двигателей, а также формулы и параметры системы
управления тягой и тангажом.

При наличии необходимых данных для моделирования применение опти-
мизации может обеспечить экономию расхода топлива до 1,5% на этапе набо-
ра высоты. Это снижение расхода по сравнению со стандартным профилем,
также разработанным для минимизации расхода топлива, поэтому результат
можно считать значимым.

Проведенное исследование для среднемагистральных самолетов подтвер-
ждает эффективность использования максимальной доступной тяги с прио-
ритетом скорости, но при достижении высоты 6000 м может быть эффектив-
ным выбор скорости исходя из критериев минимизации расхода топлива с
учетом планируемого времени полета.
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ЗАДАЧА СЛЕЖЕНИЯ ПРИ ДЕЙСТВИИ
ОГРАНИЧЕННЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД СИНТЕЗА1

Рассматривается задача дифференциальной игры слежения с нуле-
вой суммой и квадратичным функционалом качества, в которой объект
управления, подвергающийся воздействию неконтролируемых возмуще-
ний, описывается нелинейным обыкновенным дифференциальным урав-
нением. Известно, что синтез оптимальных управлений приводит к необ-
ходимости решать в темпе функционирования системы скалярное диф-
ференциальное уравнение в частных производных Беллмана–Айзекса, со-
держащее сведения о траектории процесса, который должен отслеживать-
ся. Отсутствие информации об этом процессе на всем интервале управ-
ления делает синтезированные управления нереализуемыми. Для реше-
ния уравнения Беллмана–Айзекса, содержащее текущее значение отсле-
живаемого процесса, в работе предложен алгебраический метод. В каче-
стве иллюстрации полученных результатов приведено моделирование по-
ведения нелинейной системы с двумя игроками с открытым горизонтом
управления.

Ключевые слова: дифференциальные игры, оптимальное управление с об-
ратной связью, уравнение Беллмана–Айзекса, пвсевдообратные матрицы.
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1. Введение

Теория дифференциальных игр как направление математической тео-
рии управления тесно связана с математической теорией оптимальных про-
цессов, теорией игр, вариационным исчислением и теорией дифференци-
альных уравнений. Становление теории дифференциальных игр связано
с именами Р.П. Айзекса [1, 2], Л.С. Понтрягина [3, 4], Е.Ф. Мищенко [5],
Б.Н. Пшеничного [6], Н.Н. Красовского [7] и многих других зарубежных и
российских ученых. Начиная с работ А.Е. Брайсона [8] дифференциальные

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 20-8-00535).
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игры с ненулевой суммой стали рассматриваться как задачи теории опти-
мального управления. В задачах дифференциальной игры с заданным ин-
тервалом управления с нулевой суммой и квадратичным функционалом ка-
чества синтез оптимальных управлений приводит при их реализации к необ-
ходимости решать в темпе функционирования объекта скалярное дифферен-
циальное уравнение в частных производных Беллмана–Айзекса [9] с коэф-
фициентами, зависящими от состояния объекта. Кроме этого, решение тре-
бует предварительного знания отслеживаемой траектории на всем интервале
управления. Аналитическое решение такого уравнения в общем случае явля-
ется проблемным. В задачах c линейными объектами можно получить реали-
зуемые решения только для случая, когда желаемая траектория описывает-
ся соответствующим дифференциальным уравнением [10, 11]. В этом случае
параметры регулятора определяются решениями двух дифференциальных
уравнений (одно из которых является матричным дифференциальным урав-
нением типа Риккати, второе — матричным неоднородным линейным диффе-
ренциальным уравнением), краевые условия для которых задаются на правом
конце.

В настоящей статье задача дифференциальной игры слежения с неза-
данным временем окончания переходного процесса, нелинейным объектом и
ограниченными возмущениями рассматривается как проблема оптимально-
го управления, т.е. дифференциальной игры с нулевой суммой. Решение со-
ответствующего уравнения Беллмана–Айзекса ищется с применением алгеб-
раического метода. Построение оптимальных управлений с использованием
разработанного метода иллюстрируется результатами математического моде-
лирования для системы уравнений Лотки–Вольтерра, описывающей взаимо-
действие биологических объектов [12, 13]. В данном случае рассматривается
система в общем виде без указания конкретного прикладного применения
используемой модели и ее параметров. Будем считать, что эта система опи-
сывает классическое межпопуляционное взаимодействие хищников и жертв.
В случае использования методов дифференциальных игр в задачах воздей-
ствия лекарства на зараженные вирусом клетки используется подобная си-
стема уравнений, но более высокого порядка [14].

Материал статьи представлен следующим образом. Во втором разделе
осуществлена постановка задачи дифференциальной игры с квадратическим
функционалом качества, производится синтез управлений, доказывается их
оптимальность. Определяются условия существования решения дифферен-
циальной игры с нулевой суммой. В первой части третьего раздела статьи
доказывается Лемма 3.1 о необходимых и достаточных условиях существо-
вания алгебраического решения скалярного функционального нелинейного
уравнения. Во второй части этого раздела приводятся результаты приме-
нения Леммы 3.1 для нахождения решения уравнения Беллмана–Айзекса,
содержащего текущее значение отслеживаемого процесса. Доказывается оп-
тимальность полученного решения.
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В четвертой части статьи приводится пример использования полученных
теоретических результатов при решении задачи дифференциальной игры,
описывающей взаимодействие популяций.

2. Задача слежения при действии возмущающих сил

2.1. Постановка задачи

Пусть детерминированная управляемая нелинейная система описывается
обыкновенным дифференциальным уравнением

d

dt
x(t) = f(x(t)) + g1(x(t))u(t) + g2(x(t))w(t), x(t0) = x0 ,

y(t) = C(t)x(t).
(2.1)

Здесь x(t) = {x(·)∈Rn, t ∈ [t0, tf )}, x∈Ωx, где Ωx — открытое множество в Rn;
y(t) — измеряемый выход системы, y(t) ∈ Rp; u(t) = {u(·) ∈ Rr, t ∈ [t0, tf )},
r ≤ n — управление, w(t) =

{
w(·) ∈ Rk, t ∈ [t0, tf )

}
, k ≤ n — внешнее возму-

щение. В силу того, что возможны случаи, когда размерности векторов u(t)
и w(t) могут быть r > k или r < k, условимся, что число нулевых элементов
в векторе {g1(x(t))u(t) + g2(x(t))w(t)} ∈ Rn есть m < n. Векторы и матрицы
f(x(t)), g1(x(t)), g2(x(t)) — непрерывные функции.

Предп о л ожени е 2.1. Непрерывные функции f(x(t)), g1(x(t)), g2(x(t))
такие, что при любых (t0, x0) ∈ R+ × Ωx проходит одно и только одно решение
уравнения (2.1) x(t, t0, x0).

Предположения относительно ограничений на управляющее воздействие
и возмущение будут сделаны ниже.

Пусть z(t) ∈ Ωz ⊂Rp — желаемый выход системы.

Введем в рассмотрение ошибку слежения

ε(t) = y(t)− z(t) = C(t)x(t)− z(t), ε(t) ∈ Ωε, где Ωε = Ωx
⋃

Ωz.(2.2)

Предп о л ожени е 2.2. Управления u(t) и w(t) реализуются с использо-
ванием обратной связи по состоянию объекта и желаемого выхода, т.е.

u(t) = u(t, ε(t)), w(t) = w(t, ε(t)).(2.3)

Рассматривая возмущение w(t) как действие некоторого игрока, проти-
водействующего успешному выполнению задачи управления, сформулируем
задачу управления в ключе дифференциальной игры двух игроков Gu и Gw.
В статье задача дифференциальной игры рассматривается как проблема оп-
тимального управления, т.е. игра с нулевой суммой [8].

Предп о л ожени е 2.3. Управляющее воздействие и возмущение удовле-
творяют следующим ограничениям:

uT(t)Ru(t) = ‖u(t)‖2R ≤ Eu, wT(t)Pw(t) = ‖w(t)‖2P ≤ Ew.(2.4)
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Предполагается, что существуют такие управляющие воздействия u(t) и
w(t), отвечающие ограничениям (2.4), что каждое состояние x0 ∈ X0 ⊂ Ωx в
каждый момент t0 на интервале существования решения системы (2.1) пол-
ностью управляемо [15], т.е. в рассматриваемой задаче для всех x(t) систе-
ма (2.1) управляема, t ∈ R+.

Для оценки действий игроков введем функционал качества

J(ε(·), u(·), w(·)) =

= lim
tf→∞

1

2

tf∫

t0

{
εT(t)Qε(t) + uT(t)Ru(t)− wT(t)Pw(t)

}
dt,

Q ≻ 0, R ≻ 0, P ≻ 0.

(2.5)

Предп о л ожени е 2.4. Об условиях существования оптимального реше-
ния задачи (2.1)–(2.5). Для того чтобы записать условия, которым долж-
ны удовлетворять оптимальные управления u0(t) = u0(t, ε(t)) и w0(t) =
= w0(t, ε(t)) для игроков Gu и Gw, предположим, что такие управления суще-
ствуют и x0(t) соответствующая этим управлениям траектория (здесь знач-
ком 0 отмечаются оптимальные величины). Другими словами, x0(t), u0(t) и
w0(t) удовлетворяют следующему условию:

1)
d

dt
x0(t) = f(x0(t)) + g1(x

0(t))u0(t) + g2(x
0(t))w0(t), x0(t0) = x0;

2) если u(t) и w(t) — любые управления, удовлетворяющие ограничени-
ям (2.4), такие что соответствующая им траектория x(t) удовлетворяет
условию

d

dt
x(t) = f(x(t)) + g1(x(t))u(t) + g2(x(t))w(t), x(t0) = x0,

то J(ε0(·), u0(·), w0(·)) ≤ J(ε(·), u(·), w(·)).

2.2. Оптимальное решение задачи дифференциальной игры

Для синтеза оптимальных управлений в смысле поставленной в разделе 1.1
задачи введем функцию Беллмана–Айзекса [10, 11]

V (ε(t)) = inf
u

sup
w
J(ε(·), u(·), w(·)),(2.6)

где управления u(t), w(t), t ∈ [t0, tf ) удовлетворяют ограничениям (2.4),
а соответствующая им траектория ε(t) определена на всем интервале [t0, tf )
и удовлетворяет фазовому ограничению ε(t) ∈ Ωε.

Предп о л ожени е 2.5. Пусть V (ε(t)), f(x(t)), g1(x(t)), g2(x(t)) доста-
точно гладкие, непрерывно дифференцируемые функции. Тогда для функ-
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ции V (ε(t)) запишем уравнение Беллмана–Айзекса:

inf
u

sup
w

[
∂V (ε(t))

∂t
+
∂V (ε(t))

∂ε
{f(x(t)) + g1(x)u(t) + g2(x)w(t)} +

+
1

2

{
ε T(t)Qε(t) + uT(t)Ru(t)− wT(t)Pw(t)

}]
= 0,

ε(t) ∈ Ωε, t ∈ [t0, tf ) .

(2.7)

Перепишем уравнение (2.7) в виде

inf
u

sup
w

[
∂V (ε(t))

∂t
+
∂V (ε(t))

∂ε
f(x(t)) +

1

2

{
uT(t)R +

∂V (ε(t))

∂ε
g1(x)

}
u(t) +

+
1

2

{
−wT(t)P +

∂V (ε(t))

∂ε
g2(x)

}
w(t)− 1

2
uT(t)Ru(t) +

+
1

2
wT(t)Pw(t) +

1

2
εT(t)Qε(t)

]
= 0

и назначим управления u(t) и w(t) так, чтобы выражения в фигурных скобках
были равны нулю. Будем иметь

u(t) = −R−1gT1 (x(t))

{
∂V (ε(t))

∂ε

}T
, w(t) = P−1gT2 (x(t))

{
∂V (ε(t))

∂ε

}T
.(2.8)

Выражения (2.8) предопределяют структуры уравнений, в рамках которых
будут отыскиваться оптимальные управления u0(t) и w0(t). В силу (2.8) урав-
нение Беллмана–Айзекса (2.7) принимает вид

inf
u

sup
w

[
∂V (ε(t))

∂t
+
∂V (ε(t))

∂ε
f(x(t))−

− 1

2

{
∂V (ε(t))

∂ε

}
g1(x(t))R

−1gT1 (x(t))

{
∂V (ε(t))

∂ε

}T

+

+
1

2

{
∂V (ε(t))

∂ε

}
g2(x(t))P

−1gT2 (x(t))

{
∂V (ε(t))

∂ε

}T

+

+
1

2
εT(t)Qε(t)

]
= 0,

ε(t) ∈ Ωε, t ∈ [t0, tf ) .

(2.9)

Те ор ем а 1. Пусть существует единственное непрерывно дифференци-
руемое решение V 0(x(t)) задачи (2.1)–(2.5) и существуют управления

u0(t) = −R−1gT1 (x(t))

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T

,

w0(t) = P−1gT2 (x(t))

{
∂V (ε(t))

∂ε

}T
(2.10)
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такие, что

∂V 0(ε(t))

∂t
+
∂V 0(ε(t))

∂ε
f(x(t))− 1

2

(
u0(t)

)T
Ru0(t) +

+
1

2

(
w0(t)

)T
Pw0(t) +

1

2
εT(t)Qε(t) = 0,

ε(t) ∈ Ωε, t ∈ [t0, tf ) .

(2.11)

Тогда управления u0(t) и w0(t) являются оптимальными, а соответствую-
щая функция Беллмана–Айзекса есть V 0(ε(t)).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Перепишем уравнение (2.11) (с учетом,
что в рассматриваемой задаче ∂V 0(ε(t))/∂t = 0) в виде модифицированного
уравнения Беллмана–Айзекса

dV 0(ε(t))

dt
+

1

2

∂V 0(ε(t))

∂ε
Π(x(t))

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T

+
1

2
εT(t)Qε(t) = 0,(2.12)

где

Π(x(t)) = g1(x(t))R
−1gT1 (x(t)) − g2(x(t))P−1gT2 (x(t)).(2.13)

Запишем функционал (2.5) с учетом (2.10) и (2.12):

J(x(·), u(·), w(·)) =

= lim
tf→∞

1

2

tf∫

t0

{
εT(t)Qε(t) +

∂V 0(ε(t))

∂ε
Π(x(t))

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T
}
dt =

= − lim
tf→∞

tf∫

t0

{
dV 0(ε(t))

dt

}T

dt = lim
tf→∞

[
V 0(ε(t0))− V 0(ε(tf ))

]
.

Отсюда вытекает, что

J(u0, w0) = V 0(ε(t0)),(2.14)

так как в силу (2.5) V 0(ε(tf )) = 0.

Пусть теперь управления u(t) и w(t) любые отличные от (2.10), но удо-
влетворяющие предположению 2.4, а x(t) соответствующее решение уравне-
ния (2.1) с этими управлениям. Тогда, используя равенство (2.12), заключаем,
что

dV (ε(t))

dt
+

1

2

∂V (ε(t))

∂ε
Π(x(t))

{
∂V (ε(t))

∂ε

}T

+
1

2
εT(t)Qε(t) ≥ 0.

Откуда

J(u,w) ≥ V 0(ε(t0)).(2.15)
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Сравнение (2.14) и (2.15) показывает, что

J(u0, w0) = V 0(ε(t0)) ≤ J(u,w).
Тем самым оптимальность управлений u0(t, x(t)) и w0(t, x(t)) установлена. �

У тв е ржд е ни е 1. Дифференциальная игра (2.1)–(2.5) с нулевой суммой
имеет решение, если ограничения (2.4) связаны соотношением

Eu > Ew.(2.16)

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Рассмотрим модифицированное
уравнение Беллмана–Айзекса (2.12). Так как в этом уравнении εT(t)Qε(t) > 0
при ε(t) 6= 0, то

dV 0(ε(t))

dt
< −1

2

∂V 0(ε(t))

∂ε

[
g1(x(t))R

−1gT1 (x(t))−

− g2(x(t))P−1gT2 (x(t))
] {∂V 0(ε(t))

∂ε

}T

или, учитывая (2.10) и (2.4), имеем

dV 0(ε(t))

dt
< −1

2
[Eu − Ew] .

Из последнего выражения следует, что дифференциальная игра (2.1)–(2.5)
с нулевой суммой имеет решение, если ограничения (2.4) связаны соотно-
шением

Eu > Ew. �

Очевидно, что последнее будет выполняться, если матрица Π(x(t)) по
крайней мере положительно полуопределенная, что обеспечивается соот-
ветствующими свойствами матричных функций g1(x(t)), g2(x(t)) и поло-
жительной определенностью матриц штрафов R, P в функционале (2.5).
Выполнение утверждения 1 предопределяет существование решения зада-
чи дифференциальной игры с гарантирующим результатом J(u0(t), w(t)) ≤
≤ J(u0(t), w0(t)).

Отметим, что в соответствии с принятыми свойствами системы (2.1) число
ненулевых строк в матрице Π(x(t)) есть n−m.

Система (2.1) с управлениями (2.10) принимает вид

d

dt
x(t) = f(x(t))−Π(x(t))

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T

, x(t0) = x0,(2.17)

где вектор
{
∂V 0(x(t))/∂x

}T
отыскивается решением скалярного уравнения в

частных производных

∂V 0(ε(t))

∂ε
f(x(t))− 1

2

∂V 0(ε(t))

∂ε
Π(x(t))

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T

+
1

2
εT(t)Qε(t) = 0.(2.18)
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3. Алгебраический метод решения
уравнения Беллмана–Айзекса

В задачах с линейными объектами, с не заданным временем окончания
переходного процесса и квадратичным функционалом качества от уравнения
Беллмана–Айзекса при выполнении ряда условий можно перейти к урав-
нению типа Риккати. Уравнение Риккати встречается в различных обла-
стях математики (например, в алгебраической геометрии и в теории кон-
формных отображений) и физики. Оно также нередко возникает в приклад-
ных математических задачах. Проблеме поиска решения такого уравнения
посвящено достаточно много работ [8, 11]. В этом разделе статьи для за-
дачи дифференциальной игры разрабатывается метод решения уравнения
Беллмана–Айзекса вида (2.12), основанный на применении алгебраического
подхода. Следует отметить, что некоторые результаты разработки алгебраи-
ческого метода в задачах построения управления для аффинных нелиней-
ных систем, сформулированные в виде леммы, можно обнаружить в рабо-
тах [19–21]. В этих работах используются свойства псевдообратной матри-
цы [22] и ее образа, правила выбора которого не устанавливаются. В отличие
от этих работ в представляемой статье рассматривается класс задач диф-
ференциальной игры, структура входящих параметров в ее математическую
модель объекта такова, что при синтезе оптимальных управлений не требует-
ся использование понятия образа псевдообратной матрицы. Для этого класса
задач доказывается лемма, использование которой для синтеза управлений
дифференциальной игры с объектом (2.1) и функционалом (2.5) приводит
к реализуемым решениям.

3.1. Лемма о методе решения скалярного нелинейного
функционального уравнения специального вида

Предп о л ожени е 3.1. Пусть η(t) ∈ Ωη ⊂Rn — действительный вектор,
γ(η), µ(η)⊂Rn — действительные вектор-функции, α(η) > 0 — действитель-
ная функция, определенная на Rn и Π(η) ⊂Rn×n — действительная симмет-
рическая неотрицательно определенная вырожденная матрица.

Лемма 1. Псевдообратная матрица Π+(η), удовлетворяющая условию

Π(η)Π+(η)Π(η) = Π(η), Π+(η) = UΠT(η) = ΠT(η)V,(3.1)

где U ⊂Rn×n и V ⊂Rn×n — некоторые матрицы, существует и единст-
венна.

Учитывая, что рассматриваются симметрические матрицы,
(
ΠT(η)

)+
=

= (Π+(η))
T
.

Пусть K+(η)⊂Rn×n — симметрическая псевдообратная матрица от K(η),
которая входит в Π(η) так, что Π+(η) = K+(η)K+(η). Учитывая (3.1), свой-
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ства псевдообратных матриц выводятся из определения [22]

Π(η)Π+(η)Π(η) = Π(η), Π+(η)Π(η)Π+(η) = Π+(η),
(
Π+(η)

)+
= Π(η),

(K(η)K(η))+ = K+(η)K+(η), K+(η) = (K(η)K(η))+K(η) =

= K(η) (K(η)K(η))+ , K+(η)K(η)K(η) = K(η)K(η)K+(η) = K(η).

Рассмотрим скалярное нелинейное функциональное уравнение:

γT(η)µ(η) − 1

2
γT(η)Π(η)γ(η) +

1

2
α(η) = 0.(3.2)

Лемма 2. Уравнение (3.2) имеет решение относительно γ(η)в виде

γ(η) = Π+(η)µ(η) +K+(η) (1n ⊗ β(η)) ,(3.3)

где 1n — вектор столбец размера n× 1 с элементами, равными 1, ⊗ — про-
изведение Кронекера,

β(η) =

{
1

n

[
µT(η)

{
Π+(η)

}T
µ(η) + α(η)

]}1/2

.(3.4)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Подставив (3.3) в (3.2), будем иметь

µT(η)Π+(η)Π(η)Π+(η)µ(η) + µT(η)Π+(η)Π(η)K+(η) (In ⊗ β(η)) +
+ (In ⊗ β(η))TK+(η)Π(η)Π+(η)µ(η) +

+ (In ⊗ β(η))TK+(η)Π(η)K+(η) (In ⊗ β(η)) −
−2µT(η)Π+(η)µ(η) − 2 (In ⊗ β(η))TK+(η)µ(η) − α(η) = 0

или, учитывая свойства псевдообратных матриц, будем иметь

nβ2(η)− µT(η)Π+(η)µ(η) − α(η) = 0.(3.5)

Из последнего уравнения имеем

β(η) =

[
1

n

{
µT(η)

{
Π+(η)

}T
µ(η) + α(η)

}]1/2
.

Этим получены достаточные условия существования γ(η) как решения
уравнения (3.2). Используя уравнение (3.5), получим необходимые условия
выполнения леммы. Добавим и вычтем в левой части уравнения (3.5) выра-
жение µT(η)K+(η) (1n ⊗ β(η)). Будем иметь

nβ2(η) −
[
µT(η)Π+(η)µ(η) +K+(η) (1n ⊗ β(η))

]
−

− α(η) + µT(η)K+(η) (1n ⊗ β(η)) = 0.
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Учитывая, что из (3.3) следует

K+(η) (1n ⊗ β(η)) = γ(η) −Π+(η)µ(η),

получаем из предыдущего уравнения:

nβ2(η)− µT(η)Π+(η)µ(η) − α(η) + µT(η)γ(η) − µT(η)Π+(η)µ(η) −
− µT(η)γ(η) + µT(η)Π+(η)µ(η) = 0

или

nβ2(η)− µT(η)Π+(η)µ(η) − α(η) = 0.

Полученное уравнение не что иное, как уравнение (3.5). Этим доказыва-
ется необходимое условие выполнения леммы 2. �

Добавление к лемме 2.

Предп о л ожени е 3.2. Пусть неотрицательно определенная матри-
ца Π(η) является диагональной.

В случае выполнения предположения 3.2, когда неотрицательно опреде-
ленные матрицы Π(η) и K(η) являются диагональными. В этом случае псев-
дообратная матрица Π+(η) заменяется на обратную матрицу Π−1(z). В этом
случае решение уравнения (3.2) относительно γ(η) имеет вид

γ(η) = Π−1(η)µ(η) +K−1(η) (1n ⊗ β(η)) ,

где

β(η) =

[
1

n

{
µT(η)

{
Π−1(η)

}T
µ(η) + α(η)

}]1/2
.

Отметим, что сформулированное выше справедливо и для случая, когда
матрица Π(η) для всех η(t) ∈ Ωη — симметричная положительно определен-
ная действительная матрица.

3.2. Применение леммы 2 при решении
уравнения Беллмана–Айзекса

Используем результаты леммы 2 для рассматриваемой в статье задачи
слежения. Сравнивая (2.18) и (3.2), будем иметь

γ(η) = γ(t) =

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T

, µ(η) = f(x(t)),

α(η) = εT(t)Qε(t), Π(η) = Π(x(t)).

(3.6)
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С учетом введенных обозначений уравнение Беллмана–Айзекса (2.18) при-
нимает вид

γT(t)f(x(t))− 1

2
γT(t)Π(x(t))γ(t) +

1

2
εT(t)Qε(t) = 0.(3.7)

Решением этого уравнения относительно функции γ(t) ∈ Rn является:

γ(t) = Π+(x(t))f(x(t)) +K+(x(t)) (In ⊗ β(x(t), ε(t))) ,(3.8)

где скалярная функция β(x(t), ε(t)) определяется решением уравнения

β(x(t), ε(t)) =

{
1

n

[
fT(x(t))Π+(x(t))f(x(t)) + εT(t)Qε(t)

]}1/2

.(3.9)

Система (2.17) с учетом (3.6) запишется в виде

d

dt
x(t) = f(x(t))−Π(x(t))γ(t), x(t0) = x0,(3.10)

где

γ(t) = Π+(x(t))f(x(t)) +

+K+(x(t))

(
In ⊗

{
1

n

[
fT(x(t))Π+(x(t))f(x(t)) + εT(t)Qε(t)

]}1/2
)
.

(3.11)

Прежде чем ответить на вопрос об оптимальности управления γ(x(t)) для
системы (3.10), отметим, что функционал

J(x(·), γ(·)) = lim
tf→∞

1

2

tf∫

t0

{
εT(t)Qε(t) + γT(t)Π(x(t))γ(t)

}
dt,(3.12)

учитывая введенные обозначения (3.6), эквивалентен функционалу (2.5).

Те ор ем а 2. Пусть имеется система, описываемая обыкновенным диф-
ференциальным уравнением

d

dt
x(t) = f(x(t))−Π(x(t))γ(t), x(t0) = x0,

где Π(x(t)) — вырожденная неотрицательная матрица. Вектор-функция
γ(t)⊂Rn доставляет минимум функционалу (3.12) на решениях системы

d

dt
x(t) = f(x(t))−Π(x(t))γ(t), x(t0) = x0.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Учитывая, что γ(t) = {∂V 0(ε(t))/∂ε}T,
перепишем функционал (3.12):

J(x(·), γ(·)) =

= lim
tf→∞

1

2

tf∫

t0

{
εT(t)Qε(t) +

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}
Π(x(t))

{
∂V 0(ε(t))

∂ε

}T
}
dt =

= − lim
tf→∞

1

2

tf∫

t0

{
dV 0(ε(t))

dt

}
dt = lim

tf→∞

[
V 0(ε(t0))− V 0(ε(tf ))

]
.

Отсюда вытекает, что

J
(
γ0(t)

)
= V 0(ε(t0)).(3.13)

Сравнение (3.13) и (2.14) показывает, что J(γ0(t)) = J(u0(t), w0(t)) =
= V 0(ε(t0)). Тем самым оптимальность управления γ0(x(t)) в задаче (3.10),
(3.12) установлена. �

Запишем управления (2.10) с учетом (3.6):

u0(t) = −R−1gT1 (x(t))Π
−1(x(t))f(x(t)) −R−1gT1 (x(t))K

−1(x(t))×

×
(
1n ⊗

{
1

n

[
fT(x(t))Π−1(x(t))f(x(t)) + εT(t)Qε(t)

]}1/2
)
,

(3.14)

w0(t) = P−1gT2 (x(t))Π
−1(x(t))f(x(t)) + P−1gT2 (x(t))K

−1(x(t)) ×

×
(
1n ⊗

{
1

n

[
fT(x(t))Π−1(x(t))f(x(t)) + εT(t)Qε(t)

]}1/2
)
.

(3.15)

Система (2.1) с управлениями (3.14) и (3.15) принимает вид

d

dt
x(t) = −K(x(t))

(
1n ⊗

{
1

n

[
fT(x(t))Π−1(x(t))f(x(t)) + εT(t)Qε(t)

]}1/2
)
,

x(t0) = x0, y(t) = Cx(t),

или

d

dt
x(t) = f(x(t))− I∗f(x(t))−K(x(t)) (1n ⊗ β(x(t), ε(t))) ,

x(t0) = x0, y(t) = Cx(t),

(3.16)

где I∗ — диагональная матрица, содержащая в диагонали m нулевых эле-
ментов и n−m единичных элементов. Расположение этих элементов в этой
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матрице определяется матрицей K(x(t)), в которой m строк содержат нуле-
вые элементы.

Следует отметить, что в силу того что Π(x(t)) = K(x(t))K(x(t)), то мат-
рица K(x(t)) может быть, по крайней мере, как положительно, так и отрица-
тельно полуопределенной. В силу того, что скалярная функция β(x(t), ε(t))
определяется выражением (3.9), может быть принято как β(x(t), ε(t)) > 0,
так и β(x(t), ε(t)) < 0. Для анализа устойчивости системы (3.16) введем в
рассмотрение функцию Ляпунова

VL(ε(t)) =
1

2
εT(t)ε(t).(3.17)

Тогда полная производная (3.17) будет иметь вид

d

dt
VL(x) = εT(t)

{
d

dt
εT(t)

}
= −εT(t)

{
d

dt
zT(t)

}
+ εT(t)

{
C
d

dt
xT(t)

}
=

= −εT(t)
{
d

dt
zT(t)

}
+ εT(t)C [f∗(x(t)) −K(x(t)) (In ⊗ β(x(t), ε(t)))] =

= −εT(t)
{
d

dt
zT(t)

}
+ εT(t)C








f1(x(t))
·

fm−1(x(t))
0
·
0



−




0
·
0

kmm(x(t))β(x(t), ε(t))
·

knn(x(t))β(x(t), ε(t))








< 0,

где f∗(x(t)) = f(x(t))− I∗f(x(t)), или

(3.18)
d

dt
VL(ε(t)) =

m−1∑

j=1

εTj (t)fj(x(t))−

−
n−m∑

j=m

εTj (t)kjj(x(t))β(x(t), ε(t)) − εT(t)
{
d

dt
zT(t)

}
< 0

при ε(t) 6= 0.

Из полученного условия можно видеть, что устойчивость системе (3.17)
должно обеспечивать слагаемое уравнения (3.18), в которое входит синтези-
рованное управление, т.е.

−
n−m∑

j=m

εTj (t)kjj(x(t))β(x(t), ε(t)) < 0 при x(t) 6= 0.(3.19)

Для определения арифметического знака перед функцией
εTj (t)kjj(x(t))β(x(t), ε(t)), j = m, . . . , n−m примем kjj(x(t))β(x(t), ε(t)) > 0.
Тогда условие (3.19) будет выполняться, если назначать знак перед функцией
так, чтобы

sign
{
εTj (t)kjj(x(t))β(x(t), ε(t))

}
= sign εTj (t), j = m, . . . , n−m.
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4. Моделирование системы уравнений Лотки-Вольтерра

Рассмотрим динамическую систему [12, 13]

d

dt
x1(t) = b1x1(t)− a11x21(t)− a21x1(t)x2(t),

d

dt
x2(t) = b2x2(t)− a12x1(t)x2(t)− a22x22(t),

(4.1)

которая описывает взаимодействие конкурирующих популяций. Параметры
b1 и b2 отвечают за скорость роста каждой популяции (рождаемость), пара-
метры aij , i = 1, 2, j = 1, 2 – за эффективность уничтожения популяции-про-
тивника. В большинстве задач данные параметры предполагаются посто-
янными. Будем рассматривать случай, когда параметры могут быть изме-
няемыми около некоторых номинальных значений a∗ij — выступать в ка-
честве игроков, т.е. эффективности уничтожения будут задаваться форму-

лой aij(t) = a∗ij + uij(t), i = 1, 2, j = 1, 2, векторы u(t) =
(
u11(t) u12(t)

)T
и

w(t) =
(
u21(t) u22(t)

)T
— управления для двух игроков. В этом случае дина-

мическая система записывается следующим образом:

d

dt
x(t) =

(
b1x1(t)− a∗11x21(t)− a∗21x1(t)x2(t)
b2x2(t)− a∗12x1(t)x2(t)− a∗22x22(t)

)
+

+

(
−x21(t) 0

0 −x1(t)x2(t)

)
u(t) +

(
−x1(t)x2(t) 0

0 −x22(t)

)
w(t).

(4.2)

Таким образом, система (4.2) в сравнении с системой (2.1) имеет следую-
щие параметры:

f(x(t)) =

(
b1x1(t)− a∗11x21(t)− a∗21x1(t)x2(t)
b2x2(t)− a∗12x1(t)x2(t)− a∗22x22(t)

)
,

g1(x(t)) =

(
−x21(t) 0

0 −x1(t)x2(t)

)
, g2(x(t)) =

(
−x1(t)x2(t) 0

0 −x22(t)

)
.

В соответствии с (3.11) управление γ(t) определяется выражением:

γ(t) = Π−1(x(t))f(x(t)) +

+K−1(x(t))

(
In ⊗

{
1

2

[
fT(x(t))Π−1(x(t))f(x(t)) + εT(t)Qε(t)

]}1/2
)
,

где матрицы Π(x(t)) и K(x(t)) имеют вид

Π(x(t)) =




x41(t)− x21(t)x22(t)
(6x1(t) + 3x2(t) + 1)

0

0
x21(t)x

2
2(t)− x42(t)

(3x1(t) + 6x2(t) + 1)


 ,
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K(x(t)) =




√
x41(t)− x21(t)x22(t)

(6x1(t) + 3x2(t) + 1)
0

0

√
x21(t)x

2
2(t)− x42(t)

(3x1(t) + 6x2(t) + 1)



.

Система (4.1) имеет четыре положения равновесия

(
0 0

)T
,

(
0

b2
a∗22

)T

,

(
b1
a∗11

0

)T

,

(
b1a

∗
22 − b2a∗21

−a∗12a∗21 + a∗22a
∗
11

b2a
∗
11 − b1a∗12

−a∗12a∗21 + a∗22a
∗
11

)T

.

(4.3)

Пусть желаемым значением для состояния x(t) будет первое условие рав-

новесия из (4.3), т.е.
(
z1(t) z2(t)

)T
=
(
0 0

)T
. В силу этого

(
ε1(t) ε2(t)

)T
=

=
(
x1(t) x2(t)

)T
.

Будем предполагать, что популяции борются между собой, минимизируя
собственные затраты и максимизируя затраты противника. Матрицы функ-
ционала (2.5) Q (x(t)), R (x(t)), P (x(t)) назначим в виде

Q (x(t)) =

(
(x2(t)− 1/3)2 0

0 (x1(t)− 1/3)2

)
,

R (x(t)) =

(
6x1(t) + 3x2(t) + 1 0

0 3x1(t) + 6x2(t) + 1

)
,

P (x(t)) =

(
6x1(t) + 3x2(t) + 1 0

0 3x1(t) + 6x2(t) + 1

)
.

(4.4)

Управляемая система (4.2) с учетом изложенного выше принимает вид

d

dt
x1(t) =− ε1(t)

√
x41(t)− x21(t)x22(t)

(6x1(t) + 3x2(t) + 1)
×

×
{
1

2

[
fT(x(t))Π−1(x(t))f(x(t)) + εT(t)Q(x)ε(t)

]}1/2

,

d

dt
x2(t) =− ε2(t)

√
x21(t)x

2
2(t)− x42(t)

(3x1(t) + 6x2(t) + 1)
×

×
{
1

2

[
fT(x(t))Π−1(x(t))f(x(t)) + εT(t)Q(x)ε(t)

]}1/2

.

(4.5)
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Рис. 1. Управляемые переходные процессы (x1(t), x2(t)) и (z1(t), z2(t)).
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Рис. 2. Управляемые переходные процессы (x1(t), x2(t)) и (z1(t), z2(t)).

Вслед за [13] рассмотрим случай, когда постоянные параметры принима-
ются равными b1 = 1, b2 = 1, a∗11 = 2, a∗22 = 2, a∗12 = 1 и a∗21 = 1. Назначим для

системы (4.5) начальные условия x0 =
(
x1(0) x2(0)

)T
=
(
10 5

)T
. На рис. 1

представлены графики для переходных процессов x1(t), x2(t) при z(t) =

=
(
z1 z2

)T
=
(
1 1

)T
.

На рис. 2 представлены графики переходных процессов x1(t), x2(t) при

x0 =
(
x1(0) x2(0)

)T
=
(
10 5

)T
и z(t) =

(
z1 z2

)T
=
(
1,5 + cos(t) 1,5 + sin(t)

)T
.
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Приведенные в статье результаты математического моделирования под-
тверждают эффективность синтезированных управлений в задаче слежения,
организованных с использованием ошибки слежения без предварительного
знания на всем интервале управления отслеживаемой траектории.

5. Заключение

Дифференциальная игра с нулевой суммой рассмотрена как задача синте-
за оптимальных управлений в задаче слежения для класса нелинейных объ-
ектов с квадратическим функционалом качества. Реализация полученных
управлений связана с проблемой нахождения решения скалярного уравне-
ния в частных производных Беллмана–Айзекса. Для решения этого уравне-
ния предложен алгебраический метод нахождения оптимальных управлений
дифференциальной игры. Реализация этих управлений осуществляется ре-
шением алгебраических матричных нелинейных уравнений, которое может
производиться в темпе функционирования динамического объекта. Разрабо-
танный метод алгебраического решения уравнения в частных производных
Беллмана–Айзекса может быть использован для реализации управляющих
воздействий нелинейными объектами достаточно широкого класса. Получен-
ные в работе теоретические положения проиллюстрированы результатами
математического моделирования.
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L1-ОПТИМАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ МАРКОВСКИХ
СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ III:

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМЫ1

Работа является продолжением цикла статей [1, 2] и посвящена реше-
нию задачи оценивания параметров скрытых марковских моделей. В ка-
честве скрытого состояния выступает однородный марковский скачкооб-
разный процесс с конечным множеством состояний. Доступные наблюде-
ния являются косвенными и содержат винеровские процессы, интенсив-
ности которых различны и зависят от скрытого состояния. Оцениванию
подлежат как матрица интенсивностей переходов марковского состояния,
так и параметры сноса и диффузии наблюдений. Для идентификации
предложен итеративный алгоритм, основанный на сглаживании состоя-
ния системы по наблюдениям на фиксированном интервале времени. За-
тем по данным оценкам восстанавливаются параметры. В работе детально
описаны все численные схемы оценивания состояния и идентификации па-
раметров. Приведен комплекс иллюстративных численных примеров, де-
монстрирующих высокое качество предлагаемых оценок идентификации.

Ключевые слова: скрытая марковская модель, мультипликативные шумы
в наблюдениях, сглаживание на фиксированном интервале наблюдения,
L1-оптимальная оценка, ЕМ-алгоритм.

DOI: 10.31857/S0005231022110058, EDN: KEKCHY

1. Введение

Проблемам идентификации параметров систем наблюдения, состояния ко-
торых описываются марковскими процессами с конечным множеством воз-
можных состояний, скоро исполнится 60 лет [3, 4]. Несмотря на возраст, тео-
ретические решения и алгоритмы их реализации [5–7] не теряют своей акту-
альности из-за своей востребованности для решения широкого спектра при-
кладных задач системного анализа. Другой причиной неослабевающего вни-
мания к проблемам идентификации является постоянное расширение клас-
сов систем наблюдения и моделей доступной измерительной информации.

1 Работа выполнена с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользо-
вания “Высокопроизводительные вычисления и большие данные” (ЦКП “Информатика”)
ФИЦ ИУ РАН, Москва.
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К настоящему времени существуют оценки параметров марковских цепей по
наблюдениям с аддитивными и мультипликативными шумами [8], а также
марковских скачкообразных процессов (МСП) по непрерывным косвенным
наблюдениям в присутствии аддитивных винеровских процессов [9–11].

Целью данной статьи является разработка нового алгоритма идентифика-
ции параметров скрытых марковских моделей (СММ) с непрерывным време-
нем по наблюдениям, шумы в которых зависят от скрытого состояния. Обыч-
но такие шумы называют мультипликативными. Задачи оценивания состоя-
ний и параметров систем по наблюдениям такого типа исследуются доста-
точно редко из-за известных теоретических сложностей [12, 13]. Корректная
постановка и формальное решение задачи оптимальной фильтрации состоя-
ний МСП по диффузионным наблюдениям с мультипликативными шумами
совместно с реализующим его комплексом численных методов представлены
в [1, 2]. Данная статья является естественным продолжением этих исследо-
ваний.

Работа организована следующим образом. Раздел 2 содержит описание ис-
следуемой системы наблюдения и постановку задачи идентификации ее па-
раметров. Раздел включает сравнение различных СММ, для которых задача
идентификации решалась с помощью ЕМ-алгоритма. В разделе также пред-
ставлены доводы в пользу предлагаемого алгоритма идентификации. Они
основываются на возможности построения для исследуемых СММ высоко-
точных оценок сглаживания на фиксированном интервале для скрытого со-
стояния в случае выполнения некоторых необременительных условий иден-
тифицируемости. В разделе 3 представлен численный алгоритм двухфиль-
трового сглаживания, позволяющий получить искомую сглаженную оценку
в виде некоторой комбинации оценок фильтрации состояния МСП в прямом
и обратном времени.

Раздел 4 посвящен алгоритмам фильтрации состояний МСП в прямом
и обратном времени по диффузионным наблюдениям, предварительно дис-
кретизованным по времени. В контексте работы численные алгоритмы оце-
нивания состояния МСП называются устойчивыми, если они гарантируют
доставляемым оценкам выполнение условий неотрицательности компонент
и нормировки. Например, численный алгоритм фильтрации, основанный на
схеме Эйлера–Маруямы решения стохастической дифференциальной систе-
мы (СДС), описывающей фильтр Вонэма, не обеспечивает выполнения этих
условий: как только они нарушаются, вычисленные по данной схеме оценки
“взрываются”. Именно в контексте этого явления предложенные алгоритмы
названы устойчивыми.

Вычисление сглаженных оценок состояния представляет собой E-шаг в
EM-процедуре. М-шаг и вся процедура идентификации описаны в разделе 5.
В нем представлены формулы пересчета L2-оптимальных оценок сглажи-
вания в L1-оптимальные, а также формулы вычисления функционалов от
траекторий наблюдений и оценок МСП, на основании которых собственно и
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вычисляются оценки параметров СММ. Предложенные в работе алгоритмы
оценивания состояния МСП и идентификации параметров СММ названы эф-
фективными в том смысле, что они не являются сеточными. При решении
задач оценивания состояния МСП это означает, что алгоритмы не требуют
решения стохастических дифференциальных уравнений в частных производ-
ных типа Закаи или Кушнера–Стратоновича. При решении задачи иденти-
фикации это означает, что алгоритм не привлекает аппарат байесовского оце-
нивания и описания оцениваемых параметров с помощью их вероятностного
распределения. С вычислительной точки зрения это означает, что эффек-
тивные алгоритмы используют радикально меньше оперативной памяти и
требуют меньше вычислений для своей реализации.

Раздел 6 содержит результаты комплекса иллюстративных вычислитель-
ных экспериментов. Проведен численный анализ качества оценок фильтра-
ции в прямом и обратном времени состояния МСП в сравнении с оценками
сглаживания на фиксированном интервале наблюдения. Сравнение проведе-
но для случая известных параметров СММ. Представлены результаты оцени-
вания параметров СММ, выполненного с помощью предложенного алгоритма
идентификации. Исследовано качество последующей фильтрации скрытого
состояния МСП с использованием идентифицированных параметров в срав-
нении с “идеальным вариантом”: фильтрацией состояний при точно извест-
ных параметрах системы наблюдения. Раздел 7 содержит заключительные
замечания.

2. Постановка задачи

На триплете с фильтрацией (Ω,F ,P, {F}t∈[0,T ]) рассматривается СММ

Xt = X0 +

t∫

0

Λ⊤Xsds+MX
t , t ∈ [0, T ],(1)

Yr =
tr∫

tr−1

fXsds+

tr∫

tr−1

N∑

n=1

Xn
s g

1
2
n dWs, r ∈ {1, . . . , R}, tr = rδ, T =Rδ,(2)

где
• Xt = col (X1

t , . . . ,X
N
t ) ∈ S

N — ненаблюдаемое состояние, являющееся
однородным МСП с конечным множеством состояний S

N , {e1, . . . , eN}
(SN — множество единичных векторов евклидова пространства R

N ),
матрицей интенсивностей переходов (МИП) Λ и начальным распределе-
нием π = col (π1, . . . , πN ); процесс MX

t является Ft-согласованным мар-
тингалом,

• Yr = col (Y1
r , . . . ,YM

r ) ∈ R
M — диффузионные наблюдения

Yt =

t∫

0

fXsds+

t∫

0

N∑

n=1

Xn
s g

1
2
n dWs,(3)
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дискретизованные по времени с шагом δ; Wt = col (W 1
t , . . . ,W

M
t ) ∈ R

M

является Ft-согласованным стандартным винеровским процессом, ха-
рактеризующим шумы в наблюдениях, M ×N-мерная матрица f и на-
бор M ×M -мерных матриц {gn}n=1,N определяют снос и интенсивность
шумов при условии Xt = en.

Ниже в изложении неубывающее семейство σ-подалгебр, порожденных
наблюдениями Y, полученными до момента времени tr, обозначено Yr ,
, {Yq : q = 1, r}, Y0 , {∅,Ω}.

Для системы наблюдения (1)–(2) предполагаются выполненными следую-
щие условия.

1. Триплет с фильтрацией (Ω,F ,P, {F}t∈[0,T ]) является пространством
Винера–Пуассона [15].

2. Все параметры СММ Λ, f и {gn}n=1,N являются неизвестными неслу-
чайными матрицами подходящей размерности.

3. Матрица Λ удовлетворяет условию min
i,j: i 6=j

λij > 0, а также обычному тож-

деству МИП:
∑

j λ
ij ≡ 0.

4. Шумы в наблюдениях Y равномерно невырождены [16], т.е. min
16n6N

gn >

> αI > 0 для некоторого α > 0; здесь и далее I — единичная матрица подхо-
дящей размерности.

5. Набор матриц интенсивностей шумов {gn}n=1,N удовлетворяет условию
идентифицируемости [14], заключающемуся в том, что все gn различны.

Задача идентификации СММ заключается в построении оценок парамет-
ров Λ, f и {gn}n=1,N по имеющимся наблюдениям {Y1, . . . ,YR}.

Поставленная задача представляет собой аппроксимацию аналогичной за-
дачи идентификации по исходным диффузионным наблюдениям (1), (3).
В [9, 10] исследовалась схожая проблема. Наблюдения были скалярными с
аддитивными винеровскими процессами (т.е. gn ≡ g = I). Авторы представи-
ли процедуру совместной фильтрации состояния МСП и идентификации па-
раметров, основанной на применении EM-алгоритма. Собственно процедура
идентификации параметров требовала оценки числа скачков МСП ei → ej
(i 6= j)

N i,j
t =

t∫

0

Xi
s−dX

j
s ,(4)

а также суммарного времени пребывания МСП в различных состояниях ei

Oi
t =

t∫

0

Xi
sds, i = 1, N.(5)

В монографии [8] был исследован аналог системы (1), (3) с дискретным
временем. В качестве доступных наблюдений выступал векторный процесс
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с мультипликативным шумом. Авторы модифицировали ЕМ-алгоритм, ис-
пользуя в нем не оценки фильтрации функционалов {N i,j

t }, {Oi
t}, а их бо-

лее точные аналоги, полученные сглаживанием на фиксированном интервале
наблюдений, а также оценки дополнительных функционалов т.н. “уровневых
сумм” (level sums):

Qi,q
t =

t∫

0

Xi
sq(Ys)dYs,(6)

где q = q(y) — некоторая детерминированная функция. Статья [11] была по-
священа алгоритмам численной реализации решения задачи идентификации
параметров СММ с дискретным временем по скалярным наблюдениям с ад-
дитивными шумами неизвестной интенсивности (gn ≡ g — неизвестный ска-
ляр). Идентификация в этом случае также проводилась с использованием
оценок функционалов {N i,j

t }, {Oi
t} и {Qi,q

t }, вычисленных на фиксированном
интервале наблюдений.

В [14] представлено решение задачи оптимальной фильтрации состояния
МСП по векторным диффузионным наблюдениям с мультипликативными
шумами. Предложено некоторое преобразование, разбивающее исходные на-
блюдения на совокупность диффузионных процессов с единичной диффузи-
ей, а также набор считающих процессов и случайных векторов, доступных в
неслучайные моменты времени. Аналитическое решение задачи фильтрации
представлено в виде решения некоторой дискретно-непрерывной нелинейной
СДС с непрерывными и считающими процессами в правой части. В статье
показано, что выполнение условия идентифицируемости 5) достаточно для
точного восстановления состояния МСП по имеющимся зашумленным на-
блюдениям.

К сожалению, решение указанной СДС не удается реализовать численно
с помощью известных классических методов [17] из-за того, что упомянутое
преобразование наблюдений представляет собой результат двойного предель-
ного перехода, примененного к исходным наблюдениям. Чтобы избежать чис-
ленной реализации данной операции в [2] было предложено перейти к филь-
трации по наблюдениям, предварительно дискретизованным по времени. Был
представлен комплекс соответствующих численных алгоритмов, а также ха-
рактеристики точности соответствующих оценок. Следует отметить, что оце-
ниванию в [2] подвергалось только само состояние МСП Xt, а не процессы
{N i,j

t }, {Oi
t} и {Qi,q

t }, участвующие в процедуре идентификации. Идея пред-
лагаемой статьи заключается в том, чтобы строить оценки этих процессов не
непосредственно путем обработки дискретизованных наблюдений, а на осно-
ве полученных оптимальных оценок сглаживания состояния Xt.

В статье используются следующие обозначения:
• 1 — вектор-строка подходящей размерности, состоящая из единиц,
• IA(x) — индикаторная функция множества A,
• ‖α‖2K , α⊤Kα,
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• NX
r — случайное число скачков состояния Xt, произошедших на интер-

вале времени [tr−1, tr],
• τr = col (τ1r , . . . , τ

N
r ) ,

∫ tr
tr−1

Xsds — случайный вектор, компоненты τnr
которого равны времени пребывания процесса X в каждом из возможных
состояний en на интервале [tr−1, tr],

• D ,
{
u = col (u1, . . . , uN ) : un > 0,

∑N
n=1 u

n = h
}

— (N − 1)-мерный сим-

плекс в пространстве R
N ; D является носителем распределения векто-

ра τr,

• Π ,
{
π = col (π1, . . . , πN ) : πn > 0,

∑N
n=1 π

n = 1
}

— “вероятностный сим-

плекс”, содержащий возможные значения начального распределения π,
• ρk,ℓr (du) — условное распределение вектора Xℓ

trτr при условии Xtr−1 =
= ek, т.е. для любого множества G ∈ B(RN ) верно равенство

E

{
IG(τr)X

ℓ
tr |Xtr−1 = ek

}
=

∫

G

ρk,ℓr (du),

• ρk,ℓ,qr (du) — условное распределение вектора Xℓ
trI{q}(N

X
r )τr при условии

Xtr−1 = ek, т.е. для любого множества G ∈ B(RN ) верно равенство

E

{
IG(τr)I{q}(N

X
r )Xℓ

tr |Xtr−1 = ek

}
=

∫

G

ρk,ℓ,qr (du),

• ̺k,ℓr (du) — условное распределение вектора Xℓ
trτr+1 при условии

Xtr+1 = ek, т.е. для любого множества G ∈ B(RN ) верно равенство

E

{
IG(τr+1)X

ℓ
tr |Xtr+1 = ek

}
=

∫

G

̺k,ℓr (du),

• ̺k,ℓ,qr (du) — условное распределение вектора Xℓ
trI{q}(N

X
r+1)τr+1 при усло-

вии Xtr+1 = ek, т.е. для любого множества G ∈ B(RN) верно равенство

E

{
IG(τr+1)I{q}(N

X
r+1)X

ℓ
tr |Xtr+1 = ek

}
=

∫

G

̺k,ℓ,qr (du),

• N (y,m,K) , (2π)−M/2 det−1/2 K exp

{
−1

2
‖y −m)‖2K−1

}
— M -мерная

гауссовская плотность со средним m и невырожденной ковариационной
матрицей K,

• ξ , vec(Λ, f, {gn}1,N ) —
(
N(N − 1) +NM +NM2

)
-мерный вектор оцени-

ваемых параметров СММ,
• Yt , σ{Ys, 0 6 s 6 t} — естественный поток σ-алгебр, порожденный

непрерывными наблюдениями Ys, полученными до момента времени t
включительно.
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3. Вспомогательная задача: сглаживание
на фиксированном интервале наблюдения

Предлагаемый алгоритм идентификации параметров СММ основан на

итеративном вычислении оценок {X̂s
r}r=1,R: X̂s

r , E {Xtr |YR} сглаживания

на фиксированном интервале наблюдения [0, T ]. Для эффективной реализа-
ции этой процедуры предлагается использовать двухфильтровую процедуру
сглаживания [18–20].

Во-первых, представим алгоритм вычисления оптимальной оценки филь-
трации в прямом времени X̂r , E {Xtr |Yr}.

Для этого введем в рассмотрение следующие положительные случайные
числа и матрицы, составленные из них:

θkjr ,

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


 ρk,jr (du), θr , ‖θkjr ‖k,j=1,N .(7)

Предл ожени е 1. Условное математическое ожидание (УМО) X̂r вы-
числяется по рекуррентной формуле

X̂r = (1θ⊤r X̂r−1)
−1θ⊤r X̂r−1, r > 0, X̂0 = π.(8)

Доказательство предложения 1 вполне аналогично доказательству лем-
мы 2 в [1].

Во-вторых, предложим мартингальное представление МСП Xt в обратном
времени, а также формулы вычисления оптимальной оценки фильтрации со-
стояния МСП в обратном времени.

На исходном вероятностном пространстве (Ω,F ,P) рассмотрим
• поток σ-алгебр {Fr

t }t∈[0,T ] в обратном времени: Fr
t , σ{Xs, YT−Ys : t 6

6 s 6 T};
• набор дискретизованных наблюдений, Yb

r , σ{Yq : r < q 6 R}; Yb
R ,

, {∅,Ω}, полученных на интервале времени (tr, T ].
Благодаря условию 3) компоненты распределения МСП π(t) = E {Xt},

являющегося единственным решением системы уравнений Колмогорова
π(t) = π +

∫ t
0 Λ

⊤π(s)ds, строго положительны πn(t) > 0 для любых n = 1, N и
t > 0 [16]. Поэтому можно корректно определить матричнозначную функцию

Γ(t) ,
−1

diag π(t)Λ⊤diag π(t)−
−1

diag π(t)diag (Λ⊤π(t)),(9)

являющуюся МИП процесса Xt в обратном времени.

Предл ожени е 2. МСП Xt (1) является единственным сильным реше-
нием следующей стохастической системы в обратном времени

Xt = XT +

T∫

t

Γ⊤(s)Xsds+


MX

t −MX
T −

T∫

t

(Γ(s) + Λ)⊤Xsds


 .(10)
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Процесс

M bX
t ,MX

t −MX
T −

T∫

t

(Γ(s) + Λ)⊤Xsds

представляет собой Fr
t -согласованный квадратично интегрируемый мар-

тингал:

E

{
M bX

t |Fr
s

}
=M bX

s P− п.н. для любых 0 6 t 6 s 6 T.

Доказательство предложения 2 приведено в [19, 21].

Для вычисления оценки фильтрации в обратном времени по аналогии с
прямым временем определим следующие положительные случайные величи-
ны и матрицы из них:

ϑkjr ,

∫

D

N


Yr+1, fu,

N∑

p=1

upgp


 ̺k,jr (du), ϑr , ‖ϑkjr ‖k,j=1,N .(11)

Можно показать, что оценка фильтрации X̂b
r , E

{
Xtr |Yb

r

}
состояния

МСП в обратном времени может быть вычислена с помощью рекуррентного
алгоритма — аналога (8)

X̂b
r = (1ϑ⊤r X̂

b
r+1)

−1ϑ⊤r X̂r+1, r < R, X̂b
R = π(T ).(12)

В-третьих, оптимальная оценка сглаживания на фиксированном интер-
вале наблюдения может быть получена как симметричное преобразование
оценок фильтрации в прямом и обратном времени.

П р е д л о ж е н и е 3. Оптимальная оценка сглаживания X̂s
r =

= col (X̂1s
r , . . . , X̂

Ns
r ) = E {Xtr |YR}, r = 0, R поэлементно определяется фор-

мулой

X̂ns
r =

X̃ns
r∑N

j=1 X̃
js
r

, n = 1, N,(13)

где ненормированная оценка X̃s
r , col (X̃1s

r , . . . , X̃
Ns
r ) является функцией оце-

нок фильтрации в прямом X̂r и обратном X̂b
r времени, а также априорного

распределения π(tr):

X̃ns
r =

X̂n
r X̂

nb
r

πn(tr)
, n = 1, N, r = 1, R.(14)

Доказательство предложения 3 аналогично доказательству теоремы 4
в [20].
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4. Численный алгоритм решения задачи фильтрации

Ни условное распределение ρk,ℓ в прямом времени, ни его аналог ̺k,ℓ в
обратном времени не являются абсолютно непрерывными по мере Лебега,
поэтому вычисление интегралов (7) и (11) является нетривиальной задачей.

По формуле полной вероятности

θkjr ,

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


ρk,jr (du) =

∞∑

q=0

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


ρk,j,qr (du).

Явный вид отдельных слагаемых ρk,ℓ,q представлен в [2] для q = 0, 1, 2, об-
щий же вид может быть выведен также с использованием формулы полной
вероятности. Было показано, что в этом нет необходимости: при достаточно
малом шаге δ бесконечная сумма в последней формуле хорошо аппрокси-
мируется первыми двумя слагаемыми (q = 0 и 1). В этом случае оценка X̂r

приближается аналитической аппроксимацией порядка 1 :

X̂r = (1κ⊤
r X̂r−1)

−1
κ
⊤
r X̂r−1, r > 0, X̂0 = π,(15)

где

κ
kj
r ,

1∑

q=0

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


 ρk,j,qr (du), κr , ‖κkj

r ‖k,j=1,N .(16)

Данное приближение учитывает не более одного скачка МСП на интервале
дискретизации [tr−1, tr]. Если λ , max

16n6N
|λnn|, и шаг δ так мал, что λδ < 1, то

(см. [2])

C , e−λδ 2

(λδ)2

∞∑

k=2

(λδ)k

k!
< 1,(17)

и точность аппроксимации характеризуется неравенством

E

{∥∥∥X̂r − X̂r

∥∥∥
1

}
6 2− 2

(
1− C (λδ)2

2

)r

∼ λ2δtr при δ → 0.

Элементы κ
kj
r имеют следующий явный вид:

κ
kj
r = δkje

λjjδN (Yr, δf j , δgj) + (1− δkj)λkjeλjjδ

δ∫

0

V kj(Yr, u)du,(18)

где δkj — символ Кронекера, а

V kj(y, u) , e(λkk−λjj)uN
(
y, ufk + (δ − u)f j, ugk + (δ − u)gj

)
.(19)
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Интеграл в (18), а вместе с ним и вся аппроксимация X̂r не могут быть
вычислены аналитически, поэтому их приходится находить численно, вно-
ся дополнительную ошибку. Для этого предлагается использовать составной
метод средних прямоугольников с малым шагом δ1+α, α > 0:

(20) κ
kj
r ≈ ψkj

r , δkje
λjjδN (Yr, δf j , δgj) +

+ (1− δkj)λkjδ1+α

[δ−α]∑

i=1

V kj

(
Yr, δ1+α

(
i− 1

2

))
.

Используя обозначения ψr , ‖ψkj
r ‖k,j=1,N , можно представить численную ап-

проксимацию порядка min(α, 1), основанную на составной схеме средних пря-
моугольников

X̂r = (1ψ⊤
r X̂r−1)

−1ψ⊤
r X̂r−1, r > 0, X̂0 = π.(21)

Суммарная ошибка аппроксимации X̂r характеризуется следующим нера-
венством [2]:

E

{∥∥∥X̂r − X̂r

∥∥∥
1

}
6 C1(δ +C2δ

α)tr

для некоторых положительных констант C1 и C2. Из этого неравенства следу-
ет, что рациональным с точки зрения точности выбором параметра α будет 1.

Все рассуждения выше относились к аппроксимации оценки фильтрации
в прямом времени. Данный подход может быть применен и при вычислении
оценки фильтрации в обратном времени. Как и в случае прямого течения
времени предполагается, что на интервале временной дискретизации состоя-
ние МСП может совершить не более одного скачка. При этом приходится
учитывать тот факт, что МСП Xt в обратном времени в общем случае не
обладает свойством однородности. Аналог формулы (18) принимает вид

(22) ζkjr = δkj exp




tr+1∫

tr

γkk(u)du


N (Yr+1, δf

k, δgk) +

+ (1− δkj)
δ∫

0

Ukj
r (Yr+1, u)du,

где

(23) Ukj
r (y, u) , γkj(u) exp




u∫

tr

γkk(s)ds+

tr+1∫

u

γjj(s)ds


×

×N
(
y, ufk + (δ − u)f j , ugk + (δ − u)gj

)
.
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Формулы (22) и (23) содержат интегралы, которые вновь приближенно вы-
числяются по составной схеме средних прямоугольников

(24) ζkjr ≈ φkjr = δkj exp

(
δγkk

(
tr + tr+1

2

))
+

+ (1− δkj)δ1+α

[δ−α]∑

i=1

Ũkj

(
Yr+1, δ

1+α

(
i− 1

2

))
,

где

(25) Ũkj
r (y, u) ,

, γkj(u) exp

(
(u− tr)γkk

(
u+ tr

2

)
+ (tr+1 − u)γjj

(
u+ tr+1

2

))
×

×N
(
y, ufk + (δ − u)f j , ugk + (δ − u)gj

)
.

Используя матрицы φr , ‖φkjr ‖k,j=1,N , можно представить численную ап-
проксимацию порядка min(α, 1), основанную на составной схеме средних пря-
моугольников для фильтра в обратном времени

X̂
b
r = (1φ⊤r X̂

b
r+1)

−1φ⊤r X̂
b
r+1, r < R, X̂

b
R = π(T ).(26)

Таким образом, искомая оценка X̂s
r сглаживания состояния МСП Xtr на фик-

сированном интервале наблюдений вычисляется по формулам (13), (14), в

которых оценки фильтрации X̂ и X̂b заменены их аппроксимациями X̂ (21)

и X̂
b (26).

5. Алгоритм идентификации параметров
скрытой марковской модели

Перед представлением алгоритма идентификации параметров СММ при-
ведем некоторые наводящие соображения.

Рассмотрим СММ с непрерывным временем (1), (3), в которой оба процес-
са Xt и Yt являются наблюдаемыми. По усиленному закону больших чисел
для МСП [22] и процессов восстановления [23] имеет место следующая схо-
димость:

N ij
T

Oi
T

→ λij при T →∞ P− п.н. для любых i, j = 1, N : i 6= j,(27)

1

Oi
T

Qi,1
T → fei при T →∞ P− п.н. для любых i = 1, N.(28)
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Помимо этого

1

Oi
T


Qi,1

T

(
Qi,1

T

)⊤
−

T∫

0

Qi,1
s d

(
Qi,1

s

)⊤ −
T∫

0

dQi,1
s

(
Qi,1

s

)⊤

 = gi(29)

для любых i = 1, N на множестве {ω ∈ ω : Oi
T (ω) > 0}. В (27), (28) и (29)

• процессы N ij
t and Oi

t определяются формулами (4) и (5),

• уровневая сумма Qi,1
t является частным случаем (6):

Qi,1
t =

t∫

0

Xi
sdYs.(30)

Формулы (27) и (28) могут быть интерпретированы как вариант метода
моментов [24]. Если Xt — ненаблюдаемое состояние МСП, но выполняется
условие идентифицируемости 5), то Xt может быть восстановлен точно по
наблюдениям {Yt}:

X t , E {Xt|Yt+} = Xt P− п.н. для любого 0 6 t < T.(31)

Это означает, что в условиях 5) оценка X t также позволяет идентифици-
ровать параметры СММ ξ, если использовать ее в формулах (4), (5) и (30)
вместо истинного значения Xt. Однако точное вычисление Xt невозможно:
оценка является решением некоторой дискретно-непрерывной СДС, помимо
этого, ее вычисление требует знания истинных значений параметров ξ иден-
тифицируемой СММ.

Для преодоления этих сложностей и построения субоптимального алго-
ритма идентификации предлагается сделать несколько шагов.

Во-первых, согласно [25], при выполнении необременительных условий
имеет место непрерывная зависимость решений СДС по параметру, т.е. если
последовательность параметров {ξu}u∈N сходится к ξ при u→∞, то после-

довательность соответствующих решений систем X(ξu)
p−→ X(ξ) при u→∞.

Это означает, что в случае достаточной близости используемых в алгорит-
ме оценивания параметров ξu к истинным значениям ξ качество получаемой
оценки X(ξu) будет близко к качеству оптимальной оценки — условному сред-
нему X(ξ) относительно имеющихся наблюдений.

Во-вторых, в случае известных параметров ξ и вложенной последова-
тельности разбиений {tr}r=1,R по теореме Леви имеет место сходимость [16]

X̂r → X tr P− п.н. при R→∞. Это означает, что при выполнении условия 5),

оценка оптимальной фильтрации X̂r, вычисленная по дискретизованным на-
блюдениям Y, будет достаточно близка к истинному состоянию Xtr , и оценка
оптимального сглаживания X̂s

r тем более будет обладать этим свойством.

В-третьих, траектории состояния МСП Xt и их оценок Xt по диффузи-
онным наблюдениям Yt (3) являются кусочно-постоянными функциями со
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значениями в S
N . В отличие от них, значение УМО X̂r, вычисленное по

дискретизованным наблюдениям Y (2), принадлежат “вероятностному сим-

плексу” Π. Эту проблему легко решить, заменяя X̂r на оценки максимума
апостериорной вероятности Xr:

X̂r = argmax
n

(
e⊤n X̂r

)
.(32)

Заметим при этом, что условное среднее X̂r является L2-оптимальной оцен-
кой, в то время как X̂r — L1-оптимальная оценка.

В-четвертых, формулы (27)–(29), в которых истинные значения N ij
R , Oi

R

и Qi,1
R заменены их оценками

N̂ i,j
R = δ

R∑

r=1

X̂ is
r−1(X̂ js

r − X̂ js
r−1),(33)

Ôi
R = δ

R∑

r=1

X̂ is
r−1,(34)

Q̂i,1
R =

R∑

r=1

X̂ is
r−1Yr,(35)

позволяют построить следующие оценки параметров СММ:

λ̂ij =
N̂ i,j

R

Ôi
R

, i 6= j,(36)

λ̂ii = −
∑

j:j 6=i

λ̂ij ,(37)

f̂ei =
1

Ôi
R

Q̂i,1
R ,(38)

ĝi =
1

Ôi
R

R∑

r=1

X̂ is
r (Yr − δf̂ei)(Yr − δf̂ei)⊤.(39)

Пересчет параметров СММ может выполняться в цикле: сначала вычисля-
ются оценки состояния МСП, а затем по этим оценкам происходит уточнение
параметров СММ. Выход из этой процедуры может быть выполнен по пре-
вышении некоторого максимального числа итераций Niter, но возможно и
другое условие. Пусть ξu и ξu+1 — оценки параметров СММ, вычисленные
на u-й и (u+ 1)-й итерациях соответственно. Условием остановки итерацион-
ного процесса может быть выбрано выполнение неравенства

‖ξu+1 − ξu‖
‖ξu‖

6 εξ,(40)
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т.е. падение относительного изменения вектора параметров ниже некоторого
фиксированного порога εξ.

В процессе идентификации также следует обеспечивать выполнение усло-
вия 3) строгой положительности внедиагональных элементов оценки МИП Λ̂.
Для этого следует зафиксировать некоторый “барьерный” параметр ελ, и вме-
сто оценки λ̂ij(u+ 1) (36) на (u+ 1)-м шаге использовать его модификацию

λ̂ijε (u+ 1) = max
(
ελ|λ̂ii(u)|, λ̂ij(u+ 1)

)
.(41)

Относительно ограничительное условие 3) в данной статье было использо-
вано для того, чтобы продемонстрировать возможность использования “ба-
рьеров” для учета различной априорной информации о допустимых обла-
стях оцениваемых параметров. Вообще говоря, 3) может быть заменено ме-
нее ограничительным условием эргодичности МСП Xt, что достаточно для
идентификации МИП Λ.

Суммируя все вышесказанное, алгоритм идентификации параметров
СММ имеет следующий вид.

Шаг 1. Инициализация начальных значений параметров СММ ξ̂0 и цикла
идентификации u := 0.

Шаг 2. Начало цикла u := u+ 1.
Шаг 3. Вычисление оценок фильтрации в прямом времени {X̂r(ξu−1)}r=1,R

по формулам (20) и (21) с использованием оценок параметров ξ̂u−1,
вычисленных на предыдущем шаге цикла.

Шаг 4. Вычисление оценок фильтрации в обратном времени {X̂b
r(ξu−1)}r=1,R

по формулам (24) и (26) с использованием оценок параметров ξ̂u−1,
вычисленных на предыдущем шаге цикла.

Шаг 5. Вычисление оценок сглаживания на фиксированном интервале
{X̂s

r(ξu−1)}r=1,R по формулам (13) и (14).

Шаг 6. Пересчет оценок {X̂s
r(ξu−1)}r=1,R в оценки максимума апостериорной

вероятности {X̂r(ξu−1)}r=1,R по формуле (32).

Шаг 7. Вычисление оценок N̂ i,j
R (ξu−1), Ô

i
R(ξu−1) и Q̂i,1

R (ξu−1) по формулам
(33), (34) и (35).

Шаг 8. Вычисление оценок λ̂iju , f̂u и ĝu по формулам (36), (37), (38) и (39).

Шаг 9. Если u < NIter и ‖ξu+1−ξu‖
‖ξu‖ > εξ, то перейти к Шагу 2, в противном

случае закончить процесс идентификации.

Для одной итерации предложенного алгоритма идентификации можно теоре-
тически оценить зависимость трудоемкости ее выполнения от объема имею-
щихся наблюдений и параметров СММ:

• линейная зависимость от числа обрабатываемых измерений (длины об-
щего отрезка наблюдения [0, T ], частоты дискретизации δ−1),

• степенная зависимость от размерности N скрытого состояния с показа-
телем, больше 2,
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• степенная зависимость от размерности M размерности наблюдаемого
процесса с показателем, больше 2.

В настоящий момент времени не существует формальных утверждений,
гарантирующих сходимость предложенного алгоритма идентификации, одна-
ко высокая точность численных алгоритмов фильтрации состояния СММ по
наблюдениям с мультипликативными шумами, а также набросок алгоритма
идентификации параметров СММ с дискретным временем, представленный
в [8], вселяет надежду на возможность доказательства этой сходимости.

Между предложенной процедурой идентификации и ЕМ-алгоритмом име-
ется следующая связь. Известно, что последний представляет собой итера-
ционное повторение двух шагов. На Е-шаге по всей совокупности наблю-
дений {Yr}r=1,R вычисляются оценки состояния СММ {Xtr}r=1,R, исполь-
зуя оценки неизвестных параметров системы ξn−1, вычисленные на преды-
дущем шаге. Этому шагу соответствуют формулы (33)–(35). На М-шаге по
вновь рассчитанным оценкам состояния пересчитывается условная функция
правдоподобия, для которой затем находится максимум — оценка парамет-
ров ξn на текущем шаге. Этому шагу соответствуют формулы (36)–(39). Да-
лее цикл повторяется. Ключевым свойством EM-алгоритма, доказанным для
системы наблюдения (1), (3) в случае аддитивных шумов в наблюдениях,
является его сходимость к локальному максимуму условной функции прав-
доподобия [9, 10]. Так оказалось, что формулы М-шага (36)–(38) совпали с
формулами метода моментов. Однако формула (39) в [9, 10] не использова-
лась: во-первых, задача оценивания интенсивностей шумов наблюдений {gn}
не ставилась, во-вторых, [9, 10] не содержит решения задачи фильтрации
состояния СММ по наблюдениям с мультипликативными шумами. В предло-
женной статье по аналогии с тем, что (36)–(38) — формулы метода моментов
для оценивания Λ и f , предлагается использовать формулу (39) как вари-
ант метода моментов для оценивания {gn}. Так что пересчет оценок Λ и f
осуществляется в полном соответствии с М-шагом, а оценивание {gn} осу-
ществляется методом моментов.

6. Численные эксперименты

Для демонстрации качества оценок идентификации был выполнен ком-
плекс численных экспериментов. Для возможности объективного сравнения
все вычисления проводились для СММ с одинаковыми параметрами: N = 3;
M = 1; δ = 0,0002;

Λ =



−5 4 1

5 −10 5

1 4 −5


; π =




0,3571

0,2858

0,3571


; f =

[
0 0 0

]
;

g1 = 0,1; g2 = 0,2; g3 = 0,3.
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Рис. 1. Доступные наблюдения, компоненты МСП и их оценки.

Начальное распределение было выбрано совпадающим со стационарным, мо-
делирование траекторий выполнялось с шагом 0,00002.

Первая часть экспериментов посвящена сравнению качества оценок филь-
трации и сглаживания на фиксированном интервале при условии, что точные
значения параметров СММ известны.

На рис. 1 представлены результаты решений задач оценивания, выполнен-
ные для исследуемой СММ на отрезке наблюдения [0; 2]:
• наблюдения Yr, доступные на [0; 2],
• точные значения компонентов МСП Xt,
• оценки фильтрации X̂t в прямом времени,
• оценки фильтрации X̂b

t в обратном времени,
• оценки сглаживания X̂s

t на фиксированном интервале наблюдения [0; 2].
Для сравнительного анализа точности оценивания по пучку траекторий

объемом 1000 вычислены выборочные дисперсии ошибок оценок фильтрации
и сглаживания. На рис. 2 представлены:
• выборочная дисперсия Dt ошибок оценок фильтрации в прямом време-

ни,
• выборочная дисперсия Db

t ошибок оценок фильтрации в обратном вре-
мени,

• выборочная дисперсия Ds
t ошибок оценок сглаживания на фиксирован-

ном интервале наблюдения.
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Рис. 2. Выборочные дисперсии ошибок оценок фильтрации и сглаживания.

По результатам первого численного эксперимента можно сделать следующие
выводы.
1. С визуальной точки зрения доступные наблюдения малопригодны для

оценивания состояния МСП.
2. Нулевой снос в наблюдениях затрудняет процессы оценивания. Тем не

менее интенсивности шумов в наблюдениях при разных состояниях МСП
различны, поэтому в исследуемой системе наблюдения выполнены усло-
вия идентифицируемости 5).

3. В проведенном эксперименте оценки сглаживания обеспечивают высокую
точность. К подобному выводу позволяют прийти следующие заключения.
Как само оцениваемое состояние, так и его оценка лежат в “вероятностном
симплексе” Π, поэтому ошибка оценки имеет негауссовское распределение,
а значит и пользоваться “правилом трех сигм” в данном случае бессмыс-
ленно. Дисперсия каждой компоненты оцениваемого состояния является
индексом статистической неопределенности. Действительно, тривиаль-
ной оценкой компонент являются их математические ожидания, а дис-
персии численно характеризуют меру разброса компонент относительно
своих средних величин — тривиальных оценок. Следует отметить, что
математические ожидания строятся только на основе априорной инфор-
мации, без привлечения каких-либо наблюдений. Рассмотрим, например,
1-ю компоненту. Она имеет распределение Бернулли с параметром 0,3571,
а значит дисперсию 0,2296. Сравним эту дисперсию с дисперсией ошиб-
ки оптимальной оценки сглаживания: из рис. 2 можно сделать вывод, что
она колеблется в районе 0,01–0,03 (среднее значение 0,0225), т.е. мень-
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Таблица

Истинное значение Λ Начальное условие Λ0 Оценка Λ̂

−5,0 4,0 1,0 −1,0 0,5 0,5 −4,5455 3,7613 0,7842
5,0 −10,0 5,0 0,5 −1,0 0,5 4,3470 −8,4221 4,0751
1,0 4,0 −5,0 0,5 0,5 −1,0 0,8508 3,3833 −4,2341

Истинное значение f Начальное условие f0 Оценка f̂

0,0 0,0 0,0 −1,0 0,0 1,0 −0,02 0,0278 −0,0171
Истинное значение g Начальное условие g0 Оценка ĝ

0,1 0,2 0,3 0,05 0,15 0,4 0,0997 0,1992 0,3003

ше исходного значения дисперсии в 10 раз. Если использовать дисперсию
в качестве показателя неопределенности, то данный эксперимент демон-
стрирует, что статистическая неопределенность снизилась в 10 раз. Соот-
ношение дисперсий других компонент состояния имеет тот же порядок.
Вообще, отношение дисперсии ошибки оценки к дисперсии оцениваемого
сигнала в линейной регрессии — достаточно известный показатель RSS
(Residual Sum of Squares).

4. Выборочные дисперсии ошибок сглаживания вдвое меньше дисперсий
ошибок фильтрации в прямом и обратном времени. Это означает, что
использование в процедуре идентификации оценок сглаживания вместо
оценок фильтрации способно принести существенный выигрыш в точно-
сти.

5. Точность оценивания различных состояний зависит не только от пара-
метров оцениваемого СММ, но и характеристик наблюдений. В рассмат-
риваемом примере состояния 1 и 3 оцениваемого МСП “симметричны”:
вероятности пребывания в них и интенсивности переходов в них и из них
одинаковы. Тем не менее выборочная дисперсия оценки 3-го компонента
МСП в 2 раза больше, чем соответствующее значение для 1-го компо-
нента. Это связано с тем, что интенсивность шумов в наблюдениях при
условии Xt = e1 равна 0,1, в то время как соответствующее значение при
условии Xt = e3 равно 0,3.

Вторая часть экспериментов посвящена исследованию качества оценок па-
раметров СММ. Оценивание выполнялось по наблюдениям, полученным на
отрезке времени [0; 1000]. Максимальное число итераций NIter = 15, мини-
мальный порог относительного изменения оценок параметров εξ = 0,005. “Ба-
рьерные” значения, отделяющие оценки внедиагональных элементов λij от
нуля ελ = 0,1.

Приведенная выше таблица содержит истинные значения оцениваемых па-
раметров ξ СММ, начальные условия ξ0 для старта итерационной процедуры
идентификации и окончательные оценки ξ̂.

В данном эксперименте процесс идентификации закончился после 12 ите-
раций. Эволюция оценок параметров в зависимости от номера итерации Iter
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Рис. 3. Оценки и точные значения внедиагональных элементов МИП Λ.
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Рис. 4. Оценки и точные значения параметров сноса f .

в сравнении с истинными значениями оцениваемых параметров приведены
на рис. 3 — для элементов МИП Λ, на рис. 4 — для параметров сноса f , на
рис. 5 — для параметров диффузии g.
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Рис. 5. Оценки и точные значения параметров диффузии g.

По результатам второго численного эксперимента можно сделать следую-
щие выводы:
1. Итерационный процесс идентификации демонстрирует быструю сходи-

мость.
2. В результате идентификации ни один из внедиагональных элементов оцен-

ки МИП Λ̂ не совпадает с “барьерным” значением, что означает, что ба-
рьерные ограничения в полученной оценке неактивны, и оценка совпадает
с некоторым локальным максимумом условной функции правдоподобия.

3. Качество оценок параметров сноса f и диффузии g выше, чем качество
оценивания МИП Λ.
Идентификация параметров СММ не является самоцелью: обычно в при-

кладных задачах полученные значения используются для последующего ре-
шения задач оценивания и/или стохастического управления по неполной ин-
формации. Третья часть экспериментов посвящена сравнению оценок филь-
трации состояния МСП, вычисленной с использованием идентифицирован-
ных параметров, и “эталонных” оценок фильтрации, вычисленных по точным
значениям параметров СММ.

На рис. 6 представлены графики траекторий оценок фильтрации на от-
резке [0; 1], вычисленных по идентифицированным и точным значениям па-
раметров модели.

На рис. 7 приведены графики выборочных дисперсий ошибок фильтрации,
вычисленных по идентифицированным и точным значениям параметров мо-
дели. Дисперсии вычислялись методом Монте-Карло по пучку траекторий
объемом 100 000.
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Рис. 6. Оценки фильтрации состояний МСП Xt, вычисленные по идентифи-
цированным X̂t и точным параметрам X̂E

t СММ.
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Рис. 7. Выборочные дисперсии ошибок фильтрации состояний МСП, вычис-
ленных по идентифицированным Dt и точным DE

t параметрам СММ.

По результатам третьего численного эксперимента можно сделать следую-
щие выводы:
1. Оценки фильтрации, вычисленные с помощью идентифицированных зна-

чений параметров СММ, визуально не отличаются от оценок, вычислен-
ных со знанием точных значений параметров.
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2. Даже при большом объеме пучка траекторий, используемых в методе
Монте-Карло, разница выборочных дисперсий ошибок фильтрации, по-
лученных по идентифицированным и точным параметрам, находится на
уровне статистической погрешности.

7. Заключение

Статья представляет субоптимальный алгоритм идентификации парамет-
ров СММ с непрерывным временем. В качестве скрытого состояния высту-
пает однородный МСП с конечным множеством состояний. Имеющиеся на-
блюдения являются косвенными и содержат мультипликативные шумы.

Предложена итерационная процедура оценивания параметров СММ, род-
ственная ЕМ-алгоритму. Она основана на попеременном решении задач сгла-
живания скрытого состояния и вычислении на основе этих результатов и
имеющихся наблюдений оценок параметров СММ методом моментов.

Алгоритм идентификации сходится за малое число итераций. Проведен-
ные численные примеры демонстрируют высокое качество оценивания мат-
риц сноса f и диффузии g, и приемлемое качество оценивания МИП Λ. Тем не
менее продемонстрированной точности достаточно для последующего успеш-
ного решения задач фильтрации скрытого состояния МСП с использованием
идентифицированных значений параметров.

Несмотря на то что в статье показаны положительные качества алгоритма
и его потенциальные возможности, существует целый ряд направлений, по
которым он может быть модифицирован.

Во-первых, алгоритм обладает свойством “жадности”: он сходится к ло-
кальному максимуму условной функции правдоподобия, ближайшей к на-
чальному условию итерационного процесса. При этом у функции правдоподо-
бия могут существовать другие локальные максимумы с бо́льшими значения-
ми. Улучшение качества оценивания возможно с помощью выбора начально-
го условия путем некоторой предобработки имеющихся наблюдений. Другим
способом является параллельный запуск нескольких экземпляров итерацион-
ного процесса, стартующих из различных начальных условий. В этом случае
механизм выбора этих условий также играет существенную роль.

Во-вторых, предложенный алгоритм идентификации не обеспечивает опе-
ративную обработку наблюдений нарастающего объема – это связано с “при-
родой” ЕМ-алгоритма. Дело в том, что СММ включает в себя как наблюдае-
мые, так и скрытые компоненты, поэтому возможно построить только услов-
ную функцию правдоподобия, характеризующую распределение скрытого со-
стояния X[0,T ], относительно имеющихся наблюдений YR на всем интервале
наблюдения [0, T ]. Данное условное осреднение автоматически означает сгла-
живание на фиксированном интервале наблюдения, и это решение этой зада-
чи не может быть представлено в рекуррентной форме. Каждое следующее
наблюдение, полученное в момент tr, должно быть обработано для уточне-
ния всей траектории состояния на отрезке [0, tr−1] и оцениванию состояния в
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новой точке tr. Таким образом, с ростом интервала наблюдения растет и дли-
на траектории скрытого состояния, которая должна быть сглажена по всему
имеющемуся массиву наблюдений. Данное свойство ЕМ-алгоритм демонстри-
рует во всех задачах, в которых он может быть применен для идентификации
параметров СММ: начиная от классического алгоритма Баума–Велча [3, 4],
применяемого для идентификации параметров частично наблюдаемых мар-
ковких цепей, и заканчивая алгоритмами идентификации параметров СММ
с непрерывным временем [8–11]. Представляется перспективной разработка
рекуррентных модификаций алгоритма, позволяющих проводить идентифи-
кацию параметров СММ в реальном масштабе времени по наблюдениям на-
растающего объема.

В-третьих, в текущей версии алгоритма учет доступной априорной инфор-
мации о множестве допустимых значений оцениваемых параметров (на при-
мере условия 3) строгой положительности интенсивностей переходов) реали-
зуется с помощью использования некоторых “барьеров”, препятствующих вы-
ходу оценок из этого множества. Алгоритм может быть улучшен путем более
гибкого подбора значений “барьеров”.

Перечисленные направления исследований представляются интересными
не только с точки зрения эмпирического улучшения работы алгоритма и
повышения его точности, но и в плане поиска теоретического обоснования
свойств алгоритма и его модификаций.
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ВЛИЯНИЕ РЕФЛЕКСИИ НА СВОЙСТВА РАВНОВЕСИЙ В
НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ОЛИГОПОЛИИ ШТАКЕЛЬБЕРГА

Рассматривается теоретико-игровая проблема выбора оптимальных
стратегий агентов рынка олигополии при линейной функции спроса и
нелинейных функциях издержек агентов. Исследовано влияние рефлек-
сивного поведения на число и свойства равновесий в игре для агентов,
имеющих различные типы функций издержек: вогнутые, соответствую-
щие положительному эффекту расширения масштаба, и выпуклые, соот-
ветствующие отрицательному эффекту. Доказано, что в случае выпуклых
функций издержек существует только одно равновесие, а в случае вогну-
тых функций издержек может существовать два равновесия, одно из ко-
торых меньше равновесия при линейных издержках, а другое — больше.
Установлено, что при выпуклых функциях издержек равновесное дей-
ствие увеличивается с ростом рефлексии агента и снижается с ростом
рефлексии окружения, как и в модели с линейными функциями издер-
жек. При вогнутых функциях издержек влияние рефлексии зависит от
знака суммы предположительных вариаций S: с повышением рефлексии
агента большее равновесие растет, а меньшее снижается при S < 0, а при
S > 0 — наоборот.

Ключевые слова: олигополия, игра Штакельберга, вогнутость и выпук-
лость функции издержек, рефлексия.
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1. Введение

В играх олигополии с нелинейными функциями издержек агентов тра-
диционный подход вычисления равновесия Курно–Нэша [1, 2] требует совер-
шенствования, поскольку включение в модель лидерства по Штакельбергу [3]
приводит к расширению содержания понятия «тип агента». Если в самой
распространенной модели с линейными издержками [4–6] параметром типа
агента являются предельные издержки агентов, то нелинейная модель с ли-
дерством по Штакельбергу, во-первых, типизирует агента по признаку вы-
пуклости (вогнутости) функции издержек, т.е. по специфике технологии, и,
во-вторых, по типу рефлексивного поведения.
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В рамках рефлексии исследуется многообразие представлений агента
1) о стратегиях окружения (т.е. других игроков), 2) о представлениях окру-
жения о стратегии агента; 3) о представлениях окружения о представлении
агента о стратегиях окружения и т.д. В этом ряду номер представления на-
зывается рангом [7]. Модель рефлексивной игры является инструментом опи-
сания информированности агентов, с помощью которого экзогенно заданная
информированность сводится к множеству возможных игр с полной инфор-
мированностью. Поэтому решением рефлексивной игры является информа-
ционное равновесие [8]. Рефлексивное поведение агентов исследовалось в по-
становке Курно–Штакельберга в процессах стратегической и информацион-
ной рефлексии [9–13], а также в рамках динамики установления равновесия
Курно [14] и Штакельберга 15].

Таким образом, тип агента представляет собой множество из двух ха-
рактеристик, первая из которых выражает технологию производства аген-
та, а вторая — его способ мышления. Поскольку технология предопределяет
вид зависимости производственных издержек от выпуска, то первый элемент
множества параметров типа, т.е. технологический тип агента, характери-
зуется значениями коэффициентов его функции издержек. В соответствии
с видом функции издержек агента могут быть следующие технологические
типы: 1) постоянная отдача от расширения масштаба производства, при ко-
торой издержки возрастают прямо пропорционально выпуску, а технология
оптимальна, так как достигла предела улучшения; 2) отрицательный эффект
расширения масштаба, когда издержки возрастают ускоренным темпом от-
носительно роста выпуска, и технология рецессивная, т.е. тормозит расши-
рение производства; 3) положительный эффект расширения масштаба, ес-
ли издержки возрастают замедленным темпом относительно роста выпуска,
что соответствует прогрессирующей технологии, способствующей расшире-
нию производства. Для реальных фирм выявлена [16] следующая тенденция
перехода от одного технологического типа к другому в процессе развития
фирмы: вначале наблюдается третий тип (положительный эффект), затем
совершенствование технологии приводит к оптимуму, т.е. первому типу (по-
стоянная отдача), после чего технология деградирует и наступает второй тип
(отрицательный эффект). Следовательно, вообще в экономике могут сосуще-
ствовать агенты различных технологических типов. Однако олигополии, как
рынки, возникшие из монополии и, следовательно, предлагающие покупате-
лю идентичный товар, как правило, включают в себя фирмы, пребывающие
на одной и той же стадии развития. Поэтому в статье исследуется игра оли-
гополии, в которой все агенты имеют одинаковые технологические типы.

В свою очередь, ментальное поведение агента в игре при взаимодействии с
окружением характеризуется рангом его рефлексии, которому можно поста-
вить в соответствие предположительную вариацию, т.е. предполагаемое из-
менение выпуска контрагента, вызываемое единичным увеличением выпуска
агента. Поэтому второй элемент множества параметров типа агента, т.е. мен-
тальный тип, количественно измеряется его предположительной вариацией,
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точнее, в игре более двух агентов, суммой предположительных вариаций ка-
сательно всех агентов окружения. По этому признаку агентов можно разде-
лить на следующие типы: 1) ведомый агент, не выдвигающий предположений
о стратегиях окружении, вследствие чего сумма предположительных вариа-
ций такого агента равна нулю; 2) лидер по Штакельбергу (первого уровня),
предполагающий, что его окружают ведомые агенты, что, как известно [3],
означает отрицательную предположительную вариацию, т.е. предположено
снижение выпуска контрагента в ответ на рост выпуска лидера; 3) лидер
по Штакельбергу второго уровня (или более высоких уровней), предпола-
гающий, что его окружают лидеры первого уровня (или последующих, но
низших уровней). В этой классификации типов с ростом уровня лидерства
сумма предположительных вариаций лидера возрастает по абсолютной ве-
личине, оставаясь отрицательной, если лидера окружают агенты первого и
второго технологических типов. Однако если окружение имеет третий техно-
логический тип (положительный эффект), то углубление рефлексии (т.е. рост
ранга) агента может приводить к атипичному предположению о том, что рост
выпуска агента вызывает увеличение выпуска контрагента; в таком случае
сумма предположительных вариаций атипичного агента положительна [17].
Следовательно, на ментальный тип агента опосредованно, через функции из-
держек агентов как общее знание, влияет технологический тип окружения, и
предположительные вариации в результате могут принимать значения в диа-
пазоне (−∞,∞). Поэтому дискретный набор ментальных типов моделируется
в статье непрерывной величиной суммы предположительных вариаций.

Поскольку совместное влияние технологического и ментального компонен-
тов типа агентов на равновесие в агрегативной игре олигополистов не иссле-
довано, то эта проблема является предметом данной статьи.

2. Методология

Рассмотрим рынок олигополии, на котором фирмы (агенты) имеют сте-
пенные функции издержек следующего вида:

Ci (Qi) = CF i +BiQ
βi

i , CF i ≥ 0, Bi > 0, βi ∈ (0, 2) , i ∈ N,(1)

где Qi — действие (объем выпуска) i-го агента; N = {1, . . . , n} — множество
агентов рынка; n — количество агентов; CF i, Bi, βi — коэффициенты функ-
ций издержек агентов. Степенная функция издержек (1) в диапазоне коэф-
фициентов βi ∈ (0, 2) обобщает три технологических типа: агент с постоян-
ной отдачей от расширения масштаба описывается линейной функцией из-
держек (βi = 1), агент с отрицательным эффектом — выпуклой функцией
при 1 < βi < 2, агент с положительным эффектом расширения масштаба —
вогнутой функцией издержек при 0 < βi < 1. Следовательно, коэффициенты
Bi, βi представляют собой параметры технологического типа агента.

В агрегативной игре на рынке олигополии с линейной функцией спроса
агенты выбирают оптимальные действия из условия максимума функции по-
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лезности:

max
Qi≥0

Πi (Q,Qi) = max
Qi≥0

{
(a− bQ)Qi − CF i −BiQ

βi

i

}
,

Qi ≥ 0, Q =
∑

i∈N
Qi, i ∈ N,

(2)

при условии1

a > C ′
iQi
∀β ∈ [1, 2) , a > β−1C ′

iQi
∀β ∈ (0, 1) ,(2а)

где Πi — функция полезности (прибыль) i-го агента; Q — суммарный объем
рынка; a, b — коэффициенты обратной функции спроса, a > 0, b > 0, a≫ b.

Равновесие Нэша в модели (2) есть вектор действий агентов при выбран-
ных действиях окружения (т.е. других агентов), который определяется из
уравнений

∂Πi (Qi, ρij)

∂Qi
= 0, i, j ∈ N,(3)

где ρij = Q′
jQi

— предположительная вариация i-го агента, т.е. предполагае-
мое изменение выпуска j-го агента в ответ на единичный прирост выпуска
i-го агента. Сумма вариаций i-го агента Si =

∑
l∈N\i

ρil выражает ментальный

параметр типа агента.

Стратегическая игра Г есть кортеж множества агентов, множества стра-
тегий (действий), множества функций полезности и множества уровней ли-
дерства по Штакельбергу:

Γ = 〈N, {Qi, i ∈ N} , {Πi, i ∈ N} , G〉 ,(4)

где G = (M0,M1, . . . ,ML) — множество уровней лидерства агентов; L — ко-
личество уровней лидерства агентов; Mr (r = 0, . . . , L) — множества агентов;
M0 — множество ведомых агентов; Mr (r = 1, . . . , L) — множество лидеров
r-го уровня. Формально уровни лидерства определяются следующим обра-
зом. Нулевой уровень, соответствующий ведомому η0-му агенту, имеет место,
если в η0-м уравнении системы (3) полагается ρ0η0j = 0 ∀j ∈ N\η0, где верхний
индекс вариации обозначает уровень лидерства r. Первый уровень лидерства
η1-го агента возникает, если в η1-м уравнении системы (3) вариации ρ1η1j вы-
числяются дифференцированием по Qη1 остальных (n− 1) уравнений (3), в
которых полагается ρ0ij = 0 ∀j ∈ N\i. Произвольный r-й уровень лидерства
ηr-го агента возникает, если в ηr-м уравнении системы (3) вариации ρrηrj вы-

числяются дифференцированием по Qηr остальных (n− 1) уравнений (3), в
которых полагается ρij = ρr−1

ij ∀j ∈ N\i.
Рефлексией [7] будем называть выполняемую ηr-м агентом мыслитель-

ную операцию вычисления вариации ρrηrj из системы (3) в предположении

ρij = ρr−1
ij ∀j ∈ N\i; соответственно, индекс r для агента, выполнившего эту

операцию, есть ранг рефлексии.

1 Условие существования стационарной точки функции полезности.
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Ростом рефлексии будем называть увеличение параметра Sr
i по абсолют-

ной величине, поскольку в модели с линейными издержками с увеличением r
модуль ρij растет.

Обозначим нормированное действие агента как yi =
Qi

Qmax
∈ (0, 1), где

Qmax = a
b есть максимальный объем рынка. Введем обозначения:

αi =
â− B̂iβi (2− βi) xβi−1

i

b̂
, δi = 2 +

B̂iβi (βi − 1)

b̂
xβi−2
i + Sr

i ,

â = Qmaxa, b̂ = Q2
maxb, B̂i = Qβi

maxBi,

где параметры xi удовлетворяют следующим условиям:

yi − xi < εi, xi < yi, Ωi = xi + ξi (yi − xi) ,
ξi, xi ∈ (0, 1) , εi ∈ (0,Ωi) , i ∈ N.

(5)

Переменные xi представляют собой параметры линеаризации системы (3),
поэтому имеют ту же размерность, что и равновесные действия yi, и должны
быть им равны с точностью до малых положительных чисел εi.

Решение системы (3) было получено [18] в виде следующей формулы рав-
новесия:

yi =
a0i + a1ix

θi
i

b0i + b1ix
θi−1
i

,(6а)

где коэффициенты вычисляются по следующим формулам:

θi = βi − 1 ∈ (−1, 1) , a0i =
1− λi
Bi

, a1i = θ2i − 1 < 0,

b0i =
1 + Sr

i + τi

Bi

, b1i = θi (θi + 1) ,

(6б)

при условии2 [19]

Sr
i ∈ Ξi, i ∈ N, Ξi = {Sr

i : δi > 0} ,(6в)

где

Bi =
Bi

bQ2−βi
max

, λi = τi

n∑

j 6=i

αj

ωj
, τi =

1

1 +
n∑

j 6=i

1
ωj

,

ωi = δi − 1, b1i

{
> 0, θi ∈ (0, 1) ,
< 0, θi ∈ (−1, 0) .

(6г)

Поставим задачу анализа влияния параметров функций издержек агентов
и суммы предположительных вариаций Si на функцию равновесного дей-
ствия агента (6а).

2 Условие максимума функции полезности в стационарной точке.
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3. Результаты

Опишем свойства равновесий, определяемых формулой (6а), для различ-
ных типов функций издержек и ментальных типов агентов. В дальнейшем
рассмотрим i-го агента, поэтому для упрощения записи опустим индекс «i», а
если рассуждения касаются окружения, используем индекс «−i»; также опу-
стим индекс «r», считая, что каждый агент имеет некоторый ранг рефлексии,
приводящий к сумме вариаций Sr.

Для оценки свойств равновесий важную роль играют характеристики па-
раметров (6г), которые представим в виде следующего вспомогательного ре-
зультата.

Лемма 1. Коэффициенты τ и λ при различных параметрах типа окру-
жения в равновесии удовлетворяют следующим условиям:

τ ∈





(0, 1) , если θ−i ∈ [0, 1) ,

(0, 1) , если θ−i ∈ (−1, 0) при S̃−i ∈
[
S,∞

)
,(

− 1

n− 2
, 0

)
, если θ−i ∈ (−1, 0) при S̃−i ∈

(
S − 1, S

)
,

(7а)

λ ∈





(0, 1) , если θ−i ∈ [0, 1) ,

(0, 1) , если θ−i ∈ (−1, 0) при S̃−i ∈
[
S,∞

)
,

(0, 1) , если θ−i ∈ (−1, 0) при S̃−i ∈
(
S − 1, S

)
и n ∈ (n2,∞) ,

(1, 2) , если θ−i ∈ (−1, 0) при S̃−i ∈
(
S − 1, S

)
и n ∈ (n1, n2) ,

(7б)

∂τ

∂S−i
> 0,

∂λ

∂S−i
< 0,

∂τ

∂S
=
∂λ

∂S
= 0,(7в)

где

S = b−1B̃
∣∣∣θ̃
∣∣∣
(
θ̃ + 1

)
Qθ̃−1 − 1, n1 =

4− α̃max

2− α̃max
, n2 =

2− α̃max

1− α̃max
,

α̃max = 1−
B̃
(
1− θ̃2

)
Qθ̃

max

a
∈ (0, 1), S̃−i =

1

n− 1

n∑

j 6=i

Sj;

θ̃, B̃ подобраны из условий

ω
(
θ̃, B̃

)
=

1

n− 1

n∑

j 6=i

ωj, α
(
θ̃, B̃

)
=

1

n− 1

n∑

j 6=i

αj .

Содержательно коэффициент τ характеризует интенсивность рефлексии
окружения данного агента, так как если S−i < 0, то с увеличением |S−i| па-
раметр ω−i уменьшается и τ стремится к нулю, а если параметр S−i > 0, то
его рост приводит к повышению τ . Коэффициент λ — это комплексная оценка
типа окружения, он объединяет коэффициент τ и характеристику нелинейно-
сти функций издержек окружения α: чем больше |θ|, т.е. чем более выпуклы
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(или вогнуты) функции издержек, тем коэффициент α ближе к единице, а
чем меньше |θ|, тем α ближе к нулю.

Таким образом, коэффициенты τ и λ положительны и не превышают еди-
ницы в случаях линейных или выпуклых функций издержек окружения (по-
стоянного или отрицательного эффектов расширения масштаба), а также в
случае вогнутых функций издержек окружения, если средняя сумма вариа-
ций окружения S−i не меньше S; если эта величина меньше S, то коэффици-
ент τ отрицательный и по модулю меньше 1

n−2 , а коэффициент λ либо также
не превышает единицы при большом числе агентов (больше n2), либо не пре-
вышает двух при меньшем числе агентов (от n1 до n2). Важно, что с ростом
рефлексии окружения, т.е. с увеличением |S−i|, в случае S−i > 0 коэффици-
ент τ растет, а α снижается, а в случае S−i < 0 — наоборот. Опосредованно
через функцию y (S, S−i) коэффициенты τ и λ испытывают также влияние
изменения равновесия, но эта зависимость будет исследована в нижеследую-
щих утверждениях.

Равновесие3 (6а) отклоняется от классического равновесия Курно [20]
вследствие двух факторов — нелинейности функции издержек агента, ха-
рактеризуемой параметром θ, а также рефлексии агента (параметр S) и его
окружения (параметры λ и τ). Поэтому для факторного анализа устраним
влияние нелинейности, т.е. рассмотрим случай θ = 0 (или β = 1), что позво-
ляет выявить чистое влияние фактора рефлексии.

У тв е ржд е ни е 1. В игре агентов с линейными функциями издержек
(β = 1) равновесное действие yβ=1

i) единственное, конечное, отличное от нуля, вычисляется по формуле

yβ=1 = χβ=1
a−B
Qmaxb

,(8а)

ii) растет с ростом рефлексии агента и снижается с ростом рефлексии
окружения

∂χβ=1

∂S
< 0,

∂χβ=1

∂S−i
> 0,(8б)

iii) превышает равновесное действие по Курно yK = a−B
(n+1)Qmaxb

, т.е.

χβ=1 > χK , при следующих ограничениях :

κ < 0 ∨ (n < κ ∧ κ > 0) ,(8в)

где χβ=1 =
τ

1+S+τ , κ = S+1
S−i−SS−i, χK = 1

n+1 , индекс K — равновесие Курно.

Содержательно коэффициент χ показывает изменение действия агента
вследствие рефлексии по сравнению с равновесным действием по Курно.

Далее рассмотрим игру агентов, имеющих технологии с отрицательным
эффектом расширения масштаба, т.е. выпуклыми функциями издержек.

3 Здесь и далее термин «равновесие» используется также как синоним термина «равно-
весное действие».
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У тв е ржд е ни е 2. В игре агентов с выпуклыми функциями издержек
(β > 1) равновесие агента yβ>1

i) существует при следующих условиях :

S ∈ (max {−1, s2} , 0] , если {S, τ, λ} ⊂ Ωβ>1,(9а)

причем s2 > −1, если λ+ τ < 1 и Qmax < Q
⌢

max,

ii) при β = 2 вычисляется по формуле

yβ=2 = χβ=2,(9б)

iii) меньше равновесия при линейных функциях издержек

yβ=2 < yβ=1 при S < S
⌢
,(9в)

iiii) растет с ростом рефлексии агента и снижается с ростом рефлексии
окружения

∂χβ=2

∂S
< 0,

∂χβ=2

∂S−i
> 0,(9г)

iiiii) влияние рефлексии ниже, чем при линейных функциях издержек
∣∣∣∣
∂χβ=2

∂S

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣
∂χβ=1

∂S

∣∣∣∣ ,
∂χβ=2

∂S−i
<
∂χβ=1

∂S−i
,(9д)

где

χβ=2 =
τ

1 + S + τ + 2b−1B
, s2 = −βB − (λ+ τ),

Q
⌢

max =

(
B

a

β

1− λ− τ

) 1
1−β

, S
⌢

= 2
a

b

(
1− B

a

)
− 1− τ ,

Ωβ>1 = {(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 > 0}.

Наконец, исследуем игру агентов, имеющих технологии с положительным
эффектом расширения масштаба, т.е. вогнутыми функциями издержек.

У тв е ржд е ни е 3. В игре агентов с вогнутыми функциями издержек
(β < 1) равновесие агента yβ<1

i) существует при следующих условиях :

S ∈





(max {s0, s1} , s3) при a0 > |a1| ,
(max {s0, s1} , s2) при a0 < |a1| ,

}
если {S, τ, λ} ⊂ Ω1

β<1,

(max {s0, s2} , s4) , если {S, τ, λ} ⊂ Ω2
β<1,

(s0, s2) , если {S, τ, λ} ⊂ Ω3
β<1,

(s0,min {s1, s2}) , если {S, τ, λ} ⊂ Ω4
β<1,

(10а)
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ii) при β = 0,5 вычисляется по формуле

yβ=0,5 =





y+,−
β=0,5 =

ζ ±
√
d

2 (1 + S + τ)
, если {S, τ, λ} ⊂ Ω2

β<1,

(
0,5B

1 + S + τ

) 2
3

, если {S, τ, λ} ⊂ Ω1
β<1

⋃
Ω3
β<1

⋃
Ω4
β<1,

(10б)

iii) соотносится с равновесием при линейных функциях издержек как

y+β=0,5 > yβ=1 ∧ y−β=0,5 < yβ=1 при λ < λ, если {S, τ, λ} ⊂ Ω2
β<1,

yβ=1 < yβ=0,5 при Qmax > Qmax, если {S, τ, λ} ⊂ Ω1
β<1,

(10в)

iiii) зависит от рефлексии агента и рефлексии окружения следующим
образом:

∂y+β=0,5

∂S
< 0,

∂y−β=0,5

∂S
> 0,

∂y+β=0,5

∂S−i
> 0,

∂y−β=0,5

∂S−i
< 0 при λ > λ

⌢
,





если {S, τ, λ} ⊂ Ω2
β<1,

∂yβ=0,5

∂S
< 0,

∂yβ=0,5

∂S−i
< 0, если {S, τ, λ} ⊂ Ω1

β<1

⋃
Ω3
β<1

⋃
Ω4
β<1,

(10г)

iiiii) влияние рефлексии по сравнению со случаем линейных функций
издержек сказывается следующим образом:

∣∣∣∣
∂yβ=1

∂S

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
∂y+β=0,5

∂S

∣∣∣∣∣ при λ > λ
⌢⌢ +,

∣∣∣∣
∂yβ=1

∂S

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
∂y−β=0,5

∂S

∣∣∣∣∣ при λ > λ
⌢⌢ −,

∣∣∣∣
∂yβ=1

∂S−i

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
∂y+,−

β=0,5

∂S−i

∣∣∣∣∣ при λ > λ
⌢

+ λ
⌢

−i,





если {S, τ, λ} ⊂ Ω2
β<1,

∣∣∣∣
∂yβ=1

∂S

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣
∂yβ=0,5

∂S

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
∂yβ=1

∂S−i

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣
∂yβ=0,5

∂S−i

∣∣∣∣

при Qmax > Qmax, если {S, τ, λ} ⊂ Ω1
β<1,

(10д)

где

Ω1
β<1 = {(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 > 0 ∧ b0 < |b1|} ,

Ω2
β<1 = {(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 > 0 ∧ b0 > |b1| ∧ a0 > |a1|} ,

Ω3
β<1 = {(S, τ, λ) : a0 < 0 ∧ b0 < 0} ,

Ω4
β<1 = {(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 < 0} ,
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ζ = 1− λ, d = ζ2 − 2B (1 + S + τ) , λ = 1− τ (1−B/a) ,

λ
⌢⌢ + = 1− 2τ (1−B/a)

∆1 + 2
, λ

⌢⌢ − = 1− 2τ (1−B/a)

∆1
,

s0 = β (1− β)Byβ−2 − 2, s1 = − (1 + τ) , s2 = −βB − (λ+ τ) ,

s3 = β (1− β)B − (1 + τ) , s4 = β (1− β)ψ − (1 + τ) ,

λ
⌢

−i =
2(1−B/a)(1+S)−∆2

2 + ∆1
, Qmax =

(0,5B/a)2

τ3(1−B/a)3 , λ
⌢

= 1− (1+S + τ)α,

∆1 =
Q0,25

max (1− τα (n− 1))

ϕ0,5
− 1, ∆2 =

(B/a)0,5 (1 + τ)0,5

ϕ0,5
,

ϕ = Q0,5
max (1− τα (n− 1))2 − 2

B

a
(1 + τ) ,

y−, y+ — меньшее и большее равновесия.

Таким образом, исследована полная совокупность возможных игровых си-
туаций, возникающих при различных технологических и ментальных типах
агентов олигополии.

4. Численный эксперимент и обсуждение результатов

Игра агентов с линейными функциями издержек, свойства равновесия в
которой описаны в утверждении 1, является референтным случаем. В этом
случае равновесные действия агентов выше, чем в классическом случае Кур-
но, если рефлексия агента выше рефлексии окружения (т.е. |S| > |S−i|) при
любых n > 1, а если окружение рефлексирует сильнее (т.е. |S| < |S−i|), то при
некотором ограниченном числе агентов, т.е. n < κ. Кроме того, поскольку в
случае линейных издержек S < 0 и S−i < 0, то рост рефлексии агента все-
гда ведет к росту его равновесия, а рост рефлексии окружения способствует
снижению равновесия агента.

В игре агентов, имеющих технологии с отрицательным эффектом масшта-
ба, т.е. выпуклые функции издержек, описанной в утверждении 2, область
значений S, при которых равновесие в игре существует, может сужаться по
сравнению с линейным случаем, когда S ∈ (−1, 0]. Это проявляется при ма-
лых значениях λ и τ , т.е. когда S−i → −1 (окружение интенсивно рефлекси-
рует) и |θ| → 0 (функции издержек окружения близки к линейным). Выпук-
лость функций издержек приводит к уменьшению равновесного действия по

сравнению с моделью линейных издержек при условии S < S
⌢

, что является

типичным случаем, поскольку S
⌢≫ 1, так как a

b ≫ 1. Кроме того, при выпук-
лых функциях издержек снижается влияние рефлексии по сравнению с ли-
нейным случаем, а тип влияния рефлексии на равновесие остается прежним:
рост рефлексии агента повышает его равновесное действие, а рост рефлексии
окружения — снижает.
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Коэффициенты функций издержек телекоммуникационных компаний РФ

i Агент Bi βi
1 ПАО «МТС» 2,41 0,76

2 ПАО «МегаФон» 1,36 0,85

3 ПАО «ВымпелКом» 2,46 0,81

Игра агентов, технологии которых характеризуются положительным эф-
фектом расширения масштаба, когда у всех агентов вогнутые функции из-
держек, описана в утверждении 3. При этом равновесие существует в менее
широком диапазоне, чем S ∈ (−∞,∞) [19]. Следовательно, в этом случае S
может быть как положительным, так и отрицательным, поэтому понятие ро-
ста рефлексии можно трактовать двояко: при S < 0, как и ранее, ростом
рефлексии будем считать увеличение параметра S по абсолютной величине,
т.е. уменьшение S; при S > 0 будем называть ростом рефлексии увеличение
параметра S.

Возможны две ситуации: существование двух равновесий в случае
{S, τ, λ}⊂Ω2

β<1 или одного равновесия в случае {S, τ, λ}⊂Ω1
β<1∪Ω3

β<1∪Ω4
β<1.

В ситуации двух равновесий одно из них больше равновесия в линейном
случае, а другое меньше, если λ < λ, а поскольку λ близко к единице при
достаточно большом n, то эта закономерность типична. Кроме того, в этой
ситуации рост рефлексии агента при S < 0 влечет за собой увеличение боль-
шего равновесия и уменьшение меньшего, а при S > 0, наоборот, приводит
к снижению большего равновесия и повышению меньшего. В свою очередь,
рост рефлексии окружения вызывает противоположный эффект при условии

λ > λ
⌢

.

В ситуации единственного равновесия его значение больше равновесия в
линейном случае при условии Qmax > Qmax, которое выполняется при малых
значениях Qmax, т.е. когда B≪ a. Кроме того, в данной ситуации при S < 0
рост рефлексии агента и окружения способствует уменьшению равновесия, а
при S > 0 ведет к увеличению равновесия.

При вогнутых функциях издержек влияние рефлексии на равновесие отли-
чается от случая линейных издержек следующим образом: 1) в ситуации двух
равновесий рефлексия агента в линейном случае влияет сильнее, чем в нели-

нейном, при условии λ > λ
⌢⌢ + для большего равновесия и λ > λ

⌢⌢ − для мень-

шего равновесия, а рефлексия окружения при условии λ > λ
⌢

+ λ
⌢

−i; 2) в си-
туации одного равновесия рефлексия агента и окружения влияет сильнее в
линейном случае при условии Qmax > Qmax.

Проведем моделирование равновесий на основе параметров функций спро-
са a = 1,77, b = 0,0009 и издержек (таблица), полученных для телекоммуни-
кационных компаний РФ [19], причем CF i = 0, i = 1, 2, 3. Поскольку βi < 1,
i = 1, 2, 3, то для всех агентов имеет место наиболее интересный случай по-
ложительного эффекта масштаба, описанный в утверждении 3, в котором
могут наблюдаться два равновесия.
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Рис. 1. Влияние рефлексии агента 1 на точки и условия равновесия.
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Рис. 2. Ограничения на рефлексию агента 1 в первой точке равновесия.
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Рис. 3. Ограничения на рефлексию агента 1 во второй точке равновесия.
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Рис. 4. Влияние рефлексии окружения агента 1 на точки и условия
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Поскольку для таких исходных данных не выполняются условия приме-
нимости приближенных формул (10) [18], то равновесия рассчитаны путем
численного решения уравнения (9а) [18], т.е. f (y) = b0

a0
y + b1−a1

a0
yβ−1 = 1. Для

всех агентов выполняются условия a0 > 0, b0 > 0, b0 > |b1|, a0 > |a1| [18], при
которых может быть два равновесия, а условия существования двойного рав-
новесия a0 − b0 − β < 0 и u∞ > 0 соблюдаются в определенных диапазонах S
и S−i. Во всех точках равновесия выполняется условие S = s4, т.е. u∞ = 0
(или f(y) = 1). Кроме того, моделирование показало, что при равновесии со-
блюдается соотношение ωi = −τi ∀i ∈ N ; это свойство не было установлено
аналитически.

Рассмотрим влияние на равновесия рефлексии агента (рис. 1–3), считая
S−i = 0. Для равновесия y+ при S < −0,8 нарушается условие a0 − b0 − β < 0
(рис. 1), т.е. условие S > s2 (рис. 3). Для равновесия y− при S < −0,8 наруша-
ется условие (6в), т.е. S > s0, в результате становится τ > 1 (рис. 2). Поэтому
равновесия рассчитаны в указанных диапазонах. Характер изменения рав-
новесий с ростом S подтверждает условия (10г): с ростом S равновесие y+

уменьшается, а равновесие y− возрастает.

Рассмотрим влияние на равновесия рефлексии окружения (рис. 4–6), по-
лагая S = 0. Изменение S−i не ведет к нарушению условий a0 − b0 − β < 0 и
u∞ > 0 в данных диапазонах (рис. 4), однако условие (6в), т.е. S > s0, для
равновесия y− выполняется только в диапазоне S−i ∈ (−0,6; 0), поэтому y−

представлено в указанном диапазоне. В соответствии с условиями (10г) с ро-

стом S−i равновесие y− уменьшается, а равновесие y+ возрастает, если λ > λ
⌢

(рис. 6).

5. Заключение

Исследование совместного влияния технологического и ментального порт-
ретов агентов на равновесие в игре олигополии продемонстрировало зави-
симость количества равновесий и величины равновесных действий как от
выпуклости (вогнутости) функций издержек агентов, так и от их рефлек-
сивного поведения. Если в случае линейных функций издержек существует
единственное равновесие и рост рефлексии агента всегда ведет к увеличению
его равновесия, а рост рефлексии окружения способствует снижению равно-
весия агента, то нелинейный характер издержек приводит к существенным
особенностям.

Первая особенность игры агентов с нелинейными функциями издержек
состоит в сужении допустимого диапазона суммы предположительных ва-
риаций агента, в котором существует игровое равновесие, по сравнению с
возможным значением этой суммы с точки зрения менталитета агента.

Вторая особенность присуща игре агентов с вогнутыми издержками, в ко-
торой может существовать два равновесия, одно из которых меньше равнове-
сия в линейном случае, а другое больше; если же равновесие единственно, то
оно, как правило, больше равновесного действия в линейном случае. В случае
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с выпуклыми издержками равновесие, как правило, меньше, чем в линейном
случае.

Третье свойство касается степени влияния рефлексии на равновесие при
выпуклых или вогнутых издержках. Выпуклость функций издержек приво-
дит к ослаблению влияния рефлексии по сравнению с линейным случаем,
но характер влияния совпадает с линейным случаем. В случае вогнутых из-
держек рефлексия агента и рефлексия окружения, как правило, слабее, чем
в линейном случае, влияют на изменение единственного равновесия, а если
равновесия два, то рефлексия окружения может влиять как сильнее, так и
слабее.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Поскольку условия (5) определяют непо-
движную точку, т.е. x = y, то преобразуем выражения α, δ и ω:

α =
a−B

(
1− θ2

)
Qθ

Qmaxb
, δ = 2 + S + b−1Bθ (θ + 1)Qθ−1,

ω = 1 + S + b−1Bθ (θ + 1)Qθ−1.

Введем следующее упрощение: так как параметры τ и λ зависят от сумм
α−i

ω−i
и 1

ω−i
по множеству −i = {N\i}, то без ограничения общности положим

параметры α и ω равными средним в этом множестве, т.е. α−i = α̃, ω−i = ω̃
(символом «∼» обозначим также θ̃, B̃, S̃−i, при которых ω̃ = 1

n−1

∑n
j 6=i ωj,

α̃ = 1
n−1

∑n
j 6=i αj). Тогда

τ =
1

1 + (n− 1) 1
ω̃

=
ω̃

ω̃ + n− 1
, λ = τ (n− 1)

α̃

ω̃
=

(n− 1) α̃

ω̃ + n− 1
.

Из этих формул следует:

∂τ

∂S
=
ω̃′
S (ω̃ + n− 1)− ω̃ω̃′

S

(ω̃ + n− 1)2
=

ω̃′
S (n− 1)

(ω̃ + n− 1)2
,

∂λ

∂S
=
−ω̃′

S (n− 1) α̃

(ω̃ + n− 1)2
,

∣∣∣∣
∂λ

∂S

∣∣∣∣ = α̃
∂τ

∂S
.

Производные

ω′
S = 1 + b−1Bθ(θ + 1)(θ − 1)Qθ−2Q′

S,

ω′
S−i

= b−1Bθ(θ + 1)(θ − 1)Qθ−2Q′
S−i

учитывают неявную зависимость Q (S, S−i), но поскольку оцениваются зна-
ки производных ∂τ

∂S , ∂λ
∂S с целью последующего вывода о знаках Q′

Si
, Q′

S−i
,

которые связаны со знаками τ ′Si
, τ ′S−i

, то эта зависимость не учитывается и
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считается, что в равновесии Q (S, S−i) = const. Поэтому ω′
S = 1, ω′

S−i
= 0. То-

гда ∂τ
∂S−i

= (n−1)

(ω̃+n−1)2
> 0, ∂λ

∂S−i
= −(n−1)α̃

(ω̃+n−1)2
< 0, ∂τ

∂Si
= ∂λ

∂Si
= 0. Заметим, что так

как Qmaxb = a, то α̃ = 1− B̃(1−θ̃2)Qθ̃

a < 1 ∀Q > 0. Кроме того, из условия (2а)

следует, что α̃ > 0, так как a− B̃(1− θ̃2)Qθ̃ > 0 при θ−i ∈ (0, 1), если a > C ′
iQi

,

т.е. a > B̃(1 + θ̃)Qθ̃, и a− B̃(1− θ̃2)Qθ̃ > 0 при θ−i ∈ (−1, 0), если a > β−1C ′
iQi

,

т.е. a > B̃Qθ̃. Поэтому α̃ ∈ (0, 1).

В случае θ−i ∈ [0, 1) доказано, что S−i ∈ (−1, 0] [19], поэтому ω−i> 0, значит,

τ ∈ (0, 1); при этом λ∈ (0, 1), так как (n−1)α̃

ω̃+n−1
> 0 ∀n > 1 и (n− 1) (α̃− 1) <

< ω̃ ∀n > 1. В случае θ−i ∈ (−1, 0) по [19] S−i ∈ (−∞,∞), но с учетом (6в), из

которого следует ω̃ > −1, возможны два варианта: i) ω̃ ≥ 0 при условии S̃ ≥
≥ b−1B̃|θ̃|(θ̃ + 1)Qθ̃−1 − 1 = S; в этом случае, как и в предыдущем, τ ∈ (0, 1),

λ ∈ (0, 1); ii) ω̃ < 0 при условии S̃ < S и ω̃ > −1 при условии S̃ > S − 1; тогда

τ ∈
(
− 1

n−2 , 0
)
, а λ ∈

(
0, n−1

n−2 α̃
)

при n > 2, причем λ ∈ (0, 1), если α̃ < n−2
n−1 =

= n2, т.е. если α̃max = 1− B̃(1−θ̃2)Qθ̃
max

a < n−2
n−1 , откуда n > 2−α̃max

1−α̃max
; а при λ > 1

условие λ− 1 ≤ 1 выполняется, если n ≥ 4−α̃max
2−α̃max

= n1, тогда λ ∈ (1, 2).

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. В случае β = 1 (или θ = 0) по-
казано [19], что S < 0, |S| ∈ [0, 1), поэтому δ = 2 + S > 1, значит, ω = δ − 1 =
= S + 1 ∈ (0, 1). Если все агенты окружения интенсивно рефлексируют, т.е.
|S−i| → 1, то ω−i → 0, поэтому по (6г) τ → 0; если окружение не рефлексиру-
ет, т.е. |S−i| = 0, то ω−i = 1, поэтому τ = 1

n . Поскольку a1 = −1, b1 = 0, α =

= aQmax−BQmax

Q2
maxb

= a−B
Qmaxb

при θ = 0, то, во-первых, из (6а) следует y =

=
a

Qmaxb
−λ− B

Qmaxb

1+S+τ , во-вторых, λ = ατ
∑n

j 6=i
1
ωj

= ατ
∑n

j=1\i
1
ωj

= ατ (τ − 1).

Причем из (2а) следует, что a > B. Следовательно, y = χ a−B
Qmaxb

, где χ = τ
ω+τ .

Сравним данное решение с равновесным действием при условии гипотезы
Курно QK

i = a−B
(n+1)b или yK = a−B

(n+1)Qmaxb
[20], т.е. когда предположительные

вариации всех агентов равны нулю (S = 0, S−i = 0), поэтому ω = 1, τ = 1
n ,

χK = 1
n+1 . Покажем, как рефлексивное поведение агентов влияет на увели-

чение действия, т.е. при каких n выполняется неравенство χ
χK = τ(n+1)

ω+τ > 1:

пусть S−i одинаковы для всех агентов окружения, тогда τ = S−i+1
S−i+n , и χ

χK > 1

при условиях n > S+1
S−i−SS−i, если S−i − S > 0 (т.е. κ < 0) или n < S+1

S−i−SS−i,

если S−i − S < 0 (т.е. κ > 0), где обозначено κ = S+1
S−i−SS−i; очевидно, что

n > κ ∀n > 1 при κ < 0. Поскольку ∂ω
∂S > 0, ∂τ

∂S = 0, то ∂χ
∂S = − τ

(ω+τ)2
ω′ < 0, а

с учетом (7в) получим ∂χ
∂S−i

= τ ′(ω+τ)−ττ ′

(ω+τ)2
= τ ′ω

(ω+τ)2
> 0.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. В случае β > 1 (или θ > 0) пока-
зано, что S ∈ (−1, 0] [19], и B = B

bQmaxQ
1−β
max

= B

aQ1−β
max

; из условия (2а) вытекает,

что B < 1, так как из a > βBQβ−1 следует B
aQ1−β <

1
β < 1.
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Рассмотрим случай t=1 [18], когда a0 =
1−λ
B

> 0, b0 =
1+S+τ

B
> 0, т.е. λ< 1,

1+S+ τ > 0. Условие равновесия a0− b0−β < 0 имеет вид − 1
B
(λ+S+ τ)−

−β < 0, откуда следует λ+ S + τ > −βB. Поэтому получаем систему:
S > − (1 + τ) = s1, S > −βB − (λ+ τ) = s2. С учетом S ∈ (−1, 0] и (7а) огра-
ничение S > s1 не играет роли, так как s1 < −1. Поэтому будет следующее
решение: если s2 ≤ −1, то S ∈ (−1, 0], а если s2 > −1, то S ∈ (s2, 0]. Вариант

s2 > −1 имеет место, если λ+ τ < 1 и Qmax <
(
B
a

β
1−λ−τ

) 1
1−β

.

В случае t = 2 [18], когда a0 < 0, b0 > 0, равновесие отсутствует, поскольку
λ > 1 противоречит (7б). Случаи t = 3, 4 [18], когда b0 < 0, т.е. 1 + S + τ < 0,
невозможны при S ∈ (−1, 0] и (7а).

Получим аналитическое решение в случае t = 1 для наиболее характерно-
го варианта нелинейности β = 2 (или θ = 1), используя формулу (10а) [18]:
yβ=2 =

1
k1+k2

, где k1 =
b0
a0

= 1+S+τ
1−λ , k2 =

b1−a1
a0

= θ+1
1−λB. Тогда yβ=2 =

= 1−λ
1+S+τ+2B

, причем при θ = 1: B = b−1B, ω = 1 + S + 2b−1B, поэтому yβ=2 =

= 1−λ
ω+τ . Если θ = 1 для всех агентов, то α−i = 1. Аналогично лемме 1 рас-

смотрим средние значения S̃−i, θ̃, B̃, тогда λ = (n−1)
ω̃+n−1 , и 1− λ = τ , поэтому

yβ=2 =
τ

ω+τ = χβ=2.

Сравним yβ=1 и yβ=2, пусть yβ=1 > yβ=2, т.е. τ
1+S+τ

a−B
a ÷ τ

1+S+2b−1B+τ
> 1,

откуда 1 + S + τ < 2a
b

(
1− B

a

)
, или S < 2a

b

(
1− B

a

)
− 1− τ = S

⌢
. Как и в

утверждении 1, доказывается, что ∂χ
∂S = − τ

(ω+τ)2
ω′
S < 0, ∂χ

∂S−i
=

τ ′S
−i

ω

(ω+τ)2
> 0. Но

поскольку ω′
β=1S

= ω′
β=2S

= 1, ωβ=2 > ωβ=1, τβ=2 > τβ=1 (так как ∂τ
∂ω−i

> 0), то∣∣∣∂χβ=2

∂S

∣∣∣ <
∣∣∣∂χβ=1

∂S

∣∣∣, аналогично,
∂χβ=2

∂S−i
<

∂χβ=1

∂S−i
, так как τ ′β=2S

−i
> τ ′β=1S

−i
.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3. В случае β < 1 (или θ < 0) по-
казано S ∈ (−∞,∞) [19], но из условия (6в) ω = 1 + S + b−1Bθ (θ + 1)Qθ−1 =
= δ − 1 > −1, т.е. S > b−1B |θ| (θ + 1)Qθ−1 − 2 = β (1− β)Byβ−2 − 2 = s0, и
B = B

bQmaxQ
1−β
max

= B

aQ1−β
max

< 1 из условия (2а).

Рассмотрим случай t = 5 [18], когда a0 =
1−λ
B

> 0, b0 =
1+S+τ

B
> 0, т.е.

λ < 1, 1 + S + τ > 0.

Случай t = 5.1: введем множество параметров (S, τ, λ), соответствую-
щих этому случаю, в виде Ω1

β<1 = {(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 > 0 ∧ b0 < |b1|}; усло-

вие b0 < |b1| равносильно 1+S+τ
B

< |θ| (θ + 1) = β (1− β), т.е. 1 + S + τ <

< β (1− β)B; условие равновесия a0 − b0 − β > 0 имеет вид − 1
B
(λ+ S + τ)−

−β > 0, откуда следует λ+ S + τ < −βB. Поэтому получаем систему: S >
> β (1− β)Byβ−2 − 2 = s0, S > − (1 + τ) = s1, S < −βB − (λ+ τ) = s2, S <
< β (1− β)B − (1 + τ) = s3.

В этой системе s2< s3, т.е. 1−λ<β (2−β)B при условии a0< |a1|, и s3< s2
при a0> |a1|; неравенство s1< s0, т.е. 1−τ

β(1−β)B
< yβ−2 может выполняться при

y → 0, так как yβ−2 имеет порядок Qβ−2
max, а B

−1
имеет порядок Qβ−1

max. Поэто-
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му решением системы будет диапазон S ∈
{
(max {s0, s1} , s3) при a0 > |a1| ,
(max {s0, s1} , s2) при a0 < |a1| .

Этот диапазон не пуст в частных случаях, например, s1 < s3 (так как
β (1− β)B > 0); s1 < s2, если βB < 1− λ.

В случае t = 5.1 аналитическое решение для варианта нелинейности
β = 0,5 (или θ = −0,5) следует из формулы (10) [18]:

yβ=0,5 =

(
3

√
−q +

√
D +

3

√
−q −

√
D

)2

,

где k1 =
1+S+τ
1−λ = γ

ζ , k2 =
0,5
1−λB = 0,5

ζ B, γ = 1 + S + τ , ζ = 1− λ, q = k2
2k1

=

= 0,25B
γ , D =

27k22k1−4

108k31
= 27·0,25B2

γ−4ζ3

108γ3 . Поскольку λ < 1, то ζ3≪ 1, поэтому

D ≈ 0,25B
2

4γ2 , значит, −q +
√
D = 0, −q −

√
D = − B

2γ , следовательно, yβ=0,5 =

=
(

0,5B
1+S+τ

) 2
3
.

Сравним yβ=1 и yβ=0,5, учитывая, что из формулы (8а) следует

yβ=1 =
τ(1−ϑ)
1+S+τ , где ϑ = Bβ=1 =

B
a < 1 при a > B (но иное невозможно, так как

yβ=1 < 0 при a < B), а в формуле (9б) Bβ=0,5 =
B

aQ0,5
max

. Пусть yβ=0,5 > yβ=1,

т.е.
(
0,5Bβ=0,5

1+S+τ

) 2
3 ÷

(
τ(1−ϑ)
1+S+τ

)
> 1, откуда следует τ3(1−ϑ)3

(0,5Bβ=0,5)
2 > 1 + S + τ ; по-

скольку 0 < 1 + S + τ < β (1− β)B < 1 по свойствам случая t = 5.1, то за-

меним это неравенство на более жесткое τ3(1−ϑ)3

(0,5ϑ)2
Qmax > 1, откуда Qmax >

> (0,5ϑ)2

τ3(1−ϑ)3
= Qmax.

Оценим влияние S и S−i:
∂yβ=0,5

∂S = −2
3

(
0,5Bβ=0,5

) 2
3 (1 + S + τ)−

1
3 < 0,

∂yβ=0,5

∂S−i
= −2

3

(
0,5Bβ=0,5

) 2
3 (1 + S + τ)−

1
3 τ ′S−i

< 0, так как 1 + S + τ > 0 и

τ ′S−i
> 0 согласно (7в). Неравенство

∣∣∣∂yβ=1

∂S

∣∣∣ >
∣∣∣∂yβ=0,5

∂S

∣∣∣, учитывая, что

∂yβ=1

∂S = − τ(1−ϑ)

(1+S+τ)2
, приводит к

(
3
2

)3 τ3(1−ϑ)3

(0,5Bβ=0,5)
2 > (1 + S + τ)5, которое также

выполняется при Qmax >
(0,5ϑ)2

τ3(1−ϑ)3
= Qmax. Неравенство

∣∣∣∂yβ=1

∂S−i

∣∣∣ >
∣∣∣∂yβ=0,5

∂S−i

∣∣∣ вер-
но по аналогии.

Случай t = 5.2: условие b0 > |b1| равносильно 1 + S + τ > β (1− β)B, усло-
вие a0 < |a1| ⇒ 1−λ

B
< 1− θ2 ⇒ λ > 1− β (2− β)B. Если суммировать эти

два неравенства, то λ+ S + τ > −βB, поэтому a0 − b0 − β < 0, т.е. производ-
ная функции (6а) не меняет знака при y ∈ (0, 1), значит, равновесие не суще-
ствует.

Случай t = 5.3: обозначим Ω2
β<1 =

{
(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 > 0 ∧ b0 > |b1| ∧

∧ a0 > |a1|
}

; условие b0> |b1| равносильно 1 + S + τ > β (1− β)B, условие

a0 > |a1| ⇒ 1− λ > β (2− β)B. Условие равновесия a0 − b0 − β < 0 имеет
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вид − 1
B
(λ+ S + τ)− β < 0, откуда следует λ+ S + τ > −βB. Дополни-

тельное условие −a0
a1
>
∣∣∣ b0b1
∣∣∣

θ
θ−1

равносильно 1 + S + τ < β (1− β)Bψ, где

ψ =
(

a0
|a1|

)β−2
β−1

=
(

1−λ
Bβ(2−β)

)β−2
β−1

> 1 (в силу λ < 1− β (2− β)B). Поэтому по-

лучаем систему: S > β (1− β)Byβ−2 − 2 = s0, S > − (1 + τ) = s1, S > −βB−
− (λ+ τ) = s2, S > β (1− β)B − (1 + τ) = s3, S < β (1− β)ψ − (1 + τ) = s4.

В этой системе s3< s2 (из условия a0> |a1|), s1< s3 (так как β(1−β)B > 0),
т.е. s1 < s3 < s2; а s0 < s2 в случае βB((1−β)yβ−2+1)< 2− (λ+ τ). Поэтому
решением системы будет диапазон S ∈ (max{s0, s2}, s4), который может быть
не пустым в частных случаях: например, s0< s4, если β(1−β)B(ψ−yβ−2) >

> τ − 1, т.е. когда ψ > yβ−2 (так как τ < 1) или y <
(

a0
|a1|

) 1
β−1

, что выпол-

няется для меньшего из двух равновесий [18]; кроме того, s2 < s4, если
βB ((1− β)ψ + 1) > 1− λ; отметим, что более слабое неравенство s3 < s4 вер-
но, так как соответствует ψ > 1.

В случае t = 5.3 найдем решение для варианта β = 0,5 (или θ = −0,5),
из формулы (10) [18] для β = 0, поскольку она отражает два равнове-

сия, yβ=0,5 =
1±

√
1−4k1k2
2k1

, подставив параметры, соответствующие t = 5.1:

1− 4k1k2 = 1− 2Bγ
ζ2

= ζ2−2Bγ
ζ2

. Тогда получим: y+,−
β=0,5 =

ζ±
√
d

2γ , d = ζ2 − 2Bγ,
γ = 1 + S + τ .

Сравним yβ=1 и y+,−
β=0,5, пусть y+β=0,5 > yβ=1, т.е. ζ+

√
d

2γ ÷ τ(1−ϑ)
γ > 1, что при-

водит к неравенству 2τζ (1− ϑ)− 2τ2 (1− ϑ)2 −Bγ > 0, в котором последним
членом можно пренебречь, заменив неравенство на более жесткое, в результа-
те получим ζ − τ (1− ϑ) > 0, откуда следует λ < 1− τ (1−B/a). Аналогично,
y−β=0,5 < yβ=1 при том же условии λ < 1− τ (1−B/a) = λ.

Оценим влияние S на равновесие:
∂y+

β=0,5

∂S =
0,5d−0,5d′S2γ−2(ζ+

√
d)

4γ2 =

=
−2Bγ−2(ζ

√
d+d)

4
√
dγ2

= − ζ2−d+2(ζ
√
d+d)

4
√
dγ2

= −(ζ+
√
d)

2

4
√
dγ2

< 0, по аналогии,
∂y−

β=0,5

∂S =

=
(ζ−

√
d)

2

4
√
dγ2

> 0.

Оценим влияние S−i на равновесие, учитывая, что d′S−i
= 2ζλ′S−i

− 2Bτ ′S−i
,

ζ ′S−i
= −λ′S−i

, λ′S−i
= −ατ ′S−i

:
∂y+

β=0,5

∂S−i
=

(
ζ′S

−i
+0,5d−0,5d′S

−i

)
2γ−2τ ′S

−i
(ζ+

√
d)

4γ2 =

= τ ′S−i

(α
√
d+αζ−B)γ−ζ

√
d−d

2γ2
√
d

= τ ′S−i

(
√
d+ζ)(γα−ζ)+Bγ

2γ2
√
d

; аналогично,
∂y−

β=0,5

∂S−i
=

= τ ′S−i

(
√
d−ζ)(γα−ζ)−Bγ

2γ2
√
d

. Поскольку τ ′S−i
> 0 по (7в), то

∂y+
β=0,5

∂S−i
> 0 будет,

если верно неравенство
(√

d+ ζ
)
(γα− ζ) +Bγ > 0, которое заменим (учи-

тывая, что Bγ мало) на более жесткое
(√

d+ ζ
)
(γα− ζ) > 0, верное при

γα− ζ > 0, откуда следует λ > 1− γα = λ
⌢

. Аналогично,
∂y−

β=0,5

∂S−i
< 0 будет
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при
(√

d− ζ
)
(γα− ζ) > 0, а поскольку ζ >

√
d, то также при γα− ζ > 0 или

λ > λ
⌢

.

Сравним
∣∣∣∂yβ=1

∂S

∣∣∣ и

∣∣∣∣
∂y+,−

β=0,5

∂S

∣∣∣∣. Пусть
∣∣∣∂yβ=1

∂S

∣∣∣ >
∣∣∣∣
∂y+

β=0,5

∂S

∣∣∣∣, т.е. τ(1−ϑ)
γ2 ÷

÷(ζ+
√
d)

2

4
√
dγ2

> 1; отсюда следует 2τ (1− ϑ) > ζ2−Bγ√
d

+ ζ, поскольку
(ζ+

√
d)

2

√
d

=

= 2
(
ζ2−Bγ√

d
+ ζ
)

; заменим это неравенство на более жесткое

2τ (1− ϑ) > ζ2√
d
+ ζ = ζ

(
ζ√
d
+ 1

)
(Π.1)

(так как Bγ≪ ζ2

2 из условия d > 0); численные эксперименты показывают,

что ζ√
d
≈ 1, поэтому сделаем замену ζ√

d
≤ 1 + ∆1, откуда (1 + ∆1)

2 ≥ 1

1−2Bγ
ζ2

;

правая часть этого неравенства наибольшая при наибольшем γ
ζ2 , или ко-

гда γ = 1 + τ (т.е. S = 0) и λ = τα (n− 1) (т.е. при ω = 1, когда S−i = 0),
поэтому γ

ζ2
< 1+τ

(1−τα(n−1))2
; тогда (1 + ∆1)

2 ≥ 1

1− 2ϑ
Q0,5

max

1+τ

(1−τα(n−1))2

, откуда ∆1 ≥

≥ Q0,25
max(1−τα(n−1))

ϕ0,5 − 1, где ϕ = Q0,5
max (1− τα (n− 1))2 − 2ϑ (1 + τ); следова-

тельно, из неравенства (П.1) вытекает 2τ (1− ϑ) > ζ (∆1 + 2), откуда

λ > 1− 2τ(1−ϑ)
∆1+2 = λ

⌢⌢ +. При аналогичных рассуждениях условие
∣∣∣∂yβ=1

∂S

∣∣∣ >

>

∣∣∣∣
∂y−

β=0,5

∂S

∣∣∣∣ приводит к виду 2τ (1− ϑ) > ζ∆1, или λ > 1− 2τ(1−ϑ)
∆1

= λ
⌢⌢ −.

Поскольку
∂yβ=1

∂S−i
= τ ′S−i

(1−ϑ)(1+S)
γ2 , то определим условие, при котором

∣∣∣∂yβ=1

∂S−i

∣∣∣ >
∣∣∣∣
∂y+

β=0,5

∂S−i

∣∣∣∣
(
отметим, что поскольку

∣∣∣∣
∂y+

β=0,5

∂S−i

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣
∂y−

β=0,5

∂S−i

∣∣∣∣, то
∣∣∣∂yβ=1

∂S−i

∣∣∣ >

>

∣∣∣∣
∂y−

β=0,5

∂S−i

∣∣∣∣ будет также выполнено при таком условии
)
, т.е. 2(1−ϑ)(1+S)

√
d

(
√
d+ζ)(γα−ζ)+Bγ

>

> 1; запишем это в виде

2 (1− ϑ) (1 + S) >

(
1 +

ζ√
d

)
(γα− ζ) + Bγ√

d
;(Π.2)

как было показано при анализе (П.1), ζ√
d
≤ 1 + ∆1; численные эксперименты

показывают, что Bγ√
d
≈ 0, поэтому Bγ√

d
≤ ∆2, откуда ∆2

2 ≥ 1
ζ2

Bγ
−2

и наибольшее

значение правая часть неравенства принимает при наименьшем ζ2

Bγ
(как и

для (П.1)), поэтому сделаем замену ∆2
2 ≥ 1

Q0,5
max
ϑ

(1−τα(n−1))2

1+τ
−2

, откуда ∆2 ≥

≥ ϑ0,5(1+τ)0,5

ϕ0,5 ; значит, (П.2) можно записать в виде 2 (1− ϑ) (1 + S) >

> (2 +∆1) (γα− ζ) + ∆2, откуда следует λ > 1− γα+ 2(1−ϑ)(1+S)−∆2

2+∆1
=

= λ
⌢

+ λ
⌢

−i, где λ
⌢

−i =
2(1−ϑ)(1+S)−∆2

2+∆1
.
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В случае t = 6 [18] обозначим Ω3
β<1 = {(S, τ, λ) : a0 < 0 ∧ b0 < 0}, a0 =

= 1−λ
B

< 0, b0 =
1+S+τ

B
< 0, т.е. λ > 1, 1 + S + τ < 0. Условие равновесия

a0 − b0 − β > 0 имеет вид − 1
B
(λ+ S + τ)− β > 0, откуда следует λ+ S + τ <

< −βB. Поэтому получаем систему: S > β (1− β)Byβ−2 − 2 = s0, S <
< − (1 + τ) = s1, S < −βB − (λ+ τ) = s2. Поскольку s2 < s1 (в силу λ− 1 >
> −βB), то решение будет S ∈ (s0, s2); этот диапазон не пуст при условии
s0 < s2, т.е. βB

(
(1− β) yβ−2 + 1

)
< 2− (λ+ τ). Решение вычисляется как при

t = 5.1, но хотя λ > 1, тем не менее ζ3≪ 1, так как при условии (7б) λ < 2.

В случае t = 7 [18] обозначим Ω4
β<1 = {(S, τ, λ) : a0 > 0 ∧ b0 < 0}, a0 =

= 1−λ
B

> 0, b0 =
1+S+τ

B
< 0, т.е. λ < 1, 1 + S + τ < 0. Условие равновесия

− 1
B
(λ+ S + τ)− β > 0 дает λ+ S + τ < −βB. Поэтому получаем систе-

му: S > β (1− β)Byβ−2 − 2 = s0, S < − (1 + τ) = s1, S < −βB − (λ+ τ) = s2.
В этом случае s2 < s1 не всегда, а только при условии 1− λ > βB, поэтому ре-
шением является область S ∈ (s0,min {s1, s2}), которая не пуста при условиях
s0 < s1, т.е. 1−τ

β(1−β)B
> yβ−2, и s0 < s2, т.е. βB

(
(1− β) yβ−2 + 1

)
< 2− (λ+ τ).

Отметим, что в этом случае, как и при t = 6, сравнение yβ=1 и yβ=0,5, а также
их производных по S и S−i, невозможно, так как yβ=1 > 0 не существует при
1 + S + τ < 0.

В случае t = 8 [18] a0 < 0, b0 > 0, и условие a0 − b0 − β > 0 не может быть
выполнено, поэтому равновесие отсутствует.
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Формула для градиента ∇Lf(K,L,α) в лемме 3 приведена неточно; она
должна выглядеть следующим образом:

1

2
∇Lf(K,L,α) = ρLL+MT

2 Y PN
T
2 −

1

α

(
0 I

)
Y

(
D

D − LD1

)
DT

1 .(1)

Приводим полный вывод этого результата.

Для дифференцирования по L функции f(K,L,α) при ограничении в виде
уравнения Ляпунова

(
AK,L +

α

2
I
)
P + P

(
AK,L +

α

2
I
)T

+
1

α

(
D

D − LD1

)(
D

D − LD1

)T

= 0(2)

придадим величине L приращение ∆L и обозначим соответствующее прира-
щение P через ∆P :

(
A+M1KN1 +M2(L+∆L)N2 +

α

2
I
)
(P +∆P ) +

+ (P +∆P )
(
A+M1KN1 +M2(L+∆L)N2 +

α

2
I
)T

+

+
1

α

(
D

D − (L+∆L)D1

)(
D

D − (L+∆L)D1

)T

= 0.

Оставляя обозначение ∆P для главной части приращения, получаем

(
AK,L +M2∆LN2 +

α

2
I
)
P + P

(
AK,L +M2∆LN2 +

α

2
I
)T

+

+
(
AK,L +

α

2
I
)
∆P +∆P

(
AK,L +

α

2
I
)T

+

+
1

α

[(
D

D − LD1

)(
D

D − LD1

)T

−
(

0
∆LD1

)(
D

D − LD1

)T

−

−
(

D
D − LD1

)(
0

∆LD1

)T
]
= 0.
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После вычитания уравнения (2) из этого уравнения имеем:

(3)
(
AK,L +

α

2
I
)
∆P +∆P

(
AK,L +

α

2
I
)T

+M2∆LN2P + P (M2∆LN2)
T −

− 1

α

[(
0

∆LD1

)(
D

D − LD1

)T

+

(
D

D − LD1

)(
0

∆LD1

)T
]
= 0.

Вычислим приращение функционала f(K,L,α) по L, линеаризуя соответ-
ствующие величины:

∆Lf(K,L,α) = tr C2∆PCT2 + ρLtrL
T∆L+ ρLtr (∆L)

TL =

= tr∆PCT2 C2 + 2ρLtrL
T∆L.

Рассмотрим уравнение Ляпунова

(
AK,L +

α

2
I
)T
Y + Y

(
AK,L +

α

2
I
)
+ CT2 C2 = 0.(4)

Из двойственных уравнений (3) и (4) имеем:

∆Lf(K,L,α) =

= 2tr Y

[
M2∆LN2P −

1

α

(
0

∆LD1

)(
D

D − LD1

)T
]
+ 2ρLtrL

T∆L =

= 2tr

[
N2PYM2∆L−

1

α
D1

(
D

D − LD1

)T

Y

(
0
I

)
∆L

]
+ 2ρLtrL

T∆L =

= 2
〈
ρLL+MT

2 Y PN
T
2 −

1

α

(
0 I

)
Y

(
D

D − LD1

)
DT

1 ,∆L
〉
,

откуда и следует формула (1).
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