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Тематический выпуск1
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ
СИСТЕМОЙ С ВЕРОЯТНОСТНЫМ КРИТЕРИЕМ И
НЕФИКСИРОВАННЫМ ВРЕМЕНЕМ ОКОНЧАНИЯ2

Рассматривается задача оптимального управления дискретной стоха-
стической системой с критерием в форме вероятности первого достиже-
ния границ заданной области. Формулируются и доказываются достаточ-
ные условия оптимальности в форме метода динамического программи-
рования. С помощью поверхностей уровней 1 и 0 функции Беллмана на-
ходятся двусторонние оценки функции правой части уравнения метода
динамического программирования, функции Беллмана и функции опти-
мального значения вероятностного критерия, и предлагается способ по-
строения субоптимального управления. Формулируются условия эквива-
лентности с задачей оптимального управления с вероятностным терми-
нальным критерием. Рассматривается пример.

Ключевые слова: дискретные системы, стохастическое оптимальное
управление, вероятностный критерий, метод динамического программи-
рования, функция Беллмана.
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1. Введение

Одним из важнейших направлений исследований в области стохастическо-
го оптимального управления являются задачи с нефиксированным моментом
остановки. Среди них отдельно выделяют задачу стохастического быстродей-
ствия [1, 2], задачу с бесконечным горизонтом управления [3–6], задачу оп-
тимизации времени пребывания системы в заданной трубке траекторий [1, 7]
и задачу оптимизации момента первого достижения границ заднной обла-
сти [1, 8, 9]. Модели управления с нефиксированным моментом остановки
имеют широкое применение в авиационной [10], экономической [11], биоло-
гической, робототехнической и энергетической [1] областях. В случае систем
с непрерывным временем известность получили методы, основанные на до-
статочных условиях оптимальности в форме метода динамического програм-
мирования, позволяющие искать оптимальные стратегии в классе позицион-
ных. Интересно, что использование именно вероятностного критерия [1, 7]

1 Статьи данной рубрики являются окончанием тематического выпуска, посвященного
В.С. Пугачеву (№ 11, 2020).

2 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 18-08-00595).
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приводит к конструктивной форме постановки задач управления с нефикси-
рованным временем, для которой удается записать уравнение Беллмана. Тем
не менее до сих пор существует ряд принципиальных проблем численного
поиска оптимального управления, а аналитические решения получены лишь
для ряда модельных задач [1]. Это обстоятельство связано со следующими
трудностями: решение уравнения Беллмана может быть не единственным;
даже если решение уравнения Беллмана существует в классе гладких функ-
ций, оно может быть недопустимым (например, потому что при нем может не
существовать сильного решения уравнения стохастической системы в форме
Ито); в классе допустимых управлений не всегда существует такое, при кото-
ром достигается точная грань критерия; уравнение Беллмана связано с так
называемым “проклятьем размерности”.

В случае дискретного времени качественная теория подобных задач изло-
жена в [3]. Известны решения отдельных задач экономики [11] и модельных
примеров [9]. В [9] была рассмотрена задача оптимизации вероятности пер-
вого достижения окрестности нуля траекториями линейной стохастической
системы в канонической форме управляемости Бруновского. С помощью ее
сведения к задаче с вероятностным терминальным критерием и дальнейшим
использованием метода динамического программирования в форме [12] было
найдено ее аналитическое решение.

В настоящей статье исследуется задача оптимального управления дискрет-
ной стохастической системой с критерием вероятности первого достижения
ее траекториями заданной трубки. Исследуются достаточные условия опти-
мальности, схожие с [12], и свойства двусторонних границ функции Белл-
мана [13, 14]. Находятся условия эквивалентности с задачей оптимального
управления с вероятностным терминальным критерием [12]. В качестве при-
мера рассматривается задача управления портфелем ценных бумаг.

2. Постановка задачи

Рассмотрим стохастическую систему с дискретным временем
{
xk+1 = fk (xk, uk, ξk) ,

x0 = X,
k = 0, N,(1)

где xk ∈R
n — вектор состояния, uk ∈Uk ⊂R

m – вектор управления, Uk – мно-
жество ограничений на управление, ξk – вектор случайных возмущений со
значениями на R

s и известным распределением Pξk , fk : R
n×R

m×R
s→R

n –
функция перехода (функция системы), N ∈ {0} ∪ N — горизонт управления.

В отношении системы (1) введем п р е д п о л о ж е н и я:

1. Известна полная информация о векторе состояния xk (данный факт
позволяет строить управление в классе функций uk = γk (xk), где γk (·) —
некоторая измеримая функция). В данном случае говорят, что “управление
ищется в классе полной обратной связи по состоянию”;

2. Начальное состояние x0 = X является детерминированным вектором
из R

n;

3. Функция системы fk (xk, uk, ξk) непрерывна для всех k;
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4. Вектор управления uk формируется следующим образом: uk = γk (xk),
где γk : R

n → R
m – измеримая функция с ограниченными значениями

uk ∈ Uk, причем Uk — компактное множество;

5. Вектор состояния xk+1 формируется следующим образом: на шаге k
реализуется вектор xk, далее формируется вектор управления uk = γk (xk) и
в последнюю очередь реализуется случайное возмущение ξk;

6. Управлением называется набор функций u (·) = (γ0 (·) , . . . , γN (·)) ∈ U ,
классом допустимых управлений называется множество U = U0 × . . .× UN ,
где Uk — множество борелевских функций γk (·) с ограниченными на Uk зна-
чениями;

7. Случайный вектор ξk является непрерывным с значениями в R
s и из-

вестным распределением Pξk , причем компоненты вектора ζ = (X, ξ0, . . . , ξN )
независимы.

Заметим, что система (1) является марковской, т.е. ее поведение в будущем
не зависит от прошлого и полностью определяется текущим состоянием.

На траекториях системы (1) определим функционал вероятности

P (u (·)) = P

(
N⋃

k=0

{xk+1 ∈ Fk+1}
)
,

множества Fk имеют вид
{
Fk = {x ∈ R

n : Φk (x) 6 ϕ} , k = 1, N + 1,

F0 = R
n,

где ϕ ∈ R — известный скаляр, Φk : R
n → R — непрерывные функции,

k = 1, . . . , N + 1, причем ΦN+1 (x) ограничена снизу.

Рассматривается задача

P (u (·)) → max
u(·)∈U

,(2)

где U = U0 × . . . × UN .

Физически задача (2) заключается в поиске управления, максимизирую-
щего вероятность первого достижения трубки траекторий, заданной в виде
последовательности множеств {Fk+1}Nk=0.

Отметим, что метод динамического программирования в форме [12], сфор-
мулированный для задач оптимального управления с вероятностным терми-
нальным критерием, неприменим в общем случае к задаче (2). В разделе 3
устанавливаются достаточные условия оптимальности в форме метода дина-
мического программирования, схожие с [12].

3. Метод динамического программирования и
двусторонние оценки функции Беллмана

Определим функцию Беллмана Bk : R
n → [0, 1] в задаче (2) как

Bk (x) = sup
γk(·)∈Uk ,...,γN (·)∈UN

P

(
min
i=k,N

Φi+1 (xi+1) 6 ϕ
∣∣∣xk = x

)
.
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Принимая во внимание сделанные в разделе 2 предположения, cформулируем
теорему об уравнении Беллмана для задачи (2) в пространстве состояний
размерности n.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены условия:

1) функции fk (xk, uk, ξk) непрерывны для всех k = 0, N ;

2) функции Φk (xk) непрерывны для всех k = 1, N + 1;

3) функция ΦN+1 (xN+1) ограничена снизу ;

4) случайные векторы X, ξ0, . . . , ξN независимы;

5) множества U0, . . . , UN компактны.

Тогда оптимальное управление в задаче (2) существует в классе изме-
римых функций u∗ (·) ∈ U и определяется в результате решения следующих
задач:

γ∗k (x) = arg max
u∈Uk

Mξk [IFk
(x) + (1− IFk

(x))Bk+1 (fk (x, u, ξk))] ,(3)

Bk (x) = max
u∈Uk

Mξk [IFk
(x) + (1− IFk

(x))Bk+1 (fk (x, u, ξk))] , k = 0, N,(4)

BN+1 (x) = IFN+1
(x) .(5)

Доказательства теоремы 1, всех последующих теорем, утверждений и ле-
мы приведены в Приложении.

В теореме 1 Mξk [·] — оператор математического ожидания по распреде-
лению Pξk случайного вектора ξk, а IFk

(x) — индикаторная функция мно-
жества Fk. Заметим, что соотношения (3)–(5) отличаются от классического
уравнения Беллмана [12] в задаче с вероятностным терминальным критерием
наличием в правой части дополнительного слагаемого IFk

(x) и множителя
1− IFk

(x) под оператором математического ожидания.

Как известно, прямое интегрирование уравнения Беллмана связано с труд-
ностями вычислений кратных интегралов и решения задач стохастического
программирования в его правой части. Указанные трудности неоднократ-
но проявлялись даже для систем простейшего вида, например для системы
управления портфелем ценных бумаг [15–17] и для системы управления ста-
ционарным спутником [12]. Вследствие этого на протяжении почти двадцати
лет задачи оптимального управления с вероятностным критерием рассмат-
ривались в одношаговой N = 0 и двухшаговой N = 1 постановках [15–17].
В [13, 14] с использованием поверхностей уровня 1 и 0 были найдены дву-
сторонние границы функции Беллмана, что позволило получить решение от-
дельных задач оптимального управления с вероятностным критерием для
произвольного шага по времени N .

По аналогии с [13, 14] исследуем свойства функции Беллмана для зада-
чи (2) с помощью поверхностей уровня 1 и 0 функции Беллмана.

4. Двусторонние границы функции Беллмана

Введем в рассмотрение поверхности уровней 1 и 0 функции Беллмана

Ik = {x ∈ R
n : Bk (x) = 1} , Ok = {x ∈ R

n : Bk (x) = 0}
6



и множество Bk = R
n \ {Ik ∪ Ok}. Для удобства введем обозначение Fk =

= R
n \ Fk. Нетрудно видеть, что из определения введенных множеств вы-

полнено, что

Ik ∪ Bk ∪Ok = R
n,





Bk (x) = 1, x ∈ Ik,
Bk (x) ∈ (0, 1) , x ∈ Bk,
Bk (x) = 0, x ∈ Ok.

Те ор ем а 2. Справделивы утверждения:

1. Множества Ik, k = 0, N , удовлетворяют рекуррентным соотношени-
ям в обратном времени

Ik = Fk ∪ {x ∈ R
n : ∃u ∈ Uk : Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1} , k = 0, N,

IN+1 = FN+1;

2. Множества Ok, k = 0, N , удовлетворяют рекуррентным соотношени-
ям в обратном времени

Ok = Fk ∩ {x ∈ R
n : ∀u ∈ Uk : Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1) = 1} , k = 0, N,

ON+1 = FN+1;

3. Для x ∈ Ik функция γ∗k(x) принимает любое значение из множества

UI
k (x)

UI
k (x) = {u ∈ Uk : Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1} ;(6)

4. Для x ∈ Ok функция γ∗k (x) принимает любое значение из множества
Uk;

5. Уравнение Беллмана в области x ∈ Bk допускает представление

(7) Bk (x) = max
u∈Uk

{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1)+

+Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1)Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1

]}
;

6. Для x ∈ Bk и u ∈ Uk справедлива система неравенств

Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Fk+1) 6 Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) 6

6 Mξk [Bk+1 (fk (x, u, ξk))] 6 1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1) ;
(8)

7. Для x ∈ Bk функция Беллмана удовлетворяет двустороннему неравен-
ству

Ψk (x) 6 Bk (x) 6 Bk (x) 6 Bk (x) ,(9)

где

Ψk (x) = sup
u∈Uk

Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Fk+1) ,(10)

7



Bk (x) — нижняя, а Bk (x) — верхняя оценки функции Беллмана

Bk (x) = sup
u∈Uk

Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) ,

Bk (x) = sup
u∈Uk

{1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1)} ,

причем BN (x) = BN (x) = BN (x).

Отличием правой части соотношений п. 1 теоремы 2 от соотношений для
поверхности уровня 1 функции Беллмана в задаче с терминальным вероят-
ностным критерием [18] является наличие операции объединения с множе-
ством Fk. Для поверхности уровня 0 функции Беллмана отличие заключа-
ется в наличии операции пересечения с множеством Fk. Пункты 3 и 4 уста-
навливают простейшие (относительно (3)) выражения для определения опти-
мального управления при xk ∈ Ik ∪ Ok, которые с точностью до конструкций
множеств Ik совпадают с аналогичными в задаче с терминальным вероят-
ностным критерием. Пункты 6 и 7 теоремы 2 устанавливают двусторонние
оценки функции правой части уравнения динамического программирования
и функции Беллмана соответственно. При этом выражения для нижних и
верхних границ с точностью до конструкций множеств Ik и Ok совпадают
с аналогичными в задаче с терминальным критерием [13, 18]. Отличием же
является наличие дополнительного неравенства в левой части (8) и, как след-
ствие, неравенства Ψk (x) 6 Bk (x).

Исследуем детально свойства стратегии, максимизирующей на каждом
шаге нижнюю границу функции правой части уравнения динамического про-
граммирования.

5. Субоптимальная стратегия

Определим стратегию u (·) =
(
γ
0
(·) , . . . , γ

N
(·)
)
, где

γ
k
(x) = arg max

u∈Uk

Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) , k = 0, N.(11)

Данная стратегия обладает следующими с в о й с т в а ми:

• При x ∈ Ik ∪ Ok для всех k = 0, N выполнено равенство γ
k
(x) = γ∗k (x);

• Для k = N выполнено равенство γ
k
(x) = γ∗k (x);

• Из Fk = Ik для всех k = 0, N следует γ
k
(x) = γ∗k (x).

Те ор ем а 3. Пусть стратегия u (·) существует в классе U . Тогда спра-
ведливы утверждения:

1. Значение вероятностного критерия на стратегии u (·) имеет вид

P (u (·)) = F (ϕ,N,X) +

+

N−1∑

l=1

P

(
l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
l⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Ik+1

}
∣∣∣∣∣

l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
+

+P

(
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
,

(12)
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где xk — траектория системы, замкнутой управлением (11)
{
xk+1 = fk (xk, uk, ξk) ,

x0 = X,
k = 0, N,

где uk = γ
k
(xk);

2. Оптимальное значение вероятностного критерия имеет вид

P (u∗ (·)) = F (ϕ,N,X) +

+

N−1∑

l=1

P

(
l⋂

k=1

{x∗k /∈ Ik}
)
P

(
l⋃

k=0

{
x∗k+1 ∈ Ik+1

}
∣∣∣∣∣

l⋂

k=1

{x∗k /∈ Ik}
)
+

+P

(
N⋂

k=1

{x∗k /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
x∗k+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{x∗k /∈ Ik}
)
,

(13)

где x∗k — траектория системы, замкнутой оптимальным управлением
{
x∗k+1 = fk (x

∗
k, u

∗
k, ξk) ,

x∗0 = X,
k = 0, N,

где u∗k = γ∗k (x
∗
k);

3. Для любых ϕ ∈ R, N ∈ N, X ∈ R
n справедлива система неравенств

FF (ϕ,N,X) 6 F (ϕ,N,X) 6 P (u (·)) 6 P (u∗ (·)) 6 F (ϕ,N,X) ,(14)

где функции

FF : R× N× R
n → [0, 1] , F : R× N× R

n → [0, 1] , F : R×N× R
n → [0, 1]

имеют вид

FF (ϕ,N,X) = Ψ0 (X) , F (ϕ,N,X) = B0 (X) , F (ϕ,N,X) = B0 (X) .

Из теоремы 3 можно получить оценку качества субоптимальной страте-
гии (11) u (·)

P (u∗ (·))− P (u (·)) 6 ∆(ϕ,N,X) ,

справедливую для всех

ϕ ∈ R, N ∈ {0} ∪N, X ∈ R
n,

где функция ∆ : R× N× R
n → [0, 1] имеет вид

∆(ϕ,N,X) = F (ϕ,N,X) − F (ϕ,N,X)−

−
N−1∑

l=1

P

(
l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
l⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Ik+1

}
∣∣∣∣∣

l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
−

−P

(
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(15)
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Исследуем условия эквивалентности задачи (2) и задачи оптимального
управления с вероятностным терминальным критерием.

6. Условия эквивалентности с задачей оптимального управления
с вероятностным терминальным критерием

Рассмотрим вероятностный терминальный критерий на траекториях си-
стемы (1)

Pϕ (u (·)) = P (xN+1 ∈ FN+1) = P (ΦN+1 (xN+1) 6 ϕ)(16)

и задачу оптимального управления

Pϕ (u (·)) → max
u(·)∈U

.(17)

Согласно [12] решение задачи (17) существует в классе U и определяется в
результате решения уравнений динамического программирования

γϕk (x) = arg max
u∈Uk

Mξk

[
B
ϕ
k+1 (fk (x, u, ξk))

]
,(18)

B
ϕ
k (x) = max

u∈Uk

Mξk

[
B
ϕ
k+1 (fk (x, u, ξk))

]
, k = 0, N,(19)

B
ϕ
N+1 (x) = IFN+1

(x) ,(20)

где B
ϕ
k (x) – функция Беллмана в задаче (17).

Сформулируем утверждение об эквивалентности задач (2) и (17).

Лемма. Пусть для всех k = 0, N выполнено Fk ⊆∆Ik, где

∆Ik = {x ∈ R
n : ∃u ∈ Uk : P (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1} .(21)

Тогда задача (3) эквивалентна задаче оптимального управления с вероят-
ностным терминальным критерием (17) в смысле равенства оптимальных
стратегий u∗ (·) = uϕ (·), оптимальных значений критериев P (u∗ (·)) =
= Pϕ (u

ϕ (·)) и равенства для всех k = 0, N + 1 и x ∈ R
n функций Белл-

мана Bk (x) = B
ϕ
k (x).

Отметим, что из леммы для узкого класса систем можно получить более
конкретные условия эквивалентности задач (2) и (17), однако это не является
целью данной статьи.

Применим полученные результаты для исследования дополнительных
свойств задачи оптимального управления портфелем ценных бумаг с веро-
ятностным критерием.

7. Управление портфелем ценных бумаг с
нефиксированным временем окончания

Рассмотрим дискретную стохастическую систему управления вида [13, 19]




xk+1 = xk


1 + bu1k +

m∑

j=2

ujkξ
j−1
k


 ,

x0 = X,

k = 0, N,(22)
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где n = 1, m и s = m− 1 — размерности векторов состояния, управления
и случайных возмущений соответственно, X > 0, b > −1, ϕ < 0 — детерми-

нированные скаляры, ξk =
(
ξ1k, . . . , ξ

m−1
k

)T
— случайные векторы с незави-

симыми компонентами, причем ξk+1 и ξk являются независимыми для всех
k = 0, N − 1. Пусть ограничения на управления заданы в виде

Uk = U =



u ∈ R

m :

m∑

j=1

uj = 1, uj > 0, ∀j = 1,m



 , k = 0, N.

Предположим, что носитель распределения случайных векторов ξk имеет вид

suppρξ (t) =
m−1⊗
j=1

[
εj, εj

]
, причем ∀j = 1,m− 1 выполнено −1 6 εj 6 b 6 εj.

Рассмотрим задачу оптимального управления с нефиксированным време-
нем

P

(
min
k=0,N

{−xk+1} 6 ϕ

)
→ sup

u(·)∈U
(23)

и задачу с вероятностным терминальным критерием

P (−xN+1 6 ϕ) → sup
u(·)∈U

.(24)

В обозначениях, введенных в статье, имеем:

Fk =F = [−ϕ,+∞) , Φk (x) =−x, fk (x, u, ξ) = x


1+ bu1 +

m∑

j=2

ujξj−1


.

Если за X принять размер стартового капитала, за xk – размер капитала
на начало k-го года, за u1k – долю xk капитала, вкладываемого в безрисковый

актив (например, в надежный банк), имеющий доходность b, ujk – доли ка-
питала, вкладываемые в рисковые активы, характеризующиеся доходностя-

ми ξj−1
k , j = 2,m, то задача (23) заключается в максимизации вероятности

достижения размера капитала уровня (−ϕ) за время, ограниченное сверху
величиной N + 1, а задача (24) — за время N + 1 путем инвестиций в неко-
торые активы.

Задача (24) рассматривалась в двухшаговой постановке N = 1 для слу-
чая одного рискового актива m = 2 в [15, 16]. В [13] был найден целый класс
асимптотически оптимальных (при N → ∞) стратегий. Задача (23) рассмат-
ривается впервые.

Воспользуемся результатами настоящей статьи и проверим условия экви-
валентности задач (23) и (24).

У тв е ржд е ни е 1. Для всех k = 0, N выполнены равенства

Ik = ∆Ik =
[
ϕI
k ,+∞

)
, Bk =

(
ϕO
k , ϕ

I
k

)
, Ok =

(
−∞, ϕO

k

]
,

11



где скаляры ϕI
k , ϕ

O
k определяются выражениями

ϕI
k = −ϕ

(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

})k−N−1

,

ϕO
k = −ϕ

(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

})k−N−1

.

Из утверждения 1 вытекает, что условие леммы выполняется F ⊆∆Ik и,
следовательно, задачи (23) и (24) являются эквивалентными. Из утвержде-
ния 1 следует, что управление, оптимальное по вероятностному терминально-
му критерию, максимизирует вероятность первого достижения капиталом xk
уровня (−ϕ) за время, ограниченное сверху величиной N .

Воспользуемся двусторонними границами функции оптимального значе-
ния вероятностного критерия для определения оценки такого момента вре-
мени N∗ ∈ N, что

P

(
max

k∈{0,...,N∗}
x∗k > ϕ

)
= 1,

где {x∗k}Nk=0 – траектории системы (22), замкнутой оптимальным управлением
u∗ (·). Интересно, что двусторонние границы функции оптимального значе-
ния вероятностного критерия (см. теорему 3) позволяют найти такую оценку
без нахождения оптимального управления.

У тв е ржд е ни е 2. Пусть {xk}Nk=0 — траектории системы (22), замк-
нутой управлением (11), где

γ
k
(x) = argmax

u∈U
P


x


1 + bu1 +

m∑

j=2

ujξj−1
k


 > ϕI

k+1


 , k = 0, N.(25)

Тогда существует N ∈ N, такой что

P

(
max

k={0,...,N}
xk+1 > ϕ

)
= 1,

причем для любых X > 0, b > −1 выполнено N∗ > N и

N =




ln (−ϕ)− ln (X)

ln

(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

}) − 1


 .(26)

Проведем серию численных экспериментов для проверки адекватности
оценки (26). При этом будем рассматривать случай одного рискового актива,
для которого в [13] была найдена стратегия (25)

γ
k
(x) =

{
(1, 0)T , x > −ϕ (1 + b)k−N−1 ,

(0, 1)T , x < −ϕ (1 + b)k−N−1 .

Значения параметров системы заданы в табл. 1.
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Таблица 1. Значения параметров системы

Номер эксперимента N ϕ X b ε1 ε1
а 200 100 15 0,01 –1 0,02

б 200 100 20 0,01 –1 0,02

в 200 100 25 0,01 –1 0,02

Таблица 2. Значения параметров системы

Номер эксперимента а б в

N 189 160 138

N∗ 189 160 139

Для моделирования уровня N∗ будем использовать метод Монте-Карло из
50000 наблюдений. Результаты моделирования занесены в табл. 2. Из табл. 2
видно, что N является относительно точной оценкой числа N∗.

8. Заключение

В статье рассмотрена задача оптимального управления дискретной сто-
хастической системой с критерием вероятности первого достижения траекто-
риями системы заданной трубки траекторий. Получены достаточные условия
оптимальности в форме метода динамического программирования. Найдены
двусторонние оценки функции правой части уравнения метода динамическо-
го программирования, функции Беллмана и функции оптимального значения
вероятностного критерия. Получены аналитические выражения для прибли-
женного определения оптимального управления и найдены оценки точности
такого управления. Доказаны условия эквивалентности данной задачи и за-
дачи оптимального управления с вероятностным терминальным критерием.
Данные условия были проверены на задаче оптимального управления порт-
фелем ценных бумаг.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Введем в рассмотрение функцию
Φ0 : R

n → R, такую что Φ0 (x) = Φ1 (x). Расширим вектор состояния системы
путем введения новой переменной yk = mini=0,k Φi (xi). Расширенная система
управления имеет вид





xk+1 = fk (xk, ũk, ξk) ,

yk+1 = min {yk, Φk (xk)} ,
x0 = X,

y0 = Φ0 (X) ,

k = 0, N,

где ũk = γ̃k (xk, yk). Введем в рассмотрение функцию правой части расширен-

ной системы f̃ : Rn+1 × R
m × R

s → R
n+1 :

f̃k (x, y, u, ξ) = (fk (x, u, ξ) ,min {y, Φk (x)})T .
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Тогда эквивалентную задачу оптимального управления можно представить
в виде

P (min {yN+1, ΦN+1 (xN+1)} 6 ϕ) → sup
u(·)∈Ũ

, k = 0, N,

где Ũ = Ũ0 × . . . × ŨN ,

Ũk =
{
γ̃ : Rn+1 → R

m| γ̃ измерима по Борелю, ∀x ∈ R
n+1 : γ̃ (x) ∈ Uk

}
.

Эквивалентность выше понимается в смысле равенства критериев

P (u (·)) = P

(
min
k=0,N

Φk+1 (x) 6 ϕ

)
= P (min {yN+1, ΦN+1 (xN+1)} 6 ϕ) .

Уравнение Беллмана для эквивалентной задачи имеет вид [12]:

γ̃∗k (x, y) = arg max
u∈Uk

Mξk

[
B̃k+1

(
f̃k (x, y, u, ξk)

)]
,(Π.1)

B̃k (x, y) = max
u∈Uk

Mξk

[
B̃k+1

(
f̃k (x, y, uk, ξk)

)]
,(Π.2)

B̃N+1 (x, y) = I{min{y, ΦN+1(x)}6ϕ} (x, y) , k = 0, N.(Π.3)

Согласно [12] если выполнены условия:

1) функции f̃k непрерывны для всех k = 0, N ;

2) функция min {y, ΦN+1 (x)} непрерывна и ограничена снизу;

3) случайные векторы X, ξ0, . . . , ξN независимы;

4) множества U0, . . . , UN компактны,
то оптимальное управление существует в классе измеримых функций и опре-
деляется в результате решения задач (П.1)–(П.3).

На шаге k = N уравнение Беллмана можно записать в виде

(Π.4) B̃N (x, y) = max
u∈UN

MξN

[
I{min{y, ΦN (x), ΦN+1(f(x,u,ξk))}6ϕ} (x, y)

]
=

= max
u∈UN

MξN

[
I{min{y, ΦN (x)}6ϕ} (x, y) +

(
1− I{min{y, ΦN (x)}6ϕ} (x, y)

)
×

× I{ΦN+1(f(x,u,ξk))6ϕ} (x)
]
=

= max
u∈UN

MξN

[
I{min{y, ΦN (x)}6ϕ} (x, y) +

(
1− I{min{y, ΦN (x)}6ϕ} (x, y)

)
×

× BN+1 (fN (x, u, ξN ))
]
.

Отсюда легко показать, что для любого k = 0, N уравнение (П.2) можно пред-
ставить в виде

(Π.5) B̃k (x, y) = max
u∈Uk

Mξk

[
I{min{y, Φk(x)}6ϕ} (x, y)+

+
(
1− I{min{y, Φk(x)}6ϕ} (x, y)

)
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

]
,
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поэтому для функции Беллмана в эквивалентной задаче справедливо пред-
ставление

B̃k(x, y) =




1, y6ϕ,

max
u∈Uk

Mξk

{
IFk

(x)+(1− IFk
(x))Bk+1(fk(x, u, ξk))

}
, y >ϕ.

(Π.6)

Отсюда получаем представление и для оптимального управления

γ̃∗k(x, y)=





любой элемент из Uk, y6ϕ,

arg max
u∈Uk

Mξk

{
IFk

(x)+(1− IFk
(x))Bk+1(fk(x, u, ξk))

}
, y > ϕ.

(Π.7)

Условия 1–5 теоремы 1 получаются из условий существования оптималь-
ного управления для задачи с терминальным критерием. Причем пункты
2 и 3 следуют из условий непрерывности и ограниченности снизу функции
min {y, ΦN+1 (x)}.

Теорема 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. 1. Рассмотрим уравнение Беллмана на
некотором шаге k. Для поверхности уровня 1 справедливо соотношение

Ik =
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

Mξk [IFk
(x) + (1− IFk

(x))Bk+1 (fk (x, u, ξk))] = 1

}
=

= Fk ∪
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

Mξk [Bk+1 (fk (x, u, ξk))] = 1

}
.

Используя формулу полного математического ожидания, получаем

Ik = Fk ∪
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1)×

×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1

]
+

+ (1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1))×
×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) /∈ Ik+1

] }
= 1

}
.

Из равенств

Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1

]
= 1,

Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) /∈ Ik+1

]
< 1,

следует, что

Ik = Fk ∪
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1)+

+ (1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1))×

×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) /∈ Ik+1

] }
= 1

}
=

= Fk ∪
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1

}
.

Утверждение 1 доказано.

15



2. Аналогично п. 1 получаем соотношение для поверхности уровня 0 функ-
ции Беллмана:

Ok =

{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

Mξk [IFk
(x) + (1− IFk

(x))Bk+1 (fk (x, u, ξk))] = 0

}
=

= Fk ∩
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

Mξk [Bk+1 (fk (x, u, ξk))] = 1

}
.

Выполним преобразование правой части последнего выражения с использо-
ванием формулы полного математического ожидания:

Ok = Fk ∩
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1)×

×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1

]
+

+Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1)×
×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1

]
+

+Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1)×

×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1

] }
= 0

}
.

Из равенств

Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1

]
= 1,

Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1

]
∈ (0, 1) ,

Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1

]
= 0

получаем, что

Ok = Fk ∩
{
x ∈ R

n
∣∣ max
u∈Uk

{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1)+

+Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1)×

×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1

] }
= 0

}
=

= Fk ∩
{
x ∈ R

n
∣∣ ∀u ∈ Uk : Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 0,

Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1) = 0
}
=

= Fk ∩ {x ∈ R
n
∣∣ ∀u ∈ Uk : Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1) = 1

}
.

Утверждение 2 доказано.

3. Утверждение 3 следует из утверждения 1 теоремы 2.

4. Утверждение 4 выполнено, поскольку при x ∈ Ok справедливо равенство
Bk (x) = 0.

5. Утверждение 5 следует из утверждения 1 теоремы 2.
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6. При x ∈ Bk функция правой части уравнения метода динамического
программирования представима в виде

Mξk [Bk+1 (fk (x, u, ξk))] = Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1)×
×
(
1−Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1

])
+

+(1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1))×
×Mξk

[
Bk+1 (fk (x, u, ξk))

∣∣ fk (x, u, ξk) ∈ Bk+1

]
,

откуда с использованием двустороннего неравенства для выпуклой комбина-
ции получаем

min
{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) , (1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1))

}
6

6 Mξk [Bk+1 (fk (x, u, ξk))] 6

6 max
{
Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) , (1−Pξk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1))

}
.

С использованием соотношений 1−Pξk(fk(x, u, ξk)∈Ok+1) =Pξk(fk(x, u, ξk) ∈
∈ Ik+1) +Pξk(fk(x, u, ξk) ∈ Bk+1) и Fk ⊆Ik завершаем доказательство утвер-
ждения 6 теоремы 2.

7. Утверждение 7 следует из предыдущего путем взятия супремума во всех
частях неравенства (8).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. 1. Введем систему гипотез, образую-
щих полную группу несовместных событий:

{
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
}
,

{
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
}
.

Тогда с учетом формулы полной вероятности справедлива цепочка равенств

P (u (·)) = P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
)

=

= P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
+

+P

(
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(Π.8)

Исследуем второй множитель первого слагаемого правой части последнего
выражения. Из цепочки равенств

P

(
xN+1 ∈ FN+1

∣∣∣ xN ∈ IN
)
= P

(
xN+1 ∈ IN+1

∣∣∣ xN ∈ IN
)
= 1

следует, что

P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)

= 1.
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С учетом последнего равенства выражение (П.8) принимает вид

P (u (·)) = P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
+

+P

(
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(Π.9)

Введем в рассмотрение систему гипотез, образующих полную группу несов-
местных событий:

{
N−1⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
}
,

{
N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
}
.

Воспользуемся формулой полной вероятности для первого слагаемого в пра-
вой части (П.9):

P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)

=

= P

(
N−1⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
∣∣∣∣∣

N−1⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
+

+P

(
N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
∣∣∣∣∣

N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(Π.10)

Аналогично (П.9) преобразуем правую часть (П.10), откуда получим

P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)

= P

(
N−1⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
+

+P

(
N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
∣∣∣∣∣

N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(Π.11)

Выполним подстановку (П.10) в (П.9):

P (u (·)) = P

(
N−1⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
)
+

+P

(
N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
∣∣∣∣∣

N−1⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
+

+P

(
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(Π.12)
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Проводя аналогичные преобразования в отношении первого слагаемого
в (П.12) и вводя системы гипотез

{
l⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
}
,

{
l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
}
, l = 1, . . . , N − 2,

получаем выражение для значения вероятностного критерия на страте-
гии u (·):

P (u (·)) = P (x1 ∈ I1)+

+
N−1∑

l=1

P

(
l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
l+1⋃

k=1

{xk ∈ Ik}
∣∣∣∣∣

l⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
+

+P

(
N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
P

(
N⋃

k=0

{
xk+1 ∈ Fk+1

}
∣∣∣∣∣

N⋂

k=1

{xk /∈ Ik}
)
.

(Π.13)

Заметим теперь, что для первого слагаемого (П.13) справедлива цепочка ра-
венств

P (x1 ∈ I1) = P (f0 (X,u0, ξ0) ∈ I1) = B0 (X) = F (ϕ,N,X) ,

откуда следует выражение (14).

Пункт 1 теоремы 3 доказан.

2. Для доказательства п. 2 теоремы 3 достаточно заметить, что при xk ∈ Ik
выполнено u∗k = uk для всех k = 0, N , откуда аналогичным способом можно
получить выражение (14) для функции оптимального значения вероятност-

ного критерия на траекториях системы {x∗k}N+1
k=1 , замкнутой оптимальным

управлением u∗ (·).
Пункт 2 теоремы 3 доказан.

3. Пункт 3 теоремы 3 непосредственно следует из п. 7 теоремы 2 и п. 1
теоремы 3.

Теорема 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы. Рассмотрим соотношения динамического
программирования (3)–(5) и (18)–(20) для задач (2) и (17) соответственно.
Поскольку в (19) ∀x ∈ R

n выполняется равенство

B
ϕ
k (x) = max

u∈Uk

M

[
IIϕ

k
(x) +

(
1− IIϕ

k
(x)
)
B
ϕ
k+1 (fk (x, u, ξk))

]
, k = 0, N,

где Iϕk – поверхность уровня 1 функции Беллмана B
ϕ
k (x), то описанные усло-

вия эквивалентности верны в том случае, если поверхности уровня 1 функ-
ций Беллмана в задачах (2) и (17) равны Ik = Iϕk . С учетом рекуррентного
соотношения для Ik (см. п. 1 теоремы 2) отмеченное равенство справедливо
только в том случае, если

Fk ⊆ {x ∈ R
n : ∃u ∈ Uk : P (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1} , k = 0, N.(Π.14)

Лемма доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. В соответствии с п. 1 теоремы 2
запишем уравнение для поверхностей уровней 1 и 0 функции Беллмана на
шаге k = N :

IN = F ∪
{
x ∈ R : ∃u ∈ U : P

(
x

(
1 + u1b+

m∑

i=2

uiξiN

)
> −ϕ

)
= 1

}
,

ON = F ∩
{
x ∈ R : ∀u ∈ U : P

(
x

(
1 + u1b+

m∑

i=2

uiξiN

)
< −ϕ

)
= 1

}
.

Используя результат из [13], где были найдены решения соответствующих
уравнений, и введенные в разделе 6 обозначения для границ множеств Ik
и Ok, получаем:

IN = [ϕ,+∞) ∪
[
ϕ

(
1 + max

{
b, max

j=2,m
bj
})−1

,+∞
)

=
[
ϕI
N ,+∞

)
,

ON = (−∞, ϕ] ∩
(
−∞, ϕ

(
1 + max

{
b, max

j=2,m
b
j
})−1

]
=
(
−∞, ϕO

N

]
.

Отсюда следует, что IN = ∆IN . Используя п. 1 теоремы 2, получаем, что на
шаге k = N − 1 уравнение для изобелл примет вид

IN−1 = F ∪
{
x ∈ R : ∃u ∈ U : P

(
x

(
1 + u1b+

m∑

i=2

uiξiN−1

)
> ϕI

N

)
= 1

}
,

ON−1 = F ∩
{
x ∈ R : ∀u ∈ U : P

(
x

(
1 + u1b+

m∑

i=2

ui ξiN−1

)
< ϕO

N

)
= 1

}
.

По аналогии с шагом k = N получаем

IN−1 = ∆IN−1 =
[
ϕI
N−1,+∞

)
, ON−1 =

(
−∞, ϕO

N−1

]
.

Оперируя математической индукцией, заключаем, что для всех k = 0, N вы-
полнено

Ik = ∆Ik =
[
ϕI
k ,+∞

)
, Ok =

(
−∞, ϕO

k

]
.

Утверждение 1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. Рассмотрим стратегию управле-
ния (11), которая с учетом утверждения 1 принимает вид (25). Из п. 3 теоре-
мы 3 следует, что

P (u (·)) = P

(
max

k∈{0,...,N}
xk+1 > −ϕ

)
> F (ϕ,N,X) ,(Π.15)

где функция F с учетом

ϕI
1 = −ϕ

(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

})−N
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имеет вид

F (ϕ,N,X) =(Π.16)

= max
u∈U

P


X


1 + bu1 +

m∑

j=2

ujξj−1
0


 > − ϕ

(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

})N


 .

Нетрудно видеть, что величину N ∈ N можно определить как корень урав-
нения F (ϕ,N,X) = 1, но поскольку таких корней бесконечное множество, то
будем искать оценку N в виде

N = min {N ∈ N : F (ϕ,N,X) = 1} .(Π.17)

Из (П.15) и (П.17) следует, что

P

(
max

k∈{0,...,N}
xk+1 > −ϕ

)
= 1.

Из определений поверхности уровня 1 функции Беллмана и функции F сле-
дует, что уравнение F (ϕ,N,X) = 1 эквивалентно включению X ∈ I0, что в
свою очередь эквивалентно неравенству

X > − ϕ
(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

})N+1
.

Путем логарифмирования получаем

N >
ln (−ϕ)− ln (X)

ln

(
1 + max

{
b, max

j=1,m−1
εj

}) − 1.

Используя (П.17) окончательно получаем (26).

Утверждение 2 доказано.
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L1-ОПТИМАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ МАРКОВСКИХ
СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ II:

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ КОНКРЕТНЫХ СХЕМ1

Вторая часть статьи посвящена определению порядка точности раз-
личных численных схем реализации алгоритма фильтрации состояний
марковских скачкообразных процессов по косвенным наблюдениям в при-
сутствии винеровских шумов. Отдельно исследованы случаи аддитивных
и мультипликативных шумов в наблюдениях: показано, что одни и те же
схемы в этих случаях обеспечивают разную точность. Для наблюдений
с аддитивными шумами предложены схемы реализации порядка 1

2 , 1 и 2,

а для наблюдений с мультипликативными шумами — порядка 1 и 2. Пред-
ставленные теоретические результаты проиллюстрированы численными
примерами.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс, устойчивая оцен-
ка, оценка максимума апостериорной вероятности, схема численного ин-
тегрирования.

DOI: 10.31857/S0005231020120028

1. Введение

Данная статья является продолжением [1]. В первой части поставлена и
решена задача L1–оптимальной фильтрации состояний марковских скачко-
образных процессов (МСП) по непрерывным косвенным наблюдениям в при-
сутствии винеровских шумов. Представлены точное решение этой задачи,
а также класс алгоритмов его численной реализации. Точность вычисляе-
мых оценок зависит от порядка выбранной аналитической аппроксимации
и численной схемы ее реализации. В [1] представлены показатели точности
численных реализаций оценок и доказаны утверждения, их описывающие.

Целью второй части статьи является вычисление показателей точности
для аналитических аппроксимаций различного порядка и численных схем
их реализации. Показатели точности анализируются отдельно для случаев
наблюдений с аддитивными и мультипликативными шумами: в этих двух
случаях они различны.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 сформулирована
задача L1-оптимальной фильтрации, ее теоретическое решение, представле-
ны аналитические аппроксимации и их численные реализации. Для точного

1 Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований, проект № 19-07-00187 А.
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и приближенного решения предложены показатели близости и сформулиро-
ваны утверждения, их характеризующие.

В разделе 3 для случая наблюдений с аддитивными шумами рассмотрены
различные схемы численной реализации. В качестве численных реализаций
использовалась прямая дискретизация системы наблюдения, схемы «левых»
и «средних» прямоугольников, а также квадратуры Гаусса. Использование
простых (несоставных) схем численного интегрирования позволило получить
аппроксимации оценок фильтрации порядка точности 1

2 , 1 и 2.

Раздел 4 посвящен исследованию точности приближенных схем при филь-
трации состояний МСП по наблюдениям с мультипликативными шумами.
В качестве численных реализаций вновь выступали схема «средних» прямо-
угольников и схема средних 2-го порядка. Показано, что простые схемы не
могут быть использованы для построения аппроксимаций и следует исполь-
зовать соответствующие составные схемы с дополнительным дроблением об-
ласти интегрирования. В итоге получены численные алгоритмы фильтрации
общего порядка точности 1 и 2.

Раздел 5 содержит иллюстративные примеры применения различных чис-
ленных схем для фильтрации состояний МСП по наблюдениям с аддитивны-
ми и мультипликативными шумами. В разделе 6 представлены заключитель-
ные выводы и направления дальнейших исследований.

2. Необходимые сведения об аналитическом и
приближенном решении задачи фильтрации

На полном вероятностном пространстве с фильтрацией (ΩX×ΩW, FX×FW,
P
X×P

W , {FXt ×FWt }t>0) рассматривается стохастическая динамическая си-
стема

Xt = X0 +

t∫

0

Λ⊤Xsds+ µs,(2.1)

Yr =

tr∫

tr−1

fXsds+

tr∫

tr−1

N∑

n=1

Xn
s g

1/2
n dWs, r ∈ N,(2.2)

где

— Xt , col
(
X1
t , . . . ,X

N
t

)
∈ S

N – ненаблюдаемое состояние системы, яв-

ляющееся однородным МСП с конечным множеством состояний S
N ,

, {e1, . . . , eN} (SN – множество единичных векторов евклидова простран-
ства R

N ), матрицей интенсивностей переходов Λ и начальным распределе-
нием π;

— µt , col (µ1t , . . . , µ
N
t ) ∈ R

N – FXt -согласованный мартингал;

— Yr , col (Y1
r , . . . ,Y

M
r )∈R

M – косвенные наблюдения, зашумленные Ft-со-

гласованным стандартным винеровским процессом Wt , col (W 1
t , . . . ,W

M
t ) ∈

∈ R
M ; f – матрица плана наблюдений, а набор невырожденных симметрич-

ных матриц {gn}n=1,N характеризует интенсивности шумов в зависимости от
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текущего состояния Xt; наблюдения {Yr}r получены путем дискретизации по
времени с постоянным шагом h соответствующих непрерывных наблюдений.

Неубывающее семейство σ-алгебр, порожденное последовательностью
{Yr}r∈N, обозначено как Or , σ{Yℓ : 0 6 ℓ 6 r}, O0 , {∅, Ω}.

Задача L1-оптимальной фильтрации состояния X по дискретным на-

блюдениям Y заключается в нахождении такой оценки X̂r, r ∈ N состояния
МСП Xrh, что

X̂r ∈ Argmin
X̃r∈Xr

E

{
‖X̃r −Xrh‖1

}
,(2.3)

где Xr – множество всех таких Or-согласованных последовательностей {X̃r}
с конечным первым моментом, что

N∑

n=1

X̂n
r ≡ 1 с вероятностью 1.

Ниже в изложении будем использовать следующие обозначения:

— D ,

{
u = col (u1, . . . , uN ) : un > 0,

N∑
n=1

un = h

}
– (N − 1)-мерный сим-

плекс в пространстве R
M ;

— Π ,

{
π = col (π1, . . . , πN ) : πn > 0,

N∑
n=1

πn = 1

}
– «вероятностный сим-

плекс», множество возможных начальных распределений МСП π;

— NX
r – случайное число скачков состояния Xt, произошедшее на отрезке

времени [tr−1, tr],

— ρk,ℓ,qr (du) – распределение вектора Xℓ
trI{q}(N

X
r )τr при условии Xtr−1 =

= ek, т.е. для любого G ∈ B(RM ) верно равенство

E

{
IG(τr)I{q}(N

X
r )Xℓ

tr |Xtr−1 = ek

}
=

∫

G

ρk,ℓ,qr (du);

— N(y,m,K) , (2π)−M/2det−1/2K exp
{
−1

2‖y −m‖2K−1

}
– M -мерная плот-

ность гауссовского распределения с математическим ожиданием m и невы-
рожденной ковариационной матрицей K;

— ‖α‖2K , α⊤Kα, 〈α, β〉K , α⊤Kβ.

Решение задачи фильтрации выражается через условное распределе-
ние состояния МСП относительно доступных наблюдений x̂r , E {Xtr |Or} и

совпадает с оценкой максимума апостериорной вероятности: X̂r = en∗ , где
n∗ ∈ Argmaxn=1,N x̂

n
r .

Условное распределение определяется рекуррентной процедурой

x̂jr =

N∑
k=1

x̂kr−1

∞∑
q=0

∫
D

N

(
Yr, fu,

N∑
p=1

upgp

)
ρk,j,q(du)

N∑
i,ℓ=1

x̂ir−1

∞∑
c=0

∫
D

N

(
Yr, fv,

N∑
n=1

vngn

)
ρi,ℓ,c(dv)

, j = 1, N, x̂0 = π.(2.4)
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Дробь в (2.4) содержит в числителе и знаменателе бесконечные суммы инте-
гралов, не вычисляемые аналитически. Для компьютерной реализации дан-
ная рекурсия должна быть преобразована. На первом шаге преобразования
оценка x̂r заменяется аналитической аппроксимацией порядка s: бесконеч-
ные суммы в числителе и знаменателе заменяются конечными, содержащими
только s+ 1 слагаемых:

xjr(s) =

N∑
k=1

xkr−1(s)
s∑
q=0

∫
D

N

(
Yr, fu,

N∑
p=1

upgp

)
ρk,j,q(du)

N∑
i,ℓ=1

xir−1(s)
s∑
c=0

∫
D

N

(
Yr, fv,

N∑
n=1

vngn

)
ρi,ℓ,c(dv)

, j =1, N, x̂0 = π.(2.5)

Ограничение числа слагаемых означает, что в аппроксимации учитывается
возможность не более чем s скачков оцениваемого состояния X на интервале
дискретизации [tr−1, tr]. Рекурсия (2.5) представима в матричной форме

xr(s) =
(
1ξ⊤r xr−1(s)

)−1
ξ⊤r xr−1(s),(2.6)

где

ξkjq ,
s∑

m=0

∫

D

N


Yq, fu,

N∑

p=1

upgp


 ρk,j,m(du), ξq , ‖ξkjq ‖k,j=1,N .(2.7)

На втором шаге преобразования интегралы ξij (2.7) заменяются суммами

ξij(y)≈ ψij(y),
L∑

ℓ=1

N


y, fwℓ,

N∑

p=1

wpℓ gp


̺ijℓ , ψ(y), ‖ψij(y)‖i,j=1,N ,(2.8)

определяемыми множеством пар
{
(wℓ, ̺

ij
ℓ )
}
ℓ=1,L

. Здесь ̺ijℓ > 0 (ℓ = 1, L) –

веса:

W ,
N∑

j=1

L∑

ℓ=1

̺ijℓ 6 1,(2.9)

а wℓ , col (w1
ℓ , . . . , w

N
ℓ ) ∈ D – точки. Аналогично матрицам ξq строятся их

аппроксимации ψq , ‖ψij(Yq)‖i,j=1,N . В результате условное распределение x̂r
приближенно вычисляется с помощью рекуррентной процедуры

x̃r ,
(
1ψ⊤

r x̃r−1

)−1
ψ⊤
r x̃r−1, r > 1, x̃0 = π.(2.10)

Оценка x̃r называется численной реализацией аналитической аппроксима-
ции xr, соответствующей той или иной схеме численного интегрирования.

Оценки x̂r, xr и x̃r обладают свойством устойчивости [1]: их компоненты
почти наверное неотрицательны и нормированы.
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Если λ , maxn=1,N |λnn| и для схемы численного интегрирования верно
неравенство

max
i=1,N

N∑

j=1

∫

RM

|ψij(y)− ξij(y)|dy 6 δ,(2.11)

то расхождение x̂r и x̃r характеризуется неравенством

sup
π∈Π

E

{
‖x̂r − x̃r‖1

}
6 4

[
1−

(
1− (λh)s+1

(s + 1)!

)r ]
+ 2rWr−1δ.(2.12)

При фиксированном горизонте T и уменьшении шага дискретизации h→ 0
это же неравенство приобретает асимптотический вид

sup
π∈Π

E

{
‖x̂T/h − x̃T/h‖1

}
6 2T

(
2λ

(λh)s

(s+ 1)!
+
δ

h

)
.(2.13)

Ниже исследуются аппроксимации порядка s = 1 и s = 2. Для них с помо-
щью обобщенной формулы полной вероятности легко получить вид интегра-
лов (2.7), используемых в дальнейшем изложении:

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


 ρk,j,0(du) = δkje

λkkhN

(
Yr, hf

k, hgk

)
,(2.14)

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


 ρk,j,1(du) =(2.15)

= (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

e(λkk−λjj)uN
(
Yr, uf

k + (h− u)f j, ugk + (h− u)gj

)
du,

∫

D

N


Yr, fu,

N∑

p=1

upgp


 ρk,j,2(du) =

=
∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−uk∫

0

e(λkk−λii)u+(λii−λjj)v×

×N

(
Yr, uf

k + vf i + (h− u− v)f j, ugk + vgi + (h− u− v)gj

)
dvdu,

(2.16)

где f j – j-й столбец матрицы f .

В следующих разделах представлено исследование влияния точности раз-
личных схем вычисления интегралов в (2.15) и (2.16) на точность аппрокси-
мации решений задач фильтрации состояний МСП с аддитивными и мульти-
пликативными шумами в наблюдениях. Доказательства всех утверждений,
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сформулированных ниже, характеризующих это влияние, базируются на ис-
пользовании неравенств (2.11), (2.13) и построены по единой схеме. На первом
шаге доказательства величина |ψij(y)− ξij(y)| оценивается сверху с исполь-
зованием известных границ ошибок численного интегрирования [2]. Обыч-
но эта оценка выражается через производные интеграндов. На втором шаге
строится оценка сверху для интеграла в левой части (2.11). Эта операция яв-
ляется нетривиальной, так как выполняется в предположении малости ша-
га h. Дело в том, что с уменьшением h как масштаба области интегрирова-
ния синхронно изменяется масштаб интеграндов, которые становятся близ-
ки к δ-функции Дирака. Данный факт соответствующим образом влияет и
на производные интеграндов. В итоге порядок малости интеграла в правой
части (2.11) оказывается ниже, чем порядок численной схемы [2] без усло-
вия асимптотической малости h. Основная проблема доказательств утверж-
дений ниже заключается в определении, насколько изменится этот порядок
малости.

3. Численные схемы фильтрации по наблюдениям
с аддитивными шумами

3.1. Случай s = 1: дискретизация стохастической дифференциальной
системы наблюдения и схема «левых прямоугольников»

В данном подразделе демонстрируется связь алгоритма (2.10) приближен-
ной фильтрации состояния МСП по дискретизованным наблюдениям для слу-
чая s = 1 и алгоритма фильтрации состояний марковских цепей – процессов
с дискретным временем – по дискретным наблюдениям.

На (Ωx × Ωw,F x × Fw,Px × P
w, {F x

r × Fw
r }r∈Z+) рассмотрим стохастиче-

скую систему наблюдения с дискретным временем





xr = P⊤xr−1 +mr, r ∈ N, x0 ∼ π,

yr = Fxr +

N∑

n=1

xnrG
1/2
n wn.

(3.1)

Здесь

— xr , col (x1r , . . . , x
N
r ) – ненаблюдаемая однородная марковская цепь со

значениями в S
N , с матрицей P переходных вероятностей на одном шаге и

начальным распределением π; {mr}r∈N – F x
r -согласованная мартингал-раз-

ность;

— yr , col (y1r , . . . , y
M
r ) – наблюдаемая последовательность, F – матрица

плана наблюдения, а {Gn}n=1,N являются условными матрицами ковариаций
шумов в наблюдениях относительно текущего значения марковской цепи;

— wr , col (w1
r , . . . , w

M
r ) – Fwr -согласованный стандартный гауссовский дис-

кретный белый шум, не зависимый от {xr}, представляющий ошибки наблю-
дений.

Задача фильтрации цепи x по наблюдениям y заключается в вычислении
условного распределения x̂r , E {xr|y1, . . . , yr}. Решение ее известно [3]: оно

29



определяется следующей рекуррентной схемой вида «прогноз–коррекция»:

x̂0 = π – начальное условие,(3.2)

x̆r = P⊤x̂r−1 – прогноз,(3.3)

x̂r =
1

1κrx̆r
κrx̆r – коррекция,(3.4)

где

κr , diag (N(y1, Fe1, G1), . . . ,N(yN , FeN , GN )) .

Вернемся к системе наблюдения (2.1), (2.2) на сетке с шагом h < λ−1 и
покажем, что на ней система может быть приближена некоторой системой с
дискретным временем (3.1). Уравнение динамики (2.1) может быть дискре-
тизовано точно: cогласно разложению Ито–Тейлора [4]

Xtr = exp(hΛ⊤)Xtr−1 + (µtr − µtr−1),(3.5)

где

exp(hΛ⊤) = I + hΛ⊤ +O(h2).

Из (2.2) также следует, что

Ytr = hfXtr +

N∑

n=1

Xn
trg

1/2
n (Wtr −Wtr−1) + ϑr,(3.6)

где стохастическая последовательность {ϑr} такова, что E {‖ϑr‖2} 6 Ch3/2

для любого r ∈ N и некоторой константы C > 0. Формулы (3.5) и (3.6) пред-
ставляют схему временной дискретизации системы (2.1), (2.2), и к ней может
быть применим алгоритм фильтрации (3.2)–(3.4) со следующими значениями
параметров:

P = I + hΛ, F = hf, Gn = hgn, j = 1, N.

При этом рекурсия (3.3), (3.4) для данной системы записывается в форме

x̃r =
1

1κr(I + hΛ⊤)x̃r−1
κr(I + hΛ⊤)x̃r−1,(3.7)

и ее можно рассматривать как один из видов численной схемы реализации
аппроксимации порядка s = 1: элементы матрицы ξ имеют вид

ξkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j, hgj

)
+ (1 − δkj)λkje

λjjh

h∫

0

Qkj(y, u)du,(3.8)
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где

Qkj(y, u) , e(λkk−λjj)uN
(
y, ufk + (h− u)f j, ugk + (h− u)gj

)
.(3.9)

В рекуррентной процедуре (3.7) элементы ξkj аппроксимированы функциями

ψkj(y) = (δkj + hλkj)N
(
y, hf j, hgj

)
.(3.10)

Следующее утверждение определяет показатель точности численной схе-
мы (3.7).

Лемма 1. В случае фильтрации состояний МСП по наблюдениям с ад-
дитивными шумами схема (3.7) обеспечивает глобальный порядок точно-
сти 1

2 , т.е. для любого T > 0 при достаточно малом шаге h > 0

sup
π∈Π

E

{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 CTh

1
2(3.11)

для некоторой константы C > 0.

Доказательство леммы 1 дано в Приложении. Предложенная реализация ал-
горитма фильтрации при выбранном порядке аналитической аппроксимации
s = 1 имеет результирующий порядок точности 1

2 из-за неэффективного вы-
бора схемы численного интегрирования. Лемма 1 также позволяет получить
следствие, согласно которому использование схемы «левых» прямоугольни-
ков для численного интегрирования сохранит результирующий порядок точ-
ности на уровне 1

2 .

Аппроксимируем интеграл (2.15) по отрезку [0, h] одноточечной схемой
(2.8), используя значение интегранда N(·) в левой точке, беря его с весом ̺kj

(k 6= j):

̺kj ,




λkj

eλjjh − eλkkh

λjj − λkk
, если λjj 6= λkk,

hλkje
λjjh, если λjj = λkk.

(3.12)

При этом схема «левых» прямоугольников вычисления интегралов в рекур-
сии (2.10) примет вид

ψkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j, hgj

)
+ (1− δkj)̺

kjN
(
y, hf j, hgj

)
.(3.13)

Сл ед с т в и е 1. В случае фильтрации состояний МСП по наблюдениям
с аддитивными шумами схема «левых» прямоугольников в рекурсии (2.10)
обеспечивает глобальный порядок точности 1

2 .

Доказательство следствия 1 приведено в Приложении.

3.2. Случай s = 1: простая схема «средних» прямоугольников

Вычислим ψkj(y) по формуле «средних» прямоугольников:

ψkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j, hgj

)
+

+ (1− δkj)λkjhe
(λkk+λjj)h

2 N

(
y,
h

2

(
fk + f j

)
,
h

2
(gk + gj)

)
.

(3.14)
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Лемма 2. В случае фильтрации состояний МСП по наблюдениям с адди-
тивными шумами схема (3.14) в рекурсии (2.10) обеспечивает глобальный
порядок точности 1, т.е. для любого T > 0 при достаточно малом шаге
h > 0

sup
π∈Π

E

{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 CTh1(3.15)

для некоторой константы C > 0.

Доказательство леммы 2 дано в Приложении.

Таким образом, заменой схемы численного интегрирования без увеличе-
ния вычислительных затрат возможно повысить общий порядок точности до
первого. Дальнейшая фиксация порядка s = 1 и использование более точных
методов численного интегрирования не приведет к значительному уточне-
нию оценок, так как в суммарной погрешности основную роль будет играть
ошибка аналитической аппроксимации, а не численного интегрирования. Для
увеличения общей точности следует увеличить порядок аналитической ап-
проксимации до второго.

3.3. Случай s = 2: квадратуры Гаусса

Формулы (2.14)–(2.16) для s = 2 позволяют получить вид функций ξkj:

ξkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j, hgj

)
+ (1− δkj)λkje

λjjh

h∫

0

Qkj(y, u)du+

+
∑

i:i 6=k, i 6=j

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

Rkij(y, u, v)dvdu,

(3.16)

где функция Qkj(y, u) определена формулой (3.9) и

Rkij(y, u, v) , e(λkk−λii)u+(λii−λjj)v ×

×N

(
y, ufk + vf i + (h−u−v)f j , ugk + vgi+(h− u− v)gj

)
.

(3.17)

Для вычисления одномерного интеграла в (3.16) будем использовать двухто-
чечную квадратуру Гаусса

h∫

0

e(λkk−λjj)uN
(
y, ufk + (h− u)f j , y, ugk + (h− u)gj

)
du =

=
h

2

[

e
(λkk−λjj )

(
√

3−1)h

2
√

3 N

(

y,
(
√

3− 1)h

2
√

3
f
k +

(
√

3 + 1)h

2
√

3
f
j
,
(
√

3− 1)h

2
√

3
gk +

(
√

3 + 1)h

2
√

3
gj

)

+

+ e
(λkk−λjj )

(
√

3+1)h

2
√

3 N

(

y,
(
√

3+1)h

2
√

3
f
k +

(
√

3−1)h

2
√

3
f
j
,
(
√

3+1)h

2
√

3
gk+

(
√

3−1)h

2
√

3
gj

)]

+ ǫ1(y),
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для повторного интеграла – трехточечную:

h
∫

0

h−u
∫

0

e
(λkk−λii)u+(λii−λjj )vN

(

y, uf
k+ vf

i+(h−u− v)f j
, ugk + vgi+(h−u− v)gj

)

dvdu =

=
h2

6

[
e(λkk−λii)

h
6
+(λii−λjj)

h
6N

(
y,
h

6
fk +

h

6
f i +

2h

3
f j,

h

6
gk +

h

6
gi +

2h

3
gj

)
+

+ e(λkk−λii)
2h
3
+(λii−λjj)

h
6N

(
y,
h

6
fk +

2h

3
f i +

h

6
f j,

h

6
gk +

2h

3
gi +

h

6
gj

)
+

+ e(λkk−λii)
h
6
+(λii−λjj)

2h
3 N

(
y,

2h

3
fk +

h

6
f i +

h

6
f j,

2h

3
gk +

h

6
gi +

h

6
gj

)]
+ ǫ2(y),

где ǫ1(y) и ǫ2(y) – ошибки интегрирования. Таким образом, интегралы в ре-
курсии (2.10)) вычисляются с помощью следующей схемы:

ψkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j , hgj

)
+ (1− δkj)

λkjhe
λjjh

2
×(3.18)

×
[
e
(λkk−λjj)

(
√

3−1)h

2
√

3 N

(
y,

(
√
3−1)h

2
√
3

fk+
(
√
3+1)h

2
√
3

f j ,
(
√
3−1)h

2
√
3

gk+
(
√
3+1)h

2
√
3

gj

)
+

+ e
(λkk−λjj)

(
√

3+1)h

2
√

3 N

(
y,

(
√
3+1)h

2
√
3

fk+
(
√
3−1)h

2
√
3

f j ,
(
√
3+1)h

2
√
3

gk+
(
√
3−1)h

2
√
3

gj

)]
+

+
∑

i:i6=k, i6=j

λkiλijh
2eλjjh

6

[

e
(λkk−λii)

h
6
+(λii−λjj )

h
6 N

(

y,
h

6
f
k+

h

6
f
i+

2h

3
f
j
,
h

6
gk+

h

6
gi+

2h

3
gj

)

+

+ e(λkk−λii)
2h
3
+(λii−λjj)

h
6N

(
y,
h

6
fk +

2h

3
f i +

h

6
f j,

h

6
gk +

2h

3
gi +

h

6
gj

)
+

+ e(λkk−λii)
h
6
+(λii−λjj)

2h
3 N

(
y,

2h

3
fk +

h

6
f i +

h

6
f j,

2h

3
gk +

h

6
gi +

h

6
gj

)]
.

Лемма 3. В случае фильтрации состояний МСП по наблюдениям с адди-
тивными шумами cхема (3.18) в рекурсии (2.10) обеспечивает глобальный
порядок точности 2, т.е. для любого T > 0 при достаточно малом шаге
h > 0

sup
π∈Π

E
{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 CTh2(3.19)

для некоторой константы C > 0.

Доказательство леммы 3 дано в Приложении. Сравнивая схемы (3.14) и (3.18)
можно сделать вывод, что увеличивая число операций в схеме примерно в
N(N − 1) раз удается повысить общий порядок точности аппроксимации до
второго.
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4. Численные схемы фильтрации по наблюдениям
с мультипликативными шумами

Для простоты сравнения точности различных численных схем будем счи-
тать, что в (2.1), (2.2) f = 0, т.е. аддитивный полезный сигнал полностью
отсутствует, и все матрицы {gn}n=1,N различны. Будет исследована точность
тех же численных реализаций алгоритма фильтрации, которые исследова-
лись в предыдущем разделе. Поэтому выполнение условия (2.9) ниже в дан-
ном разделе уже не проверяется.

Если все матрицы интенсивности шумов в наблюдениях различны, то
оценка оптимальной фильтрации почти наверное совпадает с оцениваемым
состоянием [6]. Несмотря на это многообещающее свойство, в разделе будет
показано, что системы наблюдения с мультипликативными шумами обладают
худшими свойствами для численной реализации, нежели системы с аддитив-
ными шумами. Это означает, что одна и та же численная схема, примененная
для фильтрации состояний по наблюдениям с мультипликативными шумами,
позволяет получить менее точные оценки, чем при фильтрации состояний по
наблюдениям с аддитивными шумами.

4.1. Случай s = 1: составная схема «средних» прямоугольников

Рассмотрим аналитическую аппроксимацию xr(1), определенную (3.8), и
ее аппроксимацию составной схемой «средних» прямоугольников с шагом
дискретизации h1+α, α > 0:

ψkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j, hgj

)
+

+ (1− δkj)λkjh
1+α

[h−α]∑

i=1

Qkj
(
y, h1+α

(
i− 1

2

))
.

(4.1)

Легко проверить, что при α = 1 последняя формула представляет простую
схему «средних» прямоугольников.

Лемма 4. В случае фильтрации состояний МСП по наблюдениям с
мультипликативными шумами схема (4.1) в рекурсии (2.10) обеспечива-
ет глобальный порядок точности p = min(1, 2α), т.е. для любого T > 0 при
достаточно малом шаге h > 0

sup
π∈Π

E
{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 CThp(4.2)

для некоторой константы C > 0.

Доказательство леммы 4 дано в Приложении. Из него следует, что точности
простого метода «средних» прямоугольников недостаточно для построения
численного алгоритма фильтрации любого положительного порядка точно-
сти. Какая-либо замена этой схемы на другую несоставную (например, на
схему Симпсона, квадратуры Гаусса и пр.) к улучшению не приведут. При-
чиной этому является алгебраическая связь между порядком производной и
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степенью h в оценке ошибки интеграла по остатку ряда Тейлора. Из лем-
мы также можно заключить, что при s = 1 рациональным выбором порядка
шага дробления является α = 1

2 .

4.2. Случай s = 2: составная схема средних

Результаты леммы 4 позволяют построить аппроксимацию элементов ξkj

(3.16) порядка s = 2, вычисляя как одномерные, так и двумерные интегралы
с помощью составной схемы средних с шагом h2:

ψkj(y) = δkje
λjjhN

(
y, hf j , hgj

)
+

+ (1− δkj)λkjh
2

[h−1]∑

i=1

Qkj
(
y, h2(i− 1

2
)

)
+

+
h4

2

∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh

[h−1]∑

n=1

[h−1]−n∑

m=1

Rkij
(
y, h2

(
n− 2

3

)
, h2

(
m− 2

3

))
.

(4.3)

Сл ед с т в и е 2. В случае фильтрации состояний МСП по наблюдениям
с мультипликативными шумами схема (4.3) в рекурсии (2.10) обеспечива-
ет глобальный порядок точности 2, т.е. для любого T > 0 при достаточно
малом шаге h > 0

sup
π∈Π

E
{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 CTh2(4.4)

для некоторой константы C > 0.

Доказательство следствия 2 приведено в Приложении.

5. Численные примеры

Численное сравнение точности представленных выше методов являет-
ся нетривиальной задачей из-за сложности подбора подходящего примера.
Во-первых, разница в точности, обеспечиваемой различными схемами, будет
мала в случае, когда столбцы fn или матрицы gn для разных значений n
близки по значению между собой. Во-вторых, доказанные в [1] утвержде-
ния о порядке точности носят асимптотический характер при h→ 0: выбор
слишком малого шага дискретизации может привести к тому, что вероят-
ность превышения числом скачков состояния на отрезке дискретизации еди-
ницы окажется столь незначительной, что численные реализации высокого
порядка будут практически не отличимы по точности от численных реализа-
ций первого порядка. Наконец, в-третьих, характеристики точности того или
иного метода приходится вычислять методом Монте-Карло, что приводит к
необходимости моделирования пучков траекторий и оценок очень большого
объема для визуального «разделения» этих характеристик.

35



5.1. Сравнительный анализ схем фильтрации по наблюдениям
с аддитивными шумами

Для сравнительного анализа различных численных реализаций алгоритма
фильтрации использовалась система наблюдения (2.1), (2.2) со следующими
характеристиками: t ∈ [0, 1], N = 3, h = 0,01,

Λ =




−10,0 2,0 8,0
8,0 −10,0 2,0
2,0 8,0 −10,0


 , π =




0,333
0,333
0,334


 ,

f =




0,0
−50,0
50,0


 , g1 = g2 = g3 = 1,

объем пучка траекторий для метода Монте-Карло S = 100000.

На рис. 1 и 2 представлены графики Q1,2(y, u) и Q1,3(y, u) интеграндов
в (2.15) как функций аргумента u для некоторых фиксированных значений y.

1,5

Q1,2(y, u)
´10-4

0,5

0,002
0,004

0,006
0,008

-1,0
-0,5

0
0,5

y

u

0

1,0

Рис. 1. Графики функции Q1,2(y, u) при некоторых фиксированных y: адди-
тивные шумы в наблюдениях.

1,5

Q1,3(y, u)
´10-4

0,5

0,002
0,004

0,006
0,008

-1,0
-0,5

0
0,5

y

u

0

1,0

Рис. 2. Графики функции Q1,3(y, u) при некоторых фиксированных y: адди-
тивные шумы в наблюдениях.
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Рис. 3. Критерий точности при использовании различных схем численной ре-
ализации: аддитивные шумы в наблюдениях.

С помощью метода имитационного моделирования по пучку траекторий
были вычислены выборочные значения критерия качества

I(t) , E

{
‖X̂t −Xt‖1

}

для различных численных реализаций аналитических аппроксимаций:

Ik(t) ,
1

S

S∑

s=1

‖X̃s,k
t −Xs

t ‖1,

где Xs
t – значение s-й траектории состояния в момент времени t, X̃s,k

t – значе-
ние s-й траектории аппроксимации оценки, полученной применением k-й схе-
мы реализации, в момент времени t. В данном эксперименте были вычислены
характеристики точности следующих схем:

— I1(t) – простая схема дискретизации стохастической дифференциальной
системы наблюдения (порядок точности 1

2),

— I2(t) – простая схема «левых» прямоугольников (порядок точности 1
2),

— I3(t) – простая схема «средних» прямоугольников (порядок точности 1),

— I4(t) – простая схема квадратур Гаусса (порядок точности 2).

Их графики представлены на рис. 3. Полученные результаты вполне соответ-
ствуют теоретическим выкладкам. Характеристики I1(t) и I2(t) сопоставимы
между собой, так как соответствуют численным реализациям одного поряд-
ка точности. Характеристика I3(t) меньше I1(t) и I2(t), так как порядок ее
точности выше на 1

2 . Характеристика I4(t) значительно меньше I3(t), так как
порядок ее точности выше на 1.

Примечательно, что для порядка s = 1 был проведен дополнительный рас-
чет с использованием схемы адаптивного вычисления интеграла (2.15). Ре-
зультат ее использования оказался визуально не отличимым от результата
метода «средних» прямоугольников. При этом время вычисления оценок с
использованием схемы адаптивного интегрирования значительно возросло.
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5.2. Сравнительный анализ схем фильтрации по наблюдениям
с мультипликативными шумами

Для сравнительного анализа различных численных реализаций алгоритма
фильтрации использовалась система наблюдения (2.1), (2.2) со следующими
характеристиками:

t ∈ [0, 1], N = 3, h = 0,05, Λ =




−10,0 2,0 8,0
8,0 −10,0 2,0
2,0 8,0 −10,0


 ,

π =




0,333
0,333
0,334


 , f =




0,0
0,0
0,0


 ,

g1 = 1,0,
g2 = 2,0,
g3 = 3,0,

объем пучка траекторий для метода Монте-Карло 100000.

На рис. 4 и 5 представлены графики Q1,2(y, u) и Q1,3(y, u) интеграндов в
(2.15) как функций аргумента u для некоторых фиксированных значений y.

1,5

Q12(y, u)

0,5

0,04
0,03

0,02
0,01

0

-1,0
-0,5

0,5
0

y

u

1,0

Рис. 4. Графики функции Q1,2(y, u) при некоторых фиксированных y: муль-
типликативные шумы в наблюдениях.

1,5

Q13(y, u)

0,5

0,04
0,03

0,02
0,01

0

-1,0
-0,5

0,5
0

y

u

1,0

Рис. 5. Графики функции Q1,3(y, u) при некоторых фиксированных y муль-
типликативные шумы в наблюдениях.
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1,065

1,055

0 0,25 0,50 0,75 t

1,060

Ik(t)
I5(t) I6(t)

Рис. 6. Критерий точности при использовании различных схем численной реа-
лизации: мультипликативные шумы в наблюдениях.

Методом Монте-Карло были вычислены выборочные значения критерия
качества I(t) для следующих численных схем:

— I5(t) – составная схема «средних» прямоугольников (порядок точно-
сти 1),

— I6(t) – составная схема средних (порядок точности 2).

Их графики приведены на рис. 6. Полученные результаты соответствуют тео-
ретическим выкладкам. Величина I6(t) меньше I5(t), так как порядок ее точ-
ности выше.

6. Заключение

Таблица содержит сводную информацию о порядке точности различных
схем численных реализаций оценок фильтрации в зависимости от вида шу-
ма в наблюдениях: аддитивного или мультипликативного. Первое значение в
ячейке означает порядок аналитической аппроксимации, второе – итоговый
порядок точности, обеспечиваемый выбранной схемой численной реализации.
Значение, взятое в скобки, означает, что детальный вывод итогового порядка
в данной работе не приведен.

Анализируя данные в таблице, можно прийти к следующим заключениям.

В случае фильтрации с наблюдениями общего вида (снос в наблюдени-
ях – ненулевой, матрицы интенсивности шумов – неодинаковы для разных
состояний МСП) следует применять составные схемы вычисления интегра-
лов. При этом схема должна быть наиболее экономичной с вычислительной

Порядок точности различных схем реализации

Вид шума Диск-ция сист. «Лев.» пр-ки «Сред.» пр-ки Кв. Гаусса

Аддитив. шум
Прост. Прост. Прост. Прост.

1 | 1
2 1 | 1

2 1 | 1 2 | 2

Мультиплик.
шум

Прост. Сост. Прост. Сост. Прост. Сост. Прост. Сост.

1 | 0 1 | (1) 1 | (0) 1 | (1) 1 | 0 1 | 1 1 | (0) 1 | (2)

– – – – 1 | (0) 2 | 2 – –
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точки зрения, а требуемая точность должна достигаться путем выбора под-
ходящего дробного шага интегрирования, меньшего, чем шаг дискретизации
по времени. В качестве такой схемы предлагается выбрать метод «средних»
прямоугольников.

Судя по результатам численных экспериментов, при малых шагах дис-
кретизации по времени, когда полученные асимптотические оценки порядка
точности имеют место, разница в применении аналитической аппроксима-
ции того или иного порядка незначительна. Поэтому выбор пары «порядок
аналитической аппроксимации–численная схема» должен проводиться инди-
видуально для каждой конкретной задачи. В итоге должен быть достигнут
компромисс между требованиями к точности получаемых оценок и к ограни-
чениям на имеющиеся вычислительные ресурсы.

Построение алгоритмов численного решения задачи фильтрации марков-
ских процессов по непрерывным наблюдениям с аддитивными/мультипли-
кативными шумами нельзя считать законченным. Во-первых, при выводе по-
рядка точности численных реализаций использовались достаточно консерва-
тивные неравенства – оценки сверху. Именно они привели к пессимистиче-
скому выводу о невозможности использования простых (несоставных) схем
численного интегрирования для обработки наблюдений с мультипликативны-
ми шумами. Использование более «тонких» неравенств, возможно, позволит
уточнить порядки точности тех или иных схем интегрирования. Во-вторых,
полученные результаты делают возможным разработку численных методов
решения задач фильтрации по непрерывным наблюдениям состояний марков-
ских процессов более общего вида: общих МСП, диффузионных процессов и
пр. В-третьих, открытым остается вопрос о величине расхождения оценок
фильтрации по непрерывным и по дискретизованным наблюдениям. Все эти
проблемы представляются перспективными для дальнейших исследований.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Первый сомножитель в (3.10) представ-
ляет собой вес ̺kj, при этом число точек в интегральной сумме L = 1. Из

свойств матрицы интенсивности следует, что W =
∑N

j=1 ̺
kj = 1. Далее в изло-

жении будем использовать следующие обозначения: γkj(y) , ψkj(y)− ξkj(y),

γ(y) , ‖γkj(y)‖k,j=1,N . Разность γkj(y) с учетом того, что gk ≡ g, может быть
записана в виде

γkj(y) = δkj

(
1 + λjjh− eλjjh

)
N(y, hf j , hg) +

+ (1− δkj)λkjh
(
1− eλjjh

)
N(y, hf j , hg) +

+ (1− δkj)λkjeλjjh

hN(y, hf j , hg)−

h∫

0

e(λkk−λjj)uN(y, ufk+(h−u)f j, hg)du




︸ ︷︷ ︸
,Ikj(y)

.
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Оценим сверху интеграл в правой части (2.11) с использованием формулы
Тейлора первого и второго порядков:

∫

RM

|γkj(y)|dy 6 δkj

(
1 + λjjh− eλjjh

)
+ (1− δkj)λkjh

(
1− eλjjh

)
+

+ (1− δkj)λkje
λjjh

∫

RM

|Ikj(y)|dy 6

6 K1h
2 + (1− δkj)λkje

λjjh

∫

RM

|Ikj(y)|dy

(Π.1)

для некоторой константы K1 > 0. Разность Ikj(y) представляет собой ошиб-
ку численного интегрирования при использовании простой схемы «левых»
прямоугольников и определяется следующим образом [2]:

Ikj(y) =
h2

2

d

du

[
e(λkk−λjj)uN

(
y, ufk + (h− u)f j, hg

)] ∣∣∣
u=z

=

=
h2

2
e(λkk−λjj)zN

(
y, zfk + (h− z)f j, hg

)
ζ0(y, z),

где z = z(y) ∈ [0, h] – некоторый параметр, зависящий от y, и

ζ0(z), λkk−λjj+ 〈f j, fk−f j〉g−1 − z

h
‖fk−f j‖2g−1 +

1

h
〈y, fk−f j〉g−1 .(Π.2)

Непосредственно интегрировать абсолютную величину Ikj проблематично,
так как

∫
RM |Ikj(y)|dy =

∫
RM |Ikj(y, zkj(y))|dy, а зависимость zkj(y) в общем

случае неизвестна. Поэтому предварительно оценим |Ikj| сверху. Прежде все-
го, можно непосредственно проверить истинность неравенства

∥∥∥y − zkjfk −
(
h− zkj

)
f j
∥∥∥
2

(hg)−1
>

> ‖y‖2(2hg)−1 −
∥∥∥zkjfk +

(
h− zkj

)
f j
∥∥∥
2

(hg)−1
.

(Π.3)

Отсюда следует, что

h2

2
e(λkk−λjj)zN

(
y, zkjfk +

(
h− zkj

)
f j, hg

)
=(Π.4)

=
h2

2
e(λkk−λjj)z(2π)−M/2|hg|−1/2 exp

(
−1

2

∥∥∥y− zkjfk−
(
h− zkj

)
f j
∥∥∥
2

(hg)−1

)
6

6
h2

2
e(λkk−λjj)z(2π)−M/2|hg|−1/2 exp

(
−1

2
‖y‖2(2hg)−1

)
×

× exp

(
1

2

∥∥∥zkjfk +
(
h− zkj

)
f j
∥∥∥
2

(hg)−1

)
6 h2K2N(y, 0, 2hg),
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где K2 > 0 – некоторая константа. Тогда
∫

RM

|Ikj(y)|dy 6 K2h
2

∫

RM

N(y, 0, 2hg)|ζ0(y, z)|dy 6(Π.5)

6 K2h
2

∫

RM

∣∣∣∣λkk − λjj + 〈f j, fk − f j〉g−1 − z

h

∥∥∥fk − f j
∥∥∥
2

g−1

∣∣∣∣N(y, 0, 2hg)dy +

+K2h
2

∫

RM

∣∣∣∣
1

h
〈y, fk − f j〉g−1

∣∣∣∣N(y, 0, 2hg)dy =

= K2h
2

∫

RM

∣∣∣∣λkk − λjj + 〈f j , fk − f j〉g−1 − z

h

∥∥∥fk − f j
∥∥∥
2

g−1

∣∣∣∣N(y, 0, 2hg)dy +

+
√
2K2h

3
2

∫

RM

∣∣∣∣
1

h

〈
y, g−

1
2 (fk − f j)

〉
I

∣∣∣∣N(y, 0, I)dy = K3h
2 +K4h

3
2

для некоторых неотрицательных констант K3 и K4. Подставим эти неравен-
ства в оценку интеграла абсолютной величины γkj:

∫

RM

∣∣∣γkj(y)
∣∣∣ dy 6 K1h

2 + (1− δkj)λkje
λjjh

(
K3h

2 +K4h
3
2

)
6 K5h

3
2

с некоторой константой K5 > 0. Условие (2.11) в этом случае приобретает
форму

max
k=1,N

N∑

j=1

∫

RM

|γkj(y)|dy 6 NK5h
3
2 ,

а неравенство (2.13), характеризующее разницу условного распределения
x̂T/h и его аппроксимации первого порядка, реализованной с помощью дис-
кретизации дифференциальной системы наблюдения, имеет вид

sup
π∈Π

E

{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 2T

(
λ
2
h+NK5h

1
2

)
6 Ch

1
2(Π.6)

для некоторой константы C > 0.

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Оценим сначала величину W, пред-
полагая для простоты, что λjj 6= λkk:

W = eλkkh +
∑

j:j 6=k

̺kj 6

6 1 + λkkh+
λ2kkh

2

2
+K6h

3 +
∑

j:j 6=k

λkj
λjjh+

λ2jjh
2

2 − λkkh− λ2
kk
h2

2 +K7h
3

λjj − λkk
6
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6 1 +
λ2kkh

2

2
+
∑

j:j 6=k

λkjh
2
λ2jj − λ2kk

2(λjj − λkk)
+K8h

3 =

= 1 +
λ2kkh

2

2
+
∑

j:j 6=k

h2λkj(λjj + λkk)

2
+K8h

3 =

= 1 +
∑

j:j 6=k

h2λkjλjj
2

+K8h
3 6 1

для достаточно малых h и некоторых положительных констант K6, K7, и K8.
Аналогичным образом можно показать, что W 6 1 и при λkk = λjj. Далее,
определим отклонение схемы (3.13) от эталона (3.8), учитывая, что gj ≡ g:

γkj(y) = ψkj(y)− ξkj(y) =

= (1− δkj)


̺kjN(y, hf j , hg)−λkjeλjjh

h∫

0

e(λkk−λjj)uN
(
y, ufk+(h−u)f j , hg

)
du


=

= (1− δkj)
(
̺kj − λkjhe

λjjh
)
N(y, hf j , hg) +

+ (1− δkj)λkjeλjjh


hN(y, hf j, hg)−

h∫

0

e(λkk−λjj)uN

(
y, ufk+(h−u)f j, hg

)
du


=

= (1− δkj)
(
̺kj − λkjhe

λjjh
)
N(y, hf j , hg) +

+ (1− δkj)
λkjh

2

2
eλjjh

d

du

[
e(λkk−λjj)uN

(
y, ufk + (h− u)f j, hg

)] ∣∣∣
u=z

,

где z = z(y) ∈ [0, h] – некоторый параметр, зависящий от y, и ζ0(z) опре-
делено (Π.2). Полностью повторяя выкладки (Π.3)–(Π.5), можно убедить-
ся в справедливости неравенства (Π.8) для схемы «левых» прямоугольни-
ков, которая также имеет порядок глобальной точности 1

2 . Следствие 1
доказано.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Проверим для (3.14) выполнение усло-
вия (2.9), используя формулу Тейлора второго порядка и свойства матрицы
интенсивности переходов Λ:

W =
∑

j,ℓ

̺kjℓ =
N∑

j=1

δkje
λkkh + (1− δkj)λkjhe

(λkk+λjj)h

2 =

= 1+λkkh+
λ2kkh

2

2
+Ckk(h)h

3+

N∑

j:j 6=k

λkjh

(
1+λkjh+

λ2kjh
2

2
+Ckj(h)h

3

)
=

= 1 +
h2

2

N∑

j:j 6=k

λkjλjj + C(h)h3.
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Здесь все функции {Ckj}k,j ограничены сверху константой maxk |λkk|
3

6 . Так

как
∑N

j:j 6=k λkjλjj 6 0, то при достаточно малых h условие (2.9) выполнено:
W 6 1.

γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

3

24
eλjjh

d2

du2

[
e(λkk−λjj)uN(y, ufk+(h−u)f j , hg)

]∣∣∣
u=z

=

= (1− δkj)
λkjh

2

2
eλjjhe(λkk−λjj)zN

(
y, zfk + (h− z)f j, hg

)
[ζ20 (y, z)− ζ1],

где вновь z = z(y) ∈ [0, h] – некоторый параметр, зависящий от y, а

ζ1(z) ,
∂

∂z
ζ0(z) =

1

h
‖f j − fk‖2g−1 .(Π.7)

Выполняя выкладки, аналогичные (Π.3)–(Π.5), можно получить вариант

условия (2.11) maxk=1,N

∑N
j=1

∫
RM |γkj(y)|dy 6 NK9h

2 и неравенства (2.13)

sup
π∈Π

E

{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 2T

(
λ
2
h+NK10h

)
6 CTh(Π.8)

для схемы интегрирования простых «средних» прямоугольников. В двух по-
следних неравенствах K9, K10 и C – некоторые положительные константы.
Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Выполнение условия (2.9) доказывается
аналогично, как и в леммах 1 и 2. Согласно [2] и с учетом того, что gn ≡ g,
абсолютные значения ошибок ограничены следующим образом:

|ǫ1(y)| 6 h5K11 max
u∈[0,h]

∣∣∣∣
∂4

∂u4

[
e(λkk−λjj)uN

(
y, ufk + (h− u)f j, hg

)]∣∣∣∣ ,(Π.9)

|ǫ2(y)| 6(Π.10)

6 h5K12 max
(u,v)∈D,

k=0,3

∣∣∣∣
∂3

∂uk∂v3−k

[
e(λkk−λii)u+(λii−λjj)vN

(
y, ufk+vf i+(h−u−v)f j, hg

)]∣∣∣∣ ,

где K11 и K12 – некоторые положительные константы.

Производная в (Π.9) имеет вид

∂4

∂u4

[
e(λkk−λjj)uN

(
y, ufk + (h− u)f j, hg

)]
=

= e(λkk−λjj)uN
(
y, ufk+(h−u)f j, hg

)(
ζ40 (u)+6ζ20 (u)ζ1(u)+3ζ21 (u)

)
,

(Π.11)

где ζ0 и ζ1 определены (Π.2) и (Π.7). Строя оценки сверху интеграла от
абсолютного значения e1(y) подобно (Π.5), можно получить неравенство∫
RM |e1(y)|dy 6 K13h

3, и аналогичная оценка для |e2(y)| имеет вид
∫
RM |e2(y)|dy 6

6 K14h
3 для некоторых неотрицательных констант K13 и K14. В этом случае

неравенство (2.13) принимает вид supπ∈Π E
{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
6 CTh2 для неко-

торой константы C > 0 и достаточно малого шага h. Лемма 3 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Сначала исследуем характеристики точ-
ности интегрирования простой схемы «средних» прямоугольников (т.е.
α = 0), а затем сделаем выводы на случай составного варианта данной схемы.
Итак, с учетом того, что f j ≡ 0,

ψkj(y) = δkje
λjjhN(y, 0, hgj) + (1− δkj)λkjhQ

kj

(
y,
h

2

)
.

При этом разность γkj(y) = ψkj(y)− ξkj(y) представима в виде

γkj(y) = (1− δkj)λkje
λjjh


Qkj

(
y,
h

2

)
−

h∫

0

Qkj(y, u)du


 ,

и согласно [2] для нее верно следующее равенство

γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

3eλjjh

24

∂2

∂u2
Qkj(y, u)

∣∣∣
u=z

=

= (1− δkj)
λkjh

3eλjjh

24
Qkj(y, z)

[
η20(y, z)− η1(y, z)

]
,

где z = z(y) ∈ [0, h] – параметр, зависящий от y,

η0(y, z) , λkk − λjj −
d
dz |zgk + (h− z)gj |
2|zgk + (h− z)gj |

+

+
1

2
y⊤[zgk + (h− z)gj ]

−1(gk − gj)[zgk + (h− z)gj ]
−1y

(Π.12)

и

η1(y, z) ,(Π.13)

,
|zgk + (h− z)gj | d

2

dz2 |zgk + (h− z)gj | − ( ddz |zgk + (h− z)gj |)2
2|zgk + (h− z)gj |2

+

+ y⊤[zgk + (h− z)gj]
−1(gk − gj)[zgk + (h− z)gj]

−1(gk − gj)[zgk + (h− z)gj]
−1y.

Предварительно оценим |γkj | сверху. Свойства системы (2.2) гарантируют,
что существуют такие симметрические матрицы g и G, что 0 < g 6 gn 6 G
для всех n = 1, N . Поэтому выполняется неравенство

Qkj(y, u) 6 K15N(y, 0, hg),(Π.14)

где

K15 =
|G|
|g| max

k,j=1,N :k 6=j
u∈[0,h]

e(λkk−λjj)u.
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Из свойства определителей [5] следует, что

|zgk + (h− z)gj | = |z(gk − gj) + hgj | =
N∑

n=0

znhN−nGkjn,(Π.15)

где Gkjn – сумма всех определителей матриц, полученных из u(gk − gj) путем
замены n столбцов соответствующими столбцами hgj . Отсюда следует, что

d

dz
|zgk + (h− z)gj | =

N∑

n=1

nzn−1hN−nGkjn.(Π.16)

Поэтому верно неравенство

∣∣∣∣∣
d
dz |zgk + (h− z)gj |
2|zgk + (h− z)gj |

∣∣∣∣∣ = h−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑
n=1

n
(
u
h

)n−1
Gkjn

N∑
m=0

(
u
h

)m
Gkjm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6
K16

h

для K16 = max k,j=1,N :
k 6=j

∑N
n=1 n|Gkjn|

2minw∈[0,1]|∑N
m=0Gkjmwm| . Таким образом, для |η0| верна

следующая оценка сверху:

|η0| 6 K17 +
K16

h
+
K18

h2
‖y‖2I ,(Π.17)

где K17 = max k,j=1,N :
k 6=j

|λkk − λjj|, K18 = ‖g−1Gg−1‖22 – квадрат спектральной

нормы матрицы. Заметим также, что
∫
RM ‖y‖2IN(y, 0, hg)dy = htr (g).

Из (Π.17) следует оценка сверху для квадрата ζ0:

η20(y, u) 6 K21 +
K22

h2
(
1 + ‖y‖2I

)
+
K23

h3
‖y‖2I +

K24

h4
‖y‖4I(Π.18)

с некоторыми положительными константами K21, K22, K23 и K24. Исполь-
зуя (Π.15) и (Π.16), можно получить оценку абсолютного значения первого
слагаемого в ζ1(y, u):

∣∣∣∣∣
|zgk + (h− z)gj | d

2

dz2
|zgk + (h− z)gj | −

(
d
dz |zgk + (h− z)gj |

)2

2|zgk + (h− z)gj |2

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑
n=0

zshN−nGkjn
N∑
m=2

m(m− 1)zm−2hN−mGkjm −
(

N∑
ℓ=1

ℓzℓ−1hN−ℓGkjℓ

)2

2

(
N∑
s=0

zshN−sGkjs

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

h2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑
n=0

(
z
h

)s
Gkjn

N∑
m=2

m(m− 1)
(
z
h

)m−2
Gkjm−

(
N∑
ℓ=1

ℓ
(
z
h

)ℓ−1
Gkjℓ

)2

2

(
N∑
s=0

(
z
h

)s
Gkjs

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6
K25

h2
,
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где K25 = max k,j=1,N :
k 6=j

∑N
n=0 |Gkjn|

∑N
m=2m(m−1)|Gkjm |+(

∑N
ℓ=1 ℓ|Gkjℓ|)

2

2minw∈[0,1](
∑N

s=0 w
sGkjs)2

. Абсолютное

значение второго слагаемого в ζ1(y, u) также оценивается сверху:

y⊤[zgk+(h− z)gj ]−1(gk− gj)[zgk+(h− z)gj ]−1(gk− gj)[zgk+(h− z)gj ]−1y 6

6
K26

h3
‖y‖2I ,

где K26 = 4‖g−1Gg−1Gg−1‖22.
Используя все эти неравенства и связь между моментами 2-го и 4-го поряд-

ков гауссовского распределения, получаем следующий вариант неравенства
(2.11):

N∑

j=1

∫

RM

|γkj(y)|dy 6 K27h+K28h
2 +K29h

3

для некоторых положительных констант K27, K28 и K29. Это значит, что∫
RM |γkj(y)|dy = O(h), и согласно (2.13) supπ∈Π E

{
‖x̃T/h − x̂T/h‖1

}
= O(h0).

Используем для приближенного вычисления ξkj составную схему «сред-
них» прямоугольников, разбив отрезок интегрирования [0, h] с шагом h1+α.
В этом случае

γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

3+2αeλjjh

24

∂2

∂u2
Qkj(y, u)

∣∣∣
u=z

.

Повторяя все предыдущие выводы этого доказательства для составной схемы
«средних» прямоугольников, можно проверить, что она обеспечивает поря-
док точности 1 + 2α:

N∑

j=1

∫

RM

|γkj(y)|dy 6 NCh1+2α,

и согласно (2.13) глобальный показатель точности имеет порядок p =
= min(1, 2α):

sup
π∈Π

E

{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CThp.

Лемма 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. Согласно (2.13) для сохранения вто-
рого порядка точности аналитической аппроксимации необходимо, чтобы ло-
кальная ошибка численного интегрирования на каждом шаге имела порядок
не более O(h3). Составная схема «средних» прямоугольников, представлен-
ная в лемме 4, обеспечивает эту точность для вычисления одномерного ин-
теграла – второго слагаемого в (3.16) – при выборе α = 1.
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Выберем подходящую схему вычисления двойных интегралов по треуголь-
нику, входящих в третье слагаемое (3.16). Прежде всего, определим величину
ошибки приближения интеграла в (2.16) простым методом средних:

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

Rkij(y, u, v)dvdu =
h2

2
λkiλije

λjjhRkij
(
y,
h

3
,
h

3

)
+

+ λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij2 (y, u, v)dvdu,

где функция χkij2 (y, u, v) имеет вид

χkij2 (y, u, v) ,
1

2

((
z − h

3

)
∂

∂z
+

(
w − h

3

)
∂

∂w

)2

Rkij(y, z, w)

∣∣∣∣∣
(z(y,u),w(y,v))

.

Согласно [2] для некоторой положительной константы K30 верно неравенство

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij2 (y, u, v)dvdu 6 h4K30 max
ℓ=0,1,2;
(z,w)∈D

∣∣∣∣
∂2

∂zℓ∂w2−ℓ
χkij2 (y, z, w)

∣∣∣∣ .

В лемме 4 также оценивалась вторая производная, однако, от другой функ-
ции, Qkj. Она содержала h2 в знаменателе. Сравнивая Qkj и Rkij, можно
заключить, что вторая производная от Rkij также будет содержать h2 в зна-

менателе, т.е. λkiλije
λjjh

∫ h
0

∫ h−u
0 χkij2 (y, u, v)dvdu 6 h2K31 для некоторой по-

ложительной константы K31. Так как требуемый порядок точности – третий,
то последнее равенство позволяет сделать вывод о том, что простой метод
средних в данном случае нужной точности не обеспечивает.

Используем для вычисления двойного интеграла составной метод средних,
разбив область интегрирования, прямоугольный треугольник с катетами дли-
ны h, на подобные треугольники с катетами h2. В этом случае

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij2 (y, u, v)dvdu 6 h4K32

для некоторой положительной константы K32, и отсюда согласно (2.13) сле-
дует выполнение неравенства

sup
π∈Π

E

{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CTh2,

т.е. для численной реализации аппроксимации порядка s = 2 достаточно ис-
пользования составных схем средних при вычислении одномерных и двойных
интегралов с шагом дискретизации h2.

Следствие 2 доказано.
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О ФОРМИРОВАНИИ ПОЗИЦИОННОГО УПРАВЛЕНИЯ
В МНОГОШАГОВОЙ ЗАДАЧЕ ПОРТФЕЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

С ВЕРОЯТНОСТНЫМ КРИТЕРИЕМ1

Исследуется многошаговая задача портфельной оптимизации. Рассмат-
ривается возможность вложения капитала на каждом шаге в безрисковый
актив с фиксированной доходностью и рисковый актив со случайной до-
ходностью с финитной плотностью. Критерием оптимальности выступает
вероятность достижения или превышения капитала инвестора в терми-
нальный момент времени некоторого заранее заданного уровня. На ос-
нове использования кусочно-постоянного управления предлагается пози-
ционное управление, которое на обширном наборе примеров превосходит
по значению вероятностного критерия ранее известные универсальные
управления, применяющиеся в задачах портфельной оптимизации.

Ключевые слова: многошаговая задача, портфельная оптимизация, веро-
ятностный критерий, позиционное управление.

DOI: 10.31857/S000523102012003X

1. Введение

Исторически исследование задач портфельной оптимизации началось в
1950-х гг. с конструирования различных критериев и мер риска в одноша-
говой постановке, когда портфель ценных бумаг не предполагается к реба-
лансировке в течение инвестиционного горизонта. Хотя в настоящее время
также продолжаются поиски новых мер риска и постановок задач, позволяю-
щих сформировать тот или иной портфель ценных бумаг, особый интерес ис-
следователей привлекают многошаговые задачи портфельной оптимизации,
в которых в течение инвестиционного горизонта предполагается несколько
ребалансировок.

За рубежом исследования многошаговых задач портфельной оптимиза-
ции проводятся, как правило, с использованием математического ожидания
от некоторой целевой функции в качестве критерия. Так, в [1] в качестве
критерия использовалась взвешенная дисперсия, а именно сумма дисперсий
капиталов, вкладываемых в произвольное число активов, в каждый момент
времени инвестиционного горизонта с некоторыми заданными весами; сред-
ний капитал в терминальный момент времени должен быть выше некото-
рой заданной отметки. Априорно выбранные управления, зависящие от мо-
мента времени, корректировались линейно в зависимости от того, насколько
реализация доходностей в прошлый момент времени отличается от средних

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 20-37-70022 Стабильность).
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доходностей. В [2] было найдено оптимальное аналитическое решение при
использовании экспоненциальной функции полезности, а доходности подчи-
нялись авторегрессии первого порядка с гауссовским белым шумом. А в [3]
предлагались процедуры поиска оптимального управления для различных
функций полезности, в том числе логарифмической и степенной. В [4] рас-
сматривалась многошаговая задача с критерием в виде суммы сверток сред-
него дохода, дисперсии дохода, а также транзакционных издержек в каждый
момент ребалансировки с управлениями, выбираемыми в классе программ-
ных стратегий: для некоторых частных случаев транзакционных издержек
находились оптимальные стратегии или устанавливались их свойства.

В России авторы фокусируются, как правило, на вероятностном или кван-
тильном критериях для формирования портфеля ценных бумаг. Для нахож-
дения оптимального позиционного управления в таких задачах используют
соотношения метода динамического программирования [5]. В силу трудоем-
кости нахождения аналитических выражений функций Беллмана получение
оптимального решения возможно лишь в очень ограниченном числе случа-
ев: в [6] рассматривалась двухшаговая задача с вероятностным критерием,
в которой на каждом шаге был один актив, имеющий нулевую дисперсию
доходности, так называемый безрисковый, и один рисковый актив, имеющий
равномерное на отрезке [−1, A] распределение доходности; в [7] рассматрива-
лась двухшаговая задача с вероятностным критерием, в которой на каждом
шаге был один рисковый актив с равномерным распределением на отрезке
[−1, A] доходности, а другой рисковый актив имел доходность, равномерно
распределенную на отрезке [−1, B]. В связи с ограниченностью в возможно-
сти получения оптимального управления найден целый спектр приближен-
ных к оптимальным управлений в задачах с различной постановкой. В [8] на
основе доверительного метода было найдено приближенное решение в двух-
шаговой задаче с квантильным критерием, одним безрисковым активом и
одним рисковым, имеющим усеченное нормальное распределение доходности
активом на каждом шаге. В [9] также на основе доверительного метода был
предложен алгоритм получения приближенного управления в многошаговой
задаче с квантильным критерием, одним безрисковым и одним рисковым ак-
тивом, имеющим плотность доходности с носителем [−1, A] со специальными
ограничениями на форму плотности, на каждом шаге. В [10] на основе ис-
пользования кусочно-постоянного управления был предложен алгоритм на-
хождения приближенного управления в двухшаговой задаче с вероятностным
критерием и произвольным количеством рисковых активов с произвольным
финитным распределением на каждом шаге. С использованием полученных
в [11] оценок функций Беллмана в [12] обосновывалось использование так
называемый рисковой стратегии, оказавшейся асимптотически оптимальной
в многошаговой задаче с вероятностным критерием. В [13] предлагалось по-
строенное на основе оптимального решения из [6] приближенное управление
в многошаговой задаче с вероятностным критерием, одним безрисковым ак-
тивом и одним рисковым активом, имеющим равномерное на отрезке [−1, A]
распределение доходности. Таким образом, разработка универсального ал-
горитма поиска приближенного к оптимальному решения в многошаговой
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задаче с вероятностным критерием является крайне актуальной задачей и
составляет предмет настоящей статьи.

В настоящей работе исследуется многошаговая задача портфельной опти-
мизации с одним безрисковым активом и одним рисковым активом, имею-
щим финитную плотность доходности, на каждом шаге. Для формирова-
ния управления используется вероятностный критерий. С использовани-
ем формулы полной вероятности и выбора управления в классе кусочно-
постоянных управлений предлагается приближенное к оптимальному пози-
ционному управление. Рассматривается содержательный пример, в котором
проводится исследование различных стратегий и демонстрируется преиму-
щество предлагаемого управления над известными универсальными управ-
лениями.

2. Постановка задачи

Рассмотрим многошаговую задачу портфельной оптимизации с безриско-
вым активом, имеющим детерминированную доходность b0, и одним риско-
вым активом (например, некоторой акцией или фондовым индексом в целом),
имеющим на t-м шаге случайную доходность Xt, t = 1, T , где T – количество
шагов, причем T ∈ {3, 4, . . .}. Будем предполагать, что случайные величины
X1,X2, . . . ,XT являются независимыми в совокупности. Будем рассматри-
вать абсолютно непрерывные случайные величины X1,X2, . . . ,XT , имеющие
финитный носитель, т.е.

inf
{
x ∈ R

1 : FXt(x) > 0
}
= at, t = 1, T ,

sup
{
x ∈ R

1 : FXt(x) < 1
}
= bt, t = 1, T ,

где at и bt – некоторые числа. При этом ∀t ∈ {1, . . . , T} должно выполняться
−1 6 at < b0 < bt. Неравенства −1 6 at должны быть выполнены, поскольку
цена продажи актива не может быть отрицательной, нарушение неравенств
at < b0 приведет к тому, что на каком-то шаге/каких-то шагах использование
безрискового актива бессмысленно в силу того, что минимальная доходность
рискового актива будет выше. Нарушение неравенств b0 < bt приведет к то-
му, что на каком-то шаге/каких-то шагах использование рискового актива
бесполезно, так как его максимальная доходность не превышает доходность
безрискового актива. Пусть начальный капитал инвестора известен и состав-
ляет C1. Пусть u0t – доля капитала инвестора, вкладываемого в безрисковый
актив на t-м шаге, а u1t – доля капитала инвестора, вкладываемого в рис-
ковый актив на t-м шаге. Будем предполагать, что операции «short-sales»
невозможны, т.е. нельзя брать деньги в долг. С учетом данного ограничения

значения вектора ut
def
= col(u0t, u1t) выбираются из множества

U =
{
(x, y)T : x+ y = 1, x > 0, y > 0

}
.

А динамика капитала инвестора описывается соотношением

Ct+1 = Ct(1 + u0tb0 + u1tXt), t = 1, T ,(1)
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где Ct+1 – капитал по окончании t-го шага. Отметим, по постановке задачи
капитал не может оказаться отрицательным.

Пусть ϕ – желаемый инвестором уровень капитала в терминальный мо-
мент времени. Очевидно, что в зависимости от выбранного управления –
структуры инвестиционного портфеля – на каждом шаге вероятность дости-
жения или превышения порога ϕ различна. Будем выбирать управление в
классе позиционных стратегий, т.е. ut = ut(Ct), t = 2, T . Управление на пер-
вом шаге в силу известности C1 является программным. Целью управления
портфелем ценных бумаг является максимизация вероятности достижения
или превышения капиталом инвестора желаемого порога ϕ. Для этой цели
зададим функционал вероятности

Pϕ(u(·)) = P (CT+1(u(·),X) > ϕ) ,(2)

где

X = col(X1,X2, . . . ,XT ), а u(·) = col(u1, u2(·), . . . , uT (·)).
Поставим задачу

Pϕ(u(·)) → max
u1∈U,u2(·)∈U2,...,uT (·)∈UT

,(3)

где Ut – множество измеримых функций ut(·), имеющих значения на множе-
стве U . В силу того, что для непосредственного решения задачи (3) требу-
ется проводить поиск в функциональном пространстве, задачу (3) решают с
использованием метода динамического программирования Беллмана, пред-
варительно проверяя измеримость и оптимальность получаемых стратегий
с помощью ряда условий из [14]. Данные условия для рассматриваемой по-
становки задачи выполнены. Однако использование соотношений метода ди-
намического программирования для вероятностного критерия практически
невозможно в силу трудностей, возникающих в получении аналитического
вида функций Беллмана. В этой связи в [10, 15] было предложено сузить
класс допустимых управлений до класса кусочно-постоянных управлений.
Воспользуемся этим подходом и здесь.

Вначале введем разбиение множества значений состояния системы (капи-
тала инвестора) Ct к началу t-го шага, t = 2, T :

st = s1t ∪ s2t ∪ . . . ∪ snt
t ,

где

s1t = [st1, st2) , s
2
t = [st2, st3) , . . . , s

nt−1
t = [stnt−1, stnt) , s

nt
t = [stnt , stnt+1] ,

где

st1 = C1

t−1∏

k=1

(1 + ak), stnt+1 = C1

t−1∏

k=1

(1 + bk),

sti = st1 + (i− 1)
stnt+1 − st1

nt
, i = 2, nt.
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Отметим, что разбиение st может быть и другим, а равномерная длина
промежутков sit выбрана для простоты, t = 2, T , i = 1, nt.

Управление на каждом шаге за исключением первого, являющегося про-
граммным из-за известности C1, будет иметь вид

ut(Ct, st) =





(u10t, u
1
1t)

T, Ct ∈ s1t ,

(u20t, u
2
1t)

T, Ct ∈ s2t ,

. . . ,

(unt

0t , u
nt

1t )
T, Ct ∈ snt

t .

Введя обозначение

us(·) def= col(u1, u2(·, s2), . . . , uT (·, sT )),

сформулируем задачу поиска оптимального кусочно-постоянного управления

(
uϕ1 , u

ϕ
2 (·, s2), . . . , uϕT (·, sT )

)
= arg max

u1∈U,u2(·,s2)∈U,...,uT (·,sT )∈U
Pϕ(us(·)).(4)

3. Нахождение приближенного решения

Уже при T = 2 поиск аналитического решения в задаче (4) затрудните-
лен. Приходится строить [10, 15] нижнюю оценку функционала вероятно-
сти Pϕ(us(·)) (функционала (2) в классе кусочно-постоянных управлений).
Однако согласно [16] имеется сходимость максимального значения конструи-
руемой в [10, 15] нижней оценки к значению вероятностного критерия на оп-
тимальной позиционной стратегии при устремлении мелкости разбиения s2
к нулю. В этой связи воспользуемся аналогичным подходом и при решении
многошаговой задачи.

На последнем шаге, следуя [15], имеем

Pϕ(us(·)) =
nT∑

i=1

P
(
CT+1 > ϕ,CT ∈ siT

)
>

>
nT∑

i=1

P
(
sT i(1 + ui0T b0 + ui1TXT ) > ϕ

)
P
(
CT ∈ siT

)
.

(5)

Так как задача (4) – задача максимизации функционала вероятности
Pϕ(us(·)), то полученную в (5) оценку также нужно максимизировать. По
определению вероятности P

(
CT ∈ siT

)
> 0, поэтому нужно решить задачи

P ∗
T i = max

(ui0T ,u
i
1T )T∈U

P
(
sT i(1 + ui0T b0 + ui1TXT ) > ϕ

)
,(6)

(ũi∗0T , ũ
i∗
1T )

T = arg max
(ui0T ,u

i
1T )T∈U

P
(
sT i(1 + ui0T b0 + ui1TXT ) > ϕ

)
,(7)

54



i = 1, nT . Решение в задачах (6) и (7) найдено в [17] и имеет вид

P ∗
T i =




1, sT i(1 + b0) > ϕ,

1− FXT

(
ϕ

sT i
− 1

)
, sT i(1 + b0) < ϕ,

ũi∗1T =

{
0, sT i(1 + b0) > ϕ,

1, sT i(1 + b0) < ϕ,

ũi∗0T = 1− ũi∗1T , i = 1, nT . Составив вектор-функцию

ũϕT (CT , sT ) =





(ũ1∗0T , ũ
1∗
1T )

T, CT ∈ s1T ,

(ũ2∗0T , ũ
2∗
1T )

T, CT ∈ s2T ,

. . . , . . . ,

(ũnT ∗
0T , ũnT ∗

1T )T, CT ∈ snT

T ,

(8)

будем использовать ее как приближенное решение задачи (4) на последнем
шаге, т.е. как приближение функции uϕT (·, sT ). С использованием коэффи-
циентов P ∗

T i получим следующую нижнюю оценку максимального значения
функционала вероятности Pϕ(us(·))

P T−1
ϕ (u1, u2(·, s2), . . . , uT−1(·, sT−1))

def
=

nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
CT ∈ siT

)
.(9)

Принимая в расчет формулу полной вероятности, получаем

P T−1
ϕ (u1, u2(·, s2), . . . , uT−1(·, sT−1)) =

=

nT∑

i=1

nT−1∑

k=1

P ∗
T iP

(
CT ∈ siT , CT−1 ∈ skT−1

)
=

=

nT∑

i=1

nT−1∑

k=1

P ∗
T iP

(
CT−1(1 + uk0T−1b0 + uk1T−1XT−1) ∈ siT , CT−1 ∈ skT−1

)
.

Ксожалению, получение нижней оценки последнего выражения приводит впо-

следствии к решению минимаксной задачи с нелинейной целевой функцией,
поэтому ограничимся построением нового функционала P̃ T−1

ϕ (u1, u2( ·, s2), . . .
. . . , uT−1( · , sT−1)), приближенно равного по значениям функционалу
P T−1
ϕ (u1, u2( · , s2), . . . , uT−1( · , sT−1)), т.е.

P T−1
ϕ (u1, u2(·, s2), . . . , uT−1(·, sT−1))≈

≈ P̃ T−1
ϕ (u1, u2(·, s2), . . . , uT−1(·, sT−1))

def
=

def
=

nT∑

i=1

nT−1∑

k=1

P ∗
T iP

(
sT−1k(1 + uk0T−1b0 + uk1T−1XT−1) ∈ siT , CT−1 ∈ skT−1

)
.
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Учтя, что случайные величины X1,X2, . . . ,XT−1 независимы, и поменяв по-
рядок суммирования в последнем выражении, получим

P̃ T−1
ϕ (u1, u2(·, s2), . . . , uT−1(·, sT−1)) =

=

nT∑

i=1

nT−1∑

k=1

P ∗
T iP

(
sT−1k(1 + uk0T−1b0 + uk1T−1XT−1) ∈ siT

)
P
(
CT−1 ∈ skT−1

)
=

=

nT−1∑

k=1

P
(
CT−1 ∈ skT−1

) nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k(1 + uk0T−1b0 + uk1T−1XT−1) ∈ siT

)
.

Для нахождения приближенного решения задачи на предпоследнем шаге (4)
максимизируем функционал

P̃ T−1
ϕ

(
u1, u2( ·, s2), . . . , uT−1( ·, sT−1)

)
.

Так как управления на различных шагах не зависят друг от друга, в силу
конструкции множества U необходимо решить задачи

(10) Gk,sT−1(u
k
1T−1)

def
=

nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k

(
1 +

(
1− uk1T−1

)
b0 +

+ uk1T−1XT−1

)
∈ siT

)
→ max

06uk1T−161
,

k = 1, nT−1. Имеет место равенство

Gk,sT−1(u
k
1T−1) =





nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k (1 + b0) ∈ siT

)
, uk1T−1 = 0,

nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k

(
1 +

(
1− uk1T−1

)
b0 + uk1T−1XT−1

)
∈ siT

)
,

uk1T−1 > 0.

Поскольку последняя функция задается кусочно, на открытом множестве,
то будем искать приближенное решение в задаче (10), сравнивая значение
последней функции в точке uk1T−1 = 0 и максимальное значение последней

функции на отрезке ε 6 uk1T−1 6 1, где ε > 0 – некоторое малое число. Таким
образом, обозначив

P̃ kT−1
def
=

nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k(1 + b0) ∈ siT

)
,

P̂ kT−1
def
= max

ε6uk1T−161

nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k

(
1 +

(
1− uk1T−1

)
b0 + uk1T−1XT−1

)
∈ siT

)
,
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в качестве приближенного решения в задаче (4), т.е. управления uϕT−1(·, sT−1),
выберем

ũϕT−1(CT−1, sT−1) =





(ũ1∗0T−1, ũ
1∗
1T−1)

T, CT−1 ∈ s1T−1,

(ũ2∗0T−1, ũ
2∗
1T−1)

T, CT−1 ∈ s2T−1,

. . . ,

(ũ
nT−1∗
0T−1 , ũ

nT−1∗
1T−1 )T, CT−1 ∈ s

nT−1

T−1 ,

где

ũk∗1T−1 =





0, P̃ kT−1 > P̂ kT−1 и P̃ kT−1 6= 0,

arg max
ε6uk1T−161

nT∑

i=1

P ∗
T iP

(
sT−1k

(
1 + b0 + uk1T−1 (XT−1 − b0)

)
∈ siT

)
,

P̃ kT−1 < P̂ kT−1,

1, P̃ kT−1 > P̂ kT−1 и P̃ kT−1 = 0,

k = 1, nT−1. Прокомментируем наличие единицы в ũk∗1T−1: равенство величин

P̃ kT−1, P̃
k
T−1 нулю означает, что функция Gk,sT−1(u

k
1T−1) на множестве {0} ∪ [ε, 1]

тождественно равна нулю, так как по определению вероятности функция

Gk,sT−1(u
k
1T−1) неотрицательна. Это означает, что все управления одинаково

плохи, а значит, можно выбрать наиболее рискованное.

Введя обозначение P ∗
T−1k

def
= max{P̃ kT−1, P̂

k
T−1}, получим следующую оцен-

ку максимального значения функционала вероятности Pϕ(us(·))

P T−2
ϕ (u1, u2(·, s2), . . . , uT−2(·, sT−2))

def
=

nT−1∑

k=1

P ∗
T−1kP

(
CT−1 ∈ skT−1

)
.(11)

Отметим, что структура функционалов (9) и (11) идентична. А значит,
если двигаться в обратном времени, аналогично для шагов t = T − 1, . . . , 2
получаются следующие приближенные к оптимальным uϕt (·, st) стратегии

ũϕt (Ct, st) =





(ũ1∗0t , ũ
1∗
1t )

T, Ct ∈ s1t ,

(ũ2∗0t , ũ
2∗
1t )

T, Ct ∈ s2t ,

. . . ,

(ũnt∗
0t , ũ

nt∗
1t )T, Ct ∈ snt

t ,

(12)

где

ũk∗1t =





0, P̃ kt > P̂ kt и P̃ kt 6= 0,

arg max
ε6uk1t61

nt+1∑

i=1

P ∗
t+1iP

(
stk

(
1+ b0−uk1tb0+uk1tXt

)
∈ sit+1

)
, P̃ kt < P̂

k
t ,

1, P̃ kt > P̂ kt и P̃ kt = 0,
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а

ũk∗0t = 1− ũk∗1t

и где, в свою очередь,

P̃ kt
def
=

nt+1∑

i=1

P ∗
t+1iP

(
stk (1 + b0) ∈ sit+1

)
,

P̂ kt
def
= max

ε6uk1t61

nt+1∑

i=1

P ∗
t+1iP

(
stk

(
1 + b0 − uk1tb0 + uk1tXt

)
∈ sit+1

)
,

P ∗
tk

def
= max

{
P̃ kt , P̂

k
t

}
,

а k = 1, nt. Отметим, что при 0 < ε 6 uk1t 6 1 в силу непрерывности случайной
величины Xt имеет место

P
(
stk

(
1 + b0 − uk1tb0 + uk1tXt

)
∈ sit+1

)
=

= P
(
st+1i 6 stk

(
1 + b0 − uk1tb0 + uk1tXt

)
6 st+1i+1

)
=

= FXt

(
st+1i+1/stk − 1− b0 + uk1tb0

uk1t

)
− FXt

(
st+1i/stk − 1− b0 + uk1tb0

uk1t

)
,

(13)

когда stk > 0, k=1, nt, i=1, nt+1. Когда stk =0, а st+1i 6=0, то выражение (13)
равно нулю, в случае stk = st+1i = 0 выражение (13) равно единице, k = 1, nt,
i = 1, nt+1.

Для отыскания стратегии первого шага нужно решить задачу

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C2 ∈ si2

)
→ max

u01>0,u11>0,u01+u11=1
.(14)

Поскольку критериальная функции в последней задаче

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C2 ∈ si2

)
=

=

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1 (1 + u01b0 + u11X1) ∈ si2

)
=

=





n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1(1 + b0) ∈ si2

)
, u11 = 0,

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1 (1 + b0 − u11b0 + u11X1) ∈ si2

)
, u11 > 0
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задается кусочно, на открытом множестве, то найдем приближенное решение
задачи (14). Для этого введем

P̃1 =

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1(1 + b0) ∈ si2

)

и найдем

P̂1 = max
ε6u1161

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1 (1 + b0 − u11b0 + u11X1) ∈ si2

)
.

Используя величины P̂1 и P̃1, доопределим приближенное к оптимальному
управление, получаемое с использованием соотношений (8) и (12), в задаче (4)
на первом шаге:

ũϕ1 = (ũ∗01, ũ
∗
11)

T,(15)

где

ũ∗11 =





0, P̃1 > P̂1,

arg max
ε6u1161

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1 (1 + b0 − u11b0 + u11X1) ∈ si2

)
, P̃1 < P̂1,

а

ũ∗01 = 1− ũ∗11.

При u11 > ε > 0 имеет место равенство

n2∑

i=1

P ∗
2iP

(
C1 (1 + b0 − u11b0 + u11X1) ∈ si2

)
=

=

n2∑

i=1

P ∗
2iP (s2i 6 C1 (1 + b0 − u11b0 + u11X1) 6 s2i+1) =

=

n2∑

i=1

P ∗
2i

(
FX1

(
s2i+1/C1− 1− b0 +u11b0

u11

)
−FX1

(
s2i/C1− 1− b0 +u11b0

u11

))
.

В этой связи заключаем, что для поиска предлагаемого по формулам (8),
(12), (15) приближенного к оптимальному управления, называемого в даль-
нейшем вероятностным, не нужно проводить оптимизацию в функциональ-
ном пространстве или вычислять функцию Беллмана на каждом шаге, необ-
ходимо лишь решить ряд одномерных задач условной нелинейной оптими-
зации. При этом оценкой вероятности превышения капиталом инвестора за-
планированного порога ϕ при использовании такой стратегии выступает ве-

личина P ∗
1 = max{P̃1, P̂1}, которая является оценкой максимального значе-

ния функционала Pϕ(us(·)). Данную величину можно уточнить, используя
статистическую оценку исследуемой вероятности.
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Отметим, что исследование сходимости предлагаемого управления к точ-
ному позиционному при уменьшении мелкости разбиений st, t = 2, T , пред-
ставляет отдельный интерес, однако затруднительно ввиду разрывности
функций Беллмана для данной постановки задачи.

4. Пример

Пусть C1 = 1, ϕ = 1,5, b0 = 0,03, ε = 10−6, n1 = n2 = . . . = nT = N , где N –
некоторое число, а T = 10. Предположим также, что инвестиционный порт-
фель ребалансируется каждый год. Сравним предлагаемую многошаговую
вероятностную стратегию (8), (12), (15) с известными: рисковой стратегией

uRt (Ct) =

{
(1, 0)T, ϕ 6 Ct(1 + b0)

T−t+1,

(0, 1)T, ϕ > Ct(1 + b0)
T−t+1

из [17], достоинства которой обсуждались в [12], и логарифмической стра-
тегией (стратегией Келли) [18–20], обеспечивающей максимальную среднюю
скорость роста капитала [17], являющейся решением задачи

uLt = (uL0t, u
L
1t)

T = arg max
u0t+u1t=1,u0t>0,u1t>0

M [ln(1 + u0tb0 + u1tXt)] ,

t = 1, . . . , T . Будем предполагать, что случайные величины X1,X2, . . . ,XT

одинаково распределены. Рассмотрим несколько случаев: когда Xt ∼ R[a, b],
т.е. когда плотность случайной величины Xt имеет вид

fXt(x) =





1

b− a
, a 6 x 6 b,

0 иначе,

и когда Xt ∼ N (m,σ2), т.е. когда плотность случайной величины Xt имеет
вид

fXt(x) =





c√
2πσ2

exp

{
−(x−m)2

2σ2

}
, m− 5σ 6 x 6 m+ 5σ,

0 иначе,

(16)

где константа c = 1/0,9999994 определяется из условия нормировки плот-
ности, а m− 5σ > −1 для соответствия постановке задачи. Плотность (16)
является плотностью усеченного нормального распределения, t = 1, T . Выбор
именно такого усечения связан с тем фактом, что для случайной величины
Y ∼ N (m,σ2) с любыми значениями параметров m и σ2 имеет место равен-
ство P{m− 5σ 6 Y 6 m+ 5σ} = 0,9999994. А это значит, что построенное
таким образом усечение оставляет плотность симметричной и «отбрасывает»
диапазоны значений исходной неусеченной случайной величины, вероятность
попадания в которые ничтожно мала. В силу введенного в примере предпо-
ложения об одинаковой распределенности случайных величин X1,X2, . . . ,XT
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далее для краткости будем говорить только о распределении случайной вели-
чиныX1, опуская, что случайные величины X2, . . . ,XT распределены по тому
же закону. Для сравнения указанных стратегий в каждом из рассматривае-
мых случаев найдем 5 · 106 реализаций случайного вектора X и с помощью
выборочной оценки вероятности оценим вероятность события P{CT+1 > ϕ}
на этих стратегиях.

Во всех рассмотренных случаях математическое ожидание случайной ве-
личины X1 составляет 0,1, что примерно соответствует средней годовой
доходности индекса S & P 500, оцененной по данным за последние 30 лет,
и предлагается в качестве примера годовой доходности в [21]. Отличием
же рассмотренных случаев друг от друга выступает форма плотности рас-
пределения случайной величины X1, а также их дисперсия и, как след-
ствие, коэффициент вариации, т.е. отношение среднеквадратического откло-
нения к математическому ожиданию. Отметим также, что среднеквадра-
тичное отклонение доходности индекса S & P 500, оцененной по данным за
последние 30 лет, составляет порядка 0,15. Таким образом, «естественное»
значение коэффициента вариации на основе данных по индексу S & P 500
составляет 1,5.

Как следует из таблицы, стратегия Келли существенно уступает риско-
вой и вероятностной (при больших значениях N) в терминах выборочной
оценки вероятности P{CT+1 > ϕ}. C ростом величины N во всех рассмот-
ренных случаях растет величина P ∗

1 , при этом растет и выборочная оценка
вероятности P{CT+1 > ϕ} при использовании вероятностной стратегии. При
увеличении N наблюдается сближение P ∗

1 и выборочной оценки вероятно-
сти P{CT+1 > ϕ}. В этой связи по значениям P ∗

1 и выборочной оценки веро-
ятности P{CT+1 > ϕ} можно сделать вывод, что дальнейшее увеличение N
для случаев X1 ∼ R[−0,1, 0,3] и X1 ∼ N (0,1, 0,12) не приведет к существен-
ному увеличению P ∗

1 и оценки вероятности P{CT+1 > ϕ} на вероятностной
стратегии. В то же время увеличение N для случаев X1 ∼ R[−0,5, 0,7] и
X1 ∼ N (0,1, 0,152) позволит сформировать еще более качественное управле-
ние в терминах оценки вероятности P{CT+1 > ϕ}. Во всех рассмотренных
случаях (уже при N = 5000) вероятностная стратегия лучше рисковой в тер-
минах оценки вероятности P{CT+1 > ϕ}. При этом с увеличением коэффи-
циента вариации разница между выборочной оценкой вероятности на веро-
ятностной и рисковой стратегиях растет, достигая практически 0,1 в случае
X1 ∼ R[−0,5, 0,7].

В статьях [6, 7, 22], связанных или посвященных отысканию оптималь-
ной инвестиционной стратегии в задаче с вероятностным и логарифмическим
критерием использовалось равномерное распределение доходности с носите-
лем [−1, A]. Отметим, что хотя такой случай и малореален на практике, но
получаемое с учетом такого распределения управление полезно, когда досто-
верно известна только средняя доходность. Заметим, что использование тако-
го носителя учитывает случай возможного банкротства компании-эмитента
рискового актива. Более того, как отмечено в [17, 23], равномерное распреде-
ление при минимальных предположениях о законе распределения случайных
величин в целевой функции оказывается наихудшим с точки зрения величи-
ны вероятностного критерия. Таким образом, получаемое управление при та-
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Вид второй компоненты вероятностной стратегии на втором и третьем шагах
для случая X1 ∼ R[−0,1, 0,3], . . . , XT ∼ R[−0,1, 0,3].

ком носителе интересно не только с теоретической точки зрения, но и полезно
с точки зрения получения наилучшей стратегии при недостатке информации.
При A = 1,2 оказалось, что выборочная оценка вероятности P{CT+1 > ϕ} на
5 · 106 реализациях случайного вектора X для предлагаемой вероятностной
стратегии при N = 10000 составляет 0,8253 (при P ∗

1 = 0,8165), что существен-
но выше выборочной оценки вероятности для рисковой стратегии, составляю-
щей в этом случае 0,6953.

Таким образом, в условиях «естественной» неопределенности (коэффици-
ента вариации, примерно равного или меньшего 1,5) вероятностная страте-
гия несколько лучше рисковой по значению выборочной оценки вероятности
P{CT+1 > ϕ}, в случае же существенной неопределенности предлагаемая ве-
роятностная стратегия значительно превосходит рисковую.

Теперь рассмотрим вид второй компоненты вероятностной стратегии, т.е.
доли капитала инвестора, вкладываемого в рисковой актив, при N = 10000
на некоторых шагах для случая X1 ∼ R[−0,1, 0,3].

Как видно из рисунка вторая компонента вероятностной стратегии далека
от релейного типа управления, доставляемого рисковой стратегией. Имеется
«нелинейный» участок, описание которого простыми функциями (линейной,
параболической, логарифмической) вряд ли возможно, что еще раз доказы-
вает полезность предлагаемой вероятностной стратегии.

Результаты получены на персональном компьютере (Intel Core i5 4690,
3.5GHz, 8 GB DDR3 RAM). Время вычислений для N = 10000 составило от
одного до трех часов в зависимости от используемого распределения доходно-
стей, что доказывает применимость на практике разработанного алгоритма.
При этом было задействовано только одно ядро компьютера, распараллели-
вание не применялось, а значит, процесс вычислений может быть еще суще-
ственно ускорен.
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5. Заключение

В работе было предложено новое позиционное управление, приближенное
к оптимальному в многошаговой задаче портфельной оптимизации с веро-
ятностным критерием. Соотношения, на основе которых построено предла-
гаемое управление, получены на основе полной вероятности и формирова-
ния управления в классе кусочно-постоянных управлений. На каждом шаге
предлагаемое управление получается исходя из решения ряда задач одномер-
ной условной нелинейной оптимизации. В рассмотренном примере продемон-
стрировано преимущество предлагаемого управления над известными уни-
версальными управлениями. Рассмотренный подход и предлагаемое управ-
ление можно обобщить на случай произвольного количества рисковых ак-
тивов на каждом шаге, не отыскивая при поиске вероятностной стратегии
на каждом шаге детерминированный эквивалент, как в настоящей статье, а,
например, используя дискретизацию вероятностной меры, что является пред-
метом дальнейших исследований, как и исследование статистических свойств
предлагаемого управления.
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РАСШИРЕНИЕ ЗАДАЧИ КВАНТИЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
С ЛИНЕЙНОЙ ПО СЛУЧАЙНЫМ ПАРАМЕТРАМ

ФУНКЦИЕЙ ПОТЕРЬ1

Задача стохастического программирования с квантильным критерием
исследуется в классической одноэтапной постановке в предположении,
что функция потерь линейна по случайным параметрам. Расширением
данной задачи является минимаксная задача, в которой внутренний мак-
симум берется от функции потерь по реализациям вектора случайных па-
раметров на ядре вероятностного распределения этого вектора, а внешний
минимум — по оптимизируемой стратегии на заданном множестве допус-
тимых стратегий. На основе принципа расширения оптимизационных за-
дач устанавливается, что достаточным условием оптимальности решения
этой минимаксной задачи в исходной задаче с квантильным критерием
является выполнение некоторого вероятностного ограничения.

Ключевые слова: стохастическое программирование, функция квантили,
принцип расширения, ядро вероятностного распределения, вероятностное
ограничение.
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1. Введение

Конечномерные задачи оптимизации квантильного критерия являются
частными случаями более общих оптимизационных моделей, изучаемых в
теории стохастического программирования с вероятностными ограничения-
ми. Сам квантильный критерий определяется как квантиль заданного уров-
ня вероятностного распределения некоторой функции потерь, зависящей от
оптимизируемой стратегии и вектора случайных параметров. Видимо, впер-
вые такой критерий введен в рассмотрение в [1] для учета инвестиционно-
го риска в задаче оптимизации портфеля ценных бумаг, но в [1] он не был
назван квантильным. В этой статье приведена лишь математическая фор-
мула для определения квантильного критерия и подчеркнуто, что это дове-
рительная граница для дохода портфеля. Впервые термин функция (функ-
ционал) квантили использован Райком [2], который заложил основы каче-
ственной теории стохастических оптимизационных задач с вероятностными
критериями, к числу которых относится и квантильный. Бурное развитие
теории в области оптимизационных задач с квантильным критерием связа-
но с публикацией [3], в которой было установлено, что задача минимизации

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 18-08-00595).
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квантильного критерия эквивалентна обобщенной минимаксной задаче, в ко-
торой внутренний максимум (на самом деле точная верхняя грань) функ-
ции потерь ищется по реализациям случайных параметров на доверитель-
ном множестве, а внешний минимум — по оптимизируемой стратегии и по
доверительным множествам. Таким образом, в обобщенной минимаксной за-
даче требуется подобрать множество неопределенности. Этот результат по-
лучил название “обобщенный минимаксный подход” и сразу зарекомендовал
себя как методологическая основа для решения прикладных задач, модель-
ных примеров и разработки численных методов минимизации квантильного
критерия. Важное свойство, фактически аналитическое представление опти-
мального доверительного множества, установлено в [4]. Подробнее об этом
речь пойдет далее. Многочисленные примеры и некоторые прикладные за-
дачи были решены сравнительно в короткое время, что нашло отражение
в [5]. Можно отметить, что использование обобщенного минимаксного под-
хода для разработки приближенных методов в течение длительного времени
шло в основном по пути сужения класса доверительных множеств, который
используется в обобщенной минимаксной задаче. Такое сужение подбиралось
в каждом конкретном случае с использованием специфики решаемой задачи.
Некоторые результаты в этом направлении собраны в [6], но общих рекомен-
даций по построению таких сужений к настоящему времени практически не
сформулировано.

Отметим, что для случая, когда вектор случайных параметров является
дискретным с конечным числом реализаций, существует лишь конечное чис-
ло доверительных множеств. В этом случае обобщенная минимаксная задача
может быть решена простым перебором этих множеств. Такая идея реализо-
вана в [7] для случая, когда функция потерь имеет полиэдральную структуру.
В общем случае реализация этой идеи затруднена ввиду того, что возникаю-
щие на этом пути оптимизационные модели могут иметь ярко выраженную
многоэкстремальную структуру, примером является минимум конечного чис-
ла выпуклых функций.

Структура статьи следующая. В разделе 2 формулируется задача мини-
мизации квантильного критерия, которая часто называется также задачей
квантильной оптимизации. Рассматривается частный случай, когда функция
потерь линейна по случайным параметрам. Важность именно такой струк-
туры подкрепляется методом линеаризации [8]. В разделе 3 формулируют-
ся результаты, составляющие теоретическую основу доверительного мето-
да: обобщенная минимаксная задача, свойство оптимального доверительного
множества, понятие и свойства α-ядра вероятностного распределения. С ис-
пользованием α-ядра формулируется вспомогательная минимаксная задача,
в которой внутренний максимум функции потерь берется по реализациям
случайных параметров на α-ядре, а внешний минимум — по оптимизируе-
мой стратегии. Эта минимаксная задача является нижней аппроксимацией
обобщенной минимаксной, а следовательно и исходной задачи квантильной
оптимизации. В разделе 4 приводится формулировка известного принципа
расширения (название ввел В.И. Гурман в [9]), позволяющего конструиро-
вать достаточные условия оптимальности решений нижних аппроксимаций
абстрактных задач минимизации. С помощью этого принципа в разделе 5 вы-
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водится достаточное условие оптимальности решения указанной выше вспо-
могательной минимаксной задачи для исходной задачи квантильной опти-
мизации. Это условие имеет вид некоторого вероятностного неравенства и
составляет основной результат настоящей статьи. Различные аспекты этого
результата иллюстрируются в разделе 6 тремя примерами. В разделе 7 приво-
дится обобщение предлагаемого достаточного условия для минимизирующих
последовательностей.

2. Постановка задачи

Рассмотрим функцию вероятности:

Pϕ(u) = P (f(u, ξ) 6 ϕ) ,

где u ∈ U ⊂ IRm – вектор стратегии (на самом деле можно считать, что U –
множество элементов u произвольной природы, не обязательно векторов), ϕ –
скалярный параметр, ξ – n-мерный случайный вектор с распределением P,
т.е. P – вероятностная мера, определенная на борелевских подмножествах
пространства IRn и определяющая вероятность принадлежности вектора ξ
этим подмножествам. Функция f(u, ξ) называется далее функцией потерь и
предполагается линейной по ξ:

f(u, ξ) = aT(u)ξ + b(u),(1)

где a(u) и b(u) – некоторые векторная и скалярная функции, (·)T – операция
транспонирования.

Введем в рассмотрение функцию квантили (квантильный критерий):

ϕα(u) = [f(u, ξ)]α = min {ϕ : Pϕ(u) > α} ,(2)

где α ∈ (0, 1) – доверительная вероятность.

Предметом исследования настоящей статьи является задача квантильной
оптимизации:

ϕ0
α = ϕα (uα) = min

u∈U
ϕα(u).(3)

Цель статьи – вывод достаточных условий оптимальности. По этой причине
вопрос существования решения uα задачи (3) здесь не затрагивается.

3. Обобщенные минимаксные задачи и α-ядра

Отправной точкой исследования задачи квантильной оптимизации (3) яв-
ляется следующий результат, составляющий основу доверительного мето-
да [6]:

Те ор ем а 1. Справедливо обобщенное минимаксное соотношение:

ϕ0
α = min

u∈U,E∈Eα
sup
x∈E

f(u, x),(4)
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где Eα – семейство всех доверительных борелевских множеств E в IRn (т.е.
P(E) > α). Если пара uα, Eα доставляет минимум в (4), то uα – оптималь-
ная стратегия в задаче (3). При этом минимум по E ∈ Eα в (4) достигается
на множестве

Eα =
{
x : f (uα, x) 6 ϕ0

α

}
.(5)

Впервые идея доверительного метода была сформулирована в [3], затем
развита и уточнена в [4]. Как отмечено в [5], теорема 1 устанавливает взаи-
мосвязь между стохастическими и игровыми (минимаксными) оптимизаци-
онными моделями. Но сложность задачи (4) долгое время не позволяла полу-
чать на ее основе способы точного решения задач квантильной оптимизации.
Эта сложность обусловлена неконструктивностью операции оптимизации до-
верительного множества. В частном случае, когда доверительных множеств
конечное число и их можно просто перебрать, задача (4) распадается на ко-
нечное число обычных минимаксных задач, в которых операция оптимизации
множества отсутствует. Это обстоятельство использовано в [7] для сведения
задачи квантильной оптимизации с полиэдральной функцией потерь и дис-
кретным вектором случайных параметров к задаче смешанного целочислен-
ного линейного программирования.

В [5] впервые сформулирована идея сужения задачи (4): несмотря на то
что оптимальное доверительное множество (5) невозможно использовать для
решения задачи (4), так как оно зависит от искомых параметров uα и ϕ0

α,
свойства функции потерь f(u, x) делают априори известными геометрические
свойства этого множества. В частности, из линейности функции потерь (1)
следует, что оптимальное доверительное множество Eα является замкнутым
полупространством, т.е. выпуклым замкнутым множеством. Поэтому в [10]
предложено сузить задачу (4) следующим образом:

ϕ0
α = min

u∈U,E∈Ec
α

sup
x∈E

f(u, x),(6)

где Ecα – семейство всех выпуклых, замкнутых, доверительных множеств
в IRn. Задача (6) оказывается более конструктивной по сравнению с (4) вви-
ду того, что пересечение всех множеств семейства Ecα может оказаться не
пустым в отличие от семейства Eα. В [5] это пересечение Kα, как понятие, ис-
пользовано, видимо, впервые и названо ядром вероятностной меры уровня α.
Но поскольку, как указано выше в постановке задачи, вероятностная мера P
есть распределение случайного вектора ξ, в этом частном случае удобнее на-
зывать Kα α-ядром распределения случайного вектора ξ. Итак,

Kα =
⋂

E∈Ec
α

E =
⋂

c: ‖c‖=1

{
x : cTx 6

[
cTξ
]
α

}
,(7)

где ‖ ·‖ – любая векторная норма. Непустота α-ядра обоснована в [8] следую-
щей теоремой.

Те ор ем а 2. Kα не пусто, если α > n
n+1 .
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Отметим, что этот результат справедлив для любого распределения P. Пред-
положим далее, что Kα не пусто. Очевидно, что оно является выпуклым и
компактным множеством. Введем в рассмотрение функцию максимума на
ядре:

ψα(u) = max
x∈Kα

f(u, x).(8)

В [5] установлено, что

ψα(u) 6 ϕα(u)(9)

для любой непрерывной и квазивыпуклой по x функции потерь f(u, x). По-
скольку в соответствии с (1) рассматриваемая функция потерь линейна по x,
то она выпукла по x и неравенство (9) для нее справедливо, т.е. функция
максимума на ядре — нижняя граница квантильного критерия.

Опр е д е л е н и е [10]. Ядро Kα регулярно, если любое замкнутое полу-
пространство, его содержащее, является доверительным.

В [10] доказано, что для регулярного α-ядра Kα в неравенстве (9) дости-
гается равенство:

ψα(u) = ϕα(u) ∀u ∈ U.(10)

В этом случае задача (3) оказывается эквивалентной минимаксной задаче

ψ∗
α = ψα (u

∗
α) = min

u∈U
ψα(u)(11)

(если, конечно, оптимальная стратегия u∗α существует), т.е. uα = u∗α, ϕ0
α = ψ∗

α.
В отличие от (4) в минимаксной задаче (11) отсутствует операция оптимиза-
ции доверительного множества. В связи с этим проблема регулярности α-яд-
ра представляется важной.

Те ор ем а 3. Ядро Kα регулярно, если его граница является гладкой по-
верхностью в IRn, а ξ имеет плотность вероятности.

Эта теорема впервые сформулирована и доказана в [10], где на ее основе
установлено, что регулярность имеет место при α > 1/2 для эллиптически
симметричных распределений с плотностями

p(x) = h
(
(x−m)TQ−1(x−m)

)
,

где h(·) – некоторая функция скалярного аргумента, m ∈ IRn – детермини-
рованный вектор (центр симметрии), Q – симметричная положительно опре-
деленная матрица. Примером такого распределения, помимо многомерного
нормального и равномерного на эллипсоиде, является равномерное распре-
деление на эллиптическом кольце

{
x : r21 6 (x−m)TQ−1(x−m) 6 r22

}
,(12)
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где r1 < r2. Тогда ядро является эллипсоидом

Kα =
{
x : (x−m)TK−1(x−m) 6 r2α

}
,

где параметр rα зависит от α, функции h(·) и матрицы K. При α, близком
к 1/2, может получиться rα < r1, т.е. α-ядро для равномерного распределения
на эллиптическом кольце (12) может оказаться внутри эллипсоида

{
x : (x−m)TQ−1(x−m) 6 r21

}

и будет иметь пустое пересечение с данным кольцом.

В [11] регулярное α-ядро в случае абсолютно непрерывного распределения
случайного вектора ξ названо плавающим телом. При этом понятие α-ядра
не использовалось. Под плавающим телом понималось выпуклое тело, для
которого любая опорная гиперплоскость отсекает вероятностную меру, в точ-
ности равную 1 − α. Основной результат статьи [11] заключается в том, что
существование плавающего тела, т.е. регулярность α-ядра, доказано для аб-
солютно непрерывных распределений с логарифмически вогнутыми и сим-
метричными плотностями p(x). Отметим, что указанное выше равномерное
распределение на эллиптическом кольце (12) не обладает свойством лога-
рифмической вогнутости. Поэтому классы симметричных эллиптических и
логарифмически вогнутых плотностей дополняют друг друга.

В [12, 13] предложены алгоритмы построения сколь угодно точных, внеш-
них, полиэдральных аппроксимаций α-ядра. Эти алгоритмы хорошо зареко-
мендовали себя для n = 2, т.е. для плоского случая. Но они имеют один мето-
дологический недостаток: указанные аппроксимации всегда имеют кусочно-
гладкую границу и поэтому с их помощью невозможно проверить условие
гладкости в теореме 3 при исследовании вопроса о регулярности α-ядра.
Это обстоятельство затрудняет использование вспомогательной задачи (11)
для решения исходной задачи (3). Ведь при отсутствии свойства регулярно-
сти или при отсутствии обоснования, что регулярность имеет место, можно
лишь гарантировать выполнение неравенства (9), т.е. что функция максиму-
ма ψα(u) на α-ядре является нижней оценкой квантильного критерия. Ма-
тематический аппарат, обосновывающий использование нижних оценок оп-
тимизируемого критерия в задачах минимизации для вывода достаточных
условий оптимальности, впервые предложен в [14]. В настоящее время он
известен как принцип расширения [9].

4. Замечание о принципе расширения

Принцип расширения выражает следующее свойство абстрактных опти-
мизационных задач. Рассмотрим множество M элементов m произвольной
природы.

Лемма 1. Пусть имеются функционалы I, L : M → IR1 и множества
D,E ⊂M, удовлетворяющие условиям:

1) L(m) 6 I(m) ∀m ∈ D,
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2) D ⊂ E,

3) m∗ = arg min
m∈E

L(m) ∈ D,

4) I (m∗) = L (m∗) .

Тогда m∗ = arg min
m∈D

I(m).

Эта лемма в такой редакции опубликована в [15]. Ее обоснование дано
в [14, 16], а в книге [9] она получила название “принцип расширения”. Прин-
цип позволяет получить достаточные условия оптимальности решения m∗

вспомогательной оптимизационной задачи L(m) → minm∈E в исходной задаче
I(m) → minm∈D. Эти достаточные условия получаются в результате приме-
нения третьего и четвертого условий леммы с учетом конкретики исходной
задачи оптимизации. При этом четвертое условие имеет форму равенства,
которое при конкретизации приводит к некоторому достаточному условию в
форме алгебраического соотношения типа равенства. Однако можно указать
одну интересную альтернативную возможность. Заменим четвертое условие
леммы неравенством

I (m∗) 6 L (m∗) .(13)

Это неравенство равносильно четвертому условию леммы 1. Действитель-
но, из выполнения четвертого условия следует выполнение неравенства (13),
так как это неравенство нестрогое. С другой стороны, если справедливо нера-
венство (13), то из первого и третьего условий леммы 1 следует, что в этом
неравенстве строгое неравенство невозможно. Однако применение леммы 1 к
синтезу достаточных условий оптимальности с заменой четвертого условия
неравенством (13) приводит к формулировке некоторого достаточного усло-
вия в виде неравенства, что открывает дополнительные возможности, как
демонстрируется, например, в разделе 5.

5. Достаточные условия оптимальности в задаче
квантильной минимизации

Из (9) и леммы 1 очевидно вытекает истинность следующего утверждения.

Лемма 2. Пусть существует решение вспомогательной минимаксной
задачи (11), причем

ϕα (u
∗
α) 6 ψ∗

α.(14)

Тогда оно оптимально в задаче (3), т.е. ϕ0
α = ψ∗

α, uα = u∗α.

Неравенство (14) является конкретизацией четвертого условия леммы 1.
Именно оно и гарантирует, что решение минимаксной задачи (11) оптималь-
но в исходной задаче квантильной минимизации. Заметим, что проверка (14)
требует вычисления квантильного критерия на стратегии u∗α, которая подо-
зревается на оптимальность в задаче (3). Этого можно избежать, поскольку,
как доказано в [17], неравенство (14) равносильно следующему:

Pϕ (u
∗
α)|ϕ=ψ∗

α
> α.(15)
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Это неравенство как достаточное условие оптимальности стратегии u∗α для
исходной задачи квантильной оптимизации и составляет основной результат
данной статьи, который оформим в виде следующей теоремы.

Те ор ем а 4. Пусть существует решение вспомогательной минимакс-
ной задачи (11), удовлетворяющее вероятностному ограничению (15). Тогда

оно оптимально в задаче (3), т.е. ϕ0
α = ψ∗

α, uα = u∗α.

Обсудим смысл этого утверждения. Пусть

ψ∗
α = max

x∈Kα

f (u∗α, x) = f (u∗α, xα) ,(16)

где xα – граничная точка Kα. Тогда неравенство (15) можно записать в виде

P
{
x : f (u∗α, x) 6 f (u∗α, xα)

}
> α.(17)

Это неравенство, по существу, означает регулярность α-ядра в локальном
смысле, в граничной точке xα. В [18] доказана следующая лемма.

Лемма 3. Для любой граничной точки α-ядра существует замкнутое,
доверительное полупространство, для которого эта точка также являет-
ся граничной.

Поэтому если некоторая граничная точка α-ядра является точкой гладко-
сти его границы, то существует единственное замкнутое полупространство,
содержащее в себе α-ядро, для которого эта точка является граничной. Это
опорное полупространство в данной граничной точке. По лемме 3 оно дове-
рительное из-за того, что единственное. Поэтому неравенство (17) оказывает-
ся выполненным, если xα – точка гладкости границы α-ядра. Многочислен-
ные аналитические и численные примеры построения плоских α-ядер, при-
веденные в [12, 13, 18], свидетельствуют о том, что граница α-ядра является
кусочно-гладкой. В указанных примерах число точек негладкости границы
не превышает четырех.

6. Примеры

Прим ер 1. Рассмотрим задачу квантильной оптимизации с билинейной
функцией потерь

f(u, ξ) = u1ξ1 + u2ξ2,(18)

где u = (u1, u2)
T – двумерный вектор стратегии со значениями из множества

допустимых стратегий

U =
{
(u1, u2)

T : u1 > 0, u2 > 0, u1 + u2 = 1
}
.(19)

Случайные величины ξ1, ξ2 независимы, причем ξ1 распределена равномерно
на отрезке [−1/2, 1/2], а ξ2 распределена равномерно в граничных точках
этого отрезка, т.е.

P (ξ2 = −1/2) = P (ξ2 = 1/2) =
1

2
.
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Рис. 1. Нерегулярное ядро KLMN. xM = 1/6. yL = 1/4.

Поэтому двумерный случайный вектор (ξ1, ξ2)
T распределен равномерно на

противоположных сторонах AD и BC квадрата ABCD, см. рис. 1. Уровень
доверительной вероятности примем равным α = 2/3.

В [10] показано, что ядро Kα в рассматриваемом случае не регулярно и
представляет собой ромбKLMN.Нерегулярность обусловлена тем, что полу-
плоскость, задаваемая неравенством y 6 3/8, содержит целиком отрезок AD
и не пересекается с BC. Поэтому она имеет вероятностную меру 1/2, что
меньше 2/3. На рис. 1 точки E, F, G и H делят каждый из отрезков AD
и BC на три равные части, имеющие вероятностную меру 1/6.

С учетом (19) можно ввести в рассмотрение скалярную переменную
v ∈ [0, 1], с помощью которой можно параметризовать все допустимые стра-
тегии: u1 = v, u2 = 1− v.

Задача на максимум функции потерь на ядре

ψα(v) = max
(x,y)∈Kα

vx+ (1− v)y

является задачей линейного программирования на многоугольнике (ромбе
KLMN). Из-за того что вектор (v, 1 − v)T лежит на числовой плоскости в
неотрицательном квадранте, этот максимум может достигаться лишь в вер-
шинах M и L. Поэтому

ψα(v) = max {v · xM , (1− v) · yL} = max

{
v

6
,
1− v

4

}
.

Минимум этой функции по v легко находится путем приравнивания двух ли-
нейных функций, из которых берется максимум в последнем соотношении.
Поэтому решение минимаксной задачи (11) в рассматриваемом примере име-
ет вид:

v

6
=

1− v

4
=⇒ v∗α =

3

5
, ψ∗

α =
1

10
.
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Рис. 2. Нерегулярное ядро KLMN для дискретного распределения.

Проверим достаточное условие оптимальности (15). В данном случае оно при-
водит к неравенству

P

{
3

5
ξ1 +

2

5
ξ2 6

1

10

}
> α.(20)

Неравенство

3

5
x+

2

5
y 6

1

10

определяет доверительную полуплоскость с границей, содержащей M и L.
Поэтому (20) справедливо, и, следовательно, найденное решение минимакс-
ной задачи

u∗1 =
3

5
, u∗2 =

2

5
, ψ∗

α =
1

10

есть решение задачи квантильной оптимизации: u1α = u∗1, u2α = u∗2 и ϕ0
α = ψ∗

α.

Прим ер 2. Рассмотрим задачу примера 1 с другим законом распределе-
ния случайного вектора ξ. А именно: функция потерь определена соотноше-
нием (18), множество допустимых стратегий – формулой (19), а двумерный
случайный вектор ξ имеет дискретное распределение с восемью реализация-
ми в вершинах квадратов KLMN и ABCD, изображенных на рис. 2. Верши-
ны внутреннего квадрата KLMN имеют одинаковые вероятностные веса 0,2,
а вершины внешнего квадрата ABCD – одинаковые вероятностные веса 0,05.
Рассмотрим задачу квантильной оптимизации с α = 0,95.

Целью данного примера является иллюстрация того обстоятельства, что
предложенный подход может успешно применяться и для дискретных рас-
пределений случайных параметров.
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Нетрудно видеть, что ядро Kα совпадает с внутренним квадратом KLMN
и не является регулярным. Действительно, каждая из четырех полуплоско-
стей, задаваемых неравенствами x > −1,05, x 6 1,05, y > −1,05 и y 6 1,05,
содержит α-ядро, но имеет меру 0,9, что меньше, чем α = 0,95. Так же как и
в примере 1, введем в рассмотрение скалярную переменную v. С ее помощью
легко находим

ψα(v) = max {v · xM , (1 − v) · yL} = max {v, 1− v} ,

откуда v∗ = 1/2, ψ∗
α = 1/2.Достаточное условие оптимальности (15) приводит

к неравенству

x+ y 6 1,

которое определяет доверительную полуплоскость с границей, содержащей
M и L. Следовательно, найденное решение минимаксной задачи

u∗1 = v∗ =
1

2
, u∗2 = 1− v∗ =

1

2
, ψ∗

α =
1

2

есть решение задачи квантильной оптимизации: u1α = u∗1, u2α = u∗2 и ϕ0
α = ψ∗

α.

Прим ер 3. Покажем, что в условии (15) на оптимальном решении мо-
жет иметь место строгое неравенство. С этой целью расширим пример 1 сле-
дующим образом. Рассмотрим функцию потерь, характерную для портфеля
ценных бумаг:

f(u, ξ) = u0b+ u1ξ1 + u2ξ2,(21)

где u = (u0, u1, u2)
T – трехмерный вектор стратегии со значениями из мно-

жества допустимых стратегий

U =
{
(u0, u1, u2)

T : u0 > 0, u1 > 0, u2 > 0, u0 + u1 + u2 = 1
}
,(22)

b – детерминированная константа. В портфельной проблематике величи-
на (−b) имеет смысл доходности безрисковой ценной бумаги, поэтому типич-

ными для b являются отрицательные значения. Случайный вектор (ξ1, ξ2)
T

тот же, что и в примере 1. Т.е. его α-ядро для α = 2/3 – тот же самый ромб
KLMN, как в примере 1.

С целью решения вспомогательной минимаксной задачи (11), как и выше,
введем скалярную переменную v ∈ [0, 1 − u0]: u1 = v, u2 = 1− u0 − v. Тогда

ψα (u0, v) = u0b+max

{
v

6
,
1− u0 − v

4

}
.

Приравнивая линейные функции под знаком максимума, находим, что мини-
мум этой функции по v достигается в точке

v∗ =
3

5
(1− u0) ∈ [0, 1 − u0] .
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Поэтому

min
v
ψα (u0, v) = ψα (u0, v

∗) =
1

10
+ u0

(
b− 1

10

)
.

Минимум этой функции по u0 ∈ [0, 1] легко находится. Если b > 1/10, то
u∗0 = 0, и решением рассматриваемой задачи квантильной оптимизации явля-
ется решение примера 1. А вот если b < 1/10, то u∗0 = 1, откуда v∗ = u∗1 = u∗2.
В этом случае

ψ∗
α =

1

10
+ b− 1

10
= b.

Проверим достаточное условие оптимальности (15). В данном случае из-за
того что f (u∗, ξ)≡ b, оно имеет вид

P{b 6 b} = 1 > α,

т.е. выполняется как строгое неравенство. Таким образом, в случае b < 1/10
решением рассматриваемой задачи квантильной оптимизации является “без-
рисковая” стратегия u0α = 1, u1α = u2α = 0, ϕ0

α = b.

Если же b > 1/10, то как установлено в примере 1, решением является:
u0α = 0, u1α = 3/5, u2α = 2/5, ϕ0

α = 1/10.

7. Обобщение для минимизирующих последовательностей

Минимаксная задача (11) в общем случае является сложной главным обра-
зом ввиду того, что α-ядро Kα сложно задать в простой аналитической фор-
ме. Следствием этого является то, что оптимальную стратегию для указанной
задачи приходится определять с помощью некоторой численной процедуры,
приводящей не к нахождению оптимальной стратегии u∗α, а к построению
некоторой минимизирующей последовательности uNα . Такую последователь-
ность можно получить, например, следующим образом.

В [12] предложен алгоритм аппроксимации α-ядра последовательностью
содержащих его полиэдров KN

α :

KN
α =

⋂

j∈J(N)

{
x : cTj x 6

[
cTj ξ
]
α

}
,(23)

где cj, j ∈ J(N), – конечный, сгущающийся набор векторов на единичной сфе-

ре. Предположим, что величины
[
cTj ξ
]
α

вычисляются точно, см. по данному

вопросу примеры в [12]. Ситуация, когда эти величины определяются с ошиб-
ками, возможно случайными, требует специального исследования, выходяще-
го за рамки настоящей статьи. В [18] доказано, что последовательность (23)
сходится к Kα в метрике Хаусдорфа. В указанном алгоритме предусмотре-
на возможность строить сгущающийся набор векторов таким образом, что
J(N)⊂ J(N + 1). Будем считать, что именно такая возможность реализова-
на. Это приводит к тому, что (23) сходится к Kα монотонно, т.е. KN+1

α ⊂KN
α .
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Определим последовательность функций максимума

ψNα (u) = max
x∈KN

α

f(u, x).

Пусть

uNα = argmin
u∈U

ψNα (u).(24)

Если U – компактное подмножество пространства IRm и функции a(u) и b(u)
в (1) непрерывны, то согласно [19, с. 29] uNα cуществует и является миними-
зирующей для задачи (11), т.е.

lim
N→∞

ψα
(
uNα
)
= ψ∗

α.

Для формулировки достаточных условий оптимальности последователь-
ности uNα в исходной задаче квантильной оптимизации воспользуемся сле-
дующей версией принципа расширения [9].

Лемма 4. Пусть имеются функционалы I, L : M → IR1 и множества
D,E ⊂M и последовательность mN ∈ D, удовлетворяющие условиям:

1) L(m) 6 I(m) ∀m ∈ D,

2) D ⊂ E,

3) l 6 inf
m∈E

L(m),

4) I
(
mN

)
→ l.

Тогда mN минимизирует функционал I на D.

Рассуждая по аналогии с замечанием раздела 4, можно легко установить,
что четвертое условие этой леммы равносильно существованию числовой по-
следовательности aN со свойствами:

I
(
mN

)
6 l + aN ,(25)

aN > 0, aN → 0 при N → ∞. Роль функционала I, как и выше, играет кван-
тильный критерий, роль функционала L – функция максимума ψα(u). Роль
константы l в квантильной проблематике играет ψ∗

α. Тогда

aN = ψNα
(
uNα
)
− ψ∗

α,

где uNα определяется согласно (24) (если, конечно, U – компакт). Таким об-
разом, конкретизация четвертого условия леммы 4 приводит к неравенству:

ϕα
(
uNα
)
6 ψNα

(
uNα
)
,

которое по лемме Розенблатта [17] равносильно условию

Pϕ
(
uNα
)
> α,(26)

где ϕ = ψNα
(
uNα
)
. Именно это условие и гарантирует, что последователь-

ность uNα минимизирует квантильный критерий качества.
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8. Заключение

Можно констатировать, что в статье предложен новый метод оптимиза-
ции квантильного критерия для линейной по случайным параметрам функ-
ции потерь. Метод сводит задачу квантильной оптимизации к вспомогатель-
ной минимаксной, в которой в роли множества неопределенности выступа-
ет α-ядро распределения вектора случайных параметров. Эта минимаксная
задача получена путем сужения и расширения обобщенной минимаксной за-
дачи, составляющей основу доверительного метода решения задач квантиль-
ной оптимизации. Предложено достаточное условие оптимальности решения
вспомогательной задачи для исходной задачи с квантильным критерием в
форме некоторого вероятностного ограничения. В отличие от известных ра-
нее результатов метод применим без предположения о регулярности α-ядра.
На примерах показано, что он работает и в случаях, когда α-ядро не регу-
лярно, в частности для дискретных и непрерывно-дискретных распределений
вектора случайных параметров.
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ПОСТРОЕНИЕ ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ ПОГЛОЩЕНИЯ
С ПОМОЩЬЮ СТАТИСТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ1

Рассматривается задача о построении доверительного множества по-
глощения, представляющего собой множество начальных позиций систе-
мы, обеспечивающих с заданной вероятностью непревышение функци-
ей потерь в терминальный момент времени некоторого фиксированного
уровня. Предполагается, что зависимость состояния системы в терми-
нальный момент времени от начальной позиции описывается известной
случайной функцией. Предлагается подход к построению внешних и внут-
ренних аппроксимаций доверительного множества поглощения. На пер-
вом этапе строятся детерминированные внутренняя и внешняя аппрокси-
мации. Затем полученные аппроксимации уточняются для некоторого ко-
нечного множества начальных позиций системы с помощью выборочных
оценок. Получены оценки объема выборки, достаточного для построе-
ния указанных аппроксимаций. Данная оценка улучшается для случая
звездчатой функции потерь. Предлагается алгоритм построения аппрок-
симаций доверительного множества поглощения в двумерном случае. По-
лученные аппроксимации применяются в задаче планирования производ-
ства.

Ключевые слова: стохастическое программирование, доверительное мно-
жество поглощения, функция вероятности, функция квантили.
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1. Введение

Качество функционирования стохастической системы при заданном на-
чальном состоянии системы может оцениваться вероятностью непревышения
потерями фиксированного предельно допустимого уровня в терминальный
момент времени. Представляет интерес множество начальных состояний си-
стемы, при которых с заданной вероятностью потери, возникающие в ходе
функционирования системы, в терминальный момент времени не будут пре-
вышать заданный предельно допустимый уровень. Данное множество назы-
вается доверительным множеством поглощения.

Описанная задача аналогична задаче построения множеств уровня функ-
ции вероятности в задачах стохастического программирования. Свойства

1 Работа Кибзуна А.И. выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект №18-07-00617 А). Работа Иванова С.В. выполнена
при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№19-07-00436 А).
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функции вероятности изучаются в [1, 2]. С точки зрения построения мно-
жеств уровня наиболее важными свойствами функции вероятности является
выпуклость и квазивыпуклость, при наличии которых множества уровня яв-
ляются выпуклыми. Достаточные условия выпуклости, квазивыпуклости и
логарифмической выпуклости функции вероятности изучаются в [3–8].

Для аппроксимации множеств уровня функции вероятности может быть
использован подход, основанный на использовании p-эффективных точек,
представляющих собой многомерное обобщение квантили распределения. Ал-
горитм для поиска p-эффективных точек дискретного случайного вектора
предложен в [9]. Аппроксимации множеств уровня с помощью p-эффектив-
ных точек, предназначенные для решения задач стохастического програм-
мирования, предлагаются в [10, 11]. Обзор подобных методов решения задач
стохастического программирования приведен в [12].

Другим подходом к аппроксимации доверительного множества поглоще-
ния является использование выборочных методов, когда функция вероятно-
сти оценивается с помощью выборки. Данный подход известен и как метод
Монте-Карло. Основой для построения таких оценок является равномерный
закон больших чисел [13, 14], позволяющий оценить объем выборки, доста-
точный для оценивания максимального отклонения частоты от вероятности
по некоторому классу событий. В дальнейшем данные идеи применялись
в [15–17] для оценивания объема выборки, достаточного для аппроксимации
задач оптимизации функции математического ожидания. В [18] проведено
исследование скорости сходимости для задач стохастического программиро-
вания с вероятностными ограничениями.

Данная статья является дальнейшим развитием [19], где был предложен
основанный на доверительном методе [1] подход к построению внутренней ап-
проксимации доверительного множества поглощения. В статье предлагается
подход, сочетающий детерминированные и выборочные методы. На первом
этапе строятся детерминированные аппроксимации. Внутренняя аппрокси-
мация строится с помощью методов, предложенных в [19], а внешняя ап-
проксимация — с помощью α-ядра вероятностной меры [1, 20]. На втором
этапе полученные аппроксимации улучшаются с помощью выборочных оце-
нок. Выводятся оценки достаточного для аппроксимации объема выборки.
Приводится описание класса задач, для которых объем выборки может быть
уменьшен. Рассматривается численный пример.

2. Постановка задачи

Пусть зависимость терминального состояния системы от начального со-
стояния y ∈ Y ⊂ R

s и от реализации x ∈ X ⊂ R
m случайного вектора X опи-

сывается функцией z : Y × X → Z. Считается, что данная зависимость из-
вестна. Поиск функции z не является предметом статьи. Конечно, ее вид
существенно зависит от того, какого класса изучаемая система. Будем счи-
тать, что множества Y , Z и X замкнуты. Данное предположение не огра-
ничивает общности, поскольку можно от исходных множеств перейти к их
замыканиями. Случайный вектор X определен на вероятностном простран-
стве (X ,L(X ),P0), где L(X ) — лебегово пополнение борелевской σ-алгебры
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подмножеств X . Будем считать, что для всех x ∈ X выполнено равенство
X(x) = x, т.е. пространство элементарных событий отождествляется с про-
странством реализаций случайного вектора X. Предполагается, что функция
x 7→ z(y, x) является измеримой при всех y ∈ Y .

Пусть борелевская функция Φ̃ : Z → R описывает потери, возникающие
при известном терминальном состоянии системы. Определим функцию по-
терь Φ: Y × X → R в терминальный момент времени:

Φ(y, x) , Φ̃(z(y, x)).

Введем функцию вероятности

Pϕ(y) , P0{Φ(y,X) 6 ϕ},
где ϕ ∈ R — заданный максимально допустимый уровень потерь.

Рассматривается задача построения доверительного множества поглоще-
ния, определяемого по правилу

Yϕ,α , {y ∈ Y | Pϕ(y) > α},
где α ∈ (0, 1) — заданное значение вероятности непревышения максималь-
но допустимого уровня потерь. Из приведенного определения следует, что
доверительное множество поглощения можно рассматривать как множество
уровня функции вероятности.

3. Построение внешней и внутренней аппроксимации доверительного
множества поглощения

Определим функцию квантили

ϕα(y) , min{ϕ ∈ R | Pϕ(y) > α}.
Приведем утверждение, известное как лемма Розенблатта.

Лемма 1 [1]. Пусть α ∈ (0, 1), ϕ ∈ R, функция x 7→ Φ(y, x) измерима для
всех y ∈ Y . Тогда

{y ∈ Y | Pϕ(y) > α} = {y ∈ Y | ϕα(y) 6 ϕ}.

Согласно приведенной лемме Розенблатта доверительное множество погло-
щения можно определить с помощью функции квантили:

Yϕ,α = {y ∈ Y | ϕα(y) 6 ϕ}.(1)

Для построения внешней аппроксимации доверительного множества по-
глощения будем использовать понятие α-ядра вероятностной меры.

Опр е д е л е н и е 1 [1]. Множество

Kα =
⋂

‖c‖=1

{
x | c⊤x 6 bα(c)

}
,

где bα(c) — α-квантиль случайной величины c⊤X, называется α-ядром ве-
роятностной меры, порожденной распределением случайного вектора X.
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Иными словами, α-ядро является пересечением замкнутых полупро-
странств вероятностной меры не менее α.

Введем обозначения:

ψ(S, y) , sup
x∈S

Φ(y, x),

Yϕ(S) , {y ∈ Y | ψ(S, y) 6 ϕ} ,

где S ⊂ X — некоторое множество реализаций случайного вектора X.

Сформулируем утверждение о внешней аппроксимации доверительного
множество поглощения.

Лемма 2. Пусть функция x 7→ Φ(y, x) квазивыпукла и полунепрерывна
снизу при всех значениях y ∈ Y . Тогда для любого множества ∅ 6= Kα ⊂Kα

Yϕ,α ⊂ Yϕ(Kα)⊂ Yϕ(Kα).(2)

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ Yϕ,α. Тогда из (1) следует, что

ϕα(y) 6 ϕ.(3)

Как доказано в [1, лемма 3.15], для всех y ∈ Y справедлива оценка

ψ(Kα, y) 6 ϕα(y),(4)

если выполнены условия сформулированной леммы 2. Из полученных нера-
венств (3) и (4) следует, что

ψ(Kα, y) 6 ϕ,

а значит, y ∈ Yϕ(Kα). Таким образом, выполнено включение Yϕ,α ⊂ Yϕ(Kα).

Проверим включение Yϕ(Kα)⊂ Yϕ(Kα). Пусть y ∈ Yϕ(Kα). Это значит,
что ψ(Kα, y) 6 ϕ. По построению ψ(Kα, y) 6 ψ(Kα, y). Поэтому ψ(Kα, y) 6 ϕ.
Таким образом, y ∈ Yϕ(Kα). Лемма 2 доказана.

В [21] доказано, что Kα 6= ∅ при α ∈
(

m
m+1 , 1

)
. Лемма 2 предлагает способ

построения внешней аппроксимации в том случае, когда возможно постро-
ить хотя бы внутреннюю аппроксимацию α-ядра вероятностной меры. Для
построения внутренней аппроксимации α-ядра достаточно найти в нем хотя
бы одну точку. Если удается найти несколько точек, принадлежащих α-ядру,
то в силу его выпуклости выпуклая комбинация данных точек также являет-
ся его внутренней аппроксимацией. Если α-ядро данной вероятностной меры
пусто, то в качестве внешней аппроксимации доверительного множества по-
глощения можно взять тривиальную аппроксимацию в виде множества Y .

Перейдем к построению внутренней аппроксимации доверительного мно-
жества поглощения. Пусть S — некоторое доверительное множество с вероят-
ностной мерой не менее α, т.е. S ∈ Fα, где Fα — семейство всех доверительных
множеств с мерой не менее α. В [1, теорема 3.9] доказано, что для всех y ∈ Y
и S ∈ Fα выполнено неравенство

ψ(S, y) > ϕα(y).
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Поэтому при выполнении неравенства

ψ(S, y) 6 ϕ

справедливо, что

ϕα(y) 6 ϕ.

Из полученного неравенства следует, что

Yϕ(S)⊂ Yϕ,α.

Дальнейшие способы улучшения внутренней аппроксимации доверитель-
ного множества поглощения приводятся в [19]. Предлагается использовать
параметризованное семейство множеств St, t ∈ T , таких что P0(St) > α, на-
пример семейство прямоугольников, повернутых относительно начала коор-
динат. В этом случае внутренняя аппроксимация доверительного множества
поглощения принимает вид

⋃

t∈T

Yϕ(St)⊂ Yϕ,α.

4. Улучшение аппроксимации доверительного множества поглощения
с помощью выборочных методов

Пусть построены (например, с помощью методов, описанных в разделе 3)
внутренняя и внешняя аппроксимации доверительного множества поглоще-
ния:

Yϕ,α ⊂ Yϕ,α ⊂Yϕ,α.

Чтобы выяснить, какие из точек множества Yϕ,α \ Yϕ,α содержатся в дове-

рительном множестве поглощения, построим выборочную оценку функции
вероятности.

Пусть задана последовательность независимых случайных векторов {Xn},
n ∈ N, распределения которых совпадают с распределением случайного век-
тора X. Будем считать, что последовательность случайных векторов {Xn}
задана на вероятностном пространстве (X∞,F ,P). Построим оценку функ-
ции вероятности как частоту события {Φ(y,X) 6 ϕ}:

P (n)
ϕ (y) ,

1

n

n∑

k=1

χ(−∞,ϕ](Φ(y,Xk)),

где

χA(a) =

{
1, если a ∈ A,

0, если a /∈ A.
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Выборочная аппроксимация доверительного множества поглощения имеет
вид

Y(n)
ϕ,α ,

{
y ∈ Yϕ,α \ Yϕ,α | P (n)

ϕ (y) > α
}
∪ Yϕ,α.

Множество Y(n)
ϕ,α является случайным. Этот объект следует рассматривать

как функцию, которая каждой реализации выборки ставит в соответствие
некоторое числовое множество.

В общем случае множество Y(n)
ϕ,α не является ни внутренней, ни внешней

аппроксимацией множества Yϕ,α. Однако, как будет показано далее, с высо-

кой вероятностью множество Y(n)
ϕ,α+ε, где ε > 0, целиком содержится в множе-

стве Yϕ,α, а множество Y(n)
ϕ,α−ε является его внешней аппроксимацией. Пусть

Ỹ — конечное подмножество Yϕ,α \ Yϕ,α, состоящее из |Ỹ | точек. Количество

элементов в данном множестве связано с требуемой точностью построения
доверительного множества поглощения и должно обеспечивать достаточную
мелкость разбиения множества Y . Выясним, при каком объеме выборки n

можно с вероятностью β ∈ (0, 1) гарантировать включения Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

и Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)
ϕ,α−ε. Данные включения гарантируют, что все точки из мно-

жества Ỹ , в которых значение выборочной оценки вероятности не менее α+ ε,
содержатся в доверительном множестве поглощения, а во всех точках Ỹ из
доверительного множества поглощения значение выборочной оценки веро-
ятности не менее α− ε. Второе условие эквивалентно тому, что все точки
из множества Ỹ , в которых значение выборочной оценки вероятности менее
α− ε, содержатся в дополнении доверительного множества поглощения.

Те ор ем а 1. Пусть β ∈ (0, 1), ε > 0, Ỹ — конечное подмножество
Yϕ,α \ Yϕ,α. Тогда при

n >
ln |Ỹ | − ln(1− β)

2ε2
(5)

выполнено неравенство

P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β.(6)

Дока з а т е л ь с т в о. События, состоящие в том, что Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α и

Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)
ϕ,α−ε, можно представить в виде

{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
=

⋃

y∈Ỹ \Yϕ,α

{
P (n)
ϕ (y) > α+ ε

}
,

{
Yϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

}
=

⋃

y∈Ỹ ∩Yϕ,α

{
P (n)
ϕ (y) < α− ε

}
,

который гарантирует измеримость события, рассматриваемого в неравен-
стве (6).
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Случайная величина nP
(n)
ϕ (y) определяет число успехов в серии из n опы-

тов с вероятностью успеха Pϕ(y), а значит, распределена по биномиальному
закону. Известно из [22], что для биномиально распределенной случайной ве-
личины выполнены неравенства

P

{
P (n)
ϕ (y)− Pϕ(y) > ε

}
6 e−2nε2 ,(7)

P

{
P (n)
ϕ (y)− Pϕ(y) 6 −ε

}
6 e−2nε2 .(8)

Из неравенства (7) следует, что

P

{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
= P


 ⋃

y∈Ỹ \Yϕ,α

{
P (n)
ϕ (y) > α+ ε

}

 6

6 |Ỹ \ Yϕ,α| max
y∈Ỹ \Yϕ,α

P

{
P (n)
ϕ (y) > α+ ε

}
6

6 |Ỹ \ Yϕ,α| max
y∈Ỹ \Yϕ,α

P

{
P (n)
ϕ (y) > Pϕ(y) + ε

}
6 |Ỹ \ Yϕ,α|e−2nε2 .

(9)

Из неравенства (8) следует, что

P

{
Yϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

}
= P




⋃

y∈Ỹ ∩Yϕ,α

{
P (n)
ϕ (y) < α− ε

}

 6

6 |Ỹ ∩ Yϕ,α| max
y∈Ỹ ∩Yϕ,α

P

{
P (n)
ϕ (y) 6 α− ε

}
6

6 |Ỹ ∩ Yϕ,α| max
y∈Ỹ ∩Yϕ,α

P

{
P (n)
ϕ (y) 6 Pϕ(y)− ε

}
6 |Ỹ ∩ Yϕ,α|e−2nε2 .

(10)

Складывая неравенства (9) и (10), получаем

P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
∪
{
Yϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α+ε

})
6

6 P

{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
+P

{
Yϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α+ε

}
6

6 |Ỹ \ Yϕ,α|e−2nε2 + |Ỹ ∩ Yϕ,α|e−2nε2 = |Ỹ |e−2nε2 .

Чтобы обеспечить выполнение неравенства (6), эквивалентного неравен-
ству

1−P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
∪
{
Yϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β,
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достаточно выполнения условия

1− |Ỹ |e−2nε2 > β.(11)

Выражая из полученного неравенства (11) n, получаем неравенство (5). Тео-
рема 1 доказана.

В общем случае сделать заключение о том, принадлежат ли точки, не
входящие в конечное множество Ỹ , доверительному множеству поглощения,
не представляется возможным. Однако в том случае, когда функция веро-
ятности является квазивогнутой, можно построить выпуклую внутреннюю
аппроксимацию доверительного множества Yϕ,α.

Сл ед с т в и е. Пусть множество Y выпукло, а функция вероятности
y 7→ Pϕ(y) квазивогнута. Тогда в условиях теоремы 1 при выполнении нера-
венства (5) справедливо неравенство

P

({
Conv

(
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ

)
⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β.(12)

Дока з а т е л ь с т в о. Поскольку функция y 7→ Pϕ(y) является квазиво-
гнутой, все ее верхние множества уровня вида

{y ∈ Y | Pϕ(y) > δ},

где δ ∈ [0, 1], к которым относится и множество Yϕ,α, выпуклы. Поэтому вы-
пуклая оболочка любых элементов множества Yϕ,α также содержится в нем,
а значит,

{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
⊂
{
Conv

(
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ

)
⊂Yϕ,α

}
.(13)

Из того что выпуклая оболочка элементов множества содержит эти элементы
и из (13) следует равенство

{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
=
{
Conv

(
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ

)
⊂ Yϕ,α

}
,

обеспечивающее измеримость события, вероятность которого рассматривает-
ся в (12). Из теоремы 1 следует, что при выполнении неравенства (5)

P

({
Conv

(
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ

)
⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂Y(n)

ϕ,α−ε

})
=

= P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β.

Следствие доказано.

5. Уменьшение объема выборки с помощью учета ядра вероятностной меры

Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда в качестве внешней аппрокси-
мации доверительного множества поглощения можно взять множество

Yϕ,α = Yϕ(Kα),
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где Kα ⊂Kα. В силу определения множества Yϕ(Kα) для всех x ∈ Kα вы-
полнено неравенство Φ(y, x) 6 ϕ, а значит,

Kα ⊂ {Φ(y,X) 6 ϕ} .

Поэтому

Pϕ(y) = γ + (1− γ)P0 {Φ(y,X) 6 ϕ | X /∈ Kα} ,

где γ = P0(Kα). Таким образом, для оценивания функции вероятности Pϕ(y)
можно использовать выборку, закон распределения которой совпадает с
условным законом распределения случайного вектора X относительно собы-
тия {X /∈ Kα}. Последовательность независимых случайных векторов, рас-

пределенных по указанному закону, обозначим через {X̃n}, n ∈ N. Используя
данную выборку, можно построить оценку функции вероятности

P̂ (n)
ϕ (y) , γ +

1− γ

n

n∑

k=1

χ(−∞,ϕ]

(
Φ(y, X̃k)

)

и оценку доверительного множества поглощения

Ŷ(n)
ϕ,α ,

{
y ∈ Yϕ,α \ Yϕ,α | P̂ (n)

ϕ (y) > α
}
∪ Yϕ,α.

Сформулируем теорему 2, аналогичную теореме 1, для уточненной оценки
доверительного множества поглощения.

Те ор ем а 2. Пусть выполнены условия леммы 2, β ∈ (0, 1), ε > 0, Ỹ —
конечное подмножество Yϕ,α \ Yϕ,α. Тогда при

n >
ln |Ỹ | − ln(1− β)

2ε2
(1− γ)2(14)

выполнено неравенство

P

({
Ŷ(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Ŷ(n)

ϕ,α−ε

})
> β.(15)

Дока з а т е л ь с т в о. Введем обозначения

Pϕ,Kα
(y) , P0

{
Φ(y,X) 6 ϕ | X /∈ Kα

}
,

P̃ (n)
ϕ (y) ,

1

n

n∑

k=1

χ(−∞,ϕ]

(
Φ(y, X̃k)

)
.

Справедливы включения

{
Ŷ(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
=

⋃

y∈Ỹ \Yϕ,α

{
P̂ (n)
ϕ (y) > α+ ε

}
=
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=
⋃

y∈Ỹ \Yϕ,α

{
γ + (1− γ)P̃ (n)

ϕ (y) > α+ ε
}
⊂

⊂
⋃

y∈Ỹ \Yϕ,α

{
γ + (1− γ)P̃ (n)

ϕ (y) > γ + (1− γ)Pϕ,Kα
(y) + ε

}
=

=
⋃

y∈Ỹ \Yϕ,α

{
P̃ (n)
ϕ (y) > Pϕ,Kα

(y) +
ε

1− γ

}
.

Аналогично получаем, что

{
Yϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Ŷ(n)

ϕ,α−ε

}
=

⋃

y∈Ỹ ∩Yϕ,α

{
P (n)
ϕ (y) < α− ε

}
⊂

⊂
⋃

y∈Ỹ ∩Yϕ,α

{
P̃ (n)
ϕ (y) 6 Pϕ,Kα

(y)− ε

1− γ

}
.

Учитывая, что случайная величина nP̂
(n)
ϕ (y) распределена по биномиаль-

ному закону, для которой выполнены неравенства, аналогичные (7) и (8), из
полученных включений следует, что

P

({
Ŷ(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
∪
{
Ŷϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α+ε

})
6

6 P

{
Ŷ(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ 6⊂ Yϕ,α

}
+P

{
Ŷϕ,α ∩ Ỹ 6⊂ Y(n)

ϕ,α+ε

}
6

6 |Ỹ \ Yϕ,α|e−
2nε2

(1−γ)2 + |Ỹ ∩ Yϕ,α|e−
2nε2

(1−γ)2 = |Ỹ |e−
2nε2

(1−γ)2 .

Решая неравенство

1− |Ỹ |e−
2nε2

(1−γ)2 > β,

гарантирующее выполнение утверждения теоремы 2, получаем значения n,
удовлетворяющие неравенству (14).

Теорема 2 доказана.

6. Уменьшение объема выборки для звездчатой
функции потерь

Дальнейшее улучшение оценки объема выборки проведем для случая, ко-
гда функция потерь (y, x) 7→ Φ(y, x) является звездчатой по y при всех x.
Таковыми, например, являются системы с линейной по y функцией потерь
c⊤(x)y, если y > 0, c(x) > 0.
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Опр е д е л е н и е 2. Функция f с действительными значениями, опреде-
ленная на выпуклом множестве Y , таком что 0 ∈ Y , называется звездча-
той, если функция

µ 7→ f(µy)

является неубывающей по µ ∈ [0, 1] для всех y, являющихся внутренними
точками множества Y .

Будем считать, что Y ⊂ R
2 — компактное множество. Пусть

D = max
y∈Y

‖y‖.

Построим конечное множество Ỹ следующим образом:

(16) Ỹ =

{
yij , (ri cos θj, ri sin θj) | ri =

iD

M
, θj =

2(j − 1)π

N
,

i = 1,M, j = 1, N

}
∩ Y,

где N , M — выбранные натуральные константы.

Из леммы 2 следует, что вероятность

P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β

при

n >
ln(MN)− ln(1− β)

2ε2
.

Однако данную оценку можно существенно улучшить.

Те ор ем а 3. Пусть β ∈ (0, 1), ε> 0, Ỹ – множество, определенное в (16).
Тогда при

n >
ln(2N)− ln(1− β)

2ε2
(17)

выполнено неравенство

P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β.(18)

Дока з а т е л ь с т в о. Из того что функция потерь является звездчатой,
следует, что

Pϕ(yij) > Pϕ(yi+1,j),(19)

P (n)
ϕ (yij) > P (n)

ϕ (yi+1,j)(20)
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для всех i = 1,M − 1 и при всех реализациях выборки. Пусть

i1(j) , max{i | Pϕ(yij) < ϕ− ε},
i2(j) , min{i | Pϕ(yij) > ϕ+ ε}.

Если указанный минимум или максимум не достигается при некотором j,
положим по определению i1(j) = 0 или i2(j) = 0. Пусть

Ȳ ,
{
yi1(j),j | j = 1, N, i1(j) 6= 0

}
∪
{
yi2(j),j | j = 1, N, i2(j) 6= 0

}
.

Заметим, что |Ȳ | 6 2N .

В силу отмеченных свойств монотонности (19) и (20) справедливо равен-
ство событий

{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

}
=

=
{
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ȳ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ȳ ⊂Y(n)

ϕ,α−ε

}
.

(21)

Применяя теорему 1 для конечного множества Ȳ , получаем, что при

n >
ln(2N)− ln(1− β)

2ε2

выполнено неравенство

P

({
Y(n)
ϕ,α+ε ∩ Ȳ ⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ȳ ⊂ Y(n)

ϕ,α−ε

})
> β.(22)

Из равенства (21) и неравенства (22) следует утверждение теоремы 3.

Если дополнительно к условиям теоремы 3 выполнены условия теоремы 2,
то при

n >
ln(2N)− ln(1− β)

2ε2
(1− γ)2

выполнено неравенство (15), а если при этом функция вероятности y 7→ Pϕ(y)
квазивыпукла, то более того

P

({
Conv

(
Ŷ(n)
ϕ,α+ε ∩ Ỹ

)
⊂ Yϕ,α

}
∩
{
Yϕ,α ∩ Ỹ ⊂ Ŷ(n)

ϕ,α−ε

})
> β.

Для решения задачи построения доверительного множества поглощения в
рассматриваемом случае может быть использован следующий алгоритм.

А лг о ри тм 1.

1. Сгенерировать

n =

⌈
ln |Ỹ | − ln(1− β)

2ε2
(1− γ)2

⌉
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реализаций случайный величины, распределенной по условному закону рас-
пределения случайного вектора X относительно события X /∈ Kα. (⌈z⌉ обо-
значает минимальное целое число не менее z.)

2. Присвоить j := 1.

3. Пока j 6 N :

а) найти с помощью метода дихотомии максимальный r ∈ R, такой

что P
(n)
ϕ ((r cos(θj), r sin(θj))) > α+ ε, и минимальный r̄ ∈ R, такой что

P
(n)
ϕ ((r̄ cos(θj), r̄ sin(θj))) < α− ε.

б) включить точки (r cos(θj), r sin(θj)) для r 6 r во внутреннюю аппрок-
симацию доверительного множества поглощения, а для r 6 r̄ — во внешнюю
аппроксимацию.

в) j := j + 1.

Зам е ч а ни е 1. Если построение ядра вероятностной меры Kα и даже
его непустой внутренней аппроксимации Kα является затруднительным, то
можно считать, что Kα = ∅, γ = 0. В этом случае на шаге 1 алгоритма 1
вместо условного закона распределения рассматривается безусловный закон
распределения случайного вектора X.

Зам е ч а ни е 2. Аналогичный алгоритм можно предложить и в простран-
ствах большей размерности, но при этом придется отказаться от построения
равномерной сетки.

7. Пример

Рассмотрим простейшую модель экономической системы производства и
потребления. Предположим, что для производства продукции двух видов мо-
жет быть закуплено сырье трех типов. Через v , (v1, v2, v3)

⊤ обозначим век-
тор, в котором vi — объем закупаемого сырья i-го типа, i ∈ {1, 2, 3}. Цены на

каждый из видов сырья образуют вектор c , (c1, c2, c3)
⊤. Технологию произ-

водства описывает матрица B , (bij), i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2, 3}, в которой вели-
чина bij показывает количество i-го вида продукции, получаемого из едини-
цы сырья j-го типа. Спрос на продукцию складывается из двух компонент.
Первая компонента соответствует спросу, возникающему вследствие заранее
подписанных договоров на поставку продукции, и поэтому является детер-
минированной. Для компоненты спроса введем обозначение

y = (y1, y2)
⊤ ∈ Y =

{
y ∈ R

2 | 0 6 y1 6 ȳ1, 0 6 y2 6 ȳ2

}
.

Вторая компонента X = (X1,X2)
⊤ случайна, ее реализации обозначены че-

рез x = (x1, x2)
⊤. Случайность спроса связана с непредсказуемостью поведе-

ния потребителей продукции. Необходимо удовлетворить весь возникающий
спрос. Тогда потери, связанные с функционированием системы, описываются
функцией

Φ(y, x) = min
v∈R3

{
c⊤v | Bv > x+ y, v > 0

}
.
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Требуется определить, при каких значениях y ∈ Y потери при функцио-
нировании системы не превысят величину ϕ с вероятностью α, т.е. построить
доверительное множество поглощения.

Переходя к двойственной задаче, получаем, что

Φ(y, x) = max
λ∈R2

{
(x+ y)⊤λ | B⊤λ 6 c, λ > 0

}
.

Через λj, j = 1, J , обозначим вершины множества

Λ ,
{
λ ∈ R

2 | B⊤λ 6 c, λ > 0
}
.

Тогда функцию потерь можно записать в виде

Φ(y, x) = max
j=1,J

{
(x+ y)⊤λj

}
.

Заметим, что полученная функция является выпуклой по совокупности ар-
гументов и звездчатой по y.

Решим задачу для следующих модельных данных:

c = (8; 17; 11)⊤ , ϕ = 100, ȳ1 = 20, ȳ2 = 20,

B =

(
1 2 1
1 3 2

)
.

Пусть компоненты случайного вектора X независимы и распределены по нор-
мальному закону X1 ∼ N (5, 1), X2 ∼ N (6, 4).

Множество Λ содержит пять вершин:

λ1 = (0; 0)⊤, λ2 = (0; 5,5)⊤, λ3 = (1; 5)⊤, λ4 = (7; 1)⊤, λ5 = (8; 0)⊤.

Для построения детерминированных аппроксимаций доверительного мно-
жества поглощения введем случайный вектор X̄ , (X̄1, X̄2)

⊤, распределен-
ный по стандартному нормальному закону. Реализации этого случайного век-
тора будем обозначать через x̄ , (x̄1, x̄2). Случайный вектор X̄ свяжем с век-
тором X соотношениями

X1 = 5 + X̄1, X2 = 6 + 2X̄2.

Тогда можно ввести функцию потерь

Φ̄(y, x̄) , Φ
(
y, (5 + x̄1, 6 + 2x̄2)

⊤
)
,

значения которой совпадают с исходной функцией потерь. Для вероятностной
меры, порожденной двумерным стандартным нормальным распределением,
известно, что α-ядро является шаром радиуса, равного квантили стандартно-
го нормального распределения уровня α, а доверительный шар имеет радиус,
равный квадратному корню из квантили уровня α распределения χ2(2).
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Рис. 1. Аппроксимации доверительного множества поглощения при α = 0,8.

Вычисления были проведены для уровней α = 0,8 и α = 0,9. Их результаты
представлены на рис. 1 и 2.

Штриховой линией обозначена граница внешней аппроксимации довери-
тельного множества поглощения, полученной с помощью ядра вероятностной
меры. Штрихпунктирной линией обозначена граница внутренней аппрокси-
мации доверительного множества поглощения, полученной с помощью дове-
рительного шара.

Статистическая аппроксимация строилась для уровня доверительной ве-
роятности β = 0,99 при ε = 0,01. Для построения аппроксимаций доверитель-
ного множества поглощения использовался алгоритм 1 приN = 400, но в силу
того что множество Y целиком содержится в первой координатной четверти,

рассматривались значения j = 1, Ñ , Ñ = 101, что позволило уменьшить объ-
ем используемой выборки. Если не учитывать вероятностную меру α-ядра,
то для аппроксимации задачи необходим объем выборки n = 49568. Если ис-
пользовать условное распределение, то при α = 0,8 требуется объем выборки
n = 24411, а при α = 0,9 ее объем можно уменьшить до n = 9593.

На рис. 1 и 2 сплошной линией изображена внутренняя статистическая
аппроксимация доверительного множества поглощения, а отмеченные точ-
ки с вероятностью β являются внешними по отношению к доверительному
множеству поглощения. Полученные внешняя и внутренняя аппроксимации
близки друг к другу, что подтверждает эффективность разработанного ме-
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Рис. 2. Аппроксимации доверительного множества поглощения при α = 0,9.

тода построения статистических аппроксимаций доверительного множества
поглощения.

Заметим, что в сравнении с предложенным в статье методом решения за-
дачи непосредственное статистическое оценивание значений функции веро-
ятности в большом количестве точек из множества Y приводит к гораздо
большему объему вычислений. Для получения аналогичных по точности ре-
зультатов в каждой точке конечного подмножества Ỹ множества Y необхо-
димо провести около 2300 вычислений. При N = 100, M = 100 это приводит
к необходимости моделирования 23 · 106 реализаций случайных факторов.

8. Заключение

В статье разработан статистический подход к построению внутренней и
внешней статистических аппроксимаций доверительного множества погло-
щения. Получены теоретические оценки достаточного объема выборки для
построения аппроксимаций некоторого конечного множества начальных по-
зиций системы. Отметим, что данный объем выборки одновременно гаранти-
рует с заданной вероятностью то, что два построенных множества являются
внутренней и внешней аппроксимациями заданного конечного подмножества
истинного доверительного множества поглощения. Предложены условия, при
которых можно построить внутреннюю аппроксимацию самого́ доверитель-
ного множества поглощения, а не его конечного подмножества. На численном
примере показано, что указанные аппроксимации строятся при приемлемом
объеме выборки. При этом обеспечивается близость внутренней и внешней
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аппроксимаций друг к другу. Конечно, для ряда задач достаточный объем
выборки может быть уменьшен. Описание классов таких задач может яв-
ляться предметом дальнейших исследований.
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АДАПТИВНЫЙ НАБЛЮДАТЕЛЬ ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЯ
ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ С ПАРАМЕТРАМИ,

ЗАДАННЫМИ НЕ ТОЧНО1

Рассматривается задача синтеза адаптивного наблюдателя переменных
состояния для линейных нестационарных систем. Допускается, что часть
параметров нестационарного объекта могут быть неизвестными числами,
умноженными на известные функции времени. Предлагаемый подход ба-
зируется на идентификационных методах адаптации. Другими словами,
основная идея заключается в преобразовании математической модели в
виде линейного нестационарного дифференциального уравнения к ста-
тической линейной регрессионной модели, содержащей неизвестные па-
раметры. При этом в качестве неизвестных параметров упомянутой ре-
грессионной модели, выступают как неизвестные параметры объекта, так
и начальные условия переменных состояния. Далее, с использованием
стандартных градиентных методов или других подходов параметриче-
ской идентификации осуществляется оценивание неизвестных парамет-
ров регрессионной модели и строится наблюдатель. Представленные ре-
зультаты компьютерного моделирования иллюстрируют достижение за-
данной цели синтеза наблюдателя переменных состояния.

Ключевые слова: линейные нестационарные системы, наблюдатели пере-
менных состояния, идентификация параметров.

DOI: 10.31857/S0005231020120065

1. Введение

В статье рассматривается новый метод синтеза наблюдателей переменных
состояния для линейных нестационарных систем. Хотя данная проблематика
не является новой, она до сих пор активно исследуется. Однако, с точки
зрения авторов, на текущий момент универсальных подходов практически не
существует. На сегодняшний день в современной научной литературе хорошо
зарекомендовал себя универсальный подход, предусматривающий решение
матричного дифференциального уравнения Риккати (см, например, [1, 2]).
Суть этого подхода заключается в следующем. Рассматривается линейная
нестационарная система вида

v̇ =M (t) v + U,

w = Lv,

1 Данная статья выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования РФ, паспорт госзадания № 2019-0898.
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для которой синтезируется наблюдатель

˙̂v =Mv̂ + U −HLT(Lv̂ − w),

где v(t) ∈ Rn – неизмеряемый вектор переменных состояния, v̂(t) – текущая
оценка v(t), w(t) – измеряемый выход, матрица H(t) является решением диф-
ференциального матричного уравнения Риккати

Ḣ = HMT +MH −HLTLH +Q.

Хорошо известно (см., например, [1, 2]), что данный наблюдатель обес-
печивает асимптотическую сходимость, если система является равномерно
наблюдаемой, т.е. существуют положительные числа T0, δ1 и δ2, такие что
для любого момента времени t выполняется неравенство

δ1I ≤
t+T0∫

t

XT(t, τ)LTLX(t, τ)dτ ≤ δ2I,

где X(·, ·) – переходная матрица системы.

Однако реализация подобных наблюдателей имеет ряд недостатков. Преж-
де всего, это вычисление матрицы H, требующее решения онлайн n диффе-
ренциальных уравнений с квадратичными членами, которые могут быть чув-
ствительны к численным методам. Еще одним существенным недостатком яв-
ляется необходимость точного знания всех параметров объекта управления.
В данной статье предлагается новый подход, позволяющий синтезировать на-
блюдателей для систем, в которых некоторые параметры являются частично
неизвестными.

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейный нестационарный полностью управляемый и наблю-
даемый одноканальный объект управления вида

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t),(1)

y(t) = cT(t)x(t),(2)

где x(t) ∈ Rn – неизмеряемый вектор переменных состояния; A(t), b(t) и c(t) –
нестационарные матрицы с частично известными коэффициентами; y(t)
и u(t) – соответственно измеряемые выход и сигнал управления.

Ставится задача синтеза наблюдателя переменных состояния

x̂ (t) = f(y, u),(3)

обеспечивающего для системы (1), (2) достижение целевого условия

lim
t→∞

x̃(t) = 0,(4)

где x̃(t) = x̂(t)− x(t).

Решение задачи синтеза наблюдателя (3) для полностью управляемого и
наблюдаемого объекта (1), (2), обеспечивающего выполнение (4), будет обес-
печиваться при выполнении следующих предположений.
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Предп о л ожени е 1. Матрица A(t) имеет структуру

A (t) = A0 (t) + g(t)cT (t) ,

где A0(t) – нестационарная матрица с известными параметрами; g(t) – вектор
неизвестных параметров, элементы которого заданы в виде

gi(t) = aisi(t),

где ai – неизвестное число, но si(t) – известная функция.

Предп о л ожени е 2. Векторы b(t) и c(t) имеют вид

b (t) = βb0(t),(5)

c (t) = σc0(t),(6)

где b0(t) и c0(t) – известные функции; β > 0 и σ > 0 – неизвестные числа.

Зам е ч а ни е 1. Следует отметить, что структуры (5), (6) можно было бы
обобщить до уровня

bi(t) = βib0i(t),

ci(t) = σic0i(t),

где βi, σi – неизвестные числа и βib0i(t), c0i(t) – известные функции. Однако в
этом случае задача идентификации существенно усложняется из-за большо-
го количества настраиваемых параметров, а содержательная идея подхода
синтеза наблюдателя переменных состояния может исчезнуть за большим
числом математических манипуляций.

3. Синтез адаптивного наблюдателя

Рассмотрим новый метод синтеза наблюдателя для объекта управления
(1), (2). Для синтеза наблюдателя будем использовать идеи, опубликованные
в [3, 4]. Рассмотрим уравнение (1) при структурных предположениях

A(t) = A0 (t) + g(t)cT (t) ,

b (t) = βb0 (t) .

Тогда (1) примет вид

ẋ =
(
A0 + gcT

)
x+ βb0u = A0x+ gy + βb0 (t)u.(7)

Для системы (7) введем в рассмотрение новый вектор ξ = col{x, a, β}, где
a = col{a1, . . . , an} – вектор неизвестных постоянных параметров. Тогда (7)
можно записать в виде

ξ̇ = F (t) ξ =



A0 yΩ b0u
0 0 0
0 0 0





x
a
β


 ,(8)

y = rTξ,(9)

где матрица Ω = diag{s1 (t) , . . . , sn (t)} и rT =
[
cT 0 0

]
.
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Введем в рассмотрение новую переменную z(t), являющуюся решением
уравнения

ż = F (t) z.(10)

Рассмотрим вектор ошибок

e (t) = z (t)− ξ (t) .(11)

Дифференцируя (11), получаем

ė (t) = F (t) e (t) .(12)

Сформируем фундаментальную матрицу решения уравнения (12)

Φ̇ (t) = F (t)Φ (t) ,

где для простоты выберем Φ (0) = I.

Хорошо известно (см, например, [5]), что

e (t) = Φ (t) θ,

где θ = z (0)− ξ (0) .

Тогда из уравнения (11) следует

ξ (t) = z (t)− e (t) = z (t)− Φ (t) θ,

откуда легко видеть, что задача оценивания вектора ξ (t) может быть сведена
к идентификации вектора неизвестных параметров θ, т.е.

ξ̂ (t) = z (t)− Φ (t) θ̂,(13)

где θ̂ – оценка θ.

Для идентификации вектора неизвестных параметров θ воспользуемся вы-
ражением (9). Подставляя в (9) слагаемое ξ (t) = z (t)− e (t), получаем

y (t) = rT (z (t)− e (t)) = rTz (t)− rTΦ (t) θ = σψ1 (t)− σψT
2 (t) θ,(14)

где ψ1 =
[
c0(t)

T 0 0
]
z и ψ2 =

[
c0(t)

T 0 0
]
Φ – соответственно скаляр и

вектор, полученные из уравнений

σψ1 = rTz =
[
σc0(t)

T 0 0
]
z = σ

[
c0(t)

T 0 0
]
z,

σψT
2 = rTΦ = σ

[
c0(t)

T 0 0
]
Φ.

Из (14) получаем классическую регрессионную модель вида

y = ψTη,(15)

где ψ = col{ψ1,−ψ2} – вектор известных функций и η = col{σ, σθ} – вектор
неизвестных постоянных параметров.
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Для идентификации вектора неизвестных параметров η можно воспользо-
ваться стандартными процедурами, например градиентным алгоритмом вида

˙̂η = −kψψTη̂ + kψy,(16)

где k > 0 – коэффициент настройки.

Из η = col{σ, σθ} следует, что для вычисления вектора θ необходимо вос-
пользоваться уравнением

θ̂ =
1

η̂1
col(η̂2, . . . , η̂n+1).(17)

Из (17) следует, что для вычисления θ̂ требуется осуществлять деление на
функцию η̂1, которая может пересекать ноль. Данная проблема не является
тривиальной, но ее можно избежать, например используя алгоритм, опуб-
ликованный в [6]. Однако заметим, что если число σ известно, то данная
проблема существенно упрощается.

У тв е ржд е ни е. Рассмотрим систему (8), (9), полученную путем рас-
ширения объекта (1), (2). Пусть для оценивания вектора переменных со-
стояния ξ (t) используется уравнение (13) с настройкой вектора неизвест-
ных параметров вида (16), (17) при предположении, что вектор ψ удовле-
творяет условиям незатухающего возбуждения (см., подробнее, [7–9]). То-
гда

lim
t→∞

∣∣∣ξ̂ (t)− ξ (t)
∣∣∣ = 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим вектор

ξ̃ = ξ̂ − ξ.

Поскольку

ξ (t) = z (t)− e (t) = z (t)− Φ (t) θ,

ξ̂ (t) = z (t)− Φ (t) θ̂,

то для ξ̃ имеем

ξ̃ = ξ̂ − ξ = −Φθ̂ +Φθ = −Φθ̃,

где θ̃ = θ̂ − θ.

Поскольку в рамках утверждения допускается, что вектор ψ удовлетворя-
ет условиям незатухающего возбуждения, то гарантируется экспоненциаль-
ная сходимость η̂ к η = col{σ, σθ} . Так как η̂ сходится экспоненциально к η,

то из уравнения (17) следует асимптотическая сходимость θ̂ к θ, откуда имеем

lim
t→∞

∣∣∣Φθ̃
∣∣∣ = 0.
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Из последнего выражения следует

lim
t→∞

∣∣∣ξ̂ (t)− ξ (t)
∣∣∣ = 0,

что и требовалось доказать.

Зам е ч а ни е 2. Следует отметить, что выбор в качестве Φ (0) единичной
матрицы не вносит никаких принципиальных изменений в алгоритм вычисле-
ния переменной ξ (t) и, как следствие, вектора x (t) . Разница будет состоять
в изменении уравнения

θ = z (0)− ξ (0)

на аналогичное уравнение вида

θ = Φ−1(0)(z (0)− ξ (0)),

что в свою очередь повлияет только на качество переходных процессов, но
не на сходимость оценки ξ̂ (t) к истинному значению ξ (t).

Зам е ч а ни е 3. Хорошо известно, что в случае градиентного алгоритма
настройки (16) вектор η̂ экспоненциально сходится к η при условии незату-
хающего возбуждения. Более того, алгоритм (16) не дает возможности су-
щественного ускорения процессов идентификации за счет выбора коэффи-
циента настройки k > 0. Поэтому для обеспечения высокого быстродействия
оценивания параметров целесообразно воспользоваться другими подходами,
например методом DREM (см., например, [7]).

4. Пример

Для иллюстрации работоспособности предлагаемой схемы синтеза наблю-
дателя, а также для наибольшей прозрачности предлагаемого подхода рас-
смотрим пример. Пусть система (1), (2) имеет вид

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
a1 1

0 sin 2t

] [
x1
x2

]
+

[
0

1

]
u,(18)

y = 5x1,(19)

где a1 – неизвестный постоянный параметр.

Легко видеть, что с помощью представленных далее простых манипуляций
система (18) может быть приведена к виду (8). Для этого рассмотрим новый

вектор переменных состояния ξ = [x1 x2 a1]
T. Тогда легко видеть, что

модель (18), (19) можно записать в виде

ξ̇ = Fξ +Gu, y = rTξ,(20)

где

F (t) =




0 1 0,2y

0 sin 2t 0

0 0 0


, G =




0

1

0


, rT = [5 0 0].
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Далее рассмотрим динамическую систему, полностью эквивалентную (20),

ż (t) = F (t) z (t) +G (t) u (t) .

Сформируем матрицу Φ(t) с единичными начальными условиями

Φ̇ (t) = F (t)Φ (t)

и регрессионное уравнение для поиска вектора неизвестных параметров

y (t) = rT (t) z (t)− rT (t) Φ (t) θ.(21)

Из уравнения (21) получаем

q = ωTθ,(22)

где q = rT (t) z (t)− y(t) и вектор ωT = rT (t)Φ (t).

Для обеспечения быстродействия оценивания параметров и монотонности
их переходных процессов воспользуемся методом DREM (см., например, [7]).
Следуя [7], пропустим известные элементы регрессионной модели (22) через
блоки запаздывания [H (·)] (t) = (·) (t− τ), где τ ∈ R+. Тогда для (22) имеем

qfi = ωT
fiθ.(23)

Сформулируем на основе исходной регрессионной модели (22) и новой от-
фильтрованной регрессионной модели (23) расширенную модель

qe = Aeθ,(24)

где

qe =




q

qf1
...

qfn−1


 , Ae =




ωT

ωT
f1
...

ωT
fn−1


 , θ =




θ1
θ2
...
θn


 .

Умножая (24) на алгебраическое дополнение Ae, получаем

Y = adjAeqe = ∆θ,

откуда имеем скалярную модель вида

Yi = ∆θi,

где ∆ = det{Ae} – определитель матрицы Ae.

Оценку θi будем вычислять по формуле

dθ̂i/dt = −ki∆(∆θ̂i − Yi),(25)

где ki – положительное число, увеличивая которое можно добиваться ускоре-
ния процессов сходимости неизвестных параметров к истинным значениям.
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Рис. 1. Графики переходных процессов для θ̂i при ki = 10 (θ̂1 – сплошная

линия; θ̂2 – штриховая линия; θ̂3 – точечная линия).

Рис. 2. Графики переменных вектора ξ при ki = 10 (x1 – сплошная линия;
x2 – штриховая линия; a1 – точечная линия).

Рис. 3. Графики оценок переменных вектора ξ̂ при ki = 10 (x̂1 – сплошная
линия; x̂2 – штриховая линия; â1 – точечная линия).

Рис. 4. Графики оценок сигналов ξ̃ = ξ̂ − ξ при ki = 10 (x̃1 – сплошная
линия; x̃2 – штриховая линия; ã1 – точечная линия).
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Рис. 5. Графики переходных процессов для θ̂i при ki = 1000 (θ̂1 – сплош-

ная линия; θ̂2 – штриховая линия; θ̂3 – точечная линия).

Рис. 6. Графики переменных вектора ξ при ki = 1000 (x1 – сплошная
линия; x2 – штриховая линия; a1 – точечная линия).

Рис. 7. Графики оценок переменных вектора ξ̂ при ki = 1000 (x̂1 – сплош-
ная линия; x̂2 – штриховая линия; â1 – точечная линия).

Рис. 8. Графики оценок сигналов ξ̃ = ξ̂ − ξ при ki = 1000 (x̃1 – сплошная
линия; x̃2 – штриховая линия; ã1 – точечная линия).
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Для формирования оценок вектора ξ подставим полученные значения оце-
ниваемых параметров в уравнение

ξ̂ (t) = z (t)− Ф (t) θ̂.(26)

Зам е ч а ни е 4. Легко показать, что для ошибки оценивания параметра
θ̃i = θ̂i − θi справедливо

˙̃θi = −ki∆2θ̃i,

oткуда легко видеть, что за счет увеличения числа ki можно добиваться уве-
личения скорости сходимости θ̃i к нулю.

При моделировании адаптивного наблюдателя (25), (26) были выбраны:
τ = 0,1, z (0) = 0, u = 1. На рис. 1–4 и 5–8 соответственно представлены гра-

фики переходных процессов для θ̂i, ξ, ξ̂, ξ̃ = ξ̂ − ξ при ki = 10 и ki = 1000.
Из графиков переходных процессов можно видеть, что предлагаемый подход
синтеза адаптивного наблюдателя обеспечивает достижение целевого усло-
вия (4), демонстрируя улучшение быстродействия за счет увеличения коэф-
фициента ki.

5. Заключение

В статье предложен новый метод синтеза наблюдателя переменных состоя-
ния для линейной, полностью управляемой и наблюдаемой нестационарной
системы (1), (2). Допуская, что параметры системы (1), (2) могут быть неиз-
вестными, был синтезирован наблюдатель переменных состояния (13)–(17),
обеспечивающий асимптотическую сходимость настраиваемых оценок к ис-
тинным значениям. Данная задача была решена в некотором классе струк-
турных ограничений, представленных в предположениях 1 и 2. Для синтеза
наблюдателя был использован новый подход, предусматривающий преобра-
зование исходной модели объекта управления к линейной регрессионной мо-
дели вида (14), (15). Представленные в статье результаты компьютерного
моделирования иллюстрируют работоспособность предложенного подхода и
демонстрируют хорошее качество переходных процессов.

В качестве перспектив развития рассмотренного подхода видится его рас-
ширение на класс многоканальных объектов управления. Рассмотрим много-
канальный объект вида

ẋ (t) = A(t)x (t) +B(t)u (t) ,(27)

y (t) = C (t)x (t) ,(28)

где x(t) ∈ Rn – неизмеряемый вектор переменных состояния; A (t), B (t) и
C (t) – нестационарные матрицы соответствующих размеров; y(t) ∈ Rny и
u(t) ∈ Rnu – соответственно измеряемые выход и сигнал управления.

Действуя по аналогии с одноканальным случаем, будем предполагать (см.
предположения 1 и 2), что

A (t) = A0 (t) +Gs (t)C (t) , B (t) = βB0 (t) , C (t) = σC0(t)
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и квадратная матрица Gs(t) = diag{g1(t), . . . , gn(t)} с элементами gi(t) =
= aisi(t). Тогда, следуя (13)–(17), с несущественными изменениями может
быть построен наблюдатель переменных состояния для объекта (27), (28).

Также дальнейшее развитие данного подхода может быть связано с услож-
нением предположений на структуру матрицы A(t) и на системы, подвержен-
ные влиянию внешних возмущающих воздействий.
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СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ДВУМЯ
ВХОДЯЩИМИ ПОТОКАМИ, АБСОЛЮТНЫМ ПРИОРИТЕТОМ

И СТОХАСТИЧЕСКИМ СБРОСОМ

Рассматривается однолинейная система массового обслуживания с на-
копителем неограниченной емкости, в которую с различными интенсивно-
стями поступают два пуассоновских потока заявок. Заявки первого типа
имеют абсолютный приоритет относительно заявок второго типа. Кроме
того, в момент окончания обслуживания приоритетная заявка с некото-
рой вероятностью может сбросить все неприоритетные заявки, находящи-
еся в очереди. Обcлуживание заявок обоих типов имеет экспоненциальное
распределение с разными параметрами. Представлены выражения для
вычисления стационарных вероятностей системы, вероятности обслужи-
вания неприоритетной заявки в терминах производящей функции и фор-
мула для среднего числа заявок второго типа.

Ключевые слова: система массового обслуживания, абсолютный приори-
тет, обобщенное обновление, стохастический сброс заявок.

DOI: 10.31857/S0005231020120077

1. Введение

Рассмотрим систему массового обслуживания (СМО) с двумя входящими
потоками, заявки первого потока имеют абсолютный приоритет относительно
заявок второго потока, причем в момент окончания обслуживания приори-
тетная заявка может с некоторой вероятностью сбросить все неприоритетные
заявки.

Подобное явление, когда заявка при уходе сбрасывает другие заявки из
накопителя, называется обновлением (renovation). Класс систем с обновлени-
ем возник в результате развития идей СМО с отрицательными заявками [1].
Разница в том, что отрицательные заявки представляют собой отдельный
тип заявок и “убивают” или выталкивают куда-то обычные заявки при своем
поступлении, а не уходе, причем сами не требуют обслуживания. Системам с
отрицательными заявками посвящена обширная литература, подробный об-
зор которой можно найти, например, в [2], начиная с самых ранних работ на
эту тему, или в [3], где обсуждаются более свежие публикации. В свою оче-
редь упомянем лишь некоторые статьи, отражающие различные направления
исследований. Так, в [4, 5] изучаются системы с отрицательными заявками и
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ограниченным временем пребывания, в [6–10] представлены системы с отри-
цательными заявками и повторными обращениями, ряд работ [11–16] посвя-
щен изучению подобных систем в дискретном времени, кроме того известны
статьи, в которых рассматриваются системы с групповыми поступлениями
заявок, причем некоторые из них предполагают коррелированные входные
потоки [16–20], также стоит отметить ряд публикаций, освещающих характе-
ристики так называемых СМО с доходами [21–25], при этом выделенные ка-
тегории не исключают взаимных пересечений и наложений дополнительных
условий, так, например, в [6, 13, 16, 18, 20, 26] исследуемые системы подразу-
мевают еще и прогулки или отдых (vacations) приборов на периодах простоя.
Отметим также ряд последних зарубежных работ [27–29], где можно найти
соответствующую библиографию.

Одной из первых статей, посвященных системам с обновлением, была [30],
где стационарное распределение вероятностей было получено в терминах про-
изводящей функции. В более поздних публикациях [31–33] был предложен
другой метод нахождения искомых вероятностей и найдены некоторые вре-
менные характеристики. При этом было введено понятие обобщенного обнов-
ления, когда из накопителя сбрасываются не все заявки, а случайное число
с заданным распределением.

Заметим, что обобщенное обновление можно рассматривать как механизм
активного управления очередью (Active Queue Management, AQM). Такие ме-
ханизмы предполагают принятие решения об отказе заявке в обслуживании
в зависимости от состояния системы, с целью ограничения числа заявок в
очереди. Простейшей, но часто оптимальной оказывается пороговая страте-
гия управления [34, 35]. В других случаях широко используются различные
стохастические алгоритмы, например RED (Random Early Detection), соглас-
но которому вероятность отказа линейно возрастает на определенном проме-
жутке числа заявок. Обычно решение принимается в момент прихода заявки,
однако ничто не мешает его принимать и в момент ухода заявки (в отношении
имеющихся или будущих заявок). Следуя такому подходу, в [36] проведено
сравнение обобщенного обновления с RED-подобными алгоритмами. Основ-
ные результаты исследований по AQM можно найти в [37, 38].

Рассматриваемая в настоящей статье модель со стохастическим сбросом
также может рассматриваться как вариант AQM. В частности, модель эф-
фективно ограничивает число заявок 2-го типа, при любой интенсивности их
поступления система остается эргодической, что может быть важно в случае
DDoS-атак (Distributed Denial of Service attack) (см. далее).

Классическая система с двумя типами заявок и абсолютным приоритетом
была введена в [39]. Там, в частности, были выведены условие эргодично-
сти, вероятность простоя, среднее и дисперсия числа неприоритетных заявок
и др. Отметим, что понятие обновления может быть обобщено на системы
с приоритетами многими способами. Авторы будут придерживаться направ-
ления, заданного публикациями [40, 41], где предполагалось, что приоритет-
ные заявки (1-го типа) при уходе с некоторой вероятностью сбрасывают все
неприоритетные заявки (2-го типа). Таким образом, заявки 1-го типа отча-
сти играют роль отрицательных заявок в отношении заявок 2-го типа, но с
указанными выше различиями.
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Практический интерес к перечисленным системам массового обслужива-
ния объясняется следующим. Во-первых, с помощью такого рода моделей
возможно проанализировать поведение компьютерных и телекоммуникаци-
онных систем в условиях потери данных, которые могут быть вызваны все-
возможными причинами, начиная с банальных поломок, оптимизации рабо-
ты подобным образом и заканчивая нетерпеливостью пользователей таких
систем [40]. Также механизм сброса может применяться с целью регулирова-
ния интенсивности потока данных и политики дифференцированного обслу-
живания пользователей [42, 43]. Все названные варианты могут действовать
в рамках различных стратегий AQM.

Кроме того, речь может идти и об анализе (мониторинге) угроз информа-
ционной безопасности, поскольку безопасность сети является довольно важ-
ной проблемой как с теоретической точки зрения, так и с точки зрения ин-
женерных приложений. Существует множество типов сетевых атак (вирусы,
черви, трояны, DDoS-атаки), которые могут вызывать значительные сбои и
создавать серьезные проблемы в работе компьютерных сетей. Большинство
исследований в этой области концентрируется на способах обнаружения атак
и ответных действиях, а работ, посвященных аналитическому изучению дан-
ной проблемы не так много, несмотря на то что это могло бы поспособство-
вать увеличению знаний о поведении вредоносных программ и соответствен-
но улучшить качество оценки их влияния на систему [44–47].

Таким образом, анализируемая авторами СМО может моделировать функ-
ционирование какой-либо информационной системы, которая подвергается
различного рода атакам с целью нарушения ее деятельности или получения
несанкционированного доступа к данным. В систему поступает обычный для
нее пользовательский поток запросов (заявки 2-го типа) и периодически при-
ходит условная “вирусная” заявка (заявка 1-го типа). В случае пассивной ата-
ки вредоносная заявка просто покидает систему. Либо эту ситуацию можно
расценить как то, что система безопасности угрозу распознала и обработа-
ла, не дав ей навредить. В противном случае, когда система безопасности не
справилась с угрозой либо атака оказалась активной, эта вредоносная заявка
сбрасывает весь поток “хороших” заявок.

Исследование рассматриваемой в статье системы было начато в [41], но
тогда удалось получить некоторые результаты1 только для специального слу-
чая детерминированного сброса при уходе заявки (с вероятностью единица),
в том числе вывести формулу вероятности простоя. В [40] рассматривалась
аналогичная система с относительным приоритетом, однако она оказалась бо-
лее сложной для теоретического анализа. Заметим, что при малом среднем
времени обслуживания заявки 2-го типа характеристики систем с абсолют-
ным и относительным приоритетом должны быть близкими.

Поскольку терминология обновления систем с приоритетами пока не при-
нята, будем называть рассматриваемую модель системой со стохастическим
сбросом.

Отметим, что данная система является промежуточной между классиче-
ской системой с абсолютным приоритетом без сброса [39] и системой с детер-

1 При этом в (4) и (17) были допущены логические ошибки.
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минированным сбросом [41], поэтому можно ожидать, что ее характеристики
также окажутся промежуточными, а характеристики в крайних случаях мо-
гут быть получены соответствующими предельными переходами. Теоретиче-
ский и численный анализ подтверждают это предположение.

Итак, статья организована следующим образом: во втором разделе описа-
на математическая модель СМО и представлены формулы для распределения
числа заявок в системе, в третьем разделе описывается способ вычисления
вероятности простоя системы, в четвертом — основное внимание уделено вы-
числению среднего числа заявок 2-го типа, в пятом — нахождению вероятно-
сти обслуживания заявки 2-го типа, а в шестом разделе приведен численный
пример.

2. Математическая модель

В однолинейную систему массового обслуживания с накопителем неогра-
ниченной емкости поступают заявки двух типов. Входящие в систему потоки
являются пуассоновскими с интенсивностью λ1 для заявок 1-го типа и ин-
тенсивностью λ2 для заявок 2-го типа. Времена обслуживания заявок име-
ют экспоненциальное распределение с параметрами µ1 и µ2 соответственно.
Заявки 1-го типа имеют абсолютный приоритет по сравнению с заявками
2-го типа, т.е. при наличии в очереди заявок обоих потоков на обслужива-
ние выбирается приоритетная заявка, а неприоритетная заявка может быть
выбрана на обслуживание только в том случае, когда в очереди нет заявок
1-го типа. Кроме того, если в момент поступления приоритетной заявки на
обслуживании находится заявка 2-го типа, то ее обслуживание немедлен-
но прерывается и она возвращается в начало очереди, а заявка 1-го типа
поступает на прибор. Заявки одного потока обслуживаются в порядке по-
ступления. Более того, приоритетная заявка, находящаяся на приборе, мо-
жет в момент окончания обслуживания либо с вероятностью p просто поки-
нуть систему, либо с вероятностью q еще и сбросить все заявки второго типа
из накопителя, p+ q = 1.

Функционирование представленной СМО можно описать марковским про-
цессом X(t) = {ν1(t), ν2(t)}, где ν1(t) и ν2(t) — число заявок первого (i) и вто-
рого (j) типов, с дискретным множеством состояний X = {(i, j), i > 0, j > 0}
(рис. 1).

Зададимся вопросом об эргодичности системы. Поскольку заявки 2-го ти-
па никак не влияют на заявки 1-го типа, то поведение ν1(t) будет таким
же, как в соответствующей системе M |M |1, с условием эргодичности ρ1 < 1,
ρi = λi/µi, i = 1, 2. При этом поскольку время от времени происходит пол-
ный сброс заявок 2-го типа (через промежутки времени с конечным сред-
ним), то ν2(t) не может стремиться к бесконечности, независимо от ρ2. Таким
образом, условием эргодичности системы оказывается ρ1 < 1, в чем имеется
качественное различие с классической системой [39], где условием эргодич-
ности было ρ1 + ρ2 < 1. Далее будем считать условие ρ1 < 1 выполненным
по умолчанию.

Обозначим через pi,j, i > 0, j > 0 — стационарную вероятность того, что в
системе находится i приоритетных заявок и j неприоритетных заявок. Ста-
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Рис. 1. Диаграмма интенсивностей переходов.

ционарное распределение существует и удовлетворяет системе уравнений рав-
новесия:

(λ1 + λ2)p0,0 = µ1pp1,0 + µ2p0,1 + µ1q

∞∑

j=0

p1,j,(1)

(λ1 + λ2 + µ1)pi,0 = λ1pi−1,0 + µ1ppi+1,0 + µ1q

∞∑

j=0

pi+1,j, i > 1,(2)

(λ1 + λ2 + µ2)p0,j = µ1pp1,j + λ2p0,j−1 + µ2p0,j+1, j > 1,(3)

(λ1 + λ2 + µ1)pi,j = µ1ppi+1,j + λ1pi−1,j + λ2pi,j−1, i, j > 1.(4)

Введем обозначения для маргинальных вероятностей:

pi,· =
∞∑

j=0

pi,j, p·,j =
∞∑

i=0

pi,j, i, j > 0.

Поскольку заявки 2-го типа никак не влияют на приоритетные заявки, то
распределение числа приоритетных заявок будет соответствовать распреде-
лению числа заявок в СМО типа M |M |1, т.е.

pi,· = (1− ρ1)ρ
i
1, i > 0,

причем должно выполняться условие эргодичности ρ1 < 1.
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Далее введем обозначение для производящей функции

B(u, v) =

∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,ju
ivj .(5)

Тогда справедливо, что

B(u, 0) =
∞∑

i=0

pi,0u
i,

B(0, v) =

∞∑

j=0

p0,jv
j,

B(u, 1) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,ju
i =

∞∑

i=0

pi,·u
i =

1− ρ1
1− ρ1u

,

B(1, v) =

∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,jv
j =

∞∑

j=0

p·,jv
j .

Теперь найдем выражение для производящей функции. Для этого умножим
уравнения (1)–(4) на uivj и просуммируем по всем возможным значениям i
и j, т.е.

(λ1 + λ2 + µ1)B(u, v)− µ1p0,0 + (µ2 − µ1)

∞∑

j=1

p0,jv
j =

= µ1pp1,0 + µ2p0,1 + µ1q
1

u

∞∑

j=0

p1,ju+ λ1

∞∑

i=1

pi−1,0u
i + µ1p

∞∑

i=1

pi+1,0u
i +

+ µ1q
∞∑

i=1

∞∑

j=0

pi+1,ju
i + µ1p

∞∑

j=1

p1,jv
j + λ2

∞∑

j=1

p0,j−1v
j + µ2

∞∑

j=1

p0,j+1v
j +

+ µ1p

∞∑

i=1

∞∑

j=1

pi+1,ju
ivj + λ1

∞∑

i=1

∞∑

j=1

pi−1,ju
ivj + λ2

∞∑

i=1

∞∑

j=1

pi,j−1u
ivj .

После преобразований получим, что

B(u, v) =(6)

=

(
µ1v(u− p)− µ2u(v − 1)

)
B(0, v) + µ1qv(B(u, 1) − p0,·) + µ2p0,0u(v − 1)

λ1uv(1− u) + λ2uv(1 − v) + µ1v(u− p)
.

Тогда распределение числа заявок, не обладающих приоритетом, описывает-
ся выражением

p·,j =
1

j!

∂jB(1, v)

∂vj

∣∣∣∣
v=0

,
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Рис. 2. Иллюстрация к утверждению, что 0 < u2(v) < 1.

а распределение числа заявок первого и второго типов определяется форму-
лой

pi,j =
1

i!j!

∂i+jB(u, v)

∂ui∂vj

∣∣∣∣
u=v=0

.

Далее найдем нули знаменателя (6), т.е. получим корни квадратного трех-
члена относительно переменной u

u1,2 = u1,2(v) =
λ1 + λ2(1− v) + µ1 ±

√
(λ1 + λ2(1− v) + µ1)2 − 4λ1µ1p

2λ1
.(7)

Докажем, что 0 < u2(v) < 1 с учетом того, что ρ1 = λ1/µ1 < 1. Для этого
рассмотрим поведение функции λ1u(1− u) + λ2u(1− v) + µ1(u− p) из зна-
менателя (6). При u = 0 получаем −µ1p < 0, при u = 1 имеем λ2(1− v)+
+µ1(1− p) > 0, 0 < p < 1. Поскольку графиком функции является парабола,
ветви которой направлены вниз (рис. 2), можем сделать вывод, что корень
квадратного трехчлена, лежащий в интервале от 0 до 1, существует, кроме
того, он будет являться меньшим корнем этого трехчлена.

В силу того что производящая функция B(u, v) является непрерывной
функцией при u, v ∈ [0, 1], при подстановке (u2, v), 0 < u2 < 1, в выраже-
ние (6) одновременно со знаменателем в ноль должен обращаться и числи-
тель. Следовательно, имеем
(
µ1v(u2− p)−µ2u2(v− 1)

)
B(0, v)+µ1qv(B(u2, 1)− p0,·)+µ2p0,0u2(v− 1) = 0,

где, напомним,

B(u2, 1) =
1− ρ1
1− ρ1u2

, p0,· = (1− ρ1).

Таким образом, выражение для B(0, v) примет вид

B(0, v) =
µ1qρ1u2(ρ1 − 1)v + (1− ρ1u2)µ2u2(1− v)p0,0

(1− ρ1u2)(µ1v(u2 − p)− µ2u2(v − 1))
,(8)

и для полного решения задачи остается только найти вероятность простоя
системы p0,0.
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3. Вероятность простоя системы

Рассмотрим знаменатель выражения (8). Поскольку v ∈ [0, 1], то в край-
них точках отрезка выражение принимает значение µ2u2 > 0 при v = 0 и при
v = 1 — значение µ1v(u2 − p), определим его знак. В силу того что из знаме-
нателя (6)

λ1u2(1− u2) + λ2u2(1− v) + µ1(u2 − p) = 0,

где λ1u2(1− u2) > 0 и λ2u2(1− v) > 0, можем заключить, что µ1(u2 − p) < 0.
Это означает, что существует такое v∗ ∈ (0, 1), при котором знаменатель (8)
обращается в ноль, а значит, и числитель (8) должен обращаться в ноль:

µ1qρ1u2(v
∗)(ρ1 − 1)v∗ + (1− ρ1u2(v

∗))µ2u2(v
∗)(1 − v∗)p0,0 = 0,

откуда с учетом 0 < u2(v) < 1 получаем, что

p0,0 =
λ1q(1− ρ1)v

∗

µ2(1− ρ1u2(v∗))(1 − v∗)
.(9)

Зная p0,0, можем вычислить все стационарные вероятности и характери-
стики системы.

Теперь покажем, что поведение p0,0 на обеих границах отрезка p ∈ [0, 1]
соответствует результатам, полученным ранее в [39, 41].

Случай 1. Пусть p→ 0, тогда необходимо доказать, что

p0,0 → p
(0)
0,0 =

λ1(1− ρ1)

µ2

z2
1− z2

, v∗ → z2, u2 → 0,

где выражение для z2 имеет вид [41]:

z2 =
λ1 + λ2 + µ1 −

√
(λ1 + λ2 + µ1)2 − 4λ2µ2
2λ2

.(10)

При p→ 0 для любого значения v выполняется u2 → 0. Поэтому чтобы най-
ти v∗, получим асимптотическое разложение выражения для u2 с помощью
формулы Тейлора при p→ 0

u2 =
µ1

λ1 + λ2(1− v) + µ1
p+ o(p),(11)

тогда

p− u2 =
λ1 + λ2(1− v)

λ1 + λ2(1− v) + µ1
p+ o(p).(12)

Далее приравниваем знаменатель в (8) к нулю и получаем

v

1− v
=

µ2u2
µ1(p− u2)

.(13)
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В правую часть полученного равенства подставляем асимптотические выра-
жения (11) и (12), откуда

v

1− v
=

µ2
λ1 + λ2(1− v)

+ o(1),(14)

в результате после перехода к пределу при p→ 0 получаем уравнение

λ2v
2 − (λ1 + λ2 + µ2)v + µ2 = 0,

которое в точности соответствует уравнению из [41] для вычисления 0<z2<1.

Таким образом, из v∗ → z2, u2 → 0 сходимость p0,0 к p
(0)
0,0 следует автомати-

чески.

Случай 2. Положим ρ1 + ρ2 < 1. Пусть p→ 1, тогда необходимо доказать,
что

p0,0 → p
(1)
0,0 = 1− ρ1 − ρ2, v∗ → 1, u2 → 1,

где выражение для p
(1)
0,0 из [39]. Из того что p→ 1 следует, что v∗ → 1 и u2 → 1.

Введем обозначение ε = 1− v, тогда ε→ 0, q → 0. Далее, воспользовавшись
аналогичным образом асимптотическим разложением u2 с помощью форму-
лы Тейлора, можем записать, что

u2 = 1− λ2
µ1 − λ1

ε− µ1
µ1 − λ1

q + o(ε) + o(q).

Тогда

p− u2 =
λ2

µ1 − λ1
ε+

λ1
µ1 − λ1

q + o(ε) + o(q).

Из равенства (13) при v → 1, u2 → 1, p→ 1 получаем, что

1− v ∼ µ1
µ2

(p− u2),

т.е. при ε, q → 0

ε ∼ µ1
µ2

(
λ2

µ1 − λ1
ε+

λ1
µ1 − λ1

q

)
,

следовательно,

ε ∼ λ1µ1
µ1µ1 − λ1µ2 − λ2µ1

q.

Тогда

p0,0 ∼
λ1q

µ2ε
→ µ1µ2 − λ1µ2 − λ2µ1

µ1µ2
= 1− ρ1 − ρ2 = p

(1)
0,0,

что соответствует классическому результату [39].
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4. Среднее число заявок 2-го типа в системе

Среднее число неприоритетных заявок в системе равно

N2 =
∞∑

j=0

jp·,j =
∂B(1, v)

∂v

∣∣∣∣
v=1

.

После соответствующих преобразований получим

∂B(1, v)

∂v

∣∣∣∣
v=1

=
∂B(0, v)

∂v

∣∣∣∣
v=1

+
λ2µ1 + λ1µ2 − µ1µ2(1− p0,0)

µ21q
,

где

∂B(0, v)

∂v

∣∣∣∣
v=1

=

=
u

′

2(1)λ1q(1− ρ1) + λ1u2(1)q(1 − ρ1) + µ2u2(1)(1 − ρ1u2(1))p0,0
µ1(1− ρ1u2(1))(p − u2(1))

−

− λ1u2(1)q(1 − ρ1)[µ1(p − u2(1)) + µ2u2(1) − u
′

2(1)µ1]

µ21(1− ρ1u2(1))(p − u2(1))2
+

+
u

′

2(1)λ
2
1u2(1)q(1 − ρ1)

µ21(1− ρ1u2(1))2(p− u2(1))
,

u2(1) =
λ1 + µ1 −

√
(λ1 + µ1)2 − 4λ1µ1p

2λ1
,

u
′

2(1) =
∂u2(v)

∂v

∣∣∣∣
v=1

=
1

2λ1

(
λ2(λ1 + µ1)√

(λ1 + µ1)2 − 4λ1µ1p
− λ2

)
.

Среднее время пребывания в системе неприоритетной заявки можно вы-
числить с помощью формулы Литтла, т.е. справедливо, что

N2 = λ2v2,

где v2 — среднее время пребывания заявки 2-го типа в системе, тогда

v2 =
N2

λ2
= w2 +

1

µ2
,

откуда среднее время пребывания неприоритетной заявки в очереди равно

w2 = v2 −
1

µ2
.

Среднее число приоритетных заявок в системе, среднее время пребыва-
ния приоритетных заявок в очереди и в системе определяется с помощью
известных формул для СМО M |M |1 из-за отсутствия влияния на них заявок
второго типа.
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5. Вероятность обслуживания заявки 2-го типа

Теперь определим вероятность обслуживания неприоритетной заявки. От-
метим, что это непростая задача, поскольку судьба заявки зависит не только
от состояния системы в момент ее поступления, но и от дальнейшего развития
событий.

Для этого введем величину si,j – вероятность того, что заявка второго
типа будет обслужена, если перед ней в очереди (с учетом заявки на приборе)
находится i приоритетных и j неприоритетных заявок.

Возможны следующие ситуации (рис. 3):

1) если в системе перед неприоритетной заявкой находятся i заявок первого
и j заявок второго типа, то с вероятностью λ1/(λ1 + µ1) в систему может
поступить новая приоритетная заявка и занять место перед рассматри-
ваемой неприоритетной (не обязательно непосредственно перед ней), т.е.
приоритетных заявок станет (i+ 1), либо с вероятностью µ1/(λ1 + µ1) мо-
жет обслужиться заявка первого типа и при этом с вероятностью p просто
покинет систему, не сбрасывая неприоритетные заявки, тогда перед заяв-
кой второго типа станет (i− 1) приоритетных заявок (рис. 3,а);

2) если в системе перед неприоритетной заявкой находятся только j заявок
второго типа, то с вероятностью λ1/(λ1 + µ2) в систему может поступить
приоритетная заявка и занять место перед рассматриваемой неприоритет-
ной, либо с вероятностью µ2/(λ1 + µ2) может обслужиться заявка второго
типа (рис. 3,б );

3) если в системе перед неприоритетной заявкой нет других заявок, то с ве-
роятностью λ1/(λ1 + µ2) в систему может поступить приоритетная заявка
и занять место перед рассматриваемой неприоритетной, либо с вероятно-
стью µ2/(λ1 + µ2) заявка второго типа успеет успешно обслужиться.

Заметим, что поступления новых неприоритетных заявок в систему никак не
влияют на обслуживание неприоритетных заявок, уже находящихся в систе-

a

i - 1, j

m1p
------
l1 + m1

l1
------
l1 + m1

i + 1, ji, j

б

0, i - 1

m2
------
l1 + m2

l1
------
l1 + m2

1, j0, j

Рис. 3. Возможные изменения состояний СМО в условиях ожидания неприо-
ритетной заявки.

121



ме, поэтому эти события нигде не учитываются. Составим систему уравнений

si,j =
λ1

λ1 + µ1
si+1,j +

µ1p

λ1 + µ1
si−1,j, i > 1, j > 0,(15)

s0,j =
λ1

λ1 + µ2
s1,j +

µ2
λ1 + µ2

s0,j−1, j > 1,(16)

s0,0 =
λ1

λ1 + µ2
s1,0 +

µ2
λ1 + µ2

.(17)

Будем искать решение (15) в виде

si,j = γis0,j, i > 1, j > 0,(18)

тогда при подстановке (18) в (15) при i = 1 можем записать, что

γ =
λ1

λ1 + µ1
γ2 +

µ1p

λ1 + µ1
,

т.е. получаем квадратное уравнение относительно переменной γ

λ1γ
2 − (λ1 + µ1)γ + µ1p = 0.

Решением уравнения является

γ1,2 =
λ1 + µ1 ±

√
(λ1 + µ1)2 − 4λ1µ1p

2λ1
.

Выбираем корень, лежащий в интервале от 0 до 1, т.е. γ2. Таким образом,
получаем, что

si,j = γi2s0,j, j > 0.(19)

Теперь подставляем полученное решение для si,j в (16), откуда можем выра-
зить s0,j в виде:

s0,j =
µ2

λ1(1− γ2) + µ2
s0,j−1, j > 1.

Далее подставим (19) при i = 1 и j = 0 в (17), что позволит выразить веро-
ятность s0,0 в явном виде:

s0,0 =
µ2

λ1(1− γ2) + µ2
.

Следовательно,

s0,j = δj+1, j > 0,(20)

где

δ =
µ2

λ1(1− γ2) + µ2
.
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Таким образом, получаем формулу для искомых вероятностей

si,j = γi2δ
j+1, i, j > 0.

Теперь, определив величины si,j, можем выразить вероятность обслуживания
неприоритетной заявки

p(serv) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,jsi,j = δ
∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,jγ
i
2δ
j = δB(γ2, δ),

где B(γ2, δ) определяется выражением для производящей функции (5).

Заметим, что при p→ 1 имеем γ2 → 1, δ → 1 и p(serv) → 1, что согласуется
с p(serv) = 1 в классической системе [39]. С другой стороны, при p→ 0 имеем
γ2 → 0, δ → µ2/(λ1 + µ2) и

p(serv) → µ2
λ1 + µ2

B

(
0,

µ2
λ1 + µ2

)
,

что представляет собой правильный результат в специальном случае q = 1
(детерминированного сброса), рассмотренном в [41].

6. Численный пример

Проиллюстрируем поведение среднего числа неприоритетных заявок в си-
стеме и вероятности их обслуживания, а также вероятности простоя в зави-
симости от значения вероятности p. Положим λ1 = 1, λ2 = 2, µ1 = 3, µ2 = 4.

Значения p0,0, N2 и p(serv) в зависимости от вероятности p;
λ1 = 1, λ2 = 2, µ1 = 3, µ2 = 4

№ п/п p p0,0 N2 p(serv)

1 0,00001 0,42692456 0,72138505 0,44783943
2 0,0001 0,42691639 0,72142797 0,44785372
3 0,001 0,42683463 0,72185751 0,44799666
4 0,01 0,42601289 0,72618609 0,44943427
5 0,05 0,42226759 0,74618419 0,45601022
6 0,1 0,41735867 0,77308223 0,46468915
7 0,2 0,40668331 0,83441279 0,48380588
8 0,3 0,39464575 0,90860175 0,50577935
9 0,4 0,38089405 1,00059049 0,53145181
10 0,5 0,36491803 1,11839002 0,56207704
11 0,6 0,34593336 1,27603001 0,59963204
12 0,7 0,32262946 1,50090229 0,64748988
13 0,8 0,29251571 1,85620264 0,71212093
14 0,9 0,24962267 2,53878264 0,80873235
15 0,95 0,21798769 3,23966558 0,88200599
16 0,97 0,20130170 3,70732327 0,92074722
17 0,99 0,18016569 4,43379884 0,96939467
18 0,999 0,16814903 4,93317210 0,99666168
19 0,9999 0,16681649 4,99318955 0,99966287
20 0,99999 0,16668166 4,99931765 0,99996625
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Рис. 4. Зависимости: а — вероятности простоя системы от вероятности p; б —
среднего числа неприоритетных заявок в системе от вероятности p; λ1 = 1,
λ2 = 2, µ1 = 3, µ2 = 4.
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Рис. 5. Зависимость вероятности обслуживания неприоритетной заявки p(serv)

от вероятности p; λ1 = 1, λ2 = 2, µ1 = 3, µ2 = 4.

Как видно из графиков (рис. 4) и таблицы среднее число неприоритетных
заявок в системе с увеличением p растет, а сама вероятность p0,0 при этом
убывает. Причем заметим, что вероятность простоя в классической СМО без
возможности сброса неприоритетных заявок, вычисляемая по формуле из [39]

p
(1)
0,0 = 1− ρ1 − ρ2, ρi = λi/µi, i = 1, 2,
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равна 0,16667 (или 1/6), а среднее число неприоритетных заявок в той же
классической системе, описываемое формулой из [39]

N
(1)
2 =

λ2(µ1(µ1 − λ1) + λ1µ2)

(µ1 − λ1)(µ1µ2 − λ1µ2 − λ2µ1)
=

ρ2
1− ρ1 − ρ2

(
1 +

µ2ρ1
µ1(1− ρ1)

)
,

в точности равно 5. Таким образом, значения N2 и p0,0 с приближением веро-
ятности сброса заявок второго типа q к нулю стремятся к соответствующим

значениям N
(1)
2 и p

(1)
0,0 для классической системы с отсутствием возможности

такого сброса, чего и следовало ожидать. С другой стороны, из [41] известна

вероятность простоя при p = 0, которая оказывается равна p
(0)
0,0 ≈ 0,426925,

что также согласуется с таблицей. Что касается вероятности обслуживания
заявок второго типа p(serv), то она, что естественно, с ростом p стремится к
единице (рис. 5).

7. Заключение

В статье рассмотрена СМО с абсолютным приоритетом заявок первого
типа над заявками второго типа и стохастическим сбросом. Представлены
выражения для вычисления стационарных вероятностей системы, вероятно-
сти простоя, вероятности обслуживания неприоритетной заявки (в терминах
производящей функции), а также формула для среднего числа заявок второ-
го типа. Проведено сравнение с ранее известными результатами для крайних
случаев и показано, что они получаются соответствующими предельными пе-
реходами.
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МЕТОДЫ ОЦЕНКИ НЕОБХОДИМОГО ОБЪЕМА РЕСУРСА
МУЛЬТИСЕРВИСНЫХ УЗЛОВ ДОСТУПА

Построена и исследована математическая модель распределения ре-
сурса передачи информации мультисервисного узла доступа. В модели
рассматривается произвольное число потоков мультимедийного трафи-
ка, которые различаются интенсивностью поступления заявок, величи-
ной ресурса, используемого для обслуживания одной заявки, и временем
занятия ресурса. Интервалы времени между поступлением заявок име-
ют экспоненциальное распределение с параметром, зависящим от числа
заявок рассматриваемого потока, находящихся на обслуживании. Постро-
ен рекурсивный алгоритм оценки характеристик. Установлены соотно-
шения между интегральными и потоковыми характеристиками качества
обслуживания заявок. Построен эффективный алгоритм оценки объема
ресурса, требуемого для обслуживания заданных потоков трафика с необ-
ходимым качеством. Эффективность расчетной процедуры достигается
в результате организации рекурсии по объему ресурса и использования
нормированных значений вероятностей состояний. Рассмотрено решение
задачи оценки необходимого объема ресурса для модели мультисервис-
ного узла, допускающего использование механизмов резервирования ре-
сурса и его динамического распределения при обслуживании эластичного
трафика. Приведены численные примеры, иллюстрирующие особенности
реализации построенных расчетных процедур.

Ключевые слова: мультисервисный узел доступа, марковские модели, си-
стема уравнений равновесия, рекурсивные алгоритмы, резервирование,
эластичный трафик.
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1. Введение

Одной из основных задач моделирования сетей и систем связи является
разработка научно обоснованных средств оценки необходимого объема ре-
сурса передачи информации [1–8]. Результаты моделирования также играют
существенную роль в обосновании действий оператора, направленных на по-
вышение эффективности работы сети и улучшение качества обслуживания
пользователей [5–8]. К таким действиям относятся: дифференцированное об-
служивание пользователей, резервирование ресурса, динамическое распреде-
ление ресурса и т.д. Особенно важно найти решение перечисленных задач
для мультисервисных узлов доступа, реализующих функцию концентрации
возникающих информационных потоков. Оцениваемый ресурс определим че-
рез величину скорости передачи информационного потока, необходимой для
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обеспечения заказанного сервиса. В сетях фиксированной связи использова-
ние этого определения не вызывает особых затруднений [9–13]. В сетях бес-
проводной связи битовая скорость является функцией технологии и условий
передачи информации, в частности расстояния до базовой станции, играющей
роль мультисервисного узла доступа [14–16]. На уровне поступления заявок
распределение ресурса для обоих видов связи исследуется схожими метода-
ми, поэтому для простоты далее будем предполагать, что рассматривается
фиксированная связь. Разработка методов оценки объема ресурса включа-
ет в себя решение ряда задач, возникающих из-за необходимости учета спе-
цифики формирования и обслуживания мультисервисных информационных
потоков. Обсудим их и дадим им более точную формулировку.

В мультисервисных сетях по определению рассматривается процесс сов-
местного обслуживания нескольких потоков трафика. Наличие большого чис-
ла потоков с разными характеристиками усложняет задачу планирования
необходимого объема ресурса из-за неопределенности в выборе нормативных
показателей. Для этих целей обычно рассматривают значения интегральных
характеристик. В их числе: максимальная доля потерянных заявок, доля по-
терянного трафика и т.д. При этом качество обслуживания отдельных пото-
ков не оценивается. Возникающие трудности можно устранить, если найти
зависимость между интегральными характеристиками и характеристиками
обслуживания отдельных потоков. Решение этой задачи служит основанием
для выбора и использования метрики при оценке достаточности ресурса.

Следующая задача относится к построению эффективного алгоритма
оценки величины ресурса. Эффективность в данном контексте означает до-
стижение минимальных затрат вычислительных ресурсов на реализацию ал-
горитма и его стабильность. Все эти требования необходимы для примене-
ния алгоритма в программно-аналитических продуктах типа калькуляторов
сетевой инфраструктуры. Этого результата можно добиться, если организо-
вать рекурсию по объему ресурса и при проведении вычислений использовать
только нормированные значения вероятностей состояний.

Результаты исследований [5–8] показывают, что совместное занятие ресур-
са несколькими информационными потоками, с одной стороны, может при-
вести к его перераспределению и ухудшению качества обслуживания отдель-
ных потоков, а с другой стороны, может быть использовано для повышения
эффективности его занятия, например при пересылке эластичного трафика.
Отмеченные положительные и отрицательные стороны совместного обслу-
живания трафика должны быть учтены при построении модели мультисер-
висного узла доступа и в дальнейшем приняты во внимание при разработке
методов оценки необходимого объема ресурса.

Решения перечисленных задач будут рассмотрены в настоящей работе на
примере модели мультисервисного узла доступа, в которой интервалы вре-
мени между поступлением заявок зависят от числа заявок рассматриваемого
потока, находящихся на обслуживании. Помимо базового варианта модели
будут рассмотрены ее обобщения, допускающие использование механизмов
резервирования ресурса и его динамического распределения при пересыл-
ке эластичного трафика. Решение отдельных задач исследовалось в более
ранних публикациях в основном для модели с пуассоновскими потоками зая-
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вок. Так, рекурсивные алгоритмы оценки характеристик рассматривались в
[1–4], вопросы планирования ресурса исследовались в [9–13], использование
механизмов резервирования анализировались в [5, 8, 16], особенности обслу-
живания эластичного трафика изучались в [8, 10, 11], совместная передача
трафика реального времени и данных представлена в [8, 11,4–18]. Здесь эти
результаты будут получены в более общей постановке и более эффективными
средствами.

Работа имеет следующую структуру. В разделах 2 и 3 построены соот-
ветственно функциональная и математическая модели мультисервисного уз-
ла доступа. В следующем разделе сформулированы определения основных
характеристик качества обслуживания поступающих потоков заявок. Рекур-
сивный алгоритм их оценки рассмотрен в разделе 5. Там же установлены со-
отношения между интегральными и потоковыми характеристиками качества
обслуживания заявок, которые упрощают выбор метрики при решении задач
планирования ресурса узла доступа. Эффективный алгоритм оценки требуе-
мого числа каналов передачи информации построен в разделе 6. Эффектив-
ность расчетной процедуры достигается в результате организации рекурсии
по объему ресурса и использовании нормированных значений вероятностей
состояний. В разделе 7 решение задачи оценки необходимого числа каналов
рассмотрено для модели мультисервисного узла, допускающего использова-
ние механизмов резервирования ресурса и его динамического распределения
при пересылке эластичного трафика.

2. Функциональная модель

Мультисервисный узел доступа реализует функции агрегации и передачи
данных от разнообразных источников информационной нагрузки. К тако-
вым можно отнести абонентские терминалы, мультимедийные компьютеры,
видеооборудование и т.д. По запросу пользователя устанавливается вирту-
альное соединение (ВС) и осуществляется передача данных в виде последова-
тельности пакетов. В большинстве случаев эта последовательность представ-
ляет локально периодический поток. За периодом генерации пакетов, обычно
происходящей с максимальной для рассматриваемого источника скоростью,
следует период времени, когда пакеты не поступают. Такая структура пото-
ка позволяет реализовать принцип статистического мультиплексирования и
уменьшить потребности в ресурсе передачи информации. Виртуальное соеди-
нение выполняет пересылку информационных потоков, относящихся к неко-
торому конечному набору сервисов. Сюда входят передача речи и разных
форм видео, обмен файлами и т.д. Будем предполагать, если это не огова-
ривается особо, что рассматриваются коммуникационные сервисы реального
времени, требующие для своего обслуживания фиксированную скорость пе-
редачи информации.

Важными составными частями мультисервисного узла доступа являются:
процедура контроля доступа (CAC — Call Admission Control), буфер и вы-
сокоскоростная линия концентрации трафика. Процедура CAC может быть
реализована с использованием протокола RSVP (Resource reSerVation Pro-
tocol) в рамках архитектуры управления ресурсами IntServ (Integrated Ser-
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Рис. 1. Функциональная модель мультисервисного узла доступа.

vices). Формализованное описание CAC основано на введении дескриптора
трафика, который задает потребность в ресурсе передачи информации у по-
ступившей заявки, и сравнимого дескриптора, оценивающего свободный ре-
сурс [19]. Решение о приеме заявки принимается после сравнения значений
обоих показателей. В качестве дескриптора трафика можно взять значение
пиковой интенсивности поступления информации в потоке, ассоциированном
с обслуживанием заявки. Это решение отличается простотой, однако суще-
ственно переоценивает потребности в ресурсе, не учитывает возможности ста-
тистического мультиплексирования трафика на уровне пакетов и поэтому
неэффективно. Эти недостатки отчасти устраняет использование в качестве
дескриптора понятия эффективной скорости передачи информации [20]. Ее
величина лежит между средней и пиковой скоростями передачи информации
анализируемого потока и учитывает свойство статистического мультиплекси-
рования. Заявка принимается, если сумма значений используемого ресурса ro
и ресурса, требуемого для обслуживания поступившей заявки rn, не превос-
ходит имеющегося ресурса C. Таким образом, для приема заявки необходимо
выполнение неравенства: ro + rn < C. Буфер получает пакеты из установлен-
ных соединений и передает их один за другим по линии. Он служит интер-
фейсом между поступающими потоками пакетов и высокоскоростной линией
и сглаживает всплески информационной нагрузки. Функциональная модель
мультисервисного узла доступа показана на рис. 1.

Построенная функциональная модель мультисервисного узла в упрощен-
ной форме описывает процесс занятия и использования ресурса передачи
информации. Она освобождена от конкретики технологий и протоколов. Их
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влияние переводится с микро- на макроуровень в форме параметров, завися-
щих от состояния сети и действия разного рода механизмов, управляющих
процессом обслуживания абонентов. Она служит своего рода интерфейсом
между исследуемой системой связи и моделью, с помощью которой далее бу-
дут найдены показатели качества обслуживания заявок, используемые для
оценки требуемой по нагрузке скорости линии. Отметим, что могут приме-
няться и более сложные модели формализованного описания условий приема
заявок в соответствии с процедурой CAC. Часть из них, основанная на при-
менении процедуры резервирования ресурса, будет рассмотрена в разделе 7.

3. Математическая модель

Обозначим через C скорость передачи информации, выраженную в би-
тах в секунду, обеспечиваемую линией концентрации абонентского трафика
(см. рис. 1). Назовем единицей ресурса u минимальное требование к скорости
от поступающих заявок (скорость одного виртуального канала). Предполо-
жим, что значение C нацело делится на u, и обозначим через v = C

u скорость
передачи линии, выраженную в виртуальных каналах. Линия использует-
ся для обслуживания n потоков заявок на передачу трафика сервисов ре-
ального времени. Интервал времени между последовательным поступлени-
ем заявок k-го потока имеет экспоненциальное распределение с параметром
λk(ik) = αk + ikβk, k = 1, . . . , n, где ik — число заявок k-го потока, находя-
щихся на обслуживании. Для допуска заявки k-го потока требуются bk вир-
туальных каналов, которые резервируются на случайное время, имеющее экс-
поненциальное распределение с параметром µk, и используются для передачи
информационного потока, ассоциированного с рассматриваемой заявкой.

В литературе [4, 6–8] рассмотренная модель входного потока заявок носит
название поток BPP (Bernoulli-Poisson-Pascal) по трем известным частным
случаям. Для потока Бернулли λk(ik) = (sk − ik)ζk, где sk — число пользо-
вателей, создающих k-й поток заявок, а ζk — параметр экспоненциального
распределения времени между последовательными поступлениями заявок от
одного пользователя. Для пуассоновского потока λk(ik) = λk и значение λk
не зависит от числа абонентов, находящихся на обслуживании. Для потока
Паскаля λk(ik) = (sk + ik)ζk, где sk — положительное целое число и ζk > 0.

Наличие двух параметров в модели входного потока дает возможность с
большей точностью аппроксимировать поступление заявок. Процесс поступ-
ления заявок зависит от числа пользователей, находящихся на обслуживании.
Тем самым учитывается зависимость поступления заявок от загрузки линии
связи. Рассмотренную модель рекомендуется использовать в тех ситуациях,
когда необходимо выделить небольшие группы так называемых тяжелых
абонентов, создающих существенный объем потенциального трафика. Необ-
ходимость учета этой особенности формирования входного потока особенно
актуальна для перспективных сетей подвижной связи. Эти системы рабо-
тают в диапазоне высоких частот. Здесь размеры соты невелики, и число
активных абонентов влияет на величину интенсивности поступающего пото-
ка заявок. Аналогичная ситуация наблюдается в местах городской застройки
при обслуживании небольших территорий (офисы, отдельные здания), где
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используются малые соты (фемтосоты, пикосоты, метросоты и т.д.) с пре-
дельно малым (до нескольких десятков) числом абонентов. В дальнейшем,
не теряя общности изложения материала, ограничимся рассмотрением мо-
дели входного потока Бернулли. По аналогии с моносервисным случаем эта
модель называется мультисервисной моделью Энгсета.

4. Характеристики обслуживания заявок

Достаточность ресурса линии оценим долей потерянных заявок, а эффек-
тивность его использования — средним числом занятых единиц ресурса. Для
оценки этих характеристик достаточно знать долю времени пребывания ли-
нии в состоянии с известным числом заявок каждого потока, находящихся
на обслуживании. Выбор характеристик определяет состояние модели в виде
вектора (i1, . . . , in), где ik — число обслуживаемых заявок k-го потока. Значе-
ния ik ограничены пропускной способностью линии

∑n
k=1 ikbk ≤ v и числом

абонентов в каждой группе ik ≤ sk, k = 1, . . . , n. Векторы (i1, . . . , in), удовле-
творяющие приведенным неравенствам, определяют пространство S состоя-
ний модели.

Динамика изменения состояний модели во времени описывается случай-
ным марковским процессом r(t) = (i1(t), . . . , in(t)), где ik(t) — число заявок
k-го потока, находящихся в момент t на обслуживании. Пусть Uk — множе-
ство состояний (i1, . . . , in) ∈ S, удовлетворяющих условию i1b1 + . . . + inbn+
+bk > v. В каждом из состояний Uk поступившая заявка k-го потока полу-
чает отказ. Обозначим через p(i1, . . . , in) стационарную вероятность состоя-
ния (i1, . . . , in). Она имеет интерпретацию доли времени пребывания r(t) в
(i1, . . . , in), что позволяет использовать p(i1, . . . , in) для оценки характери-
стик модели.

Из обратимости марковского процесса r(t) следует свойство мультиплика-
тивности. Для всех (i1, . . . , in) ∈ S

p(i1, . . . , in) =
1

N
×

i1−1∏
j=0

(s1 − j)γi11

i1!
· · ·

in−1∏
j=0

(sn − j)γinn

in!
,(1)

где γk = ζk/µk — среднее число заявок, поступающих от одного абонента k-го
потока за среднее время обслуживания заявки 1/µk. Далее это время будет
принято за единицу и отдельно в модели не рассматривается, а N — норми-
ровочная константа

N =
∑

(i1,...,in)∈S

i1−1∏
j=0

(s1 − j)γi11

i1!
· · ·

in−1∏
j=0

(sn − j)γinn

in!
.

Мультипликативное соотношение и алгоритмы, полученные на его основе,
не зависят от вида функции распределения времени обслуживания заявки
и функции распределения времени между поступлением заявок от одного
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абонента [21—23]. Требуется только, чтобы соответствующие времена не за-
висели друг от друга. Это существенно расширяет область применения полу-
ченных расчетных выражений.

Качество обслуживания заявок k-го потока оценим долей времени недо-
ступности ресурса передачи πt,k; долей потерянных заявок πc,k; сред-
ним числом потенциальных соединений ak =

sk γk
1+γk

(среднее число соедине-

ний в отсутствие потерь); средним числом занятых единиц ресурса mk;
средним числом обслуживаемых заявок yk = mk/bk; долей потерянных
соединений πℓ,k = (ak − yk)/ak и интенсивностью входного потока заявок
Λk = (sk − yk)γk:

πt,k =
∑

(i1,...,in)∈Uk

p(i1, . . . , in);(2)

πc,k =

∑
(i1,...,in)∈Uk

p(i1, . . . , in)(sk − ik)

∑
(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in)(sk − ik)
;

mk =
∑

(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in)ikbk.

Из формулы Литтла следует yk = Λk(1− πc,k). Из определений характери-
стик получаем πc,k = πℓ,k (1 + γk)/(1 + πℓ,k γk). Если для k-го потока заявок
известно значение одной из введенных ранее характеристик yk, mk, πc,k, πℓ,k,
Λk и величины входных параметров sk, ak (или sk, γk), то, используя приве-
денные выше выражения, можно найти значения оставшихся характеристик.
Величина ak определяет потенциальное число соединений и будет далее ис-
пользоваться при описании входных параметров модели в процессе прове-
дения вычислений. Предположим, что в результате измерений или расчетов
стали известны значения πc,k, sk, ak. Величины оставшихся характеристик
могут быть найдены из выражений:

γk =
ak

sk − ak
; πℓ,k =

πc,k(sk − ak)

sk − akπc,k
; yk =

aksk(1− πc,k)

sk − akπc,k
;(3)

mk =
akbksk(1− πc,k)

sk − akπc,k
; Λk =

aksk
sk − akπc,k

.

5. Оценка характеристик и их свойства

Алгоритм оценки характеристик модели основан на использовании пока-
зателей пребывания r(t) во множестве агрегированных состояний модели Si,
i = 0, 1, . . . , v, в которое включены состояния (i1, . . . , in) ∈ S, удовлетворяю-
щие условию i1 b1 + . . .+ in bn = i. Пусть p(i) — вероятность занятости i еди-
ниц ресурса, а yk(i) — среднее число заявок k-го потока, находящихся на
обслуживании в ситуации, когда заняты i единиц ресурса

p(i) =
∑

(i1,...,in)∈Si

p(i1, . . . , in), yk(i) =
∑

(i1,...,in)∈Si

p(i1, . . . , in) ik.(4)
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Используя p(i) и yk(i), можно оценить все введенные ранее характеристики
модели. Из определений πt,k и πc,k следует

πt,k =
v∑

i=v−bk+1

p(i); πc,k =

v∑
i=v−bk+1

(
p(i) sk − yk(i)

)

v∑
i=0

(
p(i) sk − yk(i)

) .(5)

Значения yk, mk, πℓ,k, Λk находятся с помощью полученных ранее фор-
мул (3) их косвенной оценки через значения πt,k, πc,k и величины sk, ak. По-
строим рекурсивный алгоритм оценки p(i) и yk(i), i = 0, 1, . . . , v. Из обрати-
мости r(t) для (i1, . . . , in) ∈ S следует соотношение детального баланса

p(i1, . . . , ik − 1, . . . , in)
(
sk − ik + 1

)
γk = p(i1, . . . , ik, . . . , in) ik.

Просуммируем полученное выражение по всем (i1, . . . , in) ∈ Si. Используя
определения Si, p(i), yk(i), находим искомую рекурсию

Yk(i) = P (i− bk) sk γk − Yk(i− bk) γk, k = 1, . . . , n;(6)

P (i) =
1

i

n∑

k=1

bk Yk(i).

Положим значение1 P (0) = 1. По определению Yk(0) = 0, k = 1, . . . , n. Выра-
зим значения Yk(i), k = 1, . . . , n, P (i) через P (0), используя рекурсию (6) и по-
следовательно увеличивая i от 1 до v. Находим величину нормировочной кон-
станты N =

∑v
i=0 P (i), нормированные значения вероятностей p(i) = P (i)/N

и вспомогательных функций yk(i) = Yk(i)/N , i = 0, 1, . . . , v. Рассчитываем
значения характеристик с помощью (5), определения и формулы (3). При
реализации рекурсии для больших значений v может теряться точность вы-
числений. Это происходит из-за наличия отрицательного слагаемого в (6).
В данной ситуации для расчета характеристик рекомендуется использовать
алгоритм свертки [7].

Воспользуемся разработанными алгоритмами для анализа зависимости ха-
рактеристик качества обслуживания заявок от параметров возникающих ин-
формационных потоков и условий допуска заявок к занятию ресурса. Обо-
значим через ρ = 1

v

∑n
k=1 akbk потенциальную загрузку одного виртуального

канала (в.к.). Будем предполагать, что bk занумерованы в порядке возраста-
ния их значений. Рассмотрим модель узла для следующих значений входных
параметров: v = 100; n = 4; b1 = 1; b2 = 5; b3 = 10; b4 = 20. Величины v и bk
выражены в виртуальных каналах. Примем, что ak = vρ/nbk, sk = ⌊ak⌋+ 10,
k = 1, 2, 3, 4. Отсюда следует, что γk =

ak
sk−ak

и потенциальная загрузка ресур-

са akbk у всех потоков одинакова и равна vρ/n. На рис. 2 показана зависи-
мость π′c,k = πc,k/bk от увеличения ρ.

В ситуации, когда ρ≈ 1, выполняется соотношение πc,i/bi ≈ πc,j/bj . Кро-
ме этого, если ρ < 1 и bi > bj, то πc,i/bi > πc,j/bj , если ρ > 1 и bi > bj, то

1 Здесь и далее прописные буквы используются для обозначения ненормированных ве-
личин вероятностей и характеристик, а строчные — для нормированных.
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Рис. 2. Зависимость потерь заявок, приведенных к единице ресурса, от потен-
циальной загрузки единицы ресурса.

Рис. 3. Зависимость относительных значений P (i) от i при ρ = 1.

πc,i/bi < πc,j/bj . Дадим пояснение этим результатам. Используя формулу
мультипликативности и определение πc,k, можно показать, что величина ха-
рактеристики совпадает со значением πt,k доли времени недоступности ресур-
са передачи для заявок k-го потока, рассчитанным для тех же параметров,
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Рис. 4. Зависимость относительных значений P (i) от i
при ρ = 0,8 и ρ = 1,2.

но с числом абонентов, формирующих k-й поток, равным sk − 1, т.е. на еди-
ницу меньшим, чем в анализируемой модели. Отмеченное изменение числа
абонентов не сказывается сильно на свойствах и величине πc,k. По этой при-
чине зависимость поведения πc,k от ρ можно исследовать на примере зави-
симости πt,k от ρ. По определению πt,k = p(v) + p(v − 1) + . . .+ p(v − bk + 1).
В этой сумме представлены bk значений вероятностей состояний с максималь-
ным занятым ресурсом. Зависимость P (i), отнормированных по максималь-
ному значению P (i), показана на рис. 3 (ρ = 1) и рис. 4 (ρ = 0,8 и ρ = 1,2).

Из результатов расчетов видно, что в области ρ≈ 1 величины P (i), участ-
вующие в определении πt,k, примерно равны, а для ρ, больших или меньших
единицы, выполняются свойства монотонного убывания (для ρ < 1) и воз-
растания (для ρ > 1). Эти свойства и определяют характер поведения π′c,k,
отмеченный на рис. 2.

Рассмотрим, какие практические приложения имеет полученный резуль-
тат. При обслуживании потоков мультисервисного трафика возникают про-
блемы с выбором метрик для оценки достаточности ресурса. Трудности свя-
заны с тем, что обычно нормируются интегральные характеристики каче-
ства обслуживания заявок, например, такие, как максимальная доля потерь
заявок, а какие при этом величины потерь у отдельных потоков, остается
неясным. Воспользуемся отмеченными выше свойствами совместного обслу-
живания заявок и покажем, что существуют простые соотношения, которые
могут помочь решить сформулированную проблему.
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Рис. 5. Точные и приближенные значения потерь в зависимости от v.

Обычно в задачах планирования ρ . 1. Примем далее это допущение.
Предположим, что достаточность ресурса планируется исходя из ограниче-
ния на максимальную долю потерянных заявок max

k
πc,k = πc,n ≤ π. Из свой-

ства пропорциональности для ρ . 1 находим оценки сверху для потерь заявок
всех потоков

πc,k . πc,n
bk
bn

= π
bk
bn
.(7)

На рис. 5 показаны результаты анализа погрешности приближенного рас-
чета потерь при заданном значении максимальной доли потерянных заявок.
Исходные данные те же, что были использованы при вычислении данных,
представленных на рис. 3, за исключением v, которое менялось от 50 до 300.
Нагрузка на канал ρ = 0,8. Приближенные значения πc,k найдены из соотно-

Анализ погрешности приближенного расчета потерь исходя из известного
значения максимальной доли потерянных заявок

v π1 π2 π3

ед.рес. Точно Прибл. Точно Прибл. Точно Прибл.

50 0,032887 0,034599 0,170260 0,172995 0,348522 0,345990
75 0,029118 0,029235 0,144857 0,146175 0,293293 0,292350
100 0,026561 0,026081 0,129868 0,130405 0,260794 0,260809
125 0,024229 0,023859 0,118881 0,119296 0,238268 0,238592
150 0,022739 0,022160 0,111309 0,110798 0,222043 0,221596
175 0,021829 0,020960 0,105821 0,104798 0,209939 0,209596
200 0,020937 0,019936 0,101177 0,099679 0,200654 0,199357
225 0,019929 0,019057 0,096631 0,095287 0,191666 0,190574
250 0,019425 0,018426 0,093898 0,092132 0,185390 0,184264
275 0,018968 0,017774 0,091270 0,088869 0,179780 0,177738
300 0,018323 0,017197 0,088150 0,085986 0,173754 0,171971
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шений (7) и выделены на рисунке жирной линией. Полученные приближен-
ные значения потерь отличаются высокой точностью особенно для больших
значений ресурса передачи информации.

Особенно высокую точность оценки (7) имеют в области ρ≈ 1. Соответ-
ствующие результаты приведены в таблице для тех же значений параметров,
что использовались для рис. 5.

6. Эффективный алгоритм оценки объема ресурса

Рассмотрим использование рекурсии (6) для оценки v скорости линии кон-
центрации мультисервисного трафика, требуемой для обслуживания задан-
ных потоков трафика с требуемым качеством. Предложенный трафик ха-
рактеризуется величинами ak, bk, sk, фиксированными на время решения
задачи. Достаточность ресурса оценивается из достижения требуемых зна-
чений π = max

k
πc,k. Понятно, что сформулированная задача может быть ре-

шена методом перебора. Этот подход имеет два существенных недостатка.
Во-первых, для каждого промежуточного значения объема ресурса r вы-
числяются все ненормированные вероятности состояний P (i), i = 0, 1, . . . , r,
которые затем нормируются. Хотя для оценки π достаточно знать только
b = max

k
bk нормированных вероятностей состояний с максимальным занятым

ресурсом. Тем самым значительно увеличивается объем вычислительной ра-
боты при определении v. Во-вторых, реализация рекурсии (6) может приве-
сти к вычислительным сложностям из-за применения в (6) относительных
значений P (i), выраженных через P (0). Значение p(0) быстро стремится к
нулю с ростом v. Эта характеристика (6) затрудняет реализацию рекурсии
в программно-аналитических продуктах типа калькуляторов сетевой инфра-
структуры.

Построим алгоритм оценки v, свободный от перечисленных недостатков.
Рекурсия будет вестись по объему имеющегося ресурса r, и при ее реализации
будут использоваться только b нормированных вероятностей состояний моде-
ли с максимальным числом занятых каналов. Обозначим через r переменное
значение ресурса линии, а через pr(i), yk,r(i) обозначим зависимость от r для
вероятностей состояний p(i) и вспомогательных функций yk(i). Аналогично
через yk(r) и πc,k(r) обозначим зависимость от r для среднего числа обслу-
живаемых заявок yk и доли потерянных заявок πc,k. Реализация алгоритма
включает в себя следующие шаги.

1. Положим p0(0) = 1. Из (4) следуют соотношения yk,0(0) = 0, k = 1, . . . , n.
2. Для каждого фиксированного r = 1, 2, . . . находим min(b, r + 1) норми-

рованных вероятностей pr(i), i = r, r − 1, . . . , max(r − b+ 1, 0) и зна-
чений вспомогательных функций yk,r(i), k = 1, . . . , n, i = r, r − 1, . . . ,
max(r − b+ 1, 0) с максимальным занятым ресурсом. Для этого использу-
ются аналогичные вероятности и вспомогательные функции, полученные
на предыдущем шаге. Вначале находится нормировочная константа

1 +
1

r

n∑

k=1

{
pr−1(r − bk) sk − yk,r−1(r − bk)

}
bk γk = 1 + Sr−1,
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затем нормированные значения вероятностей

pr(r) =
Sr−1

1 + Sr−1
, i = r;

pr(i) =
pr−1(i)

1 + Sr−1
, i = r−1, r−2, . . . ,max(r − b+ 1, 0)

и вспомогательных функций

yk,r(i) =
yk,r−1(i)

1 + Sr−1
, k = 1, . . . , n; i = r, r−1, . . . ,max(r − b+ 1, 0);

yk(r) =
yk(r − 1)

1 + Sr−1
+ yk,r(r), k = 1, . . . , n.

3. Далее рассчитывается значение функционала, используемого для оцен-
ки достаточности ресурса. В рассматриваемом случае таковым является
π = max

k
πc,k. Выражение для потерь заявок k-го потока для объема ресур-

са r находится с использованием соотношения (5) и имеет вид

πc,k(r) =

r∑
i=r−bk+1

(
pr(i) sk − yk,r(i)

)

sk − yk(r)
.

Величина π сравнивается с его нормативным значением, и если требуемый
уровень потерь не достигнут, то число виртуальных каналов увеличивает-
ся на единицу и расчеты повторяются начиная с п. 2.

Для расчета характеристик и выполнения следующего шага достаточно
знать b вероятностей состояний и соответствующее число значений вспомо-
гательных функций с максимальным числом занятых каналов. Количество
используемых параметров не зависит от объема ресурса. При проведении вы-
числений не возникает проблем с переполнением или исчезновением порядка,
поскольку расчеты выполняются только с нормированными значениями ве-
роятностей состояний модели с максимальным числом занятых каналов. По
условиям анализа модели они имеют наибольшие относительные значения.
По сравнению с традиционным методом оптимизированный алгоритм сокра-
щает расчетную работу при оценке требуемого числа каналов мультисервис-
ного узла доступа примерно в v/(2 + b

n) раз.

7. Оценка ресурса в условиях дифференцированного обслуживания

В исследуемой модели мультисервисного узла доступа все потоки имеют
одинаковые условия использования ресурса передачи информации. Встро-
им в модель узла процедуры дифференцированного обслуживания потоков
трафика и воспользуемся появляющимися возможностями для решения сле-
дующих двух задач. Первая из них связана с устранением отрицательных
последствий неконтролируемого перераспределения ресурса в пользу отдель-
ных потоков. Вторая — относится к анализу процедур управления ресурсом,
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направленных на повышения эффективности его занятия. Рассмотрим, как
в этих условиях решается задача оценки объема ресурса, необходимого по
нагрузке и качеству обслуживания пользователей услуг связи, а также как
происходит выбор параметров управления ресурсом.

Начнем с первой задачи. Необходимость ее решения возникает при сов-
местной передаче неоднородного трафика в единой транспортной среде. За-
явки с малыми требованиями к ресурсу вытесняют из процесса обслуживания
заявки, имеющие существенные требования к скорости передачи. Самый про-
стой способ выравнивания показателей обслуживания или в предоставлении
преимущества в занятии ресурса заключается в использовании механизмов
его резервирования для выделенной группы потоков. Интерес представля-
ют те способы, которые допускают возможность относительно простой реа-
лизации и оценки эффективности применения. Этими качествами обладает
процедура резервирования, основанная на фильтрации поступающих потоков
заявок, зависящей от номера потока и степени загрузки ресурса.

Вернемся к математическому описанию модели мультисервисного узла
доступа, изложенному в разделе 3, и внесем в него изменения, относящие-
ся к реализации процедуры резервирования. Обозначим через ϕk(i) веро-
ятностную функцию, которая будет применяться для фильтрации процес-
са доступа поступающих заявок к ресурсу в зависимости от значений k
номера потока и i общего числа занятых единиц ресурса. Заявка k-го по-
тока, поступившая в момент занятости i единиц ресурса, принимается к
обслуживанию с вероятностью 1− ϕk(i), а с противоположной вероятно-
стью ϕk(i) заявка получает отказ и не возобновляется. В остальном схема
функционирования узла не меняется. Сохраним для параметров и харак-
теристик обобщенной модели те же обозначения, что были использованы
в разделе 3.

Динамика изменения состояний (i1, . . . , in) описывается многомерным
марковским процессом r(t) = (i1(t), . . . , in(t)) с компонентами, введенными
в разделе 4, и изменениями в пространстве состояний S, вытекающими из
применения функций ϕk(i). Значения p(i1, . . . , in) стационарных вероятно-
стей r(t) связаны системой уравнений равновесия, имеющей вид

P (i1, . . . , in)

n∑

k=1

(
(sk − ik)ζk

(
1− ϕk(i)

)
+ ik µk I(ik > 0)

)
=(8)

=
n∑

k=1

P (i1, . . . , ik − 1, . . . , in) (sk − ik + 1)ζk
(
1− ϕk(i− bk)

)
I(ik > 0) +

+

n∑

k=1

P (i1, . . . , ik + 1, . . . , in) (ik + 1)µk I(ik + 1 ≤ sk, i+ bk ≤ v),

(i1, . . . , in) ∈ S.

В (8) для состояния (i1, . . . , in) ∈ S значение i определяет величину занятого
ресурса i = i1b1 + . . .+ inbn, а I(·) — индикаторная функция события. Най-
денные значения P (i1, . . . , in) необходимо нормировать.
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Характеристики качества обслуживания заявок определяются по анало-
гии с (2). Приведем несколько определений:

πt,k =
∑

(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in)ϕk(i);(9)

mk =
∑

(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in) ik bk; yk = mk/bk;

πc,k =

∑
(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in) (sk − ik)ϕk(i)

∑
(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in) (sk − ik)
; πℓ,k = (ak − yk)/ak.

Для оценки объема ресурса и выбора параметров его резервирования необхо-
димо решить систему уравнений (8). Сделать это можно итерационным мето-
дом Гаусса–Зейделя. Для оценки характеристик можно также использовать
и достаточно обоснованные приближенные методы.

Результаты расчетов показывают, что при совместной передаче неоднород-
ного трафика в единой транспортной среде заявки с малыми требованиями
к ресурсу имеют существенно меньшие потери и ограничивают тем самым
допуск к ресурсу для других заявок. Наличие механизма резервирования да-
ет возможность выравнять потери заявок при обслуживании неоднородного
трафика, а также создать условия для использования определенного объема
ресурса только заявками выделенной группы потоков. Покажем это. Для ре-
шения первой задачи достаточно выбрать значения функций фильтрации из
соотношений (предполагается, что bk занумерованы в порядке возрастания
значений):

ϕk(i) = 1, i = v − bn + 1, v − bn + 2, . . . , v; k = 1, . . . , n.(10)

В этой ситуации доли времени занятости ресурса для всех потоков будут
одинаковыми, поскольку выполняется соотношение

πt,k =
∑

(i1,...,in)∈S

p(i1, . . . , in)ϕk(i) =
v∑

i=v−bn+1

p(i), k = 1, . . . , n.(11)

Допустим, ставится задача предоставить в эксклюзивное пользование z вир-
туальных каналов потокам заявок с номерами 2, 3, . . . , n. В этой ситуации
функцию фильтрации заявок выберем из соотношений

ϕk(i) = 1, i = v − b1 − z + 1, v − b1 − z + 2, . . . , v; k = 1;

ϕk(i) = 1, i = v − bk + 1, v − bk + 2, . . . , v; k = 2, 3, . . . , n.
(12)

В результате такого выбора функций блокировки заявки потоков с номе-
рами k ≥ 2 используют все доступные каналы узла. Причем z каналов из v
имеющихся могут использоваться только этими потоками. Заявки 1-го по-
тока не могут занять более v − z каналов. Увеличивая значение z, можно
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Рис. 6. Оценка величин ресурса и уровня резервирования, обеспечивающих
заданные характеристики обслуживания заявок мультисервисного узла до-
ступа.

уменьшить потери потоков с номерами k ≥ 2 до требуемых величин. Правда,
этот результат достигается за счет ухудшения качества обслуживания заявок
1-го потока. По этой причине наряду с использованием резервирования для
выравнивания потерь заявок необходимо также увеличивать и общий объем
ресурса с тем, чтобы качество обслуживания всех потоков было в пределах
нормы.

Рассмотрим такую постановку задачи. Предположим, что требуется най-
ти значения v и z такие, чтобы потери «легкого» трафика (1-й поток) были
менее π1, а потери «тяжелого» трафика (потоки с номерами k ≥ 2) — ме-
нее π2. Для решения задачи поступим следующим образом. После выравни-
вания потерь только «тяжелых» заявок с использованием правила (10) для
них определяется число z резервируемых каналов, обеспечивающее требуе-
мое соотношение потерь для всех потоков трафика. Если значение z с такими
свойствами не находится, то v увеличивается на единицу и расчеты повто-
ряются. Поскольку можно ожидать, что с ростом v при фиксированном z
потери уменьшаются, а с увеличением z при фиксированном v потери «лег-
кого» трафика увеличиваются, «тяжелого» — падают, то всегда можно найти
требуемое решение. Иллюстрацией этого подхода служат данные, приведен-
ные на рис. 6, где показаны зависимости потерь заявок πt,k от увеличения v
и z.

Характеристики найдены для следующих значений входных парамет-
ров: v = 200; n = 3; b1 = 1; µ1 = 1; b2 = 5; µ2 = 1; b3 = 10; µ3 = 1. Величи-
ны v, bk и z выражены в виртуальных каналах. Примем, что ak = vρ/nbk,
sk = ⌊ak⌋+ 10, k = 1, 2, 3. Здесь ρ — потенциальная нагрузка одного в.к.,
ζk =

ak
sk−ak

. Требуемые уровни потерь π1 = 0,01; π2 = 0,001. Цифрой 1 обо-

значена доля потерь по времени для 1-го потока, цифрой 2 — для 2-го и
3-го потоков (значения потерь равны в соответствии с (10)). Начальное зна-
чение объема ресурса v = 200. Последовательное увеличение v, использова-
ние процедуры резервирования и проверка условия попадания значений по-
терь в требуемый коридор πt,1 ≤ 0,01; πt,2 = πt,3 ≤ 0,001 приводят к следую-
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щим значениям: v = 374, z = 19. При данном выборе объема ресурса и пара-
метров резервирования выполняются соотношения: πt,1 = 0,007929 ≤ 0,01 и
πt,2 = πt,3 = 0,000969 ≤ 0,001.

В заключение отметим следующее. Если функция внутренней блокировки
равна единице, то осуществляется процедура «жесткого» контроля за допус-
ком заявок. Она дает возможность создать условия для их дифференциро-
ванного обслуживания. Однако это происходит за счет некоторого уменьше-
ния коэффициента использования канала. Отрицательные последствия этого
эффекта можно ослабить, если выполнить допуск заявок с вероятностью,
меньшей единицы. В этом случае можно увеличить коэффициент исполь-
зования канала за счет некоторого изменения условий дифференцированно-
го обслуживания заявок. Понятно, что в такой постановке выбор значений
функции внутренней блокировки зависит от экономических условий обслу-
живания заявок. Исследование этой проблемы в данной работе не рассмат-
ривается.

Теперь обратимся к решению второй из сформулированных в начале раз-
дела задач. Информационные потоки, обладающие свойством эластичности2,
можно передавать с большей скоростью, используя для этих целей ресурс,
оставшийся свободным от обслуживания трафика реального времени. Вер-
немся к математическому описанию модели мультисервисного узла доступа,
изложенному в разделе 3, и внесем в нее изменения, относящиеся к ускорен-
ной передаче данных.

Предположим, что свойством эластичности обладает дополнительный
(n+ 1)-й поток и его параметры не зависят от номера потока. Заявки на пере-
дачу данных (файлов) поступают от конечной группы абонентов. Обозначим
через s их число. Заявки от одного абонента поступают через случайное вре-
мя, имеющее экспоненциальное распределение с параметром ζ. Для простоты
предположим, что для обслуживания заявки требуется как минимум один
виртуальный канал. Время обслуживания заявки одним каналом имеет экс-
поненциальное распределение с параметром µ. Таким образом, объем файла
имеет экспоненциальное распределение со средним значением F = u/µ, вы-
раженным в битах.

Построим процедуру динамического распределения ресурса при организа-
ции пересылки файлов. Допустим, что на обслуживании находятся d заявок
на передачу данных и для этого используются (v − i) виртуальных каналов,
оставшихся свободными от обслуживания трафика реального времени. Пусть
g = ⌊v−id ⌋ — целая часть от деления (v − i) на d. Разделим d заявок на две
группы d = d1 + d2, где d1 = v − i− g d, а d2 = (g + 1) d − (v − i). Для обслу-
живания заявок из групп d1 и d2 используются соответственно (g + 1) и g
виртуальных каналов. При выбранном распределении ресурса все (v − i) сво-
бодных каналов занимаются на обслуживание d принятых заявок на передачу
данных, а время до освобождения первой из d заявок имеет экспоненциальное
распределение с параметром (v − i)µ. Понятно, что в рассматриваемых усло-
виях скорость передачи каждого файла возрастает с появлением свободных

2 К ним относятся передача файлов и других подобных им данных, допускающая
небольшую задержку без потери качества обслуживания.

145



каналов и, наоборот, уменьшается при их сокращении, не становясь при этом
меньше скорости, обеспечиваемой одним виртуальным каналом. В остальном
схема функционирования узла не меняется. Сохраним для параметров и ха-
рактеристик обобщенной модели те же обозначения, что были использованы
в разделе 3.

Пусть ik(t) — число заявок k-го потока на передачу трафика реального
времени, обслуживаемых в момент времени t, а d(t) — число заявок на переда-
чу файлов, обслуживаемых в момент времени t. Динамика изменения состоя-
ний модели описывается марковским процессом r(t) =

(
i1(t), . . . , in(t), d(t)

)
,

определенным на пространстве состояний S и состоящем из векторов
(i1, . . . , in, d) с компонентами

i1 = 0, 1, . . . ,min

{
s1,

⌊
v

b1

⌋}
;

in = 0, 1, . . . ,min

{
sn,

⌊
v − i1 b1 − . . . − in−1 bn−1

bn

⌋}
; . . . ;

d = 0, 1, . . . , v − i1 b1 − . . .− in bn.

Значения p(i1, . . . , in, d) стационарных вероятностей r(t) связаны системой
уравнений равновесия, имеющей вид

P (i1, . . . , in, d)

n∑

k=1

((
(sk − ik)ζkI(i+ d+ bk ≤ v) + ik µk I(ik > 0)

)
+(13)

+ (s− d)ζI(i+ d+ 1 ≤ v) + (v − i)µI(d > 0)
)
=

=

n∑

k=1

P (i1, . . . , ik − 1, . . . , in, d) (sk − ik + 1)ζk I(ik > 0) +

+

n∑

k=1

P (i1, . . . , ik + 1, . . . , in, d) (ik + 1)µk I(ik + 1 ≤ sk, i+ d+ bk ≤ v) +

+ P (i1, . . . , in, d− 1) (s − d+ 1)ζ I(d > 0) +

+ P (i1, . . . , in, d+ 1) (v − i)µ I(d+ 1 ≤ s, i+ d+ 1 ≤ v),

(i1, . . . , in, d) ∈ S.

В (13) для состояния (i1, . . . , in, d) ∈ S значение i определяет величину ре-
сурса, занятого трафиком сервисов реального времени, i = i1b1 + . . .+ inbn,
а I(·) — индикаторная функция события. Найденные значения P (i1, . . . , in)
необходимо нормировать.

Характеристики качества обслуживания заявок на передачу трафика ре-
ального времени определяются по аналогии с (2). Показатели обслуживания
эластичного трафика оценим долей времени недоступности ресурса переда-
чи πt; долей потерянных заявок πc; средним числом обслуживаемых заявок y;
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средним временем доставки файла td; средним числом виртуальных каналов,
используемых для передачи одного файла bf :

πt =
∑

(i1,...,in,d)∈S|i+d+1>v

p(i1, . . . , in, d);(14)

πc =

∑
(i1,...,in,d)∈S|i+d+1>v

p(i1, . . . , in, d)(s − d)

∑
(i1,...,in,d)∈S

p(i1, . . . , in, d)(s − d)
;

y =
∑

(i1,...,in,d)∈S

p(i1, . . . , in, d)d; td =
y

(s− y)ζ(1− πc)
;

bf =
1

y

∑

(i1,...,in,d)∈S|d>0

p(i1, . . . , in, d)(v − i) =
1

tdµ
.

Для определения объема необходимого ресурса и оценки введенных пока-
зателей эффективности использования каналов при обслуживании эластич-
ного трафика необходимо решить систему уравнений (13). Сделать это мож-
но итерационным методом Гаусса–Зейделя. Для оценки характеристик мож-
но также применять приближенные алгоритмы. Построим соответствующую
процедуру. Воспользуемся тем, что требуемый объем ресурса соответству-
ет области малых потерь заявок. В этой ситуации совместное обслуживание
трафика реального времени и эластичного трафика данных обладает свой-
ствами, упрощающими оценку характеристик. Рассмотрим момент поступле-
ния заявки на передачу файла. Обозначим через i число каналов, занятых в
этот момент на обслуживание трафика реального времени. Оставшиеся v − i
каналов используются для передачи файлов. Применим технику декомпози-
ции и оценим по отдельности процесс обслуживания трафика реального вре-
мени и данных. Пусть p(i) — вероятность занятости i каналов на передачу
трафика реального времени в условиях, когда трафик данных не поступа-
ет, i = 0, 1, . . . , v. Величины p(i) находятся из рекурсивных соотношений (6).
Предположим теперь, что в модели рассматривается обслуживание только
заявок на передачу файлов. Обозначим через y(v − i) и td(v − i) соответ-
ственно среднее число заявок на передачу файлов и среднее время передачи
файла при числе виртуальных каналов, равном (v − i). Несложно показать,
что значения введенных характеристик рассчитываются из выражений:

y(v − i) =
v−i∑

d=0

pd(d)d; td(v − i) =
y(v − i)

v−i−1∑
d=0

pd(d)(s − d)ζ

,(15)

где вероятности pd(d) находятся из рекурсивных соотношений

pd(d+ 1)(v − i)µ = pd(d)(s − d)ζ, d = 0, 1, . . . , v − i− 1
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Рис. 7. Точная и приближенная
оценки td.

Рис. 8. Точная и приближенная
оценки bf .

с последующей их нормировкой. Обозначим получаемые оценки характери-
стик передачи эластичного трафика теми же символами, что применялись в
исследуемой модели. Для их расчета используются соотношения

y =
v−1∑

i=0

p(i)y(v − i), td =
v−1∑

i=0

p(i)td(v − i), bf =
1

tdµ
.(16)

Оценим погрешность приближенного алгоритма расчета характеристик
передачи эластичного трафика. Рассмотрим процесс совместного обслужи-
вания трафика реального времени и эластичных данных для модели узла
доступа со следующими фиксированными значениями входных параметров:
v = 100; n = 2; b1 = 5; µ1 = 1; b2 = 10; µ2 = 1. Величины v, b1 и b2 выражены в
виртуальных каналах. Примем, что a1 = vρ/3b1, a2 = vρ/3b2, sk = ⌊ak⌋+ 10,
k = 1, 2. Здесь ρ — потенциальная нагрузка одного в.к., а ζk =

ak
sk−ak

. Пара-

метры эластичного трафика a = vρ/3, s = ⌊a⌋+ 10, ζ = a
s−a , µ = 1. Точные

и приближенные значения td и bf в зависимости от величины ρ приведены
соответственно на рис. 7 и рис. 8. Точные величины характеристик находи-
лись в результате решения системы уравнений (13) итерационным методом
Гаусса–Зейделя, а приближенные — с использованием выражений (16).

Анализ погрешности вычислений позволяет сделать вывод о хорошей точ-
ности расчетов особенно в области малых потерь, характерных для решения
задач планирования требуемого объема ресурса. Сформулируем последова-
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Рис. 9. Оценка требуемого объема ресурса при передаче эластичного трафика.

тельность действий, которую можно использовать для решения этой задачи.
Предположим, что заданы параметры трафика реального времени n, sk, ζk,
bk, µk и эластичных данных s, ζ, µ. Требуется определить число каналов v,
обеспечивающее выполнение ограничений на долю потерянных заявок

max(π1, . . . , πn, πc) < π(17)

и среднее время передачи файла

td ≤ t.(18)

Если вести передачу эластичного трафика на условиях трафика реально-
го времени, то это приведет к увеличению доли потерянных заявок и даст
возможность получить обоснованную оценку числа каналов v1 в смысле вы-
полнения неравенства (17). Для решения этой задачи используется либо ре-
курсия (6), либо алгоритм, рассмотренный в разделе 6. Далее при последо-
вательном увеличении v1 определяется величина ресурса v, обеспечивающая
выполнение неравенства (18). Приведем пример реализации сформулирован-
ного алгоритма.

Рассмотрим потоки трафика со следующими значениями входных па-
раметров: n = 2; b1 = 3; b2 = 5, µ1 = 1, µ2 = 1. Величины v, b1 и b2 вы-
ражены в виртуальных каналах. Примем, что a1 = 75ρ/3b1, a2 = 75ρ/3b2,
sk = ⌊ak⌋+ 10, k = 1, 2. Здесь ρ — потенциальная нагрузка одного в.к.,
ζk =

ak
sk−ak

. Параметры эластичного трафика a = 75ρ/3, s = ⌊a⌋+ 10, ζ = a
s−a ,

µ = 1. Контрольные значения параметров π = 0,03, t = 0,2. После выполне-
ния 1-го этапа получаем v1 = 99. Результаты реализации 2-го этапа пред-
ставлены на рис. 9, где показана зависимость td от v. Приведены данные
приближенного вычисления td с использованием (16) и точные величины, по-
лученные с помощью решения (13). Для t = 0,2 приближенный расчет дает
ответ v = 112, а точный v = 110. Результаты вычислений отличаются хоро-
шей точностью, приемлемой для практических приложений.
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В заключение отметим следующее. Выбор экспоненциального распределе-
ния для описания времени обслуживания заявок упрощает моделирование
мультисервисного узла доступа. Если положить равными нулю трафик ре-
ального времени или эластичный трафик, то расчетные формулы и алгорит-
мы перестанут зависеть от функции распределения времени обслуживания
заявок [10, 21]. Это свойство дает основание ожидать слабую зависимость
полученных результатов от выбора соответствующей функции и для модели
совместного обслуживания заявок. Отмеченное свойство нуждается в чис-
ленном анализе средствами имитационного моделирования и здесь не иссле-
дуется.

8. Заключение

Построена и исследована математическая модель распределения ресурса
передачи информации мультисервисного узла доступа. В модели рассматри-
вается произвольное число потоков мультимедийного трафика, которые раз-
личаются интенсивностью поступления заявок, величиной ресурса, исполь-
зуемого для обслуживания одной заявки, и временем занятия ресурса. Интер-
валы времени между поступлением заявок имеют экспоненциальное распре-
деление с параметром, зависящим от числа заявок рассматриваемого пото-
ка, находящихся на обслуживании. Построен рекурсивный алгоритм оценки
характеристик. Установлены соотношения между интегральными и потоко-
выми характеристиками качества обслуживания заявок, которые упрощают
выбор метрики при решении задач планирования ресурса узла доступа. По-
строен эффективный алгоритм оценки объема ресурса, требуемого для обслу-
живания заданных потоков трафика с необходимым качеством. Эффектив-
ность расчетной процедуры достигается в результате организации рекурсии
по объему ресурса и использовании нормированных значений вероятностей
состояний. Рассмотрено решение задачи оценки необходимого объема ресурса
для модели мультисервисного узла, допускающего использование механизмов
резервирования ресурса и его динамического распределения при обслужива-
нии эластичного трафика. Приведены численные примеры, иллюстрирующие
особенности реализации построенных расчетных процедур. Построенную мо-
дель и методы ее расчета можно обобщить на случаи, когда поступление
заявок носит групповой характер.
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Интеллектуальные системы управления,
анализ данных
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ТЕМАТИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ТЕКСТОВЫХ ФРАГМЕНТОВ
С УЧЕТОМ ИХ БЛИЖАЙШЕГО КОНТЕКСТА1

Описывается подход к проведению тематической классификации от-
рывков биографического текста, учитывающий ближайший контекст
классифицируемых фрагментов, с помощью нейронной сети с несколь-
кими входами. Выбор архитектуры модели обоснован предположением
о том, что, поскольку тексты, написанные на естественном языке, от-
личаются логичностью и связностью, контекст отрывка может быть ис-
пользован в качестве дополнительных входных данных. Модель обуче-
на и протестирована на корпусе биографических текстов, составленном
автором работы. Результаты, полученные с использованием предложен-
ного подхода, превзошли результаты моделей, не учитывающих контекст
отрывка.

Ключевые слова: классификация предложений, интеллектуальный ана-
лиз данных, рекуррентные нейронные сети, обработка естественного язы-
ка, биографический текст, контекст, корпус текстов, биографическое ис-
следование, Word2Vec, BERT.

DOI: 10.31857/S0005231020120090

1. Введение

Интерпретация неструктурированной информации, представленной в ви-
де текста на естественном языке, является одной из ключевых задач ин-
теллектуального анализа данных и информационного поиска. Частной зада-
чей информационного поиска является поиск биографической информации,
актуальной при проведении биографических исследований, сборе историко-
генеалогических данных и биографических фактов из жизни индивидуума.
Спецификой данной задачи является, во-первых, жанровое многообразие ис-
точников биографической информации (автобиографии, заметки, очерки и
т.д.), и, во-вторых, многоплановость биографической информации, включаю-
щей в себя разнообразные аспекты жизни человека: политический, личный,
общественный, культурный.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 18-37-00272).
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Развитие методов поиска биографической информации осуществляется в
основном в двух направлениях [1]:

1) предметный или «косвенный» поиск, когда пользователь поисковой си-
стемы формулирует запросы, основываясь на известных ему биографических
фактах о некоторой персоне и пытаясь на их основе найти недостающую ин-
формацию;

2) свободный поиск, при котором пользователь не имеет начальных сведе-
ний об интересующей его персоне. Свободный поиск подразумевает просмотр
биографических текстов, посвященных персоне, в целях обнаружения кон-
кретной биографической информации, релевантной требованиям пользовате-
ля (например, информации о профессиональной деятельности или о личной
жизни).

Во втором случае пользователь вынужден просматривать большие объемы
текстов. Сократить затраты временных ресурсов при свободном поиске био-
графической информации мог бы помочь инструмент автоматической обра-
ботки биографических текстов, извлекающий из них фрагменты, связанные с
тем или иным типом биографической информации. Такой инструмент может
быть реализован на основе методов автоматической классификации текстов.
В этом случае текст, предварительно разделенный на фрагменты, подается
на вход классификатора, определяющего тематику каждого фрагмента.

Различные тексты в зависимости от жанра могут иметь стандартизи-
рованную структуру (к таким текстам относятся, например, документы
официально-делового стиля) или обладать структурированностью, заложен-
ной не в расположении структурных частей, а в логическом единстве [2].
Биографические тексты могут послужить примером второго типа текстов
за счет того, что информация в них, как правило, изложена в хронологи-
ческом порядке, и знание тематики отрывка такого текста позволяет пред-
положить, какой фрагмент ему предшествует и какой располагается после.
Эта особенность позволяет предположить, что принятие во внимание логи-
ки изложения биографических текстов и учет ближайшего контекста фраг-
ментов даст возможность улучшить качество тематической классификации
отрывков.

В данной работе предлагается подход к тематической классификации
фрагментов биографического текста на основе их ближайшего контекста.
В качестве фрагмента рассматривается предложение, так как данная языко-
вая единица представляет собой грамматически организованное соединение
слов (или слово), обладающее смысловой законченностью [3]. В статье при-
водится сравнение нескольких моделей машинного обучения для классифи-
кации фрагментов биографических текстов с учетом ближайшего контекста
и без него. Эксперименты проводятся на корпусе биографических текстов,
собранном автором работы.

2. Работы по близкой тематике

Тематика работы в основном затрагивает две задачи обработки естествен-
ного языка:
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1) извлечение биографической информации (биографических фактов);

2) тематическая классификация предложений.

Существующие работы, посвященные решению указанных задач, пресле-
дуют различные практические цели и используют разные подходы. Однако
в целом в литературе по данной тематике извлечение информации и класси-
фикацию текстов определяют как слабоформализуемые задачи, а применяе-
мые для их решения методы — как зависящие от специфики обрабатываемых
текстов [4, 5]. Методы поиска и извлечения биографической информации раз-
виваются преимущественно в трех направлениях: детерминированные подхо-
ды, основанные на применении шаблонов и правил; подходы, основанные на
применении методов машинного обучения (в частности, нейронных сетей);
гибридные подходы. Детерминированные подходы показывают достаточно
высокую результативность во многих задачах, однако требуют разработки
большого количества признаков, отражающих структурные, семантические и
лексические особенности текстов. К преимуществам подходов, основанных на
машинном обучении, можно отнести автоматическую настройку параметров
моделей с помощью множества примеров, а также возможность не только со-
относить результаты обработки текстов с их отдельными характеристиками,
но и выявлять более сложные скрытые зависимости и закономерности [6].
Однако реализация подходов, использующих методы машинного обучения,
требует построения обучающих выборок текстов, сопровождающихся каче-
ственной разметкой, что также бывает сложно осуществимо в реальных усло-
виях. Одним из трендов обработки естественного языка являются предобу-
ченные модели на основе глубоких нейронных сетей (transfer learning) [7, 8],
когда заранее обученная модель дообучается для решения специфических
задач [9].

К детерминированным подходам к извлечению биографической инфор-
мации можно отнести работу [1], в которой описана технология, представ-
ляющая биографический факт в виде древовидной структуры, корнем ко-
торой является тип факта (например, “рождение”), а листьями – связанные
с фактом сущности. В [10] предлагается подход к извлечению биографиче-
ских событий на основе трафика Википедии. В [11] описывается набор правил
для извлечения биографической информации для текстов на русском языке.
В [12] проводится сравнение нескольких подходов, основанных на правилах, а
также предлагается таксономия биографических фактов, включающая в се-
бя семь типов отношений. Существует достаточно много работ, авторы кото-
рых применяли различные методы машинного обучения для классификации
фрагментов биографических текстов или извлечения биографических фак-
тов. Так, в [13] используется наивный байесовский классификатор, в [14] –
метод опорных векторов и деревья решений, в [15, 16] — нейронные сети.
В [17] проводилось сравнение подходов, основанных на правилах, с методом
опорных векторов на примере бинарной классификации фраз, содержащих и
не содержащих биографическую информацию, в результате которого метод
опорных векторов продемонстрировал значительно более высокое качество.
В [18] сравнивались различные типы машинного обучения для извлечения
отношений в биографических текстах (по сути извлечения фактов) на при-
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мере португальского языка. Среди гибридных подходов могут быть назва-
ны [19, 20].

Во многих работах, связанных с поиском биографической информации,
эксперименты проводились на текстах Википедии (в частности, [21–26]). Это
связано с тем, что Википедия содержит в себе богатый и разнообразный ма-
териал для исследований, представленный тем не менее в стандартизованном
виде.

Особенностями задачи классификации предложений являются, во-первых,
сравнительно небольшая длина классифицируемых текстов и, во-вторых, на-
личие контекста у предложений, который также может приниматься во вни-
мание алгоритмами классификации. Будет ли во время классификации учи-
тываться контекст, зависит от специфики решаемой задачи и данных, имею-
щихся для проведения исследования. Многие существующие системы для
классификации коротких текстов используют алгоритмы, построенные на ис-
пользовании вероятностных и статистических методов: байесовского класси-
фикатора [27], условных случайных полей [28], скрытых марковских моде-
лей [29], логистической регрессии [30]. Для решения задач классификации
текстов широко применяются рекуррентные нейронные сети, обученные с
помощью векторных представлений символов и слов. В частности, подходы
к обработке естественного языка, основанные на применении рекуррентных
нейронных сетей, представлены в [31–35]. В последние годы высокие резуль-
таты в классификации коротких текстов демонстрируют инструменты, ис-
пользующие модели ELMo и BERT (в частности, [36–38]).

Среди исследований, связанных с использованием контекста, можно на-
звать работу [39], где была предложена архитектура нейронной сети для клас-
сификации реплик в диалоге. Описанная в указанной работе модель имела
несколько входов, один из которых принимал текущую реплику, а другие –
ее контекст, т.е. предшествующие фразы. Модель, построенная таким обра-
зом, продемонстрировала более высокое качество классификации в сравне-
нии с обычной рекуррентной нейронной сетью на англоязычных диалоговых
текстовых корпусах. В [40, 41] тем же коллективом автором были предложе-
ны нейросетевая модель для разбиения фрагментов аннотаций медицинских
статей по пяти имеющимся классам: введение, обзор существующих работ,
методология, результаты и выводы. В [42] описывается подход к классифи-
кации предложений по тональности с использованием ряда дискурсивных
признаков.

3. Методы

В данной работе предлагается нейросетевая архитектура для классифи-
кации фрагментов биографических текстов, основанная на архитектуре для
классификации реплик в диалоге, описанной в [39]. Предлагаемая модель
включает в себя несколько входов, раздельно обрабатывающих текущий тек-
стовый фрагмент, а также предыдущие и последующие фрагменты. Векторы,
являющиеся результатами обработки фрагментов во входных блоках, объеди-
няются в общий слой нейронной сети. Для оценки качества классификации
используется корпус биографических текстов, собранный и размеченный ав-
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тором работы в полуавтоматическом режиме [43]. В работе рассматриваются
два варианта нейросетевой архитектуры, использующие разные типы пред-
ставления предложений:

1) рекуррентная нейронная сеть. Текст представляется в виде последо-
вательностей слов. В качестве матрицы векторных представлений слов (для
слоя Embedding) используются предобученные вектора модели Word2Vec [44];

2) сеть прямого распространения, обученная на векторных представлениях
предложений, полученных с помощью модели BERT [7].

3.1. Архитектура

Рекуррентная модель основана на использовании рекуррентных слоев дол-
гой краткосрочной памяти (long short-term memory, LSTM), в которых в отли-
чие от классических рекуррентных архитектур предусмотрен механизм хра-
нения долгосрочных зависимостей, позволяющий избежать проблемы затуха-
ния градиента [45]. Структура ячейки LSTM-сети представлена на рис. 1 [46].

Рис. 1. Структура ячейки LSTM.

Пусть xt и yt – входной и выходной сигналы соответственно в момент
времени t, а ct и mt – состояние ячейки и выхода в момент t. Преобразование
входного сигнала в выходной при этом происходит следующим образом:

it = σ
(
Wixxt +Wimmt−1 +Wicci−1 + bi

)
,

ft = σ
(
Wfxxt +Wfmmt−1 +Wfcci−1 + bf

)
,

ot = σ
(
Woxxt +Wommt−1 +Wocci−1 + bo

)
,

mt = ot ⊙ h(ct),

yt = ϕ
(
Wymmt + by

)
,

ct = ft ⊙ ct−1 + it ⊙ g
(
Wcxxt +Wcmmt−1 + bc

)
,

(1)
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где Wcx, Wix, Wfx, Wox – веса входов, Wcm, Wim, Wfm, Wom – веса состояний
ячеек, bo, bi, bf – смещения, Wic, Wfc, Woc – веса связей между ячейками и
слоем выходного фильтра, Wym и by – вес и смещение для выхода, σ, g, h
представляют собой некоторые нелинейные функции.

В сети прямого распространения рекуррентные слои заменены слоями пря-
мого распространения, т.е. слоями без рекуррентных связей, с функцией ак-
тивации “гиперболический тангенс”.

Входными данными моделей являются текущее предложение и его кон-
текст, т.е. n предшествующих и n последующих предложений. Пусть sj –
предложение с порядковым номером j. Тогда входом служит множество пред-
ложений S:

S =
{
sj−n, . . . , sj−1, sj, sj+1, . . . , sj+n

}
, j ∈ [n+ 1, J − n],(2)

J – количество предложений в тексте.

В том случае, когда j < n+ 1 или j > J − n , предложение контекста sk,
k ∈ {j − n, . . . , j − 1, j + 1, . . . , j + n} подается на вход сети, если 1 6 k 6 J .
В противном случае в качестве входных данных для соответствующей пози-
ции подаются метки начала (для k < 1) или конца текста (k > J).

Каждому предложению из множества S соответствует отдельный вход се-
ти. Таким образом, входными данными сети являются 2n+ 1 предложений,
а выходными данными входных блоков являются векторы, соответствующие
входным предложениям.

3.2. Варианты учета контекста

Далее рассматривались три варианта архитектуры каждой модели:

1) в первом случае результат конкатенации выходных векторов входных
блоков подается на слой прямого распространения. Результирующие величи-
ны поступают в выходной слой модели, также представляющий собой слой
прямого распространения, имеющий размерность, равную количеству клас-
сов, и функцию активации softmax. Выходной слой сети возвращает рас-
пределение вероятностей между тематическими классами для предложения
(рис. 2,а);

2) во втором варианте к каждому входному блоку добавляется по одно-
му слою прямого распространения, после чего осуществляется конкатенация,
результат которой подается на выходной слой. Таким образом, учет влияния
контекста происходит на уровне последнего слоя модели (рис. 2,б );

3) третий вариант представляет собой комбинацию первых двух. Выполня-
ется конкатенация выходных векторов входных блоков и обработка резуль-
тата слоем прямого распространения. Одновременно с этим выходные век-
торы входных блоков, соответствующих предложениям контекста, подаются
на вход слоев прямого распространения. Осуществляется конкатенация всех
результирующих векторов, результат подается на выходной слой. Так, влия-
ние контекста учитывается как на уровне выходных векторов рекуррентных
блоков, так и на уровне последнего слоя модели (рис. 2,в).
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Рис. 2. Варианты архитектуры модели.
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4. Эксперименты

4.1. Данные

Для обучения и тестирования моделей был составлен корпус биографиче-
ских текстов. Он представляет собой коллекцию, содержащую биографиче-
ские тексты из онлайн-энциклопедии Википедия, разбитые на предложения
и снабженные тематической разметкой. В версии корпуса, использованной
для экспериментов, содержатся 200 текстов, описывающих биографии людей,
живших или живущих в XX–XXI вв. Корпус находится в свободном доступе
на сайте [47].

Каждому предложению в корпусе биографических текстов сопоставлена
метка класса, наиболее полно соответствующего его тематике: рождение, ин-
формация о родительской семье, место жительства, род занятий, место рабо-
ты, семья, образование, личные события, профессиональные события, смерть.
Некоторым предложениям в корпусе соответствуют два класса – основной и
дополнительный. В данной работе при классификации таких предложений
использовалась метка основного класса. Таким образом, каждый фрагмент
соответствует одному из 10 классов. Характеристики корпуса представлены
в табл. 1.

Для выравнивания количества примеров в классах был проведен простой
оверсэмплинг, т.е. дублирование случайных элементов миноритарных клас-
сов. Общее количество элементов для обучения и валидации моделей после
проведения оверсэмплинга – 8251, объем тестовой выборки, на которой оце-
нивалось финальное качество моделей, – 177 предложений. Предварительная
обработка данных включала в себя приведение текста к нижнему регистру,
удаление специальных символов, стоп-слов и знаков препинания, а также
приведение слов к начальной форме.

Таблица 1. Характеристики корпуса

Класс

Средняя
длина

предложения
(в токенах)

Средний
размер

контекста
для n = 1

(в токенах)

Количество
примеров

Рождение 13,9 13,25 134

Информация о родительской семье 13,05 28,9 86

Место жительства 13,17 31,23 94

Род занятий 16,93 32,4 943

Место работы 14,4 32,27 113

Семья 11,83 24,25 48

Образование 15,73 30,04 374

Личные события 20,35 38,07 105

Профессиональные события 21,36 37,72 490

Смерть 10,56 22,15 111

Все предложения 16,83 31,52 2498
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В случае отсутствия необходимого числа соседних предложений в тексте
на вход моделей подавались специальные метки “begin” и “end” – для предше-
ствующих (sj−1, sj−2, . . . , sj−n) и последующих (sj+1, sj+2, . . . , sj+n) предло-
жений соответственно. Так, в случае j = 1 (порядковый номер предложения в
тексте), J = 3 (количество предложений в тексте) и n = 3 (размер контекста)
входные данные будут иметь следующий вид:

sj−3 = “begin” ,

sj−2 = “begin” ,

sj−1 = “begin” ,

sj = “Текст предложения sj” ,

sj+1 = “Текст предложения sj+1” ,

sj+2 = “Текст предложения sj+2” ,

sj+3 = “end” .

4.2. Реализация и обучение моделей

В ходе экспериментов было проведено сравнение моделей, учитывающих
контекст, с нейронными сетями, основанными на transformer-архитектуре,
а также с методом опорных векторов, испытанным на представлениях пред-
ложений в виде Bag-of-Words TF-IDF. В данной работе использовались две
модели BERT:

1) mBERT (multilingual BERT), поддерживающая 104 языка [7];

2) RuBERT, модель BERT для русского языка, обученная на русскоязыч-
ной Википедии и текстах новостных порталов [48]. Для русскоязычных
текстов данная модель на ряде задач показала качество, значительно
превосходящее качество многоязычной модели BERT.

Таблица 2. Оптимизация параметров моделей

Параметр Множество
параметров

Выбранное
значение

Функция активации на внутренних слоях
(рекуррентная сеть)

гиперболический
тангенс, relu

гиперболический
тангенс

Функция активации на внутренних слоях
(сеть прямого распространения)

гиперболический
тангенс, relu

гиперболический
тангенс

Размерность слоя LSTM (рекуррентная
сеть)

степени 2 из диа-
пазона [32;256]

64

Размерность слоя прямого распростране-
ния во входном блоке (сеть прямого распро-
странения)

степени 2 из диа-
пазона [64;512]

256

Размерность общего слоя прямого распро-
странения (рекуррентная сеть)

степени 2 из диа-
пазона [32;128]

32

Размерность общего слоя прямого распро-
странения (сеть прямого распространения)

степени 2 из диа-
пазона [32;128]

32

161



Рис. 3. Модели без учета контекста: а — рекуррентная сеть; б — сеть прямого
распространения.

Реализация моделей, основанных на transformer-архитектуре, выполнена с
помощью библиотек Transformers [49] и PyTorch [50] и языка программирова-
ния Python 3.6. В качестве элемента входных данных для модели BERT вы-
ступает предложение, заключенное в токены [CLS] и [SEP]. Предложение об-
рабатывается токенизатором, преобразующим токены в последовательности
индексов в соответствии со словарем модели. Размерность элемента входной
последовательности для BERT ограничена 512 токенами, размер батча – 8,
количество эпох обучения – 3.

Метод опорных векторов реализован с помощью библиотеки Scikit-Learn
(LinearSVC) [51]. В качестве входных данных использованы представления
предложений по модели Bag-of-Words TF-IDF (матрица Bag-of-Words, где на
пересечении строки и столбца располагается значение меры TF-IDF для дан-
ного слова в заданном документе). Размерность векторных представлений –
5000 признаков.

Реализация моделей, использующих контекст, выполнена с помощью
средств библиотеки Keras [52] и языка программирования Python 3.6. Вход-
ные блоки рекуррентных сетей состоят из входного слоя, слоя матрицы весо-
вых коэффициентов (embedding layer) и рекуррентного слоя LSTM. Размер-
ность слоя LSTM составляет 64 нейрона, слоев прямого распространения –
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Рис. 4,a. Визуализация рекуррентных моделей при n = 1.

32 нейрона. Входные блоки сетей прямого распространения включают в себя
входной слой и один слой прямого распространения. Размерность слоев пря-
мого распространения во входных блоках составляет 256 нейронов, в общем
слое – 32 нейрона. Функция активации для внутренних слоев – гиперболиче-
ский тангенс, для выходного слоя – softmax. Оптимизация гиперпараметров
моделей проводилась на примере моделей без учета контекста с помощью про-
стого поиска по решетке (grid search). Список оптимизируемых параметров и
их диапазонов приводится в табл. 2. В качестве оптимизационного алгоритма
для всех моделей использован adaptive moment estimation (adam optimizer),
в качестве функции ошибки – категориальная кросс-энтропия.

На рис. 3 изображены схемы рекуррентной модели и сети прямого рас-
пространения без учета контекста. Наклонным шрифтом выделены входные
блоки. В моделях с учетом контекста (когда n > 0) каждому входному пред-
ложению из множества S соответствует отдельный входной блок. На рис. 4 в
качестве примера представлена визуализация трех вариантов рекуррентной
модели для n = 1. Модели для n > 1 имеют аналогичный вид при большем
количестве входов.

Данные для обучения нейросетевых моделей были разделены на обучаю-
щую и валидационную выборки. Обучение проводилось с использованием
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Рис. 4,б . Визуализация рекуррентных моделей при n = 1.

обучающей выборки, остановка обучения выполнялась согласно показате-
лям модели на валидационной выборке. Финальное тестирование модели
осуществлялось на независимой тестовой выборке, не участвовавшей в про-
цессе обучения. Для рекуррентных сетей входные данные подавались в мо-
дели в виде последовательностей слов (sequences) на основе матрицы век-
торных представлений слов, составленной из векторов модели Word2Vec и
множества лексем, представленных в обучающей выборке. В качестве моде-
ли Word2Vec использовалась модель, обученная на текстах русскоязычной
Википедии и Национального корпуса русского языка за 2018 г. с исполь-
зованием алгоритма обучения Skip-gram [53]. Размерность векторного пред-
ставления слова в модели равна 300. Входные данные сетей прямого распро-
странения выглядят как одномерный вектор размерностью 768, полученный
для текущего фрагмента текста из модели RuBERT c помощью библиотеки
DeepPavlov [54].

Исходный код всех моделей доступен по ссылке [55].

4.3. Результаты

Для оценки результатов использовалась F-мера (macro-averaging), кото-
рая определялась как средняя величина значений F-меры, рассчитанных для

164



Конкатенация

Конкатенация

Входной слой

(предыдущее

предложение)

Входной слой

(следующее

предложение)

Входной слой

Выходной слой

Слой векторных

представлений слов

(embedding layer)

Слой векторных

представлений слов

(embedding layer)

Слой векторных

представлений слов

(embedding layer)

LSTM (64) LSTM (64) LSTM (64)

Полносвязный слой

прямого

распространения

(32)

Полносвязный слой

прямого

распространения

(32)

Полносвязный слой

прямого

распространения

(32)

Рис. 4,в. Визуализация рекуррентных моделей при n = 1.

каждого класса по показателям точности (precision) и полноты (recall). Значе-
ния точности и полноты приведены в скобках после значения F-меры (первый
показатель – precision, второй – recall).

В табл. 3 представлены показатели качества классификации. Поскольку
ввиду случайной инициализации начальных параметров результаты класси-
фикации могут варьироваться при разных запусках моделей, каждая ней-
росетевая модель была запущена m раз, в таблице указаны средние значе-
ния. В данной работе m = 5. В экспериментах рассматривались значения для
моделей, учитывающих контекст фрагмента в диапазоне 0 6 n 6 3, так как
дальнейшее увеличение величины n не давало роста качества классификации
и отрицательно сказывалось на временной сложности модели.

Полужирным шрифтом в таблице выделены наиболее высокие значе-
ния F-меры среди всех рассмотренных моделей (рекуррентная – вариант
1, 94,77%) и среди моделей, не учитывающих контекст (RuBERT, 93,16%).
Как показывают данные таблицы, в большинстве случаев добавление пред-
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Таблица 3. Качество моделей (F-мера (Precision / Recall), значения указаны в %)

Архитектура
Значение n

0 1 2 3

Рекуррентная
(вариант 1)

– 91,25
(90,31 / 92,15)

93,13
(91,23 / 94,13)

94,77
(91,33 / 95,77)

Рекуррентная
(вариант 2)

– 92,54
(91,45 / 92,56)

93
(91,98 / 94,03)

92,9
(91,56 / 92,35)

Рекуррентная
(вариант 3)

– 92,07
(92,01 / 91,87)

92,3
(92,12 / 91,96)

94,07
(91,4 / 95,88)

Прямого распростра-
нения (вариант 1)

– 86,23
(85,89 / 88,42)

87,14
(84,78 / 89,2)

87,45
(85,91 / 88,45)

Прямого распростра-
нения (вариант 2)

– 87,18
(86,56 / 89,12)

87,03
(86,22 / 88,14)

87,5
(87,02 / 88,49)

Прямого распростра-
нения (вариант 3)

– 87,35
(87,53 / 89,36)

87,56
(87,34 / 89,01)

87,14
(87,02 / 88,32)

Рекуррентная (без
учета контекста)

89,46
(90,13 / 88,3)

– – –

Прямого распростра-
нения (без учета кон-
текста)

86,83
(89,3 / 88,26)

– – –

LinearSVC 66,37
(64,39 / 77,44)

mBERT 89,01
(92,11 / 88,12)

– – –

RuBERT 93,16
(90,72 / 97,05)

– – –

ложений контекста позволило улучшить качество классификации фрагмен-
тов. Причем для рекуррентных моделей наилучший результат был достиг-
нут при n = 3, а для сетей прямого распространения – при n = 2. Наиболь-
шие абсолютные показатели улучшения заметны для рекуррентных моделей
(+5,31%).

В табл. 4 приводятся примеры предложений, ошибочно классифицирован-
ных рекуррентной моделью с использованием контекста и моделью RuBERT.
В большинстве случаев ошибки связаны с фрагментами, тематически свя-
занными более чем с одним классом. Многие из этих фрагментов име-
ли в оригинальном корпусе метку дополнительного класса. Так, предло-
жению из первого примера (фрагмент биографии художника Б.В. Эндера)
разметчики корпуса сопоставили класс “Информация о родительской се-
мье” в качестве основного и класс “Рождение” в качестве дополнительно-
го. Выбор метки основного класса связан с тем, что предложение описыва-
ет происхождение персоны, а не конкретизирует факт рождения (дата, ме-
сто). Обе сети отнесли данный отрывок к классу “Рождение”. Второе пред-
ложение является примером, характеризующим сильные стороны модели с
использованием контекста. Вероятно, фрагмент, описывающий профессио-
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Таблица 4. Примеры ошибок моделей

Фрагмент Разметка
Результат

классификации
(RuBERT)

Результат
классификации
(рекуррентная

модель с
использованием

контекста)

1 2 3 4

sj−3: “begin”
sj−2: “begin”
sj−1: “begin”

sj : “Родился в семье агроно-
ма, происходящего из рода
обрусевших немцев.”

sj+1: “Две его младшие сест-
ры – Ксения (1894–1955) и
Мария (1897–1942) – также
стали художницами.”

sj+2: “В 1905–1907 брал
частные уроки рисования у
И.Я. Билибина.”
sj+3: “В 1911 г. сблизил-
ся с М.В. Матюшиным и
Е.Г. Гуро, часто бывал в их
квартире в доме на Песоч-
ной улице.”

Информация о
родительской
семье

Рождение Рождение

sj−3: “begin”
sj−2: “begin”

sj−1: “Училась в школе №1,
индустриальном техни-
куме.”

sj : “1935 – аэроклуб, по-
сле гражданская авиация в
Грузии вместе с мужем.”

sj+1: “1941 – инструктор
(200 курсантов).”

sj+2: “Апрель 1944 – Са-
ранск, 3-е Военно-Морское
летное училище (летчики-
штурмовики).”

sj+3: “По окончании – на-
значение в 7 ГвПШАП ВВС
КБФ (командир полка два-
жды Герой Советского Сою-
за А.Е. Мазуренко).”

Род занятий Семья Род занятий
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Таблица 4 (окончание)

1 2 3 4

sj−3: “В 1918 г., после демо-
билизации, поступил в
Петроградские Государст-
венные свободные художест-
венные мастерские, зани-
мался у К.С. Петрова-Вод-
кина, затем у Матюшина.”

sj−2: “Завершив обучения в
1923 г., продолжил работать
под началом Матюшина в
Отделе органической куль-
туры Инхука, вошел в
созданную им группу «Зор-
вед».”

sj−1: “В 1920-е принимал ак-
тивное участие в выставках
«мастерской пространствен-
ного реализма».”

sj : “Познакомился с
К.С. Малевичем, Н.М. Суе-
тиным, И.Н. Харджиевым,
И.Г. Эренбургом, поддер-
живал с ними постоянную
переписку.”

sj+1: “В 1927 г. переехал в
Москву.”

sj+2: “В 1930-х гг. много
работал в области монумен-
тального искусства.”

sj+3: “Принимал участие
в оформлении павильона
СССР на Международной
выставке в Париже (1937).”

Личные
события

Личные
события

Профессиональные
события

нальную деятельность советской летчицы Л.И. Шулайкиной и упоминаю-
щий ее супруга, верно отнесен к классу “Род занятий” за счет тематики
контекста, в то время как модель RuBERT классифицировала этот фраг-
мент как элемент класса “Семья”. Противоположный пример представля-
ет собой третье предложение (фрагмент биографии Б.В. Эндера), которое
отнесено разметчиками корпуса к классу “Личные события”, так как опи-
сывает встречи и личные знакомства художника. Модель с учетом контек-
ста классифицировала данный фрагмент как “Профессиональные события”
(в корпусе данному классу соответствуют упоминания официальных встреч
и наград). Возможно, полученный результат обусловлен “профессиональной”
тематикой контекста.
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5. Заключение

В работе представлен подход к выполнению тематической классификации
отрывков текста, учитывающий их ближайший контекст. Модель апробирова-
на на примере корпуса биографических текстов. Поскольку биографический
текст отличается хронологической последовательностью изложения, все мо-
дели, принимающие в качестве входных данных контекст отрывка, показали
лучшие результаты в сравнении с моделью без учета контекста.

Архитектура, предложенная в данной статье, может быть применена при
решении сходных задач тематической классификации отрывков текстов, об-
ладающих явной логической структурой и последовательностью изложения.
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