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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 57 2021 Вып. 4

УДК 621.391 : 519.724

c© 2021 г. А.Г. Дьячков , Д.Ю. Гошкодер

НОВЫЕ НИЖНИЕ ГРАНИЦЫ ДЛЯ ДОЛИ ИСПРАВЛЯЕМЫХ ОШИБОК
ПРИ СПИСОЧНОМ ДЕКОДИРОВАНИИ В КОМБИНАТОРНЫХ

ДВОИЧНЫХ КАНАЛАХ СВЯЗИ

Целью данной статьи являются восстановление и развитие результатов нео-
публикованной рукописи А.Г. Дьячкова. Рассматривается дискретный канал
без памяти (ДКБП) и доказывается теорема об экспоненциальной границе вы-
брасывания при декодировании списком фиксированной длины L. Данный ре-
зультат является обобщением классической экспоненциальной границы вероят-
ности ошибки оптимальных кодов в ДКБП на модель списочного декодирова-
ния в ДКБП. В качестве приложений данного результата рассмотрены двоич-
ный симметричный канал (ДСК) без памяти и двоичный асимметричный канал
(Z-канал) без памяти. Для обоих рассматриваемых каналов выведена нижняя
граница доли числа исправляемых ошибок при передаче с нулевой скоростью
по соответствующим каналам, на выходе которых используется декодирова-
ние списком фиксированной длины L. Для Z-канала эта граница получена при
произвольном распределении входного алфавита (1 − w,w), а также найдено
оптимальное значение полученной границы и доказано, что доля числа оши-
бок, исправляемых оптимальным кодом, стремится к единице при стремлении
длины списка L к бесконечности.

Ключевые слова: дискретный канал без памяти, двоичный симметричный ка-
нал, Z-канал, доля исправляемых ошибок, граница выбрасывания, декодирова-
ние списком.

DOI: 10.31857/S055529232104001X

§ 1. Введение и обзор результатов

Статья состоит из трех частей. В первой части (§ 2) мы приводим формулировку
и вывод теоремы об экспоненциальной границе выбрасывания при декодировании
списком фиксированной длины L в общем случае ДКБП с произвольными конеч-
ными входным и выходным алфавитами (теорема 1), а также исследуем логариф-
мическую асимптотику границы выбрасывания (теорема 2). Отметим, что во всех
известных нам публикациях других авторов (например, [1–5]), в которых изучались
коды со списочным декодированием, постановка задачи списочного декодирования
рассматривалась лишь для частных случаев двоичных каналов без памяти.

Во второй части статьи (§ 3) мы применяем построенную в первой части границу
выбрасывания к частному случаю ДСК, чтобы для соответствующего комбинатор-
ного двоичного симметричного канала связи (BS-канала) получить обозначаемую
через fbs(L) нижнюю границу для максимально возможной доли симметричных
ошибок, исправляемых при передаче с нулевой скоростью по BS-каналу, на выходе
которого используется декодирование списком длины L. Данная нижняя граница
fbs(L) со ссылкой на неопубликованную рукопись [6] как на первоисточник была
ранее приведена в работе [5].
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В третьей части статьи (§ 4) мы применяем построенную в первой части грани-
цу выбрасывания при декодировании списком фиксированной длины L к важному
частному случаю ДКБП, называемому вероятностным Z-каналом, а затем к соответ-
ствующему комбинаторному двоичному асимметричному каналу связи (Z-каналу),
в котором ошибки могут происходить при передаче лишь одного из двух возможных
двоичных входных символов.

Основным результатом, установленным в третьей части статьи, является обо-
значаемая нами через fz(w,L) нижняя граница для максимально возможной доли
асимметричных ошибок, исправляемых при передаче с нулевой скоростью по комби-
наторному Z-каналу, на выходе которого используется декодирование списком дли-
ны L, а на входном алфавите задано распределение вероятностей Q∗ = (1 − w,w).

При любом натуральном L � 1 и w ∈ [0, 1] нижняя граница fz(w,L) вычисляется
по формуле

fz(w,L) = w(1 − wL).

Кроме того, нам удалось оптимизировать найденную величину, т.е. найти fz(L) =
= max

w∈[0,1]
fz(w,L) и соответствующую ей wmax(L), а также доказать, что

lim
L→+∞

(
max

w∈[0,1]
fz(w,L)

)
= 1.

Приведем таблицу значений величин wmax(L) и fz(L) при различных значениях
L � 1:

L 1 2 3 4 5 10 15 20 25 50
wmax(L) 0,5 0,58 0,63 0,67 0,70 0,79 0,83 0,86 0,88 0,92
fz(L) 0,25 0,38 0,47 0,53 0,58 0,72 0,78 0,82 0,84 0,91

Отметим, что в классическом случае L = 1 значение нижней границы fz(1) = 1/4
совпадает со значением верхней границы, которая является следствием известной
нижней границы вероятности ошибки, называемой границей сферической упаков-
ки [7]. Также полученная граница совпадает с результатами работ [8, 9], в которых
были выведены аналогичные оценки и доказана их оптимальность.

§ 2. Обозначения, определения, постановка задачи, формулировка и вывод теоремы
о границе выбрасывания при декодировании списком фиксированной длины

в общем случае ДКБП, свойства экспоненты границы выбрасывания

Пусть на нашем канале входные и выходные слова – это последовательности
длины N из элементов конечных алфавитов:

x = (x1, x2, . . . , xN ) – входное слово, xi ∈ [K];

y = (y1, y2, . . . , yN ) – выходное слово, yi ∈ [J ].

Пусть также для этого канала заданы условные вероятности принятия символа
j ∈ [J ] при условии отправки символа k ∈ [K] в канал. Обозначим эти вероятности
через W (k | j).

Вероятность получения слова y при передаче слова x задается следующим обра-
зом:

WN (y |x) =
N∏
i=1

W (yi |xi).
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Такой канал и называется дискретным каналом без памяти. Обозначим через XN
K

множество всевозможных слов x длины N над алфавитом [K], а через Y N
J – мно-

жество всевозможных слов y длины N над алфавитом [J ], и пусть x(1), . . . , x(M) –
фиксированные слова. Напомним, как в таком случае определяется декодирование
по максимуму правдоподобия (МП).

О пр е д е л е н и е 1 (МП-декодирование). При заданном y положим DМП(y) =

= m, гдеm ∈ [M ] – наименьшее среди всех чисел m′ ∈ [M ], для которых достигается

max
m′∈[M ]

WN (y |x(m′)) = WN (y |x(m)).

Таким образом, при МП-декодировании возвращается статистически наиболее
вероятное для получения слово x(m).

При этом зачастую однозначно восстановить входное слово довольно сложно,
поэтому применяется декодирование списком.

Опр е д е л е н и е 2. Декодирование списком длины L – один из методов деко-
дирования кодов, при котором вместо одного кодового слова декодер возвращает
список из L возможных вариантов.

О пр е д е л е н и е 3. Декодирование списком фиксированного объема считается
успешным, если переданный кодовый вектор принадлежит набору L кодовых слов,
возвращаемых декодером, в противном случае считается, что произошла ошибка
декодирования списком. Условная вероятность ошибки при передаче слова x(m) и
использовании декодирования списком длины L по методу максимума правдоподо-
бия обозначим через P(m,L). Определим набор всевозможных L-подмножеств кода,
которые не содержат слова x(m):

Xm,L
def
=
{(

x(m1), . . . , x(mL)
)
: mi ∈ [M ′] \ {m}, mi �= mj , ∀i, j ∈ [L], i �= j

}
.

Тогда условная вероятность ошибки в общем случае может быть записана в виде
следующей суммы:

P(m,L) =
∑

�x∈Xm,L

PL(m,�x),

где PL(m,�x) – вероятность ошибки при передаче слова x(m), декодировании списком
длины L и возвращении декодером слов из набора �x. Также определим естественным
образом максимальную вероятность ошибки:

Pmax(L)
def
= max

m∈[M ]
P(m,L).

В данной статье мы будем использовать декодирование списком длины L по ме-
тоду максимума правдоподобия (т.е. декодер будет возвращатьL статистически наи-
более вероятных для получения слов).

О п р е д е л е н и е 4. Скорость кода с M кодовыми словами длины N определяет-
ся следующим образом:

R
def
=

ln
M

L
N

=
lnM

N
− lnL

N
. (1)

Для обычного декодирования, где L = 1, это стандартное определение скорости кода
(M = exp(RN)).
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Целью § 2 является формулировка и доказательство теоремы о границе выбра-
сывания при декодировании списком фиксированной длины в общем случае ДКБП
с произвольными конечными входным и выходным алфавитами. Для этого зафикси-
руем распределение вероятностей Q = (Q(1), Q(2), . . . , Q(K)) на входном алфавите

канала, такое что
K∑
i=1

Q(i) = 1, и введем следующее множество:

K def
=
{
k = (k1, k2, . . . , kL+1) : ki ∈ [K], i ∈ [L+ 1]

}
, |K| = KL+1.

Те о р ем а 1. Пусть заданы дискретный канал без памяти с M ′ = 2M − 1 сло-
вами длины N и вероятности перехода W (j |k), 1 � k � K, 1 � j � J . Тогда для
любого распределения вероятностей на входном алфавите канала Q имеет место
следующая экспоненциальная верхняя граница максимальной вероятности ошибки
при декодировании списком длины L:

Pmax(L) � exp

{
−NE(L)

ex

(
R +

(L+ 1) ln 2

LN
+

lnL

N
,Q

)}
, (2)

где для любого R > 0 функция E
(L)
ex (R,Q), называемая экспонентой границы выбра-

сывания, определяется следующим образом:

E(L)
ex (R,Q)

def
= sup

ρ�1

{
−ρRL+ E(L)

x (ρ,Q)
}
, (3)

E(L)
x (ρ,Q)

def
= −ρ ln

⎧⎨⎩∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

] 1
ρ

⎫⎬⎭ . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы разбивается на несколько более простых утвержде-
ний, из которых в итоге и следует наша граница.

1. Рассмотрим код сM = L+1 словами x(1), x(2), . . . , x(M) и схемой декодирования
списком длины L. Определим набор YL следующим образом:

YL =
{
y ∈ Y N

J : min
i∈[L+1], i�=1

WN (y |x(i)) � WN (y |x(1))
}
.

Тогда условная вероятность ошибки PL при декодировании списком по методу мак-
симума правдоподобия, учитывая, что исходным словом является x(1), может быть
записана как

PL =
∑
y∈YL

WN (y |x(1)).

Лемма 1. Для любого действительного числа σ � 0

PL �
∑

y∈Y N
J

WN (y |x(1))1−Lσ
L+1∏
i=2

WN (y |x(i))σ. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что по определению множества YL получаем, что
∀y ∈ YL и i ∈ [L + 1], i �= 1, верно неравенство WN (y |x(i)) � WN (y |x(1)). Тогда для
любого числа σ > 0 получаем, что(

WN (y |x(i))

WN (y |x(1))

)σ

� 1
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и соответственно
L+1∏
i=2

(
WN (y |x(i))

WN (y |x(1))

)σ

� 1.

Тогда справедлива следующая цепочка преобразований:

PL =
∑
y∈YL

WN (y |x(1)) �
∑
y∈YL

WN (y |x(1))
L+1∏
i=2

(
WN (y |x(i))

WN (y |x(1))

)σ

�

�
∑

y∈Y N
J

WN (y |x(1))

L+1∏
i=2

(
WN (y |x(i))

WN (y |x(1))

)σ

=

=
∑

y∈Y N
J

WN (y |x(1))1−Lσ
L+1∏
i=2

WN (y |x(i))σ.

Последнее равенство завершает доказательство леммы. �
Отметим, что эта граница формулируется только в терминах заданных переход-

ных вероятностей. Более того, суммирование в правой части идет по всем возмож-
ным выходным словам y длины N в отличие от определения условной вероятности
ошибки при декодировании списком по методу максимального правдоподобия, где
суммирование идет только по y из YL.

2. Рассмотрим ансамбль кодов с независимыми и одинаково распределенными
словами, число которых равно M ′ = 2M − 1, и имеющих распределение Q

N
(x),

x ∈ XN
K . Для m ∈ [M ′] и L ∈ [M ′ − 1] согласно определению 3 обозначим через

P(m,L) случайную величину в ансамбле, равную вероятности ошибки при передаче
слова x(m) и использовании декодирования списком по методу максимума правдопо-
добия. Отметим, что случайные величины P(m,L) при m ∈ [M ′] имеют одинаковое
распределение.

Пусть s > 0 – действительное число. Среднюю по ансамблю кодов с M ′ словами
вероятность ошибки P(m,L) в степени s будем обозначать через MQ[Ps(m,L)]. Эта
величина равна математическому ожиданию Ps(m,L) по ансамблю, т.е.

MQ[Ps(m,L)] =

=
∑

z(1),...,z(M′)∈XN
K

M ′∏
r=1

Q
N
(z(r))M

[
Ps(m,L) | x(1) = z(1), . . . , x(M ′) = z(M

′)
]
.

Отметим, что величина MQ[Ps(m,L)] равна некоторому действительному значению
при фиксированных L и Q и не зависит от m.

Л емма 2. Для рассматриваемого ансамбля кодов существует хотя бы один
подкод с M словами x̃(1), x̃(2), . . . , x̃(M), а также метод декодирования списком дли-
ны L этого кода, такой что для любого m ∈ [M ] и любого s > 0 условная вероят-
ность ошибочного декодирования P̃(m,L) при передаче слова x̃(m) удовлетворяет
неравенству

P̃(m,L) <
(
2MQ[Ps(m,L)]

) 1
s , (6)

где среднее значение MQ[Ps(m,L)] не зависит от выбора значения m ∈ [M ′].
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Док а з а т е л ь с т в о. Напомним известное следствие из неравенства Маркова
для неотрицательной случайной величины с конечным математическим ожиданием:

Pr(η � 2Mη) � 1

2
.

В качестве случайной величины η = Ps(m,L) возьмем случайную величину в ан-
самбле, равную s-й степени вероятности ошибки при передаче слова x(m) и исполь-
зовании декодирования списком по методу максимума правдоподобия. Тогда можно
использовать следствие неравенства Маркова для случайной величины η:

Pr
(
Ps(m,L) � 2MQ[Ps(m,L)]

)
� 1

2
,

или

Pr
(
P(m,L) < 2

1
s

(
MQ[Ps(m,L)]

) 1
s

)
� 1

2
.

Последнее неравенство означает, что по крайней мере для половины слов (M
′

2
) кода

выполняется неравенство, вероятность которого мы оценили.
Другими словами, последнее неравенство означает, что существуют подкод с M

кодовыми словами x̃(1), x̃(2), . . . , x̃(M) и схема декодирования списком по методу мак-
симума правдоподобия, где размер списка ограничен величиной L, такие что для
любого переданного слова x̃(m), где m ∈ [M ], условная вероятность ошибки декоди-
рования P̃(m,L) удовлетворяет следующему неравенству для любого s > 0:

P̃(m,L) <
(
2MQ[Ps(m,L)]

) 1
s . �

3. Нашей следующей целью будет получение верхней границы средней вероят-
ности ошибки. Мы рассматриваем ансамбль кодов с M ′ = 2M − 1 независимыми и
одинаково распределенными словами. Пусть они имеют распределение Q

N
(x). Так-

же мы определили (см. определение 3) набор всевозможных L-подмножеств кода,
не содержащих слова x(m):

Xm,L =
{(

x(m1), . . . , x(mL)
)
: mi ∈ [M ′] \ {m}, mi �= mj, ∀i, j ∈ [L], i �= j

}
.

Заметим, что количество таких L-подмножеств кода равно
(
M ′ − 1

L

)
, так как мы

выбираем L слов из всех (всего их M ′), кроме x(m).
Л емма 3. Для ансамбля кодов с независимыми и одинаково распределенными

словами, число которых равно M ′ = 2M − 1, с распределением Q
N
(x) и для любого

0 < s � 1 имеет место следующая оценка:

Ps(m,L) �
∑

�x∈Xm,L

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

WN (y |x(m))1−Lσ

(
L∏

i=1

WN (y |x(mi))

)σ
⎤⎦s

, (7)

Более того, усредняя эту границу по ансамблю, мы получаем верхнюю границу
средней вероятности ошибки:

MQ[Ps(m,L)] �

� [2(M − 1)]L
∑

z(1),...,z(L+1)∈XN
K

L+1∏
i=1

Q
N
(z(i))

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

L+1∏
i=1

WN (y | z(i)) 1
1+L

⎤⎦s

, (8)
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где суммирование в правой части идет по всем (L + 1)-подмножествам слов из
множества с M ′ словами.

Док а з а т е л ь с т в о. а) Выберем L слов из ансамбля с M ′− 1 = 2M − 2 словами
(т.е. выберем элемент �x ∈ Xm,L) и добавим к ним слово x(m). Так мы получим под-
код из L+1 слова, и будем рассматривать ошибку при передаче одного из этих слов
(слова x(m)). Таким образом, мы попадем в условие леммы 1, и получим верхнюю
границу вероятности ошибки декодирования списком по методу максимума правдо-
подобия при передаче слова x(m) из L + 1 данных (обозначаемую в определении 3
через PL(m,�x)). Далее, согласно определению 3 вероятность ошибки при передаче
слова x(m) из M ′ данных может быть записана в виде следующей суммы:

P(m,L) =
∑

�x∈Xm,L

PL(m,�x).

Применим известное неравенство: для любого 0 < s � 1(∑
i∈I

ai

)s

�
∑
i∈I

asi ,

где мы берем множество Xm,L в качестве множества суммирования I, а вероятность
ошибки PL(m,�x) в качестве слагаемых ai. Тогда получаем, что

Ps(m,L) �
∑

�x∈Xm,L

Ps
L(m,�x) �

�
∑

�x∈Xm,L

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

WN (y |x(m))1−Lσ

(
L∏

i=1

WN (y |x(mi))

)σ
⎤⎦s

.

Представленная цепочка неравенств завершает доказательство первого утвержде-
ния леммы 3.

б) Теперь усредним верхнюю границу условной вероятности ошибки при переда-
че слова x(m) по ансамблю. Мы определяем среднюю вероятность ошибки как ма-
тематическое ожидание P(m,L). По определению математического ожидания для
дискретной случайной величины и первому утверждению леммы (при σ =

1

1 + L
и

1− Lσ = σ)

MQ[Ps(m,L)] �

�
(
M ′ − 1

L

) ∑
z(1),...,z(L+1)∈XN

K

L+1∏
i=1

Q
N
(z(i))

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

L+1∏
�=1

WN (y | z(�)) 1
1+L

⎤⎦s

.

Первый множитель равен мощности множества Xm,L (количеству вариантов вы-
брать L слов из набора M ′ − 1 слова), а дальнейшая сумма включает вероятность
выбора множества из L + 1 слов (элемента �x ∈ Xm,L и вектора x(m)) с распреде-
лением Q

N
(x) и соответствующие границы вероятности ошибки. Затем, воспользо-

вавшись известным свойством биномиальных коэффициентов (
(
n

m

)
� nm), можно

получить, что

MQ[Ps(m,L)] �

� [2(M − 1)]L
∑

z(1),...,z(L+1)∈XN
K

L+1∏
i=1

Q
N
(z(i))

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

L+1∏
�=1

WN (y | z(�)) 1
1+L

⎤⎦s

,
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что завершает доказательство леммы 3. �
4. Далее покажем, что из лемм 2 и 3 вытекает справедливость теоремы 1. Рас-

смотрим канал без памяти, т.е. канал, для которого

Q
N
(x) =

N∏
i=1

Q(xi),

где x = (x1, . . . , xN ) – исходное слово, а Q = (Q(1), Q(2), . . . , Q(K)) – заданное рас-
пределение вероятностей на входном алфавите канала. Определим теперь макси-
мальную вероятность ошибки следующим естественным образом. Из определения 3
имеем

Pmax(L) = max
m∈[M ]

P̃(m,L).

Из оценки в лемме 2 следует, что верно следующее неравенство:

Pmax(L) �
(
2MQ[Ps(m,L)]

) 1
s .

Мы рассматриваем канал без памяти и можем использовать верхнюю границу
средней вероятности ошибки из леммы 3 для этого канала, полагая ρ =

1

s
при ρ � 1:

Pmax(L) �
(
2L+1(M − 1)L

)ρ ×
×

⎛⎜⎝ ∑
z(1),...,z(L+1)∈XN

K

L+1∏
i=1

Q
N
(z(i))

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

L+1∏
�=1

WN (y | z(�)) 1
1+L

⎤⎦
1
ρ

⎞⎟⎠
ρ

.

Напомним обозначение K = {k = (k1, k2 . . . , kL+1) : ki ∈ [K], i ∈ [L+1]}. Рассмотрим
следующую цепочку преобразований:

∑
z(1),...,z(L+1)∈XN

K

L+1∏
i=1

Q
N
(z(i))

⎡⎣ ∑
y∈Y N

J

L+1∏
�=1

WN (y | z(�)) 1
1+L

⎤⎦
1
ρ

=

=
∑

z
(1)
1 ,...,z

(1)
N ∈[K]

. . .
∑

z
(L+1)
1 ,...,z

(L+1)
N ∈[K]

L+1∏
i=1

N∏
v=1

Q(z(i)v )×

×

⎡⎣ ∑
y1,...,yN∈[J]

L+1∏
�=1

N∏
s=1

W (ys | z(�)s )
1

1+L

⎤⎦
1
ρ

=

=
∑

k(1)∈K

L+1∏
i1=1

Q(k
(1)
i1

)

[
J∑

j1=1

L+1∏
�1=1

W (j1 |k(N)
�1

)
1

1+L

] 1
ρ

× . . .×

×
∑

k(N)∈K

L+1∏
iN=1

Q(k
(N)
iN

)

[
J∑

jN=1

L+1∏
�N=1

W (jN |k(N)
�N

)
1

1+L

] 1
ρ

=

=

⎧⎨⎩∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

1+L

] 1
ρ

⎫⎬⎭
N

.
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Следовательно,

Pmax(L) �
(
2L+1(M − 1)L

)ρ⎧⎨⎩∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

1+L

] 1
ρ

⎫⎬⎭
ρN

. (9)

Остается понять, почему границы (2) и (9) эквивалентны. Для этого рассмотрим
и преобразуем следующее выражение:

exp

{
−N

(
−ρL

(
R+

(L + 1) ln 2

LN
+

lnL

N

))}
= exp{ρLRN + ρ(L+ 1) ln 2 +

+ ρL lnL} = (exp {RN})ρL(exp {ln 2})ρ(L+1)(exp {lnL})ρL =

=
(M
L

)ρL
2ρ(L+1)LρL = MρL2ρ(L+1) � (M − 1)ρL2ρ(L+1) =

= (2L+1(M − 1)L)ρ,

где мы используем тот факт, что exp{RN} =
M

L
для декодирования списком дли-

ны L. Таким образом, первый член в E
(L)
ex (R,Q) в экспоненциальной границе (2)

соответствует первым двум множителям в границе (9).

Из определения E
(L)
x (ρ,Q) также следует, что выражение exp{−NE

(L)
x (ρ,Q)}

в экспоненциальной границе (2) соответствует коэффициенту в фигурных скобках
в границе (9). Из описанных рассуждений следует справедливость теоремы, и мы
получаем верхнюю границу максимальной вероятности ошибки при использовании
декодирования списком по методу максимума правдоподобия. Теорема 1 полностью
доказана. �

Замечание. В частном случае L=1 имеет место следующее неравенство (см.
[7, с. 170]):

E(1)
ex (R,Q) � E(1)

ran(R,Q),

где

E(1)
ran(R,Q)

def
= max

0�ρ�1
{−ρR+ E0(ρ,Q)}

– показатель экспоненты средней по Q-ансамблю вероятности ошибки при класси-
ческом МП-декодировании, когда длина списка L = 1, а

E0(ρ,Q)
def
= − ln

⎧⎨⎩
J∑

j=1

(
K∑

k=1

Q(k)W (j |k) 1
ρ+1

)ρ+1
⎫⎬⎭

– функция Галлагера для ДКБП параметра ρ � 0.
Открытой задачей остается доказательство (или опровержение) обобщения этого

неравенства на случай произвольного L � 2, т.е. надо доказать или найти противо-
речащий пример ДКБП для выполнения неравенства

E(L)
ex (R,Q) � E(L)

ran (R,Q),

где функция скорости передачи имеет вид

E(L)
ran (R,Q)

def
= max

0�ρ�L
{−ρR+ E0(ρ,Q)}.
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В частном случае нулевой скорости передачи (R = 0) неравенство E
(L)
ex (0, Q) �

� E
(L)
ran (0, Q) будет доказано в п. 2 теоремы 2. Решение представленной задачи в об-

щем виде принципиально важно, поскольку в работе [9] было показано, что правая
часть предыдущего равенства для любого фиксированного распределения вероятно-
стей Q на входе ДКБП задает точную экспоненту средней по ансамблю вероятности
ошибки при декодировании списком длины L.

Опишем свойства полученной в теореме 1 экспоненты границы выбрасывания.

Т е о р ем а 2. Имеют место следующие свойства экспоненты границы выбра-
сывания:
1. E

(L)
x (ρ,Q) является неубывающей функцией параметра ρ;

2. E
(L)
x (1, Q) = E0(L,Q). Более того, при нулевой скорости передачи имеет место

неравенство

E(L)
ran (0, Q) = max

0�ρ�L
{E0(ρ,Q)} � sup

ρ�1

{
E(L)

x (ρ,Q)
}
= E(L)

ex (0, Q);

3. E
(L)
ex (R,Q) принимает бесконечные значения в следующем диапазоне скоростей:

0 < R < lim
ρ→+∞

E
(L)
x (ρ,Q)

ρL
;

4. R
(L)
x,∞(Q)

def
= lim

ρ→+∞
E(L)

x (ρ,Q)

ρ = − ln

[ ∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)ϕ(k)

]
, где

ϕ(k) = ϕ(k1, . . . , kL+1)
def
=

⎧⎨⎩1, если
J∑

j=1

L+1∏
i=1

W (j |ki) �= 0,

0 в остальных случаях ;

5. E
(L)
ex (0, Q) = lim

R→0
E

(L)
ex (R,Q) = lim

ρ→+∞
E

(L)
x (ρ,Q);

6. Пусть ϕ(k) = 1 для любого k ∈ K. Тогда

E(L)
ex (0, Q) = −

∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пункт 1 можно доказать с использованием неравенства∑
k

(
AkB

1
s

k

)s �∑
k

(
AkB

1
r

k

)r
,

справедливого при 0 < s � r и |Ak| � 1. Подставим
L+1∏
i=1

Q(ki) из определения

E
(L)
x (ρ,Q) вместо величин Ak из неравенства, величины

J∑
j=1

L+1∏
i=1

W (j |ki)
1

L+1 подста-

вим вместо величин Bk из неравенства, и затем применим к обеим частям неравен-
ства функцию − lnx. Такое преобразование известного неравенства и даст утвер-
ждение о монотонности функции E

(L)
x (ρ,Q). Пункт 1 теоремы доказан.
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2. Вычислим значение E
(L)
x (ρ,Q) при ρ = 1:

E(L)
x (1, Q) = − ln

⎧⎨⎩∑
k∈K

J∑
j=1

L+1∏
i=1

(
Q(ki)W (j |ki)

1
L+1

)⎫⎬⎭ =

= − ln

⎧⎨⎩
J∑

j=1

(
K∑

k=1

Q(k)W (j |k) 1
L+1

)L+1
⎫⎬⎭ = E0(L,Q).

В сделанных преобразованиях величины E
(L)
x (1, Q) стоит обосновать второе ра-

венство. Его проще понять, двигаясь по равенству справа налево: при возведении
суммы в степень L + 1 мы умножаем сумму по k на саму себя L + 1 раз. При этом
умножении из каждой суммы мы выбираем по одному слагаемому, и каждый такой
выбор соответствует некоторому элементу k ∈ K, т.е. при возведении суммы в сте-
пень мы получаем сумму по всевозможным k ∈ K произведений L+1 элемента, как
в левой части рассматриваемого равенства.

Для доказательства неравенства из п. 2 теоремы воспользуемся свойствами моно-
тонности по параметру ρ функции Галлагера E0(ρ,Q) и функции E

(L)
x (ρ,Q) (из п. 1).

Тогда получаем, что

max
0�ρ�L

{E0(ρ,Q)} = E0(L,Q) = E(L)
x (1, Q) � sup

ρ�1

{
E(L)

x (ρ,Q)
}
.

Второй пункт теоремы полностью доказан.
3. Для доказательства п. 3 теоремы рассмотрим выражение −ρRL+E

(L)
x (ρ,Q) =

= F (R) как линейную функцию от R с наклоном −ρ при ρ � 1. Координата пересе-
чения такой функции с осью абсцисс равна

E
(L)
x (ρ,Q)

ρL
.

Следовательно, при ρ → +∞ наша функция имеет вертикальную асимптоту (ко-
эффициент наклона линейной функции стремится к −∞, а сама наклонная прямая
стремится к вертикальной прямой, проходящей через абсциссу пересечения функ-
ции F (R) с осью абсцисс):

R = lim
ρ→+∞

E
(L)
x (ρ,Q)

ρL
.

А тогда по определению EL
ex(R,Q) = sup

ρ�1

{
−ρRL+ E

(L)
x (ρ,Q)

}
принимает беско-

нечные значения при

0 < R < lim
ρ→+∞

E
(L)
x (ρ,Q)

ρL
.

Пункт 3 доказан.
4. Для нахождения предела из п. 4 теоремы введем следующие обозначения:

Ak =

L+1∏
i=1

Q(ki), Bk =

J∑
j=1

L+1∏
i=1

W (j |ki)
1

L+1 .
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Тогда

E(L)
x (ρ,Q) = −ρ ln

(∑
k∈K

AkB
1
ρ

k

)
.

Перепишем искомый предел в новых обозначениях и сократим числитель и знаме-
натель на ρ:

R(L)
x,∞(Q) = lim

ρ→+∞

E
(L)
x (ρ,Q)

ρ
= lim

ρ→+∞

−ρ ln

( ∑
k∈K

AkB
1
ρ

k

)
ρ

=

= lim
ρ→+∞

− ln

( ∑
k∈K

AkB
1
ρ

k

)
1

= lim
ρ→+∞

(
− ln

(∑
k∈K

AkB
1
ρ

k

))
.

Далее заметим, что

lim
ρ→+∞

B
1
ρ

k = ϕ(k) =

{
1, если Bk �= 0,

0 в остальных случаях.

Из этого замечания и следует, что

R(L)
x,∞(Q) = − ln

⎡⎣∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)ϕ(k)

⎤⎦ ,

где

ϕ(k) = ϕ(k1, . . . , kL+1)
def
=

⎧⎨⎩1, если
J∑

j=1

L+1∏
i=1

W (j |ki) �= 0,

0 в остальных случаях.

Пункт 4 доказан.
5. По определению

E(L)
ex (R,Q)

def
= sup

ρ�1

{
−ρRL+ E(L)

x (ρ,Q)
}
� sup

ρ�1

{
E(L)

x (ρ,Q)
}
= lim

ρ→+∞
E(L)

x (ρ,Q),

где последнее равенство вытекает из того, что функция E
(L)
x (ρ,Q) является неубы-

вающей. Таким образом, получаем, что

E(L)
ex (R,Q) � lim

ρ→+∞
E(L)

x (ρ,Q)

при всех R. Если lim
ρ→+∞

E
(L)
x (ρ,Q) конечен, то для любого малого ε > 0 найдется

такое ρ, что

E(L)
x (ρ,Q) � lim

ρ→+∞
E(L)

x (ρ,Q)− ε.

Тогда для достаточно малых R также будет выполнено неравенство

E(L)
x (ρ,Q)− ρRL � lim

ρ→+∞
E(L)

x (ρ,Q)− ε.

Следовательно, при достаточно малых R имеет место двойное неравенство

lim
ρ→+∞

E(L)
x (ρ,Q) � E(L)

ex (R,Q) � lim
ρ→+∞

E(L)
x (ρ,Q)− ε.
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Отсюда и следует необходимое нам равенство пределов

lim
R→0

E(L)
ex (R,Q) = lim

ρ→+∞
E(L)

x (ρ,Q).

Пункт 5 доказан.
6. В предыдущем пункте теоремы мы доказали, что

E(L)
ex (0, Q) = lim

R→0
E(L)

ex (R,Q) = lim
ρ→+∞

E(L)
x (ρ,Q).

Для доказательства данного пункта, т.е. поиска предела

lim
ρ→+∞

E(L)
x (ρ,Q) = lim

ρ→+∞
−ρ ln

⎧⎨⎩∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

] 1
ρ

⎫⎬⎭ ,

сделаем замену ρ =
1

σ
и рассмотрим предел

lim
σ→0

− ln

{∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]σ}
σ

,

который и будет в точности равен E
(L)
ex (0, Q).

Для нахождения этого предела воспользуемся правилом Лопиталя. Для этого
найдем (и обозначим через γ) следующую производную:

γ
def
=

⎛⎝− ln

⎧⎨⎩∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]σ⎫⎬⎭
⎞⎠′

σ

=

= − 1∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]σ ×

×

⎛⎝∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]σ
ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]⎞⎠ .

Теперь найдем предел этой величины при σ → 0:

lim
σ→0

γ = − 1∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)ϕ(k)

⎛⎝∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)ϕ(k) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]⎞⎠ .

В силу условия ϕ(k) = 1 для всех k ∈ K получаем, что

lim
σ→0

γ = − 1∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

⎛⎝∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]⎞⎠ .

Далее отметим тот факт, что
∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) = 1, так как это сумма по всевозмож-

ным элементам K вероятностей получить эти элементы, а вероятность наступления

15



событий, образующих полную группу, равна единице. Тогда получаем

lim
σ→0

γ = −
∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]
.

Теперь можно перейти уже к нахождению величины E
(L)
ex (0, Q). Напомним, что

предел мы считаем по правилу Лопиталя:

E(L)
ex (0, Q) = lim

σ→0

− ln

{∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki)

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]σ}
σ

=

= lim
σ→0

γ

1
= lim

σ→0
γ = −

∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]
.

Пункт 6 и теорема 2 полностью доказаны. �

§ 3. Нижняя граница для максимально возможной доли симметричных ошибок,
исправляемых при передаче с нулевой скоростью и декодировании

списком длины L в частном случае комбинаторного двоичного
симметричного канала связи (BS-канала)

Целью этого параграфа является применение экспоненты границы выбрасыва-
ния из теоремы 2 в частном случае ДСК для построения нижней границы для
максимально возможной доли симметричных ошибок, исправляемых при переда-
че с нулевой скоростью и декодировании списком фиксированной длины в частном
случае комбинаторногоBS-канала связи. Отметим тот факт, что в работе [4] именно
в частном случае ДСК построена нижняя граница вероятности ошибки, экспонента
которой совпадает с экспонентой границы выбрасывания.

Напомним, что для ДСК с вероятностью ошибки p переходные вероятности име-
ют вид W (1 |1) = W (2 |2) = 1− p, W (1 |2) = W (2 |1) = p. Зафиксируем для данного
ДСК распределение вероятностей на входном алфавите Q∗ = (1/2, 1/2), а также
введем следующие обозначения:

Ẽex(p, L)
def
= E(L)

ex (0, Q∗),

fbs(L)
def
= lim

p→0

Ẽex(p, L)

− ln p
.

Те о р ем а 3. Пусть −NẼex(p, L) – показатель экспоненты в верхней границе
вероятности ошибки при передаче слов длины N с нулевой скоростью по ДСК с
вероятностью ошибки p, а e

(L)
bs (R,N) – максимально возможное количество оши-

бок, исправляемых при передаче слов длины N по BS-каналу связи со скоростью R
с использованием на выходе BS-канала декодирования списком длины L.

Тогда при R = 0 справедливо следующее неравенство:

fbs(L) = lim
p→0

Ẽex(p, L)

− ln p
� lim

N→+∞

e
(L)
bs (0, N)

N
,

где e
(L)
bs (R,N) определяется в точке R = 0 по непрерывности.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через P(L)(p,R,N) минимальную вероятность
ошибки при передаче слов длины N по ДСК со скоростью R с использованием
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на выходе ДСК декодирования списком длины L для дискретного симметричного
канала с нулевой скоростью передачи. Тогда по условию имеем

pe
(L)
bs (0,N)+1(1− p)N−e

(L)
bs (0,N)−1 � P(L)(p, 0, N) � exp−NẼex(p,L) .

Логарифмируя это неравенство, получим(
e
(L)
bs (0, N) + 1

)
ln p+

(
N − e

(L)
bs (0, N)− 1

)
ln(1− p) � −NẼex(p, L).

Поделим обе части на N ln p, но изменим знак неравенства, так как ln p < 0:

Ẽex(p, L)

− ln p
� e

(L)
bs (0, N) + 1

N
+

N − e
(L)
bs (0, N)− 1

N

ln(1− p)

ln p
.

Теперь дважды сделаем предельный переход при p → 0 и приN → +∞, учитывая
что lim

p→0

ln(1− p)

ln p
= 0. Получаем требуемое неравенство теоремы, а именно

lim
p→0

Ẽex(p, L)

− ln p
� lim

N→+∞

e
(L)
bs (0, N)

N
. �

Те о р ем а 4. Для любого k = 1, 2, . . .

fbs(2k − 1) = fbs(2k) =
1

2

(
1− (2k − 1)!!

(2k)!!

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся формулой для E
(L)
ex (0, Q∗) из п. 6 теоремы 2

и найдем Ẽex(p, L):

Ẽex(p, L)
def
= E(L)

ex (0, Q∗) = −
∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]
=

= −
L∑

�=1

(
L+ 1

	

)
2−(L+1) ln

[(
p�(1− p)L+1−�

) 1
L+1 +

(
(1− p)�pL+1−�

) 1
L+1

]
=

= −
L∑

�=1

(
L+ 1

	

)
2−(L+1) ln

[
(1− p)

(
p

1− p

) �
L+1

+ p

(
1− p

p

) �
L+1

]
,

где суммирование в полученном выражении идет по параметру 	, который равен
количеству ki, равных 1. Если 	 = 0 или 	 = L + 1, то значение величины под
знаком логарифма равно 1. Таким образом, остается суммирование по параметру
	 ∈ [L]. Под знаком суммы множитель

(
L+ 1

�

)
соответствует числу вариантов вы-

брать элемент k ∈ K, в котором ровно 	 элементов равны 1, и множитель 2−(L+1)

равен
L+1∏
i=1

Q∗(ki).

Л емма 4. Справедливо равенство

lim
p→0

ln

[
(1 − p)

(
p

1− p

) �
L+1

+ p
(
1− p

p

) �
L+1

]
ln p

= min

(
	

L+ 1
, 1− 	

L+ 1

)
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Для нахождения этого предела воспользуемся правилом
Лопиталя:

lim
p→0

ln

[
(1− p)

(
p

1− p

) �
L+1

+ p
(
1− p

p

) �
L+1

]
ln p

=

= lim
p→0

p

p
�

L+1 (1− p)1−
�

L+1 + (1− p)
�

L+1 p1−
�

L+1

(
	

L+ 1
p

�
L+1−1(1 − p)1−

�
L+1 −

− (1− 	

L+ 1
)(1 − p)−

�
L+1 p

�
L+1 + (1 − 	

L+ 1
)p−

�
L+1 (1− p)

�
L+1 −

− 	

L+ 1
(1− p)

�
L+1−1p1−

�
L+1

)
= lim

p→0

p

p
�

L+1 + p1−
�

L+1

(
	

L+ 1
p

�
L+1−1 −

− (1− 	

L+ 1
)p

�
L+1 + (1− 	

L+ 1
)p−

�
L+1 − 	

L+ 1
p1−

�
L+1

)
=

= lim
p→0

p

p
�

L+1 + p1−
�

L+1

(
	

L+ 1
p

�
L+1−1 + (1− 	

L+ 1
)p−

�
L+1

)
=

= lim
p→0

p1−min ( �
L+1 ,1−

�
L+1)

(
	

L+ 1
p

�
L+1−1 + (1− 	

L+ 1
)p−

�
L+1

)
=

= min

(
	

L+ 1
, 1− 	

L+ 1

)
.

Лемма 4 доказана. �

Найдем значение величины fbs(2k − 1), используя симметрию биноминальных
коэффициентов и результат леммы 4:

fbs(2k − 1) = 2

k−1∑
�=1

((
2k

	

)
2−2k 	

2k

)
+

(
2k

k

)
2−(2k+1),

где последнее слагаемое соответствует 	 = k. Аналогично при L = 2k получаем

fbs(2k) = 2

k∑
�=1

(
2k + 1

	

)
2−(2k+1) 	

2k + 1
=

1

22k

k∑
�=1

(
2k

	− 1

)
,

где последнее равенство следует из того, что �

2k + 1

(
2k + 1

�

)
=
(

2k

�− 1

)
.

Затем отметим следующие свойства биномиальных коэффициентов:

1. 22k−1 =

2k−1∑
�=0

(
2k − 1

	

)
= 2

k−1∑
�=0

(
2k − 1

	

)
⇒

k−1∑
�=0

(
2k − 1

	

)(
1

2

)2k−1

=
1

2
;

2.
k−1∑
�=0

(
2k

	

)
=

22k −
(2k

k

)
2

;

3.
(
2k

k

)
= 2

(
2k − 1

k − 1

)
⇒ 4

(
2k − 1

k − 1

)
−
(
2k

k

)
= 2

(
2k

k

)
−
(
2k

k

)
=

(
2k

k

)
.
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Преобразуем выражение для fbs(2k−1), используя свойства 1 и 3 биномиальных
коэффициентов:

fbs(2k − 1) =

k−2∑
�=0

(
2k − 1

	

)(
1

2

)2k−1

+

(
2k

k

)(
1

2

)2k+1

=

=
1

2
−

(
2k − 1

k − 1

)
22k−1

+

(
2k

k

)
22k+1

=
1

2
−

4
(
2k − 1

k − 1

)
−
(
2k

k

)
22k+1

=
1

2

(
1−

(
2k

k

)
22k

)
.

Теперь применим свойство (2) и получим следующее равенство:

fbs(2k) =
1

22k

k∑
�=1

(
2k

	− 1

)
=

1

2

(
1−

(
2k

k

)
22k

)
= fbs(2k − 1).

Поэтому для любого числа k = 1, 2, 3, . . . справедливо следующее равенство:

fbs(2k − 1) = fbs(2k) =
1

2

(
1−

(
2k

k

)
22k

)
=

1

2

(
1− (2k)!

k! k! 22k

)
=

=
1

2

(
1− (2k)!

(2k)!! (2k)!!

)
=

1

2

(
1− (2k − 1)!!

(2k)!!

)
.

Теорема 4 полностью доказана. �
Таким образом, теорема 3 утверждает, что fbs(L) является нижней границей

для доли симметричных ошибок, исправляемых оптимальным двоичным кодом при
декодировании списком фиксированной длины, в частном случае комбинаторного
двоичного симметричного канала связи и нулевой скорости передачи, а теорема 4
позволяет точно посчитать эту границу для любого наперед заданного L. Приведем
таблицу значений полученной границы:

L 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fbs(L) 1/4 1/4 5/16 5/16 11/32 11/32 93/256 93/256 193/512 193/512

Также можно отметить, что

lim
k→+∞

fbs(2k − 1) = lim
k→+∞

fbs(2k) = lim
k→+∞

1

2

(
1− (2k − 1)!!

(2k)!!

)
=

=
1

2

(
1−

+∞∏
k=1

2k − 1

2k

)
=

1

2
.

§ 4. Нижняя граница для максимальной доли асимметричных ошибок,
исправляемых при передаче с нулевой скоростью и декодировании

списком длины L в частном случае двоичного асимметричного Z-канала

Целью этого параграфа является применение построенной в § 2 границы выбра-
сывания при декодировании списком фиксированной длины L к важному частному
случаю ДКБП, называемому вероятностным Z-каналом, а затем к соответствующе-
му комбинаторному двоичному асимметричному каналу связи (Z-каналу), в ко-
торых ошибки могут происходить при передаче лишь одного из двух возможных
двоичных входных символов.
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Напомним, что для Z-канала с вероятностью ошибки p переходные вероятности
имеют вид W (1 |1) = 1, W (1 |2) = p, W (2 |1) = 0, W (2 |2) = 1 − p. Рассмотрим
для Z-канала более общий случай по сравнению с ДСК, а именно зафиксируем для
данного канала распределение вероятностей на входном алфавите Q∗ = (1 − w,w).
Введем дополнительно следующие обозначения:

Ẽex(p, w, L)
def
= E(L)

ex (0, Q∗),

fz(w,L)
def
= lim

p→0

Ẽex(p, w, L)

− ln p
.

Те о р ем а 5. Пусть −NẼex(p, w, L) – показатель экспоненты в верхней грани-
це вероятности ошибки при передаче слов длины N по двоичному асимметричному
Z-каналу с вероятностью ошибки p, а e

(L)
z (R,N) – максимально возможное коли-

чество ошибок, исправляемых при передаче слов длины N по Z-каналу связи со ско-
ростью R с использованием на выходе Z-канала декодирования списком длины L.
Тогда при R = 0 справедливо следующее неравенство:

fz(w,L) = lim
p→0

Ẽex(p, w, L)

− ln p
� lim

N→+∞

e
(L)
z (0, N)

N
,

где e
(L)
z (R,N) определяется в точке R = 0 по непрерывности.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через P(L)(p,R,N) минимальную вероятность
ошибки при передаче слов длины N по Z-каналу со скоростьюR с использованием на
выходе Z-канала декодирования списком длины L. Для двоичного асимметричного
Z-канала с нулевой скоростью передачи по условию имеем

pe
(L)
z (0,N)+11k(1 − p)N−k−e(L)

z (0,N)−1 � P(L)(p, 0, N) � exp−NẼex(p,w,L),

где k – число единиц, перешедших по каналу в единицы.
Логарифмируя это неравенство, получаем

(e(L)
z (0, N) + 1) ln p+ k ln 1 + (N − k − e(L)

z (0, N)− 1) ln(1− p) � −NẼex(p, w, L).

Поделим обе части на N ln p, но изменим знак неравенства, так как ln p < 0:

Ẽex(p, w, L)

− ln p
� e

(L)
z (0, N)

N
+

N − k − e
(L)
z (0, N)− 1

N

ln(1− p)

ln p
.

Теперь дважды сделаем предельный переход при p → 0 и приN → +∞, учитывая
что lim

p→0

ln(1− p)

ln p
= 0. Получаем требуемое неравенство теоремы, а именно

lim
p→0

Ẽex(p, w, L)

− ln p
� lim

N→+∞

e
(L)
z (0, N)

N
. �

Те о р ем а 6. Для любого натурального L и любого w ∈ [0, 1] справедливо

fz(w,L) = w
(
1− wL

)
.
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Более того,

fz(L) = max
w∈[0,1]

fz(w,L) =

(
1

L+ 1

) 1
L
(
1− 1

L+ 1

)
,

lim
L→+∞

(
max

w∈[0,1]
fz(w,L)

)
= 1.

Док а з а т е л ь с т в о. 1. Воспользовавшись формулой для E
(L)
ex (0, Q∗) из п. 6 тео-

ремы 2, вычислим для такого канала следующую величину:

Ẽex(p, w, L)
def
= E(L)

ex (0, Q∗) = −
∑
k∈K

L+1∏
i=1

Q(ki) ln

[
J∑

j=1

L+1∏
�=1

W (j |k�)
1

L+1

]
=

= −
L+1∑
�=0

(
L+ 1

	

)
(1− w)�wL+1−� ln

[(
1�pL+1−�

) 1
L+1 +

(
0�(1 − p)L+1−�

) 1
L+1

]
,

где суммирование идет по параметру 	, который равен числу ki, равных 1, а под
знаком суммы множитель

(
L+ 1

�

)
соответствует числу вариантов выбрать элемент

k ∈ K, в котором ровно 	 единиц, а множитель (1 − w)lwL+1−� равен
L+1∏
i=1

Q∗(ki).

Если 	 = 0 или 	 = L + 1, то величина под знаком логарифма равна 1. Поэтому
суммирование остается лишь по 	 ∈ [L]:

Ẽex(p, w, L) = −
L∑

�=1

(
L+ 1

	

)
(1− w)lwL+1−� ln

[
p

L+1−�
L+1

]
.

Лемма 5. Справедливо равенство

lim
p→0

ln p
L+1−�
L+1

ln p
= 1− 	

L+ 1
.

Док а з а т е л ь с т в о. Для нахождения этого предела воспользуемся правилом
Лопиталя:

lim
p→0

ln p
L+1−�
L+1

ln p
= lim

p→0

p

p
L+1−�
L+1

L+ 1− 	

L+ 1
p

−�
L+1 =

L+ 1− 	

L+ 1
= 1− 	

L+ 1
.

Лемма 5 доказана. �
Воспользуемся определением величины fz(w,L), выражением Ẽex(p, w, L) для

асимметричного Z-канала и результатом леммы 5:

fz(w,L) =

L∑
�=1

(
L+ 1

	

)
(1 − w)lwL+1−�L+ 1− 	

L+ 1
=

=

L∑
�=1

(L+ 1)!

	!(L+ 1− 	)!
(1 − w)lwL+1−�L+ 1− 	

L+ 1
=

=

L∑
�=1

L!

	!(L− 	)!
(1 − w)lwL+1−� =

L∑
�=1

(
L

	

)
(1 − w)lwL+1−�.
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Затем рассмотрим хорошо известное свойство биномиальных коэффициентов:

1L = ((1 − w) + w)L =

L∑
�=0

(
L

	

)
(1− w)�wL−� =

=

(
L

0

)
wL +

L∑
�=1

(
L

	

)
(1− w)�wL−� = wL +

L∑
�=1

(
L

	

)
(1− w)�wL−�.

Воспользуемся этим свойством, чтобы получить нужное нам выражение для ве-
личины fz(w,L):

fz(w,L) = w
L∑

�=1

(
L

	

)
(1− w)lwL−� = w(1 − wL).

Первая часть теоремы доказана.
2. Найдем значение величины max

w∈[0,1]
fz(w,L). Для этого решим уравнение

(fz(w,L))
′
w = 1− (L+ 1)wL = 0.

Отсюда получаем wmax = (L+ 1)−
1
L и

fz(L) = max
w∈[0,1]

fz(w,L) = fz(wmax, L) =

(
1

L+ 1

) 1
L
(
1− 1

L+ 1

)
.

Для нахождения lim
L→+∞

(
max

w∈[0,1]
fz(w,L)

)
вычислим сначала следующий предел:

lim
L→+∞

(
1

L+ 1

) 1
L

= lim
L→+∞

exp

{
− 1

L
ln(1 + L)

}
= lim

L→+∞
exp

{
− 1

L+ 1

}
= 1.

Тогда искомый предел будет равен

lim
L→+∞

(
max

w∈[0,1]
fz(w,L)

)
= lim

L→+∞

(
1

L+ 1

) 1
L

· lim
L→+∞

(
1− 1

L+ 1

)
= 1 · 1 = 1.

Теорема 6 полностью доказана. �
Итак, теорема 5 утверждает, что значение fz(w,L) является нижней границей до-

ли асимметричных ошибок, исправляемых оптимальным кодом при декодировании
списком фиксированной длины в Z-канале с нулевой скоростью передачи, а теоре-
ма 6 позволяет точно посчитать эту границу для любых наперед заданных значе-
ний w и L. Таблица значений величин wmax и max

w∈[0,1]
fz(w,L) (т.е. доли числа ошибок,

исправляемых оптимальным кодом) приведена в § 1.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 57 2021 Вып. 4

УДК 621.391 : 519.72
c© 2021 г. В.В. Прелов

О МАКСИМУМЕ f -ДИВЕРГЕНЦИИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
ПРИ ЗАДАННОЙ ВЕЛИЧИНЕ ИХ СКЛЕИВАНИЯ1

Статья является дополнением к работе автора [1]. Здесь приводятся явные
верхние границы, являющиеся в некоторых случаях оптимальными, для мак-
симального значения f -дивергенции Df (P ‖Q) дискретных распределений ве-
роятностей P и Q при условии, что заданы распределение Q (или его мини-
мальная компонента qmin) и величина склеивания P и Q. Получено также яв-
ное выражение для максимума дивергенции Df (P ‖Q) при условии, что задана
только величина склеивания распределений P и Q. Результаты [1], относящи-
еся к дивергенции Кульбака–Лейблера и χ2-дивергенции, являются частными
случаями утверждений, доказанных в данной статье.

Ключевые слова: f -дивергенция, дивергенция Кульбака –Лейблера, χ2-дивер-
генция, склеивание дискретных распределений вероятностей.

DOI: 10.31857/S0555292321040021

В данной статье используются обозначения, принятые в [1], однако для удоб-
ства читателя мы напомним некоторые из них, а также введем новые, необходимые
нам в дальнейшем. Нас будут интересовать величины Dmax

f (Q,α), Dmax
f (qmin, α) и

Dmax
f (α), определяемые равенствами

Dmax
f (Q,α) = max

P : s(P,Q)=α
Df (P ‖Q), (1)

Dmax
f (qmin, α) = max

(P,Q): s(P,Q)=α, min
i∈N

qi=qmin

Df (P ‖Q), (2)

Dmax
f (α) = sup

(P,Q): s(P,Q)=α

Df (P ‖Q), (3)

где Df (P ‖Q) =
∑
i∈N

qif
(
pi
qi

)
– f -дивергенция (см., например, [2]) дискретного рас-

пределения вероятностей P = {pi, i ∈ N} относительно другого дискретного рас-
пределения Q = {qi, i ∈ N} с конечным множеством значений N = {1, 2, . . . , n},
qmin = min

i∈N
, qi – минимальная компонента распределения Q = {qi, i ∈ N}, а s(P,Q) –

величина склеивания распределений P и Q (напомним, что s(P,Q) = Pr{X = Y },
где X и Y – дискретные случайные величины, имеющие распределения P и Q со-
ответственно (см. [1])). Заметим сразу, что максимумы правых частей в определе-
ниях (1) и (2), как будет показано ниже, достигаются. Заметим также, что здесь,
как и в [1], всегда предполагается, что функция f : (0,∞) → R, определяющая f -ди-
вергенцию Df(P ‖Q), является выпуклой дважды дифференцируемой функцией,

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (номер проекта 19-01-00364).
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такой что f ′′(x) > 0, x �= 1 и f(1) = 0. При этом всегда по определению предпола-

гается, что 0 · f
(
0

0

)
= 0, f(0) = lim

x↓0
f(x) и 0 · f

(
a

0

)
= lim

x↓0
xf
(
a

x

)
= a lim

t→∞
f(t)

t
, где

a �= 0.
Напомним также, что при заданном распределении вероятностейQ = {qi, i ∈ N}

всякое равенство

α =
∑
i∈I

qi + β, где I ⊆ N , (4)

называется допустимым (Q, I)-представлением α, если либо β = 0, либо существу-
ет индекс j ∈ N \ I, такой что 0 < β < qj .

Всякое α-склеивание заданного распределения вероятностей Q = {qi, i ∈ N}
с некоторым распределением P = {pi, i ∈ N} задается с помощью квадратной

матрицы M = ‖pij‖ni,j=1 с неотрицательными элементами pij , такой что
n∑

j=1

pij = qi

для всех i ∈ N ,
n∑

i=1

pij = pj для всех j ∈ N и
n∑

i=1

pii = α. В этом случае полагаем

Df (M) = Df (P ‖Q).
Всякому допустимому (Q,I)-представлению α сопоставляется множествоM(Q,I)

матриц M = ‖pij‖ni,j=1, осуществляющих α-склеивание заданного распределения ве-
роятностей Q = {qi, i ∈ N} с некоторым распределением P = {pi, i ∈ N} и облада-
ющих следующим свойством: на (главной) диагонали каждой такой матрицы стоят
числа qi и β, входящие в данное (Q, I)-представление α, а все остальные ненулевые
элементы матрицы находятся в некотором столбце (называемым главным) и, воз-
можно, лишь один ненулевой элемент находится вне диагонали и этого главного
столбца. В [1] была, в частности, доказана следующая

Т е о р ем а. Для любого распределения вероятностей Q = {qi, i ∈ N}, q1 � q2 �
� . . . � qn > 0, и любого α, 0 � α � 1, справедливо равенство

Dmax
f (Q,α) = max

(Q,I)
max

M∈M(Q,I)
Df (M), (5)

где первый максимум в правой части (5) берется по всем допустимым (Q, I)-пред-
ставлениям α. При этом

Dmax
f (Q,α) = ∞, если α � 1− qn и f(0) = ∞, (6)

и если α > 1− qn, то при любом значении f(0) справедливо равенство

Dmax
f (Q,α) = max

{
qnf

(
α− 1 + qn

qn

)
+ qn−1f

(
1− α+ qn−1

qn−1

)
,

qn−1f

(
α− 1 + qn−1

qn−1

)
+ qnf

(
1− α+ qn

qn

)}
. (7)

В настоящей статье мы дополняем эту теорему нижеследующими предложением
и следствием из него для величины Dmax

f (qmin, α), определенной в (2).

П р е д л оже н и е 1. Для любого распределения вероятностей Q = {qi, i ∈ N},
q1 � q2 � . . . � qn > 0, для f -дивергенции Dmax

f (Q,α) в случае, когда f(0) < ∞ и
f ′(0) < ∞, справедливы следующие утверждения:
• Если 0 � α � qn, то

Dmax
f (Q,α) = max{Aα(qn, qn−1), Aα(qn−1, qn), Bα(qn−1, qn)}, (8)
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где

Aα(x, y) = xf

(
1 + α− x

x

)
+ yf

(
x− α

y

)
+ (1 − x− y)f(0), (9)

Bα(x, y) = xf

(
1− α− x

x

)
+ yf

(
x+ α

y

)
+ (1− x− y)f(0); (10)

• Если qn � α � 1− qn, то

Dmax
f (Q,α) � qnf

(
1− α+ qn

qn

)
+ (1− α)f(0), (11)

причем эта верхняя граница достигается (т.е. в (11) имеет место знак равен-

ства), если α = qn +
n−1∑
i=1

aiqi при некоторых ai ∈ {0, 1}.

Сл е д с т в и е 1. Для величины Dmax
f (qmin, α), определенной в (2), в случае, когда

f(0) < ∞, f ′(0) < ∞ и |N | = n � 3, справедливы следующие утверждения:
• Для всех qmin > 0 и α, 0 � α � qmin, справедливо равенство

Dmax
f (qmin, α) = Aα(qmin, qmin), (12)

где Aα(x, y) определено в (9);
• Для всех qmin > 0 и α, 1− qmin � α � 1, справедливо равенство

Dmax
f (qmin, α) = qmin

[
f

(
α− 1 + qmin

qmin

)
+ f

(
1− α+ qmin

qmin

)]
; (13)

• Для всех qmin > 0 и α, qmin � α � 1− qmin, справедлива верхняя граница

Dmax
f (qmin, α) � qminf

(
1− α+ qmin

qmin

)
+ (1 − α)f(0), (14)

причем эта верхняя граница достигается, т.е. в (14) имеет место равенство,
если 2qmin � α < 1 − qmin и qmin � 1

n+ 1
, а также если qmin � 1

n
и α = kqmin,

где k – любое целое, такое что 2 � k � n− 1.
Пр е д л оже н и е 2. Для величины Dmax

f (α), определенной в (3), и любого α, 0 �
� α < 1, справедливо равенство

Dmax
f (α) = (1− α)[f(0) + f∗(0)], (15)

где f∗(x) = xf
(
1

x

)
и f∗(0) = lim

x↓0
f∗(x) = lim

t→∞
f(t)

t
.

Замечание. Отметим, что дивергенция Кульбака –Лейблера

D(P ‖Q) =
∑
i∈N

pi log
pi
qi

(известная также под многими другими названиями, например, информационная
дивергенция, относительная энтропия, энтропия меры по мере, информация для
различения или просто дивергенция) и χ2-дивергенция

χ2(P ‖Q) =
∑
i∈N

(pi − qi)
2

qi
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являются важнейшими частными случаями f -дивергенции, когда f(t) = t log t и
f(t) = (t − 1)2 соответственно (см., например, [3, 4]). Результаты в [1], относящиеся
к дивергенции Кульбака –Лейблера и χ2-дивергенции, являются частными случа-
ями результатов, полученных в приведенных выше предложении 1 и следствии 1.
Отметим, например, что для дивергенции Кульбака –Лейблера и χ2-дивергенции
в формуле (8) максимальной является величина A(qn, qn−1), откуда и вытекают со-
ответствующие формулы в [1]. В общем же случае для f -дивергенции не удается
выяснить, какая из трех величин в (8) является максимальной, поскольку это суще-
ственно зависит от вида и свойств функции f .

Отметим также, что аналог равенства (15) в случае, когда вместо условия на
величину склеивания распределений P и Q накладывается условие на вариационное
расстояние V (P,Q) между ними, был получен в работах [3,5]. А именно, в них было
показано, что справедливо равенство

sup
(P,Q):V (P,Q)=v

Df (P ‖Q) =
v

2
[f(0) + f∗(0)].

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 1. 1.Докажем вначале формулу (8), когда
предполагается, что 0 � α � qn. В этом случае в соответствии с (5) оптимальная
матрица Mopt, задающая α-склеивание данного распределения вероятностей Q =
= {qi, i ∈ N} с некоторым распределением P = {pi, i ∈ N}, для которой Df (Mopt) =
= Df (P ‖Q) = Dmax

f (Q,α), находится среди матриц M = ‖pij‖ni,j=1, у которых на
диагонали в некотором столбце стоит α, остальные диагональные элементы равны
нулю, а главный столбец либо содержит α, либо нет. Поэтому, пользуясь формулой

Df (P ‖Q) =
∑

i: pi>0

qif

(
pi
qi

)
+

( ∑
i: pi=0

qi

)
f(0), (16)

получаем, что для таких матриц величина Df (M) может иметь три разных вида:
• Если α стоит на диагонали в k-м (главном) столбце, а qk −α – в k-й строке и 	-м
столбце, то

Df (M) = Aα(qk, q�) =

= qkf

(
1 + α− qk

qk

)
+ q�f

(
qk − α

q�

)
+ (1− qk − q�)f(0); (17)

• Если на диагонали в главном k-м столбце стоит ноль, α стоит на диагонали в 	-м
столбце и qk стоит в k-й строке и 	-м столбце, то

Df (M) = Bα(qk, q�) =

= qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ q�f

(
qk + α

q�

)
+ (1− qk − q�)f(0); (18)

• Если на диагонали в главном k-м столбце стоит ноль, qk стоит в k-й строке и 	-м
столбце, а α – на диагонали в m-м (m �= 	) столбце, то

Df (M) = Cα(qk, q�, qm) =

= qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ q�f

(
qk
q�

)
+ qmf

(
α

qm

)
+ (1− qk − q� − qm)f(0). (19)

Поэтому

Dmax
f (Q,α) = max{Aα, Bα, Cα}, (20)
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где

Aα = max
k,�

Aα(qk, q�), Bα = max
k,�

Bα(qk, q�), Cα = max
k,�,m

Cα(qk, q�, qm), (21)

а максимумы в (21) берутся по всем различным между собой натуральным числам
k, 	 и m из множества N . Докажем теперь следующее утверждение.

Л емма 1. Справедливо неравенство Cα � Bα, где Bα и Cα определены в (21).
Док а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что при любом фиксированном зна-

чении k справедливо неравенство

max
�: � �=k

q�f

(
qk + α

q�

)
� max

(�,m): � �=k,m �=k

[
q�f

(
qk
q�

)
+ qmf

(
α

qm

)
− qmf(0)

]
. (22)

Для этого заметим, что функция xf
(
a

x

)
− xf(0) убывает по x, если a = const > 0 и

x > 0. Действительно,[
xf
(a
x

)
− xf(0)

]′
x
= f

(a
x

)
−
(a
x

)
f ′
(a
x

)
− f(0) < 0,

так как функция f(u) − uf ′(u) − f(0) убывает по u, а при u = 0 она равна нулю.
Поэтому, полагая

s =

{
n, если k �= n,

n− 1, если k = n,

получаем, что для доказательства (22) достаточно показать, что

qsf

(
qk + α

qs

)
− qsf(0) � qsf

(
qk
qs

)
− qsf(0) + qsf

(
α

qs

)
− qsf(0),

т.е. что

f

(
qk + α

qs

)
� f

(
qk
qs

)
+ f

(
α

qs

)
− f(0). (23)

Справедливость неравенства (23), а значит, и леммы 1, следует из того, что разность
левой и правой частей в (23) возрастает по α, а при α = 0 она равна нулю. �

Лемма 2. Справедливо равенство

max{Aα, Bα} = max
{
Aα(qn, qn−1), Aα(qn−1, qn), Bα(qn−1, qn)

}
,

где Aα и Bα определены в (21), а Aα(x, y) и Bα(x, y) – в (9) и (10).
Док а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что Aα(qk, q�) и Bα(qk, q�) являются

выпуклыми функциями от qk и убывающими от q�. Поэтому (см. (21))

Aα = max
{
Aα(qn−1, qn), Aα(q1, qn), Aα(qn, qn−1)

}
, (24)

Bα = max
{
Bα(qn−1, qn), Bα(q1, qn), Bα(qn, qn−1)

}
. (25)

Покажем теперь, что

Aα(q1, qn) � max
{
Aα(qn−1, qn), Bα(qn, qn−1)

}
, (26)

Bα(q1, qn) � max
{
Bα(qn−1, qn), Aα(qn, qn−1)

}
. (27)

Действительно, для доказательства (26) заметим, что если [Aα(x, qn)]
′
x

∣∣
x=q1

< 0,
то Aα(x, qn) убывает по x при всех 0 < x < q1, и тогда Aα(q1, qn) < A(qn−1, qn).

28



Если же [Aα(x, qn)]
′
x

∣∣
x=q1

> 0, то Aα(x, qn) возрастает по x при x > q1, и тогда
Aα(q1, qn) < A(1 − qn, qn).

Поэтому для доказательства (26) необходимо только показать, что

Aα(1− qn, qn) � Bα(qn, qn−1). (28)

Сравнивая выражения для Aα(1− qn, qn) и Bα(qn, qn−1) (см. (9) и (10)), мы видим,
что для доказательства (28) достаточно лишь убедиться, что

(1 − qn)f

(
α+ qn
1− qn

)
− (1 − qn)f(0) � qn−1f

(
α+ qn
qn−1

)
− qn−1f(0).

А это неравенство следует из того, что, как было показано выше при доказательстве
леммы 1, функция xf

(
a

x

)
−xf(0) убывает по x, если a = const > 0 и x > 0. Неравен-

ство (26) доказано. Неравенство (27) доказывается аналогично. Поэтому, учитывая
(24)–(27), получаем, что

max{Aα, Bα} = max
{
Aα(qn−1, qn), Aα(qn, qn−1), Bα(qn−1, qn), Bα(qn, qn−1)

}
.

Таким образом, для доказательства леммы 2 достаточно лишь показать, что
Bα(qn, qn−1) � Aα(qn, qn−1). Для доказательства этого последнего неравенства сле-
дует лишь убедиться, что производная разности Aα(qn, qn−1) − Bα(qn, qn−1) по α
положительна, а при α = 0 эта разность равна нулю. �

Наконец, формула (8) теперь следует из (20) и лемм 1 и 2.

2. Докажем теперь верхнюю границу (11) в случае, когда qn < α < 1 − qn. Для
этого в соответствии с (5) достаточно показать, что для всех матрицM , осуществля-
ющих α-склеивание заданного распределения вероятностей Q = {qi, i ∈ N} с неко-
торым распределением P = {pi, i ∈ N} и принадлежащих множествам M(Q, I),
соответствующих всевозможным допустимым (Q, I)-представлениям α, справедли-
во неравенство

Df (M) � qnf

(
1− α+ qn

qn

)
+ (1 − α)f(0). (29)

Пусть α =
∑
i∈I

qi + β, где β = 0 или существует j, такое что 0 < β < qj для

некоторого j ∈ N \ I, – произвольное допустимое (Q, I)-представление α (отметим,
что в случае, когда I = ∅, считаем, что

∑
i∈I

qi = 0). Тогда величина Df (M), соответ-

ствующая различным матрицам M ∈ M(Q, I), может принимать разные значения
в зависимости от расположения главного столбца (диагональным элементом которо-
го является либо некоторое qk, k ∈ I, либо ноль, либо β) и единственного ненулевого
элемента вне главного столбца и диагонали (хотя при некоторых (Q, I)-представле-
ниях α такой элемент может вообще отсутствовать). Рассмотрим каждый из этих
случаев в отдельности и покажем, что для каждого из них справедливо неравен-
ство (29).

a) Если диагональным элементом главного (k-го) столбца матрицы M ∈ M(Q, I)
служит qk, где k ∈ I, а элемент β расположен на диагонали в j-м столбце, то вос-
пользовавшись формулой (16), получим, что

Df (M) = qkf

(
1− α+ qk

qk

)
+ qjf

(
β

qj

)
+ (1− α− qj + β)f(0). (30)
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Справедливость верхней границы (29) в этом случае следует из того, что функ-
ция qkf

(
1− α+ qk

qk

)
убывает по qk, а при любых qj и β, 0 � β � qj , имеет место

неравенство

qjf

(
β

qj

)
− (qj − β)f(0) � 0. (31)

Действительно, неравенство (31) следует из того, что его левая часть является вы-
пуклой функцией β, а при β = 0 и β = qj она равна нулю (так как по условию
f(1) = 0).

b1) Если диагональным элементом главного k-го столбца матрицы M ∈ M(Q, I)
служит ноль, элементы qk и qj , где k /∈ I, j ∈ I, находятся в j-м столбце, а элемент β
расположен на диагонали в i-м столбце, то для такой матрицы

Df (M) = qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qjf

(
qk + qj

qj

)
+ qif

(
β

qi

)
+

+ (1− α+ β − qk − qi)f(0). (32)

Воспользовавшись тем, что qif
(
β

qi

)
− (qi − β)f(0) � 0 (см. (31)), получаем оценку

Df (M) � qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qjf

(
qk + qj

qj

)
+ (1 − α)f(0)− qkf(0). (33)

Поэтому для доказательства верхней границы (29) в рассматриваемом случае до-
статочно показать, что при любых qk и qj справедливо неравенство

qnf

(
1− α+ qn

qn

)
� qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qjf

(
qk + qj

qj

)
− qkf(0). (34)

Для доказательства неравенства (34) заметим, что разность его левой и правой
частей убывает по α, а при максимальном значении α = 1 − qk (так как в рас-
сматриваемом случае на диагонали в k-м столбце стоит ноль) эта разность, равная
qnf

(
qk + qn

qn

)
− qjf

(
qk + qj

qj

)
, положительна, поскольку функция qjf

(
qk + qj

qj

)
убы-

вает по qj .
b2) Если диагональным элементом главного k-го столбца матрицы M ∈ M(Q, I)

служит ноль, qk находится в i-м столбце, в котором на диагонали стоит β, то для
такой матрицы

Df (M) = qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qif

(
qk + β

qi

)
+ (1 − α+ β − qk − qi)f(0) =

= qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qif

(
qk + β

qi

)
+ (1 − α)f(0)− qkf(0)− qif

(
β

qi

)
+

+

[
qif

(
β

qi

)
− (qi − β)f(0)

]
� qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qif

(
qk + qi

qi

)
+

+ (1− α)f(0)− qkf(0). (35)

Неравенство в (35) следует из (31) и того факта, что

qif

(
qk + qi

qi

)
� qif

(
qk + β

qi

)
− qif

(
β

qi

)
. (36)
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Действительно, справедливость неравенства (36) является следствием того, что его
правая часть является возрастающей функцией β, а при максимальном значении
β = qi левая и правая части (36) равны. Теперь заметим, что правая часть неравен-
ства (35) совпадает с выражением правой части в (33), которую мы уже оценили
сверху в п. b1), показав, что она не превосходит нужной нам оценки (29).

b3) Если диагональным элементом главного k-го столбца матрицы M ∈ M(Q, I)
служит ноль, qk находится в 	-м столбце, диагональным элементом которого явля-
ется ноль, а β находится на диагонали в i-м столбце, то для такой матрицы

Df (M) = qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qif

(
β

qi

)
+ q�f

(
qk
q�

)
+

+ (1− α+ β − qk − qi − q�)f(0) � qkf

(
1− α− qk

qk

)
+ qif

(
β

qi

)
+

+ q�f

(
qk + q�

q�

)
+ (1 − α+ β − qk − qi)f(0). (37)

Неравенство в (37) следует из того, что

q�f

(
qk
q�

)
− q�f(0) � q�f

(
qk + q�

q�

)
. (38)

Действительно, справедливость (38) является следствием того, что ввиду выпукло-
сти функции f(x) и условия f(1) = 0 имеет место неравенство f(1+x) � f(x)−f(0).
Правая часть неравенства (37) совпадает с выражением правой части в (32), кото-
рую мы уже оценили сверху в п. b1), показав, что она не превосходит оценки (29).

c1) Если диагональным элементом главного k-го столбца матрицы M ∈ M(Q, I)
служит β, а qk − β находится в j-м столбце, диагональным элементом которого
является qj , j ∈ I, то для такой матрицы

Df (M) =

= qkf

(
1− α− qk + 2β

qk

)
+ qjf

(
qk + qj − β

qj

)
+ (1− α+ β − qk)f(0). (39)

Так как правая часть (39) является выпуклой функцией β, то ее максимум дости-
гается либо при β = 0, либо при β = qk. В случае β = 0 правая часть (39) совпадает
с правой частью (33), которую мы уже оценивали сверху в п. b1), показав, что она не
превосходит оценки (29). Если же β = qk, то максимум правой части (39) очевидно
совпадает с доказываемой оценкой (29).

c2) Если диагональным элементом главного k-го столбца матрицы M ∈ M(Q, I)
служит β, а qk − β находится в i-м столбце, диагональным элементом которого
является ноль, то для такой матрицы

Df (M) =

= qkf

(
1− α− qk + 2β

qk

)
+ qif

(
qk − β

qi

)
+ (1− α+ β − qk − qi)f(0). (40)

Снова очевидно, что правая часть (40) является выпуклой функцией β, а тогда
опять все сводится к рассмотренным ранее случаям (см. (37), (39)).

Верхняя граница (11) теперь полностью доказана. Наконец, очевидно, что верх-

няя граница (11) достигается, если α = qn +
n−1∑
i=1

aiqi при любых ai ∈ {0, 1}, так как

в этом случае β = 0 и в (30) при qk = qn получаем нужное нам равенство. �

31



Док а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Равенство (12) для случая, когда 0 � α �
� qn и |N | = n � 3, следует из того, что значение Dmax

f (qmin, α) достигается для
распределения Q = {qi, i ∈ N}, у которого qn−1 = qn = qmin, в чем нетруд-
но убедиться, просматривая доказательство равенства (8). При этом этот макси-
мум равен Aα(qn, qn), где Aα(x, y) определено в (9). Действительно, в случае, когда
qn−1 = qn = qmin, имеем Aα(qn, qn−1) = Aα(qn−1, qn) = Aα(qn, qn), и нетрудно ви-
деть, что Aα(qn, qn) � Bα(qn, qn), для чего следует лишь заметить, что разность
Aα(qn, qn)−Bα(qn, qn) возрастает по α, а при α = 0 эта разность равна нулю.

Равенство (13) также легко доказать, заметив, что максимумы каждого из двух
выражений в (7) достигаются при qn−1 = qn = qmin, а в этом случае оба этих выра-
жения совпадают.

Наконец, верхняя граница (14) является прямым следствием (11), а справедли-
вость равенства в (14) также следует из утверждения предложения об условиях
равенства в (11), поскольку при сформулированных там условиях нетрудно предъ-
явить соответствующие распределения вероятностей Q = {qi, i ∈ N}, при которых

имеет место равенство α =
n−1∑
i=1

aiqi+qn при некоторых ai ∈ {0, 1} (см. доказательство
следствия 1 в [1]). �

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 2. Заметим вначале, что из определения
f -дивергенции сразу следует, чтоDmax

f (α) = 0, если α = 1. Далее заметим, что в слу-
чае, когда 0 � α < 1 и либо f(0) = ∞, либо f∗(0) = ∞, равенство (15) очевидно,
так как всегда можно построить матрицу M = ‖pij‖ni,j=1, задающую α-склеивание
некоторого распределения вероятностей P = {pi, i ∈ N} с другим распределением
Q = {qi, i ∈ N}, такую что либо некоторое pi = 0, а соответствующее qi �= 0 (в
случае, когда f(0) = ∞), либо некоторое qi = 0, а pi �= 0 (в случае f∗(0) = ∞). По-
этому в дальнейшем при доказательстве равенства (15) будем всегда предполагать,
что и f(0) < ∞, и f∗(0) < ∞.

Далее для доказательства (15) воспользуемся следующими неравенствами для
выпуклой функции f(x), задающей f -дивергенцию Df (P ‖Q):

f(x) �
{
(1− x)f(0), если 0 < x < 1,

(x− 1)f∗(0), если x > 1.
(41)

Действительно, первое неравенство следует из определения выпуклости функции
f(x) и условия f(1) = 0, второе – из того, что функция f∗(x) = xf(1/x) тоже
выпукла и f∗(1) = 0.

Теперь, поскольку

Dmax
f (α) = sup

qmin: 0<qmin�1/n

Dmax
f (qmin, α), (42)

то для получения оценки сверху для Dmax
f (α) достаточно оценить сверху функции

от qmin, стоящие в правых частях равенств (12), (13) и неравенства (14) при заданном
параметре α, 0 � α < 1, и любом возможном значении qmin. Замечая, что функции
в правых частях равенств (12),(13) являются выпуклыми относительно qmin, а функ-
ция в правой части неравенства (14) убывает по qmin, то очевидно имеем

A(qmin, qmin) � max{Aα(α, α), Aα(1, 1)}, (43)

так как в (12) предполагается, что qmin � α,

qmin

[
f

(
α− 1 + qmin

qmin

)
+ f

(
1− α+ qmin

qmin

)]
�

� max
{
(1− α)[f(0) + f(2)], f(α) + f(2− α)

}
, (44)

32



так как в (13) предполагается, что qmin � 1− α, и

qminf

(
1− α+ qmin

qmin

)
� 0 · f

(1− α

0

)
= (1− α)f∗(0), (45)

так как в (14) предполагается, что qmin � α.
Поэтому, воспользовавшись неравенствами (41) для оценивания сверху выраже-

ний в (43)–(45) и учитывая (12)–(14) и (42), получаем, что

Dmax
f (α) � (1− α)[f(0) + f∗(0)]. (46)

Таким образом, для доказательства равенства (15) необходимо показать, что на са-
мом деле знак неравенства в (46) можно заменить на знак равенства при любом α,
0 � α < 1. Покажем это. Действительно, если α = 0, то из (12) следует, что

lim
qmin→0

Dmax
f (qmin, α) = lim

x→0
A0(x, x) = lim

t→∞

f(t)

t+ 1
+ f(0) = f∗(0) + f(0).

Это означает, что при α = 0 в (46) имеет место знак равенства, т.е. равенство (15)
доказано для α = 0. Если же α, 0 < α < 1, – любое фиксированное число, то в (14)
при достаточно малых qmin имеет место знак равенства, а тогда

lim
qmin→0

Dmax
f (qmin, α) = lim

x→0

[
xf

(
1− α+ x

x

)]
+ (1− α)f(0) =

= lim
t→∞

(1 − α)
f(t)

t− 1
+ (1− α)f(0) = (1− α)[f∗(0) + f(0)],

так что снова в (46) имеет место знак равенства, а значит, равенство (15) справед-
ливо и при любом α, 0 < α < 1. �
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ОБ ОБОБЩЕННОЙ КАСКАДНОЙ КОНСТРУКЦИИ КОДА
НОРДСТРОМА–РОБИНСОНА И ДВОИЧНОГО КОДА ГОЛЕЯ1

Показано, что код Нордстрома –Робинсона и двоичный расширенный код
Голея являются обобщенными каскадными кодами третьего порядка.

Ключевые слова: обобщенный каскадный код, код Нордстрома –Робинсона, дво-
ичный расширенный код Голея.

DOI: 10.31857/S0555292321040033

§ 1. Введение

Пусть Eq = {0, 1, . . . , q − 1} – алфавит размера q. Произвольное подмножество
C ⊆ En

q называется q-ичным кодом и обозначается через (n,N, d)q, где n – длина
кода, N – число его кодовых слов (или мощность), и d – его минимальное рас-
стояние (Хэмминга). Линейный код C с параметрами (n,N = qk, d)q обозначается
через [n, k, d]q. Для двоичных кодов приняты обозначения (n,N, d) и [n, k, d] (т.е.
q опускается). Пусть J = {1, 2, . . . , n} – координатное множество En

q . Для вектора
x = (x1, . . . , xn) ∈ En

q обозначим через supp(x) его носитель, т.е.

supp(x) = {i ∈ J : xi �= 0}.

Обозначим через wt(x) вес вектора x, т.е. размер его носителя: wt(x) = | supp(x)|.
Для двоичного вектора x обозначим через x̄ дополнительный к нему вектор, т.е.
вектор, полученный из x взаимной заменой элементов 0 и 1: x̄ = x+ (1, 1, . . . , 1).

Нелинейный код Нордстрома –Робинсона с параметрами

n = 16, N = 28, d = 6

был построен в 1968 г. Нордстромом и Робинсоном [1] и независимо в [2]. Двоичный
расширенный совершенный код Голея с параметрами

n = 24, N = 212, d = 8

был построен в 1949 г. Голеем [3]. По обоим кодам опубликовано очень много ра-
бот, значительная часть которых может быть найдена в монографии [4]. В частно-
сти, в [5] установлено, что код Нордстрома –Робинсона и двоичный код Голея един-
ственны с точностью до эквивалентности. Это существенно упрощает нашу задачу
(а именно достаточно построить ОК-коды с параметрами этих кодов). Мы только

1 Работа выполнена в ИППИ РАН при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (номер проекта 19-01-00364) и Национального научного фонда Болгарии
(номер проекта 20-51-18002).
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еще сошлемся на некоторые более поздние статьи, в основном по коду Нордстро-
ма –Робинсона, в связи с полученными там интересными результатами (см. рабо-
ты [6–12] и библиографию в них). Отметим, что в [13] (см. библиографию) было
дано представление кода Голея как каскадного кода, полученного отображением из
построенного в [13] кода длины 12 над F4 в двоичный код.

§ 2. Построение кода Нордстрома –Робинсона

Пусть B обозначает тривиальный (4, 16, 1)-код (т.е. все двоичные векторы дли-
ны 4). Этот код B разбивается на два тривиальных подкода: (4, 8, 2)-код B1 с про-
веркой на четность и (4, 8, 2)-код B2 с проверкой на нечетность, которые, в свою
очередь, разбиваются на тривиальные (4, 2, 4)-коды Bi,j . Эти коды мы приводим
вместе с нумерацией их слов (вектор с номером b(i, j, k), k = 1, 2, принадлежит
коду Bi,j):

B1,1 = {b(1, 1, 1) = (0 0 0 0), b(1, 1, 2) = (1 1 1 1)},
B1,2 = {b(1, 2, 1) = (1 1 0 0), b(1, 2, 2) = (0 0 1 1)},
B1,3 = {b(1, 3, 1) = (1 0 1 0), b(1, 3, 2) = (0 1 0 1)},
B1,4 = {b(1, 4, 1) = (1 0 0 1), b(1, 4, 2) = (0 1 1 0)},
B2,1 = {b(2, 1, 1) = (1 0 0 0), b(2, 1, 2) = (0 1 1 1)},
B2,2 = {b(2, 2, 1) = (0 1 0 0), b(2, 2, 2) = (1 0 1 1)},
B2,3 = {b(2, 3, 1) = (0 0 1 0), b(2, 3, 2) = (1 1 0 1)},
B2,4 = {b(2, 4, 1) = (0 0 0 1), b(2, 4, 2) = (1 1 1 0)}.

В качестве внешних выберем два МДР-кода A1 и V1 с параметрами (4, 16, 3)4,
которые разбиваются на подкоды A1,i, i = 1, 2, 3, 4, и V1,j , j = 1, 2, 3, 4, с расстоя-
нием 4:

A1,1 =

⎡⎢⎣(0 0 0 0)(1 1 1 1)
(2 2 2 2)
(3 3 3 3)

⎤⎥⎦ , A1,2 =

⎡⎢⎣(0 3 2 1)(3 0 1 2)
(2 1 0 3)
(1 2 3 0)

⎤⎥⎦ , A1,3 =

⎡⎢⎣(0 2 1 3)(2 0 3 1)
(1 3 0 2)
(3 1 2 0)

⎤⎥⎦ , A1,4 =

⎡⎢⎣(0 1 3 2)(1 0 2 3)
(3 2 0 1)
(2 3 1 0)

⎤⎥⎦ (1)

и

V1,1 =

⎡⎢⎣(0 0 0 0)(1 1 1 1)
(2 2 2 2)
(3 3 3 3)

⎤⎥⎦ , V1,2 =

⎡⎢⎣(0 1 2 3)(1 0 3 2)
(2 3 0 1)
(3 2 1 0)

⎤⎥⎦ , V1,3 =

⎡⎢⎣(0 2 3 1)(2 0 1 3)
(3 1 0 2)
(1 3 2 0)

⎤⎥⎦ , V1,4 =

⎡⎢⎣(0 3 1 2)(3 0 2 1)
(1 2 0 3)
(2 1 3 0)

⎤⎥⎦ . (2)

Коды A1 и V1 пересекаются по подкодам A1,1 и V1,1, а все другие подкоды A1,i,
i = 2, 3, 4, и V1,j , j = 2, 3, 4, находятся друг от друга на расстоянии 2 или 3, т.е.

d(A1,i, V1,j) =

⎧⎨⎩
0, если i = j = 1,

2, если i, j ∈ {2, 3, 4},
3, если 1 ∈ {i, j}, i �= j.

(3)

В качестве внешних кодов A2 и V2 возьмем два двоичных (4, 8, 2)-кода (т.е. внут-
ренние кодыB1 и B2): A2 (с проверкой на четность) и V2 (с проверкой на нечетность),
которые разбиваются на подкоды A2,i, где i = 1, 2, и V2,j , где j = 1, 2, с расстоя-
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нием 2:

A2,1 =

⎡⎢⎣(0 0 0 0)(1 1 0 0)
(1 0 1 0)
(1 0 0 1)

⎤⎥⎦ , A2,2 =

⎡⎢⎣(1 1 1 1)(0 0 1 1)
(0 1 0 1)
(0 1 1 0)

⎤⎥⎦ (4)

и

V2,1 =

⎡⎢⎣(1 0 0 0)(0 1 0 0)
(0 0 1 0)
(0 0 0 1)

⎤⎥⎦ , V2,2 =

⎡⎢⎣(0 1 1 1)(1 0 1 1)
(1 1 0 1)
(1 1 1 0)

⎤⎥⎦ . (5)

Построим следующие три ОКК-кода [14]:
• код C на основе внешних кодов A = {(0 0 0 0), (1 1 1 1)}, A1 ∪ V1 (интерпретируя
это как множество с повторениями), A2 ∪ V2 и внутреннего кода B = B1 ∪B2;

• код C1 на основе внешних кодов A1 и A2 и внутреннего кода B1;
• код C2 на основе внешних кодов V1 и V2 и внутреннего кода B2.
Поясним построение кода C1. Выберем два слова: a = (a1, a2, a3, a4) из кода A1

и x = (x1, x2, x3, x4) из кода A2. Они индуцируют слово c = (c1 | c2 | c3 | c4) кода C1.
В качестве i-го блока ci, i = 1, 2, 3, 4, возьмем слово b кода B1 с номером ci =
= b(1, ai + 1, xi + 1) (сложение в действительном поле). Когда a и x пробегают
все слова кодов A1 и A2, слово c пробегает все слова нового кода C1. Из такой
конструкции следует, что C1 имеет параметры

n = 4 · 4 = 16, N = 16 · 8 = 128, d = min{2 · 3, 4 · 2} = 6.

Код C2 строится аналогично из внешних кодов V1 и V2 и внутреннего кода B2 и имеет
такие же параметры. Поясним построение C. При выборе слова (0 0 0 0) использу-
ются коды A1 и A2, а при выборе слова (1 1 1 1) используются V1 и V2.

Теперь наша цель доказать, что C1 и C2 находятся друг от друга на расстоя-
нии 6. То, что они находятся на расстоянии 4, следует из того, что код C с кодовым
расстоянием 4 (по каскадной конструкции) является объединением кодов C1 и C2.

Напомним, что все слова c кода C имеют блочный вид: c = (c1 | c2 | c3 | c4), где
блоки ci являются словами кода B. Так как кодовые слова внутренних кодов B1

и B2 не совпадают, то слова кодов C1 и C2 отличаются в каждом блоке, откуда,
в частности, следует, что для любых слов c = (c1 | c2 | c3 | c4) из кода C1 и c′ =
= (c′1 | c′2 | c′3 | c′4) из кода C2 справедливо неравенство

d(ci, c
′
i) � 1 для каждого i ∈ {1, 2, 3, 4}. (6)

Разбиения (1), (2) и (4) кодов A1 и V1 на подкоды A1,i, i = 1, 2, 3, 4, и V1,j ,
j = 1, 2, 3, 4, соответственно, индуцируют разбиения кодов C1 и C2 на подкоды C1,i

и C2,j . Нужные нам свойства кодов C1 и C2 дает следующая
Л емма 1. Пусть x = (x1 |x2 |x3 |x4) – произвольное слово кода C1\C1,1, а y =

= (y1 |y2 |y3 |y4) – произвольное слово кода C2 \ C2,1. Тогда (блочные) векторы xi

и yj обладают следующими свойствами:
(1) Если wt(x) = 6, то имеется индекс i0 ∈ {1, 2, 3, 4}, такой что i0 ∈ supp(xi) для

всех ненулевых xi. Если же индекс s отличен от i0, то он покрыт носителем
вектора xi ровно один раз, т.е. только для одного i;

(2) Если wt(x) = 10, то имеется индекс i0, такой что i0 ∈ supp(xi) ровно один
раз, т.е. только для одного i. Каждый индекс i, отличный от i0, покрыт но-
сителями xi ровно три раза;
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(3) Если wt(y) = 6, то имеется индекс j0 ∈ {1, 2, 3, 4}, который ни разу не по-
крыт ни одним из носителей yj. Все другие индексы j �= j0 покрыты два раза
носителями yj ;

(4) Если wt(y) = 10, то имеется индекс j0, который покрыт носителями всех
векторов yj. Все другие индексы j �= j0 покрыты два раза носителями yj.
Док а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из описания приведенных выше

внутренних кодов B1 и B2 и обоих внешних кодов Ai и Vi, i = 1, 2. �
Определим следующие три перестановки π1, π2 и π3, действующие на множестве

векторов длины 4: для любого вектора x = (x1, x2, x3, x4) положим

π1(x) = (x2, x1, x4, x3), π2(x) = (x4, x3, x2, x1), π3(x) = (x1, x4, x2, x3).

Обозначим через G группу, порожденную перестановками π1, π2 и π3.
Пусть c = (c1 | c2 | c3 | c4) – произвольное слово кода C1, построенного на основе

кодовых слов a ∈ A1 и x ∈ A2, что можно записать в виде c = c(a,x). Аналогично
будем писать c = c(v,y) для слова c ∈ C2, построенного из слов v ∈ V1 и y ∈ V2.

Определим действие группы G на c: для любого g ∈ G положим

g(c) =

{
c(g(a), g(x)), если c ∈ C1,

c(g(v), g(y)), если c ∈ C2.

Лемма 2. Справедливы следующие утверждения:
(1) Группа G стабилизирует коды Ai и Vi для i = 1, 2 и действует транзитивно

на подкодах A1 \A1,1 и V1 \ V1,1;
(2) Группа G стабилизирует коды C1 и C2 и действует транзитивно на подкодах

C1 \ C1,1 и C2 \ C2,1;
(3) Для любых c ∈ C1 и c′ ∈ C2 и для любого g ∈ G имеет место следующее

равенство:

d(g(c), g(c′)) = d(c, c′); (7)

(4) Коды C1 и C2 инвариантны относительно сдвига на вектор из всех единиц,
т.е.

Ci + (1 1 . . . 1) = Ci, i = 1, 2. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первые два утверждения следуют непосредственно из таб-
лиц кодовых слов (1), (2) и (4). Так как перестановки не меняют расстояния меж-
ду векторами, а действие группы является автоморфизмом кодов C1 и C2, то по-
лучаем утверждение (3). Докажем утверждение (4) сначала для кода C1. Пусть
c = (c1 | c2 | c3 | c4) – произвольное слово этого кода. По построению ci = b(1, ai, xi),
где (a1 a2 a3 a4) – слово кодаA1, а (x1 x2 x3 x4) принадлежит A2. Но, как легко видеть
из всех его слов,

A2 + (1 1 1 1) = A2.

По построению слово x пробегает весь код A2. Поэтому для любого x = (x1 x2 x3 x4)
дополнительное к нему слово x + (1 1 1 1) также принадлежит A2. Следовательно,
для любого слова

c = (c1 | c2 | c3 | c4)

дополнительное к нему слово также принадлежит коду C1. Для кода C2 доказатель-
ство совершенно аналогично, так как код V2 (участвующий в построении C2) также
инвариантен относительно сдвига на слово из всех единиц. �
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Те о р ем а 1. Объединение кодов C1 и C2, т.е. код

C = C1 ∪ C2

представляет собой (16, 256, 6)-код, т.е. код Нордстрома –Робинсона C является
ОКК-кодом третьего порядка.

Док а з а т е л ь с т в о. Чтобы доказать утверждение теоремы, надо доказать, что
для любых r и s выполнено следующее условие:

d(C1,r , C2,s) � 6, r, s ∈ {1, 2, 3, 4}. (9)

Пусть x и y – произвольные слова кодов C1,r и C2,s соответственно, которые можно
представить в следующем блочном виде:

x = (x1 |x2 |x3 |x4),

y = (y1 |y2 |y3 |y4),

где xi ∈ B1 и yj ∈ B2. В силу леммы 2 для доказательства достаточно рассмотреть
четыре разных случая в зависимости от условий 1 ∈ {r, s} или 1 /∈ {r, s}.

Случай (r = 1, s = 1). В этом случае xi – это одно слово b1 из подкода B1

для всех i ∈ {1, 2, 3, 4} или одно слово b1 из подкода B1 и дополнительное к нему
слово b̄1, каждое повторенное два раза, а yj – одно слово b2 из подкода B2, по-
вторенное три раза, и дополнительное к нему слово b̄2. Предположим сначала, что
wt(y) = 6. Если supp(b2) �⊂ supp(b1), то и доказывать нечего. Поэтому рассмот-
рим случай supp(b2) ⊂ supp(b1). Пусть сначала b1 встречается четыре раза. Тогда
условие supp(b2) ⊂ supp(b1) выполняется для трех блоковых векторов yj веса 1
и не выполнено для четвертого блока, где yj имеет вес 3, который и даст вклад 3

в расстояние между x и y. Если же b1 и b̄1 встречаются по два раза, то вклад 3 в рас-
стояние между векторами x и y даст третий блок веса 1. Пусть теперь wt(y) = 10
и supp(b1) ⊂ supp(b2). В этом случае, аналогично предыдущему случаю, блок, в ко-
тором yj имеет вес 1, даст вклад 3 в расстояние между x и y. Случаи, когда один
или более блоков xi имеют вес 4, исключаются аналогично.

Случай (r = 1, s = 2, 3, 4). В этом случае yj , j = 1, 2, 3, 4, – это четыре разных
слова из кода B2, а именно либо три слова веса 1 и слово веса 3, дополнительное
к четвертому слову веса 1, либо три разных слова веса 3 и одно слово веса 1, допол-
нительное к четвертому слову веса 3. Ясно, что в случае, когда единица пробегает
три разных позиции в трех блоках yj , а xi – одно и то же слово b1, встречающееся
во всех четырех блоках, то слова xi и yi по крайней мере в одном блоке будут на
расстоянии 3 друг от друга. Пусть теперь слово b1 (веса 2) встречается в двух бло-
ках xi, в которых оно покрывает два разных слова кода B2 веса 1, скажем, b2(i1)
и b2(i2). Ясно, что при этом b̄1 покроет вектор b2(i3) веса 1 кода B2 (три блока
веса 1 кода B2 имеют непересекающиеся единицы). Поэтому вклад в расстояние 3
даст четвертый блок (веса 3), где y содержит слово b̄2(i4), дополнительное к четвер-
тому слову b2(i4) кода B2. Если же три блока yj имеют вес 3, то те же аргументы
остаются в силе с переходом к дополнительным словам.

Случай (r = 2, 3, 4, s = 1). Этот случай совершенно аналогичен предыдущему,
и поэтому мы не повторяем доказательство.

Случай (r = 2, 3, 4, s = 2, 3, 4). В этом случае блоковые векторы xi и yj пробегают
все различные слова кодов A2 и V2. Согласно лемме 1 для вектора x имеется индекс
i0 ∈ {1, 2, 3, 4}, который покрывается векторами из трех блоков x, если wt(x) = 6,
и покрывается только одним блоком, если wt(x) = 10. Для слова yj также имеется
индекс j0 ∈ {1, 2, 3, 4}, который не покрывается ни одним из векторов всех четырех
блоков y, если wt(y) = 6, и покрывается четыре раза, если wt(y) = 10. Поэтому мы
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проводим доказательство для двух разных случаев – когда индексы i0 и j0 равны
и когда они не равны.

Предположим сначала, что для двух произвольных слов x и y индексы i0 и j0
совпадают, и пусть x и y имеют оба вес 6. В силу (6) в каждом блоке векторы x и y
находятся на расстоянии по крайней мере 1. Позиция с индексом j0 = i0 не покрыта
ни одним блоком yj веса 1. Нулевому блоку xi будет соответствовать либо блок yi

веса 3 (и это даст вклад 3 в расстояние между x и y), либо блок веса 1 (и тогда
вклад 3 даст тот блок, в котором yi имеет вес 3, так как он не может покрывать
элемент 1 в позиции i0 соответствующего блока xi).

Рассмотрим теперь случай, когда wt(x) = 10, а wt(y) = 6. Для этого случая
нам понадобятся используемые нами внешние коды. Выберем произвольное слово x
кода C1, полученное, например, из пары (0 3 2 1) и (1 0 0 1):

x = (1 1 1 1 | 1 0 0 1 | 1 0 1 0 | 0 0 1 1),
y = (1 0 1 1 | 0 0 0 1 | 1 0 0 0 | 0 0 1 0),
y′ = (1 0 1 1 | 1 0 0 0 | 0 0 1 0 | 0 0 0 1).

Легко выписать два единственно возможных вектора y и y′ веса 6, которые по
своей структуре могут быть кодовыми словами C2 и которые покрываются кодовым
словом x, т.е. находятся от него на расстоянии 4. Используя таблицы кодов (1), (2)
и (4), заключаем, что векторы y и y′ получены из пар (1 3 0 2), (1 0 0 0) и (1 0 2 3),
(1 0 0 0) соответственно. Но оба вектора (1 3 0 2) и (1 0 2 3) не принадлежат коду V1,
а значит, y и y′ не принадлежат коду C2.

Следующие два случая, когда wt(x) = 6, а wt(y) = 10, и когда wt(x) = wt(y) =
= 10, доказывать не надо, так как они вытекают из двух предыдущих случаев
(wt(x) = 10, wt(y) = 6 и wt(x) = wt(y) = 6) в силу инвариантности обоих ко-
дов C1 и C2 относительно сдвига на слово из всех единиц (лемма 2). Действительно,
пусть, например, для случая wt(x) = 6, а wt(y) = 10 мы нашли два вектора x и y
с меньшим расстоянием d(x,y) � 5. Тогда на этом же расстоянии будут находиться
дополнительные к ним векторы x+(1 1 . . . 1) и y+(1 1 . . . 1), что противоречит уже
доказанному случаю.

Рассмотрим теперь случай, когда индексы векторов x и y не равны: i0 �= j0.
Доказательство проводится совершенно аналогично, и мы рассмотрим только два
случая – когда wt(x) = wt(y) = 6 и когда wt(x) = 6 и wt(y) = 10.

Пусть сначала wt(x) = wt(y) = 6. Выберем произвольное слово x кода C1, на-
пример (индекс x равен i0 = 1),

x = (0 0 0 0 | 1 0 0 1 | 1 0 1 0 | 1 1 0 0),
y = (0 1 0 0 | 0 0 0 1 | 1 0 0 0 | 1 1 0 1),
y′ = (0 0 0 1 | 1 1 0 1 | 1 0 0 0 | 0 1 0 0).

Выпишем два единственно возможных вектора y и y′ веса 6 с индексом j0 = 3, кото-
рые могут быть кодовыми словами C2 и которые находятся от x на расстоянии 4. На
основе таблиц кодов снова выясняем, что векторы y и y′ получены из пар (1 3 0 2),
(0 0 0 1) и (3 2 0 1), (0 1 0 0) соответственно. Но (1 3 0 2) и (3 2 0 1) не принадлежат ко-
ду V1, а значит, y и y′ не принадлежат коду C2. Оставшиеся два случая значения
индекса j0 ∈ {2, 4} вектора y исключаются совершенно аналогично.

Пусть теперь wt(x) = 6 и wt(y) = 10. Выберем произвольное слово x кода C1,
например (индекс x равен i0 = 1),

x = (0 0 0 0 | 1 0 0 1 | 1 0 1 0 | 1 1 0 0),
y = (0 0 0 1 | 1 ∗ ∗̄ 1 | 1 0 1 1 | 1 1 0 1).
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Предположим, что индекс y равен j0 = 4. Это означает, что каждый из трех бло-
ков yj веса 3 должен покрывать позицию с индексом j0 = 4, и кроме того, две
ненулевые позиции блоков xi. Легко убедиться, что это сделать невозможно. Дей-
ствительно, в приведенном выше векторе y блок y2 не может быть достроен до
веса 3 (в каждом из двух возможных случаев получим блоковый вектор y2, совпа-
дающий с одним из блоковых векторов y3 или y4). Два оставшихся значения индекса
j0 ∈ {2, 3} исключаются аналогично.

Чтобы завершить доказательство теоремы, напомним лемму 2, согласно которой
коды инвариантны относительно действия группы G. Это обосновывает наш выбор
только одного вектора x. Выбрав другой вектор x′, мы получим такое же число
возможных претендентов векторов на слова кода C2, находящихся на расстоянии 4
от x. Действительно, предположим, что для x′ нашлось три претендента y, y′ и y′′

на слова кода C2, находящихся на расстоянии 4 от x′. Пусть g ∈ G2 переводит x′ в x,
т.е. g(x′) = x. При этом (по лемме 2) g переводит все векторы y, y′ и y′′ в векторы,
находящиеся на расстоянии 4 от x, которые также являются претендентами на слова
кода C2. Таким образом, приходим к противоречию, так как слову x соответствуют
только два претендента. Это завершает доказательство теоремы. �

§ 3. Построение двоичного кода Голея

Построение двоичного расширенного [24, 12, 8]-кода Голея аналогично предыду-
щей конструкции кода Нордстрома –Робинсона. В качестве внутреннего кода берет-
ся тот же [4, 4, 1]-код B с таким же разбиением на [4, 3, 2]-подкоды: [4, 3, 2]-код B0

(с проверкой на четность) и (4, 8, 2)-код B1 (с проверкой на нечетность). При этом
мы изменим следующим образом нумерацию их слов, чтобы линеаризовать отобра-
жение из F4 × F2 в слова кода B0 (что нам нужно для доказательства линейности
результирующего кода):

B0,0 = {b(0, 0, 0) = (0 0 0 0), b(0, 0, 1) = (1 1 1 1)},
B0,1 = {b(0, 1, 0) = (1 1 0 0), b(0, 1, 1) = (0 0 1 1)},
B0,2 = {b(0, 2, 0) = (1 0 1 0), b(0, 2, 1) = (0 1 0 1)},
B0,3 = {b(0, 3, 0) = (0 1 1 0), b(0, 3, 1) = (1 0 0 1)}.

Для кода B1 нумерация имеет следующий вид:

B1,0 = {b(1, 0, 0) = (1 0 0 0), b(1, 0, 1) = (0 1 1 1)},
B1,1 = {b(1, 1, 0) = (0 1 0 0), b(1, 1, 1) = (1 0 1 1)},
B1,2 = {b(1, 2, 0) = (0 0 1 0), b(1, 2, 1) = (1 1 0 1)},
B1,3 = {b(1, 3, 0) = (0 0 0 1), b(1, 3, 1) = (1 1 1 0)}.

Определим внешние коды: A = {(0 0 0 0 0 0), (1 1 1 1 1 1)} и [6, 3, 4]4-код A1 над F4,
а также двоичные коды: [6, 5, 2]-код A2 с проверкой на четность и (6, 32, 2)-код V2

с проверкой на нечетность.
Поясним построение [6, 3, 4]4-кода A1 над F4. Пусть

F4 = {0, 1, ξ, ξ2}, где ξ2 + ξ + 1 = 0,

и пусть F42 получено из F4 с помощью примитивного многочлена

f(x) = x2 + x+ ξ.

Пусть α – корень этого многочлена, т.е. примитивный элемент поля F42 . Всюду
далее в качестве элементов 0, 1, ξ, ξ2 поля F4 мы для удобства используем элементы
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0, 1, 2, 3 соответственно, которыми нумеруются слова внутренних кодов. Обозначим
через mi(x) минимальную функцию элемента αi. Так как

x5 + 1 = (x2 + 3x+ 1)(x2 + 2x+ 1)(x+ 1), (10)

то можно определить следующий циклический [5, 3, 3]4-МДР-код C, имеющий по-
рождающий многочлен

ga(x) = m3(x) = x2 + 3x+ 1.

Обозначим через A1 код, полученный из C расширением, т.е. добавлением к каж-
дому кодовому слову a′ = (a1, a2, a3, a4, a5) кода C еще одной позиции a6 общей
проверки:

a6 =

5∑
i=1

ai.

При этом получаем [6, 3, 4]4-код A1, образованный словами a = (a1, a2, a3, a4, a5, a6).
Этот код удобно описать с помощью следующих пяти кодовых слов (генераторов):

(1 1 1 1 1 | 1), (2 1 2 0 0 | 1), (3 3 0 1 0 | 1), (1 2 2 1 0 | 0), (1 2 3 2 1 | 3). (11)

Первый генератор в (11) порождает, очевидно, три кодовых слова. Каждый из че-
тырех остальных генераторов порождает 15 кодовых слов умножением на скаляр
(т.е. на ξ и ξ2 ) и пятью циклическими сдвигами. Если a = (a1, a2, a3, a4, a5 | a6) –
один из таких генераторов, то 15 соответствующих кодовых слов порождаются цик-
лическими сдвигами (первых пяти позиций, позиция же a6 остается неподвижной)
трех векторов a, ξa и ξ2a.

Для удобства читателя приведем все слова кода A1:

(000000) (111111) (222222) (333333),

(212001) (330101) (122100) (123213),
(021201) (033011) (012210) (112323),
(002121) (103301) (101220) (211233),
(200211) (010331) (210120) (321123),
(120021) (301031) (221010) (232113),

(323002) (110202) (233200) (231321),
(032302) (011022) (023320) (223131),
(003232) (201102) (202330) (322311),
(300322) (020112) (320230) (132231),
(230032) (102012) (332020) (313221),

(131003) (220303) (311300) (312132),
(013103) (022033) (031130) (331212),
(001313) (302203) (303110) (133122),
(100133) (030223) (130310) (213312),
(310013) (203023) (113030) (121332).

Строим три ОКК-кода:
• код G (порядка 3) на основе внутреннего кода B и внешних кодов A, A1 и A2∪V2

(при выборе слова (0 0 0 0 0 0) используется A2, а при выборе (1 1 1 1 1 1) исполь-
зуется V2);

• код G1 (порядка 2) на основе внутреннего кода B0 и двух внешних кодов A1 и A2;
• код G2 (порядка 2) на основе внутреннего кода B1 и двух внешних кодов A1 и V2.
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Отображение из F4×F2 в слова кода B0 обозначим через ϕ0, а в слова кода B1 –
через ϕ1:

ϕi(j, k) = b(i, j, k), i = 0, 1.

Доопределим естественным образом эти отображения на векторы x = (x1, . . . , xn)
над F4 × F2:

ϕi(x) = (ϕi(x1), ϕi(x2), . . . , ϕi(xn)), i = 0, 1.

Лемма 3. Справедливы следующие утверждения:
(1) Отображение ϕ0 из F4 × F2 в слова кода B0 линейно по обоим индексам, т.е.

если b′ и b′′ – слова кода B0 с номерами (0, j′, k′) и (0, j′′, k′′) соответственно,
то их сумма b = b′ + b′′ имеет номер

(i, j, k) = (0, j′ + j′′, k′ + k′′),

где индексы j′ и j′′ суммируются в поле F4 (с учетом введенных нами обозна-
чений элементов поля F4), а индексы k′ и k′′ – в поле F2;

(2) Отображение ϕ1 из F4×F2 в слова кода B1 линейно по первому индексу, а так-
же линейно по второму с поправочным коэффициентом k3 ∈ {0, 1} (в зависимо-
сти от четности числа появлений элемента 3 в множестве {j′, j′′}), т.е. если
b′ и b′′ – слова кода B1 с номерами (1, j′, k′) и (1, j′′, k′′) соответственно, то
их сумма b = b′ + b′′ принадлежит коду B0 и вектор b имеет номер

(i, j, k) = (0, j′ + j′′, k′ + k′′ + k3),

где k3 – число появлений элемента 3 в множестве {j′, j′′}, взятое по модулю 2
и интерпретируемое как элемент поля F2.
Док а з а т е л ь с т в о. Непосредственная проверка сложения номеров слов кодов

B0 и B1, которое индуцируется сложением двоичных векторов длины 4. �
Лемма 4. Справедливы следующие утверждения:

(1) Коды G1 и G2 имеют кодовое расстояние 8, причем wt(g) � 8 для любого
слова g из G2;

(2) Код G1 является линейным кодом, т.е. [24, 11, 8]-кодом;
(3) Код G2 инвариантен относительно сдвига на любое слово кода G1.

Док а з а т е л ь с т в о. (1) Минимальные расстояния d1 и d2 кодов G1 и G2 следу-
ют из обобщенной каскадной конструкции [14]:

d1 = d2 = min{2 · 4, 4 · 2} = 8.

(2) Линейность кода G1 следует из линейности кодов A1 и A2 и линейности отобра-
жения ϕ0 (лемма 3).

(3) Заметим следующий очевидный факт: множество всех двоичных векторов
нечетного веса длины n инвариантно относительно сдвига на любой двоичный век-
тор четного веса длины n. Поэтому код B1 инвариантен относительно сдвига на
любое слово кода B0, а код V2 инвариантен относительно сдвига на любое слово
кода A2. Следовательно, для любого слова g = ϕ0(a, b) кода G1, a ∈ A1, b ∈ A2,
получаем

g +G2 = ϕ0(a, b) + {ϕ1(x,y) : x ∈ A1, y ∈ V2} =

= {ϕ1(x+ a,y + b) : x ∈ A1, y ∈ V2} =

= {ϕ1(x
′,y′) : x′ ∈ A1, y

′ ∈ V2} = G2. �

Лемма 5. Коды G1 и G2 находятся друг от друга на расстоянии 8.
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Док а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 4 код G2 инвариантен относительно сдвига
на любое слово кода G1. Ясно, что условие d(G1, G2) � 7 означает, что d(g, G2) � 7
для некоторого слова g ∈ G1. Но это неравенство противоречит лемме 4, согласно
которой код G2 инвариантен относительно сдвига на любое слово кода G1, и поэтому
должно выполняться неравенство d(g, G2) = 8. �

На самом деле, мы уже доказали, что объединение кодов G1 и G2 является дво-
ичным кодом Голея, так как известно [5], что любой двоичный код с параметрами
n = 24, N = 212, d = 8 является кодом Голея. Тем не менее мы приведем второе
доказательство этого факта через линейность кода.

Л емма 6. Код G2 является смежным классом кода G1.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 4 имеем g + G2 = G2 для любого g ∈ G1.
Это равенство означает, что g + g1 = g2 для любого g1 ∈ G2, где g2 ∈ G2, откуда и
следует утверждение. �

Итак, доказана следующая

Т е о р ем а 2. Объединение кодов G1 и G2, т.е. код

G = G1 ∪G2

представляет собой (24, 212, 8)-код, т.е. ОКК-код третьего порядка G представ-
ляет собой двоичный расширенный совершенный [24, 12, 8]-код Голея.

Авторы благодарны Д. Кротову за стимулирующую беседу относительно ОКК-
конструкции кода Нордстрома –Робинсона, результатом которой и является данная
статья, а также рецензенту за полезные замечания, которыми мы воспользовались
при подготовке окончательного варианта статьи.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ
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О СПИСОЧНОМ ДЕКОДИРОВАНИИ НЕКОТОРЫХ Fq-ЛИНЕЙНЫХ КОДОВ1

Представлен алгоритм списочного декодирования Fq-линейных кодов, обоб-
щающих s-коды Рида –Соломона.

Ключевые слова: списочное декодирование, s-коды Рида–Соломона, минималь-
ное расстояние.
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§ 1. Обозначения, определения и вспомогательные результаты

Множество натуральных чисел обозначим символом N, причем будем считать,
что 0 ∈ N. Множество последовательных целых чисел {i, i+1, . . . , j} для некоторых
i, j ∈ N, i � j, будем обозначать через [i, j]. Для множества [1, j] будем исполь-
зовать сокращение [j]. Для обозначения векторов будем использовать полужирные
символы, например, x, а i-ю координату вектора x будем записывать в виде xi. Для
векторов i = (i1, . . . , im) и j = (j1, . . . , jm) из Nm определим естественное отноше-
ние частичного порядка: i � j, если выполнено ik � jk для всех k ∈ [m]. Через(
i+ j

i

)
для некоторых i, j ∈ Nm будем обозначать произведение

m∏
k=1

(
ik + jk

ik

)
. За-

пись max{i1, . . . , im} обозначает максимум из чисел i1, . . . , im. Кодом C длины n
над алфавитом A будем называть произвольное подмножество множества An, т.е.
C ⊆ An. Через |A| будем обозначать мощность множества A, например, объем ко-
да равен |C|. Расстояние Хэмминга между двумя векторами x,y ∈ An определим
как dH(x,y) := |{i : xi �= yi}|. Минимальное расстояние в коде C равно минимуму
величины dH(x,y) по всем x,y ∈ C, x �= y.

В настоящей статье будем рассматривать лишь конечные поля Fq с характеристи-
кой p, т.е. q = pc для некоторого c ∈ N\{0} и простого числа p. Мультипликативную
группу поля Fq будем обозначать через F∗

q . Символом 0 будем обозначать вектор из
всех нулей, длина которого будет ясна из контекста. Будем использовать прописные
символы для обозначения переменных, например, T или X = (X1, . . . , Xm). В хо-
де рассуждений число переменных m будет чаще всего фиксировано. Обозначим
через Fq[X] кольцо многочленов от m переменных X1, . . . , Xm над полем Fq. Для

вектора v = (v1, . . . , vm) ∈ Nm моном Xv ∈ Fq[X] определяется как
m∏
j=1

X
vj
j . Для

многочлена f(X) ∈ Fq[X ] и вектора i ∈ Nm будем обозначать через [Xi]f(X) коэф-
фициент перед Xi в записи f(X). Для вектора x0 ∈ Fm

q значение многочлена f(X)
в точке x0 будем записывать в виде f(x0), где f(x0) ∈ Fq. Пусть X = (X1, . . . , Xm)

1 Работа выполнена в Сколковском институте науки и технологий при поддержке гранта Рос-
сийского научного фонда (номер проекта 19-71-00137).
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и Y = (Y1, . . . , Yk). Тогда для многочлена f(X,Y ) из Fq[X,Y ] через {Y i}f(X,Y )
будем обозначать многочлен из Fq[X], определяемый равенством

{Y i}f(X,Y ) :=
∑
j∈N

m

(
[XjY i]f(X,Y )

)
Xj .

1.1. Производная Хассе и эквивалентные многочлены.
Опр е д е л е н и е 1. Пусть X = (X1, . . . , Xm) и Y = (Y1, . . . , Ym). Для вектора

i ∈ Nm определим i-ю производную Хассе многочлена f(X) ∈ Fq[X] как i-й коэф-
фициент “сдвинутого” многочлена f̃(X,Y ) := f(X + Y ), т.е.

f (i)(X) := {Y i}f̃(X,Y ).

Иногда для удобства будем использовать эквивалентное обозначение D(i)f(X) :=
:= f (i)(X). Таким образом, выполнено соотношение

f(X + Y ) =
∑
i∈Nm

f (i)(X)Y i.

Отметим несколько свойств производной Хассе, доказательство которых можно
найти в [1].

П р е д л оже н и е 1. Пусть f(X), g(X) ∈ Fq[X], λ ∈ Fq, и пусть i, j ∈ Nm.
Тогда справедливы следующие соотношения:
1. f (i)(X) + g(i)(X) = (f + g)(i)(X);
2. (λf)(i)(X) = λf (i)(X);

3. (fg)(i)(X) =
∑

0�e�i

f (e)(X)g(i−e)(X);

4. (f (i))(j)(X) =

(
i+ j

i

)
f (i+j)(X).

Определим функцию

deg : Nm → N, deg(v) =

m∑
j=1

vj ,

и функцию

degq : N
m → N, degq(v) =

m∑
j=1

�vj/q�.

Степень deg(f(X)) многочлена f(X) ∈ Fq[X] определим как максимальное значе-
ние deg(i) для вектора i ∈ Nm, такого что [Xi]f(X) �= 0. Следующее утверждение
напрямую вытекает из [2, следствие 6.50].

П р е д л оже н и е 2. Для произвольного числа s ∈ [q − 1] определим многочлен
от одной переменной f(T ) := (T q − T )s ∈ Fq[T ]. Тогда

f (i)(T ) =

{
(−1)i

(
s

i

)
(T q − T )s−i для 0 � i � s,

0 для i > s.

Через f (<s)(x0) ∈ F
(s+m−1

m )
q будем обозначать вектор, i-я компонента которого

равна f (i)(x0) для всех i ∈ Nm, deg(i) < s.
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Опр е д е л е н и е 2. Два многочлена f(X), g(X) ∈ Fq[X] назовем s-эквивалент-
ными, если f (<s)(x0) = g(<s)(x0) для всех x0 ∈ Fm

q . В таком случае будем также
писать f(X) ≡s g(X).

Доказательства следующего и некоторых последующих утверждений, для кото-
рых не указаны ссылки на работы, содержащие доказательства, приведены в § 3.

П р е д л оже н и е 3. Пусть q – степень простого числа p, и пусть s ∈ [q − 1].
Тогда для всякого многочлена от одной переменной f(T ) ∈ Fq[T ] существует един-
ственный многочлен g(T ) ∈ Fq[T ] степени не выше sq−1, такой что f(T ) ≡s g(T ).
Если s также является степенью p, то

f(T ) ≡ g(T ) (mod T qs + (−T )s).

В дальнейшем чаще всего будем предполагать, что s является степенью p. Это
позволит существенным образом упростить анализ ввиду предложения 3. Опреде-
лим функцию Modsq : N → [0, qs− 1] по следующему правилу:
• если a < s, то Modsq(a) = a;
• если a � s и a ≡ b (mod qs− s), b ∈ [s, qs− 1], то Modsq(a) = b.
Эта функция имеет смысл благодаря следующему наблюдению. Если s является
степенью p, то

T a ≡s (−1)tTMods
q(a), (1)

где t =
a−Mods

q(a)

qs− s
.

1.2. Хорошие мономы и обобщение s-кодов Рида –Соломона. Определим отноше-
ние частичного порядка �p на множествах N и Nm для некоторого простого числа p.

О п р е д е л е н и е 3. Возьмем целые числа n, k ∈ N, простое число p и положим

t := �logp(max{n, k})�. Рассмотрим p-ичные представления чисел n =
t∑

i=0

n(i)pi и

k =
t∑

i=0

k(i)pi. Определим следующий порядок: k �p n, если k(i) � n(i) для всех

i ∈ [0, t]. Для вектора v = (v1, . . . , vm) ∈ Nm будем писать v �p n, если vj �p n для
всех j ∈ [m]. Для двух векторов одной длины v,w ∈ Nm определим порядок v �p w,
если выполнено vj �p wj для всех j ∈ [m].

Следующий результат, доказанный в [3], поясняет удобство использования вы-
шеуказанного частичного порядка.

П р е д л оже н и е 4. Пусть даны целые числа n > 0, k � 0, k � n, и простое
число p. Определим t := �logp(n)� и рассмотрим p-ичные представления чисел

n =
t∑

i=0

n(i)pi и k =
t∑

i=0

k(i)pi. Тогда для биномиального коэффициента справедли-

во соотношение(
n

k

)
≡

t∏
i=0

(
n(i)

k(i)

)
(mod p).

В частности, равенство
(
n

k

)
≡ 0 (mod p) выполнено в том и только том случае,

когда существует хотя бы один индекс i ∈ [0, t], для которого k(i) > n(i). Другими
словами, соотношение

(
n

k

)
�≡ 0 (mod p) верно тогда и только тогда, когда k �p n.
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Сл е д с т в и е 1. Пусть даны целые числа n, kj ∈ N, j ∈ [m],
m∑
j=1

kj = n, и простое

число p. Тогда соответствующий мультиномиальный коэффициент не равен нулю,(
n

k1, . . . , km

)
�≡ 0 (mod p), тогда и только тогда, когда отношение порядка kj �p n

справедливо для всех j ∈ [m].

Опр е д е л е н и е 4. Пусть q и s являются степенью простого p, s < q, и пусть
даны числа m � 1 и d ∈ [sq]. Будем говорить, что моном Xv ∈ Fq[X], где v ∈ Nm,
является (m, d)sq-хорошим, если выполнены следующие два условия:

1. degq(v) � s− 1;
2. для всякого i ∈ Nm, такого что i �p v, выполнено неравенство Modsq(deg(i)) < d.

Заметим, что все мономы Xv, для которых выполнено первое условие опреде-
ления 4 и при этом deg(v) < d, являются (m, d)sq-хорошими. Однако общее число
(m, d)sq-хороших мономов может быть значительно большим. Вышеуказанное опре-
деление иллюстрирует следующий

Прим е р 1. Пусть m = s = 2, d = 7, q = 22 = 4; рассмотрим моном f(X1, X2) =
= X2

1X
6
2 , т.е. f(X) = Xv для v = (v1, v2) = (2, 6) и deg(v) = 8 > d. Проверим, что

этот моном является (m, d)sq-хорошим. Во-первых, выполнено

degq(v) =

⌊
v1
q

⌋
+

⌊
v2
q

⌋
=

⌊
2

4

⌋
+

⌊
6

4

⌋
= 1 � s− 1.

Для проверки второго условия отметим, что существует несколько различных век-
торов i = (i1, i2), удовлетворяющих соотношению i �2 v. Подходят все векторы
(i1, i2), такие что i1 ∈ {0, 2} и i2 ∈ {0, 2, 4, 6}. Поскольку функция Modsq(·) не уве-
личивает аргумент, достаточно проверить условие Modsq(deg(i)) < d = 7 лишь для
i = (2, 6). Действительно, для i = (2, 6) выполнено

Modsq(deg(i)) = Modsq(8) = 2 < d,

поскольку 8 ≡ 2 (mod qs− s) и 2 ∈ [s, qs− 1].

Обозначим множество (m, d)sq-хороших мономов через Gs
q(m, d) ⊆ Fq[X], а его

мощность – через Ns
q (m, d). Заметим, что кольцо Fq[X] можно рассматривать как

Fq-линейное векторное пространство. Пусть V s
q (m, d) ⊆ Fq[X] обозначает линейную

оболочку множестваGs
q(m, d) над Fq. В следующем утверждении указано важнейшее

свойство хороших мономов и пространства V s
q (m, d).

П р е д л оже н и е 5. Пусть задан произвольный вектор из линейных многочле-
нов от одной переменной γ(T ) = aT + b, a, b ∈ F

m
q , a �= 0, а также произволь-

ный многочлен f(X) ∈ V s
q (d,m). Тогда многочлен g(T ), определяемый как ком-

позиция f ◦ γ(T ), s-эквивалентен некоторому многочлену h(T ) ∈ Fq[T ] степени
deg(h(T )) < d.

Замечание 1. Отметим, что в предложении 5 образ отображения вычисления
значений функции γ(T ) : Fq → Fm

q соответствует некоторой прямой в простран-
стве F

m
q . Таким образом, предложение 5 утверждает, что если рассмотреть линей-

ную комбинацию хороших многочленов и ограничить их на произвольную прямую
в пространстве, то полученный многочлен от одной переменной может быть эквива-
лентным образом задан (с точки зрения вычисления значений многочлена и всех его
производных до (s−1)-го порядка включительно) многочленом от одной переменной
невысокой степени.
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Обозначим отображение вычисления значений многочлена и всех его производ-
ных до (s− 1)-го порядка включительно во всех точках пространства F

m
q через

Evsq,m : Fq[X ] →
(
F
(s+m−1

m )
q

)qm
.

Для произвольного многочлена f(X) ∈ Fq[X] его образ равен

Evsq,m(f(X)) =
(
f (<s)(x0)

)∣∣
x0∈Fm

q
.

Наконец, определим коды, которые будут исследоваться в данной статье.

О пр е д е л е н и е 5 (обобщение s-кодов Рида –Соломона). Пусть q и s – степени
простого числа p, s < q, и пусть даны положительные числа m � 1 и d � sq. Тогда

определим код Cs
q(m, d) длины qm над алфавитом F

(m+s−1
m )

q как

Cs
q(m, d) :=

{
Evsq,m(f(X)) : f(X) ∈ V s

q (d,m)
}
.

Определение 5 в указанном виде ранее в литературе не вводилось. Далее мы при-
ведем историческую справку, которая раскрывает мотивацию для изучения обобще-
ний s-кодов Рида –Соломона.

Код Рида –Соломона, один из наиболее исследованных в теории кодирования на
данный момент, был изобретен в 1960 г. Ридом и Соломоном. Этот код в частном
случае может быть задан как образ отображения вычисления значений многочле-
нов от одной переменной степени не выше d − 1 во всех точках поля Fq. Отметим
очевидное и при этом важное свойство, что при d < q произвольная стертая коор-
дината кодового слова кода Рида –Соломона может быть восстановлена при чтении
всех остальных координат.

Недвоичные коды Рида –Маллера, предложенные в ряде параллельных работ
в 1968–1970 гг., являются естественным обобщением кодов Рида –Соломона. Подоб-
ный код может быть задан как образ отображения вычисления значений многочле-
нов от m � 2 переменных степени не выше d − 1 во всех точках пространства Fm

q .
При d < q недвоичные коды Рида –Маллера обладают свойством локального вос-
становления: произвольная стертая координата кодового слова, соответствующая
вычислению в точке x0 ∈ Fm

q , может быть восстановлена после прочтения коор-
динат кодового слова, соответствующих произвольной прямой в Fm

q , проходящей
через x0. Это свойство выполнено, поскольку ограничение кодового слова недвоич-
ного кода Рида –Маллера на произвольную прямую является кодовым словом кода
Рида –Соломона. Однако кодовая скорость недвоичных кодов Рида –Маллера при
d < q и m � 2 не превышает 1/2.

Чтобы построить код более высокой скорости, сохранив при этом свойство ло-
кального восстановления, Го, Коппарти и Судан [4] предложили в 2013 г. так на-
зываемые многомерные коды Рида –Соломона (lifted Reed–Solomon codes), соответ-
ствующие определению 5 при s = 1. Другой естественный способ обобщить коды
Рида –Соломона был также предложен Розенблюмом и Цфасманом [5] в 1997 го-
ду в контексте введенной ими же новой метрики (так называемой s-метрики, или
метрики Розенблюма –Цфасмана). Таким образом, в [5] был построен код, соответ-
ствующий определению 5 при m = 1, и назван s-кодом Рида –Соломона. Отметим,
что s-код Рида –Соломона, так же как и обычный код Рида –Соломона, не обла-
дает желанным сочетанием высокой скорости и локального восстановления. Таким
образом, в 2014 г. Коппарти, Шараф и Еханин [6] разработали недвоичные s-коды
Рида –Маллера (multiplicity codes), которые можно задать как образ отображения
вычисления значений многочленов от m � 2 переменных степени не выше d − 1 и
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всех их производных до (s− 1)-го порядка во всех точках пространства Fm
q , т.е.

Ms
q(d,m) :=

{
Evsq,m(f(X)) : f(X) ∈ Fq[X], deg(f(X)) < d

}
.

При d � sq имеет место вложение Ms
q(d,m) ⊆ Cs

q(d,m), поскольку множество
V s
q (m, d) содержит всевозможные многочлены степени, меньшей d, а также некото-

рые многочлены значительно большей степени (см. подробнее [7]). В той же рабо-
те [6] было также показано, что недвоичные s-коды Рида –Маллера наряду с много-
мерными кодами Рида –Соломона могут достигать высокой скорости (сколь угодно
близкой к 1), сохраняя при этом хорошие свойства локального восстановления.

Наконец, отметим, что наиболее родственные по смыслу коды, но все же отлич-
ные (см. [7]) от определения 5, – многомерные s-коды Рида –Соломона (чаще всего
называемые в англоязычной литературе lifted multiplicity codes) – были изначаль-
но определены Ву [8] в 2015 г. c целью построить наиболее широкий класс кодов
с высокой скоростью и отличными способностями локального восстановления. По-
добный m-мерный s-код Рида –Соломона может быть задан как образ отображения
вычисления значений всевозможных (m, d)sq-хороших многочленов и их производ-
ных. Здесь под (m, d)sq-хорошим многочленом мы понимаем такой многочлен, кото-
рый при ограничении на произвольную прямую в пространстве Fm

q является s-экви-
валентным некоторому многочлену от одной переменной степени не выше d − 1.
В работах [7–9] приведен анализ скорости многомерных s-кодов Рида –Соломона и
предложены некоторые алгоритмы локального восстановления.

Очевидно, что обобщение s-кода Рида –Соломона Cs
q(m, d) является подкодом

соответствующего m-мерного s-кода Рида –Соломона. В данной статье нам необхо-
димо непосредственно использовать структурное свойство кода Cs

q(m, d), а имен-
но то, что всякое кодовое слово этого кода соответствует линейной комбинации
(m, d)sq-хороших мономов. В следующем предложении отметим несколько важных
свойств кода Cs

q(m, d), которые более формально разъясняют вышеописанную моти-
вацию. Это утверждение было доказано в [7,9] для полей характеристики 2. В общем
случае доказательство работает без изменений.

П р е д л оже н и е 6. Пусть m � 2 и C = Cs
q(m, d). Тогда имеют место следую-

щие свойства.
1. Мощность кода удовлетворяет соотношению

logq |C| = Ns
q (m, d).

Другими словами, образ (m, d)sq-хороших мономов при отображении Evsq,m зада-
ет Fq-базис кода C, и кодовое слово, состоящее из символов 0, соответствует
лишь тождественно нулевому многочлену;

2. Минимальное расстояние в коде C не меньше

1 +

⌈
qs− d− s+ 1

s

⌉
(q − s)qm−2;

3. Пусть даны точка в пространстве x0 ∈ F
m
q и m − 1 множество Aj ⊆ Fq,

|Aj | = s, j ∈ [m− 1]. Определим множество

S := {x0 + λa : λ ∈ F
∗
q , a = (a1, . . . , am−1, 1), aj ∈ Aj , j ∈ [m− 1]}.

Пусть d � qs − s. Тогда для произвольного x0 ∈ Fm
q компонента f (<s)(x0) ∈

∈ F
(s+m−1

m )
q кодового слова Evsq,m(f(X)) может быть восстановлена с помощью

вектора значений
(
f (<s)(y0)

)∣∣
y0∈S

. Таким образом, можно найти
(
q

s

)m−1

вза-
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имно непересекающихся восстанавливающих множеств для каждой компонен-
ты f (<s)(x0) кодового слова кода C.
Замечание 2. Как сказано ранее, интерес к кодам Cs

q(m, d) в последние годы во
многом объясняется свойством 3 в предложении 6, а также тем фактом, что при
d � qs − q, фиксированном m, и q = pc → ∞ скорость этих кодов можно оценить
величиной

1−O

(
s−1

(
q

qs− d

)λp
)
,

где константа λp < 0. Также отметим, что при qs − q � d < qs, фиксированном
m и q = pc → ∞ скорость кодов Ms

q(d,m) (недвоичных s-кодов Рида –Маллера)
равна 1−Θ(s−1), что меньше вышеуказанной оценки скорости кодов Cs

q(m, d) (более
подробно см. в [7]).

1.3. Списочное декодирование s-кодов Рида –Соломона. Обобщение списочного
алгоритма декодирования Гурусвами –Судана на случай s-кодов Рида –Соломона
было впервые предложено в работе [10]. Отметим, что в случае m = 1 можно опу-
стить ограничение на то, что s является степенью простого p в определениях 4, 5.
Мы приведем чуть более слабую версию утверждения из [10], более удобную для
использования.

П р е д л оже н и е 7. Пусть даны целые положительные числа s и q, где q – сте-
пень простого числа p, а s < q. Выберем некоторое целое число ϕ � 3 и целое число
d ∈ [s, qs]. Тогда существует алгоритм As

q(d, ϕ), входом которого является про-
извольный вектор r ∈ (Fs

q)
q, а выходом – множество всевозможных кодовых слов

s-кода Рида –Соломона L ⊆ Cs
q(1, d), для которых расстояние Хэмминга dH(c, r)

удовлетворяет неравенству

dH(c, r) � q − (1 + 3/ϕ)
√
q(d− 1)/s− 1, c ∈ L.

Более того, время работы этого алгоритма равно poly(q, ϕ), а размер списка |L| =
= O(ϕ

√
sq/d).

В дальнейшем были найдены [11,12] более эффективные списочные декодеры для
s-кода Рида –Соломона, заданного над простым полем Fp. Однако мы воспользуемся
вышеуказанным утверждением, поскольку нам потребуется использовать биектив-
ное отображение между пространством Fm

q и полем Fqm , а поле Fqm при m � 2
гарантированно не является простым. Также отметим, что при s = 1 списочное
декодирование соответствующих кодов C1

q (m, d) (m-мерных кодов Рида –Соломона)
было впервые предложено в работе [13]. Мы воспользуемся идеями из этой работы,
а также структурой алгоритма списочного декодера кодов Ms

q(d,m) (недвоичных
s-кодов Рида –Маллера) из работы [11].

1.4. Базис в поле Fqm и параметризация пространства Fm
q . Пусть элементы

α1, . . . , αm ∈ Fqm образуют Fq-базис поля Fqm , т.е. всякий элемент β ∈ Fqm пред-

ставим в виде β =
m∑
j=1

λjαj для некоторых λj ∈ Fq, j ∈ [m]. Через α обозначим

вектор (α1, . . . , αm). В дальнейшем будем кратко говорить, что α ∈ Fm
qm является

базисом.
О п р е д е л е н и е 6. Будем говорить, что набор из базисов α1, . . . ,αt ∈ Fm

qm нахо-
дится в s-общем положении, если для произвольного ненулевого многочлена r(X) ∈
∈ Fqm [X] степени deg(r(X)) < s существует такое число i ∈ [t], что r(αi) �= 0.

Следующее утверждение было доказано в [11, 14].
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Пр е д л оже н и е 8. Пусть даны число q, являющееся степенью простого чис-
ла p, целое число m � 2, а также целое положительное число s, s < q. Если
t � sm, то существует набор из базисов α1, . . . ,αt ∈ Fm

qm , находящийся в s-общем
положении. Более того, такой набор может быть найден за время poly(q,m).

Пусть α = (α1, . . . , αm) ∈ Fm
qm является базисом. Определим биективное отобра-

жение γα : Fqm → Fm
q следующим образом:

γα(x) :=
(
Tr(α1x), . . . ,Tr(αmx)

)
,

где функция Tr: Fqm → Fq является стандартным следом элементов расширенного

поля Fqm в Fq, т.е. Tr(y) =
m−1∑
i=0

yq
i

. Кроме того, будем использовать запись Tr(T )

для обозначения многочлена
m−1∑
i=0

T qi . Следующее естественное утверждение было
также доказано в [11, 14].

П р е д л оже н и е 9. Пусть даны число q, являющееся степенью простого чис-
ла p, и целое число m � 2. Пусть также заданы многочлен f(X) ∈ Fq[X] и базис
α = (α1, . . . , αm) ∈ Fm

qm . Определим

g(T ) := f ◦ γα(T ) ∈ Fqm [T ].

Тогда для произвольной точки x0 ∈ Fqm и любого i ∈ [0, q− 1] выполнено следующее
соотношение:

g(i)(x0) =
∑
e∈N

m

deg(e)=i

f (e)(γα(x0))

m∏
j=1

α
ej
j .

§ 2. Основные результаты

Главным результатом данной статьи является следующее утверждение.
Т е о р ем а 1. Пусть даны числа q и s, являющиеся степенями простого числа

p, а также положительные числаm � 2 и d, для которых верно d � sq−m−2(s−1)
и m+ s � q. Определим целое число

d̃ := qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
и зададим некоторый целочисленный параметр ϕ � 3. Тогда существует алгоритм

As
q(d,m, ϕ), входом которого является произвольный вектор r ∈

(
F
(s+m−1

m )
q

)qm
,

а выходом – множество L ⊆ Cs
q(m, d) всевозможных кодовых слов кода Cs

q (m, d),
для которых расстояние Хэмминга dH(c, r) удовлетворяет неравенству

dH(c, r) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1, c ∈ L.

Более того, время работы этого алгоритма равно poly

(
qm,

(
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
, а раз-

мер списка можно оценить величиной O

((
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
.

Замечание 3. Время работы данного алгоритма и размер списка равны poly(qm)
в случае q = pc → ∞, s = O(1), m = O(1). Отметим, что используя некоторые
идеи из [14], можно привести списочный алгоритм декодирования со сложностью
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и размером списка poly(qm) без подобного ограничения на s и m. Однако радиус
декодирования для подобного алгоритма будет уступать вышеуказанному.

Мы приведем алгоритм списочного декодирования в п. 2.1 и проанализируем
его в п. 2.2. В процессе доказательства мы выведем утверждение, которое помо-
жет (незначительно) улучшить оценку на минимальное расстояние кодов Cs

q (m, d),
указанную ранее в предложении 6. Следующее утверждение будет доказано в п. 2.3.

Т е о р ем а 2. Пусть даны числа q и s, являющиеся степенями простого числа p,
а также положительные числа m � 2 и d, такие что

d � sq −m− 2(s− 1) и m+ s � q.

Тогда минимальное расстояние кода Cs
q(m, d) находится в интервале

[
d, d

]
, где

величины d и d заданы следующим образом:

d := qm −
⌊
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

s
qm−1

⌋
, d := qm −

⌊
d− 1

s

⌋
qm−1.

2.1. Алгоритм списочного декодирования. Опишем алгоритм списочного деко-
дирования, которым воспользуемся для доказательства теоремы 1. Пусть входом

алгоритма является r ∈
(
F
(s+m−1

m )
q

)qm
. Пусть y0 ∈ Fm

q и e ∈ Nm, deg(e) < s. Для

удобства обозначений будем писать r(e)(y0) при обращении к элементу (из Fq) век-
тора r, который естественно индексировать парой (y0, e).
1. Пусть t = sm. Найдем набор базисов α1, . . . ,αt ∈ Fm

qm , находящийся в s-общем
положении.

2. Для всякого 	 ∈ [t] определим функцию (вектор) h� : Fqm → Fs
qm по правилу

(h�(x0))i =
∑
e∈N

m

deg(e)=i

r(e)(γα�
(x0))

m∏
j=1

α�,j
ej , ∀x0 ∈ Fqm , i ∈ [0, s− 1].

3. Для всякого 	 ∈ [t] воспользуемся алгоритмом As
q(d̃+ 1, ϕ) из предложения 7

и восстановим множество L� всевозможных кодовых слов c ∈ Cs
qm(1, d̃ + 1), для

которых выполнено

dH(c,h�) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

4. Для всякого набора (c1, . . . , ct) ∈ L1 × · · · × Lt найдем сначала соответствующий
им набор (g̃1(T ), . . . , g̃t(T )) ∈ (Fqm [T ])t многочленов степени не выше d̃, а за-
тем множество всевозможных “согласованных” многочленов f̃(X) ∈ V s

q (m, d),
таких что

f̃ ◦ γα�
(T ) ≡s g̃�(T ), ∀	 ∈ [t]. (2)

5. Выходом алгоритма будет список всевозможных многочленов f̃(X) ∈ Fq[X], най-
денных на четвертом шаге, для которых выполнено

dH(Evsq,m(f̃(X)), r) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

2.2. Анализ алгоритма. Сначала кратко рассмотрим каждый из шагов алгоритма,
а затем проанализируем важные аспекты некоторых шагов более подробно.
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Первый шаг. В силу предложения 8 такой набор существует и может быть найдет
за время poly(q,m).

Второй шаг. В силу предложения 9 способ задания функции (вектора) h� соот-
ветствует заданию функции h�(T ) = r ◦γα�

(T ), если интерпретировать вектор r как
функцию r(X).

Третий шаг. Пусть f(X) ∈ V s
q (m, d). Тогда в силу леммы 3, которую мы до-

кажем чуть позже, многочлен g�(T ) := f ◦ γα�
(T ) является s-эквивалентным мно-

гочлену степени не выше d̃. Таким образом, если расстояние Хэмминга между r
и Evsq,m(f(X)) невелико, то одно из кодовых слов в множестве L� будет соответ-
ствовать многочлену g�(T ) (см. более подробно лемму 1).

Четвертый шаг. Каждый многочлен f̃(X) ∈ V s
q (m, d) можно задать с помо-

щью Ns
q (m, d) коэффициентов из Fq, каждый из которых соответствует некоторому

(m, d)sq-хорошему моному (см. обозначения после определения 4). Многочлен, стоя-
щий в правой части уравнения (2), уже определен, а в левой части стоит неопреде-
ленный многочлен с Ns

q (m, d) неизвестными, для которого можно взять остаток при
делении на T sqm + (−T )s (см. предложение 3). Отметим, что в силу леммы 3 сте-
пень многочлена, полученного как остаток, не превосходит d̃. Таким образом, нужно
решить систему линейных уравнений с Ns

q (m, d) неизвестными и t(d̃+1) ограничени-
ями. В силу леммы 2, которую мы докажем чуть позже, существует не более одного
многочлена f̃(X) ∈ V s

q (m, d), удовлетворяющего системе уравнений (2) для данного
набора (g̃1(T ), . . . , g̃t(T )). Таким образом, для поиска всевозможных f̃(X) ∈ V s

q (m, d)

нужно потратить время poly
(
qm, td̃, Ns

q (m, d)
) t∏
�=1

|L�|.

Пятый шаг. Перед выходом из алгоритма нужно будет отсеять те многочлены
f(X) ∈ V s

q (m, d), для которых выполнено

dH(Evsq,m(f(X)), r) > qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

Мы докажем корректность всего алгоритма в лемме 1.

Используя предложение 7, оценим суммарную сложность и время работы алго-
ритма. Сложность первого шага равна poly(q,m), второго – poly(qm), третьего –

poly(qm, ϕ), четвертого и пятого шагов – poly

(
qm,

(
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
. Итоговый раз-

мер списка оценивается величиной O

((
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
.

Наконец, докажем несколько оставшихся утверждений.

Л емма 1. Предположим, что для некоторого многочлена f(X) ∈ V s
q (m, d) рас-

стояние Хэмминга удовлетворяет неравенству

dH(Evsq,m(f(X)), r) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

Тогда список многочленов на выходе предложенного списочного алгоритма будет
содержать f(X).

Док а з а т е л ь с т в о. Для всякого 	 ∈ [t] рассмотрим базис

α� = (α�,1, . . . , α�,m) ∈ F
m
qm
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и многочлен

g�(T ) := f ◦ γα�
(T ).

Используя предложение 9, имеем

g
(i)
� (x0) =

∑
e∈N

m

deg(e)=i

f (e)(γα�
(x0))

m∏
j=1

α
ej
�,j, ∀x0 ∈ Fqm , i ∈ [0, s− 1].

Из условия утверждения существуют не менее (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s+ 1 точек y0 ∈ Fm

q ,
таких что f (<s)(y0) = r(<s)(y0). Также отметим, что γα�

является биекцией меж-

ду Fqm и Fm
q . Тогда на втором шаге алгоритма найдется не менее (1+3/ϕ)

√
qmd̃/s+1

точек x0 ∈ Fqm , для которых выполнено g
(i)
� (x0) = (h�(x0))i для всех i ∈ [0, s − 1].

Заметим, что степень deg(g�(T )) � d̃ в силу леммы 3. Следовательно, множество L�,
полученное на третьем шаге, будет содержать кодовое слово кода Cs

qm(1, d̃ + 1), со-
ответствующее многочлену g�(T ). Таким образом, на четвертом шаге будет рас-
смотрен набор, соответствующий (g1(T ), . . . , gt(T )), и многочлен f(X) ∈ V s

q (m, d)
будет найден при решении системы уравнений и включен в список на выходе алго-
ритма. �

Лемма 2. Предположим, что существуют два многочлена f̃1(X), f̃2(X) ∈
∈ V s

q (m, d), удовлетворяющие соотношению (2). Тогда f̃1(X) = f̃2(X).

Док а з а т е л ь с т в о. Определим h(X) := f̃1(X)− f̃2(X). Рассмотрим некоторое
число 	 ∈ [t] и базис α� = (α�,1, . . . , α�,m) ∈ F

m
qm . Тогда выполнено соотношение

h ◦ γα�
(T ) ≡s 0.

В силу предложения 9 выполнено∑
e∈N

m

deg(e)=i

h(e)(γα�
(x0))

m∏
j=1

α
ej
�,j = 0, ∀x0 ∈ Fqm , i ∈ [0, s− 1],

где e = (e1, . . . , em). Поскольку отображение γα�
задает биекцию между Fqm и Fm

q ,
мы можем заключить, что для всякой точки y0 ∈ Fm

q верно

∑
e∈N

m

deg(e)=i

h(e)(y0)

m∏
j=1

α
ej
�,j = 0.

Мы можем думать о вышеуказанном выражении как о вычислении в точке α� зна-
чения многочлена

v(X) :=
∑
e∈N

m

deg(e)=i

h(e)(y0)X
e.

Степень данного многочлена меньше s. Поскольку набор базисов был выбран в s-об-
щем положении, в силу определения 6 можно заключить, что v(X) тождественно
равен нулю. Отсюда следует, что h(e)(y0) = 0 для всех y0 ∈ Fm

q и e ∈ Nm, deg(e) < s.
Поскольку h(X) ∈ V s

q (m, d), из первого утверждения в предложении 6 следует, что
h(X) = 0. Таким образом, требуемое утверждение доказано. �
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Лемма 3. Пусть даны числа q и s, являющиеся степенями простого числа p,
а также положительные числа m � 2 и d, такие что

d � sq −m− 2(s− 1) и m+ s � q.

Пусть вектор α ∈ Fm
qm является базисом, и пусть f(X) ∈ V s

q (m, d). Определим
g(T ) := f ◦ γα(T ). Тогда существует единственный многочлен r(T ) ∈ Fqm [T ], для
которого верно r(T ) ≡s g(T ) и deg(r(T )) � d̃, где

d̃ = qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть λ ∈ Fq, а z(X) ∈ V s
q (d,m). В силу линейности

(f + λz) ◦ γα(T ) = f ◦ γα(T ) + λ(z ◦ γα(T ))

достаточно рассматривать лишь многочлен f(X), который является в точности
(m, d)sq-хорошим мономом Xv, v = (v1, . . . , vm) ∈ Nm. В дальнейшем будем исполь-
зовать векторы ej = (ej,0, . . . , ej,m−1), j ∈ [m]. Распишем получившийся много-
член g(T ) от одной переменной в таком случае:

g(T ) =

m∏
j=1

(Tr(αjT ))
vj =

m∏
j=1

(
m−1∑
i=0

(αjT )
qi

)vj

=

=
m∏
j=1

⎛⎜⎜⎝ ∑
ej∈N

m

deg(ej)=vj

(
vj

ej,0, . . . , ej,m−1

)
(αjT )

m−1∑
i=0

ej,iq
i

⎞⎟⎟⎠ =

=
∑

e1∈N
m,...,em∈N

m

deg(e1)=v1,...,deg(em)=vm

T

m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i m∏
j=1

(
vj

ej,0, . . . , ej,m−1

)
α

m−1∑
i=0

ej,iq
i

j .

Далее воспользуемся следствием 1, чтобы упростить данное выражение. Из это-
го утверждения следует, что если хотя бы для одного i ∈ [0,m − 1] не выполнено
отношение порядка ej,i �p vj , то соответствующий мультиномиальный коэффици-
ент

(
vj

ej,0, . . . , ej,m−1

)
равен нулю в поле характеристики p. В дальнейшем анализе

будем рассматривать лишь слагаемые вышеуказанной суммы, для которых выпол-
нено условие ej �p vj для всех j ∈ [m]. В силу предложения 3 нас интересует
многочлен r(T ) степени не выше sqm − 1, для которого выполнено

r(T ) ≡ g(T ) (mod T sqm + (−T )q
m

).

Для произвольного набора векторов e1, . . . , em ∈ Nm, для которых верно ej �p vj ,
deg(ej) = vj , j ∈ [m], определим величину

ẽ :=

m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i.

Таким образом, достаточно показать, что ẽ удовлетворяет условию Modsqm(ẽ) � d̃.
Напомним, что моном Xv является (m, d)sq-хорошим. Следовательно, из опреде-

ления 4 имеем, что для произвольного a ∈ Nm, aj �p vj , j ∈ [m], выполнено неравен-
ство Modsq(deg(a)) < d. Возьмем в качестве a = (a1, . . . , am) вектор, j-я компонента
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которого равна aj = ej,m−1. Тогда из определений хороших мономов и операции
Modsq получим, что

m∑
j=1

ej,m−1 = η(qs− s) + μ,

где целые числа удовлетворяют соотношениям η � 0 и 0 � μ < d. Более того, если
η > 0, то μ � s.

В дальнейшем мы получим верхнюю и нижнюю оценки на величину ẽ, что помо-
жет доказать необходимое неравенство Modsqm(ẽ) � d̃. Начнем с верхней границы,
при выводе которой воспользуемся соотношениями

vj =

m−1∑
i=0

ej,i, j ∈ [m], и
m∑
j=1

vj � q(s− 1) +m(q − 1)

(эквивалентно условию degq(v) � s− 1 в определении 4). Имеем

ẽ =

m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i � qm−1

m∑
j=1

ej,m−1 + qm−2
m∑
j=1

(vj − ej,m−1) �

� (qm−1 − qm−2)

m∑
j=1

ej,m−1 + qm−2(q(s− 1) +m(q − 1)).

Напомним, что
m∑
j=1

ej,m−1 = η(qs− s) + μ. Продолжим вывод верхней оценки:

ẽ � (qm−1 − qm−2)(η(qs− s) + μ) + qm−2(qs− q +m(q − 1)) =

= η(sqm − s) + qm−1(s− 1 +m+ μ− 2sη) + qm−2(sη − μ−m) + sη.

Теперь оценим ẽ снизу:

ẽ =
m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i �

m∑
j=1

ej,m−1q
m−1 = qm−1(η(qs− s) + μ) �

� η(sqm − s) + ηs+ (μ− sη)qm−1.

Заметим, что моном Xa с a = (e1,m−1, . . . , em,m−1) является также (m, d)sq-хоро-
шим, поскольку a �p v, и выполнено естественное свойство транзитивности для
(m, d)sq-хороших мономов. Напоследок воспользуемся оценкой μ � sη, которая сле-
дует из предложения 10, поскольку верно d � sq − m − 2(s − 1) по условию дока-
зываемого утверждения. Таким образом, объединяя верхнюю и нижнюю границы
для ẽ, получаем

η(sqm − s) + ηs � ẽ � η(sqm − s) + d′,

где

d′ := qm−1(s− 1 +m+ μ− 2sη) + qm−2(sη − μ−m) + sη.

Очевидно, что d′ достигает максимального значения

d̃ = qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
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при η = 0, μ = d − 1. Если η = 0, то ẽ � d̃ и Modsqm(ẽ) � d̃. Если η > 0, то ẽ � ηs

и Modsqm(ẽ) = b, где b ∈ [ηs, d̃] и b ≡ ẽ (mod sqm − s). Эти рассуждения завершают
доказательство. �

Пр е д л оже н и е 10. Пусть даны числа s и q, являющиеся степенями простого
числа p, и положительное число m � 2, m+ s � q. Предположим, что моном Xv

для некоторого вектора v = (v1, . . . , vm) ∈ N
m является (m, sq − m − 2(s − 1))sq-

хорошим. Тогда для целых чисел η � 0 и 0 � μ < sq −m − 2(s− 1) (причем μ � s
при η > 0), удовлетворяющих соотношению

m∑
j=1

vj = ηs(q − 1) + μ,

выполнено неравенство ηs � μ.
Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, т.е. выполнено ηs > μ. Опреде-

лим целые числа h := ηs и k := p�−h+μ, где 	 ∈ N – наименьшее число, при котором
p� > h. Заметим, что выполнено неравенство q > h = ηs, так как

deg(v) = ηs(q − 1) + μ � q(s− 1) +m(q − 1)

(из условия degq(v) � s− 1 в определении 4), и следовательно,

ηs � m+

⌊
q

q − 1
(s− 1)

⌋
= m+ s− 1 < q. (3)

Также отметим, что при таком выборе чисел имеет место следующее (частичное)
p-ичное разложение:

deg(v) =

m∑
j=1

vj = ηs(q − 1) + μ = hq − h+ μ =

= (h− 1)plogp q + (p− 1)

logp q−1∑
i=�

pi + k.

Тогда h, k, p и μ удовлетворяют условию предложения 12, так как h = ηs > μ по
предположению и h < p�, k = p�−h+μ по построению. Из этого утверждения следует,
что существует число θ ∈ N, для которого верно θ �p k и μ � θ � h− 1. Определим

e :=
m∑
j=1

vj − θ. Поскольку θ �p k и выполнено вышеуказанное (частичное) p-ичное

разложение для суммы
m∑
j=1

vj , имеем e �p

m∑
j=1

vj . Из предложения 11 следует, что

существуют e1, . . . , em ∈ N, такие что
m∑
j=1

ej = e и ej �p vj для всех j ∈ [m]. Наконец,

для получения противоречия посчитаем величину Modsq(e). Поскольку

e =

m∑
j=1

vj − θ = ηs(q − 1) + μ− θ

и μ � θ � sη − 1, получаем, что

Modsq(e) � sq − s+ (μ− θ) � sq − s− ηs+ 1.

Воспользуемся неравенством (3) и получим Modsq(e) ≥ sq −m− 2(s− 1), что проти-
воречит тому, что Xv является (sq −m− 2(s− 1),m)sq-хорошим. �
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Следующие два технических утверждения необходимы для доказательства пред-
ложения 10.

П р е д л оже н и е 11. Пусть даны числа v1, . . . , vm, h ∈ N и простое число p.

Предположим, что имеет место отношение порядка e �p

m∑
j=1

vj. Тогда существу-

ют e1, . . . , em ∈ N, такие что
m∑
j=1

ej = e и ej �p vj для всех j ∈ [m].

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многочлен (1+T )

m∑
j=1

vj
. Коэффициент при мо-

номе T e равен
( m∑

j=1

vj

e

)
. Из предложения 4 следует, что этот коэффициент удовле-

творяет условию

( m∑
j=1

vj

e

)
�≡ 0 (mod p),

так как справедливо отношение порядка e �p

m∑
j=1

vj . С другой стороны, этот коэф-
фициент при T e равен∑

e∈N
m

deg(e)=e

m∏
j=1

(
vj
ej

)
,

откуда получаем, что существуют хотя бы один выбор e1, . . . , em ∈ N, такой что
m∏
j=1

(
vj
ej

)
�≡ 0 (mod p). Если воспользоваться предложением 4 для ej и vj , то получим

требуемое утверждение. �
Пр е д л оже н и е 12. Пусть даны числа h, k, 	, μ ∈ N и простое число p. Пред-

положим, что выполнено k = p�−h+μ и μ < h < p�. Тогда существует некоторое
число θ ∈ N, для которого θ �p k и μ � θ � h− 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся тождеством(
p� − 1

μ+ p� − k − 1

)
=

min{h−1,k}∑
θ=μ

(
k

θ

)(
p� − k − 1

μ+ p� − k − 1− θ

)
=

=

min{h−1,k}∑
θ=μ

(
k

θ

)(
p� − k − 1

θ − μ

)
.

Действительно, левая часть равна числу способов выбрать μ+ p� − k − 1 элементов
из данного множества мощности p�−1. В средней части мы сначала выбираем среди
первых k элементов некоторое подмножество из θ элементов, а затем из оставшихся
p�−k−1 элементов некоторые μ+p�−k−1−θ. Из предложения 4 следует, что левая
часть по модулю p не равна нулю. Действительно, выполнено соотношение a �p p�−1
для всякого a � p�−1. Следовательно, существует хотя бы один выбор θ, при котором
одно из слагаемых в правой части не равно нулю по модулю p. Используя снова
предложение 4, получаем что для такого θ верно отношение порядка θ �p k. Более
того, из ограничений суммы имеем μ � θ � h− 1. �

2.3. Доказательство теоремы 2. Определим число n0 := �(d− 1)/s� и произволь-
ное подмножество B ⊆ Fq размера |B| = n0. Для доказательства границы сверху
на минимальное расстояние заметим, что ненулевой многочлен f(X1, . . . , Xm) :=
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:=
∏

β∈B

(X1 − β)s степени deg(f(X)) � d− 1 является (m, d)sq-хорошим. В силу пред-

ложения 2 и формулы для производной Хассе несложно видеть, что число позиций
в кодовом слове Evsq,m(f(X)), не равных 0, равно d = (q − n0)q

m−1.
Теперь докажем оценку снизу на минимальное расстояние. Пусть даны два раз-

личных многочлена f1(X), f2(X) ∈ V s
q (m, d). Определим f̂(X) := f1(X)−f2(X) �= 0.

Для базиса α ∈ F
m
qm определим g(T ) := f̂ ◦ γα(T ). В силу леммы 3 можно за-

ключить, что g(T ) является s-эквивалентным многочлену r(T ) степени не выше

d̃ = qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
. Более того, используя формулу для подсчета

производных из предложения 9, можно найти базис α ∈ Fm
qm , такой что соответ-

ствующий многочлен r(T ) �= 0. Действительно, для x0 ∈ Fqm и i ∈ [0, s − 1] верно
соотношение

r(i)(x0) =
∑
e∈N

m

deg(e)=i

f̂ (e)(γα(x0))

m∏
j=1

α
ej
j .

Так как многочлен f̂(X) ∈ V s
q (m, d) ненулевой, а отображение γα задает би-

екцию между Fqm и Fm
q , то найдутся y0 ∈ Fqm и w ∈ Nm, deg(w) < s, такие

что f̂ (w)(γα(y0)) �= 0. Из предложения 8 следует, что существует базис α, для ко-
торого r(deg(w))(y0) �= 0. Значит, для этого же α верно r(T ) �= 0. Тогда число точек
x0 ∈ Fqm , для которых выполнено r(i)(x0) = 0 для всех i ∈ [0, s− 1], не превосходит

величины
⌊
d̃

s

⌋
. Следовательно, число точек x0 ∈ Fqm , для которых r(<s)(x0) �= 0, не

меньше d = qm −
⌊
d̃

s

⌋
. Снова воспользовавшись формулой для подсчета производ-

ной r(i)(x0), заключаем, что число точек z0 ∈ Fm
q , для которых f̂ (<s)(z0) �= 0, не

меньше d.

§ 3. Доказательства вспомогательных утверждений

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 3. Сначала докажем существование тако-
го многочлена. Рассмотрим многочлен g(T ), полученный из f(T ) в качестве остатка
при делении на (T q − T )s. Его степень очевидно меньше sq. Отметим, что

g(T ) = f(T ) + h(T )(T q − T )s

для некоторого h(T ) ∈ Fq[T ]. Из свойств производных Хассе (предложения 1 и 2)
следует, что вычисление g(i)(t0) в точке t0 ∈ Fq для всякого i ∈ [0, s−1] эквивалентно
вычислению f (i)(t0), поскольку tq0 = t0 для всех t0 ∈ Fq.

Предположим, что существует другой многочлен ĝ(t) степени не выше sq − 1,
такой что ĝ(T ) ≡s f(T ). Тогда рассмотрим многочлен r(T ) := ĝ(T ) − g(T ), степень
которого не выше sq−1. Из определения производной Хассе (см. определение 1) для
всякого t0 ∈ Fq имеем

r(T ) = r(t0 + (T − t0)) =
∑
i∈N

r(i)(t0)(T − t0)
i.

С другой стороны, из линейности производной Хассе (предложение 1) следует, что

r(i)(t0) = ĝ(i)(t0)− g(i)(t0) = 0 для i ∈ [0, s− 1].
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Следовательно, (T−t0)
s | r(T ) для всякого t0 ∈ Fq, откуда (T q−T )s | r(X), поскольку∏

t0∈Fq

(T − t0) = T q − T.

Наконец, пусть число s равно степени числа p. Тогда

(T q − T )s =
s∑

j=0

(−1)s−j
(
s

j

)
T qj+(s−j).

В силу предложения 4 имеем, что
(
s

j

)
≡ 0 (mod p) для j ∈ [1, s− 1]. Это означает,

что (T q − T )s = T qs + (−T )s. �
Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 5. Пусть λ ∈ Fq, а z(X) ∈ V s

q (d,m). В си-
лу линейности

(f + λz) ◦ γ(T ) = f ◦ γ(T ) + λ(z ◦ γ(T ))

достаточно рассматривать лишь многочлен f(X), который является в точности
(m, d)sq-хорошим мономом Xv, v ∈ Nm. Распишем получившийся многочлен g(T )
от одной переменной в таком случае:

g(T ) =

m∏
j=1

(ajT + bj)
vj =

m∏
j=1

vj∑
ej=0

(
vj
ej

)
a
ej
j b

vj−ej
j T ej =

=
∑

e1∈[0,v1],...,em∈[0,vm]

T

m∑
j=1

ej
m∏
j=1

(
vj
ej

)
α
ej
j b

vj−ej
j .

Далее воспользуемся предложением 4, из которого следует, что коэффициент

при T

m∑
j=1

ej
может быть отличен от нуля только в том случае, когда для вектора

e = (e1, . . . , em) выполнено отношение порядка e �p v. Поскольку моном Xv яв-
ляется (m, d)sq-хорошим, то выполнено неравенство Modsq(deg(e)) < d для интере-
сующих нас векторов e. Наконец, воспользуемся наблюдением (1). Получаем, что
многочлен h(T ), s-эквивалентный g(T ), имеет степень не выше Mods

q(deg(e)), где
e �p v. �
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 57 2021 Вып. 4

УДК 621.391.1 : 519.725
c© 2021 г. Ф.И. Соловьева

О ПЕРЕСЕЧЕНИИ КОДОВ ТИПА РИДА–МАЛЛЕРА1

Двоичный код с параметрами и основными свойствами классического кода
Рида –Маллера RMr,m порядка r будем называть кодом типа Рида –Маллера
порядка r и обозначать через LRMr,m. Класс таких кодов содержит семей-
ство кодов, полученных конструкцией Пулатова, а также классические линей-
ные и Z4-линейные коды Рида–Маллера. Исследуется проблема пересечения
кодов типа Рида –Маллера. Доказано, что для любого четного k в интерва-

ле 0 � k � 2
2
r−1∑
i=0

(m−1
i )

существуют коды LRMr,m порядка r длины 2m, пе-
ресечение которых равно k. Доказано также, что существуют два кода типа
Рида –Маллера порядка r длины 2m, пересечение которых равно 2k1k2, где
1 � ks � |RMr−1,m−1|, s ∈ {1, 2}, для любой допустимой длины, начиная с 16.

Ключевые слова: код Рида –Маллера, код типа Рида –Маллера, задача о пере-
сечении кодов, коды Пулатова, компоненты кода Рида–Маллера, i-компонента,
свитчинг, свитчинговая конструкция кодов.

DOI: 10.31857/S0555292321040057

§ 1. Введение

Векторное пространство размерности n над полем Галуа GF (2), снабженное мет-
рикой Хэмминга, будем обозначать через Fn. Основные определения см. в [1].

Напомним определение и основные свойства классического двоичного линейного
кода Рида –Маллера порядка r, который будем обозначать через RMr,m, а его вы-
колотый код – через RM∗

r,m. Код Рида –Маллера определяется для любых 1 � m,
0 � r � m, как совокупность всех векторов длины 2m, отвечающих булевым функ-
циям степени не более r отm переменных. Код RMr,m имеет следующие параметры:

длина кода равна n = 2m, мощность 2k, где k =
r∑

i=0

(
m

i

)
, кодовое расстояние 2m−r.

Код RMr,m антиподален, т.е. для любого кодового слова x вектор x̄ = x+ 1n также
принадлежит коду, здесь и далее 1n – вектор длины n, состоящий из единичных
координат, а знаком + обозначено сложение по модулю 2. Код RMr,m является ду-
альным к коду RMm−1−r,m, 0 � r � m, и кроме того, RMr−1,m ⊂ RMr,m. Коды
RMm−2,m и RM1,m являются расширенными кодами Хэмминга и Адамара соответ-
ственно. Код Рида –Маллера RMr,m порождается множеством своих кодовых слов
минимального веса (см. [1, § 13.5]).

Двоичный антиподальный код с параметрами классического кода Рида –Малле-
ра RMr,m порядка r назовем кодом типа Рида –Маллера порядка r и будем обозна-
чать через LRMr,m. Этот код не обязательно линеен. Класс данных кодов совпадает
с обширным классом расширенных совершенных кодов при r = m− 2. По определе-
нию все коды RMr,m являются кодами LRMr,m. При r ∈ {0,m− 1,m} код LRMr,m

1 Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект № 0314-2019-0016).
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совпадает с кодом RMr,m. Несколько конструкций кодов LRMr,m любых порядков,
т.е. содержащих не только совершенные расширенные коды и коды Адамара, были
предложены в работах [2–4]. Заметим, что, как и код RMr,m длины n = 2m, код ти-
па Рида –Маллера с теми же параметрами, полученный конструкцией Пулатова [3]
из кодов Рида –Маллера длины n = 2m−1 с нелинейной функцией λ (см. опреде-
ление кода в § 2), образует ортогональный массив силы 2r − 1. Класс кодов типа
Рида –Маллера содержит важный класс Z4-линейных кодов Рида –Маллера (см. их
конструкции в работах [5,6]). Групповые коды над кольцом Z4, являющиеся прооб-
разами этих Z4-линейных кодов Рида –Маллера под действием отображения Грэя,
имеют базисы минимального веса (см. [7]).

В настоящей работе исследуется следующий вопрос: каков размер пересечения
двух кодов LRMr,m? Аналогичная проблема ранее, в 1994 г., была выдвинута в [8]
для совершенных кодов.

Исследованиям проблемы пересечения совершенных q-ичных кодов и двоичных
кодов Адамара посвящено достаточно много статей (см. обзор [9] и библиографию
в нем). Полное решение проблемы пересечения двоичных кодов Хэмминга найде-
но в работе [10]. В статье [11] решена проблема пересечения для всех q-ичных ли-
нейных кодов, q � 2, включая двоичные коды Рида –Маллера. Согласно [11] для
некоторой подстановки π длины 2m код Рида –Маллера RMr,m порядка r удовле-
творяет условию |RMr,m ∩ π(RMr,m)| � 2, где минимальное значение 2 достижимо
только при r � [(m− 1)/2]. В [10] показано, что для каждого m � 3 существуют два
нелинейных совершенных двоичных кода длины 2m − 1, пересекающихся по двум
кодовым словам. В работе [12] доказано, что для любых чисел k1 и k2, таких что
1 � ks � 2(n+1)/2−log(n+1), s = 1, 2, найдутся совершенные двоичные коды C1 и C2

длины n = 2m − 1, m � 4, удовлетворяющие |C1 ∩ C2| = 2k1k2. В [13] показано, что
для любого четного числа k в интервале 0 � k � 2n+1−2 log(n+1) существуют совер-
шенные двоичные коды C1 и C2 длины n = 2m − 1, m � 4, такие что η(C1, C2) = k.
Следует отметить, что совокупности чисел пересечений, полученных в [12] и [13],
не покрывают друг друга. В работе [14] исследовались пересечения кодов Адамара.
В [15] полностью решена проблема пересечения аддитивных (Z4- и Z2Z4-линейных),
расширенных и нерасширенных совершенных кодов. Аналогичный результат был
получен для аддитивных (Z4- и Z2Z4-линейных) кодов Адамара (дуальных кодов
к Z4- и Z2Z4-линейным совершенным кодам соответственно) в работе [16].

Очевидно, что мощность пересечения расширений кодов C1 и C2 посредством
общей проверки на четность остается такой же, как и для исходных кодов, причем
верно также и обратное.

В данной работе доказано (см. теорему 2), что для любого четного k в интервале

0 � k � 2
2

r−1∑
i=0

(m−1
i )

существуют LRMr,m коды C и C′ с длинами 2m, пересечение
которых равно k. Доказано также (см. теорему 3), что существуют два кода LRMr,m

порядка r, имеющих длину по крайней мере 16 и пересекающихся по 2k1k2 кодовым
словам, где 1 � ks � |RMr−1,m−1|, s ∈ {1, 2}. Отметим, что полученные результа-
ты обобщают результаты работ [8,11–13]. Кроме того, значение 2 также достижимо
среди указанных множеств чисел пересечений кодов типа Рида –Маллера, и как и в
случае совершенных кодов, совокупности чисел пересечений, представленных в этих
теоремах, не покрывают друг друга. Для получения данных результатов потребо-
валось изучить свойства i-компонент кода Рида –Маллера и использовать свитчин-
говую конструкцию Пулатова [3] для построения кодов типа Рида –Маллера.

§ 2. Необходимые определения и понятия

В этом параграфе рассмотрим необходимые определения и понятия и напомним
конструкцию Пулатова [3] для кодов типа Рида –Маллера.
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Число η для кодов C1 и C2 назовем числом пересечения этих кодов. Обозна-
чим выколотый код типа Рида –Маллера порядка r через LRM∗

r,m. Приведем кон-
струкцию Пулатова. Пусть LRM∗

r,m−1 и LRM∗
r−1,m−1 – два выколотых кода типа

Рида –Маллера порядков r и r − 1 длины 2m−1 − 1, мощностей 2kr и 2kr−1 , с кодо-

выми расстояниями 2m−r−1 − 1 и 2m−r − 1 соответственно, где kr =
r∑

i=0

(
m− 1

i

)
и

kr−1 =
r−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
. Пусть λ – произвольная функция, действующая на множестве

кодовых слов кода LRM∗
r−1,m−1 со значениями в множестве {0, 1}. Для любых r

и m � 2, 0 < r < m, код, полученный итеративной конструкцией Пулатова

{(x+ y, x, |x|+ λ(y)) : x ∈ LRM∗
r,m−1, y ∈ LRM∗

r−1,m−1}, (1)

является выколотым кодом типа Рида –Маллера длины n = 2m−1 с числом кодовых

слов 2k, где k =
r∑

i=0

(
m

i

)
, и кодовым расстоянием, равным 2m−r − 1.

Если LRM∗
r,m−1 = RM∗

r,m−1, LRM∗
r−1,m−1 = RM∗

r−1,m−1 и λ ≡ 0, то код, получен-
ный конструкцией Пулатова, является выколотым линейным кодом Рида –Маллера
RM∗

r,m порядка r. Конструкция Пулатова (1) для выколотых кодов типа Рида –Мал-
лера является обобщением известной свитчинговой конструкции Васильева для со-
вершенных двоичных кодов [17], а для расширенного случая – известной конструк-
ции Плоткина [1].

Пусть C – произвольный код длины n с кодовым расстоянием d, d � 3. Для
i ∈ {1, . . . , n} через Gi(C) обозначим граф с множеством кодовых слов кода C в ка-
честве множества вершин и с множеством ребер {(x, y) : d(x, y) = d, xi �= yi}.
Компонента связностиK графа Gi(C) называется i-компонентой кода C. При этом
говорят, что код C′ = (C \K)∪(K+ei) получен из кода C методом свитчинга i-ком-
понентыK. Здесь и далее ei обозначает вектор веса один пространства Fn, имеющий
единицу только в i-й координатной позиции. Код C′ имеет те же параметры, что и
код C: длину, мощность и кодовое расстояние. Метод свитчинга i-компонент ока-
зался весьма эффективным для построения и исследования свойств совершенных
кодов и позволил решить ряд проблем, стоящих для совершенных q-ичных кодов,
q � 2 (см. обзоры в работах [9, 18]).

Рассмотрим конструкцию Пулатова (1) в случае, когда LRM∗
r,m−1 и LRM∗

r−1,m−1
– выколотые линейные коды Рида –Маллера RM∗

r,m−1 и RM∗
r−1,m−1 соответственно,

а λ – произвольная функция из множества кодовых слов кода RM∗
r−1,m−1 в множе-

ство {0, 1}:

LRM∗
r,m = {(x+ y, x, |x|+ λ(y)) : x ∈ RM∗

r,m−1, y ∈ RM∗
r−1,m−1}. (2)

Через 0n обозначим вектор длины n, состоящий из нулевых координат.
Согласно [3] множество

Rn = {(x, x, |x|) : x ∈ RM∗
r,m−1}

является n-компонентой кодов LRM∗
r,m и RM∗

r,m, где n = 2m − 1. Легко видеть, что
код (2) может быть представлен в виде

LRM∗
r,m =

(
RM∗

r,m

∖ ⋃
y∈RM∗

r−1,m−1, λ(y)=1

Ry
n

)
∪

⋃
y∈RM∗

r−1,m−1, λ(y)=1

(Ry
n + en), (3)

где Ry
n = Rn + (y,02m−1

), y ∈ RM∗
r−1,m−1. Код (3) задан свитчинговой конструк-

цией, так как получен из кода RM∗
r,m свитчингами n-компонент Ry

n и Ry
n + en для

каждого y, удовлетворяющего λ(y) = 1.
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Те о р ем а 1. Для любых r и m, 2 � m, 0 � r < m, существуют два выколо-
тых кода типа Рида –Маллера порядка r длины 2m − 1 (а также их расширения
длины 2m посредством общей проверки на четность), имеющих пересечение η, где

η ∈
{
|RM∗

r,m−1|, 2|RM∗
r,m−1|, . . . , (|RM∗

r−1,m−1| − 1)|RM∗
r,m−1|

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Для получения требуемых чисел пересечений выколотых
кодов типа Рида –Маллера рассмотрим следующие пары кодов длины 2m−1: выко-
лотый код Рида –Маллера порядка r и выколотые коды типа Рида –Маллера поряд-
ка r, определенные в (3). Пусть A – произвольное подмножество кодовых слов кода
RM∗

r−1,m−1 и λ(y) = 1 в случае y ∈ A. Поскольку по определению Ry
n выполняется

|Ry
n| = |RM∗

r,m−1|, то легко видеть, что коды

RM∗
r,m и

(
RM∗

r,m \
⋃
y∈A

Ry
n

)
∪
⋃
y∈A

(Ry
n + en)

пересекаются по

(|RM∗
r−1,m−1| − |A|)|RM∗

r,m−1|

кодовым словам. Выбирая подмножество A в коде RM∗
r−1,m−1 произвольным обра-

зом, т.е. варьируя число кодовых слов y в RM∗
r−1,m−1, удовлетворяющих λ(y) = 1,

из конструкции (3) немедленно получаем, что следующие числа пересечений η яв-
ляются достижимыми для выколотых кодов типа Рида –Маллера:

η ∈
{
|RM∗

r,m−1|, 2|R∗
r,m−1|, . . . , (|RM∗

r−1,m−1| − 1)|RM∗
r,m−1|

}
.

Заметим, что (|RM∗
r−1,m−1| − 1)|RM∗

r,m−1| = |RM∗
r,m| − |RM∗

r,m−1|.
Такое же множество чисел пересечений получаем и для расширенных кодов

LRMr,m. �
Отметим, что аналогичный результат был получен для совершенных кодов в

работе [8].

§ 3. Пересечение кодов типа Рида –Маллера

В данном параграфе будут получены два существенно более богатых класса чи-
сел пересечений для кодов типа Рида –Маллера, чем те, которые дает прямой свит-
чинговый метод, описанный в теореме 1. Для достижения этой цели построим два
кода типа Рида –Маллера специального вида, используя конструкцию Пулатова (1)
для расширенного случая.

Прежде чем привести описание кодов, рассмотрим три вспомогательных леммы,
одна из которых взята из работы [13]. Пусть π – циклическая подстановка дли-
ны n/2, здесь и всюду далее n = 2m. Пусть ϕ обозначает отображение x �→ x+ π(x)

из Fn/2 в себя, и пусть Fn/2 = F
n/2
0 ∪F

n/2
1 , где Fn/2

0 и F
n/2
1 – множества всех векторов

четного и нечетного весов в Fn/2 соответственно. Обозначим через ker(ϕ) ядро отоб-
ражения ϕ, а через dim(ker(ϕ)) – его размерность. Для полноты изложения приведем
с доказательством лемму из [13] о свойствах отображения ϕ, которые потребуются
нам в дальнейшем.

Л емма 1. Отображение ϕ линейно и обладает следующими свойствами:
1. dim(ker(ϕ)) = 1;
2. ϕ(Fn/2) = F

n/2
0 ;

3. ϕ(Fn/2) = V ∪ (z + V ), где V = ϕ(F
n/2
0 ), z = ϕ(u) для некоторого u ∈ F

n/2
1 и

z + V = ϕ(F
n/2
1 ).
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Док а з а т е л ь с т в о. 1. Очевидно, что ϕ – линейное отображение, и так как
x = π(x) только при x ∈ {0n/2,1n/2}, то размерность ядра этого отображения рав-
на 1.

2. Посколькуw(x) = w(π(x)) для любого x ∈ Fn/2, то справедливо ϕ(Fn/2) = F
n/2
0 ,

и размерность ϕ(Fn/2), очевидно, равна n

2
− dim(ker(ϕ)) =

n

2
− 1.

Аналогично dim(ϕ(F
n/2
0 )) = dim(ϕ(Fn/2))− dim(ker(ϕ)) =

n

2
− 2.

3. Так как V = ϕ(F
n/2
0 ) – подпространство пространства ϕ(Fn/2), то ϕ(Fn/2) =

= V ∪(z+V ), где z+V – класс смежности подпространства V с лидером z. Поскольку
z + V ⊂ ϕ(Fn/2), то найдется вектор u в F

n/2
1 , такой что z = ϕ(u). �

Лемма 2. Для любого кодового слова y из кода RMr−1,m, 0 � r � m− 1, 4 � m,
n = 2m, существуют ровно два различных кодовых слова u, ū ∈ RMr,m, удовлетво-
ряющих y = u+ π(u) и y = ū+ π(ū), где ū = u+ 1n.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в силу леммы 1 размерность ядра отображе-
ния ϕ равна единице. Отсюда, если существует одно решение для y, т.е. найдется
некоторый u, такой что y = u + π(u), то решений ровно два, так как антиподаль-
ный к u вектор ū = u + 1n также удовлетворяет y = ū + π(ū). Поэтому достаточно
ограничиться в лемме доказательством существования одного вектора u.

Доказательство проведем индукцией по m � 3. При m = 3 имеем вложение кодов
Рида –Маллера RM0,3 ⊂ RM1,3 ⊂ RM2,3. Непосредственной проверкой для любо-
го кодового слова y кода RM1,3, который является расширенным кодом Хэмминга
длины 8, легко найти два кодовых слова u и ū из RM2,3, удовлетворяющих y = u+
+ π(u) и y = ū + π(ū). Для этого достаточно решить для любого y = (y1, . . . , y8) ∈
∈ RM1,3 систему линейных уравнений ui + u(i+1) mod 8 = yi, i = 1, 2, . . . , 8. Положим
u1 = 0. Легко проверить, что в этом случае система имеет единственное решение u,
u ∈ RM2,3, что дает представление y = u + π(u). Второе решение также получа-
ем однозначно, полагая u1 = 1, т.е. имеем y = ū + π(ū). Для наглядности приве-
дем для каждого вектора yi, yi ∈ RM1,3, соответствующий вектор ui, ui ∈ RM2,3,
i = 1, . . . , 16:

y1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), u1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);

y2 = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0), u2 = (0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1);

y3 = (1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0), u3 = (0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1);

y4 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0), u4 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1);

y5 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1), u5 = (0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1);

y6 = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1), u6 = (0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1);

y7 = (1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1), u7 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1);

y8 = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0), u8 = (0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1);

y9 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), u9 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1);

y10 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1), u10 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0);

y11 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1), u11 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0);

y12 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1), u12 = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0);

y13 = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0), u13 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0);

y14 = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0), u14 = (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0);

y15 = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0), u15 = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0);

y16 = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1), u16 = (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0).
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Для кода RM0,3 выполняется 18 = u + π(u), где вектор u = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1)
принадлежит RM1,3.

Пусть при m− 1 лемма верна, т.е. для каждого кодового слова x произвольного
кода Рида –Маллера длины 2m−1 порядка не более m− 2 существует u ∈ RMr,m−1,
удовлетворяющий x = u + π(u). Докажем справедливость леммы для m и любого
0 � r � m− 1.

Согласно конструкции Плоткина для линейных кодов Рида –Маллера имеем

RMr,m = {(x+ y, x) : x ∈ RMr,m−1, y ∈ RMr−1,m−1}. (4)

По предположению индукции для кодовых слов кодов RMr,m−1 и RMr−1,m−1 вы-
полняется утверждение леммы.

Обозначим через Π подстановку на 2m координатных позициях, являющуюся
циклическим сдвигом на одну координатную позицию вправо.

Рассмотрим произвольный вектор (x + y, x) кода RMr,m. Возможны следующие
случаи.

Случай 1. Пусть x �= 0n/2, x ∈ RMr,m−1, y = 0n/2, y ∈ RMr−1,m−1, где n = 2m.
В этом случае согласно (4) имеем (x, x) ∈ RMr,m для любого x из RMr,m−1. По
предположению индукции для вектора x найдется вектор u, такой что x = u+π(u).
Отсюда

(x, x) = (u + π(u), u+ π(u)) = (u, u) + (π(u), π(u)) = (u, u) + Π((u, u)). (5)

Случай 2. Пусть x = 0n/2, x ∈ RMr,m−1, а y �= 0n/2, y ∈ RMr−1,m−1. По предполо-
жению индукции для вектора y найдется вектор u ∈ RMr,m−1, такой что y = u+π(u).

Рассмотрим подслучай, когда последняя координата вектора u равна 0. Тогда
первая координата вектора π(u) равна 0. Следовательно,

(y,0n/2) = (u+ π(u),0n/2) = (u,0n/2) + (π(u),0n/2) =

= (u,0n/2) + Π((u,0n/2)),
(6)

где (u,0n/2) ∈ RMr,m.
Если последняя координата вектора u равна 1, то первая координата вектора π(u)

кода π(RMr,m−1) равна 1. В этом случае воспользуемся антиподальностью кода
π(RMr,m−1), согласно которой вектор π(u) + 1n/2 принадлежит коду π(RMr,m−1),
и следовательно, (u,1n/2) ∈ RMr,m. Отсюда

(y,0n/2) = (u+ π(u),1n/2 + π(1n/2)) = (u,1n/2) + (π(u), π(1n/2)) =

= (u,1n/2) + Π((u,1n/2)). (7)

Случай 3. Пусть x �= 0n/2, где x ∈ RMr,m−1 и y �= 0n/2, y ∈ RMr−1,m−1. По
предположению индукции для кодовых слов x и y найдутся два вектора u и v,
соответственно, удовлетворяющих x = u+ π(u) и y = v + π(v). Отсюда

(x+ y, x) = (u + π(u) + v + π(v), u + π(u)) =

= [(u, u) + (π(u), π(u))] + [(v,0n/2) + (π(v),0n/2)].

Таким образом здесь, как и в случае 1, для вектора (x, x) справедливо (5). Для
вектора (y,0n/2) аналогично случаю 2 имеем (6) при vn/2 = 0, а при vn/2 = 1
справедливо (7). Отсюда при vn/2 = 0 вытекает требуемое, а именно:

(x+ y, x) = (u + v, u) + Π((u + v, u)).
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При vn/2 = 1 с учетом антиподальности кода Рида –Маллера RMr,m−1 имеем

(x+ y, x) = (u, u) + Π((u, u)) + (y,0n/2) =

= (u, u) + Π((u, u)) + (v,1n/2) + Π((v,1n/2)) =

= (u+ v, u+ 1n/2) + Π((u + v, u+ 1n/2)). �

Пусть RMr−1,m−1 = P0 ∪ P1, где P0 и P1 – подкоды кода RMr−1,m−1 с одина-
ковыми и различными первыми двумя координатными позициями соответственно.
Пусть ν – транспозиция первых двух координатных позиций векторов из Fn/2. Тогда

ν(RMr−1,m−1) = P0 ∪ ν(P1),

так как ν(P0) = P0.
Рассмотрим вектор

z = (1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0) (8)

длины n/2 с чередующимися координатами, равными 1 и 0. Этот вектор принад-
лежит коду Адамара RM1,m−1, заданному порождающей матрицей, столбцы кото-
рой представлены в лексикографическом порядке, и следовательно, принадлежит
любому коду Рида –Маллера ненулевого порядка, содержащему этот код Адамара.
В частности, z ∈ RMr−1,m−1, и следовательно, вектор z может быть взят в качестве
представителя класса смежности P1 по подкоду P0, т.е. P1 = z + P0. Значит, вектор

ν(z) = (0, 1, 1, 0, . . . , 1, 0) ∈ ν(P1) (9)

может быть взят в качестве представителя класса смежности ν(P1) по подкоду P0,
т.е. ν(P1) = ν(z) + P0.

Л емма 3. Пусть y и y′ – произвольные кодовые слова кодов P0 и ν(P1) либо
P1 и ν(P1) соответственно. Тогда существуют ровно два различных вектора u и
ū = u + 1n/2, удовлетворяющих y + y′ = u + π(u) и y + y′ = ū + π(ū). Более того,
оба вектора u и ū имеют нечетный вес.

Док а з а т е л ь с т в о. Случай 1. Пусть y ∈ P0 и y′ ∈ ν(P1). Поскольку 0n/2 ∈ P0,
достаточно рассмотреть доказательство для ν(z) = (0, 1, 1, 0, . . . , 1, 0) – представите-
ля класса смежности ν(P1), поскольку для P0 справедлива лемма 2. Решая систему
линейных уравнений ν(zi) = ui + ui+1, i = 1, 2, . . . , n/2, полагая u1 = 0, однозначно
находим u = (u1, . . . , un/2) и π(u):

u = (0, 1, 0, 0, 1, 1, . . . , 1, 1, 0, 0), π(u) = (0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, . . . , 1, 1, 0),

где u и π(u) – векторы нечетного веса. Аналогично ищем ū, полагая в этом случае
ū1 = 1:

ū = (1, 0, 1, 1, 0, 0, . . . , 1, 1), π(ū) = (1, 1, 0, 1, 1, 0, . . . , 0, 1),

где u и π(u) – векторы нечетного веса.

Случай 2. Рассмотрим y ∈ P1 и y′ ∈ ν(P1). Векторы y ∈ P1 и y′ ∈ ν(P1) предста-
вимы в виде y = ỹ+ z и y′ = y′′+ ν(z) соответственно, где z и ν(z) определены выше
в (8) и (9). Здесь ỹ, y′′ ∈ P0. Тогда

y + y′ = ỹ + y′′ + ν(z) + z,

где ỹ+y′′ ∈ P0. Отсюда с учетом случая 1 данной леммы имеем ỹ+y′′+ν(z) = u+π(u),
где u – вектор нечетного веса. В силу того, что вектор z ∈ P1 ⊂ RM1,m−1, по лемме 2
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справедливо z = u′ + π(u′), где u′ ∈ RM2,m−1, в частности, u′ имеет четный вес.
Следовательно, для y + y′ верно требуемое. �

Определим коды Dλ(RMr−1,m−1) и Dλ′(ν(RMr−1,m−1)) длины n, используя кон-
струкцию Пулатова для расширенных кодов типа Рида –Маллера.

Первый код имеет вид

Dλ(RMr−1,m−1) = D0 ∪D1,

D0 =
⋃

y∈RMr−1,m−1, λ(y)=0

{(x+ y, x) : x ∈ RMr,m−1, y ∈ RMr−1,m−1},

D1 =
⋃

y∈RMr−1,m−1, λ(y)=1

{(x+ y + ei, x+ ei) : x ∈ RMr,m−1, y ∈ RMr−1,m−1},

где λ – произвольная функция, действующая из множества кодовых слов кода
RMr−1,m−1 в множество {0, 1}, а i – произвольный элемент множества {1, 2, . . . , n/2}.

Код Dλ′(ν(RMr−1,m−1)) = D′
0 ∪ D′

1 определим, используя подстановки π, ν и
произвольную функцию λ′, действующую из кода ν(RMr−1,m−1) в множество {0, 1}:

D′
0 =

⋃
y∈ν(RMr−1,m−1),

λ′(y)=0

{(x+ y, π(x)) : x ∈ RMr,m−1, y ∈ ν(RMr−1,m−1)},

D′
1 =

⋃
y∈ν(RMr−1,m−1),

λ′(y)=1

{(x+ y + ei, π(x+ ei)) : x ∈ RMr,m−1, y ∈ ν(RMr−1,m−1)},

здесь i – то же самое число, что и для кода Dλ(RMr−1,m−1).
Используя отображение ϕ, свойства которого описаны в лемме 1, и подстановку ν,

введем следующие обозначения:

N0 = |RMr−1,m−1 ∩ ϕ(RMr,m−1)|, N1 = |RMr−1,m−1 ∩ ϕ(F
n/2
1 )|,

M0 = |ν(RMr−1,m−1) ∩ ϕ(RMr,m−1)|, M1 = |ν(RMr−1,m−1) ∩ ϕ(F
n/2
1 )|.

Кроме того, далее нам потребуются связанные с сужениями функций λ и λ′ на
введенные подкоды кодов RMr−1,m−1 и ν(RMr−1,m−1) следующие числа:

μ0 =
∣∣{y ∈ RMr−1,m−1 ∩ ϕ(RMr,m−1) : λ(y) = 0

}∣∣,
μ1 =

∣∣{y ∈ RMr−1,m−1 ∩ ϕ(F
n/2
1 ) : λ(y) = 0

}∣∣,
γ0 =

∣∣{y ∈ ν(RMr−1,m−1) ∩ ϕ(RMr,m−1) : λ′(y) = 0
}∣∣,

γ1 =
∣∣{y ∈ ν(RMr−1,m−1) ∩ ϕ(F

n/2
1 ) : λ′(y) = 0

}∣∣.
Лемма 4. Число векторов, лежащих в пересечении кодов Dλ(RMr−1,m−1) и

Dλ′(ν(RMr−1,m−1)), равно

2
(
μ0γ0 + μ1γ1 + (N0 − μ0)(M1 − γ1) + (N1 − μ1)(M0 − γ0)

)
,

где m � 4.
Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольные кодовые слова этих кодов. В си-

лу определения обоих кодов для совпадения этих кодовых слов имеются только
следующие две возможности. Если (x + y, x) ∈ Dλ(RMr−1,m−1) и (x′ + y′, π(x′)) ∈
∈ Dλ′(ν(RMr−1,m−1)), где x, x′ – векторы четного веса, то

(x+ y, x) = (x′ + y′, π(x′)). (10)
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Если (x+y+ei, x+ei) ∈ Dλ(RMr−1,m−1) и (x′+y′+ei, π(x
′+ei)) ∈ Dλ′(ν(RMr−1,m−1)),

где векторы x+ ei, x
′ + ei имеют нечетный вес, то справедливо

(x+ y + ei, x+ ei) = (x′ + y′ + ei, π(x
′ + ei)), (11)

где x, x′ ∈ RMr,m−1, y ∈ RMr−1,m−1 и y′ ∈ ν(RMr−1,m−1). В первом случае имеем
λ(y) = λ′(y′) = 0, во втором случае λ(y) = λ′(y′) = 1.

Рассмотрим первый случай. В этой ситуации имеем x = π(x′), и значит,

y + y′ = x+ x′ = x′ + π(x′) = ϕ(x′).

Следовательно, равенство (10) эквивалентно системе линейных уравнений{
x = x′ + y + y′,

ϕ(x′) = y + y′.
(12)

Возможны следующие подслучаи.
а) Пусть y, y′ ∈ P0 либо y ∈ P1, а y′ ∈ P0, где множества P0 и P1 определены

выше, RMr−1,m−1 = P0 ∪ P1. Тогда в обоих ситуациях имеем y + y′ ∈ RMr−1,m−1,
и по лемме 2 для вектора y+ y′ ∈ P0 существуют два кодовых слова кода RMr,m−1,
удовлетворяющих второму уравнению в (12), т.е. ϕ(x′) = y + y′. Следовательно,
система уравнений (12) имеет ровно два различных решения относительно x, x′ при
фиксированном кодовом слове y + y′ из RMr−1,m−1.

б) Пусть y ∈ P0, y′ ∈ ν(P1) либо y ∈ P1, а y′ ∈ ν(P1), где подстановка ν опре-
делена выше (является транспозицией первых двух координат кодовых слов кода
RMr−1,m−1), ν(RMr−1,m−1) = P0 ∪ ν(P1). Тогда по лемме 3 для фиксированного
вектора y + y′ найдутся ровно два решения u, таких что ϕ(u) = y + y′, причем оба
вектора имеют нечетный вес. Но поскольку y + y′ = x + x′, где x + x′ ∈ RMr,m−1,
и в частности, этот вектор имеет четный вес, то система уравнений (12) не имеет
решений относительно x, x′ ∈ RMr,m−1.

Во втором случае, т.е. при λ(y) = λ′(y′) = 1, имеем x + ei = π(x′ + ei), следова-
тельно,

y + y′ = x+ x′ = x′ + ei + x+ ei = x′ + ei + π(x′ + ei) = ϕ(x′ + ei).

С учетом этого равенство (11) эквивалентно системе линейных уравнений{
x = x′ + y + y′,

ϕ(x′ + ei) = y + y′.
(13)

Аналогично рассуждениям, проведенным в первом случае, имеется два различных
решения системы (13) относительно x + ei, x

′ + ei в случае y + y′ ∈ ν(P1) и нет
решений в противном случае. �

Лемма 5. Для кодов Dλ(RMr−1,m−1) и Dλ′(ν(RMr−1,m−1)), m � 4, справедливо

N0 = |RMr−1,m−1|, N1 = 0, M0 = M1 =
1

2
|RMr−1,m−1|.

Док а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 вытекает, что RMr−1,m−1 ⊂ ϕ(RMr,m−1), зна-
чит, N0 = |RMr−1,m−1|, и как следствие, получаем N1 = 0.

Докажем, что M0 = M1 =
1

2
|RMr−1,m−1|. С этой целью рассмотрим векторы u =

= (0, 1, 0, 0, 1, 1, . . . , 1, 1, 0, 0) и π(u) = (0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, . . . , 1, 1, 0), полученные в дока-
зательстве леммы 3, а также их сумму ϕ(u) = u + π(u) = (0, 1, 1, 0, . . . , 1, 0). Вектор
u+π(u) равен вектору ν(z) из леммы 3, т.е. представителю класса смежности ν(P1),
поскольку ν−1(u + π(u)) = (1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0) = z ∈ RM1,m−1 ⊂ RMr−1,m−1 для
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любого 1 < r � m−1. Так как вектор u имеет нечетный вес, то по лемме 3 выполня-
ется ν(RMr−1,m−1) ∩ ϕ(F

n/2
1 ) = ν(P1). Отсюда M1 =

1

2
|ν(RMr−1,m−1)|, и поскольку

|ν(RMr−1,m−1)| = |RMr−1,m−1|, то M0 = M1 =
1

2
|RMr−1,m−1|. �

Те о р ем а 2. Для любого четного k в интервале

0 � k � 2
2

r−1∑
i=0

(m−1
i )

существуют два кода типа Рида –Маллера порядка r длины 2m, m � 4, пересечение
которых равно k.

Док а з а т е л ь с т в о. Для кодов типа Рида –Маллера C = Dλ(RMr−1,m−1) и
C′ = Dλ′(ν(RMr−1,m−1)), имеющих порядок r и длину n = 2m, из лемм 4 и 5 полу-
чаем следующую формулу для числа их пересечения η:

η(C,C′) = 2
(
μ0γ0 + (|RMr−1,m−1| − μ0)

(1
2
|RMr−1,m−1| − γ1

))
.

Варьируя значения функций λ и λ′ произвольным образом, т.е. выбирая числа μ0, γi
произвольным образом в пределах

0 � μ0 � |RMr−1,m−1|, 0 � γi �
1

2
|ν(RMr−1,m−1|, i = 1, 2,

с учетом |ν(RMr−1,m−1)| = |RMr−1,m−1| получаем требуемое. �
Полагая код C′ равным Dλ′(RMr−1,m−1) и оставляя код C = Dλ(RMr−1,m−1) без

изменения, согласно лемме 5 имеем

N0 = M0 = |RMr−1,m−1|, N1 = M1 = 0,

т.е. в этом случае выполняется μ1 = γ1 = 0. Отсюда и из леммы 4 вытекает
Т е о р ем а 3. Для любых чисел k1 и k2, удовлетворяющих условиям

1 � ks � 2

r−1∑
i=0

(m−1
i )

, s ∈ {1, 2},

существуют два кода типа Рида –Маллера порядка r длины 2m, m � 4, пересечение
которых равно 2k1k2.

Нетрудно убедиться в том, что множества чисел пересечений кодов типа Рида –
Маллера порядка r длины 2m, полученных в теоремах 2 и 3, не покрывают друг
друга.

Автор выражает свою признательность И.Ю. Могильных за плодотворные дис-
куссии и рецензенту за ряд полезных замечаний, позволивших улучшить изложение
настоящей статьи.
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К ОДНОЗНАЧНОСТИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ДАННЫХ
ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА МНОЖЕСТВО СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Изучаются возможности восстановления данных для конечных последова-
тельностей при ограничениях на возможное множество спектральных значе-
ний. Соответствующие последовательности плотны в пространстве всех после-
довательностей. Показано, что множество однозначности для них может быть
одноточечным.

Ключевые слова: восстановление данных, сжатие данных, Z-преобразование,
дискретное преобразование Фурье, дискретизация множества спектральных
значений.
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§ 1. Введение

Статья изучает возможности восстановления данных для конечных последова-
тельностей при ограничениях на значения спектра, возникающих при специальной
дискретизации области возможнoго диапазона спектра. Обычно такого рода восста-
новимость ассоциируется с ограничениями на носитель спектра, такими как разре-
женность носителя спектра или наличие областей с нулевыми значениями спектра
(см., например, работы [1–5] и ссылки в них).

Настоящая статья исследует задачи восстановления и сжатия данных данных
в условиях ограничений только на множество спектральных значений. Показано,
что существуют классы последовательностей, которые плотны в пространстве всех
последовательностей и в то же время имеют однотонные множества однозначности
(теорема 2). Эти классы определяются ограничениями, налагаемыми специальной
дискретизацией возможного множества спектральных значений. Подразумеваемая
процедура восстановления потребует решения уравнения диофантового типа. Хотя
эффективное численное решение в больших измерениях неосуществимо, эта теорема
может привести к некоторым новым выводам о вычислительных ограничениях для
эффективности сжатия данных.

§ 2. Определения и постановка задачи

Для целого числа N > 0 обозначим через X множество отображений x : D → C,
где D � {0, 1, . . . , N − 1}. Это множество мы также будем ассоциировать с век-
торным пространством CN . Будем рассматривать X как линейное нормированное
пространство со стандартной нормой из CN .

Рассмотрим следующее Z-преобразование Y = Zy для y ∈ X :

Y (z) =

N−1∑
k=0

z−kyk, z ∈ C.
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Также будем рассматривать дискретное преобразование Фурье (ДПФ) – отобра-
жение F : X → X , такое что Y = Fy задано условиями

Yd =
1√
N

N−1∑
k=0

e−iωkdyk, d = 0, 1, . . . , N − 1,

где i =
√
−1,

ωk =
2π

N
k.

Опр е д е л е н и е 1. Пусть заданы подмножество U в C и подмножество Y в X .

1. Если любой y ∈ Y однозначно определяется значениями Y |U , где Y = Zy, то
будем говорить, что U является множеством однозначности для Y в частотной
области относительно Z-преобразования;

2. Если любой элемент y ∈ Y однозначно определяется значениями Y |U , где Y = Fy,
то будем говорить, что U является множеством однозначности для Y в частотной
области относительно дискретного преобразования Фурье.

Приведем несколько примеров множеств однозначности.

П рим е р 1. Следующие множества U ⊂ C являются множествами однозначно-
сти для X в частотной области относительно Z-преобразования:
1. Любое открытое множество U ⊂ C;
2. Множество U = {eiω, ω ∈ [0, 2π)}.

Будем обозначать через |U | количество элементов в множестве U .
П р им е р 2. Пусть задано S ∈ {1, . . . , N − 1}. Пусть XS – множество всех y ∈ X ,

таких что
∑
k∈D

I{yk �=0} � S.

1. Если N – простое число, то любое множество U ⊂ D, такое что |U | = 2S, является
множеством однозначности для YS в частотной области относительно дискрет-
ного преобразования Фурье (см., например, [1, теорема 1.1]);

2. Пусть U ⊂ D таково, что |U | = 2S и существуют такие u, v ∈ D, что

U = {u, u+ v, u+ 2v, . . . , u+ (2S − 1)v}.

Тогда U является множеством однозначности для YS в частотной области отно-
сительно дискретного преобразования Фурье (см., например, [6]).

Ниже мы покажем, что существуют примеры одноэлементных множеств одно-
значности для некоторых классов процессов, допускающих конструктивное описа-
ние через ограничения на возможное множество спектральных значений.

§ 3. Случай частично наблюдаемого Z-преобразования

В этом параграфе мы рассмотрим случай, где для данного x ∈ X наблюдаются
некоторые отсчеты Z-преобразования X = Zx.

Обозначим через Xalg множество всех x ∈ X , таких что члены соответствующих
последовательностей Rex и Imx являются алгебраическими числами (см., напри-
мер, [7, гл. 1]).

В частности, класс Xalg включает в себя все x ∈ X , такие что их компоненты
имеют рациональные вещественные и мнимые части. Очевидно, что множество Xalg

всюду плотно в X .
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Те о р ем а 1. Пусть для некоторого ẑ ∈ C его модуль и аргумент являются
алгебраическими числами, т.е. ẑ = reiω , где r > 0 и ω �= 0 – вещественные алгеб-
раические числа. Тогда одноточечное множество U = {ẑ} является множеством
однозначности для Xalg в частотной области относительно Z-преобразования.

Док а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно показать, что если ỹ, y ∈
∈ Xalg и Ŷ (ẑ) = Y (ẑ) для Ŷ = Z ŷ, Y = Zy, то ỹ = y. Следовательно, достаточно
показать, что если Y (ẑ) = 0 для y = (y0, . . . , yN−1) ∈ Xalg и Y = Zy, то y равен
нулю. Покажем это.

Имеем

0 = Y (ẑ) =

N−1∑
k=0

r−ke−iωkyk. (1)

Поскольку y ∈ Xalg, компоненты вектора y являются алгебраическими числами.
Кроме того, коэффициенты r−kyk являются алгебраическими числами. Из теоремы
Линдемана –Вейерштрасса (см. [7, гл. 1, теорема 1.4]) следует, что r−kyk = 0 для
всех k, что и завершает доказательство. �

§ 4. Случай частично наблюдаемого ДПФ

В этом параграфе мы рассматриваем ситуацию, где для данного x ∈ X наблю-
даются некоторые компоненты дискретного преобразования Фурье X = Fx.

Зафиксируем d ∈ {1, . . . , N − 1} и зададим вектор a = (a0, a1, . . . , aN−1) ∈ RN ,
компоненты которого являются алгебраическими числами. Зададим вектор ζ(a, d) =
= (ζ0(a, d), . . . , ζN−1(a, d)) ∈ X таким образом, что

ζk(a, d) = ei(ak−ωk)d.

Обозначим через Ŷa,d набор всех y = (y0, y1, . . . , yN−1) ∈ X , таких что x =
= (x0, x1, . . . , xN−1) ∈ Xalg, где xk = ζk(a, d)yk, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Т е о р ем а 2. Для любого d ∈ {1, . . . , N − 1} одноточечное множество U = {d}
является множеством однозначности для класса Ŷa,d в частотной области от-
носительно дискретного преобразования Фурье.

Замечание 1. Поскольку ak могут быть сколь угодно близкими к π, то и коэф-
фициенты ζk(a, d) могут быть сколь угодно близкими к 1. Отсюда следует, что для
любого ε > 0 существует a, такое что множество Ŷa,d является ε-плотным в X ,
и множество

⋃
a
Ŷa,d всюду плотно в X .

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 2. Рассмотрим y = (y0, . . . , yN−1) ∈ Ŷa,d, Y =
= (Y0, . . . , YN−1) = Fy, а также x = (x0, . . . , xN−1) ∈ Xalg, такой что xk = ζk(a, d)yk.
Имеем

Yd =
1√
N

N−1∑
k=0

e−iωkdyk =
1√
N

N−1∑
k=0

e−iakdζk(a, d)yk.

Следовательно,

Yd =
1√
N

N−1∑
k=0

e−iakdxk. (2)

Для доказательства теоремы достаточно показать, что для любого y ∈ Ŷa,d суще-
ствует единственный вектор x = (x0, . . . , xN−1) ∈ Xalg, удовлетворяющий (2). Для
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этого достаточно показать, что если Ŷd = Ỹd для некоторых ŷ, ỹ ∈ Ŷa,d, Ŷ = F(ŷ)

и Ỹ = F(ỹ), то ŷ = ỹ.
Теперь можно завершить доказательство. Достаточно показать, что если Yd = 0

для y ∈ Ŷa,d и Y = Fy, то уравнение (2) имеет только нулевое решение x в Xalg.
Покажем это.

Поскольку y ∈ Ŷa,d, из определений следует, что xk – алгебраические числа для
k = 0, 1, . . . , N − 1. Кроме того, ak – также алгебраические числа. Снова применив
теорему Линдемана –Вейерштрасса (см. [7, гл. 1, теорема 1.4]), получаем, что xk = 0
для всех k, что и завершает доказательство. �

О возможности восстановления данных. Теорема 2 и ее доказательство формаль-
но ведут к следующей процедуре сжатия и декодирования данных: (i) последова-
тельность x ∈ X можно аппроксимировать некоторым достаточно близким вектором
y ∈ Ŷa,d; этот вектор y восстанавливается из решения {xk} уравнения (2).

Далее, существование решения {xk} уравнения (2) в нашем подходе заведомо
предполагается, поскольку xk являются параметрами исследуемого процесса y; это
решение приводит к восстановлению y. Мы показали, что это решение единственно.
Однако теорема 2 не приводит к эффективному численному алгоритму.

Если класс Xalg заменить конечным множеством, то решение могло бы быть по-
лучено полным перебором. Очевидно, что результат об однозначности остается вер-
ным, если класс Xalg заменить его конечным подмножеством.

Приведем пример таких подмножеств.
Будем использовать обозначение

�a� =
{
{k ∈ Z : a ∈ [k, k + 1)} для a ∈ R, a � 0,

{k ∈ Z : a ∈ (k − 1, k]} для a ∈ R, a < 0.

Для положительных целых чисел ν и μ зададим ρν,μ(a) = ν−μ�νμa� для a ∈ R и

ρν,μ(z) = ρν,μ(Re z) + iρν,μ(Im z) для z ∈ C.

Определим множество Xμ,ν,M как множество “округленных” последовательностей
x ∈ X , таких что max

t
|x(t)| � M и x(t) = ρν,μ(x(t)). Это множество конечно, и урав-

нение (2) представляет собой вариант диофантова уравнения. Для определенного
диапазона значений N,M, μ, ν решение может быть получено полным перебором.
Постоянно растущие доступные вычислительные мощности позволяют увеличивать
значения N , M , μ и ν.

Далее, перебор может быть сокращен при наличии дополнительных наблюдений,
поскольку эти наблюдения порождают дополнительные уравнения, ограничиваю-
щие перебор.

Предположим, что в условиях и обозначениях доказательства теоремы 2 доступ-
ны дополнительные наблюдения Ym для m ∈ D̂ ∪ {d}, где D̂ – подмножество мно-
жества D. Здесь Y = Fy, и вектор y = (y0, . . . , yN−1) ∈ X таков, что yk = ζk(a, d)xk

для x ∈ Xμ,ν,M . В этом случае уравнение (2) можно дополнить уравнениями

Ym =
1√
N

N−1∑
k=0

e−iωkm
xk

ζk(a, d)
, m ∈ D̂.

Полученная расширенная система имеет единственное решение, поскольку уравне-
ние (2) имеет единственное решение; тем не менее, включение дополнительных урав-
нений может помочь сократить поиск.
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Другая возможность сократить поиск – рассматривать последовательности с до-
полнительными ограничениями, такими как как ограничение снизу на количество
нулей для x или X , рассматривавшееся в [1, 2].

§ 5. Заключительные замечания

Обычно возможности восстановления и экстраполяции данных рассматривают-
ся в связи с вырожденностью спектра, например, ограниченностью полосы частот,
наличием пропусков в спектре и разреженностью спектра. Теоремы 1 и 2 предлага-
ют изучить ограничения на возможные значения спектра. Эти теоремы устанавли-
вают существование плотных множеств последовательностей, которые однозначно
восстанавливаются по значениям спектра только в одной точке. Возможные значе-
ния спектра последовательности из этого класса определяются специальным типом
дискретизации; ограниченность диапазона или наличие пропусков в спектре не тре-
буются.

Теоремы 1 и 2 не дают эффективного численного алгоритма, поскольку решение
уравнения (2) затруднительно. Для некоторых более узких классов лежащих в осно-
ве процессов уравнение (2) может быть решено с помощью перебора, как упомина-
лось выше. Эта задача выходит за рамки данной статьи; обзор некоторых связанных
методов, а также некоторые ссылки можно найти, например, в [8].
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Получена новая оценка числа ребер в индуцированных подграфах графов
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§ 1. Введение

В данной статье рассматривается граф G(n, r, s), вершины которого – r-элемент-
ные подмножества множества {1, 2, . . . , n}, а ребро между двумя вершинами про-
водится в том случае, если размер пересечения соответствующих подмножеств ра-
вен s. Другое определение графа G(n, r, s) следующее: вершинами графа являются
вершины единичного куба в n-мерном пространстве, имеющие в координатной запи-
си ровно r единиц, а ребро между двумя вершинами проводится, когда расстояние
между ними равно

√
2(r − s). Понятно, что эти две формулировки эквивалентны.

Графы G(n, r, s) называются графами Джонсона. Они играют огромную роль
в задачах комбинаторной геометрии (см., например, [1–3], где описаны, среди про-
чего, контрпримеры к гипотезе Борсука, основанные на графах Джонсона; далее,
см. [1, 4, 5], где обсуждается применение графов Джонсона к задачам о раскрасках
метрических пространств; наконец, см. [6–8], где говорится о некоторых смежных за-
дачах, решаемых с помощью графов Джонсона). Также они играют огромную роль
в теории кодирования (см., например, [9,10]), теории Рамсея (см., например, [11–13])
и др.

В настоящей статье изучаются экстремальные свойства графа G(n, r, s). А имен-
но, исследуется число ребер в произвольном подграфе этого графа. Напомним, что
независимое множество вершин графаG – это такое подмножество его вершин, что
никакие две вершины из этого подмножества не соединены ребром. Числом незави-
симости α(G) называется наибольшая мощность независимого множества вершин
графа.

Обозначим через r(W ) количество ребер графа G = (V,E) на множестве W ⊆ V .
Иными словами,

r(W ) = |{(x, y) ∈ E | x ∈ W, y ∈ W}|.

Также положим

r(	) = min
|W |=�,W⊆V

r(W ).

Возникает вопрос об изучении данной величины. Классическая теорема Турана
1941 года дает ответ на этот вопрос в общем случае.
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Те о р ем а 1. Пусть G – произвольный граф, α – его число независимости,
	 > α. Тогда

r(	) � 	2

2α
− 	

2
.

В доказательстве этой теоремы не учитываются никакие специальные свойства
графа G, и более того, эта теорема в общем случае неулучшаема. Однако разумно
предположить, что для графов с некоторыми ограничениями оценку можно улуч-
шить. Мы рассматриваем дистанционные графы – графы, вершинами которых яв-
ляются точки в пространстве Rn, а ребро между такими вершинами проводится
тогда и только тогда, когда расстояние между ними равно некоторому фиксирован-
ному числу. Понятно, что определенный выше граф G(n, r, s) является дистанцион-
ным.

Для произвольных дистанционных графов была доказана следующая теорема
(см. [14, лемма 4]).

Т е о р ем а 2. Пусть Gn – последовательность дистанционных графов, у кото-
рых V (Gn) ⊂ Rn. Положим αn = α(Gn). Пусть Wn – подмножество множе-
ства V (Gn). Тогда если |Wn| = 	(n) и nαn = o(	(n)), то при n → ∞

r(	(n)) � 	(n)2

αn
(1 + o(1)).

Таким образом, мы видим, что на классе дистанционных графов, образующих
последовательности с определенными асимптотическими свойствами, оценка Тура-
на улучшается примерно в два раза. Можно предположить, что на еще более узком
классе дистанционных графов G(n, r, s) оценка допускает дальнейшее улучшение.
И действительно, в работе [15] была доказана следующая теорема (см. также [16,17]).

Т е о р ем а 3. Рассмотрим граф G(n, 3, 1). Пусть функция 	 : N → N такова,
что n2 = o(	) при n → ∞. Тогда существует такая функция h : N → N, что

h ∼ 3�2

2n
при n → ∞ и r(	(n)) � h(n) для любого достаточно большого n ∈ N.

Чтобы пояснить, как соотносятся между собой результаты теорем 2 и 3, заметим,
что α(G(n, 3, 1)) ∈ {n− 2, n− 1, n} (см. [13]). Это значит, что на своем классе графов
теорема 3 в полтора раза сильнее общей теоремы 2. Наш основной результат будет
обобщением теоремы 3 на случай фиксированных r и s с условием, что r = 2s + 1
и что r − s – степень простого числа. Очевидно, что параметры теоремы 3 удовле-
творяют этим условиям. Заметим, что именно в этих ограничениях на r и s в рабо-
те [18] было показано, что α(G(n, r, s)) ∼ ns (2r − 2s− 1)!

r! (r − s− 1)!
. Эта запись означает, что

существует такая функция q(n) = (1 + o(1)), что α(G(n, r, s)) = q(n)ns (2r − 2s − 1)!

r! (r − s− 1)!
.

Кроме того, поскольку функция q(n) ограничена, существует такая константа C0,
что α(G(n, r, s)) � C0n

s. Такого рода огрубления нам иногда понадобятся. Итак,
справедлива

Т е о р ем а 4. Пусть r = 2s+1, где r−s – степень простого числа, и пусть 	(n) –
любая функция с ограничением n2s = o(	(n)). Положим αn = α(G(n, r, s)). Тогда

существует такая функция h : N → N, что h ∼ 3�(n)2

2αn
при n → ∞ и r(	(n)) � h(n).

В работе [17] Пушняковым доказана следующая
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Те о р ем а 5. Пусть даны числа r, s. Пусть Gn = G(n, r, s). Пусть 	 = 	(n) →
→ ∞. Тогда

r(	) � (1 + o(1))
	2

ns

Cs
rr!

2(r − s)!
.

Таким образом, отличие нашей новой нижней оценки от известной верхней грани-
цы имеет величину порядка константы при фиксированных r, s. Например, в случае,

когда r = 3, s = 1, оценка из теоремы 5 имеет вид 9

2

�2

n
, т.е. отличается от воспроиз-

веденной нами оценки Пушнякова всего в 3 раза. Ни для каких других значений r, s
ранее нижние оценки, превосходящие результаты теорем 1 и 2, получены не были.

Отметим также, что условие теоремы 4, требующее, чтобы функция 	 росла быст-
рее, чем n2s, в случае r = 3, s = 1, который изучал Пушняков, не является сильно
ограничительным. А именно, Пушняков доказал (см. [17]), что в противоположных
условиях величина r(	) асимптотически равна либо своей нижней границе из теоре-
мы 1, либо своей нижней границе из теоремы 2. В нашем, существенно более общем
случае остается достаточно большой диапазон значений функции 	, который по-
ка не изучен. Разумеется, в этом диапазоне верны теоремы 1, 2 и 5. Дальнейшие
уточнения – дело будущего.

В чем-то наше доказательство будет следовать идеям Пушнякова. Однако будет
и значимое количество существенных отличий. Так, для доказательства теоремы 4
нам понадобится вспомогательная лемма, напоминающая утверждение из работы
Пушнякова [17].

Л емма. Пусть параметры r, s и функция 	 удовлетворяют условиям тео-
ремы 4. Пусть W – произвольное множество вершин графа G(n, r, s), имеющее
мощность 	(n). Пусть Γ – любое наибольшее по мощности независимое множе-
ство вершин в подграфе графа G(n, r, s), порожденном вершинами из W . Пусть
w ∈ W \ Γ. Обозначим через n(Γ, w) число вершин в множестве Γ, смежных с w.
Пусть U1 и U2 – множества таких вершин w ∈ W \ Γ, что n(Γ, w) = 1 или 2
соответственно. Тогда существует такая константа C1, что |U1 ∪ U2| � C1n

2s.
Подчеркнем, что константа в лемме будет зависеть только от r и s, но не от 	,

W и Γ.
В следующем параграфе мы сперва приведем доказательство леммы, а потом –

в п. 2.2 – докажем теорему 4. В доказательствах во избежание путаницы нам удобно
будет иногда различать обозначения для той или иной вершины u графа G(n, r, s) и
отвечающего ей r-элементного подмножества. Последнее мы будем обозначать через
supp(u) и называть носителем вершины u.

Отметим, наконец, что близкие результаты для случая произвольных дистанци-
онных графов на плоскости можно найти в работе [19].

§ 2. Доказательства

2.1. Доказательство леммы. Докажем сначала, что существует такая констан-
та C2, что |U1| � C2n

s+1. Выберем вершину u ∈ Γ. Пусть

U1,u = {w : w ∈ W \ Γ, n(Γ, w) = 1 и (w, u) ∈ E}.

Тогда U1 – объединение множеств U1,u по всем u ∈ Γ. Зафиксируем u и оценим
мощность U1,u. Пусть v ∈ U1,u. Носители вершин u и v пересекаются по s элементам,
и выбрать эти элементы можно Cs

r способами. Следующий, (s+ 1)-й, элемент носи-
теля v выбираем n− r способами. Для этих выбранных s+ 1 элементов существует
не более одного способа выбрать все остальные. Пусть это не так, тогда существует
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Рис. 1. Вершины с единственным ребром в Γ

Рис. 2. Галочки

как минимум две вершины v1 = {v1, v2, . . . , vs+1, a, . . .} и v2 = {v1, v2, . . . , vs+1, b, . . .}.
Заметим, что между ними нет ребра, поскольку их носители пересеклись как мини-
мум по s + 1 элементам. Также заметим, что каждая из вершин имеет лишь одно
ребро с множеством Γ, и это ребро ведет в выбранную вершину u (см. рис. 1). Тогда
множество (Γ \ {u}) ∪ {v1, v2} не имеет ребер, т.е. является независимым, и имеет
мощность больше, чем мощность множества Γ, что противоречит предположению
максимальности Γ. Итак,

|U1| � Cs
r |Γ|n � Cs

rαnn ∼ ns+1Cs
r

(2r − 2s− 1)!

r! (r − s− 1)!
.

Теперь докажем, что существует такая константа C3, что |U2| � C3n
2s. Иными

словами, надо оценить количество таких вершин w ∈ W \Γ, что n(Γ, w) = 2. Пусть w
имеет ребра с u1, u2 ∈ Γ. Носители вершин u1, u2 могут пересекаться по 0, 1, . . . , s−
1, s + 1, . . . , r − 1 = 2s элементам. Поскольку вершина w имеет ребро с каждой
из вершин u1, u2, носитель w и объединение носителей u1, u2 могут пересечься по
s, s + 1, . . . , r − 1 = 2s элементам. Введем понятие галочки. Назовем галочкой три
вершины, обладающие следующими свойствами: u1, u2 ∈ Γ и w ∈ W \Γ, n(Γ, w) = 2,
причем (u1, w) ∈ E, (u2, w) ∈ E (см. рис. 2). Вершину w будем называть центром
галочки, остальные вершины галочки назовем ее краями.

Разделим доказательство на два случая. В первом случае носитель центра га-
лочки пересекается с объединением носителей краев галочки больше чем по s эле-
ментам. Во втором случае носитель центра пересекается с объединением носителей
краев по s элементам. Это возможно, если сами носители краев галочки имеют хотя
бы s+ 1 общий элемент (а не s, ведь между u1, u2 нет ребра).
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Рис. 3. Носители вершин в случае 1

Рис. 4. Носители вершин в случае 2

Случай 1. Пусть |(supp(u1) ∪ supp(u2)) ∩ supp(w)| = k, k � s + 1. Выберем па-
ру u1, u2 ∈ Γ и посчитаем количество галочек с краями в этой паре и центрами в
тех или иных w. Поскольку | supp(u1) ∩ supp(w)| = s, существует Cs

r способов вы-
брать s элементов носителя w, по которым он пересечется с носителем u1. Среди
не более чем r элементов, находящихся в разности носителя u2 и носителя u1, на-
до выбрать k − s � 1 элементов (см. рис. 3). Значит, s + 1-й элемент выбирается
не более чем r способами в носителе u2. А способов выбрать остальные элементы
не больше двух, причем неважно, где эти элементы выбирать – в носителе или во
всем множестве из n чисел. Пусть это не так, тогда есть как минимум три вершины
w1, w2, w3, носители которых имеют хотя бы s+ 1 общий элемент, а следовательно,
между ними нет ребер. Таким образом, поскольку из каждой вершины w1, w2, w3

идет ровно два ребра в множество Γ, причем все ребра идут в вершины u1, u2, мно-
жество (Γ\{u1, u2})∪{w1, w2, w3} является независимым и имеет мощность больше,
чем мощность Γ, что противоречит максимальности Γ. Значит, для любых двух вер-
шин u1, u2 существует не более 2rCs

r галочек. Пару вершин можно выбрать не более

чем α2
n ∼ n2s

(
(2r − 2s− 1)!

r! (r − s− 1)!

)2
способами, а стало быть, всего вершин w не более

α2
n2rC

s
r < C4n

2s.

Случай 2. Здесь нас интересуют галочки, у которых |(supp(u1) ∪ supp(u2)) ∩
∩ supp(w)| = s. Выберем одну вершину u1 ∈ Γ и в ее носителе зафиксируем s эле-
ментов. Пусть существует хотя бы одна такая галочка, что носитель ее центра w0

83



пересекается с носителями краев u1, u2 именно по этим s элементам (будем называть
их фиксированными), а носители ее краев, соответственно, пересекаются по фикси-
рованным s и еще хотя бы по какому-нибудь одному элементу (см. рис. 4). Теперь
посчитаем, сколько еще может быть краев галочек с краем в вершине u1 и этими же
s элементами (мы хотим оценить именно число краев; оценивать число центров для
данной пары краев мы будем позже). Поскольку все носители краев галочек имеют
общие фиксированные элементы с носителем u1 и этих элементов s штук, каждый
из носителей краев должен иметь некоторый (s+1)-й общий элемент с носителем u1,
иначе в независимом множестве вершин Γ образуется ребро. Более того, все края
галочек, кроме u1 и второго края галочки с центром w0, не имеют ребра с w0, ведь
центр галочки имеет ровно два ребра с множеством Γ. Однако все носители этих
краев и носитель w0 имеют в пересечении одни и те же фиксированные s элементов.
Значит, каждый из этих носителей краев должен иметь хотя бы один дополнитель-
ный общий элемент с носителем w0. Таким образом, искомое число краев не больше
величины

(r − s)2Cr−s−2
n � C5n

r−s−2 = C5n
s−1.

Теперь для каждой пары краев галочек посчитаем, сколько центров w может
существовать. Первые s элементов носителя зафиксированы – по ним w пересекает-
ся с носителями u1 и u2. Следующий элемент выбираем не более чем n способами
вне носителей u1 и u2. А для выбора всех остальных элементов есть не более двух
способов. Доказательство аналогично доказательству в случае 1 – иначе у нас будет
три вершины w1, w2, w3 без ребер, и множество (Γ \ {u1, u2}) ∪ {w1, w2, w3} будет
иметь большую, чем Γ, мощность, оставаясь независимым. Значит, для вершины u1

и каких-то s элементов из ее носителя галочек с центрами в некоторых w не больше
чем 2n, откуда получаем, что число галочек с данным u1 и данными s фиксирован-
ными элементами не превосходит величины 2nC5n

s−1 = C6n
s. Способов выбрать

вершину u1 и s элементов в ней, соответственно,

αnC
s
r � nsC7,

и значит, в текущем случае количество вершин w не больше чем

(C6n
s)(C7n

s) = C8n
2s.

Итак, в каждом из случаев имеем оценку величиной вида Cn2s. Складывая все
константы, получаем заявленную в лемме величину C1. �

2.2. Доказательство теоремы 4. Пусть W – некоторое подмножество в множе-
стве вершин графа G(n, r, s), имеющее мощность 	 = 	(n). Рассмотрим наибольшее
по мощности независимое множество Γ1 в подграфе графа G(n, r, s), порожденном
множеством вершин W . Пусть его мощность равна β1 � αn. Пусть F1 – подмноже-
ство таких вершин в множестве W \ Γ1, что для любой вершины w ∈ F1 выполнено
n(Γ1, w) � 2. Пусть f1 = |F1|. Из леммы следует, что f1 � C1n

2s. Заметим, что любая
вершина u ∈ W \ (Γ1 ∪ F1) имеет хотя бы три ребра с Γ1. Тогда найдено хотя бы

3(	(n)− f1 − β1) + f1 � 3(	(n)− αn)− 2C1n
2s

ребер. Выкинем из W независимое множество Γ1, и в получившемся множестве
W \ Γ1 выберем новое наибольшее независимое множество Γ2 мощности β2 � αn.
Пусть F2 – такое подмножество множества W \ (Γ1 ∪ Γ2), что для любой вершины
w ∈ F2 выполнено n(Γ2, w) � 2. Пусть f2 = |F2|. Из леммы имеем оценку f2 � C1n

2s.
Мы снова нашли хотя бы

3(	(n)− 2αn)− 2C1n
2s
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ребер. Повторив эту операцию
[
�(n)

αn

]
раз, получим оценку

r(	(n)) �
[�(n)/αn]∑

i=1

(
3(	(n)− iαn)− 2C1n

2s
)
∼

∼ 3	(n)
	(n)

αn
− 3

2
αn

	(n)

αn

(
	(n)

αn
+ 1

)
− 	(n)

αn
2C1n

2s ∼

∼ 3
	2(n)

αn
− 3

2

	2(n)

αn
− 2C1n

2s 	(n)

αn
∼ 3

2

	2(n)

αn

при n → ∞, поскольку по предположению n2s = o(	(n)). Теорема 4 доказана. �
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 57 2021 Вып. 4

УДК 621.391 : 519.175.4
c© 2021 г. Н.М. Деревянко, М.М. Кошелев

НОВЫЕ ОЦЕНКИ МОДУЛЯРНОСТИ ГРАФОВ G(n, r, s) И Gp(n, r, s)
1

Исследуется поведение модулярности графов G(n, r, s) для случая r = o(
√
n)

и n → ∞, а также графов Gp(n, r, s) при фиксированных r, s и n → ∞. Для
графов G(n, r, s) при r � cs2 получены существенные улучшения предыдущих
верхних оценок. На семейство графов Gp(n, r, s) при p = p(n) = ω

(
n− r−s−1

2
)

и фиксированных r и s перенесены верхние и нижние оценки, полученные ранее
для графов G(n, r, s).

Ключевые слова: модулярность, графы Джонсона, кластеризация, случайные
графы.

DOI: 10.31857/S0555292321040082

§ 1. Введение

Модулярность графа – величина, впервые возникшая в работе Ньюмана и Гир-
вана [1], которая впоследствии оказалась полезной для оценки качества кластериза-
ционных алгоритмов (см. [2–5]). Такие алгоритмы играют важную роль в биологии,
физике, социологии и программировании (см. [6]).

Благодаря широкому применению в программировании задача подсчета моду-
лярности получила большое развитие в последние годы. Поскольку вычисление
модулярности с помощью компьютера представляется сложной задачей (в [7] бы-
ло доказано, что задача оценки модулярности является NP-полной), интересным
представляется получение оценок для различных классов графов. В последние годы
было получено множество оценок для различных классов графов, таких как звез-
ды, гиперкубы, графы, удовлетворяющие степенному закону [8], графы, близкие
к полным [9], деревья с небольшой максимальной степенью [10], а также большого
числа моделей случайных графов. В частности, были получены результаты для раз-
личных вероятностных моделей веб-графов, таких как модели предпочтительного
присоединения [11], а также графов G(n, d) (случайные d-регулярные графы) [12]
и классической модели Эрдёша –Реньи [13].

Говоря о модели Эрдёша –Реньи, нельзя не упомянуть широкий класс теорем, на-
зываемых теоремами о стабильности. В теоремах подобного типа доказывается, что
результаты, полученные для определенного графа, можно перенести и на его слу-
чайные подграфы. Одним из ярких примеров теорем такого класса является теорема
о стабильности числа независимости кнезеровского графа, доказанная в работе [14].

Данная статья посвящена исследованию стабильности модулярности для семей-
ства графовG(n, r, s), которые являются обобщением кнезеровских графов и графов

1 Работа выполнена за счет гранта Президента Российской Федерации для государственной под-
держки ведущих научных школ (номер гранта НШ-2540.2020.1), а также гранта Фонда развития
теоретической физики и математики “БАЗИС”.
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Джонсона. Эти графы нашли свое применение в задачах о кодах с одним запрещен-
ным расстоянием (см. [15]), а также в различных задачах комбинаторной геометрии,
таких как гипотезы Борсука и Нелсона –Эрдёша –Хадвигера (см. [16–18]).

Оценки модулярности, полученные ранее для G(n, r, s), удалось перенести на слу-
чайные графы Gp(n, r, s), т.е. подграфы G(n, r, s), в которых каждое ребро выбра-
сывается из графа с вероятностью 1 − p. Помимо этого, удалось получить новые
оценки модулярности G(n, r, s), которые также были распространены на случайные
подграфы.

Прежде чем перейти к определению основных понятий, введем некоторые обо-
значения, которыми мы будем пользоваться:
• e(V ) – количество ребер, оба конца которых лежат в V ;
• e(U, V ) – количество ребер, один конец которых лежит в U , а другой – в V ;
• VG – множество всех вершин графа;
• deg(v) – степень вершины v;
• e(V, p) – случайная величина, равная количеству ребер, оба конца которых лежат
в V , для случайного графа Gp(n, r, s), определение которого будет дано ниже;

• e(U, V, p) – случайная величина, равная количеству ребер, один конец которых
лежит в U , а другой – в V , для случайного графа Gp(n, r, s);

• deg(v, p) – случайная величина, равная степени вершины v, для случайного графа
Gp(n, r, s).
Настало время дать формальные определения основных объектов исследования.
О пр е д е л е н и е 1. Модулярность графа G – характеристика графа, которая по-

казывает, насколько оптимально можно разбить граф на части, где вершины внутри
одной части сильно связаны, а связь между различными частями мала. Модуляр-
ность графа G обозначается через q∗(G) и выражается формулой

q∗(G) := max
A

(∑
A∈A

e(A)

e(G)
−
∑
A∈A

( ∑
v∈A

deg(v)
)2

4e2(G)

)
,

где максимум берется по всем разбиениям множества вершин графа

A = {A1, A2, . . . , Ak}.

Помимо этого, определяется понятие модулярности разбиения, а именно

q(A) :=
∑
A∈A

e(A)

e(G)
−
∑
A∈A

( ∑
v∈A

deg(v)
)2

4e2(G)
.

При этом первую сумму
∑

A∈A

e(A)

e(G)
принято называть реберным вкладом, а вторую

сумму
∑

A∈A

( ∑
v∈A

deg(v)
)2

4e2(G)
– степенным штрафом.

Замечание 1. Если граф d-регулярный, то сумму степенного штрафа можно за-
писать в более удобном виде:

∑
A∈A

( ∑
v∈A

deg(v)
)2

4e2(G)
=
∑
A∈A

|A|2d2
|V |2d2 =

∑
A∈A

|A|2
|V |2 .
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Опр е д е л е н и е 2. Пусть 1 � r � n, 0 � s � r, n, r, s ∈ N, Γ := {1, 2, . . . , n},
тогда G(n, r, s) := (VG(n, r), E(n, r, s)) является регулярным графом, в котором:

VG = VG(n, r) :=

(
Γ

r

)
– все r-элементные подмножества множества Γ;

E(n, r, s) := {(u, v) : u, v ∈ VG(n, r), |u ∩ v| = s}.

Множество Γ называется множеством элементов.
Замечание 2. Несложно заметить, что для числа вершин и числа ребер в графе

G(n, r, s) верно следующее:

|VG| =
(
n

r

)
, |E(n, r, s)| = 1

2

(
n

r

)(
r

s

)(
n− r

r − s

)
.

При этом степень каждой вершины равна
(
r

s

)(
n− r

r − s

)
.

Семейство случайных графов Gp(n, r, s) состоит из всех графов с множеством
вершин VG(n, r) и ребрами из множества E(n, r, s). Каждое ребро этого множества
добавляется в граф независимо с вероятностью p. Таким образом, каждый граф
с множеством вершин VG(n, r) и множеством ребер E ⊆ E(n, r, s) может быть выбран
с вероятностью p|E|(1− p)|E(n,r,s)|−|E|.

Ранее в работах [19–21] были получены следующие оценки на модулярность гра-
фов G(n, r, s).

Т е о р ем а 1 (см. [19]). Пусть r � 2 и 1 � s �
[
r

2

]
. Тогда

lim sup
n→∞

q∗(G(n, r, s)) � 1−

(
[r/2]

s

)
2
(
r

s

) .

Те о р ем а 2 (см. [20]). Справедливо равенство

q∗(G(n, 2, 1)) =
1

3
+

2w(w − 1)(w − 2)

3n(n− 1)(n− 2)
− w2(w − 1)2

n2(n− 1)2
− 4n− 2

3n(n− 1)
+

+
w(w − 1)(4w − 2)

3n2(n− 1)2

при всех n � 5, где w =
⌈
n

2

⌉
+ 1. Предел выражения в правой части при n → ∞

равен 17

48
.

Те о р ем а 3 (см. [21]). Пусть r > s � 1. Тогда

lim inf
n→∞

q∗(G(n, r, s)) � s

2r − s

(
1 +

(r − s

r

)2r
s

)
.

Отметим, что верхние и нижние оценки модулярности графов G(n, r, s) на дан-
ный момент весьма далеки друг от друга. Так, при r = 3, s = 1 нижняя оценка равна
793

3645
< 0,22, в то время как верхняя оценка составляет всего лишь 1− 1

6
> 0,83. Более

того, при больших r и s разница между оценками становится все более существен-
ной. Так, например, уже при s = 10, r = 20 нижняя оценка равна 17

48
, в то время как

верхняя оценка – всего лишь 1− 1

2
(20
10

) > 0,99999.
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Таким образом, единственный случай, когда верхние и нижние оценки модуляр-
ности G(n, r, s) близки между собой, – это случай r = 2, s = 1, в котором благодаря
теореме 2 известно точное значение модулярности. Отметим также, что для таких
параметров оценка из теоремы 3 дает нижнюю оценку предела модулярности 17

48
,

совпадающую с настояшщим пределом модулярности в этом случае, в то время как

теорема 1 дает лишь оценку 3

4
.

В § 2 будут получены новые верхние оценки модулярности графов G(n, r, s). За-
тем § 3 будет посвящен переносу результатов § 2, а также теорем 1 и 3 на гра-
фы Gp(n, r, s).

§ 2. Верхняя оценка модулярности графов G(n, r, s)

2.1. Формулировка основных результатов. Первая теорема, которую мы докажем,
дает верхнюю оценку величины e(U) для всех U ⊂ VG, размер которых хотя бы
в константу раз меньше |VG|.

Т е о р ем а 4. Пусть α, β ∈ (0, 1), α < β2, s � 1,

r � − 1

ln

(
1− β

1− α/β

)s2 + 2s− 1.

Пусть также U ⊆ VG(n, r), |U | < α
(
n

r

)
. Тогда

e(U) � 1 + β − β2

2(2− β)

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |.

Также сформулируем следствия теоремы 4.
С л е д с т в и е 1. В условиях теоремы 4 при n → ∞, r = o(

√
n) верно неравен-

ство

e(U,U) � (1 + o(1))
(1− β)2

2− β

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |.

Сл е д с т в и е 2. В условиях теоремы 4 при n → ∞, r = o(
√
n) верно неравен-

ство

e(U)

e(G)
� (1 + o(1))

1 + β − β2

2− β

|U |
|VG|

.

Доказательство следствия 2 мы опустим в силу его тривиальности.
Сформулируем, наконец, основной результат этого параграфа:
Т е о р ем а 5. Пусть ε ∈ (0, 1), s = s(n) � 1,

r = r(n) � − 1

ln(1 − ε)
s2 + 2s− 1,

r = o(
√
n). Тогда

lim sup
n→∞

q∗(G(n, r, s)) � f(ε),

где f(ε) = max
x∈[0,1]

(
1 + x− x2

2− x
−max

(
x2 − εx

1− ε
, 0
))

.
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Рис. 1. График функции f(ε)

Таблица 1

ε r � f(ε)

0,01 99,4992s2 + 2s− 1 0,6246
0,1 9,4912s2 + 2s− 1 0,6469
0,2 4,4814s2 + 2s− 1 0,6783
0,3 2,8037s2 + 2s− 1 0,7195
0,4 1,9576s2 + 2s− 1 0,7750
0,5 1,4427s2 + 2s− 1 0,8333
0,6 1,0914s2 + 2s− 1 0,8857
0,7 0,8306s2 + 2s− 1 0,9308
0,8 0,6213s2 + 2s− 1 0,9667
0,9 0,4343s2 + 2s− 1 0,9909
0,99 0,2171s2 + 2s− 1 0,9999

На рис. 1 приведен график, показывающий зависимость функции f от ε.
Приведем также таблицу приближенных значений f(ε) и ограничений на r, по-

рождаемых соответствующим ε (табл. 1).
Сравним новые результаты с имеющимися. Заметим, что верхняя оценка из тео-

ремы 1 имеет вид

1−

(
[r/2]

s

)
2
(
r

s

) � 1− 2−s−1.

В частности, из этого следует, что при любом s � 1 такая оценка не лучше, чем 3

4
.

Тогда, взяв, например, r � − 1

ln 0, 7
s2+2s−1, можно увидеть, что при таких парамет-

рах r и s новая оценка, примерно равная 0,7195, существенно лучше предыдущей.
При возрастании s разрыв между оценками становится еще более драматическим.
Например, при s = 10 и r � 129 (для таких r выполняется условие теоремы 5
с ε = 0,6) новая теорема дает оценку f(0,6) ≈ 0,8857, в то время как теорема 2 не
позволяет оценить модулярность даже числом 0,999.

К сожалению, зазор между верхними и нижними оценками модулярности все
еще достаточно велик. Нетрудно видеть, что нижняя оценка модулярности зависит
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лишь от отношения s и r, в то время как в теореме 5 требуется условие

r � Cs2 + 2s− 1.

Таким образом, если мы зафиксируем C, то с ростом r и s нижняя оценка бу-
дет стремиться к 0, в то время как верхняя будет оставаться на одном и том же
уровне.

2.2. Вспомогательные леммы и определения.

Лемма 1. Пусть α ∈ (0, 1), r � − 1

lnα
s2 + 2s− 1, s � 1. Тогда(

r − s

s

)
� α

(
r

s

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Перепишем требуемое неравенство в виде

αr! (r − 2s)! � ((r − s)!)2 ⇐⇒
s−1∏
k=0

r − k

r − s− k
� 1

α
.

Оценим сверху левую часть требуемого неравенства:

s−1∏
k=0

r − k

r − s− k
=

s−1∏
k=0

(
1 +

s

r − s− k

)
�
(
1 +

s

r − 2s+ 1

)s

=

=

(
1 +

s

r − 2s+ 1

) r−2s+1
s

s2

r−2s+1

� e
s2

r−2s+1 .

Осталось понять, при каких условиях e
s2

r−2s+1 � 1

α
. Это эквивалентно тому, что

s2

r − 2s+ 1
� ln

1

α
,

или

r � − 1

lnα
s2 + 2s− 1. �

Опр е д е л е н и е 3. Пусть V – некоторое множество вершин графа G(n, r, s),
а S – некоторое множество s-элементных подмножеств множества {1, 2, . . . , n}.

Вкладом вершин V в множество S назовем следующую величину:

W (V, S) :=
∑
v∈V

|{Sj ∈ S : Sj ⊂ v}| =
∑
Sj∈S

|{v ∈ V : Sj ⊂ v}|.

Далее для удобства будем использовать следующие обозначения:

• Sall := {S1, S2, . . . , S(ns)
}, |Sall| =

(
n

s

)
, – всевозможные s-элементные множества;

• S := Sall \ S для S ⊆ Sall;
• VSi := {v ∈ VG : Si ⊂ v}, Si ∈ Sall;
• WSi(V ) := W (V, {Si}) = |{v ∈ V : Si ⊂ v}|.
Л емма 2. Пусть α, β ∈ (0, 1), α < β, s � 1,

r � − 1

ln
(
1− β

1− α

)s2 + 2s− 1.
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Пусть также U ⊆ VG, S ⊆ Sall, |S| < α
(
n

s

)
. Тогда для любого Si ∈ S, такого что

WSi(U) = β

(
n− s

r − s

)
+ d, d � 0,

верно неравенство

W (VSi ∩ U, S) � d
(
r

s

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим Vleft := VSi \ (VSi ∩ U). Имеем

|Vleft| = (1− β)

(
n− s

r − s

)
− d.

Оценим W (VSi , S) :

W (VSi , S) =
∑
Sj∈S

WSj (VSi) �
∑
Sj∈S

(
n− 2s

r − 2s

)
= |S|

(
n− 2s

r − 2s

)
>

> (1− α)

(
n

s

)(
n− 2s

r − 2s

)
> (1− α)

(
n− s

s

)(
n− 2s

r − 2s

)
= (1− α)

(
r − s

s

)(
n− s

r − s

)
.

Применяя лемму 1, получаем, что

W (VSi , S) > (1− α)

(
r − s

s

)(
n− s

r − s

)
� (1− β)

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
.

С другой стороны, имеем

W (VSi , S) = W (VSi ∩ U, S) +W (Vleft, S) � W (VSi ∩ U, S) +

+ (1− β)

(
n− s

r − s

)(
r

s

)
− d

(
r

s

)
=

(
W (VSi ∩ U, S)− d

(
r

s

))
+ (1 − β)

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
,

откуда тривиально следует требуемое неравенство. �

2.3. Доказательство основных результатов.
Док а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 4. Определим eSi(U) – множество ребер с кон-

цами в множестве U , оба конца которых содержат s-элементное множество Si.

Мы знаем, что e(U) =
(ns)∑
i=1

eSi(U). Очевидно, что eSi(U) � W 2
Si
(U)

2
. Отсюда имеем

оценку e(U) �
(ns)∑
i=1

W 2
Si
(U)

2
.

Будем считать, что WS1(U) � WS2(U) � . . . Пусть m таково, что

WSm(U) � β

(
n− s

r − s

)
, WSm+1(U) < β

(
n− s

r − s

)
,

или m =
(
n

s

)
, если первое неравенство верно для всех Si. Множество {S1, . . . , Sm}

будем обозначать через Smax. Оценимm. Очевидно, что
(ns)∑
i=1

WSi(U) =
(
r

s

)
|U |, откуда
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имеем оценку

mβ

(
n− s

r − s

)
�
(
r

s

)
|U | ⇐⇒ m �

(
r

s

)
|U |

β
(
n− s

r − s

) <

(
r

s

)
α
(
n

r

)
β
(
n− s

r − s

) =
α

β

(
n

s

)
.

Представим WSi(U), i � m, в виде

WSi(U) = β

(
n− s

r − s

)
+ di, di � 0.

Оценим W (U, Smax). Применяя лемму 2 с S = Smax, α = α/β, β = β (и суммируя
результат по всем Si ∈ Smax), получаем неравенство∑

Si∈Smax

W (VSi ∩ U, Smax) �
∑

Si∈Smax

di

(
r

s

)
.

Заметим, что в левой части неравенства каждое вхождение множества из Smax в вер-
шину из U посчитано не более

(
r

s

)
раз. Отсюда получаем

W (U, Smax) �
1(
r
s

) ∑
Si∈Smax

di

(
r

s

)
=

∑
Si∈Smax

di.

Теперь можно получить оценку на
∑

Si∈Smax

di. Действительно,(
r

s

)
|U | = W (U, Sall) =

∑
Si∈Smax

WSi(U) +W (U, Smax) �

�
∑

Si∈Smax

(
β

(
n− s

r − s

)
+ di

)
+

∑
Si∈Smax

di,

откуда имеем∑
Si∈Smax

di �
1

2

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m

)
.

Получим еще одну оценку на
∑

Si∈Smax

di. Она тривиальна, ибо di � (1−β)
(
n− s

r − s

)
.

Отсюда имеем оценку∑
Si∈Smax

di � (1− β)

(
n− s

r − s

)
m.

Нетрудно видеть, что при таких ограничениях на
∑

Si∈Smax

di верна следующая

оценка на
(ns)∑
i=1

W 2
Si
(U)

2
(она вытекает из того, что максимум такой суммы, очевид-

но, достигается на последовательности WSi , равной
(
n− s

r − s

)
, . . . ,

(
n− s

r − s

)
, β
(
n− s

r − s

)
,

. . . , β
(
n− s

r − s

)
, 0, 0, . . . , 0):

(ns)∑
i=1

W 2
Si
(U)

2
�

min
(
(1− β)

(
n− s

r − s

)
m,

1

2

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m
))

(1− β)
(
n− s

r − s

)
(
n− s

r − s

)2
2

+
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+

(
r

s

)
|U | −

min
(
(1− β)

(
n− s

r − s

)
m,

1

2

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m
))

(1 − β)
(
n− s

r − s

) (
n− s

r − s

)
β
(
n− s

r − s

) ×

×
β2
(
n− s

r − s

)2
2

.

Прокомментируем эту оценку. Первое слагаемое в ней соответствует членам вида(
n− s

r − s

)
в оптимальной последовательности, в то время как второе слагаемое соот-

ветствует членам вида β
(
n− s

r − s

)
.

Упростив выражение в правой части, получаем

(ns)∑
i=1

W 2
Si
(U)

2
� min

((
n− s

r − s

)
m,

1

2(1− β)

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m

)) (
n− s

r − s

)
2

+

+

((
r

s

)
|U | −min

((
n− s

r − s

)
m,

1

2(1− β)

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m

))) β
(
n− s

r − s

)
2

=

=
β

2

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |+min

((
n− s

r − s

)
m,

1

2(1− β)

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m

))
×

×

(
n− s

r − s

)
(1− β)

2
=

β

2

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |+

+min

(
(1− β)

(
n− s

r − s

)
m,

1

2

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
m

)) (
n− s

r − s

)
2

.

Осталось оценить этот минимум. Так как одна из величин монотонно возрастает
поm, а другая монотонно убывает поm, то максимум минимума достигается в точке
равенства этих величин. Получаем уравнение на mopt:

(1 − β)

(
n− s

r − s

)
mopt =

1

2

((
r

s

)
|U | − β

(
n− s

r − s

)
mopt

)
⇐⇒

⇐⇒ (1 − β

2
)

(
n− s

r − s

)
mopt =

1

2

(
r

s

)
|U | ⇐⇒ mopt =

1

2
(
1− β

2

)
(
r

s

)
|U |(

n− s

r − s

) .
Подставляя mopt в оценку для

(ns)∑
i=1

W 2
Si
(U)

2
, получаем

(ns)∑
i=1

W 2
Si
(U)

2
� β

2

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |+ 1− β

2(2− β)

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U | =

=
1 + β − β2

2(2− β)

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |. �
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Док а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Заметим, что при r = o(
√
n) выполняется

соотношение
(
n− r

r − s

)
= (1 + o(1))

(
n− s

r − s

)
. Действительно,

1 >

(
n− r

r − s

)
(
n− s

r − s

) =
(n− r)!2

(n− s)!(n− 2r + s)!
=

(n− r) . . . (n− 2r + s+ 1)

(n− s) . . . (n− r + 1)
�

�
(
n− 2r + s+ 1

n− r + 1

)r−s

=

(
1− r − s

n− r + 1

)r−s

.

Обозначая r − s

n− r + 1
= t, получаем

1 >

(
n− r

r − s

)
(
n− s

r − s

) � (1− t)
(r−s)2

t(n−r+1) .

При достаточно больших n имеем (1− t)1/t > 1/3, т.е.

1 >

(
n− r

r − s

)
(
n− s

r − s

) �
(1
3

) (r−s)2

n−r+1

.

Осталось заметить, что при n � r2 выполняется соотношение (1/3)
(r−s)2

n−r+1 = 1+ o(1).
Следствие теперь тривиально вытекает из равенства

2e(U) + e(U,U) =
∑
v∈U

deg(v) =

(
r

s

)(
n− r

r − s

)
|U | = (1 + o(1))

(
r

s

)(
n− s

r − s

)
|U |.

и теоремы 4. �
Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Введем функцию α(x) = x

x− ε

1− ε
. Проверим,

что в условиях теоремы α(x) < x2 всюду на (0, 1). Действительно,

x
x − ε

1 − ε
=

x2

1− ε
− εx

1− ε
= x2 − ε(x− x2)

1− ε
.

Так как второе слагаемое положительно, то оценка очевидна. Заметим также, что

1− x

1− α(x)

x

=
1− x

1− x− ε

1− ε

= 1− ε.

Зафиксируем k ∈ N и введем обозначения: βi =
i

k
, i ∈ {0, . . . , k}, αi = α(βi). Рас-

смотрим оптимальное разбиение A = {A1, . . . , A�}, 	 > 1, множества вершин графа
G(n, r, s) на части. Представим наше разбиение в виде объединения множеств Ci,

i ∈ {1, . . . , k}, таких что Aj ∈ Ci ⇔
|Aj |
|VG|

∈ [αi−1, αi). Стоит отметить, что некоторые

интервалы могут быть некорректными, т.е. такими, что αi−1 > αi. В таком случае
мы полагаем этот интервал равным пустому множеству. Нетрудно видеть, что лю-
бое число из полуинтервала [0, 1) попадет ровно в один отрезок. Тогда модулярность
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можно переписать в следующем виде:

q(A) =
∑
A∈A

(
e(A)

e(G)
− |A|2

|VG|2

)
=

k∑
i=1

∑
A∈Ci

(
e(A)

e(G)
− |A|2

|VG|2

)
.

Пусть m – минимальное число, для которого αm > 0. Тогда C1, . . . , Cm−1 будут
пустыми, поэтому нижний индекс суммирования положим равнымm. Предположим
теперь, что Ck не пусто. В этом случае имеем

q(A) � 1−
∑
A∈A

|A|2
|VG|2

� 1− α2

(
1− 1

k

)
.

Поскольку α(1 − 1/k) → 1 при k → ∞, при достаточно больших k необходимая
оценка тривиальна. Таким образом, можно считать, что Ck пусто, а суммирование
ведется до k − 1. Получим

q(A) =

k−1∑
i=m

∑
A∈Ci

(
e(A)

e(G)
− |A|2

|VG|2

)
.

Теперь для каждого элемента A из Ci, i < k, воспользуемся следствием 2 с α = αi,
β = βi. Также воспользуемся тем, что для любого A из Ci верно неравенство
|A|
|G| � max(αi−1, 0). Оценка получится такой:

q(A) �
k−1∑
i=m

∑
A∈Ci

(
(1 + o(1))

1 + βi − β2
i

2− βi

|A|
|VG|

−max(αi−1, 0)
|A|
|VG|

)
,

или, что тоже самое,

q(A) �
k−1∑
i=m

(
(1 + o(1))

1 + βi − β2
i

2− βi
−max(αi−1, 0)

) ∑
A∈Ci

|A|

|VG|
.

Отсюда

q(A) � max
i∈m,...,k−1

(
(1 + o(1))

1 + βi − β2
i

2− βi
−max(αi−1, 0)

) k−1∑
i=m

∑
A∈Ci

|A|

|VG|
=

= max
i∈{m,...,k−1}

(
1 + βi − β2

i

2− βi
−max(αi−1, 0)

)
+ o(1) �

� max
i∈{1,...,k}

(
1 + βi − β2

i

2− βi
−max(αi−1, 0)

)
+ o(1).

Осталось оценить этот максимум. Действительно,

max
i∈{1,...,k}

(
1 + βi − β2

i

2− βi
−max(αi−1, 0)

)
=

= max
i∈{1,...,k}

(
1 + i

k −
(
i
k

)2
2− i

k

−max

((
i

k
− 1

k

) i
k − 1

k − ε

1− ε
, 0

))
=

= max
i∈{1,...,k}

(
1 + i

k −
(
i
k

)2
2− i

k

−max

(
i

k

i
k − ε

1− ε
− i

k

1
k

1− ε
− 1

k

i
k − 1

k − ε

1− ε
, 0

))
�
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� max
i∈{1,...,k}

(
1 + i

k −
(
i
k

)2
2− i

k

−max

(
i

k

i
k − ε

1− ε
, 0

)
+

1

k

1

1− ε
+

1

k

)
=

= max
i∈{1,...,k}

(
1 + i

k −
(
i
k

)2
2− i

k

−max

(
i

k

i
k − ε

1− ε
, 0

))
+

1

k

(
1

1− ε
+ 1

)
�

� max
x∈[0,1]

(
1 + x− x2

2− x
−max

(
x2 − εx

1− ε
, 0

))
+

1

k

(
1

1− ε
+ 1

)
.

Устремляя k к бесконечности, получаем утверждение теоремы. �

§ 3. Оценки модулярности графов Gp(n, r, s)

3.1. Формулировка основных результатов. Введем формальное определение слу-
чайных графов Gp(n, r, s). Множество вершин такого графа совпадает с множеством
вершин графа G(n, r, s), а множество ребер есть случайное подмножество Ep(n, r, s)
множества ребер графа G(n, r, s), удовлетворяющее следующим свойствам:
1. Для любого e из E(n, r, s) верно P(e ∈ Ep(n, r, s)) = p;
2. Все индикаторы 1{e ∈ Ep(n, r, s)} независимы в совокупности.

В данном параграфе будем считать, что графы Gp(n, r, s) при всех n определены
на одном вероятностном пространстве. Таким образом, элементарным исходом в та-
ком вероятностном пространстве будет последовательность {Hi}∞i=r , Hi ∼ Gp(i, r, s),
причем все Hi независимы в совокупности.

На случай графов Gp(n, r, s) удалось перенести теоремы 5 и 1.

Т е о р ем а 6. Пусть r, s – фиксированные целые числа, для которых выполня-
ется равенство

r � − 1

ln(1 − ε)
s2 + 2s− 1, где ε ∈ (0, 1).

Пусть также p = p(n) = ω
(
n− r−s−1

2

)
. Тогда почти наверное

lim sup
n→∞

q∗(Gp(n, r, s)) � f(ε),

где f(ε) = max
x∈[0,1]

(
1 + x− x2

2− x
−max

(
x2 − εx

1− ε
, 0

))
.

Те о р ем а 7. Пусть s и r � 2s – фиксированные целые числа, p = p(n) =

= ω
(
n− r−s−1

2

)
. Тогда почти наверное

lim sup
n→∞

q∗(Gp(n, r, s)) � 1−

(
[r/2]

s

)
2
(
r

s

) .

Также удалось перенести теорему 3, в которой, однако, пришлось ввести допол-
нительное ограничение на r.

Т е о р ем а 8. Пусть s � 1 и r � 2s – фиксированные целые числа, p = p(n) =

= ω
(
n− r−s−1

2

)
. Тогда почти наверное

lim inf
n→∞

q∗(Gp(n, r, s)) �
s

2r − s

(
1 +

(r − s

r

)2r
s

)
.
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3.2. Вспомогательные леммы. Для доказательства теорем 6–8 будем использо-
вать следующее классическое неравенство, доказанное в [22].

Л емма 3 (неравенство Хёфдинга). Пусть X1, . . . , Xn – независимые случай-
ные величины, причем при всех i существует пара чисел ai, bi, для которой
P(Xi ∈ [ai, bi]) = 1. Тогда для случайной величины Sn = X1 + . . . + Xn выполня-
ется следующее неравенство:

P(|Sn −ESn| � εn) < 2 exp

(
− 2ε2n2

n∑
i=1

(bi − ai)2

)
.

Помимо этого, нам понадобится следующее тривиальное утверждение.

П р е д л оже н и е 1. Пусть Qn – последовательность событий, такая что
P(Qn) � e−Cn для некоторого C > 0. Тогда почти наверное найдется такое N ,
что все события Qn, n > N , реализовались.

Док а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует, что

∞∑
i=1

P
(
Qn

)
< +∞.

Тогда по лемме Бореля –Кантелли почти наверное реализуется лишь конечное число
событий Qn, откуда утверждение очевидно. �

Докажем с помощью этого оценку на число ребер в графах Gp(n, r, s). Далее для
краткости будем обозначать Gn = G(n, r, s).

Л емма 4. Пусть p = p(n) = f(n)n− r−s−1
2 , где f(n) → ∞. Тогда почти наверное

выполняется свойство

∃N : ∀n > N : |e(Gn, p)− pe(Gn)| <
p log f(n)

f(n)
e(Gn).

Док а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем сначала достаточно большое n ∈ N. По лем-
ме 3 для ε =

p log f(n)

f(n)
, ai = 0, bi = 1 имеем

P(|e(Gn, p)− pe(Gn)| � εe(Gn)) � 2e−2ε2e(Gn) � e−Cn.

Отметим, что имеет место гораздо более сильная оценка на вероятность

P(|e(Gn, p)− pe(Gn)| � εe(Gn)) � 2e−2ε2e(Gn) � e−Cnr+1 log2 f(n),

однако для доказательства требуемого утверждения достаточно оценки e−Cn. Таким
образом, при достаточно большом n имеем оценку

P

(
|e(Gn, p)− pe(Gn)| �

p log f(n)

f(n)
e(Gn)

)
� e−Cn.

Для завершения доказательства осталось применить предложение 1. �
Отметим, что в дальнейшем мы будем использовать обозначения Ci (или C без

индекса) для положительных констант.
Для доказательства теоремы 6 нам понадобятся следующие леммы.
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Лемма 5. Пусть r, s удовлетворяют неравенству

r � − 1

ln
(
1− β

1− α
β

)s2 + 2s− 1

при некоторых α, β ∈ (0, 1), α < β2. Пусть также p = p(n) = f(n)n− r−s−1
2 , где

f(n) → ∞, c > 0. Тогда почти наверное выполняется свойство

∃N : ∀n > N, ∀V ⊂ VG,

(
[cn]

r − 1

)
� |V | � α

(
n

r

)
:

1.
∣∣e(V, V , p)− pe(V, V )

∣∣ < p log f(n)

f(n)
e(V, V );

2.

∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ < p log f(n)

f(n)
dn|V |,

где dn =
(
r

s

)(
n− r

r − s

)
– степень вершин G(n, r, s).

Док а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем сначала достаточно большое n ∈ N. Восполь-
зуемся леммой 3 для ε =

p log f(n)

f(n)
, ai = 0, bi = 1, а также следствием 1:

P

(
|e(V, V , p)− pe(V, V )| � p log f(n)

f(n)
e(V, V )

)
� 2e−2ε2e(V,V ) �

� 2 exp
(
−C0n

−r+s+1 log2 f(n)nr−snr−1
)
� 2 exp

(
−C0n

r log2 f(n)
)
.

Теперь получим аналогичную оценку для утверждения 2. Заметим, что∑
v∈V

deg(v, p) ∼ Bin(e(V, V ), p) + 2Bin(e(V ), p),

где биномиальные слагаемые в правой части независимы. Тогда можно оценить эту
сумму с помощью неравенства Хёфдинга для суммы e(V, V ) + e(V ) независимых
слагаемых, где первые e(V, V ) слагаемых распределены как Bern(p), а остальные –
как 2Bern(p), ai = 0, bi = 2. Тогда получаем, что

P

(∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ � εdn|V |
)

=

= P

(∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ � ε(e(V, V ) + e(V ))

)
�

� 2e−
1
2 ε

2(e(V,V )+e(V )) � 2e−
1
4 ε

2dn|V |.

Подставляя ε =
p log f(n)

f(n)
, получаем оценку

P

(∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ � εdn|V |
)

� 2 exp
(
−C1n

r log2 f(n)
)
.

Оценим вероятность того, что хотя бы для одного из V , удовлетворяющему усло-
вию леммы, нарушилось какое-либо из неравенств. Для этого обозначим индикатор
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события, соответствующего нарушению хотя бы одного из неравенств для некото-
рого множества V , через 1V . Из предыдущих оценок очевидно, что

P(1V = 1) � 4e−C2n
r log2 f(n).

Имеем

P

(
∃V :

(
[cn]

r − 1

)
� |V | � α

(
n

r

)
, 1V = 1

)
�

∑
( cn
r−1)�|V |�α(nr)

((n
r

)
|V |

)
4e−C2n

r log2 f(n) �
(
n

r

)( (
n
r

)
1
2

(
n
r

))4e−C2n
r log2 f(n).

Воспользуемся неравенством
(
2a

a

)
< 22a для дальнейшей оценки вероятности:(

n

r

)( (
n
r

)
1
2

(
n
r

))4e−C2n
r log2 f(n) < 2n2(

n
r)4e−C2n

r log2 f(n) �

� exp

(
n ln 2 +

(
n

r

)
ln 2 + 2 ln 2− C2n

r log2 f(n)

)
� e−C3n

r log2 f(n) � e−Cn.

Для завершения доказательства осталось применить предложение 1. �
Лемма 6. Пусть r, s удовлетворяют неравенству

r � − 1

ln
(

1− β

1− α/β

)s2 + 2s− 1

при некоторых α, β ∈ (0, 1), α < β2. Пусть также p = p(n) = f(n)n− r−s−1
2 , где

f(n) → ∞, c > 0. Тогда почти наверное выполняется свойство

∃N : ∀n > N, ∀V ⊂ VG,

(
[cn]

r − 1

)
� |V | � α

(
n

r

)
:

1.
e(V, V , p)

e(Gn, p)
= (1 + o(1))

e(V, V )

e(Gn)
;

2.

( ∑
v∈V

deg(v, p)
)2

4e2(Gn, p)
= (1 + o(1))

|V |2
|VG|2

.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала утверждение 1. Воспользовавшись лем-

мами 5 и 4, оценим e(V, V , p)

e(Gn, p)
сверху и снизу:

e(V, V )
(
p− p log f(n)

f(n)

)
e(Gn)

(
p+

p log f(n)

f(n)

) � e(V, V , p)

e(Gn, p)
�

e(V, V )
(
p+

p log f(n)

f(n)

)
e(Gn)

(
p− p log f(n)

f(n)

) ,

откуда

e(V, V , p)

e(Gn, p)
= (1 + o(1))

e(V, V )

e(Gn)
.
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Аналогично для утверждения 2 выполняется цепочка неравенств( ∑
v∈V

deg(v)
)2(

p− p log f(n)

f(n)

)2
4e2(Gn)

(
p+

p log f(n)

f(n)

)2 �

( ∑
v∈V

deg(v, p)
)2

4e2(Gn, p)
�

�

( ∑
v∈V

deg(v)
)2(

p+
p log f(n)

f(n)

)2
4e2(Gn)

(
p− p log f(n)

f(n)

)2 ,

откуда( ∑
v∈V

deg(v, p)
)2

4e2(Gn, p)
= (1 + o(1))

( ∑
v∈V

deg(v)
)2

4e2(Gn)
. �

Для доказательства теоремы 7 нам понадобятся аналогичные леммы. Однако
прежде чем формулировать и доказывать эти леммы, сформулируем аналог след-
ствия 1, доказанный в работе [19].

Л емма 7. Пусть k � 2, k ∈ N, s �
⌈
r

2

⌉
, r, s ∈ N, ε ∈ (0, 1). Тогда существует

N := N(ε, k), такое что для любого n > N и любого множества вершин V ∈
∈ VG(n, r), такого что

|V | ∈
[
1

k

(
n

r

)
,
k − 1

k

(
n

r

)]
,

верно неравенство

e(V, V ) �

(
[r/2]

s

)(
n− 2r

r − s

)
|V ||V |(1− ε)

2
(
n

r

) .

Здесь V – дополнение V до вершин графа G(n, r, s).
Теперь мы готовы сформулировать необходимые леммы.

Л емма 8. Пусть r � 2s, p = p(n) = f(n)n− r−s−1
2 , где f(n) → ∞, k ∈ N. Тогда

почти наверное выполняется свойство

∃N : ∀n > N, ∀V ⊂ VG,
1

k

(
n

r

)
� |V | � k − 1

k

(
n

r

)
:

1.
∣∣e(V, V , p)− pe(V, V )

∣∣ < p log f(n)

f(n)
e(V, V );

2.

∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− pdn|V |
∣∣∣∣∣ < p log f(n)

f(n)
dn|V |.

Док а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем сначала достаточно большое n ∈ N. Восполь-
зуемся леммой 3 для ε =

p log f(n)

f(n)
, ai = 0, bi = 1, а также леммой 7:

P

(
|e(V, V , p)− pe(V, V )| � p log f(n)

f(n)
e(V, V )

)
� 2e−2ε2e(V,V ) �
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� 2 exp
(
−C0n

−r+s+1 log2 f(n)nr−snr
)
� 2 exp

(
−C0n

r+1 log2 f(n)
)
.

Теперь получим аналогичную оценку для утверждения 2. Заметим, что∑
v∈V

deg(v, p) ∼ Bin(e(V, V ), p) + 2Bin(e(V ), p),

где биномиальные слагаемые в правой части независимы. Тогда мы можем оценить
эту сумму с помощью неравенства Хёфдинга для суммы e(V, V )+e(V ) независимых
слагаемых, где первые e(V, V ) слагаемых распределены как Bern(p), а остальные –
как 2Bern(p), ai = 0, bi = 2. Тогда получаем, что

P

(∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ � εdn|V |
)

=

= P

(∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ � ε(e(V, V ) + e(V ))

)
�

� 2e−
1
2 ε

2(e(V,V )+e(V )) � 2e−
1
4 ε

2dn|V |.

Подставляя ε =
p log f(n)

f(n)
, получаем оценку

P

(∣∣∣∣∣∑
v∈V

deg(v, p)− p
∑
v∈V

deg(v)

∣∣∣∣∣ � εdn|V |
)

� 2 exp
(
−C1n

r log2 f(n)
)
.

Оценим вероятность того, что хотя бы для одного из V , удовлетворяющих усло-
вию леммы, нарушилось какое-либо из неравенств. Для этого обозначим индикатор
события, соответствующего нарушению хотя бы одного из неравенств для некото-
рого множества V , через 1V . Из предыдущих оценок очевидно, что

P(1V = 1) � 4e−C2n
r log2 f(n).

Имеем

P

(
∃V :

(
[cn]

r − 1

)
� |V | � α

(
n

r

)
, 1V = 1

)
�

∑
1
k (

n
r)�|V |� k−1

k (nr)

((n
r

)
|V |

)
4e−C2n

r log2 f(n) �
(
n

r

)( (
n
r

)
1
2

(
n
r

))4e−C2n
r log2 f(n).

Воспользуемся неравенством
(
2a

a

)
< 22a для дальнейшей оценки вероятности:(

n

r

)( (
n
r

)
1
2

(
n
r

))4e−C2n
r log2 f(n) < 2n2(

n
r)4e−C2n

r log2 f(n) �

� exp

(
n ln 2 +

(
n

r

)
ln 2 + 2 ln 2− C2n

r log2 f(n)

)
� e−C3n

r log2 f(n) � e−Cn.

Для завершения доказательства осталось применить предложение 1. �
Лемма 9. Пусть r � 2s, p = p(n) = f(n)n− r−s−1

2 , где f(n) → ∞, k ∈ N. Тогда
почти наверное выполняется свойство

∃N : ∀n > N, ∀V ⊂ VG,
1

k

(
n

r

)
� |V | � k − 1

k

(
n

r

)
:
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1.
e(V, V , p)

e(Gn, p)
= (1 + o(1))

e(V, V )

e(Gn)
;

2.

( ∑
v∈V

deg(v, p)
)2

4e2(Gn, p)
= (1 + o(1))

|V |2
|VG|2

.

Док а з а т е л ь с т в о дословно совпадает с доказательством леммы 6. �
Также нам понадобится определить построение из A множеств A′ и Abig, которое

использовалось в работе [19].
Конструкция 1. Пусть k � 2, k ∈ N. Определим алгоритм построения множеств

A′ и Abig по разбиению A = {A1, A2, . . . , Am}. Нам потребуется вспомогательное
множество Amerged, исходно оно пусто.

Проходим по всем i ∈ {1, 2, . . . ,m}:
• Если |Ai| >

1

k

(
n

r

)
, то добавляем Ai в A′;

• Если |Ai| � 1

k

(
n

r

)
:

– Если |Ai|+ |Amerged| <
1

k

(
n

r

)
, то Amerged := Amerged ∪ Ai;

– Если |Ai|+|Amerged| � 1

k

(
n

r

)
, то текущее Amerged добавляется в A′ и Amerged :=

:= Ai.
После итерирования по всем Ai ∈ A, смотрим на множество Amerged:

• Если |Amerged| >
1

k

(
n

r

)
, то Amerged добавляется в A′;

• Если |Amerged| � 1

k

(
n

r

)
, то Amerged игнорируется.

Множество Abig легко определить по A′:

Abig :=

{
A : A ∈ A′, |A| > 2

k

(
n

r

)}
.

Приведем часть доказательства теоремы 1 из работы [19] в виде леммы.

Л емма 10. Пусть r, s таковы, что r �
⌊
s

2

⌋
. Пусть также k � 2, k ∈ N,

и ε > 0. Возьмем разбиение A и построим по нему множества A′ и Abig с помо-
щью конструкции 1. Тогда

1

2

∑
A∈A′

e(VA, VA)

e(G)
+

∑
A∈Abig

(
|VA|(
n
r

) )2

�

(�r/2	
s

)
2
(
r

s

) (1− ε)

(
1− 1

k

)
− 1

k
.

Наконец, для доказательства теоремы 8 нам понадобится описать разбиение,
оценка модулярности которого и послужила основой доказательства теоремы 3.

Конструкция 2. Рассмотрим следующее разбиение графа G(n, r, s):

Ai := {v ∈ G(n, r, s) : i ∈ v, ∀j > i : j /∈ v}

для всех i из {r, r + 1, . . . , n}. Нетрудно видеть, что |Ai| =
(
i− 1

r − 1

)
, а

e(Ai) =
1

2

(
i− 1

r − 1

)(
r − 1

s− 1

)(
i− r

r − s

)
.
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Тогда желаемая конструкция имеет вид

A =

{
An, . . . , A[cn]+1,

[cn]⋃
i=r

Ai

}
, c =

(r − s

r

) 1
s

.

Помимо этого, в доказательстве теоремы 8 будет использована лемма 6.

3.3. Доказательство теорем 6 и 7.
Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. В доказательстве мы можем рассматривать

только достаточно большие n, поэтому без ограничения общности считаем, что

2

(
n

r − 1

)
> α

(
n

r

)
.

Рассмотрим функцию

α(x) = x
x − ε

1 − ε
< x2.

В силу непрерывности этой функции, существует такое β, что α(β) ∈ (0, 1), где
1− α2(β) < f(ε).

Отметим, что при данных α, β выполняется соотношение

r � − 1

ln (1− ε)
s2 + 2s− 1 = − 1

ln
(

1− β

1− α/β

)s2 + 2s− 1,

поэтому мы можем использовать лемму 6 с данными α и β.
В силу монотонности степенного штрафа по множеству мы знаем, что для по-

чти всех последовательностей Gp
n ∈ Gp(n, r, s) разбиения, содержащие множества

размера хотя бы α
(
n

r

)
− 2

(
n

r − 1

)
, обладают модулярностью

q∗(Gp
n) < 1−

α2
(
n

r

)2
(
n

r

)2 (1 + o(1)) = 1− α2(1 + o(1)),

не превосходящей требуемой оценки.
Таким образом, без ограничения общности можно считать, что оптимальное раз-

биение всех графов G ∈ Gp(n, r, s) содержит только множества с размером меньше
чем α

(
n

r

)
− 2

(
n

r − 1

)
.

Рассмотрим оптимальное разбиение A графа Gp
n ∈ Gp(n, r, s). Опишем процесс

преобразования A в новое разбиение A′:
• Пока есть хотя бы две части разбиения A размера меньше

(
n

r − 1

)
, склеиваем их;

• Если в какой-то момент у нас осталась только одна часть разбиения, имеющая
размер меньше

(
n

r − 1

)
, то приклеиваем ее к какой-то из оставшихся частей.

Отметим, что после выполнения алгоритма для каждого из полученных мно-
жеств будет выполняться условие(

n

r − 1

)
� |U | � α

(
n

r

)
.
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Оценим, на какую величину могла уменьшиться модулярность при таком процес-
се. Заметим, что реберный вклад нестрого возрастал, поэтому достаточно оценить
изменение размера степенного штрафа.

Сначала разберем случай, когда процесс закончился после склеивания двух ма-
леньких частей. Рассмотрим все множества Anew := {A ∈ A′ : A /∈ A}, которые
появились в ходе нашего процесса. Очевидно, размер любого множества из Anew

не больше чем 2
(

n

r − 1

)
, что дает возможность применить для них лемму 6. Тогда

степенной штраф асимптотически почти наверное увеличился не более чем на

∑
A∈Anew

( ∑
v∈A

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
= (1 + o(1))

∑
A∈Anew

|A|2
|VG|2

� (1 + o(1))
2
(

n

r − 1

)
(
n

r

) = O(n−1).

Теперь посмотрим на изменение степенного штрафа, когда процесс закончился
доклеиванием одного маленького множества (обозначим его через B) к какому-то
из оставшихся множеств C. В данном случае для всех A ∈ Anew \{B∪C} выполнено
|A| � 2

(
n

r − 1

)
, а значит, и нужная оценка. Осталось провести оценку для B ∪ C:

( ∑
v∈B∪C

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
−

( ∑
v∈B

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
−

( ∑
v∈C

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
�

�

( ∑
v∈B∪C

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
−

( ∑
v∈C

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
= (1 + o(1))

(
(|B|+ |C|)2

|VG|2
− |C|2

|VG|2

)
=

= (1 + o(1))
|B|(|B| + 2|C|)

|VG|2
� 2(1 + o(1))

|B|
|VG|

= O(n−1).

Итак, удалось доказать, что для почти всех последовательностейGp
n ∈ Gp(n, r, s)

существуют разбиения A′
n графов Gp

n, удовлетворяющее условию

q∗(Gp
n)− q(A′

n) = O(n−1), ∀U ∈ A′
n :

(
n

r − 1

)
� |U | � α

(
n

r

)
.

Для таких разбиений в силу леммы 6 имеем

q(A′
n) = 1− 1

2

∑
A∈A′

n

e(A,A, p)

e(G, p)
−

∑
A∈A′

n

( ∑
v∈A

deg(v)
)2

4e2(G, p)
=

= (1 + o(1))

(
1− 1

2

∑
A∈A′

n

e(A,A)

e(G)
−

∑
A∈A′

n

|A|2
|VG|2

)
=

= (1 + o(1))

( ∑
A∈A′

n

e(A)

e(G)
−

∑
A∈A′

n

|A|2
|VG|2

)
,

после чего доказательство дословно повторяет рассуждения теоремы 5. �
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Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 7. Пойдем по пути доказательства теоремы 1
с небольшими изменениями:

q(A) =
∑
A∈A

e(A, p)

e(G, p)
−
∑
A∈A

( ∑
v∈VA

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
=

= 1− 1

2

∑
A∈A

e(VA, VA, p)

e(G, p)
−
∑
A∈A

( ∑
v∈VA

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
.

Строим по разбиению A множества A′ и Abig по алгоритму из конструкции 1. Для
них выполнены следующие условия:

∀A ∈ A′ : |A| > 1

k

(
n

r

)
, ∀A ∈ Abig : |A| � 2

k

(
n

r

)
.

Для случайного графа по-прежнему верно, что

q(A) � 1− 1

2

∑
A∈A′

e(VA, VA, p)

e(G, p)
−

∑
A∈Abig

( ∑
v∈VA

deg(v, p)
)2

4e2(G, p)
.

Воспользуемся леммой 6 и получим

q(A) � 1− 1

2
(1 + o(1))

∑
A∈A′

e(VA, VA)

e(G)
− (1 + o(1))

∑
A∈Abig

( ∑
v∈VA

deg(v)
)2

4e2(G)
=

= 1− (1 + o(1))

(
1

2

∑
A∈A′

e(VA, VA)

e(G)
+

∑
A∈Abig

(
|VA|(
n

r

))2)
.

Дальше по лемме 10 воспользуемся оценкой на суммы в скобках:

q(A) � 1− (1 + o(1))

(( �r/2	
s

)
2
(
r

s

) (1 − ε)
(
1− 1

k

)
− 1

k

)
.

Устремляя n и k к бесконечности и пользуясь тем, что ε > 0, получаем

q(A) � 1−

(�r/2	
s

)
2
(
r

s

) . �

3.4. Доказательство теоремы 8. Рассмотрим разбиение A из конструкции 2. Не-
трудно видеть, что при [cn] � r каждый элемент этого разбиения имеет размер не

меньше чем
(

[cn]

r − 1

)
и не больше чем

(
[cn]

r

)
� cr

(
n

r

)
. Выберем ε ∈ (0, 1) таким, что

ln(1 − ε) < −s2, тогда

−1

ln(1 − ε)
<

1

s2
.
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Теперь обратим внимание на функцию α(x) = x
x− ε

1− ε
. Как было доказано ранее,

α(x) < x2, x ∈ (0, 1). Заметим, что α(x) непрерывна на R, а α(1) = 1, поэтому
существует β ∈ (0, 1), для которого α(β) = cr.

Убедимся, что r, s удовлетворяют условиям теоремы 4 с выбранными α и β. Дей-
ствительно, так как ln

(
1− β

1− α/β

)
= ln(1 − ε), имеем

r � 2s = 2s+
s2

s2
− 1 > − s2

ln(1− ε)
+ 2s− 1 = − s2

ln
(

1− β

1− α/β

) + 2s− 1.

Применяя лемму 6, получаем, что модулярность разбиения A как разбиения
Gp(n, r, s) почти наверное равна (1 + o(1))q(A), где q(A) – модулярность разбие-
ния A как разбиения G(n, r, s). Наконец, применяя теорему 3, получаем требуемое
утверждение. �

Авторы выражают благодарность проф. А.М. Райгородскому за постановку за-
дачи и обсуждение полученных результатов.
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Theorem // J. Combin. Theory Ser. A. 2016. V. 137. P. 64–78. https://doi.org/10.1016/
j.jcta.2015.08.002

15. Мак-Вильямс Ф.Дж., Слоэн Н.Дж.А. Теория кодов, исправляющих ошибки. М.:
Связь, 1979.

16. Frankl P., Wilson R.M. Intersection Theorems with Geometric Consequences // Combina-
torica. 1981. V. 1. № 4. P. 357–368. https://doi.org/10.1007/BF02579457

17. Kahn J., Kalai G. A Counterexample to Borsuk’s Conjecture // Bull. Amer. Math. Soc.
(N.S.). 1993. V. 29. № 1. P. 60–62. https://doi.org/10.1090/S0273-0979-1993-00398-7

18. Райгородский А.М. Вокруг гипотезы Борсука // Геометрия и механика. Современная
математика. Фундаментальные направления. Т. 23. М: РУДН, 2007. С. 147–164. http:
//mi.mathnet.ru/cmfd96

19. Ipatov M.M., Koshelev M.M., Raigorodskii A.M. Modularity of Some Distance Graphs //
European J. Combin. (submitted).

20. Ipatov M.M. Exact Modularity of Line Graphs of Complete Graphs // Moscow J. Comb.
Number Theory. 2021. V. 10. № 1. P. 61–75. https://doi.org/10.2140/moscow.2021.10.61

21. Koshelev M.M. New Lower Bound on the Modularity of Johnson Graphs // Moscow J.
Comb. Number Theory. 2021. V. 10. № 1. P. 77–82. https://doi.org/10.2140/moscow.
2021.10.77

22. Hoeffding W. Probability Inequalities for Sums of Bounded Random Variables // J. Amer.
Statist. Assoc. 1963. V. 58. № 301. P. 13–30. https://doi.org/10.2307/2282952

Деревянко Никита Михайлович
Московский физико-технический институт
(национальный исследовательский университет)
nikitaderevyanko@gmail.com
Кошелев Михаил Михайлович
Московский государственный университет
им. М.В. Ломоносова
mkoshelev99@gmail.com

Поступила в редакцию
22.06.2021

После доработки
27.11.2021

Принята к публикации
27.11.2021

109



АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ, т. 57, 2021 г.

Бенерджи К.Г., Гупта М.К. Компромиссное соотношение между стоимостью
хранения и восстановления для гетерогенных распределенных систем хране-
ния данных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 40

Бердников А.В., Райгородский А.М. Оценки чисел Борсука по дистанционным
графам специального вида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 44

Бурнашев М.В. О минимаксном обнаружении гауссовских стохастических по-
следовательностей и гауссовских стационарных сигналов . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 55

Вельтер Л. см. Марингер Г. и др.
Вора А.С., Кулкарни А.А. Теоремы о минимаксе для совместного кодирования

источника и канала с потерями при конечной длине блока в произвольно
меняющемся канале . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 3

Воробьев И.В. см. Марингер Г. и др.
Вялый М.Н. Подсчет числа совершенных паросочетаний и обобщенные разре-

шающие деревья . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 51

Габидулин Э.М. , Пилипчук Н.И., Трушина О.В. Границы мощности подпро-
странственных кодов с немаксимальным кодовым расстоянием . . . . . . . . . . . . 3 48

Гошкодер Д.Ю. см. Дьячков А.Г.
Гупта М.К. см. Бенерджи К.Г.

Деревянко Н.М., Кошелев М.М. Новые оценки модулярности графов G(n, r, s)
и Gp(n, r, s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 87

Дворкин Г.Д. Геометрическая интерпретация энтропии: новые результаты . . . . 3 90
Докучаев Н.Г. К однозначности восстановления данных при ограничениях на

множество спектральных значений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 74
Дубинин Н.А. Новые оценки турановского типа для графов Джонсона . . . . . . . 4 79

Дьячков А.Г. , Гошкодер Д.Ю. Новые нижние границы для доли исправляе-
мых ошибок при списочном декодировании в комбинаторных двоичных ка-
налах связи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 3

Егорова Е.Е., Кабатянский Г.А. Разделимые коды для защиты мультимедиа от
нелегального копирования коалициями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 90

Ершов Е.И. см. Карпенко С.М.

Зиновьев В.А., Зиновьев Д.В. Об обобщенной каскадной конструкции кода
Нордстрома –Робинсона и двоичного кода Голея . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 34

Зиновьев В.А., Зиновьев Д.В. Об обобщенной каскадной конструкции кодов в
модульной метрике и метрике Ли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 81

Зиновьев Д.В. см. Зиновьев В.А.

Кабатянский Г.А. см. Егорова Е.Е.
Карацуба Е.А. О методе вычисления дзета-констант, основанном на одном тео-

ретико-числовом подходе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 73
Карпенко С.М., Ершов Е.И. Исследование свойств диадического паттерна быст-

рого преобразования Хафа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 102

110



Константопулос Т., Логачёв А.В., Могульский А.А., Фосс С.Г. Предельные тео-
ремы для максимального веса пути в направленном графе на целочисленной
прямой со случайными весами ребер . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 71

Кошелев М.М. см. Деревянко Н.М.
Кулкарни А.А. см. Вора А.С.

Лебедев В.С., Полянский Н.А. Кодирование в Z-канале при большом числе
ошибок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 36

Логачёв А.В. см. Константопулос Т. и др.

Марингер Г., Полянский Н.А., Воробьев И.В., Вельтер Л. Коды с обратной
связью, исправляющие вставки и выпадения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 17

Могульский А.А. см. Константопулос Т. и др.

Патанкер Н., Сингх С.К. Аффинные эвалюационные коды по гиперэллиптиче-
ской кривой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 96

Пилипчук Н.И. см. Габидулин Э.М. и др.
Полянский Н.А. см. Лебедев В.С.
Полянский Н.А. см. Марингер Г. и др.
Полянский Н.А. О списочном декодировании некоторых Fq-линейных кодов . . 4 45
Прелов В.В. О максимуме f -дивергенции вероятностных распределений при за-

данной величине их склеивания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 24
Прелов В.В. f -дивергенция и склеивание вероятностных распределений . . . . . . 1 64

Райгородский А.М. см. Бердников А.В.
Романов А.М. О совершенных кодах и кодах Рида–Маллера над конечными

полями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 3

Сингх С.К. см. Патанкер Н.
Соловьева Ф.И. О пересечении кодов типа Рида–Маллера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 63

Трушина О.В. см. Габидулин Э.М. и др.

Фосс С.Г. см. Константопулос Т. и др.

Шарма В. см. Шеной К.Г.
Шеной К.Г., Шарма В. Анализ каналов со сбором энергии при конечной длине

блока . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 3

111



Р е д к о л л е г и я :

Главный редактор Л.А. БАССАЛЫГО

Члены редколлегии: А.М. БАРГ, В.А. ЗИНОВЬЕВ, В.В. ЗЯБЛОВ,
И.А. ИБРАГИМОВ, Н.А. КУЗНЕЦОВ (зам. главного редактора),
В.А. МАЛЫШЕВ, Д.Ю. НОГИН (ответственный секретарь),
В.М. ТИХОМИРОВ, Ю.Н. ТЮРИН, Б.С. ЦЫБАКОВ

Зав. редакцией С.В. ЗОЛОТАЙКИНА

Адрес редакции: 127051, Москва, Б.Каретный пер., 19, стр. 1, тел. (495) 650-47-39

Оригинал-макет подготовил Д.Ю. Ногин
по контракту с ООО «ИКЦ«АКАДЕМКНИГА»

Москва
OOO «Объединённая редакция»



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [464.882 666.142]
>> setpagedevice


