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Изучаются существование, устойчивость и ветвление стационарных движений рав-
ногранного тетраэдра вокруг неподвижной точки в центральном ньютоновском по-
ле сил. Исследуется связь этих свойств стационарных движений со свойствами ста-
ционарных движений правильного тетраэдра, естественным геометрическим обоб-
щением которого является равногранный тетраэдр.

Ключевые слова: твердое тело с неподвижной точкой, тело в центральном гравитаци-
онном поле, теория Рауса, устойчивость и ветвление стационарных движений, рав-
ногранный тетраэдр

DOI: 10.31857/S0032823522020096

1. Введение. В [1–3] были обнаружены достаточно неожиданные динамические
свойства твердого тела в форме правильного тетраэдра и других платоновых тел, со-
вершающих движение в центральном ньютоновском поле притяжения.

Исследование “чувствительности” динамических свойств платоновых тел восходит
к публикации [4], в которой предложен оригинальный подход, опирающийся на эф-
фективное использование симметрий в распределении масс при изучении стацио-
нарных движений в задачах динамики твердого тела (см. также [5–10]). Другое на-
правление исследований динамики тетраэдральных тел, обусловленное потребно-
стями механики космического полета, связано с предположением о наличии в них
роторов [11–13].

2. Постановка задачи и основные обозначения. Рассмотрим движение твердого тела 
вокруг неподвижной точки  в поле сил ньютоновского притяжения с центром в точ-

ке . Пусть  – единичный вектор, направленный от  к ,

 – тензор инерции тела относительно точки ,  –
вектор угловой скорости тела. Здесь и далее все векторы и тензорные величины зада-
ются в подвижной системе отсчета , оси которой направлены вдоль главных
осей инерции тела, задаваемых собственными векторами тензора инерции .

Если  – потенциал силового поля, то описывающие движение уравне-
ния Эйлера–Пуассона можно записать в виде

(2.1)

7

O

N = γ γ γ1 2 3( , , )T
g N O
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Помимо интеграла энергии  и интеграла площадей

 = , уравнения (2.1) допускают геометрический интеграл

(2.2)

задающий в пространстве  т.н. сферу Пуассона .
Как известно (см., например, [14]), система (2.1) может обладать перманентными

вращениями вокруг оси  с постоянной по величине угловой скоростью ω. Положе-
ние оси перманентного вращения в теле согласно (2.1) задаются уравнениями

(2.3)

Замечание. Согласно теории Рауса ([15, 16], см. также [17]) эти вращения могут быть
найдены как критические точки приведенного (amended) потенциала

(2.4)

рассмотренного как функция на сфере (2.2). Здесь  – момент инерции те-
ла относительно оси вращения. При этом постоянная интеграла площадей  и вели-
чина угловой скорости оказываются связанными соотношением .

Хорошо известно, что при описании движения твердого тела в центральном поле
ньютоновского притяжения, как правило, достаточно воспользоваться разложением
до слагаемых первого или второго порядка малости по параметру, характеризующему
отношение размеров тела к его расстоянию до притягивающего центра. Однако, в слу-
чае, когда тензор инерции тела близок к шаровому, такие приближения, вообще говоря,
оказываются недостаточными. В дальнейшем в качестве примера рассмотрим движе-
ние твердого тела  в виде равногранного тетраэдра с равными массами в вершинах.

3. Равногранный тетраэдр. Согласно [18], тетраэдр называется равногранным, если
все грани – равные между собой треугольники. Как известно, у равногранного тетра-
эдра бимедианы попарно перпендикулярны и являются общими серединными пер-
пендикулярами соответствующих скрещивающихся ребер. Пусть  – тело в форме
равногранного тетраэдра с равными массами  в вершинах. Будем считать, что оно
совершает вращение вокруг неподвижной точки , совпадающей с точкой пересече-
ния бимедиан. Зададим жестко связанную с тетраэдром правую систему отсчета

 с началом в точке  и осями, направленными вдоль бимедиан. Если длины
бимедиан равны , ,  соответственно, то вершины , ,  и  тетраэдра  в
этой системе отсчета задаются радиус-векторами

причем длины этих векторов равны

и имеет место связь

(3.1)
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Оси  являются главными центральными осями инерции тела , в них главные
центральные моменты  записываются как

(3.2)

4. Приближенное представление потенциала поля притяжения. Пусть  – притягива-
ющий центр, в котором сосредоточена масса , . Пусть единицы размерно-
сти выбраны так, что гравитационная постоянная, масса , а также величина  =

=  равны единице (ср. [19]). Тогда потенциал притяжения имеет вид

(4.1)

где  – циклическая перестановка индексов. Его разложение с точностью до
членов четвертого порядка по параметру  принимает вид

(4.2)

Постоянная  несущественная, она не играет роли в дальнейшем рассмотрении.
Замечание. Параметр разложения , предложенный ранее [19], удобно применять и

в настоящем исследовании, поскольку он позволяет одновременно описывать случаи,
когда тетраэдр располагается очень далеко от притягивающего центра , и когда, на-
оборот, центр масс тетраэдра очень близок к притягивающему центру .

5. Существование равновесий. Прежде всего, рассмотрим вопрос о существовании и
устойчивости равновесий . Если ограничиться приближением потенциала (3.2)

с точностью до членов третьего порядка с потенциалом U ' =  –

– , то уравнения равновесий после преобразований примут вид

(5.1)

где

(5.2)

и имеют место ограничения вида

(5.3)

Соотношение (3.1) в параметрах , , записывается как

(5.4)

Уравнения (5.1) вместе с уравнением (2.2), выражающим единичность вектора ,
станут основным предметом дальнейшего рассмотрения.

1 2 3Ox x x 7

7
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Эти уравнения всегда обладают решениями

(5.5)

Этим шести решениям отвечают перманентные вращения, на которых тетраэдр
“смотрит” на притягивающий центр серединой одного из своих ребер.

Пусть все  различны (случай, когда две из трех величин  равны, рассмотрен ра-
нее [20]). Если на искомом решении , тогда в силу первого уравнения (5.1) либо

, либо , т.е. имеют место, либо решения , либо решения .
Далее, в предположении, что все , систему (5.1) можно представить в виде

или в виде

(5.6)

На соотношения (5.6) можно смотреть как на уравнения относительно . В этом слу-
чае говорят об обратной задаче. С другой стороны, на эти же соотношения можно
смотреть как на уравнения относительно . В этом случае говорят о прямой задаче.

5.1. Решение обратной задачи. Если рассмотреть соотношения (5.6) как уравнения
относительно bk, то их решение запишется как

(5.7)

или в векторном виде, причем значение вещественного параметра  должно быть та-
ким, чтобы правые части всех трех соотношений (5.7) одновременно были неотрица-
тельны. Иными словами, параметр  должен отвечать той части прямой

которая расположена в первом октанте пространства  или на его границах.
Это соотношение определяет однопараметрическое семейство рассматриваемых тел,
для которых существует данное, наперед заданное равновесие.

5.2. Решение прямой задачи. Если рассмотреть соотношения (4.6) как уравнения от-
носительно , то их удобно представить как

(5.8)

Прежде всего заметим, что если, например, , то правая часть первого из уравне-
ний (5.8) обращается в нуль, и должны обратиться в нуль левые части всех трех урав-
нений. В рамках сделанного предположения первое уравнение выполнено тожде-
ственно, а оставшиеся два уравнения примут вид

(5.9)

Но тогда, принимая во внимание предположение о том, что все  различны, из соот-
ношения (5.9) также имеем , и в силу геометрического интеграла (2.2) име-
ет место единственное решение вида .
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1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

: 1, 0, 0
: 0, 1, 0
: 0, 0, 1

(

(

(

kb kb
γ =1 0

γ =2 0 γ =3 0 3( 2(

γ ≠ 0k

( ) ( )γ− = γ − γ
γ γ

2 21
3 2 2 3

2 3
1,2,3b b

( ) ( )− −− = γ γ γ γ − γ2 2
3 2 1 2 3 3 2 1,2,3b b

kb

γk

−= γ γ γ γ + ν ν ∈2
1 2 3 '; 'k kb R

ν '

ν '
−

−

−

 γ γ γ γ       = γ γ γ γ + ν            γ γ γ γ 

2
1 1 2 31

2
2 2 1 2 3

2
3 3 1 2 3

1
' 1 ,

1

b
b
b

( )1 2 3, ,b b b

γk

( ) ( )γ γ γ = γ + ν ν ∈2
1 2 3 1 1 1,2,3 ;b R

ν = − 1b

( ) ( )= γ − = γ −2 2
2 2 1 3 3 10 b b b b

kb
γ = γ =2 3 0

1(



157О СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЯХ РАВНОГРАННОГО ТЕТРАЭДРА

В дальнейшем будем считать, что . Перемножая левые и правые ча-
сти равенств (5.8), имеем

откуда находим

Подстановка найденного произведения в (5.8) позволяет представить ответ задачи в
виде:

(5.10)

причем, знаки ,  при извлечении квадратных корней должны удовлетво-
рять области определения системы (5.8), то есть знаки выражений , ,

 и  должны быть одинаковыми.
В силу (2.2) с учетом сделанных предположений относительно параметра  он дол-

жен удовлетворять уравнению

(5.11)

эквивалентному квадратному относительно  уравнению

представимому в виде

(5.12)

Дискриминант  многочлена в (5.12) всегда строго положителен:

Таким образом, уравнение (5.11) имеет два вещественных корня

Подставляя эти значения в (5.10), в итоге имеем

(5.13)

Эти равновесия в дальнейшем обозначаются .
Замечание. Общее решение прямой задачи о перманентных вращениях также имеет

вид (5.13) с той лишь разницей, что в нем

(5.14)

В этом случае наличие дополнительного параметра делает параметрическое иссле-
дование решений (5.13) гораздо более сложным. Такое исследование, равно как и ис-
следование устойчивости перманентных вращений, в работе не осуществляется.
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Для определения множества значений параметров, при которых решения (5.13) су-
ществуют, выполним переход к новым параметрам

(5.15)

Замечание. Переход от параметров , , к параметрам , , инспири-
рован следующими обстоятельствами. Поверхность, задаваемая соотношением (4.4) в

пространстве  с ограничением (5.3), обладает осью симметрии с направля-

ющим вектором . В параметрах ,  ось симметрии рассматриваемой по-

верхности будет иметь направляющий вектор , а ограничение (5.3) примет про-
стейший вид . Кроме того, множества значений параметров, при которых реше-
ния (5.13) существуют, будет описываться лишь в терминах  и , что позволяет

иллюстрировать эти множества на плоскости .

Во введенных параметрах , и соотношение (5.13) принимает вид

(5.16)

Для решения  правые части соотношений (5.16) неотрицательны, если выполнены
неравенства

(5.17)

Параметр  не входит в эти условия, в то время как на плоскости параметров

 условия (5.17) выполняются в области , изображенной слева на рис. 1.

Граница области  представима в виде  = . В этой области

произведение  положительно и тройке  отвечают четыре решения

, , , .
Аналогично для решения  правые части соотношений (5.16) неотрицательны,

если параметры ,  удовлетворяют неравенствам

(5.18)

На том же рис. 1 область  изображена справа. Граница области  представима в

виде  = . В этой области  и тройке  отвечают

четыре решения , , , .
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Замечание. Отметим, что границы области (5.17) переходят друг в друга при поворо-
те на 120° около точки (0, 0). Это же верно и для границ области (5.18). Сами же обла-
сти (5.17) и (5.18) переходят друг в друга при отражении координат относительно
оси .

6. Устойчивость равновесий. Для исследования достаточных условий устойчивости
равновесий, следуя методу Рауса ([15, 16], см. также [17]), выпишем функцию

(6.1)

и исследуем знакоопределенность ограничения ее второй вариации

(6.2)

на линейное многообразие

(6.3)
Неопределенный множитель Лагранжа  в общем случае имеет вид

Вторые производные

имеют вид
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6.1. Тривиальные решения. Рассмотрим вопрос об устойчивости равновесий  из (5.5).

На равновесии  неопределенный множитель , а линейное мно-

гообразие (6.3) имеет вид . Ограничение квадратичной формы на это линейное
многообразие записывается как

(6.4)

Если  и , то квадратичная форма (5.4) положительно опреде-

лена, степень неустойчивости  и равновесие  устойчиво. Если  – 2 < 0,
то квадратичная форма (6.4) знакопеременна, , и равновесие неустойчиво. Если

 и  – 2 > 0, то квадратичная форма (6.4) отрицательно определена, сте-
пень неустойчивости  и равновесие  неустойчиво.

На равновесии  неопределенный множитель   + , а линей-

ное многообразие (6.3) имеет вид . Ограничение квадратичной формы на это
линейное многообразие записывается как

(6.5)

Если  и , то квадратичная форма (6.5) положительно
определена, степень неустойчивости  и равновесие  устойчиво. Если

 < 1, то квадратичная форма (5.5) знакопеременна, , и равновесие не-

устойчиво. Если  и , то квадратичная форма (6.5) отри-
цательно определена, степень неустойчивости  и равновесие  неустойчиво.

На равновесии  неопределенный множитель , а линейное

многообразие (6.3) имеет вид . Ограничение квадратичной формы на это ли-
нейное многообразие записывается как

(6.6)

Если  и , то квадратичная форма (6.6) положительно
определена, степень неустойчивости  и равновесие  устойчиво. Если

 < 1, то квадратичная форма (6.6) знакопеременна, χ = 1, и равновесие не-

устойчиво. Если  и , то квадратичная форма (6.6) отрица-
тельно определена, степень неустойчивости χ = 2 и равновесие  неустойчиво.

Замечание. Имеет место следующая связь между устойчивостью решений и поряд-
ком в неравенстве на моменты инерции тела. Если решение устойчиво, то момент
инерции, соответствующий оси  является наименьшим – или в терминах бимеди-
ан – бимедиана  — наибольшая. Если решение неустойчиво со степенью неустойчи-
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вости , то соответствующий момент инерции наибольший, и соответствующая

бимедиана наименьшая. Обратное неверно, см. рис. 2, где плоскость  с обла-
стями различных свойств устойчивости решения  приведена слева; для решения 
аналогичная плоскость приведена по центру; для решения  – справа. Белым цветом
изображены области, соответствующие устойчивому решению, светло-серым – не-
устойчивому решению со степенью неустойчивости  и серым – неустойчивому
решению со степенью неустойчивости . Пунктирные линии разделяют области с
различным порядком моментов инерции , k = 1, 2, 3.

Замечание. Отметим, что решения  и  существуют одновременно лишь для
тех значений параметров, при которых все три решения , , неустойчивы со
степенью неустойчивости .

6.2. Общий случай. В общем случае изучения достаточных условий устойчивости во
избежание громоздкости воспользуемся восходящим к Вейерштрассу подходом, опи-
рающимся на рассмотрение окаймленной матрицы (ср. [21–26])

Коэффициенты Пуанкаре  и , определяющие знакоопределенность ограничения
второй вариации (6.2) функции Рауса (6.1) на линейное многообразие (6.3), находятся
из уравнения

(6.7)
где

Выражения для  и  весьма громоздки и здесь не приводятся.
Оба корня многочлена (6.7) вещественны. При этом, если , , то эти

корни положительны, степень неустойчивости равна нулю, и равновесие устойчиво
по Ляпунову. Если , то эти корни имеют разные знаки, степень неустойчивости
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равна единице, и равновесие неустойчиво. Наконец, если , , то эти корни
отрицательны, степень неустойчивости равна двум, и равновесие неустойчиво.

Для решения  коэффициенты многочлена  имеют вид

Покажем, что неравенство  выполнено в области . Выражение в скобках,
определяющее знак , положительно тогда и только тогда, когда выполнена совокуп-
ность трех систем:

На плоскости  системы 1, 2, 3 выделяют области, изображенные на рис. 3
слева. Решениям первой системы отвечают светло-серые области, второй системы –
серые и третьей системы – темно-серые области. Таким образом, совокупность си-
стем выполнена для любых  из внутренних точек области . На границе обла-
сти коэффициент  обращается в нуль.

Для определения знака коэффициента  заметим, что

Из этого представления понятно, что  для любых  из области .
Итак, внутри области  оба коэффициента  и  положительны, следовательно

решение  при этих значениях параметров  неустойчиво со степенью не-
устойчивости . Для граничных точек области  требуется дополнительное ис-
следование устойчивости.

Для решения  коэффициенты многочлена  имеют вид
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Покажем, что неравенство  выполнено в области . Выражение в скобках,
определяющее знак , положительно, тогда и только тогда когда выполнена совокуп-
ность трех систем:

На плоскости  системы 1, 2, 3 выделяют области, проиллюстрированные
на рис. 3 справа. Решениям первой системы отвечают светло-серые области, второй
системы – серые и третьей системы – темно-серые области. Таким образом, совокуп-
ность систем выполнена для любых  из внутренних точек области . На гра-
нице области коэффициент  обращается в нуль.

Для определения знака коэффициента  заметим, что

Из этого представления понятно, что  для любых  из области .

>0 0p +1

0p

( ) ( )δ δ − δ + δ + δ − δ + δ + < ⇔2 2 2 2 2 2
2 2 3 2 3 2 33 1 2 0

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )



 δ δ − δ ≤ 
 δ + δ − <

 δ δ − δ >
  δ + δ − <

 
 − δ − δ δ + δ + > δ δ − δ

 δ δ − δ ≤
 

 δ + δ − ≥
 

δ δ − δ > δ + δ − δ + δ +  

2 2
2 2 3

2 2
2 3

2 2
2 2 3

2 2
2 3

2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 2

2 2
2 2 3

2 2
2 3

2 2 2 2 2 2
2 2 3 2 3 2 3

3 0
1.

1 0

3 0

2. 1 0

1 2 3

3 0

3. 1 0

3 1 2

( )δ δ2
2 3,R

( )δ δ2 3, +1

0p

1p

( )
( ) ( )δ δ + δ + δ +

δ δ = −
δ + δ +

2 2
0 2 3 2 3

1 2 3 2 2
2 3

, 2 26,
4 2

p
p

( )δ δ <1 2 3, 0p ( )δ δ2 3, +1

Рис. 3.

�2

1

0

�1

1�1

�3

�2

1

0

�1

1�1

�3



164 НИКОНОВА

Итак, внутри области  коэффициент  положительный, а  – отрицательный,
следовательно решение  устойчиво при этих значениях параметров , сте-
пень неустойчивости . Для граничных точек области  требуется дополнитель-
ное исследование устойчивости.

Замечание. Общие методы, касающиеся распределения свойств устойчивости вдоль
ветвей стационарного движения, а также устойчивости стационарных движений, от-
вечающих точкам бифуркации, разработаны в [27, 28].

Замечание. Задача о существовании равновесий и перманентных вращений решает-
ся единообразно. Этого нельзя сказать о задаче устойчивости, которая сводится к ана-
лизу второй вариации приведенного потенциала (2.4), рассмотренного как функция
на сфере (2.2). Исключение составляют перманентные вращения , , вокруг
бимедиан из (6.5). В этом случае согласно теории, развитой в [29], рассуждение из
разд. 6.1 остаются справедливыми и для перманентных вращений. При этом коэффи-
циенты  в условиях устойчивости определяются соотношениями (5.14).

7. О чувствительности равновесий к степени приближения гравитационного потенциала.
К отысканию равновесий можно подходить, опираясь на введение новых переменных
(ср. [30, 31]). Так если в качестве таких переменных использовать величины

(7.1)

“обязанные” своим происхождением геометрическому интегралу и первым двум не-
тривиальным слагаемым в разложении потенциала, то сам потенциал примет вид

(7.2)

Пусть

Тогда уравнения равновесий примут вид

(7.3)

Эти уравнения несовместны при достаточно малых значениях , так как при вы-
полнении этого условия уравнение (7.3) решения не имеет. Таким образом, равнове-
сия имеют место лишь там, где замена    вырождена, т.е. в тех
точках, для которых якобиан

равен нулю, т.е. выполнено условие.

(7.4)

Нетрудно убедиться, что все найденные выше решения удовлетворяют равенству (7.4),

определяющему поверхность в пространстве .
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Замечание. При доказательстве данного утверждения явный вид зависимости u4 =
=  не понадобился.

Выводы. Для твердого тела в форме равногранного тетраэдра, подвешенного в цен-
тре масс, выполнен параметрический анализ существования и устойчивости равнове-
сий в центральном ньютоновском поле сил. Таким образом, прояснены вопросы, ка-
сающиеся установленных ранее [1, 2] свойств равновесий правильного тетраэдра, для
которого равногранный тетраэдр является естественным обобщением, наследующим
некоторые из дискретных симметрий. В дальнейшем естественно ставить вопрос о
свойствах относительных равновесий равногранных тетраэдров на круговой орбите и
о свойствах точек либрации равномерно вращающихся равногранных тетраэдров.

Выполнение аналогичного анализа равновесий для тетраэдров общего вида, веро-
ятно, потребует разработки иных подходов, не опирающихся на использованные в ра-
боте свойства симметрии равногранных тетраэдров.
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On Stationary Motions of an Isosceles Tetrahedron with a Fixed Point
in the Central Field of Forces

E. A. Nikonovaa,#
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The existence, stability, and branching of steady motions of an isosceles tetrahedron (di-
sphenoid) with a fixed point in the Central Newtonian field of forces are studied. The rela-
tion of stationary motions properties with the properties of stationary motions of a regular
tetrahedron, the natural geometric generalization of which is an isosceles tetrahedron, is
considered.

Keywords: rigid body with a fixed point body in a Central gravitational field, Routh theory,
stability and branching of steady motions, isosceles tetrahedron
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Исследуется движение тяжелого твердого тела, одна из точек которого (точка подве-
са) совершает высокочастотные горизонтальные вибрации, а геометрия масс тела
для этой точки отвечает случаю С.В. Ковалевской. Задача рассматривается в рамках
приближенной автономной системы дифференциальных уравнений, записанных в
гамильтоновой форме. Изучаются частные движения тела – маятниковые колеба-
ния и вращения вокруг горизонтально расположенной главной оси инерции, являю-
щейся либо осью динамической симметрии, либо осью из экваториальной плоско-
сти инерции. При этом радиус-вектор центра масс тела относительно точки подвеса
совершает маятниковые движения в вертикальной плоскости, содержащей ось виб-
рации (продольные движения) или перпендикулярной этой оси (поперечные движе-
ния). В данной работе завершен начатый ранее линейный анализ орбитальной
устойчивости описанных маятниковых движений, проводимый с учетом простран-
ственных возмущений. Эта задача сведена к эквивалентной задаче об устойчивости
тривиального равновесия редуцированной неавтономной системы с двумя степеня-
ми свободы. В областях устойчивости в линейном приближении проведен подроб-
ный нелинейный анализ орбитальной устойчивости. Проверены критерии устойчи-
вости для большинства (в смысле меры Лебега) начальных условий, критерии фор-
мальной устойчивости, а также рассмотрены случаи резонансов четвертого порядка.

Ключевые слова: волчок Ковалевской, высокочастотные вибрации, маятниковые дви-
жения, орбитальная устойчивость

DOI: 10.31857/S0032823522020035

1. Введение. Маятниковые движения тяжелого твердого тела с неподвижной точкой
впервые описаны Б.К. Млодзеевским в 1894 г. [1], где было показано, что такие дви-
жения может совершать тело с центром масс в главной плоскости инерции; осью вра-
щения является главная ось инерции, перпендикулярная этой плоскости. Позднее
рассматривались вопросы об устойчивости малых маятниковых колебаний [2], а также
плоских и близких к ним вращений тела с центром масс на главной оси инерции [3].
Маятниковые движения изучены для тел с геометрией масс, отвечающей случаю Ко-
валевской [4, 5], Горячева–Чаплыгина [6], Бобылева–Стеклова [7], а также динамиче-
ски симметричного тела [8].

Теоретический и прикладной интерес представляет изучение влияния высокоча-
стотных вибраций на движение твердого тела или системы твердых тел. Первые рабо-
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ты в данной области опубликованы А. Стефенсоном [9], показавшим возможность
стабилизации верхнего положения математического маятника за счет вертикальных
вибраций точки подвеса. Подробная библиография по динамике маятниковых систем
при наличии вибраций содержится в монографиях [10, 11].

В работе А.П. Маркеева [12] были получены приближенные автономные уравнения
движения тела с произвольной геометрией масс в случае произвольных высокочастот-
ных периодических или условно-периодических вибраций точки подвеса в трехмер-
ном пространстве. В этих уравнениях влияние вибраций точки подвеса эквивалентно
наложению дополнительного (стационарного) вибрационного потенциального поля.
В рамках указанной системы уравнений проведен ряд исследований частных случаев
движений твердого тела с вибрирующей точкой подвеса для различных случаев гео-
метрии масс тела и различных случаев вибраций [12–18].

Были описаны [16] (в рамках приближенной автономной системы) маятниковые
движения волчка Лагранжа с вибрирующей точкой подвеса для широкого спектра
вибраций, включающего и вибрации вдоль горизонтальной прямой. Была исследова-
на орбитальная устойчивость этих движений. В этой статье угол собственного враще-
ния волчка относительно оси симметрии являлся циклической координатой, и пото-
му исследование устойчивости проведено по отношению к отклонению плоскости ма-
ятниковых движений волчка.

Другим классическим случаем динамики твердого тела с неподвижной точкой яв-
ляется случай С.В. Ковалевской [19]. В частности, было проведено [4, 5] исследование
устойчивости маятниковых движений волчка Ковалевской с неподвижной точкой
подвеса по отношению к возмущениям угла собственного вращения вокруг главной
оси, содержащей центр масс тела.

Представляет интерес (в рамках приближенной автономной системы) изучить вли-
яние вибраций точки подвеса волчка Ковалевской на устойчивость его маятниковых
движений. В случае вибраций точки подвеса вдоль горизонтальной прямой система
допускает как маятниковые движения, аналогичные таким движениям тела с непо-
движной точкой, так и маятниковые движения других типов. Изучение этих движе-
ний начато [18] с линейного анализа их орбитальной устойчивости (по отношению к
пространственным возмущениям).

Отметим, что первый интеграл, имеющий место в задаче о движении волчка Кова-
левской вокруг неподвижной точки, исчезает при наличии вибраций точки подвеса.
В такой постановке задачи отсутствует и циклическая координата (угол прецессии).
При этом из-за появления выделенного направления в пространстве, определяемого
направлением оси вибраций, возникает возможность стабилизации маятниковых
движений, неустойчивых в случае неподвижной точки подвеса.

Целью данной работы является завершение линейного анализа орбитальной устой-
чивости маятниковых движений волчка Ковалевской с вибрирующим подвесом, а
также проведение подробного нелинейного анализа их орбитальной устойчивости.

2. Постановка задачи. Рассмотрим движение тяжелого твердого тела, точка  кото-
рого (называемая далее точкой подвеса) совершает периодическое движение вдоль
фиксированной горизонтальной прямой с частотой  по закону  относительно
фиксированной точки . Среднее значение  за период считаем равным нулю.

Введем поступательно движущуюся систему координат , ось  которой на-
правлена вертикально вверх, а вибрации происходят вдоль оси  (или в отдельно
оговоренном случае – вдоль оси ). Введем связанную с телом систему координат

 с осями, направленными вдоль главных осей инерции тела для точки . Главные
моменты инерции тела для точки  обозначим через ,  и  и свяжем соотношени-
ями, отвечающими волчку Ковалевской
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Пусть центр масс  волчка лежит на оси , и , а масса тела – . Ориентацию
системы  относительно  зададим углами Эйлера ,  и .

Будем считать, что наибольшее отклонение  точки подвеса от точки  мало по
сравнению с приведенной длиной тела , а частота вибраций точки подвеса 

велика по отношению к характерной частоте . Введем малый параметр 

и будем считать, что  (т. е. ).
Движение тела опишем с помощью канонических уравнений Гамильтона. Метода-

ми теории возмущений можно привести функцию Гамильтона к виду, главная часть
которой автономна. Впервые такое преобразование проведено для уравнений Эйле-
ра–Пуассона [12], а приведение гамильтониана к автономному виду описано в моно-
графии [10]. Оставляя за переменными прежние обозначения, запишем приближен-
ный автономный гамильтониан в виде

(2.1)

(2.2)

где  – безразмерный параметр, характеризующий интенсивность
вибраций, , ,  – безразмерные импульсы, отвечающие углам ,  и  соответ-
ственно. Слагаемое  представляет собой вибрационный потенциал.

Система с гамильтонианом (2.1), (2.2) имеет частные решения, при которых глав-
ная ось  (или, что то же, радиус-вектор ) совершает маятниковые движения в
фиксированной вертикальной плоскости вокруг одной из двух других главных осей
инерции, занимающей фиксированное горизонтальное положение. При этом ось виб-
рации либо лежит в плоскости этих движений, либо перпендикулярна ей. В первом
случае маятниковые движения будем называть продольными, во втором – попереч-
ными.

Данная работа посвящена исследованию двух типов движения: продольных движе-
ний, при которых осью вращения является ось  из экваториальной плоскости инер-
ции (рис. 1а), и поперечных движений, при которых осью вращения является ось ди-
намической симметрии . Другие два типа движения в данной работе не рассматри-
ваются.

Указанным продольным движениям отвечает частное решение системы (2.1), (2.2),
задаваемое соотношениями

(2.3)

а изменение величин  и  описывается каноническими уравнениями с функцией
Гамильтона

(2.4)

Для поперечных маятниковых движений ось  может совпасть с осью . Чтобы
избежать вырождения, при исследовании таких движений перенаправим оси системы
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координат  таким образом, чтобы вибрации точки подвеса происходили вдоль
оси . Гамильтониан приближенной системы запишется в виде (2.1), в котором виб-
рационный потенциал примет вид

(2.5)

Поперечным движениям отвечает частное решение системы (2.1), (2.5)

(2.6)

при этом величины  и  удовлетворяют каноническим уравнениям математическо-
го маятника с гамильтонианом

(2.7)

Ранее [18] было проведено исследование движений систем с гамильтонианами (2.4)
и (2.7), а также линейный анализ орбитальной устойчивости описанных маятниковых
движений по отношению к пространственным возмущениям.

Целью данной работы является завершение линейного анализа орбитальной устой-
чивости маятниковых движений системы с функцией Гамильтона (2.1), (2.2) и (2.1),
(2.5), по отношению к пространственным возмущениям, а также выполнение подроб-
ного нелинейного исследования орбитальной устойчивости.

Отметим, что при отсутствии вибраций точки подвеса маятниковые движения тела
могут совершаться в любой фиксированной вертикальной плоскости. В этом случае,
вследствие имеющейся относительно вертикали симметрии силового поля (поля тя-
жести), в системе имеется циклическая координата, и по отношению к простран-
ственным возмущениям маятниковые движения неустойчивы. При наличии горизон-
тальных вибраций точки подвеса указанная симметрия нарушается, и циклическая
координата исчезает. Далее будет показано, что маятниковые движения могут быть
устойчивыми и при наличии пространственных возмущений.

3. Маятниковые движения. Гамильтонианы (2.4) и (2.7) и соответствующие им си-
стемы уравнений, описывающие маятниковые движения, далее будем называть мо-
дельными.

Модельные системы имеют первые интегралы (интегралы энергии) вида
, . На рис. 2а,б построены бифуркационные диаграммы

в плоскости параметров ,  для модельных систем (2.4) и (2.7), соответственно, где
отображены области, отвечающие разным типам маятниковых движений.
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Рис. 1. Маятниковые движения.
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На рис. 2а области , ,  и  с различным характером движения разделены
прямыми  и участком гиперболы  при . Точкам гиперболы

 отвечает устойчивое боковое положение равновесия . Точ-
кам прямой  при  отвечает устойчивое нижнее положение равнове-
сия , а при  – неустойчивое нижнее положение и асимптотическое движе-
ние. Прямая  соответствует неустойчивому верхнему положению равнове-
сия  и асимптотическому движению. На рис. 2б прямой  при всех 
отвечает устойчивое нижнее положение равновесия, а прямой  отвечают не-
устойчивое верхнее равновесие и асимптотическое движение.

В областях  и  на рис. 2а и 2б движение невозможно. В области  центр масс
тела совершает колебания около бокового равновесия . Областям  и  от-
вечают колебания центра масс около нижнего положения. В областях  и  проис-
ходят вращения волчка.

Для проведения интегрирования модельных систем разрешим интегралы энергии
 и  относительно импульса  и, используя уравнения Гамильтона, полу-

чим дифференциальные уравнения продольных и поперечных маятниковых движений,

соответственно  =  и  = .

Полагая, что  ( ), перепишем эти уравнения в виде

(3.1)

Здесь введены обозначения , ( ).

Интегрирование уравнений продольных и поперечных маятниковых движений (3.1)
проведено в работе [18]. Для дальнейшего исследования введем обозначения

и выпишем частоты маятниковых движений  (  – индекс области)
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Рис. 2. Бифуркационные диаграммы.
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Здесь  – полный эллиптический интеграл первого рода,  – модуль эллиптиче-
ского интеграла.

В областях колебаний и вращений модельных систем введем переменные действие-
угол , .

Переменную действие введем по формуле

(3.2)

где интеграл берется по полному изменению угла  за период колебания или вращения.

Обращая соотношение (3.2), получим гамильтониан , записанный через
переменную действие.

4. Гамильтониан возмущенного движения. Маятниковые движения (колебания и вра-
щения) полных систем с тремя степенями свободы, для которых “маятниковая часть”
записана через переменную действие, а остальные переменные принимают значе-
ния (2.3) или (2.6), примем за невозмущенное движение. Рассмотрим вопрос об орби-
тальной устойчивости этих движений.

В системе с гамильтонианом (2.1) введем возмущения по формулам ,
, , , , где  и  – значение переменной действие

и угла  на невозмущенном движении. Выделим слагаемые возмущенного гамильто-

ниана до четвертого порядка включительно по переменным , , , ,  и пред-
ставим его в виде

(4.1)

Здесь  – частота невозмущенного движения, а  – -периодические слагаемые

шестого и более высоких порядков по , , , , . Указанные частные производ-
ные в выражении для  вычисляются следующим образом

Для продольных маятниковых движений, описываемых гамильтонианом (2.4),
функции  и  имеют вид

(4.2)
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(4.3)

В случае, когда невозмущенное движение – поперечное маятниковое движение,
описываемое системой с гамильтонианом (2.7), имеем

(4.4)

(4.5)

В выражениях (4.2)–(4.5) функции  и  отвечают невозмущенному дви-
жению.

На уровне энергии невозмущенного движения  осуществим изоэнергетиче-
скую редукцию и, принимая в качестве новой независимой переменной величину ,
рассмотрим неавтономную редуцированную систему с двумя степенями свободы с га-
мильтонианом

(4.6)

Критерии орбитальной устойчивости тривиального положения равновесия системы
с гамильтонианом (4.1) и описанной редуцированной системы с гамильтонианом (4.6)
совпадают [20].

Замечание. Положения равновесия модельных систем (2.4) и (2.7) в рамках редуци-
рованной неавтономной системы с двумя степенями свободы сохраняются. Для рас-
сматриваемых движений устойчивость положений равновесия сохраняется и при про-
странственных возмущениях. В этом случае корни характеристических уравнений ли-
неаризованных систем  (  – индекс области, ) имеют вид

(4.7)

(4.8)

5. Критерии устойчивости маятниковых движений. В областях колебаний и вращений
модельных систем рассмотрим сначала линеаризованную систему, описываемую га-
мильтонианом . Пусть  – матрица фундаментальных решений этой системы,
удовлетворяющих начальным условиям , где  – единичная матрица чет-
вертого порядка. Характеристическое уравнение линейной системы имеет вид

(5.1)

Здесь  – след матрицы ,  – сумма ее главных миноров второго порядка.
Условия устойчивости в линейном приближении задаются неравенствами [21]
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В областях устойчивости в линейном приближении гамильтониан  при помощи
-периодической по  линейной замены переменных  →  мо-

жет быть приведен к нормальной форме

где  – характеристические показатели системы.
Границами областей устойчивости в линейном приближении внутри областей ,
, ,  и  являются кривые резонансов первого и второго порядков, задаваемых

соотношениями

где  и  – целые числа.
Согласно теореме Крейна–Гельфанда–Лидского [23], эти кривые в областях , 

и  рождаются из точек нижних границ этих областей, где величины , вычисляе-
мые по формулам (4.7) и (4.8), связаны соответствующими резонансными соотноше-
ниями. Из некоторых таких точек рождаются пары кривых резонансов, заключающие
между собой области неустойчивости (области параметрического резонанса), а из дру-
гих рождается по одной резонансной кривой (и области неустойчивости нет).

В областях, где выполняются условия (5.2) устойчивости в линейном приближении,
проводится нелинейный анализ устойчивости тривиального положения равновесия
рассматриваемой неавтономной системы с двумя степенями свободы. Для этого при
помощи близкой к тождественной замены переменных  →  тре-
буется провести нормализацию преобразованного гамильтониана возмущенного дви-
жения в слагаемых четвертой степени относительно возмущений.

Если в системе отсутствуют резонансы четвертого порядка, то есть величины  не
связаны соотношениями вида

(5.3)

то имеет место нерезонансный случай, и нормальная форма гамильтониана в сим-
плектических полярных координатах ,  ( , , )
приводится к виду

(5.4)

где ,  и  – постоянные коэффициенты, а  – -периодическая
по  функция, порядок которой по  и  не ниже третьего.

При отсутствии вырождения в членах четвертой степени нормализованного га-
мильтониана (5.4), то есть при выполнении условия

положение равновесия  неавтономной редуцированной системы с двумя
степенями свободы устойчиво для большинства (в смысле меры Лебега) начальных
условий [22]. Если при ,  квадратичная форма

является знакоопределенной, то положение равновесия формально устойчиво [22].
Пусть в системе выполняется резонансное соотношение вида (5.3). В случае

 в системе имеется положительно определенный первый интеграл, и рассмат-

2K
π2 w 2 2 3 3, , ,p q p q 2 2 3 3, , ,' ' ' 'p q p q

= λ + + λ +2 2 2 2
2 1 2 2 2 3 3( ) ( ),1 1' ' ' ' '

2 2
K q p q p

± λ1,2i

Γ1

Γ2 Γ21 Γ3 Γ31

λ + λ = + ≤ = …1 1 2 2 1 2, 2; 0,1,2, ,k k N k k N

1k 2k
Γ1 Γ2

Γ21 Ω ,i j

2 2 3 3, , ,' ' ' 'p q p q 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,p q p q

λ1,2

λ + λ = + = = …1 1 2 2 1 2, 4; 0,1,2, ,k k N k k N

ϕi ir = ϕˆ 2 sini i iq r = ϕˆ 2 cosi i ip r = 2,3i

= λ + λ + + + + ϕ ϕ�

2 2
1 2 2 3 20 2 11 2 3 02 3 2 3 2 3

ˆ ( , , , , ),K r r c r c r r c r K r r w

20c 11c 02c ϕ ϕ� 2 3 2 3( , , , , )K r r w π2
w 2r 3r

= − ≠2
11 20 024 0D c c c

= =2 3 0r r

≥2 0r ≥3 0r

+ +2 2
20 2 11 2 3 02 3c r c r r c r

<1 2 0k k



177ОБ ОРБИТАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ МАЯТНИКОВЫХ ДВИЖЕНИЙ

риваемое положение равновесия формально устойчиво [22]. Если же , то га-
мильтониан системы приводится к нормальной форме

(5.5)

где коэффициенты ,  постоянны. При выполнении условия

(5.6)

положение равновесия ,  устойчиво с учетом в функции Гамильтона чле-
нов не выше второго порядка по  ( ) [22]. Если условие (5.6) выполняется с об-
ратным знаком, то имеет место неустойчивость.

Случаи вырождения , а также случаи кратного резонанса, требуют дополни-
тельного исследования и в данной работе не рассматриваются.

Нормальную форму гамильтониана вида (5.4) или (5.5) можно получить, построив
нормализованное отображение, порождаемое системой канонических уравнений дви-
жения системы с функцией Гамильтона  за период  [20]. Построение отображения
выполнено с использованием программного пакета MAPLE.

6. О результатах исследования устойчивости в линейном приближении. Для проверки
условий (5.2) устойчивости в линейном приближении внутри областей , , , ,
и  следует проинтегрировать уравнения движения неавтономной системы с гамиль-
тонианом  и определить коэффициенты характеристического уравнения (5.1). Ин-
тегрирование уравнений движения и вычисление необходимых коэффициентов про-
ведено численно.

Исследование линейной орбитальной устойчивости рассматриваемых продольных
и поперечных маятниковых движений волчка подробно проведено в работе [18], где в
соответствующих областях в плоскости параметров  и  построены диаграммы
устойчивости. Полученные результаты показаны на рис. 3. На этих рисунках полу-
жирными линиями отмечены границы областей, соответствующие рис. 2, тонкими
линиями обозначены кривые резонансов первого и второго порядков. Серым цветом
показаны области неустойчивости, области устойчивости в линейном приближении
не закрашены. В областях с вертикальной штриховкой содержится счетное множество
резонансных кривых первого и второго порядков.

Картина устойчивости для продольных маятниковых движений показана на рис. 3а.
В области  колебаний около нижнего положения кривые резонансов первого и вто-
рого порядков берут начало в точках нижней границы области с абсциссами

В области  имеются шесть существенных областей устойчивости. Четыре из них
примыкают к точке  ( , ), где имеет место кратный резонанс ,
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. Первая из этих областей примыкает к границе  и нижней границе обла-
сти  и имеет угловую точку (0; 0). Вторая и третья области устойчивости расположе-
ны между точкой кратного резонанса  и угловыми точками (0.49252; –0.34305) и
(0.64130; –0.17655), соответственно. Четвертая область устойчивости занимает участок
нижней границы области  при  и заканчивается в угловой точке
(1.22538; –0.05679). При  имеются две обширные области устойчивости в линей-
ном приближении, расширяющиеся с увеличением значения . На верхней границе
большей из этих областей находится угловая точка (2.77955; 1.25049). Вблизи точки с
абсциссой  на нижней границе области  находится счетное множество точек,
порождающих резонансные кривые. Эти кривые ограничены заштрихованной обла-
стью около нижней границы .

В области  колебаний в окрестности бокового положения равновесия кривые ре-
зонансов первого и второго порядков выходят из точек нижней границы области, абс-
циссы которых

Бóльшую часть области  занимает примыкающая к ее нижней границе область
устойчивости в линейном приближении. Эта область ограничена сверху областью не-
устойчивости, выходящей из точки нижней границы области  с абсциссой α =

=  ≈ 1.80892. Над этой областью неустойчивости в окрестности верх-
ней границы области  располагается заштрихованная область, где, как и в области ,
располагается счетное множество резонансных кривых.

В области вращений  не обнаружено областей орбитальной устойчивости.
Диаграмма устойчивости поперечных маятниковых движений представлена на рис. 3б.

В области  колебаний около нижнего положения равновесия кривые резонансов
первого и второго порядков выходят из точек нижней границы области с абсциссами
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Рис. 3. Результаты линейного анализа устойчивости [18].
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В этой области находятся две области устойчивости (рис. 3б), примыкающие к
нижней границе  левее и правее точки кратного резонанса  ( , ;

). Верхняя граница левой из этих областей заключена между точками
(0; –0.37233) и (0.66882; 0.43844). Область устойчивости правее точки  имеет угло-
вую точку (1.15900; –0.37413).

В области вращений  в рассматриваемом диапазоне параметров обнаружены три
области устойчивости в линейном приближении. Наибольшая из них берет начало в
точке (2.72745; 2.68839) и расширяется с ростом . Две малые области устойчивости
представляют собой криволинейный треугольник с угловыми точками (2.83023; 2.53740),
(2.67780; 2.40480) и (2.70412; 2.41939), и тонкую полосу с угловой точкой (3.78114; 3.53085)
(заключенную при  между точками с абсциссами α = 4.22712 и α = 4.22736).

Таким образом, для описанных маятниковых движений существуют области ли-
нейной орбитальной устойчивости по отношению к рассматриваемым в работе про-
странственным возмущениям. Этот результат отличает данную задачу от аналогичной
задачи в случае неподвижной точки подвеса тела, когда устойчивость при наличии
пространственных возмущений невозможна.

Результаты данного исследования в предельном случае отсутствия вибраций соот-
ветствуют выводам [4, 5]. В этих работах было получено, что маятниковые колебания
волчка Ковалевской как вокруг оси динамической симметрии, так и вокруг оси из эк-
ваториальной плоскости орбитально устойчивы по отношению к возмущению угла
собственного вращения, если амплитуда этих колебаний меньше значения . Этим
колебаниям на диаграммах рис. 1а и б отвечают отрезки , . На рис. 1а
область устойчивости колебаний при стремлении интенсивности вибраций к нулю
сходится к отрезку , что отвечает колебаниям с амплитудой до . На рис. 1б
область устойчивости колебаний сходится к отрезку , но при числен-
ном исследовании самой границы  получаем, что условия (5.2) выполняются со
знаком равенства при , а при  одно их этих условий выполняется с об-
ратным знаком, что также отвечает результатам [4, 5].

7. Нелинейный анализ устойчивости маятниковых движений. Результаты нелинейно-
го анализа устойчивости маятниковых движений, основанные на критериях из пара-
графа 4, представим на рис. 4–6. На этих диаграммах полужирными линиями показа-
ны кривые резонансов первого и второго порядков, часть которых является граница-
ми областей устойчивости в линейном приближении, а остальные кривые разделяют
эти области на подобласти  ( ). Кривые резонансов четвертого порядка, со-
ответствующие условию , отображены точечными линиями, резонансные
кривые с  показаны сплошными тонкими линиями. Пунктирные линии –
кривые вырождения, на которых имеем .

В незакрашенных областях для маятниковых движений выполняются условия фор-
мальной устойчивости, а в областях, закрашенных светло-серым цветом, эти условия
нарушаются. В заштрихованной области содержится счетное множество кривых резо-
нансов четвертого порядка; на них исследование не проводилось. В темно-серых об-
ластях содержится конечное число резонансных кривых четвертого порядка, однако
картина устойчивости здесь весьма сложна и в данной работе не описывается. Остано-
вимся подробнее на результатах исследования.

7.1. Области продольных колебаний волчка около нижнего положения равновесия (рис. 4а).
В области  продольных колебаний около нижнего положения равновесия нелиней-
ный анализ устойчивости проведен в областях линейной устойчивости, примыкаю-
щих к точке кратного резонанса  и разделенных на подобласти  ( ).
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Часть кривых резонансов четвертого порядка берут начало в точках нижней грани-
цы области  (в силу громоздкости выражения для абсцисс точек и соответствующие
резонансные соотношения не приводятся).

Γ2

Рис. 4. Нелинейный анализ устойчивости продольных движений.
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Кроме того, в исследуемых областях обнаружены четыре резонансные кривые, гра-
ничные точки которых лежат на других границах областей устойчивости: две кривые

 (области ,  и , ) и кривые  и  (область ).

На кривых резонансов четвертого порядка  (область ) и 
(области ) обнаружены два малых участка неустойчивости, местоположение кото-
рых отмечено на рис. 4а точками  и . Участок  заключен между точками (0.57520,
–0.60225) и (0.57386, –0.60567), а участок  – между (0.77345, –0.54603) и (0.77360, –
0.54590). Вне этих участков на данных кривых, а также на остальных резонансных
кривых выполняется условие устойчивости (5.6).

В рассматриваемой части плоскости параметров обнаружены пять кривых вырож-
дения: три из них лежат в левой области устойчивости в линейном приближении (под-
области , ,  и ), и по одной лежит в правых областях (подобласти  и , ).

В большей части четырех исследуемых областей устойчивости в линейном прибли-
жении имеет место формальная устойчивость. Исключение составляют части этих об-
ластей, примыкающие к точке  кратного резонанса, где условие формальной устой-
чивости нарушается. При этом граница этой части области в подобласти  пересекает
участок неустойчивости  на резонансной кривой.

7.2. Область продольных колебаний волчка около бокового положения равновесия (рис. 4б).
Для колебаний волчка в окрестности бокового положения равновесия нелинейный
анализ устойчивости проведен для области  устойчивости в линейном приближе-
нии при . В этой части области обнаружено семь кривых резонансов четвертого
порядка, выходящих из точек нижней границы области  с абсциссами

На всех рассмотренных кривых резонансов четвертого порядка условия устойчиво-
сти (5.6) выполняются. Обнаружена одна кривая вырождения, лежащая между точка-
ми (3.11532, –0.15951) и (2.71379, 0.11436) на границах области. Условия формальной
устойчивости выполняются во всей области .
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7.3. Области поперечных колебаний волчка около нижнего положения равновесия (рис. 5а).
В области  поперечных колебаний десять резонансных кривых берут начало на
нижней границе области, абсциссы которых

Дополнительно в области устойчивости в линейном приближении  найдены две
резонансные кривые , граничные точки которых лежат на боковых и верхней
границах области. На всех кривых резонансов четвертого порядка в этой области усло-
вия устойчивости (5.6) выполняются. Также в области  обнаружены две кривые вы-
рождения и область, в которой нарушаются условия формальной устойчивости. Эта об-
ласть примыкает к верхней границе области  вблизи верхней угловой точки. Ее гра-
ница заключена между точками (0.51562, –0.01612) и (0.60296, 0.05082), и вытягивается
внутрь области устойчивости до точки (0.43111, –0.19137).

Область устойчивости  в другом масштабе изображена на рис. 6а. В этой области
найдена дополнительная резонансная кривая . На кривой резонанса  = 1
в области  обнаружен участок неустойчивости, заключенный между точкой (49/50, –1)
нижней границы области  и точкой (0.99119, –0.99625), отмеченной жирной точкой 
на рис. 6а. Условия формальной устойчивости выполняются во всей области , и
кривые вырождения отсутствуют.

7.4. Области поперечных вращений волчка (рис. 5б). Картина устойчивости попереч-
ных вращений в области  показана на рис. 5б. Подробная картина для области 
представлена в другом масштабе и в осях  и  на рис. 6б, а узкая область 
отдельно не изображена.

На всех кривых резонансов четвертого порядка (по семь кривых в областях  и 
и одна кривая в области ) критерии устойчивости (5.6) выполнены; условия фор-
мальной устойчивости выполняются во всех точках областей ,  и . В обла-
стях  и  обнаружены по одной кривой вырождения.

Заключение. В работе исследовано влияние вибраций точки подвеса вдоль горизон-
тальной прямой на вид и орбитальную устойчивость маятниковых движений волчка
Ковалевской. Показано, что под действием вибраций точки подвеса тела, его маятни-
ковые движения могут оставаться такими же, как и у тела с неподвижной точкой (по-
перечные движения), однако, с помощью вибраций можно получить и другие маятни-
ковые движения тела (продольные движения).

При отсутствии вибраций точки подвеса маятниковые движения тела орбитально
неустойчивы по отношению к пространственным возмущениям, но с помощью виб-
раций вдоль горизонтали можно добиться стабилизации некоторых маятниковых дви-
жений. В таких областях орбитальной устойчивости в линейном приближении прове-
ден строгий нелинейный анализ устойчивости. Построены области выполнения усло-
вий формальной устойчивости и устойчивости для большинства (в смысле меры
Лебега) начальных условий, а также проверены критерии устойчивости на кривых ре-
зонансов четвертого порядка.

Исследование выполнено в Московском авиационном институте (национальном
исследовательском университете) за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 19-11-00116).
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On the Orbital Stability of Pendulum-type Motions in the Approximate Problem
of Kovalevskaya Top Dynamics with a Vibrating Suspension Point

M.V. Belichenkoa,#

a Moscow aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia
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We study the motion of a heavy rigid body under the assumption that one of its points (the
suspension point) performs high-frequency horizontal vibrations, and the body mass geom-
etry for this point corresponds to S.V. Kovalevskaya case. The problem is considered within
the framework of an approximate autonomous system of differential equations written in
Hamiltonian form. The particular body motions are studied; they are pendulum-type oscil-
lations and rotations around a horizontally located principal axis of inertia, which is either
an axis of dynamic symmetry or an axis from the equatorial plane of inertia. For these mo-
tions, the radius vector of the center of mass of the body relative to the suspension point per-
forms pendulum-type motions in a vertical plane containing the vibration axis (longitudinal
motions), or perpendicular to this axis (transverse motions). In this paper, the linear analysis
of the pendulum-type motions orbital stability with respect to spatial perturbations, which
was started earlier, is completed. This problem is reduced to an equivalent problem on the
stability of the trivial equilibrium of a non-autonomous reduced two-degree-of-freedom
system. In the regions of linear orbital stability a detailed nonlinear analysis of the orbital
stability is carried out. Criteria of the stability for most (in the sense of the Lebesgue mea-
sure) initial conditions and the formal stability criteria are checked, cases of fourth-order
resonances are also considered.

Keywords: Kovalevskaya top, fast vibrations, pendulum-type motions, orbital stability
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1. Введение. Рассматривается нелинейная управляемая система в конечномерном
евклидовом пространстве и на конечном промежутке времени, зависящая от параметра.
Изучаются множества достижимости и интегральные воронки дифференциального
включения, соответствующего системе. Проблематика, связанная с изучением мно-
жеств достижимости и интегральных воронок динамических систем, тесно переплетена
с многочисленными задачами теории динамических систем и, в том числе, с теми, кото-
рые возникают в теории управления и теории дифференциальных игр [1–8]. При иссле-
довании множеств достижимости, их конструировании и оценивании применяются
различные теоретические подходы и ассоциированные с ними вычислительные мето-
ды [1–19]. К упомянутым задачам управления и дифференциальных игр принадлежат,
например, различного рода задачи о сближении, разрешающие конструкции которых
включают в себя одним из основных компонентов так называемые множества разре-
шимости – множества тех позиций управляемой системы, из которых разрешима за-
дача о сближении [1–4]. Во многих задачах эти множества могут быть описаны доста-
точно просто в терминах множеств достижимости и интегральных воронок [1–19].
Некоторые задачи могут быть сформулированы как задачи теории управляемости ди-
намических систем [17].

В настоящей работе изучается зависимость множеств достижимости и интеграль-
ных воронок от параметра: оценивается степень этой зависимости от параметра при
определенных условиях на управляемую систему. Для оценки этой зависимости вво-
дятся системы множеств в фазовом пространстве, аппроксимирующие множества до-
стижимости и интегральные воронки на заданном промежутке времени, отвечающие
конечному разбиению этого промежутка. При этом сначала оценивается степень за-

УДК 517.977.58

EDN: RAXDBK
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висимости аппроксимирующей системы множеств от параметра и затем эта оценка
используется при оценке зависимости от параметра множеств достижимости и инте-
гральных воронок дифференциального включения. Такой подход естественен и осо-
бенно полезен при изучении конкретных прикладных задач управления, при решении
которых в конечном итоге приходится иметь дело не с идеальными множествами до-
стижимости и интегральными воронками, а с их аппроксимациями, отвечающими
дискретному представлению временного промежутка.

2. Оценки множеств достижимости и интегральных воронок дифференциальных вклю-
чений. На промежутке времени ,  задана управляемая система 

(2.1)

(2.2)

здесь  – фазовый вектор системы ,  – управляющее воздействие из множества

,  – параметр из множества ;  – пространство

компактов в  с хаусдорфовой метрикой  = , ,

 =  – хаусдорфово отклонение  от , где  =

= .

Предполагается, что система  удовлетворяет условиям.

A. Функция  определена и непрерывна на  и для любой

ограниченной и замкнутой области  найдутся функция , 
( , ) и непрерывная функция , , удовлетворяющие со-
отношениям

B. Найдется такое , что

Введем многозначное отображение

Отображение  удовлетворяет следующим условиям.

A*. Для любой ограниченной и замкнутой области  найдутся функ-
ция ,  ( , ) и непрерывная функция , ,
удовлетворяющие соотношениям

(2.3)

ϑ0[ , ]t < ϑ < ∞0t Σ

α= ( , , ),dx f t x u
dt

∈ ,u P

∈ R
nx Σ u

∈ �comp( )pP α ∈+ Rcomp( )l
Rcomp( )k

R
k (1) (2)( , )d X X (1) (2)max( ( , )h X X (2) (1)( , ))h X X

(1) (2)( , )h X X
∈(1) (1)

(1) (2)max ρ( , )
x X

x X (1)X (2)X (1) (2)ρ( , )x X

∈
−

(2) (2)

(1) (2)min
x X

x x

Σ

α( , , )f t x u ϑ × × ×R +0[ , ] nt P

⊂ ϑ × R0[ , ] nD t ω*( )r ∈ ∞(0, )r
ω ↓*( ) 0r ↓ 0r ∈ ∞( ) (0, )L t ∈ ϑ0[ , ]t t

( )α β− τ ≤ ω − τ + α − β( , , ) ( , , ) *f t x u f x u t

τ ∈ α β +( , ) и ( , ) из , , и изt x x D u P

α α− ≤ −( , , ) ( , , ) ( )f t x u f t y u L t x y

∈ α ∈ +( , ) и ( , ) из , ,t x t y D u P

∈ ∞γ (0, )

( )α ≤ γ + ∈ ϑ × × α ∈0( , , ) 1 ; ( , , ) [ , ] ,nf t x u x t x u t PR +

α α=� ^( , ) ( , ) co ( , )t x F t x t x

α α= ∈ ∈^ R( , ) { ( , , ) : } comp( )nt x f t x u u P

∈ ϑ × α ∈R +0( , ) [ , ] ,nt x t

α�( , ) ( , )t x F t x

⊂ ϑ × R0[ , ] nD t
ω*( )r ∈ ∞(0, )r ω ↓*( ) 0r ↓ 0r ∈ ∞( ) (0, )L t ∈ ϑ0[ , ]t t

( )α β τ ≤ ω − τ + α − β
τ α β +

( ( , ), ( , )) *
( , ) и ( , ) из , и из

d F t x F x t
t x x D
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(2.4)

B*. Найдется такое , что

здесь  – нуль-вектор в .
Введем на  д.в. (дифференциальное включение)

(2.5)

отвечающее системе .

Пусть  и  ( ) из , , , .
Введем обозначения

 – множество достижимости д.в. (2.5) в момент  с начальной точкой
;

 – множество достижимости д.в. (2.5) в момент  с начальным множе-
ством :

Известно, что , отображение    не-

прерывно по  на  при фиксированных  ∈  ×  в хаусдорфовой
метрике, а также  непрерывно зависит от  при фиксированных , , .

Отображение  непрерывно также на  при фиксированных

, , .

Уточним непрерывную зависимость  на множестве . Для этого
выведем оценку сверху хаусдорфова расстояния

которую представим в виде функции от .
Известно, что при условиях A*, B* множество достижимости  удовле-

творяет равенству

Здесь ,  – множества, отвечающие разбиениям Γ = ,

 =  (  =  = , ) промежутка ,

задаются равенством  =  при помощи соотношений

α α ≤ −
α ∈ +

( ( , ), ( , )) ( )
( , ) и ( , ) из ,

d F t x F t y L t x y
t x t y D

γ ∈ ∞(0, )

( )α ≤ γ + α ∈ ϑ × ×0( ( , ),{ }) 1 ; ( , , ) [ , ] ,nh F t x x t x t0 R +

0 R
n

ϑ0[ , ]t

α∈ α ∈( , ); ,dx F t x
dt

+

Σ

*t *t < **t t ϑ0[ , ]t ∈ R* nx ∈ R* comp( )nX α ∈ +
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∈

= ∪
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x X
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где обозначено

Принимая во внимание условие B* и размеры компакта , можем указать ограни-

ченную и замкнутую область , содержащую все возникающие в после-

дующих рассуждениях и оценках множества в пространстве . Считаем, что
ниже в оценках применены функции ,  и , , отвечающие
этой области .

Вывод оценки величины

(2.6)

проведем сначала для одноточечного множества , .
При выводе оценки (2.6) применим так называемую “пошаговую” схему рассужде-

ний и “пошаговые” оценки, то есть при выводе оценки величины (2.6) будем продви-
гаться по шагам ,  разбиения .

Вывод оценки начинаем с промежутка  разбиения . Оценим сверху хаусдор-
фово отклонение

здесь , .

В  выберем точку , где  = . Точка 
представима в виде

Выберем в  вектор , ближайший к . Справедливо соотношение

В  рассмотрим точку , . Имеет место оценка

Из определения точки  и включения  следует оценка:

(2.7)

здесь обозначено .
Обратимся к следующему промежутку  разбиения  и рассмотрим множества

 = ,  = .

В  выберем точку , где

(2.8)

Точка представима в виде

Γ
α ατ τ = ∈ = + τ − τ ∈ ∈ τ� R( *, , ) { * : * ( * ) , , ( , )},* * * * * * * * * *

nX W x x w f w W f F w

( )≤ τ < τ ≤ ∈ R* *, comp* * *
nt t W

*X
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D
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Выберем в  ближайшую к  точку :

Справедлива оценка

(2.9)

Выберем в  ближайший к  вектор . Выполняется неравенство

согласно (2.3) и (2.4).
Введем в рассмотрение точку

Точки  и  стеснены неравенством

(2.10)

где .

Принимая во внимание (2.8) и включение  = , , полу-
чаем

(2.11)

Из оценок (2.10), (2.11) следует

(2.12)

Рассмотрим следующий промежуток  разбиения  и множества  =

= , ,  = , .
Оценим сверху хаусдорфово отклонение

Выберем для этого в  точку , где

(2.13)

Точка  представима в виде

Выберем в  ближайшую к  точку :

Справедливо неравенство
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Выберем в  ближайший к  вектор . Получаем оценку

Рассмотрим точку  в . Точки  и  удовлетворя-
ют неравенству

где .
В итоге получаем

(2.14)

Учитывая (2.13) и включение , получаем

(2.15)

Из (2.14), (2.15) следует

(2.16)

Для окончательного уяснения структуры оценки величины , ,

 рассмотрим следующий промежуток  разбиения  и множества

 = ,  = .
Оценим сверху величину

Для этого выберем в  точку , где

(2.17)

Точка  представима в виде

Выберем в  ближайшую к  точку :

Справедливо неравенство

(2.18)
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Выберем в  вектор , ближайший к . Справедлива оценка

согласно соотношениям (2.3), (2.4).

Выделим в  точку .
Принимая во внимание (2.16), (2.18), получаем

В итоге получаем оценку

Далее, учитывая выбор точек  и , имеем

Из последних двух неравенств следует оценка

(2.19)

Анализируя оценки (2.12), (2.16), (2.19), заключаем, что промежутку ,

 разбиения  отвечает следующая оценка хаусдорфова отклонения ,

 множества  = ,  от множества  = ,

:

(2.20)

Далее, учитывая, что  удовлетворяет (2.7), получаем из (2.20)
следующую оценку

(2.21)

Дополним оценку (2.21) комментарием, относящимся к введенной в условие B не-
прерывной функции  на промежутке .
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Замечание 2.1. В многочисленных работах, посвященных нелинейным управляе-
мым системам, описываемым обыкновенными дифференциальными уравнениями, в
качестве одного из основных условий, налагаемых на систему, вводится условие ло-
кальной липшицевости ее правой части по фазовой переменной.

При этом достаточно часто при исследовании и решении задач управления такими
системами возникает потребность в выделении в пространстве позиций управляемой
системы области , которая бы заведомо содержала все компоненты разрешающей
конструкции (разрешающие множества, траектории систем, фазовые ограничения и т.д.).
Иными словами, довольно часто при исследовании и решении задач управления воз-
никает потребность в выделении в пространстве позиций системы сцены , на кото-
рой разворачивается процесс решения задачи. При этом при конструировании реше-
ния и обосновании его корректности употребляется константа Липшица , отвечаю-
щая этой области . Однако, введенная область  может оказаться большой и
соответствующая ей константа  может также оказаться большой. В таком случае
оценки, обосновывающие корректность решения задачи управления, в которых
участвует эта константа , могут оказаться грубыми. По разным соображениям эти
оценки в конкретной задаче управления (с конкретной управляемой системой) могут
быть неудовлетворительными с точки зрения лица, решающего задачу и рассчитыва-
ющего на более тонкие оценки. В связи с этим в условия, налагаемые на нелинейную
управляемую систему (2.1), в настоящей работе вместо традиционного условия ло-
кальной липшицевости с константой Липшица  введена непрерывная функция

 на , более адекватная динамике системы (2.1). Оценка (2.21) величи-

ны ,  является более точной в том смысле, что для каждого проме-
жутка  разбиения  участвует в пошаговых оценках свое значение

, близкое при малых  к , , а не какая-либо кон-
станта , общая для всех  из промежутка . Отметим, однако, что
эти рассуждения предполагают, что область  в пространстве позиций системы и от-
вечающая ей функция  на  выбраны достаточно адекватно динамике управ-
ляемой системы. Так, например, в задачах управления, связанных с исследованием
множеств достижимости и интегральных воронок, желательно, чтобы область  от-
слеживала более менее точно динамику множеств достижимости и, стало быть, – про-
странственную структуру интегральной воронки.

Таким образом, во многих конкретных задачах управления проблема выбора обла-
сти  и соответствующей ей функции ,  является, на наш взгляд, весьма
значимой, ибо от этого зависит точность оценок, связанных с решением задач.

Очевидно, что один из путей решения этой проблемы в каждой конкретной задаче,
связанной с исследованием множеств достижимости и интегальных воронок, состоит

в пошаговом (по временным слоям , ) формировании об-
ласти  и функции , , осуществляемых параллельно с конструированием
множеств достижимости.

Вернемся теперь к оценке (2.21) и представим некоторые загрубления этой оценки,
имеющие более простую форму.

Заменив в (2.21) единицу и экспоненты ,  экспонентой

, получаем оценку
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то есть

(2.22)

В частности, справедлива оценка

(2.23)

Заменив в оценках (2.21)–(2.23) числа ,  каким-либо , удовлетво-
ряющим неравенству , получаем соответственно оценки при

 и ,  из :

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Рассуждения, аналогичные приведенным выше относительно , 

дают оценки величины , , аналогичные оценкам (2.21)–(2.26). Учи-

тывая это, получаем в итоге следующие оценки хаусдорфова расстояния ,

, .

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Мы рассмотрели случай, когда ,  и для него получили оценки

(2.27)–(2.32). Оценки (2.27)–(2.32) справедливы и в общем случае  ∈ ,
.

Имея ввиду общий случай, выделим из (2.27)–(2.32) оценку (2.29) для последующих

рассуждений. Наряду с множествами  и , входящими в (2.29), рассмотрим
множества достижимости  = ,  =  д.в. (2.5).
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Нас интересуют оценки сверху величин ,  и , ,  и 
из . Известно, что при условиях A и B на систему (2.1) эти оценки имеют вид

(2.33)

здесь  неравенством, следующим после формулы (2.23), а  =
=  ∈ , .

Замечание 2.2. Можно показать, что, наряду с оценками (2.33), выполняются более
тонкие оценки

Принимая во внимание (2.29) и (2.33), получаем

 и  из .
Так как эта оценка имеет место при любых разбиениях  промежутка , то

устремив диаметр  разбиения  к нулю, получаем

, (2.34)

здесь  – интеграл Римана функции  на отрезке .

Теперь обратимся к промежутку , на котором изначально рассматриваются
управляемая система (2.1) и д.в. (2.5).

Полагаем в предыдущих выкладках , ,  ∈ ,

, где  – начальное множество для системы (2.1) и д.в. (2.5), так что

множества достижимости  и  д.в. (2.5) принимают вид  = ,

 = .
Запишем для этих множеств оценку (2.34)

(2.35)

,  и  из .
Введем также разбиение  промежутка  с диаметром

 =  = .
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Наряду с множеством достижимости , ,  рассмотрим интеграль-
ные воронки

дифференциального включения (2.5).

Полагаем ,  =  – множества в ,

а согласно рекуррентным соотношениям для , в которых положено  име-

ем  =  = .

Множества  и  есть некоторые аппроксимации интегральной

воронки , , дискретные по переменной .
Из оценки

следует оценка

(2.36)

здесь  определено неравенством после формулы (2.23),  – равенством следующим
за формулой (2.33).

Учитывая, что для любого промежутка  разбиения  и любого  име-
ют место

получаем

(2.37)

Принимая во внимание оценки (2.36), (2.37), получаем

(2.38)

Очевидно, что используя описанную выше в этой работе технику вывода оценок,
можем заменить оценку (2.38) более точной оценкой

(2.39)

Для интегральных воронок  и ,  и  из  также имеет место
важная оценка, очевидным образом вытекающая из (2.35)

(2.40)
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3. Задачи о наведении интегральных воронок дифференциальных включений на целевое

множество в пространстве . В этом параграфе ограничимся рассмотрением системы (2.1)

и д.в. (2.5) в пространстве . Изучим задачи о наведении интегральных воронок

, ,  и их аппроксимаций  на целевые множества в .
Некоторые из этих задач сформулируем с привлечением понятия площади множества

в . В связи с этим изучим вопросы, затрагивающие приближенное вычисление пло-

щадей множеств достижимости ,  ∈  и ассоциированных с
 множеств. При этом воспользуемся оценками хаусдорфовых расстояний,

полученными в § 2.
Начнем изучение задач о наведении с рассмотрения отдельных интегральных воро-

нок , . К классу этих воронок принадлежат, разумеется, и

воронки , , , так что оценки хаусдорфовых расстояний, полу-

ченные для интегральных воронок , , имеют место и для воронок
, .

Возьмем произвольную воронку , ,  ∈  и аппроксими-

рующее ее множество  =  в , отвечающее разбиению  = ,

, …, , …,  (  = , ).

Рассогласование между временными сечениями  и ,  множеств

 и  стеснено оценкой

(3.1)

Наряду с множеством  и его сечениями ,  рассматриваем мно-

жество ,  и его сечения , .
Справедлива оценка

(3.2)

Из оценок (3.1) и (3.2) вытекает

(3.3)

где обозначено

Оценки (3.1)–(3.3) применим при изучении задач о наведении интегральных воро-
нок на целевые множества. Также они будут учтены при оценке рассогласования мно-

жеств типа множеств достижимости в .
Сформулируем эти задачи о наведении.
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Считаем, что задано конечное множество  моментов , , …,  в промежутке

 и что рассмотренные нами разбиения , …, , …,  содержат это
множество .

Считаем, что в  заданы компакты , , , где каждое множество  отве-

чает своему моменту ; при этом множества , , ,  имеют

спрямляемые границы , , , .
Задача 1. О наведении интегральной воронки (жесткая постановка). Требуется

определить такую пару  ∈ , что выполняются соотношения

(3.4)

Точное вычисление множеств , , ,  невозможно из-
за сложности динамики системы (2.1).

В частности, невозможно вычисление множеств , , .

Также в случае, когда, например, одно из множеств ,  бесконечно, невозможен

полный перебор всех пар  ∈ .
Поэтому имеет смысл перейти от формулировки задачи 1 к формулировке в терми-

нах множеств , , , . При этом под множествами

 мы понимаем временные сечения множеств , , ,
отвечающие моментам .

А именно, полагаем, что заданы , ,  из  и отвечающие числам  и  конеч-

ные множества -сеть  =  и -сеть  =  в множе-

ствах  и .
Задача 1(ε)_о наведении интегральных воронок. Требуется определить такую пару

 ∈ , что выполняются соотношения

(3.5)

Для задач 1 или 1(ε), сформулированных для конкретной системы (2.1), может
статься, что решения не существует. Учитывая такие ситуации, мы сформулируем за-
дачу о наведении в менее жесткой постановке с привлечением понятия площади мно-

жества в .
При этом мы предполагаем, что такая постановка не противоречит смыслу исход-

ной реальной задачи о наведении.
Сначала дадим формулировку в терминах идеальных множеств достижимости

, , , .
Предварительно введем обозначения

здесь  – площадь множества .
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Зафиксируем  и  из [0, 1], .

Полагаем .
Задача 2. О наведении интегральных воронок (мягкая постановка). Требуется опре-

делить такую пару  ∈ , что выполняется соотношение

(3.6)

Поскольку точно решить задачу 2 мы не в состоянии, в силу тех же причин, что и
задачу 1, то сформулируем и будем искать решение некоторой аппроксимационной

задачи, в которой вместо множеств  и , в случаях, когда они не являются конеч-

ными, вписаны их конечные сети  и , а вместо (идеальных) множеств дости-

жимости , ,  вписаны их аппроксимции ,

 ∈ .
Введем обозначения

Полагаем .
Задача 3. О наведении интегральных воронок (мягкая постановка). Требуется опре-

делить такую пару  ∈ , что выполняется соотношение

(3.7)

Покажем, что при малых ,  из  решение аппроксимационной задачи 3 близ-
ко к решению задачи 2. Это обстоятельство оправдывает подмену задачи 2 задачей 3.
При этом под близостью решений мы понимаем как близость оптимальных значе-

ний (3.6) и (3.7) в задачах 2 и 3, так и близость оптимальных пар в  и .

Итак, рассмотрим сначала пары  и , где  выбрана в  произ-

вольно, а пара  ∈  такова, что , .
Оценим сверху хаусдорфово расстояние

Учитывая (3.3) и оценку

(3.8)

получаем

Введем для упрощения обозначение
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В итоге для пар  и , ,  имеем
оценку

(3.9)

Распишем подробнее функцию  и оценим ее сверху.
Справедливо представление

Так как, согласно условию A, функция  непрерывна на , то при

 справедлива оценка

Из этой оценки вытекает предельное равенство  = 0.

Условия A и B дополним следующим условием.

C. Границы , , , ,  (  ∈ ,  ∈

∈ , , ) ограничены сверху по длине некоторым .
Условие С выполнимо для многих задач о наведении интегральных воронок, по-

скольку длины границ , ,  ( ) ограничены, а длина границ

 и ,  не возрастает скачкообразно с возрастанием моментов

. Так, например, множество , ,  непрерывно зависит от  на
 (см. разд. 2) и во многих задачах управления вместе с ним непрерывно зависит от 

на  множество . В этих задачах непрерывно зависит от  и длина грани-
цы .

Полагаем

 – -слой вокруг множества

;

 – -слой вокруг множества

.
Из оценки (3.9) следуют включения

(3.10)

Из включений (3.10) получаем

(3.11)

Из (3.11) вытекают неравенства для площадей

(3.12)
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Из неравенств (3.12) следует оценка

(3.13)

Сделаем краткое замечание относительно слоев, окружающих компактные множе-

ства в ; к таким слоям принадлежат множества  и , .

Известно (см., например, [20]), что если  – выпуклое множество, то
площадь  -слоя , окружающего множество  и длина  грани-
цы  множества  связаны равенством

Если же множество  невыпукло, то площадь  может быть мень-

ше, чем . В этом случае справедливо неравенство

(3.14)

которым мы воспользуемся при оценке площадей , , .

А именно, принимая во внимание определение множеств , ,  и
учитывая (3.14), получаем

(3.15)

Из (3.13), (3.15) следует

(3.16)
Из (3.16) следует оценка

(3.17)

Из (3.17) получаем оценку

которую запишем в виде

(3.18)

По аналогичной схеме выводится оценка

(3.19)
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Из оценок (3.18) и (3.19) получаем

(3.20)
где введено обозначение

Опираясь на оценку (3.20), покажем, что при малых ,  и  решения задач 2 и 3
близки, и оценим эту близость.

Действительно, согласно (3.20), для любой пары  ×  ⊂  вы-
полняется неравенство

поскольку пара  является ближайшей парой в  к самой себе
и, стало быть, удовлетворяет неравенствам , .

Отсюда для любой пары  верно неравенство

из которого следует

(3.21)

С другой стороны, согласно (3.20), справедливо неравенство

для любых  и , , .
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из которого, в свою очередь, следует

(3.22)

Из неравенств (3.21), (3.22) следует

т.е. имеет место оценка

(3.23)

Допустим, пара  – оптимальная в задаче 3, т.е.  =
= .

Тогда справедлива оценка

(3.24)
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Кроме того, как показано выше, пара , как и любая пара  ∈ 
удовлетворяет неравенству

(3.25)
Из (3.24) и (3.25) получаем

(3.26)

Неравенство (3.26) устанавливает, что любая оптимальная пара  ∈ 

в задаче 3 является -оптимальной в задаче 2.

Принимая во внимание квадратичную зависимость функции  от функции

 и учитывая равенство  = 0, получаем  = 0.

Отсюда следует, что для наперед заданного  можно выбрать ,  и  из
 так, чтобы выполнялось неравенство

(3.27)

По  и , удовлетворяющим (3.27), находим пару  ∈  – оптималь-
ную в задаче 3.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математиче-
ском центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (номер соглашения 075-02-2021-1383).
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A nonlinear control system in a finite-dimensional Euclidean space and on a finite time in-
terval, depending on a parameter, is considered. The dependence on the parameter of the
reachable sets and integral funnels of the corresponding differential inclusion is studied. Un-
der certain conditions on the control system, the degree of this dependence on the parameter
is estimated.
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Решена задача о построении равномерных асимптотик дальних полей внутренних
гравитационных волн от начального возмущения линий равной плотности радиаль-
ной симметрии. Рассмотрено постоянное модельное распределение частоты плавуче-
сти и с помощью преобразования Фурье–Ханкеля получено аналитическое решение
задачи в виде суммы волновых мод. Получены равномерные асимптотики решений,
описывающие пространственно-временные характеристики возвышения изопикн
(линий равной плотности), вертикальной и горизонтальной (радиальной) компо-
нент скорости. Асимптотики отдельной волновой моды основных компонент вол-
нового поля выражаются через квадрат функции Эйри и ее производные. Проведено
сравнение точных и асимптотических результатов, и показано, что на временах по-
рядка десяти и более периодов плавучести равномерные асимптотики позволяют
эффективно рассчитывать дальние волновые поля.

Ключевые слова: стратифицированная среда, внутренние гравитационные волны, ча-
стота плавучести, дальние поля, равномерные асимптотики
DOI: 10.31857/S0032823522020047

1. Введение. В экспериментальных и натурных наблюдениях внутренних гравитаци-
онных волн (ВГВ) в природных стратифицированных средах (океан, атмосфера), а
также при рассмотрении большого числа конкретных задач накоплен большой факти-
ческий материал, который нуждается в теоретическом осмыслении [1–3]. Волновые
движения в этих средах могут возникать как вследствие естественных причин, так и
порождаться искусственными источниками возмущений [4, 5]. Основные результаты
решений задач о генерации ВГВ представляются в самой общей интегральной форме,
и в этом случае полученные интегральные решения требуют разработки асимптотиче-
ских методов их анализа, допускающих качественный анализ и проведение экспресс
оценок получаемых решений [5–7]. Решения в линейной постановке посредством
преобразования Фурье позволяют рассчитывать волновые поля численным интегри-
рованием [2, 3, 5, 8–11]. Однако, по мере увеличения времени и расстояния от источ-
ников возмущений необходимо вычислять интегралы от все более и более осциллиру-
ющих функций, и численные расчеты делаются трудоемкими. Кроме того, получить
из численных расчетов качественное описание уходящих от источника ВГВ, их эво-
люцию во времени и пространстве, зависимость от характеристик источника практи-
чески либо невозможно, либо это требует больших расчетов. В то же время асимпто-
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тические выражения для волновых полей записываются через известные специальные
функции, и их качественный анализ, как правило, не вызывает затруднений [6, 7, 12, 13].
Кроме того, найденные асимптотики позволяют перейти к более реалистической си-
туации сред, параметры которых медленно меняются по горизонтали и времени, так
как наличие явных аналитических конструкций позволяет учесть изменение парамет-
ров среды вдоль трассы распространения ВГВ посредством соответствующего измене-
ния аргументов, описывающих поле специальных функций, а также амплитудных фа-
зовых множителей [5, 14–16]. Одной из основных используемых моделей генерации
можно считать предположение о возбуждении пакетов ВГВ импульсным воздействи-
ем различной физической природы [1, 4, 17–19]. Для проведения прогнозных расче-
тов ВГВ параметры моделей волновой генерации подбираются так, чтобы приблизить
смоделированную волновую систему к реально наблюдаемым волновым картинам,
что дает возможность верифицировать эти математические модели.

Целью настоящей работы является построение равномерных асимптотик дальних
полей ВГВ, возбуждаемых начальным возмущением линий равной плотности ради-
альной симметрии в слое стратифицированной среды конечной толщины.

2. Постановка задачи, интегральные формы решений. Поле возвышения изопикн
(линий равной плотности)  в слое стратифицированной среды  в ци-
линдрических координатах  (зависимости от угла нет, ось  направлена вверх) в
приближении Буссинеска определяется из задачи [6, 20]

где далее частота Брента–Вяйсяля (частота плавучести) предполагается постоянной:

 = const. Предполагается, что начальное возмущение изопикн (линий рав-
ной плотности) обладает радиальной симметрией и некоторым распределением по
глубине с одним максимумом, что соответствует качественному характеру наблюдае-
мым в реальных природных средах (океан, атмосфера) нелокальным источникам [1, 4,
17–19]. Решение полученной начально-краевой задачи строится с помощью преобра-
зования Фурье–Ханкеля, и в безразмерных переменных , ,

,  (индекс “*” далее опускается) имеет вид [6, 20, 21]

(2.1)

где  – функции Бесселя нулевого порядка [21]. Используя эти решения, можно по-
лучить выражения для вертикальной  и горизонтальной (радиальной) 
компонент скорости ВГВ, которые имеют вид [20]
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(2.2)

где  – функции Бесселя первого порядка [21].
3. Равномерные асимптотики решений. Функции ,  и  определяют

пространственно-временную структуру основных компонент полей ВГВ. В [20] по-
строены неравномерные асимптотики этих выражений при  вблизи волновых
фронтов отдельной моды. В настоящей работе рассматривается более сложная задача
построения равномерных асимптотик, которые позволяют описать волновые поля
при  как вблизи, так и вдали от волновых фронтов. С этой целью необходимо
заменить в (2.1) функцию Бесселя на ее асимптотику:  ≈  [6, 21].
Получающийся в результате интеграл может быть представлен в виде

где , а при  выбираем . Поскольку  – монотонно возраста-

ющая функция переменной , то фазовая функция  интеграла  не имеет стаци-

онарных точек на действительной оси, поэтому при больших значениях ,  интеграл 

экспоненциально мал. Оценим далее интеграл . Обозначим  – мак-
симальную групповую скорость отдельной моды ВГВ [1, 6]. Тогда при  фа-
зовая функция  имеет две стационарные точки на действительной оси:

 = . Вблизи волнового фронта каждой моды, то есть при ,
эти две стационарные точки сливаются друг с другом, а также с точкой ветвления при

. При  две стационарные точки  располагаются на мнимой оси. Для

построения равномерной (по параметру ) асимптотики интеграла , позволя-
ющей описывать дальние волновые поля как вблизи, так и вдали от волновых фронтов
необходимо выполнить регулярную замену переменной , переводящую фазо-

вую функцию  в новую функцию  [6, 7, 22, 23]. Таким

образом, фазовая функция может быть представлена в виде: . При этом
стационарным точкам  будут отвечать точки . Тогда для  можно полу-

чить: . В результате такой замены переменных интеграл  может
быть представлен в виде
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где функция  – регулярная функция переменной . Действительно, по построению
функция  является нечетной регулярной функцией, принимающей положи-
тельные значения при . Поэтому  – четная регулярная функция,  –
четная регулярная функция, принимающая только положительные значения,  –
четная регулярная функция, и, следовательно,  – регулярная функция как произве-
дение трех регулярных функций. Тогда, в соответствии с общей схемой построения
равномерных асимптотик (метода эталонных интегралов) функцию  можно пред-

ставить в виде [6, 7, 22–24]: , где  – интерполя-
ционный многочлен Лагранжа для функции , построенный по точкам ,
и  – регулярная функция. В результате можно получить

Интеграл IP вычисляется аналитически [7, 20, 22–24]

С помощью интегрирования по частям можно показать, что для IR справедлива оцен-
ка: . В силу нечетности функции  можно получить: ,

 = . Тогда главный член равномерной (по па-
раметру ) асимптотики отдельной волновой моды при  имеет вид

(3.1)

Равномерные асимптотики для функций  и  при  вычисляются
аналогично, и имеют вид

(3.2)

4. Результаты численных расчетов. Для численных расчетов в начальном распреде-
лении возвышения изопикн (линий равной плотности) предполагается, что функции

,  нормированы на свои максимальные по модулю значения. В качестве мо-
дельного, можно рассмотреть следующее радиальное распределение начального воз-

мущения изопикн:  и представление функции ,
, . Использованные пространственные масштабы и характер изменчиво-

сти начального возмущения изопикн соответствуют типичным горизонтальным и вер-
тикальным масштабам нелокальных источников возбуждения ВГВ в океане [1, 4, 5, 20].
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На рис. 1 представлены результаты расчетов функции , (первая мода возвыше-
ния) при значениях  (верхний рисунок) и  (нижний рисунок). Здесь и да-
лее сплошная линия – результаты точных численных расчетов по формулам (2.1)–
(2.2), штриховая линия – расчеты по формулам (3.1)–(3.2). Точкой отмечено положе-
ние волнового фронта. На рис. 2 представлены результаты расчетов функции 
(первая мода вертикальной скорости) при значениях  (верхний рисунок) и 
(нижний рисунок). На рис. 3 представлены результаты расчетов функции , (пер-
вая мода горизонтальной (радиальной) компоненты скорости) при значениях 

1( , )g r t
= 30t = 70t

1( , )p r t
= 30t = 70t

1( , )q r t
= 30t

Рис. 1. Первая мода возвышения изопикн, точное решение и равномерная асимптотика.
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(верхний рисунок) и  (нижний рисунок). Из представленных результатов видно
хорошее совпадение точных и асимптотических формул при больших значениях , .
Как показывают численные расчеты, на временах порядка десяти и более периодов
частоты плавучести, построенные равномерные асимптотики волновых мод позволяет
с хорошей степенью рассчитывать дальние поля ВГВ как вблизи, так и вдали от волно-
вых фронтов.

= 70t
r t

Рис. 2. Первая мода вертикальной скорости, точное решение и равномерная асимптотика.
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Заключение. В работе для заданного начального возмущения изопикн (линий рав-
ной плотности), обладающего радиальной симметрией и вертикальным распределе-
нием с одним максимумом, построены равномерные асимптотические решения, опи-
сывающие динамику пакетов ВГВ на больших временах и расстояниях. Равномерные
асимптотики отдельной волновой моды компонент волнового поля выражаются через

Рис. 3. Первая мода горизонтальной (радиальной) скорости, точное решение и равномерная асимптотика.
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квадрат функции Эйри и ее производные и позволяют рассчитывать пространствен-
но-временные характеристики возвышения изопикн, вертикальной и горизонтальной
(радиальной) компонент скорости как вблизи, так и вдали от волновых фронтов. Ис-
пользованное в качестве начального модельное распределение возвышения может
адекватно описать различные физически обоснованные механизмы генерации паке-
тов ВГВ в природных стратифицированных средах. Полученные результаты позволя-
ют аналитически представить как возвышение изопикн, так и все компоненты скоро-
стей возбуждаемых ВГВ. Полученные равномерные асимптотики дальних полей ВГВ
дают возможность эффективно рассчитывать основные характеристики волновых по-
лей, и, кроме того, качественно анализировать полученные решения, что важно для
правильной постановки математических моделей волновой динамики природных
стратифицированных сред. Полученные асимптотические результаты с различными
значениями входящих в них физических параметров позволяют провести оценку ха-
рактеристик начальных возмущений, наблюдаемых в реальных условиях.

Работа выполнена по темам государственного задания: № АААА-А20-120011690131-7,
№ 0128-2021-0002, и частичной финансовой поддержке РФФИ проект № 20-01-00111А.
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Uniform Asymptotics of Internal Gravity Waves Fields from Initial Radially
Symmetric Perturbation
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The problem of constructing uniform asymptotics of the internal gravity waves far fields
from a nonlocal source of radial symmetry perturbations that f lared up at the initial time is
solved. The constant model distribution of the buoyancy frequency is considered and an an-
alytical solution of the problem in the form of a sum of wave modes is obtained using the
Fourier–Hankel transform. Uniform asymptotics of solutions are obtained, which describe
the space-time characteristics of the elevation of isopycn (lines of equal density), vertical
and horizontal (radial) velocity components. The asymptotics of an individual wave mode of
the main components of the wave field are expressed in terms of the square of the Airy func-
tion and its derivatives. A comparison of the exact and asymptotic results is carried out, and
it is shown that, at times of the order of ten or more periods of buoyancy, the uniform as-
ymptotics makes it possible to efficiently calculate the far wave fields

Keywords: stratified medium, internal gravity waves, buoyancy frequency, uniform asymptot-
ics, far fields
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Вычисляются аэродинамические силы, действующие на клин и конус в потоке раз-
реженного газа. Доказывается, что существует такой угол полураствора клина и ко-
нуса, что при увеличении этого угла подъемная сила становится отрицательной при
произвольном угле атаки. Для высокоскоростных течений показано, что такой эф-
фект существует при произвольном числе Рейнольдса.
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фекты разреженности газа
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1. Введение. Эффект изменения знака подъемной силы при изменении угла атаки в
высокоскоростных плоских течениях впервые был обнаружен в [1]. В свободномоле-
кулярном течении такой эффект был найден в [2]. Данная работа является развитием
идей из [2]. Показано, что при обтекании клина разреженным газом при определен-
ным соотношении угла полураствора и угла атаки подъемная сила клина может стать
отрицательной. Причем, этот эффект проявляется при любых скоростях газа и отно-
шениях температур поверхности клина и газа. Более того, такой эффект есть и в слу-
чае гиперзвукового течения невязкого газа (модель Ньютона). Для высокоскоростных
течений на основе локального метода [3] показано, что эффект изменения знака подъ-
емной силы при определенных значениях угла полураствора существует для клина и
конуса при произвольном числе Рейнольдса.

2. Свободномолекулярный случай. Обтекание клина. Рассматривается свободномоле-
кулярное обтекание клина конечной длины с углом полураствора  и углом атаки

.
Теорема 1. Существует такое значение , что при  коэффициент подъем-

ной силы клина , и , а при  имеем  в некотором интер-
вале значений угла атаки  из множества . Значение  определяется
из уравнения

δ
≤ α ≤ π0 /2

δ = δ0 δ ≥ δ0

≤ 0Cy ≤ α ≤ π0 /2 δ < δ0 > 0Cy
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Доказательство. Коэффициенты давления и трения для плоской пластины под уг-
лом атаки  равны [5]

(2.1)

Здесь ,  – скорость газа,  – масса молекулы,  – постоянная
Больцмана,  – температура газа,  – температура поверхности,  =

= ,  – температурный фактор,  – отношение теплоемкостей,

.
Коэффициент подъемной силы выражается

(2.2)

Для верхней части клина , для нижней части .

(2.3)

Коэффициент подъемной силы клина выражается формулой

(2.4)

На рис. 1 представлены графики зависимостей  от угла атаки  для разных вели-
чин угла полураствора . Из графиков хорошо видно, что с увеличением  кривая

 отходит от точки  все ближе к горизонтали. И при некотором значении
 кривая при  становится горизонтальной, а затем при увеличении  значе-

ния  становятся отрицательными. Определить эту величину  можно из уравнения

(2.5)
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Рис. 1. Зависимость  от угла атаки  при разных значениях  ( , , ): кривые 1–4 со-

ответствуют значениям  = 10°; 20°; 36°; 40°.
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Из уравнения (2.5) определяем значения  в зависимости от скорости набегающего
потока  и температурного фактора .

Из рис. 1 видно, что зависимость  немонотонна. Причем при любом угле по-
лураствора , начиная с некоторого угла, эта зависимость величина  становится
отрицательной. Отсюда следует

Теорема 2. При любом значении угла полураствора  найдется такой угол атаки
 из множества , что при  коэффициент подъемной силы
. 

Доказательство.
Эту теорему можно доказать непосредственным нахождением  из решения урав-

нения

(2.6)

δ0

S wt
( )αCy

δ ( )αCy

δ < δ0

α = α0 ≤ α ≤ π0 /2 α > α0
< 0Cy

α0

( )α δ =, 0Cy

Рис. 2. Зависимость  от скоростного отношения  для разных температурных факторов: кривые 1–3 со-

ответствуют значениям ; 0.1; 0.01.

20

10

30

�0

0.316 1.0 3.16 10 S

3
21

0.1

δ0 S

= 1wt

Рис. 3. Зависимость  от температурного фактора  при разных значениях скоростного отношения: кри-

вые 1–4 соответствуют значениям ; 5; 10; 20.

38

34

42

�0

0.1 tw

3
4

2

1

0.01

δ0 wt
= 2S



219О ПОДЪЕМНОЙ СИЛЕ В ПОТОКЕ РАЗРЕЖЕННОГО ГАЗА

На рис. 4 показан пример зависимости .
3. Высокоскоростные течения. Локальный метод. Клин. В высокоскоростном потоке

при  возможно использовать метод, основанный на гипотезе локальности [6],
которая состоит в следующем: аэродинамические коэффициенты сил, действующие
на элемент поверхности, зависят только от местного угла наклона  этого элемента к
вектору скорости набегающего потока , от характерного для всего тела числа

 и температурного фактора , где  – коэффициент

вязкости, вычисляемый по температуре торможения;  = ,  –
температура торможения и температура элемента поверхности, соответственно;  –
отношение удельных теплоемкостей;  – характерный размер тела. В соответствие с
гипотезой локальности предполагается, что для аэродинамических коэффициентов
справедливы соотношения [6]

(3.1)

Тогда, в свободномолекулярном случае  из (2.1) при  следует:

а в случае невязкого высокоскоростного газа ( ) следует формула Ньютона и
, .

Теорема 1 доказывается так же как в разд. 2 и критический угол вычисляется из ре-
шения уравнения (2.5).

В свободномолекулярном случае  уравнение (2.5) имеет вид

(3.2)

Теорема 2 как и в случае разд. 2 доказывается прямым решением уравнения (2.6).
Получается, что в этом случае такого угла нет, то есть  = 90°.
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Рис. 4. Зависимость  для : кривые 1–3 соответствуют значениям ; 1.0; 10.0.
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В случае невязкого газа ( ) используется формула Ньютона и нахождение
критического угла сводится к решению уравнения

Исключая нефизичные значения корней ( ) и отрицательные значения
(вследствие симметрии), получаем

(3.3)

Решение уравнения (2.6) дает доказательство теоремы 2. Результат этого решения
показан на рис. 5.

4. Высокоскоростные течения. Конус. Используя формулы (3.1) коэффициент подъ-
емной силы конуса запишется [6]

(4.1)

При  , , ;

При 

Для доказательства теоремы 1 из решения уравнения (2.5) находим значение  =
= 35.26°.
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Рис. 5. Зависимость  для клина в случае модели Ньютона ( ).
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Для доказательства теоремы 2 решаем уравнение  при . Результат реше-
ния на рис. 6.

В случае модели Ньютона подставляем в эти выражения ,  получа-
ем формулы локального метода для конуса. Уравнение (2.5) дает

(4.2)

Заключение. В статье рассматриваются коэффициенты подъемной силы клина и
кругового конуса для двух моделей течения: свободномолекулярная модель газа и мо-
дель основанная на гипотезе локальности высокоскоростных течений. Для данных
случаев сформулированы и доказаны теоремы, согласно которым для любого угла по-
лураствора найдется такой угол атаки, начиная с которого коэффициент подъемной
силы становится отрицательным, и также существует угол полураствора, начиная с
которого коэффициент подъёмной силы отрицателен для любого угла атаки.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 20-08-00790.
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On the Lifting Force in a Rarefied Gas Flow
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For the cases of a wedge and a cone aerodynamic forces acting on a body in a rarefied gas
flow, are calculated. The theorem about existence of such an angle of half opening of a
wedge and a cone, that for every wider angle of half opening the lifting force is negative for
every arbitrary angle of attack is formulated and proved. It is shown, that this effect takes
place at any arbitrary Reynolds number.
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При анализе прочности конструкций из слоистых волокнистых полимерных компо-
зиционных материалов используются критерии разрушения монослоя – однона-
правленно армированного композита. В однонаправленном композите площадка
скалывания матрицы составляет с плоскостью волокон двугранный угол, который
возрастает с увеличением отношения поперечных сжимающих и сдвиговых напря-
жений. Этот вид разрушения связующего наиболее опасен и приводит к полному
разрушению структуры композита. Формулируются линейный и квадратичный ва-
рианты критерия прочности по условию прочности связующего, учитывающих вли-
яние нормального напряжения на сопротивление сдвигу, соответствующее асим-
метричному закону трения. Выводится формула, определяющая угол наклона пло-
щадки возможного разрушения. Рассматриваются виды установочных испытаний и
осуществляется экспериментальная проверка предложенных критериев.

Ключевые слова: однонаправленный композит, полимерная матрица, прочность, раз-
рушение связующего, анизотропное трение
DOI: 10.31857/S0032823522020102

1. Введение. Расчеты конструкций из слоистых композитов обычно проводятся по
критериям прочности их одномерно армированных волокнистых монослоев. К насто-
ящему времени предложено довольно много таких критериев. Однако задача построе-
ния новых и совершенствования существующих критериев остается по-прежнему ак-
туальной. Коэффициент запаса прочности, учитывающий неточность применяемых
критериев, для многих несущих конструкций все еще назначается очень большим.
Поэтому могут продолжаться попытки построения новых, а также модификации и
специализации существующих критериев. Настоящая работа также посвящена иссле-
дованию и построению вариантов одного критерия прочности монослоя по условию
разрушения связующего при наличии сжатия нормально волокнам [1]. Нагружения с
таким сжатием, например, могут испытывать в полете монослои композитных пане-
лей обшивки планера самолета [2]. Компонентами этого вида нагружения наряду с
поперечным сжатием могут являться сдвиг в плоскости волокон и растяжение или
сжатие вдоль волокон. Соотношения данных компонент в различных участках панели
различно. Однородное напряженное состояние с фиксированным соотношением
компонент с высокой точностью реализуется, например, в экспериментах по осевому

УДК 539.4.011:678

EDN: PRQITF



224 ОЛЕЙНИКОВ

сжатию с кручением и внутренним или внешним давлением композитных трубчатых
образцов, намотанными послойно по окружности [3, 4]. В принципе такие состояния
можно получать и в плоских крестообразных образцах, вырезанных из однонаправ-
ленного листа.

Обзор работ по теориям прочности композитов приведены, например, в [5, 6].
Здесь кратко отметим только два подхода к построению наиболее известных критери-
ев. Их общий вид таков:

(1.1)

Функция  определяет некоторое соотношение между компонентами  тензора на-
пряжений,  – постоянные композита.

Первый подход основывается на общих тензорных и инвариантно-полиномиальных
формулировках функции . Они широко используются при образовании критериев
прочности анизотропных материалов (композитов), например, в [7–11]. Предполагает-
ся, что искомый критерий является инвариантным относительно группы ортогональ-
ных преобразований, соответствующих классу симметрии структуры материала. Досто-
инства и недостатки этого подхода отмечались в [12–14]. Нарушение таких условий
прочности означает либо разрушение (обрыв, локальное выпучивание) в основном
волокон, либо разрушение (скол, расщепление) в основном матрицы, однако без яв-
ного указания какой именно из этих видов (мод, механизмов) разрушения в основном
произошел [7, 8, 10]. При расчетах конструкций из слоистых композитов идентифика-
ция механизма разрушения монослоя необходима. Считается, что первый механизм
приводит к полной потери несущей способности слоя, а второй – только лишь к изме-
нению некоторых его характеристик упругости. Хотя эти механизмы и можно условно
отделить по доминирующим слагаемым в выражениях данных критериев [15], тем не
менее, начиная с работы [9] критерии прочности по механизмам разрушения волокон
и связующего, как правило, формулируются отдельно [11]. Разложение критерия по
этим механизмам основывалось на рассмотрении проекций напряжений на плоскости
перпендикулярные и параллельные волокнам [9]. Кроме того, каждый из полученных
таким образом критериев еще подразделялся на два случая наличия растягивающих
или сжимающих нормальных напряжений на данных плоскостях [9].

Если не связывать построение критерия с симметрийно-инвариантными ограниче-
ниями, то эти два вида критериев можно сразу отдельно формулировать на соответ-
ствующих площадках. В этом состоит второй подход, которого мы здесь придержива-
емся. Тогда в соотношении (1.1) функция , где соответственно  и 
касательное и нормальное напряжения на площадке с нормалью . При плоском на-
пряженном состоянии композита критериальная функция  по механизму разруше-
ния связующего применялась в форме квадратичной зависимости между  и  [16, 17].
Ориентация этой площадки полагалась одной и той же для всех напряженных состоя-
ний. Ее положение было зафиксировано перпендикулярно плоскости волокон в их
направлении, так что  – касательное напряжение вдоль волокон. В некоторых
случаях вполне удовлетворительные результаты получались при линейной функции 
на той же площадке [18]. Однако, с изменением напряжений ориентация данной пло-
щадки  может изменяться. Для каждого напряженного состояния ее положение соот-
ветствует максимуму функции , где  – касательное напряжение по-
перек волокон [9]. Эта площадка составляет с плоскостью волокон некоторый дву-
гранный угол , ребро которого параллельно направлению волокон [1, 9, 19]. На
данной площадке критерии прочности по механизму разрушения связующего при на-
личии сжатия перпендикулярно направлению волокон предлагались в виде [1]:
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(1.2)

(1.3)

а также в форме [19]

(1.4)

Очевидно, что (1.3) следует из (1.2), если допустить, что  и  [1].
В (1.2)–(1.4) приняты следующие обозначения:  и  – сопротивление сдвигу матри-
цы при действии соответственно напряжения  или ,  и  – угловые коэффици-
енты касательных к предельным кривым  и  в точке , соответ-
ственно; угловая скобка в (1.4) означает, что для любого , .

Согласно аналогии, между сопротивлением сдвигу и предельной силой трения (по-
коя) выражения (1.2)–(1.4) учитывают на площадке  влияние нормального напряже-
ния сжатия на сопротивление сдвигу, соответствующее ортотропному закону трения
[20, 21]. Критические замечания по критериям (1.2), (1.3) приводились в [11].

Ключевым элементом в применении (1.2)–(1.4) для данного напряженного состоя-
ния , ,  на площадке  является решение задачи об определении угла ,
доставляющего максимум функции  [9]. К настоящему времени
точное решение найдено только для (1.3) [1]. Для исходного общего критерия (1.2)
точное решение еще не получено. Это сдерживает возможно более широкое его при-
ложение.

В природных волокнистых композитах наблюдаются асимметричные законы внут-
реннего трения, при котором сопротивление сдвигу зависит от сочетания знаков каса-
тельных напряжений вдоль и поперек волокон [21]. Применительно к таким материа-
лам необходимо иметь, например, обобщение (1.2) на случай влияния нормального
напряжения сжатия на сопротивление сдвигу, соответствующее асимметричному за-
кону трения. Такое обобщение также еще не построено.

Квадратичные условия прочности композитов наиболее широко употребительные.
Тем не менее их линейная аппроксимация в некоторых случаях может давать вполне
удовлетворительные результаты [18]. Кроме того, линейное условие может быть ис-
пользовано при кусочно-линейном приближении нелинейных критериев и эффек-
тивно при решении обратных задач по определению характеристик монослоев из
свойств пакета [22]. Линейный аналог данных условий прочности к настоящему вре-
мени также не сформулирован.

В качестве параметров в критерии (1.2)–(1.4) входят угловые коэффициенты  и 
касательных к соответствующим предельным кривым. Эти кривые вообще являются
искомыми и для новых композитов или технологий заранее неизвестны. Для их опре-
деления нужен некоторый массив опытных данных в окрестности чистого продольно-
го сдвига. Поэтому также актуальным является вопрос определения параметров дан-
ных критериев по результатам стандартных испытаний.

Целью настоящей работы является, применительно к случаю наличия поперечного
сжатия:

• формулировка линейного и квадратичного вариантов общего условия прочности (1.2),
учитывающих влияние нормального напряжения на сопротивление сдвигу на пло-
щадке , соответствующее ортотропному асимметричному закону трения;
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• вывод уравнения для определения ориентации площадки , на которой реализу-
ется максимум линейного критерия;

• вывод формулы для определения угла наклона площадки , соответствующего
максимуму квадратичного критерия;

• определение видов установочных испытаний для нахождения параметров данных
критериев прочности;

• экспериментальная проверка предложенных критериев при двухкомпонентном
нагружении комбинациями поперечного сжатия и продольного сдвига.

2. Линейное и квадратичное условия прочности. Линейный  и квадратичный 
критерии прочности по условию разрушения связующего, которые учитывают влия-
ние нормального напряжения сжатия на предельное сопротивление сдвигу, соответ-
ствующее ортотропному асимметричному закону трения на площадке , записывают-
ся соответственно в виде:

(2.1)

(2.2)

где величина постоянных ,  в зависимости от знаков касательных напряжений
вдоль  и поперек  волокон может быть различной [21]:

На плоскости ( ) критерий (2.2) является выпуклой замкнутой гладкой кри-
вой, составленной из дуг четырех эллипсов с общим центром и различными полуося-
ми, как показано на схеме рис. 1а (сплошная линия). Полуоси четвертей соответству-
ющих эллипсов в вершинах смежных дуг одинаковы,

Симметричный изотропный случай ,  критерия (2.2)
на рис. 1а представляется окружностью (пунктирная линия). Симметричные орто-
тропные случаи ,  критериев (2.2) и (2.1) являются соответственно эл-
липсом и вписанным в этот эллипс ромбом (рис. 1б). В последнем случае (2.2) совпа-
дает с критерием (1.2) после переопределения констант , , ,

.
При плоском напряженном состоянии в системе координат  напряжения на

площадке , наклоненной к оси  под углом , (оси ,  лежат в плоскости волокон
в направлении армирования и перпендикулярно ему, соответственно; ось  – пер-
пендикулярна плоскости волокон) записываются в виде

(2.3)
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В данной системе координат единичная нормаль к площадке . От-
носительно плоскости  площадка  повернута вокруг оси параллельной , по-
этому в средней формуле (2.3) содержится только косинус в первой степени.

Согласно (2.3) напряжение  в направлении волокон не фигурирует в условиях (2.1),
(2.2) и напрямую не взаимодействует с напряжениями ,  и  на площадке . Это
известный недостаток всех критериев сформулированных на площадках параллель-
ных направлению волокон [1, 16–19]. Заметим, что и в тензорно-инвариантных тео-
риях критерии прочности по механизму разрушения матрицы также не содержат 
[9, 11]. Ошибка, связанная с пренебрежением вклада  в напряжения в матрице
обычно не слишком велика. Это обусловлено главным образом обычно очень боль-
шим превышением модуля упругости волокна над модулем упругости связующего.
Кроме того, при наличии  прежде данных критериев возможно нарушение условия
прочности по механизму разрушения волокон. Это условие здесь не рассматривается.

Однако, по причине указанного превышения модуля упругости волокна и стати-
стической природы его прочности в связующем происходит накопление микротре-
щин с ростом продольного напряжения. Такое увеличение трещиноватости связую-
щего обусловлено концентрацией и сингулярностью для напряжений у рассеянных
локальных разрушений волокон. Это растрескивание уменьшает эффективную пло-
щадь связующего, воспринимающую напряжения. Достаточно высокий уровень тре-
щиноватости оказывает существенный разупрочняющий эффект. Его можно учиты-
вать с помощью введения в критерий параметра разупрочнения . За меру такой
разупрочненности может быть принята просто относительная величина продольного
напряжения  [1], где  – прочность композита при одноосном нагружении
в направлении волокон. Согласно опытным данным существенное влияние этого разу-
прочнения наблюдается только при высоких продольных напряжениях  [1].
Далее здесь это разупрочнение не рассматривается.

Что касается определения угла  наклона площадки возможного разрушения, или
кратко – угла разрушения, примем, что при  реализуется максимум функции
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 или  для данных , . Согласно этому предположению
и (2.3) угол  является решением системы

(2.4)

Система (2.4) определяет также искомую поверхность прочности , кото-
рая является огибающей для -семейства условий .

Известно множество волокнистых растительных материалов с асимметричным
внутренним трением [21]. Для конструкционных композитов влияние асимметрии
трения в сравнении с их анизотропией незначительно. Далее ограничимся рассмотре-
нием симметричного анизотропного случая, когда  и  не изменяются при переме-
не знаков касательного напряжения,

(2.5)

При выполнении равенств (2.5) критерии (2.2) и (2.1) на плоскости ( , ) пред-
ставляют собой соответственно эллипс и вписанный в этот эллипс ромб (рис. 1б).

3. Линейный критерий. Обозначим выражения под знаком модуля в (2.1) через 
и . При плоском напряженном состоянии

(3.1)

и (2.1) записывается в виде

(3.2)

Используя (3.1) из (3.2) получаем, согласно (2.4), уравнение для определения :

(3.3)

При  из (3.2) и (3.3) следует, что

(3.4)

где ,  – соответственно угол разрушения и прочность композита при одноосном
сжатии перпендикулярно направлению волокон.

Также из (3.2), (3.3) при  получаем, что

(3.5)

где ,  – соответственно угол разрушения и сопротивление сдвигу композита при
продольном сдвиге.

Согласно [1], также здесь и везде далее принимаем, что

(3.6)
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С учетом (3.6) выражение (3.2) для  и уравнение (3.3) для определения угла  при-
обретают простой вид

(3.7)

(3.8)
где

(3.9)

Критерий (3.7) в общем случае является физически нелинейным из-за зависимости
от угла . Линейный случай [18] следует из (3.7), (3.8) при  и . Соглас-
но (3.7)–(3.9) в число характеристических констант композита, кроме  и , в об-
щем случае входит также угол .

В случае одинакового сопротивления сдвигу поперек и вдоль волокон 
из (3.9) следует, что угол  не является независимой характеристической констан-
той материала. Он определяется отношением прочностей  и ,

(3.10)

Например, для углепластика при  МПа и  МПа получаем
.

4. Квадратичный критерий. При плоском напряженном состоянии с учетом (2.5) и
(3.6) критерий (2.2) принимает вид

(4.1)

где параметры ,  и  точно также как и в линейном случае определяются по фор-
мулам (3.9).

Используя (4.1) из (2.4) получаем уравнение относительно искомого угла ,

Это уравнение имеет два решения:

(4.2)

С учетом выражения для и  в (3.9) и согласно (4.2) получаем простую формулу для
нахождения угла  наклона площадки возможного разрушения,

(4.3)

При  формула (4.3) тождественно дает , что и следовало ожи-
дать.
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В случае  угол  также как и для критерия (2.1) не является независимой ха-
рактеристической постоянной материала. Он определяется квадратом отношения
прочностей  и :

(4.4)

При  МПа и  МПа согласно (4.4) также получаем .
5. Установочные испытания. Приведем возможные виды экспериментов, определя-

ющие все материальные параметры данных критериев.
Вначале рассмотрим более простой случай, когда в (2.1) и (2.2) коэффициенты пе-

ред касательными напряжениями вдоль и поперек волокон равны, . При таком
равенстве на плоскости ( ) условие (2.1) является квадратом вписанным в окруж-
ность условия (2.2) (рис. 1).

Из соотношений (3.6), (3.9), (3.10) и (4.4) следует, что в этом случае все параметры
предложенных критериев , , , ,  могут быть определены по результатам всего
двух стандартизованных испытаний образцов на разрушение. А именно, по прочности

 при одноосном сжатии перпендикулярно направлению волокон и прочности 
при продольном сдвиге в плоскости волокон. После определения прочностей  и  все
параметры данных критериев вычисляются по формулам (3.9), а также (3.10) или (4.4).

В общем случае, когда , кроме прочностей  и  надо еще определить
угол  скалывания композита по матрице при одноосном сжатии перпендикулярно
направлению волокон. Судя по литературе к настоящему времени отсутствует обще-
принятый стандарт на испытания по определению этого угла. По результатам экспе-
риментов на разрушение призматических и трубчатых образцов стекло- и углепласти-
ков получали узкий диапазон изменения значений этого угла,  [23–25].
К настоящему времени в расчетах общепринято использование значения  из данно-
го диапазона [26]. Тогда по приведенным формулам (3.9) определяются все параметры
данных критериев.

6. Экспериментальная проверка предложенных критериев. Пример расчета кривых
прочности при поперечном сжатии в комбинации со сдвигом. Обычно в качестве экспе-
риментальной проверки критериев прочности приводятся примеры их применения
при одноосном нагружении под различными углами к волокнам. Такая проверка
условий (1.3) и [18] для стеклопластика, углепластика и боропластика приведена в [15].
При этом расчетные кривые прочности для данных критериев и критериев, [8, 9, 16–18],
различаются несущественно [15].

Для критериев (2.1), (2.2) показательным является двухкомпонентное нагружение
комбинациями сжатия перпендикулярно направлению волокон и продольного сдвига
в плоскости волокон.

В качестве примера приложения критериев (2.1) и (2.2) на рис. 2 приведены кривые
прочности (более толстые линии) углепластика при нагружении его нормальными и
сдвиговыми напряжениями рассчитанные согласно (3.7)–(3.9), (рис. 2а) и (4.1), (4.3)
(рис. 2б) при  МПа,  МПа, , соответствующих испытани-
ям на поперечное сжатие в комбинации со сдвигом [24].

Для -семейств (более тонкие сплошные линии) прямых ,
 (рис. 2а) и -семейств эллипсов ,  (рис. 2б), соот-

ветствующие этим критериям кривые прочности являются внутренними огибающи-
ми. На этих рисунках видно, что кривая прочности соответствует критическим напря-
жениям имеющих радиус-вектор наименьшей длины. Штрихпунктирными линиями

=t lm m ⊥α*

22S 12S

⊥
 −

α =   + 

2 2
12 22
2 2
12 22

4 11* arccos
2 4 1

S S

S S

= −22 200S =12 83.1S ⊥α ≅ °* 50.3

=t lm m
τ τ,nl nt

tm lm tY lY ⊥α*

22S 12S

22S 12S

≠t lm m 22S 12S

⊥α*

⊥α = ° ± °* 53 3

⊥α*

= −22 200S =12 83.1S ⊥α = °* 55

α ( )σ σ α =1 22 12, , 0F
α = const α ( )σ σ α =2 22 12, , 0F α = const



231ВАРИАНТЫ КРИТЕРИЯ ПРОЧНОСТИ 

изображены кривые прочности для случая  когда угол  для линейно-
го критерия по формуле (3.10) и для квадратичного критерия согласно формуле (4.4).

Влияние нелинейности обусловленной зависимостью от угла  критерия (2.1) вид-
но на рис. 2а. Характерным является образование максимума сопротивления разруше-

=t lm m ⊥α ≅ °* 50.3

α

Рис. 2.
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нию при переходе от случая нагружения чисто сдвиговыми напряжениями к случаям
нагружения комбинацией сдвиговых и нормальных напряжений. На этом максимуме
площадка разрушения составляет с нормалью к плоскости волокон угол равный 20°,
локальный максимум  реализуется при отношении  к  равному (–3.3) и пре-
вышает  на 6%. В случае  такой максимум отсутствует.

Квадратичный критерий (2.2) при  (рис. 2б, сплошная линия) дает максимум
 превышающий  на 33% при  с отношением . При 

(рис. 2б, штрихпунктирная линия) также имеет место аналогичный максимум  при
, , который больше  на 20%.

Круглые темные точки на рис. 2б соответствуют данным испытаний [24].
На рис. 2б видно, что квадратичный критерий прочности (4.1) при  вполне

удовлетворительно согласуется с данными эксперимента.
Заключение. Сформулированы линейный и квадратичный варианты условия проч-

ности, учитывающие влияние нормального напряжения на сопротивление сдвигу на
площадке , соответствующее ортотропному асимметричному закону трения. Приве-
дены уравнения для определения ориентации площадки , на которой реализуется
максимум линейного критерия. Получено точное решение в виде конечной формулы
для расчета угла наклона площадки возможного разрушения по квадратичному крите-
рию. Показано, что кривые прочности являются огибающей для семейства линий
уровня данных критериев. Определены виды установочных испытаний для нахожде-
ния параметров предложенных критериев прочности. Приведены результаты экспе-
риментальной проверки критериев на данных испытаний на разрушение углепластика
при двухкомпонентном нагружении комбинациями поперечного сжатия и продоль-
ного сдвига. Установлено хорошее соответствие опыту варианта квадратичного крите-
рия прочности, учитывающего влияние нормального напряжения на сопротивление
сдвигу, соответствующее ортотропному закону трения.
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Рассмотрена контактная задача для упругого осесимметричного индентора, форма
которого описывается степенной функцией, и упругого полупространства в услови-
ях капиллярной адгезии, т.е. при наличии в зазоре мениска жидкости, стягивающего
поверхности вне области контакта. Контактирующие тела находятся под действием
нормальной и тангенциальной нагрузок в условиях частичного проскальзывания, в
области проскальзывания предполагается двучленный закон трения Кулона. В пред-
положении, что материалы индентора и полупространства одинаковы, получены
аналитические соотношения для распределения касательных напряжений в контак-
те, тангенциальной нагрузки и перемещения, а также уравнение для определения
размера области сцепления. Проведен анализ контактных характеристик в зависи-
мости от формы индентора, поверхностного натяжения жидкости и капиллярного
давления в мениске.

Ключевые слова: капиллярная адгезия, мениск, частичное проскальзывание, трение
покоя
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1. Введение. Контакт поверхностей во влажной атмосфере при определенных усло-
виях сопровождается капиллярной конденсацией и образованием менисков жидко-
сти, стягивающих отдельные контактирующие микронеровности двух поверхностей
или удерживающих на поверхности микрочастицы износа и загрязнений. Силы ка-
пиллярной адгезии, возникающие в таких микроменисках, могут достигать значитель-
ных величин и существенно влиять на динамическую и статическую силы трения [1], что
является одной из причин заедания и поломок в микромеханических системах [2], а
также важным фактором в сцеплении биологических материалов [3].

Для моделирования контакта отдельного выступа или частицы износа с контртелом
в условиях статического трения рассматривается решение контактной задачи для осе-
симметричного индентора и упругого полупространства под действием нормальной и
тангенциальной сил, когда приложенная тангенциальная сила недостаточно велика,
чтобы вызвать полное скольжение, и область контакта делится на зоны сцепления и
проскальзывания. Исследование влияния мениска жидкости, окружающего область
контакта, на решение такой задачи является целью настоящей работы.

Решение задачи о контакте с частичным проскальзыванием для двух упругих шаров
было получено Каттанео [4] и Миндлиным [5] и обобщено для случая произвольных
осесимметричных тел в работах Йегера [6] и позже Чиавареллы [7], а также обобщено
для случая трансверсально изотропных тел [8]. Предположение об идентичности ма-
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териалов контактирующих тел позволило рассматривать задачи о нормальном и тан-
генциальном нагружении отдельно друг от друга. При этом считалось, что в области
скольжения нормальные  и касательные  напряжения связаны одночленным зако-
ном трения Амонтона , где  – коэффициент трения. В такой постановке были
в дальнейшем рассмотрены задачи для различной геометрии взаимодействующих тел,
в частности, для текстурированных поверхностей [9, 10].

Влияние адгезии, вызванной межмолекулярными силами, в условиях контакта су-
хих поверхностей на решение задачи о частичном проскальзывании изучалось в [11–13]
для случая плоской задачи и в [14–16] для пространственного осесимметричного кон-
такта. В работах [11–15] решение строилось аналитически в рамках приближения об
идентичности материалов взаимодействующих тел, а в [16] – численно для пары раз-
личных материалов. Заметим, что локальный закон трения в форме Амонтона 
неприменим для задач с учетом адгезии, в которых контактное давление на части об-
ласти контакта становится отрицательным, а значит, отрицательным должно быть и
касательное напряжение в этой области, что физически невозможно. Поэтому в рабо-
тах [11, 12, 14] касательное напряжение в области проскальзывания считалось посто-
янным , а в работах [13, 15, 16] использовался закон трения , но предпола-
галось, что в области контакта действует только положительное нормальное давление .
Однако, закон трения в виде постоянного касательного напряжения  не позво-
ляет учесть влияние нормальных напряжений на касательные. Предположение о толь-
ко положительном нормальном давлении в области контакта также не является физи-
чески достоверным, в частности, оно не позволяет исследовать случай отрицательной
внешней нагрузки, когда контакт по конечной области существует благодаря адгезии,
и контактные давления могут стать отрицательными в значительной части области
контакта или во всей этой области.

В настоящей работе предлагается преодолеть эту трудность путем использования
двучленного закона трения Кулона в области проскальзывания:

(1.1)

где величины  и  таковы, чтобы обеспечить неотрицательные касательные напря-
жения во всей области проскальзывания даже при отрицательных значениях нормаль-
ного давления . В работе рассмотрено контактное взаимодействие в условиях ча-
стичного проскальзывания с учетом капиллярной адгезии, вызванной наличием в за-
зоре между телами мениска жидкости.

2. Постановка задачи. Рассматривается контакт упругого полупространства и упру-
гого индентора в присутствии мениска жидкости, стягивающего поверхности вне об-
ласти контакта. Пусть ось  декартовой системы координат ( ) направлена вглубь
упругого полупространства, а плоскость  совпадает с поверхностью полупро-
странства. К индентору сначала приложена внешняя нормальная сила , действую-
щая вдоль оси , и после этого приложена тангенциальная сила T, действующая в на-
правлении оси x (рис. 1). Форма индентора описывается функцией  =

= , где  – целое число.
Пусть внутри области  поверхности находятся в контакте, а мениск занимает об-

ласть . Граничные условия при  для давления и перемещения в направлении
оси  определяются формой индентора  в области контакта и постоянным ка-
пиллярным давлением  в области мениска:

(2.1)
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где  – суммарное нормальное смещение поверхностей взаимодействую-
щих тел за счет их деформирования,  – внедрение индентора в полупространство в
направлении оси . При этом капиллярное давление под искривленной поверхностью
мениска  определяется формулой Лапласа

(2.2)

где  – поверхностное натяжение жидкости, ,  – радиусы кривизны мениска в
двух взаимно ортогональных плоскостях, определяемые начальной геометрией и
упругой деформацией индентора и полупространства.

Считается, что величина тангенциальной силы T недостаточна для того, чтобы вы-
звать скольжение во всей области контакта , т.е. область контакта делится на обла-
сти сцепления  и проскальзывания . При этом граничные условия в направле-
нии оси x определяются тангенциальным перемещением  индентора в области
сцепления и законом трения (1.1) в области проскальзывания:

(2.3)

Условия равновесия в нормальном и тангенциальном направлении имеют вид:

(2.4)

3. Метод решения. Решение задачи строится в предположении, что упругие посто-
янные материалов индентора и полупространства одинаковы, и уравнения, связываю-
щие контактные напряжения и перемещения в нормальном и тангенциальном на-
правлениях не зависят друг от друга [7, 18]:
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Рис. 1. Схема контакта при наличии капиллярной адгезии в условиях частичного проскальзывания.
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(3.1)

где ,  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассона материалов инден-
тора и полупространства. Таким образом, задача о нормальном контакте может ре-
шаться независимо от задачи о тангенциальном нагружении.

Задача о нормальном нагружении упругого осесимметричного контакта при наличии
мениска определяется условиями (2.1) и (2.2), а также первыми уравнениями из (2.4) и
(3.1). В этом случае задача является осесимметричной: форма индентора описывается

функцией , где , контактное давление  и перемещение  так-
же являются функциями радиальной координаты , область контакта  представляет
собой круг , а область мениска  – кольцо .

В предположении, что угол смачивания обеих поверхностей жидкостью равен нулю
и пренебрегая силой натяжения пленки на внешней границе мениска, из формулы
Лапласа (2.2) можно получить следующее условие, связывающее капиллярное давле-
ние с упругими перемещениями границ взаимодействующих тел, их формой и нор-
мальным внедрением [17]:

(3.2)

Контактная задача о нормальном нагружении осесимметричного индентора, форма
которого описывается степенной функцией, с условиями (2.1) и (3.2), а также при
условии непрерывности контактного давления на границе области контакта

(3.3)

была рассмотрена и решена в [17]. В результате получены следующие соотношения
для распределения контактного давления по радиальной координате r

(3.4)

нормального внедрения индентора
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Если внешняя нормальная нагрузка P и капиллярное давление p0 заданы, то соотно-
шения (3.6) и (3.7) служат в качестве уравнений для численного определения радиуса
области контакта a и внешнего радиуса мениска b. После этого распределение кон-
тактного давления и внедрение индентора определяются по формулам (3.4) и (3.5), со-
ответственно.

Задача о тангенциальном нагружении задается условиями (2.3) и вторыми из соотно-
шений (2.4) и (3.1). Поскольку распределение нормальных давлений (3.4) зависит
только от радиальной координаты , из условий (2.3) следует, что касательное напря-
жение  в области проскальзывания  и перемещение  в области сцепления 
также являются функциями только радиальной координаты , откуда, в силу формы
второго из уравнений (3.1), следует осесимметричность решения задачи о тангенци-
альном нагружении. Пусть область сцепления  представляет собой круг , а об-
ласть проскальзывания  – кольцо  (см. рис. 1). Касательное напряже-
ние  считается непрерывным на границе областей сцепления и проскальзывания
(при ).

Для определения касательного напряжения в области сцепления воспользуемся
теорией Каттанео–Миндлина [4, 5], обобщенной [6, 7] для трехмерного индентора
произвольной формы. Представим функцию  при  в виде:

(3.8)

где для функции дополнительного касательного напряжения  выполняется усло-
вие  при . Подставляя выражение (3.8) во второе соотношение (3.1) и пе-
реходя в интегралах к полярным координатам [18], получим

(3.9)

где  – полный эллиптический интеграл первого рода. Из первого соотношения (3.1) и
граничных условий (2.1) следует

(3.10)

Подставляя выражение (3.10) в (3.9) и учитывая граничные условия (2.3), а также зна-
чение интеграла [18]

(3.11)

где  – полный эллиптический интеграл второго рода, получим для функции до-
полнительного касательного напряжения  уравнение

(3.12)
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Поскольку для функции  выполняется условие , то интегральное урав-
нение (3.12) по форме совпадает с интегральным уравнением контактной задачи о
внедрении в упругое полупространство осесимметричного штампа заданной формы

 (3.13) при действии на него нормальной внешней силы, равной по величине

(3.14)

а значит, для решения уравнения (3.12) можно использовать полученные ранее соот-
ношения для решения задачи о нормальном внедрении осесимметричного штампа в
полупространство.

Воспользуемся решением задачи о внедрении осесимметричного штампа заданной
формы  в упругое полупространство [19]. Полученное выражение для нормаль-
ного давления под штампом [19], с учетом соотношений (3.12)–(3.14) и (3.8) приобре-
тает вид следующего выражения для искомого касательного напряжения при 

(3.15)

Условие для определения нормального внедрения штампа [19], преобразуется в усло-
вие для определения тангенциального перемещения 

(3.16)

Воспользовавшись формулой, полученной Галиным [20] для силы, прижимающей
осесимметричный штамп, получим

(3.17)

В соотношениях (3.15) и (3.17),  – оператор Лапласа в полярных координатах,  =

= . При этом искомая полная тангенциальная сила T, с учетом (3.8) и

(3.14), а также условий (2.1), определяется как
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(используя методы интегрирования [17]), получим окончательно для касательного на-
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а также для тангенциальных перемещения и силы:

(3.20)

(3.21)

Предельная тангенциальная сила, при которой начинается полное скольжение инден-
тора относительно полупространства, получается из (3.21) при :

(3.22)

где  определяется выражением (3.6).
Если величины  и  определены решением уравнений (3.6), (3.7) задачи о нор-

мальном нагружении, то при заданной тангенциальной силе T численное решение
уравнения (3.21) позволяет определить радиус области сцепления c, после чего каса-
тельные напряжения в области сцепления и тангенциальное перемещение определя-
ются выражениями (3.19) и (3.20).

В случае  и  (индентор в форме параболоида вращения c радиусом
кривизны вершины ) и  (трение в зоне проскальзывания задано законом )
соотношения (3.19)–(3.21) совпадают с выражениями [14].

4. Результаты расчета. На рис 2,а приведены распределения безразмерного нор-

мального давления  по безразмерной радиальной координате , где

 – характерный размер индентора. Результаты приведены для двух форм ин-

дентора, описываемых различными показателями степени n функции , и
трех величин безразмерного капиллярного давления в мениске . Остальные без-
размерные параметры задачи считались постоянными – безразмерное поверхностное

натяжение жидкости  = 10–4 и внешняя нормальная сила  =
= 10–3, действующая на индентор. Увеличение показателя n соответствует “уплоще-
нию” вершины индентора и, вследствие этого, расширению как области контакта, так
и области мениска (область постоянного отрицательного давления на графике). Воз-
растание величины капиллярного давления в мениске приводит к увеличению разме-
ра области контакта и возрастанию контактного давления, что более выражено при
больших значениях n, при этом ширина кольцевой области, занятой мениском,
уменьшается.

На рис. 2,б приведены распределения безразмерного касательного напряжения
, соответствующие тем же величинам параметров, что и распределения давления

на рис. 2,а. Параметры закона трения (1.1) –  и  – выбраны таким
образом, чтобы касательные напряжения в области контакта оставались положительны-
ми, несмотря на то, что нормальные давления становятся отрицательными вблизи грани-
цы области контакта (см. рис. 2,а). При этом графики для  рассчитаны при значении

( )
( )

μ π Γ +δ = − −
Γ +

μ τ + μ− − + − + −

1/2
2 2

2 2 2 2 2 20 0 0

( 1)
( 1/2)

2 2( )
* *

n n
x

A n a c
n

p pb a b c a c
E E

( )

( )

+ +μ Γ +
= − −

π Γ +
 

− μ − + − + − +  
 

 
+ τ + μ + − + πμ −  

 

2 1 2 1
1/2

2 2
2

0 2 2

2
2 2 2

0 0 02

2 * ( 1)

( 3/2)

2 arccos arcsin 1 1

2 ( ) arccos 1 2

n nAE n n
T a c

n

a c a a c cp b
b b b bb b

c c ca p p b a
a a a

= 0c

( )= μ + π τ + πμ −2 2 2
lim 0 0 ,T P a p b a

P
a b

= 1n ( )= 1/ 2A R
R μ = 0 τ = τ0( )r

/ *p E −1/(2 1)nrA
− −1/(2 1)nA

= 2( ) nf r Ar
0/ *p E

−γ 1/(2 1)/ *nA E −2/(2 1)/ *nPA E

τ/ *E
μ = 0.5 τ =0 / * 0.01E

= 1n



242 МАХОВСКАЯ

Рис. 2. Распределение нормального (а) и касательного (б) контактных напряжений для двух различных

форм индентора (  и 3) и трех значений капиллярного давления:  (сплошные линии),
0.010 (штриховые линии) и 0.015 (пунктирные линии).
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безразмерной тангенциальной силы, действующей на индентор,  = 6 × 10–4,

а для  – при  = 7 × 10–3. Точки излома на графиках распределения
касательного напряжения соответствуют границе областей сцепления и проскальзы-
вания. Результаты расчета показывают, что возрастание величины капиллярного дав-
ления в мениске приводит к расширению области сцепления, при этом величина мак-
симального касательного напряжения ведет себя по-разному в зависимости от формы
индентора: при  (индентор параболической формы) максимальное касательное
напряжение убывает с возрастанием капиллярного давления, а при  (инденторы с
“уплощенной” вершиной) максимальное касательное напряжение возрастает вместе с
капиллярным давлением.

Чтобы проиллюстрировать влияние внешней нормальной силы на контактные ха-
рактеристики, на рис. 3 приведены распределения контактного давления для различ-

ных значений безразмерной силы . Графики построены при  и

 = 10–3. Увеличение внешней нагрузки приводит к возрастанию площади
контакта и максимального контактного давления, при этом, благодаря мениску, кон-
такт существует не только при положительной (вдавливающей индентор) силе, но и в
некотором диапазоне отрицательных (отрывающих индентор) внешних нагрузок.
Контактные давления отрицательны вблизи границы области контакта, при уменьше-
нии нагрузки область отрицательных давлений расширяется (кривые от 1 до 4). При
некотором значении отрицательной нагрузки контактные давления могут стать отри-
цательными во всей области контакта (кривая 5).
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Рис. 3. Распределение нормального давления для различных значений внешней нормальной силы:

 = 0.06 (кривая 1), 0.04 (кривая 2), 0.01 (кривая 3), –0.04 (кривая 4) и –0.05 (кривая 5).
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На рис. 4 показаны безразмерные радиусы областей контакта  и мениска

 в зависимости от безразмерной внешней нормальной силы  при
величине капиллярного давления  и . Параметры закона трения и
безразмерное поверхностное натяжение жидкости равны тем же значениям, при кото-
рых построены кривые на рис. 2. Поскольку решение задачи о нормальном нагруже-
нии получено независимо от задачи о тангенциальном нагружении, размеры областей
контакта и мениска не зависят от величины тангенциальной силы. Однако, размер об-
ласти сцепления зависит от этой величины. На рис. 3 кривыми 3–5 показаны зависи-
мости радиуса области сцепления от нормальной нагрузки для трех значений танген-
циальной силы. При относительно малой величине тангенциальной силы область
сцепления существует как при положительных, так и в некоторой области отрица-
тельных значениях нормальной нагрузки (кривая 3). При увеличении тангенциальной
силы область сцепления существует, только начиная с некоторого положительного
значения нормальной нагрузки, которое возрастает с возрастанием тангенциальной
силы (кривые 4 и 5).

На рис. 5 представлены зависимости тангенциальной силы , отнесенной к пре-
дельной силе , при которой начинается полное скольжение, от отношения радиу-
сов областей сцепления и контакта  для двух форм индентора, определяемых пока-
зателем , и различных значениях безразмерного поверхностного натяжения жидко-

сти . Результаты получены при величинах безразмерной нормальной силы
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Рис. 4. Зависимость безразмерных радиуса мениска  (кривая 1), области контакта  (кри-

вая 2) и области сцепления  (кривые 3–5) от внешней нормальной нагрузки; кривые 3–5 соответ-

ствуют тангенциальной нагрузке ;  и .
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 = 0, капиллярного давления  и при параметрах закона трения
 и . По мере увеличения тангенциальной силы , относительный

радиус области сцепления  убывает вплоть до наступления полного скольжения,
когда  и . При этом увеличение показателя n приводит к более медленно-
му убыванию  при малых  и более быстрому – при больших , близких к .
Увеличение поверхностного натяжения жидкости (или уменьшение модуля упругости
взаимодействующих тел) приводит к увеличению зоны сцепления; этот эффект более
заметен при , т.е., для индентора параболической формы, чем для форм с упло-
щенной вершиной.

На рис. 6 показаны графики внешнего радиуса мениска b и радиуса области сцепле-
ния c, отнесенные к радиусу области контакта a, в зависимости от величины безраз-
мерного капиллярного давления в мениске  при безразмерном поверхностном

натяжении , нормальной нагрузке  и параметрах
закона трения  и , а также при двух разных показателях n, характе-
ризующих форму индентора. Графики  расположены в верхней половине рисунка,
а графики  – в нижней, поскольку во всем диапазоне значений параметров задачи
выполняется ,  (см. рис. 1). Величина  определяется решением задачи
о нормальном нагружении (3.6), (3.7), и поэтому не зависит от величины тангенциаль-

−2/(2 1)/ *nPA E =0/ * 0.1p E
μ = 0.5 τ =0/ * 0.1E T

/c a
= limT T =c a

/c a T T limT

= 1n

0/ *p E
− −γ =1/(2 1) 4/ * 10nA E − −=2/(2 1) 4/ * 10nPA E

μ = 0.5 τ =0/ * 0.01E
/b a

/c a
≥/ 1b a ≤/ 1c a /b a

Рис. 5. Тангенциальная сила, отнесенная к предельной силе, в зависимости от относительного радиуса об-

ласти сцепления для двух различных форм индентора (  и 3) и двух значений безразмерного поверх-

ностного натяжения жидкости:  (сплошные линии) и  (штриховые линии).
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ной силы. Графики величины  на рис. 6 построены для двух значений тангенциаль-
ной силы.

Результаты, представленные на рис. 6, показывают, что при увеличении величины
капиллярного давления в мениске величина b/a уменьшается, т.е. уменьшается шири-
на кольцевой области, занятой мениском. Таким образом, увеличение адгезионного
давления, стягивающего поверхности, сопровождается уменьшением области, по кото-
рой действует это давление. При этом относительный радиус области сцепления немо-
нотонно зависит от : при очень малых величинах капиллярного давления величи-
на c/a резко возрастает, достигает максимума и плавно уменьшается при дальнейшем
повышении капиллярного давления . Увеличение показателя n (“уплощение”
вершины индентора) приводит к уменьшению ширины мениска, но к увеличению ра-
диуса области сцепления по отношению к контактному радиусу, при этом максимум
c/a сдвигается в сторону меньших . Увеличение тангенциальной нагрузки при-
водит к уменьшению относительного радиуса области сцепления c/a, при этом ее мак-
симум сдвигается в сторону больших значений капиллярного давления .

Безразмерная величина  предельной тангенциальной силы, при ко-
торой возникает переход к полному скольжению, показана на рис. 7 как функция без-
размерного капиллярного давления  для трех значений нормальной нагрузки –

/c a

0/ *p E

0/ *p E

0/ *p E

0/ *p E

−2/(2 1)
lim / *nT A E

0/ *p E

Рис. 6. Внешний радиус мениска (кривые в верхней половине рисунка) и радиус области сцепления (кри-
вые в нижней половине), отнесенные к радиусу области контакта, в зависимости от капиллярного давления

для двух различных форм индентора (  и 2) и двух значений тангенциальной силы  =

=  (сплошные линии) и  (штриховая линия).
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положительной (прижимающей индентор к полупространству), нулевой и отрица-
тельной (отрывающей индентор от полупространства). Зависимость предельной тан-
генциальной силы от капиллярного давления также немонотонна. Контакт существу-
ет при нулевых и отрицательных нагрузках благодаря действию капиллярной адгезии.
Однако, при отрицательной нагрузке увеличение капиллярного давления  может
приводить к разрыву контакта (кривая 3).

Заметим, что для мениска, образовавшегося за счет капиллярной конденсации из
окружающего воздуха и находящегося с ним в термодинамическом равновесии, ка-
пиллярное давление определяется уравнением Кельвина [18]

(3.1)

где  – абсолютная температура,  – универсальная газовая постоянная,  – мо-
лярный объем жидкости,  – относительная влажность окружающего воздуха. Урав-
нение (3.1) описывает монотонное убывание величины  с возрастанием относитель-
ной влажности . Таким образом, в случае адгезии, вызванной капиллярной конден-
сацией из атмосферы, величины, немонотонно зависящие от капиллярного давления 
(относительный радиус области сцепления c/a и предельная тангенциальная сила ),
будут немонотонно зависеть и от влажности  – возрастать с увеличением  до неко-
торого значения влажности, а затем убывать.

0/ *p E

= − 0
0 ln ,g
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H
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Рис. 7. Предельная тангенциальная сила в зависимости от капиллярного давления для трех значений нор-

мальной силы:  (кривая 1), 0 (кривая 2),  (кривая 3).
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Заключение. Построено решение контактной задачи о нормальном и тангенциаль-
ном нагружении осесимметричного индентора, форма которого описывается степен-
ной функцией, в контакте с упругим полупространством из такого же материала при
наличии капиллярной адгезии. Задача рассмотрена в условиях частичного проскаль-
зывания, когда область контакта делится на зоны сцепления и проскальзывания, при
этом в области проскальзывания действует двучленный закон трения. Получены ана-
литические выражения для касательных напряжений в области сцепления, внешней
тангенциальной нагрузки и тангенциального перемещения индентора, а также для
предельной тангенциальной силы, при которой происходит переход к полному сколь-
жению. Исследовано влияние на эти контактные характеристики формы индентора,
поверхностного натяжения жидкости и капиллярного давления в мениске.

Установлено, в частности, что увеличение показателя n степенной функции, опи-
сывающей форму индентора (“уплощение” вершины индентора) и увеличение по-
верхностного натяжения жидкости приводят к возрастанию области сцепления и пре-
дельной тангенциальной силы, необходимой для перехода к полному скольжению.
При этом величина предельной тангенциальной силы немонотонно зависит от капил-
лярного давления в мениске, определяемого относительной влажностью окружающе-
го воздуха.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 21-58-52006.
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A contact problem is considered for an elastic axisymmetric indenter, whose shape is de-
scribed by a power law function, and the elastic half-space in the conditions of capillary ad-
hesion, i.e., in the presence of a liquid bridge outside the contact region. The contacting
bodies are subjected to normal and tangential loads in the conditions of partial slip, the two-
term Coulomb friction law being assumed in the slip region. Under the assumption of simi-
lar materials of the indenter and half-space, analytic relations are obtained for the tangential
stress distribution in the contact region, tangential force and displacement, as well as an
equation for the determination of the stick region radius. The contact characteristics are an-
alyzed depending on the indenter shape, surface tension of the liquid, and capillary pressure
in the meniscus.
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Для прочностного расчета эллипсоидальной оболочки при использовании непрерыв-
ной параметризации срединной поверхности разработан конечный элемент четырёх-
угольной формы, являющийся фрагментом срединной поверхности эллипсоида. В ка-
честве узловых неизвестных приняты перемещения узловых точек и их производные.
Для получения аппроксимирующих функций искомых величин внутренней точки ко-
нечного элемента через узловые неизвестные использованы традиционные аппрок-
симирующие выражения вектора перемещения внутренней точки конечного эле-
мента через векторы перемещений узлов элемента и производные этих векторов.
При координатном преобразовании использованы матричные соотношения между
базисными векторами узловых точек и векторами базиса внутренней точки конеч-
ного элемента, реализация которых позволяет аппроксимирующие выражения меж-
ду векторными величинами представить в виде аппроксимирующих функций между
компонентами вектора перемещения внутренней точки конечного элемента и ком-
понентами векторов перемещений его узловых точек.
На конкретном примере показано, что использование полученных аппроксимирую-
щих функций позволяет учитывать смещение конечного элемента как абсолютно
твердого тела. Полученные аппроксимирующие функции приводят к более быстрой
сходимости результатов и при отсутствии смещения как жесткого целого.

Ключевые слова: оболочка, тензор деформаций, конечный элемент, вектор перемеще-
ния, векторная апроксимация, матрица жесткости, тензор напряжений
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1. Введение. На сегодняшний день одним из самых распространенных и перспек-
тивных типов конструкций являются тонкостенные оболочки. Они находят весьма
разнообразное применение в широком спектре инженерных сооружений. В настоя-
щее время вопросы напряженно-деформированного состояния тонкостенных кон-
струкций изучены достаточно глубоко, а теория оболочек получила законченные
очертания [1–3]. В основном все расчеты оболочечных конструкций выполняются с
помощью численных методов. Практически безальтернативным здесь является метод
конечных элементов (МКЭ), развитию и совершенствованию которого посвящены
работы многих отечественных и зарубежных авторов [4–11]. Обычно в МКЭ каждая
компонента вектора перемещения внутренней точки конечного элемента аппрокси-
мируется через узловые значения этой же компоненты независимо от других [12, 13],
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что вполне корректно при использовании прямоугольной декартовой системы коор-
динат. В криволинейной системе координат использование классической аппрокси-
мации не дает возможности учитывать смещения оболочки как жесткого целого, что
является общепризнанной проблемой МКЭ [14, 15]. В настоящей работе для криволи-
нейной системы координат авторами на основе векторной интерполяции получены
аппроксимирующие функции между компонентами вектора перемещения внутрен-
ней точки конечного элемента и компонентами векторов перемещений его узловых
точек, что позволяет автоматически учитывать возможные смещения конструкции
как абсолютно твердого тела.

2. Материалы и методы. Геометрия оболочки. Произвольная точка срединной по-
верхности эллипсоида рассматривается в исходном (точка ) и деформированном
состояниях (точка M, вектор перемещения v). Положение точки в произвольном слое
оболочки, отстоящем на расстоянии  от срединной поверхности, обозначаются сим-

волами:  и  соответственно указанным состояниям (рис. 1).
Положение точки M0 определяется радиус-вектором [16]

(2.1)
где a, b, c – отрезки, отсекаемые на осях Ох, Оy, Oz;  – орты декартовой системы
координат;  – параметр эллипса в плоскости xOz;  – параметр эллипса в плоскости,
перпендикулярной оси Ох.

Векторы, касательные к срединной поверхности эллипсоида в точке М0, определя-
ются дифференцированием (2.1)

(2.2)

0M
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T t

= = − −
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0 0
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b T t c T t

a R i j k

a R j k

Рис. 1. Положение рассматриваемых точек при деформировании оболочки.
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Нормаль к срединной поверхности определяется векторным произведением

(2.3)

где ; ; ; .
Зависимости (2.2) и (2.3) представляются в матричном виде

(2.4)

где ; .

Производные базисных векторов (2.4) произвольной точки срединной поверхности
можно представить компонентами в этом же базисе матричными соотношениями

(2.5)

где ; .

Положения точек M, и  описываются радиус-векторами

(2.6)

Входящий в (2.6) вектор перемещения  определяется компонентами в исходном

базисе точки 

(2.7)

Дифференцированием (2.7) с учетом (2.5) определяются производные вектора 

(2.8)

где  и  – функции компонент вектора перемещения  и их производных; при α = 1
понимается производная по параметру T; при α = 2 – дифференцирование по пара-
метру t.

Орт нормали  к срединной поверхности в деформированном состоянии, входя-
щий в (2.6), выражается векторным произведением

(2.9)

где , ,  – детерминант метрического
тензора в точке .
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Базисные векторы в точках  и  находятся дифференцированием (2.6) с уче-
том (2.5) и (2.9)

(2.10)

где .

Для определения деформаций в произвольном слое оболочки, отстоящем на рас-
стоянии  от срединной поверхности, используются соотношения механики сплош-
ной среды [17]

(2.11)

где ,  – ковариантные компоненты метрических тензоров в соот-
ветствующих точках.

При использовании (2.6), (2.8) и (2.9) деформации в произвольной точке оболочки (2.11)
представляются выражением

(2.12)

где ,  – деформации и искривления срединной поверхности оболочки в точке .
Равенство (2.12), с учетом (2.6), (2.8) и (2.9) представляется в матричном виде

(2.13)

где , ; ,  – матрица диф-
ференциальных и алгебраических операторов.

Компоненты тензора упругих деформаций в произвольном слое, отстоящем на рас-
стоянии  от срединной поверхности, могут быть определены с помощью соотноше-
ния [17]

(2.14)

где , μ – параметры Ляме,  – контравариантные компоненты метрического тензо-

ра,  – контравариантные компоненты тензора напряжений,  – пер-
вый инвариант тензора деформаций.

Напряжения в точке произвольного слоя оболочки, отстоящем на расстоянии  от
срединной поверхности, в соответствии с (2.14) можно представить в матричном виде

(2.15)

Конечный элемент. В качестве элемента дискретизации принимается произвольный
четырёхугольный фрагмент срединной поверхности оболочки с узлами i, j, k, l. Для ре-
ализации численного интегрирования фрагмент отображается на квадрат с локальны-
ми координатами  и η, изменяющимися в пределах–1 ≤ , η ≤ 1. Отображение осу-
ществляется с использованием билинейных функций

(2.16)

ξ0M ξM

( )
( )

ξ ξ

ξ ξ

= = + + ξ −

= = + + ξ −

0 0 0
1 1 3, 3,

0 0 0
2 2 3, 3,

, , , ,

, , , , ,

T T T T T

t t t t t

g R g R v a a

g R g R v a a

( )α α α= × + ×3, 1, 2 1 2,0
1

a
a a a a a

ξ

( )ξ
αβ αβ αβε = − 01 ,

2
g g

αβ α β=0 0 0g g g αβ α β=g g g

ξ
αβ αβ αβε = ε + ξχ ,

αβε αβχ M

{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }ξ

× ×× × ××

ε = ε = v

6 1 3 13 6 3 6 6 33 1

,G G L

{ } { }ξ ξ ξ ξε = ε ε ε11 22 122
T

{ } { }=v v v v
1 2 3T { } { }ε = ε ε ε χ χ χ11 22 12 11 22 122 2T [ ] L

ξ

( )αβ ξ αβ αρ βγ ξ
ργσ = λ ε + μ ε1 2   ,I g g g

λ αβg
αβσ ξ ργ ξ

ργε = ε1( )  I g

ξ

{ } [ ]{ }αβ ξ

×× ×

σ = ε
3 33 1 3 1

C

ζ ζ

( ){ } { }
× ×

λ = ζ η λ
1 4 4 1

  ,, T
yf



255КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЙ АЛГОРИТМ РАСЧЕТА

где , а под символом  понимаются значения узловых параметров T

и t, которые в дальнейшем обозначаются координатами  и  соответственно.

Дифференцированием (2.16) определяются производные координат  в системе ,

η( , , ) и производные локальных координат , η по глобальным переменным 
( , , , ).

Для получения аппроксимирующих выражений перемещений внутренней точки
конечного элемента рассматривается векторная формулировка алгоритма аппрокси-
мации.

В качестве узловых варьируемых параметров принимаются векторы перемещений
узловых точек и их производные в локальной и глобальной системах координат

(2.17)

На основании дифференциальных зависимостей

(2.18)

между узловыми неизвестными (2.17) записывается матричное соотношение

(2.19)

Вектор перемещения внутренней точки конечного элемента в деформированном
состоянии определяется через узловые величины (2.17) следующими выражениями

(2.20)

где элементы матрицы  являются полиномами Эрмита третьей степени [18].
Производные аппроксимирующей функции  в глобальной системе коорди-

нат определяются выражениями

(2.21)

С учетом (2.21) производные вектора перемещения внутренней точки конечного
элемента запишутся в матричном виде

(2.22)
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Столбец узловых неизвестных  можно представить матричным произведением

(2.23)

где ;  – матрица, ненуле-

выми элементами которой являются базисные векторы узловых точек  = ,
( ).

С использованием (2.23) выражения (2.20) и (2.22) перепишутся следующим образом

(2.24)

Входящие в (2.24) базисные векторы узловых точек можно выразить через базисные
векторы внутренней точки конечного элемента с использованием (2.4)

(2.25)

На основании (2.25) с учетом (2.8) соотношения (2.24) можно представить в виде

(2.26)

где ,  – матрица преобра-

зования между узловыми величинами  из (2.23) и .
Аппроксимирующие функции искомых величин можно представить из соотноше-

ния (2.26) следующим образом

(2.27)
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При традиционной интерполяции компонент вектора перемещения как независимых
скалярных величин их аппроксимирующие функции определяются выражениями

(2.28)

где под символом  понимаются величины  и .
Деформации (2.13) в произвольной точке оболочки с учетом (2.27) представляются

в матричном виде

(2.29)

Матрица жесткости конечного элемента. Матрица жесткости и столбец узловых
усилий четырехугольного конечного элемента формируются на основе функционала,
отражающего равенство действительных работ внешних и внутренних сил

(2.30)

где  – матрица-строка напряжений в произвольном слое оболоч-

ки, отстоящем на расстоянии  от срединной поверхности;  – столбец
внешней нагрузки.

С учетом (2.15) и (2.29) функционал (2.30) может быть преобразован к виду

(2.31)

где  – матрица перехода от столбца  к столбцу .

В результате минимизации (2.31) по  можно получить следующее матричное
выражение

(2.32)

где  – матрица жесткости;  =

=  – столбец узловых усилий четырехугольного конечного элемен-

та в глобальной системе координат.
3. Результаты. В качестве примера была решена тестовая задача по определению на-

пряженно-деформированного состояния фрагмента эллиптического цилиндра, на-
груженного вдоль образующей линейной нагрузкой интенсивности q, с шарнирно-по-
движными опорами на меридиане точки 1 и с шарнирно-неподвижными на меридиа-
не точки 2 (рис. 2).

Были приняты следующие исходные данные:  кН/м; большая полуось

эллипса  м;  МПа; ; t = 0.001 м. Малая полуось эллипса  была
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принята равной 0.025 м. Вследствие наличия плоскостей симметрии рассчитываемая
оболочка моделировалась полоской конечных элементов шириной Δx = 0.01 м.

Расчет выполнялся в двух вариантах. В первом варианте при формировании матри-
цы жесткости использовалась традиционная интерполяционная процедура, получен-
ная по (2.28). Во втором варианте при формировании матрицы жесткости конечного
элемента использовались разработанные аппроксимирующие выражения (2.27).

В табл. 1 представлены значения физических кольцевых напряжений на внутрен-

ней  и наружной  поверхностях цилиндра в точках 1 и 2 в зависимости от густо-
ты сетки дискретизации оболочки для скалярной и векторной форм аппроксимаций
перемещений.

σv

22 σ22
n

Рис. 2. Фрагмент эллиптического цилиндра.

x 2
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y
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z
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�x
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Таблица 1. Расчет фрагмента эллиптического цилиндра при использовании скалярной и вектор-
ной форм аппроксимаций перемещений

Варианты 
аппроксимаций

Координаты 
точек (x, t)

Напряжения, 
МПа

Сетка дискретизации

37 × 2 49 × 2 97 × 2

Скалярная 
аппроксимация

Точка (1) приложения 
силы (0; 0)

134.62 148.12 157.80

–135.12 –148.10 –157.42

Точка (2) шарнирного 
опирания (0; π)

64.10 118.61 156.23

–63.07 –117.90 –155.81

Векторная
аппроксимация

Точка (1) приложения 
силы (0; 0)

158.27 158.46 158.58

–158.53 –158.35 –158.22

Точка (2) шарнирного 
опирания (0; π)

158.27 158.46 158.58

–158.53 –158.35 –158.22
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Замена шарнирных опор на пружинные позволит рассчитываемой конструкции пе-
ремещаться вертикально вниз, как абсолютно твердому телу, под действием линейно
распределенной нагрузки.

Результаты расчетов напряженно-деформированного состояния рассчитываемой
оболочки с пружинными опорами для скалярной и векторной форм аппроксимаций
перемещений представлены в табл. 2. Для скалярной аппроксимации использовалась
сетка дискретизации (337 × 2), для векторной – 49 × 2.

4. Обсуждение. Оценка достоверности результатов конечно-элементных решений
определялась следующими критериями: сходимостью вычислительного процесса и
условием равенства численных значений кольцевых напряжений в точках 1 и 2. Из
табл. 1 видно, что использование векторной аппроксимации требует значительно
меньшего числа элементов дискретизации для достижения приемлемых численных
значений окружных напряжений. Достоверные численные значения кольцевых на-
пряжений в первом варианте расчета наблюдаются при минимальной густоте сетки
97 × 2, в то время как при векторном способе интерполяции перемещений эти значе-
ния достигаются уже при сетке 37 × 2.

В точках 1 и 2 должно соблюдаться равенство значений кольцевых напряжений во
внутренних и наружных волокнах. Данные табл. 1 показывают, что при использова-
нии скалярной аппроксимации перемещений данное условие выполняется не сразу и
вызывает необходимость значительно сгущать сетку дискретизации. Векторная ин-
терполяция полей перемещений приводит к выполнению этого условия уже при сетке
дискретизации 37 × 2.

Из табл. 2 видно, что при отсутствии жесткого смещения первый и второй вариан-
ты расчета позволяют получать достоверные конечно-элементные решения.

При смещении оболочки как жесткого целого в первом варианте расчета условие
равенства кольцевых напряжений в точках 1 и 2 не выполняется, а при значительной

Таблица 2. Расчет напряженно-деформированного состояния оболочки с пружинными опорами
при использовании скалярной и векторной форм аппроксимаций перемещений

Жесткость пружины, 102 Н/м ∞ 0.1 0.01 0.02

Величина жесткого смещения, 10–2 м 0.00 1.00 10.00 20.00

Варианты 
аппроксимаций

Координаты 
точек (x, t)

Напряжения, 
МПа

Значения напряжений в контролируемых точках,
при заданных смещениях оболочки

Скалярная
аппроксимация

Точка (1) 
приложения 
силы (0; 0)

157.19 153.22 117.74 –213.55

–156.79 –152.89 –117.96 208.22

Точка (2) 
шарнирного 

опирания (0; π)

157.21 161.07 195.54 517.45

–156.81 –160.61 –194.54 –511.36

Вертикальное смещение оболочки, 10–2 м 0 0.99928 9.92892 19.32095

Векторная
аппроксимация

Точка (1) 
приложения
силы (0; 0)

157.20 157.20 157.20 157.20

–156.81 –156.81 –156.81 –156.81

Точка (2) 
шарнирного 

опирания (0; π)

157.20 157.20 157.20 157.20

–156.81 –156.81 –156.81 –156.81

Вертикальное смещение оболочки, 10–2 м 0.00 1.00 10.00 20.00
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величине смещения (0.2 м) численные показатели напряжений достигают и вовсе не-
приемлемых значений.

Как видно из табл. 2 инвариантная интерполяционная процедура векторных полей
перемещений дает возможность получать приемлемые значения напряжений даже
при значительной величине смещения оболочки как жесткого целого. Условие равен-
ства кольцевых напряжений в точках 1 и 2 также выполняется.

Заключение. Опираясь на анализ вышеизложенных результатов, можно сделать сле-
дующие выводы. Разработанный алгоритм может быть рекомендован к расчету произ-
вольных оболочечных конструкций, так как соответствует геометрическому смыслу
при использовании реальной матрицы  в координатном преобразовании аппрок-
симирующих выражений.

Предложенный способ интерполяции векторов перемещений позволяет с высокой
степенью точности определять параметры напряженно-деформированного состояния
в характерных точках рассчитываемой конструкции.

Сравнительный анализ предложенного способа интерполяции полей перемещений
в сравнении с общепринятым показал, что использование традиционной интерполя-
ции требует значительно большего сгущения сетки элементов дискретизации для до-
стижения сходимости вычислительного процесса даже при отсутствии смещения как
жесткого целого.

Скалярная аппроксимация не дает возможности получать достоверные значения
контролируемых параметров напряженно-деформированного состояния при наличии
смещения конструкции как жесткого целого, что является общепризнанной пробле-
мой МКЭ. Предложенные аппроксимирующие функции позволяют автоматически
учитывать смещения конечного элемента оболочки как абсолютно твёрдого тела.

Исследование проведено при поддержке грантов РФФИ и администрации Волго-
градской области № 19-41-340002 р_а и № 19-41-343003р_мол_а.
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Finite Element Algorithm for Calculating the Ellipsoidal Shell When Taking Into Account
the Displacement as a Rigid Whole

A. Sh. Dzhabrailova,#, A. P. Nikolaeva, Yu. V. Klochkova, N. A. Gureevab, and T. R. Ishanova

a Volgograd State Agrarian University, Volgograd, Russia
b Financial University under the Government of the Russian Federation, Moscow, Russia
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For the strength calculation of the ellipsoidal shell using continuous parametrization of the
median surface, a finite element of a quadrangular shape, which is a fragment of the median
surface of the ellipsoid, is developed. The displacements of nodal points and their derivatives
are accepted as nodal unknowns. To obtain approximating functions of the desired values of
the internal point of a finite element through nodal unknowns, we use traditional approxi-
mating expressions of the displacement vector of the internal point of a finite element
through the displacement vectors of the nodes of the element and the derivatives of these
vectors. The coordinate transformation uses matrix relations between the basis vectors of the
nodal points and the basis vectors of the internal point of the finite element, the implemen-
tation of which allows approximating expressions between vector quantities to be represented
as approximating functions between the components of the displacement vector of the internal
point of the finite element and the components of the displacement vectors of its nodal points.
A concrete example shows that the use of the obtained approximating functions allows us to
take into account the displacement of the finite element as an absolutely rigid body. The re-
sulting approximating functions lead to faster convergence of the results and in the absence
of bias as a rigid whole.

Keywords: shell, strain tensor, finite element, displacement vector, vector approximation,
stiffness matrix, stress tensor
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Решена задача о действии движущейся с постоянной скоростью нагрузки на трех-
слойную круговую цилиндрическую оболочку в упругом полупространстве. Для
описания движения полупространства и внутреннего слоя оболочки используются
динамические уравнения теории упругости в потенциалах Ламе. Колебания внеш-
них слоев оболочки описываются классическими уравнениями теории тонких обо-
лочек. Решение получено для случая, когда скорость движения нагрузки меньше
скорости волны Рэлея и ее критических скоростей. На основе аналитического реше-
ния задачи исследуется напряженно-деформированное состояние подкрепленного
трехслойной сталебетонной обделкой тоннеля мелкого заложения при действии
равномерно движущейся по его лотку симметричной или несимметричной нормаль-
ной нагрузки от внутритуннельного транспорта.

Ключевые слова: упругое полупространство, тоннель, трехслойная круговая оболочка,
транспортная нагрузка, скорость, перемещения, напряжения, деформация
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1. Введение. Одной из модельных задач, применяемых для исследования динамики
тоннелей мелкого заложения под воздействием транспортной нагрузки (нагрузки от
движущегося внутритуннельного транспорта), является задача о действии на располо-
женную в упругом полупространстве круговую цилиндрическую оболочку нагрузки,
равномерно движущейся по внутренней поверхности оболочки вдоль ее образующей,
параллельной свободной границе полупространства. В отличие от аналогичной задачи
для упругого пространства, моделирующей тоннель глубокого заложения, данная за-
дача является более сложной, так как возникает необходимость учитывать отражае-
мые границей полупространства волны. Поэтому количество публикаций, посвящен-
ных исследованию этой проблеме, немногочисленно и охватывает, в основном, по-
следние годы, в частности [1–8]. В настоящей работе построена математическая
модель динамики подкрепленного трехслойной обделкой тоннеля мелкого заложения
под воздействием транспортной нагрузки. С использованием метода неполного разде-
ления переменных и переразложения цилиндрических и плоских волн построено ана-
литическое решение задачи, на основе которого разработан алгоритм и программный
комплекс на языке ФОРТРАН для расчета напряженно-деформированного состояния

УДК 624.195:539.3

EDN: CAOKFS
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обделки тоннеля и породного массива с учетом скорости движения транспортной на-
грузки, глубины заложения тоннеля и физико-механических свойств массива и мате-
риала оболочек. Рассмотрен дозвуковой случай, когда скорость движения меньше
скоростей распространения упругих волн в массиве, в том числе релеевской для упру-
гого полупространства. Приводятся и анализируются результаты численных экспери-
ментов.

2. Постановка и аналитическое решение задачи. В качестве расчетной схемы под-
крепленного трехслойной обделкой тоннеля мелкого заложения рассматривается бес-
конечно длинная круговая цилиндрическая трехслойная оболочка в линейно-упру-
гом, однородном и изотропном полупространстве (массиве), отнесенному к непо-
движным цилиндрической , ,  и декартовой , ,  системам координат, ось 
которых совпадает с осью оболочки и параллельна свободной от нагрузок горизон-
тальной границе полупространства (земной поверхности), ось  – перпендикулярна к
этой границе:  (рис. 1). Внутренним слоем оболочки является толстостенная
оболочка (заполнитель), а внешние слои (обшивка) представляют собой тонкостен-
ные оболочки с радиусами срединных поверхностей ,  и толщинами , . В си-
лу малости толщин составляющих обшивку слоев допускается, что они контактируют
с заполнителем и окружающим массивом вдоль своих срединных поверхностей. Кон-
такт между слоями оболочки полагается жестким, а контакт между оболочкой и мас-
сивом полагается либо жестким, либо скользящим при двусторонней связи в радиаль-
ном направлении.

По внутренней поверхности оболочки в направлении ее оси  с постоянной скоро-
стью c движется нагрузка интенсивностью , вид которой не меняется с течением
времени (стационарная нагрузка). Скорость движения нагрузки принимается дозву-
ковой, т.е. меньше скоростей распространения волн сдвига в заполнителе и массиве
(характерной для современных транспортных средств). Физико-механические свой-
ства массива и заполнителя характеризуются соответственно следующими постоян-
ными: , , ; , , , где  – коэффициент Пуассона,  – модуль сдвига,  –
плотность ( ). В дальнейшем индекс  относится к массиву, а  – к за-
полнителю.

Поскольку рассматривается установившийся процесс, то картина деформаций ста-
ционарна по отношению к движущейся нагрузке. Поэтому можно перейти к связан-

r θ z x y z z

x
≤x h

1R 2R 01h 02h

z
P

ν1 μ1 ρ1 ν2 μ2 ρ2 νk μk ρk
= 1, 2k = 1k = 2k

Рис. 1. Трехслойная оболочка в упругом полупространстве.
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ной с нагрузкой подвижной декартовой ( ) или цилиндрической (r, θ, η =
= ) системе координат.

Для описания движения массива и заполнителя используются динамические урав-
нения теории упругости в подвижной системе координат [4]

(2.1)

где ,  – числа Маха; ,  – ско-
рости распространения волн расширения–сжатия и сдвига в массиве и заполнителе,

;  – векторы смещений точек массива и заполнителя,  – опе-
ратор Лапласа.

Колебания слоев обшивки описываются классическими уравнениями теории тон-
ких оболочек в подвижной системе координат [2–4]

(2.2)

Здесь для наружного слоя обшивки , для внутреннего – ; , ,  – со-
ответственно коэффициент Пуассона, модуль сдвига и плотность материалов слоев
обшивки; , ,  – перемещения точек срединных поверхностей слоев обшив-
ки; , ,  – составляющие реакции заполнителя и

массива,  (при скользящем контакте оболочки с массивом ),
,  – компоненты тензоров напряжений в массиве и заполнителе, ,

 – составляющие интенсивности подвижной нагрузки , .
Поскольку граница полупространства свободна от нагрузок, то при 

(2.3)

При различных контактных условиях оболочки с массивом граничные условия имеют
вид:

– для скользящего контакта оболочки с массивом

(2.4)
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– для жесткого контакта оболочки с массивом

(2.5)

где  – компоненты векторов , .
Векторы  можно выразить через потенциалы Ламе [1, 4]

(2.6)

которые, как следует из (2.1) и (2.6), удовлетворяют уравнениям

(2.7)

Здесь  – орт оси , , .
Через эти же потенциалы, используя (2.6) и закон Гука, можно выразить компонен-

ты тензоров напряжений  в массиве ( ) и заполнителе ( ) в цилиндриче-
ской  системе координат, а также  в декартовой ( ) системе
координат.

Таким образом, для определения компонент напряженно-деформированного со-
стояния (НДС) массива и заполнителя необходимо решить уравнения (2.7), используя
граничные условия (2.3) и, в зависимости от условия контакта оболочки с массивом,
(2.4) или (2.5).

Рассмотрим случай действия на оболочку синусоидальной по  подвижной нагруз-
ки с произвольной зависимостью от угловой координаты

(2.8)

где константа  определяет период  действующей нагрузки.
В установившемся состоянии зависимость всех величин от  имеет вид (2.8), поэтому

(2.9)

(2.10)

Подставляя (2.9) в (2.7), получим

(2.11)

где , , ,  – двумерный оператор Лапласа.

Используя (2.9) можно получить выражения для перемещений  и напряжений 
( ) в массиве ( ) и заполнителе ( ), а также ,  ( , η) в
массиве от синусоидальной нагрузки как функции от  (знак * означает, что данные
компоненты найдены при действии на оболочку синусоидальной подвижной нагрузки).

При дозвуковой скорости движения нагрузки , , , и решения
уравнений (2.11) можно представить в виде [3, 4]
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= = =
= = = θ η

1 1 2 1 0 1

2 2 0 2

при ,
при , , , ,

j j j j

j j

r R u u u u
r R u u j r

jku ku = 1,2k

ku

( ) ( )η η= ϕ + ϕ + ϕ =1 2 3grad rot rot rot ; 1, 2,k k k k ku e e

∇ ϕ = ∂ ϕ ∂η = =2 2 2 2 ; 1, 2, 3, 1, 2jk jk jkM j k

ηe η =1k pkM M = =2 3k k skM M M

σlmk = 1k = 2k
( )= θ η, , ,l m r σ 1lm = η, , ,l m x y

η

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

∞
ξη θ

=−∞
∞

ξη θ

=−∞

θ η = θ θ =

θ η = θ θ = = θ η





, ,

, , ; , , ,

i in
n

n

i in
j j j nj

n

P p e p P e

P p e p P e j r

ξ = π ξ2 /T
η

( ) ( ) ξηφ θ η = Φ θ = =, , , ; 1, 2, 3, 1, 2i
jk jkr r e j k

( )
∞

θ ξη

=−∞
θ η = = θ η =0 0, ; , , , 1,2in i

jk njk
n

u u e e j r k

∇ Φ − ξ Φ = = =2 2 2
2 0; 1,2,3, 1,2,jk jk jkm j k

( )= −
1/221jk jkm M =1k pkm m = =2 3k k skm m m ∇2

2

*lku σ*lmk

= θ η, , ,l m r = 1k = 2k 1*lu σ 1*lm =, ,l m x y
Φ jk

< 1skM > 0skm = 1, 2k

Φ = Φ + Φ = =(1) (2); 1,2,3, 1,2,jk jk jk j k



267НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ

где:
для массива

(2.13)

для заполнителя

(2.14)

Здесь ,  – соответственно модифицированные функции Бесселя и функ-
ции Макдональда, , ; ,  – неизвестные функции
и коэффициенты, подлежащие определению, .

Как показано в [1, 2, 4], представление потенциалов для полупространства в
форме (2.12) приводит к их следующим выражениям в декартовой системе координат:

(2.15)

где , ; .

Воспользуемся переписанными для , ,  граничными условиями (2.3),

с учетом (2.15). Выделяя коэффициенты при  и приравнивая, в силу произвольно-
сти y, их нулю, получим систему трех уравнений, из которой выражаем функции 
через неизвестные коэффициенты , , :

(2.16)

Вид определителя  и алгебраических дополнений  совпадает с аналогичными
определителями для неподкрепленной полости в упругом полупространстве и опреде-
лен в [2, 4]. В частности, здесь  – это определитель Рэлея, который в данном случае
имеет вид

и не обращается в ноль при любых , если скорость движения нагрузки меньше ско-
рости поверхностных волн Рэлея , которую условимся называть рэлеевской скоро-

стью. В противном случае в точках ,  он обращается
в ноль, и интегралы в формуле (2.15) становятся расходящимися.

Ограничимся случаем . Тогда все подынтегральные функции в (2.15) непре-
рывны и экспоненциально стремятся к нулю на бесконечности. С учетом (2.16), по-
тенциалы (2.15) имеют вид

(2.17)

Следует отметить, что рэлеевская скорость  несколько ниже скорости волн сдвига
в массиве.
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Используя известное при  соотношение [1, 2]

представим  (2.12) в цилиндрической системе координат

Подставляя в последнее выражение из (2.16) , для  получим

(2.18)

где , .

Подставляя (2.18), при  и (2.12), при  в выражения для , 
( ), получим новые выражения для компонент НДС массива и заполнителя
в цилиндрических координатах при , где неизвестными будут только коэффи-
циенты .

Подставляя (2.10) в (2.2) и разрешая полученную для n-го члена разложения систе-
му уравнений относительно , ,  можно найти их выражения.

Для определения коэффициентов  воспользуемся, в зависимости от усло-
вия сопряжения оболочки с массивом, переписанными для  ( ) и , 
граничными условиями (2.4) или (2.5). Подставляя в граничные условия соответству-

ющие выражения и приравнивая коэффициенты рядов при , получим бесконечную
систему ( ) линейных алгебраических уравнений, для решения которой
можно использовать метод редукции или более удобный для решения поставленной зада-
чи метод последовательных отражений [2], позволяющий при каждом последовательном
отражении решать систему линейных уравнений блочно-диагонального вида с матрица-
ми размером 9 × 9 и определителями  вдоль главной диагонали.

Зная решение задачи для синусоидальной нагрузки, реакцию оболочки и окружаю-
щей ее среды на движущуюся с постоянной скоростью апериодическую (локальную)
нагрузку вида  (характерного для транспортных средств) можно
найти при помощи суперпозиции, используя представление нагрузки и компонент
НДС массива и заполнителя в виде интегралов Фурье

(2.19)
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Для вычислений перемещений и напряжений (2.19) можно использовать любой
численный метод интегрирования, если определители  (n = 0, ±1, ±2, …) от-
личны от нуля, т.е. когда скорость движения нагрузки c меньше ее критических скоро-
стей . Значения  определяются из дисперсионных уравнений  [3] и
могут оказаться меньше рэлеевской скорости. Окончательное решение будет зависеть
от конкретного вида движущейся нагрузки.

Следует заметить, что исключая из постановки задачи граничные условия (2.3) и

исключая из (2.12) , получим решение аналогичной задачи для упругого пространства.

3. Численные эксперименты. Рассмотрим подкрепленный трехслойной обделкой
тоннель глубиной заложения h = 6 м в породном массиве со следующими характери-
стиками:  = 0.294,  = 1.094 × 108 Па,  = 1.5 × 103 кг/м3. Расчетные параметры
для обделки: обшивка – стальные (ν01 = ν02 = 0.3, μ01 = μ02 = 8.08 × 1010 Па, ρ01 = ρ02 =
= 7.8 × 103 кг/м3) тонкостенные оболочки одинаковой толщины h01 = h02 = 0.02 м с ра-
диусами срединных поверхностей R1 = 3.0 м и R2 = 2.5 м; заполнитель – толстостенная
бетонная (ν2 = 0.2, μ2 = 1.21 × 1010 Па, ρ2 = 2.5 × 103 кг/м3) оболочка. Контакт между
породным массивом и обделкой, а также между ее слоями полагаем жестким.

Исследуем напряженно-деформированное состояние рассматриваемого тоннеля
при действии изображенной на рис. 2 цилиндрической нормальной нагрузки от внут-
ритуннельного транспорта, движущейся по его лотку со скоростью c = 100 м/с. На-
грузка равномерно распределена вдоль оси η в интервале  = 0.2 м.

Рассмотрим два случая нагружения: симметричное и несимметричное. В первом
случае будем считать, что интенсивность нагрузки постоянна по всей поверхности ее
приложения, то есть .

Во втором случае интенсивность равномерно распределенной по угловой коорди-
нате нагрузки, расположенной слева от вертикальной диаметральной плоскости тон-

( )Δ ξ,n c

( )*nc ( )*nc ( )Δ ξ =, 0n c

Φ(2)
1j

ν1 μ = μ1 ρ1

η ≤ 0l

=rP q

Рис. 2. Движущаяся по лотку тоннеля нагрузка.
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неля, в два раза больше интенсивности такой же нагрузки, действующей справа от
этой плоскости, то есть при 90° ≤ θ ≤ 150° ; при 210° ≤ θ ≤ 270° .

Параметр нагрузки  (Па) подбираем таким образом, чтобы общая нагрузка по всей
длине  (м) участка нагружения  равнялась эквивалентной сосредоточенной
нормальной кольцевой нагрузке интенсивностью P°° (Н/м), то есть .

Численные исследования соответствующих данному случаю дисперсионных урав-
нений показали, что в дозвуковом интервале скоростей они корней не имеют.

Введем обозначения:  = urμ/P° (м), (м),  = σrθ/P°,  = σθθ/P°,  = σηη/P°,
= uxμ/P° (м), (м),  = uyμ/P° (м),  = σyy/P°, где P° = P°°/м (Па).
В табл. 1, 2 помещены данные расчетов НДС поперечного сечения (η = 0) тоннеля

при действии симметричной и несимметричной движущейся нагрузки.
Согласно данным таблиц 1, 2 на рис. 3 построены эпюры нормальных напряжений
,  и радиальных перемещений  на контуре r = R2 контактирующего с внутрен-

ней оболочкой обшивки бетонного слоя при η = 0.
Из анализа результатов расчетов следует, что в случае несимметричной нагрузки,

т.е. при увеличении интенсивности левой половины симметричной нагрузки в два ра-
за, симметричный характер распределения перемещений и напряжений по контурам
сечения тоннеля нарушается. При этом, в заполнителе (бетонном слое) экстремаль-

=rP q = 2rP q
q

02l =rP q
= 0/2q P l

°ru θσ°r θθσ° ηησ°
°xu °yu σ°yy

θθσ° ηησ° °ru

Таблица 1. Компоненты НДС поперечного сечения ( ) тоннеля при действии симметричной
подвижной нагрузки

r Комп. НДС

θ, град

0
20 40 60 80 100 120 140 160

180
–20 –40 –60 –80 –100 –120 –140 –160

Заполнитель (бетонный слой)

R2

 × 10 –0.25 –0.23 –0.17 –0.07 0.08 0.23 0.30 0.27 0.18 0.13
0.0 0.15 0.17 0.12 0.07 0.0 –0.11 –0.15 –0.09 0.0

–0.15 –0.17 –0.12 –0.07 0.11 0.15 0.09
0.02 0.10 0.29 0.45 0.34 0.02 –0.10 0.24 0.80 1.08

–0.10 –0.16 –0.15 –0.13 –0.67 –1.72 –2.25 –1.61 –0.47 0.08

R1

 × 10 –0.24 –0.22 –0.17 –0.07 0.07 0.21 0.28 0.25 0.17 0.13
0.0 0.04 0.04 0.05 0.10 0.10 –0.03 –0.02 –0.02 0.0

–0.04 –0.04 –0.05 –0.10 –0.10 0.03 0.02 0.02
–0.09 –0.07 0.07 0.01 0.50 1.32 1.74 1.23 0.24 –0.25

–0.54 –0.48 –0.35 –0.10 0.52 1.33 1.67 1.18 0.32 –0.10

Массив

R1

 × 10 –0.24 –0.22 –0.17 –0.07 0.07 0.21 0.28 0.25 0.17 0.13

 × 10 0.0 0.03 0.05 0.04 –0.02 –0.07 –0.08 –0.05 –0.02 0.0
–0.03 –0.05 –0.04 0.02 0.07 0.08 0.05 0.02

 × 10 –0.02 –0.02 0.01 0.05 0.05 –0.01 –0.06 –0.04 0.02 0.06

 × 10 –0.05 –0.04 –0.01 0.02 0.01 –0.01 –0.03 –0.01 0.02 0.04

η = 0

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηησ°

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηησ°

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηησ°
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Таблица 2. Компоненты НДС поперечного сечения ( ) тоннеля при действии несимметрич-
ной подвижной нагрузки

r Комп. НДС
θ, град

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Заполнитель (бетонный слой)

R2

 × 10 –0.38 –0.35 –0.28 –0.17 –0.02 0.13 0.21 0.20 0.16 0.20

0.10 0.29 0.26 0.12 –0.01 –0.14 –0.21 –0.16 –0.03 0.11

0.03 0.03 0.20 0.36 0.26 –0.03 –0.08 0.41 1.18 1.61

–0.15 –0.28 –0.31 –0.28 –0.82 –1.83 –2.28 –1.63 –0.44 0.11

R1

 × 10 –0.36 –0.35 –0.29 –0.19 –0.04 0.11 0.19 0.18 0.15 0.19

0.03 0.09 0.08 0.06 0.07 0.05 –0.06 –0.19 –0.17 0.05

–0.14 –0.06 0.02 0.14 0.60 1.35 1.71 1.16 0.81 –0.38

–0.80 –0.64 –0.42 –0.12 0.47 1.19 1.43 0.89 0.05 –0.15

Массив

R1

 × 10 –0.36 –0.35 –0.29 –0.19 –0.04 0.11 0.19 0.18 0.15 0.19

 × 10 0.06 0.07 0.05 0.01 –0.03 –0.05 –0.10 –0.17 –0.15 0.01

 × 10 –0.01 0.0 0.02 0.03 0.0 –0.01 0.03 0.05 –0.02 –0.05

 × 10 –0.07 –0.06 –0.02 0.01 –0.01 –0.03 –0.02 0.01 0.02 0.02

r Комп. НДС
θ, град

0 –20 –40 –60 –80 –100 –120 –140 –160 –180

Заполнитель (бетонный слой)

R2

 × 10 –0.38 –0.33 –0.22 –0.02 0.26 0.56 0.71 0.61 0.38 0.20

0.10 –0.16 –0.25 –0.23 –0.23 –0.14 0.11 0.30 0.26 0.11

0.03 0.25 0.68 1.00 0.77 0.10 –0.22 0.32 1.23 1.61

–0.15 –0.19 –0.13 –0.11 –1.18 –3.33 –4.46 –3.21 –0.97 0.11

R1

 × 10 –0.36 –0.32 –0.22 –0.03 0.24 0.52 0.66 0.57 0.36 0.19

0.03 –0.03 –0.03 –0.10 –0.26 –0.25 0.04 0.32 0.31 0.05

–0.14 –0.15 –0.23 –0.11 0.91 2.63 3.50 2.52 0.63 –0.38

–0.80 –0.80 –0.65 –0.17 1.09 2.80 3.59 2.66 0.90 –0.15

Массив

R1

 × 10 –0.36 –0.32 –0.22 –0.03 0.24 0.52 0.66 0.57 0.36 0.19

 × 10 0.06 0.02 –0.02 –0.03 –0.01 –0.01 0.03 0.12 0.14 0.01

 × 10 –0.01 –0.01 0.01 0.03 0.0 –0.04 –0.01 0.03 –0.01 –0.05

 × 10 –0.07 –0.05 –0.01 0.03 0.02 –0.03 –0.04 0.01 0.03 0.02

η = 0

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηη°σ

°ru

θθ°σr

θθ°σ

ηη°σ

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηη°σ

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηη°σ

°ru

θθ°σr

θθ°σ

ηη°σ

°ru

θ°σr

θθ°σ

ηη°σ
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Рис. 3. Эпюры напряжений (  – а,  – б) и перемещений (  – в) на контуре  ( ) контакт-

ной поверхности заполнителя: симметричное нагружение (2.1); несимметричное нагружение (2.2).
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ные радиальные перемещения  при θ = –120° возрастают в 3.4 раза, а экстремальные
напряжения ,  и  увеличиваются соответственно в 2.0 (при θ = –140°),
1.5 (при θ = 180°) и 2.0 (при θ = –120°) раза. На контактирующей с обделкой поверхно-
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сти массива при любом нагружении тоннеля экстремальные напряжения значительно
ниже, чем в бетонном слое обделки.

На земной поверхности также нарушается симметрия в распределении напряжений
и перемещений. Результаты расчетов НДС земной поверхности в координатной плос-
кости  ( ) при действии на тоннель симметричной и несимметричной движу-
щейся нагрузки представлены в табл. 3.

На рис. 4 в координатной плоскости  ( ) показаны изменения компонент
НДС земной поверхности при действии на тоннель симметричной и несимметричной
подвижных нагрузок. Обозначения кривых: симметричное нагружение (2.1); несим-
метричное нагружение (2.2). Как следует из анализа результатов расчетов, во втором
случае нагружения (несимметричное нагружение) максимальный прогиб  земной
поверхности в 1.5 раза больше, чем в первом случае (при симметричном нагружении),
а ее наибольшее горизонтальное смещение  возрастает в 15 раз. Экстремальные нор-
мальные напряжения  и  увеличиваются соответственно в 1.7 и 1.5 раза.

Заключение. Полученное решение и разработанный на его основе программный
комплекс позволяет методами математического моделирования исследовать динами-
ку породного массива и его поверхности вдоль трассы тоннеля на разной глубине за-
ложения с учетом физико-механических свойств массива и материала конструктив-
ных элементов его обделки. Скорость движения транспортной нагрузки существенно
влияет на динамику поверхности массива, что необходимо учитывать, например, при
строительстве метрополитенов особенно в настоящее время в связи с интенсивным

xy η = 0

xy η = 0

xu

yu
σy ηησ

Таблица 3. Компоненты НДС земной поверхности в плоскости xy ( ) при симметричном и
несимметричном нагружении тоннеля

Комп. НДС

y/R

0.0
–0.2 –0.4 –0.6 –0.8 –1.0 –1.2 –1.4 –1.6 –1.8 –2.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Симметричное нагружение

 × 10 –0.24 –0.24 –0.23 –0.23 –0.23 –0.22 –0.22 –0.21 –0.21 –0.20 –0.20

 × 100 0.0 0.04 0.07 0.09 0.11 0.12 0.12 0.11 0.10 0.08 0.07

–0.04 –0.07 –0.09 –0.11 –0.12 –0.12 –0.11 –0.10 –0.08 –0.07

 × 100 –0.42 –0.41 –0.37 –0.32 –0.26 –0.20 –0.15 –0.11 –0.08 –0.06 –0.06

 × 100 –0.80 –0.79 –0.76 –0.72 –0.68 –0.63 –0.58 –0.54 –0.51 –0.49 –0.47

Несимметричное нагружение

 × 10 –0.36 –0.36 –0.36 –0.36 –0.35 –0.34 –0.33 –0.33 –0.32 –0.31 –0.30

–0.35 –0.35 –0.34 –0.33 –0.32 –0.31 –0.31 –0.30 –0.30 –0.30

 × 10 –0.17 –0.17 –0.16 –0.15 –0.15 –0.14 –0.14 –0.14 –0.14 –0.14 –0.15

–0.18 –0.18 –0.18 –0.18 –0.18 –0.18 –0.18 –0.17 –0.17 –0.17

 × 100 –0.67 –0.71 –0.70 –0.64 –0.55 –0.44 –0.33 –0.23 –0.15 –0.10 –0.06

–0.58 –0.46 –0.33 –0.22 –0.14 –0.08 –0.05 –0.05 –0.06 –0.08

 × 100 –1.22 –1.24 –1.22 –1.18 –1.11 –1.03 –0.95 –0.87 –0.80 –0.74 –0.70

–1.16 –1.09 –1.00 –0.92 –0.85 –0.78 –0.74 –0.71 –0.69 –0.68

η = 0

°xu

°yu

°σyy

ηη°σ

°xu

°yu

°σyy
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развитием высокоскоростного железнодорожного транспорта. Подбор материала и
толщины слоев оболочек в обделке тоннеля позволяет снизить вибрацию поверхности
массива вдоль трассы, которая негативно влияет на сейсмоустойчивость близ распо-
ложенных зданий и сооружений.

Отметим также, что диапазон скоростей современных транспортных средств лежит
в рассмотренном здесь диапазоне дозвуковых скоростей и много меньше его верхнего
предела.

Рис. 4. Изменения компонент НДС земной поверхности в плоскости .
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The problem of the action of a load moving at a constant speed on a three-layer circular cy-
lindrical shell in an elastic half-space is solved. The dynamic equations of the theory of elas-
ticity in Lame potentials are used to describe the motion of the half-space and the inner lay-
er of the shell. Oscillations of the outer layers of the shell are described by the classical equa-
tions of the theory of thin shells. The solution is obtained for the case when the speed of the
load is less than the speed of the Rayleigh wave and its critical velocities. Based on the solu-
tion of the problem, the stress-strain state of a shallow tunnel reinforced with a three-layer
steel-concrete lining is studied under the influence of a symmetric or asymmetric normal
load from the inner-tunnel transport uniformly moving along its tray.

Keywords: tunnel, elastic half-space, three-layered shell, moving load, tense-deformed condition
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На основе предложенной ранее мультирежимной двухкритериальной модели уста-
лостного разрушения разработан метод расчета зарождения и развития узких локали-
зованных зон поврежденности в элементах конструкций для различных режимов цик-
лического нагружения. Такие узкие зоны повреждаемости можно рассматривать как
квазитрещины двух типов, соответствующих механизму нормального отрыва и сдвига.
Рассмотрен важный для приложений пример полетного цикла нагружения (много-
цикловая усталость) и высокочастотного циклического нагружения при крутильно-
изгибных колебаниях лопаток (сверхмногоцикловая усталость) диска компрессора
авиационного газотурбинного двигателя. Дана оценка долговечности рассмотрен-
ного элемента авиационных конструкций.
Также рассмотрен пример расчета усталостного разрушения при высокочастотных
крутильных колебаниях экспериментального образца определенной формы, при ко-
тором удалось воспроизвести наблюдаемый эффект резкого изменения направления
роста и типа квазитрещины в процессе циклического нагружения.

Ключевые слова: усталостное разрушение, многоцикловая усталость, сверхмногоцик-
ловая усталость, мультирежимная модель, уравнение повреждаемости, критерий раз-
рушения, диск и лопатки компрессора
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1. Введение. Ранее, в [1], была предложена мультирежимная модель развития уста-
лостной повреждаемости, учитывающая бимодальный характер поведения усталост-
ной кривой при циклическом нагружении. Там же был дан обзор основных работ по
теории повреждаемости в квазистатических, динамических и циклических процессах
нагружения [2–11]. Были приведены примеры расчета ряда модельных задач развития
локализованных зон усталостной поврежденности (квазитрещин) в окрестности де-
фектов структуры материала и воспроизведены усталостные кривые для некоторых
типов образцов в усталостных экспериментах на одноосное растяжение и кручение.

Затем, в работах [12, 13] эта модель была расширена на случай двух различных меха-
низмов микроповрежденности материала – развития микротрещин нормального от-
рыва, микротрещин сдвига и, соответственно, рассмотрения двух типов функций
макроскопической повреждаемости.
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Отметим, что ранее предложенные рабочие модели развития усталостной повре-
ждаемости различных авторов [6–9] описывают режим малоцикловой (МЦУ) и мно-
гоцикловой (МНЦУ) усталости.

Предложенная модель учитывает переход к режиму высокочастотного циклическо-
го нагружения – сверхмногоцикловой (СВМУ) усталости с учетом расположения
опорных точек правой ветви бимодальной усталостной кривой (мультирежимность
модели).

Кроме того, в моделях [6–9] многочисленные коэффициенты эволюционного урав-
нения для повреждаемости находятся чисто эмпирически по результатам серий испы-
таний на сложное циклическое нагружение, не всегда реализуемое в режиме СВМУ.
В предложенной модели для нахождения коэффициентов кинетического уравнения
для повреждаемости материала использовались известные, серьезно обоснованные
многоосные критерии усталостного разрушения [14–16]. Эти коэффициенты опреде-
лялись из того условия, чтобы результатом процесса развития повреждений до полно-
го разрушения был выход на соответствующую ветвь бимодальной усталостной кри-
вой. Никаких иных данных, кроме вида усталостной кривой, построенной по резуль-
татам одноосных реверсивных испытаний, не требуется.

Также отметим, что явного учета механизмов зарождения микротрещин различного
типа (нормального отрыва и сдвига) с использованием ассоциированных критериев
усталостного разрушения другими авторами не проводилось (двухкритериальность
модели).

Можно отметить, что в модели Чоу [9] учитывается разница между растяжением и
сжатием в накоплении усталостных повреждений за счет введения двух функций по-
вреждаемости для деградации коэффициента Пуассона и модуля упругости Юнга. Это
в какой-то степени отражает возможность развития усталостных повреждений по ме-
ханизмам разного типа.

В данной работе предложенная ранее мультирежимная модель [12, 13] применяется
к расчету и оценке долговечности эксплуатации реальных элементов конструкций.

В работах [17, 18] уже ставилась и решалась подобная практически важная задача
для реального элемента конструкции компрессора газотурбинного двигателя (ГТД)
Д30 – диска с лопатками первой ступени, для которого имелись данные по случаям
летных происшествий в эксплуатации [19].

При этом использовались многоосные критерии усталостного разрушения [20–22],
но только для того, чтобы на основе упругого решения задачи на цикле нагружения, с
помощью соответствующего критерия указать зону зарождения разрушения и соот-
ветствующую этому моменту долговечность. При этом не учитывалась кинетика даль-
нейшего процесса развития усталостных повреждений в элементе конструкции.

В настоящей статье на основе предложенной мультирежимной двухкритериальной
модели развития повреждаемости при циклическом нагружении приведены важные
для приложений примеры расчета полетного цикла нагружения (малоцикловая и мно-
гоцикловая усталость) и высокочастотного циклического нагружения при крутильно-
изгибных колебаниях лопаток (сверхмногоцикловая усталость) диска компрессора
авиационного газотурбинного двигателя с учетом процесса зарождения и развития уз-
ких локализованных зон поврежденности (квазитрещин). Впервые проведен сравни-
тельный анализ локализации очага зарождения и развития усталостных квазитрещин
для различных циклических режимов нагружения и сравнение с результатами иссле-
дований реальных случаев разрушения в ободной части титановых дисков компрессо-
ра в эксплуатации.

Также рассмотрен пример расчета усталостного разрушения при высокочастотных
крутильных колебаниях экспериментального образца определенной формы, при ко-
тором впервые удалось воспроизвести эффект резкого изменения направления роста
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и типа квазитрещины в процессе циклического нагружения, подтвержденный фрак-
тографическими исследованиями по результатам СВМУ испытаний.

Данную работу можно рассматривать как развитие моделей и методов сквозного
счета зарождения и развития множественных трещиноподобных зон повреждений
(квазитрещин) разного типа при различных режимах циклического нагружения, по-
добных методам сквозного расчета возникновения и распространения ударных волн в
задачах газовой динамики. В том и другом случае математические разрывы (трещины
и скачки уплотнения) при расчете размазываются на некоторое (небольшое) число
ячеек вычислительной сетки, что, тем не менее, дает возможность количественно и
качественно отразить основные особенности поведения решений с учетом геометрии
и типа разрывов (квазитрещин).

2. Описание мультирежимной модели усталостного разрушения на основе теории по-
вреждаемости. Для того чтобы исследовать процессы развития зон усталостных повре-
ждений существует два подхода. Первый основан на классических представлениях ли-
нейной механики разрушения и связывает условия развития усталостных трещин при
увеличении числа циклов с амплитудами коэффициентов интенсивности напряжений
в вершине трещины. Основное уравнение было предложено Парисом [23, 24].

Второй подход использует представления теории повреждаемости, восходящей к
работам [2, 3] и развитый в [4, 5]. В приложении к задачам циклического нагружения и
усталостного разрушения он применялся в [6–11].

В данной работе описывается мультирежимная модель развития усталостного разруше-
ния, основанная на эволюционном уравнении для функции повреждаемости [1, 12, 13].
Предполагается, что в процессе повреждения материала (деградации его свойств, в
частности, модулей упругости) реализуются два механизма – развития микротрещин
нормального отрыва или микротрещин сдвига. Им соответствуют ассоциированные
критерии многоосного усталостного разрушения при циклическом однородном на-
гружении. Усталостному разрушению при развитии поврежденности с микротрещи-
нами нормального отрыва соответствует критерий Smith–Watson–Topper (SWT) [14, 15], а
усталостному разрушению при развитии поврежденности с микротрещинами сдвига
соответствует критерий Carpinteri–Spagnoli–Vantadori (CSV) [16].

Эти и иные подобные, основанные на расчете напряженного состояния (stress-
based), многоосные критерии получены обобщением закономерностей, установлен-
ных для одноосных нагружений и описываемых усталостными S-N кривыми типа
Веллера и соотношениями типа Баскина [25]. В [18] был предложен подход для экс-
траполяции многоосных критериев разрушения, построенных для режима МНЦУ, на
правые ветви усталостных кривых в режиме СВМУ, и использующий опорные точки
каждой из ветвей и обратную степенную зависимость от числа циклов N для выхода на
асимптоту предела усталости. В данной работе для экстраполяции критериев SWT и
CSV на случай СВМУ был также использован этот аналитический подход.

Принимается следующая схема мультирежимной (бимодальной) усталостной кри-
вой с амплитудой  при одноосном реверсивном нагружении. Повторно-статическое
нагружение до значения Ni ~ 103 с амплитудой, слабо убывающей от статического пре-
дела прочности . Далее левая часть бимодальной усталостной кривой описывает ре-

жимы МЦУ-МНЦУ до значений  с выходом на предел усталости  (класси-
ческая усталостная кривая Веллера). Эти режимы на левой ветви усталостной кривой
отделяются величиной амплитуды нагружения, равной пределу текучести материала .

Затем, начиная с величин , происходит дальнейшее падение усталостной
прочности до нового предельного значения  (правая ветвь бимодальной усталост-
ной кривой в режиме СВМУ [19]).

σa

σB
7~ 10N σu

σT
8~ 10N

σ� u
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Кратко сформулируем мультирежимную модель развития повреждений при цикли-
ческом нагружении, все основные положения которой были развиты ранее [12].

При ее изложении мы ограничимся рассмотрением только части левой ветви уста-
лостной кривой в режиме МНЦУ (напряжения не превышают предела текучести) и,
следовательно, задачу определения напряженного состояния в пределах цикла нагру-
жения можно решать в упругой постановке.

В общем виде в результате обобщения соотношения Баскина [25] 
на случай многоосного нагружения критерий в режиме МНЦУ выглядит следующим
образом:

(2.1)

В этих формулах  – статический предел прочности материала,  – классический
предел усталости материала при реверсивном цикле (коэффициент асимметрии цикла

 = –1).
С учетом подхода [18] для экстраполяции многоосных критериев разрушения на ре-

жим СВМУ путем замен ,  получаются многоосные критерии уста-
лостного разрушения в режиме СВМУ:

(2.2)

где  – эквивалентное напряжение, обобщающее понятие амплитуды при одноос-
ном циклическом нагружении на случай многоосного нагружения, а  и  – показа-
тели, характеризующие степень ниспадания левой и правой ветвей бимодальной уста-
лостной кривой.

Кинетическое уравнение для функции повреждаемости материала , предложен-
ное в [1, 12], имеет вид:

(2.3)

При  (режим МНЦУ, )

При  (режим СВМУ)

При  усталостного разрушения не происходит, при  оно наступает
мгновенно.

Здесь и далее приняты обозначения ,  – функция Хэвисайда. Зна-
чение коэффициента  определяется по результатам согласования расчетных и
экспериментально построенных усталостных кривых.

Выражения для эффективных напряжений  определяются выбранными крите-
риями полного усталостного разрушения для двух типов повреждаемости, связанных
с механизмами развития микротрещин нормального отрыва или сдвига.
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Многоосный критерий SWT описывает усталостное разрушение с развитием повре-
ждений в виде микротрещин нормального отрыва [1, 15]:

(2.4)

где  – максимальное значение главного (растягивающего) напряжения,  – его
размах в цикле нагружения.

Следовательно, в этом случае

Многоосный критерий CSV описывает усталостное разрушение с развитием повре-
ждений в виде микротрещин сдвига [12, 16]:

(2.5)

здесь  – размах касательного напряжения на площадке, где оно достигает макси-
мального значения (критической площадке),  – размах нормального напряжения
на этой площадке.

Следовательно, в этом случае

Начальное зарождение зоны повреждения в частице материала с ростом числа цик-
лов нагружения, связанное с появлением отличного от нуля значения коэффициента 
в кинетическом уравнении, определяет дальнейший тип повреждаемости в этой ча-

стице по механизму развития микротрещин нормального отрыва при 

или по механизму развития микротрещин сдвига при .
Развитие повреждаемости в материальной частице приводит к эффективному

уменьшению модулей упругости, в общем случае по нелинейному закону, а в предло-
женном варианте модели – по кусочно-линейному закону следующего вида:

деградация материала при 

(2.6)

полное разрушение при 

Здесь  – критическое значение повреждаемости, при котором наступает со-
стояние полного разрушения (рис. 1).
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Рис. 1. Зависимость модулей упругости от повреждаемости.
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3. Численный метод расчета повреждаемости. Численный метод расчета зон повре-
ждаемости заключается в пошаговом (по циклам нагружения) расчете упругого на-
пряженного состояния образца материала или элемента конструкции, параллельно с
численным решением нелинейного уравнения для повреждаемости (2.3) и корректи-
ровкой модулей упругости среды в областях, где функция повреждаемости отлична от
нуля (2.6). Такие области становятся дополнительными развивающимися концентра-
торами напряжений, а локализованные зоны полного разрушения в указанном выше
смысле трактуются как квазитрещины. Выход квазитрещин на границы нагружаемого
тела рассматривается как его окончательное макроразрушение.

Для интегрирования уравнения (2.3) применялась аппроксимация функции повре-
ждаемости в k-узле расчетной сетки при заданных дискретных значениях  в момен-

ты  и искомых значениях  в моменты .
Была применена схема аппроксимации нелинейного уравнения для повреждаемо-

сти, построенная на пошаговом аналитическом интегрировании кинетического урав-
нения при фиксированном напряженном состоянии с предыдущего шага расчета по
циклам нагружения:

где  – номер узла расчетной сетки, n – номер шага по числу циклов. Такой алгоритм
соответствует явно-неявной схеме (явной по расчету поля напряжений и неявной по
расчету функции повреждаемости).

Формула для функции повреждаемости на верхнем слое имеет вид:

(3.1)

шаг расчета по числу циклов определяется следующим образом:

(3.2)

При численной реализации коэффициент Пуассона материала не меняется, а мо-
дуль упругости Юнга с ростом функции повреждаемости уменьшается по закону, в ко-
тором заложено его малое остаточное значение в состоянии полного разрушения, рав-
ное (для определенности) тысячной доле от начального значения:

(3.3)

Такой алгоритм позволяет вести сквозной расчет усталостного разрушения с образо-
ванием и распространением квазитрещин без их явного выделения и на фиксирован-
ной сетке.

Упругие расчеты цикла нагружения в квазистатическом режиме (МНЦУ) и в дина-
мическом режиме (высокочастотные осцилляции, СВМУ) выполнялись с помощью
пакетов программ АСТРА и ANSYS. Пакет АСТРА – высокоэффективный программ-
ный комплекс, разработанный на основе безматричного варианта МКЭ, для решения
широкого круга задач механики сплошных сред [26, 27].

Пакеты были дополнены кодом для расчета кинетики усталостной повреждаемости
и изменения модулей упругости в соответствии с изложенным выше алгоритмом.

4. Примеры расчетов. 
4.1. Расчет элемента конструкции ГТД.С использованием предложенной модели и

вычислительного алгоритма было рассчитано зарождение и развитие квазитрещины
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при двух режимах циклического нагружения для важного элемента авиационной кон-
струкции – диска и лопаток I ступени компрессора ГТД Д30КУ.

Характерный вид разрушенного диска, очаг зарождения в контактной зоне диска и
лопатки показан на рис. 2 [28]. В этой работе на примере реального разрушения одно-
го из таких дисков в эксплуатации отмечена необходимость многофакторного много-
критериального подхода к оценке ресурса титановых дисков компрессоров.

Геометрия сектора диска и лопатки с бандажными полками показана на рис. 3 и ра-
нее их упругое напряженно-деформированное состояние (НДС) было рассчитано в
[17, 18] без учета развития процесса повреждаемости.

Алюминиевая лопатка вставлена в паз типа “ласточкин хвост” титанового диска и
дополнительно скреплена с ним стальным цилиндрическим штифтом (рис. 3б). Кон-
тактные поверхности диска и лопатки допускают проскальзывание с коэффициентом
трения q, на контактной границе со штифтом выполняется условие полного прилипания.

Рис. 2. а – Очаг зарождения в контактной зоне диска и лопатки, б – вид разрушенного диска.

а

Очаг

б

Рис. 3. а – Сектор диска и лопатка, б – зона концентрации напряжений в окрестности паза “ласточкин
хвост”.

а б
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Математическая постановка соответствующей задачи теории упругости с нелиней-
ными контактными условиями приведена в [17, 18].

В первом циклическом процессе полетного цикла нагружения “взлет-полет-посад-
ка” (пульсирующий цикл, коэффициент асимметрии , режим МНЦУ) сектор
диска с лопаткой нагружается центробежными силами при вращении с угловой ско-
ростью ω и аэродинамическим давлением на лопатку, оценочно вычисленным по ги-
потезе изолированного профиля, при обтекании каждого сечения лопатки под пере-
менным углом атаки [17, 18].

Конечно-элементная сетка при расчете одного сектора с лопаткой показана на рис.
3б. Сетка значительно сгущена в окрестности ожидаемой зоны повреждаемости. Об-
щее количество элементов не превосходит 100000.

Были прияты следующие параметры расчета: угловая скорость вращения ω = 419 рад/с

(4000 об./мин), скоростной напор на бесконечности  = 26000 Н/м2, что соответ-
ствует скорости потока 200 м/с при плотности 1.3 кг/м3. Свойства материалов прини-
мались следующими: диск (титановый сплав): модуль Юнга E = 116 ГПa, коэффициент
Пуассона ν = 0.32, плотность  = 4370 кг/м3; лопатка (алюминиевый сплав): E = 69 ГПa,

= 0.33,  = 2700 кг/м3; фиксирующий штифт (сталь):  = 207 ГПa,  = 0.27,  =
= 7860 кг/м3, коэффициент трения  = 0.1. Прочностные и усталостные параметры ти-
танового сплава равны: предел прочности  = 1160 МПа, классический предел уста-
лости  = 340 МПа,  = 250 МПа,  = 0.31,  = 0.27. Параметры уравнения повре-
ждаемости по результатам вычислительных экспериментов и согласования расчетных
и экспериментальных усталостных кривых [12, 13] выбраны следующими:  = 0.5,  =
= 0.5,  = 0.98.

Результаты расчетов развития повреждаемости в диске при полетном цикле нагру-
жения приведены на рис. 4, 5. На этих рисунках приведены распределения эффектив-
ных напряжений в двух сечениях. Во-первых, в поперечном сечении диска, проходя-
щем через точку зарождения поврежденности. Во-вторых, в продольном сечении,
проходящем от левого угла выреза “ласточкин хвост” до боковой поверхности сектора
диска, это сечение показано на рис. 3б сплошной черной линией.

Максимальные эффективные напряжения в начале циклического процесса 913 МПа
по критерию SWT и 615 МПа по критерию CSV. Следовательно, работает механизм
развития микротрещин нормального отрыва. Квазитрещина зарождается после

 циклов (рис. 4). Зона зарождения – в середине левого угла “ласточкино-
го хвоста” (малая черная точка на правом краю сечения, показанного на рис. 4б). Вы-
ход квазитрещины на торцевую поверхность диска происходит приблизительно при

числе циклов  (рис. 5). Таким образом, удается описать процесс развития
повреждений, который, в отличие от стандартных схем расчета долговечности по мно-
гоосным критериям усталостного разрушения и времени зарождения начального де-
фекта, позволяет проследить длительность и геометрию развития квазитрещин того
или иного типа.

Во втором циклическом процессе проведен расчет наблюдаемых высокочастотных
изгибно-крутильных колебаний лопатки, вызванных осевыми смещениями концов
бандажных полок амплитуды  ~ 0.5 мм (реверсивный цикл, коэффициент асиммет-
рии , режим СВМУ). Эти длительные вибрации поля напряжений в контактной
зоне диска и лопаток также могут приводить к зарождению и развитию повреждений
(альтернативный механизм разрушения [19]).

На рис. 6, 7 представлены результаты расчёта при изгибно-крутильных колебаниях
лопатки с частотой 1000 Гц, вызванных осевыми колебаниями концов бандажной
полки с амплитудой  = 0.55 мм. Зона зарождения – в дальней от штифта зоне “ла-
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сточкиного хвоста”, возникает при числе циклов  (малая черная точка
на правом краю сечения, показанного на рис. 6б). Эта характерное расположение оча-
га зарождения наблюдается и в случае реального усталостного разрушения данного
элемента конструкции (рис. 2а). Квазитрещина растет, доходит до торца диска и ста-

= × 107.3 10N

Рис. 4. Распределение эффективных напряжений в диске в контактной зоне крепления лопатки, МНЦУ,
а – вид в поперечном сечении, б – вид в продольном сечении в момент зарождения квазитрещины,

.

a б
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= × 45.2 10N

Рис. 5. Распределение эффективных напряжений в диске в контактной зоне крепления лопатки, МНЦУ,
а – вид в поперечном сечении, б – вид в продольном сечении при дальнейшем росте квазитрещины,

.

a б

�0.005882
0.934E+08
0.187E+09
0.280E+09
0.373E+09
0.467E+09
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0.840E+09

= × 52.0 10N
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новится наблюдаемой извне при  (рис. 7), т.е. и в этом режиме процесс
развития занимает достаточно продолжительное время, которое может быть оценено с
помощью предложенной кинетической модели повреждаемости.

Можно провести оценки реального времени зарождения квазитрещины в каждом
из режимов. В предположении, что средний полетный цикл приблизительно равен

= × 111.5 10N

Рис. 6. Распределение эффективных напряжений в диске в контактной зоне крепления лопатки, СВМУ, а –
вид в поперечном сечении; б – вид в продольном сечении в момент зарождения квазитрещины,

.

a б
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Рис. 7. Распределение эффективных напряжений в диске в контактной зоне крепления лопатки, СВМУ. а –
вид в поперечном сечении; б – вид в продольном сечении при дальнейшем росте квазитрещины,

.
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3 часам, в режиме МНЦУ  ч ~  ч. В режиме СВМУ при частоте

колебаний 1000 Гц  × 0.001 c ~  ч. Таким образом, эти оценки, а
также специфическая локализация очага зарождения поврежденности, показывают,
что зарождение начальной микротрещины более вероятно по механизму СВМУ.

4.2. Расчет высокочастотных крутильных колебаний образца в форме “песочных ча-
сов”. Также было проведено численное моделирование экспериментов по развитию СВ-
МУ трещины и усталостному разрушению при высокочастотном кручении образцов
из титанового сплава.

Испытания проводились с использованием прямой пьезоэлектрической усталост-
ной торсионной машины [29]. Частота реверсивных колебаний составляла 20 кГц. Ис-
пытания были спланированы таким образом, чтобы обеспечить усталостную долго-
вечность свыше 107 циклов. Геометрия образца – песочные часы с гладким сечением
(рис. 8а). Материалом для испытаний на кручение являлся титановый сплав со следу-
ющими характеристиками: модуль Юнга E = 115 ГПа, плотность  = 4500 кг/м3, коэф-
фициент Пуассона  = 0.3, классический предел усталости  = 440 МПа, предел уста-
лости СВМУ  = 380 МПа. Амплитуда крутильных колебаний составляла 0.01 рад.

Основная цель математического моделирования – изучить траекторию и тип квази-
трещины. Пример траектории трещины, развивающейся на боковой поверхности об-
разца, представлен на рис. 8б.

Результаты расчета зоны повреждения в корсетном образце в режиме СВМУ пред-
ставлены на рис. 8б, 9а. Характерный вид квазитрещины представлен на рис. 8б (се-
рым цветом). Увеличенное изображение результата расчета показывает типичную для
крутильного нагружения зигзагообразную траекторию трещины, рис. 9а. Было уста-
новлено, что на начальном этапе развития повреждений элементы разрушались по
сдвиговому механизму. Это соответствует вертикальной квазитрещине вдоль оси об-
разца (рис. 9а). Затем доминирующим механизмом разрушения стали квазитрещины
нормального отрыва. Этот период соответствует наклонному участку траектории ква-
зитрещины (рис. 9а).

= × ×4
1 5.2 10 3T × 51.6 10

= × 10
2 7.3 10T × 42.0 10

ρ
ν σu

σ� u

Рис. 8. а – конечно-элементная сетка в корсетном образце, б – результат расчета зигзагообразной квазитре-
щины.
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Сравнение результатов численного моделирования с экспериментальными данны-
ми [29], рис. 9б, показывает качественное совпадение траекторий и типов трещин, ис-
следованных фрактографическим методом, в сходственные моменты процесса цикли-
ческого нагружения. Это нетривиальный результат, так как он получен в соответствии
с предложенной математической моделью по единообразному вычислительному алго-
ритму в результате сквозного счета. Таким образом, модель демонстрирует возмож-
ность расчета зарождения и развития различных типов квазитрещин в одном цикли-
ческом процессе, а также возможность резкой смены траектории и механизма повре-
ждаемости в хорошем согласии с результатами экспериментов при многоосном
нагружении.

Разработанная мультирежимная модель и численный метод позволяют проводить
сквозной счет развития зон повреждаемости и трещиноподобных зон усталостного
разрушения элементов конструкций и экспериментальных образцов без явного выде-
ления трещин в их классическом понимании, а также оценивать долговечность эле-
ментов конструкции от появления первых очагов до макроразрушения в различных
режимах усталостного разрушения.

Заключение. Предложена мультирежимная двухкритериальная кинетическая мо-
дель развития повреждаемости при циклическом нагружении для описания развития
процесса усталостного разрушения. Для определения коэффициентов кинетического
уравнения повреждаемости использованы известные критерии многоосного усталост-
ного разрушения SWT, в котором заложен механизм, связанный с развитием микро-
трещин нормального отрыва, и CSV, в котором заложен механизм, связанный с разви-
тием микротрещин сдвига.

Разработан единообразный численный метод и приведен пример расчета развития
трещиноподобных зон повреждаемости и усталостного разрушения диска компрессо-
ра авиационного газотурбинного двигателя в полетном цикле нагружения (многоцик-
ловая усталость) и при высокочастотных крутильно-изгибных колебаниях лопаток
(сверхмногоцикловая усталость). Дана оценка долговечности рассмотренного элемен-
та конструкции.

Также приведены результаты расчета усталостного разрушения при высокочастот-
ных крутильных колебаниях экспериментального образца в форме “песочных часов”,

Рис. 9. а – смена типа квазитрещины в численном расчете; б – наблюдаемая траектория трещины в испыта-
ниях на кручение.
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при котором удалось воспроизвести наблюдаемый эффект резкого изменения направ-
ления роста и типа квазитрещины в процессе циклического нагружения.

Полученные результаты качественно и количественно совпадают с данными фрак-
тографических исследований случаев усталостного разрушения дисков компрессора в
эксплуатации и экспериментов по высокочастотным крутильным колебаниям образ-
цов в режиме СВМУ.
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On the basis of the previously proposed multimode two-criterion model of fatigue fracture, a
method is proposed for calculating the nucleation and development of narrow localized
damage zones in structural elements for various modes of cyclic loading. Such narrow zones
of damage can be considered as quasi-cracks of two types, corresponding to the mechanism
of normal opening and shear.
An example of a f light loading cycle (high-cycle fatigue) and high-frequency cyclic loading
during torsion-bending vibrations of the blades (very-high-cycle fatigue) of an aircraft gas
turbine engine compressor disk is considered. An assessment of the durability of this aircraft
structures element is given.
An example of calculating fatigue fracture at high-frequency torsional vibrations of an exper-
imental specimen of a certain shape is also considered. For this specimen it was possible to
reproduce the observed effect of a sharp change in the growth direction and the type of qua-
si-crack during cyclic loading.

Keywords: fatigue fracture, high-cycle fatigue, very-high-cycle fatigue, multi-mode model,
damage equation, fracture criterion, disk and compressor blades
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шрифтом Symbol.

9. Авторские рисунки, предоставленные в цвете, изготавливаются цветными (в цвето-
вой модели RGB), если это имеет смысловое (цвет одиночного графика всегда черный).

10. Точка не ставится после размерностей (с – секунда, г – грамм, мин – минута,
сут – сутки, град – градус) и некоторых числительных (млн – миллион, млрд – мил-
лиард, трлн – триллион).

Пример оформления рисунка приведен ниже.

11. К статье должны прилагаться файлы с рисунками в одном из форматах: eps, tiff, jpg,
bmp, ppt, png.

2/3 1/2 1/3

(a)

(б)

7

F � 102
P*

5

3

8

4

0
0 1 2 3t/t*

F � 102
P*



294

Правила оформления библиографических ссылок

I. Книга

Сагомонян А.Я. (1974) Проникание, Изд-во МГУ, Москва.
Whittaker E.T. (1927) Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies,

Cambridge Univ. Press, Cambridgе = Уиттекер Е.Т. (1937) Аналитическая динамика,
ОНТИ, Mосква.

II. Журнал

Вильке В.Г. (2002) Условия качения колеса с армированной шиной без проскальзы-
вания, Вестн. МГУ, Сер. 1, Математика, механика. Вып. 5, 38.

Stewartson К. (1968) On the f low near the trailing edge of a plate, Proc. R. Soc. London,
Ser. A, 306 (1486), 275.

Rohde S.M. (1972) The optimum slider bearing in terms of friction, J. Lubr. Technol.,
94(3), 275 = Тр. Амер. о-ва инж.-мех. Сер. Ф. Проблемы трения и смазки, 94 (3), 82.

III. Препринт

Чашечкин Ю.Д., Байдулов В.Г. (2017) Исследование тонкой структуры периодиче-
ских течений в неоднородных жидкостях, Препринт № 1155, ИПМ им. А.Ю. Ишлин-
ского, Москва.

IV. Диссертация, автореферат

Чиж Г.К. (1972) Диссертация на соискание ученой степени канд. хим. наук, Хими-
ко-технологический институт, Днепропетровск.

Примечания

1. Если авторов более четырех, необходимо давать первые три фамилии и др. (Ива-
нов Р.И., Семенов Г.П., Терехов П.И. и др.).

2. Если составителей, редакторов, переводчиков три и более, то оставляют только
первую фамилию и др. (Земля / Под ред. Иванова Р.И. и др).

3. Рус. перев.– эти слова заменяются знаком = (равно).
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