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Non-central heavy-ion collisions at high energies are

characterized by a huge global angular momentum of

the order of 103–105~, depending on the collision energy

and centrality. Although a large part of the angular mo-

mentum is carried away by the spectator nucleons, its

sizable fraction is accumulated in the created dense and

highly excited matter, that implies a strong rotational

motion of this matter. This matter is conventionally

associated with a (participant) fluid because it is suc-

cessfully described by the fluid dynamics. Such rotation

leads to a strong vortical structure inside the produced

fluid. Local fluid vorticity induces a preferential orien-

tation of spins of emitted particles through spin-orbit

coupling. The STAR Collaboration at the Relativistic

Heavy-Ion Collider discovered the global polarization of

emitted Λ hyperons, which indicated fluid vorticity of

ω ≈ (9 ± 1)× 1021 s−1 [1]. This result exceeds the vor-

ticity of all ever known fluids in nature. This discovery

have opened an entirely new direction of research in

heavy-ion physics.

The major part of applications to heavy-ion colli-

sions was performed within thermodynamic approach

in terms of hadronic degrees of freedom [2–4]. In the

present paper, we discuss this thermodynamic approach.

The key quantity of the thermodynamic approach is

thermal vorticity

̟µν =
1

2
(∂νβµ − ∂µβν), (1)

where βµ = uµ/T , uµ is collective local four-velocity

of the matter, and T is local temperature. The cor-

responding mean spin vector of Λ particles with four-

momentum p, produced around point x on freeze-out

hypersurface is

1)e-mail: yivanov@theor.jinr.ru

Sµ
̟(x, p) = − 1

8m
[1− f(x, p)] ǫµναβpν , ̟αβ(x), (2)

where f(x, p) = 1/{exp[(uνpν−µ)/T ]+1} is the Fermi–

Dirac distribution function, m is mass of the Λ hyperon

and µ is the baryon chemical potential.

It was recently realized [5–7] that there are other

additional contributions to the mean spin vector, if the

thermal equilibrium is local. These are the so-called

thermal-shear (Sµ
ξ ) and spin-Hall (Sµ

ζ ) contributions:

Sµ
ξ (x, p) =

1

4m
[1− f(x, p)]ǫµναβ

pνnβp
ρ

(n · p) ξρα, (3)

Sµ
ζ (x, p) =

1

4m
[1− f(x, p)]ǫµναβ

pαnβ

(n · p)∂νζ, (4)

where ζ = µ/T ,

ξµν =
1

2
(∂µβν + ∂νβµ) , (5)

is the thermal-shear tensor, and n is a four-vector that

is the main subject of the discussion below. In [5], the n

four-vector is defined as the time direction in the center-

of-mass frame of colliding nuclei: nβ = t̂β = (1, 0, 0, 0).

Only the shear term was considered in [5]. In [6, 7], the n

four-vector is identified with the four-velocity: nβ = uβ.

In the mid-rapidity region these choices are very close

because uβ ≈ t̂β . However, at forward-backward rapidi-

ties, which are relevant to fixed-target polarization mea-

surements [8–10], they may significantly differ.

In this paper, we consider consequences of these dif-

ferent choices at the example of the global polarization

of Λ-hyperons. The global polarization is chosen be-

cause it allows a significant advance in the analytical

treatment, if momentum acceptance is disregarded, and

because it is relevant to fixed-target polarization mea-

surements at moderately relativistic energies [8–10].
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The polarization of the Λ hyperon is measured in its

rest frame, therefore the Λ polarization is

Pµ(x, p) = S∗µ(x, p)/SΛ, (6)

where SΛ = 1/2 is the spin of the Λ hyperon, Sµ =

= Sµ
̟ + Sµ

ξ + Sµ
ζ , and S∗µ is the mean Λ-spin vector in

the Λ rest frame

S∗(x, p) = S− t̂ · S
t̂ · p+m

pΛ
def
= S−∆S, (7)

where ∆S is the boost correction. The zeroth compo-

nent of S∗µ identically vanishes.

It is shown that alternative definitions of the

thermal-shear contribution to the polarization in heavy-

ion collisions, [5] on the one hand and [6, 7] on the other,

result in very different corrections to the global Λ po-

larization averaged over wide range of momenta. The

spin-Hall contribution to the polarization, defined ac-

cordingly to [6, 7], results in identicaly zero correction

to the global Λ polarization, if averaged over all mo-

menta of Λ’s. Only application of restrictive momen-

tum acceptance and the boost (to Λ rest frame) cor-

rection result in nonzero global spin-Hall polarization.

If the spin-Hall contribution were defined similarly to

[5], the global spin-Hall polarization would be non-zero

even without any acceptance and the boost correction.

This work was supported by MEPhI within the Fed-

eral Program “Priority-2030”.

This is an excerpt of the article “On ambigu-

ity of denition of shear and spin-hall contributions

to polarization in heavy-ion collisions”. Full text

of the paper is published in JETP Letters journal.
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Представлены результаты экспериментальных исследований по наблюдению осцилляций Рамсея при

воздействии импульсов терагерцового излучения на состояния мелкого донора в германии. В качестве

источника возбуждения использовался лазер на свободных электронах (NovoFEL). При проведении экс-

периментов применялась стандартная методика, предполагающая воздействие последовательности двух

оптических импульсов на частоте излучения, близкой к частоте примесного перехода 1s(A1) → 2p0. Ко-

герентное состояние ансамбля доноров наблюдалось с помощью измерения фототока, обусловленного

термическим выбросом электронов в зону проводимости из состояния 2p0. Полученный эффект оказал-

ся достаточно устойчив к используемым экспериментальным условиям, в частности, температурному

режиму, что дает надежду на дальнейшее усовершенствование при переходе к искусственно созданным

системам на основе мелких доноров в германии.

DOI: 10.31857/S1234567822150022, EDN: jffhsc

Введение. Состояния кулоновских центров в по-

лупроводниках [1] привлекают внимание исследова-

телей в качестве кандидатов для создания различ-

ных квантовых устройств. Данное обстоятельство

вызвано тем, что такие объекты являются естествен-

ными нульмерными образованиями, и к настояще-

му моменту существуют технологии контролируемо-

го позиционирования одиночных кулоновских цен-

тров в полупроводниковой матрице с возможностью

последующей манипуляции их состоянием [2]. Наи-

больший интерес вызывают донорные центры в ал-

мазе, кремнии и германии, что обусловлено, в част-

ности, возможностью создания моноизотопной мат-

рицы (кремний), и большими временами релакса-

ции определенных состояний кубита (кремний, ал-

маз) [2–4]. Как известно, доноры в германии обла-

дают большими радиусами основных состояний [5],

что в случае реализации модели Кейна [6] снижа-

ет требования к технологии создания массивов ку-

1)e-mail: zhur@ipmras.ru
2)N.Deßmann.

битов. На данном этапе интерес вызывают методы

квантовой оптики для манипуляций когерентными

состояниями, включающие, в частности, фотонное

эхо и интерференцию Рамсея. Последнее использует-

ся в различных экспериментальных исследованиях,

таких как точное определение резонансных частот [7]

и эталон секунды [8]. Как известно, метод интерфе-

рометрии Рамсея использует два оптических импуль-

са равной интенсивности с длительностью менее про-

дольного T1 и поперечного T2 релаксационных вре-

мен двухуровневой системы. Первый импульс воз-

буждает в системе когерентные суперпозиции состо-

яний доноров (осциллирующие диполи), второй вза-

имодействует со сформированными в среде диполя-

ми, находящимися в определенной фазе и имеющи-

ми определенную амплитуду. В результате воздей-

ствия последовательности двух оптических импуль-

сов с резонансной частотой населенность верхнего

уровня донорного перехода определяется разностью

фаз излучений первого и второго импульсов возбуж-

дения (осциллирующая функция с частотой перехо-

да/возбуждающего излучения).
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Эксперимент по детектированию осцилляций Рамсея электрическим методом: (a) – сигнал

напряжения V , снимаемый с двух средних контактов на образце; (b) – Пример преобразования Фурье полученного

сигнала (см. описание эксперимента) (розовый), линия лазера на свободных электронах NovoFEL (желто-зеленый),

спектральная линия 1s(A1) → 2p0 в Ge :As (черный); (c) – оптическая схема эксперимента с линией задержки (M1, 2,

3 – плоское зеркало, PM – параболическое зеркало, BS – делитель пучка), Ch – модулятор; (d) – изображение луча

излучения лазера в месте образца, снятое с помощью пироэлектрической камеры

Воздействие первого импульса может быть рас-

смотрено как запись информации, а действие вто-

рого – как последующая манипуляция или контроль

существования суперпозиции состояний. Измерение

зависимости населенности второго уровня как функ-

ция времени задержки между импульсами (опреде-

ляет разность фаз излучения в первом и втором им-

пульсах) в работе [9] проводилось путем измерения

фототока, аналогично методу PTIS [10], в котором

величина тока пропорциональна населенности воз-

бужденного уровня и обусловлена термической иони-

зацией носителей заряда при конечных температу-

рах. В работе [9] была продемонстрирована возмож-

ность сочетания оптической записи когерентного со-

стояния и некогерентного электрического контроля

на примере состояний доноров фосфора в кремнии.

Данная работа посвящена экспериментальному

исследованию возможности наблюдения интерфе-

ренции Рамсея в системе доноров мышьяка в гер-

мании. Мелкие доноры обладают переходами, соот-

ветствующими существующим компактным источ-

никам стимулированного терагерцового излучения,

для которых продемонстрированы режимы генера-

ции коротких импульсов (quantum cascade lasers [11],

p-Ge лазер [12]). Выбор мышьяка обусловлен наи-

большей энергией связи среди доноров пятой груп-

пы (E0 = 14.18мэВ, [1]), что снижает требования к

температуре, а также достаточно большими времена-

ми жизни возбужденных состояний [13] в сравнении

с донорами в кремнии [14], что позволяет использо-

вать длительности импульсов ∼ 100 пс, характерные

для используемого в экспериментах лазера на сво-

бодных электронах NovoFEL.

Эксперимент. Кристаллы германия были выра-

щены методом Чохральского с концентрацией мы-

шьяка N0 = 5.2 × 1013 см−3 (образец 1) и N0 =

1.2× 1013 см−3 (образец 2). Концентрация компенси-

рующих примесей имела величину ∼ 1012 см−3. Об-

разцы имели размеры 0.5 × 5 × 10мм3. Угол между

полированными гранями 5× 10мм составлял ∼ 1.5◦.

Образец помещался в проточный гелиевый криостат

Janis ST-100 с окнами TPX (полоса пропускания для

длин волн больше 15 мкм).

В качестве источника использовалась установ-

ка NovoFEL при Сибирском центре синхротронно-

го и терагерцового излучения [15], состоящая из

трех лазеров на свободных электронах (ЛСЭ). В

данном эксперименте использовался терагерцовый

ЛСЭ с возможностью перестройки в диапазоне λ =

= 90−340мкм, длительностью импульса ∼ 100 пс и

частотой повторения 5.6 МГц. Входной импульс из-

лучения ослаблялся с помощью поляризатора и де-
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лился на две, приблизительно равные по интенсивно-

сти, части с помощью делителя на основе полипро-

пилена. В соответствие со схемой (рис. 1) один из им-

пульсов проходил через линию задержки, позволяю-

щую варьировать в автоматическом режиме задерж-

ку между импульсами от τ = −200 пс до τ = 500 пс

от нулевой разности хода. После прохождения ин-

терферометра оба импульса снова сводились через

тот же делитель. С помощью параболического зер-

кала излучение фокусировалось на поверхности об-

разца в пятно диаметром ∼ 1 мм. Излучение обоих

пучков модулировалось с помощью прерывателя на

частоте 140 Гц, располагающегося перед входным ок-

ном криостата с образцом. Средняя суммарная мощ-

ность излучения, падающего на образец, не превы-

шала 10 мВт. В основном, в эксперименте исполь-

зовалась длина волны λ = 131.3мкм, соответству-

ющая переходу 1s(A1) → 2p0 (9.44 мэВ), а также

λ = 160мкм (7.7 мэВ) для сравнения с нерезонанс-

ным фотовозбуждением.

На образцы были нанесены 4 контакта Ti/Au на

расстоянии 2 мм друг от друга (рис. 1). Все измере-

ния проводились по четырехконтактной схеме. Меж-

ду внешними контактами пропускался постоянный

ток до 20 мкА, а с внутренних контактов снималось

напряжение и подавалось на осциллограф для сня-

тия кинетики или на синхронный усилитель (SR-830

lock-in amplifier) с возможностью последующей запи-

си и автоматического построения величины сигнала

как функции положения подвижного зеркала. Пред-

полагалось, что регистрируемое падение напряжения

между парой средних контактов оказывается прямо

пропорциональна населенности уровня 2p0, что вы-

звано выбросом электронов в зону проводимости как

благодаря взаимодействию с равновесными фонона-

ми, так и вторичному поглощению квантов возбуж-

дения.

Результаты и обсуждение. На рисунке 2 пока-

заны интерферограммы для случая нерезонансного и

резонансного возбуждения перехода 1s(A1) → 2p0 в

образце 1. Рисунок 2a демонстрирует сигнал детек-

тора как функцию времени задержки между дву-

мя импульсами рамсеевской пары для длины вол-

ны 160 мкм (нерезонансный случай). Форма огиба-

ющей полученного сигнала соответствует автокор-

реляционной функции импульса возбуждения, кото-

рый можно аппроксимировать гауссовой функцией с

дисперсией, соответствующей длительности импуль-

са. На рисунках 2b, c показаны сигналы интерферен-

ции при резонансном возбуждении образцов с кон-

центрациями 1.2×1013 см−3 и 5.2×1013 см−3, соответ-

ствующий вид огибающих в логарифмическом мас-

штабе показан на рис. 2d (образец 1) и рис. 2e (об-

разец 2). Как следует из сравнения резонансного и

нерезонансного случаев для огибающих, для резо-

нанса имеется отклонение от гауссовой формы, со-

провождающееся увеличением длительности. Рису-

нок 3 демонстрирует результаты измерения спектров

для образцов 1 и 2 для различных участков интерфе-

рограммы с помощью преобразования Фурье. Пока-

зано, что спектры для обоих образцов во всех участ-

ках интерферограммы, включая времена задержки

до 400 пс, превышающие длительность импульса воз-

буждения, содержат линию ∼130 мкм, что соответ-

ствует переходу 1s(A1) → 2p0 донора As.

Согласно теории, оптимальным при наблюдении

осцилляций Рамсея является использование π/2 им-

пульсов (при параметрах излучения NovoFEL для n-

Ge средняя мощность излучения 8.5 мВт), соответ-

ствующих возбуждению системы на “экватор” сферы

Блоха. Однако в эксперименте такое значение мощ-

ности может приводить к перегреву образца и, следо-

вательно, к возрастанию скорости релаксации коге-

рентности до неприемлемых значений. Поэтому, что-

бы избежать перегрева образца, в основном исполь-

зовались существенно меньшие значения мощности

импульсов возбуждения (не более 1 мВт).

Осцилляции Рамсея можно описать в рамках

двухуровневой системы с использованием полуклас-

сического подхода [16] для описания взаимодействия

поля с веществом, в котором примесный атом счита-

ется двухуровневой квантовой системой, а электро-

магнитное поле описывается классически. Использу-

ется приближение вращающейся волны [16]. Гамиль-

тониан системы в пренебрежении взаимодействием с

колебаниями решетки имеет вид:

H = H0 +µE1(t) cos(νt) +µE2(t− τ) cos(νt+ϕ), (1)

где H0 – гамильтониан невозмущенной системы, соб-

ственные функции которого Ψ1 и Ψ2 с энергиями ~ω1

и ~ω2, µ – дипольный момент перехода,E1,2(t) – зави-

сящие от времени амплитуды полей двух импульсов

внешнего излучения длительностью t0, ν – круговая

частота этого излучения, ϕ – разность фаз излучения

в первом и втором импульсах, τ – временная задерж-

ка между двумя импульсами. Волновую функцию в

рамках такого описания можно записать в виде:

Ψ(t) = a1(t)Ψ1e
−iω1t + a2(t)Ψ2e

−iω2t, (2)

где a1(t), a2(t) – искомые амплитуды. Подставляя

волновую функцию (2) в гамильтониан (1), после
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Экспериментальный сигнал осцилляции Рамсея при фотовозбуждении на длине волны ла-

зера λ = 131мкм: (a) – интерферограмма для образца 2 (NAs = 5.3 × 1013 см−3), средняя мощность P = 200мкВт,

T ∗ = 7К; (b) – интерферограмма для образца 1 (NAs = 1.2 × 1013 см−3), средняя мощность P = 0.6мВт, T ∗ = 4К,

область, закрашенная оранжевым цветом, повторяет форму сигнала (a); (c) – интерферограмма автокорреляции на

λ = 160мкм; (d), (e) – огибающие сигнала (b) и (c) соответственно (черный – T ∗ = 4К, синий T ∗ = 7К, оранжевый –

сигнал автокорреляции, нормированный по величине, оранжевый пустой – функция Гаусса, моделирующая сигнал

(a)). T ∗ – температура “холодного столика” криостата

несложных преобразований можно получить систе-

му уравнений для a1(t) и a2(t):







a′1 = − i
2a2(Ω1(t)e

iδt +Ω2(t− τ)ei(δt+ϕ)),

a′2 = − i
2a1(Ω1(t)e

−iδt +Ω2(t− τ)e−i(δt+ϕ))),
(3)

где Ω1 и Ω2 – зависящие от времени t частоты Раби

для полей, связанных с первым и вторым импульса-

ми соответственно и определяемые выражениями:

Ω1,2(t) =
µ21E1,2(t)

~
, (4)

где δ – отстройка частоты излучения от частоты

атомного перехода, µ21 – матричный элемент диполь-

ного перехода между рассматриваемыми уровнями

атома. Форма импульсов излучения (следовательно,

Ω1(t) и Ω2(t)) аппроксимировались Гауссовой кри-

вой. Учет неоднородного уширения в среде произ-

водился усреднением по δ найденных a1(t) и a2(t) и

величин, производных от них, считая, что δ – слу-

чайная величина с нормальным распределением.

Описанный теоретический подход не позволяет

учитывать релаксационные процессы в системе (вре-

мя релаксации населенности (T1) и релаксации ко-

герентности (T2)), и длительность наблюдаемых ос-

цилляций Рамсея определяется обратной величиной

неоднородного уширения линии (∆ν) возбуждаемо-

го примесного перехода. Таким образом, используе-

мый теоретический подход адекватно описывает ре-

альную ситуацию в случае, когда 1
2π∆ν < T1, T2, где

∆ν – ширина неоднородно уширенной линии пере-

хода, что в представленном случае выполняется, а

существенное уменьшение ∆ν требует сильного по-

нижения концентрации легирования, при котором

наблюдение эффекта станет затруднительным из-за

низкой чувствительности. Вместе с тем, он дает по-

нимание влияния на форму и длительность осцил-

ляций таких параметров, как ширина линии, поле

волны, отстройка и длительность импульса.

Рисунок 4 представляет примеры численного рас-

чета населенности верхнего состояния ансамбля при-

месных центров от времени задержки между импуль-

сами при различных значениях мощности излуче-

ния в импульсах и величины неоднородного ушире-

ния ∆ (определена как ширина неоднородно уши-

ренной линии перехода на полувысоте) примесного
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Интерферограммы осцилляций Рамсея: (a) – образец 1 (NAs = 1.2 × 1013 см−3), средняя

мощность P = 9.5мВт, T ∗ = 4К; (b) – образец 2 (NAs = 5.2 × 1013 см−3), средняя мощность P = 200мкВт, T ∗ = 7К.

Голубые вставки показывают Фурье преобразование сигнала в указанных областях. Зеленые вставки демонстрируют

изменение сигнала ∆V на масштабе 7 пс. T ∗ – температура холодного столика криостата

перехода. Расчет выполнен в пренебрежении релак-

сацией в системе. Зависимость представляет собой

быстро осциллирующую функцию с частотой пере-

хода/излучения накачки (осцилляции Рамсея).

Таким образом,квадраты соответствующих коэф-

фициентов a1,2(t) пропорциональны населенностям

уровней 1 и 2 соответственно. Как упомянуто вы-

ше, в данном эксперименте населенность верхнего

уровня 2p0 определяет населенность континуума зо-

ны проводимости через термоиндуцированные про-

цессы выброса электронов, т.е. представляет собой

процесс фототермоионизации. Однако, наряду с ре-

зонансным воздействием на среду возможно и нере-

зонансное ввиду наличия населенности состояний до-

нора при температуре, отличной от нуля.

Сигнал фототока (рис. 2a), детектируемый в слу-

чае значительной отстройки от частоты перехода

1s(A1) → 2p0 и определяемый конечной населен-

ностью возбужденных состояний как основной, так

и остаточной примеси в образце, может служить в
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Моделирование осцилляций населенностей уровня 2p0 при фотовозбуждении на частоте пе-

рехода 1s(A1) → 2p0 в Ge :As: (a) – последовательности двух оптических импульсов с разной величиной задержки τ ;

(b) – модель двухуровней системы для примеси As в Ge с указанием основных каналов возбуждения и релаксации

(F1,F2 – оптические переходы под действием излучения FEL, Th – безизлучательный переход с участием равновесных

фононов, Ph – релаксация на акустических фононах); (c), (d) – рассчитанные населенности состояния 2p0 от задержки

τ с использованием следующих параметров (N0 – концентрация легирования): средняя мощность P = 0.43мВт (c),

P = 8.5мВт (d); длительность импульсов t0 = 100 пкс; неоднородное уширение ∆ = 0.02мэВ (c), ∆ = 0.06мэВ (e).

Зеленые вставки демонстрируют изменения N на масштабе 20 пс

качестве примера автокорреляционной функции им-

пульса ЛСЭ и аппроксимируется функцией Гаусса.

Как видно из рис. 2d, e форма огибающей интерфе-

рограммы в резонансом случае имеет значительное

отклонение от автокорреляционной функции. Таким

образом, можно констатировать, что детектируемый

сигнал в случае резонансного воздействия представ-

ляет собой сумму автокорреляционной функции и

более длинного сигнала, который определяется вре-

менами существования макроскопической поляриза-

ции среды. Данное предположение подтверждает-

ся анализом Фурье сигнала интерферограммы. Как

следует из рис. 3, длительность осцилляций Рамсея

заметно превышает длительность автокорреляцион-

ной функции импульса излучения. При этом обра-

зец с меньшей концентрацией демонстрирует нали-

чие линии 131 мкм в большем диапазоне времени за-

держки, вплоть до задержек 300–400 пс, что можно

связать с меньшей величиной неоднородного уши-

рения линии перехода. Оценить характерное время

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022



Обнаружение осцилляций Рамсея в германии. . . 145

спадания амплитуды осцилляций T2 оказывается за-

труднительно ввиду сложной формы сигнала, при-

чинами которой являются фактор уширения линии

перехода и небольшая отстройка от центра линии по-

глощения (см., например, рис. 4d). Ранее проведен-

ные эксперименты по измерению времен продоль-

ной релаксации T1 для доноров в германии показа-

ли, что для уровня 2p0 время жизни оказывается по-

рядка 800 пс, т.е. при уменьшении концентрационно-

го уширения можно надеяться на значительное уве-

личение времени поперечной релаксации, а значит и

существования осцилляций Рамсея. Стоит отметить,

что в представленном эксперименте эффект оказал-

ся достаточно устойчив к температуре образца, кото-

рая несколько отличалась от температуры холодного

“столика” и была в районе 20–25 К, что оценивалось

путем сравнения вольт-амперных характеристик об-

разцов при охлаждении в жидком гелии и оптиче-

ском криостате при различных температурах. Еще

более длинные времена релаксации были получены

для сурьмы в германии (2 нс) с деформацией [17],

что также представляет собой дополнительную воз-

можность, если будет осуществлен переход к гетеро-

структурам n-типа со встроенной деформацией.

Заключение. Экспериментально показана воз-

можность наблюдения осцилляций Рамсея при воз-

буждении состояния 2p0 донора мышьяка в герма-

нии импульсным терагерцовым излучением лазера

на свободных электронах при криогенных темпера-

турах. Регистрация осцилляций населенности состо-

яния 2p0 осуществлялась благодаря наличию терми-

ческого выброса электронов в зону проводимости,что

можно рассматривать как демонстрацию некогерент-

ного считывания когерентного состояния. Использу-

емые в представленной работе образцы с концентра-

цией доноров N0 = 1.2× 1013 см−3 позволили наблю-

дать осцилляции Рамсея вплоть до времен 400 пс,

что позволяет надеяться на дальнейшее увеличение

времени при использовании образцов с меньшей ши-

риной линии. Анализ экспериментальных данных и

проведенные модельные расчеты показывают, что

наблюдаемая форма огибающей осцилляций Рамсея

зависит от ширины линии, отстройки от резонанса и

интенсивности возбуждения.
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Представлены результаты численного моделирования на основе теории Ми эффекта суперрезонанса

для диэлектрической сферы с низким показателем преломления. Впервые показано, что не только ранее

изученные слабодиссипативные мезоразмерные сферы из материала со “средним” (около 1.5) и высоким

(более 2) показателем преломления, но и с низким (около 1.3) поддерживают резонанс Фано высокого

порядка, связанного с внутренними модами Ми. При этом относительные интенсивности резонансных

пиков как для магнитного, так и электрического полей в окрестности полюсов сферы в оптическом диа-

пазоне могут достигать огромных значений порядка 106–107 для сферы из воды с параметром размера

Ми около 70.
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1 Введение. В последнее десятилетие для сфе-

рических диэлектрических частиц с размером бо-

лее длины волны был обнаружен целый ряд новых

необычных оптических явлений: фотонный нанод-

жет, оптические нановихри, анапольные состояния,

магнитный свет и др. [1–3]. Хотя интерес к частицам

таких размеров возник еще более века назад при объ-

яснении необычных оптических эффектов рассеяния

света взвесями мелкодисперсной серы [4].

Среди многих интересных эффектов отметим ре-

зонансы Фано [5] высокого порядка в диэлектриче-

ских мезоразмерных сферах [6, 7]. Как оказалось,

в отличие от частиц с радиусом, существенно мень-

ше длины волны излучения (в которых оптические

свойства обычно обусловлены, как правило, первы-

ми тремя резонансами Ми [8–10]), в частицах c раз-

мером более длины волны наблюдаются резонансы

Ми высокого (l > 5) порядка, что приводит к спе-

цифическим оптическим явлениям, обусловленными

интерференцией широкого спектра всех внутренних

мод с одиночной модой внутреннего резонанса вы-

сокого порядка. В свою очередь, эти интерферен-

ционные эффекты приводят, в частности, к форми-

рованию оптических вихрей внутри частицы [11] с

характерными размерами существенно меньше ди-

фракционного предела, аналогично рассеянию света

1)e-mail: prof.minin@gmail.com
2)S. Zhou.

на плазмонных наночастицах [12], и к субволновой

локализации магнитных полей [6, 13]. Отметим, что

резонансное возбуждение внутренних сильно лока-

лизованных, в первую очередь магнитных, полей в

диэлектрической частице в оптике является нетри-

виальной задачей, поскольку сильный магнетизм в

оптическом диапазоне не может быть достигнут при

использовании природных диэлектрических матери-

алов [14].

Ранее в [6, 7] было продемонстрировано, что реа-

лизация Фано резонансов высокого порядка, связан-

ных с внутренними модами Ми, возникает при опре-

деленных значениях как параметра размера части-

цы, равного q = 2πa/λ (a – радиус частицы, λ – дли-

на волны освещающего излучения), так и ее пока-

зателя преломления, и могут давать коэффициенты

усиления напряженности как магнитного, так и элек-

трического поля порядка 105. . . 107, что может так-

же вызывать новые нелинейные эффекты. Резонан-

сы Фано высокого порядка, для которого коэффи-

циент усиления напряженности поля может дости-

гать указанных выше значений, и названые “супер-

резонансами” [6], весьма чувствительны как к пара-

метру размера частицы, так и диссипативным поте-

рям в ее материале. Использование резонансов Фа-

но высокого порядка в диэлектрических мезоразмер-

ных сферах недавно было признано многообещаю-

щей стратегией для повышения эффективности гене-

рации сверхсильных магнитных и электрических по-
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лей и достижения новых функциональных возмож-

ностей [15].

Однако, насколько нам известно, до сих пор не

было предложено ни одного исследования, демон-

стрирующего эффект суперрезонанса в диэлектриче-

ской сфере с низким показателем преломления, осо-

бенно в видимом диапазоне длин волн. Ранее воз-

можность реализации резонансов Фано высокого по-

рядка рассматривались только для сфер со средним

(около 1.5) и высоким (около 4) показателем пре-

ломления материала. С целью выяснения границ су-

ществования данного эффекта для частиц с низким

коэффициентом преломления в этом письме мы ис-

пользуем наш более ранний подход [6, 7] для возбуж-

дения Фано резонансов высокого порядка в диэлек-

трической сферической частице с показателем пре-

ломления 1.33. Мы показываем, что в окрестности

полюсов такой диэлектрической сферы наблюдается

гигантское локальное усиление магнитного и элек-

трического полей. Как и ранее, мы проводим наши

исследования на основе строгой теории Ми [16] и вы-

являем вклад отдельной моды, а также подтвержда-

ем, что в сферической частице с низким коэффи-

циентом преломления возможно возбуждение Фано

резонансов крайне высокого (l = 86) порядка с су-

щественным усилением (до 107) интенсивностей маг-

нитного и электрического полей.

2. Модель. Структура волн внутри и вблизи по-

верхности сферической частицы может быть точно

определена с использованием теории рассеяния Ми

с точки зрения свойств материала частицы и окру-

жающей среды и параметра размера этой частицы.

В соответствии с теорией Ми [16] мы рассматрива-

ем рассеяние плоской, линейно поляризованной элек-

тромагнитной волны на сферической частице с по-

казателем преломления 1.33, характерного для кап-

ли воды [17], параметром размера q ∼ 70 в оптиче-

ском диапазоне длин волн (λ = 400 . . .700 нм). Не

снижая общности задачи предполагается, что сфера

находится в вакууме.

3. Результаты моделирования и обсужде-

ния. Эффект определяющего влияния моды внут-

реннего резонанса высокого порядка на суперрезо-

нанс продемонстрирован на рис. 1 для непоглощаю-

щей сферической частицы с показателем преломле-

ния n = 1.33 и параметром размера q = 70.60. Сле-

дуя идеологии работы [18], проведенный анализ ко-

эффициентов Ми показал, что амплитуды всех мод

достаточно малы, за исключением единственной ре-

зонансной ТЕ моды с номером 86, амплитуда которой

больше остальных примерно в 25 раз – такое высокое

значение коэффициента Ми обусловлено конструк-

тивной интерференцией единственной парциальной

волны l = 86 внутри частицы. Параметр размера

q = 70.60 сферы в оптическом диапазоне в данном

случае был выбран исходя из того, что для меньших

значений этой величины резонансные пики рассея-

ния имеют существенно меньшую интенсивность. На

рисунке 1а, b показаны распределение интенсивно-

стей электрического и магнитного полей, когда при

моделировании были учтены все моды 1 < l < 100.

На рисунке 1e, f представлена эта же картина, где

учтены все члены, кроме единственного резонанс-

ного члена с модой l = 86. В этом случае область

локализации излучения имеет вид, характерный для

фотонной струи [1, 3]. Таким образом, единственный

член с единственной модой l = 86 в данном случае

приводит к увеличению интенсивности рассеянного

излучения более чем в 4000 раз.

Как видно из рис. 1а–d, в условиях суперрезонан-

са поле внутри сферической частицы приобретает

форму, характерную для распределения поля оди-

ночной собственной моды, находящейся в резонан-

се. В теории Ми это соответствует существенному

преобладанию только одного члена в ряду внутрен-

них полей (коэффициента cn Ми [16] в данном слу-

чае), ответственного за возбужденную резонансную

моду [6, 18]. В результате появляются две горячие

точки в верхней и нижней вершинах сферической

частицы вдоль направления распространения излу-

чения (рис. 1а, b). При этом в резонансе резко возрас-

тает амплитуда внутреннего магнитного и электри-

ческого полей сферической частицы вблизи ее полю-

сов благодаря конструктивной интерференции одной

резонансной моды с широким спектром мод внутри

частицы. Кроме того, конфигурация полей, соответ-

ствующих модам шепчущей галереи (МШГ) [19] (по-

казано на рис. 1c, d соответственно для электрическо-

го и магнитного полей в логарифмическом масштабе)

сохраняется, но их интенсивность на 4–5 порядков

меньше интенсивности поля в горячих точках. Та-

кая конфигурация поля характерна для резонансов

Фано высокого порядка в диэлектрических сферах и

не наблюдается в структуре поля, характерного для

резонанса МШГ [19]. Отметим, что без учета резо-

нансной моды l = 86 распределение интенсивности

поля в области локализации излучения (фотонной

струе) примерно одинаковы как для магнитного, так

и электрического полей (рис. 1e, f) с интенсивностью

существенно меньшей, чем в условиях суперрезонан-

са из-за радиационных потерь энергии возбужден-

ных собственных мод через поверхность диэлектри-

ческой частицы. В то же время в условиях суперре-

зонанса (рис. 1a–d) интенсивность магнитного поля в

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022



148 И. В. Минин, О. В. Минин, С. Джоу

Рис. 1. (Цветной онлайн) Интенсивности электрического (левый столбец) и магнитного (правый столбец) полей в двух

плоскостях для сферы. Распределения интенсивностей (a), (b) даны в линейном масштабе, (c), (d) – в логарифми-

ческом. (а)–(d) – Учтены все моды 1 < l < 100, (e), (f) – все моды кроме резонансной моды l = 86. Заметим, что

масштаб картинок (e), (f) отличается от масштаба картинок (а)–(d), чтобы продемонстрировать область фокусировки

без резонансной моды. Излучение падает сверху вниз

рассматриваемом случае на порядок превышает ин-

тенсивность электрического поля.

На рисунке 2 показана структура соответствую-

щего Фано резонанса. Как видно, все резонансные

линии (для E и H полей) достаточно узкие, а асим-

метричная форма резонансных линий характерна

для резонанса Фано [5, 12, 20]. Спектральная узость

собственных возбуждений частицы и соответствен-

но узость излучаемых резонансных полос является

одним из определяющих факторов. Из рисунка 2a
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Структура Фано резонанса (a) на λ = 533.939 нм для частицы с параметром размера q = 70.60.

Синия линия – интенсивность электрического поля, красная – магнитного (в логарифмическом масштабе). Пики ин-

тенсивностей электрического (b) и магнитного (с) полей. Соответствующие максимальные значения равны 1.287 · 106
и 2.302 · 107. Распределения (b), (c) построены вдоль диаметра сферы в линейном масштабе

(показан в логарифмической шкале) следует, что

в рассматриваемых условиях добротность сфериче-

ской частицы составляет порядка Q ∼ 6 · 108 на ре-

зонансной длине волны λ = 533.939 нм. Ширина ли-

ний для интенсивностей электрическиго и магнитно-

го полей на полувысоте, и соответственно, добротно-

сти примерно одинаковы.

Из рисунка 2а также отчетливо видно, что асим-

метрия интенсивностей резонансов для магнитного

и электрического полей зеркальна. Более того, учи-

тывая, что решающую роль в возникновении резо-

нансов Фано играют магнитные дипольные резонан-

сы изолированных мезоразмерных диэлектрических

частиц [6, 7], то возбужденная на длине волны маг-

нитного резонанса магнитная дипольная мода ди-

электрической частицы может быть более сильной,

чем отклик электрического диполя, и тем самым вно-

сить основной вклад в эффективность рассеяния (см.

рис. 2b, c). В данном случае интенсивность магнитно-

го пика примерно на порядок больше, чем электри-

ческого.

На рисунке 3 показана строгая корреляция резо-

нансного значения параметра размера сферы и резо-

нансной моды от показателя преломления ее матери-

ала при фиксированном уровне интенсивности поля

порядка 106–107. При этом учитывались результаты

работ [6, 7] для частиц с более высоким показателем

преломления.

Как и ожидалось, эти результаты подтверждают,

что для наблюдения эффекта суперрезонанса, умень-

шение показателя преломления сферической части-

цы приводит как к увеличению ее параметра разме-

ра, так и номера резонансной моды.

4. Заключение. Возбуждение резонансов Фано

высокого порядка является нетривиальной задачей,

Рис. 3. Зависимость параметра размера q диэлектриче-

ской сферы и резонансной моды от показателя прелом-

ления материала частицы в области генерации макси-

мальных магнитных и электрических полей порядка

106–107

поскольку требуется прецизионная подгонка пара-

метра размера сферы. Мы показали, что рассеяние

света мезоразмерной диэлектрической сферой с ма-

лыми потерями и низким показателем преломления

позволяет повторить оптические эффекты резонан-

са Фано высокого порядка, обнаруженные ранее для

сфер с высоким и средним показателем преломле-

ния. Так, для частицы с показателем преломления

1.33 и параметром размера q = 70.60 (что на длине

волны около λ = 534 нм соответствует диаметру сфе-

ры около 12 микрон) обеспечивается добротность по-

рядка Q ∼ 6 · 108, а резонансная мода имеет экстре-

мально высокий номер l = 86. При этом возможна

генерация электрического и магнитного полей с ин-

тенсивностями в полюсах сферы около 106 и 107, со-
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ответственно. Рассмотренные эффекты хорошо под-

ходят для диэлектрической фотоники следующего

поколения, мезотроники [15] и расширяют палитру

средних и высоких показателей преломления. Кроме

того, возбуждение Фано резонансов высокого поряд-

ка позволяет повысить чувствительность резонанс-

ных мезоразмерных диэлектрических сферических

структур, в материалах которых эффект диссипации

может быть небольшим [21].

Работа выполнена в рамках Программы разви-

тия Томского политехнического университета и Про-
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В данной работе продемонстрирован необычный характер сверхизлучения в протяженном слое двух-

уровневой среды при воздействии на нее пары униполярных импульсов. Показано, что вследствие ин-

терференции излученных резонансной средой вторичных волн отклик такого слоя в отражении пред-

ставляет собой пару полуцикловых униполярных импульсов разной полярности, следующих с временной

задержкой, прямо пропорциональной толщине слоя. Источником такого сверхизлучения является мо-

нополярный полупериодный импульс остановленной поляризации, создаваемый первым возбуждающим

импульсом и выключаемый вторым возбуждающим импульсом. Обнаруженный эффект может исполь-

зоваться для управления формой предельно коротких импульсов в резонансных средах.
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Введение. В последние годы в связи с достиг-

нутым прогрессом в получении предельно коротких

импульсов аттосекундной длительности [1, 2] все бо-

лее актуальными становятся исследования по взаи-

модействию таких импульсов с различными средами

[3–6].В отличие от длинных многоцикловых импуль-

сов, для предельно коротких импульсов на передний

план выходят другие физические величины. Одной

из них является электрическая площадь импульса

электромагнитного излучения, которая определяет-

ся выражением [7]:

SE =

+∞∫

−∞

E(t)dt, (1)

где E(t) – напряженность электрического поля в за-

данной точке пространства, t – время. Отметим, что

впервые величина, определенная аналогично выра-

жению (1), использовалась в работах [8–10] при опи-

сании распространения предельно коротких импуль-

сов и их воздействия на многоуровневые кванто-

вые системы. В случае обычных многоцикловых им-

пульсов напряженность электрического поля много-

кратно меняет знак в течение длительности импуль-

са, так что электрическая площадь (1) таких им-

пульсов равна нулю. Однако для субцикловых им-

пульсов возможно получение импульсов с отличной

1)e-mail: antpakhom@gmail.com; m.arkhipov@spbu.ru;
nnrosanov@mail.ru; arkhipovrostislav@gmail.com

от нуля электрической площадью, которые называ-

ются униполярными. В последние годы было пред-

ложено множество способов получения таких уни-

полярных импульсов в терагерцовом и оптическом

диапазонах, см. обзор [11] и работы [12–20]. Экспе-

риментально униполярные импульсы были получе-

ны совсем недавно в терагерцовом диапазоне частот

[21, 22]. Стоит также отметить, что электрическая

площадь импульса обладает уникальным свойством

сохранения при одномерном распространении [7].

Уникальной особенностью униполярных импуль-

сов является их способность быстро и эффектив-

но передать импульс движения квантовой системе

вследствие постоянства знака электрического поля

в импульсе. При условии, что длительность унипо-

лярного импульса много меньше характерного вре-

мени движения волнового пакета в квантовой систе-

ме, воздействие таких импульсов будет полностью

определяться величиной электрической площади им-

пульса [11]. Вследствие этого, униполярные импуль-

сы могут применяться для более быстрого и эффек-

тивного управления волновыми пакетами в веще-

стве, чем при использовании многоцикловых бипо-

лярных импульсов, а также ускорения зарядов и др.

приложений, см. обзор [11] и цитируемую литерату-

ру. Также при описании взаимодействия униполяр-

ных импульсов с квантовыми системами становят-

ся неприменимы стандартные представления, при-

менимые при взаимодействии длинных многоцикло-

вых импульсов – физика взаимодействия становит-
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ся иной, если длительность импульса короче орби-

тального периода электрона в основном состоянии

[11]. Поэтому, полученные результаты обуславлива-

ют дальнейший интерес к изучению эффектов, свя-

занных со взаимодействием униполярных импульсов

с различными оптическими средами.

В данной работе теоретически исследуется воз-

буждение протяженного слоя двухуровневой среды

парой униполярных субцикловых импульсов. В част-

ности, мы рассматриваем случай, когда временная

задержка между возбуждающими импульсами в точ-

ности равна половине периода резонансных колеба-

ний двухуровневой среды. При таких условиях вто-

рой униполярный импульс останавливает колебания

наведенной в среде поляризации после первого им-

пульса. В работе показано, что вследствие явления

сверхизлучения резонансных центров в протяжен-

ном слое среды отраженное поле будет состоять из

двух униполярных импульсов разной полярности,

следующих со значительной временной задержкой

между ними. Полученный эффект может представ-

лять интерес для управления формой субцикловых

импульсов в резонансных оптических средах.

Излучение импульса остановленной по-

ляризации. Ранее была предложена и активно

изучалась возможность оптического управления

наведённой поляризацией в нелинейной резонансной

среде для получения униполярных и одноцикло-

вых импульсов, см. обзоры [11, 23] и цитируемую

литературу. Основная идея состояла в том, что

пара следующих друг за другом ультракоротких

возбуждающих импульсов воздействует на резо-

нансные атомы таким образом, что первый из

импульсов вызывает колебания наведенного диполь-

ного момента атома на его резонансной частоте, а

второй импульс – останавливает эти колебания. Для

реализации такой динамики падающие импульсы

должны удовлетворять двум условиям. Во-первых,

длительность каждого из импульсов должна быть

много меньше периода резонансных колебаний, что-

бы воздействие на резонансные атомы можно было

приблизительно считать мгновенным. Во-вторых, за-

держка между импульсами должна быть в точности

равна половине периода резонансных колебаний, так

как лишь в этом случае второй импульс полностью

останавливает колебания наведенного дипольного

момента. В результате излучаемое поле в дальней

зоне имеет вид квазиуниполярного импульса.

Отдельный интерес представляет подобное излу-

чение не от единичного резонансного центра, а от

целого набора таких излучателей в силу возмож-

ности наблюдения эффектов коллективного излуче-

ния. Действительно, в случае подобного когерент-

ного управления излучением множества резонанс-

ных атомов может наблюдаться явление сверхиз-

лучения, когда происходит конструктивная интер-

ференция излучений многих синфазно осциллирую-

щих диполей [24–28]. В зависимости от геометрии

рассматриваемой задачи в результате могут возни-

кать более сложные формы оптического отклика сре-

ды [23].

Один из частных случаев такого коллективного

излучения остановленной поляризации был исследо-

ван ранее, где рассматривалась генерация одноцик-

лового импульса ТГц или оптического излучения от

тонкого слоя нелинейной резонансной среды в одно-

мерном приближении, см. обзор [23] и цитируемую

литературу. Как было показано, интерференция от-

кликов отдельных излучателей приводит к получе-

нию одноциклового отраженного импульса в ближ-

нем поле. При этом слой среды предполагался опти-

чески тонким, что обеспечивало сфазированное из-

лучение от всего слоя при использовании возбужда-

ющих импульсов с плоским волновым фронтом. Слу-

чай же оптически протяженной среды ранее не рас-

сматривался.

Во всех рассмотренных работах в качестве ра-

бочей среды использовалась модельная среда из

двух нелинейно-связанных осцилляторов с силь-

но различающимися частотами. Практическим при-

мером подобной среды служит рамановская, или

комбинационно-активная среда, для описания кото-

рой часто используется модель нелинейно-связанных

электронного и ядерного осцилляторов [29]. В то же

время очевидный интерес состоит в попытке распро-

странения полученных результатов на другие клас-

сические модели, к примеру, стандартных резонанс-

ных сред с несколькими уровнями.

В данной работе мы рассматриваем излучение

импульса остановленной поляризации, во-первых, в

двухуровневой системе, а во-вторых, для случая оп-

тически протяженной среды. Двухуровневая среда

является наиболее широко распространенной моде-

лью резонансной среды, которая использовалась для

теоретического изучения множества оптических яв-

лений [30], в том числе связанных с воздействи-

ем предельно коротких импульсов на вещество [31].

Большая же толщина слоя по сравнению с длиной

волны резонансного перехода может позволить по-

лучить новые эффекты, связанные с интерференци-

ей вторичных волн отдельных излучающих центров.

В частности, можно ожидать, что проявление явле-

ния сверхизлучения в такой геометрии приведет к

усилению излучаемого резонансными центрами им-
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пульса остановленной поляризации и получению бо-

лее сложных профилей оптического отклика слоя.

Стоит остановиться на том, в какой степени

двухуровневое приближение может быть использо-

вано для описания взаимодействия ультракоротких,

в частности субцикловых, импульсов с резонансной

средой. Так, во многих атомарных газах (гелий, ато-

марный водород и др.) высоко возбужденные уров-

ни лежат относительно близко к первому возбужден-

ному, так что расстояние между уровнями с ростом

главного квантового числа быстро уменьшается. В

результате вклад таких высоко возбужденных уров-

ней в колебания поляризации среды будет заклю-

чаться лишь в наличии заднего фронта малой ампли-

туды, которым можно в первом приближении прене-

бречь [23]. Помимо этого, результаты численного ре-

шения временного уравнения Шредингера показали,

что вероятность ионизации атома ультракороткими

импульсами в ряде случаев может быть крайне мала

(порядка 10−11), даже несмотря на то, что энергия

фотонов больше потенциала ионизации [23]. Лучше

всего двухуровневое приближение будет описывать

отклик среды, если два рассматриваемых квантовых

уровня удалены от остальных уровней, не затраги-

ваемых спектром возбуждающих импульсов. В таком

случае частота рассматриваемого резонансного пере-

хода лежит в терагерцовом, дальнем или среднем ин-

фракрасном диапазоне. Выполнение перечисленных

условий в конечном итоге обосновывает возможность

применения двухуровневого приближения.

Постановка задачи. Рассмотрим протяженный

слой двухуровневой резонансной среды, возбуждае-

мый парой униполярных импульсов с плоским вол-

новым фронтом, падающих на слой перпендикуляр-

но (см. рис. 1). Импульсы линейно поляризованы в

направлении, перпендикулярном направлению рас-

пространения. В такой постановке задачи возмож-

но перейти от трехмерной геометрии к одномерной.

Толщина слоя предполагается много большей, чем

длина волны, соответствующая основному резонанс-

ному переходу в среде. Важно отметить, что све-

дение задачи к одномерной с практической точки

зрения оправдано лишь в тех случаях, когда харак-

терные поперечные размеры рассматриваемой систе-

мы существенно превосходят ее продольные разме-

ры, а точнее говоря, если расстояние от слоя резо-

нансной среды до детектора существенно меньше ди-

фракционной длины. Другой подходящей ситуаци-

ей является распространение импульсов в коаксиаль-

ных волноводах, где ранее была продемонстрирована

возможность эффективно одномерного распростра-

нения униполярных импульсов [11].

Рис. 1. (Цветной онлайн) Общая схема рассматрива-

емой системы: два возбуждающих униполярных им-

пульса, следующих с временной задержкой T0/2 меж-

ду ними, падают на протяженный слой двухуровневой

среды

Временная задержка между обоими возбуждаю-

щими униполярными импульсами выбирается рав-

ной полупериоду основного резонансного перехода

в среде T0/2. В таком случае, такая пара импуль-

сов может эффективно управлять откликом среды,

а именно первый импульс возбуждает осцилляции

поляризации среды на резонансной частоте, тогда

как второй импульс – останавливает эти колебания

[11, 23]. При этом длительность возбуждающих им-

пульсов должна быть много меньше периода резо-

нансного перехода среды. Стоит отметить, что ре-

зультат воздействия на резонансную среду не изме-

нится, если строго униполярные импульсы заменить

на более простые в получении квази-униполярные,

содержащие длинный хвост малой амплитуды и про-

тивоположной полярности и потому имеющие нуле-

вую электрическую площадь (1) [32].

Для описания отклика двухуровневой среды бу-

дем использовать стандартные уравнения для мат-

рицы плотности резонансной среды [33]:

∂ρ12(z, t)

∂t
=

= −ρ12(z, t)
T2

+ iω0ρ12(z, t)−
i

~
d12E(z, t)n(z, t), (2)

∂n(z, t)

∂t
=

= −n(z, t)− n0(z)

T1
+

4

~
d12E(z, t)Im ρ12(z, t), (3)

P (z, t) = 2N0d12Re ρ12, (4)

где P – поляризация среды, ρ12 – недиагональный

элемент матрицы плотности двухуровневой среды,
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n = ρ11−ρ22 – разность населенностей уровней двух-

уровневой среды, N0 – объемная концентрация ак-

тивных центров, d12 – дипольный момент рабочего

перехода в среде, E – напряженность электрическо-

го поля, ω0 – частота резонансного перехода среды

(λ0 = 2πc/ω0 – длина волны резонансного перехо-

да), n0 – равновесная разность заселенностей двух

рабочих уровней в отсутствие электрического поля

(n0 = 1 для поглощающей среды), T1 – время ре-

лаксации населенности верхнего уровня, T2 – время

релаксации поляризации среды, c – скорость света в

вакууме, ~ – приведенная постоянная Планка. Урав-

нения для среды должны быть дополнены одномер-

ным волновым уравнением для электрического поля:

∂E(z, t)

∂z2
− 1

c2
∂2E(z, t)

∂t2
=

4π

c2
∂2P (z, t)

∂t2
. (5)

Совместное решение системы уравнений (2)–(5), до-

полненных соответствующими начальными и гра-

ничными условиями, позволяет рассчитать как отра-

женное от слоя поле, так и прошедший через среду

импульс.

Результаты моделирования. Уравнения (2)–

(5) решались численно методом конечных разностей

во времени (FDTD). Возбуждающие униполярные

импульсы были взяты в форме Гауссовых импуль-

сов:

E(t) = E0e
−t2/τ2

p + E0e
−(t−T0/2)

2/τ2
p ,

с амплитудой E0 и длительностью τp. На рисунке 2

показан пример полученного в отражении от слоя

импульса. Как видно из рис. 2, отраженное поле со-

стоит из двух униполярных полуцикловых импуль-

сов противоположной полярности, разделенных по

времени. При этом в промежутке между полуцикло-

выми импульсами электрическое поле близко к нулю.

Параметры среды, использовавшиеся при моделиро-

вании, отвечают газовым средам. Основное значение

здесь играет сравнительно низкая объемная концен-

трация активных центров, которая легко может быть

реализована в газовых средах, а также большие зна-

чения времен релаксации T1, T2 по сравнению с пери-

одом резонансного перехода в среде, что также обыч-

но имеет место в газовых средах. В то же время точ-

ные значения длины волны или периода резонанс-

ного перехода не столь существенны, так как важна

лишь малость длительности возбуждающих импуль-

сов по сравнению с периодом резонансного перехода.

Характер полученного отклика среды имеет яс-

ное физическое объяснение. Поле, излучаемое каж-

дым отдельным двухуровневым центром в слое, как

легко показать, представляет собой одноцикловый

импульс, т.е. один период синусоиды. Этот результат

Рис. 2. (Цветной онлайн) Пример поля, полученного в

отражении от протяженного слоя двухуровневой сре-

ды. Параметры системы: длина волны резонансного

перехода λ0 = 3мкм (T0 = 10фс), дипольный мо-

мент d12 = 5Д, концентрация активных центров N0 =

= 1018 см−3, толщина слоя среды 10 мкм, времена ре-

лаксации T1 = T2 = 1нс, возбуждающие униполяр-

ные импульсы имели Гауссову форму с длительно-

стью τp = 300 ас и амплитудой электрического поля

E0 = 105 ед. СГС

напрямую следует из выбора временной задержки

между возбуждающими униполярными импульсами

равной полупериоду рабочего резонансного перехода

T0/2. В результате первый из импульсов возбужда-

ет среду, инициируя колебания наведенной поляриза-

ции на частоте ω0, тогда как второй импульс за счет

выбора временной задержки останавливает эти коле-

бания. Этот результат становится особенно нагляд-

но виден, если построить мгновенное распределение

поляризации среды P (z, t) внутри слоя в некоторый

момент времени, когда оба возбуждающих импуль-

са находятся внутри среды, см. рис. 3. Как хорошо

видно, распределение поляризации представляет со-

бой полуволну, зажатую между двумя возбуждаю-

щими униполярными импульсами и распространяю-

щуюся вместе с ними. Слабые осцилляции поляри-

зации, остающиеся в среде после прохождения им-

пульсов, возникают вследствие неполной остановки

осцилляций поляризации среды вторым униполяр-

ным импульсом из-за его постепенной трансформа-

ции в процессе распространения в слое. При этом

поле, излучаемое резонансными центрами среды, в

рассматриваемой одномерной геометрии пропорцио-

нально не самой поляризации среды, а ее первой про-

изводной по времени [11, 23]:

Erad(z, t) = −2π

c

z2∫

z1

∂P

∂t

(

z′, t− |z − z′|
c

)

dz′, (6)
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Мгновенное распределение

поляризации резонансной среды внутри слоя в неко-

торый момент времени (синяя линия), а также соот-

ветствующее мгновенное распределение электрическо-

го поля (красная линия). Вертикальные черные штри-

ховые линии обозначают границы слоя резонансной

среды. Параметры системы те же, что и на рис. 2

где пространственное интегрирование осуществляет-

ся по всей толщине слоя. За исключением некоторых

отклонений в моменты начала и остановки колеба-

ний поляризации, производная по времени от поля-

ризации среды, показанной на рис. 3, представляет

собой как раз один период синусоиды. Таким об-

разом, каждый резонансный двухуровневый центр

внутри слоя излучает в результате воздействия та-

кой парой униполярных импульсов одноцикловый

импульс на резонансной частоте среды.

Рассмотрим теперь, как происходит интерферен-

ция волн, излученных отдельными центрами в слое.

На переднем фронте отраженного от слоя поля будет

иметь место интерференция полуволн одного знака

из одноцикловых импульсов от отдельных атомов,

расположенных вблизи левой границы слоя на рис. 1.

В результате мы получаем конструктивную интерфе-

ренцию таких полуволн от отдельных центров и ин-

тенсивный униполярный полуцикловый импульс на

переднем фронте отраженного от слоя сигнала. Еще

один аналогичный униполярный полуцикловый им-

пульс, но противоположной полярности, схожим об-

разом возникнет на заднем фронте вследствие кон-

структивной интерференции полуволн другого зна-

ка из одноцикловых импульсов от отдельных ато-

мов, расположенных вблизи правой границы слоя на

рис. 1. В промежутке же между этими двумя унипо-

лярными всплесками полуволны разных знаков поля

от разных резонансных центров в объеме слоя бу-

дут компенсировать друг друга, что приведет к по-

лю, близкому к нулю. Таким образом, отраженное от

слоя поле состоит из двух разделенных во времени

униполярных полуцикловых импульсов разного зна-

ка поля, в промежутке между которыми величина

поля близка к нулю, что соответствует рис. 2.

Можно привести и иную физическую интерпрета-

цию вида отраженного сигнала на рис. 2, исходя из

пространственного распределения наведенной поля-

ризации среды на рис. 3 и уравнения (6) для излу-

чаемого средой поля. После того, как первый из воз-

буждающих униполярных импульсов входит в среду,

в слое начинает формироваться монополярный полу-

периодный импульс остановленной поляризации, по-

казанный на рис. 3. При этом на переднем фронте

этого импульса остановленной поляризации произ-

водная поляризации по времени положительна, так

что согласно уравнению (6) слой среды начинает из-

лучать униполярный всплеск с отрицательным зна-

ком поля, который соответствует переднему фронту

отраженного сигнала на рис. 2. К тому моменту, ко-

гда в слой среды входит второй из возбуждающих

униполярных импульсов, в слое уже сформировался

монополярный полупериодный импульс остановлен-

ной поляризации, при этом на заднем фронте им-

пульса остановленной поляризации производная по-

ляризации по времени отрицательна, в результате

интеграл по толщине слоя в (6) становится равным

нулю. В отражении при этом образуется униполяр-

ный полуцикловый импульс с отрицательным знаком

поля. В дальнейшем, пока оба возбуждающих уни-

полярных импульса распространяются внутри слоя,

распределение поляризации в слое имеет вид, как по-

казано на рис. 3. В этом промежутке времени излу-

чение от тех частей слоя, где наведенная поляриза-

ция растет со временем, полностью компенсируется

излучением от тех частей, где наведенная поляри-

зация со временем уменьшается. В результате инте-

грал в уравнении (6), а значит и поле в отражен-

ном сигнале, обращается в ноль. Наконец, после того,

как первый возбуждающий импульс покидает среду,

монополярный полупериодный импульс остановлен-

ной поляризации также начинает исчезать. При этом

превалировать будет задний фронт импульса оста-

новленной поляризации с отрицательной производ-

ной поляризации по времени, так что в отраженном

поле согласно (6) аналогичным образом появляется

униполярный полуцикловый всплеск с положитель-

ным знаком поля.

Приведенные качественные соображения могут

быть дополнены более строгими теоретическими вы-

кладками. Будем считать,что каждый отдельный

двухуровневый центр в слое излучает одноцикловый

импульс:
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E(z, t) = A0 sinω0t,
z

c
≤ t ≤ z

c
+ T0, (7)

где амплитуду излучаемого импульса A0 для просто-

ты будем считать постоянной по всему объему слоя,

что допустимо при достаточно малой концентрации

резонансных центров. Если считать, что левая грани-

ца слоя соответствует z = 0, как показано на рис. 3,

то резонансный центр, расположенный в точке с ко-

ординатой z, начинает испускать одноцикловый им-

пульс (7) в момент времени z/c, когда его достигает

первый возбуждающий импульс, и прекращает спу-

стя один полный период колебаний на резонансной

частоте, т.е. в момент времени z/c + T0. Полное же

излучение от всего слоя среды выражается в таком

случае интегралом:

E(t) =

L∫

0

N0E(z, t)dz. (8)

Здесь подразумевается,что отраженное поле E(t)

измеряется непосредственно вблизи левой границы

слоя на рис. 1, начиная с момента времени, когда пер-

вый из возбуждающих импульсов входит в среду. В

частности, при 0 ≤ t ≤ T0 интеграл (8) приводится к

следующему виду:

E(t) =

ct/2∫

0

N0A0 sinω0

(

t− 2z

c

)

dz =

= N0A0
c

2ω0
(1− cosω0t),

т.е. мы получаем униполярный полуцикловый им-

пульс на переднем фронте отраженного от слоя сиг-

нала. Аналогичным образом показывается, что точ-

но такой же униполярный полуцикловый импульс,

но противоположной полярности, образуется на зад-

нем фронте отраженного от слоя сигнала. Наконец,

рассмотрим поле в центральной части отраженного

сигнала, а точнее при T0 ≤ t ≤ 2L/c. В этом случае

выражение (8) дает:

E(t) =

ct/2∫

c(t−T0)/2

N0A0 sinω0

(

t− 2z

c

)

dz = 0,

т.е.излучения отдельных резонансных центров в объ-

еме слоя полностью компенсируют друг друга, что

обуславливает нулевое значение поля.

Строго говоря, нулевое поле в центральной ча-

сти отраженного сигнала получается только в пре-

небрежении изменением возбуждающих импульсов

по мере их распространения внутри слоя, т.е. если

все двухуровневые центры возбуждаются в точно-

сти одними и теми же импульсами. Такое прибли-

жение, однако, допустимо, только если излучаемое

поле намного слабее поля возбуждающих импульсов,

что может быть достигнуто уменьшением концентра-

ции резонансных центров в объеме слоя. Изменение

же возбуждающих импульсов при распространении

внутри слоя приводит, с одной стороны, к ненулево-

му полю в центральной части отраженного сигнала,

а с другой стороны – к наличию слабо затухающих

осцилляций сразу за вторым полуцикловым всплес-

ком вследствие неполной остановки осцилляций на-

веденной поляризации среды, как видно на рис. 2.

Описанный характер конструктивной интерфе-

ренции излучаемых вторичных волн позволяет го-

ворить о проявлении эффекта сверхизлучения в рас-

сматриваемой системе. Стоит отметить, что сам тер-

мин “сверхизлучение” в наше время трактуется в до-

статочно широком смысле и используется для описа-

ния явлений разной природы, принципиальное зна-

чение для которых играет сфазированное когерент-

ное излучение ансамбля диполей-осцилляторов [28].

В нашем случае излучения отдельных резонансных

центров в среде в приближении достаточно низкой

объемной концентрации центров будут когерентны

между собой, что позволяет нам говорить именно о

явлении сверхизлучения в подобной широкой трак-

товке. Амплитуда электрического поля генерируе-

мых униполярных импульсов в таком случае будет

пропорциональна объемной концентрации резонанс-

ных центров. При этом, в отличие от изначально опи-

санного Дике [24] механизма коллективного спонтан-

ного излучения сосредоточенного ансамбля диполь-

ных осцилляторов, где длительность излучения об-

ратно пропорциональна числу возбужденных дипо-

лей, в нашей системе длительность получаемых уни-

полярных импульсов от объемной концентрации ре-

зонансных центров практически не зависит. Важно

также, чтобы характерное время релаксации коге-

рентности в двухуровневой среде T2 (время попереч-

ной релаксации) было много больше периода резо-

нансных колебаний T0, так, чтобы проявляющиеся в

среде механизмы дефазировки отдельных излучате-

лей не оказывали существенного влияния на отклик

слоя среды.

Продемонстрированный эффект интересен преж-

де всего как одно из проявлений явления сверхиз-

лучения в резонансных средах, приводящих к полу-

чению субцикловых импульсов. Кроме того, предло-

женная схема может быть также использована для

получения униполярных импульсов различной фор-

мы. К примеру, возможность управления формой от-
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раженных импульсов может быть достигнута за счет

создания определенного профиля объемной концен-

трации резонансных центров вдоль длины протяжен-

ного слоя.

Заключение. В работе предложен новый подход

к получению униполярных импульсов в резонансных

средах, основанный на эффекте сверхизлучения. В

данном подходе используется сверхизлучение оста-

новленной поляризации от протяженного слоя двух-

уровневой резонансной среды, возбуждаемой после-

довательностью из двух униполярных импульсов.

Возбуждающие импульсы вызывают осцилляции на-

веденной поляризации среды, причем задержка меж-

ду импульсами выбирается так, чтобы второй им-

пульс останавливал эти осцилляции. В результате

оказывается возможной генерация двух униполяр-

ных всплесков электрического поля разной полярно-

сти и разнесенных во времени вследствие конструк-

тивной интерференции излученных средой вторич-

ных волн. Предложенный метод применим для из-

лучения как в терагерцовом, так и в дальнем или

даже среднем инфракрасном диапазоне.
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ного проекта # 21-72-10028.

Авторы выражают благодарность И. В. Бабушки-

ну, В. В. Кочаровскому и Е. Р. Кочаровской за полез-

ные замечания, высказанные при обсуждении ре-

зультатов статьи.

1. F. Krausz and M. Ivanov, Rev. Mod. Phys. 81, 163

(2009).

2. K. Midorikawa, Nat.Photonics 16, 267 (2022).

3. M.T. Hassan, T.T. Luu, A .Moulet, O. Raskazovskaya,

P. Zhokhov, M. Garg, N. Karpowicz, A.M. Zheltikov,

V. Pervak, F. Krausz, and E. Goulielmakis, Nature 530,

66 (2016).

4. А.М. Желтиков, УФН 191, 386 (2021)

[A.M. Zheltikov, Phys. Usp. 64, 370 (2021)].

5. D. Hui, H. Alqattan, S. Yamada, V. Pervak, K. Yabana,

and M. T. Hassan, Nat. Photonics 16, 33 (2022).

6. P. Peng, Y. Mi, M. Lytova, M. Britton, X. Ding,

A.Yu. Naumov, P.B. Corkum, and D.M. Villeneuve,

Nat. Photonics 16, 45 (2022).

7. Н.Н. Розанов, Оптика и спектроскопия 107, 761

(2009) [N.N. Rosanov, Opt. Spectr. 107, 721 (2009)].

8. Э.М. Беленов, А.В. Назаркин, П. Г. Крюков,

А.Н. Ораевский, А.В. Усков, Письма в ЖЭТФ

47, 442 (1988) [E. M. Belenov, P.G. Kryukov,

A.V. Nazarkin, A.N. Oraevsky, and A.V. Uskov, JETP

Lett. 47, 523 (1988)].

9. Э. М. Беленов, А.В. Назаркин, Письма в ЖЭТФ 51,

252 (1990) [E.M. Belenov and A.V. Nazarkin, JETP

Lett. 47, 523 (1990)].

10. Э. М. Беленов, В. А. Исаков, А.В. Назаркин, Кван-

товая электроника 20, 1045 (1993) [E.M. Belenov,

V.A. Isakov, and A.V. Nazarkin, Quant. Electron. 23,

911 (1993)].

11. P.M. Архипов, М.В. Архипов, Н.Н. Розанов, Кван-

товая электроника 50(9), 801 (2020) [R.M. Arkhipov,

M. V.Arkhipov, and N.N. Rosanov, Quant. Electron.

50, 801 (2020)].

12. M. I. Bakunov, A.V. Maslov, and M.V. Tsarev, Phys.

Rev. A 5, 063817 (2017).

13. H.-C. Wu and J. Meyer-ter-Vehn, Nat. Photonics 6, 304

(2012).

14. J. Xu, B. Shen, X. Zhang, Y. Shi, L. Ji, L. Zhang, T. Xu,

W. Wang, X. Zhao, and Z. Xu, Sci. Rep. 8, 2669 (2018).

15. A.V. Bogatskaya, E. A. Volkova, and A.M. Popov,

Phys. Rev. E 104, 025202 (2021).

16. A.V. Bogatskaya, E. A. Volkova, and A.M. Popov,

Phys. Rev. E 105, 055203 (2022).

17. С. В. Сазонов, Письма в ЖЭТФ 114, 160 (2021)

[S.V. Sazonov, JETP Lett. 114, 132 (2021)].

18. С. В. Сазонов, Н.В. Устинов, Письма в ЖЭТФ 114,

437 (2021) [S.V. Sazonov and N.V. Ustinov, JETP Lett.

114, 380 (2021)].

19. S.V. Sazonov, Laser Phys. Lett. 18, 105401 (2021).

20. P.H. Bucksbaum, AIP Conf. Proc. 323, 416 (1994).

21. М. В. Архипов, А.Н. Цыпкин, М. О. Жукова,

А.О. Исмагилов, А.В. Пахомов, Н.Н. Розанов,

Р.М. Архипов, Письма в ЖЭТФ 115, 3 (2022)

[M. V. Arkhipov, A.N. Tsypkin, M. O. Zhukova,

A.O. Ismagilov, A.V. Pakhomov, N.N. Rosanov, and

R.M. Arkhipov, JETP Lett. 115, 1 (2022)]. .

22. I. E. Ilyakov, B.V. Shishkin, E. S. Efimenko,

S. B. Bodrov, and M. I. Bakunov, Opt. Express

30, 14978 (2022).

23. Р.М. Архипов, М. В. Архипов, А.В. Пахомов,

М. О. Жукова, А.Н. Цыпкин, Н.Н. Розанов, Пись-

ма в ЖЭТФ 113, 237 (2021) [R.M. Arkhipov,

M. V. Arkhipov, A.V. Pakhomov, M.O. Zhukova,

A.N. Tsypkin, and N.N. Rosanov, JETP Lett. 113, 242

(2021)].

24. R.H. Dicke, Phys. Rev. 93, 99 (1954).

25. M. Gross and S. Haroche, Phys. Rep. 93, 301 (1982).

26. В. В. Железняков, В. В. Кочаровский, В. В. Коча-

ровский, УФН 159, 193 (1989) [V.V. Zheleznyakov,

V.V. Kocharovskii, and V.V. Kocharovskii, Sov. Phys.-

Uspekhi 32, 835 (1989)].

27. M. G. Benedict, A.M. Ermolaev, V.A. Malyshev,

I. V. Sokolov, and E. D. Trifonov, Super-radiance:

Multiatomic Coherent Emission, CRC Press, Boca

Raton (1996).

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022



158 А. В. Пахомов, М. В. Архипов, Н. Н. Розанов, Р. М. Архипов

28. В.В. Кочаровский, В.В. Железняков, Е. Р. Ко-

чаровская, В.В. Кочаровский, УФН 187, 367

(2017) [V.V. Kocharovsky, V.V. Zheleznyakov,

E.R. Kocharovskaya, and V.V. Kocharovsky, Phys.

Usp. 60, 345 (2017)].

29. С.А. Ахманов, С.Ю. Никитин, Физическая оптика,

Издательство Московского Университета, М. (2004)

[S.A. Akhmanov and S.Y. Nikitin, Physical optics,

Clarendon Press, Oxford (1997)].

30. Л. Аллен, Дж. Эберли, Оптический резонанс и двух-

уровневые атомы, Мир, М. (1978) [L. Allen and

J. H. Eberly, Optical Resonance and Twolevel Atoms,

Wiley, N.Y. (1975)].

31. Э. М. Беленов, А.В. Назаркин, В.А. Ущаповский,
ЖЭТФ 100, 762 (1991) [E. M. Belenov, A.V. Nazarkin,
and V.A. Ushchapovskii, Sov. Phys. JETP 73, 422
(1991)].

32. R. Arkhipov, A.V. Pakhomov, M.V. Arkhipov,
A. Demircan, U. Morgner, N.N. Rosanov, and
I. Babushkin, Opt. Express 28, 17020 (2020).

33. А. Ярив, Квантовая электроника, Сов. радио, М.
(1980) [A. Yariv, Quantum electronics, Wiley, N.Y.
(1989)].

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022



Письма в ЖЭТФ, том 116, вып. 3, с. 159 – 170 c© 2022 г. 10 августа

Уплощение зон и слияние уровней Ландау в сильно

коррелированных двумерных электронных системах

(Миниобзор)

В. Т. Долгополов+ , М. Ю. Мельников+, А. А. Шашкин+1), С. В. Кравченко∗1)

+Институт физики твердого тела, 142432 Черноголовка, Россия

∗Physics Department, Northeastern University, Boston, Massachusetts 02115, USA

Поступила в редакцию 27 апреля 2022 г.
После переработки 10 июня 2022 г.

Принята к публикации 21 июня 2022 г.

В этом обзоре мы обсуждаем недавние экспериментальные результаты, указывающие на уплощение

зон и слияние уровней Ландау на уровне химического потенциала в сильно коррелированных двумерных

(2D) электронных системах. В сверхчистой сильно взаимодействующей двумерной электронной системе

в квантовых ямах SiGe/Si/SiGe эффективная масса электрона на уровне Ферми монотонно возрастает во

всем диапазоне электронных плотностей, в то время как усредненная по энергии масса насыщается при

низких плотностях. Качественно различное поведение двух масс в этой электронной системе указывает

на вызванное межэлектронным взаимодействием уплощение одночастичного спектра на уровне хими-

ческого потенциала, при котором происходит “коденсация” электронов на уровне Ферми в диапазоне

импульсов, в отличие от конденсации бозонов. В сильных магнитных полях, перпендикулярных дву-

мерному электронному слою, аналогичный эффект разного заполнения квантовых уровней на уровне

химического потенциала — слияние расщепленных по спину и долине уровней Ландау — наблюдается

в инверсионных слоях на поверхности кремния и в двухслойных двумерных электронных системах на

основе GaAs. Эксперименты также указывают на слияние квантовых уровней композитных фермионов

с разными долинными индексами в сверхчистых квантовых ямах SiGe/Si/SiGe.

DOI: 10.31857/S1234567822150058, EDN: jfpnmo

I. Введение. В системе невзаимодействующих

фермионов с непрерывным спектром вероятность за-

полнения квантового состояния при фиксированных

химическом потенциале и температуре зависит толь-

ко от одночастичной энергии [1]. Если температу-

ра стремится к нулю, энергетический интервал, раз-

деляющий заполненные и пустые квантовые состоя-

ния, также стремится к нулю. Для свободных частиц

в импульсном пространстве возникает поверхность

Ферми размерности d − 1, где d – размерность фер-

мионов.

В общем случае это рассуждение неверно для

взаимодействующих фермионов [2–8], когда одноча-

стичная энергия зависит от распределения электро-

нов, а числа заполнения квантовых состояний на

уровне химического потенциала могут различаться,

попадая в диапазон от нуля до единицы. Был пред-

сказан топологический фазовый переход при темпе-

ратуре T = 0 в сильно коррелированных ферми-

системах, связанный с появлением плоского участ-

1)e-mail: shashkin@issp.ac.ru; s.kravchenko@northeastern.edu

ка одночастичного спектра на уровне химического

потенциала по мере того как увеличивается энер-

гия фермион-фермионного взаимодействия (верхняя

вставка на рис. 1). Этот переход связан с уплощени-

ем зоны или распуханием поверхности Ферми в им-

пульсном пространстве, которому предшествует воз-

растающая эффективная масса квазичастиц mF на

уровне Ферми, которая расходится в квантовой кри-

тической точке. Создание и исследование матери-

алов с плоскими зонами в настоящее время явля-

ется передовым направлением современной физики

[9–12]. Интерес вызывает, в частности, тот факт, что

из-за аномальной плотности состояний уплощение

зоны может быть важно для создания сверхпроводи-

мости при комнатной температуре. Появление плос-

кой зоны теоретически предсказано [13–15] в ряде си-

стем, включая тяжелые фермионы, высокотемпера-

турные сверхпроводящие материалы, 3He и двумер-

ные электронные системы.

Роль электрон-электронных взаимодействий в по-

ведении двумерных электронных систем возраста-

ет по мере уменьшения электронной плотности.
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Произведение фактора Ланде

и эффективной массы в квантовых ямах SiGe/Si/SiGe

в зависимости от плотности электронов, определен-

ное по измерениям поля полной спиновой поляриза-

ции (квадраты) и по осцилляциям Шубникова-де Гааза

(кружки) при T ≈ 30мК. Пустые и заполненные сим-

волы соответствуют двум образцам. Эксперименталь-

ная неопределенность соответствует разбросу данных

и составляет около 2% для квадратов и около 4% для

кружков (g0 = 2 и m0 = 0, 19me – значения для невза-

имодействующих электронов). На верхней вставке схе-

матично показан одночастичный спектр электронной

системы в состоянии, предшествующем уплощению зо-

ны на уровне Ферми (сплошная черная линия). Штри-

ховая фиолетовая линия соответствует обычному па-

раболическому спектру. Заштрихованная область соот-

ветствует заполненным электронным состояниям при

T = 0. Нижняя вставка: эффективная масса mF в зави-

симости от плотности электронов, определенная путем

анализа температурной зависимости амплитуды осцил-

ляций Шубникова–де Гааза аналогично тому, как это

было сделано в работе [38]. Пунктирная линия показы-

вает ожидаемое по эксперименту поведение. Из рабо-

ты [16]

Энергия взаимодействия характеризуется радиусом

Вигнера–Зейтца, rs = 1/(πns)
1/2aB (здесь ns – элек-

тронная плотность и aB – эффективный боровский

радиус в полупроводнике), который в однодолинном

случае равен отношению кулоновской и кинетиче-

ской энергий.

Экспериментально было показано, что с умень-

шением электронной плотности (или с увеличением

энергии взаимодействия) в сверхчистых квантовых

ямах SiGe/Si/SiGe масса электронов на уровне Фер-

ми монотонно возрастает во всем диапазоне элек-

тронных плотностей [16]. Напротив, масса, усреднен-

ная по энергии, насыщается при низких плотностях.

Качественно различное поведение двух масс указы-

вает на вызванное взаимодействием уплощение од-

ночастичного спектра на уровне Ферми в этой элек-

тронной системе.

В системе взаимодействующих фермионов, поме-

щенной в сильное перпендикулярное магнитное поле,

можно ожидать аналогичный эффект разного запол-

нения квантовых уровней на уровне химического по-

тенциала. Если энергии двух квантовых уровней пе-

ресекаются друг с другом при изменении внешнего

параметра, они могут совпадать с химическим потен-

циалом в диапазоне значений параметра, т.е. кван-

товые уровни могут сливаться на уровне химическо-

го потенциала в этом диапазоне [17]. Слияние уров-

ней подразумевает наличие притяжения между дву-

мя частично заполненными квантовыми уровнями.

Интервал слияния определяется возможностью пе-

рераспределения квазичастиц между уровнями. Эф-

фект слияния находится в контрасте с простым пе-

ресечением квантовых уровней при некотором значе-

нии электронной плотности/магнитного поля. Экс-

периментально такое слияние уровней Ландау обна-

ружено в кремниевых полевых транзисторах металл-

окисел-полупроводник (МОП) [18] и двухслойных

структурах на основе GaAs [19]. Кроме того, сооб-

щалось об указании на слияние уровней композит-

ных фермионов с разными долинными индексами в

сверхчистых квантовых ямах SiGe/Si/SiGe [20]. Ни-

же мы рассмотрим соответствующие недавние экспе-

риментальные данные.

II. Уплощение зон на уровне Ферми. Нач-

нем с указания на уплощение зоны на уровне Фер-

ми, о котором сообщалось в работе [16]. Необработан-

ные экспериментальные данные, полученные в силь-

но коррелированных двумерных электронных систе-

мах, можно разделить на две группы: данные, описы-

вающие электронную систему как целое (такие, как

магнитное поле, необходимое для полной поляриза-

ции электронных спинов, термодинамическая плот-

ность состояний или намагниченность электронной

системы) и данные, относящиеся исключительно к

электронам на уровне Ферми (такие как амплиту-

да осцилляций Шубникова–де Гааза, дающая эффек-

тивную массу mF и g-фактор Ланде gF на уровне

Ферми). Как правило, данные первой группы интер-

претируются на языке квазичастиц, в котором ис-

пользуются усредненные по энергии значения эф-

фективной массы m и g-фактора Ланде g. Для опре-

деления этих величин используются формулы, спра-

ведливые в случае невзаимодействующих электро-
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нов. Хотя такой подход идеологически неверен, ре-

зультаты для m и g часто оказываются такими же,

как и результаты для mF и gF. В частности, об одно-

временном увеличении усредненной по энергии эф-

фективной массы и массы на уровне Ферми в дву-

мерной электронной системе в кремниевых МОП-

транзисторах сообщалось в более ранних публикаци-

ях [21–27]; было обнаружено, что эффективная масса

сильно увеличена при низких плотностях, в то время

как g-фактор остается близким к своей величине в

объеме кремния, что не подтвердило существование

Стонеровской нестабильности в двумерной электрон-

ной системе в кремнии. Перенормировка массы не

зависит от беспорядка, будучи определяемой только

электрон-электронным взаимодействием [28]. Силь-

но увеличенная эффективная масса в кремниевых

МОП-структурах была интерпретирована в пользу

формирования Вигнеровского кристалла или пред-

шествующей промежуточной фазы, чье происхожде-

ние и существование может зависеть от уровня бес-

порядка в электронной системе.

Экспериментальные результаты, представленные

в этом разделе, были получены в сверхчистых (001)

квантовых ямах SiGe/Si/SiGe, подробно описанных

в работах [29, 30]. Максимальная подвижность элек-

тронов в этих образцах достигала 240 м2/Вс, что

является самым высоким показателем подвижно-

сти для этой электронной системы и примерно на

два порядка выше, чем максимальная подвижность

электронов в наиболее чистых кремниевых МОП-

структурах. Магнитосопротивление в параллельном

магнитном поле позволяет определить поле пол-

ной спиновой поляризации Bc, которое соответству-

ет отчетливому “излому” экспериментальных зависи-

мостей с последующим насыщением сопротивления

[31, 32] (см. нижнюю вставку к рис. 2). Магнитное

поле, в котором наступает полная спиновая поляри-

зация, показано как функция электронной плотно-

сти на рис. 2 для двух образцов. В диапазоне кон-

центраций электронов 0.7 × 1015 м−2 < ns < 2 ×
1015 м−2 данные хорошо описываются линейной за-

висимостью, которая экстраполируется к нулю при

ns ≈ 0.14× 1015 м−2 (штриховая черная линия). Од-

нако при более низких плотностях электронов вплоть

до ns ≈ 0.2×1015 м−2 (до rs ≈ 12) экспериментальная

зависимость Bc(ns) отклоняется от прямой и линей-

но экстраполируется в начало координат.

Сплошной красной линией на рис. 2 показано по-

ле поляризации Bc(ns), рассчитанное с использова-

нием метода квантового Монте-Карло [33]. Экспери-

ментальные результаты хорошо согласуются с теоре-

тическими расчетами для чистого предела kFl ≫ 1

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость поля полной

спиновой поляризации Bc от электронной плотно-

сти при температуре 30 мК для двух образцов

SiGe/Si/SiGe (точки и квадраты). Черная пунктирная

линия представляет собой линейную аппроксимацию

данных при высокой плотности, которые экстраполи-

руются в ноль при плотности ns ≈ 0.14 × 1015 м−2.

Сплошная красная линия соответствует расчету [33]

для чистого предела. Верхняя вставка: область низ-

кой плотности из основного рисунка в увеличенном

масштабе. Также красной пунктирной линией показан

расчет [33] с учетом рассеяния электронов. Нижняя

вставка: магнитосопротивление в параллельном поле

при температуре 30 мК при различных концентраци-

ях электронов в единицах 1015 м−2. Поле поляризации

Bc, определяемое пересечением касательных, отмечено

стрелками. Из работы [16]

(здесь kF – волновой вектор Ферми и l – длина

свободного пробега), если считать g-фактор Ланде,

перенормированный электрон-электронным взаимо-

действием, равным 2.4. Хотя в работе [33] g-фактор

Ланде был равен 2, причина 20 % расхождения меж-

ду теорией и экспериментом может быть связана с

конечным размером волновой функции электрона в

направлении, перпендикулярном интерфейсу. Кроме

того, произведение kFl уменьшается с уменьшением

электронной плотности, что приводит к отклонению

теоретической зависимости вниз, как показано крас-

ной пунктирной линией на верхней вставке к рис. 2.

Чтобы проверить, влияет ли остаточный беспоря-

док на результаты для магнитного поля полной спи-

новой поляризации, мы сравним наши данные с дан-

ными, полученными ранее на образцах Si/SiGe с по-

движностью электронов на порядок ниже, чем в на-
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ших образцах [34]. При высоких концентрациях элек-

тронов зависимость Bc(ns) в работе [34] также явля-

ется линейной и экстраполируется к нулю при конеч-

ной плотности. При этом наклон зависимости равен

6×10−15 Tл ·м2 и близок к наклону 5.4×10−15 Tл ·м2,

который наблюдался в нашем эксперименте. Однако

электронная плотность, в которую экстраполируется

зависимость Bc(ns), равна примерно 0.3× 1015 м−2 в

[34], что заметно выше, чем в нашем случае. Таким

образом, беспорядок влияет на поведение поля поля-

ризации Bc в соответствии с работами [33, 35]. Хоро-

шее соответствие наших экспериментальных данных

для Bc и расчетов для чистого предела [33] свиде-

тельствует о том, что электронные свойства наших

образцов слабо чувствительны к остаточному беспо-

рядку, и чистый предел в наших образцах достигнут.

Произведение gFm, характеризующее всю дву-

мерную электронную систему, в чистом пределе

может быть определено из равенства зеемановско-

го расщепления и энергии Ферми полностью спин-

поляризованной электронной системы

gFµBBc =
2π~2ns

mgv
, (1)

где gv = 2 – долинное вырождение и µB – магнетон

Бора.

С другой стороны, g-фактор Ланде gF и эффек-

тивная масса mF на уровне Ферми могут быть опре-

делены из анализа осцилляций Шубникова–де Гааза

в относительно слабых магнитных полях, как это бы-

ло сделано в работе [16]:

A =
∑

i

ALK
i cos

[

πi

(
~cπns

eB⊥
− 1

)]

Zs
i Z

v
i ,

ALK
i = 4 exp

(

−2π2ikBTD

~ωc

)
2π2ikBT/~ωc

sinh (2π2ikBT/~ωc)
,

Zs
i = cos

(

πi
∆Z

~ωc

)

= cos

(

πi
gFmF

2me

)

,

Zv
i = cos

(

πi
∆v

~ωc

)

, (2)

где TD – температура Дингла, T – температура, ~ωc –

циклотронное расщепление, ∆Z – зеемановское рас-

щепление, ∆v – долинное расщепление. Из соотно-

шения (2) видно, что если задать Zv
i = 1 в ис-

следуемом диапазоне магнитных полей, подгоночны-

ми параметрами являются TDmF, mF и gFmF [36].

Значения TDmF и mF получены в области темпера-

тур, где спиновое расщепление незначительно. Бу-

дучи слабо чувствительной к этим двум подгоноч-

ным параметрам, форма подгонки при самых низких

температурах оказывается очень чувствительной к

произведению gFmF. Качество подгонки показано на

рис. 3. Нормированное на ρ0 магнитосопротивление

Рис. 3. (Цветной онлайн) Подгонка нормированно-

го магнитосопротивления δρxx/ρ0 в квантовой яме

SiGe/Si/SiGe при температуре ≈ 30мК (точки) с ис-

пользованием уравнения (2) с (а) gFmF/me = 0.905,

TD = 0.12K, mF = 0.25me и γ = 2.5 % и (b) gFmF/me =

= 1.11, TD = 0.15K, mF = 0.33me и γ = −0.5%. Ука-

заны факторы заполнения ν = nshc/eB⊥ в миниму-

мах. Вставка: коэффициент асимметрии γ [36], кото-

рый описывает немного разные температуры Дингла

T u,d
D = TD(1±γ) для двух спиновых подзон, в зависимо-

сти от плотности электронов для двух образцов. Тем-

пература Дингла для энергетически выгодного направ-

ления спина меньше в диапазоне электронных плотно-

стей 0.6 × 1015 м−2 < ns < 2 × 1015 м−2, тогда как при

меньших плотностях величина γ меняет знак. Из рабо-

ты [16]

δρxx = ρxx − ρ0 (где ρ0 – монотонное изменение дис-

сипативного сопротивления с магнитным полем) хо-

рошо описывается уравнением (2).

Основной результат, показанный на рис. 1, состо-

ит в том, что произведения усредненного значения

gFm и gFmF на уровне Ферми ведут себя анало-

гично при высоких плотностях электронов, когда

электрон-электронные взаимодействия относитель-
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но слабы, но качественно отличаются при низких

плотностях, где взаимодействия становятся особенно

сильными [37]. Произведение gFmF монотонно воз-

растает с уменьшением электронной плотности во

всем диапазоне концентраций электронов, а произ-

ведение gFm выходит на насыщение при малых ns.

Подчеркнем, что важна качественная разница в по-

ведении двух наборов данных, а не сравнение абсо-

лютных значений. Принимая во внимание слабость

обменных эффектов в двумерной электронной си-

стеме в кремнии [21, 22], это различие можно объ-

яснить только разным поведением двух эффектив-

ных масс. Качественно различное их поведение сви-

детельствует о вызванном взаимодействием уплоще-

нии зоны на уровне Ферми в этой электронной систе-

ме. Для большей уверенности в наших результатах и

выводах на нижней вставке к рис. 1 приведены дан-

ные для эффективной массы mF, определенной из

анализа температурной зависимости амплитуды ос-

цилляции Шубникова–де Гааза, как это было сдела-

но в работе [38]. Аналогичное поведение mF и gFmF

как функции электронной плотности позволяет ис-

ключить возможное влияние g-фактора на поведение

произведения эффективной массы и g-фактора, что

согласуется с ранее полученными результатами для

двумерной электронной системы в кремнии.

Экспериментальные результаты естественным об-

разом интерпретируются в рамках концепции фер-

мионной конденсации [2, 4, 8], происходящей на

уровне Ферми в диапазоне импульсов, в отличие

от конденсации бозонов. С увеличением энергии

электрон-электронного взаимодействия одночастич-

ный спектр становится все более плоским в обла-

сти ∆p вблизи импульса Ферми pF (верхняя встав-

ка к рис. 1). При относительно высоких концентра-

циях электронов ns > 0.7 × 1015 м−2 этот эффект

несущественен, так как одночастичный спектр не

меняется заметным образом в интервале ∆p, и по-

ведение усредненной по энергии эффективной мас-

сы и массы на уровне Ферми практически одинако-

вы. Уменьшение электронной плотности в диапазоне

ns < 0.7 × 1015 м−2 приводит к уплощению спек-

тра, так что эффективная масса на уровне Ферми,

mF = pF/vF, продолжает возрастать (здесь vF – ско-

рость Ферми). Напротив, с усредненной по энергии

эффективной массой этого не происходит, посколь-

ку она не особенно чувствительна к этому уплоще-

нию. Ожидается, что в критической области, где

эффективная масса на уровне Ферми расходится,

mF будет зависеть от температуры. Слабое умень-

шение величины gFmF с температурой действитель-

но наблюдается в точке наименьшей плотности на

рис. 1. В критической области рост mF ограничива-

ется предельным значением, определяемым темпе-

ратурой: mF < pF∆p/4kBT . В наших эксперимен-

тах увеличение mF достигает примерно двух раз при

ns = 0.3 × 1015 м−2 и T ≈ 30мК, что позволяет оце-

нить отношение ∆p/pF ∼ 0.06. Именно малость ин-

тервала ∆p обеспечивает хорошее согласие расчета

[33] с нашим экспериментом.

Следует отметить, что эффективная масса на

уровне Ферми имеет тенденцию расходиться при

плотности nm, выше критической плотности элек-

тронов nc перехода металл-изолятор, что свидетель-

ствует о качественном различии между квантовыми

ямами SiGe/Si/SiGe со сверхнизким беспорядком и

наименее разупорядоченными кремниевыми МОП-

структурами, в которых наблюдается обратное со-

отношение nc ≥ nm [39]. Это указывает на то, что

эти две плотности не связаны напрямую, а ферми-

онная конденсация и переход металл-изолятор явля-

ются двумя разными переходами.

III. Слияние уровней Ландау в сильно вза-

имодействующей двумерной электронной си-

стеме. Другим примером нетривиального проявле-

ния межфермионных взаимодействий в сильно кор-

релированных Ферми-жидкостях является слияние

квантовых уровней в Ферми-системе с дискретным

спектром, когда заполнения двух квантовых уровней

на уровне химического потенциала различны [18].

Приложение перпендикулярного магнитного по-

ля B к однородной двумерной электронной систе-

ме создает две подсистемы уровней Ландау с но-

мерами i, отличающиеся ±-проекциями спина элек-

трона на направление поля. Энергетические уровни

ε±i в каждом наборе разделены циклотронным рас-

щеплением ~ωc = ~eB/m∗c, а два набора уровней

Ландау сдвинуты относительно друг друга спиновым

расщеплением ∆Z = gµBB, где m∗ и g – значения

массы и Ланде g-фактора, перенормированные элек-

тронным взаимодействием (долинным вырождением

для простоты пока пренебрегается). Уровни Ландау

с противоположными направлениями спина долж-

ны пересекаться при изменении электронной плот-

ности, что обусловлено сильной зависимостью эф-

фективной массы от ns при слабой зависимости g-

фактора от ns. В частности, при больших плотностях

электронов циклотронное расщепление обычно пре-

вышает спиновое, тогда как при малых плотностях

должно иметь место противоположное соотношение

~ωc < ∆Z из-за резко возрастающей массы.

Как термодинамические, так и кинетические

свойства электронной системы определяются по-

ложением химического потенциала относительно
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квантовых уровней, которое, в свою очередь,

определяется магнитным полем и плотностью элек-

тронов. Фактор заполнения равен ν = ns/n0, где

n0 = eB/hc – вырождение уровня. Когда ν является

дробным, химический потенциал совпадает с частич-

но заполненным квантовым уровнем. Вероятность

найти электрон на уровне химического потенциала

определяется дробной частью фактора заполнения

и может варьироваться от нуля до единицы. При

целочисленном факторе заполнения наблюдается

скачок химического потенциала. В эксперименте

скачок проявляется как минимум продольного

электрического сопротивления. Минимумы сопро-

тивления в плоскости (B, ns) соответствуют веерной

диаграмме уровней Ландау.

При фиксированном внешнем магнитном поле и

заполнении многих квантовых уровней изменение

электронной плотности на квантовом уровне мало по

сравнению с ns. Изменение энергии ελ оценивается с

помощью соотношения Ландау

δελ =
∑

σ

Γλσδnσ, (3)

где Γλσ – амплитуда электрон-электронного взаимо-

действия, являющаяся феноменологической компо-

нентой теории ферми-жидкости [1]. Выбирая маг-

нитное поле, при котором разность между соседними

уровнями Ландау ε+i и ε−i+1

D = ε+i − ε−i+1 = ∆Z(ns, B)− ~ωc(ns, B) (4)

зануляется при факторе заполнения ν = nshc/eB =

= 2i + 2, стартуем с более высокой плотности, где

оба уровня (i + 1)− и i+ полностью заполнены при

ν = N = 2i + 3, причем разность D(N) отрица-

тельна. Удаление электронов с уровня (i+ 1)− озна-

чает уменьшение электронной плотности и увели-

чение D. Пересечение уровней происходит в точке

ν = 2i + 2, т.е. уровень i+ становится пустым, а

уровень (i + 1)− полностью заполнен при условии

Γ(i) = (Γ−−
i+1,i+1 − Γ+−

i,i+1)− (Γ−+
i+1,i − Γ++

i,i ) ≤ 0.

В противоположном случае

Γ(i) > 0 (5)

одночастичные уровни притягиваются друг к другу

и сливаются на уровне химического потенциала µ со-

гласно условию ε−i+1 = ε+i = µ. Оба уровня частично

заполнены с долями пустых состояний 0 < fi < 1 и

0 < fi+1 < 1, удовлетворяющими условию нормиров-

ки fi + fi+1 = f = N − ν. Слияние начинается, когда

на уровне ε+i появляются пустые состояния, и закан-

чивается, когда этот уровень полностью опустоша-

ется. Это соответствует увеличению доли пустых со-

стояний f в диапазоне между f = 1 (или ν = 2i+ 2)

и f = min(1 + Γ(i)/(Γ−−
i+1,i+1 − Γ+−

i,i+1), 2). Вне обла-

сти слияния реализуется обычная диаграмма уров-

ней Ландау. Отметим, что щель между соседними

уровнями Ландау ε+i и ε−i+1 оказывается невидимой

в транспортных и термодинамических эксперимен-

тах. Верхняя граница области слияния nm(B) может

быть записана

~ωc −∆Z = 0. (6)

Электронная система в (100) кремниевых МОП-

структурах характеризуется наличием в спектре

двух долин, так что каждый энергетический уровень

ε±i расщепляется на два уровня, как схематично по-

казано на рис. 4. Легко видеть, что долинное расщеп-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Схема слияния расщепленных

по спину и долине уровней Ландау на уровне хими-

ческого потенциала. Занятые уровни обозначены точ-

ками. Заполнения двух квантовых уровней на уровне

химического потенциала изменяются при изменении

электронной плотности. Из работы [18]

ление ∆v способствует слиянию квантовых уровней.

Чем больше долинное расщепление, тем выше плот-

ность электронов, при которой уровни (i + 1)− и i+

с разными долинными индексами должны сливать-

ся на уровне химического потенциала при факторе

заполнения ν = 4i+4. Верхняя граница области сли-

яния nm(B) определяется соотношением

~ωc −∆Z −∆v = 0, (7)

которое отличается от уравнения (6) наличием

долинного расщепления. Поскольку распределения

электронной плотности, соответствующие двум

долинам, разнесены на расстояние α в направле-

нии, перпендикулярном границе раздела Si-SiO2,

междолинный перенос заряда создает добавочное

электрическое поле, приводящее к Γ(i) = 4πe2α/κ,

где κ – диэлектрическая проницаемость. Γ(i) опре-

деляет силу эффекта слияния, а нижняя граница
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области слияния соседних уровней Ландау описыва-

ется выражением ~ωc + n0Γ(i)−∆Z −∆v = 0.

В пределе высокой плотности, когда эффекты

электрон-электронного взаимодействия пренебрежи-

мо малы, эффективная масса и g-фактор равны

m0 = 0.19me и g0 = 2, так что циклотронное расщеп-

ление значительно превышает спиновое. При низких

плотностях электронов, когда эффекты взаимодей-

ствия сильны, эффективная масса m∗(ns), как обна-

ружено, расходится согласно m0/m
∗ ≃ (ns − nc)/ns

в квантовой критической точке, близкой к переходу

металл-изолятор, который происходит при nc ≃ 8 ×
1010 см−2, в то время как g-фактор остается близким

к g0, будучи равным g ≃ 1.4 g0 [21, 22, 24, 25]. Веер-

ная диаграмма уровней Ландау для этой электрон-

ной системы в перпендикулярных магнитных полях

представлена на рис. 5. Минимумы квантовых осцил-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Положения минимумов ос-

цилляций Шубникова–де Гааза в кремниевой МОП-

структуре в координатах (B,ns) (квадраты) и ожида-

емые положения циклотронного и спинового миниму-

мов, рассчитанные по формуле ns = νeB/hc (сплошные

линии). Указано положение перехода металл-изолятор

в B = 0. Расчетная граница слияния nm(B) показа-

на сплошной синей линией при использовании уравне-

ния (7) и пунктирной фиолетовой линией при учете

нелинейных (кубических) поправок к спектру вблизи

поверхности Ферми. Из работы [18]

ляций при факторе заполнения ν = 4i + 4 исчезают

ниже некоторой электронной плотности n∗, завися-

щей от ν, в то время как минимумы при ν = 4i + 2

сохраняются вплоть до существенно меньших плот-

ностей. Хотя такое поведение согласуется с резким

ростом эффективной массы при уменьшении ns, за-

висимость плотности n∗ от фактора заполнения (или

B) оказывается аномально сильной, что объяснить

не удается. В частности, эта зависимость не может

быть объяснена вызванным примесями уширением

квантовых уровней согласно ωcτ ∼ 1 (где τ – вре-

мя упругого рассеяния), когда падение подвижности

eτ/m∗ при низких плотностях электронов определя-

ется увеличением массы [24].

Ожидаемая верхняя граница области слияния

nm(B), показанная сплошной синей линией на рис. 5,

определена в работе [18]. Расчетная граница согла-

суется с экспериментальной плотностью n∗(B), при

которой исчезают минимумы осцилляций при ν =

= 4i+4. Этот факт свидетельствует о слиянии уров-

ней в двумерной электронной системе в кремнии.

Описание данных n∗(B) в сильном магнитном по-

ле улучшается в картине слияния, если учесть нели-

нейные (кубические) поправки к спектру на поверх-

ности Ферми вблизи квантовой критической точки,

которые естественным образом приводят к уменьше-

нию эффективной массы с возрастанием магнитного

поля. Скорректированная зависимость nm(B) пока-

зана пунктирной фиолетовой линией на рис. 5; по-

дробнее об этом см. [18].

IV. Вызванное взаимодействием слияние

уровней Ландау в электронной системе двой-

ных квантовых ям. Как обсуждалось в преды-

дущем разделе, спектр двумерной электронной си-

стемы, находящейся в перпендикулярном магнит-

ном поле, состоит из двух эквидистантных лест-

ниц квантовых уровней, соответствующих направ-

лениям спина вверх и вниз. Если магнитное поле

наклонено на угол β, расстояние между квантовы-

ми уровнями в каждой из спиновых лестниц равно

~ωc = ~eB cos(β)/m∗c, а сдвиг между лестницами ра-

вен gµBB. Увеличение угла наклона приводит к пе-

ресечению квантовых уровней двух лестниц. В пер-

вый раз пересечение происходит при значении угла

β1, удовлетворяющем условию cos(β1) = gm∗/2me.

При β = β1 скачки химического потенциала при чет-

ных факторах заполнения и соответствующие ли-

нии веерной диаграммы должны исчезнуть. Если

учесть взаимодействие между электронами сосед-

них квантовых уровней и увеличивать угол наклона

в окрестности β1, то квантовый уровень, заполнен-

ный до пересечения, должен с ростом β опустошать-

ся. Однако предположим, что одночастичная энер-

гия электронов на опустошающемся уровне умень-

шается за счет электронного взаимодействия. В этом

случае оба уровня остаются прикрепленными к хи-
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мическому потенциалу в широком диапазоне углов

∆β1, определяемом силой взаимодействия. Вероят-

ность найти электрон на уровне химического потен-

циала различна для противоположных ориентаций

спина, будучи зависящей от внешнего параметра, уг-

ла наклона. Такое поведение соответствует слиянию

квантовых уровней.

В приведенном выше гипотетическом рассмот-

рении пересечение или слияние квантовых уровней

контролируется углом наклона магнитного поля. В

экспериментах с сильно взаимодействующей двумер-

ной электронной системой в (100) кремниевых МОП-

структурах анализировалось исчезновение миниму-

мов продольного сопротивления при изменении как

перпендикулярного магнитного поля, так и элек-

тронной плотности при фиксированном факторе за-

полнения ν = 4(i + 1), где i – целое число. В этом

случае слияние уровней происходит вблизи кванто-

вой критической точки, как это контролируется эф-

фективной массой, зависящей от электронной плот-

ности [18]. Можно было бы думать, что слияние уров-

ней является предвестником распухания поверхно-

сти Ферми. На самом деле, эти два эффекта не обяза-

тельно связаны друг с другом. Ниже продемонстри-

ровано, что эффект слияния уровней имеет место

в двухслойной 2D-электронной системе с туннель-

ным барьером между электронными слоями [19]. От-

метим, что увеличение эффективной массы несуще-

ственно в этом случае.

Образец, использованный в этом разделе, пред-

ставляет собой параболическую квантовую яму с уз-

ким туннельным барьером, выращенную на подлож-

ке GaAs (подробное описание см. в работе [19]). При-

ложение напряжения Vg между затвором и контак-

том к квантовой яме позволяет регулировать плот-

ность электронов. Электроны появляются в задней

части квантовой ямы при напряжении на затворе вы-

ше Vth1 ≈ −0.7В и заполняют одну подзону вплоть

до Vg = Vth2 ≈ −0.3В (рис. 6). При Vg > Vth2

электроны появляются в передней части ямы и за-

полняют вторую подзону вплоть до точки баланса

Vg = Vbalance ≈ 0.

Авторы ориентируются на диапазон затворных

напряжений между Vth2 и Vbalance, где электроны в

перпендикулярных магнитных полях заполняют две

квантовые лестницы. Положения квантовых уровней

определяются магнитным полем и напряжением на

затворе. В заштрихованных областях на рис. 6 ще-

ли в одночастичном спектре и скачки химического

потенциала защищены квантовыми эффектами [40].

В остальных областях слияние квантовых уровней в

принципе возможно.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Веерная диаграмма уровней

Ландау для двойной квантовой ямы AlGaAs, исследо-

ванной в работе [19]. Положения минимумов продоль-

ного сопротивления в плоскости (B, Vg) отмечены точ-

ками. Указаны фактор заполнения ν для двухслойной

электронной системы, а также фактор заполнения ν1
(ν2) для заднего (переднего) слоя. В заштрихованных

областях слияние квантовых уровней в перпендикуляр-

ных магнитных полях невозможно. В областях, отме-

ченных овалами, минимумы сопротивления в перпен-

дикулярном магнитном поле не наблюдаются, тогда

как в наклонном магнитном поле они появляются. Из

работы [19]

Рассмотрим фактор заполнения ν = 3. При Vg =

= Vth2 магнитное поле равно Bν = n1(Vth2)hc/3e,

где n1(Vth2) – плотность электронов в заднем слое.

Энергия ε0 − gµBBν/2 уровня со спином вверх лест-

ницы переднего слоя совпадает с энергией ε1 −
− gµBBν/2 уровня со спином вверх лестницы задне-

го слоя (рис. 7a). Поскольку вдали от точки баланса

плотность электронов в заднем слое практически не

меняется при увеличении Vg выше Vth2 (см., напри-

мер, рис. 6b работы [41]), плотность электронов в пе-

реднем слое в магнитном поле B = Bν + ∆B вдоль

штриховой линии при ν = 3, ограниченной овалом на

рис. 6, равна n2 ≃ ∆n = 3e∆B/hc. Чтобы сбаланси-

ровать изменение циклотронной энергии ~e∆B/m∗c

и прикрепить оба уровня к химическому потенциалу

µ, необходимо перенести небольшое количество элек-

тронов между уровнями

δn2 = −δn1 > 0, (8)

что приводит к сдвигу одночастичных уровней

δεb1 = Γbb
1 δn1 + Γbf

1 δn2,

δεf0 = Γfb
0 δn1 + Γff

0 δn2, (9)
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Рис. 7. (Цветной онлайн) (a) – Расположение и запол-

нение квантовых уровней в двухслойной электронной

системе в режиме слияния при факторе заполнения

ν = 3. (b) – Функция распределения электронов в ре-

жиме слияния при ν = 3. Из работы [19]

где Γλσ
j – амплитуда электронного взаимодействия,

индекс b (f) относится к заднему (переднему) слою,

и j = 0.1 – номер уровня Ландау. Оба уровня при-

крепляются к химическому потенциалу при условии

δε0 − δε1 = ~e∆B/m∗c, что дает

δn2 =
~e∆B

m∗cΓ
, (10)

где Γ = Γbb
1 +Γff

0 −Γbf
1 −Γfb

0 . В приближении плоского

конденсатора получаем

Γ ≃ 4πe2a

κ
, (11)

где a – расстояние между центрами масс распреде-

лений электронной концентрации в направлении z в

обеих подзонах. Слияние уровней справедливо для

фактора заполнения

ν2 =
(n2 + δn2)hc

eB
< 1. (12)

Авторы подчеркивают, что в широком диапазоне

магнитных полей при фиксированном факторе за-

полнения ν вероятность найти электрон с энергией,

равной химическому потенциалу, различна для двух

слившихся уровней, как показано на рис. 7b.

Хотя для простоты выше был рассмотрен случай

фактора заполнения ν = 3, те же аргументы спра-

ведливы и для более высоких факторов заполнения.

Факт слияния квантовых уровней в эксперименте

подтверждается использованием наклонных магнит-

ных полей. С наклоном магнитного поля минимумы

магнитосопротивления и скачки химического потен-

циала возникают [42], в частности, вдоль штриховых

линий при ν = 3 и ν = 4, указанных овалами на

рис. 6. Появление скачков химического потенциала в

двухслойной электронной системе в наклонных маг-

нитных полях свидетельствует о том, что квантовые

уровни достаточно узкие.

Как упоминалось выше, скачки химического по-

тенциала могут быть защищены квантовыми эффек-

тами. В общем случае перенос электронов между

квантовыми уровнями разных подзон приводит к

смешиванию волновых функций подзон и открытию

энергетической щели, если недиагональные матрич-

ные элементы не равны нулю [40]. Это реализуется

в заштрихованных областях на рис. 6. Напротив, в

областях слияния при ν = 3 и ν = 4, указанных ова-

лами на рис. 6, недиагональные матричные элементы

в перпендикулярных магнитных полях равны нулю

из-за ортогональности находящейся в плоскости ча-

сти волновых функций в двухслойной электронной

системе. Наклон магнитного поля нарушает орто-

гональность волновых функций соседних квантовых

уровней, и возникает энергетическая щель [42, 43].

V. Слияние квантовых уровней композит-

ных фермионов. Наконец, рассмотрим указание на

слияние квантовых уровней композитных фермио-

нов с разными долинными индексами [20]. Концеп-

ция композитных фермионов [44–48] успешно описы-

вает дробный квантовый эффект Холла с нечетны-

ми знаменателями, сводя его к обычному целочис-

ленному квантовому эффекту Холла для композит-

ных частиц. В простейшем случае композитный фер-

мион состоит из электрона и двух квантов магнит-

ного потока и движется в эффективном магнитном

поле B∗, определяемом разностью внешнего магнит-

ного поля B и поля, соответствующего фактору за-

полнения электронов ν = 1/2. Фактор заполнения

для композитных фермионов p связан с ν соглас-

но выражению ν = p/(2p ± 1). Дробная энергетиче-

ская щель, которая, как предсказано, определяется

кулоновским взаимодействием в виде e2/κlB, соот-
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ветствует циклотронной энергии композитных фер-

мионов ~ω∗
c = ~eB∗/mCFc, где lB = (~c/eB)1/2 –

магнитная длина и mCF – эффективная масса ком-

позитного фермиона. Электрон-электронное взаимо-

действие входит в теорию неявно, поскольку исполь-

зуется приближение среднего поля в предположении,

что флуктуации электронной плотности малы. Тео-

рия подтверждается экспериментальным наблюдени-

ем масштаба, соответствующего фермиевскому им-

пульсу композитных фермионов в нулевом эффек-

тивном магнитном поле при ν = 1/2.

Образцы, изучаемые в этом разделе, представ-

ляют собой сверхчистые двухдолинные (001) кван-

товые ямы SiGe/Si/SiGe, аналогичные описанным в

работах [29, 30]. Продольное удельное сопротивление

ρxx как функция обратного фактора заполнения по-

казано для различных электронных плотностей на

рис. 8a. Минимумы сопротивления наблюдаются при

квантовых числах композитных фермионов p = 1, 2,

3, 4 и 6 вблизи ν = 1/2 в положительных и отри-

цательных эффективных полях B∗, что свидетель-

ствует о высоком качестве образцов. Высокое каче-

ство квантовой ямы также подтверждается наличи-

ем дробей ν = 4/5 и ν = 4/11 [49], соответствую-

щих p = 4/3, которые могут быть описаны в тер-

минах второго поколения композитных фермионов.

Минимумы при p = 3 исчезают ниже определенной

электронной плотности, хотя окружающие миниму-

мы при p = 2 и p = 4 сохраняются до значительно бо-

лее низких плотностей. Ясно, что выделенность ми-

нимумов при p = 3 при низких концентрациях элек-

тронов нельзя объяснить уширением уровней. С дру-

гой стороны, такое поведение удивительно похоже

на эффект исчезновения циклотронных минимумов

магнитосопротивления при низких плотностях элек-

тронов в кремниевых МОП транзисторах, в то вре-

мя как спиновые минимумы сохраняются вплоть до

заметно более низких плотностей [50], что означает,

что циклотронное расщепление становится равным

сумме спинового и долинного расщеплений, а соот-

ветствующие долинные подуровни сливаются [18].

Измерения в наклонных магнитных полях позво-

ляют сделать выбор между спиновым и долинным

происхождением эффекта. Зависимость магнитосо-

противления от обратного фактора заполнения пока-

зана для угла наклона Θ ≈ 61◦ при различных плот-

ностях электронов на рис. 8b. Здесь авторы ориенти-

руются на минимум сопротивления при ν = 3/5. По-

ведение, наблюдаемое для минимума ν = 3/5, очень

похоже на поведение в перпендикулярных магнит-

ных полях, что справедливо для всех образцов и уг-

лов наклона. Определяем плотность n∗
s, при которой

Рис. 8. (Цветной онлайн) Магнитосопротивление в

квантовой яме SiGe/Si/SiGe при T ≈ 0.03К (а) – в

перпендикулярных магнитных полях при плотностях

электронов (сверху вниз) 2.14, 2.81, 3.48, 3.81, 4.15, 4.82,

5.49, 6.15, 6.82 и 7.49 × 1010 см−2, и (b) – в наклонных

магнитных полях при плотностях электронов (сверху

вниз) 2.14, 2.81, 3.48, 4.15, 4.48, 4.82, 5.49, 6.15, 6.82,

7.49, 8.16 и 8.83×1010 см−2. Кривые сдвинуты по верти-

кали на 750 Ω для ясности. Штриховыми вертикальны-

ми линиями отмечены ожидаемые положения наблю-

даемых минимумов сопротивления, а сплошными вер-

тикальными линиями – ожидаемые, но не наблюдае-

мые минимумы сопротивления при низких плотностях.

Из работы [20]

начинает наблюдаться минимум сопротивления при

ν = 3/5, и строим ее зависимость от угла наклона,

как показано на рис. 9b. Величина n∗
s оказывается

независимой в пределах экспериментальной погреш-

ности от угла наклона магнитного поля. Поскольку

спиновое расщепление определяется полным магнит-

ным полем ∆s = gµBBtot, можно ожидать, что значе-

ние n∗
s должно уменьшаться с углом наклона (встав-

ка к рис. 9b), что противоречит эксперименту. Авто-
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Рис. 9. (Цветной онлайн) (a) – Схематическое поведе-

ние уровней композитных фермионов с учетом расщеп-

ления между верхней (штриховые линии) и нижней

(сплошные линии) долинами при изменении магнитно-

го поля B при фиксированном p. В интересной обла-

сти при p = 3, отмеченной кружком, происходит либо

простое пересечение уровней, либо слияние/зацепление

уровней, сопровождаемое постепенным изменением за-

полнений обоих уровней. (b) – Плотность n∗
s , при ко-

торой начинает наблюдаться минимум сопротивления

при ν = 3/5 в квантовой яме SiGe/Si/SiGe, как функ-

ция угла наклона. Штриховая горизонтальная линия —

линейная апроксимация данных. На вставке схематич-

но (с точностью до численного множителя) показа-

ны зависимости циклотронной энергии композитных

фермионов (сплошная линия) и зеемановской энергии

(штрих-пунктирная линия) от магнитного поля B при

фиксированном угле наклона. Наклон прямой линии

увеличивается с увеличением Θ. Из работы [20]

ры заключают, что спиновое происхождение эффек-

та можно исключить, выявляя его долинное проис-

хождение. Долинное расщепление ∆v, как ожидает-

ся, нечувствительно к параллельной компоненте маг-

нитного поля [51], так что величина n∗
s не должна

зависеть от угла наклона, что согласуется с экспери-

ментом. Таким образом, эти результаты указывают

на пересечение или слияние квантовых уровней ком-

позитных фермионов с разными долинными индек-

сами, что свидетельствует о влиянии долин на дроби.

Понятно, что для пересечения или слияния уров-

ней композитных фермионов с разными долинны-

ми индексами функциональные зависимости обоих

расщеплений от магнитного поля (или электронной

плотности) при фиксированном p должны разли-

чаться. Действительно, циклотронная энергия ком-

позитных фермионов ~ω∗
c определяется энергией ку-

лоновского взаимодействия e2/κlB, а долинное рас-

щепление ∆v в двумерной электронной системе в

Si изменяется линейно с изменением магнитного по-

ля (или плотности электронов) [52]. В сильных маг-

нитных полях долинное расщепление сильно превы-

шает циклотронную энергию композитных фермио-

нов, так что для случая p = 3 все три заполнен-

ных уровня композитных фермионов принадлежат

одной долине (рис. 9а). При уменьшении магнитно-

го поля при фиксированном p нижайший уровень с

противоположным долинным индексом должен сов-

пасть с верхним заполненным уровнем, приводя к

исчезновению энергетической щели и исчезновению

минимума сопротивления при p = 3. При дальней-

шем уменьшении магнитного поля должно происхо-

дить либо простое пересечение уровней и повторное

появление щели, либо слияние/зацепление уровней,

сопровождаемое постепенным изменением заполне-

ний обоих уровней [18]. По аналогии с кремниевы-

ми МОП-транзисторами весьма вероятно, что слия-

ние уровней композитных фермионов с разными до-

линными индексами происходит в квантовых ямах

SiGe/Si/SiGe со сверхнизким беспорядком.

VI. Заключение. Мы обсудили недавние экспе-

риментальные результаты, указывающие на уплоще-

ние зон и слияние уровней Ландау на уровне хими-

ческого потенциала в сильно коррелированных дву-

мерных электронных системах. Показано, что числа

заполнения квантовых состояний на уровне химиче-

ского потенциала могут быть разными в диапазоне

от нуля до единицы, что свидетельствует о не ферми-

жидкостном виде функции распределения.
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Spin pumping experiments play a key role in funda-

mental research in spintronics. The spin pumping effect,

that is usually studied in ferromagnet/normal metal

(F/NM) bilayers, originates from the exchange inter-

action between conduction electrons and localized elec-

trons of magnetisation. The localized spins in the fer-

romagnetic layer precess under the ferromagnetic res-

onance (FMR). This precession is steadily transferred

through the exchange interaction to the conduction elec-

trons that propagate due to diffusion motion into the

metal layer resulting in the pure spin current with-

out electric charge transfer. This phenomenon underlies

many different spintronic technologies.

In this work we develop a new theoretical model,

based on classical diffusive equations, to describe the

effect of spin pumping in bilayers with a ferromagnetic

metal (FM) layer. The proposed model includes the ef-

fect of spin memory loss that arises due to possible spin

relaxation at FM/NM interface. Within this model we

have obtained explicit expressions for the nonequilib-

rium magnetization carried by the conduction electrons

in ferromagnetic and metallic layers. It allowed us to ob-

tain analytical expressions for the effective spin mixing

conductance, inverse Edelstein effect and spin-memory

loss parameter. Within our model we have also described

for the first time the effect of self induced ISHE that was

recently observed in permalloy and FeGaB.

We base our theoretical model on classical diffusive

equation for the conduction electrons that was derived

in [1] for the FM layer and in [2] for the NM layer. We

consider that the sample is located in the xz plane, ex-

ternal magnetic field is directed along ẑ axis. The spin

current flows perpendicular to the plane of the sample

along ŷ axis. The thickness of the FM (NM) layer is tF
(tN ).

We use the boundary conditions at the edges of the

1)e-mail: kl.stankevich@physics.msu.ru

sample (y = −tF and y = tN ) that displays the zero

spin current
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∣
y=−tF

= 0,

∂δµ

∂y

∣
∣
∣
∣
y=tN

= 0.

(1)

At the FM/NM (y = 0) interface we use the following

boundary conditions







δm

χF

∣
∣
∣
∣
y=0

=
δµ

χN

∣
∣
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∣
y=0

,

(

DF
∂δm
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+ βδm

)∣
∣
∣
∣
y=0

= DN
∂δµ

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

,

(2)

where δm (δµ) is the nonequilibrium magnetization,

DF (DN ) is the diffusive constant, χF (χN ) is the spin

susceptibility of the conduction electrons in FM (NM)

layer.

The first boundary condition was derived in [3].

This condition expresses the equality of free energy at

FM/NM interface (see [3] for the details). The second

one expresses the flow of a spin current across the in-

terface with spin relaxation. The amplitude of the spin

relaxation at the interface is given by the parameter β.

We have introduced the spin relaxation at the interface

in the similar way as it is done for the spin relaxation

in the bulk of a metal layer. The amplitude of the spin

relaxation at the interface should be found with the use

of the quantum theory. Therefore, in this paper we fix

the term with spin relaxation at the interface ad hoc.
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We have obtained the following solutions for the

nonequilibrium magnetization in FM and NM layers

δµ(y) = − Re [A]

cosh
(
tN
λ

) cosh

(
tN − y

λ

)

M̂ ×

× ∂M̂

∂t
+

Im [A]

cosh
(
tN
λ

) cosh

(
tN − y

λ

)
∂M̂

∂t
, (3)

δm(y) = −Re

[

Ā

sinh
(
tF
Λ

) cosh

(
tF + y

Λ

)

− Ā0

]

M̂ ×

× ∂M̂

∂t
+ Im

[

Ā

sinh
(
tF
Λ

) cosh

(
tF + y

Λ

)

− Ā0

]

∂M̂

∂t
,

(4)

where Λ =

√

DF (1/τF − i/τFex)
−1

is the complex

spin diffusion length in ferromagnet (τFex describes the

strength of the exchange interaction between localized

and conduction electrons), λ is the spin diffusion con-

stant in NM. The amplitudes of the nonequilibrium

magnetization are expressed through the complex con-

stants A, Ā and Ā0 which are given by

A = −i χN

τFexDF γ
Λ2 λav

Λeff coth

(
tF
Λ

)

+ λav

, (5)

Ā = i
χF

τFexDF γ
Λ2 Λeff

Λeff coth

(
tF
Λ

)

+ λav

, (6)

Ā0 = i
χF

τFexDF γ
Λ2. (7)

We have defined new effective spin diffusion lengths λeff

and Λeff in order not to overload equations (5)–(7)

λeff = λ
DFχF +DNχN

2DNχN
, (8)

Λeff = Λ
DFχF +DNχN

2DFχF
. (9)

The effect of the spin relaxation at the FM/NM inter-

face is expressed by the constant λso that can be consid-

ered as an effective spin diffusion length at the FM/NM

interface

λso =
DFχF +DNχN

2βχF
. (10)

The spin diffusion length λso plays the similar role as

the spin diffusion length in the metal layer. As it was

mentioned earlier, the spin relaxation at the interface

was introduced in the similar way to the relaxation in

the bulk. Therefore, we will use the averaged spin diffu-

sion length that takes into account the relaxation both

at the interface and in the bulk of a metal layer

λav =
λsoλeff

λso tanh
(
tN
λ

)
+ λeff

. (11)

This notation gives possibility to consider easily the case

without interface spin relaxation if one substitutes in so-

lutions λav → λeff coth
(
tN
λ

)
. At the same time we can

consider the case of the spin pumping in the single fer-

romagnetic layer when only spin relaxation at the layer

interface plays role λav → λso. Such situation is realized

in experiments on self-induced inverse spin Hall effect

that are discussed below.

The complex amplitudes A and Ā set the inhomo-

geneous nonequilibrium magnetization in the bulk of

FM. The term proportional to the amplitude Ā0 de-

scribes the nonequilibrium magnetization of the conduc-

tion electrons in the single ferromagnetic layer evenly

distributed over the sample. This term coincides with

[1] where the boundary conditions were neglected.

Solutions (3)–(7) for the nonequilibrium magneti-

zation in FM/NM bilayers are the main result of the

paper. It describes the evolution of the nonequilibrium

magnetization under the spin pumping conditions. Us-

ing these equations we reproduce the main results for

the spin pumping in heterostructure. The advantage of

the used approach and corresponding solutions for the

nonequilibrium magnetization is that it allows one to

express all physical quantities in terms of fundamental

constants, that can be useful in an analysis of the ex-

perimental data.
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В рамках подхода, основанного на временном уравнении Гинзбурга–Ландау, построена теория ге-

нерации второй гармоники в двумерном сверхпроводнике во флуктуационном температурном режиме.

Получены выражения для наведенного электрического тока, обусловленного флуктуациями параметра

порядка, и осциллирующего на удвоенной частоте падающей внешней электромагнитной волны. По-

казано, что эффект имеет существенную сингулярность по температуре: кинетические коэффициенты,

описывающие генерацию второй гармоники, обратно пропорциональны квадрату приведенной темпе-

ратуры. Оценка величины эффекта для двумерного сверхпроводника на базе мономолекулярного слоя

дисульфида молибдена демонстрирует возможность экспериментальной проверки теории.
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1. Введение. Квадратичный отклик подвижных

носителей заряда на воздействие внешней монохро-

матической электромагнитной (ЭМ) волны можно

условно разделять на два типа. Первый тип отклика

заключается в возникновении стационарной во вре-

мени реакции системы и, например, возбуждении в

системе стационарного электрического тока. Второй

тип квадратичного отклика является принципиаль-

но динамическим и в результате отклик различных

физических величин системы (плотность тока, поля-

ризация и т.п.) проявляется в виде осциллирующих

во времени величин на удвоенной частоте падающей

внешней монохроматической ЭМ волны. Теоретиче-

ское изучение второго типа отклика в двумерных

сверхпроводниках составляет содержание настоящей

работы.

Как известно, осцилляции плотности электриче-

ского заряда (или плотности тока) на удвоенной час-

тоте выступают источником вторичного ЭМ излуче-

ния на удвоенной частоте – генерации в системе вто-

рой гармоники монхроматического ЭМ поля. Физи-

ческие характеристики, описывающие эффект гене-

рации второй гармоники (коэффициент конверсии,

поляризация) являются предметом теоретического и

экспериментального исследования во многих систе-

мах, в частности: в обычных полупроводниках [1],

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru.

1)e-mail: boevm@isp.nsc.ru

графене [2–4], вейлевских полуметаллах [5], дихаль-

когенидах переходных металлов [6, 7], сверхпровод-

никах [8].

Совершенствование технологий получения дву-

мерных структур значительно расширило возмож-

ности экспериментальных исследований двумерных

сверхпроводников. В настоящее время ведется ак-

тивное экспериментальное изучение сверхпроводя-

щих пленок толщиной вплоть до монослоя [9]. Ин-

тересным открытием явилось обнаружение сверх-

проводящих свойств у ряда полупроводниковых ма-

териалов, принадлежащих к группе дихалькогени-

дов, при достаточно высоких концентрациях элек-

тронов [10, 11]. В частности, значительное внима-

ние привлекает дисульфид молибдена, MoS2, как

типичный представитель семейства мономолекуляр-

ных слоев дихалькогенидов переходных металлов

[12, 13]. Экспериментальное открытие сверхпроводя-

щих свойств монослоев на основе дихалькогенидов

переходных металлов, в частности, и в MoS2, сти-

мулировало активное исследование их сверхпрово-

дящих свойств. Структура спин-орбитального вза-

имодействия в этих материалах такова, что спины

электронов и дырок направлены строго перпенди-

кулярно плоскости монослоя, что часто описывается

как эффективное зеемановское расщепление спинов

встроенным полем, направленным противоположно

в неэквивалентных долинах. В результате при описа-

нии сверхпроводящих свойств этих материалов часто

применяют термин “изинговское спин-орбитальное
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взаимодействие” и “изинговские сверхпроводники”

(Ising superconductors) [14, 15]. В настоящее время

принято считать, что спаривание в этих материалах

имеет s-волновой характер с возможным подмеши-

ванием спаривания в триплетном канале. В рамках

теоретических исследований основное внимание уде-

ляется изучению равновесных свойств этих матери-

алов: фазовых диаграмм [16], изучению смешанного

синглет-триплетного типа спаривания [17], влияния

эффектов примесного рассеяния на величину сверх-

проводящей щели [18, 19]. Важно отметить, что об-

ласть температур вблизи критической точки перехо-

да, T & Tc, остается слабо изученной в этих матери-

алах. Учитывая прогресс исследований флуктуаци-

онных явлений в сверхпроводниках [20], в настоящей

работе мы развиваем теорию, описывающую осцил-

ляции (на удвоенной частоте) тока флуктуаций па-

раметра порядка в двумерном сверхпроводнике как

отклик на внешнее монохроматическое электромаг-

нитное воздействие, и приводим оценки величины

эффекта для монослоевого сверхпроводника на ба-

зе соединения MoS2.

2. Модель. Пусть на двумерный сверхпроводник

падает плоская монохроматическая электромагнит-

ная волна с углом скольжения θ (рис. 1). Представим

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема геометрии изучаемой

системы. K – волновой вектор падающей электромаг-

нитной волны, k – его внутриплоскостная проекция

вектор напряженности электрического поля волны в

комплексной форме:

E(r, t) = Eeikr−iΩt +E∗e−ikr+iΩt, (1)

где Ω – частота ЭМ волны, k ≡ |k| = cos(θ)Ω/c и

E – проекции ее волнового вектора и комплексной

амплитуды на плоскость сверхпроводника соответ-

ственно, c – скорость света. В общем виде отклик вто-

рого порядка на монохроматическую плоскую волну

имеет вид

jα(r, t) = σαβγ(Ω,k)Eβ(r, t)Eγ(r, t), (2)

где jα(r, t) – индуцированный ЭМ волной электри-

ческий ток, а σαβγ – функция квадратичного откли-

ка системы. В данной работе нас интересует осцил-

лирующая компонента электрического тока. Чтобы

выделить ее, подставим в (2) выражение (1) и опу-

стим члены типа EβE
∗
γ , отвечающие за возбуждение

однородного стационарного тока:

jα(r, t) = jα(Ω,k)e
2ikr−2iΩt + c.c.,

jα(Ω,k) = σ̃αβγ(Ω,k)EβEγ . (3)

Условимся считать, что ось x ориентирована по вол-

новому вектору k (рис. 1), тогда система симметрич-

на относительно зеркального отображения y → −y, и

из всех компонент тензора σ̃αβγ не равны нулю лишь

три: σ̃xxx, σ̃xyy и σ̃yxy. В силу симметрии системы

относительно вращений в плоскости сверхпроводни-

ка только две из трех компонент тензора являются

независимыми, а именно, имеет место соотношение

σ̃yxy = σ̃xxx − σ̃xyy. В этой связи удобно представить

искомые токи в следующем виде:

jx(Ω,k) = Q1(Ω,k)(E
2
x + E2

y) +Q2(Ω,k)(E
2
x − E2

y),

(4a)

jy(Ω,k) = 2Q2(Ω,k)ExEy, (4b)

где Q1,2 = (σ̃xxx ± σ̃xyy)/2. Анализ частотной и тем-

пературной зависимостей функций Q1 и Q2 является

целью настоящей работы.

Отыскание функций квадратичного отклика

флуктуаций параметра порядка будем проводить

в рамках подхода [21], в основе которого лежит

анализ временного уравнения Гинзбурга–Ландау

(ГЛ) для двумерного сверхпроводника в поле

электромагнитной волны:

{

γ
∂

∂t
+ αTc

[

ǫ+ ξ2 (p̂− 2eA(r, t))
2
]}

ψ(r, t) = f(r, t),

(5)

где ψ – волновая функция флуктуационных куперов-

ских пар, p̂ = −i∇ – оператор импульса, ξ – корре-

ляционная длина, ǫ = (T −Tc)/Tc – приведенная тем-

пература, Tc – температура сверхпроводящего пере-

хода, α – параметр разложения ГЛ, e = −|e| – заряд

электрона, A – проекция векторного потенциала ЭM

волны на плоскость сверхпроводника, причем выбра-

на калибровка E = −∂tA, f(r, t) – сила Ланжевена,

моделирующая белый шум равновесных флуктуаций

параметра порядка в системе. Здесь и далее мы по-

ложили ~ = kB = 1. Параметр γ = γ′ + iγ′′ является

комплекснозначной величиной. Вещественная часть

этого параметра пропорциональна времени ГЛ γ′ =

αTcǫτGL, которое в рамках теории Бардина–Купера–

Шриффера (БКШ) имеет простой вид τGL = π/8(T−
Tc), и, таким образом, γ′ = πα/8. Наличие мнимой
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части, γ′′ = −(αTc/2)∂Tc/∂EF , обусловлено требо-

ванием калибровочной инвариантности временного

уравнения ГЛ [22] и может иметь различную мик-

роскопическую природу (например, быть следствием

асимметрии электрон-дырочного спектра [23]). Роль

параметра γ′′ различна в отдельных эффектах. Так,

например, он не входит в функции линейного откли-

ка флуктуаций на электрическое поле, но является

ключевым во флуктуационном эффекте Холла [20].

Далее предполагается, что мнимая часть параметра

γ мала по сравнению с вещественной, η ≡ γ′′/γ′ ≪ 1.

Перепишем уравнение (5) в операторной форме:
{

L̂−1 − M̂1 − M̂2

}

ψ(r, t) = f(r, t), (6)

где

L̂−1 = γ
∂

∂t
+ αTc[ǫ+ ξ2p2], (7a)

M̂1 = αTcξ
22e(pA+ Ap), (7b)

M̂2 = −αTcξ2(2e)2A2. (7c)

Будем искать решение в виде разложения по сте-

пеням амплитуды электромагнитной волны ψ ≈
ψ0hm + ψ1 + ψ2. Так как нас интересуют эффекты

второго порядка, то и разложение ведем до слага-

емых ∼ AiAj . Формальное решение уравнения (6)

можно представить в виде

ψ0(r, t) = L̂f(r, t), (8a)

ψ1(r, t) = L̂M̂1L̂f(r, t), (8b)

ψ2(r, t) = (L̂M̂1L̂M̂1 + L̂M̂2)L̂f(r, t). (8c)

Для определения измеримых величин, в частности –

электрического тока, достаточно знать лишь корре-

ляционные свойства флуктуаций. Спектральные ха-

рактеристики сил Ланжевена выражаются следую-

щим образом:

〈f∗(r, t)f(r′, t′)〉 = 2Tcγ
′δ(r− r′)δ(t− t′), (9)

где 〈...〉 означает операцию усреднения по флуктуа-

циям. Так как интересующие нас физические вели-

чины определяются усреднением соответствующих

операторов по флуктуациям, знание лишь корреля-

ционной функции (9) достаточно для определения

отклика системы.

Задача состоит в вычислении флуктуационных

поправок к электрическому току, индуцированно-

му электромагнитным излучением. Выражение для

оператора плотности тока получаем варьированием

функционала ГЛ F по векторному потенциалу A:

j ≡ −
〈
δF
δA

〉

. (10)

Как обычно, в случае квадратичного закона диспер-

сии, общее выражение для тока удобно разделить на

пара- и диамагнитный вклады:

jP = 4eαTcξ
2Re[〈ψ∗p̂ψ〉], (11a)

jD = −8e2αTcξ
2〈|ψ|2〉A. (11b)

Далее под обозначением j мы будем подразумевать

только квадратичные поправки к току.

Рассмотрим вначале диамагнитный вклад:

jD = −8e2αTcξ
2
(
〈ψ∗

0ψ1〉+ 〈ψ∗
1ψ0〉

)
A. (12)

В формуле (12) мы ограничились учетом линейной

поправки ψ1 к параметру порядка, так как нас инте-

ресует отклик второго порядка по амплитуде волны.

Выполним усреднение первого слагаемого в выраже-

нии (12):

〈ψ∗
0ψ1〉 = αTcξ

22e〈ψ∗
0L̂(p̂A+ Ap̂)ψ0〉. (13)

Разлагая все величины по Фурье-компонентам и ис-

пользуя спектральные свойства белого шума (9), по-

лучаем:

〈ψ∗
0ψ1〉 = 4eαT 2

c ξ
2γ′

∫
dqdω

(2π)3
|Lq(ω)|2

[

Lq+k(ω +Ω)[2q + k]a0e
ikr−iΩt +

Lq−k(ω − Ω)[2q− k]a∗
0e

−ikr+iΩt

]

, (14)

где

Lqω =
1

εq − iγω
, (15a)

εq = αTc[ǫ+ ξ2q2], (15b)

A = a0e
ikr−iΩt + a∗

0e
−ikr+iΩt. (15c)

После подстановки (14) в выражение (12) и выпол-

нения замен q → q± k/2 и ω → ω ±Ω/2, выражение

для диамагнитного вклада принимает вид:

jD(r, t) = −64e3(αTcξ
2)2Tcγ

′a0e
2(ikr−iΩt)

∫
dqdω

(2π)3
(qa0)

[

|Lq−k/2(ω − Ω/2)|2Lq+k/2(ω +Ω/2)

+|Lq+k/2(ω +Ω/2)|2L∗
q−k/2(ω − Ω/2)

]

, (16)

где для краткости представлено лишь слагаемое,

осциллирующее на удвоенной частоте, ∼ e2(ikr−iΩt).

Вычисление интеграла по частоте в (16) проводится
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обычным образом с помощью теории вычетов. Разла-

гая получившееся выражение по малому параметру

η = γ′′/γ′, приходим к

jD(r, t) = 64iηe3(αTcξ
2)2Tca0e

2(ikr−iΩt)

∫
dq

(2π)2
(qa0)

εq−k/2[εq+k/2 + εq−k/2 − iγ′Ω]
{

1− εq+k/2 − εq−k/2

εq+k/2 + εq−k/2 − iγ′Ω

}

. (17)

В выражении (17) возможно аналитически провести

интегрирование по полярному углу. Выбирая вектор

k в качестве направления оси x и используя формулу

a0 = iE/Ω, запишем ответ в следующей форме:

jD(Ω, θ) = −σ0I1
(

ǫ

k2ξ2
,

πΩ

16Tck2ξ2

)(
E2

x

ExEy

)

, (18)

где I1 – безразмерный однократный интеграл, зави-

сящий от двух параметров и

σ0 =
ηe3

4Ωk3ξ2
. (19)

Явный вид I1 приведен в дополнительных материа-

лах.

Вычисление парамагнитной части тока (11a) вы-

полняется аналогично. Прежде всего, формула (11a)

для квадратичного отклика принимает вид

jP (r, t) = 4eαTcξ
2Re[〈ψ∗

0p̂ψ2〉+ 〈ψ∗
1 p̂ψ1〉+ 〈ψ∗

2p̂ψ0〉].
(20)

После подстановки в выражение (20) операторов вза-

имодействия с электромагнитной волной (8b) и (8c)

удобно разделить парамагнитный вклад на две ча-

сти:

jP1 (r, t) = 4eαTcξ
2Re

[

〈ψ∗
0

(

p̂L̂M̂2 + (L̂M̂2)
+p̂

)

ψ0〉
]

,

(21a)

jP2 (r, t) = 4eαTcξ
2Re

[

〈ψ∗
0

(

p̂L̂M̂1L̂M̂1+

(L̂M̂1)
+p̂L̂M̂1 + (L̂M̂1L̂M̂1)

+p̂
)

ψ0〉
]

. (21b)

После интегрирования по частоте имеем:

jP1 = 32iηe3(αTcξ
2)2Tca

2
0e

2i(kr−Ωt)

∫
dq

(2π)2
q

εq−k[εq+k + εq−k − 2iγ′Ω]
{

1− εq+k − εq−k

εq+k + εq−k − 2iγ′Ω

}

. (22a)

jP2 = 32iηe3(αTcξ
2)3Tce

2i(kr−Ωt)

∫
dq

(2π)2
q
(
(2q+ k) · a0

)(
(2q − k) · a0

)

(εq+k + εq−k − 2iγ′Ω)(εq+k + εq − iγ′Ω)
{

2

εq+k

+

[
1

εq+k

+
1

εq

]

×
[

εq+k − εq−k

εq+k + εq−k − 2iγ′Ω
+

εq+k − εq
εq+k + εq − iγ′Ω

]}

.

(22b)

Наконец, интегрируя по полярному углу, прихо-

дим к выражениям

jP1 (Ω, θ) = −σ0I2
(

ǫ

k2ξ2
,

πΩ

16Tck2ξ2

)(
E2

x + E2
y

0

)

(23a)

jP2 (Ω, θ) = −σ0I3
(

ǫ

k2ξ2
,

πΩ

16Tck2ξ2

)(
3E2

x + E2
y

2ExEy

)

.

(23b)

Явный вид I2 и I3 приведен в дополнительных мате-

риалах.

3. Обсуждение результатов. На рисунке 2

представлены зависимости функций квадратичного

отклика Q1 и Q2 от безразмерной величины kξ. Для

построения зависимостей использованы следующие

параметры. Корреляционная длина полагалась рав-

ной ξ = 10 нм, критическая температура Tc = 9К,

угол скольжения θ = π/4, а значение приведенной

температуры ǫ = 0.1 выбрано так, чтобы удовлетво-

рить условиям применимости теории ГЛ. Разложе-

ние ГЛ справедливо при условии ǫ ≪ 1. С другой

стороны, при приближении к точке фазового пере-

хода флуктуации параметра усиливаются, и с опре-

деленного момента их взаимодействием нельзя пре-

небрегать. Температурную область сильных флук-

туаций ограничивает параметр Гинзбурга–Леванюка

ǫ ≫ Gi ∼ Tc/EF . Для сверхпроводящих структур на

базе MoS2 с критической температурой Tc = 9 К,

эффективной массой электрона m ≈ 0.5m0 [24] (где

m0 – масса свободного электрона) и концентрацией

электронов n = 1014 см−2 данный параметр имеет

значение порядка Gi ∼ 10−3, где использовано опре-

деление энергии Ферми с учетом спинового и долин-

ного вырождений, EF = πn/2m. Как видно из гра-

фиков рис. 2, квадратичный отклик наиболее силен

в области малых частот, kξ ≪ 1.

Влияние температуры на величину индуцирован-

ных токов особенно заметно в области малых час-

тот (рис. 3). Температурная зависимость функций

отклика явно нелинейная, например, изменение при-

веденной температуры на 50 процентов увеличивает

высоту максимума ImQ2 более, чем в два раза.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость функций откли-

ка Q1 (a) и Q2 (b) от безразмерной величины kξ. Зе-

леные сплошные кривые соответствуют вещественным

частям функций Q1 и Q2, синие штрихпунктирные –

мнимым

Явный вид однократных интегралов I1, I2, I3 поз-

воляет легко исследовать асимптотическое поведе-

ние функций отклика. В пределе стационарного по-

ля, Ω → 0, вещественные части функций отклика

принимают конечные значения:

Re
[
Q1(Ω = 0)

]
= −Re

[
Q2(Ω = 0)

]
= −ηe

3ξ2 cos(θ)

48cǫ2
.

(24)

В свою очередь мнимые части стремятся к нулю.

Этот естественный результат подтверждает, что в

пределе стационарного поля эффект запаздывания

отклика отсутствует. По предельному выражению

(24) возможно делать выводы о влиянии различ-

ных параметров на величину изучаемого эффекта.

В частности, обратная пропорциональность квадра-

ту приведенной температуры, ∼ ǫ−2, объясняет рез-

кое усиление отклика системы при приближении к

критической температуре (рис. 3). Кроме того, квад-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость вещественной

(a) и мнимой (b) частей функции отклика Q2 от без-

размерной величины kξ при различных значениях при-

веденной температуры. Стрелка обозначает рост при-

веденной температуры ǫ от 0.08 до 0.12

ратичный отклик оказывается крайне чувствитель-

ным к корреляционной длине, ∼ ξ2, что делает этот

параметр одним из ключевых в рассматриваемом эф-

фекте.

Выражение (24) также позволяет оценить вели-

чину амплитуды осцилляций тока. Эксперименты по

измерению параметра η в MoS2 неизвестны авторам.

Однако его величину можно оценить по формуле

η ∝ |∂Tc/∂EF | ∝ Tc/EF ∼ 10−3 при концентрации

электронов n = 1014 см−2 и критической температу-

ре Tc = 9К. Для сравнения, экспериментально из-

меренное значение этого параметра в пленках TaN

имеет такой же порядок величины [25]. Длина ко-

герентности ξ ≈ ξ0 и ξ ≈
√
ξ0l в чистом и грязном

пределах соответственно (ξ0 – длина когерентности

БКШ, l – длина свободного пробега). Таким образом,

ξ ∼ 10−100 нм. Используя указанные параметры, по-

лучаем оценку j/I ∼ [0.01− 0.1] cos(θ)нА·см/Вт, где

I – интенсивность ЭМ волны.
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4. Заключение. Изложенная в настоящей ра-

боте теория квадратичного отклика флуктуаций па-

раметра порядка показывает, что частотная зависи-

мость эффекта генерации второй гармоники, обу-

словленная флуктуациями параметра порядка, ка-

чественно подобна вкладу нормальных электронов в

генерацию второй гармоники [3]. В то же время, име-

ют место и существенные отличия, позволяющие раз-

делить оба вклада. Во-первых, температурная зави-

симость отклика флуктуаций ожидается очень рез-

кой, ∼ ǫ−2. Во-вторых, как и для стационарной ком-

поненты электрического тока [26], эффект оказыва-

ется пропорциональным параметру γ′′. Как упоми-

налось выше, величина и знак этого интегрально-

го параметра определяется особенностями спектра

нормальных электронов, и эффект генерации второй

гармоники может выступать здесь как дополнитель-

ный независимый метод определения этого парамет-

ра наряду с флуктуационным эффектом Холла.

Работа выполнена при поддержке Фонда разви-

тия теоретической физики и математики БАЗИС и

Министерства науки и высшего образования Россий-

ской Федерации (Проект # FSUN-2020-0004).
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In studies of the universal low-energy dynamics, it is

natural to use a zero-range model for short-range two-

body interactions. Nevertheless, in the few-body prob-

lem this leads to essential difficulties, which manifest,

e.g., in the appearance of Efimov or Thomas effects.

Minlos and Faddeev suggested a modification of zero-

range interactions in the influential paper [1]. A main

idea was to add a regularizing term, which diminishes

the interaction strength in vicinity of the triple-collision

point. It was shown that the Efimov or Thomas effects

are suppressed if a strength of the regularizing term σ

exceeds the critical value σc. Later on it was declared

[2–4] that σ ≥ σc is sufficient for unambiguous formula-

tion of the three-body problem.

The present work is aimed to study the Minlos–

Faddeev regularization both for the two-component sys-

tem consisting of two identical bosons of mass m inter-

acting with distinct particle of mass m1 and for the sys-

tem consisting of three identical bosons. The zero-range

interaction is completely determined by the scattering

length, which could be taken as a length scale, as a re-

sult, the mass ratio m/m1 becomes a single essential

parameter in the problem.

In terms of the scaled Jacobi variables x and y, the

Hamiltonian in the center-of-mass frame is formally de-

fined as the six-dimensional Laplace operator supple-

mented by the boundary conditions at zero distance be-

tween the interacting particles,

lim
x→0

[
∂ log(xΨ)

∂x
− σ

cosω

θ(y)

y

]

= −sign(a), (1)

where θ(y) is an arbitrary bounded function normalized

by θ(0) = 1 and θ′(0) = 0. The factor 1/ cosω is in-

troduced for convenience and the kinematic angle ω is

defined by sinω = 1/(1 +m1/m). It is sufficient to im-

pose only one boundary condition of the form (1) if the

symmetry under permutations of identical particles is

1)e-mail: maw@theor.jinr.ru

taken into account. As is well established, the regular-

ization is required for the LP = 0+ states, therefore,

namely this case will be considered here.

To analyze the proposed regularization, the problem

is transformed to a system of the hyper-radial equations

[5–7] and the solution near the triple-collision point, i.e.,

for small hyper-radius ρ (ρ2 = x2 + y2) is studied. In

the ρ → 0 limit, the problem reduces to the two-body

Schrödinger equation with the singular potential of the

form Vsing(ρ) =
γ̃2 − 1/4

ρ2
+
q

ρ
, which was multiply dis-

cussed in literature, e. g., in [7–9].

The results of [7] on the quantum problem for

Vsing(ρ) are briefly summarized below. In the case γ̃2 ≥
≥ 1 the problem is unambigouosly defined by the con-

dition of square integrability. To define the problem for

0 ≤ γ̃2 < 1 one should introduce an additional real-

valued parameter b by imposing the boundary condi-

tion, e.g., of the form proposed in [7]

f(ρ) −−−→
ρ→0

ρ
1
2+γ̃− sign(b)|b|2γ̃ρ 1

2−γ̃

(

1 +
qρ

1− 2γ̃

)

, (2)

where the q-dependent term can be omitted for 0 ≤
γ̃2 < 1/4. Finally, for γ̃2 < 0, i.e., pure imaginary γ̃,

one could define the unambiguous problem, e. g., by

the requirement f(ρ) −−−→
ρ→0

ρ1/2 sin(|γ̃| log(ρ) + δ) [8, 9].

This results in the asymptotic energy spectrum, En ∼
∼ e−2πn/|γ̃|, which depends exponentially on the level’s

number. In fact, these considerations explain the Efimov

effect in the three-body problem [1, 10].

Both γ̃ and q are single-valued functions of σ, which

are obtained by solving the auxiliary eigenvalue prob-

lem on a hyper-sphere (for fixed ρ) with the boundary

condition (1). Similar to [6, 7] one finds the equations

σ sin γ̃
π

2
=

sin γ̃ω

sinω
− γ̃ cosω cos γ̃

π

2
(3)

for the two-component system and

σ sin γ̃
π

2
= 4 sin γ̃

π

6
−

√
3

2
γ̃ cos γ̃

π

2
(4)
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for three identical bosons. These equations implic-

itly determine monotonically increasing functions γ̃2(σ)

shown in Fig. 1 both for the two-component system for

m/m1 = 1 and for three identical bosons.

Fig. 1. (Color online) Dependence γ̃2 on the regulariza-

tion parameter σ are plotted by solid (red) line for three

identical bosons and by dashed (blue) line for two iden-

tical bosons and a distinct particle of the same mass

(m/m1 = 1). Arrows indicate the critical values σc, σe,

and σr at lower (upper) border for the former (latter) case

From the previous discussion one concludes that the

Minlos–Faddeev regularization gives rise to four differ-

ent types of description in four different intervals of the

parameter σ separated by the critical values σc, σe, and

σr, which correspond to γ̃2 = 0, 1/4, and 1, respectively.

The critical values for the two-component system follow

from (3),

σc =
2

π

( ω

sinω
− cosω

)

, (5)

σe =
1

√
2 cos

ω

2

− 1

2
cosω, (6)

and σr = 1. In the case of equal masses (m/m1 = 1)

Eqs. (5) and (6) give σc = 2/3 −
√
3/π ≈ 0.11534 and

σe = 3
√
3/4 − 1 ≈ 0.29904. The same value of σc was

given in [4]. From (4) one finds σc = 4/3 −
√
3/π ≈

≈ 0.78200, σe = 7
√
3/4 − 2 ≈ 1.03109, and σr = 2 for

three identical bosons. The value of σc is the same as

in [1–3].

Starting from the Minlos and Faddeev suggestion to

modify the two-body zero-range interaction [1] it was

declared [2–4] that the three-body problem becomes reg-

ularized, if the regularization parameter σ exceeds the

critical value σc, i.e., if σ is sufficiently large to suppress

the Efimov or Thomas effects.

In this work it is shown that the Minlos–Faddeev

regularization gives different results in four intervals of

the non-negative parameter σ, in particular, more strict

condition on the regularization parameter, σ > σr > σc,

is necessary for unambiguous description of the three-

body problem. Within the interval σc ≤ σ < σr, it is

necessary to set a boundary condition of the form (2)

depending on a real-valued parameter b and the q-

dependence can be safely omitted if σc ≤ σ < σe. At

last, the Efimov or Thomas effect takes place for σ < σc
and the famous exponential asymptotic of the energy

spectrum is obtained by imposing the boundary condi-

tion at ρ → 0. To exemplify in details the main con-

clusions, three critical values σc, σe, and σr are deter-

mined both for the two-component system consisting of

two identical bosons and a distinct particle and for the

system consisting of three identical bosons. The effect of

regularization is additionally demonstrated by the cal-

culation of the bound-state energy for three identical

bosons as a function of σ and b.

It is worthwhile to mention that the described sce-

nario is anticipated for any problem, whose proper-

ties are essentially determined by the effective potential

with the inverse square singularity, which strength goes

through the critical values. Besides the two-component

system consisting of two identical fermions and a dis-

tinct particle, which was described in [7], this scenario

could be of importance also for the three-body problem

in the mixed dimensions and in presence of the spin-

orbit interaction.

This is an excerpt of the article “Minlos–Faddeev reg-

ularization of zero-range interactions in the three-body

problem”. Full text of the paper is published in JETP

Letters journal. DOI: 10.1134/S002136402260118X.
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Мы обсуждаем различные инварианты узлов и зацеплений, зависящие от первообразного корня

из единицы. Мы уточняем определения существующих инвариантов с помощью метода Решетихина–

Тураева, представляем обобщение инвариантов АДО на квантовую алгебру Uq(slN) и подчеркиваем

связи между различными инвариантами.

DOI: 10.31857/S1234567822150095, EDN: jgndjq

1. Введение. Знаменитый полином Джонса

JK(q), открытый в 1984 г. В. Джонсом [1], является

полиномиальным инвариантом узлов и зацеплений,

зависящим от одной переменной. Полином Джонса

был определен с помощью скейн-соотношений, кото-

рые позволяют его вычислять. Скейн-соотношения

(1) связывают полиномы Джонса трех узлов, кото-

рые отличаются друг от друга одним пересечением

(2).

JK(q)− q−2JK′

(q) = (q − q−1)JK′′

(q). (1)

(2)

Вскоре после определения полинома Джонса

Э. Виттен и Н. Решетихин и В. Тураев сделали

два важных открытия. Э. Виттен [2] нашел кван-

товую теорию поля – теорию Черна–Саймонса

(ЧС) с калибровочной группой SU2 – наблюдаемые

в которой (средние значения петель Вильсона)

совпадают с полиномами Джонса. Таким обра-

зом Виттен предложил физическое определение

для математического объекта. Н. Решетихин [3]

и В. Тураев [4] в свою очередь открыли новый

способ вычисления инвариантов узлов с помощью

специального оператора – R-матрицы. Они связали

полином Джонса с универсальной R-матрицей в

фундаментальном представлении квантованной уни-

версальной обертывающей алгебры Uq(sl2). Метод

Решетихина–Тураева (РТ) позволил определить

цветные полиномы Джонса, которые вычисляются

с помощью R-матриц в других представлениях

Uq(sl2).

Эти результаты позже были обобщены на полино-

мы ХОМФЛИ-ПТ [5, 6], теорию ЧС с калибровочной

1)e-mail: bishlerlv@lebedev.ru

группой SUN и универсальную R-матрицу в пред-

ставлениях Uq(slN ).

Uq(slN ) является ассоциативной алгеброй с гене-

раторами Ei, Fi, Ki = qhi (i = 1, . . . , N − 1), которые

удовлетворяют соотношениям

KiEj = qaijEjKi, [Ki,Kj] = 0,

KiFj = q−aijFjKi, [Ei, Fj ] = δij
Ki−K−1

i

q−q−1 .
(3)

Универсальная R-матрица имеет следующий вид:

Ru = Pq
∑

i,j a−1
i,jhi⊗hj

−−−→∏

β∈Φ+

expq
(
(q − q−1)Eβ ⊗ Fβ

)
,

(4)

где P (x ⊗ y) = y ⊗ x, Φ+ – положительные корни,

expqA =
∑∞

m=0
Am

[m]q!
qm(m−1)/2, [m]q = (qm−q−m)/(q−

− q−1).

Теория ЧС – это трехмерная квантовая теория

поля с действием

SCS =
k

4π

∫

M

Tr

(

A∧ dA+
2

3
A∧A ∧A

)

. (5)

Ненулевыми корреляторами в теории ЧС являются

корреляторы особого типа – средние значения пет-

ли Вильсона. Когда калибровочной группой теории

является группа SUN , они совпадают с полиномами

ХОМФЛИ-ПТ HK
R (q, A).

HK
R (q, A) =

1

dR(N)

〈

TrRP exp

(∮

K

A
)〉

CS(N,k)

. (6)

Вильсоновские средние зависят от контура K (узла

или зацепления), ранга N − 1 калибровочной груп-

пы SUN , ее представления (соответствующего диа-

грамме Юнга) R, от квантовой размерности dR(N) и
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константы связи теории ЧС k. Это среднее представ-

ляет собой полином от переменных q = exp
(

2πi
N+k

)

и A = qN . Было показано [7], что теория ЧС

калибровочно-инвариантна, когда константа связи k

является целым числом, что означает, что q является

корнем из единицы. Поэтому инварианты в корнях

из единицы заслуживают особого внимания.

Очевидным подходом к получению инвариантов

в корнях из единицы является замена переменных в

полиномах ХОМФЛИ-ПТ HK
R (q, A) и Джонса JK

[r](q).

Существуют также инварианты 〈K〉m,N , опреде-

ленные Р. Кашаевым [8–10] с R-матрицей, зависящей

от переменной ω (которая является N -м корнем из

единицы) и целочисленного параметра m. Инвари-

анты Кашаева не связаны с квантовыми алгебра-

ми, однако они совпадают с цветными полиномами

Джонса.

Другая возможность построения инвариантов в

корнях из единицы возникает, когда мы рассматри-

ваем представления Uq(slN ), при параметре кванто-

вания, равном корню из единицы. В этом случае у

квантовой алгебры появляются новые типы пред-

ставлений с параметрами λ, позволяющие строить

R-матрицы с параметрами и определять новые инва-

рианты узлов и зацеплений в корнях из единицы. Та-

ким образом получаются инварианты АДО [11] или

цветные инварианты Александера [12] ΦL
m(q, λ) для

алгебры Uq(sl2). В этом случае q – корень степени

2m из единицы, а λ – произвольный параметр. Ин-

варианты АДО совпадают с полиномами Александе-

ра A(q) = HK
[1](q, A = 1), когда q является корнем из

единицы 4-й степени. Они также связаны с полино-

мами Джонса.

Новый результат, который мы хотим подчеркнуть

в этом письме, – это обобщение инвариантов АДО

на алгебру Uq(slN ). Это инварианты PL
m,N(q, λi) (29)

[13] узлов и зацеплений, которые определяются с по-

мощью нильпотентных представлений с параметра-

ми алгебры Uq(slN ) в корнях из единицы (q2m = 1).

Они зависят от набора параметров {λ1, . . . , λN−1} и

связаны с полиномами Александера и ХОМФЛИ-ПТ.

Инварианты АДО и инварианты PL
m,N (q, λi) опре-

деляются модифицированным методом Решетихина–

Тураева, который требует введения специального

нормировочного коэффициента (27), который мы

представляем в этом письме.

Схематическое соответствие между описанными

выше инвариантами представлено на рис. 1.

Цель этого письма – уточнить определение раз-

личных инвариантов в корнях из единицы и уста-

новить отношения между ними. Структура письма

Рис. 1. Соответствие между инвариантами в корнях из

единицы

следующая. Мы начнем с метода РТ (раздел 2), ко-

торый используется для определения всех инвариан-

тов, рассматриваемых в этом письме. Затем мы обсу-

дим структуру представления Uq(sl2) для различных

значений q (раздел 3). Мы определим инварианты

АДО (раздел 4) и их обобщение (раздел 5) и обсудим

модификации метода РТ, необходимые для их опре-

деления. Наконец, мы рассмотрим понятие длинных

узлов и определим инвариант Кашаева (раздел 6).

Новые результаты, которые мы представляем в этом

письме, находятся в разделе 5.

2. Метод Решетихина–Тураева. Метод РТ

[9, 14, 15] позволяет определить цветные инварианты

узлов и зацеплений [16, 17]. Существуют также мо-

дификации этого метода, которые существенно упро-

щают вычисления в некоторых случаях [18, 19]. В

этом разделе мы обсуждаем наиболее общую версию

метода РТ и придерживаемся описания из [15].

Метод РТ основан на использовании двумерной

ориентированной проекции узла или зацепления на

плоскость с фиксированным направлением, пред-

ставляющей собой диаграмму узла или зацепления.

На диаграмме показано, какая нить находится над

другой в каждом пересечении. Диаграмма разбива-

ется на элементы, играющие роль в построении ин-

варианта узла: пересечения и точки поворота (отно-

сительно выбранного направления). Существует во-

семь типов пересечений и четыре типа точек поворо-

та (рис. 2). Все точки поворота и пересечения можно

выразить с помощью операторов R, M и M:

(7)

Операторы R, M и M удовлетворяют уравнени-

ям, которые следуют из движений Рейдемейстера

(рис. 3):

Tr2(I ⊗W)R = qΩI, (8)

R1R2R1 = R2R1R2, (9)
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Рис. 2. Различные типы пересечений и точек поворота

Рис. 3. Движения Рейдемейстера

где R1 = R⊗ I, R2 = I ⊗R, W = MM, I – единич-

ный оператор. Уравнения (8) и (9) фиксируют толь-

ко операторы R и W , поэтому в определении опера-

торов M и M есть неоднозначность. Разный выбор

операторов R и W приводит к разным типам инвари-

антов. Цветные полиномы Джонса и ХОМФЛИ-ПТ

связаны с универсальной R-матрицей (4) в представ-

лениях алгебр Uq(sl2) и Uq(slN ) соответственно, инва-

рианты АДО и их обобщения связаны с универсаль-

ной R-матрицей в нильпотентных представлениях с

параметрами алгебр Uq(sl2) и Uq(slN ) в корнях из

единицы. Инвариант Кашаева основан на R-матрице

(37), не связанной с квантовыми алгебрами.

Коэффициент qΩ в уравнении (8) называется ко-

эффициентом оснащения (фрейминга). Он возника-

ет, когда мы рассматриваем узел, сделанный из лен-

ты. В этом случае первое движение Рейдемейсте-

ра разрешается с коэффициентом. В топологическом

оснащении, которое мы используем при определении

инвариантов АДО, матрицы R и W удовлетворяют

уравнению

Tr2(I ⊗W)R = I. (10)

Полиномиальный инвариант узла или зацепления

определяется как свертка всех операторов, связан-

ных с элементами на конкретной диаграмме.

Если мы выбираем универсальную R-матрицу в

представлении R алгебры Uq(slN), с помощью ме-

тода РТ мы вычисляем ненормированный полином

ХОМФЛИ-ПТ HK
R. Можно определить нормирован-

ный полином HK
R = HK

R/H◦
R, где H◦

R – ненормиро-

ванный полином неузла (тривиального узла).

Удобно использовать диаграммы узлов и зацепле-

ний в виде кос (рис. 4), которые существуют для лю-

бого узла и зацепления. В этом случае определение

инвариантов можно переформулировать в терминах

следа Маркова Trq (квантового следа) и оператора

W = MM, который называют весовой матрицей.

HK
R = Trq

∏

i

Ri = Tr

s
︷ ︸︸ ︷

W ⊗ · · · ⊗W
∏

i

Ri, (11)

где s – количество нитей в косе, в произведение вхо-

дят все пересечения в косе.

Рис. 4. Диаграммы зацепления Хопфа и трилистника в

виде кос

3. Представления Uq(sl2) в корнях из едини-

цы. Uq(sl2) порождается элементами e, f , k = qh и

k−1 = q−h, удовлетворяющими соотношениям

kk−1 = k−1k = 1, kek−1 = q2e, (12)

kfk−1 = q−1f, [e, f ] = ef − fe =
k − k−1

q − q−1
.

Универсальная R-матрица имеет следующий вид

R = P qh⊗h/2
∞∑

m=0

qm(m+1)/2(1 − q−2)m

[m]q!
em ⊗ fm,

(13)

и соответствующая весовая матрица совпадает с опе-

ратором k: W = k.

Когда q не является корнем из единицы, непри-

водимые конечномерные представления Lr алгебры

Uq(sl2) являются симметрическими представления-

ми, нумерованными диаграммами Юнга, состоящи-

ми из одной строки [r]. Lr – представления со стар-

шим и младшим весами, действующие на векторном

пространстве Vr+1 размерности r + 1 с базисными

векторами vi, i = {0, . . . , r}, где v0 и vr – векторы

старшего и младшего весов соответственно.

Lr(k)vi = qr−2ivi,

Lr(e)vi = [i]q[r − i+ 1]qvi−1, Lr(e)v0 = 0, (14)

Lr(f)vi = vi+1, Lr(f)vr = 0.

В этом случае фиксирован старший вес Lr(k)v0 =

= λv0, λ = qr. Условие, фиксирующее вес, возникает

при построении модуля Верма. Мы выбираем соб-

ственный вектор v0 оператора k, удовлетворяющий
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условию e v0 = 0. Остальные векторы модуля Вер-

ма получаем действием оператора f на v0: f v0 = v1,

f2 v0 = v2, . . . , f
n v0 = vn. Затем ищем инвариант-

ное подпространство с условием e vr+1 = 0, которое

является следующим:

[r + 1]q(λq
−r − λ−1qr) = 0. (15)

Это условие фиксирует вес λ только в том случае,

если [r + 1] 6= 0, а это означает, что когда q – корень

из единицы, существуют представления, в которых

вес произволен.

Пусть q – первообразный корень из единицы сте-

пени 2m, т.е. не существует p < 2m, для которого

qp = 1. В этом случае операторы em, fm и km явля-

ются центральными, что следует непосредственно из

определяющих соотношений (12). Центральность km

приводит к тому, что вес представлений размерности

m не фиксирован и является параметром представле-

ний. Тот факт, что em и fm являются центральными,

является причиной того, что появляются новые типы

представлений: циклическое и полуциклическое.

Существует четыре типа неприводимых пред-

ставлений (любое неприводимое представление

Uq(sl2) в корнях из единицы конечномерно):

1) Lr (14) при r ≤ m− 2;

2) циклические Ua,b,λ
m ;

3) полуциклические V a,λ
m = Ua,0,λ

m или V b,λ
m =

= U0,b,λ
m ;

4) нильпотентные представления Wλ
m = U0,0,λ

m .

Последние три представления имеют одинаковую

размерность m и могут быть описаны следующими

операторами, действующими в m-мерном векторном

пространстве Vm с базисом vi, i = 0, 1, . . . ,m− 1.

Uλ,a,b
m (k)vi = q−2iλvi, (16)

Uλ,a,b
m (e)vi =

(

ab+ [i]q
λq1−i − λ−1qi−1

q − q−1

)

vi−1, i > 0,

Uλ,a,b
m (e)v0 = avm−1,

Uλ,a,b
m (f)vi = vi+1, i < m− 1,

Uλ,a,b
m (f)vm−1 = bv0,

где a, b, λ – произвольные комплексные числа, λ 6= 0.

Можно проверить, что эти операторы удовлетворяют

определяющим соотношениям (12) алгебры Uq(sl2).

ПредставленияWλ
m позволяют получить нетриви-

альные R-матрицы и определять с их помощью ин-

варианты узлов и зацеплений, известные как АДО

или цветные инварианты Александера.

4. Инварианты АДО или цветные инвари-

анты Александера. Инварианты АДО узлов и за-

цеплений [11] можно определить методом РТ, кото-

рый применяется к (1, 1)-сплетениям – узлам и за-

цеплениям, у которых одна нить разрезана (рис. 5).

Рассмотрение сплетений вместо узлов и зацеплений

возможно проводить благодаря существующему вза-

имно однозначному соответствию между ними [20].

Этот важный шаг позволяет вычислять ненулевые

инварианты. Инварианты, которые вычисляются на

основе узлов и зацеплений, равны нулю из-за свойств

следа Маркова в представлениях Wλ
m.

Рис. 5. (1, 1)-сплетения зацепления Хопфа и трилист-

ника

Давайте определим инварианты АДО. Необходи-

мо сделать две важные модификации метода РТ.

Прежде всего, мы должны переопределить след

Маркова следующим образом:

Tr∗q · · · = Tr I ⊗
s−1

︷ ︸︸ ︷

W ⊗ · · · ⊗W . . . , (17)

т.е. опустить одну весовую матрицу, связанную с раз-

резанной нитью. Тогда нормировочный коэффици-

ент полиномов (ненормированный полином неузла)

равен классической размерности представления.

Переход от узлов и зацеплений к сплетениям за-

ставляет нас выбирать нить, которая будет разреза-

на и вносит асимметрию в определение инварианта.

Поэтому также необходимо ввести нормировочный

коэффициент. Коэффициент, вычисленный в [11] с

точностью до коэффициента нормировки qm, выгля-

дит следующим образом:

Ξsl2
m (λ1) =

m−2∏

i=0

{λ1q−i}, (18)

где {x} = x− x−1, λ1 – цвет разрезанной нити.
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Теперь мы можем определить инвариант АДО

ΦL
m(λ1, . . . ):

ΦL
m(λ1, . . . ) =

Tr I ⊗
s−2

︷ ︸︸ ︷

W ⊗ · · · ⊗W∏

iRi

Ξsl2
m (λ1)

. (19)

В этом определении R – универсальная R-

матрица в представлении Wλ
m алгебры Uq(sl2) в

корнях из единицы. В общем случае она зависит от

двух цветов λ1 = qµ1 и λ2 = qµ2 :

Rm(vµ1

i ⊗ vµ2

j )

=

m−1∑

n=0

qµ2(m−1−i+n)−µ1(j+n)+2(i−n)(j+n)+ n(n−1)
2

(q − q−1)n

[n]!
[i− n+ 1;n][µ1 − i+ n;n] (vµ2

j+n ⊗ vµ1

i−n)

(20)

и

Wm vµi = q−µ(m−1)−2ivi = q−µmkvµi . (21)

Инварианты АДО ΦL
m связаны с полиномами

Александера и Джонса. Для простоты определим по-

линомы АДО узлов и одноцветных зацеплений:

Φ̂L
m(λ) = ΦL

m(λ) Ξsl2
m (λ), (22)

тогда

Φ̂K
2 (λ) = AK(q = λ), (23)

т.е. полиномы АДО для 4-го корня из единицы сов-

падают с полиномами Александера узлов, а инвари-

анты АДО для 4-го корня из единицы совпадают с

полиномами Александера от многих переменных (по-

линомами Александера зацеплений)

ΦL
2 (λ1, . . . ) = ∆L(λ1, . . . ), (24)

поэтому инварианты АДО также называют цветны-

ми инвариантами Александера.

Связь с полиномами Джонса следующая:

Φ̂Λ
m(λ = qm−1) = JL

[m−1](q)
∣
∣
∣
q2m=1

, (25)

где JL
[m−1](q) – нормированные полиномы Джонса в

представлении Lm−1. Это следует из того, что пред-

ставления Wλ
m совпадают с представлениями Lm−1

при правильном выборе значения веса λ = qm−1.

Недавнее исследование С. Уиллетса [21] показало,

что инварианты АДО и цветные полиномы Джонса

можно обобщить с помощью универсального инвари-

анта узла, который содержит в себе оба инварианта:

АДО и Джонса. И существует отображение, позво-

ляющее получить инварианты АДО из цветных по-

линомов Джонса.

5. Обобщение инвариантов АДО на алгеб-

ру Uq(slN ). Полиномы Джонса были обобщены на

полиномы ХОМФЛИ-ПТ, и аналогичным образом

инварианты АДО можно обобщить на инварианты

PL
m,N(λ

(j)
i ), связанные с представлениями алгебры

Uq(slN ) (3) в корнях из единицы.

Пусть q – первообразный корень из единицы сте-

пени 2m. В этом случае структура представления

Uq(slN ) [22] очень похожа на структуру представле-

ния Uq(sl2), которую мы обсуждали ранее. Опера-

торы Km
i центральны и существуют представления

размерности mN(N−1)/2 с произвольными весами –

нильпотентные представления Wλi

m,N с N − 1 пара-

метрами λi. Среди представлений Uq(slN ) появляют-

ся также циклические и полуциклические представ-

ления, так как Em
i и Fm

i центральны, но эти пред-

ставления не дают нетривиальных инвариантов уз-

лов и зацеплений [13]. Представления Wλi

m,N связаны

с нетривиальными инвариантами, которые мы обо-

значаем PL
m,N (λ

(j)
i ).

Определение инвариантов PL
m,N (λ

(j)
i ) повторяет

определение инвариантов АДО. Мы раскрашиваем

зацепление, состоящее из l компонент, представлени-

ями W
λ
(j)
i

m,N (j = 1, . . . , l), зависящими от наборов па-

раметров λi (i = 1, . . . , N − 1), делаем его проекцию

на плоскость и разрезаем одну нить на диаграмме.

Затем мы применяем метод РТ к (1, 1)-сплетениям и

получаем полиномы PL
m,N (λ

(j)
i ). В качестве операто-

ров R и W в методе РТ используются универсаль-

ная R-матрица (4) и оператор W в представлениях

Wλi

m,N . Оператор W имеет следующий вид:

W = q2hρ , hρ =
1

2

∑

α∈Φ+

hα. (26)

Нам также необходимо нормировать полиномы

PL
m,N(λ

(j)
i ), чтобы восстановить симметрию между

компонентами зацепления. Если цвет открытой ком-

поненты λ(1) (рис. 6), то нормировочный коэффици-

ент Ξm,N (λ(1)) равен

Ξm,N (λ(1)) =
∏

α∈Φ+
N

ξm(λ(1)α q|α|), (27)

где α – положительные корни Φ+
N алгебры slN , α =

∑j
k=i αk (i ≤ j < N), αk – простые корни slN ,

|α| = j − i. Определение ξm(λ) повторяет опреде-
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Рис. 6. Цветное (1, 1)-сплетение, соответствующее за-

цеплению Хопфа

ление нормировочного коэффициента инвариантов

АДО (18):

ξm(λ) =

m−2∏

i=0

{λq−i}. (28)

Теперь мы можем определить инварианты

PL
m,N (λ

(j)
i ) в корнях из единицы с параметрами

λ
(j)
i (i = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . , l, l – количество

компонентов в зацеплении), λ
(1)
i – цвет открытой

компоненты:

PL
m,N (λ

(j)
i ) =

PL
m,N (λ

(j)
i )

Ξm,N (λ
(1)
i )

. (29)

Инварианты PL
m,N(λ

(j)
i ) совпадают с полиномами

ХОМФЛИ-ПТ в представлениях Rm,N , соответству-

ющих диаграммам Юнга [(N−1)(m−1), (N−2)(m−
−1), . . . , (m−1)], когда параметры λ

(j)
i совпадают со

старшими весами представления Rm,N :

PL
m,N (λ

(j)
i = qm−1)

∣
∣
∣
q2m=1

= HL
Rm,N

(A = qN , q)
∣
∣
∣
q2m=1

.

(30)

Инварианты PL
m,N (λ

(j)
i ) также связаны с полинома-

ми Александера, однако соотношения не так просты,

как в случае инвариантов АДО. Они перечислены в

[13]. Например, для N = 3:

PK
2,3 (λ1, λ2 = 1) = AK(λ21), (31)

PK
3,3 (q, λ1, λ2 = 1) = AK(λ1)AK(λ31). (32)

Инварианты PL
m,N(λ(j)) совпадают с инвариантами

АДО ΦL
m(λ(1), . . . ) при N = 2.

6. Инвариант Кашаева. Существует другой

тип инварианта узла, определенный для перемен-

ной, равной корню из единицы, определение которо-

го не опирается на представления квантовых алгебр.

В этом разделе мы обсуждаем инвариант Кашаева

〈K〉m,N .

Инвариант Кашаева был определен Ринатом Ка-

шаевым в его работе [10] для так называемых длин-

ных узлов. Он основан на R-матрице, полученной из

решений соотношения пентагона, которая зависит от

переменной ω, равной корню из единицы, и двух це-

лочисленных спектральных параметров (m и n), свя-

занных с двумя цветами на двух нитях в пересече-

нии. Для определения инварианта Кашаев использу-

ет метод РТ, примененный к (1, 1)-сплетениям – дву-

мерным проекциям длинных узлов. Длинные узлы –

это трехмерные аналоги (1, 1)-сплетений. По опреде-

лению длинный узел – это вложение f : R −→ R3 и

существуют a, b ∈ R такие, что f(t) = (0, 0, t) для

любых t < a или t > b. Вычисление инвариантов

длинных узлов позволяет избежать проблемы с нор-

мировочным коэффициентом.

Для определения инварианта Кашаева нужно

сделать следующие шаги. Прежде всего фиксируем

первообразный корень из единицы ω порядка N , рас-

крашиваем нити узла или зацепления целыми числа-

ми ni: 0 ≤ ni < N , делаем двумерную проекцию на

плоскость, расставляем R-матрицы и операторы то-

чек поворота в соответствии с приведенными ниже

правилами и суммируем по всем индексам. Инвари-

антность полученной суммы показана в [9].

〈i, j|r(m,n)|k, l〉 = Vi,j−m,k−n,l(ω)ω
k−l−n+(k−i−n)m,

(37)

где

Vi,j,k,l(ω) :=

NθN ([j − i− 1]N + [l − k]N )θN [(i− l]N + [k − j]N )

(ω̄)[j−i−1]N (ω)[i−l]N (ω̄)[l−k]N (ω)[k−j]N

(38)
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и [k]n = kmodn, θn(k) = δk,[k]n , (x)n =
∏n

k=1(1− xk).

Как было сказано ранее, для определения инва-

рианта Кашаева мы основываем наши вычисления

на (1, 1)-сплетениях и получаем матричный инвари-

ант. Это инвариант равен единичной матрице N×N ,

умноженной на цветной полином Джонса в (m + 1)-

мерном представлении Lm (14) (соответствующем

диаграмме Юнга [m]), вычисленный в точке q = ω:

〈K〉N,m = J[m](ω)IN . (39)

Этот результат является гипотезой, основанной на

рассмотрении различных примеров. Несмотря на то,

что Кашаев построил R-матрицу, не основанную на

представлениях Uq(sl2), полученный инвариант сов-

падает с полиномом Джонса.

7. Заключение. В этом письме мы рассмотре-

ли разные инварианты узлов и зацеплений в корнях

из единицы. Среди них цветные полиномы Джон-

са и ХОМФЛИ-ПТ (11), вычисленные в корнях из

единицы, инварианты АДО или цветные инвариан-

ты Александера и их обобщение, а также инвариант

Кашаева.

Все эти инварианты можно определить и вычис-

лить методом РТ, однако для определения инвари-

антов в корнях из единицы необходимо модифици-

ровать метод: вместо узлов и зацеплений рассматри-

вать (1, 1)-сплетения и вводить нормировочный ко-

эффициент (18), (27).

Мы определили инварианты АДО (19). Они зави-

сят от переменной, равной корню из единицы и про-

извольного параметра и соответствуют нильпотент-

ным представлениям с параметрами алгебры Uq(sl2)

в корнях из единицы. Инварианты АДО связаны с

полиномами Джонса (25) и Александера (22) и, со-

гласно последним исследованиям, эквивалентны по-

линомам Джонса [21].

Мы также обсудили инварианты Кашаева, кото-

рые определяются с помощью R-матрицы с целочис-

ленными параметрами, которая зависит от перемен-

ной, равной корню из единицы, и не определяется с

помощью представлений Uq(slN ). Полученный поли-

ном, предположительно, совпадает с цветным поли-

номом Джонса (39).

Это письмо также содержит краткое изложение

определения инвариантов PL
m,N (λ

(j)
i ) (30), являю-

щихся обобщением инвариантов АДО. Это новый

тип инвариантов, определенных для нильпотентных

представлений с параметрамиWλi

m,N алгебры Uq(slN )

в корнях из единицы. Они связаны с полиномами

ХОМФЛИ-ПТ (30) и Александера (31), (32) [13].

Остается вопрос, являются ли эти инварианты неза-

висимыми или они эквивалентны цветным полино-

мам ХОМФЛИ-ПТ.
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В U(3) × U(3) киральной модели Намбу–Иона–Лазинио вычислены полные сечения процессов

e+e− → a1π и e+e− → [K1(1270), K1(1400)]K. В настоящее время экспериментальные данные по иссле-

дуемым процессам отсутствуют, поэтому полученные теоретические результаты следует рассматривать

как предсказания.

DOI: 10.31857/S1234567822160017, EDN: jhagis

1. Введение. Ускорители, использующие встреч-

ные e+e− пучки, являются хорошим инструментом

для изучения внутренних свойств и взаимодействия

мезонов в широком спектре энергий. При низких

энергиях было получено много важных результа-

тов в экспериментах на LEP (ЦЕРН), ВЭПП (ИЯФ

им. Г. И. Будкера), PEP II (BaBar, SLAC), Belle

(KEK) и др. За последнее время были построены и

планируются ряд новых электрон-позитронных кол-

лайдеров, позволяющих исследовать взаимодействия

элементарных частиц при более высоких энергиях и с

большой статистикой (Belle II, BESIII, Super Charm-

Tau Factory и др.). На указанных ускорителях уже

сделан ряд важных открытий, в частности, откры-

ты новые частицы с массами тяжелее 2 ГэВ [1–6].

Однако, в области более низких энергий до сих пор

остаются нерешенным целый ряд вопросов. В част-

ности, это касается исследований некоторых важных

свойств аксиально-векторных мезонов. Например, не

были исследованы процессы e+e− → a1π и e+e− →
→ [K1(1270),K1(1400)]K. Изучение этих процессов

представляет большой интерес поскольку в случае с

a1 мезоном до сих пор нет точного определения как

массы этого мезона, так и ширины распада [7, 8]. В

то же время, экспериментально достаточно точно из-

мерен процесс e+e− → π+π−π0π0, где важную роль

играют промежуточные каналы с ωπ и a1π мезона-

ми [9–11]. Важность детального понимания этих про-

цессов обусловлена тем, что они дают существенный

1)e-mail: volkov@theor.jinr.ru; nurlan@theor.jinr.ru

вклад в определение аномального магнитного момен-

та мюона [12, 13].

В случае странных аксиально-векторных мезо-

нов интерес представляет изучение смешивания со-

стояний K1A и K1B. Кроме того, наши теоретиче-

ские исследования процессов e+e− → K1(1270)K и

e+e− → K1(1400)K мотивированы недавними изме-

рениями на ВЭПП в ИЯФ им. Г.И. Будкера, где бы-

ло показано, что полное сечение процесса e+e− →
→ K+K−π+π− на 50−90% определяется промежу-

точными каналами K1(1270, 1400)K [14]. Независи-

мое рассмотрение двух каналов относительно друг

друга позволяет более детально изучить вышеука-

занный процесс.

В настоящей работе мы даем теоретические оцен-

ки полных сечений процессов e+e− → a1π и e+e− →
→ K1(1270, 1400)K в области энергий до 2 ГэВ в рам-

ках U(3)×U(3) киральной кварковой модели Намбу–

Иона–Лазинио (НИЛ) [15–23].

Статья построена следующим образом. Во вто-

рой главе приведены кварк-мезонные лагранжианы,

необходимые для описания процессов. В главе 3 по-

казаны амплитуды и сечения процессов. Последняя

глава 4 посвящена краткому обсуждению получен-

ных результатов.

2. Эффективный кварк-мезонный лагран-

жиан. Для описания процессов e+e− → a1π и

e+e− → (K1(1270, 1400))K будем использовать эф-

фективный кварк-мезонный лагранжиан, получен-

ный в расширенной модели НИЛ. Модель опи-

сывает псевдоскалярные, векторные и аксиально-
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векторные мезоны в основном и первом радиально-

возбужденном состоянии. Лагранжиан взаимодей-

ствия кварков с мезонами принимает вид [21, 23]:

∆Lint = q̄
∑

i=0,±

[

iAπγ
5λπi π

i +
1

2
Aa1γ

µγ5λρi a
i
1µ +

+ iAKγ
5λKi K

i +
1

2
AK1γ

µγ5λKi K
i
1µ

]

q +

+ q̄

[
1

2
γµλωi (Aωωµ +Bωωµ) +

+
1

2
γµλφ(Aφφµ +Bφφµ) +

1

2
γµλρ(Aρρµ +Bρρ

′
µ)

]

q,

(1)

где q и q̄ – поля u-, d- и s-кварков с составляющи-

ми массами mu = md = 270МэВ, ms = 420МэВ;

матрицы λ являются линейными комбинациями мат-

риц Гелл–Манна. Первые радиально возбужденные

мезонные состояния отмечены штрихом. Мезоны в

основном и первом радиально-возбужденном состо-

янии связаны с кварковыми полями множителями

AM и BM [23]

AM = A0
M ×

×
[

gM sin(θM + θ0M ) + g
′

MfM (k2⊥) sin(θM − θ0M )
]

,

BM = −A0
M ×

×
[

gM cos(θM + θ0M ) + g
′

MfM (k2⊥) cos(θM − θ0M )
]

,

(2)

где A0
M = 1/ sin(2θ0M ), fM

(
k2⊥

)
=

(
1 + dMk

2
⊥

)
Θ(Λ2 −

−k2⊥) – формфактор, описывающий первые радиаль-

но возбужденные состояния. Параметр наклона dM
зависит только от кваркового состава мезона [23], k –

относительный импульс кварков в мезоне. Индекс M

указывает соответствующий мезон. Углы смешива-

ния θM , возникающие в результате диагонализации

исходного лагранжиана, принимают значения:

θρ = θω = θa1 = 81.8◦, θK = 58.11◦,

θK1 = 84.74◦, θφ = 68.4◦,

θ0ρ = θ0ω = θ0a1
= 61.5◦, θ0K = 55.52◦,

θ0K1
= 59.56◦, θ0φ = 57.13◦. (3)

В случае пионов можно принять θπ ≈ θ0π ≈
≈ 59.12◦ [23].

Константы перенормировки мезонных полей при-

нимают вид

gπ =

√

Zπ

4I20
, gρ = ga1 =

√
3

2I20
,

gK =

√

ZK

4I11
, gK1 =

√
3

2I11
,

g
′

π =

√

1

4If
2

20

, g
′

ρ = g
′

a1
=

√

3

2If
2

20

,

g
′

K =

√

1

4If
2

11

, g
′

K1
=

√

3

2If
2

11

, (4)

где Zπ и ZK – дополнительные константы перенор-

мировки, возникающие при учете переходов π− a1 и

K −K1 [21, 23].

Интегралы, фигурирующие в определении кон-

стант связи, имеют вид

If
m

n1n2
= −i Nc

(2π)4
×

×
∫

fm(k2⊥)

(m2
u − k2)n1(m2

s − k2)n2
Θ(Λ2 − k2⊥)d

4k, (5)

где Λ = 1.03 ГэВ – параметр ультрафиолетового об-

резания [23].

3. Амплитуды и полные сечения процессов

e+e− → a1π и e+e− → (K1(1270, 1400))K. Диаграм-

мы, описывающие процесс e+e− → a1π, представле-

ны на рис. 1 и 2.

Рис. 1. Контактная диаграмма процесса e+e− → a1π

Рис. 2. Диаграмма с промежуточными ρ и ρ′ мезонами

для процесса e+e− → a1π
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Полная амплитуда процесса e+e− → a1π в рас-

ширенной модели НИЛ принимает вид:

M(e+e− → a1π) =

=
16παem

s
mugπlµ

[

B(γ) +B(ρ+ρ′)

]

µν

eν(a1), (6)

где s = (p(e−) + p(e+))2, lµ = ēγµe – лептонный

ток. Члены в квадратной скобке в полученной ам-

плитуде описывают вклады от контактной диаграм-

мы и от диаграмм с промежуточными ρ и ρ′ ме-

зонами. Значения масс и ширин мезонов взяты из

PDG [24]. Для вычисления кварковых петель ис-

пользуются методы, отработанные в модели НИЛ

и успешно апробированные на других физических

процессах [21, 23]. Петлевые интегралы разлагаются

по импульсам внешних полей и сохраняются толь-

ко логарифмический расходящиеся части. Учет та-

ких членов позволяет сохранить киральную симмет-

рию в модели [17]. В частности, в описании процес-

са e+e− → a1π основные вклады вносят члены, со-

держащие логарифмический расходящиеся интегра-

лы IM,...,M ′,...
20 . Использование этих интегралов при-

вело к успешному описанию распада τ → π[ρ, ρ′]ντ
[23, 25].

Вклад от контактной диаграммы имеет вид

B(γ)µν = gµνI
a1
20 . (7)

Сумма вкладов векторных ρ и ρ′ мезонов прини-

мает вид

B(ρ+ρ′)µν =
Cρ

gρ

gµνs− pµpν
M2

ρ − s− i
√
sΓρ

Iρa1

20 +

+
Cρ′

gρ

gµνs− pµpν
M2

ρ′ − s− i
√
sΓρ′

Iρ
′a1

20 , (8)

где rρ = 1/2. Константы Cρ и Cρ′ появляются в квар-

ковых петлях перехода γ → ρ(ρ′)

Cρ = A0
ρ

[

sin(θρ + θ0ρ) +Rρ sin(θρ − θ0ρ)

]

,

Cρ′ = −A0
ρ

[

cos(θρ + θ0ρ) +Rρ cos(θρ − θ0ρ)

]

, (9)

где Rρ ≈ 0.55 [23].

Интегралы с вершинами из лагранжиана (1) в

числителе, которые также использовались в ампли-

туде, принимают вид:

IM,...,M
′
,...

n1n2
= −i Nc

(2π)4
×

×
∫

AM . . . BM . . .

(k2 −m2
u)

n1(k2 −m2
s)

n2
Θ(Λ2 − k2⊥)d

4k, (10)

где AM , BM определены в (2).

Рис. 3. Сечение процесса e+e− → a1π

Вычисленное в модели НИЛ сечение процесса

e+e− → a1π приведено на рис. 3.

Рассмотрим теперь процессы с рождени-

ем странных мезонов e+e− → K1(1270)K и

e+e− → K1(1400)K. Соответствующие диаграм-

мы представлены на рис. 4 и 5. Здесь важную

Рис. 4. Контактная диаграмма процесса e+e− → K1K

Рис. 5. Диаграмма с промежуточными векторными ме-

зонами в основном и первом радиально-возбужденном

состоянии для процесса e+e− → K1K

роль играет учет смешивания аксиально-векторных

состояний K1A и K1B. Такое смешение описывается

следующей формулой [17, 26–29]

K1(1270) = K1A sinα+K1B cosα,

K1(1400) = K1A cosα−K1B sinα. (11)

Мезон K1, входящий в лагранжиан (1), соот-

ветствует состоянию K1A. Для состояния K1B,

не описываемого моделью НИЛ, применим следую-

щую вершину его взаимодействия с кварками [17]:
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L =
gB
2

∑

j=0,±

Kµj
1B

(

q̄λKj γ
5

↔
∂µ q

)

, (12)

где константа связи определяется следующим обра-

зом [29]:

gB = (I10 + I01)
−1/2

. (13)

Заметим, что интегралы, входящие в определение

(13), регуляризуются параметром обрезания модели

НИЛ [29, 30].

В результате для полной амплитуды процесса

e+e− → K1(1270)K с учетом смешивании K1A и K1B

получаем

M(e+e− → K1(1270)K) = (14)

=
8παem

s
lµ

[

Bγ +Bρ+ρ′ +Bω+ω′ + eiπBφ+φ′

]

µν

eν(K1).

Здесь мы берем фазу в соответствии с экспери-

ментами [31, 32] (фактор eiπ для φ и φ′ мезонов).

Члены в квадратной скобке в амплитуде описывают

вклады от контактной диаграммы и от диаграмм

с промежуточными ρ, ω и φ мезонами в основном

и первом радиально-возбужденном состоянии. Во

всех диаграммах учитываются вклады от аксиально-

векторных состоянии K1A и K1B. Здесь основные

вклады от кварковых петель вносят члены, содер-

жащие логарифмический расходящиеся интегралы

с участием s-кварка IM,...,M ′,...
11 . Такие интегралы

ранее использовались для описания распадов τ →
→ [ω, φ]Kντ [23]. Более сложные выражения полу-

чаются при описании переходов V → K1BK. Здесь

возникают, дополнительно, квадратично расходящи-

еся интегралы. Вычисления кварковых петель с уча-

стием мезона K1B выходят за рамки модели и здесь

мы для оценки интегралов по аналогии модели НИЛ

сохраняем расходящиеся части [23, 30].

Для вклада от контактной диаграммы получаем

B(γ)µν
= i(ms +mu) sinαI

K1K
11 gµν + gBgK cosα×

[
2

3

(
I10 −

(
(ms −mu)

2 +m2
u

)
I11 − 2m2

u(ms −mu)I21
)

(15)

+
1

3

(
I01 −

(
(mu −ms)

2 +m2
s

)
I11 −

− 2m2
s(mu −ms)I12

)
]

gµν . (16)

Вклады промежуточных векторных мезонов име-

ют вид

B(V+V ′)µν = rV

[
CV

gV

gµνs− pµpν
M2

V − s− i
√
sΓV

×

× (i sinαCV K1AK + cosαCV K1BK) +

+
CV ′

gV

gµνs− pµpν
M2

V ′ − s− i
√
sΓV ′

×

× (i sinαCV ′K1AK + cosαCV ′K1BK)

]

, (17)

где V = ρ, ω, φ и V ′ = ρ′, ω′, φ′ векторные мезоны;

rρ = 1/2, rω = 1/6, rφ = 1/3;

CV K1AK = (ms +mu)I
V K1K
11 ,

CV ′K1AK = (ms +mu)I
V ′K1K
11 . (18)

Константы, описывающие вклады мезона K1B в

промежуточные каналы, принимают вид

CρK1BK = gB

[

IρK10 −
(
(ms −mu)

2 +m2
u

)
IρK11 −

− 2m2
u(ms −mu)I

ρK
21

]

, (19)

Cρ′K1BK = gB

[

Iρ
′K

10 −
(
(ms −mu)

2 +m2
u

)
Iρ

′K
11 −

− 2m2
u(ms −mu)I

ρ′K
21

]

. (20)

Константы CφK1BK и Cφ′K1BK получаются пу-

тем замены mu → ms и соответствующих вершин

ρ→ φ, ρ′ → φ′ в формулах (19) и (20).

Полная амплитуда для процесса e+e− →
→ K1(1400)K получается путем замены sinα → cosα

и массы MK1(1270) →MK1(1400) в амплитуде (14).

Предсказания, полученные в модели НИЛ, для

полных сечений процессов e+e− → K1(1270)K и

e+e− → K1(1400)K приведены на рис. 6 и 7. Неопре-

деленности расчетов, проведенных в U(3)×U(3) ки-

ральной кварковой модели НИЛ, можно оценить на

уровне 15% [23].

Заключение. В настоящее время для процес-

сов e+e− → a1π, e+e− → K1(1270)K и e+e− →
→ K1(1400)K нет экспериментальных данных. Одна-

ко, эти процессы могут играть важную роль в каче-

стве промежуточных каналов в процессах с рождени-

ем четырех псевдоскалярных мезонов в конечном со-

стоянии. Это такие процессы, как e+e− → π+π−2π0

и e+e− → K+K−π+π− [9, 10, 11, 14, 33].

Эксперименты по измерению сечения процесса

e+e− → π+π−2π0 проводились в диапазоне энергий

1.05− 1.38 ГэВ на детекторе CMD-2 в ВЭПП [9, 10].

Результаты детальных анализов процесса показал,
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Рис. 6. Сечение процесса e+e− → K1(1270)K

Рис. 7. Сечение процесса e+e− → K1(1400)K

что доминирующий вклад в сечение вносят проме-

жуточные состояния ωπ и a1π. Также было установ-

лено, канал с a1π мезонами играет важную роль при

описании экспериментальных спектров инвариант-

ных масс и угловых распределений [9]. В более позд-

них экспериментах BaBar также отмечалась замет-

ная роль канала a1π, однако, отдельно данный канал

не был измерен из-за большой ширины резонанса a1
[11]. В то же время, вклад канала c ωπ мезонами был

исследован более точно в широком диапазоне энер-

гий до 4.5 ГэВ. Заметим, что процесс e+e− → ωπ

ранее уже описывался в модели НИЛ в удовлетво-

рительном согласии с экспериментальными данными

[34]. Приведенные эксперименты показывают важ-

ность изучения процесса e+e− → a1π в дальнейших

исследованиях при наличии большой статистики.

Что касается процессов с рождением странных

мезонов, в недавних экспериментах по измерению

полного сечения процесса e+e− → K+K−π+π−

установлено, что основными промежуточными ме-

ханизмами являются e+e− → (K1(1270, 1400))K.

Вклад этих каналов в полное сечение составляет

около 50−90% [14]. Вследствие того, что резонан-

сы K1(1270) и K1(1400) являются широкими, их сме-

шивание не принималось во внимание при проведе-

нии экспериментов при энергий < 2 ГэВ. Однако, рас-

смотрение процессов e+e− → K1(1270)K и e+e− →
→ K1(1400)K независимо друг от друга позволяет

более детально изучить вышеуказанные процессы.

Интересно отметить, что механизмы рождения

мезонов в процессах электрон-позитронных столкон-

вений и τ -лептонных распадах достаточно близки

и могут быть описаны в едином подходе. В по-

следние годы в модели НИЛ были описаны целый

ряд τ -распадов, в частности, с участием аксиально-

векторных мезонов K1(1270) и K1(1400) [22, 23].

Причем в распадах с участием странных мезонов

τ → [Kω,Kφ,K∗π,K∗η]ντ аксиально-векторный ка-

нал вносил основной вклад в ширину распада. Так-

же, важную роль играет учет смешивания состоянии

K1A и K1B. В указанных τ распадах в модели НИЛ

удалось получить удовлетворительное согласие с экс-

периментальными данными [23]. Это позволяет наде-

яться на достоверность полученных в данной работе

предсказаний для процессов e+e− аннигиляции.

Авторы благодарят профессора А. Б. Арбузова за

полезные обсуждения.
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В статье приводятся полные однопетлевые электрослабые радиационные поправки к сечению процес-

са e+e− → µ−µ+(τ−τ+), рассчитанные с помощью системы SANC. Вклады высших порядков излучения

в начальном состоянии вычислены в формализме структурных функций КЭД. Численные результаты

приведены для энергий в системе центра масс
√
s = 5, 7 ГэВ для различных степеней поляризации на-

чальных частиц. Это исследование является вкладом в исследовательскую программу проекта Супер

чарм-тау фабрики, который рассматривается для реализации в Сарове, Россия.

DOI: 10.31857/S1234567822160029, EDN: jhblwu

1. Введение. Процессы электрон-позитронной

аннигиляции — это мощный инструмент для изуче-

ния свойств элементарных частиц. В частности, со-

временные e+e− коллайдеры, такие как VEPP-2000

(Новосибирск), BEPC II (Пекин), KEKB (Цукуба) и

др., хорошо подходят для получения адронов и изу-

чения их с высокой точностью. Существенные плю-

сы электрон-позитронных коллайдеров — это хоро-

шее отношение сигнал-шум, высокие производитель-

ность и разрешение. Постоянно увеличивающаяся

экспериментальная точность создает вызов для тео-

рии, требуя все более и более аккуратных предска-

заний. Например, текущие и предстоящие экспери-

менты SuperKEKB [1], BES-III [2], Супер чарм-тау

фабрика (Super Charm-Tau Factory) [3] и Super Tau-

Charm Facility [4] нацелены на достижение погреш-

ности в единицы промилле в измерениях светимости.

Это требует новых теоретических результатов с уче-

том пертурбативных поправок высших порядков и

других эффектов, включая и вклады электрослабых

взаимодействий.

Другим важным преимуществом e+e− коллай-

деров является то, что на них возможно использо-

вать поляризованные пучки частиц. Несколько бу-

1)e-mail: bondarenko@jinr.ru

дущих проектов установок учитывают использова-

ние, по крайней мере, продольно поляризованных

пучков электронов. Это откроет новые возможно-

сти для высокоточных исследований физики оча-

рованного кварка и тау-лептона. Будет достигну-

та высокая точность и в проверке лептонной уни-

версальности, и в поисках CP-нарушения. Измеряя

асимметрию вправо-влево, можно будет получить но-

вую независимую оценку эффективного электросла-

бого (ЭС) параметра смешивания sin2 θW в допол-

нение к исследованиям при более высоких энерги-

ях. Измерения с поляризованными пучками также

нужны для уточнения элементов матрицы Кабиббо–

Кобаяши–Маскавы, изучения КХД и экзотических

адронов при низких энергиях, поиска новой физики

и обширного изучения физики двухфотонного вза-

имодействия. Команда SuperKEKB (коллаборация

Belle) [5] рассматривает возможность добавить про-

дольную поляризацию для пучка электронов при мо-

дернизации [6, 7]. Это серьезно расширит возможно-

сти коллайдера для исследования сектора ЭС взаи-

модействия.

Эксперимент BES-III достиг более 35 фб−1 инте-

гральной светимости при энергиях от 2.0 до 4.94 ГэВ

в системе центра масс (с.ц.м.). Модернизация BES-

III увеличит пиковую светимость в 3 раза для энер-

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022 197



198 А. Б. Арбузов, С. Г. Бондаренко, Е. В. Дыдышко и др.

гии пучка от 2.0 до 2.8 ГэВ (энергия в с.ц.м. от 4.0

до 5.6 ГэВ). Будущие фабрики очарованных квар-

ков и тау-лептонов (проект Супер чарм-тау фабри-

ки [3] и Современная электрон-позитронная установ-

ка с высокой интенсивностью (High Intensity Electron

Positron Advanced Facility, HIEPAF) [4]) представ-

ляют собой ускорительные комплексы для измере-

ний в диапазоне от 2 до 5(7) ГэВ со светимостью до

1035 см−2 с−1 и продольной поляризацией. Они будут

обеспечивать до 1 аб−1 интегральной светимости в

год.

В связи с перечисленными задачами, одним из

наиболее востребованных процессов для теорети-

ческой поддержки эксперимента и моделирования

является процесс аннигиляции в лептонную па-

ру. Он используется как для оценки светимости

коллайдеров, так и в физической программе иссле-

дований. Различные экспериментальные установки,

работающие при низких энергиях, которые планиру-

ются или уже запущены, требуют соответствующего

программного обеспечения для получения теорети-

ческих предсказаний. В настоящее время наиболее

продвинутыми и широко используемыми генерато-

рами с радиационными поправками на однопетле-

вом уровне точности для оценки данного процес-

са при низких энергиях являются: BabaYaga [8–11],

KKMC [12, 13], и MCJPG [14]. Недавно появился новый

Монте-Карло генератор [15] для моделирования рож-

дения лептонных пар и распадов тау-лептонов при

энергиях вплоть до 11 ГэВ.

Монте-Карло генератор событий ReneSANCe [16] и

интегратор МСSANCee проекта SANC – это относитель-

но новые инструменты. Их можно использовать в

описанном промежутке энергий для моделирования

процессов аннигиляции в лептонную пару и Баба-

рассеяния на электрон-позитронных коллайдерах. С

помощью этих программ можно оценить полные од-

нопетлевые КЭД и ЭС радиационные поправки. Так-

же реализованы некоторые поправки высших поряд-

ков. Кроме того, эти инструменты позволяют полу-

чать результат в полном фазовом объеме и учиты-

вать продольную поляризацию пучков. Чтобы соот-

ветствовать высокой точности текущих и будущих

экспериментов, мы планируем реализовать следую-

щие за ведущими КЭД радиационные поправки.

В этой статье мы анализируем эффекты,

обусловленные электрослабыми радиационны-

ми поправками и поляризацией сталкивающихся

пучков с помощью программного обеспечения

SANC. Мы рассматриваем процессы электрон-

позитронной аннигиляции в лептонные пары с

учетом произвольной продольной поляризации

начальных частиц (χi соответствуют спиральностям

частиц)

e+(p1, χ1) + e−(p2, χ2) →
→ l−(p3, χ3) + l+(p4, χ4)(+γ(p5, χ5)), (1)

где l = µ, τ . Мы рассматриваем эксперименты при

относительно низких энергиях в с.ц.м. вплоть до

7 ГэВ, что соответствует условиям Супер чарм-тау

фабрики. Наша цель – проанализировать величи-

ну различных вкладов радиационных поправок, оце-

нить результирующую теоретическую неопределен-

ность и проверить необходимость включения других

поправок более высокого порядка.

Статья организована следующим образом. В раз-

деле 2 мы обсуждаем различные вклады в сечения.

В разделе 3 приводятся соответствующие численные

результаты для полного и дифференциального се-

чений. Мы рассматриваем подробно все возможные

вклады в сечения при энергиях в с.ц.м.
√
s = 5 и

7ГэВ. Численные оценки проведены с учетом поля-

ризации пучков частиц. В разделе 4 мы анализируем

полученные результаты.

2. Статус радиационных поправок при низ-

ких энергиях в SANC. В ходе подробного анализа

мы разделяем вклады в полное сечение на несколько

частей: сечение на борновском уровне, ЭС поправ-

ки, вклады поляризации вакуума и многофотонного

излучения.

Борновский уровень. Мы оцениваем вклад бор-

новского сечения (leading order, LO) для двух слу-

чаев: 1) только с фотонным обменом σBorn
QED(γ) и 2) с

одновременным фотонным и Z-бозонным обменом

σBorn
QED(Z/γ).

Электрослабые поправки. Мы уже подробно опи-

сали технику и результаты аналитических расчетов

скалярных формфакторов и спиральных амплитуд

процесса (1) в нашей недавней работе [17]. Для ЭС

поправок мы вычисляем следующие вклады и вво-

дим для них обозначения:

• Уровень КЭД.

Калибровочно-инвариантные наборы КЭД по-

правок оцениваются отдельно, т.е. излучение из на-

чального состояния (ISR), излучение из конечного

состояния (FSR), и интерференция излучения из на-

чального и конечного состояний (IFI).

• Слабые поправки и поправки высших порядков.

При низких энергиях вклад слабого взаимодей-

ствия обычно мал, поскольку он подавляется соотно-
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шением s/M2
Z. Но для высокоточных измерений они

все еще могут быть численно значимы. Мы сочли це-

лесообразным объединить вклады одного и того же

порядка малости, т.е. слабые поправки и поправки

высших порядков. Соответствующие относительные

вклады будут далее обозначены как δweak и δho. Мы

также различаем здесь два варианта: 1) полная од-

нопетлевая поправка δweak, где учитываются чисто

слабое взаимодействие и вклад поляризации вакуума

(VP)2); и 2) вклад чистого слабого взаимодействия

δweak - VP = δweak − δVP.

Мы оцениваем ведущие ЭС поправки высшего по-

рядка δho к четырехфермионным процессам с помо-

щью параметров ∆α и ∆ρ. Подробное описание того,

как этот вклад учитывается в SANC, представлено в

работе [18].

Поляризация вакуума.

Мы рассматриваем два варианта при учете вкла-

да поляризации вакуума: δVP
1 , где для адронной ча-

сти поляризации вакуума ∆α
(5)
had(MZ) используется

параметризация со вспомогательными массами квар-

ков; и δVP
2 – вариант, использующий общедоступные

версии библиотеки AlphaQED [19].

Мультифотонные эффекты.

Реализация в SANC мультифотонных эффектов,

т.е. ISR и FSR в приближении ведущих логарифмов

(LLA), проведена с помощью аппарата структурных

функций КЭД [20, 21], который был подробно опи-

сан в [22]. Результаты показаны вплоть до конечных

членов O(α3L3) для экспоненцированного представ-

ления и до O(α4L4) для вычислений порядок за по-

рядком.

Отдельные вклады ISR (FSR) в поправки очень

чувствительны к кинематическим ограничениям.

Наши кинематические ограничения соответству-

ют типичным условиям проекта Супер чарм-тау

фабрики.

Основная формула для сечения рассеяния при

e+e− аннигиляции с КЭД поправками в ведущем ло-

гарифмическом приближении к начальному состоя-

нию имеет ту же структуру, что и формула для се-

чения для процесса Дрелла–Яна. Для ISR поправок

в канале аннигиляции большой логарифм выглядит

как L = ln(s/m2
e), где суммарная энергия в с.ц.м.

√
s

выбрана в качестве масштаба факторизации.

В приближении ведущих логарифмов мы выделя-

ем чисто фотонные поправки (обозначено как “γ”) и

оставшиеся, которые включают эффекты рождения

чистых пар и смешанных фотон-парных эффектов

2)В SANC принято включение вклада поляризации вакуума
в набор слабых поправок.

(обозначено как “e+e−” или “µ+µ−”). Здесь мы не

рассматриваем поправки, обусловленные излучени-

ем пар легких адронов. По величине они сравнимы

с вкладом мюонных пар, но сильно зависят от про-

цедуры отбора событий. Поэтому поправки, обуслов-

ленные адронными эффектами, будут рассмотрены в

другой работе. Соответствующие относительные по-

правки обозначаются как δLLA,i(k), где i = ISR, FSR,

IFI, а k указывает на тип поправки: γ, e+e− пары и

µ+µ− пары.

3. Численные результаты и сравнение. В

этом разделе мы демонстрируем численные резуль-

таты для электрослабых радиационных поправок

к процессу аннигиляции (1), полученные с помо-

щью программ SANC. Численные результаты содер-

жат оценку эффектов поляризации. Мы приводим

полные сечения и угловые распределения на одно-

петлевом уровне. Здесь мы использовали следующий

набор входных параметров:

α−1(0) = 137.035999084, (2)

MW = 80.379 ГэВ, MZ = 91.1876 ГэВ,

ΓZ = 2.4952 ГэВ, me = 0.51099895000 МэВ,

mµ = 0.1056583745 ГэВ, mτ = 1.77686 ГэВ,

md = 0.083 ГэВ, ms = 0.215 ГэВ,

mb = 4.7 ГэВ, mu = 0.062 ГэВ,

mc = 1.5 ГэВ, mt = 172.76 ГэВ.

При расчетах использовались ограничения на уг-

лы вылета и инвариантную массу конечных лепто-

нов:

| cos θµ− | < 0.9, | cos θµ+ | < 0.9,

Ml+l− ≥ 1ГэВ, (3)

где θµ± – углы по отношению к оси пучков.

Все расчеты проведены в ЭС схеме входных пара-

метров α(0), чтобы отдельно оценить вклад поляри-

зации вакуума. В этой схеме входными параметрами

являются постоянная тонкой структуры α(0) и все

массы частиц. Результаты получены для энергий в

с.ц.м.
√
s = 5 и 7 ГэВ и для следующих трех сочета-

ний степеней поляризации пучков электронов (Pe−)

и позитронов (Pe+):

(Pe+ , Pe−) = (0, 0), (0,−0.8), (0, 0.8). (4)

Для того чтобы количественно оценить вклады

различных поправок, мы разделили их на несколько

частей: три калибровочно инвариантных набора од-

нопетлевых КЭД поправок, вклад поляризации ваку-

ума, вклад эффектов слабого взаимодействия и КЭД
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вклады более высокого порядка в приближении ве-

дущих логарифмов. Три набора радиационных КЭД

поправок учитывают излучение из начального состо-

яния (ISR), излучение из конечного состояния (FSR)

и интерференцию излучения из начального и конеч-

ного состояний (IFI). Соответствующие результаты

для полного сечения аннигиляции в лептонную пару

представлены в табл. 1, где относительные поправ-

ки δi вычисляются как отношения (в процентах) со-

ответствующих вкладов радиационных поправок к

сечению борновского уровня. Таблица 2 показывает

величину поправков высших порядков, которые учи-

тывают излучение из начального состояния, вычис-

ленные в коллинеарном ведущем логарифмическом

приближении.

Таблица 1. Борновские и однопетлевые интегральные сече-
ния, а также относительные поправки к процессу e+e− →
→ µ−µ+(γ) для энергий

√
s = 5 и 7ГэВ

√
s, ГэВ 5 7

σBorn, пб 2978.58 (1) 1519.55 (1)

δweak-VP, % 0.029 (1) 0.005 (1)

δVP
1 , % 5.467 (1) 6.272 (1)

δVP
2 , % 5.430 (1) 6.250 (1)

δho, % 0.224 (1) 0.294 (1)

δQED, ISR, % 8.455 (2) 9.063 (1)

δQED, FSR, % −0.016 (1) −0.014 (1)

δQED, IFI, % 0.012 (2) 0.017 (1)

δLLA, ISR, % 0.668 (1) 0.850 (1)

δLLA, FSR, % 0.047 (1) 0.070 (1)

Таблица 2. Поправки высших порядков, учитывающие излу-
чение начального состояния (ISR), вычисленные в ведущем
логарифмическом приближении (LLA), к сечению процесса
e+e− → µ−µ+(nγ) при энергиях

√
s = 5 и 7 ГэВ. Здесь

δISR LLA ≡ δσISR LLA/σ0 × 100%

δ,%
√
s, ГэВ 5 7

O(α2L2), γ 0.315 (1) 0.436 (1)

O(α2L2), e+e− 0.238 (1) 0.258 (1)

O(α2L2), µ+µ− 0.100 (1) 0.114 (1)

O(α3L3), γ −0.008 (1) −0.004 (1)

O(α3L3), e+e− 0.016 (1) 0.033 (1)

O(α3L3), µ+µ− 0.007 (1) 0.015 (1)

В верхней части рис. 1 показаны борновское сече-

ние и сечение с поправками, которое включает элек-

трослабые однопетлевые (next-to-leading order, NLO)

и поправки высших порядков, как функции энергии

(
√
s = 2−12ГэВ) пучков электронов и позитронов.

Сечения быстро уменьшаются от 20 нанобарн при

энергии 2ГэВ до половины нанобарна при 12ГэВ.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Сечение процесса e+e− →
→ µ−µ+(γ) на борновском уровне (LO) и с поправками

(NLO EW + ho) для энергий
√
s = 2−12 ГэВ (верхняя

часть). Относительные вклады КЭД поправок, поля-

ризации вакуума и высших порядков (нижняя часть)

В нижней части рис. 1 показаны относительные

поправки к борновскому сечению по вкладам, а

именно, КЭД, вакуумная поляризация (VP) и ЭС

вклады высших порядков. Основное влияние оказы-

вают КЭД эффекты, составляющие от 5 до 10 %.

Вклад поляризации вакуума также велик и состав-

ляет от 4 до 8 %. Вклад поправок высших поряд-

ков пропорционален αn (n ≥ 2) и составляет около

0.1–0.4 % по причине того, что усиливается больши-

ми логарифмами. Вакуумную поляризацию мы рас-

сматриваем двумя способами. В первом случае ад-

ронная часть поляризации вакуума параметризует-

ся вспомогательными массами кварков (этот случай

обозначен “VP1” на графике). Во втором случае мы

используем параметризацию из работы [19], которая

учитывает адронные резонансы (на графике она обо-

значена “VP2”). В обоих случаях также учитываются

лептонные вклады. Видно, что обе параметризации

хорошо согласуются в областях без резонансов при

более высоких энергиях. Однако в целом для данного

диапазона энергий вторая параметризация подходит

лучше.

4. Сравнение с программой BabaYaga. В таб-

лице 3 мы приводим детальное сравнение борновско-

го и однопетлевого (без вклада поляризации вакуу-

ма) интегральных сечений, полученных с помощью

программ SANC и BabaYaga. Результаты получены

для двух энергий
√
s = 5 и 7 ГэВ с ограничения-

ми (3). Обнаружено очень хорошее согласие для ре-

зультатов двух программ в пределах статистических

погрешностей.
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Таблица 3. Детальное сравнение борновского и однопет-
левого сечений, вычисленных с помощью программ SANC и
BabaYaga

√
s, ГэВ 5 7

Born, нб

SANC (Z/γ) 2.9786 (1) 1.5195 (1)

SANC (only γ) 2.9786 (1) 1.5196 (1)

BabaYaga 2.9786 (1) 1.5196 (1)

NLO QED, нб

SANC (Z/γ) 3.2304 (1) 1.6575 (1)

SANC (only γ) 3.2287 (1) 1.6565 (1)

BabaYaga 3.2285 (1) 1.6565 (1)

Рисунки 2 и 3 показывают сравнение результа-

тов моделирования при помощи программ SANC и

BabaYaga для двух энергий
√
s = 5 и 7 ГэВ. В верх-

них частях рисунков построены угловые распределе-

ния для борновского и однопетлевого уровней диф-

ференциальных сечений как функций косинуса угла

конечного мюона. В нижних частях сравниваются

относительные поправки. Для обеих энергий сече-

ния и относительные поправки хорошо согласуют-

ся. При получении численных результатов, приве-

денных в табл. 3 и на рис. 2 и 3, в кодах SANC был

дополнительно отключен вклад от обмена Z-бозоном

на борновском и однопетлевом уровнях.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Угловые распределения для

неполяризованных дифференциальных сечений про-

цесса e+e− → µ−µ+(γ) – борновского и однопетлево-

го (верхняя часть) и относительные поправки (ниж-

няя часть), построенные с помощью программ SANC и

BabaYaga для энергии 5 ГэВ по углу cos θµ+

5. Зависимость сечений от поляризации. В

таблицах 4 и 5 представлены интегральные борнов-

ские и однопетлевые сечения в пикобарнах, и относи-

тельные поправки в процентах для процесса e+e− →

Рис. 3. (Цветной онлайн) Те же распределения, как на

рис. 2, но для энергии 7ГэВ

→ l−l+ при энергии 5ГэВ для набора (4) степеней

поляризации начальных частиц в ЭС α(0) схеме. Для

энергии 7ГэВ соответствующие сечения приводятся

в табл. 6 и 7. Интересно, что борновские сечения и

сечения с поправками заметно зависят от степени по-

ляризации пучков, в то время как относительная по-

правка почти не меняется.

Таблица 4. Поляризованные интегральные сечения в бор-
новском и однопетлевом приближениях и относительные по-
правки для процесса рассеяния e+e− → µ−µ+(γ) при энергии√
s = 5ГэВ для различных степеней поляризации начальных

частиц

Pe+ ,Pe− σBorn, пб σ1-loop, пб δ, %

0, 0 2978.6 (1) 3434.2 (1) 15.30 (1)

0, +0.8 2979.1 (1) 3434.6 (1) 15.29 (1)

0, −0.8 2978.0 (1) 3433.7 (1) 15.30 (1)

Таблица 5. Поляризованные интегральные борновское и од-
нопетлевое сечения, а также относительные поправки для про-
цесса рассеяния e+e− → τ−τ+(γ) при энергии

√
s = 5ГэВ

Pe+ ,Pe− σBorn, пб σ1-loop, пб δ, %

0, 0 2703.3 (1) 2816.7 (1) 4.20 (1)

0, +0.8 2703.8 (1) 2816.9 (1) 4.18 (1)

0, −0.8 2702.8 (1) 2816.5 (1) 4.21 (1)

6. Асимметрия вперед-назад. Асимметрия

вперед-назад AFB определяется как

AFB =
σF − σB

σF + σB
, (5)

σF =

1∫

0

dσ

d cosϑf
d cosϑf , σB =

0∫

−1

dσ

d cosϑf
d cosϑf ,
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Таблица 6. То же, что и в таблице 4, но для энергии 7 ГэВ

Pe+ ,Pe− σBorn , пб σ1-loop, пб δ, %

0, 0 1519.6 (1) 1773.8 (1) 16.73 (1)

0, +0.8 1520.1 (1) 1774.1 (1) 16.71 (1)

0, −0.8 1519.0 (1) 1773.6 (1) 16.76 (1)

Таблица 7. То же, что и в табл. 5, но для энергии 7ГэВ

Pe+ ,Pe− σBorn, пб σ1-loop, пб δ, %

0, 0 1503.0 (1) 1648.8 (1) 9.70 (1)

0, +0.8 1503.6 (1) 1649.1 (1) 9.68 (1)

0, −0.8 1502.4 (1) 1648.5 (1) 9.72(1)

где ϑf – это угол между импульсом входящего элек-

трона и импульсом исходящего отрицательно заря-

женного фермиона. Он может быть измерен в любом

канале процесса e+e− → f f̄ , но для точных измере-

ний удобнее всего использовать f = e, µ.

На рисунке 4 показано поведение асимметрии

AFB в борновском и однопетлевом приближениях

(со слабым, КЭД или полным ЭС вкладом радиа-

ционных поправок) и соответствующими разницами

∆AFB для энергий 2 ≤ √
s ≤ 12ГэВ. Асимметрия

в первом приближении возникает из-за вклада Z-

бозонного обмена на древесном уровне. Можно ви-

деть, что для более высоких энергий он сравним по

величине с вкладом КЭД от однопетлевых радиаци-

онных поправок.

Рис. 4. (Цветной онлайн) AFB асимметрия для борнов-

ского и однопетлевого сечений и соответствующая раз-

ница ∆AFB для энергий
√
s = 2−12ГэВ

7. Заключение. В этой работе мы рассмотре-

ли разные вклады ЭС поправок в сечения процессов

электрон-позитронной аннигиляции в пару лептонов.

Поправки были рассчитаны с помощью системы SANC

в ЭС α(0) схеме для энергий в с.ц.м. до 12ГэВ, кото-

рые соответствуют диапазону энергий действующих

и планируемых мезонных фабрик. В частности, на-

ши результаты актуальны для проекта Супер чарм-

тау фабрики. Рассчитаны и изучены полные одно-

петлевые электрослабые поправки, а также некото-

рые ведущие поправки высших порядков. Мы пока-

зали, что КЭД поправки и вклад поляризации ва-

куума превалируют на этом отрезке энергий, однако

величина амплитуды Z-бозонного обмена в некото-

рых случаях тоже становится заметной. В частности,

эта амплитуда существенно влияет на асимметрию

вперед-назад.

Для получения численных результатов использо-

вались программы системы SANC: Монте-Карло ге-

нератор событий ReneSANCe и интегратор MCSANCee.

При сравнении с результатами, полученными в про-

грамме BabaYaga для однопетлевого уровня КЭД по-

правок без учета поляризации пучков, было достиг-

нуто хорошее согласие. Плюсы наших программ в

том, что в них реализован учет полных однопетле-

вых ЭС поправок и поляризации входящих и исхо-

дящих частиц. Исходя из результатов табл. 2, можно

видеть, что учет поправок второго порядка за счет

излучения из начального состояния достаточен для

поддержки высокоточных экспериментов.

Таким образом, мы приходим к выводу, что для

уменьшения теоретической неопределенности необ-

ходимо реализовать полные двухпетлевые, т.е. O(α2)

поправки КЭД, в то время как поправки третьего по-

рядка и далее могут быть вычислены приближенно

в виде КЭД ливней или в коллинеарном ведущем ло-

гарифмическом приближении.

Эта работа выполнена при поддержке Российско-

го фонда фундаментальных исследований, проект
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учета, как минимум, трех мод. Выводы аналитической модели подтверждены результатами численного

моделирования волновода с расширением и притягивающим потенциалом примеси в резонаторе.

DOI: 10.31857/S1234567822160030, EDN: jhgiak

Введение. Связанные состояния в континууме

(ССК) – это локализованные состояния с квадратич-

но интегрируемой волновой функцией и энергией,

лежащей в области непрерывного спектра. Первона-

чально они были описаны фон Нейманом и Вигнером

как чисто математическая конструкция в квантовой

механике. В последнее время предложено множество

способов реализации ССК в реальных физических,

преимущественно оптических, системах (см., напри-

мер, обзоры [1, 2]). С позиций теории рассеяния, ССК

представляет собой резонанс с нулевой шириной [3],

возникающий, например, в результате коллапса ре-

зонанса Фано [4–6]. При этом ширина резонанса об-

ращается в нуль вследствие деструктивной интер-

ференции рассеянных волн. Как показали Фридрих

и Винтген (ФВ), такая ситуация имеет место при

рассеянии волн на двух локализованных состояни-

ях [7]. В пространстве физических параметров ССК

соответствует выделенной точке, небольшое откло-

нение от которой трансформирует ССК в резонанс

со (сверх-) высокой добротностью (квази-ССК), что

определяет широкий спектр его практических при-

менений [8–10].

С точки зрения перспектив создания компакт-

ных оптических и фотонных систем в интегральном

исполнении особый интерес вызывают резонансные

структуры субволновых размеров [11]. Примером мо-

гут служить спазеры [12], в которых резонатор на-

строен на длину волны поверхностного плазмон-

поляритона и имеет размеры много меньше длины

волны излучаемого света. Существенный недостаток

1)e-mail: gorbatsevichaa@lebedev.ru

плазмон-поляритонных резонаторов связан с неиз-

бежными потерями в металлических элементах кон-

струкции. Поэтому в последнее время активно иссле-

дуются диэлектрические резонаторы [13]. Недавно

были предложены и экспериментально реализованы

квази-ССК в субволновых диэлектрических резона-

торах [14, 15]. При этом субволновая природа таких

квази-ССК непосредственно связана c тем, что меха-

низм ФВ действует в результате сильного интерфе-

ренционного взаимодействия двух локализованных

мод (например, резонанса Ми и резонанса Фабри–

Перо [14], двух резонансов Ми [15]), принадлежащих

одному и тому же диэлектрическому резонатору. Ха-

рактерная длина волны получающейся высокодоб-

ротной моды при этом определяется длиной волны

резонанса Ми [16] и может быть существенно боль-

ше размера резонатора.

В квантово-механических волноводах ССК бы-

ли подробно исследованы в двумерных структурах

с различным соотношением между шириной волно-

водов h и резонатора H : начиная от “квантовых бил-

лиардов” [17–19] с h/H ≪ 1, где хорошо определе-

ны собственные состояния резонатора, и заканчивая

однородными волноводами с протяженной примесью

(квантовой ямой внутри волновода) [4, 5], где h/H =

= 1 и выделение собственных состояний области рас-

сеяния представляется неоднозначным [20]. Приме-

ром физической реализации квантово-механического

волновода может служить электронный проводник.

При этом необходимо отметить, что в электронных

проводниках существенны межэлектронные взаимо-

действия [21, 22], которые изменяют условия обра-

зования ССК, а также могут приводить к появле-
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нию новых ССК за счет кулоновского отталкива-

ния. Механизм формирования ССК в системах, рас-

смотренных в работах [4, 5, 18, 19], соответствует

двухмодовой модели ФВ, для которой характерный

масштаб локализации (определяется длиной волны

де Бройля) сопоставим с геометрическими размера-

ми резонатора. Отметим, что ССК в двумерных

неодносвязных акустических волноводах было по-

дробно исследовано в работах [23, 24]. В частности,

для граничных условий фон Неймана была показа-

на возможность формирования ССК в волноводе с

непроницаемым рассеивающим центром малого раз-

мера вдоль направления распространения (длины),

создающим неодносвязность системы [24].

В настоящей работе на примере двумерного

квантово-механического волновода с относительно

большим соотношением h/H показано, что протя-

женное ССК может образовываться и в односвязной

системе при сколь угодно малой длине рассеивающей

области. Эффект имеет существенно многомодовую

природу и его описание требует выхода за рамки

двухмодовой модели ФВ. Предложено наглядное

трехмодовое описание, демонстрирующее хорошее

согласие с численными расчетами.

Аналитическая модель. Пусть имеется распо-

ложенный вдоль оси x симметричный (относитель-

но зеркального отражения x 7→ −x) двумерный

квантово-механический волновод с резонатором. За-

дача рассеяния или задача на собственные значения

в такой системе решается через двумерное уравнение

Шредингера

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+ [E − U(x, y)] Ψ = 0 (1)

с соответствующими граничными условиями на

бесконечности для волновой функции Ψ(x, y). Для

удобства аналитического рассмотрения выбраны

единицы измерения, при которых ~2(2m)−1 = 1.

Рассмотрим ситуацию, когда потенциальная

энергия U(x, y) есть кусочно-постоянная функция

от координаты x: U(x, y) = Uj(y) при xj−1 < x ≤ xj ,

где индекс j = {1, 2, 3} соответствует номеру области

(1 и 3 – волновод, 2 – резонатор). В описываемой

системе с одним резонатором (расширением) имеют-

ся только две границы, координаты которых в силу

симметрии структуры равны: x1 = −x2 = −L/2, где

L – длина резонатора. Наиболее удобным способом

решения уравнения (1) в этом случае будет метод

разделения переменных и разложения по собствен-

ным модам в поперечном направлении [25–28]. При

этом решение в j-й области будет иметь вид:

Ψj(x, y) =
∑

m

(

ajme
ikj

mx + bjme
−ikj

mx
)

Y j
m(y), (2)

где Y j
m(y) есть волновая функция m-ой моды в попе-

речном направлении с энергией (порогом моды) γjm

и kjm =

√

E − γjm. Суммирование в разложении (2)

осуществляется по всему бесконечному набору мод

дискретного и непрерывного спектра. Коэффициен-

ты ajm и bjm определяются из условия непрерывности

волновой функции и ее производной на каждой гра-

нице и граничных условий на бесконечности. Таким

образом, общее число неизвестных в рассматривае-

мой задаче рассеяния равно 2MN , где M – число

границ кусочно-постоянных областей, а N – число

учитываемых мод.

В такой постановке задача легко решается чис-

ленно, а количество учитываемых мод определяет

точность расчета. Тем не менее, качественная физи-

ческая картина явления может быть получена при

использовании аналитических моделей с малым чис-

лом мод, например N = 2 [4, 5]. При этом естествен-

ным образом возникает понятие межмодовых состоя-

ний, т.е. состояний, локализованных в разных модах

в области резонатора и волновода. Далее мы будем

обозначать состояния, локализованные в m-й моде

в волноводе и в n-й моде в резонаторе как m-n-m.

Энергии таких симметричных межмодовых состоя-

ний определяются из следующего уравнения:

Amnm = k2n sin

(
k2nL

2

)

− κ1,3m cos

(
k2nL

2

)

= 0, (3)

где κ1,3m =

√

γ1,3m − E и γ1m = γ3m – пороги m-й моды в

волноводе (по обе стороны от резонатора, в областях

1 и 3). Аналогичное рассмотрение может быть прове-

дено и для антисимметричных состояний, но, как бу-

дет показано ниже, описываемый в работе ССК име-

ет место для основных (и как следствие – симмет-

ричных) состояний в таких межмодовых квантовых

ямах (КЯ).

Формирование ССК в простейшем двухмодовом

приближении происходит при вырождении состоя-

ний 2-2-2 и 2-1-2 одной четности, т.е. при выполнении

равенства

A222 = A212 = 0. (4)

Этот результат был впервые получен в работе [4]. Он

позволяет наглядно интерпретировать формирова-

ние ССК в рассматриваемой системе в рамках двух-

уровневой модели ФВ, в которой один уровень соот-

ветствует связанному состоянию во “внутримодовой”

КЯ (рис. 1b), а второй – в “межмодовой” (рис. 1c).

Численный многомодовый расчет параметров систе-

мы, удовлетворяющих условию существования ССК,
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дает значения, несколько отличающиеся от тех, при

которых выполняется условие (4) [18, 29]. Тем не ме-

нее, условие (4) может при этом служить хорошим

исходным приближением.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема порогов первых мод

поперечного квантования в волноводе с резонатором

(a) и эффективный потенциал для образования внут-

римодовых состояний 2-2-2 (b) и межмодовых состоя-

ний 2-1-2 (c)

Условие (4) удовлетворяется, например, для

ССК, описанных в работах [4, 5], а также [18]. В

этих работах размер области формирования ССК

(резонатора или примеси) был сопоставим или

больше, чем длина волны де Бройля частицы в

резонаторе [4, 5]. Формально условие (4) выполнено

также при L = 0 и κ1,32 = 0 (E = γ1,32 ). Однако со-

ответствующее собственное состояние квадратично

неинтегрируемо и, следовательно, не является ССК.

Вблизи точки L = 0 и κ1,32 = 0 система (4) становится

несовместной относительно малых величин L > 0 и

κ1,32 > 0. Как будет показано ниже, учет трех и более

мод позволяет непрерывным образом проследить

эволюцию такого решения, превращающегося в ССК

при L > 0 и κ1,32 > 0. С точки зрения двухмодо-

вого приближения, подобные ССК, обнаруженные,

например, в результате численного расчета, могут

интерпретироваться как “случайные” [30]. Само по

себе условие существования ССК в трехмодовом

приближении, как мы покажем ниже, имеет вид

более сложный, чем простое требование вырождения

уровней (4) в двухмодовой модели.

В трехмодовом приближении после простых, но

трудоемких вычислений (12 уравнений для 12 неиз-

вестных) можно получить следующие условия для

формирования ССК:






µ21µ33A212A333 − µ31µ23A232A313 = 0,

µ22µ33A222A333 − µ23µ32A232A323 = 0,

µ32µ21A212A323 − µ31µ22A222A313 = 0,

(5)

где матричные элементы µmn определяют перемеши-

вание между различными модами на границе:

µmn =

∫

[Y wav
m (y)]

∗
Y res
n (y)dy. (6)

Здесь Y wav
m (y) суть поперечная волновая функция

m-й моды в области волновода и Y res
n (y) – n-й мо-

ды в резонаторе. Важно отметить, что среди трех

уравнений (5) независимы только любые два из них.

Уравнения (5) можно рассматривать как расширение

двухмодовой модели, и с этой точки зрения ССК мо-

жет образоваться при вырождении двух межмодо-

вых состояний 2-1-2 и 2-3-2 с внутримодовым 2-2-2

(A212 = A222 = A232 = 0) или межмодовых состо-

яний 3-1-3 и 3-2-3 с внутримодовым 3-3-3 (A313 =

= A323 = A333 = 0), что, конечно же, представляет-

ся существенно более трудно выполнимым условием

на практике, чем условие вырождения двух состоя-

ний (4). Отметим, что если потенциальный профиль

m-n-m представляет собой барьер, а не яму, то свя-

занные состояния типа m-n-m не существуют, и ве-

личина Amnm никогда не обращается в нуль.

В отличие от двухмодового случая, в трехмо-

довом приближении может возникнуть новый тип

ССК, в котором ни одна из величин Amnm не обра-

щается в нуль, что означает межмодовое перемеши-

вание различных состояний и, в определенном смыс-

ле, отвечает режиму антикроссинга в модели ФВ [7].

Важным следствием этого служит, например, воз-

можность наличия решения при произвольно малой,

но ненулевой длине резонатора L. В самом деле,

можно линеаризовать уравнения (5) для симметрич-

ных состояний по переменным L и κ1,32 и рассмотреть

их решение при малой длине резонатора и энергии,

близкой к порогу второй моды в волноводе. В этом

случае любая пара уравнений для симметричных со-

стояний из (5) становится однородной системой отно-

сительно L и κ1,32 , и условие наличия ее нетривиаль-

ных решений оказывается независящим от энергии:

θ = µ33µ22µ21

(
γ21
γ23

− γ22
γ23

)

+ µ32µ23µ21

(

1− γ21
γ23

)

+

+ µ31µ22µ23

(
γ22
γ23

− 1

)

= 0. (7)

Нетрудно убедиться, что подобные независящие от

энергии условия разрешимости системы для опреде-

ления параметров и энергии ССК при сколь угодно

малой длине резонатора имеют место и при учете

любого числа мод больше трех. Как уже было отме-

чено выше, аналогичное условие образования ССК

в рамках двухмодового приближения (4) приводит

к несовместной системе уравнений относительно ма-

лых L и κ1,32 .

Участие более чем двух резонансов в формиро-

вании ССК в различных системах рассматривалось

и ранее [31–33]. В этих работах, по сути, речь идет

об обобщении модели ФВ на случай нескольких кон-

тинуумов, предложенном в статье [34]. В рамках та-

кого подхода в системе, связанной с K континуума-
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ми, требуется вырождение K + 1 состояний. Соот-

ветственно, ССК в исследуемой в настоящей работе

симметричной системе с K = 1 должен проявляться

уже в двухмодовом приближении. Однако, как было

показано выше, представленный механизм образова-

ния ССК принципиально не может быть описан в

рамках двухмодового приближения (уже для K = 1)

и требует учета не менее трех мод даже для каче-

ственного объяснения.

Пример численного расчета. В качестве кон-

кретного примера рассмотрим электронный волно-

вод с резонатором в виде расширения и дополни-

тельным притягивающим потенциалом внутри (см.

вставку на рис. 2a). Подобный объект, представляю-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость безразмерного

параметра θ (a), а также LBIC и EBIC (b) для ССК

в системе, показанной на вставке к рисунку (a), от

ширины подводящих волноводов h при H = 10 нм,

w = 4нм, Uw = −0.1 эВ, U0 = 1 эВ и эффективной мас-

се электрона 0.0665m0 . На рисунке (a) значения h и

θ, соответствующие численно рассчитанному ССК при

LBIC → 0 отмечены красной звездой. На рисунке (b)

жирные сплошные линии показывают результат чис-

ленного расчета, а пунктирные – трехмодовое прибли-

жение (5). Красные линии соответствуют LBIC (левая

ось), синие линии – EBIC (правая ось). Тонкая сплош-

ная черная линия показывает верхнюю границу рас-

сматриваемого диапазона энергий – порог второй моды

в волноводе (γ1,3
2 )

щий собой синтез структур, исследованных, напри-

мер, в работах [18] и [4, 5], уже рассматривался в [35].

Однако описываемое в настоящей работе явление об-

разования ССК в резонаторе субволнового размера

не было обнаружено ранее. Такой выбор структуры

обусловлен возможностью изменения в ней матрич-

ных элементов µmn в широких пределах, что позво-

ляет ожидать выполнения условия (7) при некоторой

вариации параметров. Для системы с шириной резо-

натора H = 10 нм, шириной w = 4 нм области при-

тягивающего потенциала величиной Uw = −0.1 эВ и

высотой потенциального барьера, ограничивающего

волновод U0 = 1 эВ, можно получить, что условие

θ = 0 выполняется при ширине подводящего волно-

вода h ≈ 5.96 нм (см. рис. 2a). Следовательно, при

таких параметрах в системе можно ожидать обра-

зование ССК в резонаторе субволнового (по сравне-

нию с длиной волны электрона в волноводе) разме-

ра. На рисунке 2b приведены численно рассчитан-

ные зависимости энергии EBIC и длины резонатора

LBIC , соответствующие ССК при различных значе-

ниях h. Значения получены из условия обращения

ширины резонанса Фано в нуль при решении зада-

чи рассеяния [29]. Сходимость численного моделиро-

вания обеспечивалась при учете 20–40 мод. Резуль-

таты численного расчета имеют хорошее согласие с

трехмодовым приближением и в самом деле демон-

стрируют возможность образования ССК при сколь

угодно малом продольном размере резонатора. Точ-

ный численный расчет дает ССК c LBIC → 0 при

h ≈ 5.76 нм. При этом видно, что условие θ = 0, полу-

ченное в трехмодовой модели, служит хорошим на-

чальным приближением для поиска ССК с LBIC →
0, так как ССК, обнаруженный в точном расчете, со-

ответствует θ ≈ 6× 10−3 (см. рис. 2a).

Различие результатов численного счета и трехмо-

довой модели связано c вкладом высших мод. Если

вклад высших мод (в меру соответствующих матрич-

ных элементов µmn) существенно превышает вклад

третьей моды, то отличие трехмодового приближе-

ния от точного решения может быть уже не только

количественным, но и качественным (наличие или

отсутствие ССК). Например, как видно из рис. 2b,

при 5.76 нм. h . 5.96 нм численный многомодовый

расчет показывает наличие ССК при малой длине

резонатора, а трехмодовое приближение – нет.

Описанный механизм формирования субволново-

го ССК при сколь угодно малом L требует тонко-

го подбора параметров модели на основе расчетов

интегралов перекрытия µmn. Исходя из аналитиче-

ской модели, параметры системы, удовлетворяющие

условию (7), могут быть использованы в качестве
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исходного приближения. Вообще говоря, параметры

структуры, для которых возможно образование ССК

при малой длине резонатора не уникальны, и суще-

ствует некоторый диапазон соответствующих значе-

ний, например, ширины w и глубины потенциала Uw

примеси в резонаторе. Рисунок 3 иллюстрирует этот

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость энергии ССК

EBIC (жирные красные линии) и величины притягива-

ющего потенциала примеси Uw (тонкие синие линии),

при которой наблюдается ССК, от ширины примеси w

при h = 6.5 нм, H = 10 нм и LBIC = 1 (пунктирные

линии) и 2нм (сплошные линии)

факт и показывает численно рассчитанные зависи-

мости энергии ССК EBIC и потенциала Uw, при ко-

тором наблюдается ССК, от ширины w при фикси-

рованном значении LBIC . При w, стремящимся к ну-

лю, EBIC стремится к энергии состояния 2-2-2 вбли-

зи порога второй моды в волноводах γ1,32 ≈ 343.3мэВ.

Энергия ССК (EBIC) испытывает незначительный

рост при увеличении w до w = 4 нм. После чего

EBIC начинает падать с ростом w вплоть до пре-

дельного значения порога первой моды в волноводе

γ1,31 ≈ 87.5мэВ при w ≈ h. Необходимая для обра-

зования ССК глубина потенциала примеси имеет за-

висимость от w практически симметричную относи-

тельно w = h/2. Если пренебречь расширением, то

это вполне естественно, так как предельный случай

w = h по интегралам перекрытия µmn эквивалентен

предельному случаю w = 0. При этом, как видно из

рис. 3, в случае w < h/2 мощность потенциала при-

меси (w × Uw) слабо зависит от w, вследствие чего

EBIC практически не зависит от w. В тоже время,

при w > h/2 необходимая для образования ССК от-

рицательная мощность примеси существенно увели-

чивается по абсолютной величине, что приводит и к

снижению энергии ССК.

На рисунке 4 показаны примеры распределения

плотности вероятности в ССК при H = 10 нм, h =

= 6.5 нм, LBIC = 1 нм и различных значениях w,

Uw и энергии ССК EBIC . Нетрудно оценить, что при

таких значениях параметров длина волны де Брой-

ля электрона в волноводе оказывается почти на по-

рядок больше длины резонатора. Наибольшая об-

ласть локализации наблюдается при максимальной

энергии ССК (рис. 4b), а наименьшая – при мини-

мальной энергии ССК (рис. 4c), поскольку коэффи-

циент затухания волновой функции ССК в волно-

воде пропорционален
√

γ1,32 − EBIC , т.е. корню из

энергии связанного состояния с энергией EBIC в КЯ

с барьером, определяемым порогом второй моды в

волноводе (минимальным расстоянием по энергии до

состояний континуума). ССК, волновые функции ко-

торых показаны на рис. 4, непрерывным образом пе-

реходят друг в друга при изменении параметров си-

стемы. Однако между ССК на рис. 4a, b и c есть важ-

ное отличие помимо размеров области локализации

волновой функции. На рисунке 5a–c показаны чис-

ленные решения уравнения (3) для симметричных

состояний 2-1-2, 2-2-2, 3-1-3 и 3-2-3, а также поло-

жение нуля прозрачности при тех же параметрах,

что и на соответствующих частях рис. 4a–c. Видно,

что положение антирезонанса на рис. 5a, b примерно

равноудалено по энергии от состояний 2-2-2 и 3-2-3,

в то же время на рис. 5c линия нулей прозрачности

с графической точностью следует за линией состо-

яния 2-2-2. При этом для бо́льших значений длины

резонатора (не показаны на рис. 5) положение нулей

пропускания в структурах (a) и (b) следует за состо-

янием 3-2-3. Таким образом, многомодовая природа

описываемого ССК существенно сильнее проявляет-

ся в первых двух случаях, чем в последнем.

Заключение. Универсальный механизм ФВ поз-

воляет описать формирование ССК в результате

двухмодовой интерференции (см. условие (4)). Одна-

ко, при малых размерах резонатора условия на фа-

зы рассеяния, обеспечивающие существование ССК

в результате деструктивной интерференции, в двух-

модовом приближении не могут быть выполнены,

несмотря на то, что квантово-механическое связан-

ное состояние существует и в этом случае. Как по-

казано в данной работе, включение дополнительных

интерферирующих траекторий через высоко лежа-

щие моды, например, третью, позволяет получить

решение для ССК и в пределе стремящейся к ну-

лю длине резонатора. Таким образом, оказывает-

ся возможным сформировать ССК в резонаторе с

размерами, много меньшими области локализации

волновой функции ССК. Критерием, позволяющим

определить применимость конечно-модового (в на-

шем случае – трехмодового) приближения для опи-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Распределение плотности вероятности, соответствующей ССК, при H = 10 нм, h = 6.5 нм,

LBIC = 1 нм и различных значениях w, Uw и энергии ССК EBIC : (a) – w = 1 нм, Uw ≈ −0.27 эВ, EBIC ≈ 338.9мэВ;

(b) – w = 3нм, Uw ≈ −0.07 эВ, EBIC ≈ 339.9мэВ; (c) – w = 6нм, Uw ≈ −0.53 эВ, EBIC ≈ 257.6мэВ

Рис. 5. (Цветной онлайн) Численные решения уравнения (3) для симметричных межмодовых состояний 2-1-2 (крас-

ные тонкие сплошные линии), 2-2-2 (зеленые жирные сплошные линии), 3-1-3 (синие жирные штриховые линии) и

3-2-3 (розовые тонкие штриховые линии). Положение нуля пропускания (антирезонанс Фано) показано тонкой черной

штрихпунктирной линией. ССК отмечен красной звездой. Тонкие вертикальные штриховые линии отмечают грани-

цы рассматриваемого диапазона энергий (между порогами первой и второй моды в волноводе). Параметры системы

выбраны следующими: H = 10нм, h = 6.5нм, а w и Uw в случаях (a), (b) и (c) имеют те же значения, что и в случаях

(a), (b) и (c) на рис. 4 соответственно

сания ССК, может служить малость матричных эле-

ментов (6) между рассматриваемыми и остальными

модами. При этом для выполнения условия реализа-

ции ССК, помимо матричных элементов, необходимо

управлять также порогами мод в волноводе и резона-

торе, что в нашей модели осуществляется с помощью

дополнительной квантовой ямы (примеси) в резона-

торе.

Важно отметить, что в оптическом аналоге рас-

смотренного двумерного волновода условие форми-

рования ССК в пределе нулевой длины резонатора в

трехмодовом приближении (7) или его обобщение на

большее число мод имеет тот же вид. Однако, в си-

лу особенности соответствующего уравнения Гельм-

гольца, в отличие от уравнения Шредингера, мат-

ричные элементы µnm в оптической системе стано-

вятся зависящими от длины волны излучения. Более

того, в чисто диэлектрических оптических волно-

водных системах формирование связанных состоя-

ний, в частности и межмодовых, возможно толь-

ко при ограничении света в поперечном направле-

нии [36] или использования дополнительной размер-

ности [37]. В связи с этим, нельзя непосредствен-

но перенести полученный результат на оптические

волноводные системы, где он бы имел первостепен-

ное значение. Вопрос о возможности существования

ССК в оптических волноводах с размерами резона-

тора, много меньше размера локализации электро-

магнитного поля (равно как и вопрос о существо-

вании ССК в субволновых неодносвязных резона-
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торах), представляет значительный теоретический и

практический интерес и требует специального рас-

смотрения.

Работа выполнена при поддержке Российского

научного фонда (проект # 21-19-00808).
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Стимулирование неупругого рассеяния света в плазмонных

структурах с гигантским усилением рамановского сигнала
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В плазмон-диэлектрических структурах, оптимизированных для получения гигантского усиления

рамановского рассеяния (surface enhanced Raman scattering, SERS) света в ИК-области спектра (для

лазера 1064 нм коэффициент SERS-усиления составляет 108), исследованы зависимости интенсивностей

стоксовой и антистоксовой компонент спектра рассеяния от мощности накачки. Обнаружено, что ин-

тенсивность антистоксового канала рассеяния растет сверхлинейно с мощностью возбуждения, а после

некоторого значения мощности начинает расти пороговым образом. При этом интенсивность стоксового

рассеяния демонстрирует линейное и затем сублинейное (при больших накачках) поведение от мощности

лазерного возбуждения. Показано, что значение пороговой мощности зависит от концентрации органи-

ческих молекул, нанесенных на усиливающую структуру, а также от коэффициента SERS-усиления.

Обнаруженное поведение интенсивностей стоксовой и антистоксовой компонент спектра рамановского

рассеяния указывает на важность стимулированного механизма рассеяния света в SERS-структурах. Из

анализа спектрального положения линий рассеяния следует, что в условиях сверхпороговой лазерной

накачки происходит возбуждение молекул на высокие номера уровней энергии колебательных степеней

свободы, что проявляется в красном сдвиге линий антистоксового рассеяния.
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Гигантское усиление амплитуды электромагнит-

ного поля в эффекте поверхностного усиленного ра-

мановского рассеяния света (surface enhanced Raman

scattering – SERS, SERS-эффект [1–3]) приводит к

необходимости рассматривать в этом случае влия-

ние нелинейных эффектов. Действительно, ампли-

туда электрического поля в атоме (E ≈ e/(aB)
2,

где e – заряд электрона, aB – боровский радиус)

составляет порядка 5 · 109 В/см, а амплитуда внеш-

него электромагнитного поля, при котором следу-

ет ожидать разрушение молекул при мощном фо-

товозбуждении, имеет масштаб 107 В/см. Интересно

сравнить эту оценку с амплитудой электрического

поля в электромагнитной волне с плотностью мощ-

ности, которая используется в типичных экспери-

ментах по рамановскому рассеянию света. При мощ-

ности лазерного излучения 0.1 Вт, сфокусированной

в пятно диаметром 10 микрон (плотность мощности

I = 105 Вт/см2), получается, что амплитуда поля в

волне E2 ≈ I · [µ0/ǫ0]
1/2 (µ0 и ǫ0 – магнитная и ди-

электрическая проницаемости вакуума) оказывается

порядка E ≈ 2 · 104 В/см. Таким образом, поскольку

в условиях SERS-эффекта может наблюдаться уси-

1)e-mail: kukush@issp.ac.ru

ление амплитуды электрического поля на 2–3 поряд-

ка [2–4], то уже при типичных накачках можно ожи-

дать, что нелинейные эффекты будут доминировать.

Одним из возможных проявлений нелинейных эф-

фектов в рамановском рассеянии с гигантским усиле-

нием является наблюдение вынужденного (стимули-

рованного) рассеяния света. В литературе уже много

лет обсуждается этот механизм в случае SERS и со-

общалось о некоторых нелинейных зависимостях от-

ношения интенсивностей антистоксовой (АС) и сток-

совой (С) компонент рассеяния АС/С от мощности

лазерной накачки, которые были объяснены в тер-

минах вынужденного рассеяния [5–10]. Следует от-

метить, что обнаруженное нелинейное поведение на-

блюдалось лишь для длинноволновой лазерной на-

качки (для длин волн около 830 нм) и отсутствова-

ло при меньших длинах волн (например, в случае

типичных для SERS-экспериментов длин волн 450–

500 нм). Вместе с тем, в последующих статьях выска-

зывались сомнения в правильности этой интерпрета-

ции, поскольку обнаруженные зависимости не были

убедительными [9, 10]. Действительно, общеприня-

тыми признаками вынужденного рамановского рас-

сеяния является наблюдение порогового роста интен-

сивности антистоксовской компоненты рассеяния на
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фоне сублинейной зависимости интенсивности сток-

совского канала рассеяния от мощности [5, 9].

В настоящей работе мы исследовали SERS струк-

туры в ИК области, дизайн которых обеспечивал от-

сутствие “горячих точек”, и нами было обнаружено,

что интенсивность антистоксового канала рассеяния

растет сверхлинейно с мощностью возбуждения, а

после некоторого значения мощности начинает расти

пороговым образом. При этом интенсивность сток-

сового рассеяния демонстрирует линейное и субли-

нейное (при больших накачках) поведение от мощно-

сти лазерного возбуждения. Показано, что значение

пороговой мощности зависит от концентрации орга-

нических молекул, нанесенных на SERS-структуру,

а также от коэффициента SERS-усиления. Обнару-

женное поведение интенсивностей стоксовой и анти-

стоксовой компонент спектра рамановского рассея-

ния указывает на важность стимулированного меха-

низма рассеяния света в SERS-структурах.

Из теории неупругого рассеяния света следует,

что вероятность процесса рассеяния содержит линей-

ный член, пропорциональный плотности возбуждаю-

щего излучения, а также нелинейный член, пропор-

циональный произведению плотности возбуждающе-

го излучения и плотности излучения на смещенной

частоте, возникающей в результате процесса неупру-

гого рассеяния. Именно нелинейный член, кото-

рый становится существенным только при больших

амплитудах электрической компоненты электромаг-

нитной волны, описывает индуцированное или вы-

нужденное рассеяние света. Следует отметить, что

яркие плазменные свойства металлов проявляются

именно в ИК-области спектра, где из-за подавления

затухания плазменных волн их добротность увели-

чивается на порядки (по сравнению с видимой об-

ластью спектра) и достигает нескольких тысяч (на-

пример, в серебре добротность равна 5000 при длине

волны 1064 нм [11–13]). Этот факт обеспечивает мак-

симальное усиление электромагнитного поля (более

чем в 100 раз) в ИК-области спектра, что дела-

ет наиболее перспективными поиски вынужденно-

го неупругого рассеяния света на SERS-структурах

именно для длин волн лазерного излучения в области

1000–1500 нм [13–15]. Кроме того, в таких структу-

рах важным параметром является высота модуляции

микроструктур, и, как было показано в нашей работе

[16], за счет эффекта типа Фабри–Перо можно полу-

чать дополнительное усиление амплитуды электро-

магнитного поля и увеличивать SERS-сигнал еще в

несколько десятков раз. Важно, в таких структурах

расстояние между толстыми металлическими слоя-

ми составляло около 800 нм, что позволяет исклю-

чить из рассмотрения вклад от горячих точек в уси-

ление сигнала рамановского рассеяния.

Исследованные структуры создавались методом,

подробно описанным в работах [13, 15, 17] с той

лишь разницей, что вместо термически оксидирован-

ной кремниевой подложки использовались пластины

кристаллического кварца толщиной 600 микрон. На

кварцевой пластине были изготовлены активные (со-

держащие периодическую структуру со столбиками)

поля размером 2мм× 2мм. Активные поля содержа-

ли квадратные столбики размером a = 500 нм, пери-

одом p = 1000 нм и высотой h = 800 нм, что отвечало

максимальному усилению рамановского сигнала при

длине волны лазерного излучения 1064 нм [13]. Вся

структура (активные и неактивные поля) покрыва-

лась толстым слоем серебра с толщиной t = 80 нм с

помощью метода термического напыления. Исследо-

вания пространственного распределения интенсив-

ности рамановского рассеяния на таких структурах

проводились с помощью рамановского микроскопа,

который позволял получать пространственное разре-

шение до 1 микрона, однако в качестве оптимально-

го диаметра пятна сфокусированного лазерного лу-

ча мы выбрали размер 10 микрон (шаг сканирова-

ния при этом также составлял 10 микрон). Раманов-

ский микроскоп, который использовался в настоящей

работе, позволял проводить измерения стоксовой и

антистоксовой компонент рамановского спектра при

лазерной накачке на длине волны 1064 нм. Было

установлено, что на площади 2мм × 2мм, в которой

были расположены 2000× 2000 столбиков, после вы-

сыхания капли спиртового раствора аналита 4АВТ

(4-аминобензентиол) с типичной весовой концентра-

цией (≈ 10−5), наблюдался практически идентичный

в каждой точке структуры спектр рамановского рас-

сеяния света. При этом в местах с гладким метал-

лическим покрытием, которые располагались меж-

ду активными областями, не наблюдалось никакого

усиления интенсивности рамановского рассеяния, а

вместо этого происходило его подавление, сопровож-

давшееся уменьшением сигнала люминесценции. На-

против, в местах, где присутствовали периодические

структуры со столбиками, покрытые толстым слоем

серебра, наблюдалось гигантское (более 8 порядков)

усиление стоксового сигнала рамановского рассея-

ния. Ранее было установлено [13, 15, 17], что наблю-

даемое резонансное усиление рамановского сигнала

связано с преобразованием электромагнитного излу-

чения в плазмон-поляритонные моды, и эффектив-

ность такого преобразования определяется соизме-

римостью длины волны плазмон-поляритонной мо-

ды с периодом структуры, а также с высотой ди-
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электрических столбиков. Все измерения проводи-

лись в условиях непрерывного лазерного возбужде-

ния, и вплоть до максимальных плотностей мощно-

сти обеспечивалась неизменность рамановского сиг-

нала (как в стоксовой, так и в антистоксовой компо-

нентах спектра) в течение всего эксперимента.

На рисунке 1 представлены стоксовая (S) и анти-

стоксовая (AS) компоненты спектра неупругого рас-

Рис. 1. Стоксовая и антистоксовая компоненты спек-

тра неупругого рассеяния света, измеренные на SERS-

структуре для аналита 4АВТ на лазере с длиной волны

1064 нм при мощности фотовозбуждения 280 мВт

сеяния света, измеренные при мощности фотовоз-

буждения 280 мВт на SERS-структуре, параметры

которой были описаны выше. Из этого рисунка вид-

но, что все основные линии рассеяния наблюдаются в

обеих компонентах SERS-спектра, причем интенсив-

ности соответствующих линий оказываются одного

порядка. Ключевой результат состоит в том, что при

уменьшении мощности лазерной накачки примерно в

два раза интенсивности всех линий в стоксовой ком-

поненте спектра уменьшаются почти линейно (так-

же в два раза), в то время как интенсивность основ-

ных рамановских линий в антистоксовой компонен-

те падает более чем в 10 раз (см. рис. 2). Этот факт

однозначно указывает на аномально большую нели-

нейность в зависимости интенсивности антистоксо-

вых линий рассеяния от мощности лазерной накач-

ки. На рисунке 3 представлены зависимости интен-

сивностей стоксовой и антистоксовой компонент ли-

ний, у которых рамановский сдвиг составляет ≈ 1144

и ≈ 1136 см−1 соответственно, от мощности фотовоз-

буждения. Из этого рисунка видно, что в пределе

больших накачек стоксовая компонента демонстри-

рует сублинейную зависимость от мощности, в то

Рис. 2. Стоксовая и антистоксовая компоненты спек-

тра неупругого рассеяния света, измеренные на SERS-

структуре для аналита 4АВТ на лазере с длиной волны

1064 нм при мощности фотовозбуждения 125 мВт

Рис. 3. Зависимости интенсивностей стоксовой и анти-

стоксовой компонент линий, у которых рамановский

сдвиг составляет ≈ 1140 см−1 от мощности фотовоз-

буждения

время как для антистоксовой компоненты наблюда-

ется яркая сверхлинейная зависимость.

Хорошо известно, что отношение интенсивностей

стоксовой (IS) и антистоксовой (IAS) компонент

спонтанного неупругого рассеяния света с раманов-

ским сдвигом E при температуре T описывается со-

отношением: IAS/IS = exp(−E/kT ), которое отража-

ет температурную заселенность энергетических со-

стояний системы. Поэтому, анализируя зависимость

отношения IAS/IS от мощности лазерной накачки,

можно оценивать характерную температуру систе-

мы или выявлять несоответствие спонтанному ме-

ханизму рассеяния. На рисунке 4 представлена за-

висимость отношения IAS/IS от мощности, измерен-
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Рис. 4. Зависимость отношения IAS/IS от мощности,

измеренная для “родственных” линий с рамановским

сдвигом около 1140 см−1

ная для “родственных” линий с рамановским сдвигом

около 1140 см−1. Видно, что в пределе малых накачек

отношение интенсивностей IAS/IS хорошо отвечает

температуре, при которой проводился эксперимент

(300 K). Также на рис. 4 указаны значения отноше-

ния IAS/IS , которые должны достигаться для линии

с рамановским сдвигом 1140 см−1 при температурах

300, 600 и 1000 К. Видно, что в пределе больших мощ-

ностей эффективная температура системы, опреде-

ленная из отношения интенсивностей IAS/IS , превы-

шает 600 К и даже приближается к 1000 К. Отметим,

что молекулы 4АВТ разлагаются при температуре

около 470 К, поэтому значение эффективной темпе-

ратуры не имеет особого смысла. Кроме того, темпе-

ратура, определенная из отношения интенсивностей

IAS/IS для пар линий с другим рамановским сдви-

гом, оказывается разной при одной и той же мощно-

сти фотовозбуждения, что также указывает на бес-

смысленность параметра эффективной температуры

и переход от спонтанного к вынужденному механиз-

му рассеяния. Из рисунка 3 также следует, что в пре-

деле сильной накачки зависимость отношения интен-

сивностей IAS/IS от мощности отвечает шестой сте-

пени, что указывает на гигантскую нелинейность и

позволяет говорить о пороговой зависимости интен-

сивности антистоксовой компоненты спектра рассея-

ния от мощности лазерной накачки.

Рост отношения интенсивностей IAS/IS от мощ-

ности вплоть до значений 0.2–0.5 означает макро-

скопическое заполнение возбужденных молекуляр-

ных состояний. Из-за ангармоничности спектра ко-

лебаний молекул, которая всегда существует в реаль-

ных системах, следует ожидать неэквидистантность

уровней энергий и разность в расщеплении между

соответствующими энергетическими уровнями. Та-

ким образом, при больших накачках, по мере увели-

чения номера колебательного уровня возбужденных

состояний молекул, можно ожидать изменения ра-

мановского сдвига линий неупругого рассеяния, осо-

бенно в антистоксовой компоненте спектра. На ри-

сунке 5 показаны спектры антистоксового рассеяния,

Рис. 5. Спектры антистоксового рассеяния, измеренные

при разной мощности лазерной накачки. Видно, что с

ростом мощности наблюдается сдвиг рамановских ли-

ний на 7–8 см−1 в область меньших энергий

измеренные при разной мощности лазерной накачки.

Действительно, как видно из этого рисунка, с рос-

том мощности наблюдается характерный сдвиг рама-

новских линий на 7–8 см−1 в область меньших энер-

гий. Этот факт означает, что уровни возбужденных

состояний молекул 4АВТ сгущаются по мере роста

энергии. Зависимость энергетического сдвига анти-

стоксовой линии рассеяния (сдвиг 1144 см−1) от на-

качки показана на рис. 6. Видно, что существенный

энергетический сдвиг рамановской линии происхо-

дит сверхлинейным образом при мощностях лазер-

ной накачки более 200 мВт. Отметим, что в стоксовой

компоненте спектра рамановского рассеяния никако-

го спектрального сдвига обнаружено не было вплоть

до самых больших мощностей.

Дополнительно мы исследовали, как влияют два

важных параметра эксперимента на значение кри-

тической мощности, при которой наблюдается поро-

говое поведение отношения интенсивностей IAS/IS
от накачки. Первый параметр – это коэффициент

усиления SERS-подложки, который можно было ме-

нять с помощью, например, высоты столбиков или

толщины серебряного покрытия. Второй параметр –

это концентрация органических молекул 4АВТ. В

предварительных исследованиях было установлено,
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Рис. 6. Зависимость энергетического сдвига антисток-

совой линии рассеяния (сдвиг 1144 см−1) от накачки

что при уменьшении коэффициента усиления SERS-

подложки величина пороговой мощности сдвигалась

в область больших накачек. Этот факт представ-

ляется естественным, поскольку уменьшение коэф-

фициента усиления означает ослабление амплитуды

электрического поля и, следовательно, уменьшение

вклада от нелинейных эффектов. При уменьшении

концентрации органических молекул 4АВТ на SERS-

подложке наблюдался сдвиг пороговой мощности в

область меньших накачек. Однако этот факт можно

считать лишь качественно установленным, посколь-

ку в условиях непрерывной лазерной накачки требо-

вание неизменности (во времени) рамановского сиг-

нала (как в стоксовой, так и в антистоксовой ком-

понентах спектра) надежно выполнялось лишь при

высоких концентрациях молекул. Подобные иссле-

дования требуют проведения измерений в условиях

импульсной лазерной накачки, и подробные резуль-

таты по изучению зависимости пороговой мощности

от концентрации молекул и от коэффициента усиле-

ния SERS-подложки будут опубликованы отдельно.

Обсуждая возможность когерентного раманов-

ского рассеяния, нельзя не отметить, что SERS-

структуры были изготовлены из кварца, прозрач-

ного в ИК-области спектра, который имел толщи-

ну 0.6 мм, и обратная сторона структуры была по-

крыта слоем металла. В результате структуру мож-

но рассматривать как резонатор, в котором возмож-

но дополнительное усиление сигнала с выделенным

направлением рассеяния назад.

Отметим также, что обнаруженное гигантское

усиление сигнала рамановского рассеяния в анти-

стоксовой компоненте позволяет создавать массово

доступные рамановские приборы с SERS усилением,

анализирующие антистоксовую часть спектра при

использовании лазера с длиной волны 1064 нм (и

даже 1550 нм), в то время как в стоксовом канале

рассеяния отсутствуют достаточно чувствительные

и недорогие матрицы детекторов.

Таким образом, в настоящей работе в плазмон-

диэлектрических структурах, оптимизированных

для получения гигантского усиления рамановского

рассеяния света в ИК-области спектра, исследованы

зависимости интенсивностей стоксовой и антисток-

совой компонент спектра рассеяния от мощности

лазера. Обнаружено, что интенсивность антисток-

сового канала рассеяния растет сверхлинейно с

мощностью возбуждения, а после некоторого значе-

ния мощности начинает расти пороговым образом.

Обнаруженное поведение интенсивностей стоксовой

и антистоксовой компонент спектра рамановского

рассеяния указывает на важность стимулированного

механизма рассеяния света в SERS-структурах.

Работа была выполнена при финансовой

поддержке Российского научного фонда (грант

РНФ-19-72-30003).
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Экспериментально продемонстрирована возможность управления процессом филаментации фемто-

секундного лазерного импульса в газообразном азоте с помощью неадиабатического выстраивания мо-

лекул импульсами на длине волны 1400 нм как в однофиламентном режиме, так и при множественной

филаментации. Зарегистрированы сдвиги спектра и изменение длительности импульса, связанные с из-

менениями показателя преломления в областях возрождения вращательного волнового пакета. В режиме

множественной филаментации обнаружена устойчивая и воспроизводимая локализация излучения в от-

дельные филаменты с субдифракционной расходимостью и уширением спектра более, чем на октаву,

при выстраивании молекул в направлении, перпендикулярном поляризации импульса.
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При филаментации фемтосекундных лазерных

импульсов [1] достигается высокая концентрация све-

тового поля [2, 3], которая поддерживается на рассто-

янии, значительно превышающем рэлеевскую дли-

ну, в результате динамического баланса самофоку-

сировки излучения в среде с керровской нелинейно-

стью и его дефокусировки на свободных электро-

нах, образованных в результате ионизации среды

[1, 4]. Управление этим процессом при распростра-

нении лазерного излучения в режиме фемтосекунд-

ной филаментации в газах [5] представляет чрезвы-

чайный интерес для приложений, связанных с пе-

редачей световой энергии на большие расстояния,

в том числе лазерного зондирования атмосферы и

создания удаленных источников белого света в ат-

мосфере. Одной из таких возможностей является

выстраивание молекул с анизотропной поляризуе-

мостью лазерным импульсом, позволяющее менять

условия филаментации для импульса, следующего

в том же направлении с определенной задержкой

[6, 7]. Короткий лазерный импульс создает квантово-

механический волновой пакет, представляющий со-

бой когерентную суперпозицию многих вращатель-

ных состояний молекул газа. На языке классиче-

ской механики, оси молекул, вдоль которых поляри-

зуемость максимальна, получают вращательный мо-

1)e-mail: kompanetsvo@isan.troitsk.ru

мент и стремятся выстроиться в направлении поля-

ризации лазерного излучения [7–11]. Если длитель-

ность лазерного импульса много короче типичного

вращательного периода молекулы, то процесс вы-

страивания будет неадиабатическим (“non-adiabatic

(field-free) alignment”) [9, 10], и характерная времен-

ная эволюция этого вращательного волнового пакета

(“фазировка” и “дефазировка”), определяемая толь-

ко инерцией возбужденных молекул, происходит уже

после окончания лазерного импульса [11]. В моле-

кулярных газах с анизотропной поляризуемостью,

в отличие от жидкостей [8], наблюдается повтор-

ная фазировка (или “возрождение”) вращательных

волновых пакетов (revivals of rotational wave packets)

[10, 11] с периодом Trev от единиц до десятков пи-

косекунд, определяемым вращательной постоянной

молекул газа B (Trev = 1/2Bc). Возрождение волно-

вых пакетов, называемое иногда “квантовым следом”

(quantum wake), может происходить также на четвер-

ти, половине и трех четвертях этого периода, при-

водя к изменению с соответствующими временны-

ми задержками показателя преломления в сечении

пучка уже прошедшего импульса. Поскольку добав-

ка к показателю преломления различна в случае мо-

лекул, выстраивающихся параллельно и перпенди-

кулярно вектору поляризации лазерного излучения,

изначально изотропная среда в области квантового

следа становится двулучепреломляющей. Данная об-
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ласть распространяется в газе вслед за первым им-

пульсом, выстраивающим молекулы, со скоростью,

которую можно считать равной его групповой ско-

рости. Поэтому второй фемтосекундный импульс мо-

жет распространяться синхронно с областью кванто-

вого следа достаточно долгое время, так что влияние

индуцированной первым импульсом добавки к пока-

зателю преломления на процесс его филаментации

будет существенно усилено.

Таким образом, лазерно-индуцированное неадиа-

батическое выстраивание молекул в газах открыва-

ет возможности для управления состоянием атмо-

сферных трасс в задачах транспорта лазерного из-

лучения [12], создания условий лазерной генерации

на ионах азота при филаментации в воздухе [13],

управления генерацией суперконтинуума и гармоник

высокого порядка, увеличения электронной плотно-

сти в плазменных каналах филамента и дальнейше-

го сжатия импульсов [7, 14]. В экспериментах по ис-

следованию влияния предварительного выстраива-

ния молекул на особенности филаментации показа-

но, что при этом может возрастать длина филамента

[15–17], а также меняться длительность импульса и

его спектр [7, 14, 16, 17]. Практически все эти работы

проводились с использованием излучения на длине

волны 800 или 400 нм (вторая гармоника). Однако

условия проведения экспериментов в этих работах

существенно различались (интенсивность лазерного

импульса, фокусировка, длина филамента, давление

и сорт газа). Кроме того, как показано ниже, в рабо-

тах [17–22] использовались неадекватные методы ре-

гистрации динамики изменения показателя прелом-

ления, вызванного выстраиванием молекул, что при-

вело к противоречивым результатам.

В настоящей работе экспериментально исследо-

вано влияние выстраивания молекул азота фемто-

секундным импульсом с центральной длиной волны

1400 нм, на изменение параметров проходящего че-

рез область квантового следа зондирующего лазер-

ного импульса с центральной длиной волны 800 нм

при росте энергии последнего вплоть до начала мно-

жественной филаментации. Использование в экспе-

рименте импульсов на двух существенно различных

длинах волн позволило четко выделить сигнал от

зондирующего импульса при их одинаковой поля-

ризации, когда эффект выстраивания максимален.

Кроме того, возбуждение на 1400 нм позволило по-

лучить более длинный филамент, а также увели-

чить вкладываемую в филамент энергию за счет ро-

ста порога филаментации и уменьшения вероятно-

сти ионизации, происходящего при увеличении цен-

тральной длины волны импульса. Тем самым увели-

чивалась длина взаимодействия зондирующего им-

пульса с областью квантового следа, а роль нели-

нейных эффектов, возникающих в генерируемой ла-

зерной плазме, уменьшалась [23, 24]. Отметим, что

выстраивание молекул импульсами коротковолново-

го ИК диапазона ранее не исследовалось эксперимен-

тально. Некоторые особенности для случая распро-

странения в воздухе были обнаружены в работе [25]

с помощью численного моделирования.

В наших экспериментах измерялись зависимости

спектра, длительности и пространственного распре-

деления зондирующего импульса, прошедшего че-

рез газ, от его задержки относительно первого им-

пульса, выстраивающего молекулы. Использовалась

титан-сапфировая фемтосекундная система с регене-

ративным усилителем Spitfier HP (Spectra Physics),

позволяющая получать на выходе импульсы с дли-

тельностью 45 фс, энергией 4 мДж, и частотой по-

вторения 1 кГц на длине волны 800 нм. Часть излу-

чения, преобразованная в оптическом параметриче-

ском усилителе TOPAS-C (Light Conversion) в им-

пульсы на длине волны 1400 нм, использовалась для

выстраивания молекул азота в газовой кювете. Из-

лучение на длине волны 800 нм после ахроматиче-

ской полуволновой пластины, согласующей поляри-

зации обоих импульсов, зондировало область кванто-

вого следа импульса на 1400 нм. Оба импульса своди-

лись дихроичным зеркалом и фокусировались лин-

зой с фокусным расстоянием 30 см в газовую кюве-

ту длиной 60 см. Линза располагалась вплотную ко

входному окну кюветы. Стартовая позиция возни-

кающих в газе филаментов контролировалась через

боковое окно кюветы цифровой камерой и совмеща-

лась для импульсов на обеих длинах волн при помо-

щи регулируемого телескопа, установленного в ка-

нале зондирования. Регулировка временных интер-

валов между импульсами осуществлялась при помо-

щи оптической линии задержки, управляемой ком-

пьютером. Спектральные характеристики излучения

после кюветы регистрировались при помощи воло-

конного спектрометра FLAME-S-XR1-ES c интегри-

рующей сферой FOIS-1 (Ocean Optics) при одновре-

менном управлении линией задержки, что позволя-

ло записывать спектрально-временные зависимости.

Длительность импульсов измерялась одноимпульс-

ным автокоррелятором ASF-20 (Авеста). Частота по-

вторения импульсов в эксперименте была уменьшена

до 50 Гц для исключения влияния эффектов накоп-

ления, вызванных, например, образованием ионов в

процессе филаментации. Увеличение давления в кю-

вете до 3 атм (оптимального для генерации суперкон-

тинуума [26]) давало возможность превзойти порог
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (а)–(d) – Спектры зондирующего импульса, полученные при различных его задержках от-

носительно импульса на 1400 нм в области возрождения вращательного волнового пакета вблизи половины периода

полного возрождения при разных энергиях (указаны на спектрах). (e) – Максимальная ширина спектра для входного

импульса (сплошная линия), при энергиях 5мкДж (звездочки) и 260 мкДж (кружки). (f) – Сигнал четырехволново-

го смешения импульсов накачки и зондирования (кружки) и отклик во всем исследуемом спектральном диапазоне

(треугольники) вблизи нуля задержки

филаментации для доступной в нашем эксперимен-

те энергии импульса на 1400 нм и тем самым увели-

чить его интенсивность, а также пропорциональную

ей степень выстраивания молекул в области кван-

тового следа. Давление подбиралось по устойчивой

генерации видимого спектра суперконтинуума в фи-

ламенте при максимально достижимой в экспери-

менте энергии импульсов на 1400 нм, составляющей

220 мкДж после входного окна кюветы при длитель-

ности 45 фс (FWHM). Длина и диаметр филамента,

определяемые по фотографии его светящегося плаз-

менного канала в газе, составляли 2 см и 90 мкм для

импульсов на 800 нм, и 5 см и 105 мкм для импуль-

сов на 1400 нм, соответственно. Поэтому в услови-

ях эксперимента филаментация пробного импульса

на 800 нм проходила внутри квантового следа фи-

ламента, созданного импульсом на 1400 нм. При за-

держках, соответствующих попаданию зондирующе-

го импульса в область восстановления выстраивания

молекул (см. ниже), наблюдалось двукратное удли-

нение созданного им филамента, связанное с фокуси-

рующим действием вращательного квантового следа

[7, 15, 16].

Возрождение вращательных волновых пакетов в

наших экспериментах наблюдалось в моменты вре-

мени, кратные соответствующему периоду, а также

четверти, половине и трем четвертям этого периода.

Известно, что процессы, наблюдаемые в этих слу-

чаях, подобны. Поэтому, следуя большинству про-

веденных в этой области исследований, мы прово-

дили подробные измерения в области временных за-

держек вблизи 4 пс, что приблизительно соответству-

ет половине периода восстановления вращательного

волнового пакета для молекул азота. Спектры зон-

дирующего импульса, зарегистрированные при раз-

личных его энергиях в этой временной области, пред-

ставлены на рис. 1а–d. При энергии 5 мкДж, недоста-

точной для образования филамента, наблюдаемый

сдвиг его спектра связан только со знакоперемен-

ной добавкой к показателю преломления газа, воз-

никающей в области квантового следа. Характерное

циклическое смещение спектра качественно воспро-
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изводит тенденцию, предсказанную в работе [14] (см.

рис. 1a, b). При этом в области, где скорость изме-

нения показателя преломления максимальна, наблю-

далось небольшое (∼ 5 нм) в сравнении с рассчитан-

ным в работе [14] уширение спектра, что объясняет-

ся на порядок меньшей длиной филамента в наших

экспериментах. Общая же величина изменения дли-

ны волны при сдвиге в красную и синюю сторону

оказывается существенно большей (более 40 нм). От-

метим, что именно эта величина в работах [18, 19]

интерпретирована как уширение спектра импульса,

по-видимому, из-за недостаточного временного раз-

решения. При энергии 65 мкДж зондирующий им-

пульс с длиной волны 800 нм образует филамент. При

этом сдвиг частоты, обусловленный фазовой моду-

ляцией, которая происходит из-за изменения показа-

теля преломления в квантовом следе, остается пре-

обладающим в согласии с оценками [27–31]. С даль-

нейшим ростом интенсивности растет влияние кер-

ровской нелинейности, приводящей к уширению (в

основном в область коротких длин волн) спектра бо-

лее, чем на 100 нм, с характерной сильной модуляци-

ей (рис. 1e).

Необходимо отметить, что характерные значения

экспериментально наблюдаемого времени возрожде-

ния вращательного волнового пакета, приведенные

для одних и тех же условий в разных работах, до-

вольно сильно различаются. Данное обстоятельство,

по-видимому, обусловлено различным выбором нуле-

вого времени задержки. В наших экспериментах оно

определялось по сигналу четырехволнового смеше-

ния импульсов накачки и зондирования (см. рис. 1f).

В сигнале, учитывающем отклик во всем исследу-

емом спектральном диапазоне (рис. 1f), видна за-

держка вращательного отклика, которая составляет

около 150 фс. Это время несколько больше рассчи-

танного в [29, 30] и измеренного в [32, 33] для импуль-

са на 800 нм, но хорошо согласуется с оцененным в

[25] для ближнего ИК диапазона.

Из полученных экспериментальных данных най-

дена зависимость центра тяжести спектра [34] от

времени задержки (рис. 2), по которой, в свою оче-

редь, определена динамика изменения показателя

преломления ∆n(t) при неадиабатическом выстраи-

вании молекул в области квантового следа. Для это-

го использовалась формула ∆n(t) ≈ c0
Lλ0

t∫

−∞

∆λ(t′)dt′

[33], где ∆λ – измеренный спектральный сдвиг, λ0 –

центральная длина волны лазерного импульса, L –

длина филамента, c0 – скорость света в вакууме.

Полученные данные достаточно хорошо согласуют-

ся (см. рис. 2) с расчетами изменения показателя

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости центра тяжести

спектрального распределения (пустые кружки) и из-

менения показателя преломления (кружки) от време-

ни задержки зондирующего импульса, определенные

из экспериментальных данных на пороге образования

филамента (рис. 1b). Пунктирная кривая – качествен-

ный ход показателя преломления в квантовом следе по

данным работ [25, 27]

преломления молекулярного азота в области кван-

тового следа в зависимости от времени задержки

относительно момента возбуждения [25, 33, 35]. Та-

кое изменение можно описать с помощью формулы

∆n(t) = 2πNn−1
0 ∆α(〈cos2 θ〉(t) − 1/3), где N – плот-

ность газа, n0 – линейный показатель преломления,

∆α – разность поляризуемостей молекулы для поля,

параллельного и перпендикулярного ее оси, θ – угол

между направлением поляризации возбуждающего

импульса и осью молекулы. При этом максимум по-

казателя преломления для зондирующего импульса,

при котором оси молекул выстраиваются параллель-

но направлению его поляризации, достигается при

задержке 4.15 пс, а минимум – при 4.32 пс, что не

совпадает с измеренными экстремумами сдвига дли-

ны волны (рис. 2), пропускания газа и интенсивности

третьей гармоники (не показаны).

Следует отметить, что во многих работах (см.,

например, [17–22]) именно зависимости пропуска-

ния образца, уширения спектра зондирующего им-

пульса или интенсивности его третьей гармоники от

времени задержки, наблюдавшиеся эксперименталь-

но, трактуются как зависимости приращения пока-

зателя преломления в квантовом следе. Качествен-

но эти зависимости подобны, однако согласно чис-

ленному моделированию, проведенному в работах

[14, 16, 31, 33], максимальные сдвиги спектра долж-
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ны наблюдаться в те моменты времени, когда произ-

водная показателя преломления максимальна (в хо-

рошем согласии с результатами наших измерений).

В этих точках добавка к показателю преломления

близка к нулю, и причина противоречия получен-

ных ранее результатов состоит в том, что именно эти

точки, соответствующие наблюдаемым максимумам

пропускания, сдвига частоты или интенсивности тре-

тьей гармоники, отождествлялись авторами с поло-

жениями, соответствующими максимальным добав-

кам к показателю преломления.

На рисунке 3 приведены результаты измерения

длительности зондирующих импульсов с длиной вол-

Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Относительное измене-

ние длительности зондирующего импульса, измеренное

при различных временных задержках в области воз-

рождения квантового следа вблизи половины периода,

при исходной длительности 110 фс (красные ромбы) и

55 фс (синие пустые ромбы). Пунктиром изображен ход

изменения показателя преломления. Корреляционные

функции, измеренные для импульсов длительностью

110 фс (b)–(d) и 55 фс (e)–(g) при различных времен-

ных задержках

ны 800 нм, проходящих через области с изменением

показателя преломления. Эксперименты проведены

при двух исходных длительностях импульса: 55 и

110 фс. Оба импульса удлинялись в области роста по-

казателя преломления (время задержки 4.00–4.15 пс)

и укорачивались в области его спада (4.15–4.30 пс),

что можно объяснить разницей показателя прелом-

ления для переднего и заднего фронтов, которая ве-

дет к удлинению импульса в первом случае и укоро-

чению во втором. Укорочение или удлинение импуль-

са максимально, когда он целиком попадает в об-

ласть dn/dt одного знака [36], т.е. при длительности,

близкой к времени прохождения им такой области.

Из рисунка 3 видно, что эффект существенно боль-

ше для 110 фс импульса: сжатие в 3, а уширение в 1.5

раза по сравнению с 1.4 и 1.2 для импульса с исход-

ной длительностью 55 фс. В работе [20] в аналогич-

ных условиях наблюдалось прямо противоположное

поведение для импульса с исходной длительностью

140 фс. По утверждению авторов, она уменьшалась

до 130 фс и увеличивалась до 160 фс при прохож-

дении области квантового следа с ориентацией осей

молекул соответственно вдоль и поперек направле-

ния поляризации импульса, что противоречит также

расчетам, сделанным в работе [14]. Причиной тако-

го расхождения результатов могла быть некоррект-

ная методика определения авторами работы [20] по-

ложений экстремумов добавки к показателю прелом-

ления, упомянутая выше.

При увеличении интенсивности зондирующего

импульса наблюдается уширение его спектра, сопро-

вождаемое сильной модуляцией (см. рис. 1e). Дан-

ная модуляция связана с интерференцией одинако-

вых частот, возникающих при керровской самомоду-

ляции в разных частях импульса [1, 36], что свиде-

тельствует о росте вклада керровской нелинейности.

Тем не менее, красный и синий сдвиги спектра зон-

дирующего импульса при соответствующих време-

нах задержки доказывают определяющую роль вы-

страивания молекул в изменении показателя прелом-

ления газа. Более того, наши эксперименты показа-

ли, что управляющая функция квантового следа со-

храняется и при интенсивностях зондирующего им-

пульса, при которых возникает множественная фи-

ламентация. Известно, что при множественной фи-

ламентации образуется пучок дочерних филаментов,

расположение которых по сечению пучка и вдоль

оси распространения, а также их параметры хаотич-

но меняются от импульса к импульсу [1]. Проблема

регуляризации этого процесса достаточно актуаль-

на для приложений, и поэтому активно исследуется.

Сведения о влиянии выстраивания молекул на мно-

жественную филаментацию, полученные в предыду-

щих работах, проведенных исключительно с импуль-

сами на длине волны 800 нм, достаточно противоре-

чивы. Так, в работах [21, 22] сообщается об исчезно-

вении множественной филаментации при параллель-

ной ориентации молекул и поляризации лазера, а в

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022



222 В. О. Компанец, А. А. Архипова, А. А. Мельников, С. В. Чекалин

Рис. 4. (Цветной онлайн) Профиль зондирующего пучка на 800 нм в угловых координатах после кюветы с газом при

временных задержках: (а) – 3.5; (b) – 4.32 и (с) – 4.4 пс. Виден захват и перекачка энергии в дочерний филамент.

(d) – Спектры зондирующего импульса: кривая 1 – вне области квантового следа при временной задержке 3.5 пс, кри-

вые 2, 3 и 4 – спектры излучения, захваченного дочерним филаментом, при энергии импульса 175, 205 и 336мкДж,

соответственно, и временной задержке 4.4 пс

[7] – о возникновении в этом случае “ripplelike” про-

филя с уширенным спектром.

В наших экспериментах пучок становился неод-

нородным по сечению при увеличении энергии зон-

дирующего импульса до 200 мкДж, что приблизи-

тельно в пять раз больше критической мощности са-

мофокусировки (рис. 4а). При перестройке времен-

ной задержки в области квантового следа яркость

отдельных неоднородностей в пучке резко возраста-

ла (рис. 4b, с). При изменении времени задержки от

4.3 до 4.5 пс (в области роста показателя прелом-

ления при выстраивании молекул) “высвечивались”

разные неоднородности в пятне (чаще одна), при-

чем при фиксации времени задержки картины бы-

ли стабильными и воспроизводились при обратном

ходе линии задержки. Это дало возможность заре-

гистрировать наблюдавшиеся дочерние филаменты

и измерить их параметры. Обнаружено, что дочер-

ний филамент распространялся в виде направлен-

ного пучка с расходимостью 3–4 мрад со спектром

в диапазоне 300–900 нм (рис. 4), причем в такой фи-

ламент захватывалось до 4 % энергии зондирующего

импульса. При этом дочерние филаменты не выхо-

дили за пределы основного пучка, расходимость ко-

торого была существенно большей, возрастая в этом

диапазоне времен задержки из-за возникновения от-

рицательной линзы при выстраивании молекул га-

за [7]. Типичный спектр излучения дочернего фила-

мента, зарегистрированный для времени задержки

4.3 пс, приведен на рис. 4d. Наблюдалось уширение

и рост интенсивности спектра при увеличении энер-

гии импульса вплоть до 200 мкДж, после чего рост

прекращался. По-видимому, это связано с достиже-

нием в филаменте интенсивности ∼ 5 × 1013 Вт/см2,

при которой дальнейший ее рост ограничивается

возникшей плазмой (intensity clamping [37]). Исхо-

дя из этого, можно оценить диаметр филамента как

∼ 100 мкм, из чего следует, что расходимость на-

блюдаемых пучков меньше дифракционной. При от-

стройке временной задержки из области квантового

следа, пучок снова приобретает типичный вид, пока-

занный на рис. 4а.
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Мы полагаем, что наблюдаемая селективность

ухода энергии в дочерние филаменты связана с

уменьшением взаимодействия между ними в рас-

ходящемся пучке, который формируется при обра-

зовании отрицательной линзы в газе с выстроен-

ными молекулами. Такое предположение подтвер-

ждается отсутствием эффекта в моменты времени,

соответствующие возникновению волноводного рас-

пространения зондирующего импульса [38] из-за по-

ложительной линзы в квантовом следе, когда реали-

зуется более плотная упаковка дочерних филамен-

тов, усиливающая их взаимодействие, обмен энер-

гией и приводящая к их слиянию [39]. Дальнейшая

самофокусировка и фазовая самомодуляция, приво-

дящая к генерации широкополосного суперконтину-

ума и образованию плазменного канала в филаменте,

происходит за счет керровской нелинейности.

Проведенные нами эксперименты показали, что

с помощью неадиабатического выстраивания моле-

кул импульсом на 1400 нм можно управлять процес-

сом филаментации фемтосекундного лазерного им-

пульса в газообразном азоте. В однофиламентном

режиме зарегистрированы сдвиги спектра и изме-

нение длительности импульса, связанные с измене-

ниями показателя преломления в областях возрож-

дения вращательного волнового пакета. При множе-

ственной филаментации фемтосекундного импульса

в газе продемонстрировано избирательное стимули-

рование отдельных филаментов при выстраивании

молекул в направлении, перпендикулярном поляри-

зации импульса, при синхронном распространении

импульса и области квантового следа. При этом об-

наружена устойчивая и воспроизводимая локализа-

ция излучения в отдельные филаменты с субдифрак-

ционной расходимостью и уширением спектра более,

чем на октаву, связанная с уменьшением взаимо-

действия между дочерними филаментами в расходя-

щемся пучке.
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Впервые измерены распределения временных и энергетических параметров рентгеновского излуче-

ния наносекундного мегавольтного атмосферного разряда в конфигурации “обратно-конический катод

с острием – сетчатый анод” по координате вдоль оси разряда с разрешением 12 см. Длина разрядного

промежутка – 60.5 см, максимальное приложенное напряжение – 1.2 МВ с временем нарастания фрон-

та – 220 нс. Оценки энергии квантов излучения выполнены с использованием свинцовых фильтров сту-

пенчатого ослабления с толщинами до 10мм. Исследовано ∼1200 осевых разрядов. Установлено, что

импульсы излучения обладают свойством кластеризации по временной оси и возникают одновременно

с особенностями производной приложенного напряжения по времени. Наиболее интенсивное и жесткое

рентгеновское и гамма-излучение наблюдается в момент достижения приложенным напряжением мак-

симального значения. Энергия излучения из области анода превышает энергию излучения из газового

промежутка в 5–8 раз. Также наблюдаются максимумы энергии излучения в области катода. Макси-

мальная энергия кванта излучения не превышает ∼ 400 кэВ. Исследованы амплитудные спектры иони-

зирующего излучения. Источником наблюдаемого излучения может быть торможение релятивистских

электронов в материале анода.

DOI: 10.31857/S1234567822160066, EDN: jhvswb

Импульсный пробой длинных (порядка 1 м) про-

межутков в атмосферном воздухе, осуществляемый

при приложении к ним напряжения амплитудой на

уровне 1 МВ, в настоящий момент активно исследу-

ется [1–13], так как его сложный многообразный ме-

ханизм к настоящему моменту времени до конца не

известен. Таким образом, его установление представ-

ляет существенный интерес и, в частности, может

быть полезным для понимания процессов в природ-

ных молниях [14–16]. В настоящий момент извест-

но, что в начальной стадии мегавольтных атмосфер-

ных разрядов происходит генерация рентгеновского

и гамма-излучения, в частности, высокой энергии [1–

12]. В литературе имеется ряд гипотез, описывающих

его формирование [4, 7, 11, 12]. В то же время, нет

достаточно строгих оснований сделать безусловный

выбор в пользу одной из них.

Ранее было обнаружено, что обсуждаемое излуче-

ние имеет острую угловую анизотропию [12], что мо-

жет указывать на механизм его генерации в резуль-

тате торможения релятивистских электронов. Наи-

более эффективное торможение осуществляется в

твердом теле. Следовательно, если считать, что при-

1)e-mail: andrei.rodionov@phystech.edu

рода излучения связана с торможением электронов,

следует ожидать наибольшую его интенсивность из

области анода. С другой стороны, в работе [2] обна-

ружено, что появление наблюдаемого излучения свя-

зано с особыми осцилляциями в зависимости тока от

времени, что может быть трактовано как результат

перемыкания токовых каналов, идущих от анода и

от катода. В подтверждение этого авторы [2–4] при-

водят факт того, что момент возникновения излу-

чения совпадает с процессами изменения конфигу-

рации стримерных и лидерных каналов. В этом слу-

чае источником излучения должно быть торможение

электронов в атмосферном воздухе межэлектродно-

го промежутка с учетом значительно вынесенных в

область газа потенциалами виртуальных анода и ка-

тода.

К настоящему моменту не было проведено иссле-

дований распределения энергии излучения по коор-

динате вдоль оси разряда. Именно эти измерения

принципиально важны, так как они позволят отде-

лить часть ионизирующего излучения, генерируемо-

го в области электродов, от части излучения, возни-

кающего в воздушном промежутке.

В настоящей работе впервые выполнены измере-

ния временных и энергетических параметров про-
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никающего излучения наносекундного атмосферно-

го мегавольтного разряда c пространственным раз-

решением. Проанализированы характеристики излу-

чения из электродных областей и межэлектродного

промежутка.

Эксперименты по пробою длинных воздушных

промежутков выполнены на установке ЭРГ [8, 9, 12].

В качестве источника напряжения использован гене-

ратор импульсных напряжений (ГИН), собранный по

схеме Аркадьева–Маркса, запасаемая системой энер-

гия составляла 4.3 кДж. Аксиально-симметричная

электродная система (рис. 1) описана в [12]. Диа-

метр внешнего заземленного токопровода был ра-

вен 2 м. Катод состоял из дюралевого конуса высо-

той 17 см и основанием диаметром 32 см, которое по

кромке было закруглено с диаметром закругления

20 мм. За пределы конуса внутрь разрядного проме-

жутка было вынесено острие – стальная игла, фики-

срованная на тонком (диаметром 2 мм) осевом што-

ке. Анод (осевой анодный электрод) был выполнен в

виде сетчатой полусферы (период сетки 1 мм, радиус

кривизны анодной поверхности – 14 см). Использо-

ванная форма катода была подобрана эмпирически

и соответствует генерации рентгеновского и гамма-

излучения наибольшей интенсивности по сравнению

с иными конфигурациями. Вместе с этим эмпириче-

ски определено, что такая форма катода позволяет

максимально стабилизировать параметры разряда и,

в частности, – положение привязки катодного факе-

ла к острию иглы, что дает возможность исследо-

вать пространственные свойства излучения разряда

с наибольшей точностью. Анод в виде сетки был ис-

пользован для соответствия параметров разряда с

таковыми при исследовании анизотропии его рент-

геновского излучения [12], в которых позади ано-

да стоял детектор, и, следовательно, анод должен

был быть частично прозрачным. Таким образом ти-

пы разряда в настоящей работе и в [12] одинаковы,

что позволяет сопоставлять результаты этих экспе-

риментов.

Ток анода измерялся коаксиальными шунтами:

анодным шунтом и шунтом обратного токопровода.

Постоянная времени обоих шунтов составляла менее

∼ 1 нс. Анодный (осевой) шунт измеряет параметры

только той части тока разряда, которая протекает

через осевой анодный электрод. В то же время шунт

обратного токопровода измеряет весь суммарный ток

разряда, текущий по всему объему разрядного про-

межутка и окружающего его пространства, включая

токи от катода к обечайке ГИНа, которые проходят

мимо осевого анодного электрода. Диагностическая

установка, состоящая из специально разработанных

сцинтилляционных детекторов ионизирующего из-

лучения [17] с дополнительными модификациями и

улучшенным временным разрешением 2–3 нс, имела

конфигурацию, схематично изображенную на рис. 1

(вид сверху), детекторы располагались равномерно

с шагом 17.6 см по пространству ортогонально оси

разряда. Использовалось 6 детекторов D1-D6 (отме-

чены на рис. 1 буквами в порядке их следования от

анода к катоду) на основе быстрых (∼ 1 нс) органи-

ческих сцинтилляторов (полистирол-p-терфенил +

POPOP), состыкованных с ФЭУ-30. Сцинтиллято-

ры имели форму цилиндров с диаметром основа-

ния 91 мм и длиной 50 мм. Для всех детекторов D1-

D6 использовались коллиматоры – трубы из свин-

ца марки С1 с толщиной стенки 1 см, длиной 1 м и

диаметром 12 см. Пространственное разрешение де-

тектирующей сборки вдоль оси разряда составляло

12 см. Отметим, что измерения, выполненные этой

системой, и, соответственно, выводы, относятся к из-

лучению, распространяющемуся по нормали к оси

разряда. Возможность таких измерений обусловлена

тем, что, в отличие от высокоэнергичной составляю-

щей излучения (энергия квантов 300–400 кэВ), про-

являющей острую угловую анизотропию, излучение

с энергиями квантов до 300 кэВ имеет практически

изотропную индикатрису [12]. В настоящем экспери-

менте можно считать, что с достаточной точностью

энергия сцинтилляции органического сцинтиллятора

прямо пропорциональна энергии детектируемого им

ионизирующего излучения [18].

Оценки энергии квантов излучения выполнены

по методике “фильтров ступенчатого ослабления”.

Свинцовые фильтры были выполнены из свинца

марки С1 толщиной 1, 3, 7 и 10 мм. Фильтры поз-

воляли менять ступенчатый порог ослабления реги-

стрируемого рентгеновского и гамма-излучения раз-

личной жесткости. Так как все детекторы в виде со-

члененных ФЭУ и сцинтилляторов для подавления

сильной электромагнитной наводки были помещены

в цельные корпуса из дюралюминия [17], толщина

стенки которых перед сцинтилляторами составляла

3 мм, этот барьер как дополнительный фильтр, про-

пускающий фотоны с энергией выше 20 кэВ, имел-

ся во всех измерениях, и измерения без свинцовых

фильтров, таким образом, относятся к излучению с

энергией квантов более 20 кэВ. Поправочные коэф-

фициенты для выравнивания амплитуд детекторов

относительно друг друга были получены в процессе

калибровки с помощью рентгеновской трубки ИМА-

6-100Д в аппарате марки “РИНА” (серия “АРИНА”) с

максимумом генерируемого спектра в области энер-

гий ∼ 120± 10 кэВ.
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема эксперимента: 1 – катод; 2 – анод; 3 – анодный шунт; 4 – шунт обратного токопровода;

5 – коллимированный детектор

Эксперименты выполнены в следующих усло-

виях: относительная влажность воздуха 25–40 %,

атм. давление 720–737 торр, температура воздуха

18–20 ◦С. Длина разрядного промежутка составля-

ла 60.5 см, максимальное приложенное напряжение –

1.2 МВ, время его нарастания с 10 % уровня ампли-

туды до 90 % – 220 нс. Экспериментальная статисти-

ка состояла из ∼ 1200 осевых разрядов, в которых

разрядный промежуток замыкался между анодом и

катодом. Разряды, в которых замыкание происходи-

ло на боковые стенки разрядного промежутка, в ста-

тистике не учитывались. Без свинцового ослабите-

ля (“Pb 0” на рис. 2, 3, толщина свинца 0 мм) было

проведено 312 измерений, со свинцовым фильтром

толщиной 1 мм (“Pb 1”) – 217 измерений, с фильтром

толщиной 3 мм (“Pb 3”) – 253, с фильтром толщиной
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Верх: зависимости тока разряда I(t), напряжения U(t) и его производной dU(t)/dt от времени

в первые 1.5 мкс от начала разряда; низ: положения максимумов в зависимости интенсивности ионизирующего излу-

чения от времени, синхронизованные с электрофизическими характеристиками разряда. D1–D7 – номера детекторов,

PB 0 – PB 10 – толщины свинцовых фильтров в мм

7 мм (“Pb 7”) – 240, и с фильтром толщиной 10 мм

(“Pb 10”) – 173 измерения соответственно. Оценки

числа случайных фоновых срабатываний детекторов

дают значение в 1 импульс за ∼ 104 выстрелов. Сле-

довательно, ложное срабатывание детекторов в на-

стоящей работе можно исключить.

На рисунке 2 приведены временные зависимости

электрофизических параметров разряда: зависимо-

сти тока разряда I(t), напряжения на разрядном про-

межутке U(t) и его производной по времени dU(t)/dt

в первые 1.5 мкс. Эти же зависимости в последующие

2 мкс представлены на рис. 3. Кривые получены на-

ложением ∼1200 отдельных измерений каждая. За

нулевой момент времени принят момент достижения

приложенным напряжением уровня в 10 % от макси-

мального.

Также на рис. 2 и 3 показаны синхронизованные

с точностью не хуже 1 нс с электрофизическими па-

раметрами разряда положения максимумов интен-

сивности ионизирующего излучения, измеренной на

всех детекторах (D1–D7) и при использовании дан-

ных всех экспериментальных серий для свинцовых

фильтров различного ослабления – толщины: 0 (пол-

ное отсутствие свинцового фильтра), далее 1, 3, 7 и

10 мм по порядку.

Из рисунков 2 и 3 видно, что наибольшее число

импульсов рентгеновского излучения наблюдается в

момент 90–350 нс, который соответствует достиже-

нию приложенным напряжением своего максималь-

ного значения, достигаемого в момент времени 160–

200 нс. Далее напряжение на промежутке снижается,

и интенсивность ионизирующего излучения падает.

При этом наблюдается излучение за всеми свинцо-

выми ослабителями, хотя с ростом толщины свинца

интенсивность излучения падает. В момент времени

350 нс прекращается характерный импульс тока раз-

ряда и падает интенсивность проникающего излуче-

ния.

Импульсы ионизирующего излучения обладают

свойством кластеризации по оси времени с образо-

ванием разграниченных временных групп. Данные

импульсы могут быть сгруппированы по следующе-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Верх: зависимости тока разряда I(t), напряжения U(t) и его производной dU(t)/dt от време-

ни в следующие 2мкс от начала разряда; низ: положения максимумов в зависимости интенсивности ионизирующего

излучения от времени. D1–D7 – номера детекторов, PB 0 – PB 10 – толщины свинцовых фильтров в мм

му принципу: временные границы, в которых на-

блюдается излучение, могут быть выбраны по мо-

ментам времени, в которые производная приложен-

ного напряжения по времени dU/dt достигает экс-

тремальных значений. При этом тогда, когда dU/dt

достигает экстремума, наблюдается наиболее интен-

сивное излучение. Действительно, такая группиров-

ка правильно разграничивает данные, изображен-

ные на рис. 2 и 3, выделяя четыре основные обла-

сти времени: от −175 до −33 нс; от −33 до +80 нс;

от +80 до +495 нс; от +495 до +964 нс. Также име-

ются две области: от −500 до −175 нс и от +964

до +3000 нс, в которых также наблюдается излуче-

ние, но интенсивность существенно ниже. В настоя-

щей работе исследованы координатные распределе-

ния и энергетические характеристики только наи-

более интенсивного излучения, возникающего в мо-

мент достижения приложенным напряжением мак-

симального значения: с 80 до 495 нс (область III

на рис. 2). Особенности излучения в остальные вре-

менные промежутки будут описаны в последующих

публикациях.

На рисунке 4 приведены распределения энергии

ионизирующего излучения по координате, испускае-

мого в период с 50 до 350 нс, в момент, относящий-

ся к максимуму приложенного напряжения. Кривые

получены следующим образом. Для каждого детек-

тора и для каждого фильтра-ослабителя было иссле-

довано 220–300 осевых разрядов, для которых были

вычислены средняя энергия ионизирующего излуче-

ния, равная интегралу по времени от зависимости

интенсивности сцинтилляций от времени, и ее стан-

дартное уклонение. Установлено, что в исследуемом

временном промежутке наибольшая энергия ионизи-

рующего излучения зарегистрирована в измерениях

без свинцового ослабителя и испускается из области,

находящейся на расстоянии 6 ± 6 см от поверхности

анода. На это значение нормированы все кривые на

рис. 4.

Из рисунка 4 следует, что для всех толщин свин-

цовых фильтров-ослабителей максимальная энергия

излучения наблюдается в прианодной области. В об-

ласти межэлектродного промежутка излучение так-

же наблюдается, однако его энергия в 5–8 раз мень-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Распределение энергии иони-

зирующего излучения, испущенного в течение периода

50–350 нс по координате вдоль оси разряда для всех

типов свинцовых фильтров

ше, чем энергия излучения из области анода. На кри-

вой без ослабителя и кривой, измеренной с ослаби-

телем толщиной 7 мм, наблюдается также максимум

в области катода. На кривой без ослабителя энергия

ионизирующего излучения в области катода в ∼ 1.7

раза выше энергии излучения в газовой фазе.

Количество событий, зафиксированных в момен-

ты времени, близкие к достижению приложенным

напряжением своего максимального значения, без

использования ослабителей, оказалось достаточным

для того, чтобы построить для каждой простран-

ственной координаты вдоль оси разряда распределе-

ние числа сцинтилляционных отсчетов по их ампли-

тудам (амплитудные спектры), которые изображены

на рис. 5. Из этого рисунка видно, что амплитудные

спектры в областях катода, межэлектродного про-

межутка и анода различаются. В области, прилежа-

щей к катоду, распределения имеют меньшие шири-

ны и соответствуют меньшим энергиям ионизирую-

щего излучения по сравнению с областями, прилежа-

щими к аноду.

На рисунке 5 имеется интересная особенность:

амплитудные спектры излучения из разных областей

разряда обладают разными минимальными значени-

ями: минимальная амплитуда излучения из области

катода в ∼ 3 раза ниже таковой для излучения из об-

ласти анода. Также от координаты зависит и макси-

мальное значение амплитуды. Значения максималь-

ных и минимальных амплитуд для распределений на

рис. 5 представлены в табл. 1.

На основе данных об энергии ионизирующего из-

лучения, регистрируемой за свинцовыми ослабителя-

ми разных толщин, приведенных на рис. 4, выполне-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Распределения числа сцин-

тилляций по их амплитуде, зарегистрированных с 50

до 350 нс без свинцового ослабителя

Таблица 1. Зависимости минимальной и максимальной ам-
плитуды сцинтилляционных отсчетов для измерений без свин-
цового ослабителя (рис. 5) от координаты вдоль оси разряда

Детектор X, см Минимальное Максимальное

значение значение

амплитуды, амплитуды,

отн. ед. отн. ед.

D1 6 660 3530

D2 24 450 2500

D3 41 370 1100

D4 59 290 1190

D5 77 260 1210

D6 95 – –

на качественная оценка максимальной энергии кван-

тов ионизирующего излучения для каждого значе-

ния координаты. К сожалению, точные измерения

спектрального состава излучения оказались невоз-

можны из-за недостаточной статистики событий, из-

меренных при использовании свинцовых фильтров.

С другой стороны, даже небольшое количество заре-

гистрированных событий позволило выполнить соот-

ветствующие качественные оценки по порядку вели-

чины, результаты которых изображены на рис. 6.

Согласно предыдущим исследованиям, основным

типом проникающего излучения в атмосферных раз-

рядах исследуемого типа является рентгеновское из-

лучение [1–12]. По этой причине оценки энергии

квантов выполнены на основе данных об оптическом

пропускании рентгеновского излучения свинцовыми

пластинами разных толщин, взятых из [19, 20].

Как видно из рис. 6, наибольшее значение кван-

та рентгеновского излучения наблюдается для излу-

чения, испускаемого из области анода, и составляет
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Зависимости максимальной

энергии квантов рентгеновского излучения от коорди-

наты вдоль оси разряда

∼ 350 кэВ. Излучение с наименьшим значением энер-

гии кванта, лежащее в области ∼ 250 кэВ, испускает-

ся из области межэлектродного промежутка. Из об-

ласти катода испускается излучение с энергией кван-

та до ∼ 300 кэВ. Установленная в работе максималь-

ная энергия квантов рентгеновского излучения, не

превышающая ∼ 400 кэВ, соответствует результатам

исследований в других экспериментальных конфигу-

рациях [2]. Полученные значения подтверждают, что

основным типом ионизирующего излучения служит

именно рентгеновское излучение.

Выводы. В настоящей работе впервые прове-

дены энергетические и временные измерения пара-

метров проникающего излучения мегавольтного на-

носекундного разряда с пространственным разре-

шением. Выполнена пространственная локализация

источника излучения и временная классификация

типов излучения. Установлено, что моменты време-

ни, в которые наблюдается излучение, определяются

экстремумами производной по времени от зависимо-

сти приложенного напряжения от времени, из кото-

рой следует, что в предпробойной стадии наблюда-

ется как минимум три таких области, каждая из ко-

торых сопровождается импульсами ионизирующего

излучения.

Установлено, что наиболее интенсивное рентге-

новское излучение наблюдается в момент дости-

жения приложенным к промежутку напряжением

максимального значения. Наибольшая энергия иони-

зирующего излучения испускается из областей, при-

лежащих к аноду. Излучение из областей между

электродами имеет энергию в 3–8 раз меньше. Из

прикатодных областей излучение несколько интен-

сивнее, чем из межэлектродного промежутка, но су-

щественно менее интенсивно, чем из прианодной об-

ласти. Амплитудные спектры излучения, испускае-

мого из областей анода и катода, различны так, что

минимальная энергия, зарегистрированная из приа-

нодной области, в ∼ 3 раза выше, чем из прикатодной

области.

Полученные результаты показывают, что глав-

ным источником ионизирующего излучения являет-

ся прианодная область, что согласуется с механиз-

мом его генерации, связанным с торможением быст-

рых (релятивистских) электронов. Действительно, с

одной стороны, при приближении к аноду электро-

ны набирают наибольшую кинетическую энергию. С

другой стороны, сечение генерации тормозного из-

лучения σb пропорционально nZ2, где n – объемная

плотность числа частиц среды и Z – атомный номер

[7, 21]. Для воздуха n = 1019 см−3, для атома азо-

та, составляющего большинство в составе воздуха,

Z = 7. Материалом катода служила нержавеющая

сталь, основной компонент которой – атомы железа

(Z = 56) с n = 1022 см−3. Таким образом, отношение

сечения тормозного излучения в материале катода σc
b

к таковому в воздухе σair
b при атмосферном давлении

составляет σc
b/σ

air
b ∼ 6·104 – почти на пять порядков

выше, что согласуется с полученными результатами.

Следовательно, полученный результат вместе с

обнаруженным ранее достаточно узким угловым рас-

пределением излучения [12] объясняется тем, что на-

блюдаемое излучение генерируется при торможении

быстрых (релятивистских) электронов, которое осу-

ществляется, главным образом, в материале анода.

Факт того, что интенсивность излучения стано-

вится наибольшей в момент максимума приложенно-

го напряжения, объясняется тем, что именно в этот

момент энергия ускоряемых электронов максималь-

на и, следовательно, в этот момент они генериру-

ют тормозное излучение наибольшей интенсивности

и жесткости. Максимальная энергия кванта рентг-

новского излучения, зарегистрированная в работе, не

превышает ∼ 400 кэВ.

Механизм наблюдаемой в работе генерации рент-

геновского излучения из прикатодной области может

быть связан с тормозным излучением электронов и

ионов при бомбардировке поверхности катода, либо

некоторым другим механизмом. Обнаруженное явле-

ние будет исследовано в последующих работах.

Согласно результатам работ [22, 23], режим раз-

ряда определяется соотношением критической дли-

ны лавины xc и длины разрядного промежутка d.

Оценки величин электрических полей c учетом гео-

метрии разрядного промежутка (рис. 1) в прика-

тодной области дают при приложении напряжения

0.6 МВ напряженности электрического поля в об-

ласти катодного острия и в области скругленного
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края катодного конуса, равные ∼ 2 МВ/м, что соот-

ветствует для воздуха при атмосферном давлении

xc ≈ 60 см ≈ d. Оценки выполнены в электростатиче-

ском приближении, которое в целом справедливо для

момента времени t = −100 нс, так как в этот момент

ток в промежутке мал, и в разрядном промежутке

сравнительно мало зарядов (рис. 2).

В [22] показано, что при xc < d разряд реализу-

ется в стримерном режиме, и при достижении этого

напряжения происходит старт стримеров. Из рисун-

ка 2 видно, что это условие выполняется для времени

t = −100 нс. Максимум тока разряда наблюдается

через ∼ 300 нс после старта стримеров (рис. 2), что

согласуется с таким описанием.

Пробой длинных промежутков может сопровож-

даться стримерно-лидерным переходом [24]. При

этом лидер имеет скорость, меньшую скорости стри-

мера. В то же время, характерные скорости стриме-

ров могут составлять 108 см/c [25], что соответству-

ет времени пролета разрядного промежутка ∼ 600 нс.

Эта величина близка по порядку к характерным

временам наблюдаемых процессов (рис. 2). Таким

образом, определить, имеет ли место стримерно-

лидерный переход, только по полученным в работе

данным нельзя, и это будет сделано в дальнейших

исследованиях.
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Методом оптически детектируемого циклотронного резонанса (ОДЦР) исследованы структуры, со-

держащие квантовую яму InGaAs/GaAs и ферромагнитный δ-〈Mn〉-слой, разделенные узким спейсе-

ром 3–10 нм. Несмотря на сильный беспорядок в этих структурах, по фотолюминесценции носителей в

квантовой яме наблюдается ОДЦР при поглощении в дальней инфракрасной области с максимумом в

магнитных полях, существенно меньше ожидаемых для типичных значений электронной или дырочной

циклотронных масс. Необычное проявление ОДЦР объясняется размерным магнитоплазменным резо-

нансом двумерных вырожденных дырок в субмикронных областях квантовой ямы высокого качества,

возникших в условиях сильного флуктуационного кулоновского потенциала вследствие мезоскопиче-

ского расслоения акцепторного δ-〈Mn〉-слоя высокой плотности. Ниже температуры Кюри δ-〈Mn〉-слоя

магнитно-силовая микроскопия также свидетельствует о неоднородности структуры в плоскости с ха-

рактерным масштабом ∼ 100–200 нм. В то же время, в светодиодной структуре на подложке n-GaAs

резонансное поле ОДЦР заметно меньше, чем в структуре на изолирующей подложке i-GaAs, что свя-

зывается с резонансом на донорах в легированной подложке.

DOI: 10.31857/S1234567822160078, EDN: jhwass

Плазменные возбуждения в электронных систе-

мах активно исследуются более 50 лет [1–4]. До-

пированные двумерные (2D) системы, проявляющие

плазменные эффекты в микроволновом и терагерцо-

вом частотных диапазонах, представляют не только

глубокий фундаментальный интерес, но также нахо-

дят важные прикладные применения [5, 6]. Такой ин-

терес обусловлен целым рядом уникальных свойств

2D-плазмонов, отличающих их от трехмерных ана-

логов: характеристики плазменных возбуждений в

2D-образцах контролируются электронной концен-

трацией или небольшим внешним магнитным полем

B < 300мТл [7, 8]. Плазменные резонансы в микро-

волновом (МВ), терагерцовом и дальнем инфракрас-

ном (ИК) частотных диапазонах ω уверенно разре-

шаются только в условиях ω · τ > 1, где τ – вре-

мя электронной релаксации [4]. Прогресс в техноло-

гиях роста 2D гетероструктур привел к улучшению

электронной и дырочной подвижности на несколь-

ко порядков, что позволило исследовать плазмоны

при более низких частотах, вплоть до МВ диапазо-

на [9, 10] и представляется чрезвычайно важным как

1)e-mail: szaitsev@issp.ac.ru

для практических приложений, так и для фундамен-

тальных исследований.

Открытие ферромагнитных (ФМ) полупровод-

ников p-типа In1−xMnxAs и Ga1−xMnxAs [11] сти-

мулировало исследования интеграции магнетизма

в полупроводниковую электронику [12]. Изучение

циклотронного резонанса (ЦР) в ФМ образцах

Ga1−xMnxAs в высоких магнитных полях вплоть

до 100 Тл показали, что очень низкая подвижность

носителей (µ ≤ 10 см2/В · с) приводит к чрезвычайно

широким пикам в сигнале ЦР при возбуждении в

ИК диапазоне [13]. В таких ФМ полупроводниках

происходит полное гашение межзонной люминес-

ценции дефектами, связанными с междоузельным

Mn [11], что, казалось бы, закрывает возможности

применения этих материалов в оптоэлектронике.

Однако в работе [12] была предложена гибридная

структура: ФМ слой вблизи квантовой ямы (КЯ) с

двумерным дырочным газом. Обменное взаимодей-

ствие ФМ слоя с дырками в КЯ должно вызывать

равновесную спиновую поляризацию дырок (эффект

близости), которые, в свою очередь, могут влиять

на ориентацию вектора намагниченности M(T ). В

работах [14, 15] была обнаружена циркулярная поля-

ризация оптического перехода в гетероструктурах с
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КЯ и близлежащим ФМ дельта-слоем Mn (δ-〈Mn〉),
что было интерпретировано поляризацией спинов

дырок КЯ в обменном поле ФМ слоя. В настоящей

работе такие ФМ структуры с КЯ InGaAs/GaAs и

слоем δ-〈Mn〉, разделенными узким спейсером GaAs

толщиной dS = 3−10 нм [15–17], были исследова-

ны методом ОДЦР при поглощении ИК лазера.

Обнаружено нетипично низкое для немагнитных

гетероструктур InGaAs/GaAs значение резонансного

магнитного поля ОДЦР, что мы интерпретируем

как наблюдение смешанного магнитоплазменного

циклотронного резонанса вырожденных 2D-дырок

на мезоскопически малых участках КЯ. Именно

специфический дизайн структуры, имеющей в своем

составе ФМ акцепторный δ-〈Mn〉-слой высокой

концентрации, склонный к расслоению и самоком-

пенсации, и приводит к возникновению аномально

сильного флуктуационного кулоновского потенци-

ала для носителей в КЯ. Такое разделение КЯ на

субмикронные области с характерным размером

∼ 200 нм наблюдалось нами методом низкотемпе-

ратурной магнитно-силовой микроскопии ниже

температуры Кюри δ-〈Mn〉-слоя TC ∼ 35K.

Исследованные структуры с КЯ InGaAs/GaAs

и пространственно-близким δ-〈Mn〉-слоем были вы-

ращены комбинированным методом металлоргани-

ческой гидридной эпитаксии (МОСГЭ) и лазерного

распыления [15, 16]. Схемы различных типов струк-

тур показаны на вставках к рис. 1. Структура # 1

(ростовой номер 4846), выращенная на изолирующей

подложке i-GaAs 3◦(001), имела δ-〈C〉-слой, нижний

спейсер GaAs (10 нм), КЯ InxGa1−xAs (x = 0.22) тол-

щиной 10 нм и верхний спейсер GaAs dS = 3.6 нм

и покровный слой GaAs ∼ 40 нм. Номинальная тол-

щина QMn δ-〈Mn〉-слоя составляла QMn ∼ 0.3 мо-

нослоя (МС), что соответствует чрезвычайно высо-

кой поверхностной плотности NMn ионов Mn (в GaAs

1МС = 6.3 · 1014 см−2). В силу δ-легирования акцеп-

торными слоями δ-〈Mn〉 и δ-〈C〉 в таких структурах

КЯ содержит 2D-дырочный газ с высокой концен-

трацией ∼ 1012 см−2 [16, 19]. В структуре # 1 слоевая

концентрация дырок pS ≈ 7 · 1011 см−2 и их холлов-

ская подвижность µ ≈ 3000 см2/В · с при T = 5K. От-

метим, что в структурах InGaAs/GaAs без ФМ слоев

δ-〈Mn〉 подвижность дырок в КЯ на порядок выше

[20]. Для сравнения методом ОДЦР исследовалась

также структура # 2 (ростовой номер 5170) с КЯ

InxGa1−xAs/GaAs/δ-〈Mn〉 (x = 0.1, dS = 10 нм), вы-

ращенная на легированной подложке n+-GaAs (001)

(∼ 1017 см−3) и тонком буферном слое i-GaAs ∼ 3 нм

(рис. 1b). В силу легирования подложки в диодных

структурах невозможны транспортные измерения в

Рис. 1. (Цветной онлайн) Спектры ФЛ для КЯ

InGaAs/GaAs/δ-〈Mn〉 без подсветки (сплошная черная

линия) и при подсветке ИК лазером 118.8 мкм (красная

пунктирная линия), и их разностный спектр ∆I(E) (зе-

леная штрих-пунктирная линия): (a) – в структуре # 1

при B = 3.6Тл и (b) – в структуре # 2 при B = 1.8Тл

при T ≈ 2.4K. Для каждой структуры выбрано резо-

нансное магнитное поле Bmax

плоскости и прямое определение плотности и типа

носителей (n- или p-тип) в КЯ.

Для эксперимента использовалась ИК линия λ =

= 118.8мкм (EL = 10.43мэВ, ω = 1.60 · 1013 Гц) га-

зового лазера с СО2 накачкой. ИК излучение под-

водилось к образцу в криостате c жидким гелием

под откачкой (T ≈ 2.4K) сверху по стальной трубе

и фокусировалось тефлоновой линзой, с плотностью

мощности лазера PL ∼ 10мВт/см2. Для возбужде-

ния ФЛ служил непрерывный полупроводниковый

лазер с λ = 785 нм (EL = 1.58 эВ, PL ∼ 10мВт/см2).

Возбуждение и сбор ФЛ осуществлялось с помощью

двух световодов диаметром 200 мкм и регистрирова-

лось на монохроматоре с базой 0.55 м и охлаждаемой

азотом ССД-камере. Особое внимание было уделено

совпадению на образце пятен оптического и зондиру-
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ющего ИК излучений, для чего перед образцом ста-

вилась диафрагма диаметром 1 мм. Магнитное поле

B = 0−10Тл создавалось сверхпроводящим соленои-

дом и прикладывалось в геометрии Фарадея (вдоль

оси роста структур, по нормали к поверхности об-

разцов). Пластинка λ/4 и линейный поляризатор пе-

ред образцом обеспечивали измерение циркулярно-

поляризованной (σ+ или σ−) ФЛ при развертке поля

обоих знаков.

Магнитные и магнитооптические свойства струк-

тур со слоем δ-〈Mn〉 ранее были изучены посред-

ством магнито-оптического эффекта Керра [17] и

на СКВИД-магнитометре [18], которые подтверди-

ли ФМ характер этих структур с температурой Кю-

ри TC ∼ 30−35K. Исследования поверхности и

структуры магнитного потока методом магнитно-

силовой микроскопии (МСМ) проводились с помо-

щью атомно-силового микроскопа (АСМ) AttoCube

AttoDry 1000. АСМ/МСМ измерения проводили в

атмосфере обменного газа (гелия) при давлении P ∼
∼ 0.5мбар в диапазоне температур от 4 до 50 К с вы-

сокой точностью (∼ 0.1 K). В качестве зондов приме-

нялись кремниевые магнитные кантилеверы фирмы

Bruker марки MESP, покрытые слоем CoCr. Иссле-

дование топографии поверхности проходило в полу-

контактном режиме, а структуры магнитного пото-

ка в режиме МСМ с выключенной обратной связью

на высоте ∼ 110 нм над поверхностью образца. Для

получения МСМ изображений измеряли сдвиг фазы

колебаний магнитного кантилевера.

Пространственное разделение КЯ и δ-〈Mn〉-слоя

позволяет не только предотвратить гашение меж-

зонной люминесценции в КЯ дефектами, связанны-

ми с Mn, но и существенно, почти на три порядка

повысить подвижность дырок в КЯ, так как u <

< 10 см2/В · с в твердых растворах Ga1−xMnxAs [21].

При этом взаимодействие носителей заряда в КЯ с

ФМ δ-〈Mn〉-слоем сохраняется, что подтверждается

не только проявлением аномального эффекта Холла

в этих структурах [16], но и наличием резкой магни-

тополевой зависимости степени циркулярной поля-

ризации PC(B) для основного оптического перехода

в КЯ: в малых полях B < 0.3Тл происходит быст-

рый рост PC(B), сменяющийся значительно более

медленным ростом в высоких полях (рис. 2а). Такой

быстрый рост PC(B) характерен именно для изучае-

мых структур и полностью отсутствует в контроль-

ных образцах без слоя δ-〈Mn〉 [15, 19]. Более того,

в структурах с δ-〈Mn〉-слоем в экспериментах с им-

пульсным возбуждением был обнаружен динамиче-

ский характер возникновения циркулярной поляри-

зации PC(t) перехода в КЯ [17]: величина поляриза-

Рис. 2. (Цветной онлайн) (а) – Зависимости степени

циркулярной поляризации PC(B) для основного опти-

ческого перехода в КЯ при возбуждении стационар-

ным cw лазером EL = 1.580 эВ и T ≈ 2.4K. (b) –

Импульс ФЛ основного перехода в КЯ и ее циркуляр-

ная поляризация PC(t) в структуре #1 после возбуж-

дения импульсным линейно-поляризованным лазером

(EL = 1.503 эВ, B = 250мТл, T ≈ 6K)

ции PC(t) в структуре # 1 практически линейно на-

растает со временем после возбуждения КЯ линейно-

поляризованным лазером с энергией EL = 1.503 эВ

ниже барьера GaAs (рис. 2b). Механизмы такого по-

ведения в настоящее время активно обсуждаются.

Для детального изучения 2D дырочной систе-

мы методом ЦР необходимо исследование в широ-

ком диапазоне циклотронной частоты ω и магнит-

ных полей, что налагает высокие требования к ка-

честву структур и требует высокой подвижности

дырок [22, 23]. Используя квазиклассическую оцен-

ку холловской подвижности µ ≈ eτ/mh [4], можно

оценить время релаксации импульса носителей τ в

изучаемой структуре # 1 с µ ∼ 3000 см2/В · с (при

T = 5K) как τ ∼ 0.3 пс, что сравнимо с τ ∼ 0.7 пс

в КЯ Ga0.47In0.53As/InP шириной 10 нм [24]. В оцен-

ке использовалась масса тяжелой дырки в плоско-

сти КЯ mh ≈ 0.22m0 (здесь и далее m0 – масса
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свободного электрона), полученная при исследова-

нии электролюминесценции в магнитном поле в ди-

одных структурах n-типа с КЯ In0.16Ga0.84As/GaAs

[25]. Для выполнения условия ω · τ > 1, необходи-

мого для достоверных исследований ОДЦР в струк-

турах InGaAs/GaAs/δ-〈Mn〉, обладающих невысокой

подвижностью в 2D-дырочном канале, необходимо

использовать частоты ω ≥ 1013 Гц, отвечающие

дальнему ИК диапазону. Для газового ИК лазера с

линией λ = 118.8мкм (ω = 1.6 · 1013 Гц ) получаем

ω · τ ∼ 5, что удовлетворяет требуемому критерию.

На рисунке 1 показаны спектры ФЛ для струк-

туры # 1, выращенной на изолирующей подложке

i-GaAs (рис. 1a), и структуры # 2 на подложке n-

GaAs (рис. 1b) без подсветки I(E) и при ИК под-

светке ICR(E). Также показаны разностные спек-

тры ∆I(E) = ICR(E)− I(E) (зеленая штриховая ли-

ния), записанные в резонансном для каждой струк-

туры поле (см. рис. 3). Большая спектральная полу-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости от магнитного

поля нормированной (в %) величины ODCR(B) – инте-

гральной интенсивности разностного спектра КЯ (см.

текст) для обеих структур при T ≈ 2.4K. Стрелками

отмечены максимумы зависимостей

ширина линии излучения КЯ (> 10 мэВ) связана с

существенной неоднородностью состава, строения и

высокой концентрацией заряженных и нейтральных

примесей, характерных для изучаемых структур с

δ-слоями углерода и марганца и используемой тех-

нологии роста МОСГЭ [16]. Видно, что в случае с

2D-дырочным газом (# 1) поглощение ИК излучения

приводит к уменьшению интенсивности по всей поло-

се КЯ, аналогично КЯ p-типа GaAs/AlGaAs [9], где

такое поведение связывалось с резонансным нагре-

вом дырок в результате поглощение ИК излучения.

В светодиодной структуре # 2 ИК подсветка приво-

дит к более сложному перераспределению интенсив-

ности ФЛ: ее уменьшению (∆I(E) < 0) возле макси-

мума полосы излучения КЯ и усилению (∆I(E) > 0)

на фиолетовом краю (см. рис. 1b). Аналогичные про-

явления ОДЦР с изменением знака ∆I(E) наблюда-

лись в недопированных КЯ GaAs/AlGaAs [26], что

объяснялось разогревом фотовозбужденных элек-

тронов с последующим перераспределением образу-

ющихся экситонов между локализованными и дело-

кализованными состояниями в пределах неоднород-

но уширенной полосы излучения КЯ.

Для количественной оценки эффекта ОДЦР

при поглощении носителями ИК излучения

в магнитном поле B брался интеграл моду-

ля разностного спектра ФЛ, нормированный

на интегральную интенсивность КЯ
∫
I(E)dE:

ODCR(B) =
∫
|∆I(E)|dE/

∫
I(E)dE. Интегриро-

вание производилось в спектральном диапазоне

излучения КЯ: 1.30–1.33 эВ для структуры # 1

и 1.395–1.43 эВ для # 2 (см. рис. 1). Полученные

таким образом зависимости ODCR(B) представлены

на рис. 3. Они демонстрирует слабо выраженные

максимумы при Bmax ≈ 3.7Тл и Bmax ≈ 1.8Тл в

структурах # 1 и # 2, соответственно. Из квазиклас-

сического соотношения для циклотронной энергии

EFIR = ~eBmax/m
∗ [4] можно оценить циклотронную

массу m∗ в плоскости КЯ для носителей, отвеча-

ющих за ОДЦР. Так, m∗ ≈ 0.042m0 в структуре

# 1 и m∗ ≈ 0.020m0 в диодной структуре # 2.

Кроме того, из рис. 3 видно, что в обеих структурах

максимумы наблюдаются в условиях значительно-

го, практически бесструктурного фона, который

обычно связывается с нерезонансным разогревом

носителей [4].

При обсуждении полученных результатов отме-

тим, что энергетический спектр дырок в изучаемых

структурах на изолирующей подложке имеет 2D ха-

рактер, следовательно, масса дырок сильно анизо-

тропна. Это подтверждается наблюдением осцилля-

ций Шубникова–де Гааза в поле, перпендикулярном

плоскости КЯ, и их отсутствием в продольной гео-

метрии [16]. Известно, что наиболее надежным ме-

тодом измерения планарной массы является цикло-

тронный резонанс в низкочастотном, МВ диапазоне

[4, 9], поскольку при исследовании в дальней ИК об-

ласти эффекты непараболичности в КЯ с большой

концентрацией дырок вносят существенный вклад в

измеряемую величинуm∗. Так, детальные исследова-

ния ОДЦР в КЯ p-типа GaAs/AlGaAs [22, 23] показа-

ли, что при переходе из МВ в ИК диапазон с ростом

энергии возбуждения и, соответственно, с ростом ре-

зонансного поля Bmax, в эксперименте наблюдался
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рост циклотронной массы дырок m∗ = ~eBmax/EFIR

от m∗ ≈ 0.15m0 до m∗ ≈ 0.4m0, что хорошо воспро-

изводилось в расчетах уровней Ландау в КЯ. При

этом рост m∗ с полем Bmax происходит как при низ-

кой концентрации дырок pS = (3−6) · 1010 см−2 [22],

так и при высоких pS = (0.7−1.6) · 1011 см−2 [23].

Интересно сравнить величину m∗, полученную

в данном исследовании, со значениями планарной

массы дырок m∗, полученными другими методами.

Такое сравнение показывает, что найденные значе-

ния m∗ существенно меньше значений для струк-

тур InGaAs/GaAs, известных авторам из литерату-

ры [27–30]. Кроме того, величина m∗ = 0.042m0 для

# 1 также заметно меньше массы электрона me ≈
≈ 0.055m0 в тройном соединении In0.22Ga0.78As слоя

КЯ этой структуры, полученной из концентрацион-

ной зависимости me(x) в InxGa1−xAs [31], что ставит

под сомнение также электронную природу наблюда-

емого резонанса. Аналогично, масса m∗ ≈ 0.02m0

в # 2 также значительно меньше массы электрона

me ≈ 0.062m0 для слоя КЯ (In0.1Ga0.9As) в этой

структуре. Для сравнения еще сделаем оценку ре-

зонансного поля Bmax = m∗EFIR/(~e) при известных

из литературы значений m∗ в сходных структурах

и EFIR = 10.4мэВ: (i) Bmax = 19.8Тл для дырок

с m∗ = 0.22m0 в диодах In0.16Ga0.84As/GaAs [25],

(ii) Bmax = 15.3Тл для дырок с m∗ = 0.17m0 в КЯ

In0.2Ga0.8As/GaAs при близких pS ∼ 7 ·1011 см−2 [30]

и (iii) Bmax ≈ 4.9Тл для электронов с me = 0.055m0

в КЯ In0.22Ga0.78As/GaAs [31], что во всех случаях

больше значений Bmax ≈ 3.7Тл в структуре # 1 и

Bmax ≈ 1.8Тл в структуре # 2.

Для понимания такого несоответствия найденных

в эксперименте номинальных значений циклотрон-

ной массы m∗ и оцениваемых значений поля Bmax и

литературных данных для структур InGaAs/GaAs,

необходимо рассмотреть возможные факторы, при-

водящие к сдвигу (уменьшению) Bmax. В этой свя-

зи нам представляются важными результаты деталь-

ных исследований размерного магнитоплазменного

резонанса в легированных 2D структурах (см. ра-

боты [7–10] и ссылки там). Эти исследования в вы-

сококачественных структурах GaAs/AlGaAs с высо-

кой подвижностью носителей (выше 2 · 105 см2/В · с)
как n-типа, так и p−типа, показали, что к уменьше-

нию Bmax при фиксированной частоте МВ возбуж-

дения приводит ограничение (уменьшение) размеров

образцов. Такое пространственное ограничение обла-

сти движения носителей в 2D структуре путем вы-

травливания круглых мез приводит к смешиванию

их плазменной и циклотронной мод и зависимости

частот верхней и нижней ветвей ω± возникающего

магнитоплазменного резонанса от размера d (диа-

метра) круглой мезы [8, 9]:

ω± = ±ωCR

2
+

√

ω2
P +

(ωCR

2

)2

, (1)

где ωCR = eB/m∗ – циклотронная частота в поле B,

а ωP – плазменная частота 2D-носителей (в данном

случае, дырок) c концентрацией pS :

ω2
P =

pSe
2

2m∗ε0ε(q)
q. (2)

Здесь q = 2.4/d – волновой вектор плазменного воз-

буждения, ε0 – электрическая постоянная и ε(q) –

эффективная диэлектрическая проницаемость сре-

ды. В отсутствие экранировки затвором ε(q) = (ε +

+1)/2 есть полусумма диэлектрических проницаемо-

стей вакуума (ε = 1) и GaAs (ε = 12.8). В пределе

сильного магнитного поля или большой мезы d→ ∞
ветвь ω+ стремится к ωCR = eB/m – частоте ЦР для

бесконечной КЯ. Вторая магнитоплазменная ветвь

ω− носит краевой характер и в пределе больших маг-

нитных полей отвечает возбуждениям, распростра-

няющимся вдоль края 2D-системы [8]. При уменьше-

нии диаметра мезы плазменная частота ωP увеличи-

вается как d−1/2, что в эксперименте приводит к сме-

щению максимума Bmax верхней ветви резонансного

поглощения ω+ в область более низких полей отно-

сительно резонансного поля BCR = m∗EFIR/(~e) для

бесконечной КЯ без мезы:

Bmax = BCR − ω2
pm

∗/(eω) = BCR − const/d. (3)

Именно такая функциональная зависимость от диа-

метра мезы d наблюдалась в работе [9]. Таким обра-

зом, фактор пространственного ограничения приво-

дит к смешиванию плазменной и циклотронной мод

и, как следствие, к зависимости энергии и магнит-

ного поля резонанса от размера 2D-структуры. В си-

лу соотношения (1) также становится неприменимым

вычисление циклотронной массы в таких структу-

рах, как m∗ = ~eBmax/EFIR.

Применительно к изучаемым магнитным струк-

турам с ФМ δ-〈Mn〉-слоем ограничение области цик-

лотронного движения носителей может быть обу-

словлено мезоскопическим расслоением КЯ, т.е. ее

разбиением на малые субмикронные участки, вы-

званное сильным беспорядком. Так, в этих структу-

рах эксперимент одновременно показывает не толь-

ко проявление квантовых эффектов, присущих вы-

сококачественным 2D образцам, но также и нали-

чие активационной проводимости и гигантского от-

рицательного магнетосопротивления, обусловленно-

го спин-зависящими эффектами и магнитным беспо-

рядком (см. работу Аронзона и др. [16, 32] и ссылки
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там). В этом цикле работ из детального комплексно-

го анализа транспортных и магнитных данных был

сделан вывод о специфическом расслоении образцов

с δ-〈Mn〉-слоем в плоскости – в них происходит разби-

ение КЯ на участки, содержащие вырожденный 2D

дырочный газ. Эти участки КЯ с характерным раз-

мером ≥ 100 нм, существенно превышающем длину

свободного пробега дырок l ∼ 20 нм, разделены узки-

ми непроводящими (квази-диэлектрическими) сло-

ями с характерной толщиной ∼ 10 нм [16]. Причи-

ной возникновения такого беспорядка в изучаемых

структурах являются особенности строения δ-слоя:

вследствие сильной диффузии Mn в GaAs выращи-

ваемый δ-〈Mn〉-слой фактически представляет со-

бой ультратонкий слой (∼ 2–3 нм) твердого раство-

ра Ga1−xMnxAs с высокой концентрацией марганца

2–6 ат.% [16]. В матрице GaAs атомы Mn, находящи-

еся в узлах Ga (MnGa), выступают не только как ло-

кальные магнитные моменты, но также и в качестве

акцепторной примеси. Это приводит к появлению в

структуре дырок, взаимодействие которых с элек-

тронами d-оболочки Mn и является физической при-

чиной возникновения ферромагнетизма в твердом

растворе GaMnAs [11]. Кроме того, атомы Mn в мат-

рице GaAs способны занимать не только акцептор-

ные позиции MnGa, но также и дефектные, междо-

узельные позиции MnI, где они выступают в качестве

двойных доноров, что приводит к существенной са-

мокомпенсации δ-слоя Mn [11]. Общая концентрация

заряженных атомов Mn в δ-слое NMn ≥ 6 · 1013 см−2

при QMn ∼ 0.3МС [21] существенно превышает кон-

центрацию дырок в КЯ pS ≤ 4 · 1012 см−2, которые в

этом случае не могут полностью экранировать слу-

чайные флуктуации распределения заряженных де-

фектов, что приводит к дальнодействующему флук-

туационному потенциалу в плоскости КЯ. Этот по-

тенциал имеет пространственный масштаб RC , с ха-

рактерной длиной неэкранируемых флуктуаций, ле-

жащей в диапазоне от минимальной длины Rmin ∼
∼ dS до максимальной Rmax ≈ N

1/2
Mn /pS [16], при этом

флуктуации потенциала с масштабом больше Rmax

эффективно экранируются носителями (дырками) в

2D-канале. Подставляя характерные значения NMn и

pS , получаем оценку Rmax ∼ 100−200 нм. Оценки ам-

плитуды флуктуационного потенциала γ дают вели-

чину γ ∼ 10мэВ [16], что превышает энергию Ферми

при типичных концентрациях дырок. Таким обра-

зом, присутствие близкого встроенного δ-〈Mn〉-слоя

высокой плотности, характеризующегося также вы-

сокой степенью самокомпенсации доноров и акцеп-

торов, приводит к возникновению в плоскости КЯ

сильного флуктуационного кулоновского потенциала

для носителей [16]. Важной особенностью рассматри-

ваемой модели является также предположение о на-

личии резких пространственных изменений концен-

трации Mn в δ-〈Mn〉-слое, а также в окружающих

его спейсере и покровном слое, и связанной с этим

сильной неоднородности их кристаллической и маг-

нитной структур. Согласно этой модели, в области

расположения δ-слоя Mn формируется квази-2D маг-

нитная фаза в форме отдельных субмикронных ФМ

островков твердого раствора Ga1−xMnxAs с высоким

содержанием Mn (x ∼ 0.05−0.1) [32], характеризую-

щаяся сильными флуктуациями распределения за-

ряженных дефектов MnGa и MnI. При этом дырки

в КЯ локализованы в потенциальных ямах, обра-

зованных крупномасштабными флуктуациями куло-

новского потенциала этих “островков”, т.е. флукту-

ационный потенциал в КЯ коррелирует с расслоив-

шимся ФМ δ-〈Mn〉-слоем в силу специфики природы

ферромагнетизма в полупроводнике Ga1−xMnxAs, в

котором носители (дырки) являются также медиато-

ром обменной связи ионов Mn [11].

Мезоскопическое разделение КЯ на субмикрон-

ные области масштабом ≥ 100 нм и более, ранее пред-

полагаемое из анализа магнитотранспортных дан-

ных [16], действительно наблюдалось нами методом

низкотемпературной магнитно-силовой микроскопии

ниже температуры Кюри δ-〈Mn〉-слоя TC ∼ 35K. На

рисунке 4 отображены результаты АСМ/МСМ ис-

следований при низкой температуре T = 4.7K. Ри-

сунок 4a демонстрирует рельеф исследуемой области

структуры # 2 размером 1 × 1мкм в режиме АСМ.

Высота неоднородностей рельефа составляет 1−2 нм.

На рисунке 4b и c представлено распределение маг-

нитного потока над поверхностью структуры, пока-

занной на рис. 4a, в полях B = 0 и B = 50мТл, соот-

ветственно. Из рисунка 4 видно, что контраст фазы

колебаний магнитного кантилевера имеет характер-

ный масштаб ∼ 100–200 нм и при этом определенным

образом коррелирует с рельефом. Такая структура

магнитного потока характерна для всего исследован-

ного образца ниже его температуры Кюри TC ∼ 35К

и исчезает после отогрева выше TC . Наблюдаемый

знакопеременный контраст фазы связывается со спе-

цифической доменной структурой, присущей иссле-

дуемой структуре, и отражает существенную маг-

нитную неоднородность ФМ δ-〈Mn〉-слоя.

На наш взгляд, именно сильное ограничение эф-

фективной площади активных участков КЯ и при-

водит к смешанному магнитоплазменному резонан-

су вырожденных 2D-дырок во внешнем поле на та-

ких мезоскопически малых участках КЯ размером

d ∼ 100−200 нм в условиях ее специфического фа-

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022



Оптическое детектирование циклотронного резонанса. . . 239

Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Рельеф области структуры # 2 размером 1× 1мкм в режиме АСМ. Структура магнит-

ного потока (режим МСМ) в поле, перпендикулярном плоскости КЯ: (b) – B = 0Тл и (c) – B = 50мТл. Температура

T = 4.7K

зового расслоения. Для определенности сделаем ко-

личественную оценку энергии смешанной магнито-

плазменной моды ~ω+ (знак “+” в формуле (1), от-

вечающей классическому ЦР в пределе больших по-

лей. Оценки плазменной энергии ~ωP по формуле

(2) для круглой мезы d = 100 нм в структуре # 1

с pS ∼ 7 · 1011 см−2 и циклотронной энергии ~ωCR =

= ~eB/m∗ дают ~ωP ≈ 9.2мэВ и ~ωCR ≈ 2.2мэВ. В

оценке использовалась масса дырки m∗ = 0.22m0,

полученная из магнитолюминесценции в светодио-

дах с КЯ In0.16Ga0.84As/GaAs [25]. Для магнитоплаз-

менной моды получим ~ω+ ≈ 10.3мэВ, что близко к

энергии ИК лазера EFIR = 10.4мэВ и, по-видимому,

является случайным совпадением, учитывая нали-

чие значительного разброса параметров в разных

структурах, и прежде всего массы m∗. Тем не менее,

на наш взгляд, близость оценки энергий ~ω+ и EFIR

служит аргументом в пользу предложенной интер-

претации нетипичного проявления ЦР в изученных

ФМ гетероструктурах. Зависимость Bmax от диамет-

ра мезы (формула (3)) позволяет также объяснить

сдвиг Bmax в область меньших полей относительно

данной выше оценки BCR = m∗EFIR/(~e) = 19.8Тл

резонансного поля для классического ЦР дырок с

m∗ = 0.22m0: Bmax = BCR − ω2
Pm

∗/(eω) ≈ 6.1 (Тл),

что хоть и больше, но все же лучше соответству-

ет экспериментальному значению Bmax ≈ 3.7Тл для

структуры # 1. Также, возможно, требуется уточ-

нение теории смешанного магнитоплазменного резо-

нанса для субмикронных образцов.

При уменьшении магнитного поля вследствие

увеличения циклотронного радиуса носителей rc
масштаб неэкранируемых флуктуаций потенциала

Rmax ∼ 100−200 нм может стать меньше rc, что мо-

жет привести к нарушению закона сохранения вол-

нового вектора при излучении/поглощении фотонов

в 2D структурах [33]. В этой связи будет полезно

привести оценку для циклотронного радиуса уровня

Ландау, ближайшего к уровню Ферми [33]:

rC =
√
2πn2D

(
~c

eB

)

. (4)

Для структуры # 1 с n2D = pS ∼ 7 · 1011 см−2 по-

лучим rc(Bmax) ∼ 32 нм, т.е. в довольно широком

диапазоне полей вблизи Bmax выполняется соотно-

шение rc < Rmax, что согласуется c нашей моделью

смешанного магнитоплазменного резонанса вырож-

денных 2D-дырок на мезоскопически малых участ-

ках КЯ.

Что касается диодной структуры # 2, в кото-

рой невозможно определить концентрацию носите-

лей стандартными методами и оценить ωP , для нее

следует сделать важное замечание: наличие легиро-

ванной подложки n+-GaAs (n ∼ 1017 см−3), отделен-

ной от КЯ тонким слоем i-GaAs толщиной a = 3 нм

(a ≪ d), приводит к экранировке носителей в КЯ

[8]. В результате изменяется эффективный волно-

вой вектор q ≈ 3.7/d, ε(q) задается выражением

ε(q) = (1+ε coth(qa))/2, а спектр 2D-плазмонов ωP (q)

приобретает линейный характер [8]:

ωP =

√

n2De2a

m∗ε0ε(q)
q, (5)

что меньше плазменной частоты ωP для неэкрани-

рованного случая на фактор f ∼ a/d ≪ 1. В этом

случае ωP ≪ ωCR и ограничение области движения

носителей не приводит к заметной перенормировке

(усилению) энергии магнитоплазменного возбужде-

ния ~ω+ в формуле (1), а резонанс ~ω+ ≈ ~ωCR =

= EFIR для типичных значений дырочных масс по-

требует больших полей Bmax > 10Тл. В то же вре-

мя наблюдаемый пик при Bmax ≈ 1.8Тл совпадает с
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данными по ОДЦР для линии 1s → 2p+ нейтраль-

ного донора D0 в n-допированных КЯ GaAs/AlGaAs

при ИК лазере c λ = 118.8мкм [34]. В нашем случае

эти доноры D0 находятся в легированной подложке

и в силу ее близости к КЯ, по-видимому, происходит

заметный перенос фотовозбужденных носителей из

подложки в КЯ, что в итоге и приводит к ОДЦР в

люминесценции КЯ.

Таким образом, при исследовании структур с КЯ

InGaAs/GaAs/δ-〈Mn〉 методом ОДЦР в ИК обла-

сти (линия лазера λ = 118.8мкм) было обнару-

жено, что максимум ОДЦР существенно сдвинут в

область низких магнитных полей, значительно ни-

же оцениваемого для характерных значений элек-

тронной или дырочной циклотронных масс в систе-

ме InGaAs/GaAs. Такое нетипичное для обычных

(немагнитных) гетероструктур с КЯ InGaAs/GaAs

проявление ОДЦР можно объяснить как проявление

смешанного магнитоплазменного циклотронного ре-

зонанса вырожденных 2D-дырок на мезоскопически

малых участках КЯ высокого качества, возникаю-

щих в результате фазового расслоения близлежаще-

го акцепторного δ-〈Mn〉-слоя с высокой концентраци-

ей атомов марганца. Именно особый дизайн струк-

туры, имеющей в своем составе ФМ δ-〈Mn〉-слой

высокой концентрации, склонный к расслоению и са-

мокомпенсации, и приводит к возникновению ано-

мально сильного флуктуационного кулоновского по-

тенциала для носителей в плоскости КЯ. Такое

разделение КЯ на субмикронные области разме-

ром ∼ 100–200 нм, ранее предполагаемое из ана-

лиза магнитотранспортных измерений [16], было

продемонстрировано методом низкотемпературной

магнитно-силовой микроскопии ниже температуры

Кюри δ-〈Mn〉-слоя. Также найдено, что резонансное

поле сильно отличается в структуре, выращенной на

изолирующей подложке i-GaAs, и в структуре на

подложке n-GaAs, что связывается с экранировкой

2D-плазмонов во втором случае. В результате в све-

тодиодной структуре в исследуемом диапазоне полей

(< 10 Тл) наблюдается только линия ОДЦР, отвечаю-

щие переходу 1s→ 2p+ на донорах D0 легированной

подложке.

Работа выполнена в рамках государственного

задания ИФТТ РАН.
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Механизмы коллапса скирмионных структур в синтетических антиферромагнетиках (САФ) и энер-

гия активации таких процессов изучается в рамках теории переходного состояния на основе анали-

за многомерной энергетической поверхности системы и построения путей с минимальным перепадом

энергии между соответствующими состояниями. САФ состоит из двух тонких ферромагнитных пленок,

разделенных немагнитной металлической прослойкой, электроны проводимости которой обеспечивают

антиферромагнитное межслойное обменное взаимодействие. Используется дискретная модель гейзенбер-

говского типа, включающая симметричный и антисимметричный обмен в каждом слое, взаимодействие

со внешним магнитным полем и указанное выше межслойное обменное взаимодействие. Воспроизведе-

ны наблюдаемые экспериментально магнитные структуры. Показано, что наиболее вероятный механизм

коллапса скирмионных пар проходит через несимметричное состояние со скирмионом в одном слое. Рас-

считана энергия активации для такого процесса. Она на 16 % меньше численных оценок на основе мик-

ромагнитного анзаца, но в 1.4 раза больше, чем для аннигиляции скирмиона того же размера в одном

слое.

DOI: 10.31857/S123456782216008X, EDN: jhwtgz

1. Введение. Магнитные скирмионы пред-

ставляют собой локализованные магнитные состоя-

ния, устойчивость которых относительно случайных

внешних воздействий связывают с существованием

топологического заряда, сохраняющегося при непре-

рывном изменении намагниченности [1]. Эти систе-

мы могут служить битами информации для нового

поколения сверхплотной и быстрой магнитной памя-

ти [2, 3]. Нелинейный динамический отклик скирми-

оннов на внешние воздействия позволяет рассматри-

вать их в качестве возможных элементов нейроморф-

ных устройств и искусственных нейронных сетей [4].

Однако, использование ферромагнитных (ФМ) мате-

риалов в качестве носителей скирмионных состояний

встречает ряд трудностей, мешающих их практиче-

скому применению. Среди них относительно боль-

шой размер скирмионов, устойчивых при комнатной

температуре [5], что уменьшает плотность хранения

информации, наличие холловского угла при движе-

нии под действием спин-поляризованного тока [6] и

полей размагничивания, усложняющих контроль ди-

намики скирмионных состояний, архитектуру и ди-

зайн беговой памяти.

1)e-mail: v_uzdin@mail.ru

Эти трудности в значительной степени можно

обойти, если использовать антиферро- (АФ) [7] и

ферримагнитные материалы [8, 9], в которых ло-

кализуются топологические хиральные структуры.

Скирмионы размером вплоть до 10 нм, стабиль-

ные при комнатной температуре, были обнаруже-

ны экспериментально в ферримагнитных пленках

Pt/GdFeCo [10] и Pt/GdCo [11]. Вблизи точки ком-

пенсации эти системы ведут себя, как скирмионы

в АФ среде. Устойчивость и времена жизни ФМ

и АФ скирмионных структур были исследованы в

рамках теории переходного состояния в работе [12].

Размер скирмиона при увеличении внешнего маг-

нитного поля в АФ материалах увеличивается, а в

ФМ – уменьшается, если поле направлено противо-

положно намагниченности в центре скирмиона. Тем

не менее между этими состояниями можно устано-

вить соответствие, при котором их энергетические

поверхности и активационные барьеры для коллап-

са совпадут. Это позволяет делать выводы о вре-

менах жизни АФ скирмионов без дополнительных

расчетов, зная соответствующие значения для ФМ

аналогов.

Определенные трудности возникают при детек-

тировании скирмионов в АФ материалах, поскольку

магнитная структура в центре скирмиона и снару-
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жи практически не различаются. С этой точки зре-

ния большой интерес представляет концепция син-

тетических антиферромагнетиков (САФ), в которых

удается формировать хиральные скирмионы и до-

менные стенки [13–15]. В этих системах хиральные

топологические конфигурации, в частности, скирми-

оны, возникают в ферромагнитных пленках с АФ об-

меном через тонкую немагнитную прослойку. Скир-

мионы в пленках образуют связанные состояния и

поля размагничивания от каждого из них в значи-

тельной степени компенсируют друг друга, как и

в случае АФ среды. Поэтому даже для магнитных

пленок, имеющих толщину в несколько нанометров,

магнитостатическое взаимодействие, которое приво-

дит к увеличению размеров топологических струк-

тур [16], можно не учитывать. В результате удается

получить устойчивые скирмионные пары с характер-

ным размером вплоть до 10 нм при комнатной тем-

пературе. Однако аккуратного расчета устойчивости

таких структур относительно тепловых флуктуаций

до сих пор не было проведено. Наиболее последова-

тельный метод количественной оценки устойчивости

магнитных состояний, включая энергию активации

процессов перехода между ними, основан на теории

переходного состояния для магнитных степеней сво-

боды [17, 18]. Таким расчетам для скирмионов в САФ

и анализу наиболее вероятного механизма их распа-

да посвящена данная работа.

2. Дискретная модель и магнитные конфи-

гурации. Для описания свойств связанных скирми-

онных состояний в САФ будем исследовать струк-

туру, в которой эти состояния наблюдались экс-

периментально [14]. САФ состоит из двух магнит-

ных слоев, разделенных немагнитной металлической

прослойкой. Эффективное обменное взаимодействие

между магнитными слоями, описываемое механиз-

мом Рудемана–Киттеля–Касуи–Иосиды (РККИ), ос-

циллирует с толщиной немагнитной прослойки. Эта

толщина выбирается так, чтобы межслойное взаимо-

действие было АФ. В качестве магнитных слоев ис-

пользовались пленки Со с тяжелым металлом (Pt) на

интерфейсе, индуцирующим антисимметричный об-

мен Дзялошинского–Мории (ДМ) в магнитной под-

системе. Вместе с тем наличие интерфейса Pt/Co

приводит к анизотропии “легкая ось” ортогональной

плоскости пленки. Эта анизотропия, однако, компен-

сируется анизотропией “легкая плоскость” за счет

магнитостатического взаимодействия, зависящего от

толщины d магнитных слоев, при d = 1.47 нм.

Такая система может быть описана в решеточной

модели с помощью гамильтониана гейзенберговско-

го типа, включающего наряду с внутрислойным об-

менным взаимодействием и обменом ДМ межслойное

взаимодействие РККИ:

E = −
∑

n=1,2

∑

〈i,j〉

(JSn
i ·Sn

j +Dij ·[Sn
i ×Sn

j ])−
∑

i

J12S
1
i ·S2

i .

(1)

Здесь Sn
i – трехмерный вектор единичной длины, на-

правленный вдоль магнитного момента на узле i в n-

м слое САФ. Суммирование производится по парам

〈i, j〉 ближайших соседей. Параметры внутрислойно-

го гейзенберговского обмена J и вектора ДМ Dij

(‖Dij‖ = D) отличны от нуля только для моментов

на соседних узлах и одинаковы в обоих слоях. Па-

раметр межслойного обменного взаимодействия J12

связан со спиновой поляризацией электронов про-

водимости в немагнитной прослойке, индуцирован-

ной магнитными слоями. В простейшем приближе-

нии это взаимодействие имеет такой же локальный

вид, как и гейзенберговский обмен. Можно рассмот-

реть более общую модель, когда магнитный момент

взаимодействует не с конкретным моментом на бли-

жайшим к нему узле второго слоя, а со средним маг-

нитным моментом в некоторой области вокруг этого

узла. Это, однако, не меняет качественной картины

магнитных конфигураций.

Параметры дискретной модели были выбраны

таким образом, чтобы соответствовать измеренным

в эксперименте значениям и данным, используе-

мым при микромагнитном моделировании [14, 19].

Представленные ниже расчеты были выполнены для

квадратной и треугольной плоских решеток, соот-

ветствующих одной и той же непрерывной модели

в предположении, что магнитное состояние однород-

но по толщине каждого магнитного слоя. Магнитные

конфигурации и их энергетические характеристики

практически одинаковы для обоих решеток. Поэто-

му будут приведены только результаты, получен-

ные для квадратной решетки. В отсутствие анизо-

тропии основное состояние магнитных слоев соответ-

ствует спиральной структуре, определяемой соотно-

шением параметров обменного взаимодействия и вза-

имодействия ДМ. Наличие АФ межслойного взаимо-

действия приводит к антипараллельной корреляции

направлений магнитных моментов в спиновых спира-

лях разных слоев. Соответствующие магнитные кон-

фигурации при значениях параметров J = 183мэВ,

D = 6.9мэВ, J12 = 3.24мэВ показаны на рис. 1a, b.

Расчет выполнен на сетке с шагом a = 1.5 нм разме-

ра 1000 × 1000 с периодическими граничными усло-

виями. Период спиральной структуры на рис. 1a со-

ответствует теоретической оценке L = 2πaJ/D.

Для того, чтобы получить локализованные в про-

странстве пары связанных скирмионных состояний
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Магнитные конфигурации в САФ. Цветом показана z-проекция вектора S. (a) и (b) – Маг-

нитные спирали в нижнем и верхнем слое в присутствии взаимодействия ДМ и АФ межслойного обмена. (c) и (d) –

Скирмионы в нижнем и верхнем слое при АФ межслойном обмене и поле Hb = 50мТл, индуцированным в нижнем

слое дополнительными магнитными слоями за счет РККИ взаимодействия

в САФ, в систему дополнительно вводились маг-

нитные слои [Pt(0.45 нм)/Co(0.6 нм)]4 c сильной од-

ноосной анизотропией, перпендикулярной плоскости

пленки. Эти слои через прослойку Pt индуцирова-

ли эффективное магнитное поле Hb в ближайшем

магнитном слое САФ n = 1. Будем называть этот

слой “нижним” в соответствии с геометрией экспери-

ментальных образцов [14]. Механизм возникновения

этого поля, как и обмена J12, связан с РККИ взаимо-

действием через электроны проводимости немагнит-

ной прослойки. Однако толщина немагнитного слоя

здесь выбрана так, чтобы сделать межслойный обмен

ФМ. Таким образом, эффект близости дополнитель-

ного магнитного слоя сводится к добавке в энергию

(1) слагаемого того же типа, что и внешнее магнит-

ное поле, действующего только на нижний магнит-

ный слой. Вместе со взаимодействием со внешним

полем Hext полная энергия теперь записывается в

виде

ESAF = E −
∑

i

µµ0[(Hb +Hext) · S1
i +Hext · S2

i ], (2)

где µ – магнитный момент элемента.

На рисунке 1с, d показаны скирмионные состоя-

ния, возникающие в нижнем (с) и верхнем (d) слое

при µ0Hb = 50мТл и µ = 430µB. Остальные пара-

метры здесь выбраны такие же, как для системы на

рис. 1a, b.

При изменении межслойного обменного взаимо-

действия J12 модифицируется структура скирмион-

ных состояний в обоих магнитных слоях САФ, но

в большей степени в верхнем. Величина и знак J12
зависит от толщины немагнитной прослойки. Тол-

щину можно менять даже в пределах одного об-

разца, сделав немагнитный слой в виде клина [20].

В этом случае можно ожидать формирования раз-

личных магнитных конфигураций при смещении

в плоскости образца и трансформации магнитных

структур при движении их под воздействием спин-

поляризованного тока. Если начать с состояния, по-

казанного на рис. 1с, d и уменьшать величину АФ

связи, размер скирмиона в верхнем слое будет уве-

личиваться и при близком к нулю взаимодействии

в этом слое восстановится спиральная магнитная

структура, как на рис. 1b . Изменение знака J12 при-

ведет к формированию в верхнем слое связанного

скирмиона с моментами, сонаправленными с момен-

тами в нижнем слое. При больших значениях |J12|
размеры скирмионов в обоих слоях становятся прак-

тически одинаковыми.

Рассмотрим теперь эволюцию магнитной струк-

туры при изменении внешнего поля Hext. В одно-

слойной системе увеличение поля приводит к перехо-

ду от спиральной структуры к скирмионным состоя-

ниям, далее – к уменьшению устойчивости и радиуса

скирмиона вплоть до его исчезновения и перехода си-

стемы в ФМ состояние. В САФ при J12 < 0 увеличе-

ние магнитного поля способствует уменьшению раз-

мера скирмиона в нижнем слое, но его увеличению

в верхнем. РККИ воздействие со стороны магнит-

ных моментов верхнего слоя на нижний будет кон-

курировать с внешним полем и зависимость размера

скирмиона в нижнем слое от внешнего поля зара-

нее не очевидна. На рисунке 2 представлена зависи-

мость радиусов скирмионов в нижнем и верхнем сло-

ях от приложенного в направлении, перпендикуляр-

ном плоскости системы, магнитного поля при фик-

сированном значении µ0Hb = 50мТл.

С увеличением поля радиус связанных скирмио-

нов растет и в нижнем, и в верхнем слое, но в верх-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость радиусов rsk
связанных скирмионов в нижнем и верхнем магнит-

ных слоях САФ от внешнего магнитного поля. µ0Hb =

= 50мТл

нем этот рост быстрее. При изменении направления

внешнего поля сначала происходит уменьшение раз-

мера скирмионов. Если Hb + Hext = −Hext, радиус

скирмионов в обоих слоях одинаков.

При Hb = −Hext магнитная конфигурация экви-

валентна состоянию САФ без магнитного поля, в ко-

тором верхний магнитный слой заменен на нижний,

и наоборот. Дальнейший рост радиусов скирмионов

при Hext < −Hb происходит, как и в случае Hext > 0,

если поменять слои местами. Отметим, что увеличе-

ние равновесного радиуса скирмионов в АФ пленках

при увеличении внешнего внешнего магнитного поля

было получено в [12].

ИзменениеHb эквивалентно сдвигу зависимостей,

показанных на рис. 2 по горизонтальной оси так,

чтобы радиусы скирмионов совпадали при Hext =

= −Hb/2.

На рисунке 3 показаны профили намагниченно-

сти скирмионов в нижнем и верхнем слое при µ0Hb =

= 50 и различных значениях Hext. Зависимости, ана-

логичные представленным на рис. 3, были получены

в работе [14] на основе микромагнитного моделиро-

вания. Некоторые различия, такие как совпадение

радиусов скирмионов в обоих слоях при µ0Hext ≈
≈ 20мТл могут быть связаны с учетом дипольного

взаимодействия в микромагнитных программах, но

не включенных в выражение для энергии (2).

3. Пути с минимальным перепадом энер-

гии и устойчивость скирмионов в САФ. Коли-

чественной характеристикой устойчивости магнит-

ных состояний относительно тепловых флуктуаций

и случайных возмущений может служить их среднее

время жизни. В рамках гармонического приближе-

ния теории переходного состояния для этой величи-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Магнитные профили скирми-

онов mz(r) в нижнем (жирные линии) и верхнем (тон-

кие линии) слоях САФ при разных внешних полях.

µ0Hb = 50мТл

ны получается выражение, соответствующее закону

Аррениуса [21, 18]:

τ = τ0 exp

(
∆E

kBT

)

, (3)

Здесь ∆E – энергия активации процесса коллап-

са магнитного состояния. Для расчета этой величи-

ны исследуется энергетическая поверхность систе-

мы, как функционал от всех переменных, однозначно

определяющих магнитную конфигурацию. Локаль-

ные минимумы на энергетической поверхности соот-

ветствуют основному и метастабильным состояниям,

а путь с минимальным перепадом энергии (ПМПЭ)

между ними задает наиболее вероятный сценарий

магнитного перехода [22, 23]. Максимум вдоль пути

представляет собой седловую точку первого порядка,

и активационный барьер рассчитывается, как раз-

ность энергий в седловой точке и начальном состоя-

нии: ∆E = Esp − Emin. Предэкспоненциальный мно-

житель τ0 в (3) зависит от энтропии системы в на-

чальном состоянии и седловой точке, а также от ди-

намики, определяющей скорость ухода из седловой

точки в направлении конечного состояния [24, 18].

Расчеты ПМПЭ для коллапса скирмионной па-

ры в САФ были выполнены на квадратной решет-

ке 500 × 500 узлов с периодическими граничными

условиями. Если задавать направления спинов дву-

мя углами в полярной системе координат, то раз-

мерность энергетической поверхности системы со-

ставит 500 000. Однако, более удобно использовать

декартовы координаты. При этом размерность по-

верхности увеличивается, а условие постоянства ве-

личины магнитных моментов учитывается посред-

ством введения множителей Лагранжа [18]. Большая
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Рис. 4. (Цветной онлайн) ПМПЭ между состоянием связанных скирмионов в слоях САФ и однородным состоянием

без скирмионов для Hext = 0. Путь проходит через промежуточный минимум, соответствующий состоянию с одним

скирмионом в верхнем слое. Локальные минимумы и седловые точки показаны квадратами и треугольниками соот-

ветственно. Справа показаны магнитные профили mz(r) (r в нанометрах) вдоль пути в точках, указанных на графике

слева. Синяя сплошная линия соответствует скирмиону в верхнем слое

размерность энергетической поверхности делает рас-

чет седловой точки сложной вычислительной зада-

чей. Здесь удается провести расчет ПМПЭ вблизи

седловой точки с использованием метода усеченного

ПМПЭ [25].

На рисунке 4 показан ПМПЭ между состояни-

ем с двумя связанными скирмионами в магнитных

слоях САФ и однородным состоянием с ФМ упоря-

дочением в каждом слое. Параметры соответствуют

параметрам непрерывной модели и эксперименталь-

ным данным [14]: J = 183.75мэВ, D/J = 6.3 · 10−3,

J12/J = 5 · 10−4, µ = 12µB, µ0Hb = 50мТл в отсут-

ствие внешнего магнитного поля. Справа показаны

магнитные конфигурации в отмеченных на том же

рисунке слева точках вдоль пути. Переход проходит

через промежуточный минимум, соответствующий

равновесному состоянию с одним скирмионом в верх-

нем слое. Однако барьер, отделяющий его от одно-

родного ФМ упорядочения, составляет всего 0.03 J ,

и время жизни такого скирмиона будет на много по-

рядков меньше, чем связанной пары скирмионов в

САФ.

В начальном равновесном состоянии размеры

скирмионов в обоих слоях почти одинаковы. На

участке ПМПЭ до первой седловой точки радиусы

скирмионных состояний уменьшаются, но в нижнем

слое – сильнее, чем в верхнем. Активационный ба-

рьер, который необходимо преодолеть для распада

скирмионной пары ∆E = 4.9 J . Затем происходит

коллапс скирмиона в нижнем слое с переворотом мо-

ментов в центре скирмиона и дальнейшим переходом

в однородное состояние. В верхнем слое скирмион

продолжает сжиматься и после первой седловой точ-

ки, переходя в локально устойчивое состояние. При

этом энергия системы почти не меняется. На этом

участке основной вклад в энергию, отсчитываемую

от однородного ФМ состояния, дает обменное вза-

имодействие. Для топологических солитонов в дву-

мерных изотропных ферромагнетиках масштабное

преобразование, соответствующее “дыхательной” мо-

де, не меняет энергии системы [1]. Поэтому и энергия

вдоль пути практически постоянна и близка к мини-

мальной энергии в непрерывной σ-модели 4πqJ , где

q – топологический заряд магнитной структуры. По-

сле перехода через вторую седловую точку система

переходит в однородное состояние. Барьер для нук-

леации односкирмионной магнитной конфигурации

оказывается немного выше, чем для образования из

этого состояния связанной скирмионной пары.

В САФ с внешним магнитным полем ПМПЭ име-

ет аналогичный вид, но величины активационных ба-

рьеров увеличиваются, как и размеры скирмионов.

Это происходит в первую очередь за счет пониже-

ния энергии в начальном равновесном состоянии, а

энергия системы в седловой точке изменяется гораз-

до меньше. Увеличивается и энергия активации для

коллапса односкирмионного состояния, которая со-

ставляет при µ0Hext = 30 мТл около 0.25 J . Энер-

гия активации распада двухскирмионного состояния

в этом поле составляет уже 6J .

Представляет интерес сравнить энергию актива-

ции скирмионной пары в САФ и тонкой ФМ пленке.

Для этого был выполнен расчет ПМПЭ для коллап-

са одиночного скирмиона. Параметры были выбраны

такими же, как и для пленок САФ, за исключени-

ем внешнего магнитного поля µ0Hext = 25мTл. Оно
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было выбрано таким образом, чтобы совпали разме-

ры скирмионных состояний в ФМ пленке и в САФ

без внешнего магнитного поля. Общий вид ПМПЭ

и механизм коллапса аналогичены имеющимся в ли-

тературе [26, 18]. Рассчитанная энергия активации

коллапса ∆E = 3.44 J оказалась существенно ниже,

чем соответствующий барьер в САФ. Это согласует-

ся с экспериментально подтвержденной устойчиво-

стью скирмионных состояний в САФ [14].

Сравним, наконец, полученную энергию актива-

ции распада скирмионного состояния в САФ с оцен-

ками, полученными в [14], где предполагалось, что

в процессе аннигиляции размер скирмионов умень-

шался в обоих слоях синхронно, и рассчитывались

вклады в энергию системы в зависимости от ради-

уса скирмионов. Для этого в рамках непрерывной

модели был использован анзац для формы магнит-

ного профиля скирмиона [27], включающий в каче-

стве параметра его радиус R, и вклады от разных

взаимодействий в энергию рассчитывались аналити-

чески [8]. Расчеты показали, что для относитель-

но малых размеров скирмионов в слоях САФ за-

висимость всех вкладов от радиуса можно аппрок-

симировать линейными функциями. Хотя на мас-

штабах нескольких постоянных решетки непрерыв-

ная модель, очевидно, не может давать хорошего

описания, для оценки энергии активации использо-

валась экстраполяция энергии при R → 0. Полу-

ченная таким образом величина, формально соответ-

ствующая скирмионам нулевого радиуса, принима-

лась за энергию активации, необходимую для пере-

хода в пространственно-однородное состояние. Тогда

энергия активации коллапса получается вычитани-

ем из этого значения энергии равновесного состоя-

ния пары скирмионов и для выбранных параметров

составляет 5.66 J .

Эта величина на 16 % больше, чем значение, най-

денное при построении ПМПЭ, и существенно пере-

оценивает стабильность скирмионной пары при ком-

натной температуре. Для аккуратной оценки време-

ни жизни нужно рассчитать предэкспоненциальный

фактор в (3), который [14] принят равным 109 для

всех рассматриваемых структур. В отсутствие даль-

нодействующего дипольного взаимодействия, кото-

рое подавлено в САФ, такой расчет может быть про-

веден в рамках гармонической теории переходного

состояния [28].

4. Заключение. Вопрос об устойчивости топо-

логических магнитных структур относительно теп-

ловых флуктуаций является ключевым для исполь-

зования их в качестве битов магнитной памяти. Ко-

личественной мерой устойчивости может служить

время жизни магнитных состояний. Исследование

ПМПЭ, соответствующего аннигиляции скирмионов

в САФ, позволяет описать механизм коллапса и най-

ти энергию активации такого процесса. Эта величи-

на, согласно (3) дает основной вклад в оценку для

времен жизни.

Аккуратный расчет показывает, что при переходе

вдоль настоящего ПМПЭ энергетический барьер ока-

зывается на 16 % меньше, чем согласно оценкам [14],

предполагающим одновременное уменьшение ради-

уса скирмионов в обоих слоях вплоть до их полно-

го исчезновения. Учитывая, что величина энергии

активации составляет примерно 35kBT при комнат-

ной температуре, это дает уменьшение времени жиз-

ни структуры примерно в 270 раз, по сравнению с

[14], хотя даже в этом случае структуры могут быть

устойчивы в течение достаточно продолжительно-

го времени. Для точного определения этого времени

необходимо знание всех параметров в законе Аррени-

уса (3). Знание морфологии энергетической поверх-

ности вблизи локальных минимумов и седловой точ-

ки открывает путь к аккуратному расчету предэкс-

поненциального фактора в (3). Его величина может

существенно меняться при увеличении числа степе-

ней свободы, задающих размерность энергетической

поверхности [29]. Этот вопрос, однако, будет рас-

смотрен в отдельной работе.
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M. Kläui, J. Appl. Phys. 124, 240901 (2018).

6. K. Litzius, I. Lemesh, B. Krüger et al. (Collaboration),
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Ferroelectric domain reversal is a vast research area

relevant to the fundamental science and applications.

Here, the general feature is that the coercive field Ec is

orders of magnitude smaller than the characteristic de-

polarizing field E0
d = 4πPs/εzz, where Ps is the sponta-

neous polarization. The real reversal process is viewed as

nucleation and growth of numerous microscopic counter-

domains [1, 2]. While compensation of the arising bound

charge ±2Ps occurs at electrodes, it is not generally al-

lowed at domain walls (DWs) inside the crystal. This

leads to the generation of depolarizing field Ed ranging

from 0 to E0
d, i.e., to an apparent inconsistency of the re-

versal concept. To overcome it, counter-domains are as-

sumed to be needle-like [1–4]. This assumption is satis-

factory only for an initial stage of the reversal. Moreover,

there are documented cases [5–7] where Ed ≫ Ec and

the reversal concept not including the charge compen-

sation experiences serious difficulties. This is relevant to

both capacitor and AFM experimental configurations.

We claim that the DW conduction, which is now de-

tected in many ferroelectrics [8–10], has to be regarded

as a crucial and general ingredient of the domain rever-

sal processes. Its importance is in providing an auto-

matic compensation of typically huge depolarizing elec-

tric fields. The presence of DW conduction modifies the

basics of domain reversal processes. Concerning AFM

applications, domain reversal theories have to include

injection models from conductive tip electrodes. We pro-

vide some primary results relevant to the basics of DW

conduction mediated domain reversal. For simplicity, we

consider uniaxial ferroelectrics where the spontaneous

polarization is parallel to the z axis and acquires the

values ±Ps.

The values of domain formation energy δE are cru-

cial for domain reversal [1–4]. The main contributions

to δE are the surface and electrostatic ones. The sur-

face contribution is given by the integral over the DW

1)Supplementary materials are available for this article at DOI:
and are accessible for authorized users.

2)e-mail: sturman@iae.nsk.su

surface, δEs =
∫
w dS, where w is a positive surface den-

sity. As DW is typically charged, w must depend on the

angle θ between the DW surface normal and the z axis.

We model this by the relation w = w0 + w1 cos θ with

w1/w0 ≫ 1 leading to δEs = w0S + w1S⊥, where S is

the domain surface and S⊥ its maximal cross-section.

The electrostatic contribution δEel crucially depends

on the charge compensation assumptions. In the absence

of DW charge compensation, we obtain the classical re-

lation of [4] leading to unrealistically large values of δE
and thus to practically forbidden reversal process. Ad-

mission for DW conduction means that the dielectric

boundary conditions (BCs) must be replaced by the

metal BCs for the electrostatic potential, ϕ(rDW) = U ,

where U is the applied voltage. The actual values of δEel
can be substantially smaller here facilitating the domain

formation.

Figures 1a, b illustrate the dependence of δE on the

applied electric field E0 in the capacitor configuration

and on the transverse and longitudinal domain sizes (l⊥
and lz) for a half-spheroidal domain shape. We have

employed parameters relevant to lithium niobate (LN)

crystals: Ps = 70µC/cm2, εzz = 30, ε⊥ = 85 and rep-

resentative values w0 = 3, w1 = 15 erg/cm2. One sees

from Fig. 1a that for E0 = 4 kV/mm, which is represen-

tative for Ec in LN crystals, the maximal in lz values

of δE are about 1 eV. Figure 1b shows that increase of

E0 causes a rapid decrease of the values of lz and δE(lz)
relevant to the maximum of δE(lz). The predictions of

Figure 1 are beneficial for the domain reversal as com-

pared to those relevant to the absence of the DW charge

compensation.

Consider now the effect of DW conduction charge

compensation in the case of lateral domain growth in

the AFM configurations. Experiments with application

of U, τ voltage pules show that the inverted domain ra-

dius r0(U, τ) exceeds 1µm in LN crystals for U ≈ 100V

and τ ≈ 103s [6, 7]. This is much larger than the conduc-

tive tip radius. In the absence of charge compensation,

this would lead to the existence of depolarizing fields
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Fig. 1. (Color online) The domain formation energy δE (in

eV) versus E0, l⊥, and lz in the presence of DW con-

duction for the LN parameters, w0 = 3 erg/cm2 and

w1 = 15 erg/cm2. (a) – Contour lines δE(l⊥, lz) = const

for E0 = 4 kV/mm. (b) – Contour lines δE(E0, lz) = const

for l⊥ = 1nm

Ed ≈ 3 MV/mm in non-electroded area exceeding the

coercive field Ec by about three orders of magnitude.

The charge compensation can indeed be explained by

the presence of free surface charges injected from the

tip, such that ϕ(r) = U for r ≤ r0 and the field compo-

nent Ez(r) beneath the front surface acquires the sign

necessary for the domain reversal.

However, such an extended electrode model is in-

sufficient to explain the data accumulated in the AFM

experiments on the lateral domain expansion [6, 7]. The

point is that the the data on r0(U, τ) can be nicely fitted

using the empirical Merz law v ∝ exp[−const/Ez(r0)]

for the lateral expansion velocity and, additionally, the

assumption Ez(r0) ∝ 1/r0. The latter has no visible

physical grounds. Moreover, within the extended elec-

trode model, i.e., for metal disk of radius r0, the com-

ponent Ez(r) → ∞ for r → r0 [11].

We have realized that the presence of such an

edge singularity corresponds to infinite gradients of free

charge concentration at r = r0. Account for diffusion

of free carriers is necessary here. It is shown unambigu-

ously that this leads just to the necessary dependence

Ez(r0) ∝ 1/r0. The data on the lateral domain expan-

sion acquire thus qualitative and quantitative explana-

tions.

In conclusion, physical models providing a strong

charge compensation during the ferroelectric domain re-

versal, especially for AFM configurations, are crucial for

development of the domain engineering. Domain wall

conduction can be regarded as a general ingredient for

such a compensation and for the explanation of numer-

ous accumulated experimental data. Particular models

are presented to demonstrate the positive impact of this

conduction on nucleation and growth of ferroelectric

counter-domains. The prospects for further development

of DW conduction related models of the domain reversal

are outlined.

This is an excerpt of the article “Ferroelectric domain

reversal: The role of domain wall conduction”. Full text

of the paper is published in JETP Letters journal. DOI:

10.1134/S0021364022601385.
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A number of exciting and relatively recent publi-

cations (about ten years ago, compared to more than

100 years of the discovery of the classical liquid crys-

tals) report on a discovery of a new type of equilib-

rium liquid crystals, termed twist-bend nematics, NTB

(see the papers [1–6]). The discovery of NTB nematics

opened “Pandora box” with new kinds of modulated liq-

uid crystals (see very influential pioneering works and

a few review papers [17–19]). Naturally (as it was the

case in great geographical discoveries of 15-th – 17-th

centuries) after the first step devoted mainly to obser-

vations and structural identifications of new liquid crys-

tals, the interest moves to investigations and explor-

ing of physical properties of these new phases. Since

then the NTB, and other modulated nematics is becom-

ing one of the hottest topics in physics of liquid crys-

tals.

Our paper is motivated by two very recent works

[20, 21] on rheological studies of the NTB liquid crys-

tals. The authors of these papers found nontrivial non-

Newtonian behavior of sheared NTB nematics. At rel-

atively low shear rate (γ̇ ≤ γ̇c1) the stress tensor σ

created by this shear strain, scales as σ ∝ γ̇1/2. Thus

the effective viscosity decreases with the shear rate

(η ∝ γ̇−1/2) manifesting so-called shear-thinning phe-

nomenon. At intermediate shear rate γ̇c1 ≤ γ̇ ≤ γ̇c2, σ

is almost independent of γ̇ (a sort of plateau), and at

large shear rate (γ̇ ≥ γ̇c2, σ ∝ γ̇), and it looks like

Newtonian rheology. The critical values of the shear

rate (γ̇c1 , γ̇c2) indicating transitions between dynami-

cal regimes depend on temperature. Above certain tem-

perature T ∗ (below N − NTB phase transition point

Tc, where N stands for conventional nematic state) the

behavior becomes pure Newtonian. The aim of this pa-

per is to present theoretical rationalization for the ob-

served in these works [20, 21] results. In what follows we

integrate the input from recent works and discussions,

however my own contribution to this field will be also

presented.

1)e-mail: efim.i.kats@gmail.com

The main feature which distinguishes the standard

nematic N and the twist-bend nematic NTB liquid crys-

tals is a short wavelength modulation of the orientation

order φ presented in the NTB phase. This two com-

ponent vector φ, orthogonal to the nematic director n

(φ · n = 0) can be chosen as the order parameter de-

scribing N – NTB phase transition. With this vector

order parameter in hands one can write the Landau free

energy functional.

Recent progress in rheology of the NTB liquid crys-

tals has led to a number of new and exciting experi-

mental results [20, 21]. In the paper we propose a simple

heuristic approach to rationalize these new experimental

data. The key starting point of our approach is based on

a simple observation that the anisotropic viscous prop-

erties of the liquid crystals introduce a host of novel phe-

nomena in rheology. We find that at relatively low shear

rate (γ̇ ≤ γ̇c1) the stress tensor σ created by this shear

strain, scales as σ ∝ γ̇1/2. Thus the effective viscosity

decreases with the shear rate (η ∝ γ̇−1/2) manifesting

so-called shear-thinning phenomenon. At intermediate

shear rate γ̇c1 ≤ γ̇ ≤ γ̇c2, σ is almost independent of γ̇

(a sort of plateau), and at large shear rate (γ̇ ≥ γ̇c2),

σ ∝ γ̇, and it looks like Newtonian rheology. Within

our theory the critical values of the shear rate scales as

γ̇c1 ∝ (η̃02/η̃
0
3)

2, and γ̇c2 ∝ (η̃02/η̃
0
3)

4 respectively. Here

η̃02 and η̃03 are bare coarse grained shear viscosity coeffi-

cients of the effective smectics equivalent to the NTB

phase at large scales. Our mainly qualitative theory

may not have the right numbers for the dynamic shear

rate thresholds. However theory predicts the right scal-

ing laws observed in the experiments. Our consideration

suggests that the described phenomena and mechanisms

can bring about different rheological scenarios worthy of

further studies. In this work we have only scratched the

surface of this reach subject, focusing only on the most

simple questions, which can be answered by calculations

“on a back of the envelope”.

All obtained results of this work and short discus-

sions of the cited articles (see [1–44]) can be found in

the full version of this paper.
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This is an excerpt of the article “Non-Newtonian

rheology in twist-bend nematic liquid crystals”. Full

text of the paper is published in JETP Letters journal.
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С использованием межатомных потенциалов, полученных в рамках метода погруженного атома,

проведены теоретические расчеты равновесной кристаллической структуры и колебательных свойств в

системе Li/Cu(111). Были рассмотрены субмонослойные структуры p(3 × 3), p(2 × 2), (
√
3 × √

3)R30◦,

формирующиеся при степенях адсорбции лития от 0.11 до 0.33 монослоя и бислойная структура (2× 2)-

3Li. В работе приводятся данные поверхностной релаксации, фононные спектры и локальная плотность

распределения колебательных состояний на адатомах и атомах подложки. Расчеты показали, что при

субмонослойной адсорбции лития на поверхность Cu(111) увеличение степени адсорбции приводит к

нехарактерной для щелочных металлов зависимости энергии низкочастотных продольных колебаний

адатомов. В интервале от 0.11 до 0.56 монослоя энергия таких колебаний снижается, вплоть до мни-

мых значений при достижении насыщенного монослойного покрытия. Дальнейшее увеличение степени

адсорбции до 0.75 монослоя приводит к формированию динамически устойчивой структуры Cu(111)-

(2× 2)-3Li. Для данной структуры характерна сильная гибридизация всех типов колебаний атомов Li и

подложки.

DOI: 10.31857/S123456782216011X, EDN: jhxulb

Субмонослойная адсорбция атомов различных

элементов может приводить к образованию двумер-

ного упорядоченного слоя адсорбата, поверхностного

сплава и кластеров на металлических поверхностях

[1–3]. При этом изменение даже малого количества

адатомов может качественно менять электронную

структуру и динамику электронных возбуждений в

системе адатом-подложка [4]. Геометрия поверхно-

сти подложки также оказывает влияние на харак-

тер взаимодействия адсорбат-подложка и адсорбат-

адсорбат и, как следствие, на электрон-электронное

и электрон-фононное взаимодействие, что приводит

к образованию новых электронных и фононных со-

стояний, связанных с адатомами [5–7].

Интерес экспериментаторов и теоретиков, прояв-

ляемый к исследованию субмонослойной адсорбции

щелочных металлов (ЩМ) на поверхностях метал-

лов с различной ориентацией, обусловлен заметным

влиянием на физико-химические свойства подлож-

ки и способностью формировать упорядоченные ад-

сорбционные структуры [8–12]. Например, для плот-

ноупакованной поверхности (111) большинства ГЦК

1)e-mail: rusina@ispms.tsc.ru

металлов было установлено, что при низких темпе-

ратурах и субмонослойных степенях покрытия ЩМ

формируется двумерный слой адсорбата. При этом

атомы Na и K, как правило, находятся в трех-

центровых ГЦК и ГПУ положениях адсорбции, а

Cs и Rb располагаются над атомами поверхност-

ного слоя подложки [8, 9, 13, 14]. С точки зрения

динамики, особенностью субмонослойной адсорбции

ЩМ является постоянство энергии высокочастот-

ных дипольно-активных колебаний, поляризованных

строго перпендикулярно поверхности подложки, и

повышение энергии низкочастотных продольных ко-

лебаний адатомов, параллельных плоскости поверх-

ности подложки. Это характерно для Na, K, Cs и

Rb вне зависимости от положения адатомов и ори-

ентации поверхности подложки [15, 16]. Что каса-

ется субмонослойной адсорбции Li, то для систе-

мы Li/Cu(111) экспериментально была обнаружена

нетипичная зависимость энергии дипольно-активной

моды от степени адсорбции. С использованием ДМЭ

(дифракция медленных электронов) было обнару-

жено повышение энергии дипольно-активной моды

с 38 до 43 мэВ в интервале степеней адсорбции от

0.15 до 0.33 монослоя (МС) [15]. Кроме того, вслед-
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ствие высокой летучести Li, экспериментально опре-

делить структуру и места адсорбции Li на поверх-

ности Cu(111) при субмонослойной адсорбции оказа-

лось затруднительно. Упорядоченная структура бы-

ла обнаружена лишь при степени адсорбции 0.75 МС

Li на Cu(111). В данной структуре 6 атомов Li распо-

лагаются в неэквивалентных трех-центровых ГЦК и

ГПУ положениях, формируя сотовую структуру во-

круг одного атома Li, замещающего поверхностный

атом подложки [17, 11].

Исходя из наличия экспериментальных трудно-

стей при определении устойчивых субмонослойных

структур и нетипичной для адсорбции ЩМ на метал-

лическую поверхность зависимости колебательных

мод от степени адсорбции, привлечение теоретиче-

ских методов к исследованию формирования энерге-

тически и динамически устойчивых субмонослойных

структур лития на Cu(111) вполне оправдано. Во

многих случаях для данных структур эксперимен-

тальные методы позволяют определить частоты ко-

лебаний только в центре двумерной зоны Бриллюэна

(ЗБ). Однако особенности фононного спектра, ука-

зывающие на неустойчивость адсорбционной струк-

туры, зачастую проявляются вдоль симметричных

направлений двумерной ЗБ. Используемый в рабо-

те подход позволяет получить полную информацию

о колебательном спектре двумерной поверхностной

структуры.

В настоящей работе представлены результаты де-

тального исследования возможных устойчивых кри-

сталлических структур и колебательных свойств си-

стемы Li/Cu(111) при различных степенях адсорб-

ции лития. Рассчитаны релаксация поверхности, фо-

нонные спектры, а также плотность распределения

колебательных состояний на адатомах и в атомных

слоях подложки. Поверхность Cu(111) моделирова-

лась 31-слойной пленкой, на противоположные сто-

роны которой упорядоченным образом наносились

адатомы лития. Оптимизация структуры (релакси-

рованная геометрия) проводилась методом молеку-

лярной динамики при нулевой температуре одновре-

менно для всей системы и с демпфированием атом-

ных скоростей по схеме Верлета (временной шаг

10−12 с) [18]. Во всех расчетах использовались меж-

атомные потенциалы чистых элементов, построен-

ные в рамках метода погруженного атома (МПА),

потенциал взаимодействия Li-Cu брался в форме

[19, 20]:

ϕAB(r) =
1

2

[
ρB(r)

ρA(r)
ϕA(r) +

ρA(r)

ρB(r)
ϕB(r)

]

, (1)

где ϕA и ϕB – парные потенциалы лития и меди, а

ρA(r) и ρB(r) – их атомные плотности.

Отсчет атомных слоев медной пленки ведется от

поверхности: первый – Cus, второй – Cus−1 и т.д.

Собственные значения частот колебаний и векторов

поляризации рассчитывались из динамической мат-

рицы. Локальная плотность колебательных состоя-

ний (LDOS – local density of states) определялась про-

екцией этих собственных значений на интересующий

атом в направлениях X , Y и Z. Количество атомов,

входящих в расчетную ячейку для рассматриваемых

структур, варьировалось от 128 до 514.

На рисунке 1a–d показаны двумерные адсорбци-

онные структуры, полученные после расчета релак-

сации системы Li/Cu(111). Проведенные расчеты ре-

лаксации показали, что при субмонослойной адсорб-

ции Li на поверхность Cu(111) адатомы располага-

ются в 3-х центровых ГЦК положениях и упорядо-

чиваются в сверхструктурах (3 × 3)-Li, (2 × 2)-Li и

(
√
3×√

3)R30◦-Li, в соответствии со степенью адсорб-

ции 0.11 МС, 0.25 МС и 0.33 МС. При 0.75 МС адато-

мы после релаксации формируют сложную структу-

ру сотового типа Cu(111)-(2 × 2)-3Li. Особенностью

данной структуры является неэквивалентность поло-

жений адсорбции адатомов и сосуществование фраг-

ментов поверхностного сплава и адслоя. Один атом

Li в положении замещения окружен 6 атомами Li в

ГЦК и ГПУ положениях, соединяя одновременно ад-

слой и поверхностный сплав (см. рис. 1d). Ближай-

шее расстояние между атомами Li в данной структу-

ре составляет 2.95 Å, что на 2.3 % меньше объемного

значения 3.02 (Å). В элементарную ячейку входят

3 неэквивалентных атома Li и 4 атома от подлож-

ки. Два адатома находятся в ГЦК и ГПУ положе-

ниях и один адатом в положении замещения. Кро-

ме того, нахождение Li в неэквивалентных местах

адсорбции приводит к разнонаправленному характе-

ру релаксационных смещений атомов внутри одно-

го слоя, приводя к появлению коробления структу-

ры в приповерхностных слоях подложки. Значения

вертикальной релаксации для субмонослойных ад-

сорбционных структур приведены в табл. 1. Как сле-

дует из данных табл. 1, увеличение степени адсорб-

ции приводит к снижению вертикальной релаксации

и для Cu(111)-(
√
3 × √

3)R30◦-Li ее значение прак-

тически соответствует релаксации чистой поверхно-

сти Cu(111), которая составила ∆12 = −1.05% и

∆23 = −0.07%. Это согласуется с DFT расчетом

∆12 = −1.0%, ∆23 = −0.2% [21] и эксперименталь-

ным значением ∆12 = −1.0 ± 0.4% [22]. Имеющееся

коробление структуры поверхностного слоя снижа-

ется с δs = 0.06 Å для Cu(111)-(3×3)-Li до δs = 0.03 Å
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Геометрические модели поверхностных сверхструктур и соответствующие им элементарные

ячейки (3×3) и (2×2) (пунктирные линии) при степенях адсорбции лития: (a) – 0.11 МС; (b) – 0.25 МС; (c) – 0.33 МС;

(d) – 0.75 МС. Места адсорбции атомов Li обозначены как fcc (ГЦК), hcp (ГПУ) и sub (замещение)

Таблица 1. Вертикальная релаксация поверхности Cu(111)
при разной степени адсорбции Li. Положительные (отрица-
тельные) значения у ∆ij (%) означают расширение (сжатие)
межслоевых расстояний, ∆ij – для ближайших к Li атомов
Cu и ∆′

ij – для всех остальных атомов Cu. hLi-Cu (Å) – верти-
кальное расстояние до поверхностного слоя подложки

Cu(111)-(3 × 3)-Li

Положение Li ∆12 ∆′
12 ∆23 ∆′

23 hLi-Cu

ГЦК −2.1 −0.5 −0.3 +0.2 2.19

Cu(111)-(2 × 2)-Li

ГЦК −2.0 −0.6 −0.1 +0.5 2.20

Cu(111)-(
√
3×

√
3)R30◦-Li

ГЦК −0.7 −0.7 +0.4 −0.1 2.21

для Cu(111)-(
√
3 × √

3)R30◦-Li. В более глубоких

слоях подложки значения межслоевых расстояний

соответствуют объемным. Усиление взаимодействия

Таблица 2. Релаксационные изменения межслоевых расстоя-
ний поверхности Cu(111) при адсорбции 3 атомов Li (0.75 МС)
в неэквивалентные положения. ∆ij – значения релаксации для
ближайших к Li атомов Cu

Структура Cu(111)-(2 × 2)-3Li

hLi-Cu ∆12 ∆23

Положение Li МПА Эксперимент [9] Cu Cu

ГЦК 2.35 2.10± 0.06 − −0.3

ГПУ 2.36 2.15± 0.86 −0.7 −1.7

Замещение 0.71 0.61± 0.15 −3.3 +0.9

адатом-адатом приводит к появлению незначитель-

ных латеральных смещений (∆x,y ∼ 0.02 Å) ближай-

ших поверхностных атомов Cu в направлениях от

адатомов лития.

Для структуры Cu(111)-(2 × 2)-0.75 МС Li рас-

считанные значения вертикальной релаксации для
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ближайших к Li атомов Cu приведены в табл. 2.

Как можно видеть из табл. 2, максимальные зна-

чения релаксации характерны для поверхностного

слоя (∆12). Коробление структуры наблюдается в

трех подповерхностных слоях δs−1 = 0.05 Å, δs−2 =

= 0.03 Å, δs−3 = 0.01 Å. Латеральные смещения

вдоль направления [112̄] составили dy =±0.01 Å в

Cus и dy =±0.02 Å в Cus−1 слоях подложки. Эти

значения попадают в интервал экспериментальных

данных dy = 0.00± 0.08 Å в Cus и dy = 0.00± 0.11 Å в

Cus−1, полученных ДМЭ в работе [9].

На рисунке 2a, b приведены двумерные ЗБ рас-

сматриваемых сверхструктур и правила отражения

симметричных точек ЗБ исходной (1 × 1) структу-

ры. Фононные спектры рассчитывались вдоль всех

симметричных направлений двумерной ЗБ и пред-

ставлены на левой панели рис. 3a–d. Степень лока-

лизации, поляризация и энергия колебательных мод

адсорбата наглядно представлены локальной плот-

ностью фононных состояний (LDOS) (правая панель

рис. 3a–d) и табл. 3. Фононные спектры рассматри-

ваемых субмонослойных структур имеют типичный

характер для адатомов в ГЦК положениях адсорб-

ции. В области высоких частот имеется дипольно-

активная S-мода (stretching – растягивающая), рас-

пространяющаяся выше потолка проекции объемных

колебаний подложки. Это является отличительной

чертой адсорбции лития в ГЦК положениях адсорб-

ции на металлическую поверхность. В низкочастот-

ной области продольные колебания адатомов, гибри-

дизуясь с вертикальными колебаниями подложки,

формируют FT-моду (frustrated translation) несосто-

явшихся трансляций в плоскости адслоя.

Для структуры Cu(111)-p(3 × 3)-Li в центре ЗБ

(точка Γ) имеются две моды продольных колеба-

ний (см. рис. 3a). Низкочастотная FT-мода, имеющая

XY -поляризацию, распространяется в области низ-

кочастотных объемных Y Z-колебаний подложки и

вдоль всех симметричных направлений ЗБ. Энергия

этой моды сохраняет постоянное значение ∼ 8 мэВ и в

LDOS ей соответствует сильно локализованный низ-

кочастотный пик. В окрестности центра ЗБ эта мода

определяется совместными продольными колебания-

ми адатомов и инициированными ею низкочастотны-

ми вертикальными колебаниями атомов с Cus слоя.

При движении к границе ЗБ (точки K′ и M′) состоя-

ние становится дисперсным и появляется тенденция

к его расщеплению. Это обусловлено гибридизаци-

ей FT-моды адсорбата с акустическими модами под-

ложки: одна смешивается преимущественно с X-, а

вторая с Y Z-поляризованными модами подложки. В

области энергий ∼ 20 мэВ обнаруживается мода ре-

зонансных продольных колебаний адатомов, глубо-

ко распространяющихся в область объемных колеба-

ний подложки из-за усиления взаимодействия с вер-

тикальными колебаниями c Cus−1 и Cus−2 слоев под-

ложки. В LDOS ей соответствует слабо локализован-

ный, размытый пик. S-моде в LDOS соответствует

пик Z-колебаний при энергии ∼ 46 мэВ, с максималь-

ной локализацией (93 %) на атомах Li и лишь на 7 %

на атомах подложки с Cus и Cus−1 слоев.

Таблица 3. Энергия (мэВ) колебательных мод Li в симмет-
ричных точках двумерной зоны Бриллюэна для адсорбцион-
ных структур. Для структуры (2×2)-3Li приведены значения
энергии колебаний для разных положений адатомов: (I) ГЦК,
(II) замещения, (III) гибридизованные колебания

Структура Γ K′ M′

8.2 7.9 8.0

(3× 3)-Li 19.8 20.6 20.9

46.8 45.9 46.5

8.6 5.7 4.9

(2× 2)-Li – 6.6 7.4

21.7 20.6 20.9

46.4 45.4 45.6

5.2 4.2 1.4

– – 5.0

(
√
3×

√
3)-Li 8.6 7.8 7.1

19.3 21.0 19.1

45.0 45.0 44.2

– 8.8–9.7 (I) 8.6 (I)

15.2–16.2 (I) 13.2 (II) 13.8 (II)

20.3–22.8 (II) – –

(2× 2)-3Li 27.7 (I) 27.2 (III) 26.8 (III)

– – 31.5 (III)

35.7 (I) 35.4 (I) 35.6 (I)

37.9 (I) 36.9 (II) 36.6 (I)

53.5 (II) 52.7 (I) 51.4 (II)

– – 53.1 (II)

Фононный спектр, LDOS и энергия локализо-

ванных мод в симметричных точках ЗБ структу-

ры Cu(111)-p(2 × 2)-Li представлены на рис. 3b и в

табл. 3. Обращает на себя внимание низкочастотная

FT-мода. Энергия моды в точке Γ остается прак-

тически неизменной, как и для структуры Cu(111)-

p(3×3)-Li. Однако при движении к границе ЗБ, име-

ющаяся тенденция к расщеплению усиливается, и в

точках K′ и M′ наблюдаются две FT-моды с преиму-

щественной Y - или X-поляризацией. При этом в точ-

ке M′ эти моды распространяются уже ниже дна про-

екции объемных колебаний подложки, а их энергия

снижается на 2.7 и 3.7 мэВ соответственно. Степень

локализации этих колебаний снижается, а область

размытия и низкочастотный сдвиг Y Z-колебаний по-
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Рис. 2. Двумерные зоны Бриллюэна для сверхструктур с элементарной ячейкой: (a) – (3× 3) и (b) – (2× 2). Здесь же

приведены правила отражения симметричных точек исходной зоны Бриллюэна (1× 1)

верхностных атомов подложки увеличивается. Резо-

нансная высокочастотная продольная мода сохраня-

ет свою энергию при незначительном снижении сте-

пени локализации. Из таблицы 3 видно, что энер-

гия дипольно-активной S-моды на границе ЗБ также

незначительно снижается (см. LDOS на рис. 3b).

Увеличение степени адсорбции до 0.33 МС при-

водит к появлению в фононном спектре струк-

туры Cu(111)-(
√
3 × √

3)R30◦-Li расщепления FT-

моды в точке Γ (рис. 3c). Верхняя по энергии мо-

да (∼ 8.5 мэВ) сохраняет XY -поляризацию и соот-

ветствует характеру ее распространения в структу-

ре Cu(111)-p(3× 3)-Li. Нижняя мода (5.2 мэВ в Γ) в

направлениях ΓK′ и ΓM′ расщепляется на две про-

дольные моды c X > Y и Y > X поляризацией. В

точке K′ они вырождаются, а в точке M′ происхо-

дит значительное понижение энергии моды с X > Y

поляризацией и энергетическая щель между состо-

яниями возрастает. В фононном спектре в направ-

лении ΓM′ и в точке M′ энергия X-моды снижает-

ся до 1.4 мэВ. Анализ рассчитанных векторов по-

ляризации показал, что эта мода в M′ определяет-

ся неупорядоченными смещениями адатомов, в ко-

торых компонента смещений вдоль [11̄0] имеет наи-

меньшую энергию. Для Y -поляризованного состо-

яния в направлениях {110} характерно связанное

смещение адатомов, объединенных в тройки. Как

видно из LDOS (правая панель рис. 3с) и табл. 3,

весь спектр локализованных колебаний в структуре

Cu(111)-(
√
3 ×√

3)R30◦-Li испытывает низкочастот-

ный сдвиг. Для устойчивости адсорбционной струк-

туры такой сдвиг продольных колебаний представ-

ляется критическим. Энергия дипольно-активной S-

моды составила 45 мэВ в точке Γ (см. табл. 3). Этот

результат согласуется с экспериментальным значени-

ем S-моды, равным 43 мэВ [15].

Расчет релаксации системы Li/Cu(111) при до-

стижении степени адсорбции насыщенного монослоя

0.56 МС показал возможность существования энер-

гетически устойчивой структуры Cu(111)-(4 × 4)-Li,

в элементарную ячейку которой входят 9 атомов

Li и 16 атомов Cu. Однако расчет фононного спек-

тра показал наличие моды продольных колебаний с

мнимой частотой в направлении ΓM′ двумерной ЗБ,

соответствующей данной структуре, что свидетель-

ствует о ее неустойчивости в данном направлении к

любым внешним воздействиям.

Геометрия адсорбционной структуры сотового

типа Cu(111)-(2× 2)-3Li, формирующейся при даль-

нейшем увеличении степени осаждения до 0.75 МС

показана на рис. 1d. Расчет релаксации показал вы-

сокую энергетическую устойчивость данной струк-

туры, что согласуется с данными ДМЭ эксперимента

[9]. Фононный спектр, LDOS и энергия колебатель-

ных состояний, локализованных на адатомах в раз-

ных положениях адсорбции приведены на рис. 3d и

в табл. 3. Поскольку энергетическая разница между

ГЦК и ГПУ 3-х центровыми положениями адсорб-

ции не превышает 0.001 мэВ, то колебательные со-

стояния, локализованные на адатомах в этих поло-

жениях, в фононном спектре не разделялись, и при

дальнейшем обсуждении будем использовать толь-

ко термин ГЦК. Как видно на рис. 3d, фононный

спектр данной структуры имеет сложный характер.

В нем присутствуют моды, характерные как для ад-

слоя, так и для поверхностного сплава. Для атомов

Li в ГЦК положениях адсорбции энергия S-моды

снижается до 35 мэВ, а энергия FT-моды в точках

K′ и M′ возрастает до ∼ 8.5 мэВ, по сравнению с суб-

монослойными структурами. В то же время, Рэле-

евские колебания подложки сильно гибридизованы

с FT-колебаниями атомов Li в 6-ти центровых по-

ложениях замещения, а Z-колебания этих адатомов

смешиваются с продольными колебаниями атомов с

поверхностного слоя меди. В обоих случаях коле-

бания распространяются в области объемных фоно-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (Левая панель) Фононные спектры сверхструктур: (a) – Cu(111)-(3 × 3)-Li; (b) – Cu(111)-

p(2× 2)-Li; (c) – Cu(111)-(
√
3×√

3)R30◦-Li; (d) – Cu(111)-(2× 2)-3Li, рассчитанные вдоль симметричных направлений

двумерной ЗБ. Цветными линиями показаны колебательные моды атомов Li, буквами обозначена поляризация ло-

кализованных мод. Дипольно-активная мода обозначена Lis, мода низкочастотных продольных колебаний адатома

в 3-центровых положениях адсорбции обозначена LiFT-fcc, а в положениях замещения обозначена LiFT-sub. (Правая

панель) Локальные плотности колебательных состояний (LDOS) представлены раздельно для атомов Li и Cus слоя

подложки

нов подложки, что обусловлено сильным взаимодей-

ствием адатома Li c окружающими атомами поверх-

ностного слоя подложки. Фононный спектр поверх-

ностной структуры сжимается, что отражает суще-

ствование баланса взаимодействия адатом-адатом и

адатом-подложка.

Анализ полученных данных по равновесной

структуре и фононам субмонослойных структур

лития на поверхности Cu (111) показал, что при

низких температурах возможна реализация энер-

гетически и динамически устойчивых структур

только при степенях адсорбции до 0.25 МС. Даль-

нейшее повышение плотности адслоя, вплоть до

насыщенного монослоя, которое достигается при

степени адсорбции 0.56 МС, приводит к снижению

энергии продольных колебаний адатомов лития

вдоль направления ΓM′ двумерной ЗБ с мини-

мальным значением в M′. Такой низкочастотный
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сдвиг продольных колебаний, определяемых вза-

имодействием адатом-адатом, является причиной

динамической неустойчивости субмонослойной

структуры Li на поверхности Cu(111) при степенях

адсорбции 0.33 и 0.56 МС Li вдоль направления ΓM′.

Также выявлена зависимость энергии S- и FT-мод

от степени субмонослойного покрытия, выраженная

в снижении их энергии при увеличении плотности

адслоя. Проведенные структурные и динамические

расчеты для Cu(111)-(2×2)-3Li показали ее высокую

устойчивость. Полученные результаты согласуются

с имеющимися экспериментальными данными.
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Построена координатная асимптотика волновой функции для задачи рассеяния трех частиц с ку-

лоновским взаимодействием. Представление трехчастичных гиперсферических функций использовано

для редукции уравнения Шредингера к системе парциальных одномерных уравнений. Асимптотические

решения этой системы построены прямыми асимптотическими методами.
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1. Введение. Координатная асимптотика волно-

вой функции для задачи рассеяния играет решаю-

щую роль в описании столкновений частиц, так как с

ее помощью определяются амплитуды процессов при

столкновениях частиц и соответствующие сечения.

Для двухчастичных столкновений асимптотический

вид волновой функции как суперпозиции сходящей-

ся и расходящейся сферических волн достаточно оче-

виден. Однако, для трехчастичных столкновений со

свободными частицами в начальном состоянии вид

асимптотики волновой функции не в полной мере

был установлен вплоть до настоящего времени [1].

При этом достаточно полно асимптотика исследова-

на для случая короткодействующих взаимодействий

между частицами [2, 3]. Наибольшая трудность свя-

зана с построением асимптотики волновой функции

для рассеяния трех частиц с кулоновским взаимодей-

ствием [4]. Попытки улучшить старшие члены асимп-

тотики из [4], сделанные в работах [5, 6] (и в ряде по-

следующих работ авторов и их последователей), вряд

ли могут считаться успешными в силу недостаточной

полноты подходов этих работ. Следует также упо-

мянуть работу [7], в которой систематически приме-

нялся формализм гиперсферических координат для

построения приближений для решения задачи иони-

зации атомов при столкновении с электронами.

В недавней работе автора [8] предложен новый

строгий подход для построения асимптотических ре-

шений для трехчастичного уравнения Шредингера

с короткодействующими потенциалами взаимодей-

ствия, основанный на формализме слабых асимп-

тотик и интегральных уравнениях Фаддеева. Такой

подход позволил получить корректные асимптотики

1)e-mail: s.yakovlev@spbu.ru

парциальных компонент волновой функции в пред-

ставлении гиперсферических гармоник и, как след-

ствие, получить корректные асимптотические гра-

ничные условия для уравнения Шредингера в пред-

ставлении гиперсферических функций. В то же вре-

мя данный результат открывает путь построения

асимптотики волновой функции с помощью асимп-

тотик парциальный компонент, являющихся реше-

нием системы одномерных парциальных уравнений.

Последнее существенно упрощает формализм, так

как сводит задачу построения асимптотики реше-

ния многомерного уравнения Шредингера к хоро-

шо контролируемой процедуре нахождения асимпто-

тик решений системы одномерных дифференциаль-

ных уравнений для парциальных компонент. Хотя

методы разложения решений задачи рассеяния для

трех частиц с короткодействующими взаимодействи-

ями по базису гиперсферических функций и разра-

батывались в ряде работ, однако достаточной стро-

гости результатов достигнуто не было и кулоновский

случай остался не исследованным. Упомянем в этой

связи работу [9], а также ссылки на работы других

авторов из этой работы. В настоящей работе реализу-

ется новый подход из [8] для построения асимптоти-

ки волновой функции для задачи рассеяния трех час-

тиц с кулоновским взаимодействием на основе стро-

гих асимптотических методов.

2. Уравнение Шредингера в представлении

гиперсферических функций. Гамильтониан си-

стемы трех частиц в приведенных (нормированных

на соответствующие массовые множители [1]) коор-

динатах Якоби имеет вид

H = −∆xβ
−∆yβ

+

3∑

γ=1

Vγ(xγ).
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Три пары векторов Якоби xβ , yβ c β = 1, 2, 3, связан-

ные друг с другом ортогональными преобразовани-

ями, образуют конфигурационное пространство R6

векторов X = {xβ , yβ}. Гиперсферические коорди-

наты состоят из гиперрадиуса R =
√

x2
β + y2

β и уг-

ловых переменных. В качестве последних можно вы-

брать угловые координаты векторов Якоби x̂β , ŷβ и

гиперугол αβ = tan−1(yβ/xβ). Здесь и далее модули

векторов обозначаются нежирным шрифтом, напри-

мер, x = |x|, а символом таким как x̂ = x/x обозна-

чается единичный вектор по направлению вектора

x. Хорошо известна форма шестимерного оператора

Лапласа ∆ = ∆xβ
+ ∆yβ

в гиперсферических коор-

динатах R,αβ , x̂β , ŷβ

∆ = R−5∂RR
5∂R −R−2K2,

где оператор квадрата гипермомента K2 действует

только по переменным X̂ = {αβ, x̂β , ŷβ}. Для целей

данной работы явный вид этого оператора не играет

существенной роли, тогда как наборы его собствен-

ных функций и собственных значений, удовлетворя-

ющих уравнению

K2YK(X̂) = k(k + 4)YK(X̂), (1)

являются главными составляющими формализма

разложений по гиперсферическим функциям. В фор-

муле (1) k = 0, 1, 2, ... – целые неотрицательные чис-

ла, а мультииндекс K обозначает полный набор кван-

товых чисел, специфицирующих собственные функ-

ции, например, K = {k, ℓx,mx, ℓy,my}, где ℓx,mx –

квантовые числа момента и его проекции для опе-

ратора орбитального момента, отвечающего векто-

ру x, и аналогично для вектора y. В дальнейшем

будем систематически пользоваться такими мульти-

индексами для спецификации парциальных компо-

нент волновой функции и матриц, представляющих

гамильтониан и другие величины. Довольно общий и

достаточно инвариантный подход к построению ги-

персферических функций YK можно найти в [10]. Со-

отношения ортогональности
∫

dX̂YK(X̂)Y ∗
K′(X̂) = δKK′

и полноты
∑

K

Y ∗
K(X̂)YK(X̂

′) = δ(X̂, X̂ ′)

позволяют получить представление гиперсфериче-

ских функций для волновой функции

Ψ(X,P) = (PR)
−5/2

∑

K,N

ΨKN (R,P )YK(X̂)Y ∗
N (P̂ )

(2)

и уравнения Шредингера

(

− d2

dR2
+
ℓk(ℓk + 1)

R2
− P 2

)

ΨKN (R,P ) =

= −
∑

K′

VKK′(R)ΨK′N (R,P ). (3)

Здесь ℓk = k + 3/2. Матричные элементы потенци-

алов и парциальные компоненты волновой функции

даются интегралами

VKK′(R) =

3∑

β=1

∫

dX̂ Y ∗
K(X̂)Vβ(xβ)YK′(X̂),

ΨKN (R,P ) = (PR)5/2
∫

dX̂ dP̂ Ψ(X,P)Y ∗
K(X̂)YN (P̂ ).

(4)

Вектор P ∈ R6 составлен из относительных им-

пульсов qβ , pβ , задающих свободную динамику час-

тиц в начальном состоянии, и сопряженных якоби-

евым векторам xβ ,yβ . В данной работе под корот-

кодействующими потенциалами мы понимаем такие

функции V (x), которые при x → ∞ убывают как

V (x) ∼ O(x−3−ρ)), ρ > 0.

В данной работе рассматривается задача трехча-

стичного рассеяния с тремя свободными частицами в

начальной конфигурации, т.е. 3 → 3, 2 рассеяние. Из-

вестно, что соответствующая волновая функция име-

ет довольно сложную асимптотику в полном конфи-

гурационном пространстве R6 [2, 3]. Эта асимптотика

содержит вклады упругого рассеяния 3 → 3, вклю-

чая однократное и двукратное перерассеяние частиц,

а также вклады неупругого рассеяния 3 → 2 с обра-

зованием двухчастичных связанных состояний в ко-

нечных конфигурациях.

В работе [8] асимптотика парциальных волн,

заданных интегралами (4), вычислена с помощью

представления волновой функции, полученного из

интегральных уравнений Фаддеева. В отличие от

случая полного конфигурационного пространства

было строго показано, что главные члены асимптоти-

ки при PR→ ∞ парциальных компонент ΨKN (R,P )

волновой функции 3 → 3, 2 содержат вклады только

тех процессов, в которых все три частицы находятся

в состояниях непрерывного спектра как до, так и по-

сле взаимодействия. Такая асимптотическая филь-

трация происходит благодаря интегрированию в (4)

волновой функции с гладкими базисными функци-

ями [8]. Также в работе [8] показано, что альтерна-

тивно эту асимптотику можно построить, используя

асимптотические решения парциального уравнения

Шредингера (3). Последний результат мы приводим
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здесь как основу для дальнейшего обобщения на слу-

чай потенциалов кулоновского взаимодействия меж-

ду частицами. Для этого асимптотику парциальных

компонент из [8] удобно записать в виде

ΨKN (R,P ) ∼ ik+1

√
2π

[

e−i(RP−ℓkπ/2)δKN−

−e+i(RP−ℓkπ/2)SKN

]

. (5)

Здесь SKN - элементы S-матрицы, отвечающие пе-

реходам между состояниями в которых частицы сво-

бодны как до, так и после взаимодействия. Из (5)

следует, что функциональный вид этой асимптотики

определяется решениями уравнений (3) при сохра-

нении в них только самых старших при PR → ∞
членов (

− d2

dR2
− P 2

)

e±i(RP ) = 0. (6)

Важно отметить, что несмотря на то, что в уравне-

нии (6) отсутствует центробежный член, дополни-

тельные фазы волн в (5) содержат в неявном ви-

де информацию об этом члене, так как выполняется

асимптотическое равенство

h±ℓk(PR) ∼ e±i(RP−ℓkπ/2),

в котором функции Риккати–Ханкеля h±ℓk(PR) [11]

удовлетворяют уже уравнению с центробежным чле-

ном
(

− d2

dR2
+
ℓk(ℓk + 1)

R2
− P 2

)

h±ℓk(R,P ) = 0.

Асимптотика (5) теперь может быть заменена на эк-

вивалентную в терминах функций Риккати–Ханкеля

ΨKN (R,P ) ∼ ik+1

√
2π

[
h−ℓk(PR)δKN − h+ℓk(PR)SKN

]
.

(7)

Функция в правой части (7) удовлетворяет урав-

нениям (3) при PR → ∞ с невязкой, определя-

емой только матричными элементами потенциалов

O(VKN (R)), ведущих себя в короткодействующем

случае как O(R−3). В результате асимптотика ре-

шения задачи рассеяния для уравнений (3) построе-

на как суперпозиция асимптотических решений этих

уравнений, заданных функциями Риккати–Ханкеля

h±ℓk , которая явно учитывает центробежные члены.

3. Построение асимптотических решений и

асимптотики решения задачи рассеяния для

уравнения Шредингера с кулоновскими по-

тенциалами. Основной целью настоящей работы

является обобщение асимптотических представлений

(5) и (7), используя метод, описанный в предыду-

щем разделе, для случая кулоновских взаимодей-

ствий между частицами

Vβ(xβ) =
cβ
xβ
.

Мы допускаем как отталкивающие cβ > 0, так и

притягивающие cβ < 0 кулоновские взаимодействия

между частицами. Система уравнений (3) для слу-

чая кулоновских взаимодействий приобретает вид
(

− d2

dR2
+
ℓk(ℓk + 1)

R2
− P 2

)

ΨKN (R,P )+

+
∑

K′

CKK′

R
ΨK′N (R,P ) = 0, (8)

где матричные элементы зарядовой матрицы CKK′

даются интегралами

CKK′ =

3∑

β=1

cβ

∫

dX̂
Y ∗
K(X̂)YK′(X̂)

cosαβ
. (9)

Поскольку dX̂ = (sinαβ)
2(cosαβ)

2dαβdx̂βdŷβ при

каждом β, то интегралы в (9) не сингулярны.

Для дальнейшего полезно перейти к матричным

обозначениям. Введем в рассмотрение матрицы L, C

и матрицу-функцию F(R,P ) с матричными элемен-

тами вида

[L]KK′ = ℓk(ℓk + 1)δKK′ , [C]KK′ = CKK′ ,

и

[F]KN (R,P ) = ΨKN (R,P ).

С помощью этих матриц перепишем систему уравне-

ний (8) в виде
(

− d2

dR2
− P 2 +

1

R
C+

1

R2
L

)

F(R,P ) = 0. (10)

Необходимые для задачи рассеяния 3 → 3, 2 асимп-

тотические решения уравнения (10) построим в два

этапа.

На первом этапе воспользуемся тем, что, как

показано в предыдущем разделе, старшие члены

асимптотических решений должны определяться ре-

шениями уравнений (10), в которых можно прене-

бречь членами порядка O(R−2) и меньше
(

− d2

dR2
− P 2 +

1

R
C

)

F0(R,P ) = 0. (11)

Явные решения этого уравнения типа сходящихся и

расходящихся волн строятся с помощью процедуры

диагонализации зарядовой матрицы C

V
†
CV = D0,
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где D0 – диагональная матрица с матричными эле-

ментами вида

[D0]KK′ = δKK′dK.

Значек † здесь и далее означает эрмитово сопря-

жение матриц. В результате такой диагонализации

уравнение (11) приводится к виду

(

− d2

dR2
− P 2 +

1

R
D0

)

F̂0(R,P ) = 0 (12)

для F̂0(R,P ) = V†F0(R,P )V c диагональной мат-

рицей зарядов D0. Матричные элементы решений

для уравнения (12) типа сходящихся и расходящихся

волн выберем в виде

[Û∓
0 (PR)]KK′ = δKK′

ik+1

√
2π
u∓0 (ηK, PR− ℓkπ/2), (13)

где ηK = dK/(2P ). Функции u±0 (η, z) даются в терми-

нах регулярной F0 и нерегулярной G0 кулоновских

функций [11] формулами

u±0 (η, z) = e∓iσ0(η)[G0(η, z)± iF0(η, z)],

в которых σ0(η) = arg Γ(1+ iη), и имеют следующую

асимптотику при |z| → ∞

u±0 (η, z) ∼ e±i(z−η ln 2z).

Используя матрицы-функции Û
±
0 (R,P ), построим

соответствующие решения уравнения (12) в виде

U
±
0 (R,P ) = VÛ

±
0 (R,P )V

†.

Следующая линейная комбинация сходящихся и рас-

ходящихся волн U
∓
0 (R,P )

F0(R,P ) = U
−
0 (R,P )− U

+
0 (R,P )Sc (14)

теперь является искомым решением недиагонализо-

ванного уравнения (11), которое представляет собой

прямой аналог правой части формулы (5) для ку-

лоновского случая. Вместе с тем матрица-функция

F0(R,P ) дает старший член асимптотики решения

задачи рассеяния для полного уравнения (10)

F(R,P ) ∼ F0(R,P ). (15)

Как и в случае короткодействующих потенциалов, в

этих формулах величина Sc имеет смысл S-матрицы,

отвечающей переходам между состояниями, в кото-

рых все три частицы находятся в состояниях непре-

рывного спектра. Следует подчеркнуть, что благо-

даря тому, что кулоновские функции u±0 (η, z) обла-

дают свойством u±0 (0, z) = e±iz формула (15) при

C = 0 преходит в (5). Так же, как и в случае ко-

роткодействующих потенциалов, правая часть (15)

удовлетворяет полному уравнению (10) с невязкой

O(R−2). Итак, мы построили старшие члены асимп-

тотики парциальных компонент волновой функции

для системы трех частиц с кулоновским взаимодей-

ствием как прямое обобщение асимптотики (5).

Перейдем ко второму этапу построения асимпто-

тических решений уравнения (10), на котором учтем

центробежный член. Поскольку матрицы C и L не

коммутируют в общем случае, то построить иско-

мые решения простой заменой в формулах типа (14)

функций u±0 на функции

u±ℓ (η, z) = e∓iσℓ(η)[Gℓ(η, z)± iFℓ(η, z)],

где Fℓ и Gℓ – кулоновские функции, отвечающие

моменту ℓ, и σℓ(η) = argΓ(ℓ + 1 + iη), подобно то-

му как это было сделано в предыдущем разделе

для случая короткодействующих потенциалов, не по-

лучится. Для построения требуемых асимптотиче-

ских решений используем метод, аналогичный мето-

ду адиабатических разложений. Диагонализуем R-

зависящую матрицу C+ 1
RL

W
†(R)

[

C+
1

R
L

]

W(R) = D(R).

Здесь W(R) – унитарна, а D(R) – диагональна. Пред-

ставляя решение уравнения (10) в виде

F(R,P ) = W(R)F̂(R,P )W†(R), (16)

получаем для F̂(R,P ) уравнение
(

− d2

dR2
+

1

R
D(R)− P 2

)

F̂(R,P ) =

2W†(R)
dW(R)

dR

dF̂(R,P )

dR
+W

†(R)
d2W(R)

dR2
F̂(R,P ).

(17)

Решение уравнения (17) требуется при R → ∞, по-

этому матрицы W(R) и D(R) достаточно построить

при больших значениях R как следующие разложе-

ния по обратным степеням R

D(R) = D
(0) +

1

R
D

(1) +O(R−2),

W(R) = W
(0) +

1

R
W

(1) +O(R−2). (18)

Для независящих от R матриц D(j), W(j) получаются

стандартные уравнения теории возмущений

CW
(0) = W

(0)
D

(0), (19)

CW
(1) −W

(1)
D

(0) = W
(0)

D
(1) − LW

(0). (20)
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Из (19) следует, что матрица W(0) диагонализует C

и, следовательно, W(0) = V и D
(0) = D0, так что

[D(0)]KK′ = δKK′dK.

Условие разрешимости уравнения (20) стандартным

образом позволяет найти матрицу D(1)

[D(1)]KK′ = δKK′d
(1)
K , d

(1)
K =

[
V

†
LV

]

KK
.

Заметим, что в силу неотрицательности матрицы L

для диагональных элементов матрицы D(1) выполня-

ется неравенство

d
(1)
K ≥ 0.

Матричные элементы решения уравнения (20) дают-

ся при этом формулами

[W(1)]KK′ = −
∑

N 6=K′

[V]KN
[V†LV]NK′

dN − dK′

.

Вычисляя производные от W(R) с помощью (18), по-

лучаем

W
†(R)

d

dR
W(R) = − 1

R2
V

†
W

(1) +O(R−3),

W
†(R)

d2

dR2
W(R) =

2

R3
V

†
W

(1) +O(R−4).

С помощью этих выражений преобразуем уравнение

(17) к виду

(

− d2

dR2
+

1

R
D

(0) +
1

R2
D

(1) − P 2

)

F̂(R,P )+

+
2

R2
V

†
W

(1) dF̂(R,P )

dR
= O(R−3), (21)

где вO(R−3) собраны члены, убывающие при R → ∞
как 1/R−3 и быстрее. Подчеркнем, что единственная

недиагональная в (21) матрица V†W(1) имеет по по-

строению нулевую диагональ. Для решения уравне-

ния (21) воспользуемся методами, разработанными в

[13] для уравнений подобного типа. Решим сначала

диагональную систему
(

− d2

dR2
+

1

R
D

(0) +
1

R2
D

(1) − P 2

)

Ǔ(R,P ) = 0.

Два набора решений этого уравнения типа сходящих-

ся и расходящихся волн выберем согласовано с (13)

в виде

[Ǔ∓(PR)]KK′ = δKK′

ik+1

√
2π
u∓LK

(ηK, PR).

Здесь LK = −1/2 +

√

1/4 + d
(1)
K – неотрицательное

решение уравнения LK(LK+1) = d
(1)
K , а u∓LK

(ηK, PR)

– кулоновские сходящиеся и расходящиеся волны

[11, 12], удовлетворяющие уравнению

(

− d2

dR2
+
dLK

R
+
LK(LK + 1)

R2
− P 2

)

u∓LK
(ηK, PR) = 0

и имеющие при R → ∞ асимптотику

u∓LK
(ηK, PR) ∼ e∓i(PR−ηK ln(2PK)−LKπ/2).

Нам осталось учесть недиагональный член в уравне-

нии (21). В работе [13] показано, что решения урав-

нения такого типа как (21) могут быть построены с

помощью представления

Û
±(R,P ) = Z

±(R,P )Ǔ±(R,P ). (22)

Для амплитуд Z± после подстановки этого выраже-

ния в (21) получаются следующие уравнения

− 1

R
[D(0),Z±] +

1

R2
[D(1),Z±]−

−d
2
Z
±

dR2
− 2

dZ±

dR

dǓ±

dR
(Ǔ±)−1+

+
2

R2
A
dZ±

dR
+

2

R2
AZ

± dǓ
±

dR
(Ǔ±)−1 = O(R−3),

где для краткости введено обозначение A = V†W(1),

а через [., .] обозначен коммутатор матриц. Асимпто-

тическое решение для Z± построим в виде

Z
±(R,P ) = Z

(0)± +
1

R
Z
(1)± +O(R−2) (23)

и, воспользовавшись асимптотикой

dǓ±

dR
(Ǔ±)−1 = ±iP I+O(R−1)

из [13], где I – единичная матрица, придем к следу-

ющему уравнению

1

R

[

D
(0),

(

Z
(0)± +

1

R
Z
(1)±

)]

+
1

R2
[D(1),Z(0)±]+

+
(±2iP )

R2
Z
(1)± +

(±2iP )

R2
AZ

(0)± = O(R−3),

в котором сохранены в явном виде члены до порядка

O(R−2) включительно. Приравнивая члены с одина-

ковыми степенями 1/R, для Z(0)± и Z(1)± получаем

уравнения

[D(0),Z(0)±] = 0, (24)

(±2iP )Z(1)± + [D(0),Z(1)±] = −[D(1),Z(0)±]−
−(±2iP )AZ(0)±. (25)

Из первого уравнения (24) следует, что Z(0)± являет-

ся произвольной диагональной матрицей. Из второго
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уравнения (25) находим матричные элементы матри-

цы Z
(1)±

[Z(1)±]KN = −(1− δKN)
(±2iP )[A]KN

dK − dN ± 2iP
[Z(0)±]NN .

(26)

Итак, формулы (22) по построению дают асимпто-

тические решения уравнения (17) с невязкой O(R−3)

и тем самым решают задачу построения асимптоти-

ческих решений, учитывающих центробежный член.

Нетрудно видеть, что в старшем порядке при R → ∞
выполняется соотношение

Û
±(R,P ) ∼ Z

±
0 Û

±
0 (R,P ) +O(R−1). (27)

Последнее позволяет устранить произвол в решени-

ях в выборе Z
±
0 , положив Z

±
0 = I.

Асимптотические граничные условия для задачи

рассеяния для уравнения (17) вновь задаются в виде

суперпозиции

F̂(R,P ) ∼ Û
−(R,P )− Û

+(R,P )Ŝc.

Для решения задачи рассеяния для исходного урав-

нения (10) получаем отсюда следующую асимптоти-

ку

F(R,P ) ∼ W(R)Û−(R,P )W†(R)−
−W(R)Û+(R,P )W†(R)W(R)ŜcW

†(R). (28)

Правая часть (28) с использованием (18) для W(R)

по построению удовлетворяет уравнению (10) с

невязкой O(R−3) и тем самым формула (28) решает

задачу построения асимптотики решения задачи

рассеяния для случая кулоновских потенциалов,

учитывающую центробежный член. Величина

Sc = VŜcV
†, как и выше, играет роль S-матрицы,

отвечающей переходам между конфигурациями, в

которых все три частицы находятся в состояни-

ях непрерывного спектра. Здесь мы подчеркнем

прямую наследственность этого факта результату

работы [8], в которой строго доказано, что все

процессы, связанные с реакциями образования свя-

занных состояний при столкновениях в системе трех

частиц с короткодействующими взаимодействиями,

не дают вклада в старшие члены асимптотики

парциальных компонент волновых функций.

Учитывая соотношение (27) и принимая во вни-

мание вид старшего члена для W(R), легко устано-

вить следующее асимптотическое равенство

W(R)[Û−(R,P )− Û
+(R,P )Ŝc]W

†(R) =

= V[Û−
0 (R,P )− Û

+
0 (R,P )Ŝc]V

† +O(R−1). (29)

На основании (29) можем утверждать, что асимпто-

тически при R → ∞ формулы (28) и (15) эквивалент-

ны в старшем порядке

F(R,P ) = F0(R,P ) +O(R−1)

при условии W(R)ŜcW
†(R) = Sc+O(R

−1). Поскольку

выше показано, что правая часть (15) при C = 0 пре-

вращается в правую часть формулы (5), то и асимп-

тотическое представление (28) обладает таким же

свойством. Важно также подчеркнуть, что асимпто-

тическое представление (28), учитывающее центро-

бежные члены в кулоновском случае, при C = 0

непосредственно переходит в представление (7) для

задачи рассеяния без кулоновских взаимодействий,

учитывающее центробежные члены в уравнении (3),

соответственно.

S-матрица Sc, входящая в полученные асимпто-

тические представления, в рамках решения зада-

чи построения асимптотических решений остается

неопределенной величиной. Стандартно, ее вычисле-

ние должно происходить на этапе нахождения физи-

ческого решения задачи рассеяния на всем интервале

изменения гиперрадиуса 0 ≤ R <∞ и удовлетворяю-

щего нулевому граничному условию F(0, P ) = 0 и по-

лученным в данной работе асимптотическим гранич-

ным условиям (28). Асимптотическое представление

(28) завершает решение задачи построения асимпто-

тики волновой функции задачи рассеяния для систе-

мы трех частиц с кулоновским взаимодействием в

представлении гиперсферических функций.

В завершение статьи уместно сделать следую-

щий комментарий. В настоящей работе не произ-

водилось усечение парциального разложения (2), и,

следовательно, матрицы, задействованные в форма-

лизме, имеют бесконечную линейную размерность.

Как видно из формализма, процедура построения

асимптотических решений не зависит от размерно-

сти этих матриц. Таким образом, полученная асимп-

тотика волновой функции в этом отношении являет-

ся точной. Естественно, что при практическом при-

менении бесконечная система уравнений неизбежно

должна быть усечена до системы конечного числа,

скажем, N уравнений. В этом случае следует отве-

тить на вопрос о сходимости при N → ∞ постро-

енного приближенного решения. Этот вопрос тесно

связан с первичными свойствами сходимости парци-

ального разложения волновой функции (2). Вообще

говоря, поскольку волновая функция Ψ(X,P) как

гладкая и ограниченная функция угловых перемен-

ных X̂ и P̂ интегрируема с квадратом на S5X × S5P

относительно меры dX̂dP̂ , то разложение (2) апри-

ори сходится в смысле L2(S
5
X × S5P). Сходимости та-

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 3 – 4 2022 9
∗



266 С. Л. Яковлев

кого типа следует ожидать для приближенного ре-

шения, если N → ∞. Более подробное рассмотре-

ние свойств сходимости обсуждаемых аппроксима-

ций выходит за рамки данной статьи. Это планиру-

ется сделать в другой публикации.
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