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ЛЕВ АЛЕКСАНДРОВИЧ ГАЛИН
(К 110-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)

DOI: 10.31857/S0032823522050095

28 сентября 2022 года исполнилось 110 лет со дня рождения профессора, члена-кор-
респондента РАН Льва Александровича Галина – выдающегося ученого-механика,
ответственного секретаря (1950–1959) и главного редактора журнала “Прикладная ма-
тематика и механика” (1959—1981).

Научные интересы Льва Александровича относились к области механики сплош-
ных сред. Им получены фундаментальные результаты в теории упругости, пластично-
сти, вязкоупругости, газовой динамики, теории кавитации, в механике разрушения.
Л.А. Галин создал научную школу исследователей сложных проблем механики и при-
кладной математики. Многие из его учеников стали крупными учеными.

Лев Александрович является одним из создателей теории контактных задач матема-
тической теории упругости. Оригинальные методы позволили ему получить точное
решение ряда двумерных задач для полуплоскости (в том числе, с учетом анизотропии
и сил инерции). Стараясь приблизить постановку задач к реальным условиям кон-
тактного взаимодействия тел, он создал новое направление в теории смешанных задач –
контактные задачи при учете поверхностной микроструктуры и изнашиваемости
взаимодействующих тел.

Многие работы Льва Александровича посвящены решению упругопластических за-
дач с неизвестной границей между упругой и пластическими областями. В 1946 г.
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Л.А. Галин решил плоскую упруго-пластическую задачу о растяжении пластинки с
круговым отверстием, а также аналогичную задачу об изгибе балки. Многие из его ре-
зультатов вошли в монографии по теории пластичности, изданные по всему миру.
Была предложена также некоторая аналогия типа Прандтля–Надаи, которая позволи-
ла решить многие упругопластические задачи экспериментально.

Широкое внедрение полимерных материалов в промышленность побудило Л.А. Га-
лина рассмотреть ряд контактных задач при учете реологических свойств взаимодей-
ствующих тел. Им изучено действие вибрационного нагружения на элементы кон-
струкций из полимерных материалов, решена обратная задача о выборе контура от-
верстия в пластине из армированного стеклопластика.

Л.А. Галиным вместе с сотрудниками была предложена теория самоподдерживаю-
щегося разрушения, которая описывает динамику процесса разрушения перенапря-
женных высокопрочных стекол, горного удара и других явлений. Волна разрушения в
таких процессах аналогична детонационной волне; стационарное распространение ее
происходит за счет перехода запаса потенциальной упругой энергии в кинетическую.

Интересные результаты получены Львом Александровичем в области гидромехани-
ки, где им исследован ряд задач теории удара, кавитации и механики дисперсных
сред, в области газовой динамики (задача обтекания сверхзвуковым потоком крыла
прямоугольной формы в плане), в области подземной гидромеханики, кибернетики
(проблема “черного ящика”), по вопросам распространения излучения и применения
математических методов в биологии, в частности, в экологии, физиологии и генетике.
Только перечисление основных результатов, полученных ученым, заняло бы не одну
страницу.

Л.А. Галиным опубликовано более 100 научных трудов. Широкую известность по-
лучила его монография “Контактные задачи теории упругости”, опубликованная в
1953 году и переведенная на несколько иностранных языков. Итогом многолетней де-
ятельности Л.А. Галина, его последователей и учеников в области контактных задач
явилась вышедшая под его редакцией в 1976 г. книга “Развитие теории контактных за-
дач в СССР”, содержащая обзор основных научных результатов, посвященных реше-
нию контактных статических, динамических и температурных задач для упругих, вяз-
коупругих и пластических тел. Постановки и решения новых контактных задач с уче-
том несовершенной упругости, поверхностной микроструктуры и изнашивания
взаимодействующих тел вошли в другую монографию Л.А. Галина “Контактные зада-
чи теории упругости и вязкоупругости” (1980). Эта монография в 2008 году была изда-
на на английском языке в издательстве Springer под редакцией профессора Г. Гладуэл-
ла в серии “Механика деформируемого твердого тела и ее приложения”. В это издание
вошли также более поздние исследования в области механики контактного взаимо-
действия, продолжающие и развивающие идеи Л.А. Галина. Работы Льва Александро-
вича в области теории упругопластических задач были включены в другую его моно-
графию – “Упругопластические задачи”, вышедшую посмертно в 1984 году. За издан-
ные монографии (1980, 1984 гг.), содержащие фундаментальные результаты в области
механики деформируемого твердого тела, Л.А. Галин был удостоин (1986 г., посмерт-
но) Государственной премии СССР.

За многолетнюю плодотворную научную работу, в том числе связанную с создани-
ем термоядерного оружия, Лев Александрович Галин был награжден орденом Ленина,
тремя орденами Трудового Красного Знамени и другими наградами.

Идеи, заложенные в научных трудах ученого, лежат в основе различных направле-
ний механики, развиваемых в настоящее время его учениками и последователями.
В 2012 г. в Москве проведена Международная конференция “Современные проблемы
механики контактного взаимодействия”, которая была посвящена 100-летию Л.А. Га-
лина и привлекла внимание большого количества ученых из разных стран ближнего и
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дальнего зарубежья. На конференции обсуждались результаты исследований в обла-
сти механики деформируемого твердого тела и механики контактных взаимодействий
и их приложений в инженерном деле, трибологии и современных технологиях.
По итогам конференции выпущен сборник заслушанных докладов и воспоминаний
о Л.А. Галине – выдающемся ученом и замечательном человеке (“Развитие идей
Л.А. Галина в механике” / Под ред. Горячевой И.Г. Ижевск: Регулярная и хаотическая
динамика, 2013. ISBN 978-5-91741-054-8). Научное наследие Л.А. Галина всегда будет
являться источником творческого вдохновения и служить прогрессу науки.



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2022, том 86, № 5, с. 628–637

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ УНИВЕРСАЛЬНЫМ МЕТОДОМ МОДЕЛИРОВАНИЯ
КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ В ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЫ

© 2022 г.   В. А. Бабешко1,2,*, О. В. Евдокимова1,**, О. М. Бабешко2,***
1 Южный научный центр Российской академии наук, Ростов-на-Дону, Россия

2 Кубанский государственный университет, Краснодар, Россия
*e-mail: babeshko41@mail.ru

**e-mail: evdokimova.olga@mail.ru
***e-mail: babeshko49@mail.ru

Поступила в редакцию 17.03.2022 г.
После доработки 18.05.2022 г.

Принята к публикации 18.05.2022 г.

В работе впервые строится точное решение контактной задачи, поставленной на по-
верхности многослойной среды в четверти плоскости. Это достигается в результате
применения нового универсального метода моделирования, разработанного с целью
исследования и решения граничных задач для уравнений в частных производных.
В данной работе метод применяется к двумерным интегральным уравнениям Вине-
ра–Хопфа в четверти плоскости, возникающим в смешанных задачах механики де-
формируемого твердого тела, в контактных задачах. Особенностью смешанных за-
дач для слоистых сред является наличие мероморфных функций в преобразованиях
Фурье ядер интегральных уравнений. Это обстоятельство позволяет построить точ-
ное решение смешанной задачи в четверть плоскости.

Ключевые слова: контактная задача, блочный элемент, жесткий штамп, интегральное
уравнение Винера–Хопфа
DOI: 10.31857/S0032823522050046

1. Введение. Одним из основоположников теории контактных задач является член-
корреспондент АН СССР Л.А. Галин [1–4], которому в текущем году исполняется 110 лет.
Он одним из первых обнаружил, что теория сингулярных интегральных уравнений
может найти важное применение в смешанных, контактных, задачах теории упруго-
сти, и успешно это реализовал в своих выдающихся работах. В зоне контакта задава-
лись условия скольжения, трения, сцепления, вязкоупругого, пластического поведе-
ния. Анализируя современные исследования ученых в области контактных задач,
можно видеть, что импульс, данный публикациями Л.А. Галина, получивший совре-
менное добавление, в соответствии с запросами новых технологий, остается и пре-
умножается в прекрасных работах не только его учеников [5], но и ученых разных
стран, высоко ценящих его вклад. Так, в работе [6] исследуется вопрос роли трения в
проблеме разрушения материала. В работе [7] исследуется частичное скольжение в зо-
не контакта, в работе [8] изучается контактная задача в условиях поверхностной упру-
гости, в работе [9] изучается для жестких параболических штампов контакт с градуи-
рованной поверхностью полупространства. В работе [10] исследуется двумерный кон-
такт с трением функционально градиентных материалов, в [11] исследуется упруго-
пластический контакт, в [12] решается ряд линейных контактных задач механики, в
[13] изучаются контактные задачи с Кулоновским трением, в [14] изучается нелиней-

УДК 539.3
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ным подходом класс динамических контактных задач в условиях вязкоупругости.
Список можно продолжить. Исследования проводятся чаще всего, численными мето-
дами, которые, далеко не всегда, способны улавливать различные тонкие свойства ре-
шений, вскрывающиеся лишь при значительном приближении к точным решениям.
Примером может служить изучение методом контактных задач взаимодействия сбли-
жающихся литосферных плит. Выполнявшиеся исследования численными методами
не позволили обнаружить новый тип землетрясений, выявленный точным решением
смешанной задачи [15]. Решению новых задач, в частности, граничных для дифферен-
циальных уравнений и двумерных уравнений Винера–Хопфа способствует совершен-
ствование математического аппарата, объединение чисто теоретических топологиче-
ских методов с прикладной математикой [16].

Наличие мероморфной функции в преобразовании Фурье ядра интегрального урав-
нения Винера–Хопфа, как и в случае дифференциальных уравнений [16], позволило
найти фрагменты дифференциальных уравнений в представлении интегральных урав-
нений Винера–Хопфа. Это позволило найти способ сведения двумерного интеграль-
ного уравнения к одномерным.

Его применение позволяет свести интегральные уравнения в этой области к беско-
нечным системам линейных алгебраических уравнений, имеющих обратную беско-
нечную матрицу. Этот тип интегральных уравнений не доступен для численного ре-
шения, в связи с неограниченностью области задания уравнения, и ранее не был ис-
следован аналитически.

Точное решение двумерного уравнения Винера–Хопфа в четверть плоскости от-
крывает возможность построения высокоточных решений контактных задач в ограни-
ченных областях, подобно тому, как это делалось в одномерном случае. Интегральные
уравнения Винера–Хопфа имеют широкое применение в различных областях для ма-
териалов сложной реологии, в том числе, в теории прочности, дифракции, дефекто-
скопии, трибологии.

2. Определяющие уравнения. Интегральное уравнение контактной задачи для изо-
тропной слоистой среды в четверти плоскости в декартовой системе координат имеет
вид [17, 18].

(2.1)

Здесь ,  – контуры, лежащие на вещественной оси и отклоняющиеся от нее в ди-
намических задачах гармонической во времени вибрации лишь обходя вещественные
полюса, по малым полуокружностям, если они возникают [18].

В работе авторов [19], наверно впервые, исследовалось интегральное уравнение (2.1),
которое методом факторизации было сведено к решению системы интегральных урав-
нений. Функции ,  являются четными целыми функциями, представимыми
бесконечными произведениями. Предполагается, что функции  и  являются
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целыми функциями первого порядка и конечного типа, то есть трансцендентными, в
частности, полиномами. В принятых обозначениях целая функции  обращается
в нуль на множествах значений и . Разрешая эти соотношения относительно

переменных , , имеем нули в форме ,  = .
Соответственно, целая функция  имеет нули на множествах на ,  =

= ,  = . Все нули, предполагаемые однократными, имеют
точки сгущения на бесконечности в некоторых клиновидных областях, содержащих
мнимые полуоси комплексной плоскости. Для нулей приняты обозначения: плюс –
принадлежность верхней полуплоскости комплексной плоскости, минус – нижней.
Примеры подобных интегральных уравнений возникают в смешанных граничных за-
дачах механики сплошных сред для слоистых областей конечной толщины [17, 18].
Например, для статических задач в случае слоя с закрепленной нижней границей или
слоя, лежащего на жестком основании без трения, имеем  и  соответ-
ственно

В динамическом случае для этих задач имеем

Другое представление интегрального уравнения (2.1), получаемое в результате пе-
рехода к преобразованиям Фурье для ядра и искомого решения, имеет вид

(2.2)

Принятые обозначения нулей целых функций позволяют построить целые функции в
форме бесконечных произведений. Построим сходящиеся четные целые функции

  в такой форме, приняв традиционные обозначения  [20]

(2.3)
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После деления  на  дадут мероморфные функции, обозначенные .
Их нулями являются . Примем правую часть  интегрального уравнения (2.1) в
форме

(2.4)

Тогда для упрощения исследования и возможности построения решения для функ-
ции  достаточно в правой части взять выражение

(2.5)

Введем постоянные , как коэффициенты перед каждой экспонентой, то есть

, .
Применим для исследования и решения новый универсальный метод моделирова-

ния [16], который позволит установить общий вид решения интегрального уравнения
и построить его представление.

Преобразуя представление двумерного интегрального уравнения (2.2), можно, с
учетом свойств целых функций  и , записать его в виде дифференциального
уравнения в частных производных

(2.6)

Здесь дифференциальные операторы  и  имеют вид

В соответствии с общей теорией, решение дифференциального уравнения (2.6), при-
надлежащее классу суммируемых функций, можно представить в виде

Функция  является общим решением однородного уравнения, а  –
частным решением неоднородного. Частное решение неоднородного уравнения для
экспоненциальных правых частей (2.5) определяется просто и имеет для случая

 =  вид

Общее решение  однородного дифференциального уравнения (2.5) пред-
ставимо в виде
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Здесь ,  – общие решения уравнений

(2.7)

Последнее следует из вида характеристического уравнения для дифференциального

оператора , даваемое функцией .

3. Метод решения. Описанные свойства интегрального уравнения, с использовани-
ем нового универсального метода моделирования [16], позволяют применить к рас-
сматриваемому интегральному уравнению метод разделения переменных. Этот метод,
в некотором смысле, является аналогом метода разделения переменных в многомер-
ных дифференциальных уравнениях, но имеет свою специфику в интегральных урав-
нениях Винера–Хопфа.

Предварительно установим общий вид решения интегрального уравнения. Следуя
указанному методу [16], применяемому как к дифференциальным уравнениям, так и к
интегральным, будем искать общее решение  дифференциальных уравне-
ний (2.6) в форме разложения по общим решениям однородных дифференциальных

уравнений (2.7) для . Экспоненциальная подстановка  = ,
где ,  – произвольные параметры, внесенная в дифференциальное уравне-

ние (2.7) позволяет на основе характеристического уравнения  полу-
чить две группы корней

Каждая группа корней зависит от  или от . Поэтому однородная составляющая
решения дифференциального уравнения (2.7) ищется в форме

Тогда общее решение интегрального уравнения (2.1) принимает вид

Здесь приняты обозначения

(3.1)

Воспользуемся интегральным уравнением в форме (2.2). Здесь функции ,  и по-
стоянные ,  являются неизвестными. Свойства описанных выше нулей целых
функций (3) обеспечивают рядам экспонент сходимость и независимость экспонен-
циальных членов [21].

С учетом независимости экспоненциальных гармоник, будем искать решение в ви-
де двух составляющих  и .

4. Разделение переменных в двумерном уравнении Винера–Хопфа. Рассмотрим инте-
гральное уравнение (2.2), представленное с применением преобразований Фурье в виде

(4.1)
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Здесь и в дальнейшем прописными буквами обозначаются преобразования Фурье,
вычисленные от строчных функций

Для использования представления (4.1) необходимо построить преобразования Фу-
рье  искомого решения. Ищем  в форме произведения функций с
разделенными переменными .

Вычисления позволяют получить для фрагментов решений следующие представле-
ния

Используя приведенные представления и вычислив интегралы, получаем следую-
щие выражение интегрального уравнения (2.5)

Отсюда из требования равенства соотношений слева правым частям интегрального
уравнения, находим

После преобразований это приводит к бесконечным системам линейных алгебраиче-
ских уравнений, свойственных одномерным уравнениям Винера–Хопфа и детально
изученным в [17, 18].
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Запишем операторы бесконечных систем, стоящих слева в матричном виде

Для них в [17, 18] построены двусторонние обратные бесконечные матрицы, имеющие
вид

В рассматриваемом случае эти соотношения приводят к равенствам

Применяя обратные матрицы, получаем следующее представление решений беско-
нечных систем линейных алгебраических уравнений

Ряды суммируются в интегралы [5] и принимают вид

Используя представление (3.1) и, применив свертывание рядов в интегралы, получим
представление решений, справедливое для данных частных значений параметров ,

, которое имеет вид
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Примем во внимание, что эти вещественные параметры имеют диапазон измене-
ния , а интегральные уравнения являются линейными. Для построения реше-
ния, справедливого для любых вещественных значений параметров , , проинте-
грируем полученные функции по диапазонам изменения параметров. В результате ре-
шение интегрального уравнения Винера–Хопфа (2.5) имеют представление в форме

(4.2)

Решение для произвольной правой части  уравнения (2.1) получаются, с
учетом (2.4), в результате вычисления интеграла при 

Здесь функции ,  берутся из формулы (4.2).
Вывод. В работе впервые построена формула, позволяющая решать уравнение Ви-

нера–Хопфа в четверть плоскости. Она зависит только от аналитических свойств,
именно, факторизационных свойств функций, входящих в описание формулы. Таким
образом, возможно, установлен общий вид решения уравнения Винера–Хопфа в чет-
верть плоскости, справедливый для более широкого класса функций, а не только име-
ющих мероморфные функции в представлении ядра. Этот результат дополняет ре-
зультат подхода, изложенного в работе [19].

Благодаря развитым в [17, 18] подходам, этот метод позволяет исследовать контакт-
ные задачи не только в четверть плоскости, но и в некоторых ограниченных двумер-
ных областях.

Работа поддержана Российским научным фондом, проект № 22-29-00213.
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The Exact Solution by the Universal Method Modeling of the Contactproblems
in the Quarter Plane of a Multilayer Medium

V. A. Babeshkoa,b,#, O. V. Evdokimovaa,##, and O. M. Babeshkob,###
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b Kuban State University, Krasnodar, Russia
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In this paper, for the first time, an exact solution of the contact problem posed on the sur-
face of a multilayer medium in a quarter plane is constructed. This is achieved as a result of
the application of a new universal modeling method developed for the purpose of studying
and solving boundary value problems for partial differential equations. In this paper, the
method is applied to two-dimensional Wiener–Hopf integral equations in the quarter plane
arising in mixed problems of deformable solid mechanics, in contact problems. A feature of
mixed problems for layered media is the presence of meromorphic functions in Fourier
transforms of the kernels of integral equations.
As in differential equations, this circumstance made it possible to find fragments of differen-
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tial equations in the representation of Wiener–Hopf integral equations, and to find a way to
reduce a two-dimensional integral equation to one-dimensional ones.
Its application makes it possible to reduce integral equations in this field to infinite systems
of linear algebraic equations having an inverse infinite matrix. This type of integral equations
is not available for numerical solution, due to the unlimited scope of the equation, and has
not been studied analytically before.
The exact solution of the two-dimensional Wiener–Hopf equation in a quarter plane opens
up the possibility of constructing high-precision solutions to contact problems in limited do-
mains, just as it was done in the one-dimensional case.
Wiener–Hopf integral equations are widely used in various fields for materials of complex
rheology, including strength theory, diffraction, f law detection, tribology.

Keywords: contact problem, block element, rigid stump, Wiener–Hopf integral equation
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Предлагается метод и обсуждаются результаты расчетов в связанной задаче теории
больших деформаций о деформировании материала цилиндрического слоя, удержи-
ваемого между жесткими цилиндрическими поверхностями. Материал слоя прини-
мается упруговязкопластическим, контакт его с шероховатыми границами при по-
вороте внешней из них происходит с трением, порождающим тепло, теплотворным
считается и необратимое деформирование. Рассчитывается полный цикл процесса
квазистатического деформирования от его начала до полной разгрузки и остывания
слоя материала. Указываются моменты времени начала и окончания скольжения
материала вдоль его жесткой граничной поверхности, начала и окончания его при-
стеночного вязкопластического течения.

Ключевые слова: упругость, пластичность, вязкопластическое течение, большие де-
формации, теплопроводность, связанное термодеформирование
DOI: 10.31857/S0032823522050058

1. Введение. В каждом термодинамическом процессе параметры состояния задают-
ся [1] дифференциальными уравнениями своего изменения (переноса, кинетически-
ми уравнениями). Термодинамический процесс деформирования тел в таком своем
качестве не является исключением. В общем случае этот процесс является необрати-
мым и неравновесным [2]. С целью составления математической модели процесса де-
формирования полные деформации, которые возможно измерить экспериментально,
приходится разделить на обратимую и необратимую составляющие. Данное разделе-
ние необходимо является гипотетическим, поскольку эти составляющие опытно не-
измеримы. Но именно такие составляющие предстают в качестве термодинамических
параметров состояния [2, 3] и для них необходимо указать дифференциальные уравне-
ния их изменения. К этим основным термодинамическим параметрам состояния про-
цесса деформирования могут добавляться иные, позволяющие учитывать специфиче-
ские особенности процесса, например, повреждаемость [4, 5], но в таком случае до-
бавляются и соответствующие дифференциальные уравнения изменения для
добавляемых параметров состояния [5, 6].

Кинематический характер вводимых термодинамических параметров состояния,
коими являются обратимые и необратимые составляющие полных деформаций, неиз-
бежно приводит и к трудностям при записи для них дифференциальных уравнений их
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изменения. Наряду с источниками (скоростями изменения) этих составляющих де-
формаций, дифференциальные уравнения изменения обязаны включать в себя потоко-
вые слагаемые [2], определяющие взаимозависимость параметров состояния в процессе
деформирования [2, 3]. Для источников в уравнениях изменения термодинамических
параметров состояния в согласии с уравнением баланса энтропии формулируются
определяющие законы (упругости, пластичности, ползучести и др.), а потоковые сла-
гаемые обязаны обеспечить геометрическую корректность кинематики построенной
теории больших деформаций. Основные трудности связаны как раз с последним об-
стоятельством и именно в этом допускались основные неточности в самых ранних по-
строениях кинематики больших деформаций упругопластических материалов. Гео-
метрически безупречная такая кинематика впервые, по-видимому, была построена в
[7] на основе так называемого “мультипликативного” разделения полных деформа-
ций на свои обратимую и необратимую составляющие. Основанием для данного раз-
деления послужила гипотеза о взаимно однозначном соответствии каждому текущему
состоянию тела наряду с недеформированным состоянием еще одного гипотетическо-
го состояния, когда в теле отсутствуют обратимые деформации (состояние разгрузки)
и напряжения.

Последующее развитие данного подхода в построении кинематики больших упру-
гопластических деформаций обсуждалось в [8]. Из-за широкого его распространения
до настоящего времени уделим ему некоторое внимание. Имеются в “мультиплика-
тивном” подходе очевидные нестыковки. Состоят они в неединственности гипотети-
ческого состояния разгрузки получаемого предельным переходом при неограничен-
ном разбиении тела на элементарные объемы с последующим снятием с них нагрузок.
В качестве дифференциальных уравнений изменения термодинамических параметров
состояния, а ими остаются обратимые и необратимые деформации, предлагается при-
нять выбранные объективные производные составляющих полных деформаций. Зада-
ча “выбора” данных производных [9] оказывается задачей “выбора” взаимодействия
между обратимыми и необратимыми деформациями в процессе деформирования.
Для решения последней задачи имеется достаточное число уточняющих предложений
[10–15], включая предложения по учету деформационной анизотропии [16, 17].

Несомненным достоинством “мультипликативного” разделения полных деформа-
ций на их составляющие является геометрическая корректность построенной на та-
кой основе кинематики конечных упругопластических деформаций. Однако, как ни
странно, именно в этом заключается и основной недостаток этого подхода к построе-
нию теории. Необходимость постоянной отсылки в процессе решения задач теории к
гипотетическому разгрузочному состоянию не позволяет получить такие решения да-
же в простейших одномерных случаях. Известны только многочисленные приближен-
ные численные решения [12, 15, 18–24]. Попытки разрешить такие задачи, формули-
руя их в скоростях перемещений и деформаций, с необходимостью приводят к задаче
“выбора” объективной производной по времени от тензора напряжений [20, 24].
В [25] исследовались решения, получаемые при разном “выборе” данных производ-
ных (Зарембо–Яумана, Грина–Нагди, Ли и др.). При таком выборе метода решений
не исключено получение ошибочного решения [26]. Необходимо отметить публика-
ции [27–31] отечественных авторов, предлагающие теории больших упругопластиче-
ских деформаций с кинематикой, отличной от способа “мультипликативного” разде-
ления деформаций на обратимые (упругие) и необратимые (пластические, вязкопла-
стические) их составляющие.

Разделение полных деформаций на обратимую и необратимую составляющие с по-
мощью формулирования для них дифференциальных уравнений их изменения на ос-
нове представлений [2, 28] было предложено в [32]. Предполагалось, что такое “про-
стое” разделение получит свое обобщение в работах других авторов, но этого не по-
следовало. Здесь кратко повторим этапы построения данной модели на примере ее
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связанного варианта с температурными эффектами. Представляется это важным для
заинтересованного читателя. Укажем также особенности решения в рамках такой мо-
дели термоупругопластического деформирования конкретной краевой задачи теории.
Заметим, что при определении обратимых и необратимых деформаций записью для
таких термодинамических параметров состояния дифференциальных уравнений их
изменения получили свое решение, включая точные, целый ряд одномерных краевых
задач теории, часть их составили содержание [3]. В [33–36] решается задача об изме-
нениях в механизме производства необратимых деформаций на упругопластических и
упруговязкопластических границах, продвигающихся по деформируемым материа-
лам. Связанные задачи теории больших упруговязкопластических деформаций, когда
необратимое деформирование порождает тепло, рассматривались в [37–40]. Здесь
рассмотрим еще одну такую задачу.

2. Принимаемая модель процесса деформирования. Движение точек деформируемого
материала зададим в пространственных переменных Эйлера

(2.1)
Здесь ,  – векторы, указывающие место точек деформируемого тела в текущем и

свободном его состоянии соответственно,  – вектор перемещений. Для тензора дис-

торсии  и метрического тензора  имеем уравнение их изменения [3, 9]

(2.2)

Во введенных обозначениях “мультипликативное” разделение полных деформаций
на обратимую (упругую)  и необратимую (пластическую)  составляющие связано [7,
9, 22] со следующим представлением для метрического тензора

Считая тепловое расширение–сжатие также обратимым процессом, обобщим по-
следнее соотношение в форме

Здесь ,  – текущая температура и температура свободного состояния тела (ком-
натная температура),  – коэффициент линейного расширения,  – единичный тен-
зор. Тензоры  и  приобретают механический смысл в качестве обратимых и необра-
тимых деформаций процесса деформирования за счет принятия гипотезы о существо-
вании единственного состояния полной разгрузки.

Отказываясь от назначенного механического смысла  и , то есть от принятия ги-
потезы разгрузочного состояния, запишем [28]

(2.3)
В (2.3)  и  уже нельзя называть обратимыми и необратимыми деформациями.

Что это такое и почему для них оставлены обозначения с ясным механическим смыс-
лом выясним далее, а пока (2.3) некоторое алгебраическое соотношение, способное
вместе с (2.2) привести к дифференциальным уравнениям изменения

(2.4)

В (2.4) введены обозначения

Следовательно  – симметричный тензор. Для того, чтобы тензор  был симмет-
ричным необходимо в согласии с первым равенством из (2.4) потребовать
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(2.5)
Равенство (2.5) можно рассматривать в качестве тензорного уравнения для поиска

такого , чтобы  оказался симметричным тензором. Решение (2.5) было построено
А.И. Лурье [41] и имеет вид

(2.6)

Здесь  произвольный симметричный тензор. Кососимметричный  тензор
вычисляется зависимостям

Исключая с помощью (2.6) из (2.4) неизвестный в них тензор , приходим к диффе-
ренциальным зависимостям

(2.7)

Во всех вышеприведенных кинематических соотношениях неизвестным остается
произвольный симметричный тензор . Если положить его равным нулю, то получим

(2.8)

Замечаем, что дифференциальное соотношение (2.8) можно рассматривать в каче-
стве объективной производной по времени от тензора . Она обратится в производ-
ную Зарембо–Яумана [42] если только положить равным нулю ( ) нелинейную
составляющую тензора вращений . Равенство (2.8) тогда означает, что тензор  не-
изменен в условиях . Если считать, что  – необратимые деформации, то 
оказывается условием обратимого деформирования в условиях предваряющих пла-
стическое течение и при разгрузке. Отметим, что такое деформирование кинематиче-
ски определено. В условиях пластического течения для определенности кинематики
следует указать тензор , что только из кинематических соображений невозможно.
При разгрузке ( ) согласно (2.8) изменяются компоненты неизменного тензора  и
их изменение нелинейно зависит от изменений обратимых деформаций ( ).

При пластическом течении . С целью определения механического смысла до
сих пор произвольного тензора  рассмотрим следствие закона сохранения энергии

(2.9)

Здесь  – плотность распределения внутренней энергии,  – вектор потока тепла,  –
тензор напряжений. Если ввести иной термодинамический потенциал 
(плотность распределения свободной энергии) и предположить, что , то
из (2.9) можно получить [3]

(2.10)
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(2.11)

Упрощающее предположение о том, что термодинамический потенциал 
не зависит от необратимых деформаций, является гипотетическим, позволяющем раз-
делить консервативную и диссипативную составляющие процесса деформирования.
Оно используется в абсолютном большинстве публикаций [9, 11, 18, 22] посвященных
расчетам больших деформаций. В (2.11)  – плотность распределения энтропии,

 – поток энтропии,  – тензор скоростей изменения необ-
ратимых (в нашем случае пластических) деформаций . Таким способом тензор  од-

нозначно связывается с тензором  и дифференциальные уравнения (2.7) приобрета-
ют свою окончательную форму

(2.12)

Производная по времени в (2.12) задается зависимостями (2.8). Для тензора полных
деформаций Альманси  следует его представление через обратимую  и необрати-
мую  составляющие

(2.13)

Отсюда тензором обратимых деформаций следовало бы называть тензор

. Однако использование в качестве обратимых деформаций только

главной линейной части последнего привело к значительным удобствам в записи
дифференциального уравнения изменения обратимых деформаций (2.12) и аналога
формулы Мурнагана (2.10) в областях необратимого деформирования и разгрузки. Да-
лее будет рассматриваться случай, в котором изменение объема деформируемого ма-
териала задается только его тепловым расширением, а механически он остается не-
сжимаемым. В этом случае из (2.10) следует [3]

(2.14)

В (2.14) ,  – добавочные неизвестные функции гидростатического давления,
 =  – термоупругий потенциал. Полагая деформируемый мате-

риал изотропным и механически несжимаемым, для последнего принимаем наиболее
простое представление [3]

(2.15)

Здесь  – модуль сдвига, , , , ( ), – термомеханические постоянные
[43]. Если в уравнении баланса энтропии (2.11) закон теплопроводности принять в
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форме Фурье, то с учетом (2.15) получаем уравнение теплопроводности. В областях,
деформирующихся по-разному, это уравнение имеет различия в своей записи:

в области обратимого деформирования, предваряющей пластическое течение

(2.16)

в пластической области

(2.17)

в области разгрузки

(2.18)

Здесь  – коэффициент температуропроводности.
В качестве пластического потенциала (условия течения) далее используется следу-

ющее обобщение условия пластичности Треска–Сен-Венана [3, 43]

(2.19)

В (2.19) ,  – главные значения тензоров напряжений и скоростей пластических
деформаций; ,  – текущий предел пластического течения и его значение при ком-
натной температуре;  – температура плавления деформируемого материала;  – ко-
эффициент вязкого сопротивления пластическому течению. Замыкаем построенную
математическую модель деформирования принятием принципа максимума Мизеса [44] с
формулированием ассоциированного закона пластического течения

(2.20)

2. Начальное обратимое деформирование. Пусть материал, термомеханические свой-
ства которого задаются зависимостями, представленными ранее, составляет цилин-
дрический слой, ограниченный поверхностями  и  ( ). Цилиндр 
полагаем жестко закрепленным, а граничная поверхность слоя  поворачивается
вокруг центральной оси. До момента начала процесса деформирования деформации в
материале слоя отсутствуют, а напряженное состояние задается единственным пара-
метром начального поджатия: . Таким образом, основными искомыми
зависимыми переменными задачи оказываются угол закручивания  и угловая

скорость . Кинематические начальные условия, таким образом, являются

однородными:  и . Граничные условия задачи зададим в форме

(3.1)
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Здесь , , , ,  – задаваемые параметры задачи.
На первоначальном этапе процесса деформирования контакт материала с жестки-

ми стенками осуществляется согласно закону сухого трения покоя

(3.2)

Здесь  – коэффициент трения покоя. Кинематические зависимости в данном слу-
чае позволяют записать

(3.3)

Для компонент тензора напряжений согласно (2.14) и (2.15) можно получить

(3.4)

Здесь записаны компоненты тензора напряжений с точностью до слагаемых второ-
го порядка по упругим деформациям. Уравнения равновесия

(3.5)

с помощью (3.3) интегрируются, и решение такой изотермической задачи записывает-
ся в форме

(3.6)

Решение (3.6) справедливо до момента времени , когда на поверхности 
произойдет проскальзывание материала и начнется разогрев его за счет пристеночно-
го трения. Принимаем, что проскальзывание произойдет раньше начала вязкопласти-
ческого течения. Для этого считаем, что . С этого момента  граничное
условие (3.2) следует заменить на

(3.7)

где  – постоянная вязкого трения;  – коэффициент сухого трения скольжения. При
выполнении условий проскальзывания (3.7) начинается разогрев материала за счет
пристеночного трения на поверхности :

(3.8)

В (3.8)  – постоянный коэффициент теплопроизводства за счет трения.
Для компонент тензора напряжений из (2.14) и (2.15) теперь следует

(3.9)
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Разрешая второе из уравнений равновесия (3.5) с использованием (3.9), находим

(3.10)

Вместе с уравнением теплопроводности (следствием (2.15)) для определения неиз-
вестных , ,  имеем систему уравнений с начальными и граничными
условиями

(3.11)

Задача (3.11), как и все последующие, разрешалась приближенно с помощью конеч-
но-разностной схемы. Согласно найденным таким способом распределениям темпе-
ратуры и перемещений деформации и напряжения находятся согласно (3.9) и (3.10).
Но такое решение справедливо лишь до момента времени , когда на стенке 
выполнится условие пластического течения (2.18). В нашем случае оно сводится к тре-
бованию . Для момента времени  имеем уравнение

(3.12)

4. Вязкопластическое течение. Область II вязкопластического течения 
при  развивается от граничной поверхности  посредством продвижения ее
границы . В области I при  материал продолжает деформироваться
обратимо. Кинематические соотношения (2.12) и (2.13) в рассматриваемом случае поз-
воляют записать:

(4.1)

Обратимые деформации задают напряжения в области течения согласно зависимостям

(4.2)

Следствием выбранного условия вязкопластического течения и ассоциированного
с ним закона имеем соотношения

(4.3)

Выполняя условие равенства напряжений на границе пластической области, полу-
чим уравнение для вычисления закона продвижения упругопластической границы

(4.4)
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Система дифференциальных уравнений для вычислений распределения температу-
ры и угла поворота теперь состоит: из уравнений теплопроводности, записываемых

отдельно для температуры  и области вязкопластического течения ,

из уравнений для углов поворота  и , функции времени  и уравне-
ния (4.4) для закона продвижения границы области вязкопластического течения.
Вместе с краевыми условиями такая задача теперь предстает в виде

(4.5)

Приближенное численное разрешение задачи (4.5) встраивается таким способом в
общий алгоритм расчетов. Для этого приходится использовать две изменяющихся на
каждом временном шаге расчетов сетки дискретизации расчетной области. В области

обратимого деформирования , , . В об-

ласти вязкопластического течения , , .
На каждом временном шаге расчетов ,  сетка меняется с уче-
том изменения положения упруговязкопластической границы. Значения угла поворо-
та и температуры в узлах новой сетки на предыдущем временном шаге находятся ин-
терполяцией.

Согласно рассчитанным распределениям температуры , угла поворота  и
значений функций  определяются распределения иных искомых величин ,

, , . Для диагональных компонент деформаций следует система
уравнений

(4.6)
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Напряжение  находится интегрированием первого уравнения из (3.5) с учетом (4.2).
По найденному  вычисляются  и неизвестная функция  добавочного гид-
ростатического давления.

5. Деформирование при постоянной и уменьшающейся угловой скорости. Согласно за-
даваемым уравнениям (3.1) после момента времени  угловая скорость 
становится постоянной. Область вязкопластического течения при  продолжает
развиваться. Рост области продолжается даже после момента времени , когда враще-
ние тормозится. При  находится момент времени  ( ), после которого
граница области течения, остановившись, начинает продвижение в обратную сторо-
ну. Последующий закон движения обозначим через . Теперь деформируемый
материал разделен на три области, где его деформирование протекает по-разному:
в области  продолжается вязкопластическое течение; в области разгрузки

 пластические деформации не меняются; в области  де-
формирование обратимо.

Уравнения теплопроводности (2.16)–(2.18) следует записать применительно к рас-
сматриваемому случаю. Таким способом получаем систему уравнений вместе с крае-
выми условиями вполне аналогичную (4.5). Из-за громоздкости здесь ее не приводим.
Решение такой задачи осуществляется тем же конечно-разностным методом на изме-
няющихся на каждом временном шаге сетках.

С момента времени  (находится из соотношения ) на поверхности
 проскальзывание завершается и выполняется условие прилипания (3.2) так, что

. При  материал начинает остывать; свяжем такое остывание с
условием

(5.1)

Продвигающаяся граница области вязкопластического течения  в некото-
рый момент времени  достигает поверхности  и область вязкопластического
течения исчезает. Для дальнейших расчетов остаются две области: область с накоп-
ленными необратимыми деформациями  и область, в которой происхо-
дило только обратимое деформирование . Момент времени  вычис-
ляется решением уравнения

(5.2)

Поворот внешней жесткой поверхности  останавливается в момент времени

. После этого (при ) материал продолжает охлаждаться и в нем
продолжается перераспределение напряжений вплоть до полного выравнивания тем-
пературы до комнатной по всему продеформированному материалу.

6. Результаты расчетов. При проведении расчетов независимые безразмерные пере-

менные выбирались в форме: , , напряжения относились к модулю
сдвига . Постоянными задачи и материала предписывались следующие значения:
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Графическая зависимость рис. 1 иллюстрирует развитие и схлопывание области
вязкопластического течения со временем. Вертикальными прямыми пунктирными
отрезками на рис. 1 отмечены характерные моменты времени ,  и , когда угловая
скорость  перестает расти, когда упруговязкопластическая граница начинает дви-
гаться в обратную сторону и когда заканчивается проскальзывание соответственно.

Распределение температуры по материалу в разные моменты времени показано гра-
фически на рис. 2. Тепло производится за счет пристеночного трения и необратимого
деформирования.

Ниспадающие кривые рис. 2 соответствуют моментам времени, при которых отток
тепла через границу  превалирует над его производством за счет вязкопластиче-
ского течения.

На рис. 3 показано распределение угла поворота в различные моменты времени.
Заключение. Рассматриваемая здесь задача рассчитывает не отдельное состояние

упругопластического тела в зависимости от действий конкретных нагрузок, а процесс
упруговязкопластического деформирования от его начала до полной разгрузки и
остывания. Возможное производство тепла в процессе связывается с трением матери-

�1t �*t �3t
ωR

=r R

Рис. 1. Изменение области вязкопластического течения в процессе деформирования.
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ла о шероховатую его границу и его необратимым деформированием. При этом совер-
шенно необходимо подчеркнуть определяющую роль дифференциальных уравнений
изменения (переноса) обратимых и необратимых деформаций. Именно следуя такому
подходу (соотношения (2.12) и следующие из них зависимости (4.1)) удается получить
систему дифференциальных уравнений, последующее разрешение которой в рамках
сеточного конечно-разностного метода уже не встречает дополнительных трудностей.
Для расчетов процессов неизотермического деформирования в неодномерных задачах
теории при таком подходе представляется возможным создание соответствующего
вычислительного модуля расчетов. Для этого представленное решение может послу-
жить в качестве средства тестирования создаваемых алгоритмов и вычислительных
процедур. Преимущество расчетов на такой основе может оказаться значимым.

Работа выполнена в рамках проекта РНФ (грант 22-11-00163).
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Proposed method and the results of calculations are discussed in the coupled problem of the
theory of large deformations on the deformation of the material of a cylindrical layer be-
tween rigid cylindrical surfaces. The material of the layer is assumed to be elastoviscoplastic,
its contact with rough boundaries when turning the outer of them occurs with friction,
which generates heat, and irreversible deformation is also considered calorific. The full cycle
of the process of quasi-static deformation is calculated from its beginning to complete un-
loading and cooling of the material layer. The time points of the beginning and end of the
sliding of the material along its rigid boundary surface, the beginning and end of its near-
wall viscoplastic f low are indicated.
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Рассмотрена задача о равновесии упругого тела с плоским основанием и закруглен-
ными кромками на наклоненном полупространстве из того же материала в поле си-
лы тяжести. Получены уравнения, определяющие границы области контактного
взаимодействия и подобластей частичного проскальзывания и сцепления на ней.
Изучено влияние механических и геометрических характеристик взаимодействую-
щих тел и коэффициента трения на структуру области контактного взаимодействия
и угол поворота тела вследствие деформаций. Построены графики распределений
нормальных и касательных напряжений в области контактного взаимодействия в за-
висимости от угла наклона основания и расположения центра масс упругого тела.
Определено условие его скольжения по основанию.

Ключевые слова: равновесие упругого тела, сухое трение, частичное проскальзывание,
наклонное основание
DOI: 10.31857/S0032823522050137

1. Введение. Задача о равновесии тела на деформируемом основании является клас-
сической задачей теории упругости [1–4]. Основное внимание при ее исследовании
уделяется таким вопросам, как определение областей контактного взаимодействия,
сближения взаимодействующих тел, а также распределения напряжений в деформи-
руемом материале при заданных независимых друг от друга прижимной и касательной
нагрузках и моменте. В теоретической механике в подобных задачах определяются
возможные положения равновесия систем тел под действием некоторой заданной
внешней силы, чаще всего, силы тяжести. При этом вопрос определения компонент
реакции, т.е. прижимной и касательной нагрузки и момента, обеспечивающих равно-
весие, для систем с сухим трением представляет значительную сложность [6, 7]. В свя-
зи с этим модели контактного взаимодействия между телами значительно упрощают-
ся. Так, например, при решении задачи о равновесии системы тел в [8] контакт между
телами сложной формы предполагается сосредоточенным в трех точках, а трение меж-
ду телами задается классическим законом Кулона–Амонтона.

В представленной работе подходы теории упругости и теоретической механики
объединяются при исследовании равновесия тела на наклонной плоскости с сухим
трением. Эта задача является составной частью многих практических задач: напри-
мер, в динамике мобильных роботов (например, [9, 10]), в том числе при движении в
сложной среде с препятствиями [11], задачах о движении гранулированных сред [12],

УДК 531.31

EDN: KFZHFQ
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при экспериментальном определении параметров взаимодействия объектов в различ-
ных условиях [13, 14].

Рассматривается равновесие упругого цилиндрического тела на наклоненном полу-
пространстве из того же материала в поле силы тяжести. Предполагается, что контак-
тирующая поверхность тела состоит из плоского участка и закругленных кромок.
Вследствие деформируемости контактирующих тел и действия силы тяжести упругое
тело поворачивается на некоторый угол, и в области контактного взаимодействия воз-
никает несимметричное распределение нормальных  и касательных напряжений ,
которое определяется решением статической задачи теории упругости [4, 15], учиты-
вающим существование подобластей скольжения и сцепления поверхностей в обла-
сти их контакта. В отличие от [4, 15], прижимающая и касательная внешние силы,
действующие на тело, не являются независимыми величинами, а суть проекции силы
тяжести и зависят от угла наклона полупространства к горизонту; при этом момент
силы тяжести определяется как положением центра масс в теле, так и его поворотом
вследствие упругих деформаций.

Целью исследования является изучение условий равновесия тела в зависимости от
механических характеристик материалов взаимодействующих тел, расположения цен-
тра масс лежащего на наклонном основании тела, ширины его плоского участка, ко-
эффициента трения и угла наклона к горизонту поверхности основания. Представле-
ны постановка задачи (разд. 2), распределения контактных напряжений и уравнения,
определяющие границы контактной области и угол наклона упругого тела (разд. 3),
анализ влияния наклона основания и коэффициента трения на расположение подоб-
ластей сцепления и проскальзывания в области контактного взаимодействия (разд. 4),
зависимость угла наклона упругого тела, лежащего на наклоненном основании, от его
геометрических, массово-инерционных и механических характеристик (разд. 5).

2. Постановка задачи. Рассмотрим (рис. 1) задачу о равновесии в поле силы тяжести
тела 1 на полупространстве 2 из одного и того же линейно упругого материала с моду-
лем Юнга  и коэффициентом Пуассона . Недеформированная граница  полу-
пространства составляет угол  с горизонтом. Тело предполагается бесконечно протя-
женным в направлении оси , перпендикулярной к плоскости чертежа; обозначим

– его массу на единицу длины в этом направлении.
С недеформированной границей основания свяжем систему отсчета , ось 

перпендикулярна основанию, плоскость  перпендикулярна образующей тела.
Пусть точка  является серединой плоской части основания тела, ширину которой
обозначим , радиусы кривизны кромок равны  (в точках ). Наклон тела к
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Рис. 1. Схема контакта упругого тела с основанием.
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основанию, возникающий в результате действия на него силы тяжести и деформации
контактирующих тел, обозначим . Этот угол, как и границы области контактного
взаимодействия  заранее неизвестны и определяются решением контактной
задачи. Обозначим , тогда форма наклоненного индентора описывается функ-
цией:

(2.1)

Замечание. Заметим, что форма наклоненного тела на скруглениях описывается ука-
занной функцией лишь для малых углов , таких что , .

Сделаем следующие предположения о касательных напряжениях на деформиро-
ванной границе двух тел, которая состоит из подобластей сцепления и проскальзыва-
ния точек взаимодействующих поверхностей [3, 4]:

• В области скольжения  направление касательных сил противоположно направ-
лению относительного проскальзывания, т.е.

(2.2)

где  – коэффициент трения,  – относительное проскаль-
зывание частиц материала,  – смещение границы каждого тела ( ) в резуль-
тате их упругого деформирования вдоль оси ,  – относительное смеще-
ние в направлении оси  фиксированных точек тел, расположенных на некотором
удалении от области контакта. Заметим, что величина этого смещения не оказывает
влияние на распределение нормальных и касательных напряжений в области контакт-
ного взаимодействия.

• В области сцепления  относительное проскальзывание  равно нулю, т.е.

(2.3)
и выполняется равенство

(2.4)
Доказано [4], что возможна только одна зона сцепления внутри области контактно-

го взаимодействия, т.е. , . Суммарная реакция, дей-
ствующая на тело со стороны основания, равна

Момент касательных напряжений относительно точки  равен нулю, а момент нор-
мальных напряжений направлен вдоль оси  и равен

Составим уравнения равновесия тела. Пренебрегая перераспределением массы из-
за деформации тела при контакте с основанием, будем считать, что действие силы тя-
жести в каждом вертикальном сечении сводится к одной силе , приложенной в
центре масс , который находится на высоте  от плоской части основания и смещен
на расстояние  от оси симметрии (рис. 1). Проекции силы тяжести на оси  и  со-
ответственно равны  и , а величина момента силы тяжести относи-
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тельно точки  зависит от угла наклона тела и равна .
Окончательно, условия равновесия тела имеют вид:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Это система уравнений относительно функций  и  и угла поворота тела 
совместно с граничными условиями (2.2)–(2.4) для определения контактных напря-
жений служит для расчета как контактных напряжений, так и угла поворота тела при
заданных точке приложения и величине силы тяжести.

3. Распределение нормальных и касательных напряжений. Обезразмерим величины,
имеющие размерность длины, выбрав радиус скругления кромок тела в качестве мас-
штаба:

(далее знак тильды в обозначениях опустим). Кроме того, введем безразмерный параметр

(3.1)

Параметр  задает соотношение между весом тела, радиусом скругления и упругими
модулями материала.

Вследствие равенства упругих модулей тела и основания, уравнения, определяю-
щие распределения нормальных  и касательных  контактных напряжений,
разделяются. Согласно решению Мусхелишвили [2], распределение нормальных на-
пряжений определяется формулой:

(3.2)

где функция  описывает наклон границы тел и с учетом (2.1) в безразмерных пе-
ременных имеет вид:

(3.3)

Границы области контактного взаимодействия ,  и тангенс угла наклона  плоской
части тела определяются из следующих уравнений, являющихся следствиями уравне-
ний равновесия (2.5), (2.7) и условия сходимости интеграла (3.2):
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Распределение касательных напряжений, удовлетворяющее граничным условиям (2.2)
и (2.4) в областях скольжения  и сцепления , имеет вид [4]:

Функция  определяется соотношением [4]

(3.7)

причем . Границы  и  области сцепления определяются уравне-
ниями:

(3.8)

(3.9)

Последнее уравнение есть следствие уравнения равновесия (2.6).
Таким образом, решение задачи о равновесии упругого тела на наклонном основа-

нии сводится к последовательному решению системы (3.4)–(3.6) относительно ,  и
 и затем системы (3.8)–(3.9) относительно  и . Параметрами первой систе-

мы являются величины , угол наклона опорного полупространства , ширина
плоской части  и положение центра масс ( , ); во второй системе к параметрам до-
бавляется коэффициент трения .

Решение указанных систем проводилось численно с помощью библиотеки числен-
ных методов GNU Scientific Library. Заметим, что в [4] приведены точные аналитиче-
ские выражения для распределения давлений (3.2) и касательных напряжений (3.7)
для заданной функции (3.3), а также конечные уравнения на параметры распределе-
ний, равносильные (3.4)–(3.6) и (3.8)–(3.9). Эти выражения использовались для про-
верки точности численных расчетов, но так как в настоящей работе решение системы
уравнений проводилось численно, то для получения результатов использовались ука-
занные выше универсальные интегральные формулы. Это не ухудшало существенно
скорости и точности получения результатов.

4. Влияние угла наклона основания и коэффициента трения на структуру области кон-
тактного взаимодействия. При расчетах в качестве базовых были выбраны следующие
численные значения безразмерных параметров:

Значение для  выбрано на основании значений плотности  и модулей упругости ,
 для некоторого типа резины (  кг/м3,  МПа, ).

На рис. 2 приведена зависимость границ области контактного взаимодействия  и
 и границ области сцепления  и  от угла наклона основания для трех значений ко-

эффициента трения , , .
Коэффициент трения не влияет на ширину и положение области контактного взаи-

модействия. Кроме того, ясно, что при симметричном расположении центра масс
( ) структура контактной области симметрична для положительных и отрицатель-
ных углов наклона , поэтому далее рассматривается только случай . Для указан-
ных выше параметров при  тело опирается как на плоскую часть, так и на оба
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скругления. При  контакт происходит по плоской части и правому краю тела
(т.е. ).

Расчеты показывают, что если контактная область распространяется на оба (рис. 3, a,б)
или один (рис. 3, в) скругленный край, то распределение давлений имеет максимум
(один или два) на соответствующем участке контактной области. Давление минималь-
но на плоской части контактирующей поверхности упругого тела. Распределение ка-
сательных напряжений в областях проскальзывания показано на рис. 3 красными ли-
ниями. При увеличении угла наклона основания величины максимальных контакт-
ных напряжений возрастают.

Коэффициент трения  влияет на расположение и ширину областей проскальзыва-
ния и сцепления материалов. Область сцепления  всегда единственна и находится
внутри контактной области, причем для малых углов распространяется на плоскую
часть и оба скругления, т.е. ,  (рис. 3, a), на плоскую часть и правое скруг-
ление, т.е. ,  (рис. 3, б), только на скругление, т.е.  (рис. 3, в).

Максимальное значение угла наклона основания, при котором область сцепления
существует и соответственно выполнено условие равновесия (3.5), определяется нера-
венством [4]

откуда следует (см. (2.5), (2.6))

(4.1)

При выполнении этого условия существует единственное решение системы уравне-
ний (3.8)–(3.9). При критическом угле наклона основания  область сцеп-
ления вырождается в одну точку .
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Рис. 2. Зависимость границ области контактного взаимодействия  (кривые 1 и 2) и области сцепления

от угла  для коэффициентов трения  (кривые 3, пунктир и сплошная), 0.2 (кривые 4), 0.3 (кривые 5).
Тонкая линия 6 – координата вертикальной проекции центра масс тела на основание.
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Замечание. Поворот тела на угол  не влияет на условие равновесия (4.1), означаю-
щее отсутствие скольжения. Это связано с тем, что в линейной теории упругости
вследствие предположения о малости деформаций как опоры, так и самого тела давле-
ние  и касательное напряжение  относят к недеформированной границе осно-
вания – т.е. оси , поэтому касательные напряжения должны уравновешивать толь-

α

( )p x ( )q x
Kx

Рис. 3. Распределение нормированных нормальных  (черная сплошная линия 1) и касательных

 напряжений (красная штриховая линия 2) при  (а), 10° (б), 16° (в), коэффициент трения
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ко касательную составляющую силы тяжести  (не зависящую от ), а их
момент относительно точки  равен нулю. Вообще говоря, при учете изменения на-
клона элементарных площадок в контактной области результирующая касательных
напряжений  не параллельна оси , а их момент окажется ненулевым. Тогда моди-
фицированные уравнения, соответствующие (3.4)–(3.6) и (3.8)–(3.9), не будут разде-
ляться, а критический угол , помимо коэффициента трения , будет зависеть от
остальных параметров задачи. Однако эти эффекты малы и в настоящей работе не
учитываются.

5. Зависимость наклона тела от параметров задачи. Наклон тела  определяется как
углом наклона упругого основания , так и другими параметрами задачи.

При расположении центра масс на оси симметрии тела ( ) на горизонтальном
основании ( ) тело не наклоняется: . На рис. 4, слева, приведена зависи-
мость наклона тела  от угла  при разных значениях параметра . Правая часть рис. 4
показывает зависимость  от  при фиксированных углах наклона основания . На-
помним, см. (3.1), что параметр  увеличивается при увеличении веса тела, либо при
уменьшении жесткости материала , либо при уменьшении радиуса скругления  (и
одновременном пропорциональном уменьшении остальных параметров, имеющих
размерность длины). Видно, что чем больше угол наклона основания , тем больше
угол наклона , причем, чем больше безразмерный параметр , тем более выражен
этот эффект. При этом в пределе при нулевом значении  (при нулевом весе тела

 или абсолютно жестком материале ) тело не поворачивается  да-
же при ненулевых углах наклона основания  (рис. 4, справа).

Кроме того, наклон тела существенно зависит от координат ( , ) центра масс тела.
Как было указано выше, влияние деформаций в области контактного взаимодействия
на относительное положение центра масс внутри тела пренебрежимо мало, поэтому
величины  и  считаются постоянными. Момент массовой силы тяжести, действую-
щей на тело, вычисляется как момент сосредоточенной силы, равной  и приложен-
ной к центру масс. Координата вертикальной проекции центра масс тела (см. рис. 1)
для малых углов  может быть вычислена по формуле:
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Рис. 4. Слева: зависимость угла наклона тела  от угла наклона основания . Кривая 1: , 2:

, 3: . Справа: зависимость угла наклона тела  от параметра . Кривая 1:

, 2: , 3: .
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Условие положительности давлений  внутри области контакта и условие рав-
новесия (3.6) влечет неравенство , т.е. центр масс должен проектировать-
ся внутрь области контактного взаимодействия. На рис. 2 положение проекции цен-
тра масс внутри области контактного взаимодействия отмечено тонкой линией (при-
веден случай симметричного расположения центра масс ).

Если центр масс расположен несимметрично , то наклон тела возникает и на
горизонтальном основании . Так как наклон определяется величиной момента
силы тяжести (см. (2.7)), то чем больше параметры  и , тем больше наклон . При
уменьшении ширины  плоской части тела, угол наклона также увеличивается. Эти
утверждения подтверждаются результатами расчета угла наклона  для  при из-
менении параметра  при значениях  и  (рис. 5). Заметим, что
при отрицательных значениях смещения центра масс , угол наклона тела на гори-
зонтальном основании отрицателен . (Для приведенных расчетов значение пара-

метра , зависящего от механических параметров материала, не менялось.)
Аналогичный эффект наблюдается и при наклоне основания: при увеличении 

угол наклона тела  тем больше, чем больше высота  и смещение центра масс  и чем
меньше ширина плоской части  (рис. 6). Две приведенные на этом рисунке кривые
( , ) имеют вертикальные касательные при  и : это
означает, что указанные углы являются предельными, для которых равновесие тела
возможно. Для больших углов проекция центра масс  выходит из области контакта
и происходит переворот тела через переднюю кромку (см. рис. 7, представлены зави-
симости границ области контактного взаимодействия и подобластей сцепления и
скольжения для несимметричного случая при , ср. с симметричным случаем,
показанным на рис. 2).

Заключение. Проведено исследование условий равновесия упругого тела, представ-
ляющего собой бесконечный цилиндр, контактирующая поверхность которого имеет
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Рис. 5. Зависимость угла наклона тела  от сдвига  центра масс от оси симметрии для . Значения па-

раметров: 1 – , ; 2 – , ; 3 – , .
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плоское основание и закругленные кромки, на наклоненном упругом полупростран-
стве из того же материала.

Рис. 6. Зависимость угла наклона тела  от угла наклона основания . Кривая 1 – ; 2 – ; 3 –

; 4 – ; 5: , .

4

8

50 10 15 �, �

�, �

1

2

3

4 5

α ϕ = 0.1l = 0.05l
= 0l = 0.1h = 0.1h = 0.8c

Рис. 7. Зависимость границ контакта (кривая 1: , кривая 2: ) и зоны сцепления (кривая 3: , кривая 4:

) от  при , , . Кривая 5: вертикальная проекция центра масс .
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Показано, что в условиях покоя и деформируемости контактирующих тел область
контакта состоит из подобластей сцепления и относительного проскальзывания, раз-
меры которых, а также угол поворота основания упругого тела относительно поверх-
ности полупространства, зависят от упругих характеристик взаимодействующих тел,
геометрии контактирующей поверхности упругого тела, положения его центра масс и
величины коэффициента трения.

Проведен анализ структуры области контактного взаимодействия и участка сцепле-
ния на ней, а также угла поворота упругого тела относительно основания от угла на-
клона основания, веса тела и механических характеристик материала, положения
центра масс упругого тела и коэффициента трения.

Несмотря на то, что в рамках рассмотренной модели условие равновесия упругого
тела на наклоненном упругом основании совпадает с условием равновесия жестких
тел (критический угол , при котором начинается скольжение тела, определяется со-
отношением , где  – коэффициент трения), проведенное исследование
позволяет провести оценку размера области сцепления в зависимости от наклона
упругого основания, а также от формы, механических характеристик и положения
центра масс лежащего на нем тела.

Анализ решения контактной задачи выполнен по теме государственного задания
(№ госрегистрации AAAA-A20-120011690132-4).
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Equilibrium of an Elastic Body with Rounded Edges on an Elastic Inclined Half-Space

A. A. Zobovaa,# and I. G. Goryachevaa,b,##

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
b Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

#e-mail: alexandra.zobova@math.msu.ru
##e-mail: goryache@ipmnet.ru

The equilibrium of an elastic body with f lat base and rounded edges on an inclined half-
space of the same material in gravity field is investigated. The equations defining the borders
of the contact region and the partial slip and stick subregions are stated. The influence of the
mechanical and geometrical characteristics of the interacting bodies and friction coefficient
on the contact region structure and the elastic body’s angle of rotation due to deformations
is analyzed. The graphs of the contact normal and shear stresses are plotted for various foun-
dation’s inclinations and the body’s center of mass positions. The condition of the body slip-
ping is obtained and discussed.

Keywords: elastic body equilibrium, dry friction, partial slip, inclined foundation
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Анизотропия силы трения оказывает влияние на траекторию движения материаль-
ной точки, на кинематические характеристики твердых тел и на процессы, происхо-
дящие в области контакта пары трения. Известно также, что при движении твердых
тел по плоскости плотность нормальной реакции может зависеть от скорости центра
масс тела и его угловой скорости. Одновременному учету указанных явлений на ди-
намику тела, опирающегося на круговую или кольцевую область, посвящена данная
работа.

Ключевые слова: анизотропное трение, ортотропное трение, согласованное трение
DOI: 10.31857/S0032823522050083

1. Введение. Изучается движение твердого тела по горизонтальной плоскости.
При расположении центра масс тела над плоскостью скольжения при движении про-
исходит перераспределение плотности нормальных напряжений. С этим явлением
связано понятие динамически согласованного трения, согласно которому при движе-
нии твердого тела с плоским основанием предполагается, что угловая скорость тела
перпендикулярна плоскости опоры и должны выполняться общие теоремы динамики,
записанные относительно осей, проходящих через центр масс тела [1, 11]. Этот подход
получил свое развитие в публикациях [6–8, 18].

Но в упомянутых выше работах предполагалось, что сила трения во всех точках
контакта обладает изотропными свойствами. Однако, во многих экспериментальных
и теоретических работах показано, что сила трения может обладать анизотропными
свойствами. Анизотропное трение возникает из-за неоднородности материала тру-
щихся поверхностей, ориентированных следов механической обработки, износа по-
верхностей трения, кристаллической структуры материалов пары трения и многих
других причин. В [2, 3] вводится тензор трения, через который описывается анизо-
тропное трение, дается доказательство характерных свойств силы анизотропного тре-
ния и тензора трения.

В данном исследовании рассматривается влияние ортотропного трения на динами-
ку движения тела при учете концепции динамически согласованного трения.
При этом будет выбрана линейная модель ортотропного трения [2, 3].

2. Динамически согласованная модель контактных напряжений при ортотропном тре-
нии. Пусть контакт твердого тела с горизонтальной плоскостью происходит по пло-
щадке . С этой площадкой свяжем систему координат  так, что ось  перпен-S ξηζC ζC

УДК 531.3

EDN: IVTZSW
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дикулярна плоскости скольжения. С плоскостью, по которой скользит тело, свяжем
неподвижную систему координат , причем ось  перпендикулярна плоскости.
Будем полагать, что плотность давления  можно представить в виде [1, 11]:

(2.1)

Кроме того, оси  и  направлены так, что тензор коэффициентов трения имеет
вид:

(2.2)

При сделанных допущениях, сила трения, действующая на элементарную площадку,
выражается формулой (см. рис. 1a)

(2.3)

где

(2.4)

 – вектор скорости точки ,  – угловая скорость тела, ,
,  – орты системы координат .

Проекции элементарной силы  и момента этой силы относительно оси  запи-
сываются следующим образом

(2.5)
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Рис. 1. Область контакта и системы координат. (a) Взаимное расположение осей подвижной и неподвиж-

ной систем координат; (б) Проекции силы трения на оси  и , действующей на площадку .
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Обозначим через  точку, соответствующую центру масс твердого тела. Будем счи-
тать, что проекция точки  на плоскость скольжения совпадает с точкой  – нача-
лом, выбранной ранее системы координат , и оси , ,  – главные оси
инерции тела, причем оси систем  и  параллельны. Так как в представлен-
ном исследовании рассматриваются осесимметричные тела, то такие допущения мож-
но считать обоснованными. Если таких допущений сделать нельзя, то нижеприведен-
ные рассуждения усложняются в связи с необходимостью учитывать взаимную ориен-
тацию систем  и .

Вектор  можно представить в виде

(2.6)

,  – орты осей  и , ,  – орты осей  и  соответственно (см. рис. 1б)).
На рис. 1б) векторы  и  изображены условно. Направление вектора  зависит
от направления скорости элементарной площадки  в плоскости  в соответствии
с формулами (2.5).

Для того, чтобы тело не опрокидывалось сумма моментов от силы трения и от реак-
ции опорной плоскости относительно осей  и  должны равняться нулю (см.
рис. 1б и рис. 2):

(2.7)

Кроме того, величина нормальной реакции опорной плоскости должна равняться ве-
су твердого тела:

(2.8)

Для определения коэффициентов ,  и  стоящих в формуле (2.1) перепишем
выражения (2.7) в виде

(2.9)
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где

(2.10)

а  и  выписаны в (2.5).
Для дальнейших рассуждений необходимо определиться с областью контакта твер-

дого тела с плоскостью.
3. Опора на круг радиуса . Пусть тело опирается на плоскость круговой площадкой

радиуса . Тогда декартовые координаты, введенные выше, можно заменить на по-
лярные  и  (рис. 3):

(3.1)

В этом случае проекции на оси  и  скорости элементарной площадки и вели-
чина этой скорости, в соответствии с формулами (2.4) и (2.5) переписываются следую-
щим образом

(3.2)
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Рис. 3. Связь декартовой системы координат  с полярной системой.
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Из формул (2.9), (3.2) и условия (2.7) при ,  следует, что , т.е.
при чистом вращении плотность давления распределена равномерно

(3.5)

При ,  условие (2.7) позволяет определить  и :

(3.6)

и, следовательно,

(3.7)

Подстановка  и  из (2.10) в это выражение позволяет записать два эквивалентных
соотношения

(3.8)

(3.9)

Так как рассматривается безотрывное скольжение, то должно быть выполнено усло-
вие  при любых , , и, следовательно, имеет место нера-
венство, которое должно выполняться в случае безотрывного скольжения

При изотропном трении ( , ) получаем известную формулу [10, 11]

Далее полагаем, без ущерба для общности, что выполнены условия , .
Введем величину  и безразмерные переменные по формулам:
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Тогда безразмерные моменты относительно осей  и  записываются в виде
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(3.12)

где ,

(3.13)

Коэффициенты  получаются из (3.13) путем замены  на  и  на .
В выражениях (3.11) и (3.12) присутствуют интегралы
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Здесь ,  – полные эллиптические интегралы первого и второго рода соответ-
ственно.

Условия неопрокидывания тела (2.7) и выражения для безразмерных моментов (3.11),
(3.12) позволяют записать систему уравнений для определения безразмерных вели-
чин  и :

(3.16)

где

(3.17)

Так как коэффициенты  и  в (3.17) зависят от , направления скорости центра
масс относительно неподвижных осей, которое задается углом  и компонент тензора
трения, то и  и  являются функциями этих параметров.

4. Распределение давления при опоре твердого тела на тонкую кольцевую область. Рас-
смотрим второй классический случай опоры твердого тела на горизонтальную плос-
кость, а именно, опоры на кольцевую область [4, 5, 9, 11, 12, 18]. В этом случае область
контакта тела с плоскостью задается полярными координатами (3.1), где ,

. При этом будем полагать, что кольцо области контакта тонкое ( )
(см. рис. 4).

Для определения , ,  вначале проинтегрируем соотношение (2.8) по области
контакта. В результате получаем

(4.1)

Из соотношений (2.9) при переходе к полярным координатам и интегрировании по
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(4.3)

В выражениях (4.2) и (4.3) осуществим переход к безразмерным переменным по фор-
мулам (3.10), в которых  заменим на  и

(4.4)

Кроме того, интегрирование по переменной  осуществляем аналогично тому как это
было сделано в [4, 5] при стремлении . В результате безразмерные моменты
относительно осей  и  приводятся к виду

(4.5)
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Рис. 4. Связь декартовой системы координат  с полярной системой для кольцевой области в случае опо-
ры на кольцо.
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Введем обозначения для интегралов

(4.6)

которые выражаются через полные эллиптические интегралы первого и второго рода

(4.7)

В итоге, для определения безразмерных значений  и  получаем систему уравнений

(4.8)

которая может быть упрощена при совмещении системы координат  с естествен-
ным трехгранником ( ).

Итак, получены системы уравнений, из которых определяются коэффициенты сто-
ящие в формуле распределения плотности давления (2.1). При этом, в отличии от
классических работ, рассматривается случай ортотропного трения контакта тела с
плоскостью. Это обстоятельство позволяет отметить, что распределение давления за-
висит от направления скорости центра масс тела, параметра  и компонентов тензора
трения. Далее, изучим движение твердого тела, опирающегося на круговую и тонкую
кольцевую площадки.

5. Сила трения и момент трения. Опора на круговую область. Из первых двух соотно-
шений (2.5) получаем выражения для проекций элементарной силы трения:
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(5.1)

в которых для круговой площадки контакта перейдем к безразмерным переменным по
формулам (3.10), к полярным координатам (3.1) и проинтегрируем в предположении,
что ось  направлена вдоль вектора скорости точки  ( ). В итоге полу-
чаем проекции силы трения на оси неподвижной системы координат :

(5.2)

и, следовательно, на оси естественного трехгранника проекции силы трения будут
иметь вид
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оси  определен в (2.5). После перехода к полярным координатам и безразмерным
величинам по формулам (3.10), и совмещении подвижной системы координат  с
естественным трехгранником получаем выражение для безразмерного элементарного
момента
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После интегрирования по области круга получаем выражение для момента трения от-
носительно оси :
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(5.5)

Здесь к интегралам (3.14) добавляются следующие:

(5.6)

которые при интегрировании по круговой области записываются в виде

(5.7)

6. Опора твердого тела на тонкую кольцевую область. Определение проекций силы
трения и момента трения, действующих на твердое тело в рассматриваемом случае,
происходит путем интегрирования выражений (5.1) и (5.4) по кольцевой области:
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Проекции на тангенциальную и нормальную оси естественного трехгранника силы
трения имеют вид:

(6.3)

7. Уравнения движения и их анализ. Уравнения движения тела по горизонтальной
плоскости в проекциях на оси естественного трехгранника записываются в виде

(7.1)

где  и  определены формулами (5.3) и (6.3), а  – (5.5) и (6.1) соответственно для
опоры на круг и тонкую кольцевую область. Отметим, что ,

 при любых значениях  и , , , а величина  при соответ-
ствующих параметрах, может принимать как положительные, так и отрицательные
значения. Покажем это для случая опоры на кольцевую область. Величина  в соот-
ветствии с соотношением (6.3) переписывается в виде

(7.2)

Решим уравнение  относительно переменной . Из формул (4.8) при 
( ) следуют соотношения
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после подстановки которых в выражение для  в (7.2) получаем

(7.4)

Откуда при  (изотропное трение) будем иметь

(7.5)

что означает поворот вектора скорости центра масс по часовой стрелке, если смотреть
вдоль вектора скорости. Данный факт отмечен в работах [9, 11].
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При увеличении коэффициента  уравнение  может при-
обрести корни . Для их определения выражения, стоящие в фигурных скобках в (7.4)
приравняем нулю и рассмотрим его как квадратное уравнение относительно .
Решение этого уравнения дается соотношениями

(7.6)

Для существования решения (7.6) необходимо чтобы дискриминант  был неотрица-
тельный и абсолютная величина  не превосходила единицу.

Решение системы уравнений (7.1) методом Рунге–Кутта с различными начальными
условиями и изучение финальных характеристик движения показывают, что величина
угла  стремится к решению (7.6), при соответствующем финальном значении .
И, кроме того, в момент остановки выполняются соотношения

(7.7)

Обсуждение этих условий представлено в [4, 5].
Замечание. Если в начальный момент угловая скорость рассматриваемых тел равна

нулю, то при движении по инерции момент от сил трения будет равен нулю до полной
остановки, иными словами, тело будет двигаться как материальная точка в соответ-
ствии с уравнениями

Аналогичная ситуация наблюдается в случае, когда начальная скорость центра масс
равна нулю, но имеется угловая скорость не равная нулю. При таких начальных усло-
виях движение будет чисто вращательным до полной остановки. Момент сил трения в
этом случае равен

и уравнения движения записываются в виде

Следует еще отметить, что уравнения (7.7) имеют решения по  ( ) отлич-
ные от нулевого или бесконечно большого при определенных значениях момента
инерции. Это было показано для случаев распределения давления по законам Герца,
Буссинеска и равномерного распределения давления [12, 14–17]. В рассматриваемой
задаче такая зависимость тоже прослеживается.

Подчеркнем, что при численном решении системы уравнений (7.1) и определении
финальных характеристик движения тела по инерции при отсутствии решения урав-
нения  угол  стремится к бесконечности. Очевидно, что в действительно-
сти это не происходит и следует иметь критерий остановки численного решения.
В публикации [13] отмечено, что при скоростях меньше некоторого значения проис-
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ходит адгезионное схватывание. Опираясь на этот факт, можно задаться малой вели-
чиной  и при условии ,  остановить процедуру численного решения систе-
мы уравнений (7.1), так как при таких скоростях меняется физический процесс в зоне
контакта и происходит остановка твердого тела.

В табл. 1 и 2 представлены финальные значения величин  и  для случая сколь-
жения по инерции цилиндра, опирающегося на круговое основание ( ) и поло-
го цилиндра, опирающегося на тонкую кольцевую область ( , ). Для со-
поставления указанных финальных величин для этих тел было введено предположе-
ние, что центр масс тел располагается на одинаковой высоте ( , , ,

, ,  = 0.84).

В табл. 1 и 2 имеются незаполненные ячейки. Это означает, что при параметрах  и
, которые соответствуют этим ячейкам решение системы (7.7) отсутствует. Отметим,

что нет решения и при значениях . Это означает, что финальное движение
при данных параметрах характеризуется отсутствием решения уравнения 
и стремлением безразмерной величины  к нулю или бесконечности.

ε < εv ω < ε

ϑ* β*
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Таблица 1. Кинематические параметры, характеризующие момент остановки цилиндра, опира-
ющегося на круговую площадку при учете согласованного ортотропного трения с учетом его вы-
соты
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Важной особенностью движения при динамически согласованном трении является
искривление траектории центра масс. На рис. 5 изображена траектория центра масс
цилиндра в случае  и  равных 0, 0.21 и 0.42. На рис. 6 тоже, но при .
Траектория центра масс тонкостенного полого цилиндра при тех же параметрах  и 
представлены на рис. 7 и рис. 8. Начальные условия во всех случаях были одинаковы-
ми: , , , .

Численные расчеты представленные в табл. 1 и 2, а так же работа [5] показывают,
что при  непосредственно перед остановкой центр масс пластины, имеющей
форму круга или тонкого кольца, при равномерном распределении давления имеет
скорость направленную параллельно оси, вдоль которой коэффициент трения мини-
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Таблица 2. Кинематические параметры, характеризующие момент остановки твердого тела, опи-
рающегося на тонкую кольцевую площадку при учете согласованного ортотропного трения
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Рис. 5. Траектории центра масс цилиндра, опирающегося на круг основания при .
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мален. В случае учета расстояния от плоскости скольжения до центра масс тела каче-
ственный и количественный результат меняется. При некоторых значениях параметра

 решения системы (7.7) и уравнения  нет, формально угол  при числен-
ном решении системы (7.1) стремится к бесконечности. Если решение (7.7) имеется,
то финальное движение характеризуется искривлением траектории в сторону проти-
воположную угловой скорости, как и в случае изотропного трения. То есть эффект
учета расположения центра масс над плоскостью превосходит эффект, который воз-
никает от ортотропности трения. Но при увеличении параметра  влияние этих эф-
фектов могут стать сопоставимыми, из представленных таблиц видно, что при увели-
чении параметра  вектор скорости на финальном участке становится ближе к оси,
вдоль которой коэффициент трения меньше.

Заключение. Подведем некоторые итоги.
1. При изучении движения твердого тела по инерции при наличии сил трения ско-

рость центра масс и угловая скорость должны обратиться в ноль. Поэтому следует вы-
работать условие, при котором численные расчеты следует остановить. Это важно, ко-
гда уравнение  не имеет решений, так как в этом случае величина  будет
стремиться к бесконечности.

2. Введенная в работе величина  соответствует расстоянию от центра масс
до мгновенной оси вращения. При финальном движении эта характеристика может
иметь конечное значение, равняться нулю или стремиться к бесконечности. Просле-

μ ( )ϑ β =, 0nT ϑ

μ

μ

( )ϑ β =, 0* *nT ϑ

β = ωv0 /

Рис. 6. Траектории центра масс цилиндра, опирающегося на круг основания при .
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Рис. 7. Траектории центра масс полого цилиндра, опирающегося на окружность основания при .
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Рис. 8. Траектории центра масс полого цилиндра, опирающегося на окружность основания при .
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живается зависимость величины  от величины  и от расстояния от
центра масс до плоскости , по которой происходит скольжение. На данный момент
не удалось получить утверждения, связывающие компоненты тензора трения, момент
инерции тела, величину  и значение , как это было сделано в [14–17].

3. Если начальная скорость направлена вдоль оси  ( ), то сочетание согла-
сованного трения и ортотропного трения, приводит к увеличению отклонения центра
масс вправо, если смотреть вдоль вектора начальной скорости. В случае, когда началь-
ная скорость направлена вдоль оси , происходит уменьшение отклонения центра
масс вправо, вызываемого учетом расстояния от центра масс до плоскости скольже-
ния вследствие влияния сил ортотропного трения. В [5] было отмечено, что движение
вдоль главной оси, соответствующей наибольшему коэффициенту трения при орто-
тропном трении, является неустойчивым главным направлением скольжения. Одно-
временный учет концепции согласованного трения и закона ортотропного трения
усиливает неустойчивость движения вдоль оси .

4. Движение при динамически согласованном изотропном трении изучалось в ра-
ботах [11, 18, 19]. В них были сформулированы утверждения отражающие качествен-
ные особенности движения симметричных тел. Изучение движения при согласован-
ном ортотропном трении требует изменения формулировок утверждений, сделанных
в этих публикациях. В частности, появляется зависимость от направления скорости на
финальном участке движения тела по инерции. Особым случаем является опора тела
на несколько точек [20]. При таком контакте тела с плоскостью финальное движение мо-
жет быть вращением вокруг оси, проходящей через точку опоры, быть поступательным
или может существовать предельное положение мгновенной оси вращения. При этом все
эти варианты зависят от ориентации опор по отношению к главным осям скольжения.
В данном направлении предполагаются дальнейшие исследования.

5. Результаты, полученные в работе, могут быть применены при исследовании ди-
намики систем, в которых контакт с плоскостью происходит по круговой или кольце-
вой площадке или совокупности таких площадок.

В ходе подготовки данной статьи автор обсуждал результаты со своим учителем
Товстиком Петром Евгеньевичем. Его точные и доброжелательные замечания учтены
при подготовке данной публикации. К огромному сожалению Петра Евгеньевича не
стало в декабре 2020 года. Данную статью посвящаю большому ученому, моему на-
ставнику Товстику Петру Евгеньевичу.
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On the Motion of an Axisymmetric Rigid Body Supported by a Horizontal Plane
under Conditions of Orthotropic, Dynamically Consistent Friction
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The anisotropy of the friction force affects the trajectory of the material point, the cinematic
characteristics of solids and the processes occurring in the contact area of the friction pair.
It is also known that when solids move along the plane, the density of the normal reaction
may depend on the velocity of the center of mass of the body and its angular velocity.
This work is devoted to the simultaneous consideration of these phenomena on the dyna-
mics of a body leaning on a circular or annular region.
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На основе решения плоских контактных задач для одной и двух зон контакта иссле-
довано влияние геометрии волнистого цилиндра на длину фактической области
контакта при внедрении его в упругую полуплоскость. Получены аналитические вы-
ражения для определения границ двух зон контакта и полной нагрузки при произ-
вольной функции зазора между поверхностями. Установлена связь между граница-
ми зоны контакта и фиктивной зоны отрицательных (растягивающих) контактных
напряжений, возникающей при использовании решения для односвязной области.
Показано, что волнистость поверхности цилиндра оказывает значительное влияние
на зависимость длины фактической области контакта от нагрузки. Выявлено немо-
нотонное поведение этой зависимости при переходе от двухсвязной области контак-
та к односвязной.

Ключевые слова: контактная задача, волнистый цилиндр, упругий контакт, неровно-
сти поверхности
DOI: 10.31857/S0032823522050125

Микрогеометрия поверхностей оказывает существенное влияние на условия их
контактного взаимодействия, от которого, в свою очередь, зависят функциональные
свойства подвижных и неподвижных сопряжений. Когда одно или оба контактирую-
щих тела изготовлены из упругих материалов с низким модулем упругости зазор меж-
ду ними может быть весьма мал даже при невысоких приложенных давлениях. Вслед-
ствие наличия нескольких масштабных уровней неровностей, связанных как с по-
грешностями изготовления деталей (например, волнистость и шероховатость), так и с
наличием искусственно созданной текстуры, их взаимовлияние может приводить к
смене режима взаимодействия неровностей, что не всегда возможно учесть в рамках
континуальных (например, модель нелинейного слоя [1]) и иерархических (например,
фрактальных [2]) моделей в механике контакта тел с многоуровневым микрорелье-
фом. Влияние масштабных уровней неровностей особенно проявляется в поведении
фактической площади касания соприкасающихся тел с ростом приложенной нагруз-
ки, что важно для создания текстур поверхностей с управляемыми адгезионными
свойствами [3].

Эффекты, связанные с взаимовлиянием масштабных уровней неровностей при
контактном взаимодействии, хорошо иллюстрирует задача о контакте волнистого ци-
линдра и упругой полуплоскости. Численно-аналитическое решение для очень малых
амплитуд волнистости получено в работе [4] в виде ряда Фурье. Численное моделиро-
вание данной задачи при конкретных геометрических параметрах проведено в ра-
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ботах [5, 6] с помощью итерационного метода решения интегрального уравнения кон-
тактной задачи и в [7] методом граничных элементов. В недавней работе [8] разрабо-
тан алгоритм решения задач дискретного контакта для семейства штампов и упругой
полосы, в том числе для штампа, близкого по форме к волнистому цилиндру.

В работе [7] показано, что на основные контактные характеристики – зависимость
длины фактической области контакта от нагрузки и максимальное контактное давле-
ние – оказывает существенное влияние геометрия в месте начального касания волни-
стого цилиндра и полуплоскости. В данной работе на основе решения задач механики
контактного взаимодействия проведен анализ влияния двух вариантов геометрии в
месте начального касания волнистого цилиндра и полуплоскости на фактическую об-
ласть контакта.

1. Постановка задач и допущения. Рассмотрим контакт волнистого упругого цилин-
дра и упругой полуплоскости (рис. 1) в момент их начального касания. Функция про-
филя поверхности цилиндра определяется следующим выражением:

(1.1)

где  – радиус цилиндра; Δ,  – амплитуда и частота волнистости;  – фаза, в данной
работе рассмотрены случаи  (рис. 1, а) и  (рис. 1, б); С0 – константа, опре-
деляющая отсутствие зазора в зоне касания.

Задача рассматривается в рамках линейной теории упругости для полубесконечных
тел в плоской постановке. При этом считается, что в направлении оси  контактирую-
щие тела имеют неограниченную длину (плоское деформированное состояние).

В качестве допущений примем, что амплитуда  существенно меньше периода вол-
нистости , который, в свою очередь, значительно меньше радиуса  цилин-
дра. Влиянием сил трения и межмолекулярных сил на распределение контактных на-
пряжений в задаче пренебрегается.

2. Определение зависимости длины фактической области контакта от нагрузки. Рас-
смотрим случай  (см. рис. 1, а). Изначально в контакт вступают две неровности,
положение которых зависит от геометрических параметров цилиндра и волнистости.
Начало координат расположим в центре впадины между неровностями.

Запишем интегральное уравнение контактной задачи [9]:

(2.1)

где функция зазора ,  – величина сближения двух тел;  – множество
зон контакта, в данном случае , , ,  – приведенный
модуль упругости материалов контактирующих тел:

(2.2)

где ,  и ,  – модули Юнга и коэффициенты Пуассона материалов контактиру-
ющих тел, соответственно.

Решение уравнения (2.1) для двух зон контакта с неизвестными границами имеет
следующий вид [10]:

(2.3)
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При этом граничные точки (  и ), в которых контактное давление  обращает-
ся в нуль, связаны условием согласованности [10]:

(2.4)

Вычисление сингулярного интеграла в (2.3) для биквадратной функции зазора 
получено в [11], однако для произвольного вида данной функции оно может быть за-
труднительно.

Для практических приложений наиболее важно определение зависимости длины
фактической области контакта от приложенной нагрузки , которая находится из
уравнения равновесия

(2.5)

С использованием (2.3), (2.5) и равенства Рисса для повторных интегралов с одним
сингулярным интегралом [12] при удовлетворении функцией  условия Гёльдера
имеем

(2.6)
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Рис. 1. Схема контакта волнистого цилиндра и упругой полуплоскости при  (а) и  (б).
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Вычисление внутреннего интеграла в (2.6) дает выражение для полной нагрузки.

(2.7)

Интеграл в (2.7) не является сингулярным, что позволяет вычислить его стандарт-
ными численными методами. Выражения (2.4) и (2.7) образуют систему уравнений
для определения граничных точек областей контакта при заданной нагрузке.

С использованием допущения  функция (1.1), описывающая форму вол-
нистого цилиндра, может быть с достаточной точностью представлена рядом Тейлора
6-й степени. Тогда производная функции зазора  будет иметь вид:

(2.8)

где ; ; .

Вычисляя интеграл в (2.4) при  получим следующее уравнение:

(2.9)

Приравнивая выражение (2.9) к нулю для выполнения условия согласованности,
получим уравнение связи концов области контакта  и .

(2.10)

При  решение уравнения (2.10) относительно  имеет вид:

(2.11)

В условиях полного контакта на отрезке  выражение для полной нагруз-
ки, обеспечивающей “закрытие” зазора между неровностями определяется как [13]

(2.12)

Подставляя выражение (2.8) в (2.12) и вычисляя интегралы, получим:

(2.13)

Так как задача симметрична относительно начала координат, то для определения
контактного давления применим метод [14, 15] и определим производную нормаль-
ной силы Pf:

(2.14)

тогда распределение контактного давления определяется как [14, 15]:

(2.15)
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Вычисляя интеграл в (2.15), получим:

(2.16)

С уменьшением внешней нагрузки контакт становится неполным, и при использо-
вании формулы (2.16) появляются зоны с отрицательным давлением. Решение задачи
для распределения давлений в таком случае сводится к вычислению сингулярного ин-
теграла (2.6), например, с использованием соотношений для многочленов Чебышева
на двух симметричных интервалах [11].

Представляет интерес взаимосвязь фактических границ зоны контакта и фиктив-
ной зоны отрицательных (растягивающих) контактных напряжений, появляющихся
при использовании формулы (2.16) для полного контакта на отрезке . Гра-
ница этой фиктивной зоны определяется из условия . Сомножитель, содер-
жащий радикал, в зависимости (2.16) не равен нулю при , следовательно

(2.17)

Уравнения (2.17) и (2.10) для определения величины x0 и границы зоны контакта 
являются уравнениями 4-й степени с одинаковым количеством членов. При малых
значениях  можно пренебречь компонентом при  в 4-й степени. Тогда уравне-
ние (2.17) приводится к виду

(2.18)

Аналогично, при отбрасывании компонента при  в четвертой степени для (2.10)
имеем

(2.19)

Из уравнений (2.18) и (2.19) напрямую следует, что при малых размерах области, в
которой контакт отсутствует ( ), соотношение между фактической  и фик-
тивной  границами зоны контакта равно

(2.20)

Выражение (2.20) в точности совпадает с соотношением, полученным в работе [16],
при рассмотрении случая почти полного контакта как сжимаемой трещины под воз-
действием некоторого параболического давления, которым аппроксимируется рас-
пределение давления вблизи центра зоны, в которой контакт отсутствует.

В работе [17] выдвинуто предположение и показано на конкретных примерах, что
исключение небольшой области с фиктивными растягивающими контактными на-
пряжениями (в которой контакт отсутствует) путем представления ее сжимаемой тре-
щиной не приводит к изменению полной нагрузки на контактирующие тела. Этот вы-
вод справедлив для распределения фиктивных контактных напряжений, представи-
мых степенным рядом [17]. С учетом условия согласованности (2.4), при 
подынтегральные выражения в формулах (2.12) и (2.7) совпадают. Кроме того, анали-
зируя выражения (2.10) и (2.17) при , становится ясно, что граница области
контакта , при которой реализуется односвязная область контакта, одинакова для
указанных выражений.
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Длина фактической области контакта будет определяться следующим выражением

(2.21)

При достижении полного контакта, при котором две зоны контакта сливаются
( ), из (2.10) следует выражение для длины фактической области контакта :

(2.22)

Описанные результаты относятся к случаю начального контакта тел при двух подоб-
ластях контакта. После слияния подобластей контакта в рамках приведенных допуще-
ний область контакта становится односвязной для . В случае  область кон-
такта изначально состоит только из одного отрезка ( , см. рис. 1, б).

Для односвязной области контакта допустимо применение принципа суперпози-
ции, и контактное давление можно выразить как сумму двух составляющих:

(2.23)

где  – герцевское давление, соответствующее, параболической компоненте
функции зазора  [13];  – давление, соответствующее гармонической компо-
ненте. Решение интегрального уравнения (2.1) для  и гармонической функ-
ции зазора получено в [18] в виде ряда по многочленам Чебышева 2-го рода. Таким об-
разом, контактное давление будет иметь вид:

(2.24)

где знак минус берется при , а знак плюс – при ;  – Функция Бесселя
1-го рода целого порядка ;  – многочлен Чебышева 2-го рода.

Полная нагрузка для односвязной области контакта определяется интегрированием
уравнения равновесия (2.5):

(2.25)

а длина фактической области контакта .
3. Результаты и их обсуждение. Зависимости полной нагрузки, обезразмеренные на

нагрузку, при внедрении гладкого цилиндра [19] , от длины фактиче-
ской области контакта приведены на рис. 2.

Из рис. 2 видно, что в области высоких нагрузок точное и приближенное решение
удовлетворительно совпадают. На графике зависимости нагрузки от длины области
контакта выделяется наличие трех участков: двух нелинейных (при малых и больших
нагрузках соответственно) и линейный переходный участок. Такое же поведение кри-
вой характерно для периодической задачи о контакте синусоидальной волнистости и
полуплоскости [13, 19]. С ростом частоты и амплитуды волнистости длина фактиче-
ской области контакта уменьшается, но характер кривых остается прежним.

На рис. 3 показаны графики длины фактической области контакта в зависимости от
приложенной нагрузки при ,  и различном значении фазы .

Из рис. 3 видно, что фаза гармоники волнистости оказывает значительное влияние
на поведение длины фактической области контакта для небольших нагрузок. Это свя-
зано с различием, как в количестве областей контакта, так и в производной функции
зазора . Кривая для гладкого цилиндра находится между кривыми для  и
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, и при определенном значении нагрузки они пересекаются, что связано с ос-
циллирующим поведением функции  при полном контакте на отрезке .
Переход от двухсвязной области контакта к односвязной характеризуется немонотон-
ным изменением зависимости длины фактической области контакта от нагрузки. Та-
кое поведение согласуется с численными результатами для многоуровневой волни-
стой поверхности [20] и показывает, что наличие таких переходных участков кривой
длины фактической области контакта характеризует изменение связности контактной
области.

Анализируя полученные результаты можно заключить, что если достижим полный
контакт на конкретном масштабном уровне неровностей, то два механизма образова-
ния фактической области контакта – возрастание размеров отдельных пятен контакта
и увеличение их количества – могут конкурировать друг с другом. Это приводит к не-
стабильности поведения контактных и фрикционных характеристик с ростом нагруз-
ки. С ростом амплитуды и частоты волнистости полный контакт на отрезке 

ψ = π
( )P a [ ]∈ − ,x a a

[ ]∈ − ,x a a

Рис. 2. Зависимость безразмерной нагрузки  от длины фактической области контакта : сплошные ли-

нии – точное решение; штриховые линии – расчет на основе (2.13) и (2.20); 1 – R/Δ = 1300, ;
2 – , .
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становится недостижимым, и взаимодействие поверхностей будет осуществляться
только на вершинах неровностей.

Заключение. Полученные решения контактной задачи для волнистого цилиндра,
контактирующего с упругой полуплоскостью, позволили проанализировать различие
в поведении длины фактической области контакта с ростом приложенной нагрузки в
условиях односвязной и двухсвязной областей контакта, возникающих при различной
фазе волнистости. Установлено, что геометрия начального касания оказывает влия-
ние на размер длины фактической области контакта при фиксированной нагрузке.
С ростом частоты и амплитуды волнистости длина фактической области контакта для
двухсвязной области уменьшается, но характер ее зависимости от нагрузки не меняет-
ся и идентичен случаю периодической задачи о контакте синусоидальной волнисто-
сти и полуплоскости. На кривой выделяется наличие трех участков: двух нелинейных
(при малых и больших нагрузках соответственно) и линейный переходный участок.
Переход от двухсвязной области контакта к односвязной характеризуется немонотон-
ным изменением зависимости длины фактической области контакта от нагрузки, что
может отразиться на поведении других контактных и фрикционных характеристик.
Это необходимо учитывать при создании микротекстурированных поверхностей, ра-
ботающих в паре с упругими низкомодульными материалами.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 20-01-00400.
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Based on the solution of plane contact problems for one and two contact zones, the influ-
ence of geometry of a wavy cylinder on the length of the real contact region during the pene-
tration into an elastic half-plane is studied. Analytical expressions are obtained to determine
the boundaries of two contact zones and the total load for an arbitrary gap function between
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fictitious zone of negative (tensile) contact stresses that arise for the simply connected con-
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Предлагается метод расчета пластин при действии инерционной нагрузки и ее дви-
жении с переменной скоростью. Рассмотрены тестовые задачи об ударном воздей-
ствии и движении с переменной скоростью по свободно опертой прямоугольной
пластине груза при моделировании нелинейного контактного сближения его с пла-
стиной. Рассмотрена задача о взаимодействии транспортной системы, при движе-
нии ее в режиме торможения после приземления на протяженную пластину, лежа-
щую на упругом основании.
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1. Введение. При решении задачи о действии на пластины простейших подвижных
нагрузок – сосредоточенных и распределенных сил, при постоянных и переменных
скоростях движения, применяются интегральные преобразования Фурье и Лапласа
[1–4], для грузов находят применения численные решения интегральных уравнений
относительно динамических реакций при построении рекуррентных соотношений [5, 6].
В случае действия равномерно распределенной инерционной нагрузки, при перемен-
ной скорости движения, путем изменения ее ступенями в работе [7] используется спе-
циальное разделение переменных. Методы расчета на действие простейшей инерци-
онной подвижной нагрузки на прямоугольные пластины, как и для стержней, распа-
даются на два основных подхода. В первом случае используются обобщенные
координаты при разложении прогиба по собственным формам балки или пластины и
задача сводится к решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений с
переменными коэффициентами [8, 9]. Во втором случае, после расчленения системы
“балка–груз” или “пластина–груз”, задача сводится к решению интегрального урав-
нения относительно динамической реакции груза [5, 6]. В [8, 9] увеличение числа
удерживаемых форм приводит к увеличению порядка системы уравнений, в [5, 6] воз-
никают трудности при решении интегральных уравнений, связанные с условной
устойчивостью шаговых процедур. В статье для прямоугольных пластин на упругом
основании предлагается метод – “узловых ускорений”, объединяющий между собой
указанные подходы и ликвидирующий указанные у них недостатки, так как доступно
учитывает любое необходимое число форм в разложении прогиба, и имеет, как и в ме-
тоде интегральных уравнений [5, 6], разрешающую систему уравнений с минималь-
ным числом неизвестных, при использовании безусловно-устойчивой схемы интегри-
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рования, предложенной в [10]. Отметим, что метод “узловых ускорений” применяется
и для стержневых систем [11–14]. Колебания пластин при действии подвижной инер-
ционной нагрузки исследуются, привлекая метод конечных элементов (МКЭ) в [15–18],
как для простейшей силовой нагрузки при косоугольных пластинах [15], так и с при-
влечением комплексов, например, ABAQUS и LS-DYNA [16–18]. Используя конечно-
элементную базу этих комплексов, в [16–18] реализуется, в том числе, аналог первого
подхода к решению задачи на подвижную нагрузку, с привлечением набора собствен-
ных форм конструкции. В [17] решение задачи “груз–балка” или “груз–плита”, путем
введения линейного элемента между движущимся грузом и проезжей частью, сводит-
ся к решению системы линейных уравнений с привлечением результатов вычисления
форм колебаний конструкции, используя при этом метод Ньюмарка. Другой подход, с
привлечением LS-DYNA, реализуемый в [18], сводится к изучению действия сложной
подвижной инерционной нагрузки на конструкции при применении метода динами-
ческой релаксации (DYNAMIC RELAXATION). Заметим, что метод “узловых ускоре-
ний”, предлагаемый для пластин, реализуется и в случае движения инерционной на-
грузки в [14] при конечноэлементной дискретизации коробчатой конструкции про-
летного строения моста.

1. Числовая процедура, используемая для решения задачи. Применяемый метод для
решения задачи о действии подвижной нагрузки на пластину использует шаговую
процедуру [10]. Рассмотрим предварительно решение задачи для осциллятора. Рас-
смотрим шаговую процедуру для решения уравнения (1.1)

(1.1)

Проведем временную дискретизацию с шагом, где , ( )

(1.2)

Преобразуем первое уравнение (1.2), используя замену

(1.3)

и выражения  и  из второго и третьего уравнений (1.2). В итоге получаем шаго-
вую процедуру

(1.4)

где , 
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Для безусловно-устойчивой процедуры требуется выполнение условия ρ(A) = ,
, при любом , где  – спектральный радиус оператора аппроксимации  и

 – корни характеристического уравнения  [19]. Для процедуры (1.4),

раскрывая определитель по первой строке и делая замену , имеем

уравнение  = 0. Решая квадратное уравнение относи-

тельно переменной , определяем  и 

(1.6)

Для проверки условия  рассматривается выполнение при 
и , когда корни  действительные и, соответственно, комплексные.
Из простейшей оценки неравенств, следует, что  при  и  при

 для любых значений . Отметим, что если положить в (1.4) ,  и
, то при , , , , где  – статиче-

ский прогиб осциллятора под действием силы .
Применяемая процедура (1.4) совпадает с методом постоянного среднего ускоре-

ния, но с измененным начальным ускорением. Метод Ньюмарка [20], при  = 0.5,  =
= 0.25, совпадает с предложенным С.П. Тимошенко в [21] методом постоянного сред-
него ускорения. Процедура (1.4) имеет характеристики погрешности интегрирования та-
кие же, как у метода Ньюмарка, при  = 0.5,  = 0.25, при этом, она приводит только к ми-
нимальному увеличению периода численного решения без снижения амплитуды [19].

Процедура (1.4), сохраняя указанные характеристики, находит применение к реше-
нию методом прямого интегрирования систем уравнений

(1.7)

где ,  и  – матрицы масс, демпфирования и жесткости, соответственно;  – век-
тор внешних узловых нагрузок; , ,  – векторы узловых ускорений, скоростей и
перемещений узловых точек транспортной системы или узловых смещений ансамбля
конечных элементов. Для решения (1.7) имеем процедуру

(1.8)
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ранее в [10, 11]. Будем рассматривать случаи равнопеременного движения подвижной
нагрузки по конструкциям.
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Дифференциальное уравнение колебаний прямоугольной пластины при движении
по ней груза весом  и массой  имеет вид

(2.1)

Здесь  – цилиндрическая жесткость; ,  – коэффициент, учитываю-

щий диссипацию энергии,  – прогиб пластины,  – давление груза на
пластину,  и  – координаты по ширине и длине пластины (рис. 1),  –

дельта-функция,  – закон движения груза по пластине,  и  –
начальное положение и скорость груза при приземлении на плиту,  и  –
скорость и ускорение движения груза,  – погонная масса пластины,  и  – ширина
и длина пластины,  – коэффициент постели.

Прогиб свободно опертой пластины на упругом основании в момент  при дви-
жении по ней сосредоточенной силы  × , используя ша-
говую процедуру (1.4), предложенную в [10], можно записать в виде
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Здесь  – обобщенные координаты пластины,  – круговая частота колебаний,
 – коэффициент Пуассона,  – толщина пластины,  – модуль упругости.

Полагая , при , запишем полное вертикальное уско-
рение точки контакта груза [1] при постоянной координате его движения 
(рис. 1) в виде

(2.3)

Используя (2.2) и (2.3), имеем на шаге [tj, tj + 1]

(2.4)

(2.5)

Здесь  и  – функции, сгруппированные и выделенные из (2.4).

Обозначим через  контактное сближение груза и пластины. Уравнение
динамического равновесия груза в момент контакта  имеют вид

(2.6)

(2.7)

где  – смещение точки контакта груза на пластине,  – вертикальное смещение
центра масс груза.
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Представим выражение контактной силы на шаге  в виде

(2.8)

Для линеаризации полученного уравнения, учитывая (2.8), используем выражение,
для приращения, например, функции  двух переменных в точке ,  в форме

Преобразуем выражение (2.6) к виду

(2.9)

В итоге, имеем на шаге [tj, tj + 1]

(2.10)

где .

Объединяя в систему (2.10) и (2.4) на шаге [tj, tj + 1], имеем

(2.11)

Здесь , , , , 

На шаге [tj, tj + 1] выражение  из (2.11), используя (2.6) и (2.2), позволяет вычис-
лять начальные условия для следующего шага интегрирования, используя, на каждом
шаге, условия совместности деформаций в точке контакта груза и пластины.

На первом этапе проведем тестирование алгоритма для учета нелинейной упруго-
сти при сближении груза и пластины при ударе, будем для тестирования использовать
пример, представленный в [5]. Рассмотрим удар при падении с высоты  = 0.26 м гру-
за весом  = 14.7 × 9.8 Н в центр квадратной, стальной, свободно опертой пластины
при  = 0.6 м,  = 0.012 м. Процедура (2.3)–(2.11) реализовывалась, полагая при  = 0,

 м,  = 0 и  = , . Коэффициент  определялся
по формуле (для случая одинакового материала у соударяющихся тел)  –
– σ2)) [5], где  = 0.07141 м. На рис. 2а представлены изменения контактной силы 

[кН] и смещение пластины под грузом  [м] в зависимости от времени
, где  – число шагов при интегрировании системы (2.11), при

 с. Следует отметить, что результаты, представленные на рис. 2а,
практически совпадают с результатами из ([5], с. 715, рис. 19.13). Вторая тестовая зада-
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ча связана с равнопеременным движением груза по свободно опертой по контору пла-
стине с параметрами [6]

(2.12)

где , ,  и  – скорости, соответственно, въезда и схода груза с
плиты. Шаговая процедура (2.3)–(2.11) реализована при , , ,

 и параметрах для пластины из [6]  = 2 м,  = 1 м,  = 0.02 м,  = 2.06 ×
× 108 кН/м2, ,  = 7.85 кг/м3 и для груза при  = 8.83 × 103 кН/м2, , вы-
числяя , для случая вдавливания шара с радиусом 0.5 м в пластину. На рис. 2б
представлен характер изменения динамических коэффициентов при замедленном
движении груза: ,  – давление под грузом; ,  – динамиче-

ский прогиб пластины при  и  – статический прогиб пластины
при действии в том же месте силы P [6]; ,  – динамический прогиб под
грузом при . Следует отметить, что результаты, представленные на рис. 2б, для
изменения динамического коэффициента для прогиба в середине пластины – 
близки к результатам из ([6], с. 105, рис. 57), где для указанной пластины и въезжаю-
щего груза контакт по Герцу моделируется через распределенную по эллиптической
поверхности нагрузку с использованием численного интегрирования и построения
рекуррентных соотношений для определения динамического взаимодействия. Отме-
тим, что динамические коэффициенты для давления в [6] не представлены.

3. Метод решения уравнений для системы “самолет–посадочная полоса”. Алго-
ритм (2.3)–(2.11) легко реализуется в случае движения системы грузов по плите. Вы-
ражения вида (2.5) при движении  грузов формируют систему  линейных, алгебра-
ических уравнений

(3.1)

Здесь ,  – матрица и вектор (порядок равен числу грузов),  – единичная матрица,
 (  – вектор динамических давлениям грузов на плиту,  – век-

тор вертикальных ускорений точек контактов движущихся грузов.
Рассмотрим механическую систему в виде пластины на упругом основании, сво-

бодно опертой по контуру, и самолета в момент пробега (заключительного этапа по-
садки самолета). Движение самолета на пробеге считается равнозамедленным с неко-
торым средним ускорением – . На этапе пробега самолет кроме непрерывно умень-
шающихся аэродинамических сил Y и F (рис. 3), т.е. подъемной силы – Y и силы
лобового сопротивления – F, включающей составляющую от тормозных парашютов,

действует сила трения колес об аэродромное покрытие  =  = .
Уравнение движения самолета при пробеге можно записать в виде [22, 23]

, где  – вес самолета при посадке;  – коэффициент трения. При
математическом моделировании посадки следует учесть этапы посадки, предшеству-
ющие пробегу, т.е. этап выдерживания, при котором Y = G (снижение происходит до
высоты 0.25–0.3 м) и этап парашютирования, малый по времени, при Y < G [22, 23],
путем ввода подвижной системы координат, в которой рассматриваются вертикаль-
ные смещения самолета в момент пробега.

Будем далее обозначать модель самолета через  , представляя ее, как
систему жестких тел , состоящую из корпуса и трех связанных с ним линейными
упруго-вязкими связями колес шасси, имеющих нелинейные связи с пластиной (рис. 3).
Будем считать, что начальные условия у  нулевые, а параметры, определяющие по-
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ложение  в системе , движущейся вдоль плиты поступательно, со скоро-
стью , имеют нулевые значения до момента касания колес самолета плиты, при этом
в момент контакта  с плитой считается, что подъемная сила  (рис. 3). Поло-
жение в пространстве корпуса подвижной нагрузки на этапе пробега  определяется
параметрами:  – вертикальным смещением центра масс корпуса и малыми поворо-
тами  и  относительно горизонтальных осей  и  (рис. 3). В качестве обобщен-
ных координат  (  = 1, …, 9) будем рассматривать вертикальные смещения узловых
точек, соединяющих элементы  через связи (рис. 3).

Для составления системы дифференциальных уравнений движения  применя-
ется метод кинетостатики. Используя метод расчленения для , имеем

(3.2)
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Рис. 2. Изменение динамических давлений и прогибов при взаимодействии груза и пластины.
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где , , .

Здесь  – массы колес шасси при  и кузова ,  – жесткости
линейных связей, моделирующих упругость шасси,  – коэффициенты, учитываю-
щие затухания в линейных связях, ,  – моменты инерции относительно осей, про-

ходящих через центр масс кузова,  =  =  – инерционный
момент (рис. 3), , , , ,  – конструктивные размеры ,  – коэффициент ха-
рактеризующий нелинейные связи, в соответствии с (2.8).

После дискретизации по времени системы уравнений (3.2), используя шаговую
процедуру (1.8) из [10] и линеаризацию уравнений в соответствии с (2.8)–(2.11), имеем
на шаге [tj, tj + 1] систему линейных уравнений

(3.3)

Здесь  – вектор независимых обобщенных координат, опреде-

ляющих  в системе  (рис. 3), где  – вертикальные смещения

ϕ = = =
� � �

�

�� ; 1,2, 1,2,3,Cj j CjJ m j i

+α = − 3i i iq q + + += −3 3 6( )i i i iT c q q ( )= + + +1 8 9 1 7 1 1
1 ( ) /( )
2Cq a q q d q a d

( )ϕ = ϕ = − + + ϕ = ϕ = −1 7 8 9 1 1 2 8 9 1
1 ( ) /( ), ( )/
2x yq q q a d q q b

= =1 2,C x C yJ J J J

ин= − + + = −( )
1 4 1 5 6 1 2 5 6 1( ) , ( ) /2C Cm T b T T d M m T T b

im = 1,2,3i (куз= )
4m M +3ic

μ
xJ yJ
ин( )M × 1TpF h куз − ×( )

1( )M w F h

1a 1b 1c 1d 1h { }he ik

++ + ++ + = + = Π
�

�� � 11 1 1 1 ; ** * * * * * jcj cj cjM q C q K q P R R R

= … =1 9 1 2' '[ , ] [ , ]o
c q q q qq

{ }he * * * *O X Y Z =1 1 2 3[ , , ]'o q q qq

Рис. 3. Система , моделирующая самолет и схема сил действующих на него при пробеге.
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точек контакта колес с пластиной на упругом основании, при движении  в режиме
торможения, , ,  матрицы масс, демпфирования и жесткости для ,  –
вектор, учитывающий весовые характеристики, инерционный момент и элементы
дискретизации при линеаризации системы (3.1) на шаге [tj, tj + 1],  – матрица соеди-

нения векторов  и , где  – вектор реакций  в точках контакта с
проезжей частью.

Представим систему (3.3), в соответствии с (1.8), на шаге [tj, tj + 1] в виде

(3.4)

(3.5)

Будем считать, что посадка , при решении задачи происходит на три колеса од-
новременно (аварийный, но один из возможных вариантов), хотя методика, имея в
основе шаговую процедуру, не накладывает ограничений на вид посадки, при этом
торможение  происходит при усредненном постоянном значении сил F и Y = 0
(рис. 3). При движении  по пластине требуем выполнение условий неразрывности

перемещений и скоростей ,  и условий равновесия в движущихся узлах
(в точках контакта колес с пластиной)

(3.6)

Выделим из (3.4) подсистему уравнений, отвечающих в левой части подвектору

, и выразим далее эту подсистему относительно вектора динамических давле-
ний, представив ее в виде

(3.7)

Подставим в (3.6) векторы  и , соответственно, из (3.1) и (3.7), в итоге имеем
разрешающую систему уравнений на шаге [tj, tj + 1]

(3.8)

где ,  – матрица и вектор, характеризующие на шаге [tj, tj + 1] движение самолета
по посадочной полосе.

Проследим ход решения всей задачи при j = 0, 1, 2, … На шаге [tj, tj + 1] при началь-
ных условиях задачи в момент tj определяется, применяя (3.8), вектор , далее,
используя (3.4), (3.5) и (2.2), вычисляются поля смещений, давлений, скоростей и
ускорений для системы  в момент tj + 1. Далее процесс повторяется.

4. Результаты численного моделирования. Шаговая процедура (3.8) реализована для
 и пластины с параметрами  = 130 м,  = 40 м, Е1 = 0.23 × 108 кН/м2, h = 0.18 м,

m = 0.36 т/м2, 1 = 0.18,  кН/м3,  = 240 и  = 640. Для системы  (рис. 3)
условно выбраны параметры:  = 3 м,  = 7 м,  = 2.5 м,  = 397 т м2,  = 53.5 т м2,
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 = 0.15 т,  =  = 0.25 т,  = 22.0 т,  = 800 кН/м,  = 6 кНс/м,  = 63.6 кН,

 = 71.65 кН, , где  ,  = 8.83 ×
× 103 кН/м2,  = 0.42,  = 0.5 м [6, 22, 23].

Посадка самолета происходит со скоростью  = 63 м/с, а торможение с ускорением
 = –21 м/с2, при этом время движения  = 3 с, с использованием тормозных пара-

шютов. Интегрирование системы дифференциальных уравнений (3.8) происходит
при  с и числе шагов  = 12000. При посадке  считается, что касание
носового колеса пластины происходит при нулевой вертикальной скорости на рассто-
янии  = 17 м от края пластины, при  = 20 м (рис. 2). Тормозной путь системы 
до остановки составляет 94.5 м. На рис. 4(а, б, в), в режиме торможения , представ-

лены в зависимости от s[м] = , при тестовом соответствии между гра-
фиками: 1) вертикальное смещение у  носового (первого) колеса  [м] (рис. 4, а),
при движении его с отскоком в зоне  = 50–52 м; 2) вертикальное смещение плиты

 [м] (рис. 4, б) под первым колесом; 3) динамическое давление  на плиту под
первым колесом  [кН] (рис. 4, в). Отметим, что при реализации шаговой проце-
дуры  = 0 в момент отскоков колеса. На рис. 5 представлены, в зависимости от
времени t [с] вертикальные смещения узлов корпуса самолета  и 
(рис. 3) при его движении с торможением по пластине на упругом основании. Следует
отметить, что изменения динамических давлений  и  происходят, соответственно,
относительно значений статических давлений  и  колес на пластину.

Остановимся еще на одном этапе исследования колебаний пластин при пробеге ле-
тательного аппарата по аэродромной полосе. К этому этапу относятся задачи, связан-
ные с распространением волн деформаций в аэродромном покрытии. При решении
волновых задач для протяженных пластин и стержней на упругом основании исполь-
зуются как интегральные преобразования при движении силовой нагрузки [1, 4], так
и, для конструкций конечных размеров, наборы собственных форм сооружения. При-
менение численных методов позволяет, при этом, отслеживать процесс движения, в
частности, сдвиговых волн от внезапной нагрузки, например, для балки Тимошенко
на дискретных упруго-инерционных опорах в [24]. В пластинах и стержнях на упругом
основании с учетом затуханий распространяются волны с сильной дисперсией [25].
Отметим, что высокоскоростные режимы движения могут вызывать дополнительные
эффекты, что требует определенных оценок. Используем комбинированный подход.
Для оценки появления резонансных решений приведем решение задачи о движении
сосредоточенной силы  по пластине на упругом основании, в виде бесконечной по-
лосы свободно опертой по краям. Решение уравнения (2.1) при правой части

 и  = 0 ищется в виде  = , ( ,

, ). Прогиб  части бегущей волны у пластины перед си-
лой, при , имеет вид

(4.1)

где , , , , здесь  – абсцисса теку-

щего сечения пластины отсчитываемого от подвижного начала координат, совмещен-
ного с движущейся силой .
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В знаменателе (4.1), при  и  = 0, находится выражение , определяю-
щее серию критических скоростей движения силы по бесконечной полосе, моделиру-
емой пластиной на упругом винклеровском основании.

В итоге при 

(4.2)

Отметим, что в соответствии с (4.2) можно оценить диапазон появления критических
скоростей при движении нагрузки в зависимости от параметров плиты и основания.
В статье, при выбранных параметрах , , , , посадочная скорость самолета лежит
вне зоны появления критических скоростей.

Заключение. Предложенный метод позволяет исследовать, используя шаговую про-
цедуру, предложенную в [10] и метод узловых ускорений из [11], действие подвижной
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Рис. 4. Перемещения и динамические реакции у колес шасси системы  в момент торможения при по-

садке.
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инерционной нагрузки при движении с переменной скоростью, по пластинам при
различных граничных условиях, используя соответствующие фундаментальные функ-
ции [5]. В задачах автомобильного и авиационного транспорта метод позволяет иссле-
довать поведение системы “инерционная подвижная нагрузка – техническое покры-
тие, моделируемое плитой на упругом основании” при различных скоростях движе-
ния нагрузки и неровностях поверхности, и определять напряженно-деформируемое
состояние пластины и динамические давления колес в режимах торможения или раз-
гона .
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The method of calculation of plates at action of inertial loading and its movement with vari-
able speed is offered. Test problems about shock influence and movement with variable
speed of a cargo on rectangular, freely supported plate is considered. Nonlinear contact of a
cargo to a plate is modelled. The problem about interaction of transport system, at its brak-
ing after a landing on the extended plate laying on the elastic basis is considered.
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Выполнен расчет акустических характеристик цилиндрической вязкоупругой труб-
ки конечной длины с радиально закрепленной внешней поверхностью, замещаю-
щей шестигранную элементарную ячейку отрезка микронеоднородной среды с ци-
линдрическими каналами. Применены принцип наименьшего действия и гипотеза
плоских сечений. Найдено дисперсионное уравнение для продольных звуковых
волн в трубке, совпадающее с приближениями точного дисперсионного уравнения и
имеющее типичную для микронеоднородных резонансных сред форму. Из подходя-
щей аппроксимации результатов известных измерений приведенной входной про-
водимости “полубесконечных” образцов найдена частотная зависимость комплекс-
ного модуля сдвига применявшейся резины.

Ключевые слова: принцип наименьшего действия, гипотеза плоских сечений, вязко-
упругая среда, цилиндрические каналы, торцевые пластинки, дисперсионное урав-
нение, эффект нераспространения
DOI: 10.31857/S0032823522050113

1. Введение. Акустические свойства искусственной упругой среды с цилиндриче-
скими каналами, центры которых совпадают с узлами правильной треугольной сетки,
можно найти, решая осесимметричную задачу о распространении упругих волн вдоль
трубки с радиально-закрепленной внешней цилиндрической поверхностью, которая
приближенно заменяет шестигранную поверхность, окружающую канал.

Идея создания и первый приближенный расчет такой среды принадлежат Г.Д. Ма-
люжинцу. В работе В.В. Тютекина [1] дана точная теория распространения осесим-
метричных упругих волн в безграничном волноводе типа “трубка”. Дальнейшие ис-
следования этих вопросов изложены в работе А.Е. Вовк [2]. Получено точное решение
для частного случая “трубки” конечного размера в работе [3].

Теория Г.Д. Малюжинца основана на применении принципа наименьшего дей-
ствия Гамильтона–Остроградского и гипотезы плоских сечений и в этом отношении
подобна расчету А. Лява ([4], § 278, с. 446) для продольных волн в стержне, учитываю-
щему поправку Рэлея ([5], § 157, с. 273) на инерцию поперечного движения.

2. Вывод уравнения движения. Изложенная ниже приближенная теория также бази-
руется на принципе наименьшего действия и гипотезе плоских сечений, которая со-
стоит в предположении, что осевые смещения частиц  во времени  не зависят от
радиуса r, т.е. любое поперечное сечение трубки остается при движении плоским:

(2.1)

zU t
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Радиальные смещения зададим, следуя Г.Д. Малюжинцу, в виде

(2.2)

где , значение которой определим позже,  – внешний радиус трубки, штрих
над  означает производную по координате .

Отличными от нуля компонентами тензоров деформаций и напряжений для осе-
симметричного случая будут ([6], с. 13, 23):

(2.3)

(2.4)

где

 – первый коэффициент Ламе,  – модуль сдвига материала трубки.
Заданная форма смещений (2.1), (2.2) удовлетворяет требуемым граничным услови-

ям на внешней поверхности трубки

(2.5)

На свободной внутренней поверхности трубки радиуса  должны выполняться
условия

(2.6)

(2.7)

где  – коэффициент перфорации. Если, следуя Г.Д. Малюжинцу, положить

(2.8)

то условие (2.7) выполнится точно. Лучше, однако, выбрать значение A из других со-
ображений, приведенных ниже. При этом условия (2.6) и (2.7) будут выполняться
лишь приближенно при соответствующих ограничениях, что станет ясно из дальнейшего.

Найдем кинетическую  и упругую  энергии отрезка трубки длиною  по формулам:

где  – плотность материала трубки,  – упругая энергия единицы объема труб-
ки, имеющая вид ([6], с. 21)
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Вычисления дадут:

(2.9)

(2.10)

где

Применим к решению задачи, которая состоит теперь в отыскании функции ,
принцип наименьшего действия Гамильтона–Остроградского

(2.11)

где  – работа внешних сил, действующих на торцах отрезка трубки;  – символ ва-
риации величины при малых произвольных изохронных вариациях вектора смещения

; ,  – произвольные моменты времени. Подставив выражения (2.9) и (2.10) в
формулу (2.11) и после варьирования, изменения порядка интегрирования и интегри-
рования по частям с учетом условия , получим

(2.12)

Вариация работы внешних сил  есть линейная форма от вариаций  и
, взятых при  и . В силу произвольности всех вариаций в выраже-

нии (2.12) каждый интеграл в отдельности должен обращаться в нуль. Тогда первый
интеграл дает уравнение движения

(2.13)

а второй содержит два динамических граничных условия, которые зависят от характе-
ра осесимметричных напряжений, действующих на торцевых сечениях трубки, и от
способа закрепления этих сечений.

Будем считать, что к торцевым сечениям трубки примыкают тонкие жесткие пла-
стинки. Через них на трубку можно воздействовать извне только давлениями  и

, работа которых запишется в виде

откуда

(2.14)

Рассмотрим два крайних варианта крепления таких пластинок на торцах трубки:
без трения (“скользкая” пластинка) и жесткое крепление, или сцепление. В первом

( ) [ ] [ ]{ }πμ= ε + ξ ε
2

2 22 2 21
0

0
( ) , '( , ) ( ) ''( , )

2

h
rE t D A f z t A r b f z t dz

 ∂ πρ   ∂ = ε + − ε     ∂ ∂   


22 2
2 21

0
0

'( , ) ( , )( ) ( ) (1 ) ,
2

h f z tr f z tT t A r b dz
t t

( ) ( ) λ + ε ε − ε − − εε = − + + − ε ε = μ ε ε 

2
2 2 1 4 2 ln 3, 1 2 (1 ), ( )

8
D A A A b

( , )f z t

( ) ( )δ − + = δ − δ + δ = 
2 2

1 1

0,
t t

t t
T E W dt T E W dt

W δ

δ
�

U 1t 2t

δ = δ =
� �

1 2( ) ( ) 0U t U t

 ∂ρ ρ − εε ∂− − + δ −  μ ∂ ε μ ε ∂ 

   ∂ ρε δ− − − δ − δ + =    με ∂ πμ ε     

 



2

1

2

1

2 2

2 2 2 2 2 2
0 0 0

2

2 2 2 2 2 2
0 1 00

'' (1 )( , ) ''
( ) ( )

'( , )''' ' '' ' 0
( ) ( )

t h
IV

t
ht

t

f D A ff f fdzdt
t A r b A r b t

fD A Wf f f f f dt
A r b t r A r b

δW δ = δ zf U
δ δ' ~ rf U = 0z =z h

∂ρ ρ − εε ∂− − + =
μ ∂ ε μ ε ∂

2 2

2 2 2 2 2 2
0 0

'' (1 )( , ) '' 0,
( ) ( )

IV f D A ff f
t A r b A r b t

(0, )P t
( , )P h t

[ ]= π −2
1( ) (0, ) (0, ) ( , ) ( , ) ,W t r P t f t P h t f h t

[ ]δ = −π δ2
1 0

hW r P f



713ПРИБЛИЖЕННАЯ ТЕОРИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗВУКА

случае обращаются в нуль касательные напряжения  между пластинкой и трубкой,
т.е. в соответствии с формулой (2.3) должно выполняться граничное условие

(2.15)

В случае сцепления запрещены радиальные смещения в торцевом сечении трубки, что
на основании формулы (2.2) дает граничное условие

(2.16)

Соответствующие динамические граничные условия найдем из выражения (2.12) с
учетом (2.14):

для “скользкой” пластинки:

(2.17)

для случая сцепления:

(2.18)

При гармонических колебаниях, когда временная зависимость величин задана со-

кращаемым множителем , где  – мнимая единица,  – круговая частота, уравне-
ние движения (2.13) и динамические граничные условия (2.17), (2.18) для комплексных
амплитуд запишем в виде

(2.19)

где

(2.20)

(2.21)

Введя дифференциальный оператор , уравнение (2.19) можно записать в виде
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Общее решение этого уравнения может быть представлено суммой решений волновых
уравнений
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из которых первое определяет распространяющуюся волну с волновым числом ,
а второе – неоднородную волну с волновым числом . Таким образом решение урав-
нения (2.19) для отрезка трубки следует искать в виде

(2.22)

где  произвольные постоянные, определяемые из граничных условий на торцах, а 
и  могут быть найдены из уравнений (2.20), (2.21).

3. Дисперсионное уравнение. Пока остается неопределенной постоянная . Ее мож-
но связать с волновым числом  следующим образом. Возьмем точное уравнение в
цилиндрических координатах для аксиальной составляющей смещения при осесим-
метричных движениях ([6], с. 126, (22.6))

Усредним его по площади сечения трубки  и, используя граничные условия
(2.5) и (2.6), найдем:

где  – среднее по сечению трубки аксиальное смещение. Подставив в это точное
уравнение заданную форму движения (2.1), (2.2), получим для гармонических колеба-
ний волновое уравнение

волновое число которого естественно отождествить с :

(3.1)

Исключив из уравнений (2.20), (2.21), (3.1)  и , найдем

(3.2)

где обозначено  – показатель преломления перфорированной каналами среды
относительно сплошной;  – волновое число для продольных волн в
сплошной среде;

(3.3)
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Постоянную  найдем из формул (3.1)–(3.3):

(3.6)

Из формул (2.8), (3.6) и (3.2) при , получим:

что означает выполнение граничного условия (2.7) в квазистатическом случае.
Выражение (3.2) является приближенным дисперсионным уравнением для опреде-

ления . Тогда получаем, что при 

и

как и должно быть для низкочастотных продольных волн, распространяющихся, со-
ответственно этим предельным случаям, в сплошной среде ( ) и в тонкой пласти-
не ( ). Случаю  соответствуют два варианта: , т.е.  – про-
дольная волна в сплошной среде; , или

где  – волновое число для сдвиговых волн в сплошной среде.
Для вязкоупругих материалов (например, резин) модуль сдвига при гармонических

колебаниях является комплексной функцией частоты:

(3.7)

где  – модуль сдвига,  – коэффициент сдвиговых потерь, величина которого
обычно лежит в пределах . Первый коэффициент Ламе  на звуковых и
ультразвуковых частотах можно считать вещественной постоянной, причем .
В связи с этим волновое число , а также  (3.5) будем с малой ошибкой полагать
вещественными. Для вязкоупругих материалов допустим, что

(3.8)

Тогда дисперсионное уравнение (3.2) запишется в виде:
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где в согласии с (3.3), (3.4) и (3.7)
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Точное дисперсионное уравнение получено в работе [1]:

(3.11)

где

а функция  выражается через функции Бесселя и Неймана:

(3.12)

Выражение (3.9) следует из (3.11) в качестве низкочастотного приближения при ,
. Используя в (3.12) представления цилиндрических функций рядами при
 ([8], с. 415, 428), получим

(3.13)

Ограничившись только выписанными здесь членами в разложениях для функций  и
 и подставив последние в уравнение (3.11), получим в точности формулу (3.9) [7].

При таком выводе она справедлива для вязкоупругих материалов, лишь когда

или

Фактически формула (3.9) была получена таким способом уже в работе [1] в качестве
квазистатического приближения с рэлеевской поправкой.

В наиболее интересных случаях применения (для звукопоглощения), когда спра-
ведливы допущения: (3.8), , , , , можно считать, что

, . Используя в формуле (3.12) для  асимптотические представления
цилиндрических функций [8, с. 449], а для  – приближение (3.13), найдем:

(3.14)

(3.15)

Подставив (3.14), (3.15) в (3.11), при принятых допущениях снова придем к форму-
ле (3.9) [7].

Учитывая (3.3)–(3.5), (3.10), представим зависимость (3.9) в виде
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(3.18)

Величину  можно назвать приведенной комплексной сжимаемостью перфориро-
ванной каналами среды [1]. Формула (3.16) подобна выражению для квадрата ком-
плексного показателя преломления в теории дисперсии и абсорбции электромагнит-
ных волн в разреженной среде, содержащей осцилляторы одного сорта, т.е. имеет
обычный лоренцевский вид ([9], с. 56, (32.27)), ([10], § 156, с. 556). При этом  явля-
ется аналогом комплексной диэлектрической проницаемости такой среды, и поэтому

 и  должны быть связаны дисперсионными соотношениями Крамерса–Кронига
([11], § 82, с. 389, [12]).

На рис. 1 построены зависимости от  функций  (3.17) и  (3.18) при ,

, . Точками показаны значения этих величин для нулевой квазипродоль-
ной волны, вычисленные по точной теории в работе [2]. Видно хорошее совпадение.
При  мнимая часть  волнового числа  превышает вещественную часть

. Из формулы (3.17) следует, что это возможно лишь при

(3.19)

в диапазоне частот, границы которого определяет соотношение

откуда видно, что при уменьшении  этот диапазон расширяется, но не может превы-
сить разницы между частотой зарождения первой квазипродольной волны [2], соот-

ветствующей значению  = , и собственной частотой канала при Ω = 1.

Отношение  максимально в центре диапазона при Ω2 = 1 +  и составляет

 = . Это явление, которое можно назвать эффектом нераспростране-

ния, для среды с цилиндрическими каналами описано впервые в работе [13]. Анало-
гичное явление известно в электродинамике сплошных сред ([11], § 84, с. 399).

Рисунок 2 демонстрирует степень совпадения расчетных приближенных значений

 и  с точными из работы [2] при , , . Условие (3.19)
здесь не выполняется и поэтому везде , т.е. эффект нераспространения отсут-
ствует.

Из формулы (3.16) с учетом (3.3)–(3.5), (3.10) найдем выражение для волнового
числа:

(3.20)

где  – собственная круговая частота канала, .
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При  достаточно хороша приближенная формула  = .

Для заданного значения  собственная частота канала минимальна при  = 0.11 и
слабо зависит от  в широком диапазоне относительно больших значений , возрастая
до бесконечности как при , так и при . Такое же значение  получено в

теории Г.Д. Малюжинца. Значение параметра  на резонансе: .
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Рис. 1. Компоненты функции  (3.16),  при , , . :  – дан-

ные [2],  – по формуле (3.17); :  – данные [2], ---- – по формуле (3.18).
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Рис. 2. Компоненты показателя преломления  при , , : :  – из ра-

боты [2],  – по формуле (3.16); :  – из работы [2], ---- – по формуле (3.16).
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Эффективные комплексные параметры дисперсных микронеоднородных сред –

волновое число , сжимаемость , плотность  – связаны соотношением .
Некоторые такие среды обладают резонансными свойствами, например, вода с газо-
выми пузырьками ([14], с. 379), резина с полостями, резина с твердыми включениями
[15, 16]. В двух первых случаях за резонансные свойства отвечает комплексная сжима-
емость , тогда как  – величина вещественная. В последнем случае наоборот: сжима-
емость  вещественна (при учете только вязких потерь), а резонансные свойства сре-
ды обусловлены ее комплексной плотностью . Для таких сред, если они малоконцен-

трированные и монодисперсные, квадраты волновых чисел  выражаются такими же
формулами, как (3.20).

Для вязкоупругих материалов согласно (3.6) и (3.10)

(3.21)

Поэтому при заданной форме движений (2.1), (2.2) для распространяющейся волны
, используя зависимость (3.16), найдем:

Отсюда видно, что относительное радиальное движение стенок канала имеет два резо-

нанса: на собственной частоте канала при  и на частоте зарождения первой ква-

зипродольной волны при . На низких и высоких частотах ради-
альное движение стенок канала ослабевает.

Из формул (2.3), (2.4), (3.16), (3.21) для распространяющихся волн получим:

При ,  это отношение всегда много меньше единицы, в том числе и на ре-
зонансе канала, что позволяет считать граничное условие (2.6) выполняющимся при-
ближенно на всех частотах.

Волновое число неоднородных волн  при известных  (3.20) и  (3.21) следует
из уравнения (2.21):

При ,  на всех частотах , откуда следует, что область неоднородных
волн вблизи торцов трубки весьма мала в сравнении с длиной продольной волны.

Входная акустическая проводимость трубки с тонкой жесткой пластинкой на торце
согласно (2.1) имеет вид:

где  – звуковое давление на торец. Используя граничные условия (2.15)–(2.19) для
определения (2.22), найдем входные проводимости полубесконечных ( ) трубок:
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при пластинке без трения

(3.22)

при пластинке, приклеенной к торцу,

(3.23)

Здесь второй множитель в правой части отражает влияние радиального закрепления
входной поверхности трубки. В первом же случае ролью свободного от касательных
напряжений торца чаще всего можно пренебречь.

В работе [17] приведены результаты измерений на установке “Импульсная труба”
акустических характеристик образцов разной длины из резины с цилиндрическими
каналами. Предполагалось, что длина каждого образца обеспечивает выполнение
условия , позволяющего считать образец полубесконечным. Каналы в образ-
цах несквозные – “со стороны основания оставляется тонкая диафрагма (толщина ее
около 0.5 мм)” [17]. Для каждого образца измеряли входную проводимость, приведен-
ную к проводимости сплошной среды с волновым сопротивлением , т.е.

где под  следует понимать либо (3.22), либо (3.23) – в зависимости от предположе-
ния о характере колебаний торцевой поверхности образца, граничащей с водой. Тогда
получим:
для “скользкой” пластинки:

(3.24)

для пластинки, приклеенной к торцу трубки:

(3.25)

На рис. 3 приведены средние по измерениям на 1–3 образцах значения  (черные
точки) и  (белые точки), аппроксимированные частотными зависимостями  и

 в виде полиномов пятой степени (сплошная линия). Подставив эти зависимости
в левые части выражений (3.24) или (3.25), получим уравнения для нахождения ком-
плексного модуля сдвига (3.7) резины образцов. В первом случае это уравнение квад-
ратное, и значения  относительно  и  находятся точно. При этом на вы-
соких частотах величина коэффициента сдвиговых потерь возрастает до , что
нереально и говорит о непригодности представления о “скользкой” пластинке на
входном торце образца. Во втором случае уравнение для  переходит в квадратное,

лишь если пренебречь в знаменателе правой части (3.25) малым слагаемым ,
так что решение не будет точным. Его можно улучшить, умножив на близкий к едини-
це комплексный линейный полином и варьируя коэффициенты последнего. Компо-
ненты уточненного модуля сдвига  показаны на рис. 4. Подстановка их в правую
часть уравнения (3.25) дает представленные на рис. 3 пунктирные кривые, близкие к
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исходным  и . Результат рис. 4 вполне реалистичен до частот  кГц и не-
сколько сомнителен на высоких частотах, где данных о  и  в [17] нет.

Заключение. Показано, что для распространяющейся в вязкоупругой среде с цилин-
дрическими каналами звуковой волны дисперсионное уравнение имеет такую же
форму, как для других известных резонансных микронеоднородных сред. Это тем бо-
лее справедливо, чем меньше коэффициент перфорации  (объемная концентрация
каналов). Поскольку теория учитывает неоднородные волны вблизи торцевых поверх-
ностей трубки, она применима к перфорированным резиновым слоям произвольно
малой толщины с двумя типами граничных условий на поверхностях слоев [18].

( )P f ( )Q f ≈ 20f
μ( )f η( )f

ε

Рис. 3. Частотные зависимости компонентов приведенной входной проводимости  образцов

работы [17]:  – активная проводимость ;  – реактивная проводимость ;  – аппроксимирующие

кривые  и ; ––– – кривые проверки решения для .

1.0

1.5

2.0

0.5

2.5

P
(f

 ),
 Q

(f
 )

0
2010 30 40

f, кГц
0

ε = +Y P iQ
d P s Q ―

( )P f ( )Q f μ*( )f

Рис. 4. Частотные зависимости расчетных компонентов комплексного модуля сдвига μ*( f) =

=  резины измеренных образцов:  – модуль сдвига  Па, ––– – коэффициент

сдвиговых потерь .

1.0

1.5

2.0

2.5

К
ом

по
не

нт
ы

 м
од

ул
я 

сд
ви

га
 р

ез
ин

ы

0.5
2010 30 40

f, кГц
0

[ ]μ − η( ) 1 ( )f i f ― −μ × 7( ) 10f
η( )f



722 КАЗАКОВ

Развитую здесь теорию можно привлечь к измерениям упругих параметров вязко-
упругих материалов с помощью “Импульсной трубы” или вибростола. При определе-
нии модуля сдвига резины образцов работы [17] более подходящим (как и в [18]) ока-
залось допущение о сцеплении входного торца трубки с тонкой жесткой пластинкой.
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Approximate Theory of Sound Propagation in a Limited Viscoelastic Medium 
with Cylindrical Channels

L. I. Kazakov#

#e-mail: lev-kazakov@rambler.ru

The acoustic characteristics of a cylindrical viscoelastic tube of finite length with a radially
fixed outer surface replacing a hexagonal unit cell a segment of a micro-inhomogeneous me-
dium with cylindrical channels are calculated. The principle of least action and the hypothe-
sis of f lat sections are applied. A dispersion equation for longitudinal soundwaves in a tube is
found that coincides with the approximations of the exact dispersion equation and has the
form typical for micro-inhomogeneous resonant media. From a suitable approximation of
the results of the known measurements of the reduced input conductivity of “semi-infinite”
samples the frequency dependence of the complex shear modulus of the rubber used was
found.
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В рамках подхода, основанного на уравнении вязкой жидкости как непрерывной
среды (НС), изучен процесс истечения сыпучей среды под действием силы тяжести
из объема между двумя пластинами, наклоненными друг к другу под некоторым уг-
лом. На границе с твердой стенкой принимается условие частичного скольжения
(или сцепления), описываемое с помощью некоторого коэффициента, который ме-
няется от 0 до 1. В двумерной постановке найдено распределение скорости движе-
ния среды внутри емкости. Проанализировано влияние изменения коэффициента
скольжения на характер течения сыпучей среды. Проведено сравнение подхода НС,
и подхода, основанного на описании гранулированной среды как дискретных слоев
(ДС). Приведены формулы для скорости и расхода сыпучего тела на выходе из емко-
сти. Проанализированы зависимости указанных параметров от коэффициента внут-
реннего трения и угла раствора между пластинами.

Ключевые слова: сыпучая среда, емкость, сила тяжести, истечение, коэффициент
скольжения, расход
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1. Введение. В настоящее время в порошковой технологии нашли широкое приме-
нение аппараты дозирования, сушки, смешения и т.п. гранулированных сред [1–3].
Для дальнейшего усовершенствования этих устройств необходимо создание матема-
тических моделей процессов, происходящих в них [4, 5]. Для описания течения сыпу-
чей среды используются различные подходы, основными из которых являются дис-
кретный и непрерывный подходы. В дискретном подходе изучается поведение каждой
индивидуальной частицы сыпучей среды в отдельности. Здесь воспользуемся непре-
рывным подходом, где гранулированная среда рассматривается как непрерывная
(сплошная) среда. Обычно движение плотного слоя сыпучей среды условно разделяют
на два режима: квазистатический, соответствующий малым скоростям сдвига, кото-
рый описывается в рамках теории предельного равновесия [6], и инерционный, отве-
чающий большим скоростям сдвига [7]. При инерционном режиме движения внут-
ренние напряжения в среде возникают вследствие переноса импульса гранулами, ана-
логично тому, как это происходит при хаотическом движении молекул в жидкости.
Описание этого режима течения основывается, как правило, на законах сохранения

УДК 532.511+ 532.516.5

EDN: EQFUNM
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массы и импульса. Существуют также методы описания движения сыпучей среды, ос-
нованные на ее дискретном представлении [8–11].

2. Постановка и решение задачи в рамках подхода НС. Рассмотрим процесс истече-
ния несвязной (эффект когезии не учитывается) гранулированной среды под действи-
ем силы тяжести из объема между наклоненными друг к другу под некоторым углом
двух плоскостей через нижнее выпускное отверстие (рис. 1). При этом допустим, что
высота сыпучего тела намного больше, а частицы намного меньше размеров выпуск-
ного отверстия. Для описания этого процесса воспользуемся уравнениями движения
НС как вязкой несжимаемой жидкости (уравнения Навье–Стокса), записанными в
цилиндрической системе координат r, θ, z (ось z направлена перпендикулярно к плос-
кости рис. 1). Рассмотрим стационарный процесс движения НС вдоль радиальной ко-
ординаты. Таким образом, имеем

(2.1)

где ρ – плотность среды, , ,  – компоненты вектора скорости по цилиндриче-
ским координатам. Тогда уравнения сохранения импульсов (в проекциях на оси коор-
динат) и уравнение несжимаемости НС в рамках предположений (2.1) примут форму

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Здесь p, η – давление и “кинематическая вязкость” (которая в ходе дальнейших
преобразований выпадает из уравнений) среды,  – ускорение силы тяжести, ,  –
компоненты вектора силы тяжести по координатам r,  соответственно. Уравнения (2.2),
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Рис. 1. Схема истечения сыпучего тела из емкости.
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(2.3) это уравнения сохранения импульса, уравнение (2.4) – уравнение несжимаемо-
сти. Из (2.4) сразу следует

(2.5)

где  – неизвестная функция. Далее пренебрежем нелинейным членом в левой ча-
сти уравнения (2.2), считая, что в основной зоне емкости скорость течения достаточно
мала. Кроме того, исключим давление из уравнений. Для этого уравнение (2.2) про-
дифференцируем по , а уравнение (2.3) после умножения обеих его частей на r – по r,
и вычтем полученные уравнения друг из друга. В результате придем к уравнению, где
отсутствуют давление и сила тяжести (считается, что  ≠ 0)

Приравнивая нулю выражение внутри круглых скобок, и учитывая соотношение (2.5)
получим линейное обыкновенное дифференциальное уравнение относительно функ-
ции 

(2.6)

Общее решение уравнения (2.6) имеет вид

где C1, C2, C3 – постоянные интегрирования. Из соображений симметричности дви-
жения среды относительно плоскости  = 0 сразу вытекает, что постоянная C3 должна
быть равна нулю: C3 = 0. Остальные неизвестные постоянные определяются из гра-
ничных условий на стенках и условия постоянства расхода среды.

Учитывая то обстоятельство, что скорость на стенке не может быть больше (из-за
трения) скорости на плоскости симметрии, граничное условие на стенках емкости по-
ставим в форме

(2.7)

где  – угол раствора между плоскостями. Граничные условия (2.7) учитывают эф-
фект частичного сцепления сыпучей среды с поверхностью стенок, где Λ есть коэф-
фициент скольжения, зависящий от физико-механических свойств поверхности сте-
нок (шероховатости и др.) и гранулированного материала. Очевидно, 0 ≤ Λ ≤ 1, при
этом, если Λ = 1, то имеет место полное скольжение (скорость на стенке совпадает со
скоростью на плоскости симметрии), а в случае Λ = 0 реализуется полное сцепление
(прилипание). Отметим, что величина  в правой части (2.7) представляет собой
скорость среды на плоскости симметрии на расстоянии r от вершины угла. Так что ко-
эффициент Λ показывает, насколько меньше скорость на стенке по сравнению со
скоростью на плоскости симметрии.

Следует заметить, что граничное условие на твердой стенке, устанавливающее эф-
фект сцепления, может быть задан и по-другому [4]. Анализ показал, что при задании
граничного условия как в [4] решение поставленной задачи при определенных углах
раствора становится бесконечным. Кроме того, коэффициент, введенный в [4], и ха-
рактеризующий эффект частичного скольжения, меняется от нуля до бесконечности,
что создает некоторые неудобства по определению значений данного коэффициента.
В связи с этим принятие в настоящей работе условия на границе в виде (2.7) с коэф-
фициентом скольжения, меняющимся от нуля до единицы, можно считать вполне це-
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лесообразным. К тому же так введенный коэффициент легко измерить эксперимен-
тально. Обычно для жидкости на твердой границе ставится условие прилипания (пол-
ного сцепления), а в случае сыпучей среды граничное условие допускает скольжение с
некоторой скоростью, характеризуемой свойствами контактирующих материалов.

Очевидно, через любое сечение r = const проходит (в 1 с) одинаковое количество
сыпучего материала (полный расход)  (м2/с)

(2.8)

Используя граничное условие на одной из стенок, например, при θ = α/2, (второе
условие при этом выполняется автоматически из-за симметричности движения) и
условие (2.8) находим функцию , подставляя которую в (2.5) получим распределение
скорости внутри рассматриваемого объема

(2.9)

В частном случае Λ = 1 имеем Α = . Анализ показал, что при приближении  к ну-
лю величина Α также стремится к нулю (возникающая при этом неопределенность ти-
па 0/0 во втором слагаемом в выражении для Α легко раскрывается разложением в ряд
тригонометрических функций). Очевидно, при  параметр Α всегда меньше .
Для малых углов раствора с точностью до второго порядка малости по  имеет место
следующее асимптотическое представление:

(2.10)

При крайнем значении Λ = 1 асимптотическая формула (2.10) дает Α = , что сов-
падает с вышеприведенной основной формулой для Α (с учетом условия Λ = 1). Более
подробная картина поведения зависимости Α от  при разных коэффициентах сколь-
жения Λ показана на рис. 2, где видно, что с ростом  и Λ величина Α также увеличи-
вается. Причем асимптотическая формула (2.10) довольно хорошо описывает зависи-
мость Α( ) для не очень больших .

На плоскости симметрии (  = 0) из (2.9) следует

(2.11)

так что скорость на линии симметрии зависит от координаты r, угла раствора , коэф-
фициента скольжения Λ и расхода . Из (2.11) следует, что в случае одного и того же
расхода усиление эффекта сцепления (соответствует уменьшению коэффициента Λ, и
как следствие согласно рис. 2, уменьшению Α) приводит к увеличению (по модулю)
скорости . С учетом формулы (2.11) решение (2.9) примет вид

(2.12)
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3. Анализ влияния коэффициента скольжения. Проанализируем некоторые частные
случаи, соответствующие характерным значениям коэффициента скольжения. В слу-
чае полного сцепления Λ = 0 (т.е. при отсутствии скольжения) из (2.12) вытекает

Из решения (2.9) видно, что в случае полного скольжения (Λ = 1) скорость среды не
зависит от угловой координаты θ и имеет равномерное распределение для любого r

При этом очевидно, что в данном случае (т.е. когда Λ = 1) . В этом случае ско-
рость имеет потенциал , соответствующий находящемуся на вершине
угла плоскому стоку интенсивности , в то время как движение среды в общем слу-
чае, описываемое уравнением (2.9) не является потенциальным. Таким образом, на-
личие сцепления со стенкой нарушает свойство потенциальности течения сыпучей
среды.
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Рис. 2. Зависимость параметра  от  (рад) при разных значениях коэффициента скольжения: 1 – Λ = 0,
2 – Λ = 0.25, 3 – Λ = 0.5, 4 – Λ = 0.75, 5 – Λ = 1. Штриховые линии – асимптотическая формула (2.10).
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Интересно сравнить распределения скоростей среды при наличии (Λ < 1) и отсут-

ствии (Λ = 1) сцепления со стенкой. С этой целью рассмотрим отношение 

Видно, что данное соотношение характеризуется величиной , поэтому име-
ет смысл подробно проанализировать зависимость  от определяющих параметров 
и Λ. Отношение характерных скоростей  при одном и том же расходе  запишется в
форме

(3.1)

Формула (3.1) показывает, насколько скорость на линии симметрии при наличии

сцепления со стенкой  отличается от скорости при полном скольжении среды .
Поскольку величина Α всегда меньше или равна α (см. выше), то имеет место соотно-

шение  ≥ 1 (или  ≥ ). В предельном случае полного сцепления (Λ = 0) имеем

В этом случае  принимает свое максимальное значение. Очевидно, при Λ = 1 величи-
на  = 1. Разлагая тригонометрические функции в формуле (3.1) в ряды, и пренебрегая
в этих рядах членами выше пятого порядка малости, получим приближенное выраже-
ние, пригодное для расчета величины κ при малых углах раствора 

(3.2)

Из (3.2) вытекает соотношение для случая, когда  → 0

Отсюда, в частности, следует, что при движении сыпучей среды между параллельны-
ми плоскостями скорость на плоскости симметрии в крайних ситуациях полного
сцепления и полного скольжения различается в 1.5 раза (в предположении одинаково-
го расхода).

Эпюры безразмерной скорости  при  и различных значениях коэффи-
циента скольжения Λ представлены на рис. 3. Видно, что с ростом Λ профиль скоро-
сти среды стремится к равномерному распределению. Следует иметь в виду, что про-
фили скорости на рис. 3 соответствуют разным расходам, поскольку в данном случае
величина  фиксирована, и поэтому при изменении Λ меняется также и  (от кото-
рых зависит ).

На рис. 4 показан график зависимости  от , откуда видно, что при увеличении уг-
ла раствора  величина  растет, тогда как с увеличением коэффициента Λ оно, на-
оборот, уменьшается. Необходимо подчеркнуть, что при значениях Λ, близких к еди-
нице, а также при не очень больших углах раствора  указанное отношение скоростей
меняется достаточно слабо. Следует иметь в виду, что значение величины , соответ-
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ствующее нулевому углу раствора достигается в пределе при  → 0. Заметим, что при-
ближенная формула (3.2) хорошо аппроксимирует исходную зависимость.

Особенности взаимосвязи между скоростями  и  наглядно демонстрирует диа-
грамма, приведенная на рис. 5, где эпюры скоростей построены для угла раствора

. Поскольку расход сыпучей среды один и тот же, то площади, охваченные

профилями скоростей  и  должны быть одинаковыми.
4. Средняя скорость истечения. Также можно определить среднюю скорость на рас-

стоянии r от вершины угла

(4.1)

Интересно, что как видно из (4.1), при заданном  средняя скорость не зависит
от Λ и для одного и того же расхода  совпадает со скоростью среды при полном
скольжении. Причем она обладает таким же потенциалом , соответ-
ствующим находящемуся на вершине угла  плоскому стоку интенсивности , в то
время как движение среды в общем случае, описываемое уравнением (2.9), как отме-

чено выше, не является потенциальным. Таким образом, в соотношениях  и

 скорость  вполне можно заменить на .
Введем некоторую характерную скорость  по формуле , которую можно

трактовать как среднюю скорость истечения сыпучего тела через выпускное отверстие
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Рис. 3. Эпюры безразмерной скорости  в случае  при разных коэффициентах скольжения. Про-
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шириной , поскольку величина  дает расход среды. Тогда используя формулу
для  решение (2.9) можно переписать в другой форме

(4.2)

Для сравнения запишем выражение для скорости среды на линии симметрии (  = 0)

(4.3)

и для средней скорости (совпадающей со скоростью при полном скольжении)

(4.4)

Формулы (4.2)–(4.4) позволяют рассчитать распределение скорости среды внутри
емкости через характерную скорость на выходе . Указанные формулы физически
правильно описывают поведение зависимостей скоростей , ,  от ширины выход-
ной щели : они с увеличением  растут.
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Для сравнения далее рассмотрим другой подход для моделирования истечения сы-
пучего груза из емкости, основанный на представлении гранулированной среды как
дискретных слоев (ДС).

5. Моделирование истечения сыпучего тела с использованием ДС. Для приближенно-
го описания сформулированной выше задачи об истечении сыпучего тела из бункера
может быть использована точка зрения Лагранжа к изучению движения среды. Пусть
среда истекает с интенсивностью  > 0 и пусть эффект сцепления сыпучего тела со
стенкой отсутствует (Λ = 1). В начальный момент времени  выбираем любой эле-
ментарный объем среды высотой  (рис. 6), которую назовем “крупной частицей” или
элементарным “дискретным слоем” (ДС) [12]. В качестве лагранжевой координаты
примем начальную координату центра ДС, так что

где  – эйлерова координата центра ДС (координата  начинается от плоскости вы-
пускного отверстия). Необходимо найти закон движения ДС

За время  первоначальный слой высотой  перейдет в новое положение с высо-
той . Для несжимаемой среды площадь элементарного слоя будет постоянной. Учи-
тывая это условие вместе с геометрическими размерами емкости можно получить сле-

Q
= 0t t

h

= = ξ
 > = ξ

0

0

:
: ( , ),

t t x
t t x L t

x x

= ξ( , )x L t

− 0t t h

1h

Рис. 5. Эпюры скорости в случаях частичного  и полного  скольжения при одинаковом расходе сыпуче-

го материала (для ). Профили: 1 – Λ = 0.25, 2 – Λ = 1.
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дующие соотношения для разработки расчетных схем с целью последующего анализа
истечения сыпучей среды из бункера

(5.1)

Скорость дискретного элемента выражается как

(5.2)

Из формул (5.1) и (5.2) устремляя  к нулю  → 0 можно получить закон движения
среды (после раскрытия неопределенности )

(5.3)

а также скорость движения выбранной точки с координатой  в зависимости от вре-
мени

(5.4)
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Из (5.3) следует выражение для времени, в течение которого частица с начальной ко-
ординатой  достигнет выпускного отверстия (  = 0)

Видно, что зависимость характерного времени  от начальной координаты частицы 
подчиняется квадратичному закону. Причем величина  обратно пропорциональна
расходу , что согласуется с физическими соображениями: чем больше расход среды,
тем меньше время истечения.

Комбинируя формулы (5.3) и (5.4) получаем распределение скорости среды вдоль
оси 

(5.5)

Далее для удобства переходим к координате  (вместо ), начало которой отклады-
вается, аналогично r, от линии пересечения рассматриваемых плоскостей

Тогда (5.5) перепишется в виде

(5.6)

Здесь расход  аналогично предыдущему разделу можно представить в виде
. Напомним, что в подходе ДС используется только закон сохранения массы

без привлечения закона сохранения импульсов (в этом заключается простота подхода
ДС).

На рис. 7 проводится сравнение безразмерных скоростей, вычисленных по разным
формулам (2.17) и (5.6), соответствующим разным подходам описания истечения сы-
пучей среды. Видно, что оба рассмотренных здесь подхода дают значения скорости,
незначительно отличающиеся друг от друга, хотя с увеличением угла раствора разли-
чие между ними растет.

6. Расчет скорости и расхода сыпучего тела на выходе из емкости. Таким образом, как
следует из предыдущих разделов, распределение скорости внутри емкости зависит от
расхода  сыпучего материала через нижнее выпускное отверстие. В связи с этим для
полного описания приведенных выше моделей, необходимо указать способ определе-
ния расхода. Для расчета расхода разработаны различные подходы [13–17]. Далее ука-
жем на один из способов определения установившейся скорости гранулированного
потока  и расхода  на выходе из емкости. Для этого воспользуемся структурно-ме-
ханической моделью истечения сыпучей среды, изложенной в [17]. Здесь остановимся
на ключевых моментах данной модели. Вкратце, траектории зерен внутри бункера
разделены на разные зоны. В данном случае цель состоит в том, чтобы сосредоточить
внимание на скорости потока зерна на выходе из бункера. Поэтому здесь рассматри-
вается описание зоны выходного потока , ограниченной параболой (рис. 8). В этой
зоне гранулированные частицы сталкиваются с другими частицами непрерывно в хао-
тическом движении [16–18]. Следовательно, сыпучая среда в этой зоне находится в
свободнодисперсном состоянии и, согласно [7, 18] ее движение описывается уравне-
ниями непрерывной среды. С помощью круга Мора можно показать, что для несвяз-
ного сыпучего тела граница между динамическим сводом  и зоной обрушения 
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Рис. 7. Распределения безразмерной скорости в радиальном направлении при разных значениях угла рас-

твора: 1 – , 2 – , 3 – . Сплошные кривые – средняя скорость в рамках модели НС

 (зависит от ), штриховые кривые – скорость в рамках подхода ДС  (зависит

от ).
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Рис. 8. Диаграмма истечения сыпучего тела в зоне выхода (согласно [17]).
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представляет собой параболу [19] (рис. 8), высота которой  зависит от параметров
внутреннего трения среды и определяется по формуле

Здесь ,  – коэффициент и угол внутреннего трения в сыпучей среде.
Используя на линии симметрии уравнение Бернулли в [17] получены следующие

формулы для скорости истечения на линии симметрии и расхода среды на выходе

(6.1)

(6.2)
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Рис. 9. Зависимость безразмерной скорости на выходе  от угла раствора  (рад) при разных значениях уг-

ла внутреннего трения сыпучей среды : 1 –  (песок и др.), 2 –  (цемент и др.).
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где нижние индексы  и 0 отвечают точкам на вершине параболы и на выходе соответ-
ственно;  – скорость на линии симметрии на выходе;  – коэффициент местных по-
терь Дарси–Вейсбаха, характеризующий потери механической энергии потока сыпучей
среды при столкновениях частиц между собой [20, 21]. Анализ показал, что для доста-
точно малых по сравнению с размерами выпускного отверстия частиц коэффициентом
местных потерь механической энергии в формулах (6.1), (6.2) можно пренебречь
( ). Параметры  и  удобно записать в безразмерных формах

На рис. 9 показана зависимость безразмерной скорости истечения среды на линии
симметрии  от угла раствора  при разных углах внутреннего трения сыпучего
тела , соответствующих некоторым характерным сыпучим средам (песок, цемент и др.).
С увеличением  безразмерная скорость  сначала резко падает, затем меняется до-
статочно плавно. Причем различие скоростей истечения разных сред с ростом  по-
степенно увеличивается. Зависимость безразмерного расхода от коэффициента внут-
реннего трения  представлена на рис. 10. Видно, что безразмерный расход P с ростом 
быстро уменьшается.

Таким образом, зная расход сыпучей среды из емкости нетрудно рассчитать распре-
деление скорости внутри объема сыпучего тела (в частности, в зависимости от коэф-
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Рис. 10. Зависимость безразмерного расхода  от коэффициента внутреннего трения сыпучего тела .
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фициента скольжения, коэффициента внутреннего трения сыпучей среды и т.п.) по
формулам из предыдущих разделов.

Заключение. В рамках модели непрерывной среды изучено распределение скорости
сыпучего тела при истечении из емкости с учетом эффекта сцепления со стенками.
Проанализировано влияние коэффициента скольжения, характеризующего степень
сцепления со стенкой, на течение гранулированной среды. Проведено сравнение ско-
рости движения сыпучей среды при разных подходах, а именно, в рамках непрерыв-
ной среды и дискретных слоев, которое показало, что оба эти подхода дают примерно
одинаковые результаты. Данное обстоятельство позволяет утверждать, что для описа-
ния характеристик течения сыпучей среды в емкости наряду с моделью, основанной
на подходе непрерывной среды, вполне можно использовать в пределах допустимой
погрешности простую геометрическую модель, базирующуюся на представлении сы-
пучей среды как дискретных слоев.
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Modeling of Particulate Solids Expiration from a Container Taking into Account 
the Effect of Adhesion to the Wall
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Within the framework of the approach based on the equation of a viscous f luid as a continu-
ous medium (CM), the process of outflow of a granular medium under the action of gravity
from a volume between two plates inclined to each other at a certain angle has been studied.
On the boundary with a solid wall, the condition of partial slip (or adhesion) is accepted,
which is described by a certain coefficient that varies from 0 to 1. In a two-dimensional set-
ting, the distribution of the velocity of the medium inside the container is found. The influ-
ence of a change in the slip coefficient on the nature of the f low of a granular medium is an-
alyzed. The CM approach is compared with the approach based on the description of
a granular medium as discrete layers (DL). Formulas for the speed and flow rate of a granu-
lar body at the outlet of the tank are given. The dependences of these parameters on the co-
efficient of internal friction and the opening angle between the plates are analyzed.

Keywords: granular medium, container, gravity, outflow, slip coefficient, f low rate
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Рассматривается течение вязкого сжимаемого газа, истекающего из вершины плос-
кого клина. Показано, что несимметричное автомодельное течение возможно и реа-
лизуется при задании специальных граничных условий на температуру стенок кана-
ла. Для случая малых дозвуковых скоростей течений газа при постоянной, но раз-
личной температуре стенок клина, найдено асимптотическое решение. В общем
случае полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений решается
численно.

Ключевые слова: течения вязкого газа, уравнения Навье–Стокса, точные решения ти-
па Джеффри–Гамеля
DOI: 10.31857/S003282352205006X

1. Введение. Известное точное решение Джеффри–Гамеля уравнений Навье–Сток-
са для случая течения вязкой несжимаемой жидкости описывает автомодельное тече-
ние в плоском клиновидном диффузоре от источника/стока, расположенного в вер-
шине клина [1, 2]. В случае конфузорного течения (сток), решение существует при
любых числах Рейнольдса , произвольном угле раствора клина  и является
симметричным относительно плоскости θ = 0, рис. 1. В случае диффузорного течения
профиль скорости в поперечном направлении, при достижении некоторого критического
числа , оказывается немонотонным. При увеличении числа  воз-
никают области возвратного течения, и профиль скорости может стать несимметрич-
ным. При дальнейшем увеличении  возникает симметричное решение с одним ми-
нимумом и двумя максимумами скорости. Во всех этих решениях имеются чередую-
щиеся области вытекающей и втекающей жидкости. При  наблюдается
увеличение числа локальных минимумов и максимумов, поэтому определенного пре-
дельного решения не существует, что, по всей видимости, связано с тем, что при уве-
личении  стационарное диффузорное течение описанного типа вскоре после до-
стижения некоторого критического значения делается неустойчивым и в действитель-
ности возникает нестационарное турбулентное движение [3].

Для несжимаемых течений в работе [4] дано описание широкого класса известных и
новых точных решений уравнений Навье–Стокса, в частности известного решения
Джеффри–Гамеля для течения вязкой несжимаемой жидкости в плоском диффузоре.

Вопросам возможности построения автомодельных течений типа Джеффри–Гаме-
ля для течения вязкого сжимаемого газа посвящены работы [5–13]. В [5] рассмотрена

Re α < π2

= maxRe Re > maxRe Re

Re

→ ∞Re

Re
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задача о течении вязкого газа в коническом диффузоре с граничными условиями про-
скальзывания на стенках. В [6, 7] также рассмотрена задача о течении газа в кониче-
ском диффузоре с наличием внутри потока внутреннего объемного источника/стока
энергии. Другие автомодельные осесимметричные решения уравнений Навье–Стокса
для течений вязкого газа получены в работах [8, 9].

В работах [10, 11] рассмотрен класс автомодельных решений для течения газа в
плоском клине. При этом в [10] рассмотрено течение газа твердых сфер и максвеллов-

ских молекул, для которых коэффициент динамической вязкости  и  со-
ответственно. В работе [11] найдено аналитическое решение для произвольной сте-

пенной зависимости коэффициентов переноса от температуры  (закон Фроста).
В работе [12] рассмотрено аналогичное автомодельное течение вязкого сжимаемого
газа от струи (источника импульса), истекающей в область между двумя расходящи-
мися стенками. Точное решение уравнений Навье–Стокса для течений Куэтта и Пуа-
зейля горячего газа с коэффициентом вязкости, зависящим от температуры по закону
Сазерленда, получено в работах [13, 14].

В недавней работе [15] установлено, что автомодельное решение существует и для
течения вязкого газа, у которого коэффициенты переноса зависят от температуры
произвольным образом, . Во всех выше перечисленных работах, посвящен-
ных автомодельным течениям вязкого газа, рассмотрены исключительно симметрич-
ные режимы течения.

В настоящей работе аналитически и численно изучается возможность построения
автомодельных несимметричных решений типа Джеффри–Гамеля для течений вязко-
го сжимаемого теплопроводного газа в плоском диффузоре.

2. Автомодельные течения типа Джеффри–Гамеля. Рассмотрим течение вязкого газа,

истекающего из вершины плоского клина при различной температуре стенок  и ,
рис. 1.

Уравнения Навье–Стокса в полярных координатах (r, θ) (рис. 1), записанные в без-
размерных переменных, имеют вид [16]:

(2.1)

η 0.5~ T η ~ T

η ~ kT

η = η( )T

+
wT −

wT

( )∂ ρ =
∂

1 0r u
r r

Рис. 1. Схема течения в плоском клине.
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�
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(2.2)

(2.3)

(2.4)

Течение предполагается радиальным, . Компоненты тензора вязких на-
пряжений  и тензора скоростей деформации  имеют вид:

В уравнениях (2.1)–(2.4) безразмерные переменные связанны с размерными газо-
динамическими параметрами, помеченными звездочкой, следующим образом:

где , , ,  и  – соответственно плотность, скорость, температура, коэффици-
ент вязкости и теплопроводности в некоторой точке  на оси клина. Газ считается

совершенным, так что . Число Маха , число Рейнольдса  и число
Прандтля  вычисляются по правилам:

В уравнении энергии (2.4) учтены члены, отвечающие за диссипацию энергии
вследствие влияния вязкости. Как будет показано ниже, при умеренных числах 
число Рейнольдса в автомодельном решении оказывается небольшим, т.е. вязкость и
диссипация энергии оказывает влияние на все поле течения внутри клина.

Автомодельное решение уравнений (2.1)–(2.4) ищем в виде:

(2.5)

Показатель m назовем параметром автомодельности. Как было показано ранее в рабо-
тах [9–11], для существования плоских автомодельных решений необходимо выпол-
нение следующего условия:

Вопрос существования автомодельных решений при k = 0 и различных значениях m в
зависимости от определяющих параметров задачи для случая симметричных плоских
течений исследован в работе [9]. Течения газа при m ≠ 0 оказываются более сложными
для исследования. Решение в этом случае сводится к анализу системы нелинейных
дифференциальных уравнений с заранее неизвестным параметром автомодельности

, который должен определяться в процессе численного решения задачи.
В настоящей работе рассматривается иной случай, а именно , . В [15]

установлено, что в этом случае автомодельное решение может быть построено при
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произвольной зависимости коэффициентов переноса от температуры. Ниже при изу-
чении несимметричных решений для определенности предполагается степенная зави-

симость, .
3. Автомодельное течение газа в клине при различной температуре стенок. Для получе-

ния несимметричных решений температуру стенок клина будем считать различной,
но постоянной. Подставляя (2.5) в (2.1)–(2.4) легко убедиться, что уравнение нераз-
рывности (2.1) выполняется автоматически, а уравнения (2.2)–(2.4) можно переписать
в виде следующей системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ):

(3.1)

(3.2)

(3.3)

с граничными условиями прилипания скорости и заданной температурой на стенках
клина:

Из условия нормировки для параметров течения на оси клина при  имеем:

(3.4)

Продифференцируем уравнение (3.1) один раз по  и вычтем из (3.2). В результате по-
лучим следующее уравнение:

решение которого имеет вид:

(3.5)

где  и  некоторые константы. Подставляя в (3.1) вместо выражения  правую
часть уравнения (3.5) получаем:

(3.6)

Используя условия нормировки (3.4) находим связь между константой  и числами
 и :

Подставим (3.5) и (3.6) в уравнение энергии (3.3) и проинтегрируем один раз по .
В результате получим следующее выражение:

η ~ kT

( )− η + η =
θ θ0

4Re 0
3

d dup u
d d

( )= η + η
θ θ θ0

4Re
3

dp du d u
d d d

( ) ( ) ( ) = η + η + θ θ θγ −  

2
2

0 2
0

1 4Re
31 M Pr

d dT duup u
d d d

±
θ=±α θ=±α= =0, wu T T

θ = 0

= = =
γ 2

0

1(0) 1, (0) 1, (0)
M

u T p

θ

( )η + η =
θ θθ

2

2 0,du d du
d dd

η = θ + θ
θ

sin cos ,du a b
d

a b η θ/du d

= η − θ + θ0
4Re cos sin
3

p u a b

a
0M 0Re

= −
γ

0
2
0

Re4
3 M

a

θ

η + θ + θ =
θγ −2

0

1 sin cos ,
M Pr( 1)

dT au bu Q
d



745АВТОМОДЕЛЬНЫЕ НЕСИММЕТРИЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОГО ГАЗА

которое с учетом (3.5) перепишем в виде:

(3.7)

где Q – некоторая константа.
Используя полученное выражение (3.7) можно определить удельный тепловой по-

ток через стенки канала в азимутальном направлении:

(3.8)

Введем безразмерный тепловой поток  и перепишем (3.8) в следующей
форме:

Тогда используя (3.7) и учитывая, что в безразмерных переменных , получаем:

(3.9)

где  – единичный вектор в азимутальном направлении. Из полученного соотноше-
ния (3.9) видно, что константа Q пропорциональна величине теплового потока через
стенки клина. Из (3.9) также следует, что абсолютная величина теплового потока че-
рез нижнюю и верхнюю стенки клина одинакова. При этом если , то к верхней
стенке подводится тепло, а от нижней стенки тепло отводится.

Равенство по модулю величин тепловых потоков через стенки клина объясняется
тем, что в автомодельном течении поток энергии в радиальном направлении отсут-
ствует, так как при  температура, как это следует из (2.5), не зависит от ,

. Таким образом, в полученном решении перенос тепловой энергии наблюда-
ется только в азимутальном направлении. Заметим, что поскольку в азимутальном на-
правлении отсутствует перенос иного вида энергии, то равенство тепловых потоков
обусловлено законом сохранения энергии.

4. Аналитическое решение для случая малых дозвуковых скоростей течения газа в кли-

не. Введем безразмерный параметр  и рассмотрим предельный случай
, соответствующий малым дозвуковым скоростям течения газа в клине. Очевид-

но, что решение задачи зависит от величины теплового потока Q. Для получения на-
глядного результата по влиянию разницы температур стенок клина на симметрию ре-
шения, рассмотрим случай сильного теплового потока, .

Решение уравнений (3.5), (3.7) будем искать в виде степенных рядов по малому па-
раметру 

Далее будем предполагать, что производные  и  ограничены всюду в обла-
сти течения. Тогда в нулевом приближении получаем следующую систему уравнений:
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где . При заданной зависимости  решение уравнения (4.2) с
учетом условий нормировки (3.4) принимает вид:

(4.3)

Откуда видно, что температура ,  на стенках клина, полуугол раствора  и тепло-
вой поток  в нулевом приближении связаны соотношениями:

Из уравнений (4.1) и (4.2) с учетом соотношений (4.3) получаем следующее дифферен-
циальное уравнение:

решение которого с учетом условий нормировки (3.4) принимает форму:

Значения констант  и  определяются из граничных условий прилипания скорости

на стенках клина. Используя значения температур на стенках ,  данные условия
можно записать в виде:

Рассмотрим случай степенной зависимости . Тогда интеграл (4.3) прини-
мает вид:

(4.4)
Используя данное выражение можно найти решение уравнения (4.1) в квадратурах:

(4.5)

Здесь учтены условия нормировки (4.3). Константы a и b определяются из следующих
соотношений:
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В частном случае модели газа сверхтвердых частиц ( ) решения (4.4), (4.5) прини-
мают простую форму:

(4.6)

откуда следует, что профиль скорости оказывается симметричным. Полученное выра-
жение совпадает с решением, найденным ранее в работах [11, 15], где в частности рас-
смотрен случай симметричного течения газа с постоянными коэффициентами пере-
носа, . Модель газа сверхтвердых частиц, встречалась в работах по кинетической
теории (см. [17]). Эта модель основана на предположении о том, что дифференциаль-
ное сечение рассеяния растет прямо пропорционально относительной скорости со-
ударяющихся частиц. Несмотря на указанное нефизическое поведение сечения рассе-
яния, данная модель оказалась чрезвычайно полезной при построении точных реше-
ний уравнения Больцмана [18–20].

Сравнение симметричного (4.6) и несимметричного профиля скорости в нулевом
приближении для течения одноатомного газа максвелловских молекул ( ) [21] в
клине с углом полураствора  рад при  показано на рис. 2.

5. Численное исследование несимметричных решений при различных числах Маха те-
чения газа на оси клина. При произвольном числе Маха система уравнений (3.5), (3.7)
не поддается аналитическому рассмотрению, поэтому для получения решений требу-
ется численное исследование задачи. Для удобства и простоты процедуры численного
расчета вместо решения краевой задачи с заданными параметрами (угол , температу-

ра стенок ,  и числа , ), решается задача Коши с начальными условиями на
оси клина для скорости  и температуры  в областях  и ; при
этом значения чисел ,  и Q считаются заданными. В ходе численного интегри-
рования угол раствора клина  находится из условия равенства нулю скорости на

стенках канала: , , где ,  – значение азимутальной
координаты на верхней и нижней стенках соответственно. Температура стенок опре-

= 0k

α − θ= + Χθ =
α −

0 0 cos cos1 , ,
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= 0k

= 1k
α = 0.4 Χ = 1

α
+
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=(0) 1u =(0) 1T θ > 0 θ < 0
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α2
+ −θ = θ =( ) ( ) 0w wu u + −α = θ − θ2 w w

+θw
−θw

Рис. 2. Сравнение автомодельных решений; сплошная линия – несимметричный профиль скорости, штри-
ховая линия – симметричный профиль скорости.
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деляется в результате численного интегрирования при заданном значении теплового

потока Q, .
Ниже приведены результаты численных расчетов для течения одноатомного гелия

,  при . Сравнение профилей скорости и температуры при
,  для  в несимметричном случае и  в симметричном

случае, представлено на рис. 3 и рис. 4. Отметим, что заметное отличие от симметрии
течения проявляется при достаточно большом перепаде температур на стенках канала.

На основании проведенных систематических расчетов можно сделать вывод, что
автомодельное несимметричное течение существует лишь в ограниченном диапазоне

± ±= θ( )w wT T

γ = 5/3 =Pr 2/3 = 1k
=0M 1.5 =0Re 1000 = 8Q = 0Q

Рис. 3. Профили скорости; сплошная линия – симметричный профиль, штриховая линия – несимметрич-
ный профиль.
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Рис. 4. Профили температуры; сплошная линия – симметричный профиль, штриховая линия – несиммет-
ричный профиль.
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значений Q. Оказывается, что при некотором предельном значении  температура
на одной из стенок клина обращается в ноль. Зависимость величины Xmax =

= , которая пропорциональна безразмерному тепловому потоку через
стенки клина, от числа Маха на оси  показана на рис. 5 при различных углах рас-
твора клина  рад,  рад и  рад.

Как видно из данного рисунка, при увеличении  максимально возможный теп-
ловой поток увеличивается. Это объясняется тем, что по мере увеличения  темпе-
ратура на одной из стенок канала увеличивается, а следовательно растет перепад тем-
ператур. При увеличении угла раствора клина перепад температур уменьшается.

Заключение. В рамках уравнений Навье–Стокса установлена возможность построе-
ния несимметричных точных решений типа Джеффри–Гамеля для течения вязкого
сжимаемого газа в плоском клине. Для степенной зависимости коэффициентов пере-
носа от температуры показано, что несимметричное автомодельное течение реализу-
ется при различной температуре нижней и верхней стенок клина. В полученном реше-
нии перенос тепловой энергии имеет место только в азимутальном направлении, причем
суммарный тепловой поток через стенки клина оказывается равным нулю. Для случая ма-
лых дозвуковых скоростей течений газа найдено аналитическое решение.

Полученное решение имеет весьма специальный вид: скорость течения оказывает-
ся радиальной и постоянной на линиях тока θ = const, температура также постоянна
на линиях тока, а плотность и давление убывают обратно пропорционально расстоя-
нию от вершины клина. Подобное поведение решения наблюдалось ранее в работах
[10, 11, 15] при построении автомодельных решений стационарных уравнений Навье–
Стокса вязкого теплопроводного газа для источника массы и в работе [12] для источ-
ника импульса.

Известно [22], что автомодельные решения описывают не только поведение физи-
ческих систем в некоторых частных условиях, но и промежуточно-асимптотическое
поведение решений более широких классов задач в той области, где эти решения пе-
рестают зависеть от деталей начальных и (или) граничных условий, но система еще
далека от предельного состояния. Это означает, что полученное решение описывает
не только физически нереализуемое поле течения от точечного источника, истекаю-
щего в бесконечное пространство. Оно описывает также и реальное поле течения, воз-

maxQ

γ −2
max 0M Pr( 1)Q

0M
α =2 0.2 α =2 0.4 α =2 0.6

0M
0M

Рис. 5. Зависимость  от ; 1 –  рад, 2 –  рад, 3 –  рад.
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никающее в конечной области размером , если истечение с заданным расходом проис-
ходит не из точки, а из конечной области . При этом автомодельное решение будет
справедливым на расстояниях много больших , и вместе с тем, много меньших .
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Self-Similar Asymmetrical Flow of Viscous Gas in a Channel
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Two-dimensional f low of viscous compressible gas from source in an apex of wedge is con-
sidered. It is shown, when special temperature boundary conditions at the walls are speci-
fied, asymmetrical gas f low is possible. In the case of small subsonic f low of gas in a wedge
with constant but different walls temperature asymptotic solution is found. In the general
case, obtained system of ordinary differential equations is solved numerically.

Keywords: viscous gas f low, Navier–Stokes equations, Jeffery–Hamel type exact solution
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Аналитически решается задача о сильном точечном взрыве с учетом неоднородно-
сти атмосферы. Полученное авторами ранее численное решение подобной задачи
показало, что уже на начальной стадии процесса в сферическом слое газа внутри обла-
сти взрыва, прилегающем к фронту ударной волны, образуются вихревые структуры.
Поскольку для этих малых времен решение незначительно отличается от точного ре-
шения Л.И. Седова, методом возмущений проводится теоретическое исследование те-
чения во внутренней области взрыва, позволившее объяснить возникновение таких
вихревых образований.

Ключевые слова: сильный точечный взрыв, неоднородная атмосфера, метод возмуще-
ний, вихревые структуры
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1. Введение. В настоящее время задачи теории точечного взрыва вновь выдвинулись
в ряд задач первостепенной значимости в связи с реальностью вторжения в атмосферу
Земли малых космических тел и их возможном взрыве в ней, что подтвердилось в ходе
падения, фрагментации [1] и последующими взрывами осколков челябинского боли-
да 15 февраля 2013 г. [2].

В данной работе исследуется эволюция объема газа, охваченного фронтом ударной
волны, при сильном точечном взрыве в экспоненциальной атмосфере для малых мо-
ментов времени. Как известно, для достаточно большого промежутка времени, когда
ударная волна уходит на значительное расстояние от точки взрыва, под действием
конвекции “огненный” шар около его центра трансформируется в вихревую тополо-
гическую структуру типа тора [3, 4]. В ходе численного эксперимента, проведенного
авторами в [5], было выявлено, что вихревые тороидальные структуры в сферическом
слое, прилегающем к фронту ударной волны, в задаче о сильном точечном взрыве об-
разуются уже и на начальной стадии (порядка нескольких десятых секунды) при учете
неоднородности атмосферы. Этот факт означает, что для момента времени, близкого
к началу взрыва, малые возмущения (незначительное проявление стратификации ат-

УДК 534.222.2

EDN: GQEEQW
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мосферы по высоте), возникающие только на фронте ударной волны (см. ниже), ока-
зывают заметное влияние на решение исходной системы уравнений в некоторой части
газа внутри области взрыва. Здесь проводится теоретическое исследование течения во
внутренней области сильного точечного взрыва методом возмущений. Полученное
аналитическое решение поставленной задачи позволяет объяснить причину возник-
новения тороидальных вихревых структур на ранней стадии точечного взрыва в неод-
нородной атмосфере.

2. Постановка задачи. Рассматривается задача о сильном точечном взрыве в экспо-
ненциальной атмосфере: , где  – плотность на высоте взрыва, 
параметр неоднородности атмосферы. Численное решение задачи показало образова-
ние вихревых структур внутри области взрыва уже на ранней стадии процесса (см. рис. 1,
на котором представлены линии равной завихренности (замкнутые структуры около
фронта УВ)  и линии тока (расходящиеся веером от центральной области на-
правленные линии) в вертикальной плоскости сечения области взрыва для момента
времени  c в задаче о сильном точечном взрыве с энергией  кТ на высоте
1 км в неоднородной атмосфере в отсутствие гравитации и противодавления) [5].
Из рис. 1 видно, что уже на начальном этапе эволюции взрыва в сферическом слое,
прилегающем к фронту ударной волны, возникли четыре тороидальные вихревые об-
ласти некругового сечения, в которых направления движения чередуются (в верхнем
тороиде направление по часовой стрелке – отрицательные значения компоненты за-
вихренности, в следующем против – положительные значения компоненты завихрен-
ности, и т.д.; величины завихренности безразмерны и поэтому их численные значения
порядка сотых от единицы малоинформативны).

Исходная система уравнений в сферических координатах ( , ) для газодинамиче-
ских функций , , ,  – плотности, давления, радиальной и азимутальной компо-
нент скорости (  – скорость фронта ударной волны,  – уравнение фронта
ударной волны) такова:

1. Уравнение неразрывности

(2.1)

2. Уравнения движения (  – ускорение свободного падения)

(2.2)

(2.3)

3. Закон сохранения энергии

(2.4)

Уравнение фронта

(2.5)
Уравнение движения фронта

(2.6)

( )ρ = ρ −0 exp /z H ρ0 H

± urot

= 0.6t = 15E

R θ
ρ P Ru θu

c ( )= θ,R S t

( ) ( ) ( )θ θ θ∂∂∂ ∂ ∂ρ + ρ + ρ + + + − θ =
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u u uu uu
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2 1 sinR R R
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uu u u u Pu ag
t R R R
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∂ ∂ ∂θ ρ ∂θ

1 cosRR
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θ
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Условия на фронте

(2.7)

где параметры , ,  равны единице. Цель их введения – разделение влияния трех
различных факторов:  – ускорения свободного падения,  – противодавления,  –
неоднородности атмосферы.

( )  ∂+ = − βγ ∂θ γ + ρ 

2
0

2 2
0

1 21 1
1R

PSu c
S c

( )
( )

θ
 ∂ ∂+ = − βγ ∂θ γ + ∂θ ρ 

  θ= ρ − βγ −μ γ + ρ 

2
0

2 2
0

2 0
0 2

0

1 2 11 1
1

2 sin1 exp
1

PS Su c
SS c

P SP c
Hc

( ) γ + γ θρ = ρ + β −μ γ − γ − ρ 

2 0
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0
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1 1

P Sc
Hc

α β μ
α β μ

Рис. 1.
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Из закона сохранения энергии следует

(2.8)

где  – энергия взрыва.
При  решение определяется из решения данной системы уравнений (2.1)–(2.8)

при условиях: , , ,  – сильный точечный взрыв в однород-

ной атмосфере [6].
Предварительно поставленная таким образом задача (2.1)–(2.8) исследовалась ка-

чественно методом возмущений для случая сильного взрыва в неоднородной атмо-
сфере в отсутствие гравитации и противодавления. Было выявлено наличие вихревых
движений внутри области газа, возмущенного ударной волной без явного представле-
ния выражения для функции , то есть было доказано, что уже на раннем этапе
развития взрыва  [5].

Целью настоящей работы является исследование начального этапа развития про-
цесса с явным определением функции . В [5] было показано, что на этом этапе
главный вклад вносит неоднородность атмосферы, поэтому ниже полагается

, то есть исключается влияние силы тяжести и противодавления. Также было
доказано, что образование вихревых структур – реальное физическое явление, а не
эффект схемной вязкости в численных расчетах.

3. Методика исследования задачи. Асимптотики. Итоговые результаты. После ввода
безразмерной координаты  по формуле ; и неизвестных функций , , ,

, :

– константа, имеющая размерность энергии, выбирается из условия, чтобы при
 уравнение фронта имело вид . Система (2.1)–(2.8) примет вид (ниже

черта опущена):

(3.1)

(3.2)
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(3.3)

(3.4)

Уравнение фронта волны представляется в виде

(3.5)
Уравнение движения фронта

(3.6)

Условия на фронте

(3.7)

Соотношение (2.8) примет вид

(3.8)

Начальные условия при  соответствуют автомодельному решению при
 [6]. В момент, близкий к начальному наиболее значительное влияние

оказывают слагаемые с параметром  [5] поэтому положим .
Представим неизвестные функции в виде

(3.9)

Сделаем замену переменной

(3.10)

Тогда система (3.1)–(3.8) примет вид

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Уравнение фронта

(3.15)

Уравнение движения фронта

(3.16)

Условия на фронте 

(3.17)

(3.18)

Представим неизвестные функции в виде

где , ,  решение соответствующей системы при . Раз-
лагая по параметру  для членов первого порядка, получим систему уравнений.

Согласно (3.11)–(3.14)
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Уравнение движения фронта

(3.24)

Условия на фронте при 

(3.25)

(3.26)

Представим неизвестные функции в виде

(3.27)

Для их определения, используя (3.19)–(3.27), получим следующую систему соотноше-
ний:

Согласно (3.19)–(3.22)
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Согласно (3.24)
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Представим искомые функции в виде

В дальнейшем волну опускаем.
При  функции , ,  стремятся к следующим значениям [5]:

(3.34)

здесь .
При  система (3.28)–(3.33) примет вид

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Согласно (3.32)
(3.39)

Согласно (3.33) условия на фронте при  примут вид

(3.40)

Отметим, что использовать приближенную оценку разложения по  можно лишь
вблизи границы фронта волны , поскольку при  значение  стремится к
нулю и приближенное представление  в виде ряда невозможно.

Используя явные выражения для функций (3.34), систему (3.35)–(3.40) представим
в виде:

(3.41)
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Согласно (3.39), (3.40) условия при  примут вид
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Система дифференциальных уравнений (3.41)–(3.44) решается по следующей схеме:
Согласно (3.41)

Используя (3.42), получим

Интегрируя данное соотношение с условиями (3.45), получим

(3.46)

Согласно (3.46)

(3.47)

Согласно (3.42)

(3.48)

Согласно (3.47)–(3.48)

(3.49)

Используя (3.44), получим дифференциальное уравнение для определения 

(3.50)

Неизвестную функцию  представим в виде .
Тогда для отыскания  имеем дифференциальное уравнение

(3.51)

С начальными условиями ,  при . Уравнение

преобразуется к виду
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Интегрируя с учетом начальных условий, получим

тогда

Далее введем обозначение 

Следовательно

(3.52)

Согласно (3.48), (3.52)

(3.53)

Согласно (3.47), (3.52), (3.53)

(3.54)

Согласно (3.43)

(3.55)

Решение соответствующего однородного уравнения

может быть представлено в виде
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Тогда решение (3.55) (после подстановки значений  и ) имеет вид

(3.56)

При этом, поскольку ротор имеет единственную ненулевую составляющую, она
может быть представлена в виде:

При  имеем . Следовательно, значение ротора скорости непосред-

ственно за фронтом УВ отлично от нуля.
Заключение. В статье дано качественное объяснение возникновения завихренно-

сти, вызванное только неоднородностью атмосферы по высоте, уже для малых значе-
ний времени (несколько десятых секунды). Дальнейшее исследование предполагает
изучение процесса для больших значений времени и учета влияния гравитации и про-
тиводавления на развитие завихренности внутри области, охваченной фронтом УВ.
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The problem about strong pointed explosion in non-uniform atmosphere is analytically
solved. Earlier numerical solution of a similar task received by authors showed that already at
an initial stage of process in a spherical gas layer in explosion area, adjacent to the front of a
shock wave, vortex structures are formed. As for these small times the decision slightly dif-
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fers from the exact decision of L.I. Sedov, the method of indignations conducts the theoret-
ical research of a current in internal area of explosion which allowed to explain emergence of
such vortex educations.

Keywords: strong point explosion, inhomogeneous atmosphere, perturbation method, vortex
structures
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В настоящей работе рассматриваются два обоснованных подхода к задаче численно-
го моделирования распределения концентрации мелкодисперсного аэрозоля в спи-
ралевидных вихревых структурах (роллах) в атмосферном пограничном слое с целью
оценивания вклада вихревых структур в перенос аэрозолей через пограничный слой.
С использованием методов теории возмущений получено приближенное решение
стационарной пространственно-периодической сингулярно возмущенной задачи
типа реакция–диффузия–адвекция, моделирующей распределение аэрозоля в вих-
рях, оценен остаточный член и предложен метод численного решения задачи нуле-
вого приближения. В качестве альтернативного подхода к задаче численного моде-
лирования поля концентраций аэрозоля в роллах рассмотрена реализация метода
эволюционной факторизации. С использованием модельных данных получена
оценка количества аэрозоля, переносимого вихревыми структурами.

Ключевые слова: атмосферный пограничный слой, мезомасштабная циркуляция,
транспорт аэрозоля, сингулярные возмущения, асимптотические методы и их прило-
жения, задачи типа реакция–диффузия–адвекция, математическое моделирование
полей концентраций малых примесей в атмосферном пограничном слое
DOI: 10.31857/S0032823522050071

1. Введение. Во второй половине XX века было обнаружено, что большая часть тур-
булентного атмосферного пограничного слоя (АПС) занята роллами – упорядочен-
ными спиралевидными вихрями (валами) с горизонтальной осью, по направлению
близкой к среднему направлению геострофического ветра (см., например, [1]).
На спутниковых снимках пограничного слоя роллы выглядят, как “облачные улицы” –
вытянувшиеся на сотни километров параллельные ряды с периодом в несколько ки-
лометров, сохраняющиеся в течение нескольких суток. Облака в таком случае форми-
руются в области восходящих движений между роллами при соответствующих термо-
динамических условиях (см. рис. 1). Возникновение роллов, как правило, является
следствием развития гидродинамических неустойчивостей в АПС [1, 2], в том числе и
конвективной неустойчивости при умеренных ветрах (2–3.5 м/с), развивающейся как
в умеренных и южных широтах, так и в высоких при холодных вторжениях [3–7].

УДК 504.35

EDN: DIKFMZ
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В безоблачных условиях спиралевидные вихри также хорошо наблюдаются сред-
ствами дистанционного зондирования в других диапазонах волн [3, 4, 8, 9]. На рис. 2
представлено пространственно-периодическое распределение аэрозоля (мелкая
фракция), зафиксированное с помощью лидарных измерений коэффициента обрат-
ного рассеяния на пыли в пустынях Калмыкии [10], где из-за низкой влажности обра-
зование облачности в области локализации вихревых структур не происходит. Про-
странственный масштаб квазипериодичности зафиксированных аэрозольных слоев
составляет 2–5 км, что характерно для валиковой циркуляции, высота роллов – не более
2 км [11]. Периодичность в распределении аэрозоля отмечается на всех высотах лидар-
ного зондирования – от 300 м до 1000 м.

Согласно оценкам, вклад мезомасштабных роллов в тепломассоперенос через АПС
составляет от 20 до 60%, причем вклад в вертикальный перенос в высоких широтах
превалирует над турбулентным [6, 7, 12]. Роллы играют важную роль в индуцировании
формирования новых частиц и, соответственно, образования ядер облачной конден-
сации [13]. В океаническом пограничном слое наблюдаются схожие движения (ленг-
мюровская циркуляция) [14]. Совокупность этих факторов и того, что оценки мощно-

Рис. 1. Роллы над Каспийским морем, 6 октября 2019 г.

Рис. 2. Пространственная структура распределения аэрозолей в пограничном слое атмосферы–лидарные
измерения коэффициента обратного рассеяния c самолета на высоте 1 км, Калмыкия.
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сти антропогенных выбросов аэрозолей в атмосферу составляют порядка 107–108 т. в
год [15, 16], делают задачу моделирования распределения концентраций мелкодис-
персных аэрозолей в роллах существенной для моделирования процессов переноса и
химической трансформации антропогенных примесей в АПС в целом.

Особый интерес представляет задача переноса аэрозолей в случае, когда тяжелый
аэрозоль вступает в реакцию с внешней средой или распадается. Распространяясь в
атмосфере, он диффундирует и под действием силы тяжести опускается на землю с
постоянной скоростью, которая предвычисляется из задачи Стокса [17, 18].

В настоящей работе предлагаются два обоснованных метода расчета полей концен-
траций мелкодисперсных аэрозолей в вихревых структурах, использующих результаты
моделирования поля скоростей в вихрях [19]. На основе методов теории возмущений [20]
получено приближенное решение стационарной пространственно-периодической
сингулярно возмущенной задачи реакция–диффузия–адвекция, моделирующей рас-
пределений аэрозоля, оценен остаточный член и предложен метод численного реше-
ния задачи нулевого приближения. В качестве альтернативного подхода к задаче чис-
ленного моделирования поля концентраций рассмотрена реализация метода эволю-
ционной факторизации, на основе которого исследован вопрос о влиянии величин
скоростей распада и оседания аэрозоля на распределение концентрации этой примеси
в роллах. Использование этих двух подходов строго обосновано с привлечением мето-
дов и результатов [20–23]. Таким образом, описано единственное устойчивое стацио-
нарное состояние системы путем описания распределения концентрации аэрозоля,
отвечающего этому состоянию. С использованием модельных данных получена оцен-
ка количества переносимого аэрозоля.

В заключение этого параграфа отметим другие примеры эффективного использова-
ния методов асимптотического анализа при решении прямых и обратных задачах ат-
мосферной диффузии малых примесей [24–26], связанных с получением оценок
эмиссий локальных и распределенных источников загрязняющих примесей и пара-
метров турбулентной диффузии для устойчивого или нейтрального АПС, а также при
решении обратных задач по восстановлению параметров моделей реакция–диффу-
зия–адвекция других приложений [27–32].

2. Постановка задачи. Изменение концентрации  аэрозоля при мигра-
ции через АПС описывается уравнением типа реакция–диффузия–адвекция [17]:

(2.1)

где  – среднее значение горизонтального коэффициента турбулентной диффузии,
 – вертикальный коэффициент турбулентной диффузии [17], ,  – состав-

ляющие средней скорости переноса примеси вдоль соответствующих осей,  – абсолют-
ная величина скорости оседания частиц примеси,  – мощность стока вещества.

В качестве масштабов длины, скорости и времени выберем толщину экмановского

слоя  м, скорость геострофического ветра  ~ 10 м/с [2] и , где
, Ω – угловая скорость вращения Земли,  широта, K – характерная вер-

тикальная турбулентная вязкость (подробнее см. [1, 2, 33, 34]). Поскольку характер-
ные горизонтальные масштабы развивающихся структур кратны высоте экмановского
слоя, то в качестве характерного пространственного масштаба по трем измерениям
используется высота слоя Экмана (см., например, [2, 11, 19]).

Заметим, что детальный анализ данных позволяет говорить о сосуществовании в
АПС наряду со структурами, горизонтальный масштаб  которых в несколько раз пре-
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восходит вертикальный , где , структур, вертикальный масштаб которых ра-
вен и меньше горизонтального  [6, 35].

Определим безразмерные переменные посредством соотношений: , ,

, где T – характерное время существования валиковых структур (несколько су-

ток),  – характерная концентрация, например, фоновое значение концентрации
(или ее среднее на некоторой высоте). Тогда в безразмерных переменных уравне-
ние (2.1) принимает вид:

(2.2)

Согласно [18] на высоте более 100 м над поверхностью Земли изменчивостью коэф-
фициента обмена можно пренебречь. Следовательно

где PrD – турбулентное диффузионное число Прандтля, Re – число Рейнольдса. В ле-
вой части уравнения (2.2) при производной от концентрации по времени в качестве

множителя содержится отношение характерного временного масштаба  к харак-
терному времени существования валиковых структур. Этот масштаб соответствует
времени установления экмановского профиля при изменении внешних условий
(напр., при изменении направления и скорости ветра), а также характерному времени
развития субмезомасштабных структур вследствие сдвиговых неустойчивостей [36],
обеспечивающих основной первичный вынос аэрозоля с поверхности. Поскольку

, то влиянием нестационарности можно пренебречь и рассматривать про-
цесс как стационарный. Сохранив прежние обозначения для безразмерных концен-
траций, скорости переноса и оседания примеси приходим к уравнению в безразмер-
ных переменных:

(2.3)

Заметим, что валиковыми структурами переносятся в основном мелкодисперсные
аэрозоли, для которых скорость оседания ∼1 см/с [34]. В таком случае безразмерная

скорость оседания  ~ .

Пусть в уравнении (2.1) , где  – скорость распада аэрозоля
(величина, обратно пропорциональная времени жизни примеси), а слагаемое 
описывает распад вещества за счет столкновения частиц при миграции аэрозоля.
Тогда уравнение (2.3) примет следующий вид:

(2.4)

где под обозначением  понимается вектор с компонентами , , ,

 и  безразмерные параметры модели.
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Поскольку поле скоростей  в уравнении (2.4) предполагается гладким, то реше-
ние краевой задачи для уравнения в ограниченной области с гладкой границей, вклю-
чающей в себя гряду роллов, и граничным условием смешанного типа [17], которое
соответствует заданию концентрации или нулевого потока вещества на различных ча-
стях границы, существует и единственно [21, 22], а также глобально устойчиво по Ля-
пунову [23] как стационарное решение соответствующей начально-краевой задачи
для уравнения:

(2.5)

где . Эти свойства стационарного решения ниже будут использо-
ваны для обоснования численного алгоритма расчета распределения концентрации
аэрозоля в вихревых структурах.

С целью выбора рациональных средств численного моделирования распределения
аэрозоля внутри вихревых структур, перейдем к эквивалентной (в области локализа-
ции вихревых структур) пространственно-периодической задаче для уравнения (2.4) в
полосе:

(2.6)

где  – малый параметр, , , ,  – некоторые положительные
числа (параметры расчетной области), функции ,  – -периодиче-

ские по переменной , непрерывно дифференцируемые в области ,  –
непрерывно дифференцируемая -периодическая по переменной  и -периодиче-
ская по переменной  функция, n – внутренняя нормаль к границе . Ось 
ориентирована по оси симметрии вихревых структур.

3. Численное моделирование распределения концентрации аэрозоля. Существуют раз-
ные возможности (в смысле выбора средств) в моделировании распределения аэрозо-
ля внутри вихревых структур. Рассмотрим два возможных подхода к решению этой за-
дачи.

Алгоритм построения численного решения задачи (2.6) основан на использовании
свойства единственности и глобальной устойчивости решения этой задачи как стаци-
онарного решения соответствующей начально-краевой задачи для уравнения (2.5) и
реализуется путем стационирования решения задачи для уравнения (2.5) к решению
задачи (2.6). В свою очередь, численное решение задачи для уравнения (2.5) выполня-
ется с использованием метода эволюционной факторизации [37] в расчетной области,
представляющей собой прямоугольный параллелепипед : ,

, в котором введена равномерная сетка, состоящая из  узлов.
Безразмерный шаг сетки соответствует пространственному расстоянию в 0.1 км. Про-
странственные шаги сетки одинаковы по каждому из трех направлений:  =
= 0.1 (в безразмерных переменных). Безразмерный шаг по времени выбирается рав-
ным . Точность метода эволюционной факторизации при таком выборе про-

странственного и временного шага составляет  [37]. Поэтому чис-
ленные расчеты проводились с точностью 0.01. По вертикали расчетная область начи-
нается с уровня , поскольку вынос аэрозоля возникает на субмезомасштабных
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движениях, которые “не разрешимы” в используемом приближении. К структурам,
обеспечивающим такое движение относятся, например, спонтанные вихри с верти-
кальной осью – пыльные дьяволы и термики. Они тянут частицы аэрозоля вверх.

В ходе реализации метода эволюционной факторизации трехмерный оператор Ла-
пласа заменяется на произведение трех одномерных, что позволяет решить уравнение
в три этапа, на каждом из которых решение уравнения сводится к решению ,

 обыкновенных дифференциальных уравнений методом прогонки. Метод
прогонки реализуется в соответствии с алгоритмом из работы [38].

На рис. 3–4 а)–в) представлены компоненты u1, u2, u3 вектора скорости переноса
[33], рассчитанные при условиях нейтральной стратификации для достаточно харак-
терных для АПС значениях , угле поворота по отношению к геострофическо-
му ветру 15°. На рис. 3–4 г)–е) представлены результаты по расчету безразмерной кон-
центрации , полученные при численном решении задачи (2.6) при различных
значениях безразмерных параметров ,  и  (в сечении вертикальной плос-
костью). Рисунки 3–4 ж) или з) – разности безразмерных концентраций, которые
представлены распределениям г) (уменьшаемое) и д) (вычитаемое) или д) (уменьшае-
мое) и е) (вычитаемое). Расчеты выполнены при различных граничных значениях

концентрации , равных 10 и 100.
Отметим, что согласно использованным данным [33] на верхней границе  (в

безразмерных единицах) величина компоненты скорости u3 равна нулю, а рассчитан-
ная концентрация постоянна и совпадает с фоновой. В связи с этим на рисунках пред-
ставлены только те области изменения соответствующих физических величин, на ко-
торых наблюдаются распределения, отличные от постоянных.

В работах [13, 34] показано, что значительное количество аэрозоля попадает в при-
осевую область вихрей. Согласно численным расчетам, представленным на рис. 3, 4,
распределение концентрации аэрозоля имеет пространственно-периодическую
структуру (что соответствует данным наблюдений [10]), согласованную с периодиче-
ской структурой поля скоростей [19, 33]. Основная масса увлекаемого вихрями аэро-
золя удерживается ими и переносится в горизонтальной плоскости. Смещение обла-
сти локализации вещества к нижней границе (по сравнению с результатами модели-
рования [13, 34]) связано с учетом распада и оседания вещества в модели (2.6). Учет
процесса оседания аэрозоля приводит к незначительным изменениям в распределе-

нии концентрации этой примеси, не превышающим  от граничного значения 
(по данным моделирования), причем наибольшее отличие величин концентраций при

 и  приходится на области с наибольшими значениями компонент
скорости переноса  и , которые определяют структуру распределения примеси по
вертикали (см. рис. 3 б), в), ж) и рис. 4 б), в), ж)). На эти же области приходится наи-
большее отличие величин концентраций при различных скоростях распада:  и

 (см. рис. 3 д), е), з) и рис. 4 д), е), з)). Покажем, что при таком выборе параметров
модели (2.6) процессы распада и переноса аэрозоля превалируют над диффузией и
определяют структуру поля концентраций аэрозоля в вихрях.

Рассмотрим следующую задачу Коши
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Рис. 3. Результаты расчетов при граничном условии , : а–в) – компоненты скорости пере-

носа; г–е) – поле концентраций при различных значениях ,  в случае ; ж) разность концентра-

ций, г) (уменьшаемое) и д) (вычитаемое), з) разность концентраций, д) (уменьшаемое) и е) (вычитаемое).
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Рис. 4. Результаты расчетов при граничном условии , : а–в) – компоненты скорости пере-

носа; г–е) – поле концентраций при различных значениях ,  в случае ; ж) разность концентра-

ций г) (уменьшаемое) и д) (вычитаемое), з) разность концентраций д) (уменьшаемое) и е) (вычитаемое).
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которая получается из задачи (2.6) при  без учета условия на верхней границе при
. Задача (3.1) разрешима единственным образом в классе функций

 ∩ , так как одна из горизонтальных компонент скорости
переноса всегда отлична от нуля [39, с. 46]. Заметим, что две другие компоненты ско-
рости переноса могут обращаться в нуль. Получим оценку точности приближенного
решения  задачи (2.6) при , используя метод верхних и нижних ре-
шений (см., например, [20]).

Определение. Упорядоченная пара -периодических по переменной  и -перио-

дических по переменной  функций ,  ∈  ∩ 
называется соответственно верхним и нижним решениями задачи (2.6), если при

 выполняются следующие дифференциальные неравенства:

Известно, что если существуют верхнее и нижнее решения задачи (2.6), то решение
 этой задачи заключено между верхним и нижним решениями (см. напр., [20]):

(3.2)

Верхнее и нижнее решения задачи (2.6) получим путем модификации приближен-
ного решения  определенным образом:

(3.3)

где  – решение задачи (3.1), , , , .
Лемма. Функции , , определяемые равенствами (3.3), являются верхним

и нижним решениями задачи (2.6).
Для доказательства леммы достаточно проверить выполнение неравенств 1)–3).

Подставляя функции (3.3) в неравенства 1)–2), имеем:

При  и  имеем неравенства:

выполнение которых обеспечивается за счет соответствующего выбора параметра мо-
дели b. Лемма доказана. Итак, имеет место двойное неравенство (3.2).
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Получим оценку остаточного члена. Поскольку  и β(x, ε) –

‒  = , где , то в силу неравенства треугольника:

(3.4)

в равномерной норме.
Теорема. Существует единственное классическое решение  задачи (2.6), удо-

влетворяющее при  оценке (3.4), где  – решение задачи (3.1).
Заметим, что в случае  справедлива аналогичная теорема с оценкой (3.4), в

которой . Доказательство теоремы легко получить, если положить  = .
Таким образом, в качестве модельной задачи может быть использована задача (3.1),

причем допущенная при этом ошибка в решении определяется неравенством (3.4).
Для численного решения задачи (3.1) можно использовать метод конечных элементов
[40], реализуемый в FEniCS Project (вычислительная платформа с открытым исход-
ным кодом (LGPLv3) для решения уравнений в частных производных) через API для
Python, дающий результат вычислений близкий (в соответствии с теоремой) к резуль-
тату, представленному на рис. 3, 4.

4. Обсуждение результатов. Оценка количества переносимого аэрозоля. Из общих тео-
рем теории линейных уравнений 2-го порядка в частных производных [21–23] следу-
ет, что состояние системы, которому соответствует стационарное распределение кон-
центрации аэрозоля, изменившись по причине внешнего возмущения, возвращается
в исходное стационарное состояние в силу устойчивости и единственности стацио-
нарного решения, описывающего это состояние. Таким образом, стационарное рас-
пределение концентрации аэрозоля отвечает наиболее вероятному состоянию этой
системы.

В результате численного моделирования установлено, что поле концентрации аэро-
золя в вихревых структурах имеет пространственно-периодическую структуру, согласо-
ванную с периодическим изменением поля скоростей [19, 33], что также согласуется с
данными наблюдений [10]. Учет распада и оседания аэрозоля приводит к смещению об-
ласти локализации вещества по вертикали в направлении нижней границы расчетной
области (по сравнению с данными моделирования [13, 34]).

Количество вещества Q, переносимое через сечение  км2 за 1 мин опре-
деляется формулой (в размерных переменных):

где  – масса молекулы аэрозоля,  – прямоугольная область:  ∈
∈ .

В разд. 3 на рис. 3, 4 приведены вычисленные значения интеграла

для поля скоростей [19, 33] и различных значений параметров модели (2.6).
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного

проекта № 18-29-10080 и Фонда развития теоретической физики и математики “Ба-
зис” в рамках гранта № 19-2-6-178-1.

Авторы выражают глубокую благодарность проф. В.Ф. Бутузову за внимание к ра-
боте и полезные рекомендации.
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On Estimation of the Contribution of Secondary Vortex Structures to the Transport 
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In this paper, we consider two reasonable approaches to the problem of numerical simula-
tion of the concentration distribution of finely dispersed aerosol in helical vortex structures
(rolls) in the atmospheric boundary layer in order to estimate the contribution of vortex
structures to the transport of aerosols through the boundary layer. Using the methods of per-
turbation theory, an approximate solution of a stationary spatially periodic singularly per-
turbed problem of the reaction-diffusion-advection type, which models the distribution of
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aerosol in vortices, is obtained, the residual term is estimated, and a method for numerically
solving the zero-approximation problem is proposed. As an alternative approach to the prob-
lem of numerical modeling of the aerosol concentration field in rolls, the implementation of
the evolutionary factorization method is considered. Using model data, an estimate of the
amount of aerosol carried by vortex structures was obtained.

Keywords: atmospheric boundary layer, mesoscale circulation, aerosol transport, singular
perturbations, asymptotic methods and their applications, reaction-diffusion-advection
problems, mathematical modeling of concentration fields of small impurities in the atmo-
spheric boundary layer
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