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В настоящей работе обсуждаются интеграль-
ные свойства обобщенных решений уравнения
Пуассона с быстро чередующимся краевым усло-
вием (Дирихле и Неймана). Устанавливается, что
в ограниченной области на плоскости с липши-
цевой границей модуль градиента решения при-
надлежит пространству  при достаточно ма-
лом .

Повышенная суммируемость градиента реше-
ний дивергентных равномерно эллиптических
уравнений с измеримыми коэффициентами на
плоскости вытекает из результатов работы [1].
Позже в многомерном случае для уравнений та-
кого же вида повышенная суммируемость гради-
ента решения задачи Дирихле в области с доста-
точно регулярной границей была установлена в
[2]. Отметим еще, что повышенная суммируе-
мость градиента решений задачи Дирихле в обла-
сти с лишицевой границей для уравнения p-Ла-
пласа с переменным показателем p, обладающим

+δ2L
δ > 0

логарифмическим модулем непрерывности, по-
лучена в [3].

Установленный в настоящей работе результат
позволяет улучшить ранее известные оценки ре-
шений задач с быстрой сменой типа краевых
условий (см. [4–6]).

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для простоты рассмотрим модельный случай
области , такой, что ,
0 < y < 1}. Отрезок на оси абсцисс [0, 1] разделим
на равные чередующиеся отрезки длины ε, кото-
рые обозначим через  и  соответственно, где

,  и N – нечетно. Ниже  означа-

ет объединение внутренностей отрезков  и по-
лагается .

Рассмотрим в области D задачу Зарембы вида

(1)

Стандартным методом с помощью теоремы Рисса о
представлении линейного функционала можно по-
казать, что если вектор-функция , f2) имеет
компоненты из , то существует единствен-
ное решение задачи (1) из соболевского про-
странства функций , имеющих нулевой
след на на Γ2.

⊂ R
2D = : < <{( , ) 0 1D x y x

Γ1
j Γ2

j

= , ,1j … N ε = 1
N

Γ1

Γ1
j

Γ = ∂ Γ2 1\D

Δ = , = Γ ,
∂ = Γ .
∂

2

1

div в 0 на

0 на

u f D u
u
n

= 1(f f
2( )L D

1
2 ( )W D
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ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Имеет место следующая

Т е о р е м а. Если , где , то су-
ществуют положительные постоянные  и C,
зависящие только от , такие, что для решения
задачи (1) справедлива оценка

(2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ниже  означает от-
крытый круг радиуса r с центром в точке ,  –
мера данного круга и полагается

Продолжим решение u задачи (1) четно относи-
тельно оси абсцисс, оставив за продолжением
предыдущее обозначение, и положим

Продолженная функция u является решением за-
дачи Дирихле

(3)

где  в  и  в
. Далее полагаем u = 0 и  вне обла-

сти . Ясно, что продолженная нулем функция u
принадлежит соболевскому пространству .

Следующий шаг – доказательство обратного
неравенства Гёльдера для градиента u решения
задачи (3), которое удовлетворяет интегральному
тождеству

(4)

на всех пробных функциях  с нулевым
следом на .

Сначала рассмотрим случай, когда , и
выберем в интегральном тождестве (4) пробную
функцию , где

+δ∈
02 ( )f L D δ >0 0

δ < δ0

δ0
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0

3
4
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RB

udx

а срезающая функция  такова, что 0 <

< η < 1,  в  и . В результате получим

Поскольку , то в силу неравенства Коши

Таким образом,

В итоге, так как  в  и , то

(5)

Далее воспользуемся неравенством Пуанка-
ре–Соболева (см., например, [7, теорема 5.6])

где . Для определенности считаем  и
из (5) вытекает

(6)
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Пусть теперь x0 принадлежит замыканию  и

. Выберем в интегральном тождестве

(4) пробную функцию  с такой же срезаю-
щей функцией, что и ранее. В результате получа-
ем оценку (5) c λ = 0, в силу которой

(7)

Сначала рассмотрим случай, когда .
Поскольку функция u продолжена нулем вне об-
ласти , то отсюда с учетом структуры множества

 вытекает, что для линейной меры lR тех точек

пересечения  с осью абсцисс, где u = 0, выпол-
нено неравенство  с константой C, не за-
висящей от ε. Теперь из неравенства теоремы [8,
§ 10.1] и оценки предложения 4 [8, § 9.1] будем
иметь

(8)

Осталось предположить, что .
Тогда для двумерной меры Лебега LR множества

 справедлива оценка . Так
как u = 0 вне , то хорошо известно, что неравен-
ство (8) выполнено и в этом случае.

Таким образом, в силу (7) и (8) вновь прихо-
дим к (6). Ясно, что оценка (6) выполнена и для
кругов с центрами, лежащими вне . Итак, соот-
ношение (6) имеет место для любых кругов. По-
скольку  и мы пользовались продол-
жением, сохраняющем норму, то по модифициро-
ванной лемме Геринга (см. [9; 10, гл. VII]) получаем
искомое неравенство (2). Теорема доказана.

Приведем простое следствие установленного
результата, основанного на теореме вложения.

С л е д с т в и е. Если выполнены условия теоре-
мы, то решение задачи (1) непрерывно по Гёльдеру в
замыкании области D с показателем Гёльдера, рав-
ным , и нормой Гёльдера, зависящей только
от постоянной C в оценке (2) и нормы f в .

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
В работе рассмотрена модельная область с пе-

риодическим чередованием типа краевых усло-

вий. Однако те же результаты могут быть получе-
ны и для произвольной плоской ограниченной
области D с липшицевой границей. Чередование
типа краевых условий может быть как локально
периодическим, так и непериодическим, но при
этом требуется выполнение следующего условия:

если  и , то для меры lR пересе-

чения  должна быть выполнена оценка
 с константой C, не зависящей от ε.
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In this paper, an estimate is obtained for the increased integrability of the gradient of the solution to the Za-
remba problem in a plane bounded domain with a Lipschitz boundary and a fast change of the Dirichlet and
Neumann boundary conditions, with an increased summability exponent, independent of the frequency of
the boundary conditions change.

Keywords: the Meyers estimates, imbedding theorems, rapidly changing type of boundary conditions
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1. ЗАДАНИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР
С ПОМОЩЬЮ ПРОЕКТИВНЫХ

УСЛОВНЫХ МЕР

Во второй половине прошлого века постепенно
выработался новый способ задания вероятност-
ных мер в бесконечнoмерных системах, альтерна-
тивный классическому (колмогоровскому) спосо-
бу. Вместо системы согласованных конечномер-
ных распределений, которая позволяет определить
меру единственным образом с помощью проек-
ций, в новом методе задания предлагается иная си-
стема данных, грубо говоря, согласованная систе-
ма условных мер. Метод возникал независимо в
теории марковских процессов (Е.Б. Дынкин), в
статфизике (Р.Л. Добрушин) и др. Мы приводим
абстрактную версию метода, рассматривая его
одновременно как далекое обобщение теории из-
меримых разбиений пространств Лебега и систем
условных мер по Рохлину и как проблему нахож-
дения инвариантных мер в теории динамических
систем и гиббсовских мер. Изложение ведется в
терминах оснащенных отношений эквивалент-
ности (о.о.э.), или, иначе, борелевских разбиений
в стандартном борелевском пространстве и “про-
ективных условных мер” на элементах этих раз-

биений. Можно было бы также использовать язык
теории группоидов или язык теории продолжения
мер со специальных алгебр (но не σ-алгебр) мно-
жеств на некоторую (не всю) σ-алгебру измери-
мых множеств. Сходные соображения в меньшей
общности см. в [8, 11].

Новый метод по существу ввел в обиход боль-
шое количество комбинаторных, аналитических
и алгебраических задач – о центральных мерах на
пространствах путей градуированных графов, о
марковских мерах с данными копереходами и т.д.

Пусть на стандартном борелевском простран-
стве  (изоморфном отрезку [0, 1] как боре-
левскому пространству) с σ-алгеброй всех боре-
левских множеств  задано некоторое борелев-
ское отношение эквивалентности (о.э.)  (т.е.
разбиение) со счетными классами, а также боре-
левский 2-коцикл ρ с неотрицательными веще-
ственными значениями на этом отношении, т.е.
борелевская функция  на парах эквивалентных
точек, удовлетворяющая условиям ρ(x, x) =
=  = 1, . С помо-
щью коцикла ρ на каждом классе эквивалентно-
сти однозначно с точностью до положительного
множителя определяется конечная или -конеч-
ная неотрицательная мера (коротко – “условная
проективная мера”). Назовем пару  оснащен-
ным отношением эквивалентности на простран-
стве .1 Если все классы конечны, то о.о.э.
есть не что иное, как борелевски измеримое раз-
биение, а коцикл определяет условные вероят-
ностные меры на всех классах.

1 Естественно было бы, продолжая терминологию Рохлина,
ввести термин “полуизмеримое разбиение c системой
условных проективных мер”.

,A( )X

A

τ

ρ

ρ , ρ ,( ) ( )x y y x ρ , ρ , = ρ ,( ) ( ) ( )x y y z x z

σ

τ,ρ( )

,A( )X
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С другой стороны, хорошо известно, что если
имеется некоторая вероятностная мера  на X
(т.е. на пространстве Лебега), а  – о.э., то мера 
однозначно определяет оснащение этого о.э., т.е.
2-коцикл, или условную проективную меру, на
почти каждом классе эквивалентности; в случае
конечного о.э. это и есть рохлинские условные
меры на элементах разбиения. В случае, когда о.э.
есть разбиение на траектории действия счетной
группы с квазиинвариантной мерой, этот коцикл
есть так называемый коцикл Радона–Никодима

. Если коцикл тождественно равен единице,
то мера называется инвариантной. В тех случаях,
когда коцикл не указан, предполагается, что он
тождественно равен единице. Сформулируем ос-
новную задачу.

З а д а ч а  1. Пусть задано о.о.э.  на стан-
дартном борелевском пространстве ; найти
все борелевские вероятностные меры , у кото-
рых коцикл Радона–Никодима  совпадает с
коциклом  почти всюду по мере μ, или, иначе,
найти все вероятностные меры с данными услов-
ными проективными мерами на классах эквива-
лентности.

В том случае, когда такая мера единственна
(именно этот случай отвечает колмогоровской си-
стеме конечномерных распределений), мы можем
говорить о продолжении меры на σ-алгебру всех
измеримых множеств; в общем случае единствен-
ности может не быть.

Совокупность всех мер на , задаваемых
задачей 1, корректно определена и естественным
образом образует симплекс Шоке. Множество
его крайних точек (граница Шоке) называется аб-
солютом о.о.э.  и обозначается .
Любые две различные меры из  взаимно
сингулярны и корректно определены на различ-
ных полных σ-алгебрах.

Традиционное построение гиббсовских мер,
как и задача об инвариантных мерах действий
групп в динамике, очевидным образом укладыва-
ется в описанную схему. Понятие абсолюта тесно
связано с различными понятиями границ.

Если все классы о.о.э. конечны, то определено
борелевское фактор-пространство X/τ, которое
совпадает с , и описание всех (не эргоди-
ческих) мер из  сводится к указанию меры на
этом фактор-пространстве. Если же о.э. не опреде-
ляет борелевского фактор-пространства (про-
странства классов), то изучение структуры абсо-
люта представляет серьезную проблему и суще-
ственно зависит от геометрии классов. Решение
задачи 1 может быть “диким”, т.е. абсолют может
не иметь разумной параметризации, но во многих
задачах, например комбинаторных, параметриза-
ция может быть предъявлена.

μ
τ μ

μRN

τ,ρ( )
,A( )X
μ

μRN
ρ

,A( )X

τ,ρ( ) , τ,ρAb( )X
, τ,ρAb( )X

, τ,ρAb( )X
τ,ρ} ( )

Нетрудно дословно обобщить все эти опреде-
ления на такие о.э. , у которых классы эквива-
лентности не счетны, но снабжены корректно
определенной локально компактной топологией.

Важно подчеркнуть, что изучение о.э. возмож-
но только вместе с коциклом, т.е. с системой
условных проективных мер (даже если коцикл
тождественно равен 1). Главную роль в дальней-
шем изучении предмета (единственность, кон-
кретные свойства мер и т.д.) должна играть геомет-
рия классов о.о.э., но она пока еще плохо изучена.

Сформулируем теперь обратную задачу.
З а д а ч а  2. Рассматривается некоторое семей-

ство вероятностных мер M, заданных на -алгебре
 стандартного борелевского пространства X.

Найти наименьшее о.э. , для которого все меры
 задают один и тот же коцикл .

Эта задача есть обобщение традиционной задачи
о достаточных статистиках (ср. [7]), в которой
обычно ищутся лишь измеримые (например, ко-
нечные) отношения эквивалентности. В приведен-
ной постановке никаких ограничений на о.э. нет.
Пусть, например, рассматривается множество всех

мер Бернулли , , в простран-

стве последовательностей . Искомое o.о.э.
есть разбиение де Финетти c единичным коциклом:
две последовательности эквивалентны, если они
совпадают с некоторого места  и имеют одинако-
вое число нулей среди первых  координат.

2. ГИПЕРКОНЕЧНЫЕ И РУЧНЫЕ 
ОСНАЩЕННЫЕ ОТНОШЕНИЯ 

ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ, УНИВЕРСАЛЬНАЯ 
МАРКОВСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим сформулированную выше задачу 1
для специального случая, важность которого опре-
деляется большим количеством приложений. А
именно, эта задача включает в себя задачу об описа-
нии характеров локально конечных групп или, бо-
лее общо, об описании следов на AF-алгебрах, а
также задачу о центральных мерах на простран-
ствах путей градуированных графов.

Оснащенное отношение эквивалентности 
называется гиперконечным, если оно является
монотонно возрастающим пределом последова-
тельности конечных отношений эквивалентно-
сти: . Таким образом, гиперконечные
о.о.э. можно задавать последовательностями их ко-
нечных аппроксимаций, т.е. убывающими после-
довательностями измеримых разбиений  с ко-
нечными элементами и условными мерами на них.
Такие последовательности называются фильтра-
циями. Подробности см. в [2].

τ

σ
A

τ
μ ∈ M μρ ≡ RN

∞
, −∏1

( 1 )p p ∈ ,[0 1]p
∞

;∏1
{0 1}

n
n

τ

τ = ξ∪ nn

ξ{ }n n
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В силу ряда известных теорем траекторное раз-
биение для действия группы с инвариантной ме-
рой гиперконечно тогда и только тогда, когда
группа аменабельна. Однако траекторные разби-
ения с неединичным коциклом могут быть гипер-
конечными и для неаменабельных групп. Заме-
тим, что условие гиперконечности о.о.э. есть
условие на коцикл, т.е. на условные проективные
меры, но как будто в таком виде оно не формули-
ровалось. Для пространств Лебега гиперконечное
о.о.э. единственно с точностью до изоморфизма
(обобщенная теорема Г. Дая).

Мы накладываем чуть более сильное, чем ги-
перконечность, условие на аппроксимирующую
последовательность измеримых разбиений :
о.э. называется ручным, или локально гиперко-
нечным, если для каждого n число типов услов-
ных мер разбиения in конечно. Это условие опре-
деляет наиболее интересные для приложений ги-
перконечные о.э. Опишем универсальную модель
ручного о.о.э.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть Xn – конечное или
компактное пространство и задано множество
“операторов перехода” , сопоставляющих точ-
ке  подмножество . М а р к о в -
с к и м  ( н е с т а ц и о н а р н ы м )  к о м п а к -
т о м   называется пространство последова-
тельностей

Элементы компакта Mar мы называем траекто-
риями, или путями. Хвостовым отношением экви-
валентности  в марковском компакте Mar называ-
ется следующее отношение на траекториях:

Марковский компакт Mar снабжается слабой
топологией и борелевской структурой. Определе-
но понятие марковской борелевской меры , ко-
торая задается начальным распределением 
координаты x1 и набором переходных вероятно-
стей, т.е. семейством мер , , ,
где .

Но нам понадобится другая совокупность дан-
ных на марковском компакте – система копере-
ходных вероятностей. Это семейство мер  на

, , ..., , где Pn, x(y) = Prob(xn =
=  = x). Такая система еще не определяет
глобальной меры на всем марковском компакте.

Л е м м а  1. Всякая система копереходных мер
определяет коцикл на хвостовом о.э. марковского
компакта: отношение условных мер двух путей 

ξ{ }n

π{ }n

∈ nx X +π ⊂ 1( )n nx X

Mar

∞
=⊂ : ∈ = …1Mar {{ } , 1,2, },n n n nx x X n

+∈ ⇔ ∈ π ≥ .1где { } Mar ( ) для любого 1n n n nx x x n

τ

τ∼ ⇔ ,
= > .

{ } { } существует такое
что для любого

n n

n n

x y N
x y n N

P
μ ⋅1( )

,{ }n xP = , ,1 2n … ∈ nx X
, += = =1( ) Prob( | )n x n nP y x y x x

,{ }n xP
nX = ,1 2n +∈ 1nx X

+1| ny x

{ }nx

и , совпадающих при , равно отношению
произведений соответствующих копереходных ве-
роятностей

Назовем такие коциклы марковскими, а мар-
ковский компакт, снабженный марковским коцик-
лом, т.е. системой копереходов, назовем оснащен-
ным марковским компактом.

Очевидно, что всякая марковская мера на Mar
однозначно определяет марковский коцикл, но,
вообще говоря, система копереходов, т.е. марков-
ский коцикл не определяет однозначно марков-
скую меру. Столь же ясно, что на марковском
компакте могут существовать коциклы, не явля-
ющиеся марковскими.

Т е о р е м а  1 (универсальная модель). Для вся-
кого стандартного борелевского пространства X и
заданного в нем ручного оснащенного отношения эк-
вивалентности  с коциклом  существует осна-
щенный марковский компакт Mar и борелевский
изоморфизм , такой, что  отобра-
жает о.o.э.  в хвостовое о.э. на , а коцикл  –
в марковский коцикл.

Таким образом, задача 1 об инвариантных мерах
для ручных о.о.э. сводится к задаче о поиске всех
марковских вероятностных мер P на некотором
компакте Mar с заданной системой копереходных
вероятностей. Иначе говоря, к описанию марков-
ских цепей с заданными копереходами.

Если коцикл равен единице, т.е. все условные
меры всех порядков равномерны, то мы получаем
задачу об описании всех мер с максимальной эн-
тропией на заданном марковском компакте.

Абсолют марковского компакта Mar обознача-
ется через Ab(Mar). Доказательство теоремы фак-
тически вытекает из результатов работы [2].

Вместо языка марковских компактов можно
использовать язык -градуированных графов
(диаграмм Браттели) – пространство путей в та-
ком графе есть марковский компакт, что полно-
стью определяет параллелизм изложений. Во
многих ситуациях (в основном комбинаторных)
язык графов предпочтительней. Модели, анало-
гичные марковской модели, для общих о.о.э. ав-
тору неизвестны.

3. ЭРГОДИЧЕСКИЙ МЕТОД
И ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Под эргодическим методом решения задачи 1
об инвариантных мерах для гиперконечных отно-
шений эквивалентности понимается метод отыс-
кания инвариантных распределений и инвариант-
ных мер, основанный на индивидуальной эргоди-
ческой теореме или, точнее, на индивидуальной

{ }ny >n N

+

≤ ≤ +
.∏ 1

1 1

Prob( | )
Prob( | )

i i

i N i i

x x
y y

τ ρ

: → MarT X T
τ Mar ρ
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теореме о сходимости мартингалов, применяемой
к характеристическим функциям множеств из не-
которого базиса σ-алгебры, на которой задана ис-
комая мера. В таком понимании этот термин ис-
пользован в работе автора [1] и в более ранних ра-
ботах (cм., например, [6]). Но практическое
нахождение инвариантных мер, т.е. вероятностей
цилиндров, или переходных вероятностей, как
пределов некоторых условных ожиданий может
быть весьма непростым. Очень существен выбор
базиса множеств, меры которых вычисляются.
Но, с другой стороны, сама проблема отыскания
всех эргодических мер может быть “дикой”, и по-
тому вычисления по существу не могут быть реа-
лизуемыми в полном объеме. Разумная класси-
фикация гиперконечных абсолютов (т.е. систем
условных проективных мер) вряд ли возможна; в
то же время борелевская классификация о.о.э.,
наоборот, слишком груба (см. [8]); другие, проме-
жуточные критерии классификации автору неиз-
вестны. Поэтому важно иметь доступные крите-
рии разрешимости задачи об инвариантных ме-
рах, а также способы редукции задач к некоторым
каноническим задачам.

Одна из таких фундаментальных задач, решение
которой получено с помощью канонического при-
менения эргодического метода, – это задача об
описании всех эргодических мер в бесконечном

произведении  (где X – некоторое бо-
релевское пространство), инвариантных относи-
тельно группы  всех конечных подстановок коор-
динат. Обозначим через  о.э. в , порожденное
разбиением на траектории действия группы . От-
вет в задаче 1 дается теоремой де Финетти, и состоит
он в том, что всякая эргодическая, инвариантная
мера есть бернуллиевская мера с произвольным од-
номерным распределением (= мерой на X). Таким
образом, .

Если рассматривать этот ответ с точностью до
метрического изоморфизма, то окажется, что аб-
солют состоит из единственной чисто непрерыв-
ной меры на X, континуума дискретных мер и их
смесей, т.е.  = .

Во многих недавних примерах задач о нахожде-
нии абсолюта в комбинаторных и алгебраических
ситуациях ответ (предположительно или на самом
деле) имеет сходную структуру: абсолют есть сим-
плекс Шоке (его можно назвать вторичным сим-
плексом), т.е. и сами эргодические меры также до-
пускают разложение. Поэтому естественно пред-
положить, что доказательство этого факта следует
искать не прямым вычислением, а изучая редук-
цию к описаннойвыше фундаментальной задаче
де Финетти. Мы предлагаем следующий способ,
который можно назвать методом возмущений.
В качестве невозмущенной задачи возьмем зада-

∞∞ = ∏1
X X

∞S
τF ∞X

∞S

∞, τ =Ab( ) Meas( )FX X

∞, τAb( )FX { }α : α ≥ α ≤{ } 0, 1n n nn

чу де Финетти о . Первый этап состоит в по-
строении такого гомоморфизма T пространства, в
котором поставлена задача об абсолюте для неко-
торого о.э. , в пространство , что  являет-
ся подразбиением о.э. . На втором этапе требу-
ется проверить, что абсолют о.э.  подобен или
даже совпадает с абсолютом о.э. . Нахождение
гомоморфизма T, если он существует, есть наибо-
лее нетривиальная часть метода.

Второй этап связан с проблемой, относящейся
к бесконечному произведению , которая инте-
ресна сама по себе.

З а д а ч а  3. Для каких о.э. , удовлетворяю-
щих условию , абсолют  состоит из
всех бернуллиевских мер?

Следующий частичный ответ оказывается по-
лезным.

Л е м м а  2. Пусть на борелевском пространстве
 задано два о.о.э.  с единичными коциклами,

причем имеет место включение абсолютов Ab(X,
, τ). Совпадение этих абсолютов равно-

сильно следующему условию: для всякой эргодиче-
ской меры  о.о.э  эргодично относи-
тельно .

В свою очередь, доказательство эргодичности,
т.е. совпадения абсолютов, сводится к проверке
стремления некоторой последовательности функ-
ционалов к константе по мере, а не к более сложной
задаче нахождения слабых пределов, как в общей
схеме эргодического метода.

Показательный пример пользы метода возму-
щений дает задача о центральных мерах графа
Юнга. Теорема Тома о характерах, точнее, ее пере-
сказ как утверждения об абсолюте графа Юнга, не
оставляет сомнений в том, что эта задача должна
рассматриваться в связи с теоремой де Финетти.
Дело в том, что ответы в них удивительно похожи.
А именно, абсолют стратифицирован: страта дис-
кретных мер, параметризованных одномерными
частотами, сумма которых равна единице, и стра-
та мер с нулевыми частотами. Однако все извест-
ные до сих пор доказательства (см. об этом [3]) не
элементарны и не вскрывают близости этих за-
дач. Эта связь действительно нетривиальна, и ос-
новную роль в ее объяснении играют динамиче-
ские свойства алгоритма RSK, который и позво-
ляет построить нужное поднятие графа Q-таблиц
до графа Шура–Вейля.

Использование Q-таблиц алгоритма RSK для
накрытия бернуллиевскими мерами центральных
мер для графа Юнга было впервые рассмотрено в
[9], изоморфизм этого соответствия доказан в
[10]. Но вложение, о котором сказано выше, не
было замечено; в то же время внимательный ана-

τF

τ ∞X τ( )T
τF
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τF
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τ
τ τ�

F ∞, τAb( )X

X τ, τ'
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лиз показывает, что метод возмущений позволяет
доказать и саму теорему об абсолюте, т.е. дока-
зать, что таким образом получаются все эргодиче-
ские центральные меры. Для конечнострочечных
таблиц Юнга этот результат неявно содержится в
работе [5].
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Получены новые свойства выпуклых бесконечно дифференцируемых функций, связанных с экс-
тремальными задачами. Показано, что в окрестности решения даже при условии вырожденности
матрицы Гессе в точке решения минимизируемой функции градиент целевой функции принадле-
жит образу ее второй производной. Это новое свойство выпуклых функций позволяет более широко
рассматривать применение ньютоновских методов для решения задач безусловной оптимизации
без требования невырожденности матрицы Гессе в точке – решении задачи и получать оценки ско-
рости сходимости по аргументу при более общих предположениях.

Ключевые слова: выпуклая функция, метод Ньютона, разрешимость, сходимость, скорость сходимо-
сти, регулярность
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В задаче поиска безусловного минимума рас-
сматриваются функции , определенные и до-
статочно гладкие в окрестности  точки ми-
нимума функции n вещественных переменных.
Всюду далее множество точек минимума функ-
ции f обозначается как  и предпо-
лагается непустым. Необходимое условие мини-
мума функции f в точке x* задается равенством

 при этом матрица вторых производных
функции в точке минимума является положи-
тельно полуопределенной. Следует отметить, что
исследованиям по методу Ньютона посвящено
значительное число научных работ, среди кото-

.()f
( *)U x

=* Arg minX f

= ,'( *) 0f x

рых укажем [2–6]. Со многими работами можно
ознакомиться в обзорной статье [1]. В данной ра-
боте показывается, что несмотря на возможную
вырожденность матрицы Гессе в точке x*, в
окрестности этой точки градиент целевой функ-
ции принадлежит образу ее второй производной
и, следовательно, ньютоновская система относи-
тельно направления спуска разрешима в точках
этой окрестности. Это топологическое свойство
выпуклости и экстремальности позволяет по-но-
вому взглянуть на численные методы ньютонов-
ского типа и обосновать скорость сходимости
этих методов без обременительного предположе-
ния относительно невырожденности матрицы
Гессе в точке x*. Для задачи безусловной оптими-
зации получены свойства, уточняющие неравен-
ство Лоясевича [7, 8]. Именно, неравенство обоб-
щено для всего спектра производных до опреде-
ленного порядка. В работе рассматриваются
функции, производные которых равномерно по
аргументу и в совокупности по порядку ограниче-
ны в некоторой окрестности  точки x*, т.е.
для данной окрестности существует положитель-
ная константа M такая, что значения производ-
ных любого порядка не превосходят по абсолют-
ному значению эту константу. Кроме того, объек-
том рассмотрения в работе будут достаточно
гладкие в окрестности точки минимума функции,
т.е. функции, имеющие неограниченное число
порядков производных. Всюду далее без ограни-
чения общности считаем  и обозначаем

( *)U x

=( *) 0f x
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 Для функции одной переменной
справедлива

Л е м м а  1. Если x* – точка изолированного ло-
кального минимума достаточно гладкой в 
функции , производные которой равно-
мерно по аргументу и в совокупности по порядку
ограничены в некоторой окрестности , то су-
ществует четная степень 2p, , для ко-
торой справедливы неравенства

при всех , где положительные константы
, , не зависят от 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку x* – точка
локального минимума функции f, то 
Сначала покажем, что в условиях леммы невоз-
можна ситуация, когда производные 
при любом порядке  Действительно, в
этом случае для фиксированной точки x = x* +
+  в силу ограниченности производных в
окрестности x* из формулы Тейлора при нулевых
производных до любого фиксированного поряд-

ка  следует неравенство ,
где M – обозначенная выше верхняя грань для
множества значений производных функции f в
указанной окрестности и  Отсюда и из
условия изолированности локального минимума x*

значение . При

достаточно больших k это означает противоречие с
возможным предположением , , что
противоречит изолированности локального ми-
нимума x*. Следовательно, существует конечное
k > 1: , , . При
этом порядок k может быть только четным: k = 2p,

 и , поскольку x* – точка локаль-
ного минимума функции f. Теперь для завершения
доказательства достаточно обозначить через C0 зна-

чение , тогда из формулы Тейлора

и ограниченности производной порядка 2p + 1 в
окрестности  будет вытекать первое неравен-
ство леммы. Разложение в окрестности x* по фор-
муле Тейлора производной  дает остальные
неравенства леммы при любом k, k = 1, 2, ..., 2p – 1,

если через Ck обозначить .
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С л е д с т в и е  1. При выполнении условий леммы 1
функция f локально выпукла.

Действительно, если , то в малой
окрестности x* вторая производная будет оста-
ваться положительной, что означает локальную
выпуклость f(x). Если же , то, как по-

казано в лемме 1,  для некоторого

, , и при этом , k = 1,

. Тогда  для любо-
го , положительная константа  опреде-
лена ранее в лемме 1. Последнее неравенство также
означает локальную выпуклость f.

Для функции n переменных производную k-го
порядка по направлению h в точке x будем обо-
значать как 

С л е д с т в и е  2. Если достаточно гладкая функ-
ция , производные которой равномерно по
аргументу и в совокупности по порядку ограничены в
некоторой окрестности  изолированной точки

минимума , то для каждого  = 1, суще-
ствует четная степень , для которой

справедливы неравенства  > 0,  = 0,

,  при всех ,

δh], где положительные константы , k =
= 0, 1, 2, ...,  – 1, не зависят от ,
при этом сама функция локально выпукла вдоль на-
правления 

Здесь элемент  определяется на-
правлением  и не зависит от малых t, для
которых , но значение  зави-
сит от h и в общем случае эта величина может
быть бесконечно малой относительно h. Далее в
лемме 2 будет показано, что для случая выпуклой
функции f можно гарантировать существование
верхней границы для величины  и поло-
жительной нижней границы для δh на множестве
векторов .

Из леммы 1 вытекает, что в точках достаточно
малой выколотой окрестности решения коррект-
но определен оператор Ньютона ψ(x) = x –
‒  Для случая произвольной размер-
ности пространства Rn лемма 1 означает выпук-
лость функции f вдоль любой прямой, проходя-
щей через точку x*, при условии достаточной
гладкости функции на пересечении прямой и
окрестности . Кроме того, для любой пря-
мой, проходящей через точку x* вдоль вектора 
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ДЕНИСОВ и др.

справедливо неравенство  для неко-
торой степени  и некоторой кон-
станты  Неравенство Лоясевича га-
рантирует выполнимость данного неравенства в
случае аналитичности в окрестности  функ-
ции при некоторых p, C2, не зависящих от h. Вы-
пуклость в указанной окрестности функции поз-
воляет требовать лишь достаточную гладкость
функции и получить свойство “устойчивости”
неравенства Лоясевича, что расширяет область
применения метода Ньютона. Имеет место

Л е м м а  2. Если выпуклая достаточно гладкая
функция , производные которой равно-
мерно по аргументу и в совокупности по порядку
ограничены в некоторой окрестности  изоли-
рованной точки минимума x*, то существует чет-
ная степень , константа 
и величина  для которых

при всех .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем существование
такого , обладающего свойством: если

, ,  > 0,
то . Предположим противное, тогда
для некоторых последовательностей ,

 имеет место неравенство f(x* + tkhk) <

< , где  – элементы некоторой ограни-
ченной, а  – возрастающей последователь-
ностей. Без ограничения общности можно счи-
тать, что , , . Обозначим

 через  В случае  < n
указанный набор векторов изменяется путем при-
бавления к  векторам линейно независи-
мых приращений длины порядка , ,

, после чего можно считать  = n.
Пусть далее , , ,
1), . Из выпукло-

сти и непрерывности f следует f(x* + tk ) ≤ .
С другой стороны, из леммы 1 следует, что для не-
которого  существует степень ,

, для которой производная 
для некоторого  Поскольку ,

, то при достаточно больших номерах k бу-
дут выполняться неравенства ,
что противоречит предположению.

С л е д с т в и е  3. Из доказательства леммы 2
следует существование степени , а
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также констант , , для
которых

при этом  при всех .

Для точки ,  опреде-
лим базис  пространства Rn

и соответствующий индекс  следующим
образом. Рассмотрим матрицы

Тогда в точке  для достаточно гладкой
функции f справедливы соотношения

(1)

Далее определим номер  как минимальный
среди тех номеров k, для которых одномерное
пространство . Прямую L1

переобозначим через L1, вектор  определим как

 и далее номер  определим как мини-

мальный номер k, для которого  не содер-
жится в  Тогда , ,
одномерное подпространство L2 определяется как

, вектор  определяется как нормирован-
ный вектор  При этом 

Далее пространство L2 определим . Далее для
каждого  аналогично определяют-
ся прямые ,  и соответ-
ствующие единичные векторы gj,  Номер
q = q(h) = , прямая сумма

 обозначается как Lj и является подпро-

странством в  размерности j. На конечном эта-
пе построено подпространство Lq размерности

 Обозначим ортогональное дополне-
ние подпространства Lq через  в слу-
чае q < n и  при q = n. Определим базис 
пространства  как набор построенных единич-
ных взаимно ортогональных векторов ,
направленных вдоль построенных ортогональных
прямых , и произвольного ортого-
нального базиса  подпространства H.

Справедлива
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Т е о р е м а  1. Если для достаточно гладкой
функции  производные равномерно по ар-
гументу и в совокупности по порядку ограничены в
некоторой окрестности  изолированной точ-
ки минимума x*, то для любого фиксированного

 система

(2)
разрешима относительно s при достаточно малых t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение системы s в ба-
зисе  при любом фиксированном векторе h опре-
делим покоординатно следующим образом. Поло-
жим  далее координата sq в соответствии
с (1) определяется из условия

 =  = . 

При этом sq = . Подстановка коорди-

наты sq в систему (2) позволяет получить коорди-

нату sq – 1 = . Далее последовательно

определяются координаты .
Решение системы (2), вообще говоря, не един-
ственно, но из (1) следует, что координаты любо-
го решения s в базисе  имеют вид

(3)

З а м е ч а н и е  1. Для получения единственно-
го решения системы (2) определим задачу

(4)
решение которой существует при каждом фикси-
рованном h при всех достаточно малых  при
условиях, указанных в теореме 1. При этом длина
интервала для , в пределах которого решение су-
ществует, зависит от h.

П р и м е р  1. Для невыпуклой функции f(x) =
=  вывод теоремы 1 нарушается для
точек параболы  Таким образом, длина
интервала, для которого имеет место теорема 1,
стремится к нулю по мере приближения вектора h
к (1, 0).

Далее будет показано, что в случае выпуклой
функции можно указать общий для всех векторов
единичной сферы радиус окрестности перемен-
ной  в пределах которой задача (4) разрешима.
Из вида целевой функции задачи (4) следует, что
ее решение  где  означает
псевдообратный оператор на своем образе. Коор-
динаты решения этой задачи в базисе  удовле-
творяют условию 
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Т е о р е м а  2. При выполнении условий леммы 2
при всех , достаточно близких к , задача (4) раз-
решима и ее решение удовлетворяет условиям

(5)

где степень  определена в лемме 2, константы
,  не зависят от .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 и (1) следует,
что при всяком  = 1 номера kj, определяющие
базис G, удовлетворяют условию: существует индекс

, для которого  > 0, сте-
пень 2p определена в лемме 2 и от  не зависит,
константа C > 0 также не зависит от h и определя-
ется в следствии 3. Последнее неравенство экви-

валентно условию  при малых t. Обо-

значая  через  получим неравенство в

утверждении теоремы. Аналогично из следствия 3
получается и второе неравенство.

С л е д с т в и е  4. При выполнении условий лем-
мы 2 для выпуклой функции f при всех x, достаточно
близких к x*, имеет место разрешимость относи-
тельно s системы

(6)

что равносильно справедливости включения

(7)

независимо от величины ранга матрицы 

Далее будем обозначать множество :

 как , диаметр множества A как
 Справедлива

Т е о р е м а  3. При выполнении условий леммы 2
существует натуральное p и константа , для
которых справедливо неравенство

(8)

З а м е ч а н и е  2. Указанные ранее свойства
справедливы в предположении, что множество то-
чек минимума функции f(x) представляет изоли-
рованную точку. Если отказаться от данного пред-
положения, то при выполнении остальных пред-
положений теоремы 1 справедливо представление

(9)

где  – собственное подпространство Rn, которое
определяется условием  для всякого
натурального k.
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ДЕНИСОВ и др.

Из теоремы 1 не следует положительная опре-
деленность матрицы  в окрестности точки
минимума x*. Тем не менее она гарантирует при-
менимость метода Ньютона для поиска точки ми-
нимума гладкой функции при условии подходя-
щей начальной точки, поскольку задача (1) позво-
ляет получить вектор перехода в итерационной
схеме без предположения выпуклости целевой
функции. Кроме того, в данном случае удается по-
лучить монотонность по аргументу метода Ньюто-
на, а при более сильных предположениях – линей-
ную скорость сходимости. В случае же выпуклости
целевой функции полученной свойство справед-
ливо без дополнительных предположений.

Рассмотрим сначала применение результата
теоремы 1 для доказательства монотонности по ар-
гументу схемы метода Ньютона. Именно, опреде-
лим оператор Ньютона ψ(x, s) = ,

где  – решение задачи (4). Из про-
цесса построения решения s в теореме 1 и замеча-
ния к теореме следует, что для любого фиксиро-
ванного , при достаточно малых значе-
ниях t данный оператор корректно определен без
предположения выпуклости функции f. Для по-
лучения оценки скорости сходимости дополни-
тельно к предположениям теоремы 1 естественно
определяется следующее свойство.

О п р е д е л е н и е  1. Функция f с л а б о  р е -
г у л я р н а  в  т о ч к е  x*, если существует
константа  > 0, для которой 

для всякого . Здесь, как и ранее,
, hj – координата век-

тора h с номером j в базисе G.
Т е о р е м а  4. Если функция f слабо регулярна в

точке x*, то при выполнении условий теоремы 1 су-
ществует  для которого 

||ψ(x* + th,  

при всех достаточно малых t.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого решения

системы (1) в силу предположения слабой регу-
лярности в точке x* существует номер  j, для кото-
рого . Отсюда
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З а м е ч а н и е  3. Полученное неравенство не
означает линейной сходимости метода Ньютона,
поскольку знаменатель  который участвует в
оценке, вообще говоря, зависит от h. В случае вы-
пуклой функции полученный результат справед-
лив в более сильном виде: 
при всех x из достаточно малой окрестности x*,
поскольку для выпуклых функций справедливо
следующее свойство.

О п р е д е л е н и е  2. Функция f  р а в н о м е р -
н о  р е г у л я р н а  в  т о ч к е  x*, если существуют
номер  и константа , для ко-
торых найдется индекс , такой что

.
Имеет место
Т е о р е м а  5. Если функция f равномерно регу-

лярна в точке x*, то при выполнении условий теоре-
мы 1 существует  для которого ||ψ(x, s) –
–  – x*|| при всех x из достаточно малой
окрестности x*.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 4 следует, что
полученный знаменатель  ограничен сверху

равномерно по h, ||h|| = 1:  λ(h) = 1 –  < 1, где

 Такой номер j существует, как показано
в теореме 1. Кроме того, из условия равномерной
регулярности следует, что  для некоторо-
го , не зависящего от h, где hA – проекция
вектора  на подпространство A. Отсюда следует
оценка для знаменателя λ, не зависящая от 

З а м е ч а н и е  4. Из леммы 2 следует, выпук-
лая функции равномерно регулярна в точке :

, . Условие равномерной
регулярности является необходимым и достаточ-
ным условием линейной скорости сходимости ме-
тода Ньютона при выполнении условий теоремы 1
без предположения о выпуклости функции  Ите-
рационная схема метода Ньютона имеет вид

а оценка скорости сходимости метода будет ли-
нейная:

при начальном приближении, достаточно близ-
ком к решению x* в случае равномерно регуляр-
ной в точке минимума функции f.

С л е д с т в и е  5. При выполнении условий тео-
ремы 2 для выпуклой функции скорость сходимости
итерационной схемы метода Ньютона является
линейной при любом выборе начальной точки x из до-
статочно малой окрестности решения. Действи-
тельно, из теоремы 2 следует, что выпуклая функ-
ция является равномерно регулярной в решении x*,

λ,
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откуда вытекает линейная оценка скорости сходи-
мости.

Для получения сходимости метода Ньютона с
более высокой скоростью, чем линейная, рас-
смотрим модифицированный оператор 
покоординатная запись которого в базисе G пред-
ставляет собой , , ..., q;

, где вектор-функция g(x, h):
. Оператор  поз-

воляет определить модифицированную схему
Ньютона  = . Из теоремы 1 следует

Т е о р е м а  6. Модифицированная схема Нью-
тона гарантирует сверхлинейную оценку скорости
сходимости при хорошем начальном приближении в
том и только в том случае, когда функция 
удовлетворяет условию .
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In the article, new properties of convex infinitely differentiable functions related to extremal problems are ob-
tained. It is shown that in the vicinity of the solution, even if the Hessian matrix is degenerate at the solution
point of the function to be minimized, the gradient of the objective function belongs to the image of its second
derivative. This new property of convex functions allows a broader consideration of the application of New-
tonian methods for solving optimization problems in the absence of the requirement for the nondegeneracy
of the Hessian matrix in the solution of the problem and to obtain estimates of the rate of convergence in ar-
gument under fairly general assumption.
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Как известно более десятилетия, всякая самоподобная жорданова дуга γ, для которой существуют
подобия, сколь угодно близкие к тождественному отображению и сдвигающие эту дугу по самой се-
бе на малое расстояние, является отрезком прямой. В настоящей работе мы распространяем это
утверждение на класс самоаффинных дуг и доказываем, что всякая самоаффинная дуга, допускаю-
щая сколь угодно малые аффинные сдвиги, является отрезком параболы или прямой.

Ключевые слова: самоаффинная дуга, аттрактор, слабое условие отделимости, теорема жесткости
DOI: 10.31857/S2686954321020053

Вопрос о строении самоподобных кривых иг-
рает важную роль во фрактальной геометрии и от-
ражен во многих работах, начиная с ее зарожде-
ния. Первыми примерами фрактальных кривых
были график функции Вейерштрасса (1861), кри-
вая Коха (1906), треугольник Серпинского (1914).
В 1938 г. П. Леви исследовал равносоставленные
самоподобные кривые, а в 1958 г. Де Рам описал
класс двузвенных самоаффинных кривых.

Важным шагом к пониманию структуры само-
подобных кривых было исследование В.В. Асее-
вым самоподобных ципперов [7] и описание
условия жордановости и ограниченности искрив-
ления их аттракторов.

В работе [8] была получена теорема жесткости
для жордановых самоподобных дуг. Она состоит в
том, что если жорданова дуга γ задана системой 
сжимающих подобий в , не удовлетворяющей
слабому условию отделимости, то γ является от-
резком прямой. Из нее вытекают теорема о ко-
нечной представимости самоподобных кривых
[9] и теорема о жесткости одномерных самопо-
добных структур [10].

Эти результаты справедливы для жордановых
дуг, порожденных системами сжимающих подо-

6

R
2

бий. Открытым оставался вопрос о распростране-
нии этих теорем на класс самоаффинных дуг.

К. Бандтом и А. С. Кравченко [2] было доказа-
но, что всякая самоаффинная кривая класса глад-
кости  является поддугой параболы или отрез-
ком прямой.

Цель настоящей работы – доказать теорему
жесткости для самоаффинных дуг, устанавлива-
ющую условия, при которых жорданова дуга, по-
рожденная конечной или бесконечной системой
сжимающих аффинных отображений, является
отрезком параболы или прямой.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ 
РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть  – жорданова дуга. γ называется
с а м о п о д о б н о й  (соответственно с а м о а ф -
ф и н н о й ), если она является аттрактором ко-
нечной системы  сжимающих подо-
бий (соответственно, невырожденных аффинных
отображений) в .

Дугу  назовем л о к а л ь н о  с а м о а ф ф и н -
н о й , если для любой собственной поддуги 
существует невырожденное аффинное отображе-
ние , такое что .

А т т р а к т о р о м  системы  сжи-
мающих отображений полного метрического
пространства  в себя называется такое непустое
компактное множество , что K =
= .

Существование и единственность аттрактора
обеспечивается теоремой Хатчинсона [4].

2C
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Для системы  и ее множества индексов
, ..., m} назовем слова  м у л ь -

т и и н д е к с а м и, а множество всех мультиин-

дексов обозначим через . Каждый
мультииндекс  задает отображение

: , а множества  на-
зываются к о п и я м и  ранга k аттрактора K.

Заметим, что всякая самоаффинная дуга явля-
ется локально самоаффинной; обратное неверно.

При исследовании размерности самоподоб-
ных множеств К. Бандт и З. Граф [1] рассматрива-
ли отображения соседства  пар копий  и .
Множество всех отображений соседства  =
=  называется а с с о ц и и -
р о в а н н ы м  с е м е й с т в о м  подобий системы .
Система  удовлетворяет слабому условию отде-
лимости (WSP) [6], если тождественное отобра-
жение Id не является предельной точкой семей-
ства .

Жордановы дуги  и  имеют п р а в и л ь н о е
п е р е с е ч е н и е, если  – дуга, один из
концов которой является концом дуги , а другой –
концом . Невырожденное аффинное отображе-
ние  пространства  мы назовем
а ф ф и н н ы м  с д в и г о м  жордановой дуги γ,
если γ и  имеют правильное пересечение,

, а g(x) не имеет неподвижных точек на γ.

Главный результат настоящей работы – это сле-
дующая теорема о жесткости самоаффинных дуг.

Т е о р е м а  1. Пусть локально самоаффинная
жорданова дуга  удовлетворяет одному из
следующих условий:

(i) Существует последовательность аффинных
сдвигов fk дуги γ, сходящаяся к тождественному
отображению Id;

(ii)  является аттрактором системы , ...
..., Sm} сжимающих аффинных отображений, не
удовлетворяющей слабому условию отделимости.

Тогда  – отрезок параболы или прямой.
Доказательству утверждения теоремы в случае

(i) посвящена большая часть сообщения. Основная
проблема состоит в том, чтобы показать, что дуга 
принадлежит классу . Для этого в разделе 2 мы
доказываем, что каждый аффинный сдвиг f дуги a
можно вложить в однопараметрическую подгруппу

 группы аффинных отображений .

Мы отмечаем, что орбиты точек  относи-
тельно группы Gf  являются кривыми класса глад-

кости . Это позволяет получить в разделе 3 по-
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∞C

следовательность поддуг  класса , равномер-
но сходящуюся к некоторой поддуге , и тем
доказать требуемую гладкость γ. В случае (ii) тре-
буется только доказать выполнение условия (i).

2. АФФИННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
И АССОЦИИРОВАННЫЕ С НИМИ 

ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

В этом разделе мы сопоставляем каждому аф-
финному сдвигу f однопараметрическую подгруппу

 и показываем, что траектории { f t(x), 

для почти всех точек  – кривые класса .

Зададим окрестность  тождественного отоб-
ражения Id в группе невырожденных аффинных
отображений  равенством

Пусть  – пространство всех аффинных отоб-
ражений плоскости , где ,

.

Л е м м а  1. Существует гомеоморфизм 
окрестности  тождественного отображения

в  на окрестность  нулевого отображения

в  такой, что для любого  отображение
g =  удовлетворяет условию:

для любого  решение  задачи Коши
 при  равно f(x).

Иными словами, отображение  та-
ково, что для любого  значение f(x) совпадает
со значением оператора эволюции

(1)

аффинной системы

(2)

при t = 1. Таким образом, мы вкладываем  в
однопараметрическую группу невырожденных
аффинных отображений , задавае-
мую уравнением (2).

Λk
∞C
γ ⊂ γ'

= { }t
fG f ∈ }t R
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2x ∞C
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Следуя [3, 5], в качестве L мы берем главное
значение lnA матричного логарифма A, задавае-

мое рядом , а вектор β нахо-

дим из равенства . Интегрирова-

ние дает, что  или, в других обозна-
чениях, .

Поэтому  и β = .

Таким образом, отображения Ψ и Ψ–1 задаются
равенствами

(3)

(4)

Заметим, что при , , а  <

< 0.7. Это обеспечивает равномерную сходимость
рядов в выражениях (3) и (4) и показывает, что Ψ
гомеоморфно отображает множество U на неко-
торую окрестность  нуля в .

Л е м м а  2. Интегральные кривые Lf(x) =

=  системы (2) принадлежат классу
гладкости .

Напомним, как задаются эти кривые в зависи-
мости от выбора . Как известно, здесь воз-
можны три случая:

1. Оба собственных значения  матрицы 

отличны от 0. Тогда собственные значения 
матрицы A не равны 1. В этом случае уравнение (2)
имеет единственную стационарную точку x0 =

= , а

(5)
2. Матрица L вырождена и ее собственные зна-

чения равны  и 0. Если соответствующие
собственные векторы , а векторы b и x соот-
ветственно равны  и , то

(6)

3. Если , а , то матрица L по-
добна жордановой клетке с нулями на диагонали.
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Пусть  – базис, в котором матрица L имеет

вид , и пусть  и .

Тогда

(7)

В случаях 2 и 3 система (2) либо не имеет стацио-
нарных точек, либо, если , имеет неподвиж-
ную прямую , параллельную
вектору e1.

В каждом из этих случаев если  не является
точкой покоя системы (2), то кривая  при-

надлежит классу гладкости .

3. АППРОКСИМАЦИЯ ДУГИ
 ГЛАДКИМИ КРИВЫМИ

Пусть  – последовательность аффинных
сдвигов жордановой дуги , сходящаяся к Id.
Пусть  – концы дуги . Не ограничивая общ-
ности, мы можем предполагать, что дуга  содер-
жится в круге  и что  для
любого .

Л е м м а  3. Для любого  можно выбрать
такие , что последовательность множеств

(8)

сходится к  в метрике Хаусдорфа .
Наметим идею доказательства леммы 3.
В силу компактности дуги  для любого  су-

ществует такое , что если  и  < δ, то
диаметр поддуги  меньше ε. Пусть σk, 0 =
= . Для всякого  существует такое
число Nk, что множество точек 
разбивает дугу γ на непересекающиеся поддуги

 с концами  при

 и поддугу  с

концами .
Существует такое N, что при  и ,

. Тогда диаметры поддуг 
меньше ε. Пусть nk – такой номер, что точка

. Тогда множество  содержит точ-
ки каждой из поддуг , поэтому  < ε.

Это показывает справедливость утверждения
леммы 3.

Покажем теперь, что дуга  принадлежит клас-
су гладкости .
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Пусть  – поддуга
интегральной кривой . Так как ,
дуга γ содержится в верхнем топологическом пре-
деле  последовательности множеств

.
Множества  являются отрезками интеграль-

ных кривых линейных динамических систем
= Lky + βk.

Так как , последовательность gk = 
сходится к 0. Воспользуемся тем, что кривые 
являются отрезками интегральных кривых урав-
нений  при любом выборе  и, вы-
брав подходящие множители , построим после-
довательность , отделенную от 0.

Для этого возьмем . По-
ложив , мы получим последовательность
линейных динамических систем в D, интегральные
кривые которых совпадают с интегральными кривы-
ми систем . При этом 
равен единице и, в силу выпуклости функции

, достигается на границе .
В силу теоремы Арцела, из последовательно-

сти  можно выделить подпоследовательность,
которая равномерно сходится к некоторой аф-
финной функции g0, которая отлична от нуля, по-
скольку  на D также равен 1.

Если  не является отрезком прямой, то
найдется такая точка , что . Най-
дем такое N и такую окрестность , что при

 и , . Тогда существу-
ет такое , что для любого  и для любой
точки в  время выхода этой точки за пределы
V по траектории  не превосходит T.

При этом в силу непрерывной зависимости ре-
шений дифференциальных уравнений от правых
частей решения уравнений , 
равномерно сходятся вместе со всеми производ-
ными к решению уравнения , ,
а интегральные кривые  сходятся к интеграль-
ной кривой  уравнения .

Так как для любой точки , , эта
кривая принадлежит классу , но тогда и .

Поскольку, согласно теореме К. Бандта и
А.С. Кравченко [2], всякая самоаффинная дуга
класса гладкости C2 является отрезком параболы,
таковой является и дуга . Это завершает доказа-
тельство теоремы в случае (i).

Чтобы получить доказательство утверждения (ii)
теоремы 1, мы опираемся на следующие рассуж-
дения:

1. Пусть  – самоаффинная жорданова дуга ,
 – порождающая ее система, а отоб-

ражение f принадлежит ассоциированному се-
мейству . Тогда либо  – поддуга в

 и , либо .

2. Из условий теоремы следует, что существует
последовательность , сходящаяся к Id та-
кая, что последовательность поддуг  схо-
дится к γ. Тогда существует последовательность аф-
финных сдвигов  дуги γ, сходящаяся к Id.
Поэтому γ – отрезок параболы.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа выполнена при поддержке Математическо-
го центра в Академгородке, соглашение с Министер-
ством науки и высшего образования Российской Фе-
дерации № 075-15-2019-1613.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Bandt Ch., Graf S. Self-similar sets 7. A characterization
of self-similar fractals with positive Hausdorff measure //
Proc. Amer. Math. Soc. 1992. V. 114. № 4. P. 995–
1001.

2. Bandt C., Kravchenko A.S. Differentiability of fractal
curves // Nonlinearity. 2011. V. 24. P. 2717.

3. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. 5-е изд. М.: Физ-
матлит, 2004. 560 с. ISBN 5-9221-0524-8.

4. Hutchinson J. Fractals and self-similarity // Indiana
Univ. Math. J. 1981. V. 30. № 5. P. 713–747.

5. Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференци-
альных уравнений. М.: Наука, 1978.

6. Zerner M.P.W. Weak separation properties for self-sim-
ilar sets // Proc. Amer. Math. Soc. 1996. V. 124. № 11.
P. 3529–3539.

7. Асеев В.В., Тетенов А.В., Кравченко А.С. О самопо-
добных жордановых кривых на плоскости // Сиб.
матем. журн. 2003. Т. 44. № 3. С. 481–492.

8. Асеев В.В., Тетенов А.В. О жордановых самоподоб-
ных дугах, допускающих структурную параметри-
зацию // Сиб. матем. журн. 2005. Т. 46. № 4.
С. 733–748.

9. Тетенов А.В. Самоподобные жордановы дуги и
граф-ориентированные системы подобий // Сиб.
матем. журн. 2006. Т. 47. № 5. С. 1147–1153.

10. Tetenov A.V. On the rigidity of one-dimensional systems
of contraction similitudes // Siberian Electr. Math.
Rep. 2006. V. 3. P. 342–345.

Λ = − ≤ ≤ −( ) { ( ), }t
k k k k kx f x n t N n

( )
kfL x Λ ⊃ ,( ) ( )k x P k x

→∞
Λ ( )lim k

n
x

Λ ( )k x

Λk

�y

→ Idkf Ψ( )kf
Λk

= θ� ( )ky g y θ > 0
θk

θk kg

θ = ∈1/ max{|| ( )||, }k kg y y D
= θˆ k kk gg

=� ( )ky g y ∈ˆmax{|| ( )||, }kg y y D

ˆ|| ( )||kg y D

ˆkg

0max || ( )||g x
γ ∩ D

ξ ∈ γ ξ = ≠0( ) 0g a
ξ( )V

∈x V ≥n N − <ˆ|| ( ) || || /2||ng x a a
> 0T >n N

∈x V
Λn

=� ˆ( ) ( )nx t g x = ξ(0)x

=� 0( ) ( )x t g x = ξ(0)x

knL
0L =� 0( ) ( )x t g x

∈ γ ∩x V ≠0( ) 0g x
∞C ∞γ ∈ C

γ

γ γ
=6 1{ ,..., }mS S

^ 6( ) γ ∩ γ( )f
γ( )f γ γ ∩ γ = ∅( )f

∈^ 6( )nf
γ ∩ γ( )nf

∈^ 6ˆ ( )nf



22

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 497  2021

ТЕТЕНОВ, ЧЕЛКАНОВА

RIGIDITY THEOREM FOR SELF-AFFINE ARCS
A. V. Tetenova,b,c and O. A. Chelkanovab

a Sobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russian Federation
b Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

c Gorno-Altaisk State University, Gorno-Altaisk, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS Yu.G. Reshetnyak

In is known for more than a decade that if a self-similar arc γ can be shifted along itself by similarity maps
which are arbitrarily close to identity then it is a straight line segment. We extend this statement to the class
of self-affine arcs and prove that each self-affine arc, admitting affine shifts which may be arbitrarily close to
identity, is a segment of a parabola or a straight line.
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Изучение интегрируемости автономных си-
стем на четырехмерном конфигурационном мно-
гообразии M4 приводит к изучению систем вось-
мого порядка на касательном расслоении TM4.
При этом ключевым, наряду с геометрией много-
образия M4, является структура силового поля,
присутствующего в системе. Например, задача о
движении пятимерного маятника на обобщен-
ном сферическом шарнире в неконсервативном
поле сил приводит к динамической системе на
касательном расслоении к четырехмерной сфере,
при этом метрика специального вида на ней ин-
дуцирована дополнительными группами симмет-
рий [1, 2]. Системы, описывающие движение та-
кого маятника, обладают знакопеременной дис-
сипацией, и полный список первых интегралов
состоит из трансцендентных функций, выражаю-
щихся через конечную комбинацию элементар-
ных функций [2, 3].

Известны также задачи о движении точки по
четырехмерным поверхностям вращения, в про-
странстве Лобачевского той же размерности и т.д.
Но иногда в системах с диссипацией все-таки
удается найти полный список первых интегралов,
состоящий из трансцендентных, в смысле ком-
плексного анализа, функций, поскольку полный
список даже непрерывных автономных первых
интегралов найти не удастся. Данные результаты

важны в смысле присутствия в системе именно
неконсервативного силового поля.

В работе показана интегрируемость некоторых
классов однородных динамических систем на ка-
сательных расслоениях к гладким четырехмер-
ным многообразиям. При этом силовые поля
приводят к появлению диссипации переменного
знака и обобщают ранее рассмотренные [2, 3].

1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ

Как известно, в случае четырехмерного рима-
нова многообразия M4 с координатами (α, β), β =
= (β1, β2, β3), и аффинной связностью  урав-
нения геодезических линий на касательном рассло-
ении  α = x1,  = x2,

, , , примут следую-
щий вид (дифференцирование берется по нату-
ральному параметру):

(1)

Изучим структуру уравнений (1) при измене-
нии координат на касательном расслоении TM4.
Для этого рассмотрим замену координат каса-
тельного пространства:

(2)

Γ α β( , )i
jk
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ШАМОЛИН

которую можно обратить:  при этом

Rij, Tji, i, j = 1, …, 4, – функции от x, а также RT = E,

где , . Назовем также уравне-
ния (2) новыми кинематическими соотношения-
ми, т.е. линейными соотношениями на касатель-
ном расслоении TM4. Справедливы равенства:

(3)

где , j, i, k = 1, …, 4, при этом в системе

(3) вместо , i = 1, …, 4, надо подставить форму-
лы (2), и правые части составной системы (2), (3)
являются однородными формами соответствую-
щих степеней по квазискоростям z1, …, z4.

П р е д л о ж е н и е  1. Система (1) в той обла-
сти, где det , эквивалентна составной
системе (2), (3).

Таким образом, результат перехода от уравне-
ний геодезических (1) к эквивалентной системе
(2), (3) зависит как от замены (2) (т.е. вводимых
кинематических соотношений), так и от аффин-
ной связности (α, β).

Рассмотрим далее достаточно общий случай
задания кинематических соотношений в следую-
щем виде:

(4)

где , k = 1, 2, 3, , l = 1, 2,  – гладкие
функции, не равные тождественно нулю. Такие
координаты z1, …, z4 в касательном пространстве
вводятся тогда, когда рассматриваются следую-
щие уравнения геодезических [4, 5], например, с
13 ненулевыми коэффициентами связности (в
частности, на четырехмерных поверхностях вра-
щения, в пространстве Лобачевского и т.д.):

(5)

т.е. остальные коэффициенты связности равны
нулю. В случае (4) уравнения (3) примут вид

•

=
= 

4

1
,i

j ji
i

z T x

= ( )ijR R = ( )jiT T

• • • • •

= =
= − Γ 

4 4

,
, 1 , , 1

,j k j p q
i ij k ij pq

j k j p q

z T x x T x x

∂
=

∂
,

ji
ji k k

T
T

x
•ix

α β ≠( , ) 0R

Γi
jk

• •

• •

α = α β = α
β = α β β = α β β

4 4 1 3 1

2 2 2 1 1 3 1 3 2 1 2

( ), ( ),

( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

z f z f

z f g z f g h

α( )kf β1( )lg β2( )h

•• α • α • α •
αα

α •

•• • • • •
α

α + Γ α β α + Γ α β β + Γ α β β +
+ Γ α β β =

β + Γ α β α β + Γ α β β + Γ α β β =

2 2 2
11 1 22 2

2
33 3

1 1 2 1 2
1 1 1 22 2 33 3

( , ) ( , ) ( , )

( , ) 0,

2 ( , ) ( , ) ( , ) 0,

•• • • • •
αβ + Γ α β α β + Γ α β β β +2 2

2 2 2 12 1 22 ( , ) 2 ( , )
•

•• • • • •
α

• •

+ Γ α β β =
β + Γ α β α β + Γ α β β β +

+ Γ α β β β =

2 2
33 3

3 3
3 3 3 13 1 3

3
23 2 3

( , ) 0,

2 ( , ) 2 ( , )

2 ( , ) 0,

(6)

, и уравнения (5) геодезических по-

чти всюду эквивалентны составной системе (4), (6)
на многообразии TM4 , β3}.

Для полного интегрирования системы (4), (6)
необходимо знать, вообще говоря, семь незави-
симых первых интегралов. При этом первые ин-
тегралы (в частности, и для уравнений геодезиче-
ских) можно искать и в более общем виде, чем
рассмотрено далее.

П р е д л о ж е н и е  2. Если всюду справедлива
система дифференциальных равенств

(7)

•
α = − α Γ α β + α − 

 − α Γ α β + β − 

 − α β Γ α β + β 

3
1 4 3 3 1 4

3
1 13 2 1 1 3

3
2 1 1 23 2 1 2

( ) 2 ( , ) ( )

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) 2 ( , ) ( ) ,

z f Df z z

f Dg z z

f g Dh z z

•
α = − α Γ α β + α − 

 − α Γ α β + β − 

2
2 4 2 2 2 4

2
1 12 1 1 2 3

( ) 2 ( , ) ( )

( ) 2 ( , ) ( )

z f Df z z

f Dg z z

•
α

α β− β Γ α β
α β

 = − α Γ α β + α − 

2 2
2 2 23 2 1

2 33 1
2 1 1

1
3 4 1 1 3 4

( ) ( ) ( ) ( , ) ,
( ) ( )
( ) 2 ( , ) ( )

f g h z
f g

z f Df z z

α− β Γ α β −
α

α− β β Γ α β
α

2
2 1 22
1 1 22 2

1
2

2 2 1 23
2 1 2 33 1

1

( ) ( ) ( , )
( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ,
( )

f g z
f

f g h z
f

• α
αα

α α

α

 = − α Γ α β + α − 

α α− Γ α β − β Γ α β −
α α

α− β β Γ α β
α

2
4 4 4 4

2 2
2 2 21 2

11 3 1 1 22 2
4 4

2
2 2 23
2 1 2 33 1

4

( ) ( , ) ( )

( ) ( )( , ) ( ) ( , )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ,
( )

z f Df z

f fz g z
f f

f g h z
f

γγ =
γ

ln ( )
( )

d j
Dj

d

α β β4 3 2 1 1 2{ , , , ; , ,z z z z

α
ααΓ α β + α ≡4( , ) ( ) 0,Df

α
α α Γ α β + α + α Γ α β ≡ 

2 1 2
4 1 1 1 11( ) 2 ( , ) ( ) ( ) ( , ) 0,f Df f

α

α

 α Γ α β + α + 

+ α β Γ α β ≡

2 2
4 2 2

2 2
2 1 1 22

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) ( , ) 0,

f Df

f g

α

α

 α Γ α β + α + 

+ α β β Γ α β ≡
 α Γ α β + β + 

+ α β Γ α β ≡

2 3
4 3 3

2 2 2
3 2 1 2 33
2 2

1 12 1 1

2 2 1
2 1 1 22

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) 0,

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) ( , ) 0,

f Df

f g h

f Dg

f g

 α Γ α β + β + 

+ α β β Γ α β ≡

2 3
1 13 2 1

2 2 2 1
3 2 1 2 33

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) 0,

f Dg

f g h



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 497  2021

НОВЫЕ СЛУЧАИ ОДНОРОДНЫХ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ 25

то система (4), (6) имеет аналитический первый
интеграл следующего вида:

(8)

П р и м е р ы. Уравнения (5) геодезических в
четырехмерном пространстве Лобачевского в мо-
дели Клейна примут вид

(9)

Можно выписать 7-параметрическую систему,
эквивалентную уравнениям (9) геодезических и
имеющая первый интеграл вида (8). Аналогичны-
ми свойствами обладают уравнения геодезических
и на четырехмерных поверхностях вращения.

Система равенств (7) может трактоваться как
возможность преобразования квадратичной фор-
мы метрики многообразия к каноническому виду
с законом сохранения энергии (8) (или см. ниже
(21)) в зависимости от рассматриваемой задачи.
История и текущее состояние рассмотрения дан-
ной более общей проблемы достаточно обширны
(отметим лишь работы [5, 6]). Поиск же как пер-
вого интеграла (8), так и других (см. далее) опира-
ется на наличие в системе дополнительных групп
симметрий.

Можно доказать отдельную теорему существо-
вания решения , k = 1, 2, 3, , l = 1, 2,

 системы (7) для наличия аналитического
интеграла (8) для исследуемой системы (4), (6)
уравнений геодезических. Но в дальнейшем при
изучении динамических систем с диссипацией не
всегда все условия (7) нам потребуются. Тем не
менее, в дальнейшем будем предполагать в урав-
нениях (4) выполнение условия

(10)

при этом функции , l = 1, 2,  должны
удовлетворять, вообще говоря, преобразованным
уравнениям из (7):

(11)

Таким образом, функции , l = 1, 2, 
зависят от коэффициентов связности, а ограни-
чения на функции ,  будут даны ниже.
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α( )f α4( )f

П р е д л о ж е н и е  3. Если выполнены свойства
(10), (11), при этом справедливы равенства

(12)
то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл
следующего вида:

(13)

П р е д л о ж е н и е  4. Если выполнены условия
предложения 3, а также

(14)
при этом справедливы равенства

(15)
то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл
следующего вида:

(16)

П р е д л о ж е н и е  5. Если выполнены условия
предложений 3, 4, при этом справедливо равенство

(17)
то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл
следующего вида:

(18)

П р е д л о ж е н и е  6. Если выполнены условия
предложений 3–5, то система (4), (6) имеет пер-
вый интеграл следующего вида:

(19)

где, после взятия интеграла (19), вместо постоян-
ных C3, C4 можно подставить левые части ра-
венств (16), (18) соответственно.

Т е о р е м а  1. Если выполнены условия предло-
жений 2–6, то система (4), (6) обладает пятью не-
зависимыми первыми интегралами вида (8), (13),
(16), (18), (19).

α α αΓ α β ≡ Γ α β ≡ Γ α β = Γ α1 2 3
1 2 3 1( , ) ( , ) ( , ) ( ),

α

α

Φ α =

= + + Φ α = =
  Φ α = α Γ 
  


0

2 3 2 1

2 2 2
1 2 3 0 2

0 1

( , , ; )

( ) const,

( ) ( )exp 2 ( ) .

z z z

z z z C

f b db

β ≡ β = β1 1 2 1 1( ) ( ) ( ),g g g

Γ α β ≡ Γ α β = Γ β2 3
12 13 2 1( , ) ( , ) ( ),

β

β

Φ α β =

= + Φ α Ψ β = =
  Ψ β = β Γ 
  


1

10

3 2 1 1

2 2
1 2 0 1 1 3

1 1 1 2

( , ; , )

( ) ( ) const,

( ) ( )exp 2 ( ) .

z z

z z C

g b db

Γ α β = Γ β3
23 3 2( , ) ( ),

Φ α β β =
= Φ α Ψ β Ψ β = =

4 1 1 2

1 0 1 1 2 2 4

( ; , , )

( ) ( ) ( ) const,

z

z C
β

β

  Ψ β = β Γ 
  


2

20

2 2 2 3( ) ( )exp 2 ( ) .h b db

β

β

Φ β β =

= β ± = =
Ψ −

2

20

5 2 3

4
3 52 2 2

3 2 4

( , )

( ) const,
( )

C h b db C
C b C



26

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 497  2021

ШАМОЛИН

То, что полный набор при некоторых условиях
состоит из пяти, а не из семи первых интегралов,
будет показано ниже.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ 

СИЛОВОМ ПОЛЕ
Модифицируем (4), (6), получив систему консер-

вативную. А именно, введем гладкое (внешнее) си-
ловое поле в проекциях на оси , k = 1, …, 4, соответ-
ственно: , ,

, . Рассматриваемая система на
касательном расслоении TM4

примет вид

(20)

и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:

•
kz

β α β β1 3 3 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )F f g h β α β2 2 2 1 1( ) ( ) ( )F f g
β α3 1 1( ) ( )F f α α4 4( ) ( )F f

α β β β4 3 2 1 1 2 3{ , , , ; , , , }z z z z

•

• α
αα

α = α
 = α α − α Γ α β + α − 

4 4
2

4 4 4 4 4 4

( ),

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

z f

z F f f Df z

α α

α

α α− Γ α β − β Γ α β −
α α

α− β β Γ α β
α

2 2
2 2 21 2

11 3 1 1 22 2
4 4

2
2 2 23
2 1 2 33 1

4

( ) ( )( , ) ( ) ( , )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ,
( )

f fz g z
f f

f g h z
f

•
α= β α − α Γ α β + α −1

3 3 1 1 4 1 1 3 4( ) ( ) ( )[2 ( , ) ( )]z F f f Df z z

α− β Γ α β −
α

α− β β Γ α β
α

2
2 1 22
1 1 22 2

1
2

2 2 1 23
2 1 2 33 1

1

( ) ( ) ( , )
( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ,
( )

f g z
f

f g h z
f

•

α

= β α β −
 − α Γ α β + α − 

2 2 2 2 1 1
2

4 2 2 2 4

( ) ( ) ( )

( ) 2 ( , ) ( )

z F f g

f Df z z

 − α Γ α β + β − 

α β− β Γ α β
α β

2
1 12 1 1 2 3

2 2
2 2 23 2 1

2 33 1
2 1 1

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ,
( ) ( )

f Dg z z

f g h z
f g
•

α

= β α β β −
 − α Γ α β + α − 

1 1 3 3 2 1 2
3

4 3 3 1 4

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( , ) ( )

z F f g h

f Df z z

 − α Γ α β + β − 

 − α β Γ α β + β 

3
1 13 2 1 1 3

3
2 1 1 23 2 1 2

( ) 2 ( , ) ( )

( ) ( ) 2 ( , ) ( ) ,

f Dg z z

f g Dh z z

• •

•

β = α β = α β
β = α β β

1 3 1 2 2 2 1 1

3 1 3 2 1 2

( ), ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

z f z f g

z f g h

•• α • α •
αα

α • α •

α − α α + Γ α β α + Γ α β β +
+ Γ α β β + Γ α β β =

2 2 2
4 4 11 1

2 2
22 2 33 3

( ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0,

F f

П р е д л о ж е н и е  7. Если всюду справедлива
система равенств (7), то система (20) имеет глад-
кий первый интеграл следующего вида:

(21)

Следующие утверждения справедливы в более
общем виде, но мы ограничимся следующим.

П р е д л о ж е н и е  8. Пусть , k = 1,
2, 3. Если выполнены условия предложений 3–5, то
система (20) имеет четыре гладких первых инте-
грала вида (13), (16), (18), (19).

Т е о р е м а  2. Пусть , k = 1, 2, 3. Ес-
ли выполнены условия предложений 7, 8, то система
(20) обладает пятью независимыми первыми инте-
гралами вида (21), (13), (16), (18), (19).

То, что полный набор при некоторых условиях
состоит из пяти, а не из семи первых интегралов,
будет показано ниже.

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ В СИЛОВОМ ПОЛЕ

С ДИССИПАЦИЕЙ
Теперь несколько модифицируем (20) при

условиях (10)–(12), (14), (15), (17), а также при
, k = 1, 2, 3. При этом получим систему

со знакопеременной диссипацией, наличие кото-
рой характеризует не только коэффициент ,

, в первом уравнении (22), но и следующая за-
висимость (внешнего) силового поля в проекциях на
оси , k = 1, …, 4, соответственно: , ,

, . Рассматриваемая си-
стема на касательном расслоении TM4 ;
α, β1, β2, β3} примет вид
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(22)

и она почти всюду эквивалентна системе на вто-
рые производные от α, β, в которой явно выделя-
ется знакопеременная диссипация [2, 3].

Перейдем теперь к интегрированию системы
восьмого порядка (22) при выполнении группы
условий (11) и при выполнении равенств

Пусть при этом функция  удовлетворяет пер-
вому из группы равенств (7). Введем также (по
аналогии с (11)) ограничение и на функцию f(α):
она должна удовлетворять следующему преобра-
зованному равенству из (7):

и происходит отделение независимой подсисте-
мы седьмого порядка:
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Для полного интегрирования данной системы
необходимо знать, вообще говоря, семь независи-
мых первых интегралов. Однако после следующей

замены переменных , w3 = , w2 =

= , , последняя система распадает-

ся следующим образом:

(23)

(24)

(25)

(26)

Видно, что для полной интегрируемости систе-
мы (23)–(26) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (23), по одному – для си-
стем (24) и (25) (меняя в них независимые перемен-
ные), и дополнительный первый интеграл, “привя-
зывающий” уравнение (26) (т.е. всего пять).

Будем также предполагать, что для некоторого
 R выполнено равенство
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а для некоторых  R выполнены равенства

(28)

Здесь  = F1(α), т.е.  =
= λ1. Условие (27) назовем “геометрическим”, а
условия из группы (28) – “энергетическими”.

Условие (27) названо геометрическим, в том
числе, потому, что накладывает условие на коэф-
фициент связности , приводя соответствую-
щие коэффициенты системы к однородному виду
относительно функции Δ(α). Условия же группы
(28) названы энергетическими, в том числе, пото-
му, что силы становятся, в некотором смысле,
“потенциальными” по отношению к функциям

 и Δ(α), приводя соответствующие коэф-
фициенты системы к однородному виду (опять
же относительно функции Δ(α)). При этом функ-
ция Δ(α) и вводит в систему диссипацию разных
знаков.

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия (27)
и (28). Тогда система (23)–(26) обладает полным
набором – пятью независимыми, вообще говоря,
трансцендентными [7, 8] первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписыва-
ются громоздко (поскольку приходится интегри-
ровать уравнение Абеля [9]). В частности, если

, явный вид ключевого первого интеграла
таков:

(29)

При этом дополнительный первый интеграл
системы (23) имеет следующий структурный вид:

(30)

Первые интегралы для систем (24) и (25) будут
иметь вид
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о функциях , s = 1, 2, см. (16), (18). А допол-
нительный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (26), находится по аналогии с (19):

(32)

при этом после взятия этого интеграла вместо по-
стоянных C3, C4 можно подставить соответствую-
щие левые части равенств (31).

Выражение первых интегралов (29)–(32) через
конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но
также и от явного вида функции Δ(α). Действи-
тельно, при  дополнительный первый ин-
теграл системы (23) найдется из квадратуры

При этом после интегрирования вместо C1 можно
подставить (29). Правая часть данной квадратуры
выражается через конечную комбинацию эле-
ментарных функций, а левая – в зависимости о
функции Δ(α).

Справедлива и теорема, в некотором смысле
обратная к теореме 3.

Т е о р е м а  4. Условия (27), (28) (например, при
) являются необходимыми условиями суще-

ствования первого интеграла (29) для системы
(23)–(26).

4. СТРУКТУРА ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ
ДЛЯ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ

Если α – периодическая координата периода
2π, то система (23)–(26) в условиях теоремы 3 ста-
новится динамической системой с переменной
диссипацией с нулевым средним [2, 10]. При этом
при  она превращается в систему консер-
вативную, которая обладает двумя гладкими пер-
выми интегралами:

(33)

. (34)

Очевидно, что отношение двух первых интегра-
лов (33), (34) также является первым интегралом
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системы (23)–(26) при . Но при  каж-
дая из функций

(35)

и (34) по отдельности не является первым интегра-
лом системы (23)–(26). Однако отношение функ-
ций (35), (34) является первым интегралом системы
(23)–(26) (при ) при любом b.

Вообще же, для систем любого порядка с дис-
сипацией трансцендентность функций (в смысле
наличия существенно особых точек) как первых
интегралов наследуется из нахождения в системе
притягивающих или отталкивающих предельных
множеств [11, 12].

5. СИСТЕМЫ НА РАССЛОЕНИИ
К ЧЕТЫРЕХМЕРНОЙ СФЕРЕ

И ПРИЛОЖЕНИЯ
Выше уже были выделены в качестве примеров

два класса многообразий (поверхности вращения
и пространства Лобачевского), для которых при-
менима предлагаемая методика интегрирования
систем с диссипацией. Теперь отметим однопара-
метрическое семейство функций f(α) и ,
определяющей метрику на четырехмерной сфере:

при этом выделим два существенных подслучая:

(36)

(37)
Случай (36) формирует класс систем, соответ-

ствующих движению динамически симметрич-
ного пятимерного твердого тела на нулевых уров-
нях циклических интегралов, вообще говоря, в
неконсервативном поле сил, при дополнитель-
ной зависимости силового поля от (тензора вто-
рого ранга) угловой скорости [2, 10]. Случай (37)
формирует класс систем, соответствующих дви-
жению точки на четырехмерной сфере с есте-
ственной метрикой, индуцированной метрикой
всеобъемлющего пятимерного евклидова про-
странства. В частности, при  рас-
сматриваемая система описывает геодезический
поток на четырехмерной сфере. В случае (36) если

, то система описывает движе-
ние пятимерного твердого тела в силовом поле

 под действием следящей силы [2, 3]. В частно-
сти, если , , то систе-
ма описывает обобщенный сферический маятник,
помещенный в поток набегающей среды в пяти-

мерном пространстве, и обладает полным набором
трансцендентных первых интегралов, выражаю-
щихся через конечную комбинацию элементар-
ных функций [2, 3, 10, 11].

Если функция δ(α) не является периодиче-
ской, то рассматриваемая диссипативная система
является системой с переменной диссипацией с
ненулевым средним (т.е. она является собственно
диссипативной). Тем не менее, и в этом случае
(благодаря теоремам 3 и 4) можно получить яв-
ный вид трансцендентных первых интегралов,
выражающихся через конечную комбинацию
элементарных функций. Последнее также опре-
деляет новые нетривиальные случаи интегрируе-
мости динамических систем с диссипацией на ка-
сательном расслоении гладкого четырехмерного
многообразия в явном виде.
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Методы редукции модели позволяют заметно сократить вычислительные затраты при решении
больших систем дифференциальных уравнений при помощи перехода к расчетам для специального
пространства малой размерности. Эти методы требуют априорной информации о базисе такого ма-
ломерного пространства, которую возможно получить лишь при численном решении исходной си-
стемы высокой размерности. Основное наблюдение данной работы состоит в том, что на широком
классе экспериментально рассмотренных задач агрегационной кинетики базис малой размерности
существует, следовательно, редукция возможна. В данной работе мы предлагаем новый и эффек-
тивный алгоритм построения искомого базиса редуцированной модели без проведения полного
расчета. Предложенный алгоритм позволяет существенно выиграть от использования методов ре-
дукции модели даже при решении единичной системы без существенной априорной информации
о ней.

Ключевые слова: уравнение Смолуховского, редукция модели, метод снимков
DOI: 10.31857/S2686954321020065

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Мы будем рассматривать метод редукции мо-

дели применительно к общего вида системе
обыкновенных дифференциальных уравнений

(1)

Идея метода в такой ситуации состоит в том,
чтобы найти подпространство  размерно-
сти существенно меньшей N, на котором хорошо
приближается f(t), и построить по (1) систему на
координаты такого приближения; при этом чис-
ленная сложность решения такой системы может
оказаться заметно меньше сложности решения
полной системы. Построение такого простран-
ства в общем случае требует некоторой априор-
ной информации о решении, что затрудняет ис-
пользование метода для единичных систем.

В данной раобте мы предложим прямолиней-
ный алгоритм построения такого подпростран-

= , , ∈( ( ) ) ( ) .Ndf F f t t f t
dt

R

⊂ NV R

ства на основе метода POD [4] по ходу решения
исходной системы, с автоматическим критерием
завершения построения. При этом мы будем
предполагать дополнительно, что f(t) (прибли-
женно) пробегает искомое пространство за неко-
торый начальный временной интервал ,
меньший интересующего нас (например, реше-
ние циклично начиная с некоторого момента)

, . Работоспособность метода бу-
дет продемонстрирована на примере уравнения
Смолуховского.

2. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Разобьем весь временной интервал на окна
фиксированной длины и будем решать (обычным
методом в N-мерном пространстве) систему (1)
на каждом окне по очереди. Решив систему на
очередном окне, с помощью классического мето-
да снимков и POD, найдем базис, аппроксимиру-
ющий решение на этом окне. Сравним получен-
ный базис с уже накопленным (изначально пу-
стым); если накопленный базис приближает
новый достаточно хорошо, процесс можно оста-
навливать, искомый базис найден; если достаточ-
но плохо, дополним накопленный базис новым и
продолжим расчеты.

∈ ;[0 ]Ht T

Π∈ ;[0 ]t T Π<HT T
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ТИМОХИН и др.

В качестве меры качества приближения нового
базиса накопленным будем использовать норму
проекции

где Vi – базис текущего окна, а Ui – накопленный
(все базисы предполагаются ортонормированны-
ми). За оценку качества приближения в алгорит-
ме отвечают два параметра: . Если это
значение меньше , процесс останавливается; ес-
ли больше  – базис расширяется; в противном
случае процесс продолжается без расширения ба-
зиса; это важно для предотвращения переобуче-
ния на начальном отрезке решения. Подбор под-
ходящего значения , таким образом, связан с
необходимостью балансировки скорости постро-
ения базиса и опасности переобучения; в наших
экспериментах мы использовали .

Для дополнения базиса  новым базисом Vi
прибегнем к сингулярному разложению. А имен-
но, составим из векторов обоих базисов блочную
матрицу  и возьмем в качестве нового
базиса левые сингулярные векторы A, соответ-
ствующие сингулярным значениям, большим не-
которого .

Полученный таким образом алгоритм идейно
очень прост, но, как мы покажем далее на приме-
ре уравнения Смолуховского, вполне работоспо-
собен.

3. КОНКРЕТНЫЙ ПРИМЕР 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ

3.1. Формулировка задачи
Мы рассматриваем модель пространственно-

однородной системы частиц, эволюционирую-
щей посредством слипания частиц с образовани-
ем более крупных. Базовой моделью агрегации
частиц в таком случае является формально беско-
нечная система уравнений, предложенная Смо-
луховским [5]. В данной работе мы концентриру-
емся на модели агрегации частиц с источниками
и стоком частиц массы большей :

(2)

Здесь  – концентрация частиц массы ,  – яд-
ро, характеризующее вероятность столкновения
частиц размеров  и j,  – мощность источников
частиц размера k.

Время вычисления правой части непосредствен-
но по формуле (2) составляет , что задает для
решения прикладных задач с (2) непозволительно
высокую нижнюю границу сложности. В [3, 6] для
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отдельных ядер предложены алгоритмы сложности
, но для достаточно больших систем (а

на практике существует необходимость решать си-
стемы с  до 109) желательно иметь возможность
сократить вычислительные расходы дальше; на-
шей целью будет получить сжатое описание ре-
шения за время .

3.2. Применение редукции
Покажем теперь, как, построив искомое под-

пространство, воспользоваться им для ускорения
вычислений. Для этого соберем коэффициенты при
квадратичных членах в (2) в тензор  с
элементами

где  – символ Кронекера, и запишем уравне-
ние (2) в эквивалентной форме

(3)

Теперь, если нам известен искомый базис U,
мы можем записать

и преобразовать уравнение (3) в следующий вид:

(4)

Заменив в (4) приближенное равенство на точ-
ное, получим систему ОДУ на координаты разло-
жения nk по базису U.

Сложность вычисления правой части для (4)
“в лоб” , что для достаточно малых R может
оказаться лучше, чем .

3.3. Численные результаты
Численные эксперименты проводились с систе-

мой (2) со следующими значениями параметров:

с окнами размером  и 65 снимками на каж-
дом окне на интервале [0, 256].
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Для этой системы в [1, 2, 7] было найдено цик-
лическое поведение решения, начиная с некото-
рого момента времени при .

В табл. 1 представлено время построения пол-
ного решения  и редуцированного , а также
размеры использовавшихся при этом базисов R и
момент времени T, до которого строился базис.
Как видно из табл. 1, размерность построенного
подпространства, а значит и , суще-
ственно зависят от , и при высокой точности мо-
жет  даже превышать время построения полного
решения. При близком к пограничному для обра-
зования циклов значения a для построения бази-
са с большой точностью потребовалось использо-
вать весь интервал времени решения. Данное на-
блюдение можно считать весьма естественным,
так как по мере приближения значения  к 0.5
быстро растет и период колебаний в системе.
Остальные случаи показывают возможность по-
лучения приемлемого уровня точности даже с
очень небольшим базисом, построенным по до-
статочно короткому начальному отрезку. Точ-
ность решения при этом зависит от  в основном
опосредовано, через T, а потому не демонстриру-
ет никакой простой зависимости.

Для решения всех систем дифференциальных
уравнений использовался явный метод средней
точки с шагом по времени 2–12; правая часть в
полной системе при этом вычислялась по методу,
описанному в [3]. Все расчеты проводились на
системе с процессором Intel Core i7-7700K, с ис-
пользованием библиотеки Intel MKL.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для систем дифференциальных уравнений с
циклическими решениями предложен эффектив-
ный алгоритм построения маломерного про-
странства для редукции модели по ходу числен-
ного решения исходной системы высокой раз-
мерности. Работоспособность нового алгоритма

> 1/2a

Πt Pt

= 3
P ( )t O R

ε
Pt

a

ε

проверена для важного класса задач кинетики аг-
регации с источником и стоком частиц, обладаю-
щих периодическими решениями по времени.
Открытым для нас остается вопрос об эффектив-
ном построении такого пространства для систем без
циклов, в которых искомое маломерное простран-
ство, вообще говоря, восстанавливается только по
полному решению.
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Таблица 1. Сравнение полного решения  и редуцированного решения  системы (2) для N = 32 768, с раз-
личными значениями параметра ядра a и параметра точности ε (здесь ). Приведены время полного рас-
чета на всем интервале , время расчета редуцированной системы на том же интервале , размер полученного
базиса R, момент времени T, на котором он был построен, и относительная погрешность редуцированного ре-
шения в конце интервала

a ε tΠ, c tP, c R T

0.55 10–9 4.8 × 103 75 49 56 2.7 × 10–3

0.55 10–11 4.8 × 103 1.9 × 103 121 256 9.0 × 10–8

0.55 10–13 4.8 × 103 4.5 × 103 330 256 5.0 × 10–10

0.65 10–9 4.8 × 103 83 51 62 3.8 × 10–2

0.65 10–11 4.8 × 103 3.5 × 103 144 224 2.8 × 10–9

0.65 10–13 4.8 × 103 4.5 × 103 345 250 1.5 × 10–9
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Model reduction methods allow in some cases to significantly decrease the time required to solve a large ODE
system by performing all calculations in a vector space of significantly lower dimension than the original one.
Unfortunately, these methods frequently require apriori information about the structure of the solution, pos-
sibly obtained by solving the same system for different values of parameters. We suggest a simple algorithm
for constructing such a subspace while simultaneously solving the system, thus allowing one to benefit from
model reduction even for a single system without significant apriori information, and demonstrate its effec-
tiveness using the Smoluchowski equation as an example.

Keywords: Smoluchwoski equation, model reduction, method of snapshots
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Проведено теоретическое исследование статистического распределения фазы квазигармоническо-
го сигнала. Впервые получено аналитическое выражение для функции плотности вероятности это-
го распределения, показано, что распределение фазы квазигармонического сигнала является двух-
параметрическим и определяется следующими параметрами: отношением сигнала к шуму и вели-
чиной отклонения текущего значения фазы от значения фазы исходного, незашумленного сигнала.
Проанализирована зависимость функции плотности вероятности фазы квазигармонического сиг-
нала от определяющих ее параметров. Данное исследование является значимым для решения задач
высокоточных фазовых измерений методами статистической обработки данных.

Ключевые слова: квазигармонический сигнал, гауссовский шум, функция плотноствероятности
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Задача высокоточного измерения фазы сигна-
ла является предметом научных исследований в
течение десятилетий [1–4]. Достижение высокой
точности фазовых измерений является важным
для решения широкого круга научных и приклад-
ных задач, причем во многих задачах фазовые ха-
рактеристики сигнала по своей информативно-
сти являются более значимыми, чем амплитуд-
ные, см., например, [5].

Эффективным инструментом обработки сто-
хастических данных при решении задач приклад-
ной математики и теоретической информатики
являются методы статистического анализа иссле-
дуемых данных. В этой связи актуальной стано-
вится задача изучения свойств статистического
распределения анализируемой величины. В работе
впервые проводится теоретическое исследование
особенностей статистического распределения фа-
зы квазигармонического сигнала, который фор-
мируется исходно гармоническим сигналом под
воздействием неизбежного гауссовского шума.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Для решения поставленной задачи уточним

используемые понятия. Как известно, модель
гармонического, синусоидального сигнала с по-
стоянной амплитудой эффективно используется
в теории. На практике же неизбежное воздей-

ствие шума на процесс распространения любого
исходно гармонического сигнала приводит к слу-
чайным флуктуациям величин амплитуды и фазы
такого сигнала. В результате образуется так назы-
ваемый квазигармонический сигнал, амплитуда и
фаза которого представляют собой случайные ве-
личины. В каждый момент времени t такой сиг-
нал может быть представлен в следующей форме:

(1)
где ω – частота, R(t) – амплитуда, или огибающая
сигнала, которая изменяется случайным образом
под воздействием гауссовского шума, величина
фазы ϕ(t) также изменяется во времени случай-
ным образом под воздействием шума в силу ам-
плитудно-фазовой модуляции. Рассмотрим сиг-
нал (1) в комплексной плоскости, как комплекс-
ную величину, обозначив ее S(t):

(2)
Для изучения фазовых характеристик сигналов
мы будем анализировать “медленную” составля-
ющую сигнала, т.е. функцию s(t) = R(t)exp[iϕ(t)].
Обозначим “медленную” составляющую исход-
ного гармонического, не искаженного шумом
комплексного сигнала как вектор A(A, ϕ0), харак-
теризуемый постоянными величинами амплиту-
ды A и фазы ϕ0. Распространение сигнала по ка-
кой-либо среде неизбежно сопровождается тем,
что действительная Acosϕ0 и мнимая Asinϕ0 со-
ставляющие исходного сигнала независимо изме-
няются под воздействием большого числа слу-
чайных шумовых составляющих. Обозначим как
r(r, ψ) суммарный вектор шума, который накла-

( )= ω + ϕ( ) ( ) sin ( ) ,x t R t t t

( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )= ω + ϕ = ωexp exp .S t R t i t t s t i t
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ЯКОВЛЕВА

дывается на исходный сигнал A, искажая его.
Компоненты rx, ry вектора шума r являются незави-
симыми случайными величинами и подчиняются

нормальному распределению: ,  =
= σ2, где величина σ2 представляет собой диспер-
сию шума. Очевидно, что амплитуда r шумового
вектора и его фаза ψ представляют собой независи-
мые случайные величины и распределены следую-
щим образом: случайная величина амплитуды r
подчиняется статистическому распределению Рэ-
лея, в то время как фаза ψ шумовой компоненты
распределена равномерно на интервале (0, 2π).

2. РАСЧЕТ ФУНКЦИИ ПЛОТНОСТИ 
ВЕРОЯТНОСТИ ФАЗЫ 

КВАЗИГАРМОНИЧЕСКОГО СИГНАЛА
Обозначим как вектор R(R, ϕ) “медленную” со-

ставляющую результирующего квазигармоническо-

= = 0x yr r =2 2
x yr r

го сигнала, формируемого суммированием исход-
ного гармонического сигнала A и шума r: R = A + r.
Нетрудно показать, что совместная функция рас-
пределения случайных величин амплитуды R и
фазы ϕ результирующего сигнала R определяется
выражением [6]

(3)

Из (3) следует, что распределения амплитуды R и
фазы ϕ результирующего сигнала не являются не-
зависимыми, причем фаза ϕ результирующего
сигнала, в отличие от фазы ψ шумовой составля-
ющей, уже не является равномерно распределен-
ной величиной.

Для определения функции плотности вероят-
ности статистического распределения фазы ква-
зигармонического сигнала проинтегрируем вы-
ражение (3) по  в пределах от нуля до бесконеч-
ности. В результате вычислений получаем

(4)

где используются следующие обозначения: η =

= , а функция Φ(η) представляет

собой известную специальную функцию, называ-

емую интегралом ошибок: .

Формула (4) характеризует распределение фа-
зы случайного сигнала, полученного в результате
воздействия гауссовского шума с дисперсией σ2

на исходно детерминированный сигнал A с ам-
плитудой A и фазой ϕ0. Нетрудно видеть, что в
предельном случае отсутствия детерминирован-
ной составляющей, т.е. при A = 0, ожидаемо полу-
чаем равномерное распределение фазы сигнала:

.

Введем обозначение . Величину S 2 = 

часто используют в качестве характеристики от-
ношения сигнала к шуму. С учетом введенного
параметра  выражение для выше введенного па-
раметра  имеет вид .

Из вышеизложенного следует, что статистиче-
ское распределение фазы, описываемое выраже-
нием (4), определяется двумя параметрами зада-
чи: отношением сигнала к шуму  и величиной
отклонения текущего значения фазы  от значе-
ния фазы  исходного сигнала, и является чет-

( )ϕ ϕ =
 + − ϕ − ϕ= − ϕ 
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Рис. 1. Графики функции плотности вероятности ста-
тистического распределения фазы квазигармониче-
ского сигнала для следующих значений параметров 

и : а – , S = 1, 5, 9 (штрихпунктирная, штрихо-

вая и сплошная линии соответственно); б – .
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ной функцией этого отклонения, что вполне
ожидаемо. Для функции плотности вероятности
распределения фазы будем использовать обозна-
чение :

(5)

На рис. 1 представлены графики функции плот-
ности вероятности распределения фазы квазигар-
монического сигнала в зависимости от значения
параметра отношения сигнала к шуму S (рис. 1а), а
также трехмерный график этой функции (рис. 1б).
На рис. 1б по оси  отложена величина фазы,
вдоль оси  отложена величина отношения сиг-
нала к шуму.

Как следует из представленных графических
данных, с ростом величины отношения сигнала к
шуму функция плотности вероятности фазы сиг-
нала заметно сужается, что вполне ожидаемо,
учитывая, что в предельном случае очень малой
величины отношения сигнала к шуму мы имеем
сигнал, состоящий практически из шумовой со-
ставляющей, с функцией плотности вероятности,
близкой к равномерной, в то время как при боль-
шой величине отношения сигнала к шуму мы
имеем практически детерминированный сигнал,
функция плотности вероятности которого близка
к -функции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе теоретически исследуется статистиче-

ское распределение величины фазы квазигармони-
ческого сигнала, впервые получено аналитическое

выражение для функции плотности вероятности
распределения фазы. Показано, что данное распре-
деление является двухпараметрическим и опреде-
ляется следующими параметрами: величиной отно-
шения сигнала к шуму и величиной отклонения фа-
зы от ее значения, соответствующего исходно
детерминированному, незашумленному сигналу.

Полученные в работе результаты вносят вклад
в развитие теории вероятностей и могут эффек-
тивно использоваться при решении различных
научных и прикладных задач, связанных с высо-
коточными измерениями фазы квазигармониче-
ского сигнала, в частности, в таких областях нау-
ки и техники, как радиофизика, оптика, радиоло-
кация, радионавигация, метрология.
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PECULIARITIES OF THE STATISTICAL DISTRIBUTION
OF A QUASI-HARMONIC SIGNAL’S PHASE
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A theoretical investigation of the statistical distribution of phase has been implemented. An analytical expres-
sion for the probability density function of such a distribution has been first obtained, and the quasi-harmon-
ic signal’s phase distribution has been shown to be a two-parameter one and to be determined by the following
parameters: the signal-to-noise ratiо and the deviation of the current phase value from the initial noiseless
signal’s phase value. The dependence of the probability density function for the quasi-harmonic signal’s
phase upon its parameters has been analyzed. This research is a meaningful for solving the tasks of high-pre-
cision phase measurements by means of the statistical data processing.
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