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РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ СТОХАСТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ И
ФИЛЬТРАЦИИ В РАБОТАХ Р.Ш. ЛИПЦЕРА1

2 января 2019 г. от нас ушел дорогой друг и коллега Роберт Шеви-
левич Липцер (1936–2019). Долгие годы он был членом редакционной
коллегии журнала “Автоматика и телемеханика”, и во многом благодаря
его усилиям журнал стал одним из ведущих в России в области теории и
практики управления. В настоящий памятный выпуск включены публи-
кации его учеников и коллег, посвященные основным направлениям рабо-
ты Р.Ш. Липцера в области стохастического управления. Данная статья

1 Данный памятный сборник включает работы коллег и учеников Р.Ш. Липцера, охва-
тывающие основные направления его деятельности в области стохастического анализа и
его приложений в различных областях статистики, управления, теории массового обслу-
живания и финансовой математики. Публикация работ сборника будет продолжена в № 4,
2020.
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является вводной, и ее цель показать основные этапы творческой биогра-
фии Р.Ш. Липцера, продемонстрировать его вклад в развитие теории сто-
хастического управления и статистики случайных процессов и показать
его влияние на развитие теории стохастического управления в России и
за рубежом.

Ключевые слова: случайные процессы, фильтрация, стохастическое
управление.

DOI: 10.31857/S0005231020030010

1. Основные этапы жизни и творчества

Роберт Шевилевич Липцер родился 20 марта 1936 г. на Украине в горо-
де Кировограде. С 1953 по 1959 гг. он учился в Московском авиационном
институте, где получил квалификацию инженера-электромеханика по специ-
альности “Авиационные прицелы”. После окончания института, до 1962 г.
он работал на заводе Министерства авиационной промышленности в городе
Калининграде Московской области (ныне город Королев). Однако любовь к
математике привела его в 1961 г. на вечернее отделение мехмата МГУ, где его
научным руководителем, а позднее его коллегой и соавтором стал Альберт
Николаевич Ширяев, плодотворное сотрудничество с которым продолжалось
затем долгие годы. Следующим этапом стал переход в 1962 г. на работу в Ин-
ститут проблем управления РАН, называвшийся в те годы Институтом авто-
матики и телемеханики, где он прошел все ступени от старшего инженера до
начальника сектора. В 1990 г. Р.Ш. Липцер был приглашен в Институт проб-
лем передачи информации РАН на должность заведующего лабораторией
стохастических систем, где проработал до 1993 г., и затем переехал с семьей
в Израиль. Там он получил место профессора факультета систем управления
(electrical engineering) Тель-Авивского университета, где и состоял до своей
кончины 2 января 2019 г.

2. Основные направления исследований

На своей странице университетского сайта в середине 90-х гг. Р.Ш. Лип-
цер перечисляет основные направления деятельности и текущие проекты.
Следует отметить, что они включают многие современные направления сто-
хастического анализа. С тех пор область его интересов только расширялась.

Основные направления исследований:

• Аппроксимация в задачах фильтрации.
• Большие уклонения.
• Диффузионная аппроксимация в системах массового обслуживания.
• Аппроксимация в задачах стохастического управления.
• Теория мартингалов.
• Умеренные уклонения в задачах диффузионной аппроксимации.
• Робастная диффузионная аппроксимация в задачах нелинейной фильтра-

ции.
• Умеренные уклонения для случайно возбуждаемых динамических систем.
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• Нелинейная фильтрация с “загрязнением”.
• Асимптотическая оптимальность для задач стохастического управления с

использованием диффузионной аппроксимации.
• Принцип усреднения Боголюбова для семимартингалов.
• Умеренные уклонения для семимартингалов.
• Модель Бенеша с зависимостью от состояния с быстрой загрузкой и ско-

ростью отклика.

За время своей работы Р.Ш. Липцер опубликовал 10 монографий и более
100 статей в самых престижных журналах по теории вероятностей и слу-
чайным процессам. Далее остановимся на наиболее значимых результатах
Р.Ш. Липцера в этой области, поскольку описать его вклад во все разделы
теории вероятностей и случайных процессов в рамках короткой заметки не
представляется возможным.

Отметим, что данный выпуск продолжает традицию памятных изданий,
посвященных деятельности ученых, оказавших существенное влияние на раз-
витие математики и ее приложений. Сборник, посвященный 60-летнему юби-
лею Р.Ш. Липцера, был издан в 1997 г. [1].

2.1. Теория условно-гауссовских процессов

Работы по фильтрации условно-гауссовских процессов значительно рас-
ширили теорию оценивания случайных процессов, позволив распространить
принципы калмановской фильтрации на задачи со случайными матричны-
ми коэффициентами, зависящими от наблюдений. Кроме того, они обогати-
ли теорию нелинейной фильтрации диффузионных процессов [2–4], позволив
не только установить теоремы разделения в задачах управления с неполной
информацией, но и открыть новые подходы к решению задач управления
наблюдениями, в частности совместного управления наблюдаемым и нена-
блюдаемым процессами [5].

В 1968 г. Р.Ш. Липцер защитил кандидатскую диссертацию на факультете
радиотехники и кибернетики Московского физико-технического института,
основу которой как раз и составили его результаты по фильтрации условно-
гауссовских диффузионных процессов, а в 1974 г. опубликовал совместно с
А.Н. Ширяевым монографию [6]. Эта книга и ее перевод стали настольными
для российских и зарубежных специалистов в области статистики случайных
процессов и теории стохастического управления.

2.2. Развитие теории мартингалов

Работы в области фильтрации стали базой для перехода к глубокому
изучению теории мартингалов, что позволило перенести идеи калмановской
фильтрации на более широкий класс дискретно-непрерывных случайных про-
цессов [7]. С середины 70-х гг. работы Р.Ш. Липцера посвящены детальному
исследованию процессов этого класса. Были доказаны теоремы, описываю-
щие, в частности, сходимость и свойства предельных процессов [8].

Ряд работ по прикладной теории вероятностей привели к получению клю-
чевых результатов в области статистики случайных процессов. В серии работ,
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выполненных совместно с Ю.М. Кабановым и А.Н. Ширяевым, были полу-
чены фундаментальные результаты по абсолютной непрерывности и сингу-
лярности вероятностных мер, выведены эффективные формулы для вычис-
ления плотностей Радона–Никодима [9, 10], доказаны теоремы по представле-
нию целочисленных мер и локальных мартингалов [11] с помощью случайных
мер с детерминированными компенсаторами, и найдены условия контигуаль-
ности и полной асимптотической разделимости последовательностей вероят-
ностных мер [12]. Эти результаты вместе с центральной предельной теоремой
для семимартингалов [13, 14] вошли в монографию [15], которая совместно с
упомянутой книгой [6] “образует наивысшее достижение в развитии парадиг-
мы современного стохастического анализа и является стандартом для ссылок
в данной области”, как отмечалось в [1].

Естественным развитием работ по теории мартингалов была теория боль-
ших и “умеренных” уклонений для семимартингалов. В этой области, которая
получила свое развитие во многом благодаря работам Р.Ш. Липцера, была
получена целая серия замечательных и неожиданных результатов. Отметим,
что здесь он работал совместно с коллегами из России, Израиля и Австра-
лии [16–19].

2.3. Приложения теории мартингалов
в задачах статистики и управления

2.3.1. Методы диффузионной аппроксимации

В цикле работ, в которых использовались методы диффузионной аппрок-
симации, Р.Ш. Липцер с коллегами показал, как теория мартингалов мо-
жет эффективно использоваться в различных прикладных задачах. Общая
теория сходимости семимартингалов к процессам диффузионного типа бы-
ла заложена еще в первых работах, посвященных данной тематике [20], в
дальнейшем эти результаты были с успехом применены к различным типам
непрерывных [21] и скачкообразных процессов [22]. Методы диффузионной
аппроксимации были применены и к задачам анализа вычислительных про-
цессов и сетей связи вычислительных машин [23], к методам передачи дан-
ных по каналам связи и системам массового обслуживания [24], к анализу
решения задач оптимального стохастического управления [26], к случайным
процессам с отражением [25] и к задачам разорения [27]. Эти работы де-
монстрируют блестящие способности Р.Ш. Липцера в использовании тонких
математических подходов при решении прикладных проблем.

2.3.2. Приближенные методы в вырожденных задачах управления
и фильтрации

Со времени появления фильтра Калмана в непрерывном времени было из-
вестно, что условие невырожденности матрицы шумов в наблюдениях необ-
ходимо для написания уравнений фильтра в замкнутом виде. Однако в дис-
кретном времени ситуация оказывается проще: все решается заменой обрат-
ной матрицы шумов на псевдообратную. Как впервые показал Р.Ш. Лип-
цер, аналогичное свойство имеет место и в непрерывном времени, но лишь
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при выполнении специального условия согласованности [28]. В то же время
аналогия между задачей фильтрации и задачей решения системы линейных
уравнений методом наименьших квадратов позволила построить как эффек-
тивные алгоритмы псевдообращения матриц [30], так и алгоритмы решения
плохо обусловленных систем линейных уравнений [29]. Интересное приме-
нение этих методов оказалось возможным и в задачах передачи данных по
каналам с бесшумной обратной связью [31].

2.4. Работа в Тель-Авивском университете

2.4.1. Задачи теории массового обслуживания

В начале 1990-х гг. Роберт Липцер получил приглашение от Якова Когана
из Хайфского Техниона для работы над проектом по вычислительным сетям
массового обслуживания. Работа над проектом успешно завершилась публи-
кациями [32, 33], которые основаны на использовании стохастического исчис-
ления: теории мартингалов и стохастических дифференциальных уравнений.
Среди важных технических элементов здесь следует отметить применение
принципа отражения Скорохода и стохастических уравнений для описания
длин очередей, для которых впоследствии, собственно, и использовались мар-
тингальные методы. Эти уравнения, являющиеся стохастическими аналогами
уравнений Колмогорова–Чепмена, применялись в [32] впервые. Их важность
заключается в том, что они могут использоваться (и в дальнейшем исполь-
зовались) для случайных процессов в случайных средах – новом современ-
ном направлении, пронизывающем все области теории случайных процессов.
В связи с этими результатами Р.Ш. Липцер в дальнейшем имел неоднократ-
ные приглашения в Bell Laboratory для работы со специалистами в области
теории сетей обслуживания.

2.4.2. Оптимальное управление и фильтрация

Узнав, что Роберт Липцер находится в Израиле, им заинтересовались в
Тель-Авивском университете. В результате переговоров и необходимых про-
цедур Роберт получил позицию профессора университета на инженерном фа-
культете в департаменте инженерных систем. В Тель-Авивском университе-
те Роберт работал как со специалистами из инженерного факультета, где он
непосредственно работал, так и со специалистами из математического депар-
тамента. Он также сотрудничал с учеными из Техниона. Среди его соавторов
были З. Шус, В.З. Бобровский, О. Зейтуни и др. В свой израильский пери-
од Роберт продолжал работать преимущественно в двух основных темати-
ках: теория оптимального управления и фильтрации и вероятности больших
уклонений стохастических процессов.

2.4.3. Задачи оценивания детерминированного гладкого сигнала

В ряде публикаций [35–39] Робертом и его коллегами изложены резуль-
таты о задаче оценки детерминированного гладкого сигнала в малом белом
шуме. Это классическая задача непараметрической статистики, для которой
известна точная асимптотика убывания оптимальной минимаксной ошибки.
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Наилучшая скорость убывания достигается различными оценками, включая
ядерные со специальным образом подобранными параметрами ядра. Основ-
ное новшество этих работ состояло в том, что оптимальная скорость ока-
залась достижима односторонними ядрами, которые могут реализовываться
линейной динамической системой, действующей на входящий поток наблюде-
ний последовательно по мере их поступления. Такое свойство имеет большое
практическое преимущество, например в системах слежения с ограниченны-
ми вычислительными ресурсами за подвижными целями.

2.4.4. Устойчивость уравнений фильтрации

В другой серии публикаций [40–42] изучалась задача устойчивости по на-
чальному условию для уравнений оптимальной нелинейной фильтрации. Оп-
тимальный фильтр в общем случае представляет собой бесконечномерную
нелинейную стохастическую динамическую систему на пространстве вероят-
ностных мер. Ее устойчивость по различным параметрам, включая начальное
распределение сигнала, интересна не только с чисто математической точки
зрения, но и является важным фактором при построении практических си-
стем, таких как многочастичные фильтры. В [40–42] был разработан подход,
опирающийся на вероятностные свойства условных математических ожида-
ний, в то время как в предыдущих публикациях по данной тематике в ос-
новном использовался аппарат функционального анализа. Новый взгляд на
эту задачу позволил лучше понять механизмы устойчивости уравнений филь-
трации. В частности, оказалось, что вопреки устоявшимся представлениям и
некоторым предыдущим ошибочным результатам, устойчивости самого сиг-
нала может быть недостаточно для устойчивости фильтра. С другой стороны,
было доказано, что информативность наблюдений, в некотором смысле, вле-
чет за собой устойчивость без каких-либо дополнительных предположений.

2.4.5. Принцип больших уклонений

В этот же период Роберт Липцер продолжал изучение вероятностей боль-
ших уклонений в функциональных пространствах. Плодами его исследова-
ний, иногда совместных с рядом коллег, стало множество результатов, описа-
ние которых, к сожалению, не представляется возможным в рамках краткого
биографического очерка. Упомянем лишь статью [43], в которой изучается
поведение системы стохастических дифференциальных уравнений с быстрой
и медленной компонентами. В [43] получен совместный Принцип больших
уклонений (ПБУ) для траекторий и оккупационной меры медленной и быст-
рой компонент соответственно. Это один из первых результатов в изучении
ПБУ в динамических системах с различными временны́ми шкалами.

В Тель-Авивском университете под руководством Р.Ш. Липцера были на-
писаны кандидатские и мастерские диссертации, включая работы его аспи-
рантов В. Абрамова [34], П. Чиганского [19] и Л. Голдентайера [38, 39]. При
этом его помощь во многих случаях не ограничивалась только научной сто-
роной дела, но бывало, что и касалась затрудненного личного положения
соискателей. Во всех таких ситуациях студенты все же успешно завершали
свою научную работу с Р.Ш. Липцером и впоследствии с благодарностью его
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вспоминали. Отметим, что, работая в Тель-Авивском университете, Роберт
продолжал поддерживать тесные контакты с давними коллегами за рубежом,
в том числе, конечно же, и в России.

2.4.6. Работа с зарубежными коллегами

Роберт Липцер не был “сухим” математиком, и к числу его постоянных
увлечений стоит отнести и горные лыжи, и велопоходы, но, как правило, он
проводил свободное от преподавания время в различных университетах по
всему миру, где занимался совместными исследованиями с принимавшими его
учеными или давал специальные курсы по тематике своих научных интере-
сов. Здесь следует упомянуть Университет г. Падуя (Италия), где Р. Липцер
работал с профессором Рунггалдиером, Wain State University в Детройте,
США, где он работал с Р.З. Хасьминским. Однако одним из наиболее при-
мечательных мест, куда Роберт Липцер приезжал почти каждый год, был
университет им. Монаша (Monash University) в штате Виктория в Австралии.
С этим университетом Роберт поддерживал весьма тесные контакты, рабо-
тая совместно с профессором Ф. Клебанером. Отметим, что диссертацион-
ная работа одного из докторантов Роберта из Тель-Авивского университета,
Л. Голдентауэра, выполнялась при тесном сотрудничестве со специалиста-
ми университета им. Монаша и завершилась публикацией [39]. При участии
Роберта в математическом департаменте университета им. Монаша также
выполнялись диссертационные работы. Одна из таких работ, выполненная
докторантом А. Лим, опубликована в [44]. В университете им. Монаша для
сотрудников университета Роберт провел цикл лекций по большим и умерен-
ным уклонениям. Он также проводил семинары и консультировал сотрудни-
ков по многим направлениям работ в области теории случайных процессов.
Семинары под руководством Р. Липцера и в России и за рубежом, пользо-
вались неизменным вниманием. Их посещали как маститые, так и молодые
ученые, для многих из которых это было началом знакомства с теорией стоха-
стического управления, статистики и теории мартингалов. Возможно, именно
это обстоятельство позволило многим из них получить впоследствии профес-
сорские и административные позиции в российских и зарубежных исследо-
вательских центрах. Думается, что влияние Роберта Липцера, его научная
цельность и добросовестность были и остаются для всех примером настояще-
го ученого.
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цессов. Сформулированы и решены задачи оценивания времени заверше-
ния и времени выполнения операций для распределенной системы одно-
родных продуктивных процессов “точно в срок”. Математическая модель
и доказательства приведены в мартингальных терминах.

Ключевые слова: продуктивная система, время выполнения операций,
мартингальные методы, случайное блуждание, “точно в срок”, оценива-
ние.

DOI: 10.31857/S0005231020030022

1. Введение

Настоящая работа является в некотором смысле логическим продолжени-
ем [1]. Здесь (в мартингальных терминах [2]) рассматриваются стохастиче-
ские системы, реализующие достаточно известный принцип “точно в срок”.
Примеры таких систем включают в себя производственные системы “точно
в срок”, педагогические стратегии обучения, методы лечения, а также мето-
ды компиляции в компьютерном программировании (см. литературу в [1]).
Получивший распространение термин “точно в срок” в настоящее время явля-
ется устоявшимся и восходит к описанию производственной системы Toyota
в [3]. Также необходимо отметить, что (в отличие от финансовой матема-
тики, рассматривающей преимущественно распределительные, по сути игро-
вые, с точки зрения теории вероятностей задачи) исследованиям стохастиче-
ских продуктивных систем в последнее время посвящается увеличивающееся
количество работ (см., например, [4, 5] и ссылки в них).

Рассмотрим описание продуктивных систем “точно в срок” в терминах то-
чечных считающих процессов. Предполагается, что в таких системах должно
быть выполнено некоторое целое число операций K � 1 к фиксированному
моменту времени T > 0 (при начале отсчета времени с нулевого момента).
Это означает, что в каждый момент t ∈ [0, T ] количество оставшихся для вы-
полнения операций равно Xt, т.е. числу K за вычетом значения Bt процесса,
считающего числа выполнений, и плюс At — возвращенные на переработку
или доработку операции (см. в [6] пример подобного описания технологиче-
ских процессов, но не “точно в срок”). В простом случае без возвращений и
при однородном процессе выполнения описание продуктивного процесса X
представляет собой так называемый пуассоновский мост [7, 8] и в обратном
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времени соответствует пуассоновскому процессу при условии, что его значе-
ние в момент времени T равно точно K (см., например, [9, 10]).

В работе приводятся определения процессов “точно в срок” в терминах
как распределений, так и интенсивностей скачков точечных процессов. По-
казано, что интенсивности бесконечно возрастают к программному (заплани-
рованному) моменту выполнения продуктивного процесса. Рассматриваются
системы, в которых выполнение операций завершается до некоторого момен-
та, вообще говоря a priori не известного. Такие системы (называемые здесь
распределенными системами “точно в срок”) формализованы в терминах се-
мейств случайных блужданий. Для распределенных продуктивных систем
приводятся выражения интенсивностей скачков. Из этих выражений следу-
ет, что распределенная система процессов “точно в срок” сама, вообще говоря,
может и не обладать свойством “точно в срок”. Однако если она этим свой-
ством обладает, то при ее наблюдении (как и при наблюдении одиночного
процесса “точно в срок”), завершение операций выполнения наступает строго
до запрограммированного момента выполнения. В связи с этим возникает за-
дача оценивания момента выполнения по наблюдениям значений продуктив-
ного процесса Xt. Задачи такого типа достаточно востребованы. Например, в
геронтологии не утихают дискуссии о запрограммированной или потенциаль-
но бесконечной видовой продолжительности жизни (т.е. отсутствует понима-
ние возможности бесконечного носителя распределенной системы при финит-
ных носителях “распределяемых” процессов), см., например, [11, 12]. Также,
актуальной остается задача определения видовой продолжительности жиз-
ни однородной когорты, к которой в распределенной системе и принадлежит
наблюдаемый индивидуум с известным временем “завершения жизненного
цикла”. Аналогичные задачи известны при моделировании процессов жиз-
ненного цикла в моделях систем лесоводства, сельскохозяйственных и ряда
технических (для которых изначально не устанавливается верхний предел
эксплуатации или развития). По-прежнему интерес представляет задача по-
следовательного оценивания момента завершения процесса “точно в срок”
при наблюдаемом продуктивном процессе. Предлагаемая работа посвящена
задачам последовательного оценивания времени завершения продуктивного
процесса и параметров случайного блуждания с поглощением, характеризую-
щего время выполнения операций (что в определенном смысле является про-
должением задач оценивания параметров случайной среды по наблюдаемым
блужданиям [13]). Описания задач и их решения выполнены в мартингаль-
ных терминах. Доказательства всех не являющихся очевидными результатов
приведены в Приложении.

2. Определение процессов “точно в срок”

Пусть вероятностное пространство (Ω,F ,P) снабжено неубывающим
непрерывным справа потоком σ-алгебр F = (Ft)t�0, пополненным по мере P
(т.е. выполняются условия Деллашери [2, 14]). Рассмотрим на стохастическом
базисе B = (Ω,F ,F = (Ft)t�0,P) процесс случайного блуждания X = (Xt)t�0

с начальным значением X0 = K ∈ N = {1, 2, . . .}, с регулярными траектория-
ми из пространства Скорохода и значениями Xt ∈ {0, 1, 2, . . . ,K}. Для скач-
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ков предполагается, что ΔXt = Xt −Xt− ∈ {−1, 0, 1}, т.е. переходы случай-
ного блуждания осуществляются только в ближайшие состояния. Очевид-
но, процесс X может единственным образом быть представлен (см., напри-
мер, [15–18]) в следующем виде:

X = X0 +A−B = K +A−B,

где точечные процессы A = (At)t�0 и B = (Bt)t�0 являются считающими ко-
личества положительных и отрицательных скачков X соответственно: при
всех t � 0 P-п.н.

At =
∑

0<s�t

I{ΔXs = 1}, Bt =
∑

0<s�t

I{ΔXs = −1}

при нулевых начальных значениях A0 = B0 = 0 (здесь и далее I{·} — инди-
каторная функция, т.е. I{true} = 1, I{false} = 0). Введем следующие опреде-
ления.

Опр е д е л е н и е 1. Процесс X = (Xt)t�0 назовем продуктивным, B =
= (Bt)t�0 процессом выполнения (операций) и A = (At)t�0 — процессом воз-
вращений.

Продуктивный процесс заключается в выполнении K запланированных
операций, и Xt в каждый момент времени t � 0 соответствует числу остав-
шихся невыполненными операций. При этом количество собственно выполне-
ний Bt может оказываться больше K, если число возвращений At (например
на доработку, как это показано в прикладной работе [6]) оказывается поло-
жительным.

Опр е д е л е н и е 2. Марковский момент τ , определенный на стохасти-
ческом базисе B и являющийся моментом достижения нулевого значения
продуктивным процессом X, называется моментом завершения:

τ = inf{t > 0: Xt = 0}, где inf{∅} = +∞.(1)

В настоящей работе рассматриваются продуктивные процессы только
“с одним циклом выполнения”, т.е. нулевое состояние является поглощающим
для X: Xt = 0 при всех t � τ .

Опр е д е л е н и е 3. Продуктивный процесс конечен, если P{τ < ∞} = 1,
т.е. τ — момент остановки на стохастическом базисе B.

Опр е д е л е н и е 4. Конечный продуктивный процесс называется “точно
в срок” (или процессом “точно в срок u”), если существует число u ∈ (0,∞)
такое, что

P{τ � u} = 1,(2)
P{τ > t} > 0 для любого t ∈ [0, u).(3)

Опр е д е л е н и е 5. Если X = (Xt)t�0 — конечный продуктивный процесс
“точно в срок u”, то величину u назовем временем выполнения продуктив-
ного процесса.
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Рис. 1. Траектории продуктивного процесса “точно в срок u” Xu = (Xu
t )t�0 с

u = 5 и K = 20; i — процесс с возвращениями, ii — без возвращений.

Прим ер 1. На рис. 1, i приведен график траектории продуктивного про-
цесса X = Xu = (Xu

t )t�0 “точно в срок u” со временем выполнения u = 5 и
начальным значением K = 20. Процесс возвращений A порожден пуассонов-
ским процессом π с компенсатором π̃t=2,0 · t: At=

∫ t
0 I{1�Xs−�K−1} dπs.

Точечный процесс выполнения B имеет компенсатор, обеспечивающий конеч-
ность продуктивного процесса “точно в срок u”: B̃t=

∫ t
0 (K−Xs)

1
u−sI{s<u}ds.

На рис. 1, ii представлен график траектории продуктивного процесса без воз-
вращений (т.е. At = 0 при всех t � 0). Траектории процессов получены в ре-
зультате имитационного компьютерного моделирования.

Для момента остановки τ , отвечающего конечному продуктивному процес-
су, определена функция распределения Fτ (t) = P{τ � t}, и поэтому условия
(2) и (3) могут быть представлены как

Fτ (u) = 1,(4)
Fτ (t) < 1 для любого t ∈ [0, u).(5)

Не ограничивая общности, для упрощения изложения в настоящей работе
предполагаем, что все рассматриваемые далее функции распределения аб-
солютно непрерывны, имеют носитель в [0,+∞) и, следовательно, имеют
соответствующие плотности вероятностей (например, Fτ (x) = 0 при t � 0 и
Fτ (x) =

∫ x
0 ρτ (t) dt при x > 0).

Исследования процессов “точно в срок” оказываются удобными на основе
традиционных описаний характеристик интенсивностей процессов заверше-
ния продуктивных процессов, поскольку именно в этих терминах рассматри-
ваются модели завершаемых событий (например, смертности, разрушения)
в биологии или демографии, а также в современных описаниях рисков для
сложных технических систем. При этом для момента τ на базисе B опреде-
ляется процесс “одного скачка” N = (Nt)t�0:

N(t) = I{τ � t}(6)
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с N(0) = 0 и limt→∞N(t) = 1 P-п.н. По теореме Деллашери разложение Дуба-
Мейера на базисе BN = (Ω,F ,FN = (FN

t )t�0,P) с FN
t = σ{Ns; s � t} (т.е. в

минимальном представлении) имеет вид

N(t) = Ñ(t) +mN (t).

Здесь mN = (mN (t))t�0 — мартингал на стохастическом базисе BN , а Ñ =

= (Ñ(t))t�0 — компенсатор (неубывающий предсказуемый процесс) с

Ñ(t) =

t∫

0

h(s)I{s < τ} ds,

где интенсивность h(t) скачков процессов N (известная в моделях разруше-
ния как “hazard rate”, а в демографических и биологических описаниях на-
зываемая “смертность”) определяется следующими выражениями:

h(t) =
ρτ (t)

1− Fτ (t)
и

t∫

0

h(s) ds = − ln(1− Fτ (t)).(7)

Из (4)–(5) и (7) вытекает очевидное утверждение для “точно в срок” в тер-
минах интенсивностей скачков

Предл ожени е 1. Процесс X является “точно в срок u”, если выполня-
ются следующие два условия:

u∫

0

h(s) ds = ∞,

t∫

0

h(s) ds < ∞ для любого t ∈ [0, u).

Это предложение оказывается полезным не только в качестве критерия
свойства “точно в срок”, но и при анализе распределенных продуктивных
процессов.

3. Распределенные системы продуктивных процессов “точно в срок”

Рассмотрим систему множественных продуктивных процессов “точно в
срок u” со случайным временем выполнения и некоторым заданным распре-
делением значений u. Формализовать такую систему можно следующим обра-
зом. На стохастическом базисе B зададим множество независимых случайных
процессов X = {Xu;u > 0}. Пусть при каждом u > 0 процесс Xu = (Xu

t )t�0

является конечным продуктивным процессом “точно в срок u” с моментом
завершения, определяемым аналогично (1),

ς(u) = inf{t > 0: Xu
t = 0}(8)
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Рис. 2. Продуктивные процессы без возвращений с K = 20; i — 3 траектории
процесса “точно в срок u” Xu = (Xu

t )t�0 с u = 5; ii — 6 траекторий распреде-
ленного процесса Xη = (Xη

t )t�0 с η, равномерно распределенной на [5, 8].

с соответствующей функцией распределения Fς(u)(t;u) и плотностью
ρς(u)(t;u). Для описания распределения параметра u зададим строго по-
ложительную F0-измеримую случайную величину η = η(ω), ω ∈ Ω, с функ-
цией распределения Fη(t) и плотностью распределения ρη(t) (при этом
P{η < ∞} = 1, ρη(t) = 0 при t < 0 и Fη(t) = 0 при t � 0). Предполагается,
что η и семейство X независимы. Значения случайной величины η рассмат-
риваются в качестве моментов выполнения u для соответствующих элемен-
тов семейства X . Тогда распределенный продуктивный процесс X = (Xt)t�0

определяется как X = Xη = (Xη
t )t�0, Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω.

Очевидно, продуктивный процесс X также является конечным, но необя-
зательно “точно в срок”. Момент его завершения определяется (1) и (8) и
равен τ = ς(η). Для момента τ и интенсивности h(t), характеризующейся в
соответствии с (7) его распределением, справедливо следующее утверждение.

Предл ожени е 2. При t � 0

h(t) =
1

1− Fτ (t)

∞∫

t

ρς(u)(t;u)ρη(u) du,(9)

где

Fτ (t) = Fη(t) +

∞∫

t

Fς(u)(t;u)ρη(u) du.(10)

Простым следствием предложения 2 является следующее утверждение,
позволяющее “разделить” классы продуктивных систем на группу с процесса-
ми “точно в срок” и группу процессов, траектории которых с положительной
вероятностью имеет сколь угодно большой момент завершения.

Утв е ржд е ни е 1. Конечный продуктивный процесс X = Xη = (Xη
t )t�0,

Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω, для которого момент выполнения — случайная вели-
чина η = η(ω), ω ∈ Ω, с функцией распределения Fη(t), является “точно в
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срок” тогда и только тогда, когда плотность распределения ρη(t) имеет
компактный носитель (т.е. существует такое конечное число T > 0, что
Fη(T ) = 1).

Прим ер 2. Рассмотрим иллюстративный пример, позволяющий сопоста-
вить продуктивные системы “точно в срок u” и распределенные системы. На
рис. 2 приведены графики продуктивного процесса без возвращений с на-
чальным значением K = 20. Рисунок 2, j представляет три траектории про-
дуктивного процесса Xu = (Xu

t )t�0 “точно в срок u” с моментом выполнения
u = 5 (компенсатор процесса выполнения описан в примере 1). На рис. 2, jj
показаны шесть траекторий процесса Xη = (Xη

t )t�0, но с моментом выполне-
ния, представляющим собой равномерно распределенную на [5, 8] случайную
величину η = η(ω), ω ∈ Ω. Для наглядности траектории (полученные в ими-
тационной компьютерной модели) изображены линиями различной толщины.

4. Задачи оценивания для простых распределенных систем “точно в срок”

4.1. Описания однородных процессов без возвращений

Рассматриваются системы простых (или однородных) процессов “точ-
но в срок” без возвращения (т.е. процесс возвращений равен нулю: At = 0 при
всех t � 0 и X = X0 −B = K −B). Процесс выполнений B = (Bt)t�0 пред-
ставляет собой пуассоновский мост [7, 8]. Таким образом, продуктивный про-
цесс X = (Xt)t�0 может рассматриваться как пуассоновский процесс в обрат-
ном времени (см., например, [9, 10]) при условии его терминального значения,
равного K ∈ N (в чем, собственно, и заключается “однородность” выполнения
операций и соответствующего продуктивного процесса). Как показано в [1]
на основе работ [7–10], такой однородный процесс X “точно в срок T ” имеет
минимальное семимартингальное представление X = K + X̃ +mX (где X̃ —
компенсатор, а mX — мартингал) с

Xt = K −
t∫

0

Xs · 1

T − s
I{s < T} ds +mX

t ,(11)

где параметр T — время выполнения процесса X (т.е. X — “точно в срок T ”).
Описания состояний такого процесса достаточно просты. Запись балансовых
уравнений для I{Xt = i}, 0 � i � K, оказывается аналогичной рассмотрен-
ным в [15–18]. Из их анализа следует лемма, позволяющая анализировать
распределение процесса X.

Лемма 1. Для однородного продуктивного процесса “точно в срок T ” с
минимальным представлением (11) при каждом 0 � i � K выполняется

P{Xt = i} = Ci
K

(
T − t

T

)i( t

T

)K−i

, где Ci
K =

K!

i!(K − i)!
.(12)

4.2. Оценивание времени выполнения

Довольно естественной для рассматриваемых процессов является следую-
щая задача оценивания.
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Зад а ч а 1. Пусть конечный продуктивный процесс X — однородный про-
дуктивный “точно в срок T ” процесс без возвращений с семимартингальным
представлением (11). По наблюдениям F

X = (FX
t )t�0 с FX

t = σ{Xs; s � t}
необходимо построить оценку E(τ |FX

t ).
Развитием этой задачи служит

Зад а ч а 2. Найти оценку E(τ |FX
t ) для распределенного процесса

X = Xη = (Xη
t )t�0, Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω, где каждый из независимых процессов

Xu = (Xu
t )t�0 ∈ X — однородный продуктивный “точно в срок u” процесс

без возвращений с семимартингальным представлением (11) (естественно, с
заменой T на u). Распределение момента выполнения η = η(ω), ω ∈ Ω, неза-
висимого с X , предполагается с функцией распределения Fη(x) и плотно-
стью ρη(x).

Заметим, что момент завершения τ (см. (1)) продуктивного процесса “точ-
но в срок T ” строго меньше, чем время выполнения: P{τ < T} = 1 (это сле-
дует из (2) и того, что P{τ = T} = 0 для непрерывной функции распреде-
ления Fτ (x)). Поэтому “наблюдения” F

X = (FX
t )t�0 с FX

t = σ{Xs; s � t} не
позволяют установить величину времени выполнения T . В связи с этим воз-
никает следующая

Зад а ч а 3. Пусть конечный продуктивный процесс X является распре-
деленным: X = Xη = (Xη

t )t�0, Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω, где каждый из незави-
симых процессов Xu = (Xu

t )t�0 ∈ X — однородный “точно в срок u”, без
возвращений, с представлением (11) (с заменой T на u). Распределение
момента η = η(ω), ω ∈ Ω, независимого с X , имеет функцию распределе-
ния Fη(x) и плотность ρη(x). Необходимо найти функцию распределения
F̂η(x; t) = P{η � x|Xt} момента η при условии наблюдения Xt или, что эк-
вивалентно, ρ̂η(x; t) = dF̂η(x; t)/dx. Также необходимо определить E(η|Xt).

Перед решением этих задач приведем некоторые вспомогательные резуль-
таты.

Лемма 2. Пусть X — процесс “точно в срок T ” с семимартингальным
представлением (11). Момент τ , определенный в (1), имеет функцию рас-
пределения и плотность, равные 0 при t < 0, а также

Fτ (t) = (t/T )K при t ∈ [0, T ], Fτ (t) = 1 при t > T ,(13)

ρτ (t) = KtK−1T−K при t ∈ (0, T ), ρτ (t) = 0 при t > T .(14)

Сл ед с т в и е 1.

Eτ =
K

K + 1
T.(15)

Решением задачи 1 служит
Те ор ем а 1. Для продуктивного процесса “точно в срок T ” последова-

тельная оценка τ̂t(T ) = E(τ |FX
t ) равна

τ̂t(T ) = τI{τ � t}+
(
t

1

Xt + 1
+ T

Xt

Xt + 1

)
I{τ > t}I{T > t}.(16)
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Решение задачи 2 предварим рассмотрением задачи 3. Представим его в
виде следующей леммы, имеющей и самостоятельный интерес.

Лемма 3. Плотность распределения ρ̂η(x; t) при условии наблюдения Xt,
построенная для случайного момента выполнения η с плотностью ρη(x),
имеет вид

ρ̂η(x; t) =
K∑

i=1

(x− t)ix−Kρη(x)I{t < x}∫∞
t (s− t)is−Kρη(s) ds

I{Xt = i}+

+

(
I{t � x}+ tKx−K

)
ρη(x)

Fη(t) +
∫∞
t tKs−Kρη(s) ds

I{Xt = 0}.
(17)

На основе этой леммы формулируется простое
Утв е ржд е ни е 2. Для оценки η справедливо: E(η|Xt) =

∫∞
0 sρ̂η(s; t) ds,

где ρ̂η(x; t) определяется в лемме 3.
Поскольку процесс X марковский, то E(τ |FX

t ) = E(τ |Xt). Следовательно,
результат (17) приводит также и к решению задачи 2.

Те ор ем а 2. Оценка времени завершения τ распределенного однородного
продуктивного процесса при наблюдении X и известной плотности распре-
деленного момента выполнения ρη(x) равна

E(τ |Xt) = τI{τ � t}+
∞∫

t

(t+Xts)ρη(s; t) ds
I{τ > t}
Xt + 1

,(18)

где ρ̂η(x; t) определена в (17).

5. Заключение

Полученные в работе результаты заключаются не только в описании ма-
тематической модели и формулировке ряда оценок. Интерес представляют
приведенные в Приложении доказательства, выполненные мартингальными
методами. Они могут быть легко обобщены, например, при известных опи-
саниях вероятностей состояний процессов P{Xt = i} (здесь указанных для
простого однородного случая в лемме 1).

Заметим, что наряду с рассмотренными задачами представляются инте-
ресными математические описания и анализ мультивариантных процессов
“точно в срок”. Отметим, что не исследованы предельные распределения нор-
мированных процессов. Задачам оптимального управления системами “точно
в срок” и “почти точно в срок” посвящена пока только одна работа [1] и только
для однородного процесса. Также в настоящее время не исследована система
процессов “точно в срок” с разладками.

Поскольку рассматриваемые объекты и предложенные задачи актуальны
во многих приложениях, а их математическая формализация находится в на-
чальной стадии выполнения даже для простых схем, то анализ мартингаль-
ными методами процессов “точно в срок” (и систем таких процессов) пред-
ставляется перспективным.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 2. Рассмотрим разбиение D = {D1,D2},
где D1 = {τ > t} и D2 = {τ � t}. Тогда для любых t � 0 и Δ > 0 вероятность
события A = {τ ∈ (t, t+Δ]} при условии σ-алгебры FN

t = σ{Ns; s � t}, опре-
деленной для N в (6), совпадает с вероятностью при условии этого разбиения

P
{
A|FN

t

}
= P{A|D}I{D1}.(Π.1)

Однако для правой части (Π.1) справедливо равенство

P{A|D}I{D1} =
P{A ∩D1}
P{D1} I{D1}.(Π.2)

При этом P{D1} = 1− Fτ (t), а P{A ∩D1} = E{P(A ∩D1|η)}. Поскольку
P(A∩D1|η)=P(A|η)I{D1}, а P(A|η)I{D1}={Fς(η)(t+Δ; η)−Fς(η)(t; η)}I{D1} =

= Δρς(u)(t; η)I{D1}+ o(Δ), то P(A ∩D1) = Δ
∫∞
0 ρς(u)(t;u)ρη(u) du+ o(Δ).

С учетом того, что для каждого процесса Xu ∈ X “точно в срок u” выпол-
няется равенство ρς(u)(t;u) = 0 при всех u � t, получаем соотношение

P(A ∩D1) = Δ

∞∫

t

ρς(u)(t;u)ρη(u) du + o(Δ).(Π.3)

Заметим, что P{A|FN
t } = Δh(t)I{D1}+ o(Δ). Отсюда, а также из (Π.1)–(Π.3)

следует (9). Равенство (10) следует из того, что Fτ (t) = E{P(ς(η) � t|η)} =
= EFς(η)(t) и что “точно в срок u” Fς(u)(t;u) = 1 при всех t � u

Fς(η)(t) =

∞∫

0

Fς(u)(t;u)ρη(u) du =

t∫

0

1 · ρη(u) du+

∞∫

0

Fς(u)(t;u)ρη(u) du,

так как первое слагаемое в правой части равняется Fη(t). Предложение 2
доказано.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Балансовые уравнений для I{Xt = i},
0 � i � K, имеют вид

I{Xt = i} =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
t∫

0

I{Xs− = K} dBs, если i = K,

t∫

0

(I{Xs− = i+ 1} − I{Xs− = i}) dBs, если 1� i<K,

t∫

0

I{Xs− = 1} dBs, если i = 0.

(Π.4)
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Поскольку для компенсатора процесса выполнения B из (11) справедливо
dB̃s = {Xs/(T − s)}ds, то из (Π.4) получаем

˜I{Xt= i}=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
t∫

0

I{Xs− = K} K

T − s
ds, если i = K,

t∫

0

(
I{Xs−= i+1} i+1

T−s
−I{Xs−= i} i

T−s

)
ds, если 1� i<K,

t∫

0

I{Xs− = 1} 1

T − s
ds, если i = 0.

(Π.5)

Обозначим искомые вероятности pt(i) = P{Xt = i} = EI{Xt = i}. Тогда
из (Π.5) получаем линейную систему уравнений

pt(i) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
t∫

0

ps(K)
K

T − s
ds, если i = K,

t∫

0

(
ps(i+ 1)

i+ 1

T − s
ps(i) = i

i

T − s

)
ds, если 1 � i < K,

t∫

0

ps(1)
1

T − s
ds, если i = 0.

(Π.6)

То, что (12) является решением (Π.6), проверяется по индукции. Лемма до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Момент τ для процесса (Xt)t�0 совпа-
дает с моментом первого скачка φ = inf{v > 0: Yv = 0} в обратном времени
v = T − t процесса (Yv)0�v�T с Yv = Xt (конструкции соответствующих замен
фильтраций и характеристик процесса приведены в [9, 10], а также в [7, 8]).
Такой процесс является пуассоновским мостом со следующим представдени-
ем при 0 � v � T :

Yv =

v∫

0

(K − Yr)
1

T − r
I{r < T} dr +MY

v ,

где MY — соответствующий мартингал. По теореме Деллашери для функ-
ции распределения момента первого скачка φ выполняется соотношение
dFφ(v)/(1 − Fφ(v)) = Kdv/(T − v). Следовательно, Fφ(v) = 1− (T − v)K/TK .
Из равенства Fτ (x) = Fφ(T − x) получаем (13). Его дифференцирование да-
ет (14). Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Поскольку Eτ =
∫∞
0 tρτ (t) dt, то из

леммы 2 следует (15). Следствие 1 доказано.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Заменой начального значения време-
ни на t, величины K на Xt и FX

0 на FX
t при T > t получаем из (15), что

E
{
τI{τ > t}|FX

t

}
=
{

Xt
Xt+1 (T − t) + t

}
I{τ > t}. Отсюда вытекает (16). Тео-

рема доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Обозначим для n ∈ N, 0 � i � K и

j = 0, 1, 2, . . . вспомогательные множества Bi = {Xt = i} и Dj = Dj(n) =

=
{
η =

[ j
n ,

j+1
n

)}
. Поскольку абсолютно непрерывная (по x) функция Fη(x; t)

при каждом t монотонна и ограниченна, то она равномерно непрерывна. По-
этому для плотности распределения ρ̂η(x; t) выполняется следующее соотно-
шение:

ρ̂η(x; t) = lim
j=[x·n],n→∞

K∑

i=0

P{Dj |Bi}
1/n

I{Xt = i}.(Π.7)

Условную вероятность в (Π.7) представим по формуле Байеса в виде

lim
j=[x·n],n→∞

P{Dj |Bi}
1/n

= lim
j=[x·n],n→∞

P{Bi|Dj}P{Dj}n∑∞
r=1 P{Bi|Dr}P{Dr} =(Π.8)

=

(
lim
n→∞

∞∑

r=0

P{Bi|Dr}P{Dr}
)−1

lim
j=[x·n],n→∞

P{Bi|Dj} lim
j=[x·n],n→∞

P{Dj}n.

Найдем каждый из сомножителей в правой части (Π.8). Для последнего,
очевидно, выполняется следующее равенство:

lim
j=[x·n],n→∞

P{Dj}n = ρη(x).(Π.9)

Из того, что {Xt = 0} при η � t, а также из (12) в лемме 1 получаем:

lim
j=[x·n],n→∞

P{Bi|Dj}= I{i=0}I{t� x}+Ci
K

(x− t

x

)i( t
x

)K−i
I{t < x}.(Π.10)

Аналогично (Π.9) и (Π.10) для интегральной суммы имеем равенство

lim
n→∞

∞∑

r=0

P{Bi|Dr}P{Dr} = I{i = 0}
t∫

0

ρη(s) ds +

+

∞∫

t

Ci
K

(s− t

s

)i( t
s

)K−i
ρη(s) ds.

(Π.11)

Подставив выражения (Π.9)–(Π.11) в (Π.8) и затем в (Π.7), получаем выра-
жение (17). Лемма 3 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Поскольку E(τ |Xt) = I{τ � t}τ =
+I{τ > t} ∫∞

t τ̂t(s)ρ̂η(s; t) ds, где τ̂t(s) определяется в теореме 1, а плотность
ρ̂η(s; t) — в лемме 3, очевидно получаем выражение (18). Теорема доказана.
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1. Введение

В последние две декады XXI в. возрос интерес к обширному классу вырож-
денных и сильно вырожденных стохастических дифференциальных уравне-
ний (СДУ) типа Ланжевена – Смолуховского, см., например, [1, 2], как конеч-
номерных, так и бесконечномерных (однако последние в данной работе не бу-
дут рассматриваться); среди работ, связанных с приложениями, см., в частно-
сти, [3–5]. Причин для этого было, видимо, несколько. Одна из них, наиболее
существенная, состоит в том, что все механические, а также электромехани-
ческие системы, находящиеся под воздействием случайных сил, являются по
необходимости вырожденными, как минимум, с одной степенью вырождения
(см. ниже). Сильно вырожденные системы с большей степенью вырождения
естественным образом возникают в ансамбле взаимосвязанных частиц или
приборов, где лишь на один или на малое их количество действуют случай-
ные силы, которые могут (возможно, приближенно) быть представлены бе-
лым шумом (производной винеровского процесса, возможно с диффузионным
коэффициентом), а остальным случайные воздействия передаются через свя-
зи между частицами, моделируемые “обычными” уравнениями динамических
систем, т.е. обыкновенными дифференциальными уравнениями без шума. По-
скольку такие системы могут иметь негладкие коэффициенты, — к примеру,
так дело обстоит практически всегда в задачах оптимального управления, —
представляется весьма желательным иметь достаточно общие результаты о
существовании и единственности решений таких уравнений.

1 Исследование финансировалось в рамках Программы фундаментальных исследований
НИУ ВШЭ и государственной поддержки ведущих университетов Российской Федерации
“5-100”; часть работы, относящаяся к теореме 3, поддержана грантом Российского Научного
Фонда (проект №17-11-01098).
This study has been funded by the Russian Academic Excellence Project “5-100”; the part related
to the theorem 3 was funded by the Russain Science Foundation (project no. 17-11-01098).
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Помимо классического случая с достаточно регулярными коэффициента-
ми (непрерывными, или удовлетворяющими условию Липшица), в котором
вырожденность не является проблемой, слабые решения частично вырож-
денных СДУ были ранее исследованы в [6], а затем сильные решения — в [7],
и совсем недавно сильные решения были изучены в [8–10]; см. также ссылки
в упомянутых работах.

Тут необходимо отметить эпохальную работу [11], а также статью [12].
Хотя в обоих трудах исследовался невырожденный случай, из дальнейшего
будет ясно, что развитые в них методы частично могут быть применены и
в вырожденных ситуациях, и техника данной работы с ними тесно связана.
Можно сказать, что в [12] выполнена часть программы, намеченной Гирсано-
вым. А именно, условие ограниченности коэффициента сноса, используемое
в [11], было заменено в [12] менее ограничительным условием его не более чем
линейного роста по фазовой переменной (отметим, что в [12] были решены
и другие задачи), и было показано, что такого условия достаточно для при-
менимости преобразования Гирсанова. Подчеркнем еще раз, что в [12] (как
и в [11]) коэффициент диффузии предполагаться невырожденным. Подход
Гирсанова продемонстрировал свою силу во многих работах его последовате-
лей. В частности, он применялся и к некоторым вырожденным СДУ, однако,
как правило, при условии ограниченного сноса (либо без этого ограничения,
но и при отсутствии полной строгости рассмотрения). Цель настоящей рабо-
ты — дальнейшее развитие этого подхода в применении к некоторому классу
сильно вырожденных диффузионных процессов. Двумерный случай с еди-
ничной диффузией в невырожденной компоненте изучался в [13], и некоторые
обобщения были сформулированы в [14, 15], хотя без подробного обоснования
результатов, касающихся вопросов локального перемешивания.

Настоящая работа также связана идейно со статьей [16], в которой иссле-
довалась более общая мартингальная постановка. При этом данная работа
отличается от процитированных выше либо постановкой, либо иной приме-
няемой техникой, либо тем и другим. В частности, кроме как в теореме 3, не
предполагается, что коэффициент системы “без b” имеет линейную форму, и
не накладывается условие Хёрмандера во всем пространстве. Для теоремы 2
одним из основных примеров — хотя и не единственно возможным — явля-
ется условие Липшица на коэффициент сноса f по фазовой переменной x,
являющееся более ограничительным по сравнению с условиями в [1, 8, 10], но
в то же время не требуется никакая добавочная непрерывность по Гельдеру
производных ∂fi/∂xi+1, которая использовалась в данных работах (где нуме-
рация координат обратна к нашей, так что в их обозначениях дополнительная
гладкость формулировалась в виде ∂fi/∂xi−1 ∈ Hα). Также, здесь не доказы-
ваются и не используются никакие оценки на переходные плотности процес-
са X, кроме как в теореме 3, и только лишь для системы “без b”; применяемый
здесь подход можно считать более элементарным. В то же время, стоит ска-
зать, что в большинстве упомянутых работ решены и другие задачи, которые
в настоящей работе не рассматриваются. С другой стороны, постановка за-
дачи в настоящей работе включает несимметричные, неквадратные и не по-
ложительно определенные матрицы диффузии σ, что является добавочным
обобщением по сравнению с упомянутыми работами. Наконец, в большей ча-
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сти цитированных работ коэффициенты b и σ (в обозначениях данной статьи)
ограничены, в то время, как целью настоящей работы является рассмотреть
случай возможного линейного роста сноса b. Будет показано, как для иссле-
дования различных свойств сильно вырожденных СДУ, таких как единствен-
ность по распределению и локальное перемешивание, может быть напрямую
применено преобразование Гирсанова в условиях не более чем линейного ро-
ста коэффициента сноса по фазовым переменным (см. ниже условие (2)) без
использования дополнительных урезаний. Последнее свойство (локального
перемешивания), установленное в теореме 3, служит основой для проверки
эргодичности рекуррентных марковских процессов, в частности, при приме-
нении метода каплинга.

Итак, пусть n, �, �1 — произвольные натуральные числа (целые и строго
положительные); несколько позже будет предположено, что �1 � � (это необ-
ходимо для невырожденности коэффициента диффузии последней компонен-
ты Xn). Рассмотрим систему СДУ в R

n�

dX1
t = f1(t,X

1
t , . . . ,X

n
t ) dt,

dX2
t = f2(t,X

1
t , . . . ,X

n
t ) dt,

. . .

dXn
t = σ(t,X1

t , . . . ,X
n
t )b(t,X

1
t , . . . ,X

n
t ) dt+ σ(t,X1

t , . . . ,X
n
t )dWt,

Xn
0 = xn ∈ R

�, i = 1, . . . , n,

(1)

где W — �1-мерный стандартный винеровский процесс, коэффициент диффу-
зии σ — измеримая по Борелю матричная функция размера �× �1, предпо-
лагаемая ограниченной и равномерно невырожденной (т.е. равномерно невы-
рожденной является матричная функция σσ∗), а b — �1-мерная борелевская
функция, удовлетворяющая равномерному относительно t условию линейно-
го роста с некоторой постоянной C > 0:

|b(t, x)| � C(1 + |x|), t � 0, x ∈ R
nl.(2)

Относительно вектор-функции f = (f1, . . . , fn−1) предполагается условие для
всякого i = 1, . . . , n − 1:

|fi(t, x)| � C(1 + |xi|+ . . .+ |xn|),(3)

где x = (x1, . . . , xn), |x|2 =∑n
i=1(x

i)2. (В условии (A3) будет предположено
еще больше относительно f .) Типичный случай, когда имеет место усло-
вие (3), приведен ниже в (5), хотя для выполнения этого условия зависи-
мость f от всех переменных может иметь и существенно более сложный ха-
рактер.

Отметим, что случай �1 > � может получиться естественным образом ес-
ли, например, исходное СДУ с квадратной матрицей диффузии “сглажено” с
помощью дополнительного независимого винеровского процесса, возможно,
с малым, но не равным нулю множителем.

Упрощенный вариант теоремы 2 (с σ = I) был анонсирован в [17].
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2. Основные результаты

В дальнейшем μx
t обозначает маргинальное распределение (любого, воз-

можно неединственного) решения (Xt) уравнения (1) с начальным состоя-
нием x.

2.1. Предположения

(A1) Функция b измерима по Борелю; матрица σ ограничена, измери-
ма по Борелю, и σσ∗ равномерно невырождена; функции f(t, x) = (f1, . . .
. . . , fn−1)(t, x) и σ(t, x) непрерывны по (x1, . . . , xn−1) равномерно относитель-
но (t, xn); функции f и b имеют не более чем линейный рост по x равномерно
относительно t, т.е. существует постоянная C > 0 такая, что при всех x спра-
ведливы неравенства (3) и

sup
t�0

|b(t, x)| � C(1 + |x|).(4)

(A2) Матричная функция σ измерима по Борелю и ограничена; функции
f и σ глобально липшицевы по x равномерно относительно t; матрица σσ∗
равномерно невырождена, и выполнены неравенства (3) и (4).

(A3) Имеют место равенства �1 = �,

σ = I�×�,

и

fi(t, x) = xi+1, i = 1, . . . , n− 1,(5)

и выполнено неравенство (4) (в данном случае это ограничение лишь на b).
Отметим, что (A3) =⇒ (A2) =⇒ (A1).

2.2. Результаты

Те ор ем а 1. Пусть выполнено предположение (A1). Тогда уравнение (1)
имеет слабое решение на всей полупрямой t � 0.

Зам е ч а ни е 1. Этот результат должен был бы быть давно известен. Од-
нако, автору не удалось найти подходящую ссылку, хотя данное утверждение
может считаться вариацией на тему работы [6] в сочетании с теоремой Гир-
санова о существовании слабого решения. Доказательства всех теорем даны
в Приложении.

Те ор ем а 2. Пусть выполнено предположение (A2) и пусть для урав-
нения без b (т.е. при b≡ 0) пара (X,W ) единственна по распределению в
пространстве траекторий. Тогда уравнение (1) имеет слабо единственное
решение на [0,+∞), и это решение является строго марковским процессом.
Также при всяком T > 0

E ρT = 1,(6)
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где

ρT := exp

⎛

⎝−
T∫

0

b(t,Xt) dWt − 1

2

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt
⎞

⎠ ,(7)

где (X,W ) — решение полной системы с b.

Зам е ч а ни е 2. Для слабой единственности пары (X,W ), являющейся
решением уравнения без b, достаточно любого условия, гарантирующего
сильную (потраекторную) единственность: например, она имеет место, ес-
ли f и σ равномерно липшицевы по x. Еще одно достаточное условие состоит
в слабой единственности лишь компоненты X вместе с равенством �1 = �,
чего хватает для того, чтобы W однозначно определялся по X из уравнения

Wt =

t∫

0

σ(s,X1
s , . . . ,X

n
s )

−1dXn
s −

t∫

0

b(s,X1
s , . . . ,X

n
s ) ds.

При условии равенства �1 = � последнее уравнение вытекает из (1) ввиду
невырожденности σσ∗ и, стало быть, обратимости σ.

Те ор ем а 3. Пусть выполнено предположение (A3) в дополнение ко всем
условием теоремы 2. Тогда распределение решения уравнения (1) удовлетво-
ряет локальному условию Маркова — Добрушина: существует такое T > 0,
что для любого достаточно большого R > 0

κ(R,T ) := inf
x0,x1∈BR

∫

BR

(
μx0
T (dy)

μx1
T (dy)

∧ 1

)
μx1
T (dy) > 0.(8)

Зам е ч а ни е 3. Смысл теоремы 3 — в ее применении при исследовании
эргодических свойств марковских решений СДУ. Такие свойства требуют до-
полнительных рекуррентных условий, которые, однако, не являются целью
настоящей работы. Следует отметить, что здесь основанием локального пе-
ремешивания служит преобразование Гирсанова, а не какие-либо варианты
неравенства Харнака, которые для СДУ применяются чаще всего. Представ-
ляется весьма правдоподобным, что довольно ограничительные предположе-
ния теоремы относительно коэффициентов диффузии и сноса в теореме 3
могут быть заменены на более слабые условия типа используемых в [1]. Этот
вопрос отложен до последующих исследований.

2.3. О связи с результатом Бенеша

Как для удобства читателя, так и ради уточнения мотивации данной за-
метки полезно напомнить результат о существовании слабого решения из [12]
для следующего (невырожденного) СДУ в R

d с d-мерным винеровским про-
цессом (для решения будет использовано новое обозначение Zt, чтобы отли-
чить от постановки задачи в (1)),

dZt = b(t, Zt) dt+ dWt, Z0 = z.(9)
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Здесь снос b является d-мерной вектор-функцией, измеримой по Борелю и
удовлетворяющей линейному ограничению на рост (2) (без f). Предложе-
ние 1 ниже является комбинацией леммы 0 и теоремы 1 из [12], пополнен-
ной несколькими фактами из обсуждения в [12], а также леммы 7 из [11]
(использованной и в [12]). Более свежее изложение данной классической те-
мы см., например, в [18, следствие 3.5.16 и предложение 5.3.6]. Как обычно
(к примеру, аналогично тому как это сделано ниже в лемме 1), чтобы решить
уравнение (9), рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F , P̃) с (новым)
d-мерным винеровским процессом W̃t, t � 0.

Предл ожени е 1 (Бенеш [12]). При условии (2) для решения уравне-
ния (9) при любом T > 0 выполнено равенство

ẼζT = 1, ζT := exp

⎛

⎝−
T∫

0

b(s, W̃s) dW̃s − 1

2

T∫

0

|b(s, W̃s)|2 ds
⎞

⎠ ,

процесс Wt := W̃t −
∫ t
0 b(s, W̃s) ds, 0 � t � T , является d-мерным винеров-

ским относительно новой меры dP≡ dP̃ζ := ζT dP̃, и уравнение (9) имеет
слабое решение, единственное в смысле распределения при любом T > 0 и
0 � t � T .

До работы [12] (впрочем, как и после нее) преобразование меры Гирса-
нова широко использовалось с урезанием (неограниченных) коэффициентов,
производившимся, чтобы обеспечить мартингальное свойство гирсановской
экспоненты. Способ, предложенный Бенешем, позволил избежать этой ап-
проксимации для определенных классов СДУ (с единичной матрицей диф-
фузии и при условии не более чем линейного роста сноса). Очевидно, этот
результат не применим непосредственно к системе (1).

Предположение (2) в доказательстве теоремы использовалось существен-
но. Интересно отметить, что последнее замечание самого Гирсанова в его
работе [11], на самом деле, относилось к более общим процессам с непосто-
янной диффузией, которое (замечание) в случае постоянной диффузии сво-
дилось в точности к (2). Автор не доказал это утверждение, пообещав сде-
лать это позднее, что, очевидно, никогда уже не было сделано. Возможно,
помимо трагической гибели Гирсанова несколькими годами позже, данный
факт можно частично объяснить как раз тем, что даже без этого замечания
его метод допускал всевозможные применения с подходящими урезаниями
(или остановками), как и было предложено в последних комментариях по-
следнего раздела в [11]. По поводу существования слабого решения следует
отметить, что существование и потраекторная единственность сильного ре-
шения для уравнения (9), на самом деле, также имеет место и известна со
времен работы [19]. Более того, существование слабого решения уравнения (9)
(но не (1)) следует и из общего результата о существовании слабых решений
в [20]. Это еще один вопрос к непосредственной применимости результата Бе-
неша к уравнению (1): существование сильного решения без дополнительных
предположений для него, по всей видимости, до сих пор неизвестно (и, скорее
всего, неверно), в отличие от случая уравнения (9).
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3. Заключение

1. Слабые решения сильно вырожденных СДУ существуют при весьма сла-
бых предположениях, которые могут быть комбинацией условий непрерыв-
ности и невырожденности. Первые позволяют использовать технику плотно-
сти (компактности) мер и единого вероятностного пространства Скорохода;
как альтернатива здесь применим и мартингальный подход. Вторые требуют
использования неравенств Крылова. Линейный рост, во всяком случае, коэф-
фициента сноса по фазовым переменным не является существенным ограни-
чением.

При b≡ 0 и для функций f и σ, непрерывных по (x1, . . . , xn−1) равномерно
относительно xn и t, сходимость решений со сглаженными коэффициентами
на новом вероятностном пространстве к решению системы (1) “без b” можно
установить, используя априорные оценки этих сглаженных решений и ε-сеть
в пространстве C[0, T ;Rn�].

Далее, существование решения полного уравнения (1) вытекает из приме-
нения преобразования меры Гирсанова, если принять во внимание лемму 1
(разумеется, доказанную независимо).

В этой части работы никаких специальных требований к структуре ко-
эффициентов не накладывается (помимо сильной вырожденности). Вся тео-
рема 1 является вариацией результатов из [6] (в доказательстве которых, в
свою очередь, были использованы и оценки Крылова) в сочетании с методом
Гирсанова.

2. Слабая единственность требует несколько больше, чем только суще-
ствование. В настоящей работе она выводится из мартингального свойства
стохастической экспоненты при замене меры Гирсанова, убирающей нерегу-
лярную часть сноса. Данное мартингальное свойство строго доказано. Су-
ществуют и другие способы для установления слабой единственности путем
анализа аналитических свойств полугрупп, как в некоторых из упомянутых
выше работ. И для такой постановки линейный рост коэффициента сноса не
является ограничением.

3. Локальное условие Маркова – Добрушина может быть проверено с по-
мощью оценок снизу для переходных плотностей решений уравнения “без b”
в сочетании с преобразованием меры Гирсанова. Предположения, требуемые
для этой цели в работе, без сомнения, могут быть значительно ослаблены.
При этом, насколько известно автору, при сделанных предположениях ниж-
них оценок для плотностей решений полного уравнения (1) “с b” в литературе
нет. В работах [1, 8–10, 21] такого типа нижние оценки установлены лишь при
определенных дополнительных ограничениях.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Для симметричной положительно
определенной матрицы диффузии σ с �1 = � и при b≡ 0 данный результат
является частным случаем [6, теорема 1] или его небольшой модификаци-
ей. Ради полноты изложения опишем кратко схему доказательства. Преж-
де всего, аппроксимируем все коэффициенты некоторыми их сглаженными
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версиями f ε, bε, σε (с сохранением невырожденности σε). Далее используем
априорные оценки моментов решений, технику Скорохода единого вероят-
ностного пространства и оценки Крылова для симметричной положительно
определенной σ, как в [20]. Тогда можно перейти к пределу по некоторой
подпоследовательности (k → ∞) в интегральной форме уравнения: для вы-
ражения

∫
f(. . .)ds сходимость (к некоторому пределу) следует из предполо-

жений о непрерывности и теоремы Лебега о мажорируемой сходимости. Для
стохастического интеграла с σ сходимость переменной Xn,εk

t обеспечивается
техникой, основанной на неравенствах Крылова, и другой леммой Скорохо-
да касательно сходимости под знаком стохастического интеграла. Наконец,
сходимость компонент (X1,εk , . . . , xn−1,εk) следует из предположения о непре-
рывности по этим компонентам.

Для полного уравнения со сносом b существование теперь следует из тео-
ремы Гирсанова благодаря лемме 1 (доказанной ниже в условиях теоремы 1,
разумеется, независимо). В этой лемме линейный рост коэффициента сноса
не является ограничением.

Для несимметричной, не положительно определенной и, возможно, не
квадратной матрицы σ прием из [22] (см, также [23]) позволяет свести дело к
предыдущему случаю: почему это замечание вообще необходимо, так это по-
тому, что сглаживание несимметричной и неквадратной матричной функции
в принципе может легко привести к вырождению матрицы; поэтому тут помо-
гает именно не сглаживание, а сведение к случаю квадратной и симметричной
положительно определенной матрицы диффузии, для которой сглаживание
“безопасно” в смысле невозможности потери невырожденности. Теорема 1 до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Шаг 1. Начнем с пары (X, W̃ ) на неко-
тором вероятностном пространстве (Ω,F , P̃), где W̃ — �1-мерный винеров-
ский процесс, так что процесс (X, W̃ ) является решением системы (1) при
b≡ 0. Для уравнения в общем случае используем преобразование Гирсанова.
Обозначим:

ρ̃T := exp

⎛

⎝+

T∫

0

b(t,Xt) dW̃t − 1

2

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt
⎞

⎠

и при 0 � T1 < T2

ρ̃T1,T2 := exp

⎛

⎝+

T2∫

T1

b(t,Xt) dW̃t − 1

2

T2∫

T1

|b(t,Xt)|2 dt
⎞

⎠ .

Требуется показать, что ρT является вероятностной плотностью, т.е. Ẽρ̃T = 1,
где Ẽ — математическое ожидание относительно вероятности P̃.

Лемма 1. При условиях (2) и (3) (т.е. в условиях теоремы 1) найдется
такое достаточно малое T0 > 0, что для всякого R > 0 и любого T � T0

sup
x∈BR

Ẽxρ̃
2
T < ∞.(Π.1)
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Более того, для всякого x ∈ BR и любого T > 0 (а не только для достаточно
малого)

Ẽxρ̃T = 1.(Π.2)

Подчеркнем, что значение левой части в (Π.1), конечно, может зависеть от R;
однако, как скоро увидим, значение T , для которого левая часть конечна,
может быть выбрано не зависящим от R > 0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Используя неравенство Коши — Буня-
ковского — Шварца (КБШ) и супермартингальное свойство стохастических
экспонент, оцениваем

(
Ẽxρ̃

2
T

)2
�

�

⎛

⎝Ẽ exp

⎛

⎝4

T∫

0

b(t,Xt)dW̃t−8

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt
⎞

⎠

⎞

⎠Ẽ exp

⎛

⎝+6

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt
⎞

⎠�

� Ẽ exp

⎛

⎝+6

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt

⎞

⎠ �

� Ẽ exp

⎛

⎝+6C

T∫

0

(
1 + |Xt|2

)
dt

⎞

⎠ �

� Ẽ exp

⎛

⎝+6C

T∫

0

(
1 + |Xn

t |2 + . . .+ |X1
t |2
)
dt

⎞

⎠ .(Π.3)

В силу условия (A2) и леммы Гронуэла все компоненты от |Xn−1
t | до |X1

t |
могут быть по индукции оценены сверху через повторные интегралы от |Xn

t |:

|Xn−1
t | � C + C

t∫

0

|Xn
s | ds,

|Xn−2
t | � C + C

t∫

0

|Xn
s | ds +

t∫

0

s∫

0

|Xn
u | duds,

|X1
t | � C + C

t∫

0

|Xn
s | ds + . . .+

t∫

0

s1∫

0

. . .

sn−1∫

0

|Xn
sn | dsn . . . ds1.

В силу элементарных неравенств аналогичные оценки имеют место и для
квадратов, только с константами, зависящими от t (что не отражено в обо-
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значениях):

|Xn−1
t |2 � C + C

t∫

0

|Xn
s |2 ds,

|Xn−2
t |2 � C + C

t∫

0

|Xn
s |2 ds +

t∫

0

s∫

0

|Xn
u |2 duds,

|X1
t |2 � C + C

t∫

0

|Xn
s |2 ds + . . .+

t∫

0

s1∫

0

. . .

sn−1∫

0

|Xn
sn |2 dsn . . . ds1.

(Например, |Xn−1
t |2 � C + C

(∫ t
0 |Xn

s | ds
)2

� C +Ct
∫ t
0 |Xn

s |2 ds и т.п.) Что ка-
сается компоненты |Xn

s |, с помощью случайной замены времени ее можно пре-
образовать в одномерный винеровский процесс со сносом на положительной
полуоси. Этот снос ограничен, когда процесс отделен от нуля (и не ограни-
чен в любой окрестности нуля), откуда следует, что он мажорируется дру-
гим одномерным винеровским процессом с ограниченным сносом и мгновен-
ным отражением, например, для определенности, в единице. Данная слу-
чайная замена времени имеет ограниченную снизу и сверху производную
в силу ограниченности и невырожденности σσ∗. Таким образом, приходим
к оценкам

|Xn−1
t |2 � Ct + C

Ct∫

0

|W̄s|2 ds,

|Xn−2
t |2 � Ct + C

Ct∫

0

|W̄s|2 ds+
Ct∫

0

s∫

0

|W̄s2 |2 ds2ds,

|X1
t |2 � Ct + C

Ct∫

0

|W̄s|2 ds+ . . .+

Ct∫

0

s1∫

0

. . .

sn−1∫

0

|W̄sn |2 dsn . . . ds1

с одномерным винеровским процессом W̄ и не более чем линейным ростом
постоянной Ct по t (т.е. Ct � C(1 + t)).

Поскольку в силу “принципа отражения Андрэ” для винеровского процесса
при всяком v > 0 справедливо неравенство

P̃

(
sup
0�t�1

|W̄t| > v

)
� 4P̃(W̄1 > v) � 4

v
exp(−v2/2),

то отсюда следует, что какая бы ни была в (Π.3) константа 6C, математи-
ческое ожидание в (Π.3) окажется конечным, если T > 0 достаточно мало.
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Более того, это значение T > 0 не будет зависеть от R (хотя значение мате-
матического ожидания в (Π.3), конечно, от R зависит).

Далее, неравенство (Π.1) обеспечивает равномерную интегрируемость ρ̃T
относительно меры P̃ для всякого x ∈ BR, откуда вытекает (Π.2) для всех
достаточно малых значений T . Однако уже само последнее равенство рас-
пространяется на любое T простой индукцией, основанной на марковском
свойстве (напомним, что малое T в (Π.1) не зависит от начального состоя-
ния), см. [12] или [18, следствие 3.5.14]:

Ẽρ̃nT0 = Ẽρ̃(n−1)T0
Ẽ
(
ρ̃(n−1)T0:nT0

| F(n−1)T0

)
=

= Ẽρ̃(n−1)T0
× 1 = . . . = Ẽρ̃T0 = 1.

Лемма 1 доказана.
Шаг 2. В дальнейшем понадобится еще одно близкое утверждение. Допу-

стим, что на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) с �1-мерным винеровским
процессом W существует решение Xt системы (1), и обозначим

ρT := exp

⎛

⎝−
T∫

0

b(t,Xt) dWt − 1

2

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt

⎞

⎠ .

Лемма 2. В условиях (2) и (3) для всякого R > 0 найдется столь малое
T > 0, что

sup
x∈BR

Exρ
2
T < ∞,(Π.4)

и для любого x ∈ BR

ExρT = 1.(Π.5)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Неравенство (Π.4) гарантирует равно-
мерную интегрируемость ρT относительно меры P при любом x ∈ BR, что
немедленно влечет (Π.5). Таким образом, вероятностная мера P

ρ корректно
определена. Неравенство (Π.4) можно переписать как

sup
x∈BR

Exρ
2
T = sup

x∈BR

E
ρ
xρT = sup

x∈BR

Ẽx(ρ̃T )
−1 < ∞.

В этой форме (как и в форме Exρ
2
T < ∞) последнее неравенство следует из

выкладки, совершенно аналогичной доказательству леммы 1. Этой выклад-
кой, проверка которой оставляется читателю, лемма 2 доказана.

Шаг 3. Слабая единственность. Пусть X — слабое решение уравнения
(1) на некотором вероятностном пространстве (Ω,F ,P) с винеровским про-
цессом нужной размерности W . Тогда, применяя “обратное” преобразова-
ние Гирсанова с ρT , убеждаемся, что тот же процесс X является решением
уравнения “без b” с новым винеровским процессом по новой вероятностной

38



мере P̃ = P
ρ. Следовательно, согласно предположениям теоремы, распреде-

ление пары (X, W̃ ) на [0, T ] относительно меры P
ρ однозначно определено.

Закон распределения X относительно P можно получить из закона распреде-
ления пары (X, W̃ ) относительно P̃ посредством преобразования Гирсанова.
В самом деле, для любой ограниченной борелевской функции g ∈ C[0, T ;Rn�]
имеем

Eg(X) = E
ρρ−1g(X) = E

ρρ−1g(X) =

= E
ρg(X) exp

⎛

⎝+

T∫

0

b(t,Xt) dWt +
1

2

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt

⎞

⎠ =

= E
ρg(X) exp

⎛

⎝+

T∫

0

b(t,Xt) dW̃t − 1

2

T∫

0

|b(t,Xt)|2 dt

⎞

⎠ .(Π.6)

Поскольку по мере P
ρ распределение пары (X, W̃ ) по условию однозначно

определено, из (3) следует, что выражение Eg(X) также однозначно. Это по-
казывает слабую единственность решения уравнения (1), что и требовалось.
Отметим, что подобный способ применялся Гихманом и Скороходом [24] в
невырожденной ситуации.

Шаг 4. Строго марковское свойство теперь следует из [25]. Теорема 2 до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Прежде всего, отметим, что

μx
T (dy)

dy
> 0 п.в. (почти всюду).(Π.7)

В самом деле, обозначим

μx,ρ
T (dy) := E

ρ
x1(XT ∈ dy),

где ρT определено в (7). В силу обобщенной формулы Байеса имеем

μx
T (dy)

dy
=

μx,ρ
T (dy)

dy
Ex(ρ

−1
T | XT )|XT=y.

Здесь оба множителя μρ
T (x; dy)/dy и E(ρ−1

T | XT )|XT=y положительны: вто-
рой почти наверное, поскольку 0 < ρ−1 < ∞, а первый всюду в силу того,
что это — невырожденная гауссовская плотность, для которой возможно и
явное представление. Таким образом, искомое неравенство (8) может быть
переписано в виде

inf
x0,x1∈BR

∫

BR

(
μx0
T (dy)

dy
∧ μx1

T (dy)

dy

)
dy > 0.(Π.8)
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Пусть L > 0, и рассмотрим плотность

μx0,L
T (dy)

dy
:=

Ex01(XT ∈ dy) 1(ρT > L)

dy
.

Очевидно, мера μx0,L
T (dy) абсолютно непрерывна относительно лебеговой, по-

скольку ее мажорирует мера μx0
T (dy). Кроме того, ρT является вероятностной

плотностью, поэтому оправданы обозначения

μx0
T (dy)

dy
≡ E

ρ
x0ρ

−11(XT ∈ dy)

dy
=: px0(y;T ),

μρ
T ;x0

(dy)

dy
≡ E

ρ
x01(XT ∈ dy)

dy
=: pρx0

(y;T ),

μL
T ;x0

(dy)

dy
=

E
ρ
x01(XT ∈ dy) 1(ρT > L)

dy
=: pLx0

(y;T ).

Поскольку ρ−1
T � L−1 на множестве (ρT � L), то получаем оценки

μT ;x0(dy)

dy
=

E
ρ
x0ρ

−1
T 1(XT ∈ dy) 1(ρT � L)

dy
+

E
ρ
x0ρ

−1
T 1(XT ∈ dy) 1(ρT > L)

dy
�

� E
ρ
x0ρ

−1
T 1(XT ∈ dy) 1(ρT � L)

dy
=

E
ρ
x0ρ

−1
T 1(XT ∈ dy) (1− 1(ρT > L))

dy
�

� L−1 E
ρ
x01(XT ∈ dy) (1 − 1(ρT > L))

dy
�

� L−1

(
E
ρ
x01(XT ∈ dy)

dy
− E

ρ
x01(XT ∈ dy) 1(ρT > L)

dy

)
.

Как уже отмечалось, здесь ρ > 0 — вероятностная плотность на Ω. Поэтому
выражение E

ρ
x01(XT ∈ dy)/dy (без множителя L−1), на самом деле, является

всюду положительной плотностью n�-мерного гауссовского случайного векто-
ра с невырожденной ковариационной матрицей относительно вероятностной
меры P

ρ; эту ковариационную матрицу CT можно выписать явно, что, од-
нако, несущественно для данного доказательства. Важно лишь то, что она
положительно определена, что можно, например, увидеть, проверив слабое
условие Хёрмандера на генератор решения уравнения (1) без b. Таким обра-
зом, получаем

pρx0
(y;T ) = c(T ) exp

(
−1

2
(y − x̄)(C−1

T )(y − x̄)∗
)

с некоторым x̄, не зависящим от L, где c(T ) — соответствующая нормировоч-
ная константа. Поэтому

px0(y;T ) � L−1
(
pρx0

(y;T )− pLx0
(y;T )

)
.(Π.9)
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Выражение pρx0(y;T ) в неравенстве (Π.9) равномерно ограничено снизу на
любом компакте по переменным (x0, y). Итак, оцениваем:

inf
x0∈BR

∫

BR

(
μT ;x0(dy)

μT ;x1(dy)
∧ 1

)
μT ;x1(dy) =

= inf
x0,x1∈BR

∫

BR

(
μT ;x0(dy)

dy
∧ μT ;x1(dy)

dy

)
dy≡

≡ inf
x0,x1∈BR

∫

BR

(px0(y;T ) ∧ px1(y;T )) dy �

� inf
x0,x1∈BR

∫

BR

L−1
(
pρx0

(y;T ) ∧ pρx1
(y;T )− pLx0

(y;T )− pLx1
(y;T )

)
dy �

� L−1

(
inf

x,x′∈BR

pρx(x
′;T ) |BR| − 2 sup

x∈BR

P
ρ
x(ρT > L)

)
.(Π.10)

Было использовано (Π.9) и элементарное неравенство

(a− b) ∧ (c− d) � (a ∧ c)− b− d.

Далее,

inf
x,x′∈BR

pρx(x
′;T ) |BR| > 0,

и величина этой нижней грани, в свою очередь, не зависит от L (хотя зависит
от T ). Второй член в (Π.10) допускает оценку в силу неравенства Чебышева —
Маркова

sup
x0∈BR

P
ρ
x0
(ρT � L) � L−1 sup

x0∈BR

E
ρ
x0
ρT .

В силу леммы 2 для любого достаточно малого T величина supx0∈BR
E
ρ
x0ρT

конечна. При любом таком T можно сделать выражение в (Π.10) строго по-
ложительным, выбирая L достаточно большим. Это влечет оценку (Π.8), по
крайней мере, для достаточно малых T > 0, что и завершает доказательство
теоремы 3.
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Рассматривается задача оценки дробного процесса Орнштейна–Улен-
бека, наблюдаемого в линейном канале с белым шумом малой интен-
сивности. Получена точная асимптотика ошибки оценок фильтрации и
интерполяции. Анализ точности основан на приближениях собственных
значений и собственных функций ковариационного оператора сигнала.
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1. Введение

Рассмотрим систему стохастических линейных уравнений

Xt =β

t∫

0

Xsds+BH
t ,

Yt =μ

t∫

0

Xsds+
√
εBt,

(1.1)

где B = (Bt, t ∈ R+) и BH = (BH
t , t ∈ R+) — независимые стандартнoe и дроб-

нoe броуновские движения, β и μ — постоянные коэффициенты, а ε – поло-
жительный малый параметр.

Напомним, что дробное броуновское движение с показателем Хёрста H ∈
∈ (0, 1) определяется как гауссовский процесс с нулевым средним и ковариа-
ционной функцией

EBH
t BH

s =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Израильского Научного Фонда (ISF)
(грант №1383/18).
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ПриH = 1/2 процесс BH совпадает со стандартным броуновским движением.
При всех же других значениях показателя H дробное броуновское движение
не является ни семимартингалом, ни марковским процессом, а при H > 1/2
его приращения обладают долгосрочной зависимостью:

∞∑

n=1

BH
1 (BH

n+1 −BH
n ) = ∞.

Благодаря своим разнообразным свойствам (самоподобие, длинная память),
дробное броуновское движение играет важную роль в теории и приложениях
случайных процессов, см., например, [1, 2]. В частности, отметим, что дроб-
ный процесс Орнштейна–Уленбека, определяемый первым уравнением (1.1),
также обладает свойством долгосрочной зависимости, см. [3].

Задача оптимальной оценки сигнала X по наблюдаемой траектории про-
цесса Y заключается в вычислении условного математического ожидания
X̂t,T = E(Xt|FY

T ) во время t ∈ [0, T ], где FY
T = σ{Yt, t � T}. Такая оценка ми-

нимизирует среднеквадратичную ошибку по всем функционалам, измеримым
относительно FY

T . При t < T оценка X̂t,T называется интерполяционной, а
при t = T — фильтрационной.

Так как процесс (X,Y ) гауссовский, оптимальный фильтр является ли-
нейным функционалом от наблюдений, а точнее, стохастическим интегралом,
см. [4],

X̂t,T =
1

μ

t∫

0

hT (s, t)dYs.

Весовая функция hT (s, t) задается единственным решением интегрального
уравнения

εhT (s, t) +

T∫

0

μ2K(r, s)hT (r, t)dr = μ2K(s, t), 0 � s � t � T,(1.2)

где ковариационное ядро K(s, t) = EXsXt в случае сигнала из (1.1) имеет вид

K(s, t) =

t∫

0

eβ(t−v) d

dv

s∫

0

H|v − u|2H−1sign(v − u)eβ(s−u)dudv.(1.3)

При этом наименьшая среднеквадратичная ошибка Pt,T (ε) = E(Xt − X̂t,T )
2

вычисляется по формуле

Pt,T (ε) =
ε

μ2
hT (t, t).

Явное решение уравнения (1.2) известно только в случае H = 1/2, т.е.
когда сигнал является классическим процессом Орнштейна–Уленбека. Этот
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факт лежит в основе теории оптимального оценивания Калмана–Бьюси [5].
Наилучшая оценка в этом случае может быть вычислена рекурсивно реше-
нием дифференциального стохастического уравнения. При этом наименьшая
ошибка оценивания удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати,
см., например, [6, теорему 12.10 ], простой анализ которого дает следующую
точную асимптотику оценки:

Pt,T (ε) �
√

ε/μ2

{
1/2, t ∈ (0, T )

1, t = T
при ε → 0.

Здесь и далее f(ε) � g(ε) означает, что f(ε)/g(ε) → 1 при ε → 0. Эта формула
показывает, что ошибки фильтрации и интерполяции асимптотически отли-
чаются только на постоянный фактор и убывают как квадратный корень от
интенсивности шума.

2. Основные результаты

В этой работе будет получена более общая асимптотика ошибки, остаю-
щейся верной при всех значениях показателя Хёрста.

Те ор ем а 1. Наименьшая среднеквадратичная ошибка оценки сигнала в
системе (1.1) допускает следующую асимптотику:

Pt,T (ε) �(2.1)

� (ε/μ2)
2H

1+2H

(
sin(πH)Γ(2H + 1)

) 1
1+2H

sin π
2H+1

⎧
⎨

⎩

1

2H + 1
, t ∈ (0, T )

1, t = T
при ε → 0.

Зам е ч а ни е 1. Порядок ε2H/(1+2H) скорости ошибки в (2.1) совпадает
с оптимальным порядком убывания минимаксного риска в задачах оценки
детерминированного сигнала с показателем Гёльдера H ∈ (0, 1) в белом шуме,
см. [7, 8].

Вывод асимптотики (2.1) использует приближение решений спектральной
задачи

Kϕ = λϕ

для ковариационного оператора

(Kϕ)(t) =

T∫

0

K(s, t)ϕsds

дробного процесса Орнштейна–Уленбека с ядром (1.3). Хорошо известно,
что такая задача имеет счетное количество нетривиальных решений (λn, ϕn),
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n ∈ N. Собственные значения λn вещественны, положительны и их упорядо-
ченная последовательность сходится к нулю. Собственные функции ϕn со-
ставляют полный ортонормальный базис в пространстве L2([0, T ]). Добав-
ляя β в обозначение ядра (1.3), заметим, что оно обладает свойством инва-
риантности

Kβ(sT, tT ) = T 2HKβT (s, t), s, t ∈ [0, 1], T > 0,(2.2)

благодаря которому без ограничения общности можно рассматривать спек-
тральную задачу на единичном отрезке [0, 1].

В случае классического процесса Орнштейна–Уленбека, т.е. при H = 1/2,
спектральная задача сводится к линейному дифференциальному уравнению
с явным решением, которое позволяет найти простые выражения

λn =
1

ν2n + β2
и ϕn(t) ∝

√
2 sin(νnt),(2.3)

где νn = πn− π/2 +O(n−1) — возрастающая последовательность корней
уравнения

ν/β = tan ν.

Для всех других значений показателя H ∈ (0, 1) асимптотически точные
приближения собственных значений и функций могут быть получены с ис-
пользованием метода Укаи [9], недавно примененного в [10] к спектральному
анализу дробного броуновского движения.

Следующий результат интересен сам по себе и может быть применен в
различных других приложениях.

Те ор ем а 2.
1. Собственные значения ковариационного оператора с ядром (1.3) на еди-

ничном отрезке [0, 1] допускают представление

λn = sin(πH)Γ(2H + 1)
ν1−2H
n

ν2n + β2
, n = 1, 2, . . . ,(2.4)

где последовательность νn имеет ту же асимптотику, что и в случае
дробного броуновского движения, [10, теорема 2.1]:

νn =

(
n− 1

2

)
π − (H − 1

2 )
2

H + 1
2

π

2
+O(n−1), n → ∞.

2. Нормированные собственные функции допускают такое же асимп-
тотическое приближение, как и в случае дробного броуновского движения,
[10, теорема 2.1]:

ϕn(x) =
√
2 sin

(
νnx+ ηH

)−

−
∞∫

0

(
e−xνnuf0(u) + (−1)ne−(1−x)νnuf1(u)

)
du+O(n−1),

(2.5)
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где функции fj(·) задаются явными формулами (см. лемму 9) и

ηH =
1

4

(H − 1
2 )(H − 3

2 )

H + 1
2

.

3. Имеет место следующее асимптотическое равенство:

ϕn(1) = −(−1)n
√
2H + 1

(
1 +O(n−1)

)
, n → ∞.

3. Доказательство теоремы 1

Используя свойство (2.2), перепишем уравнение (1.2) в виде

εh(u, v) +

1∫

0

μ2T 2H+1KβT (r, u)h(r, v)dr =

= μ2T 2HKβT (u, v), 0 � u � v � 1,

(3.1)

где h(u, v) := hT (uT, vT ). Очевидно, что

PuT,T (ε) =
ε

μ2
h(u, u), u ∈ [0, 1].

Разлагая решение (3.1) в ряд по собственным функциям ядра KβT , полу-
чаем

h(u, v) =
∞∑

n=1

μ2T 2H

ελ−1
n + μ2T 2H+1

ϕn(u)ϕn(v), 0 � u � v � 1,

где λn — его собственные значения. Этот ряд сходится безусловно при любых
ε > 0, и его значение неограниченно возрастает при ε → 0. Первый порядок
асимптотики этого ряда по ε не изменится, если собственные значения и соб-
ственные функции заменить на их приближения из теоремы 2. Обозначим
C := sin(πH)Γ(2H + 1), тогда

PT,T (ε) =
ε

μ2
h(1, 1) =

∞∑

n=1

εT 2H

ελ−1
n + μ2T 2H+1

ϕ2
n(1) �

�
∞∑

n=1

εT 2H

ε

C

(πn)2 + (βT )2

(πn)1−2H
+ μ2T 2H+1

(2H + 1) �

� (2H + 1)

∞∫

1

εT 2H

ε

C

(
(πx)2H+1 + (βT )2(πx)2H−1

)
+ μ2T 2H+1

dx �

48



� ε

μ2T

(
ε

C

1

T 2H+1μ2

)− 1
2H+1 2H + 1

π

∞∫

0

1

y2H+1 + 1
dy =

=
ε

μ2T

(
ε

C

1

T 2H+1μ2

)− 1
2H+1 1

sin π
2H+1

= (ε/μ2)
2H

2H+1
C

1
2H+1

sin π
2H+1

,

что и дает асимптотическое выражение ошибки фильтрации в (2.1) при t = T .
Для вычисления PuT,T (ε) при u∈ (0, 1) воспользуемся приближением соб-

ственных функций (2.5), которое внутри интервала принимает вид

ϕn(u) =
√
2 sin

(
νnu+ ηH

)
+O(n−1) при n → ∞.

Имеем

PuT,T (ε) =
ε

μ2
h(u, u) =

∞∑

n=1

εT 2H

ελ−1
n + μ2T 2H+1

ϕ2
n(u) =

=
∞∑

n=1

εT 2H

ελ−1
n + μ2T 2H+1

−
∞∑

n=1

εT 2H

ελ−1
n + μ2T 2H+1

cos
(
2νnu+ 2ηH

)
:=

:= I1(ε) + I2(ε).

(3.2)

Здесь I1(ε) отличается от предыдущего случая только на множитель 2H + 1,
и для того, чтобы получить асимптотику ошибки интерполяции (2.1) в случае
t ∈ (0, T ), остается показать, что I2(ε) стремится к нулю при ε → 0 быстрее,
чем ε2H/(2H+1). Введем последовательность (Sn)n�0 :

Sn =
n∑

k=1

cos
(
2νku+ 2ηH

)
, n � 1, S0 = 0.

Для любого u ∈ (0, 1) последовательность (Sn) ограничена и

I2(ε) =

∞∑

n=1

εT 2H

ελ−1
n + μ2T 2H+1

(
Sn − Sn−1

)
=

= ε2T 2H
∞∑

n=1

Sn
λ−1
n+1 − λ−1

n(
ελ−1

n+1 + μ2T 2H+1
)(
ελ−1

n + μ2T 2H+1
) .

По формуле (2.4) для всех достаточно больших n имеем

|λ−1
n+1 − λ−1

n | � C1n
2H и λ−1

n � C2n
2H+1

с некоторыми постоянными C1 и C2. Тогда, поскольку (Sn) ограничена, су-
ществует постоянная C3, такая что

|I2(ε)| � C3ε
2

∞∑

n=1

n2H

(
εn2H+1 + 1

)2 � C3ε
2

∞∫

1

x2H
(
εx2H+1 + 1

)2 dx �
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� C3ε

∞∫

0

y2H
(
y2H+1 + 1

)2 dy = O(ε), ε → 0.

Таким образом, второй член в (3.2) асимптотически пренебрежим, что завер-
шает доказательство теоремы.

4. Доказательство теоремы 2

Основная идея доказательства заключается в сведении спектральной зада-
чи к решению некоторой вспомогательной системы интегральных и алгебраи-
ческих уравнений, которая оказывается более удобной для асимптотического
анализа. Подробное описание метода можно найти в [10, секция 4], а исполь-
зуемые понятия и результаты из комплексного анализа — в монографии [11].

4.1. Случай H > 1
2

В этом случае выражение (1.3) можно упростить, поменяв порядок инте-
грирования и производной:

K(s, t) =

t∫

0

s∫

0

eβ(t−v)eβ(s−u)cα|u− v|−αdudv,

где введен новый параметр α := 2−2H∈ (0, 1) и постоянная cα = (1−α
2 )(1−α).

В этих обозначениях спектральная задача имеет вид

1∫

0

⎛

⎝
x∫

0

y∫

0

eβ(x−u)eβ(y−v)cα|u− v|−αdvdu

⎞

⎠ϕ(y)dy = λϕ(x), x ∈ [0, 1].(4.1)

4.1.1. Преобразование Лапласа. Рассмотрим преобразование Лапласа от
решения уравнения (4.1)

ϕ̂(z) =

1∫

0

e−zxϕ(x)dx, z ∈ C,(4.2)

которое является аналитической функцией. В следующей лемме, используя
особую структуру ядра, получим выражение для ϕ̂(z), которое играет клю-
чевую роль в реализации метода.

Лемма 1. Пусть (λ, ϕ) решают спектральную задачу (4.1), тогда пре-
образование Лапласа (4.2) допускает представление

ϕ̂(z) = ϕ̂(−β)− z + β

Λ(z)

(
Φ0(z) + e−zΦ1(−z)

)
,(4.3)
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где

Λ(z) =
Γ(α)λ

cα
(z2 − β2) +

∞∫

0

2tα

t2 − z2
dt,(4.4)

а функции Φ0(z) и Φ1(z), определенные ниже в (4.17), кусочно-голоморфны
на разрезанной плоскости C \ R+.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Продифференцируем обе части уравне-
ния (4.1). Получим

1∫

0

⎛

⎝
y∫

0

e−βvcα|x− v|−αdv

⎞

⎠ eβyϕ(y)dy + βλϕ(x) = λϕ′(x), x ∈ [0, 1].(4.5)

Далее, введем функцию

ψ(x) := e−βx

1∫

x

eβrϕ(r)dr(4.6)

и, интегрируя по частям, получим

1∫

0

⎛

⎝
y∫

0

e−βvcα|x− v|−αdv

⎞

⎠ eβyϕ(y)dy =

1∫

0

cα|x− y|−αψ(y)dy.

Теперь уравнение (4.5) эквивалентно обобщенной спектральной задаче

1∫

0

cα|x− y|−αψ(y)dy = λ
(
β2ψ(x)− ψ′′(x)

)
, x ∈ [0, 1],

ψ(1) = 0, ψ′(0) + βψ(0) = 0,

(4.7)

где краевые условия следуют из определения (4.6), так как

ψ′(x) + βψ(x) = −ϕ(x).(4.8)

Подстановка тождества

|x− y|−α =
1

Γ(α)

∞∫

0

tα−1e−t|x−y|dt, α ∈ (0, 1),

в (4.7) дает

∞∫

0

tα−1u(x, t)dt =
Γ(α)λ

cα

(
β2ψ(x)− ψ′′(x)

)
,(4.9)
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где была определена функция

u(x, t) :=

1∫

0

ψ(y)e−t|x−y|dy.(4.10)

С другой стороны, дважды интегрируя по частям и используя краевые
условия задачи (4.7), имеем

ψ̂′′(z) =
1∫

0

ψ′′(x)e−zxdx = ψ′(1)e−z + (β − z)ψ(0) + z2ψ̂(z).(4.11)

Применяя преобразование Лапласа к (4.9) и подставляя (4.11), получим

∞∫

0

tα−1û(z, t)dt =
Γ(α)λ

cα

(
(β2 − z2)ψ̂(z)− ψ′(1)e−z − (β − z)ψ(0)

)
.(4.12)

Другое выражение для û(z, t) можно вывести, используя определе-
ние (4.10). Продифференцировав два раза, получаем уравнение

u′′(x, t) = t2u(x, t)− 2tψ(x)(4.13)

и граничные условия

u′(0, t) = tu(0, t),

u′(1, t) = −tu(1, t).
(4.14)

Теперь дважды интегрируя по частям, имеем

û′′(z, t) =
1∫

0

u′′(x, t)e−zxdx = u′(1, t)e−z − u′(0, t) + zû′(z, t) =

= (z − t)e−zu(1, t)− (z + t)u(0, t) + z2û(z, t),

(4.15)

где использовано (4.14). Преобразование Лапласа от (4.13) и подстановка вы-
ражения (4.15) дают

û(z, t) =
1

z − t
u(0, t) − 1

z + t
u(1, t)e−z − 2t

z2 − t2
ψ̂(z).(4.16)

Подставляя (4.16) в (4.12) и упрощая, получаем

ψ̂(z) =
1

Λ(z)

(
Φ0(z) + e−zΦ1(−z)

)
,
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где функция Λ(z) определена в (4.4) и

Φ0(z) := −Γ(α)λ

cα
(β − z)ψ(0) +

∞∫

0

tα−1

t− z
u(0, t)dt,

Φ1(z) := −Γ(α)λ

cα
ψ′(1) +

∞∫

0

tα−1

t− z
u(1, t)dt.

(4.17)

Так как ψ̂′(z) = −ψ(0) + zψ̂(z) и ψ̂′(z) + βψ̂(z) = −ϕ̂(z) (см.(4.8)), получаем

ϕ̂(z) = ψ(0)− (z + β)ψ̂(z),

что и дает (4.3).
Следующая лемма описывает структуру функции Λ(z) и доказывает ряд

ее свойств, которые будут использоваться далее.

Лемма 2.
a. Функция Λ(z) допускает явное выражение

Λ(z) =
Γ(α)λ

cα
(z2 − β2) + zα−1 π

cos π
2α

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

e

1− α

2
πi
, arg(z) ∈ (0, π)

e
−
1− α

2
πi
, arg(z) ∈ (−π, 0)

(4.18)

и имеет нули в точках ±z0 = ±iν, где ν > 0 — вещественный корень урав-
нения

λ =
cα

Γ(α)

π

cos π
2α

να−1

β2 + ν2
.(4.19)

b. Пределы Λ±(t) = limz→t± Λ(z), когда z стремится к t ∈ R в верхней и
нижней полуплоскостях, задаются выражениями

Λ±(t) =
Γ(α)λ

cα
(t2 − β2) + |t|α−1 π

cos π
2α

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

e
±
1− α

2
πi
, t > 0

e
∓
1− α

2
πi
, t < 0

и удовлетворяют равенствам

Λ+(t) = Λ−(t),(4.20)

Λ+(t)

Λ−(t)
=

Λ−(−t)

Λ+(−t)
,(4.21)

∣∣Λ+(t)
∣∣ =

∣∣Λ+(−t)
∣∣.(4.22)
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c. Аргумент θ(t) := arg{Λ+(t)} ∈ (−π, π] — нечетная функция, θ(−t) =
= −θ(t), задаваемая формулой

θ(t) = arctan
sin 1−α

2 π
(t/ν)2−(β/ν)2

1+(β/ν)2 (t/ν)1−α + cos 1−α
2 π

, t > 0,(4.23)

непрерывная на (0,∞), имеющая пределы

θ(0+) :=
1− α

2
π > 0 и θ(∞) := lim

t→∞ θ(t) = 0.

При всех достаточно больших ν функция θ(u; ν) := θ(uν) удовлетворяет
неравенству

∣∣∣θ(u; ν)− θ0(u)
∣∣∣ � g(u)(β/ν)2,(4.24)

где g(u) не зависит от ν, непрерывна на [0,∞), растет, как g(u) ∼ u1−α при
u → 0 и g(u) ∼ uα−3 при u → ∞, а

θ0(u) := lim
ν→∞ θ(uν) = arctan

sin 1−α
2 π

u3−α + cos 1−α
2 π

.(4.25)

При любом β ∈ R

bα(β, ν) :=
1

π

∞∫

0

θ(u; ν)du −−−→
ν→∞

1

π

∞∫

0

θ0(u)du =
sin ( π

3−α
1−α
2 )

sin π
3−α

=: bα(4.26)

и
∣∣bα(β, ν)− bα

∣∣ � C(β/ν)2(4.27)

с некоторой постоянной C.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2.
a. Интегрируя по подходящему контуру, легко получить тождество

∞∫

0

tα

t2 − z2
dt = zα−1 1

2

π

cos π
2α

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

e

1− α

2
πi
, arg(z) ∈ (0, π)

e
−
1− α

2
πi
, arg(z) ∈ (−π, 0),

которое и дает выражение (4.18). Для того чтобы найти все нули Λ(z) в верх-
ней полуплоскости, положим z = νeiω, где ν > 0 и ω ∈ (0, π). Тогда уравнение
Λ(z) = 0 принимает вид

κ(ν2e2iω − β2) + να−1ei(ω−
π
2
)(α−1) = 0,
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где введена постоянная

κ :=
λΓ(α)

cα

cos π
2α

π
.

Мнимая часть этого уравнения дает

κν2 sin 2ω + να−1 sin(ω − π
2 )(α − 1) = 0.

При всех ω ∈ (0, π2 ) и ω ∈ (π2 , π) оба синуса здесь имеют один и тот же знак
и поэтому равенство возможно только при ω = π

2 . Таким образом, в верхней
полуплоскости Λ(z) обнуляется только в точке iν, где ν удовлетворяет урав-
нению (4.19). По определению (4.4) функция Λ(z) имеет только комплексно
сопряженные нули и поэтому единственный ноль в нижней полуплоскости —
это −iν.

b. Все утверждения проверяются непосредственно с использованием явно-
го выражения (4.18).

c. Зaметим, что функция f(u) := (u2 − (β/ν)2)u1−α, u ∈ R+ обнуляется в
u = 0 и u = β/ν и имеет единственный минимум minu�0 f(u) = −(β/ν)3−α×
× 2

3−α

(
1−α
3−α

) 1−α
2
. Поэтому при фиксированном β и всех достаточно больших ν

знаменатель (4.23) отделен от нуля равномерно по u. Это свойство позволяет
легко проверить все дальнейшие утверждения (значение βα получено в [10]).

4.1.2. Устранение особенностей. Согласно п. (a) леммы 2 выражение
в (4.3) претерпевает разрыв на вещественной оси и имеет два чисто мнимых
полюса. Так как преобразование Лапласа является целой функцией, обе эти
особенности должны быть устранимыми, т.е. функции Φ0(z) и Φ1(z) должны
удовлетворять условиям

Φ0(±z0) + e∓z0Φ1(∓z0) = 0(4.28)

и

lim
z→t+

1

Λ(z)

(
e−zΦ1(−z) + Φ0(z)

)
= lim

z→t−

1

Λ(z)

(
e−zΦ1(−z) + Φ0(z)

)
, t ∈ R.

Последнее условие может быть переписано как

1

Λ+(t)

(
Φ+
0 (t) + e−tΦ1(−t)

)
=

1

Λ−(t)

(
Φ−
0 (t) + e−tΦ1(−t)

)
, t > 0,

1

Λ+(t)

(
Φ0(t) + e−tΦ−

1 (−t)
)
=

1

Λ−(t)

(
Φ0(t) + e−tΦ+

1 (−t)
)
, t < 0

или (см.(4.21))

Φ+
0 (t)−

Λ+(t)

Λ−(t)
Φ−
0 (t) = e−tΦ1(−t)

(
Λ+(t)

Λ−(t)
− 1

)
,

Φ+
1 (t)−

Λ+(t)

Λ−(t)
Φ−
1 (t) = e−tΦ0(−t)

(
Λ+(t)

Λ−(t)
− 1

)
,

t > 0.(4.29)
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Поскольку Λ−(t) = Λ+(t) и θ(t) = arg{Λ+(t)}, имеем

Λ+(t)

Λ−(t)
− 1 = e2iθ(t) − 1 = 2ieiθ(t) sin θ(t).

Значит, (4.29) можно переписать как

Φ+
0 (t)− e2iθ(t)Φ−

0 (t) = 2ie−teiθ(t) sin θ(t)Φ1(−t),

Φ+
1 (t)− e2iθ(t)Φ−

1 (t) = 2ie−teiθ(t) sin θ(t)Φ0(−t),
t > 0.(4.30)

Из определения (4.10) следует, что tu(0, t) и tu(1, t) ограничены, и поэто-
му функции, определенные в (4.17), удовлетворяют следующим априорным
оценкам:

Φ1(z) ∼ zα−1 и Φ0(z) ∼ zα−1 при z → 0,(4.31)

а также

Φ0(z) = 2c2(β − z) +O(z−1) и Φ1(z) = 2c1 +O(z−1) при z → ∞,(4.32)

где были введены постоянные

c1 = −1

2

Γ(α)λ

cα
ψ′(1) и c2 = −1

2

Γ(α)λ

cα
ψ(0).(4.33)

4.1.3. Сведение к эквивалентной задаче. Преобразование Лапласа любого
решения спектральной задачи (4.1) задается формулой (4.3), где кусочно-го-
ломорфные функции Φ0(z) и Φ1(z) удовлетворяют оценкам (4.32) и (4.31),
краевым условиям (4.30) и алгебраическим ограничениям (4.28). Установим
взаимно однозначное соответствие между всеми такими функциями и ре-
шениями некоторой системы интегральных уравнений на вещественной по-
лупрямой. Для этой цели воспользуемся техникой решения краевой задачи
Гильберта.

Рассмотрим сначала однородную задачу Гильберта, состоящую в нахож-
дении функции X(z), кусочно-голоморфной на разрезанной плоскости C\R+

и удовлетворяющей краевым условиям

X+(t)− e2iθ(t)X−(t) = 0, t ∈ R+.(4.34)

Все такие функции могут быть найдены с помощью формулы Сохоцкого–
Племеля:

X(z) = zkXc(z) = zk exp

⎛

⎝ 1

π

∞∫

0

θ(t)

t− z
dt

⎞

⎠ , z ∈ C \ R+,(4.35)
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где k — любое целое число, которое будет выбрано позже. Каноническая
часть Xc(z) этого выражения удовлетворяет оценкам

Xc(z) = 1− z−1νbα(β, ν) +O(z−2) при z → ∞,(4.36)

где bα(β, ν) определено в (4.26), и

Xc(z) ∼ z
α−1
2 при z → 0.(4.37)

Введем функции

S(z) :=
Φ0(z) + Φ1(z)

2X(z)
,

D(z) :=
Φ0(z)− Φ1(z)

2X(z)
,

(4.38)

которые, благодаря (4.30) и (4.34), удовлетворяют независимым краевым
условиям

S+(t)− S−(t) = 2ih(t)e−tS(−t),

D+(t)−D−(t) = −2ih(t)e−tD(−t),
t > 0,(4.39)

где

h(t) := eiθ(t) sin θ(t)
X(−t)

X+(t)
.

Вычисления, подобные уравнению (5.37) в [10], показывают, что эта функция
допускает представление

h(t) = exp

⎛

⎝− 1

π

∞∫

0

θ′(s) log
∣∣∣∣
t+ s

t− s

∣∣∣∣ ds

⎞

⎠ sin θ(t)(4.40)

и поэтому вещественна, удовлетворяет условию Гёльдера на R+ и имеет пре-
дел

h(0) := sin θ(0+) = sin
1− α

2
π.

Применяя формулу Сохоцкого–Племеля к (4.39), получаем следующее
представление для функций из (4.38):

S(z) =
1

π

∞∫

0

h(t)e−t

t− z
S(−t)dt+ PS(z),

D(z) = − 1

π

∞∫

0

h(t)e−t

t− z
D(−t)dt+ PD(z),

(4.41)

57



где полиномы PS(z) и PD(z) выбираются в соответствии с априорной оценкой
роста S(z) и D(z) при z → ∞. Заметим, что интегралы в правой части (4.41)
хорошо определены, только если S(−t) и D(−t) интегрируемы в нуле. Вви-
ду оценок (4.31) и (4.37), это ограничивает выбор целого числа k в выра-
жении (4.35) неравенством k < (α+ 1)/2. Далее, понадобится, чтобы S(−t)
и D(−t) были так же квадратично интегрируемы, что сужает ограничение
до k < α/2. Удобным выбором, который удовлетворяет всем этим условиям,
будет k = 0, что соответствует определению X(z) := Xc(z).

Так как для любых вещественных чисел a, b и c верно

az + b+O(z−1)

1− cz−1 +O(z−2)
= a(z + c) + b+O(z−1) при z → ∞,

априорные оценки (4.32) и (4.36) дают

S(z) = c2
(− z + β − νbα(β, ν)

)
+ c1 +O(z−1),

D(z) = c2
(− z + β − νbα(β, ν)

) − c1 +O(z−1).

Эта асимптотика определяет выбор полиномов в (4.41):

PS(z) := c2(−z + β − νbα(β, ν)) + c1,

PD(z) := c2(−z + β − νbα(β, ν)) − c1,

где постоянные c1 и c2 определяются (4.33). Теперь, подставляя z := −t
в (4.41), где t ∈ R+, получаем интегральные уравнения для сужений S(−t)
и D(−t):

S(−t) =
1

π

∞∫

0

h(s)e−s

s+ t
S(−s)ds+ c2

(
t+ β − νbα(β, ν)

)
+ c1,

D(−t) = − 1

π

∞∫

0

h(s)e−s

s+ t
D(−s)ds+ c2

(
t+ β − νbα(β, ν)

) − c1.

Рассмотрим вспомогательные интегральные уравнения

p±j(t) = ± 1

π

∞∫

0

hβ(s; ν)e
−νs

s+ t
p±j(s)ds+ tj , j ∈ {0, 1},(4.42)

где hβ(u; ν) := h(uν), u > 0. Ниже покажем, что для всех достаточно боль-
ших ν эти уравнения имеют единственные решения в классе функций, таких
что p±j(t)− tj принадлежит пространству L2(R+). Продолжим определение
решений p±j(z) на разрезанную плоскость, заменив t в правой части уравне-
ния (4.42) на z ∈ C \ R+.
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Так как по построению S(−t) и D(−t) квадратично интегрируемы в нуле,
по линейности имеем

S(zν) = c2νp
+
1(−z) +

(
c2
(
β − νbα(β, ν)

)
+ c1

)
p+0(−z),

D(zν) = c2νp
−
1(−z) +

(
c2
(
β − νbα(β, ν)

) − c1

)
p−0(−z).

Поэтому, положив

a±(z) := p+0(z)± p−0(z),

b±(z) := p+1(z)± p−1(z)

и используя определение (4.38), получим

Φ0(zν) = c2νX(zν)(b+(−z)+(β/ν− bα(β, ν)
)
a+(−z))+ c1X(zν)a−(−z),

Φ1(zν) = c2νX(zν)(b−(−z)+(β/ν− bα(β, ν))a−(−z))+ c1X(zν)a+(−z).
(4.43)

Теперь, определив Xβ(z; ν) := X(zν), подставим эти выражения в усло-
вие (4.28) и получим

c2νξ + c1η = 0,(4.44)

где

ξ := eiν/2Xβ(i; ν)
(
b+(−i) +

(
β/ν − bα(β, ν)

)
a+(−i)

)
+

+ e−iν/2Xβ(−i; ν)
(
b−(i) +

(
β/ν − bα(β, ν)

)
a−(i)

)
,

η := eiν/2Xβ(i; ν)a−(−i) + e−iν/2Xβ(−i; ν)a+(i).

(4.45)

Так как постоянные c1 и c2 вещественны, нетривиальные решения линейной
алгебраической системы (4.44) существуют тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие

Im{ξη} = 0,(4.46)

при этом c1 = −c2νξ/η. Подставляя это равенство в (4.43), получим

Φ0(z)/c2ν=X(z)

(
b+

(
−z

ν

)
+

(
β

ν
−bα(β, ν)

)
a+

(
−z

ν

))
− ξ

η
X(z)a−

(
−z

ν

)
,

Φ1(z)/c2ν=X(z)

(
b−
(
−z

ν

)
+

(
β

ν
−bα(β, ν)

)
a−
(
−z

ν

))
− ξ

η
X(z)a+

(
−z

ν

)
.

(4.47)

Итак, получена задача, эквивалентная уравнению (4.1).
Лемма 3. Пусть (p±0, p

±
1, ν) — решение системы, состоящей из ин-

тегральных уравнений (4.42) и алгебраических условий (4.46). Определим ϕ
преобразованием Лапласа, задающимся выражением (4.3), где Φ0(z) и Φ1(z)
определены формулами (4.47), а число λ ∈ R+ — формулой (4.19). Тогда па-
ра (λ, ϕ) решает спектральную задачу (4.1). Верно и обратное: по любому
решению (λ, ϕ) задачи (4.1) можно построить решение вышеупомянутой
интегрально-алгебраической системы.
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В следующей лемме получена точная асимптотика Xβ(i; ν) при ν → ∞,
которая понадобится в дальнейшем для асимптотического анализа.

Лемма 4.

arg
{
Xβ(i; ν)

}
=

1−α

8
π+O(ν−2) и

∣∣Xβ(i; ν)
∣∣=
√

3−α

2
+O(ν−2) ν→∞.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Постоянные в правой части — аргумент
и абсолютное значение предела, см. (4.25),

X0(i) := lim
ν→∞Xβ(i; ν) = exp

⎛

⎝ 1

π

∞∫

0

θ0(u)

u− i
du

⎞

⎠ ,

вычисленные в [10, лемма 5.5]. Оценки остатков следуют из неравенств (4.24).

4.1.4. Свойства интегрально-алгебраической системы. Разрешимость си-
стемы, введенной в лемме 3, обеспечивается сжатием оператора

(Af)(t) :=
1

π

∞∫

0

hβ(s; ν)e
−νs

s+ t
f(s)ds,

где hβ(u; ν) := h(uν) (см. (4.40)):

hβ(u; ν) = exp

⎛

⎝− 1

π

∞∫

0

θ′(v; ν) log
∣∣∣∣
u+ v

u− v

∣∣∣∣ dv

⎞

⎠ sin θ(u; ν).(4.48)

Лемма 5. Оператор A является сжимающим на пространстве функ-
ций L2(R+) для всех достаточно больших ν, а именно, для каждого
α0 ∈ (0, 1] существует ε > 0 и постоянная ν ′ > 0, такие что ‖A‖ � 1− ε
для всех ν � ν ′ и α ∈ [α0, 1].

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Непосредственное вычисление показы-
вает, что для всех достаточно больших ν и всех α ∈ [α0, 1] показатель экспо-
ненты в (4.48) ограничен непрерывной функцией f(u), не зависимой от α и
ν, пределы которой при u → 0 и u → ∞ равны 1. В частности,

hβ(u, ν) � f(u) sin θ(u; ν) � ‖f‖∞.

Далее, так как θ0(0+) = 1−α
2 π, благодаря оценке (4.24), существует окрест-

ность нуля, где при всех достаточно больших ν справедлива верхняя оценка

sin θ(u; ν) � 1

2
+

1

2
sin

1− α0

2
π =: 1− 3ε.

Так как f(0) = 1, это так же гарантирует, что hβ(u, ν) < 1− 2ε в некоторой
окрестности нуля. Тогда, поскольку supν>0 ‖hβ‖∞ � ‖f‖∞, можно выбрать
постоянную ν ′ такую что hβ(u, ν)e

−νu < 1− ε при всех u > 0 и всех ν � ν ′.
Далее доказательство проводится точно так же, как в [10, лемма 5.6].

Следующие оценки играют ключевую роль в асимптотическом анализе
интегрально-алгебраической системы леммы 3.

60



Лемма 6. Для любого α0 ∈ (0, 1] существуют постоянные ν ′ и C, такие
что при всех ν � ν ′ и α ∈ [α0, 1]

∣∣a−(±i)
∣∣ � Cν−1,

∣∣a+(±i)− 2
∣∣ � Cν−1,

∣∣b−(±i)
∣∣ � Cν−2,

∣∣b+(±i)∓ 2i
∣∣ � Cν−2,

а также при любых τ > 0
∣∣a−(τ)

∣∣ � Cν−1τ−1,
∣∣a+(τ)− 2

∣∣ � Cν−1τ−1,
∣∣b−(τ)

∣∣ � Cν−2τ−1,
∣∣b+(τ)∓ 2τ

∣∣ � Cν−2τ−1.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Как показано в доказательстве предыду-
щей леммы, функция hβ(u; ν) может быть ограничена постоянной, зависящей
только от α0, при всех достаточно больших ν. Эта оценка позволяет провести
доказательство точно так же, как в [10, лемма 5.7].

4.1.5. Обращение преобразования Лапласа. В следующей лемме собствен-
ные функции выражаются в терминах решений интегрально-алгебраической
системы уравнений леммы 3.

Лемма 7. Пусть (Φ0,Φ1, ν) являются решениями интегрально-алгеб-
раической системы леммы 3. Тогда функция ϕ, определяемая преобразова-
нием Лапласа (4.3), задается равенством

ϕ(x)=−ν3−α cos
π
2α

π
2Re

{
eiνxΦ0(iν)

1− i(β/ν)
2

(β/ν)2+1
−α+1

}
+ν3−α cos

π
2α

π

1

π
×(4.49)

×
∞∫

0

sin θβ(u; ν)

γβ(u; ν)

(
e−(1−x)uν

(
u+

β

ν

)
Φ1(−uν)−e−uνx

(
u− β

ν

)
Φ0(−uν)

)
du,

где γβ(u; ν) определена формулой (4.51) ниже. Также имеют место равен-
ства

1∫

0

eβxϕ(x)dx = −ν3−α cos
π
2α

π
2c2
(
1 + (β/ν)2

)
,

ϕ(1) = −ν3−α cos
π
2α

π
2c2ν

ξ

η

(
1 + (β/ν)2

)
.

(4.50)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 7. Поскольку ϕ̂(z) — аналитическая функ-
ция, обращение преобразования Лапласа (4.3) может производиться интегри-
рованием по мнимой оси:

ϕ(x) = − 1

2πi
lim

R→∞

iR∫

−iR

(
z + β

Λ(z)
Φ0(z) +

z + β

Λ(z)
e−zΦ1(−z)− ψ(0)

)
ezxdz =

= − 1

2πi
lim

R→∞

iR∫

−iR

(
f0(z) + f1(z)

)
dz,
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где были введены функции

f0(z) = ezx
(
(z + β)

Φ0(z)

Λ(z)
− ψ(0)

)
и f1(z) = e(x−1)z(z + β)

Φ1(−z)

Λ(z)
.

Интегрируя по подходящему контуру, как в доказательстве леммы 5.8 в [10],
получаем

i∞∫

−i∞

(
f1(z) + f0(z)

)
dz = 2πi

(
Res(f0, z0) + Res(f0,−z0)

)
+

+

∞∫

0

(
f+
1 (t)− f−

1 (t)
)
dt+

∞∫

0

(
f−
0 (−t)− f+

0 (−t)
)
dt.

Используя симметрии (4.20) и (4.22), а также определение θ(t), имеем

f+
1 (t)− f−

1 (t) = −e(x−1)t(t+ β)Φ1(−t)
2i sin θ(t)

γ(t)
,

f−
0 (−t)− f+

0 (−t) = −e−tx(−t+ β)Φ0(−t)
2i sin θ(t)

γ(t)
,

где γ(t) = |Λ+(t)|, а значит и

ϕ(x) = −Res
(
f0, z0

)− Res
(
f0,−z0

)
+

+
1

π

∞∫

0

sin θ(t)

γ(t)

(
e−(1−x)t(t+ β)Φ1(−t)− e−tx(t− β)Φ0(−t)

)
dt.

Вычеты здесь легко считаются

Res
(
f0, z0

)
= eiνx(iν + β)

Φ0(iν)

Λ′(iν)
= eiνxΦ0(iν)

cos π
2α

π
ν3−α 1− i(β/ν)

2
(β/ν)2+1

− α+ 1
,

Res
(
f0,−z0

)
= e−iνx(−iν + β)

Φ0(−iν)

Λ′(−iν)
=

= e−iνxΦ0(−iν)
cos π

2α

π
ν3−α 1 + i(β/ν)

2
(β/ν)2+1

− α+ 1

и, таким образом,

Res
(
f0, z0

)
+Res

(
f0,−z0

)
= 2ν3−α cos

π
2α

π
Re

{
eiνxΦ0(iν)

1− i(β/ν)
2

(β/ν)2+1
− α+ 1

}
.

Подставляя это выражение, получаем (4.49), где

γβ(u; ν) = ν1−α cos
π
2α

π

∣∣Λ+(uν)
∣∣ =

∣∣∣∣
u2 − (β/ν)2

(β/ν)2 + 1
+ uα−1e

1−α
2

πi

∣∣∣∣ .(4.51)

Формулы (4.50) следуют из (4.33), (4.19) и (4.44).
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4.1.6. Асимптотический анализ. По лемме 3 спектральная задача (4.1)
сводится к решению инегрально-алгебраической системы уравнений. В сле-
дующей лемме получена точная асимптотика его алгебраической части.

Лемма 8. Интегрально-алгебраическая система леммы 3 имеет счет-
ное множество решений, которые могут быть пронумерованы таким обра-
зом, что

νn = π

(
n+

1

2

)
− 1− α

4
π + arcsin

bα√
1 + b2α

+ n−1rn(α), n → ∞,(4.52)

где остаток rn(α) ограничен равномерно по n ∈ N и α ∈ [α0, 1] при всех
α0 ∈ (0, 1].

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 8. Доказательство проводится так же, как
и в [10, лемма 5.9]. Подставляя оценки, полученные в леммах 6 и 4, а также
неравенство (4.27) в определение (4.45), можем записать

ξη = 4
3− α

2

√
1 + b2α exp

{
i
(
ν +

1− α

4
π − π + arg

{
i+ bα

})} (
1 +R(ν)

)
,

где функция R(ν) удовлетворяет неравенству |R(ν)| � C1ν
−1 для некоторой

постоянной C1, зависящей только от α0. Поэтому уравнение (4.46) принимает
вид

ν+
1−α

4
π−π+arg

{
i+ bα

}−πn+arctan
Im{R(ν}

1+Re{R(ν)} =0, n∈Z.(4.53)

Это фиксирует нумерацию всех решений интегрально-алгебраической систе-
мы леммы 3. Понятно, что ν положительно для всех n, превосходящих неко-
торое целое число. Однако на этом этапе существование решения для каж-
дого такого n все еще не очевидно. Оно может быть установлено следующим
образом.

Согласно лемме 5 интегральный оператор в правой части уравнений (4.42)
является сжимающим на L2(R+) для всех достаточно больших ν. Непосред-
ственное вычисление показывает, что |R′(ν)| � C2ν

−1 с некоторой постоян-
ной C2. Поэтому для всех достаточно больших n система, состоящая из инте-
гральных и алгебраических уравнений (4.42) и (4.53) соответственно, имеет
единственное решение, которое может быть получено как неподвижная точ-
ка, путем итерирования интегрально-алгебраического оператора. Асимпто-
тика (4.52) следует из (4.53), так как arg{i+ bα} = π

2 − arcsin bα√
1+b2α

.

Соответствующее асимптотическое приближение собственных функций
может быть получено с помощью следующей леммы.

Лемма 9. Собственные функции, пронумерованные как в лемме 8, до-
пускают приближение

(4.54) ϕn(x) =
√
2 cos

(
νnx+

1− α

8
π +

π

2
− arcsin

bα√
1 + b2α

)
+
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+

√
3− α

π

∞∫

0

ρ0(u)

(
−e−uνnx u− bα√

1 + b2α
− (−1)ne−(1−x)uνn

)
du+ n−1rn(x),

где остаток rn(x) равномерно ограничен по n ∈ N и x ∈ [0, 1], а

ρ0(u) =
sin θ0(u)

γ0(u)
X0(−u).

Кроме того,

ϕn(1)∝ −(−1)n
√
3−α

(
1+O(n−1)

)
и

1∫

0

eβxϕn(x)dx ∝ −
√

3−α

1+ b2α
ν−1
n(4.55)

и
1∫

0

ϕn(x)dx ∝ −
√

3− α

1 + b2α
ν−1
n .(4.56)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 9.
Положим γ0(u) :=

∣∣u+ uα−2e
1−α
2

πi
∣∣, тогда согласно (4.51)

∣∣γβ(u; ν) − uγ0(u)
∣∣ � 2(β/ν)2(u2 + 1).

Вместе с (4.24) выражение (4.49) дает

ϕn(x) ∝ − 2

3− α
Re
{
eiνnxΦ0(iνn)

}
+

+
1

π

∞∫

0

sin θ0(u)

γ0(u)

(
e−(1−x)uνnΦ1(−uνn)− e−uνnxΦ0(−uνn)

)
du+ n−1rn(x)

где остаток rn(x) равномерно ограничен по n ∈ N и x ∈ [0, 1]. Приближе-
ние (4.54) получается подстановкой оценок из леммы 6 и леммы 4, а также
неравенства (4.27) в выражение (4.47) и приведением к единичной L2([0, 1])
норме, так же, как и в (5.52) [10]. Формулы (4.50) дают асимптотики (4.55) с
помощью той же нормировки.

Асимптотика (4.56) получается интегрированием (4.49): непосредственное
вычисление показывает, что

1∫

0

ϕn(x)dx = Cν−1
n

(
1 +O(ν−1

n )
)
, n → ∞,

где Cν−1
n совпадает с интегралом выражения (4.54) без остатка. Так как это

выражение не зависит от β, постоянный множитель C должен совпадать со
значением, которое получается при β = 0. Другими словами, последователь-
ности интегралов

∫ 1
0 ϕn(x)dx для дробного процесса Орнштейна–Уленбека и

дробного броуновского движения имеют одну и ту же асимптотику первого
порядка. Поэтому постоянная в (4.56) совпадает с (5.53) в [10].
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4.1.7. Переход к естественной нумерации. Нумерация, введенная в лем-
ме 8, может не совпадать с естественной , при которой последовательность
собственных значений убывает. Заметим, что подстановка выражения (4.52)
в формулу (4.19) дает последовательность λn, убывающую в уже выбранной
нумерации. Поэтому начиная с некоторого индекса обе нумерации отлича-
ются только на конечный сдвиг. Для определения этого сдвига можно вос-
пользоваться процедурой калибровки, использующей непрерывность спектра
по параметру α и уже известную асимптотику (2.3) для стандартного про-
цесса Орнштейна–Уленбека, соответствующего значению α = 1. Калибровка
проводится точно так же, как и в случае дробного броуновского движения,
см. [10, гл. 5.1.7], которая показывает, что формулы (4.52) и (4.54)–(4.55) сдви-
гаются на единицу: заменив n на n− 1, а α на 2− 2H , получим равенство (2.5)
из теоремы 2.

4.2. Случай H < 1
2

В этом случае ковариационная функция задается формулой (1.3) и спек-
тральная задача имеет вид

1∫

0

⎛

⎝
x∫

0

eβ(x−u) d

du

y∫

0

eβ(y−v)Cα|u− v|1−αsign(u− v)dvdu

⎞

⎠ϕ(y)dy = λϕ(x),

где Cα := 1− α
2 . Дважды дифференцируя, получаем

1∫

0

⎛

⎝ d

dx

y∫

0

eβ(y−v)Cα|x− v|1−αsign(x− v)dv

⎞

⎠ϕ(y)dy + βλϕ(x) = λϕ′(x),

что может быть переписано как

− d

dx

1∫

0

⎛

⎝
y∫

0

e−βvCα|x− v|1−αsign(x− v)dv

⎞

⎠ d

dy

1∫

y

eβrϕ(r)drdy + βλϕ(x) =

= λϕ′(x).

Интегрирование по частям дает

d

dx

1∫

0

Cα|x− y|1−αsign(x− y)ψ(y)dy + βλϕ(x) = λϕ′(x),

где ψ(x) определяется так же, как в (4.6). Используя тождество (4.8) прихо-
дим к обобщенной спектральной задаче (см. (4.7)):

d

dx

1∫

0

Cα|x− y|1−αsign(x− y)ψ(y)dy = λ
(
β2ψ(x)− ψ′′(x)

)
, x ∈ [0, 1],

ψ(1) = 0, ψ′(0) + βψ(0) = 0.

Далее доказательство проводится так же, как и в предыдущем случае H > 1
2 .
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5. Заключение

В этой работе получена точная асимптотика ошибки в задаче оценки дроб-
ного процесса Орнштейна–Уленбека, наблюдаемого в белом шуме малой ин-
тенсивности ε → 0. Благодаря свойству инвариантности (2.2) результат оста-
ется верным на произвольном конечном интервале времени, и при этом глав-
ный член асимптотики не зависит от длины интервала T . Другой интересной
задачей является нахождение предела ошибки, когда T → ∞ при фиксиро-
ванной интенсивности шума. Такой асимптотический анализ в рамках пред-
ложенного метода требует, чтобы спектральные оценки, полученные в теоре-
ме 2, были равномерны по T . Из доказательства теоремы подобное свойство
равномерности не следует, и изучение асимптотики больших времен, возмож-
но, потребует другого подхода.
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обслуживания: основная система моделирует очередь на передачу пакетов
по ненадежному каналу связи, а вспомогательная многоканальная систе-
ма содержит потерянные пакеты для повторной отправки. Интенсивность
обслуживания в основной системе является управляемой и подлежит оп-
тимизации с целью минимизации времени успешной передачи с учетом
цены использования ресурсов сети. Получены условия оптимальности ис-
комого управления в двух вариантах: 1) в модели, основанной на жид-
костной аппроксимации при наличии сильной загрузки; 2) в установив-
шемся режиме при использовании стационарных стратегий.
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аппроксимация, марковский процесс, оптимальное управление.

DOI: 10.31857/S0005231020030058

1. Введение

Данная статья лежит в русле исследований [1–8], посвященных оптимиза-
ции управляемых инфокоммуникационных систем и сетей, и во многом ос-
нована на статье [9], опубликованной Р.Ш. Липцером с соавторами в связи
с задачей о жидкостной и диффузионной аппроксимации замкнутой марков-
ской сети массового обслуживания в загруженном состоянии.

Первые исследования замкнутых сетей массового обслуживания были про-
ведены в [10]. Математические основания теории сетей с очередями изложены
в [11]. Базовые результаты в области управления системами массового об-
служивания (СМО) представлены в [12, 13]. Диффузионным и жидкостным
аппроксимациям СМО и сетей посвящены [14, 15].

Методы оптимизации марковских процессов, описывающих работу СМО
в стационарном режиме, изложены в [16]. Методология условной оптимиза-
ции дискретных марковских моделей разработана в [17]. В нестационарной
постановке задача управления марковским процессом при наличии ограни-
чений изучалась в [18].

В [19] доказана пороговая структура оптимальной децентрализованной
стратегии при управлении интенсивностью обслуживания на каждом узле
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замкнутой сети по критерию минимума стоимости удержания заявки и ре-
сурсов системы. В [20] тот же результат распространен на более общий случай
аффинной функции потерь.

В данной статье исследуется марковская модель замкнутой сети [9], ко-
торая моделирует процесс передачи данных по ненадежному каналу связи.
Рассматриваемая сеть состоит из двух СМО: основная система моделиру-
ет очередь на передачу пакетов, а вспомогательная многоканальная система
принимает потерянные пакеты для повторной отправки. Так же, как в [6],
скорость передачи является управляемой, но теперь в модели предусмотрен
механизм повторной отправки потерянных пакетов. Модели СМО с повтор-
ными вызовами востребованы при моделировании работы контакт-центров,
в которых допускаются повторения обращений клиентов из-за занятости опе-
раторов или из-за завершения времени ожидания [21]. В рассматриваемой
модели для оптимизации работы системы выделены два показателя каче-
ства: время успешной отправки пакета и объем использованных ресурсов.
Для выработки приближенной стратегии управления применена жидкостная
аппроксимация, позволяющая изучать управляемую систему в среднем при
наличии сильной загрузки.

2. Описание модели и постановка задачи

Рассмотрим сеть массового обслуживания, состоящую из двух систем: ос-
новной и вспомогательной. Основная система содержит очередь и описыва-
ет последовательную передачу однотипных пакетов по ненадежному каналу
связи при наличии постоянного входного трафика. Вспомогательная систе-
ма является многоканальной и используется для моделирования повторной
отправки пакетов в случае их потери.

Будем считать, что в данной сети циркулирует постоянное число паке-
тов N , которое отражает стабильный уровень загрузки сети передачи дан-
ных.

Пусть �(t) — вероятность потери пакета, причем 0 � �(t) < 1, μ(t, x) — ско-
рость передачи, выбираемая из диапазона

mmin � μ(t, x) � mmax, где 0 < mmin < mmax < ∞,(1)

а α(t)(N − x) — скорость отправки пакета из вспомогательной системы в ос-
новную для повторной попытки передачи, где x обозначает число пакетов
в основной системе в момент времени t. Тем самым μ(t, x) и α(t) — суть ин-
тенсивности обслуживания на серверах основной и вспомогательной системы
соответственно. Функция α(t) > 0 определяет ресурсы, которые способна вы-
делить сеть для обработки запросов на повторную отправку пакетов на фоне
меняющейся во времени загрузки вычислительных мощностей. Переменный
характер этой загрузки и нестационарность потока потерь могут быть ис-
пользованы для описания процесса передачи данных с борта беспилотного
летательного аппарата, который в автономном режиме должен обеспечивать
устойчивое управление своим движением и пересылку полезной информации
в условиях изменяющейся окружающей обстановки.
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Рис. 1. Модель сети из двух систем: слева — вспомогательная, справа — основная.

На рис. 1 изображена схема рассматриваемой сети передачи данных. Пет-
ля соответствует успешной передаче, которая происходит с вероятностью
1− �(t). Если пакет успешно отправлен, то он покидает основную систему
и в этот же момент к ней присоединяется новый пакет, подлежащий дальней-
шей отправке. Тем самым в случае успешной передачи число заявок в основ-
ной системе не меняется.

Потери при передаче происходят с интенсивностью �(t)μ(t, x), если x > 0.
В этом случае число заявок в основной системе уменьшается, а во вспомога-
тельной системе увеличивается на единицу. При этом внешний пакет блоки-
руется, так как для входа в систему он должен дождаться первой успешной
отправки.

При нулевом состоянии основной системы x = 0 входящий трафик также
блокируется. Но происходит это с целью, чтобы у нового пакета была воз-
можность попасть во вспомогательную систему в случае неудачной передачи
без изменения общего числа пакетов, циркулирующих в сети.

Возвращение пакета из вспомогательной системы в основную происходит
с интенсивностью α(t) и независимым от состояния сети образом. В этом
случае число пакетов в основной системе становится на один больше, а во
вспомогательной системе — на один меньше.

Важно отметить, что упоминание входящего трафика используется здесь
только для интерпретации замкнутой сети как модели передачи пакетных
данных: непосредственного влияния входной поток на состояние систем не
оказывает. Поэтому число пакетов N необходимо трактовать не как размер
пространства, доступного для размещения пакетов, а как фиксированный
уровень загрузки.

На отрезке времени [0, T ] работу сети передачи данных будем описывать
с помощью неоднородного марковского процесса рождения и гибели X(t) со
значениями в множестве E = {0, 1, . . . , N}. Тогда число пакетов в основной
и вспомогательной системах равно X(t) и N −X(t) соответственно. Про-
цесс X(t) имеет генератор Λ(t) = {λx,y(t)}x,y∈E , однозначно определяемый
интенсивностями двух переходов x → x± 1: λx,x+1(t) = α(t)(N − x) — интен-
сивность поступления пакета из вспомогательной системы на повторную от-
правку, когда в основной системе x < N заявок; λx,x−1(t) = �(t)μ(t, x) — ин-
тенсивность пересылки пакета во вспомогательную систему при неудачной
попытке его передачи, когда основная система содержит x > 0 заявок.

Функции �(t) и α(t) считаются далее непрерывными.
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Качество работы рассматриваемой сети будем описывать с помощью двух
характеристик

ST =
1

T

T∫

0

MS(t) dt и RT =
1

T

T∫

0

MR(t) dt,

где S(t) — время полной передачи пакета, поступающего в момент t, а R(t) —
мгновенная мощность использования сетью своих ресурсов, связанных с пе-
редачей информации и обработкой запросов на повторную отправку.

Таким образом, ST определяет среднее время успешной передачи,
а RT представляет собой среднюю мощность потребления ресурсов. Оба по-
казателя будут рассматриваться как функционалы ST [μ], RT [μ], зависящие
от управляемой скорости передачи μ из определенного класса M.

Далее будет рассматриваться задача оптимального управления скоростью
передачи μ относительно расширенного функционала

LT [μ, λ] = ST [μ] + λRT [μ] → min
μ

: μ ∈ M(2)

при заданном значении множителя λ � 0.
Цель статьи — анализ указанной оптимизационной модели на двух уров-

нях описания объекта управления: изучение динамики “в среднем” с помощью
жидкостной аппроксимации; рассмотрение сети в стационарном режиме для
соответствующего однородного марковского процесса.

3. Функционалы качества

Пусть c — неотрицательный параметр, определяющий относительную цену
загрузки одного сервера вспомогательной системы из расчета на стоимость
загрузки основной системы. Тогда функционал RT [μ] принимает вид

RT [μ] =
1

T

T∫

0

M
{
μ(t,X(t)) I{X(t) > 0}+ cα(t)(N −X(t))

}
dt.(3)

Для задания функционала ST [μ] рассмотрим величину S(t), равную пол-
ному времени передачи внешнего пакета начиная с момента t. Эта величина
имеет представление

S(t) = W +B1 +A2 +B2 + . . .+Aν +Bν ,(4)

где W — время ожидания входа в систему; Ak и Bk — времена пребывания
пакета во вспомогательной и основной системе соответственно при k-й по-
пытке (k = 1, 2, . . . и A1 = 0); ν — номер попытки, при которой пакет будет
успешно передан.

Будем рассматривать S(t) как виртуальное время пребывания (включая
ожидание входа в систему), поэтому все вероятностные характеристики будут
вычисляться из расчета на фиксированный момент t.
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Величину W можно представить как

W = W0 I{X(t) = 0}+ (τ1 + . . .+ τκ) I{X(t) > 0},
где W0 — время ожидания разблокировки при полной загрузке вспомогатель-
ной системы; τ1, τ2, . . . — времена обслуживания заявок, находящихся в ос-
новной системе на момент t; κ — номер первого успешно переданного пакета;
I{. . . } — индикатор случайного события.

При медленном изменении во времени интенсивностей α(t) и μ(t, x) услов-
ные законы распределения Law{W0 | X(t) = 0} и Law{τk | X(t) = x} при x > 0
можно считать экспоненциальными E(α(t)N) и E(μ(t, x)) соответственно.
Кроме того, X(t),κ, τ1, τ2, . . . взаимно независимы, причем величина κ под-
чинена геометрическому распределению G(1 − �(t)). Тогда по формуле пол-
ного математического ожидания получаем среднее время ожидания входа
в систему

W =
P{X(t) = 0}

α(t)N
+

N∑

x=1

∞∑

k=1

k

μ(t, x)
P{τ = k}P{X(t) = x} =

=
P{X(t) = 0}

α(t)N
+

1

1− �(t)
M

{
I{X(t) > 0}
μ(t,X(t))

}
.

Время пребывания в основной системе в течение одной попытки имеет вид

Bk = τ1 + . . .+ τx при X(t) = x > 0.

При этом Bk = 0 в случае x = 0, так как рассматриваемый пакет уже на-
ходится в основной системе. Действуя аналогично, получаем среднее время
пребывания пакета в основной системе

B = M

{
X(t) I{X(t) > 0}

μ(t,X(t))

}
.

Для среднего времени пребывания во вспомогательной системе имеем

A =
P{X(t) < N}

α(t)

в силу того, что Law{Ak | X(t) = x} = E(α(t)) при x < N и Ak = 0 при x = N .
Учтем ν ∼ G(1 − �(t)) и независимость входящих в (4) случайных вели-

чин. Применив формулу полного математического ожидания, получим сред-
нее время, необходимое для успешной передачи внешнего пакета, пришедшего
в момент t,

S(t) = W +B + (A+B)M{ν − 1} = W +
A�(t) +B

1− �(t)
.

Теперь функционал ST [μ] принимает окончательный вид:

ST [μ]=
1

T

T∫

0

M

{
I{X(t)=0}

α(t)N
+
I{X(t)<N}�(t)
(1− �(t))α(t)

+
(X(t)+1) I{X(t)>0}
(1− �(t))μ(t,X(t))

}
dt.(5)
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4. Жидкостная аппроксимации

Опишем поведение сети в среднем при помощи метода жидкостной ап-
проксимации. Для этого представим процесс X(t) в виде

X(t) = X(0) +A(t)−D(t),(6)

где A(t) — число пакетов, поступивших в основную систему из вспомога-
тельной, а D(t) — число пакетов, отправленных в обратном направлении (за
время t). В силу независимости этой пары событий скачки процессов A(t),
D(t) происходят в разные моменты времени, т.е.

ΔA(t)ΔD(t) = 0,(7)

причем A(0) = D(0) = 0.
Считающие процессы A(t),D(t) допускают мартингальное представле-

ние [22, гл. 18]

dA(t) = α(t)(N −X(t)) dt + dMA(t) и dD(t) = �(t)μ(t,X(t)) dt + dMD(t),

где квадратично-интегрируемые мартингалы MA(t),MD(t) ортогональны
в силу (7) и имеют следующие квадратичные характеристики:

<MA>(t) =

t∫

0

α(s)(N −X(s)) ds, <MD>(t) =

t∫

0

�(s)μ(s,X(s)) ds.

В силу (6) процесс X(t) допускает представление

dX(t) = {α(t)(N −X(t)) − �(t)μ(t,X(t))} dt + dM(t),(8)

где M(t) — квадратично-интегрируемый мартингал с квадратичной характе-
ристикой

<M>(t) =

t∫

0

{α(s)(N −X(s)) + �(s)μ(s,X(s))} ds.

Следуя [9], определим жидкостную аппроксимацию дискретного процес-
са X(t).

Жидкостная аппроксимация x(t), будучи детерминированным процессом,
описывает поведение основной системы в среднем при большом количестве N
функционирующих в сети пакетов. Предположим, что μ(t, x) задана как
функция непрерывных аргументов t � 0 и x ∈ [0, N ]. Тогда x(t) удовлетво-
ряет обыкновенному дифференциальному уравнению

ẋ = α(t)(N − x)− �(t)μ(t, x),(9)

которое получается из (8) удалением мартингальной составляющей.
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Согласно теореме 1 из [9] для корректности жидкостной аппроксима-
ции (9) достаточно, чтобы функция μ(t, x) была липшицевой, а функция x(t)
удовлетворяла условию

∃ ε > 0: ε � x(t) � N − ε ∀ t ∈ [0, T ].(10)

Смысл этого условия очевиден: среднее число пакетов должно находиться
в интервале (0, N), исключая режимы бездействия основной или вспомога-
тельной системы.

Лемма. Если найдется ε > 0, такое что

ε/mmin � �(t)/α(t) � (N − ε)/mmax,(11)

то условие (10) выполнено при любом выборе липшицевой функции μ(t, x),
удовлетворяющей ограничениям (1).

Доказательства леммы и последующих утверждений приведены в Прило-
жении.

Учитывая аппроксимацию X(t)≈ x(t), получаем представление функцио-
налов (3) и (5):

ST [μ] =
1

T

T∫

0

{
�(t)

(1− �(t))α(t)
+

x(t) + 1

(1− �(t))μ(t, x(t))

}
dt,

RT [μ] =
1

T

T∫

0

{
μ(t, x(t)) + cα(t)(N − x(t))

}
dt.

Тогда расширенный функционал (2) примет вид

LT [μ, λ] =
1

T

T∫

0

g(t, x(t), μ(t, x(t)), λ) dt,

g(t, x, μ, λ) =
�(t)

(1− �(t))α(t)
+

x+ 1

(1− �(t))μ
+ λ
[
μ+ cα(t)(N − x)

]
.

Для синтеза оптимальной скорости передачи данных μ̂(t, x) по критерию
минимума расширенного функционала LT [μ, λ] рассмотрим сначала задачу

LT [u, λ] =
1

T

T∫

0

g(t, x(t), u(t), λ) dt → min
u∈U

(12)

на классе U программных управлений, т.е. кусочно-непрерывных функ-
ций u(t), t ∈ [0, T ], со значениями в множестве U = [mmin,mmax]. При этом
состояние x(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению (9), в котором
вместо позиционного управления μ(t, x) используется программное, а именно:

ẋ = f(t, x, u(t)), f(t, x, u) = α(t)(N − x)− �(t)u.(13)
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Определим гамильтониан

H(t, x, ψ, u, λ) = ψf(t, x, u)− g(t, x, u, λ),

в котором ψ — сопряженная переменная. Тогда нетрудно получить представ-
ление

H(t, x, ψ, u, λ) = . . . − (au+ b/u
)
,

где a и b — краткие обозначения для коэффициентов

a = �(t)ψ + λ, b = (x+ 1)/(1 − �(t)),

а многоточие обозначает слагаемые, не зависящие от переменной u. Если из-
вестно, что для состояния системы (13) можно гарантировать условие x � 0,
то коэффициент b будет положительным и максимум гамильтониана по пе-
ременной u ∈ U будет достигаться в единственной точке:

Q(a, b) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

mmax, a/b � 1/m2
max,

√
b/a, 1/m2

max � a/b � 1/m2
min,

mmin, a/b � 1/m2
min.

(14)

Теперь определим уравнение для сопряженной переменной с учетом тер-
минального условия

ψ̇ = −Hx(t, x, ψ, u(t), λ), t ∈ [0, T ], ψ(T ) = 0,(15)

где правая часть дифференциального уравнения определяется как

−Hx(t, x, ψ, u, λ) = α(t)ψ +
1

(1− �(t))u
− λcα(t).

Пусть x(t), ψ(t) — решение системы дифференциальных уравнений (13),
(15), в которых в качестве u(t) взято управление

û(t) = Q
(
�(t)ψ(t) + λ, (x(t) + 1)/(1 − �(t))

)
,(16)

где предполагается, что x(t) � 0 всюду на [0, T ].
Сформулируем полученный результат в теореме 1.

Те ор ем а 1. Если для какого-либо ε � 0 выполнено правое неравенство
в (11), то при любом начальном условии x(0) � 0 управление (16) представ-
ляет собой решение задачи (12). Если к тому же имеет место неравенство

λ(c/4 + 1) �
(
1/mmax + 1/(4α(t))

)
/mmax, t ∈ [0, T ],(17)

то оптимальное управление совпадает с верхней границей, т.е. û(t)≡mmax.
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Теорема 1 позволяет описать схему нахождения оптимального позицион-
ного управления μ̂(t, x). Для каждого xT ∈ (0, N) необходимо проинтегриро-
вать в обратном времени систему (13), (15) с учетом u(t) = û(t) и терминаль-
ных условий x(T ) = xT , ψ(T ) = 0 вплоть до момента t0, при котором будет
выполнено одно из условий: x(t0) = 0, x(t0) = N или t0 = 0. Теперь искомое
управление определяется вдоль каждой полученной траектории по правилу
μ̂(t, x(t)) = û(t).

Структуру оптимального управления û из (16) можно пояснить следую-
щим образом. Выбор между двумя границами mmin, mmax определяется от-
ношением r = (1− �)(�ψ + λ)/(x+ 1). Если энергозатраты, выражаемые па-
раметром λ, незначительны по сравнению с уровнем загрузки системы x, то
r мало и в этом случае более предпочтительно передавать на максимальной
скорости, т.е. û = mmax. Неравенство (17) описывает достаточное условие, при
котором можно сделать такой вывод. Если же, наоборот, сохранение ресур-
сов весьма критично, что выражается большим значением r, то оптимальная
скорость передачи устанавливается на минимальном уровне: û = mmin.

Зам е ч а ни е. Выражение (16) позволяет предложить постоянную стра-
тегию, которую можно использовать для предварительного решения задачи
в модели с постоянными параметрами α и �.

Предположим, что значение двойственной переменной ψ(t) незначитель-
но. Это так, по крайней мере, на конце промежутка, поскольку ψ(T ) = 0.
Если считать, что к этому моменту состояние x(t) устанавливается на неко-
тором равновесном значении x, то в случае достаточно широкого диапазона
[1/m2

max, 1/m
2
min] в силу (13) и (14) и с учетом 1� x получаем систему урав-

нений:

α(N − x)− �û = 0, û =
√

x/(λ(1 − �)).

Тогда соответствующее решение x имеет вид

x = N − κ

2

(√
1 +

4N

κ
− 1

)
, κ =

�2

λ(1− �)α2
,

причем заведомо 0 < x < N .

5. Стационарный режим

Теперь предположим, что параметры сети �, α являются константами, а
искомое управление описывается стационарной стратегией

μ = {μx : x = 1, . . . , N} ∈ UN , U = [mmin,mmax],(18)

где μx — скорость отправки из основной системы в случае, когда в ней нахо-
дится x пакетов. При простое основной системы ее сервер бездействует, поэто-
му соответствующая скорость отправки равна нулю: μ0 = 0. Стратегии (18)
будем называть допустимыми.

В указанных предположениях марковский процесс X(t) будет однород-
ным, а его интенсивности переходов принимают вид λx−1,x = α(N + 1− x) и
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λx,x−1 = �μx при x = 1, . . . , N . Процесс X(t), как конечный процесс рождения
и гибели, является эргодическим. Это означает, что вне зависимости от выбо-
ра начального распределения X(0) для всякого x ∈ E определены предель-
ные вероятности πx = limt→∞ P{X(t) = x}. Для них известно рекуррентное
представление:

πx =
α(N + 1− x)

�μx
πx−1, x = 1, . . . , N.(19)

Если π0 найти из условия нормировки, то тем самым будет определено ста-
ционарное распределение π = {π0, π1, . . . , πN}.

Укажем выражения для функционалов качества. Среднее время успешной
отправки в силу (5) принимает вид

S[μ] =
π0
αN

+
(1− πN )�

(1− �)α
+

N∑

x=1

(x+ 1)πx
(1− �)μx

.

Из (3) получаем выражение для функционала, определяющего среднюю
мощность потребления ресурсов:

R[μ] =

N∑

x=0

{μx + cα(N − x)}πx.

Тогда с учетом равенства 1− πN = π0 + . . .+ πN−1 расширенный функ-
ционал (2) равен

L[μ, λ] = h0π0 +
N∑

x=1

(
hx + bx/μx + λμx

)
πx,(20)

hx =
1

αN
I{x = 0}+ �

(1 − �)α
I{x < N}+ λcα(N − x), bx =

x+ 1

(1− �)
.

Решим задачу минимизации расширенного функционала в стационарном
режиме

L[μ, λ] → min
μ

(21)

на классе стратегий (18).
Для этого введем функционал

J[π, μ, ν] = L[μ, λ]− ν(π0 + π1 + . . .+ πN − 1),

включив условие нормировки в виде слагаемого с множителем ν ∈ R. По-
следовательность π = {πx: x = 0, 1, . . . , N} будем рассматривать как траек-
торию дискретной системы (19) c произвольным начальным условием π0 � 0
и управлением μ = {μx}.
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Функционал J является сепарабельным, поэтому для его минимизации
применим метод динамического программирования. Для этого запишем J
с учетом (19) и (20):

J[π, μ, ν] = ν + π0(h0 − ν) +

N∑

x=1

πx−1gx(μx, ν),

gx(u, ν) =
(
hx + bx/u+ λu− ν

)
γx/u, γx = α(N + 1− x)/�.

Определим функцию Беллмана:

Bn(p, ν) = inf
(π,μ)∈Sn(p)

N∑

x=n

πx−1gx(μx, ν), n = N,N − 1, . . . , 1,(22)

где Sn(p) — множество пар (π, μ), таких что π = {πx: x = n, . . . ,N} удовле-
творяет рекуррентному уравнению πx = πx−1γx/μx c начальным условием
πn−1 = p и допустимой стратегией μ = {μx: x = n, . . . ,N}.

Уравнение динамического программирования принимает вид

Bn(p, ν) = inf
u∈U
{
pgn(u, ν) +Bn+1

(
pγn/u, ν

)}
, n = N,N − 1, . . . , 1,

где BN+1 ≡ 0. При этом

inf
(π,μ)∈S0

J[π, μ, ν] = inf
π0�0

{
ν + π0(h0 − ν) +B1(π0, ν)

}
,(23)

где S0 содержит (π, μ) ∈ S1(π0) при произвольном выборе начального условия
π0 � 0.

Нетрудно проверить, что функция Беллмана имеет вид Bn(p, ν) = pβn(ν),
где последовательность {βn(ν)} определяется из рекуррентного соотношения

βn(ν) = inf
u∈U
{
gn(u, ν) + γnβn+1(ν)/u

}
, n = N,N − 1, . . . , 1, βN+1 ≡ 0.

После замены переменной w = 1/u последнее уравнение принимает вид

βn(ν) = inf
1/mmax�w�1/mmin

{
λ+ (hn − ν + βn+1(ν))w + bnw

2
}
γn.

Если определить точку абсолютного минимума указанной квадратичной
функции

w∗
n = −hn − ν + βn+1(ν)

2bn
,

то можно утверждать, что стратегия

μ∗
x =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

mmax, w∗
x � 1/mmax,

1/w∗
x, 1/mmax � w∗

x � 1/mmin,

mmin, w∗
x � 1/mmin,

x = 1, . . . , N,(24)

будет доставлять минимум в (22) при фиксированном ν � 0.
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Таблица 1. Значения расширенного функционала в зависимости от выбора
множителя
i λi

0 λi L[μ∗, λi] L[û, λi] L[mmin, λ
i] L[mmed, λ

i] L[mmax, λ
i]

1 0,2 0,324 8,616 8,755 36,215 11,204 8,616
2 0,8 1,298 16,686 16,906 37,676 16,805 18,358
3 1,4 2,271 22,079 22,249 39,137 22,407 28,100
4 2,0 3,244 26,393 26,537 40,599 28,009 37,843
5 2,6 4,217 30,094 30,222 42,060 33,611 47,585
6 3,2 5,191 33,388 33,504 43,521 39,213 57,327
7 3,8 6,164 36,385 36,491 44,983 44,815 67,070
8 4,4 7,137 39,152 39,251 46,444 50,416 76,812
9 5,0 8,110 41,736 41,829 47,905 56,018 86,554

Таблица 2. Время успешной отправки и объем ресурсов
на стратегиях μ∗ и û

i λi
0 λi S[μ∗] S[û] R[μ∗] R[û]

1 0,2 0,324 5,3684 5,6916 10,0099 9,4416
2 0,8 1,298 8,3332 9,7654 6,4365 5,5029
3 1,4 2,271 11,0310 12,4353 4,8649 4,3214
4 2,0 3,244 13,1885 14,5780 4,0701 3,6862
5 2,6 4,217 15,0402 16,4194 3,5695 3,2727
6 3,2 5,191 16,6888 18,0591 3,2171 2,9754
7 3,8 6,164 18,1890 19,5514 2,9519 2,7482
8 4,4 7,137 19,5757 20,9300 2,7429 2,5670
9 5,0 8,110 20,8711 22,2173 2,5726 2,4181

Выберем параметр ν так, чтобы минимизируемое выражение в правой ча-
сти (23) не зависело от π0. В силу B1(π0, ν) = π0β1(ν) это условие равносильно
уравнению

h0 − ν + β1(ν) = 0.(25)

Теперь можно описать способ решения задачи (21).

Те ор ем а 2. Решение ν∗ уравнения (25) существует и определенно един-
ственным образом, оно положительно и не превосходит значения функцио-
нала L[μ, λ] на любой допустимой стратегии μ.

Стратегия μ∗, определяемая в (24) при ν = ν∗, является оптимальным
управлением в стационарном режиме по критерию минимума расширенного
функционала (21), причем L[μ∗, λ] = ν∗.

Как следует из доказательства теоремы 2, функция в правой части уравне-
ния (25) непрерывна и монотонно не возрастает. Поэтому решение ν∗ можно
искать методом деления отрезка пополам или методом золотого сечения на
отрезке [0,L[μ, λ]], где μ — любая допустимая стратегия, например μx = mmin

или μx = mmax.
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Рис. 2. Граница множества достижимости (сплошная кривая) на плоскости
критериев (S,R) при оптимальном управлении μ∗ (кружочки), постоянном
управлении û (крестики) и случайно сгенерированных стратегиях (точки).

Приведем пример численного нахождения оптимального управления за-
мкнутой сетью передачи данных, рассматриваемой в стационарном режиме.

Прим ер. Сделаем следующие предположения: сеть содержит N = 50 па-
кетов; диапазон допустимых значений скорости передачи задан границами
mmin = 1,5 и mmax = 10; α = 0,02 — интенсивность обслуживания во вспомо-
гательной системе; � = 0,05 — вероятность потери пакета; c = 0,02 — относи-
тельная цена использования сервера вспомогательной системы.

В табл. 1 приведены значения расширенного функционала в зависимости
от выбора множителя λ на нескольких управлениях: μ∗ — оптимальное управ-
ление, описанное в теореме 2; û — постоянное управление, значение которого
выбрано согласно замечанию; mmin, mmed, mmax — постоянные управления,
равные соответственно нижней границе, середине и верней границе диапазо-
на допустимых значений. Для множителя λ, определяющего вес энергетиче-
ского критерия, взято несколько значений λi = λi

0S[mmed]/R[mmed], где λi
0 —

безразмерные коэффициенты, i = 1, . . . , 9.
Как видно из табл. 1, значения расширенного функционала на оптималь-

ном управлении μ∗ и постоянной стратегии û, полученной на основе жидкост-
ной аппроксимации, отличаются мало. Тем не менее сравнение функционалов
времени успешной отправки S и объема ресурсов R позволяют увидеть доста-
точно серьезные отличия в характеристиках качества указанных управлений
(см. табл. 2).
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Рис. 3. Оптимальные управления {μ∗
x} как функции состояния x = 1, 2, . . . , N

для нескольких значений множителя λ = λi.

Рис. 4. Вероятности {π∗
x} состояний x = 0, 1, . . . , N основной системы при ис-

пользовании нескольких оптимальных управлений μ∗ в зависимости от выбо-
ра множителя λ = λi.

На плоскости критериев (S,R) оптимальное управление μ∗ обязано ле-
жать на границе множества достижимости

A = {(s, r) : ∃μ ∈ UN : s � S[μ], r � R[μ]}.

Этот факт подтверждается рис. 2, на котором точки (S[μ∗],R[μ∗]) изображе-
ны кружочками, а граница A — сплошной кривой.
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Для постоянной стратегии û в силу L[û]≈ L[μ∗] точки (S[û],R[û]), обо-
значенные крестиками, также визуально лежат на границе. Однако точки
(S[μ∗],R[μ∗]) и (S[û],R[û]) не совпадают, так как хотя бы по одному из двух
критериев различие существенно (см. табл. 2).

Другие стратегии μ (точнее, соответствующим им значения критериев
S[μ],R[μ]) изображены на рис. 2 точками. Эти стратегии μ = {μx} в коли-
честве 1000 штук получены в результате моделирования набора {μ1, . . . , μN}
как выборки из равномерного распределения R(mmin,mmax).

На рис. 3 изображены оптимальные управления {μ∗
x} для тех же значений

множителя λ, что перечислены в табл. 1 и 2. Соответствующие стационар-
ные распределения π∗ = {π∗

x} представлены на рис. 4. Для маловероятных
состояний x наблюдался эффект неустойчивости при численном нахождении
оптимальных стратегий μ∗

x. Поэтому на рис. 3 для каждого управления μ∗
изображена только та часть графика, которая оставалась неизменной при
повышении точности решения уравнения (25). Соответствующие значения
оптимального управления были найдены с приемлемой точностью для про-
межутка, в который состояние X ∼ π∗ попадает с вероятностью 0,999.

6. Заключение

В статье изучена задача оптимального управления скоростью передачи
данных в модели с ненадежным каналом связи и механизмом повторной от-
правки по критерию минимума полного времени передачи с учетом энергоза-
трат передатчика. Сеть передачи данных моделировалась замкнутой сетью
массового обслуживания с основным узлом-передатчиком (в виде конечной
одноканальной системы) и вспомогательным узлом для повторной отправ-
ки пакетов (в виде многоканальной СМО). Условия оптимальности искомого
управления получены в приближенной модели, основанной на жидкостной
аппроксимации, а также в установившемся режиме при использовании ста-
ционарных стратегий.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы. Если μ(t, x) — липшицева, то при любом
начальном условии x(0) уравнение (9) имеет решение x(t), определенное на
всем отрезке [0, T ]. C учетом обозначения β(t) = N − �(t)μ(t, x(t))/α(t) полу-
чаем ẋ = −α(t)x+ α(t)β(t), откуда следует представление

x(t) = ϕ(t)x(0) +

t∫

0

ϕ(t)

ϕ(s)
α(s)β(s) ds, ϕ(t) = exp

⎧
⎨

⎩−
t∫

0

α(τ) dτ

⎫
⎬

⎭ .(Π.1)

В силу (11) имеет место неравенство ε � β(t) � N − ε. Если в (Π.1) вместо β
взять β1 = ε и β2 = N − ε, то соответствующие решения xk(t) = ϕ(t)x(0) +
+ (1−ϕ(t))βk , k = 1, 2, будут удовлетворять неравенствам x1(t) � x(t) � x2(t).
Поскольку 0 < ϕ(t) < 1, получаем, что x(t) — выпуклая комбинация чисел
x(0), β1 и β2, каждое из которых принадлежит отрезку [ε,N − ε]. Это влечет
x(t) ∈ [ε,N − ε], что и требовалось. Лемма доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Сначала установим факт существова-
ния оптимального управления в задаче (12). Для этого достаточно проверить
условия теоремы III.4.1 из [23], а именно: липшицевость по (x, u) функции
f(t, x, u) в правой части дифференциального уравнения (13); непрерывность
подынтегральной функции g(t, x, u, λ); компактность множества допустимых
значений управления U ; выпуклость множеств

F (t, x) = {(p, z) : ∃u ∈ U : p = f(t, x, u), z � g(t, x, u, λ)}.
Последнее условие выполнено, если f(t, x, u) линейна, а g(t, x, u, λ) выпукла
по u. Выпуклость второй функции по u > 0 вытекает из леммы, благодаря
которой можно гарантировать, что x � 0.

Формулировку необходимых условий оптимальности в форме принципа
максимума можно найти, например, в пп. 2.4.1 и 2.4.2 в [24]. В силу существо-
вания оптимального управления и того, что максимум гамильтониана дости-
гается в единственной точке (14), можно утверждать, что управление (16)
является решением задачи (12).

Теперь выведем достаточное условие того, что оптимальное управле-
ние û(t) совпадает с верхней границей mmax. Так как û(t) однозначно опре-
деляется выражениями (14) и (16), выясним, в каком случае имеет место
a/b � 1/m2

max. Опуская зависимость от времени, это неравенство можно пе-
реписать в виде

�(1− �)ψ + λ(1− �) � (x+ 1)/m2
max.

С учетом 0 � � < 1 и x � 0 указанное неравенство заведомо выполнено при

ψ/4 + λ � 1/m2
max.(Π.2)

Оценим сверху значение сопряженной переменной ψ(t). Для этого запишем
уравнение (15) в виде ψ̇ = α(t)ψ−α(t)γ(t), где γ(t) = λc−((1−�(t))α(t)û(t))−1.
Воспользуемся неравенством

γ(t) � γmax = λc− 1

αmaxmmax
, αmax = max

t∈[0,T ]
α(t),

и представлением, аналогичным (Π.1). Тогда в силу ψ(T ) = 0 имеем, что

ψ(t) =

T∫

t

ϕ(s)

ϕ(t)
α(s)γ(s) ds =

γmax

ϕ(t)

(
ϕ(t)− ϕ(T )

)
� γmax.

Теперь при подстановке ψ = γmax в (Π.2) получается требуемое неравен-
ство (17). Теорема 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Докажем, что решение (25) существу-
ет, является единственным и положительным. Согласно определению βn —
минимум по w функции, непрерывно зависящей от w, βn+1, ν, причем w про-
бегает отрезок. Тогда по теореме о непрерывности маргинальной функции
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[25, п. 3.1.23], βn — непрерывная функция переменных βn+1, ν. Следователь-
но, β1(ν) — тоже непрерывная функция. При ν = 0 функция h0 − ν + β1(ν) из
правой части уравнения (25) будет положительна. Если можно выбрать такое
νmax > 0, чтобы h0 − ν + β1(ν) < 0 при ν = νmax, то благодаря непрерывности
этой функции можно утверждать, что на интервале (0, νmax) уравнение (25)
будет иметь решение ν∗.

Для нахождения νmax заметим, что при любом выборе допустимой стра-
тегии μ справедливо неравенство

ν + π0(h0 − ν + β1(ν)) � J[π, μ, ν],

в котором правая часть равна L[μ, λ], если последовательность {πx} удо-
влетворяет условию нормировки. Следовательно, h0 − ν + β1(ν) < 0 для
ν > L[μ, λ]. Поэтому искомое νmax достаточно взять чуть больше L[μ, λ].

Для доказательства единственности ν∗ заметим, что β1(ν) — невозрастаю-
щая и вогнутая функция, как минимум таковых. Поэтому теми же свойства-
ми обладает функция h0 − ν + β1(ν), для которой ноль является промежу-
точным значением. Следовательно, это значение функция принимает в един-
ственной точке.

Чтобы установить оптимальность стратегии μ∗ в задаче (21), достаточ-
но проверить, что если π∗ — стационарное распределение, соответствую-
щее стратегии μ∗, то (π∗, μ∗) и ν∗ образуют седловую точку функционала
J[π, μ, ν]:

J[π∗, μ∗, ν] � J[π∗, μ∗, ν∗] � J[π, μ, ν∗] ∀ (π, μ) ∈ S0, ∀ ν ∈ R.(Π.3)

Левое неравенство (Π.3) превращается в равенство, так как обе его ча-
сти равны L[μ∗, λ] в силу условия нормировки. Правое неравенство следует
из (23) c учетом того, что π0(h0 − ν) +B1(π0, ν) = π0(h0 − ν + β1(ν)) = 0 при
ν = ν∗.

При этом J[π∗, μ∗, ν∗] = L[μ∗, λ] = ν∗, что и требовалось. Теорема 2 дока-
зана.
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Представляется обзор работ по оценке параметров скрытых (hidden)
марковских процессов. Рассмотрены две модели наблюдений: частично
наблюдаемый двумерный гауссовский процесс и телеграфный процесс,
наблюдаемый на фоне белого гауссовского шума. Описываются свойства
оценок в асимптотике больших выборок и малого шума. Специальное вни-
мание оказано вопросам вычислительной сложности и асимптотической
эффективности предлагаемых оценок.
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1. Введение

Рассматривается несколько задач оценки конечномерного параметра по
наблюдениям случайного процесса

dXt = ftYtdt+ σtdWt, X0 = 0, 0 � t � T.(1)

Предполагается, что случайный процесс Yt, 0 � t � T является марковским
и не наблюдаемым (hidden). Это может быть как решение линейного стоха-
стического дифференциального уравнения

dYt = −atYtdt+ btdVt, Y0 = y0, 0 � t � T,(2)

так и стационарный марковский процесс с двумя состояниями (y1 и y2) с
инфинитеземальной матрицей переходов

(−λ λ
μ −μ

)
.(3)

Уравнение (1) называется уравнением наблюдений, а уравнение (2) — урав-
нением состояний. Винеровские процессы Wt, 0 � t � T и Vt, 0 � t � T в этих
уравнениях всегда в работе предполагаются независимыми. В случае диффу-
зионных процессов (1)–(2) предполагается, что функции ft, at и bt зависят от
неизвестных параметров, которые обозначены как ϑ, а в случае телеграфного
процесса, наблюдаемого в белом шуме (1), (3), неизвестный параметр равен
ϑ = (λ, μ)�. Здесь и далее a� обозначает транспонирование вектора �a.
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Настоящая работа представляет обзор результатов по оценке параметров,
полученных для этих двух моделей наблюдений. Следует сказать, что в свя-
зи с большим значением калмановской фильтрации для многих прикладных
задач имеется обширная литература по идентификации схожих частично на-
блюдаемых моделей наблюдений. В основном исследовались системы с дис-
кретным временем. Кроме того, эти модели привлекали внимание и тех, кто
работает в математической статистике, см., например, [1–3] и ссылки в этих
работах. Результаты, приведeнные в этой статье, отражают скорее личные
интересы автора и не претендуют на исчерпывающее описание всех извест-
ных результатов для этих моделей наблюдений. Заметим, что если возможно
статистическое оценивание с малыми ошибками, то это, скорее всего, соответ-
ствует одной из моделей с асимптотикой. Например, можно иметь большой
объeм наблюдений, т.е. большие выборки (large samples), либо большой сиг-
нал или эквивалентно “малый шум” (small noise).

2. Основные результаты

Ниже описываются свойства оценок в асимптотике больших выборок
(T → ∞, модели (1)–(2) и (1), (3)) и в асимптотике малого шума (два предела
σt → 0, bt → 0 и σt → 0, модель (1)–(2)). В качестве оценок взяты оценка мак-
симального правдоподобия (ОМП), оценки Байеса (БО) и недавно введенные
для этих моделей наблюдений одношаговые оценки-процессы максимального
правдоподобия (One-step MLE-processes).

Введем ряд обозначений и определений. Рассмотрим модель (1)–(2), где
обозначим ft = f (ϑ, t), at = a (ϑ, t) и bt = b (ϑ, t). Неизвестный параметр
ϑ ∈ Θ одномерный и множество есть Θ = (α, β). Напомним, что в случае
σt = σ (ϑ, t) задача оценки параметра ϑ вырождена, т.е. возможно построение
оценки ϑ без ошибки. Например, если σ (ϑ, t) = ϑh (t), ϑ > 0, h (t) > 0, тогда
по формуле Ито для X2

t получается стохастический дифференциал dX2
t =

= 2XtdXt + ϑ2h (t)2 dt. Следовательно оценка

ϑt =

⎛

⎝
t∫

0

h (s)2 ds

⎞

⎠
−1/2⎛

⎝X2
t − 2

t∫

0

XsdXs

⎞

⎠
1/2

= ϑ

для всех t > 0.
Для упрощения изложения предполагается, что все функции положитель-

ны и ограничены. Меры, отвечающие наблюдениям (1) при разных значениях
параметра ϑ, эквивалентны, и функция отношения правдоподобия есть

L(ϑ,XT ) = exp

⎧
⎨

⎩

T∫

0

f(ϑ, t)m(ϑ, t)

σ2
t

dXt −
T∫

0

f(ϑ, t)2m(ϑ, t)2

2σ2
t

dt

⎫
⎬

⎭ , ϑ ∈ Θ,(4)

где m (ϑ, t) — условное ожидание, m (ϑ, t) = Eϑ (Yt|Xs, 0 � s � t) (см. [4]).
ОМП ϑ̂ определяется как решение уравнения

L(ϑ̂,XT ) = sup
ϑ∈Θ

L
(
ϑ,XT

)
.(5)

87



Предположим, что ϑ – случайная величина с плотностью распределе-
ния p (ϑ), ϑ ∈ Θ, где p (·) – положительная непрерывная функция на Θ. Тогда
байесовская оценка ϑ̃ при квадратической функции потерь имеет вид

ϑ̃ =

∫
Θ ϑp (ϑ)L

(
ϑ,XT

)
dϑ∫

Θ p (ϑ)L (ϑ,XT ) dϑ
.(6)

Случайный процесс m (ϑ, t) является решением уравнений фильтрации (Кал-
мана–Бьюси):

dm (ϑ, t) = −a (ϑ, t)m (ϑ, t) dt+
γ (ϑ, t) f (ϑ, t)

σ2
t

[dXt − f (ϑ, t)m (ϑ, t) dt] ,(7)

∂γ (ϑ, t)

∂t
= −2a(ϑ, t)γ (ϑ, t)− γ (ϑ, t)2 f (ϑ, t)2

σ2
t

+ b (ϑ, t)2(8)

с начальными условиями m (ϑ, 0) = y0 и γ (ϑ, 0) = 0. Здесь

γ (ϑ, t) = Eϑ (Yt −m (ϑ, t))2.

Описываются асимптотические свойства оценок ϑ̂ и ϑ̃ при различных усло-
виях регулярности функций f (ϑ, t), a (ϑ, t) и b (ϑ, t).

Третья оценка, которая будет интересна, — это одношаговая оценка-про-
цесс максимального правдоподобия (One-step MLE-process) ϑ�

t , 0 < τ < t � T .
Она строится в два приема. Сначала по начальной малой выборке Xτ =
= (Xt, 0 � t � τ) строится простая состоятельная оценка ϑ̄τ , а затем эта оцен-
ка используется следующим образом

ϑ�
t = ϑ̄τ + I

(
ϑ̄τ

)−1

t∫

τ

Ṁ (
ϑ̄τ , s

)

σ2
s

[
dXs −M (

ϑ̄τ , s
)
ds
]
, τ < t � T.(9)

Здесь обозначили через I(ϑ) информацию Фишера и M(ϑ, s) = f(ϑ, s)m(ϑ, t).
Точка над функцией означает дифференцирование по ϑ.

Далее показывается, что эта оценка асимптотически эквивалентна ОМП,
т.е. является асимптотически эффективной.

Сходная двухшаговая процедура оценивания предлагается и в случае на-
блюдений (1), где Yt, 0 � t � T — марковский процесс с двумя состояниями
и матрицей (3). Неизвестный параметр ϑ = (λ, μ)�.

Напомним, что одношаговые ОМП (One-step MLE) были введены Фише-
ром в 1925 г. [5] и исследованы Ле Камом в 1956 г. [6]. Впоследствии эти оцен-
ки были использованы многими статистиками для широкого класса моделей.
Их построение мотивируется следующим образом. Пусть V̇ (ϑ̂,XT ) = 0 —
уравнение максимального правдоподобия, где V (ϑ,XT ) = lnL(ϑ,XT ).
Разложим решение этого уравнения в окрестности истинного значе-
ния ϑ0 и получим V̇ (ϑ0,X

T ) + (ϑ̂ − ϑ0)V̈ (ϑ̄,XT ) = 0. Можно написать ϑ̂ =

= ϑ0 − V̈ (ϑ̄,XT )
−1

V̇ (ϑ0,X
T ). Напомним, что при правильной нормировке
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V̈ (ϑ0,X
T ) → −I(ϑ0). Если в этом уравнении заменить ϑ и ϑ̄ некоторой

состоятельной оценкой ϑ◦, то получим одношаговую ОМП

ϑ� = ϑ◦ +
V̇
(
ϑ◦,XT

)

I (ϑ◦)
,

которая, при определенных условиях является асимптотически эффективной.
Заметим, что скорости сходимости оценок ϕε в случае малого шума име-

ют порядки
√
ε, ε, εa, a ∈ (1, 2), ε2 и в эргодических случаях (диффузион-

ный и телеграфный процессы) порядок сходимости ϕT = T−1/2. Эти скорости
определяются локальным поведением (в окрестности истинного значения ϑ0)
расстояния Кульбака–Лейблера RK−L (u), которое символически можно за-
писать следующим образом (малый шум):

RK−L(u) =

T∫

0

[f(ϑ0 + ϕεu, t)m(ϑ0 + ϕεu, t)− f(ϑ0, t)m(ϑ0, t)]
2

2ε2σ2
t

dt −→ Ψ(u),

т.е., скорость сходимости ϕε → 0 должна быть такой, что этот интеграл имеет
невырожденный предел Ψ(u). Здесь Ψ(u) — некоторая положительная функ-
ция, которая разная в разных задачах. Например, в гладком случае ϕε = ε и
Ψ(u) = 1

2u
2
I (ϑ0). Аналогичное соотношение имеем и в случае эргодических

наблюдений с ϕT = T−1/2.
Получены следующие результаты.
В случае, когда ft = f (ϑ, t), at = a (ϑ, t), σt = εσ (t), bt = εb (t), где f (ϑ, t)

и a (ϑ, t) гладкие по ϑ, ОМП и БО при ε → 0 асимптотически нормальные
ε−1(ϑ̂ε − ϑ0) ⇒ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)

и асимптотически эффективные (теорема 1).
Те же свойства имеет одношаговая ОМП (теорема 3).

В случае, когда ft = f(ϑ, t), at = a(ϑ, t), σt = εσ(t),bt = b(ϑ, t), где f(ϑ, t),
a(ϑ, t) и b(ϑ, t) гладкие по ϑ, ОМП и БО при ε → 0 асимптотически нормаль-
ные ε−1/2(ϑ̂ε − ϑ0) ⇒ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)

и асимптотически эффективные (теоре-
ма 4).

В случае, когда ft = h (t) 1I{t<ϑ} + g (t) 1I{t�ϑ}, σt = ε, bt = εb (t), ОМП и БО
при ε → 0 имеют разные предельные распределения с нормировкой ε−2 и
асимптотически эффективны только БО (теорема 6). Если же разладка имеет
место в уравнении состояний, то обе оценки асимптотически нормальны с
“регулярной” скоростью ε−1 (теорема 7).

Далее рассматриваем задачу определения источника по наблюдениям гаус-
совских сигналов из этого источника, зарегистрированных детекторами на
фоне малого белого гауссовского шума. Описано предельное поведение ОМП
и БО положения источника при трех разных предположениях о формe фрон-
та регистрируемых сигналов (теоремы 8–10).

Рассматривается также задача оценки параметров частично наблюдае-
мой линейной гауссовской системы в случае “больших выборок”. Показано,
что в гладком случае ОМП и БО при T → ∞ асимптотически нормальны
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T 1/2(ϑ̂T − ϑ0) ⇒ N
(
0, I (ϑ0)

−1
)
и асимптотически эффективны (теорема 11).

Те же свойства имеет одношаговая ОМП (теорема 12).
Последняя задача посвящена оценке параметров ϑ = (λ, μ)� в случае на-

блюдений (1), где ft = 1 и Yt — марковский процесс с двумя состояниями и
матрицей (3). Построена одношаговая ОМП-процесс этого параметра и дока-
зана ее состоятельность и асимптотическая нормальность с нормировкой T 1/2

(теорема 13).

3. Диффузионные процессы, малый шум, гладкий случай

3.1. Линейные системы

Рассмотрим двумерное линейное стохастическое дифференциальное урав-
нение (СДУ)

dXt = f (ϑ, t)Yt dt+ ε1σ (t) dWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = −a (ϑ, t)Yt dt+ ε2b (ϑ, t) dVt, Y0 = y0, 0 � t � T.

Функции f (ϑ, t) , a (ϑ, t) , b (ϑ, t) известны и для определенности будем считать
их положительными. Рассматривается задача оценки параметра ϑ по наблю-
дениям XT в двух разных асимптотиках: A) ε1 = ε2 = ε → 0 и B) ε1 = ε → 0,
ε2 = 1.

В случае A) уравнения имеют вид

dXt = f (ϑ, t)Yt dt+ εσ (t) dWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = −a (ϑ, t)Yt dt+ εb (t) dVt, Y0 = y0 > 0, 0 � t � T.

Обозначим через ϑ0 ∈ Θ истинное значение параметра. Множество Θ⊂Rd

открытое, выпуклое и ограниченное. При ε = 0 решения этих уравнений
Xt → xt (ϑ), Yt → y (ϑ, t) можно записать в виде функций

xt (ϑ0) =

t∫

0

f (ϑ0, s) ys (ϑ0) ds, yt (ϑ0) = y0 exp

⎧
⎨

⎩−
t∫

0

a (ϑ0, s) ds

⎫
⎬

⎭ .

Уравнения фильтрации (7)–(8) при ε → 0 сходятся к уравнениям

∂y (ϑ, t)

∂t
= −

[
a (ϑ, t) γ∗ (ϑ, t)ht (ϑ)2

]
y (ϑ, t) + γ∗ (ϑ, t) ht (ϑ) ht (ϑ0) yt (ϑ0) ,

∂γ∗ (ϑ, t)
∂t

= −2a (ϑ, t) γ∗ (ϑ, t)− γ∗ (ϑ, t)2 h (ϑ, t)2 + b (t)2 , γ∗ (ϑ, 0) = 0,

где обозначено y(ϑ, t)=m(ϑ, t)|ε=0, γ∗(ϑ, t)= ε−2γ(ϑ, t) и h(ϑ, t)=σ(t)−1f(ϑ, t).
Заметим, что y(ϑ, t) зависит от ϑ0, a уравнение для γ∗(ϑ, t) не зависит от ε.
Введем функцию M(ϑ, t) = f(ϑ, t)y(ϑ, t), вектор-функцию Ṁ (ϑ, t) и инфор-
мационную матрицу

I (ϑ0) =

T∫

0

Ṁ (ϑ0, t)
� Ṁ (ϑ0, t) σ (t)−2 dt.
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Условие идентифицируемости для этой модели наблюдений имеет вид: для
любого ν > 0 имеем

inf
‖ϑ−ϑ0‖>ν

T∫

0

[f (ϑ, t) y (ϑ, t)− f (ϑ0, t) yt (ϑ0)]
2 dt > 0.(10)

Те ор ем а 1. Предположим, что функции f (ϑ, t) и a (ϑ, t) имеют две
непрерывные ограниченные производные по ϑ, информационная матрица I (ϑ)
равномерно по ϑ не вырождена и условие идентифицируемости (10) вы-
полнено. Тогда ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε равномерно на компактах состоятельны,
асимптотически нормальны,

ε−1
(
ϑ̂ε−ϑ0

)
=⇒ ζ ∼N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
, ε−1

(
ϑ̃ε−ϑ0

)
=⇒ ζ ∼N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
,

имеет место сходимость моментов

lim
ε→0

ε−pEϑ0

∥∥∥ϑ̂ε − ϑ0

∥∥∥
p
= Eϑ0 ‖ζ‖p , lim

ε→0
ε−pEϑ0

∥∥∥ϑ̃ε − ϑ0

∥∥∥
p
= Eϑ0 ‖ζ‖p

и обе оценки асимптотически эффективны.

Доказательство см. в [7, теорема 6.2].
При доказательстве используется два общих результата, полученных Иб-

рагимовым и Хасьминским в [8, теоремы 1.10.1 и 1.10.3]. Напомним основные
элементы доказательства. Этот метод изучения применяется при доказатель-
стве свойств ОМП и БО всех остальных результатов, представленных в этой
работе. Введем нормированное отношение правдоподобия

Zε (u) =
L
(
ϑ0 + ϕεu,X

T
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ Uε = {u : ϑ0 + ϕεu ∈ Θ} .

Нормирующая функция в этой задаче ϕε = ε. Заметим, что в других зада-
чах нормировка будет другой, но метод доказательства тот же. Например в
задаче о разладке ϕε = ε2. Предположим, что Zε (u) сходится к некоторому
предельному процессу Z (u), u ∈ Rd:

Zε (·) =⇒ Z (·) .

Введем два вектора ζ̂ и ζ̃

Z(ζ̂) = sup
u∈Rd

Z (u) , ζ̃ =

⎛

⎝
∫

Rd

Z (u) du

⎞

⎠
−1 ∫

Rd

uZ (u) du.(11)
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Тогда предельные распределения оценок получают следующим образом.
Пусть множество B ⊂Rd. Для ОМП имеем

Pϑ0

(
ϕ−1
ε

(
ϑ̂ε − ϑ0

)
∈ B

)
=

= Pϑ0

{
sup

ϕ−1
ε (ϑ−ϑ0)∈B

L
(
ϑ,XT

)
> sup

ϕ−1
ε (ϑ−ϑ0)∈Bc

L
(
ϑ,XT

)
}

=

= Pϑ0

{
sup

ϕ−1
ε (ϑ−ϑ0)∈B

L
(
ϑ,XT

)

L (ϑ0,XT )
> sup

ϕ−1
ε (ϑ−ϑ0)∈Bc

L
(
ϑ,XT

)

L (ϑ0,XT )

}
=

= Pϑ0

{
sup

u∈B,u∈Uε

Zε (u) > sup
u∈Bc,u∈Uε

Zε (u)

}
−→

−→ Pϑ0

{
sup
u∈B

Z (u) > sup
u∈Bc

Z (u)

}
= Pϑ0

(
ζ̂ ∈ B

)
.

Здесь была сделана замена переменных ϑ = ϑ0 + ϕεu. Для БО можем напи-
сать (ниже ϑu = ϑ0 + ϕεu)

ϑ̃ε =

∫

Θ

θp (θ)L
(
θ,XT

)
dθ

∫

Θ

p (θ)L (θ,XT ) dθ
= ϑ0 + ϕε

∫

Uε

up (θu)Zε (u) du

∫

Uε

p (θu)Zε (u) du
.

Следовательно,

ϕ−1
ε

(
ϑ̃ε − ϑ0

)
=

∫

Uε

up (θu)Zε (u) du

∫

Uε

p (θu)Zε (u) du
=⇒

∫

Rd

uZ (u) du

∫

Rd

Z (u) du
= ζ̃.

В условиях теоремы 1 (гладком случае)

Zε (u) = exp

{
〈u,Δε〉 − 1

2
u�I (ϑ0) u+ rε

}
=⇒

=⇒ Z (u) = exp

{
〈u,Δ(ϑ0)〉 − 1

2
u�I (ϑ0) u

}
,

где Δε является “score-function” (логарифмическая производная отношения
правдоподобия по параметру), Δε ⇒ Δ(ϑ0) ∼ N (0, I (ϑ0)) и rε → 0. Кроме
того, ζ̂ = ζ = I (ϑ0)

−1 Δ(ϑ0), ζ̃ = ζ.
Одношаговая оценка. Описанные выше ОМП и БО имеют серьезный недо-

статок, связанный со сложностью их вычисления. Действительно, чтобы най-
ти ОМП ϑ̂ε или БО ϑ̃ε (см. (4)–(6)) надо решить уравнения фильтрации
(7)–(8) при всех значениях параметра ϑ ∈ Θ, что является вычислительно до-
вольно сложной задачей. Ниже предлагается построение оценки, называемой
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одношаговой ОМП (One-step MLE), которую вычислять существенно проще
(см. (9)) и которая имеет те же асимптотические свойства, что и ОМП или
БО. Построение этой оценки осуществляется в два этапа. Сначала строится
простая предварительная оценка параметра по небольшой части начальных
наблюдений, а затем эта оценка используется для построения одношаговой.
Метод построения оценок при одномерном процессе Yt позволяет построить
оценку только в случае одномерного параметра ϑ ∈ Θ = (α, β).

Предполагается, что функции f (ϑ, t) , a (ϑ, t) имеют две непрерывные
ограниченные производные по ϑ и по t. Функции f (ϑ, 0) и ḟ (ϑ, 0) отделе-
ны от нуля:

inf
ϑ∈Θ

|f (ϑ, 0)| > 0, inf
ϑ∈Θ

∣∣∣ḟ (ϑ, 0)
∣∣∣ > 0.

Введем функции

xm (t) = inf
ϑ∈Θ

xt (ϑ) < sup
ϑ∈Θ

xt (ϑ) = xM (t) .

Заметим, что в окрестности t = 0

xm (t) = xt (α) , xM (t) = xt (β) .

Положим τε = εδ, δ ∈ (0, 2), и введем множества

Bε = {xm (τε) < Xτε < xM (τε)} ,
B
−
ε = {Xτε � xm (τε)} , B

−
ε = {Xτε � xM (τε)} .

Предварительную оценку определим равенством

ϑ̄τε = α1I{B−
ε } + με1I{Bε} + β1I{B+

ε },(12)

где με является решением уравнения xτε(με) = Xτε .
Те ор ем а 2. Оценка ϑ̄τε состоятельна и для любого p > 0

sup
ϑ0∈Θ

Eϑ0 |ϑ̄τε − ϑ0|p � C

(
ε√
τε

)p

−→ 0.

Информация Фишера

Iτ (ϑ, t) =

t∫

τ

[
ḟ (ϑ, s) ys (ϑ) + f (ϑ, s) ẏ (ϑ, s)

σ (s)

]2
ds, I (ϑ, t) = I0 (ϑ, t) .

Статистический эксперимент является регулярным с локально асимптоти-
чески нормальным семейством мер, поэтому имеем нижнюю границу Гае-
ка-Ле Кама на риск любой оценки ϑt,ε, построенной по наблюдениям Xt =
= (Xs, 0 � s � t) [8]:

lim
ν→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

ε−2Eϑ (ϑt,ε − ϑ)2 � I (ϑ0, t)
−1 .
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Назовем оценку ϑ∗
t,ε асимптотически эффективной, если при всех ϑ0 ∈ Θ, име-

ем равенство

lim
ν→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

ε−2Eϑ

(
ϑ∗
t,ε − ϑ

)2
= I (ϑ0, t)

−1 .(13)

Введем одношаговую ОМП-процесс

ϑ�
t,ε = ϑ̄τε +

1

Iτε
(
ϑ̄τε , t

)
t∫

τε

Ṁ
(
ϑ̄τε , s

)

σ (s)2
[
dXs − f

(
ϑ̄τε , s

)
m
(
ϑ̄τε , t

)
ds
]
,

τε < t � T,

(14)

где обозначили Ṁ (ϑ, s) = ḟ (ϑ, s) ys (ϑ) + f (ϑ, s) ẏ (ϑ, s).
Те ор ем а 3. Положим δ ∈ (0, 1), тогда оценка ϑ�

t,ε, τε < t � T состоя-
тельна, асимптотически нормальная

ε−1
(
ϑ�
t,ε − ϑ0

)
=⇒ ζt ∼ N

(
0, I (ϑ0, t)

−1
)
,

моменты сходятся: для любого p > 0

ε−pEϑ0

∣∣ϑ�
t,ε − ϑ0

∣∣p −→ Eϑ0 |ζt|p

и асимптотически эффективная при всех t ∈ (0, T ].

Доказательство см. [9].
В случае B) имеем уравнения

dXt = f (ϑ, t)Ytdt+ εσ (t) dWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = −a (ϑ, t)Ytdt+ b (ϑ, t) dVt, Y0 = y0 > 0, 0 � t � T.

Эта модель наблюдений имеет интересные особенности. Имеют место следую-
щие пределы:

lim
ε→0

[
f (ϑ, t) ṁ (ϑ, t) + ḟ (ϑ, t)m (ϑ, t)

]
= 0,

ε2Iε (ϑ) =

T∫

0

σ (t)−2

(
∂

∂ϑ
[f (ϑ, t)m (ϑ, t)]

)2

dt −→ 0

и по распределению

ε−1/2
[
f (ϑ, t) ṁ (ϑ, t) + ḟ (ϑ, t)m (ϑ, t)

]
=⇒ n (ϑ, t) ξt,

где ξt, t ∈ (0, T ] — независимые случайные величины и вид функции n (ϑ, t)
ясен из определения информации Фишера I0 (ϑ) ниже. Но

ε Iε (ϑ) �−→
T∫

0

n (ϑ, t)2 ξ2t dt.
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Заметим, что этот интеграл не существует, так как предел ξ2t , 0 < t � T не
является сепарабельным процессом. Правильный предел есть

ε Iε (ϑ) −→ 1

2

T∫

0

n (ϑ, t)2 dt≡ I0 (ϑ) .

Введем обозначения S (ϑ, t) = f (ϑ, t) b (ϑ, t),

G(ϑ, ϑ0) =

T∫

0

[S(ϑ, t)− S(ϑ0, t)]
2

2S(ϑ, t)σ(t)
dt, I0(ϑ) =

T∫

0

S(ϑ, t)

2σ(t)

(
∂

∂ϑ
ln[S(ϑ, t)]

)2

dt,

и условия C:
C1. Функции f (ϑ, t), b (ϑ, t), ϑ ∈ Θ, t ∈ [0, T ] и σ (t), t ∈ [0, T ] ограничены и
имеют две непрерывные ограниченные производные по ϑ, t,

κ = inf
ϑ∈Θ

inf
0�t�T

f (ϑ, t) > 0, inf
0�t�T

σ(t) > 0, inf
ϑ∈Θ

inf
0�t�T

b (ϑ, t) > 0.

C2. Для любого ν > 0

inf
ϑ0∈Θ

inf
|ϑ−ϑ0|>ν

G (ϑ, ϑ0) > 0.

C3. Информация Фишера

inf
ϑ∈Θ

I0 (ϑ) > 0.

Статистический эксперимент является регулярным, и в результате имеем
нижнюю границу Гаека-Ле Кама

lim
δ→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<δ

ε−1Eϑ

∣∣ϑ̄ε − ϑ
∣∣2 � I0 (ϑ)

−1 .

Как и в случае А, асимптотически эффективную оценку ϑ∗
ε определяем с

помощью этой границы следующим равенством

lim
δ→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<δ

ε−1Eϑ |ϑ∗
ε − ϑ|2 = I0 (ϑ)

−1 .

ОМП и БО определяются соотношениями (5), (6).
Те ор ем а 4. Пусть выполнены условия C. Тогда ОМП и БО состоятель-

ны, асимптотически нормальны

ϑ̂ε − ϑ0√
ε

=⇒ ζ ∼ N
(
0, I0 (ϑ0)

−1
)
,

ϑ̃ε − ϑ0√
ε

=⇒ ζ,

моменты сходятся: для любого p > 0

lim
ε→0

Eϑ0

∣∣∣∣∣
ϑ̂ε − ϑ0√

ε

∣∣∣∣∣

p

= Eϑ0 |ζ|p , lim
ε→0

Eϑ0

∣∣∣∣∣
ϑ̃ε − ϑ0√

ε

∣∣∣∣∣

p

= Eϑ0 |ζ|p

и обе оценки асимптотически эффективны.
Доказательство см. в [10].

Заметим, что для этой модели также возможно построение одношаговой
ОМП-процесса.
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3.2. Нелинейные системы, условно гауссовские процессы

Рассмотрим систему уравнений

dXt = ft (ϑ,Xt)Ytdt+ εdWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = −at (ϑ,Xt)Ytdt+ εbt (Xt) dVt, Y0 = y0, 0 � t � T,

где, как и раньше, Wt, Vt, 0 � t � T — независимые винеровские процессы
и Yt, 0 � t � T — ненаблюдаемый (hidden) процесс. Здесь Yt, 0 � t � T —
условно гауссовский процесс, и фильтрация таких процессов была описана
Р. Липцером [11] (см. также гл. 11 в [4]). Обозначим m(ϑ, t) = Eϑ(Yt|Xs, 0 �
� s � t) и γ(ϑ, t) = ε−2Eϑ([Yt −m(ϑ, t)]2|Xs, 0 � s � t). Уравнения фильтра-
ции имеют вид

dm (ϑ, t) = −at (ϑ,Xt)m (ϑ, t) dt+

+ γ (ϑ, t) ft (ϑ,Xt) [dXt − ft (ϑ,Xt)m (ϑ, t) dt] ,

∂γ (ϑ, t)

∂t
= −2at (ϑ,Xt) γ (ϑ, t)− γ (ϑ, t)2 ft (ϑ,Xt)

2 + bt (Xt)
2

с начальными условиями m (ϑ, 0) = y0, γ (ϑ, 0) = 0.

Введем обозначения St (ϑ,X) = ft (ϑ,Xt)m (ϑ, t),

Ṡt (ϑ,X) = ḟt (ϑ,Xt)m (ϑ, t) + ft (ϑ,Xt) ṁ (ϑ, t) ,

Ṡt (ϑ, x) = ḟt (ϑ,Xt) m (ϑ, t)|ε=0 + ft (ϑ,Xt) ṁ (ϑ, t)|ε=0 =

= ḟt (ϑ, xt) y (ϑ, t) + ft (ϑ, xt) ẏ (ϑ, t),

I (ϑ) =

T∫

0

Ṡt (ϑ, x)
� Ṡt (ϑ, x) dt.

Здесь St (ϑ, x) = St (ϑ, xs, 0 � s � t). Условие идентифицируемости: для лю-
бого ν > 0

inf
‖ϑ−ϑ0‖>ν

T∫

0

[ft (ϑ, xt) y (ϑ, t)− ft (ϑ0, xt) y (ϑ0, t)]
2 dt > 0.

Те ор ем а 5. Предположим, что функции ft (ϑ, x) , at (ϑ, x) имеют две
непрерывные ограниченные производные по θ, выполнено условие идентифи-
цируемости и матрица информации Фишера I (ϑ) равномерно по ϑ невырож-
денна. Тогда ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε состоятельны, асимптотически нормальные

ϑ̂ε − ϑ0

ε
=⇒ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
,

ϑ̃ε − ϑ0

ε
=⇒ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
,

моменты сходятся и обе оценки асимптотически эффективны.
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Доказательство см. в [7, теорема 6.4].
Можно также рассмотреть, например, следующую нелинейную модель на-

блюдений

dXt = f (ϑ, Yt) dt+ εdWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = −a (ϑ, Yt) dt+ εdVt, Y0 = y0, 0 � t � T.

Построение условного ожидания Eϑ (Yt|Xs, 0 � s � t) является сложной зада-
чей, но построение состоятельной и асимптотически нормальной (но не эф-
фективной) оценки может быть реализовано следующим образом. Заметим,
что случайный процесс Yt допускает разложение

Yt = yt (ϑ) + εy
(1)
t (ϑ) +O

(
ε2
)
,

f (ϑ, Yt) = f (ϑ, yt (ϑ)) + f ′
y (ϑ, yt (ϑ)) (Yt − yt (ϑ)) +O

(
ε2
)
,

где yt (ϑ) = Yt|ε=0 и y
(1)
t (ϑ) — решение линейного уравнения

dy
(1)
t (ϑ) = −a′y (ϑ, yt (ϑ)) y

(1)
t (ϑ) dt+ dVt, y

(1)
0 (ϑ) = 0.

Далее исходная система уравнений заменяется линеаризированной и уже для
этой линейной системы выписываются уравнения фильтрации. На основании
линейной модели строится псевдо-ОМП, доказывается ее состоятельность и
асимптотическая нормальность. Конечно условие идентифицируемости отли-
чается от обычного. Подробности см. в [7, теорема 6.5].

4. Диффузионные процессы, малый шум, задача о разладке

Рассмотрим частично наблюдаемые линейные модели наблюдений с раз-
ладками в уравнении наблюдений (A) и в уравнении состояний (B).

A. Первая модель имеет вид

dXt = htYt1I{t<ϑ} dt+ gtYt1I{t�ϑ} dt+ ε dWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = −atYt dt+ εbt dVt, Y0 = y0 �= 0, 0 � t � T.

Неизвестный параметр — это момент разладки ϑ ∈ Θ = (α, β), 0 < α < β < T
и его надо оценить по наблюдениям XT = (Xt, 0 � t � T ). Функции ht, gt, at, bt
предполагаются ограниченными.

Для построения ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε этого параметра понадобится услов-
ное ожидание m (ϑ, t) = Eϑ (Yt|Xs, 0 � s � t). Процесс m (ϑ, t) удовлетворяет
уравнениям фильтрации

dm(ϑ, t)=−atm(ϑ, t)dt+γ(ϑ, t)ht[dXt−htm(ϑ, t)dt], m(ϑ, 0) = y0, 0� t<ϑ,

∂γ (ϑ, t)

∂t
= −2atγ (ϑ, t)− γ (ϑ, t)2 h2t + b2t , γ (ϑ, 0) = 0, 0 � t < ϑ

и для t ∈ [ϑ, T ]

dm (ϑ, t) = −atm (ϑ, t) dt+ γ (ϑ, t) gt [dXt − gtm (ϑ, t) dt] ,
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∂γ (ϑ, t)

∂t
= −2atγ (ϑ, t)− γ (ϑ, t)2 g2t + b2t ,

с начальными значениями m (ϑ, ϑ) , γ (ϑ, ϑ). Разумеется, на интервале [0, ϑ]
имеем m (ϑ, t) = m (t) и γ (ϑ, t) = γ (t).

Введем случайные величины ζ̂ и ζ̃ с помощью уравнений (11), где случай-
ный процесс Z (u) есть

Z (u) = exp

{
ρ (ϑ0)W (u)− |u|

2
ρ (ϑ0)

2

}
, u ∈ R.

Ранее через W (·) был обозначен двусторонний винеровский процесс,

ρ (ϑ) = (hϑ − gϑ) yϑ, yϑ = y0 exp

⎧
⎨

⎩−
ϑ∫

0

asds

⎫
⎬

⎭ .

Имеется нижняя граница на среднеквадратический риск любой оценки [8]

lim
δ→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<δ

ε−4Eϑ

∣∣ϑ̄ε − ϑ
∣∣2 � Eϑ0 ζ̃

2.

Aсимптотически эффективную оценку ϑ∗
ε определяем с помощью этой гра-

ницы следующим равенством

lim
δ→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<δ

ε−4Eϑ |ϑ∗
ε − ϑ|2 = Eϑ0 ζ̃

2.

Те ор ем а 6. Предположим, что infϑ∈Θ |ρ (ϑ)| > 0. Тогда ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε

состоятельны, имеют разные предельные распределения

ϑ̂ε − ϑ0

ε2
=⇒ ζ̂,

ϑ̃ε − ϑ0

ε2
=⇒ ζ̃ ,

моменты сходятся: для любого p > 0

Eϑ0

∣∣∣∣∣
ϑ̂ε − ϑ0

ε2

∣∣∣∣∣

p

→ Eϑ0

∣∣∣ζ̂
∣∣∣
p
, Eϑ0

∣∣∣∣∣
ϑ̃ε − ϑ0

ε2

∣∣∣∣∣

p

→ Eϑ0

∣∣∣ζ̃
∣∣∣
p

и БО асимптотически эффективны.

Доказательство см. [7, теорема 6.6] и [12].
B. Рассмотрим теперь частично наблюдаемую систему с разладкой в урав-

нении состояний

dXt = ftYt dt+ ε dWt, X0 = 0, 0 � t � T,

dYt = htYt1I{t<ϑ} dt+ gtYt1I{t�ϑ} dt+ εbt dVt, Y0 = y0 �= 0.

98



Обозначим Θ = (α, β), 0 < α < β < T , γ(ϑ, t) = ε−2Eϑ(Yt −m(ϑ, t))2, rt(ϑ) =
= ht1I{t<ϑ} + gt1I{t�ϑ}, ρ(ϑ) = (h(ϑ)− g(ϑ))yϑ(ϑ) и положим

zt (ϑ) = ρ (ϑ) exp

⎧
⎨

⎩

t∫

ϑ

[
gs − f2

s γ (ϑ, s)
]
ds

⎫
⎬

⎭ ,
∂yt (ϑ)

∂t
= rt(ϑ)yt(ϑ), y0 (ϑ) = y0,

∂γ(ϑ, t)

∂t
=2rt(ϑ)γ(ϑ, t)−f2

t γ(ϑ, t)
2+ b2t , γ(ϑ, 0) = 0, I(ϑ) =

T∫

ϑ

f2
t zt(ϑ)

2 dt.

Для mt (ϑ) = Eϑ (Yt|Xs, 0 � s � t) имеем

dm (ϑ, t) = rt (ϑ)m (ϑ, t) dt+ γ (ϑ, t) ft [dXt − ftm (ϑ, t) dt] , m (ϑ, 0) = y0.

Статистический эксперимент в этом случае является регулярным и справед-
лива нижняя граница Гаека-Ле Кама

lim
δ→0

lim
ε→0

sup
|ϑ−ϑ0|<δ

ε−2Eϑ

∣∣ϑ̄ε − ϑ
∣∣2 � I (ϑ0)

−1 .

Как обычно, асимптотически эффективными назовем оценки, для которых
здесь имеется равенство при всех ϑ0 ∈ Θ.

Те ор ем а 7. Предположим, что infϑ∈Θ |ρ (ϑ)| > 0. Тогда ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε

состоятельны, асимптотически нормальны,

ϑ̂ε − ϑ0

ε
=⇒ ζ ∼ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
,

ϑ̃ε − ϑ0

ε
=⇒ ζ,

имеет место сходимость моментов (p > 0)

lim
ε→0

ε−pEϑ0

∥∥∥ϑ̂ε − ϑ0

∥∥∥
p
= Eϑ0 ‖ζ‖p , lim

ε→0
ε−pEϑ0

∥∥∥ϑ̃ε − ϑ0

∥∥∥
p
= Eϑ0 ‖ζ‖p

и обе оценки асимптотически эффективны.

Доказательство см. [7, теорема 6.7].

5. Диффузионные процессы, малый шум,
локализация источника на плоскости

Рассмотрим задачу обнаружения положения ϑ0 = (x0, y0)
� источника S0

на плоскости по наблюдениям K детекторов D1, . . . ,DK (см. рис. 1).
Обозначим через ϑk = (xk, yk)

� ∈ R2 положение k-го детектора. Источник
начинает излучать в момент t = 0 и сигнал приходит к k-мy детектору через
время τk (ϑ0) = ν−1 ‖ϑk − ϑ0‖, где ν > 0 — скорость распространения сигнала
в среде и ‖·‖ — норма в R2. Наблюдения k-го детектора могут быть записаны
следующим образом:

dXk (t) = ak (t) ψ̄ (t− τk (ϑ0))Yk (t) dt+ εσk (t) dWk (t) , Xk (0) = 0.(15)
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Рис. 1. Модель наблюдений.

a б в
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0
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Рис. 2. Пример функций: a – ψδ(·), б — ψδ,κ, в — ψ(·).

Здесь ak (·), σk (·), ψ̄ (t− τk (ϑ0)) и σk (·) — известные ограниченные функ-
ции и Wk (t), k = 1, . . . ,K — независимые винеровские процессы. Функция
ψ̄ (t) = 0, t < 0 и отражает форму сигнала в момент его достижения детекто-
ра. Рассмoтрим три разных случая: гладкий, сингулярность типа касп (cusp-
type) и сингулярность типа разладки (change-point type). А именно,

ψδ (t) =
t

δ
1I{0�t�δ} + 1I{t>δ}, ψ (t) = 1I{t>0},

ψδ,κ (t) =
1

2

(
1 + sgn (2t− δ)

∣∣∣∣
2t

δ
− 1

∣∣∣∣
κ)

1I{0�t�δ} + 1I{t>δ}.

Параметр δ известен и принимает малые значения. Примеры таких функций
показаны на рис. 2.

Сигналы Yk (·), k = 1, . . . ,K удовлетворяют линейному СДУ

dYk (t) = −fk (t)Yk (t) dt+ εbk (t) dVk (t) , Yk (0) = yk �= 0.(16)

Рассматриваем задачу оценивания положения (параметра) ϑ0 по наблюдени-
ям XT = (X1, . . . ,XK), где Xk = (Xk (t) , 0 � t � T ). Процессы Yk (·) ненаблю-
даемы (hidden).

Для определенности предполагается, что функции ak(·), σk(·), fk(·), bk(·),
k = 1, . . . ,K ограничены и σk(·) отделена от нуля. Множество Θ открытое,
выпуклое и ограниченное. Как минимум три детектора не лежат на одной
прямой.
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Функция правдоподобия имеет вид

lnL
(
ϑ,XK

)
=

K∑

k=1

T∫

τk(ϑ)

ak (t)Mk (τk (ϑ) , t)

ε2σk (t)
2 dXk (t)−

−
K∑

k=1

T∫

τk(ϑ)

ak (t)
2Mk (τk (ϑ) , t)

2

2ε2σk (t)
2 dt,

где обозначили Mk(τk, t) = ψ̄(t− τk)mk(τk, t) и условное ожидание mk(τk, t) =
= Eϑ(Yk(t)|Xk(s), 0 � s � t). ОМП и БО определены по тем же формулам
(5), (6). Цель — изучить асимптотические (ε → 0) свойства этих оценок в
трех ситуациях: гладкой, типа касп и с разладкой.

Введем обозначения τk (ϑ0) = ν−1 ‖ϑk − ϑ0‖,

∂τk (ϑ0)

∂x0
= −xk − x0

νρk
= −μk,x

ν
,

∂τk (ϑ0)

∂y0
= −yk − y0

νρk
= −μk,y

ν
,

ρk = ‖ϑk − ϑ0‖ , μk = (μk,x, μk,y)
� , ‖μk‖ = 1,

hk (t) =
ak (t)

σk (t)
, B

+
k = (w : 〈μk, w〉 > 0) , B−

k = (w : 〈μk, w〉 < 0) .

Заметим, что

τk (ϑ0 + νϕεw) = τk (ϑ0)− ϕε〈μk, w〉 +O
(
ϕ2
ε

)
, w ∈ R2, ϕε → 0.

Случайные процессы mk (τk, t), 0 � t � T , k = 1, . . . ,K и функции γk (ϑ, t),
0 � t � T , k = 1, . . . ,K удовлетворяют соответствующим уравнениям филь-
трации, которые здесь не приводятся. Они могут быть найдены в [13]. Заме-
тим, что калмановская фильтрация активно используется в задачах GPS-ло-
кализации (см., например, [14, 15]).

Гладкий случай. Предположим, что

ψ̄ (t− τk) = ψδ (t− τk) =
(t− τk)

δ
1I{0�t−τk�δ} + 1I{t�δ+τk}.

Введем две функции

Ṁo
k,x (τk (ϑ0) , t) =

∂ [mk (τk (ϑ) , t)ψδ (t− τk (ϑ))]

∂τk

∣∣∣∣
ϑ=ϑ0,ε=0

∂τk (ϑ0)

∂x0
,

Ṁo
k,y (τk (ϑ0) , t) =

∂ [mk (τk (ϑ) , t)ψδ (t− τk (ϑ))]

∂τk

∣∣∣∣
ϑ=ϑ0,ε=0

∂τk (ϑ0)

∂y0
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и матрицу I (ϑ0) =
(
I (ϑ0)l,m

)
с компонентами

I1,1 (ϑ0) =

K∑

k=1

T∫

τk(ϑ0)

hk (t)
2 Ṁo

k,x (τk (ϑ0) , t)
2 dt,

I2,2 (ϑ0) =
K∑

k=1

T∫

τk(ϑ0)

hk (t)
2 Ṁo

k,y (τk (ϑ0) , t)
2 dt,

I1,2 (ϑ0) = I2,1 (ϑ0) =

K∑

k=1

T∫

τk(ϑ0)

hk (t)
2 Ṁo

k,x (τk (ϑ0) , t) Ṁ
o
k,y (τk (ϑ0) , t) dt.

Имеем нижнюю границу Гаека-Ле Кама на риски всех оценок

lim
δ→0

lim
ε→0

sup
‖ϑ−ϑ0‖�δ

ε−2Eϑ

∥∥ϑ̄ε − ϑ
∥∥2 � Eϑ0 ‖ζ‖2 , ζ ∼ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
.

Как обычно, определим асимптотически эффективные оценки с помощью
этой границы.

Те ор ем а 8. Предположим, что матрица I (ϑ0) равномерно по ϑ ∈ Θ не
вырождена. Тогда ОМП и БО состоятельны, асимптотически нормальны

ε−1
(
ϑ̂ε − ϑ0

)
=⇒ ζ ∼ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
, ε−1

(
ϑ̃ε − ϑ0

)
=⇒ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
,

моменты сходятся: для любого p > 0

ε−pEϑ0

∥∥∥ϑ̂ε − ϑ0

∥∥∥
p
−→ Eϑ0 ‖ζ‖p , ε−pEϑ0

∥∥∥ϑ̃ε − ϑ0

∥∥∥
p
−→ Eϑ0 ‖ζ‖p ,

и обе оценки асимптотически эффективны.

Доказательство см. в [13].
Случай сингулярности типа касп. Рассмотрим случай возрастания сигнала

с помощью непрерывной, но не дифференцирируемой функции (информация
Фишера равна бесконечности), имеющей вид

ψδ,κ (t) =
1

2

(
1 + sgn (2t− δ)

∣∣∣∣
2t

δ
− 1

∣∣∣∣
κ)

1I{0�t�δ} + 1I{δ�t�T}.

Эта модель наблюдений предлагается, как альтернатива модели разладки.
Реальные технические устройства, в которых сигналу соответствует элек-
трический ток, не могут реализовать действительно разрывные функции и
модель с каспом может оказаться ближе к реальной.

Введем обозначения

πk (ϑ0) = hk (τk (ϑ0 + δ/2)) yk (τk (ϑ0) + δ/2) ,
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πk = πk (ϑ0) , Q (κ)2 =

∫

R
[sgn (s− 1) |s− 1|κ − sgn (s) |s|κ]2 ds,

ϕε = ε
1
H Q (κ)−

1
H 2

1−κ
H δ

κ
H , H = κ+

1

2
.

Предельное отношение правдоподобия имеет вид

Z (w) = exp

{
K∑

k=1

[
πkW

H,+
k (〈μk, w〉)− π2

k

2
|〈μk, w〉|2H

]
1I{w∈B+

k }+

+

K∑

k=1

[
πkW

H,−
k (−〈μk, w〉) − π2

k

2
|〈μk, w〉|2H

]
1I{w∈B−

k }
}
, w ∈ R2.

Здесь WH,+
k (s), s � 0, k = 1, . . . ,K и WH,−

k (s), s � 0, k = 1, . . . ,K — неза-
висимые фрактальные броуновские процессы с параметром Херста H, т.е.
независимые гауссовские процессы со средним EWH,+

k (s) = 0 и ковариацией

EWH,+
k (s1)W

H,+
k (s2) =

1

2

(
|s1|2H + |s2|2H − |s1 − s2|2H

)
.

Предельные распределения оценок описываются случайными векторами ζ̂
и ζ̃, определенными соотношениями (11).

Имеется нижняя граница на риски оценок

lim
δ∗→0

lim
ε→0

sup
‖ϑ−ϑ0‖�δ∗

ϕ−2
ε Eϑ

∥∥ϑ̄ε − ϑ
∥∥2 � Eϑ0

∥∥∥ζ̃
∥∥∥
p
.

Асимптотически эффективные оценки определяем как оценки, для которых
в этом неравенстве достигается равенство при всех ϑ0 ∈ Θ.

Те ор ем а 9. В сделанных предположениях ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε равномерно
состоятельны, имеют разные предельные распределения

ϕ−1
ε

(
ϑ̂ε − ϑ0

)
=⇒ ζ̂, ϕ−1

ε

(
ϑ̃ε − ϑ0

)
=⇒ ζ̃ ,

имеет место сходимость моментов: для любого p > 0

ϕ−p
ε Eϑ0

∥∥∥ϑ̂ε − ϑ0

∥∥∥
p −→ Eϑ0

∥∥∥ζ̂
∥∥∥
p
, ϕ−p

ε Eϑ0

∥∥∥ϑ̃ε − ϑ0

∥∥∥
p −→ Eϑ0

∥∥∥ζ̃
∥∥∥
p

и БО асимптотически эффективны.

Доказательство см. в [13]. Заметим, что в случае независимых одинаково
распределенных случайных величин с плотностью, имеющей сингулярность
типа касп и параметр сдвига, свойства оценок описаны в [8].

Случай разладки. Рассмотрим ту же задачу оценки положения ϑ0 ∈ Θ
источника сигналов по наблюдениям XT = (X1, . . . ,XK) (уравнения (15))
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с K детекторов, когда в момент появления сигнала τk имеет место скачок
в соответствии с функцией

ψ̄ (t− τk) = 1I{t�τk}.

Сами сигналы Yk (·), k = 1, . . . ,K удовлетворяют тем же уравнениям (16).
Функция правдоподобия может быть записана следующим образом

L
(
ϑ,XK

)
= exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩

K∑

k=1

T∫

τk(ϑ)

ak (t)mk (τk (ϑ) , t)

ε2σk (t)
2 dXk (t)−

−
K∑

k=1

T∫

τk(ϑ)

ak (t)
2mk (τk (ϑ) , t)

2

2ε2σk (t)
2 dt

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, ϑ ∈ Θ.

Оценки ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε определены соотношениями (5) и (6) соответственно.
Предельное отношение правдоподобия запишем в виде

Z (w) = exp

{
K∑

k=1

[
πkW

+
k (〈μk, w〉) −

π2
k

2
|〈μk, w〉|

]
1I{w∈B+

k }

+
K∑

k=1

[
πkW

−
k (−〈μk, w〉) − π2

k

2
|〈μk, w〉|

]
1I{w∈B−

k }
}
, w ∈ R2,

где обозначено через W+
k (s), s � 0, k = 1, . . . ,K и W−

k (s), s � 0, k = 1, . . . ,K
независимые винеровские процессы и πk (ϑ0) = hk (τk (ϑ0)) yk (τk (ϑ0)), πk =
= πk (ϑ0). Предельные распределения оценок задаются случайными вектора-
ми ζ̂ и ζ̃, определяемыми соотношениями (11).

Нижняя граница в этой задаче имеет вид

lim
ν→0

lim
ε→0

sup
‖ϑ−ϑ0‖�ν

ε−4Eϑ‖ϑ∗
ε − ϑ‖2 � Eϑ0‖ζ̃‖2

с соответствующим определением асимптотически эффективных оценок.

Те ор ем а 10. В сделанных предположениях ОМП ϑ̂ε и БО ϑ̃ε равномерно
состоятельны, имеют разные предельные распределения

ε−2
(
ϑ̂ε − ϑ0

)
=⇒ ζ̂, ε−2

(
ϑ̃ε − ϑ0

)
=⇒ ζ̃,

имеет место сходимость моментов: для любого p > 0

ε−2pEϑ0

∥∥∥ϑ̂ε − ϑ0

∥∥∥
p −→ Eϑ0

∥∥∥ζ̂
∥∥∥
p
, ε−2pEϑ0

∥∥∥ϑ̃ε − ϑ0

∥∥∥
p −→ Eϑ0

∥∥∥ζ̃
∥∥∥
p

и БО асимптотически эффективны.

104



Доказательство см. в [13].
Заметим, что в [10] предлагается также упрощенная процедура оценивания

положения источника. Она осуществляется в два этапа. Сначала каждый
детектор оценивает момент τk появления сигнала. Затем значения оценок
τ̄ε = (τ̄1,ε, . . . , τ̄K,ε) передаются в центр обработки данных, где на основании τ̄ε
положение находится как решение линейного уравнения. Полученные оценки
не являются асимптотически эффективными, но предпочтительнее с точки
зрения вычислений.

6. Диффузионные процессы, эргодический случай

Рассмотрим однородную частично наблюдаемую линейную систему урав-
нений

dXt = c (ϑ) Yt dt+ σdWt, X0, 0 � t � T,(17)
dYt = −a (ϑ) Yt dt+ b (ϑ) dVt, Y0,(18)

где, как и раньше, Xt, 0 � t � T — наблюдаемый процесс и Yt, 0 � t � T —
скрытый (hidden) процесс, а Wt, 0 � t � T и Vt, 0 � t � T независимые вине-
ровские процессы. X0 и Y0 — независимые гауссовские случайные величины.
Параметр σ > 0 и функции c (ϑ), a (ϑ), b (ϑ) предполагаются известными.

Уравнения фильтрации Калмана–Бьюси для m(ϑ, t) = Eϑ(Yt|Xs, 0 � s � t)

и γ (ϑ, t) = Eϑ

(
(Yt −m (ϑ, t))2 |Xs, 0 � s � t

)
имеют вид

dm (ϑ, t) = −a (ϑ)m (ϑ, t) +
c (ϑ) γ (ϑ, t)

σ2
[dXt − c (ϑ)m (ϑ, t) dt] ,(19)

∂γ (ϑ, t)

∂t
= −2a (ϑ) γ (ϑ, t)− c (ϑ)2 γ (ϑ, t)2

σ2
+ b (ϑ)2(20)

с начальными условиями m0 = EY0 и γ (ϑ, 0) = E (Y0 −EY0)
2 соответственно.

Функцию правдоподобия в этой модели наблюдений запишем в виде

L
(
ϑ,XT

)
= exp

⎧
⎨

⎩

T∫

0

c (ϑ)m (ϑ, t)

σ2
dXt −

T∫

0

c (ϑ)2m (ϑ, t)2

2σ2
dt

⎫
⎬

⎭ , ϑ ∈ Θ.(21)

Параметр ϑ ∈ Θ = (α, β) предполагается неизвестным. Рассматриваем зада-
чу оценки ϑ и описываем свойства оценок при T → ∞. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T

определены соотношениями (5), (6).
Для функций выполняется: c (ϑ) �= 0, a (ϑ) > 0 и b (ϑ) �= 0 при всех ϑ ∈ Θ.

Они также непрерывно дифференцируемы. Случайный процесс m (ϑ, t),
0 � t � T является эргодическим. Введем обозначения: информация Фишера
(см. [16])

I (ϑ) =
ȧ (ϑ)2

2a (ϑ)
− 2ȧ (ϑ) ṙ (ϑ)

a (ϑ) + r (ϑ)
+

ṙ (ϑ)2

2r (ϑ)
, r (ϑ) =

√

a (ϑ)2 +
b (ϑ)2 c (ϑ)2

σ2
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и условия: при всех ν > 0

inf
|ϑ−ϑ0|>ν

(|a (ϑ)− a (ϑ0)|+ |r (ϑ)− r (ϑ0)|) > 0, inf
ϑ∈Θ

(|ȧ (ϑ)|+ |ṙ (ϑ)|) > 0.

Асимптотически эффективные оценки определяются с помощью нижней гра-
ницы Гаека-Ле Кама

lim
δ→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|�δ

TEϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � I (ϑ0)
−1 .

Те ор ем а 11. В сделанных условиях ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно со-
стоятельны, асимптотически нормальны

√
T
(
ϑ̂T − ϑ0

)
=⇒ ζ ∼ N

(
0, I (ϑ0)

−1
)
,

√
T
(
ϑ̂T − ϑ0

)
=⇒ ζ,

моменты сходятся: при всех p > 0

T
p
2Eϑ0

∣∣∣ϑ̂T − ϑ0

∣∣∣
p → Eϑ0 |ζ|p , T

p
2Eϑ0

∣∣∣ϑ̃T − ϑ0

∣∣∣
p → Eϑ0 |ζ|p

и обе оценки асмимптотически эффективны.

Доказательство см. в [16, 17]. Схожий результат получен в [18].
Оценки минимальных расстояний. При оценивании параметров частично-

наблюдаемых линейных систем могут быть использованы и другие методы
оценивания. Например, оценки минимальных расстояний (ОМР) неизвест-
ных параметров для модели (17), (18) можно постpоить следующим образом.
Рассмотрим интеграл

DT (ϑ) =

T∫

0

⎡

⎣Xt − c (ϑ)

t∫

0

m (ϑ, s) ds

⎤

⎦
2

ds

и определим ОМР ϑ̌T как решение уравнения

DT

(
ϑ̌T

)
= inf

ϑ∈Θ
DT (ϑ) .

Может быть показано, что при определенных условиях эта оценка состоя-
тельна и асимптотически нормальна

√
T
(
ϑ̌T − ϑ0

)
=⇒ ξ ∼ N (0, Q (ϑ0)) .

Доказательство см. в [19].
Одношаговые оценки-процессы максимального правдоподобия. Как и в

случае малого шума, вычисление ОМП и БО по формулам (5), (6) требу-
ет знания решений уравнений (19), (20) при всех ϑ ∈ Θ, где L

(
ϑ,XT

)
вы-

числяется согласно (21). Понятно, что численная реализация таких проце-
дур оценивания и в этом случае является экстремально трудной. Поэтому
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предлагаем двуxшаговую процедуру оценивания. Сначала с помощью мето-
да моментов по пренебрежимо малой части начальных наблюдений строится
предварительная оценка неизвестного параметра, а затем с помощью этой
оценки и лекамовской одношаговой процедуры получается оценка, которая
асимптотически эквивалентна ОМП. Таким образом, предложенная оценка
является также асимптотически эффективной.

Запишем исходную модель наблюдений в виде

dXt = fYt dt+ σ dWt, X0 = 0,

dYt = −aYt dt+ bdVt, Y0 = ξ.

Система полностью определяется параметрами f �= 0, σ2 �= 0, a > 0, b �= 0. На-
помним, что параметр σ2 оценивается без ошибки. Рассмотрим задачи оцени-
вания остальных трех параметров. Заметим, что имеет место представление

Xt = fb

t∫

0

s∫

0

e−a(s−r)dVr ds+ σWt + o (1) .

Следовательно, оценить состоятельно одновременно f и b невозможно. Рас-
смотрим задачи оценки одномерных параметров ϑ = f , ϑ = a и ϑ = b, а оцен-
ки двумерных параметров ϑ = (f, a) и ϑ = (a, b) обсудим после.

Предположим, что неизвестный параметр ϑ = a. Тогда уравнения филь-
трации имеют вид

dm (ϑ, t) = −
[
ϑ+

γ (ϑ, t) f2

σ2

]
m (ϑ, t) dt+

γ (ϑ, t) f

σ2
dXt,

∂γ (ϑ, t)

∂t
= −2ϑ γ (ϑ, t)− γ (ϑ, t)2 f2

σ2
+ b2, γ (ϑ, 0) = d2.

Предварительную оценку строим следующим образом. Введем статистику

SQ =
1

Q

Q∑

k=1

[Xk −Xk−1]
2 −→ Φ (ϑ) =

f2b2

ϑ3

[
e−ϑ − 1 + ϑ

]
+ σ2,

гдеQ =
[
T δ
]
, δ ∈ (1/2, 1) и [A] — целая часть A. Предел соответствует T → ∞.

Сразу заметим, что в случаях ϑ = b и ϑ = f пределы этой статистики равны

Φ∗ (ϑ) =
f2ϑ2

a3
[
e−a − 1 + a

]
+ σ2, Φ̂ (ϑ) =

ϑ2b2

a3
[
e−a − 1 + a

]
+ σ2

соответственно.
Функция Φ (ϑ), α < ϑ < β строго убывающая. Определим предваритель-

ную оценку соотношением

ϑ̄Q = ϑ∗
Q1I{AQ} + α1I{A−

Q} + β1I{A+
Q}.
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Здесь ϑ∗
Q является решением уравнения Φ

(
ϑ∗
Q

)
= SQ и множества AQ, A−

Q,

A+
Q определены равенствами

AQ = {ω : Φ(β)< SQ <Φ(α)}, A−
Q = {ω : SQ �Φ(α)}, A+

Q = {ω : SQ �Φ(β)}.

Предл ожени е 1. Оценка ϑ̄Q равномерно состоятельна и существует
константа C > 0 такая, что

sup
ϑ0∈Θ

Eϑ0

∣∣ϑ̄Q − ϑ0

∣∣2 � C

Q
.

с некоторой константой C > 0.

Доказательство см. в [20].
Введем еще уравнение для производной ṁ (ϑ, t) = ∂m (ϑ, t) /∂ϑ

dṁ(ϑ, t) = −
[
ϑ+

γ (ϑ) f2

σ2

]
ṁ(ϑ, t)dt+

γ̇(ϑ)f

σ2
dXt −

[
1 +

γ̇(ϑ)f2

σ2

]
m(ϑ, t)dt,

где γ (ϑ) и γ̇ (ϑ) — стационарное решение уравнения Рикатти и его производ-
ная равна

γ (ϑ) =
ϑσ2

f2

(√
1 +

b2f2

ϑ2σ2
− 1

)
, γ̇ (ϑ) =

∂γ (ϑ)

∂ϑ
.

Информация Фишера:

I (ϑ) =
1

2ϑ
− 2ṙ (ϑ)

r (ϑ) + ϑ
+

ṙ (ϑ)2

2r (ϑ)
.

Одношаговую оценку-процесс максимального правдоподобия ϑ�
t , T δ < t �

� T определим равенством

ϑ�
t = ϑ̄Q +

f

σ2tI
(
ϑ̄Q

)
t∫

Q

ṁ(ϑ̄Q, s)
[
dXs − fm(ϑ̄Q, s)ds

]
.

Заменим переменные t = τT и обозначим ϑ�
τT = ϑ�

T (τ), T δ−1 < τ � 1.

Те ор ем а 12. Одношаговая оценкa-процесс максимального правдоподо-
бия ϑ�

T (τ), T δ−1 < τ � 1 c δ ∈ (1/2, 1) состоятельна и асимптотически нор-
мальна: для любого τ ∈ (0, 1]

√
τT (ϑ�

T (τ)− ϑ0) =⇒ N
(
0, I (ϑ0)

−1
)
.

Доказательство см. в [20].
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Заметим, что эта оценка-процесс может быть записана в рекуррентной
форме

dϑ�
t = − ϑ�

t

t− T δ
dt+

fṁ(ϑ̄T δ , t)

σ2tI(ϑ̄T δ )

[
dXt − fm(ϑ̄T δ , t)dt

]
.(22)

Вместе с уравнениями

dmt = −
[
ϑ�
t +

γ (ϑ�
t ) f

2

σ2

]
mtdt+

γ (ϑ�
t ) f

σ2
dXt, T δ < t � T,(23)

γ (ϑ�
t ) =

ϑ�
tσ

2

f2

(√
1 +

b2f2

(ϑ�
t )

2 σ2
− 1

)
(24)

получаем замкнутую систему (22)–(24) адаптированной фильтрации.
Введем случайный процесс

ζT (τ) =
√

T I (ϑ0) (ϑ
�
T (τ)− ϑ0) , κ � τ � 1,

где κ ∈ (0, 1). Случайный процесс ζT (·) сходится по распределению в про-
странстве (C [κ, 1] ,B) к гауссовскому случайному процессу

ζT (·) =⇒ ζ (·) ,
где гауссовский процесс ζ (τ) , [κ, 1] имеет моменты

Eϑ0ζ (τ) = 0, Eϑ0ζ (τ1) ζ (τ2) = τ1 ∧ τ2,

т.е. ζ (·) — винеровский процесс на интервале [κ, 1].
Рассмотрим случаи ϑ = (a, b) и ϑ = (f, a) и две статистики

SQ =
1

Q

Q∑

k=1

[Xk −Xk−1]
2 , RQ =

1

Q

Q∑

k=1

[Xk −Xk−1] [Xk−1 −Xk−2] .

Их пределы при Q → ∞ равны

SQ → Φ (ϑ) =
f2b2

a3
[
e−a − 1 + a

]
, RQ → Ξ (ϑ) =

f2b2

2a3
[
e−a − 1

]2
.

Следовательно,

QQ =
SQ

RQ
−→ 2 [e−a − 1 + a]

[e−a − 1]2
.

Функция

φ (x) =
2 [e−x − 1 + x]

[e−x − 1]2
, x > 0
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строго монотонная, limx→0 φ (x) = 1, limx→∞ φ (x) = ∞. Это позволяет оце-
нить параметр a как решение уравнения

QQ = φ
(
a∗Q
)
.

И второй параметр f или b может быть оценен как решения уравнений

SQ = Φ
(
a∗Q, f

∗
Q

)
, SQ = Φ

(
a∗Q, b

∗
Q

)

соответственно.
Одношаговая оценка-процесс, скажем, в случае ϑ̄T δ =

(
a∗
T δ , b

∗
T δ

)
и соответ-

ствующей матрице Фишера I (ϑ) имеет вид

ϑ�
t = ϑ̄T δ + I

(
ϑ̄T δ

)−1

t∫

T δ

f ṁ
(
ϑ̄T δ , s

)

t σ2

[
dXs − fm

(
ϑ̄T δ , s

)
ds
]
, T δ < t � T.

Эта оценка также состоятельна, асимптотически нормальна и асимптотиче-
ски эффективна. Доказательство см. в [20].

Телеграфный процесс. Рассмотрим частично наблюдаемую модель (1)

dXt = Yt dt+ dWt, X0 = 0, 0 � t � T,

где Yt, 0 � t � T — скрытый (hidden) марковский процесс с двумя состояния-
ми y1 и y2 и с инфинитеземальной матрицей переходов (3).

Предполагается, что λ > 0 и μ > 0 неизвестны и необходимо оценить двух-
мерный параметр ϑ = (λ, μ)� ∈ Θ, где Θ = (c0, c1)× (c0, c1), c0 > 0. Напом-
ним, что в случае λ = μ асимптотические свойства ОМП параметра ϑ = λ
описаны в [21]. В частности, доказана состоятельность и асимптотическая
нормальность ОМП.

Функция отношения правдоподобия имеет вид

L
(
ϑ,XT

)
= exp

⎧
⎨

⎩

T∫

0

m (ϑ, t) dXt − 1

2

T∫

0

m (ϑ, t)2 dt

⎫
⎬

⎭ , ϑ ∈ Θ.(25)

Здесь m (ϑ, t) — также условное ожидание

m (ϑ, t) = Eϑ (Yt|Xs, 0 � s � t) = y2 + (y1 − y2) π (t, ϑ) ,

где π (t, ϑ) = Pϑ (Yt = y1|Xs, 0 � s � t) удовлетворяет уравнению

dπ (t, ϑ) = [μ− (λ+ μ)π (t, ϑ)+

+π (t, ϑ) (1− π (t, ϑ)) (y2 − y1) (y2 + (y1 − y2) π (t, ϑ))] dt+

+π (t, ϑ) (1− π (t, ϑ)) (y1 − y2) dXt.(26)

ОМП ϑ̂ и БО ϑ̃ параметра ϑ = (λ, μ)� определяются теми же уравнениями
(5) и (6) соответственно.
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Опишем ниже процедуру построения одношаговой оценки-процесса мак-
симального правдоподобия для этой модели наблюдений. Построение близко
к (9), т.е. сначала по пренебрежимой части наблюдений XT δ

=(Xt, 0�t�T δ),
δ < 1 строится предварительная оценка параметра ϑ̄T δ , а затем эта оценка
используется для построения ϑ�

t , T
δ < t � T .

Введем обозначения Q =
[
T δ
]
, где [a] — целая часть a,

Φ (x) =
1

x
− 1

x2
(
1− e−x

)
, ζQ =

1

Q

Q−1∑

i=0

[Xi+1 −Xi]
2 − 1,

ηQ =

(
XQ

Q
− y1

)(
y2 − XQ

Q

)
.

Случайную величину αQ определим как решение уравнения

ζQ =

(
XQ

Q

)2

+ 2ηQΦ (αQ)(27)

и положим

βQ = αQ 1I{AQ} + (c0 + c1) 1I{Ac
Q}.

Здесь AQ — случайное событие, заключающееся в том, что уравнение (27)
имеет решение.

Оценка метода моментов параметра ϑ̂Q =
(
λ̂Q, μ̂Q

)
:

λ̂Q =

XQ

Q − y1

y2 − y1
βQ; μ̂Q =

y2 − XQ

Q

y2 − y1
βQ.

Предл ожени е 2. Существует константа C > 0 такая, что

Eϑ

[√
Q
(
λ̂Q − λ

)]2
< C, Eϑ

[√
Q (μ̂Q − μ)

]2
< C.

Доказательство см. в [22].
Введем условие

2c0

(y1 − y2)
2 > 6,5(28)

и одношаговую оценку-процесс максимального правдоподобия

ϑ�
t,T = ϑ̂T δ + t−1

It(ϑ̂T δ)−1

t∫

T δ

ṁ(ϑ̂T δ , s)
[
dXs −m(ϑ̂T δ , s)ds

]
, T δ < t � T.

Здесь ṁ(ϑ, s) — вектор производных

ṁ(ϑ, s) = (y1 − y2)
∂π (s, ϑ)

∂ϑ
= (y1 − y2)

(
∂π (t, ϑ)

∂λ
,
∂π (t, ϑ)

∂μ

)�
,
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и эмпирическая матрица информации равна

It(ϑ) =
1

t

t∫

T δ

ṁ(ϑ, s)ṁ(ϑ, s)�ds −→ I(ϑ),

где

I(ϑ) = (y1 − y2)
2Eϑ

∂π (s, ϑ)

∂ϑ

∂π (s, ϑ)�

∂ϑ
.

Сделаем замену переменных τ = tT−1 ∈ [0, 1], положим τδ = QT−1 и введем
случайный процесс ϑ�

T (τ), τδ � τ � 1.

Те ор ем а 13. Предположим, что условие (28) выполнено и δ ∈ (12 , 1). То-
гда оценка-процесс ϑ�

T (τ), 0 < τ � 1 состоятельна: для любого ν > 0 и лю-
бого τ ∈ (0, 1]

Pϑ0 {|ϑ�
T (τ)− ϑ0| > ν} → 0

и эта оценка асимптотически нормальная
√
τT (ϑ�

T (τ)− ϑ0) =⇒ N (
0, I(ϑ0)

−1
)
.

Доказательство см. в [22].
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ОДНОВРЕМЕННОЕ ИМПУЛЬСНОЕ И НЕПРЕРЫВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
МАРКОВСКОЙ ЦЕПЬЮ В НЕПРЕРЫВНОМ ВРЕМЕНИ1

Рассматривается непрерывное и импульсное управление марковской
цепью (МЦ) с конечным множеством состояний в непрерывном време-
ни. Непрерывное управление определяет интенсивность переходов между
состояниями МЦ, при этом времена переходов и их направления случай-
ны. Тем не менее иногда требуется обеспечить переход, который ведет к
мгновенному изменению состояния МЦ. Поскольку такие переходы тре-
буют различных воздействий и могут производить различное действие
на состояние МЦ, такие управления можно трактовать как импульсные.
В статье используется мартингальное представление управляемой МЦ и
дается условие оптимальности, которое с использованием принципа ди-
намического программирования приводится к форме квазивариационного
неравенства. Решение этого неравенства может быть получено в форме
уравнения динамического программирования, которое для МЦ с конеч-
ным множеством состояний сводится к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с одной линией переключения. Дано доказательство
достаточного условия оптимальности и рассмотрены примеры задач с де-
терминированным и случайным импульсным воздействием.

Ключевые слова: марковская цепь, импульсные управления, квазивариа-
ционное неравенство.

DOI: 10.31857/S0005231020030071

1. Введение

Импульсное управление как воздействие, производящее мгновенные
(в действительности очень быстрые) изменения состояния динамической си-
стемы, детально исследуется с 70-х гг. XX в. В серии пионерских работ
А. Бенсусан и Ж.-Л. Лионс развили теорию стохастического импульсного
управления, в которой обобщили принцип динамического программирования

1 Работа выполнена А.Б. Миллером и Б.М. Миллером частично за счет средств суб-
сидии, выделенной в рамках Государственной поддержки Казанского (Приволжского) фе-
дерального университета в целях повышения его конкурентоспособности среди ведущих
мировых научно-образовательных центров.
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и сформулировали условия оптимальности в форме так называемого квазива-
риационного неравенства [1]. Их идеи привели к возникновению нового клас-
са дискретно-непрерывных стохастических систем, которые функционируют
непрерывно (детерминированно или стохастически) между скачками, кото-
рые происходят в моменты применения импульсных воздействий. В стохасти-
ческом анализе эти идеи были подхвачены многими исследователями, развив-
шими теорию кусочно-детерминированных марковских моделей (КДММ), по-
ведение которых между случайными моментами скачков, возможно и управ-
ляемых, подчиняется непрерывной динамике (см., например, [2–4]). Дальней-
шие исследования в области импульсного управления привели к появлению
нового класса управляемых динамических систем, описываемых дифферен-
циальными уравнениями с мерой, которые универсальным способом описы-
вают как импульсные, так и непрерывные воздействия. В этом классе систем
были получены условия существования оптимальных обобщенных решений и
обобщенных управлений-мер и одновременно непрерывных управлений [5, 6]
и получены условия оптимальности в форме обобщенного принципа макси-
мума [7, 8]. В последние годы заметно вырос интерес к управлению марков-
скими цепями (МЦ) и, в частности, к КДММ поскольку эти модели более
приспособлены к решению задач оптимизации и значительно более просты
для моделирования [9–11]. Более того, возникло целое направление, а именно:
марковские процессы принятия решений (Markov Decision Processes (MDP)),
которое весьма востребовано во многих прикладных областях. Здесь можно
привести в качестве примеров: управление системами водохранилищ [12, 13],
где импульсные воздействия проявляются в виде контролируемого сброса во-
ды, например для избежания переполнений; при контроле добычи и использо-
вания природных ресурсов [14, 15]; при управлении Интернетом для избежа-
ния перегрузок [16, 17]; в непрерывном управлении распределением водных
ресурсов с помощью контроля цен потребляемой воды в различных секторах
экономики [18, 19]; при распределении потоков газа в системе газоснабже-
ния при необходимости сглаживания сезонных пульсаций потребления [20].
Во всех этих областях импульсные воздействия, так же как и непрерывные,
возникают весьма естественно как управления, приводящие к быстрым кон-
тролируемым изменениям состояния; в управлении передачей данных — это
освобождение памяти при угрозе переполнения [21]; в управлении системой
водохранилищ — это контролируемый слив излишков воды [19, 22].

Другой причиной растущего интереса к MDP является относительная про-
стота и гибкость моделирования непрерывных и дискретных стохастических
динамических систем с помощью МЦ с конечным множеством состояний [23],
и поскольку точность аппроксимации напрямую зависит от числа состояний,
то постоянно возрастающие возможности доступных компьютеров позволяют
достичь необходимой точности решения задач оптимального управления без
существенных проблем. Кроме того, теория оптимального управления МЦ
как в дискретном, так и в непрерывном времени достаточно развита как для
обычных задач [24], так и для задач с ограничениями на состояние [25–27], по-
этому соответственные численные процедуры могут быть легко реализованы.
Здесь стоит отметить, что для стохастических систем с непрерывным мно-
жеством состояний оптимизация импульсного управления ведет к специаль-
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ному типу условия оптимальности, а именно: квазивариационному неравен-
ству [1], которое играет роль уравнения динамического программирования.
Это неравенство, даже если существование его решения установлено, весьма
трудно разрешимо даже численно, поскольку требует гладкого сопряжения
решений пары уравнений в частных производных на заранее неизвестной по-
верхности. Более того, оптимальное управление есть случайная мера, лока-
лизованная на этой поверхности, функция распределения которой сингуляр-
на по отношению к мере Лебега, поэтому определить характеристики такого
управления можно лишь с помощью моделирования. Однако в случае МЦ
с конечным множеством состояний эта проблема отсутствует. Для них им-
пульсное управление есть совокупность разделенных во времени пар времен
и интенсивностей приложения импульсных воздействий, а проблема решения
соответствующего квазивариационного неравенства сводится в решению си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений с одной поверхностью
переключения.

Материал статьи имеет следующую структуру: в разделе 2 дано описание
модели МЦ с непрерывным и импульсным управлениями, в разделе 3 дан
вывод условий оптимальности в форме квазивариационного неравенства и
приведен метод его решения. В разделе 3.3 дано доказательство достаточно-
сти условия оптимальности. В разделе 4 рассматривается численный пример.
Выводы и направления дальнейших исследований приведены в разделе 5.

2. Описание модели и постановка задачи

Используется мартингальное представление управляемой МЦ, следуя опи-
санию, данному в [16, 24, гл. 12] для непрерывного управления, дополненное
членами, описывающими импульсные воздействия. Все процессы рассматри-
ваются на вероятностном пространстве {Ω,F , P}.

Опр е д е л е н и е 1. Процесс {Xt, t ∈ [0, T ]} — есть управляемый марков-
ский процесс с кусочно-постоянными непрерывными справа траекториями.
Пространство состояний этого процесса есть конечное множество единич-
ных векторов S вида ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)т ∈ R

n, т.е. ei состоит из ну-
левых элементов кроме i-го, который равен единице, символ “т” здесь и да-
лее соответствует транспонированию векторов и матриц. Таким образом,
Xt ∈ S.

2.1. Непрерывное управление МЦ

Предп о л ожени е 1. Матричная функция A(t, u) с элементами aij(t, u)
есть семейство генераторов МЦ, зависящих от времени t ∈ [0, T ], таких что
вектор вероятностей состояния pt = (p1t , . . . , p

n
t )

т, где pit = P (Xt = ei) удовле-
творяет прямым уравнениям Колмогорова

dpt
dt

= A(t, u)pt.(2.1)

Здесь управление u ∈ U, где U — некоторое компактное подмножество пол-
ного метрического пространства и A(t, u) непрерывна на [0, T ]× U .
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Введем непрерывное справа семейство полных σ-алгебр, порождаемых
процессом Xt

FX
t = σ{Xs : s ∈ [0, t]}.

Предп о л ожени е 2. Множество U допустимых управлений {u(·)} есть
множество FX

t -предсказуемых процессов со значениями в U. Это означает,
что если Nt — это количество изменений состояния процесса X, а Xt

0 — по-
следовательность состояний начиная с момента времени t = 0, до текущего
времени t ∈ [0, T ], т.е.

Xt
0 = {(X0, 0), (Xτ1 , τ1), . . . , (XτNt

, τNt)}
— есть совокупность состояний и времен скачков, тогда для τNt < t � τNt+1

управление ut = u(t,Xt
0) есть функция от Xt

0 и текущего времени t [24, 28].
Для каждого управления u(·) ∈ U процесс {Xt} удовлетворяет стохасти-

ческому дифференциальному уравнению

Xt = X0 +

t∫

0

A(s, us)Xs ds+Wt,(2.2)

где X0 — начальное условие, а Wt := {W 1
t , . . . ,W

n
t } — квадратично интегри-

руемый (FX
t , P ) мартингал с квадратичной характеристикой [24, 28, 29]:

〈
W
〉

t
=

t∫

0

diag (A(s, us)Xs) ds +

+

t∫

0

[
A(s, us)(diag Xs) + (diag Xs)A

т(s, us)
]
ds,

(2.3)

где diag(X) означает диагональную матрицу с элементами X1, . . . ,Xn.

Зам е ч а ни е 1. Другими словами, процесс X(t) есть решение мартин-
гальной проблемы (2.2), (2.3) для управляемой марковской цепи [24].

2.2. Импульсное управление МЦ

Импульсное управление — это множество I = {(Vi, τi), i = 1, 2, . . . , N}, где
τi < τi+1 � T , Vi ∈ V(X) и число импульсов не более чем счетно. Примене-
ние импульсного управления в момент времени τi приводит к мгновенному
случайному изменению состояния X, так что

ΔXτi = ψ(τi, Vi,Xτi−) = Ā(τi, Vi)Xτi− +ΔWτi ,(2.4)

где

E
[
ΔWτi |FX

τi−
]
= E[ΔWτi |Xτi−] = 0,

〈
ΔWτi

〉
= diag(Ā(τi, Vi)Xτi−)− Ā(τi, Vi) diag(Xτi−)Ā

т(τi, Vi).
(2.5)

Здесь и далее E[·] означает математическое ожидание.
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Предп о л ожени е 3. В (2.4) ψ(τi, Vi,Xτi−)— случайный оператор, такой
что для любых Xτi− ∈ S, Vi ∈ V(Xτi−) и τi ∈ [0, T ]

Xτi = ΔXτi− +Xτi− ∈ S.(2.6)

Множество V(X) компактно, функция Ā(t, V ) непрерывна по t и Ā(t, 0) = 0,
и поэтому ψ(τ, 0,X) = 0 для любых τ ∈ [0, T ] и X ∈ S.

2.3. Одновременное непрерывное и импульсное управление МЦ

Объединяя уравнения (2.2) и (2.4), получаем уравнение для совместного
непрерывного и импульсного управления

Xt = X0 +

t∫

0

A(s, u(s))Xsds +
∑

τi�t

Ā(τi, Vi)Xτi− +W
′
t ,(2.7)

где W
′
t — квадратично интегрируемый мартингал с квадратичной характе-

ристикой

〈Wt〉 =
∑

τi�t

〈ΔWτi〉 −
t∫

0

(diagXs−)Aт(s, u(s))ds −

−
t∫

0

A(s, u(s))(diagXs−)ds + diag

t∫

0

A(s, u(s))Xs−ds.

(2.8)

Цель управления — минимизация критерия качества (2.9)

J0[u(·),I] = E

⎧
⎨

⎩〈φ0,XT 〉+
T∫

0

〈g0(s, u(s)),Xs〉ds +
∑

τi�T

〈ψ0(τi, Vi),Xτi−〉
⎫
⎬

⎭ =

= E

⎧
⎨

⎩

N∑

k=1

φk
0I{XT = ek}+

T∫

0

gk0 (s, u(s))I{Xs = ek}ds +(2.9)

+
∑

τi�T

N∑

k=1

ψk
0 (τi, Vi)I{Xτi− = ek}

⎫
⎬

⎭

по множеству FX
t -предсказуемых управлений u(t) ∈ U и импульсных управ-

лений I. В соотношении (2.9) I{·} означает индикаторную функцию, т.е.
I{A} = 1, если событие A происходит и I{A} = 0 в противном случае.

Предп о л ожени е 4. Вектор-функция g0 непрерывна по t и u. Век-
тор-функция ψ0(t, V ) непрерывна по t и V и удовлетворяет неравенству
ψl
0(t, V ) � C > 0 для всех l и допустимых V �= 0. Множества U и V компакт-

ны.
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Зам е ч а ни е 2. Компоненты вектора φ0 определяют цену терминально-
го состояния XT , вектор-функция g0 — интегральную цену промежуточных
состояний, а ψ0 — цену импульсных управлений.

Зам е ч а ни е 3. В данной статье предполагается наиболее простая фор-
мулировка задачи управления и возможны расширения на:

1) системы со случайной реакцией на импульсное воздействие;
2) задачи с другими типами критериев, например с дисконтированием или

усреднением на бесконечном интервале времени [21];
3) задачи с ограничениями на состояние по аналогии с [25–27];
4) залачи с неполной информацией [24, 30].

3. Уравнение динамического программирования в форме
квазивариационного неравенства

3.1. Условие оптимальности одновременного непрерывного
и импульсного управления

Функция цены в задаче (2.7)–(2.3) имеет вид

φ(t,X) = inf
u(·),I

E

⎧
⎨

⎩

〈
φ0,XT

〉
+

T∫

t

〈
g0(s, u(s)),Xs

〉
ds+

+
∑

t<τi�T

〈
ψ0(τi, Vi),Xτi−

〉∣∣∣∣∣Xt− = X

⎫
⎬

⎭ =

〈
φ(t),X

〉
,

где функция φ(t) ∈ R
N — решение квазивариационного неравенства

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Q1(t, φ(t),X) =

〈
dφ(t)

dt
,X

〉
+min

u∈U

〈
Aт(t, u)φ(t) + g0(t, u),X

〉
� 0,

Q2(t, φ(t),X) =

〈
φ(t),X

〉
−

− min
V ∈V(X)

〈[
E + Āт(t, V )

]
φ(t) + ψ0(t, V ),X

〉
� 0,

min {Q1(t, φ(t),X), Q2(t, φ(t),X)} = 0

(3.1)

с граничным условием φ(T ) = φ0. Здесь и далее под E понимается единич-
ная матрица соответствующей размерности, а E[·] — по-прежнему означает
операцию взятия математического ожидания.

Зам е ч а ни е 4. Отметим, что соотношения (3.1) должны выполняться
для всех значений X ∈ S, т.е. (3.1) представляет собой систему неравенств,
задающих значение функции цены для всех возможных начальных усло-
вий t,X.
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3.2. Метод решения квазивариационного неравенства

Квазивариационное неравенство (3.1) для системы с конечным множе-
ством состояний допускает достаточно простой метод решения в отличие от
общего случая системы с непрерывной частью, описываемой диффузионным
стохастическим уравнением [1]. Решение, как и в случае простого уравнения
динамического программирования, определяется в обратном времени [25–27]
с граничным условием φ(T ) = φ0 для всех компонент вектора φ0, удовлетво-
ряющих условиям (3.1). Функции φ(t) определяется из первого уравнения
системы (3.1) при решении его от терминальной точки φ(T ) = φ0 до линии
переключения

0 = 〈φ(t),X〉 − min
V ∈V(X)

{〈φ(t), [E + Ā(t, V )]X〉+ 〈ψ0(t, V ),X〉} или

G(t,X) = min
V ∈V(X)

〈Āт(t, V )φ(t) + ψ0(t, V ),X〉 = 0.
(3.2)

В задачах импульсного управления существование и единственность реше-
ния квазивариационного неравенства (3.1) играет принципиальную роль [1].
В случае управления МЦ с конечным множеством состояний система нера-
венств (3.1) распадается на конечное число дифференциально-разностных
уравнений соответственно числу состояний. Для каждого значения l = 1, . . .
. . . , N определим функцию переключения Gl(φ, t) : RN × [0, T ] → R

1 так:

Gl(φ, t) = min
V ∈V(el)

{
N∑

k=1

φkĀl,k(t, V ) + ψl
0(t, V )

}
.(3.3)

В силу непрерывности Ā и ψ0 по t функция переключения непрерывна по
паре (φ, t) и определяет для каждого l линию переключения

Swl =
{
(φ, t, l) : Gl(φ, t) = 0

}
.(3.4)

Таким образом, если

φ(t) = {φ1(t), . . . , φN (t)}т,

то элементы φl(t), l = 1, . . . , N, удовлетворяют системе уравнений

dφl(t)

dt
+min

u∈U

{
N∑

k=1

φk(t)Al,k(t, u) + gl0(t, u)

}
= 0, если Gl(φ(t), t) > 0.(3.5)

При решении первого уравнения системы (3.5) в обратном времени с гранич-
ными условиями φ(T ) = φ0 для каждого l = 1, . . . , N, линия переключения
достигается в момент времени {tl : Gl(φ(tl), tl) = 0}. Вследствие условия (3.2)
функция φ остается непрерывной при пересечении линии переключения, од-
нако следующее условие на φ позволяет определить величину импульсного
управления

0 = min
V ∈V(X )

{〈
Āт(t, V )φ(t),X

〉
+

〈
ψ0(t, V ),X

〉}
.(3.6)
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Минимизирующее воздействие в соотношении

V = argmin
V ∈V(X )

{〈
Āт(t, V )φ(t),X

〉
+

〈
ψ0(t, V ),X

〉}
(3.7)

существует, и далее решение системы (3.5) продолжается в обратном вре-
мени до следующего пересечения с линией переключения. Таким образом, в
точке Ti используется импульсное управление Vi, определяемое сотношения-
ми (3.6), (3.7), а функции φ(t) остаются непрерывными. Описанная процедура
определяет решения квазивариационного неравенства (3.1).

3.3. Достаточное условие оптимальности одновременного импульсного
и непрерывного управления

Предл ожени е 1. Пусть:

a) функции φ(t) ∈ R
n определены с помощью процедуры, описанной в подраз-

деле 3.2, и удовлетворяют уравнению
〈
dφ(t)

dt
,X

〉
+ min

u∈U(X)

〈
Aт(t, u)φ(t) + g0(t, u),X

〉
= 0(3.8)

на каждом из подынтервалов [Ti, Ti+1) с терминальным условием φ(T ) =
= φ0;

б) управления u∗(t) на [Ti, Ti+1) выбраны марковскими u∗(t) = u∗(t,Xt) и до-
ставляют минимум правой части соотношения (3.8);

в) моменты приложения импульсных воздействий T ∗
i = t∗(X) выбраны в со-

ответствии с соотношением

min
V ∈V(X)

〈
[Āт(t∗(X), V )]φ(t∗(X)) + ψ0(t

∗(X), V ),X

〉
= 0,(3.9)

а импульсные воздействия V ∗
i выбраны в соответствии с соотношени-

ем (3.7).
Тогда одновременное непрерывное и импульсное управление {u∗(·), T ∗

i , V
∗
i }

оптимально.

Дока з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольное непрерывное и импульсное
управление {u(·),I}, соответствующую траекторию, удовлетворяющую на-
чальному условию Xu,I

t = X, и вычислим величину

ΔJT
t =

〈
φ(T ),Xu,I

T

〉
−
〈
φ(t),X

〉
+

T∫

t

〈
g0(s, u(s)),X

u,I
s

〉
ds+

+
∑

t�Ti�T

〈
ψ0(Ti, Vi),X

u,I
Ti

〉
=
〈
φ(T ),Xu,I

T

〉
−
〈
φ(t),X

〉
+ I1 + I2,

(3.10)
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где φ(t) — решение квазивариационного неравенства (3.1), а Xu,I
t — решение

уравнения (2.7) с начальным условием Xt = X. Тогда, используя формулу
Ито для Xu,I

t , получим соотношение

ΔJT
t =

T∫

t

〈
dφ(s)

ds
,Xu,I

s

〉
ds+ I1 + I2 +

T∫

t

〈
φ(s), dXu,I

s

〉
.

Однако

T∫

t

〈
φ(s), dXu,I

s

〉
=

=

T∫

t

〈
φ(s), A(s, u(s))Xu,I

s

〉
ds+

∑

t�Ti�T

〈
φ(Ti), Ā(Ti, Vi)XTi−

〉
+

T∫

t

φ(s)dW
′
(s).

Далее, для произвольного управления u,I в соответствии с соотношения-
ми (3.8), (3.9) получаем, что

〈
dφ(t)

dt
,Xu,I

〉
+

〈
Aт(t, u)φ(t) + g0(t, u),X

u,I
〉

� 0,(3.11)
〈
φ(Ti), Ā(Ti, Vi)XTi− + ψ0(Ti, Vi),XTi−

〉
� 0.(3.12)

Поскольку интеграл по мартингалу имеет нулевое математическое ожидание,
то, объединяя (3.11) и (3.12), после подстановки в (3.10) для произвольного
управления получаем неравенство

E

⎧
⎨

⎩

〈
φ(T ),Xu,I

T

〉
+

T∫

t

〈
g0(s), u(s)),X

u,I
s

〉
ds +

∑

t�Ti�T

〈
ψ0(Ti, Vi),X

u,I
Ti

〉⎫⎬

⎭ �

�
〈
φ(t),X

〉
.(3.13)

Но при использовании управления, удовлетворяющего условиям оптималь-
ности, в неравенстве (3.13) достигается равенство. Предложение доказано.

3.4. Задачи с ограничениями

Конечно, задачи с ограничениями заслуживают отдельной публикации,
здесь приводится лишь набросок возможного подхода. Предположим, что
задан набор критериев (3.14) и допустимое решение должно удовлетворять
ограничениям

Jk[u(·),I] � 0 для всех k = 1, . . . ,M,
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где

Jk[u(·),I] =

= E

⎧
⎨

⎩

〈
φk,XT

〉
+

T∫

0

〈
gk(s.u(s)),Xs

〉
ds+

∑

τi�T

〈
ψk((τi, Vi),Xτi−

〉⎫⎬

⎭ .
(3.14)

В предположении непустоты множества допустимых траекторий при допуще-
нии расширения множества управлений до множества управлений-мер мож-
но использовать процедуру лагранжевой минимизации, которая применима,
если множество допустимых значений критериев {Jk} ∈ R

M выпукло. Это
свойство, как показано в [25–27], справедливо для задач управления с непре-
рывными управлениями, однако и для задачи одновременного непрерывного
и импульсного управления его можно также установить для расширенного
класса управлений-мер. Довольно длинное доказательство повторяет в ос-
новном рассуждения, приведенные в [25, 26], и будет предметом отдельной
публикации.

4. Примеры с импульсными управлениями

4.1. Детерминированное непрерывное управление

В данной статье рассматривается модель системы обслуживания с расши-
рением, допускающим импульсное управление, с N = 4 состояниями:
• 1 — “нагрузка ниже нормальной”,
• 2 — “нормальная”,
• 3 — “критически высокая, требующая немедленной очистки буфера”,
• 4 — “переполнение, приводящее к остановке обслуживания или требующее

немедленной очистки очереди заявок и снижения нагрузки до нормаль-
ной”.

Допустимые переходы, соответствующие непрерывной динамике:
• 1 → 2, 2 → 3, 3 → 4, которые происходят с интенсивностью λ(t) входного

потока заявок;
• 2 → 1, 3 → 2, 4 → 3, которые происходят с интенсивностью μ(t) ∈ [0, U(Xt)]

обслуживания заявок;
• переходы, соответствующие импульсному управлению, допустимы в со-

стояниях 3, 4 и переводят систему из состояния 3 → 2 и 4 → 2;

• возможны случайные переходы, например при использовании импульсного
управления из состояния 4 → 2 или 4 → 3 с вероятностями p1 и 1 − p1
соответственно.
Состояние 4 является критическим, и время нахождения в нем желатель-

но минимизировать. Цель управления — “поддерживать” систему в состоя-
нии 2, сохраняя при этом время нахождения в состояниях 3, 4 на прием-
лемом уровне. Вектор состояния X ∈ R

4, а матрица интенсивностей пере-
ходов A(t, μ), зависящая от “непрерывного” управления μ, имеет вид (для
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простоты опускаем зависимости от времени t)

A(t, μ) =

⎛

⎜⎝

−λ μ2 0 0
λ −(λ+ μ2) μ3 0
0 λ −(λ+ μ3) μ4

0 0 λ −μ4

⎞

⎟⎠ .

Переменные μ2, μ3, μ4 соответствуют интенсивности обработки требований в
состояниях 2–4 соответственно.

Предложенная в статье модель аналогична как задачам управления уров-
нем воды в водохранилище [19, 31, 32], так и задачам управления потоками
данных в интернете [16, 17]. Данная аналогия не столь искусственна, так как
в обоих случаях увеличение уровня (воды или загрузки) происходит случай-
ным образом за счет дождей или входного потока требований, а уменьшение
уровня — за счет испарения и/или потребления различными потребителями:
промышленностью, сельским хозяйством или населенными пунктами, если
речь идет о воде, или за счет выполнения заданий, если речь идет о системе
обслуживания. В первом случае импульсное управление — это контролируе-
мый слив для избежания переполнения водохранилища, во втором — очистка
буфера заданий для избежания перегрузки. Кроме импульсного управления
используется и “непрерывное”, которое уменьшает уровень в первом случае за
счет снабжения потребителей, а во втором — за счет сокращения числа зада-
ний, ожидающих выполнения. Обе модели имеют определенные особенности,
например интенсивность обслуживания может зависеть от длины очереди, но
и в случае водохранилищ интенсивность снижения уровня за счет испарения
может зависеть от сезонных изменений и текущего уровня.

4.2. Детерминированное импульсное управление

Предполагается возможность использования импульсного управления в
состояниях 3 и 4 с переходами 3 → 2 и 4 → 2.

Матрица перехода, соответствующая применению управления V3, в состоя-
нии 3 в некоторый момент времени τi равна

E + Ā(τi, V3) =

⎛

⎜⎝

1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

⎞

⎟⎠ ,

а матрица, соответствующая применению управления V4, в состоянии 4 в
некоторый момент времени τi равна соответственно

E + Ā(τi, V4) =

⎛

⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎠ .

Если плата за импульсное управление выбрана как

ψ0(t, V ) = (0, 0, 1, 1)т ,(4.1)
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то условие применения импульсного управления в точке Ti как функция
от φ(Ti) в соответствии с (3.2) задается соотношением

0 � 〈φ(Ti), Ā(Ti, Vi)X〉+ 〈ψ0(Ti, Vi),X〉,
которое дает соотношения для значений φ2, φ3, φ4

φ3(Ti) � φ2(Ti) + 1, если X = e3,

φ4(Ti) � φ2(Ti) + 1, если X = e4.
(4.2)

Текущая плата, характеризующая отклонение от “нормального” состояния 2
и плату за обслуживание, равна

g0(t, μ) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1
0 + μ2

2

1 + μ2
3

2 + μ2
4

⎞

⎟⎟⎟⎠ .(4.3)

Здесь μi ∈ [0, U(ei)] для i = 2, 3, 4, что соответствует ограничениям на управ-
ления — интенсивностям обслуживания в соответствующем состоянии.

Таким образом, непрерывная часть системы уравнений (3.1) имеет вид:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dφ1

dt
= −λφ1 + μ2φ2 + 1,

dφ2

dt
= min

μ2∈[0,U(e2)]
[λφ1 − (λ+ μ2)φ2 + μ3φ3 + μ2

2],

dφ3

dt
= min

μ3∈[0,U(e3)]
[λφ2 − (λ+ μ3)φ3 + μ4φ4 + μ2

3 + 1],

dφ4

dt
= min

μ4∈[0,U(e4)]
[λφ3 − μ4φ4 + 2 + μ2

4].

(4.4)

Система (4.4) решается от терминальной точки T с граничным условием (4.1)
и, даже если условие применения импульсного управления выполняется, ее
решение остается непрерывным. Далее при реализации решения если система
находится в состоянии 3 или 4 и условие (4.2) имеет место, то применяется
импульсное управление и система переходит в состояние 2. Поскольку в со-
стоянии 2 импульсное управление недопустимо, то применяется непрерывное
управление до тех пор, пока система не перейдет в состояние 3 или 4 и не
будет выполнено условие применения импульсного управления. Состояние 1
не является недостижимым. Система может оказаться в нем как из-за на-
чальных условий, так и за счет “естественной” динамики.

4.3. Стохастическое импульсное управление

В этом случае после применения импульсного управления возможны пе-
реходы из состояния 4 в состояния 2 и 3 с вероятностями p1 и 1 − p1 со-
ответственно. Предполагаем что остальные параметры не меняются. Тогда
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матрица, соответствующая применению импульсного управления, имеет вид

E + Ā(τi, Vi) =

⎛

⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 p1
0 0 1 1− p1
0 0 0 1

⎞

⎟⎠ .

Условие возможности применения импульсного воздействия имеет вид

φ4(Ti) � p1φ1(Ti) + (1− p1)φ3(Ti) + 1.

Зам е ч а ни е 5. Следует отметить замечательный факт, что функция φ(t)
остается непрерывной в точках применения импульсного управления. Это,
однако, не удивительно, поскольку, как показано в [25–27], компоненты этой
функции совпадают с сопряженными переменными в принципе максимума,
поэтому они не зависят от управления, как и в случае обычной задачи им-
пульсного управления [6–8].

Схожий пример рассматривался в [33].

4.4. Реализация совместного непрерывного и импульсного управления

Необходимо подчеркнуть разницу между системами с непрерывным и дис-
кретным множествами состояний. В первом случае импульсное управление
прилагается, как правило, в начальный момент времени, если система нахо-
дится выше поверхности переключения. Если затем в результате случайно-
го движения система снова приходит на поверхность разрыва, то импульс-
ное управление действует так, чтобы держать систему ниже поверхности пе-
реключения, реализуя так называемое сингулярное управление отталкива-
ния [34]. В этом случае импульсы не разделяются и возникает сингулярное
управление типа Канторовой лестницы. Управления такого типа характерны
для задач импульсного управления стохастическими процессами диффузи-
онного типа. В случае управления цепью Маркова если условие

V(Xτi) = ∅
имеет место, то после скачка мгновенное применение импульсного управле-
ния невозможно и следующее импульсное управление возможно только тогда,
когда система снова попадает в состояние, где

V(Xt−) �= ∅.
Однако если в результате импульсного управления, имеющего случайный или
детерминированный характер, система либо остается на поверхности пере-
ключения, либо попадает в состояние, где снова возможно импульсное управ-
ление, то импульсы могут повторяться до тех пор, пока система не перейдет в
состояние, где импульсное воздействие невозможно. Таким образом возникает
эффект “множественного” импульса (пачки импульсов) [21]. В рассматривае-
мом примере при переходе из состояния 4 в 3 такой эффект возможен, если
в состоянии 3 снова допустимо применение импульса. В этом случае переход
из состояния 4 в 2 происходит в два скачка 4 → 3 → 2, но стоимость тако-
го импульсного воздействия равна суммарной стоимости двух переходов, т.е.
1 + 1 = 2.
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4.5. Примеры нахождения “непрерывных” и импульсных управлений

В качестве иллюстрирующего примера рассмотрим систему с детермини-
рованным импульсным управлением, описанную в подразделе 2.3 с парамет-
рами:
• T = 1;
• терминальные условия, соответствующие “штрафу” за пребывание в со-

стояниях 1–4 в конечный момент времени равны

φ0 = φ(T ) = (2,0; 1,5; 3,5; 5,0)т;(4.5)

• ограничения на управление или скорость обслуживания μmax
2 =U(e2)=0,2,

μmax
3 = U(e3) = 0,4 задаются только для состояний 2 и 3, а состояние 4 со-

ответствует остановке обслуживания, поэтому состояние 4 предполагается
поглощающим.
Таким образом, непрерывная часть системы уравнений (3.1) в этом случае

имеет вид:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dφ1

dt
= −λφ1 + μ2φ2 + 1,

dφ2

dt
= min

μ2∈[0,μmax
2 ]

[λφ1 − (λ+ μ2)φ2 + μ3φ3 + μ2
2],

dφ3

dt
= min

μ3∈[0,μmax
3 ]

[λφ2 − (λ+ μ3)φ3 + μ4φ4 + μ2
3 + 1],

dφ4

dt
= λφ3 + 2.

(4.6)

Решение системы 4.6 в обратном времени для интенсивности потока вход-
ных требований, заданной соотношением

λ(t) = 0,25 cos(2πt) + 0,5,(4.7)

показано на рис. 1.
Линия переключения (3.2) для допустимого импульсного управления вы-

числяется как SW (t) = φ3(t)− φ2(t)− 1 = 0 и приведена на рис. 2. Таким об-
разом, если система находится в состоянии 3 и выполнено условие SW (t) � 0,
то должно использоваться импульсное управление, которое переведет систе-
му в состояние 2. Таким образом, область применения импульсного управле-
ния — это одновременно состояние 3 и временной интервал ≈[0,8; 1, 0].

Заметим, что использование импульсного управления позволяет умень-
шить значение критерия качества, хотя это зависит от вероятности попадания
в состояние 3 на отрезке [0,8; 1,0]. Если это происходит, например, в момент
времени t = 0,8, то значение критерия качества для состояния 3 в момент
окончания процесса t = 1,0 равно φ2(1, 0) + 1≈ 2,5, что меньше, чем без при-
менения импульсного управления, т.е. φ3(1, 0) ≈ 3,5. Однако для вычисления
значения критерия качества при использовании одновременно непрерывно-
го и импульсного управлений необходимо вычислять значение цены зада-
чи с учетом случайного характера применения импульсного управления, что

127



4,5

4,0

3,5

3,0

2,5

2,0

1,5

0 0,2 0,4 0,6 0,8
t

1

3 

4

2

1,0

�(t)

Рис. 1. Решение системы (4.6) в обратном времени с терминальными условия-
ми (4.5). 1 — φ1(t), 2 — φ2(t), 3 — φ3(t), 4 — φ4(t).

0,5

�0,5

0

1,0

�1,0

0,2 0,4 0,6 0,80,80,8
t

1,0

Рис. 2. Линия переключения для импульсного управления в состоянии 3. Об-
ласть, где SW (t) � 0, — это область импульсного управления.

должно быть предметом специальной публикации. Другой важный вопрос,
требующий отдельного рассмотрения, — это вычисление функции распреде-
ления состояний при использовании импульсного управления, что приводит
к необходимости решения прямых уравнений Колмогорова, которые в этом
случае будут уже не обыкновенными дифференциальными уравнениями, а
дискретно-непрерывными со случайными временами переключения.
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5. Заключение

В данной статье развит подход к численному решению задачи стохастиче-
ского управления МЦ с “непрерывными” и импульсными управлениями. Важ-
ной особенностью модели МЦ является более простая процедура определения
условий оптимальности, чем для стохастических систем с непрерывным мно-
жеством состояний. Дальнейшие исследования будут направлены на решение
прикладных задач управления природными ресурсами с использованием мо-
делей МЦ, например для управления водоснабжением [19], распределением
природного газа [20], управлением передачей данных через телекоммуника-
ционные сети с нестабильными характеристиками и, в частности, для связи
и передачи данных с беспилотными летательными аппаратами [30, 35].
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Рассматривается мультиагентная система, в которой каждый из аген-
тов описывается дискретной линейной моделью, учитывающей как внеш-
ние случайные возмущения, действующие на объект, так и шумы в изме-
рениях. Предлагаются сетевые версии управления с итеративным обуче-
нием на основе минимизации отклонений от эталонной модели и на основе
теории стохастической устойчивости повторяющихся процессов с приме-
нением дивергентного метода векторной функции Ляпунова. Эти версии
сравниваются на примере управления группой манипуляторов.
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1. Введение

Идея управления с итеративным обучением (УИО) впервые была сфор-
мулирована в патенте США [1] с приоритетом от 1967 г., затем концепция
такого управления была изложена в журнале [2] на японском языке. В силу
ограниченной доступности [1, 2] результаты этих работ не были востребова-
ны, пока не появилась серия статей [3–5], вызвавшая широкий интерес как
теоретиков, так и практиков. К настоящему времени по различным вопросам
УИО опубликовано большое количество работ, из которых в первую очередь
можно рекомендовать обзорные статьи [6–8] и монографию [9]. Управление
с итеративным обучением стало важным направлением интеллектуального
управления, и оно широко используется во многих практических приложени-
ях, в первую очередь в робототехнике [10–13].

Обзор результатов по стохастическому управлению с итеративным обу-
чением представлен в [14, 15]. Классическая стохастическая модель обыч-
но включает случайные возмущения, действующие на объект, и шумы из-
мерений. Эти факторы снижают точность процесса итеративного обучения.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №19-08-00528_a).
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Несмотря на очевидную важность задачи стохастического УИО в рамках ука-
занной классической модели, ей посвящено небольшое число работ. В обзо-
ре [14] 2014 г. процитировано 104 работы, из которых 17 относятся к класси-
ческому направлению, 9 работ связано с исследованием управления с итера-
тивным обучением в условиях случайной потери информационных пакетов в
канале связи между измеряемым выходом и входом, остальные цитируемые
работы не содержат стохастических постановок и носят вводный характер.
В обзоре [15] 2018 г. дополнительно процитировано 25 новых публикаций, из
которых стохастические задачи рассматриваются в 19 работах, где в основ-
ном исследуются уже упомянутые задачи в условиях потери информацион-
ных пакетов (random packet losses, data dropouts).

Анализ этих обзоров и самостоятельный анализ литературы показал, что
конструктивные методы синтеза стохастического управления с итеративным
обучением в рамках классической постановки предложены в [16–22] для ли-
нейных систем с дискретным временем, другие работы учитывают только
дополнительные к классической постановке случайные факторы, что никак
не заменяет и не исключает развитие классического направления. В [16–21]
предложены алгоритмы двух типов. В [16, 17] предложен так называемый
алгоритм D-типа, использующий для построения алгоритма управления с
итеративным обучением аналог производной ошибки обучения, в [18] допол-
нительно предложен алгоритм P-типа, непосредственно использующий ошиб-
ку обучения, этот алгоритм затем был расширен и усовершенствован в [19],
в [20, 21] рассмотрены некоторые специальные вопросы, связанные со сходи-
мостью и оптимизацией этих алгоритмов.

Анализ алгоритмов [16–18], проведенный в [23], показал, что они обладают
следующими недостатками:

— алгоритм УИО не использует фильтрацию измеряемого сигнала, что
приводит к большим значениям дисперсии ошибки обучения, более того, в
алгоритмах D-типа, использующих аналог производной зашумленного сигна-
ла, происходит дополнительное увеличение этой дисперсии, а также другие
негативные эффекты;

— при малых значениях дисперсий начального состояния процесс обучения
сходится недопустимо медленно;

— алгоритм обладает чрезмерной вычислительной сложностью.
В [23] предложен новый алгоритм УИО, на основе метода векторных функций
Ляпунова и теории диссипативности повторяющихся процессов, использую-
щий оценки состояния, получаемые с помощью фильтра Калмана. В этом
алгоритме удалось устранить указанные недостатки. В [22] для дискретных
линейных систем с постоянными параметрами предложен алгоритм на осно-
ве совместного применения метода супервектора [9] и фильтра Калмана. За
счет фильтрации в нем частично устранен первый из перечисленных недо-
статков. Однако метод супервектора существенно повышает размерность вы-
числительных соотношений относительно размерности системы и поэтому со-
храняется последний из перечисленных недостатков.

В классе непрерывных моделей, которыми, как правило, описываются ис-
ходные объекты управления, задача стохастического управления с итератив-
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ным обучением, как это следует из обзоров [14, 15] и самостоятельного ана-
лиза публикаций, в литературе не рассматривалась.

В настоящее время существенное внимание уделяется задачам, в которых
УИО группой объектов осуществляется через некоторую информационную
сеть [24–30]. Задача стохастического УИО в сетевой постановке рассматри-
валась лишь с учетом потерь пакетов при информационном обмене. Таких
работ относительно немного. Укажем недавние [31–35] и списки литературы
в них. Существенно, что шумы, действующие на объект, и шумы измерений
при этом не учитывались.

В данной работе рассматривается мультиагентная система, в которой каж-
дый из агентов описывается дискретной линейной моделью, учитывающей
как внешние случайные возмущения, действующие на объект, так и шумы
в измерениях. Предлагаются сетевые версии УИО на основе подхода, раз-
работанного в [16], и подхода, разработанного в [23, 30]. Эти версии затем
сравниваются на примере управления группой манипуляторов.

2. Сетевое управление с итеративным обучением
на основе минимизации отклонений от эталонной модели

2.1. Описание сетевой системы и постановка задачи

Рассмотрим группу из N динамических систем (агентов). Каждая систе-
ма функционирует в повторяющемся режиме с одним и тем же постоянным
периодом повторения T, всякий раз возвращаясь в начальное состояние. Ди-
намика i -го агента на k -м повторении описывается следующей дискретной
моделью в пространстве состояний:

x
(i)
k (t+ 1) = Ax

(i)
k (t) +Bu

(i)
k (t) + w

(i)
k (t) ,

y
(i)
k (t) = Cx

(i)
k (t) ,

y
(i)
v,k (t) = y

(i)
k (t) + v

(i)
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где x
(i)
k (t) ∈ R

nx — вектор состояния, u
(i)
k (t) ∈ R

nu — вектор управления,
w

(i)
k (t) ∈ R

nx — вектор возмущений, действующих на объект, y(i)k (t) ∈ R
ny —

вектор выходных переменных (вектор профиля повторения), недоступный
наблюдению, y(i)v,k (t) ∈ R

ny — вектор наблюдаемых (измеряемых) выходных

переменных, v(i)k (t) ∈ R
ny — вектор шумов измерений, A, B, C — постоянные

матрицы соответствующих размерностей. Граничные условия x
(i)
k (0) и u

(i)
0 (t)

будем считать известными для каждого агента.
Предполагается, что возмущения, действующие на объект w
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k (t), и шу-

мы измерений v
(i)
k (t) представляют собой независимые гауссовские белые
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является неотрицательно определенной, а ковариа-

ционная матрица S
(i)
v = E

[
v
(i)
k (t) v

(i)
k (t)T

]
— положительно определенной, где
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E — оператор математического ожидания, шумы v
(i)
k (t) и w

(i)
k (t) независимы.

Кроме того, для любых двух различных агентов i и j E
[
w

(i)
k (t)w

(j)
k (t)T

]
= 0,

E
[
v
(i)
k (t) v

(j)
k (t)T

]
= 0, E

[
w

(i)
k (t) v

(j)
k (t)T

]
= 0 и E

[
v
(i)
k (t)w

(j)
k (t)T

]
= 0. Свя-

зи между агентами представим в виде направленного графа G = (V, E), где
V = {1, . . . , N} — вершины этого графа, E ⊆ V × V — его ребра. Возможность
получения агентом j информации от i -го агента задается ребром, направлен-
ным от вершины i к j и обозначаемым упорядоченной парой (i, j) ∈ E . Множе-
ство соседних вершин i-го агента обозначим как Ni = {j ∈ V|(j, i) ∈ E}. Эле-
менты матрицы смежности D (G) = [dij ] ∈ RN×N задаются следующим об-
разом: dij > 0, если (j, i) ∈ E , dij = 0 в противном случае, dii = 0. Значения
ненулевых dij в общем случае различные и отражают значимость тех или
иных связей. В простейшем случае они равны единице. Матрица Лапласа
графа G задается выражением [36]

L (G) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

N∑
j=1

d1j −d12 · · · −d1N

−d21
N∑
j=1

d2j · · · −d2N

...
...

. . .
...

−dN1 −dN2 · · ·
N∑
j=1

dNj

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Обозначим желаемую траекторию как yref (t) и введем вектор отклонения
измеренного выходного сигнала i -го агента на k -м повторении от желаемой
траектории (далее вектор ошибки обучения)

e
(i)
v,k (t) = yref (t)− y

(i)
v,k (t) .

В рамках задачи сетевого управления агента, имеющего доступ к желаемой
траектории yref (t), будем называть лидером, а остальных — ведомыми систе-
мами. Возможность получения агентами информации о желаемой траектории
задается матрицей

G = diag [gi] , i = 1, . . . , N,

где gi = 1, если информация о желаемой траектории доступна i -му агенту,
gi = 0 в противном случае. Запишем уравнения (2.1) в компактном виде. Для
этого введем расширенные векторы

xk(t) =
[
x
(1)
k (t)T . . . x

(N)
k (t)T

]T
, uk(t) =

[
u
(1)
k (t)T . . . u

(N)
k (t)T

]T
,

wk(t) =
[
w

(1)
k (t)T . . . w

(N)
k (t)T

]T
, yk(t) =

[
y
(1)
k (t)T . . . y

(N)
k (t)T

]T
,

yv,k(t) =
[
y
(1)
v,k(t)

T . . . y
(N)
v,k (t)T

]T
, vk(t) =

[
v
(1)
k (t)T . . . v

(N)
k (t)T

]T
,
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тогда система (2.1) примет вид

xk (t+ 1) = ANxk (t) +BNuk (t) +wk (t) ,

yk (t) = CNxk (t) ,

yv,k (t) = yk (t) + vk (t) ,

t ∈ [0, T ] , k = 0, 1, 2, . . . ,

где AN = IN ⊗A, BN = IN ⊗B, CN = IN ⊗ C. Граничные условия задаются
соотношениями

xk(0) =
[
x
(1)
k (0)T . . . x

(N)
k (0)T

]T
, u0(t) =

[
u
(1)
0 (t)T . . . u

(N)
0 (t)T

]T
.

Протокол, следуя [16], будем формировать в виде

u
(i)
k+1 (t) = u

(i)
k (t) +K1,k (t) gi

[
e
(i)
v,k (t+ 1)− e

(i)
v,k (t)

]
+

+K2,k (t)
∑

j∈Ni

dij

[(
e
(i)
v,k (t+ 1)− e

(i)
v,k (t)

)
−
(
e
(j)
v,k (t+ 1)− e

(j)
v,k (t)

)]
,

(2.2)

где K1,k (t) и K2,k (t) — матрицы усиления, gi — диагональные элементы мат-
рицы G, dij — элементы матрицы смежности D. Введем расширенный вектор
ошибки обучения измеренного выходного сигнала

ev,k (t) =
[
e
(1)
v,k (t)

T . . . e
(N)
v,k (t)T

]T
,

тогда протокол (2.2) будет иметь вид

uk+1 (t) = uk (t) + K̄k (t) (ev,k (t+ 1)− ev,k (t)) ,

где K̄k (t) = G⊗K1,k (t) + L⊗K2,k (t). Следуя [16], предположим, что желае-
мая траектория yref (t) является выходным сигналом системы вида

xref (t+ 1) = Axref (t) +Buref (t) ,

yref (t) = Cxref (t) , t ∈ [0, T ]
(2.3)

и для любой желаемой траектории и соответствующего начального усло-
вия xref (0) существует единственное управление uref (t) , генерирующее эту
траекторию, т.е. желаемая траектория однозначно реализуема. При сделан-
ном предположении задача сводится к нахождению управления (2.2), кото-
рое минимизирует дисперсии отклонения переменных состояния и управле-
ния агентов от переменных xref и uref соответственно. Систему (2.3) можно,
таким образом, рассматривать как эталонную модель.
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2.2. Решение задачи

Введем векторы ошибок состояния и управления i -го агента на k -й итера-
ции относительно эталонной модели (2.3):

δx
(i)
k (t) = xref (t)− x

(i)
k (t) , δu

(i)
k (t) = uref (t)− u

(i)
k (t) .(2.4)

Ковариационные матрицы векторов ошибок состояния и управления i -го и
j -го агентов запишутся в виде

P
(i,j)
x,k (t) = E

[
δx

(i)
k (t) δx

(j)
k (t)T

]
, P

(i,j)
u,k (t) = E

[
δu

(i)
k (t) δu

(j)
k (t)T

]
.(2.5)

Соотношение (2.4) также запишем в компактном виде с использованием рас-
ширенных векторов ошибок состояния и управления:

δxk (t) = xref,N (t)− xk (t) , δuk (t) = uref,N (t)− uk (t) ,

где

δxk (t) =
[
δx

(1)
k (t)T . . . δx

(N)
k (t)T

]T
,

δuk (t) =
[
δu

(1)
k (t)T . . . δu

(N)
k (t)T

]T
,

xref,N (t) = JN,1 ⊗ xref (t) , uref,N (t) = JN,1 ⊗ uref (t) ,

где JN,1 — вектор столбец из единиц. Начальные ошибки даются выраже-
ниями

δxk (0) =
[
δx

(1)
k (0)T. . . δx

(N)
k (0)T

]T
,

δu0 (t) =
[
δu

(1)
0 (t)T. . . δu

(N)
0 (t)T

]T
.

Представим ковариационные матрицы (2.5) в блочной форме:

Px,k (t) =

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
x,k (t) · · · P

(1,N)
x,k (t)

...
. . .

...
P

(N,1)
x,k (t) · · · P

(N,N)
x,k (t)

⎤

⎥⎥⎦ ,

Pu,k (t) =

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
u,k (t) · · · P

(1,N)
u,k (t)

...
. . .

...
P

(N,1)
u,k (t) · · · P

(N,N)
u,k (t)

⎤

⎥⎥⎦ .

Поскольку в силу принятых допущений начальная ошибка состояния δx
(i)
k (0)

и начальная ошибка управления δu
(i)
0 (t) являются гауссовскими белыми шу-

мами с нулевыми математическими ожиданиями, причем ковариационная
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матрица S
(i)
w = E

[
w

(i)
k (t)w

(i)
k (t)T

]
является неотрицательно определенной,

а ковариационная матрица S
(i)
v = E

[
v
(i)
k (t) v

(i)
k (t)T

]
— положительно опре-

деленной, то P
(i,i)
x,k (0) = Ek

[
δx

(i)
k (0) δx

(i)
k (0)T

]
— неотрицательно определен-

ная матрица, а P
(i,i)
u,0 (t) = E

[
δu

(i)
0 (t) δu

(i)
0 (t)T

]
— положительно определенная

матрица. Кроме того, δx(i)k (0) не коррелирована с δu(i)0 (t) , w(i)
k (0) и v

(i)
k (0). Для

двух различных агентов i и j δx
(i)
k (0) и δu

(i)
0 (t) не коррелированы с δx

(j)
k (0),

δu
(j)
0 (t), w

(j)
k (0) и v

(j)
k (0). В соответствии с этим ковариационные матрицы

расширенных векторов запишутся в виде

Sw = E
[
wk (t)wk (t)

T
]
=

⎡

⎢⎣
S
(1)
w · · · 0
...

. . .
...

0 · · · S
(N)
w

⎤

⎥⎦ ,

Sv = E
[
vk (t) vk (t)

T
]
=

⎡

⎢⎣
S
(1)
v · · · 0
...

. . .
...

0 · · · S
(N)
v

⎤

⎥⎦ ,

Px,k (0) = Ek

[
δxk (0) δxk (0)

T
]
=

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
x,k (0) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · P

(N,N)
x,k (0)

⎤

⎥⎥⎦ ,

Pu,0 (t) = E
[
δu0 (t) δu0 (t)

T
]
=

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
u,0 (t) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · P

(N,N)
u,0 (t)

⎤

⎥⎥⎦ .

Отметим также, что δxk (0) не коррелирована с δu0 (t), wk (0) и vk (0). Ошиб-
ка вектора состояния в момент t + 1 и ошибка управления на шаге k + 1
соответственно определятся соотношениями

δxk (t+ 1) = ANδxk (t) +BNδuk (t)− wk (t) ,(2.6)

δuk+1 (t) =
(
I − K̄k (t)CNBN

)
δuk + K̄k (t) (CN − CNAN ) δxk (t)+

+ K̄k (t) (CNwk (t) + vk (t+ 1)− vk (t)) .
(2.7)

Соотношения (2.6) и (2.7) можно объединить в виде двумерной модели Ро-
ессера [37]
[

δuk+1 (t)
δxk (t+ 1)

]
=

[
I − K̄k (t)CNBN K̄k (t) (CN − CNAN )

BN AN

] [
δuk (t)
δxk (t)

]
+

+

[
K̄k (t)CN K̄k (t)

−I 0

] [
wk (t)

vk (t+ 1)− vk (t)

]
.(2.8)
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Обозначим:

X+ =

[
δuk+1 (t)
δxk (t+ 1)

]
, X =

[
δuk (t)
δxk (t)

]
, Z =

[
wk (t)

vk (t+ 1)− vk (t)

]
,

Φ =

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

]
=

[
I − K̄k (t)CNBN K̄k (t) (CN − CNAN )

BN AN

]
,

Γ =

[
K̄k (t)CN K̄k (t)

−I 0

]
.

Запишем (2.8) в компактном виде

X+ = ΦX + ΓZ.

Kовариационная матрица ошибки отклонения от эталонной модели P+ =
= E

[
X+X+T

]
запишется в виде

P+ = E
[
(ΦX + ΓZ) (ΦX + ΓZ)T

]
=

= ΦE
[
XXT

]
ΦT +ΦE

[
XZT

]
ΓT + ΓE

[
ZXT

]
ΦT + ΓE

[
ZZT

]
ΓT.

(2.9)

Дисперсия ошибки отклонения от эталонной модели представляет собой
след P+. Поэтому матрицы усиления K1,k (t) и K2,k (t) будем искать из
условия минимизации следа матрицы P+. Поскольку начальное состоя-
ние ошибки δxk (0) не коррелировано с возмущениями wk (t) и vk (t) , то
E
[
δuk (t)wk (t)

T
]
= 0 и E

[
δxk (t) (vk (t+ 1)− vk (t))

T
]
= 0. Таким образом,

E
[
XZT

]
= E

[
ZXT

]
= 0. Тогда

P+ = ΦE
[
XXT

]
ΦT + ΓE

[
ZZT

]
ΓT,(2.10)

где

E
[
XXT

]
=

[
Pu,k (t) Pux,k (t)

Pux,k (t)
T Px,k (t)

]
= P, E

[
ZZT

]
=

[
Sw 0
0 2Sv

]
.

В [16] для случая одного агента было доказано, что Pux,k (t) = 0. Это свой-
ство остается справедливым в рассматриваемом случае и доказывается по
аналогии с [16]. Выразим слагаемые в правой части (2.10) в виде

ΦE
[
XXT

]
ΦT =

=

[
Φ11Pu,k (t)Φ

T
11 +Φ12Px,k (t)Φ

T
12 Φ11Pu,k (t) Φ

T
21 +Φ12Px,k (t)Φ

T
22

Φ21Pu,k (t)Φ
T
11 +Φ22Px,k (t)Φ

T
12 Φ21Pu,k (t) Φ

T
21 +Φ22Px,k (t)Φ

T
22

]
,

ΓE
[
ZZT

]
ΓT =

[
K̄k (t)

(
CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t)

T −K̄k (t)CNSw

−SwC
T
NK̄k (t)

T Sw

]
.
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C учетом этих соотношений след матрицы P+ можно записать как

tr[P+] = tr
[
Φ11Pu,k (t)Φ

T
11 +Φ12Px,k (t)Φ

T
12 +Φ21Pu,k (t)Φ

T
21 +

+Φ22Px,k (t)Φ
T
22+ K̄k (t)CNSwC

T
NK̄k (t)

T+2K̄k (t)SvK̄k (t)
T+Sw

]
=

= tr
[ (

I − K̄k (t)CNBN

)
Pu,k (t)

(
I − K̄k (t)CNBN

)T
+

+ K̄k (t) (CN − CNAN )Px,k (t) (CN − CNAN )T K̄k (t)
T+

+ K̄k (t)
(
CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t) +BNPu,kB

T
N +ANPx,kA

T
N + Sw

]
.

(2.11)

Матрицы усиления K1,k (t) и K2,k (t), минимизирующие след P+, опреде-
лятся соотношением

Kk (t) =
[
K1,k (t) K2,k (t)

]
= Hk (t)Mk (t)

−1 ,(2.12)

где

Mk (t) =

[
M11,k (t) M12,k (t)

MT
12,k (t) M22,k (t)

]
, Hk (t) =

[
H1,k (t) H2,k (t)

]
,

M11,k (t) =

N∑

i=1

g2iCBP
(i,i)
u,k (t)BTCT +

+
N∑

i=1

g2i (C − CA)P
(i,i)
x,k (t) (C −CA)T +

N∑

i=1

g2i

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
,

M12,k (t) =

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(i,j)
u,k (t)BTCT +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

gilij(C−CA)P
(i,j)
x,k (t)(C−CA)T+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
,

M21,k (t) = MT
12,k (t) =

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(j,i)
u,k (t)BTCT +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

gilij(C−CA)P
(j,i)
x,k (t)(C−CA)T+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
,

M22 (t) =
N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij limCBP
(m,j)
u,k (t)BTCT +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij lim (C − CA)P
(m,j)
x,k (t) (C − CA)T +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

l2ij

(
CS(j)

w CT + 2S(j)
v

)
,

(2.13)
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H1,k (t) =
N∑

i=1

giP
(i,i)
u,k (t)BTCT, H2,k (t) =

N∑

i=1

N∑

j=1

lijP
(i,j)
u,k (t)BTCT.

Детали вычислений даны в Приложении.
Ковариационные матрицы ошибок вектора состояния и вектора входных

переменных определятся соотношениями:

Px,k (t+ 1) = E
[
δxk (t+ 1) δxk (t+ 1)T

]
=

= ANPx,k (t)A
T
N +BNPu,k (t)B

T
N + Sw,

Pu,k+1 (t) = E
[
δuk+1 (t) δuk+1 (t)

T
]
=

=
(
I − K̄k (t)CNBN

)
Pu,k (t)

(
I − K̄k (t)CNBN

)T
+

+ K̄k (t)
(
(CN − CNAN )Px,k (t) (CN − CNAN )T + CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t)

T .

Таким образом, если yref (t), u0 (t), xk (0), Pu,0 (t), Px,k (0), Sw и Sv известны
и задано время функционирования системы, определяемое продолжительно-
стью одного повторения T и числом повторений kfin, сетевой алгоритм на
основе минимизации отклонений от эталонной модели можно представить в
следующем виде.

Алг о ри тм 1.
1. Задать k = 0.
2. Для t ∈ [0, T ] вычислить:

xk (t+ 1) = ANxk (t) +BNuk (t) +wk (t) ,

yv,k (t) = CNxk (t) + vk (t) ,

ev,k (t) = yref,N (t)− yv,k (t) ,

Px,k (t+ 1) = ANPx,k (t)A
T
N +BNPu,k (t)B

T
N + Sw,

Kk (t) = Hk (t)Mk (t)
−1 ,

yv,k (t+ 1) = CNxk (t+ 1) + vk (t+ 1) ,

ev,k (t+ 1) = yref,N (t+ 1)− yv,k (t+ 1) ,

uk+1 (t) = uk (t) + K̄k (t) (ev,k (t+ 1)− ev,k (t)) ,

Pu,k+1 (t) =
(
I − K̄k (t)CNBN

)
Pu,k (t)

(
I − K̄k (t)CNBN

)T
+

+ K̄k (t)
(
(CN − CNAN )Px,k (t) (CN − CNAN )T + CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t)

T .

3. Увеличить k на единицу.
4. Если k<kfin, то вернуться к шагу 2, иначе вычисления закончить.

Сходимость алгоритма доказывается по аналогии с [16] и в данной работе в
силу ограниченного объема не приводится.
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3. Сетевое управление с итеративным обучением на основе
дивергентного метода векторной функции Ляпунова

Как можно было заметить, сетевой алгоритм полученный в предыдущем
разделе, обладает следующими недостатками. Во-первых, в данном алгорит-
ме в вычислениях непосредственно используются сигналы, измеряемые с шу-
мами без применения фильтра, во-вторых, в протоколе (2.2) используется
дискретный аналог производной от ошибки обучения, что, как известно, при-
водит к эффекту усиления возмущений. В данном разделе приведем подход
к УИО стохастическими сетевыми системами, основанный на дивергентном
методе векторной функции Ляпунова, в котором попытаемся устранить ука-
занные недостатки.

3.1. Постановка задачи

Постановка задачи предполагает непосредственное использование желае-
мой траектории без рассмотрения вспомогательной системы (2.3). Введем в
рассмотрение ошибку обучения i -го агента относительно желаемой траекто-
рии:

e
(i)
k (t) = yref (t)− y

(i)
k (t) .

Задача заключается в нахождении управления (протокола) u(i)k (t), обеспечи-
вающего для всех значений t ∈ T сходимость ошибки обучения:

lim
k→∞

E||e(i)k+1 (t) || = e∞,(3.1)

при этом величина под знаком предела в левой части (3.1) должна убы-
вать при k → ∞ не медленнее некоторой убывающей геометрической про-
грессии и, кроме того, lim

k→∞
E||u(i)k (t)− u∞ (t) || = 0, а lim

k→∞
E[||e(i)k (t) ||2] и

lim
k→∞

E[||u(i)k (t)− u∞ (t) ||2] ограничены. Здесь u∞ (t) — ограниченная перемен-
ная, часто называемая обученным управлением, e∞ — ограниченная величи-
на, характеризующая предельное среднее значение ошибки обучения. Прото-
кол для системы (2.1) будем формировать в виде

u
(i)
k+1 (t) = u

(i)
k (t) + Δu

(i)
k+1 (t) ,(3.2)

где Δu
(i)
k+1 (t) — корректирующая добавка к управлению i -й системы на

k -й итерации, которую зададим соотношением

Δu
(i)
k+1 (t) = K1

[
x̂
(i)
k+1 (t)− x̂

(i)
k (t)

]
+

+K2

⎡

⎣
∑

j∈Ni

dij

(
ŷ
(j)
k (t+1)− ŷ

(i)
k (t+1)

)
+gi

(
yref(t+1)− ŷ

(i)
k (t+1)

)
⎤

⎦,
(3.3)
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где K1 и K2 — матрицы протокола, а x̂
(i)
k (t) и ŷ

(i)
k (t) — соответственно оценка

вектора состояния и оценка выходного сигнала i -го агента, полученные c
помощью фильтра Калмана

x̂
(i)
k (t+ 1) = Ax̂

(i)
k (t) +Bu

(i)
k (t) + F (i)

[
y
(i)
v,k (t)− Cx̂

(i)
k (t)

]
,

ŷ
(i)
k (t) = Cx̂

(i)
k (t) , x̂k(0) = Fy

(i)
v,k(0),

где F (i) = AS(i)CT
[
CS(i)CT + S

(i)
v

]−1
, а S(i) является решением алгебраиче-

ского уравнения Риккати

S(i) = AS(i)AT −AS(i)CT
[
CS(i)CT + S(i)

v

]−1
CS(i)AT + S(i)

w .

Ошибка оценивания определяется выражением

x̃
(i)
k (t) = x

(i)
k (t)− x̂

(i)
k (t) .

Зам е ч а ни е 1. В отличие от управления с обратной связью для управ-
ления с итеративным обучением синтезу подлежит корректирующая поправ-
ка Δuk+1(t), которая может синтезироваться как обычное управление с об-
ратной связью для вводимой в рассмотрение вспомогательной 2D-системы от-
носительно приращений переменных. Этот подход будет использован далее.
В связи с этим возникает естественный вопрос о непосредственном построе-
нии управления с обратной связью, решающего поставленную задачу, кото-
рый обсуждался в [6] и более детально в [38–40]. Управления, формируемые
по протоколам (3.2), (3.3), и (2.2) относится к так называемым непричинным
управлениям, характерным признаком которых является то, что uk+1(p) за-
висит от ek(h) или êk(h), где h > p. Непричинные законы управления с упре-
ждением реагируют на повторяющиеся помехи. За исключением особых слу-
чаев, не существует эквивалентного регулятора с обратной связью, который
может обеспечить такое же качество управления, как и непричинное управ-
ление с итеративным обучением, поскольку управление с обратной связью
реагирует на текущие ошибки и не обладает свойством упреждения. Очевид-
ным недостатком управления, формируемого по протоколу (2.2), является то,
что в нем используются приращения выходного сигнала c шумом измерения.
Это приводит к дополнительному увеличению дисперсии ошибки обучения,
что убедительно подтверждает приводимый далее пример.

3.2. Построение 2D-модели

Введем вспомогательные переменные, имеющие смысл приращений оцен-
ки и ошибки оценивания за один шаг по переменной k,

η̂
(i)
k+1 (t+ 1) = x̂

(i)
k+1 (t)− x̂

(i)
k (t) , η̃

(i)
k+1 (t+ 1) = x̃

(i)
k+1 (t)− x̃

(i)
k (t)(3.4)

и ошибку обучения относительно оценки выходного сигнала

ê
(i)
k (t) = yref (t)− ŷ

(i)
k (t) .(3.5)

143



Перепишем (3.4) и (3.5) следующим образом:

η̃
(i)
k+1(t+1) = (A−F (i)C)η̃

(i)
k+1(t)+Δw

(i)
k+1(t−1)−F (i)Δv

(i)
k+1(t−1),

η̂
(i)
k+1 (t+ 1) = F (i)Cη̃

(i)
k+1 (t) +Aη̂

(i)
k+1 (t) +BΔu

(i)
k+1 (t− 1) +

+ F (i)Δv
(i)
k+1 (t− 1) ,

ê
(i)
k+1 (t) = −CF (i)Cη̃

(i)
k+1 (t)− CAη̂

(i)
k+1 (t) + ê

(i)
k (t)−

− CBΔu
(i)
k+1 (t− 1)− CF (i)Δv

(i)
k+1 (t− 1) ,

(3.6)

где

Δw
(i)
k+1(t− 1)=w

(i)
k+1(t−1)−w

(i)
k (t−1), Δv

(i)
k+1(t−1)= v

(i)
k+1(t−1)−v

(i)
k (t−1).

Обозначим

η̄
(i)
k+1(t) =

[
η̃
(i)
k+1(t)

T η̂
(i)
k+1(t)

T
]T

, ū
(i)
k+1(t) = Δu

(i)
k+1(t− 1),

w̄
(i)
k+1(t) =

[
Δw

(i)
k+1(t− 1)T Δv

(i)
k+1(t− 1)T

]T
,

и запишем (3.6) в стандартной форме дискретного повторяющегося процесса,
представляющего собой одну из разновидностей 2D-моделей [37]:

η̄
(i)
k+1(t+ 1) = A

(i)
11 η̄

(i)
k+1(t) +A12ê

(i)
k (t) +B1ū

(i)
k+1(t) +D

(i)
1 w̄

(i)
k+1(t),

ê
(i)
k+1(t) = A

(i)
21 η̄

(i)
k+1(t) +A22ê

(i)
k (t) +B2ū

(i)
k+1(t) +D

(i)
2 w̄

(i)
k+1(t),

(3.7)

где A
(i)
11 =

[
A− F (i)C 0

F (i)C A

]
, B1 =

[
0
B

]
, D(i)

1 =

[
I −F (i)

0 F (i)

]
, A12 =0, A22 = I,

A
(i)
21 = [−CF (i)C −CA], B2 = −CB, D(i)

2 = [0 − CF (i)].

Выразим корректирующую поправку (3.3) в момент t− 1 в терминах пе-
ременных η̂

(i)
k+1 (t) и ê

(i)
k (t):

Δu
(i)
k+1(t− 1) = K1η̂

(i)
k+1(t) +K2

⎡

⎣
∑

j∈Ni

dij

(
ê
(i)
k (t)− ê

(j)
k (t)

)
+ giê

(i)
k (t)

⎤

⎦ .(3.8)

Тогда, вводя расширенные векторы

η̄k (t) =
[
η̄
(1)
k (t)T . . . η̄

(N)
k (t)T

]T
,

êk (t) =
[
ê
(1)
k (t)T . . . ê

(N)
k (t)T

]T
,

w̄k (t) =
[
w̄

(1)
k (t)T . . . w̄

(N)
k (t)T

]T
,
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окончательно запишем сетевую 2D-модель в виде

η̄k+1 (t+ 1) = Φ11η̄k+1 (t) + Φ12êk (t) +D1w̄k+1 (t) ,

êk+1 (t) = Φ21η̄k+1 (t) + Φ22êk (t) +D2w̄k+1 (t) ,
(3.9)

где Φ11 = diag[(A
(1)
11 + B1K1H) . . . (A

(N)
11 + B1K1H)], Φ12 = (L+G) ⊗ BK2 ,

Φ21 = diag[(A
(1)
21 +B2K1H) . . . (A

(N)
21 +B2K1H)], Φ22 = IN⊗Ir−(L+G)⊗CBK2,

D1 = diag[D
(1)
1 . . . D

(N)
1 ], D2 = diag[D

(1)
2 . . . D

(N)
2 ], H = [0 I].

3.3. Решение задачи

Для решения воспользуемся дивергентным методом векторных функций
Ляпунова [23]. Введем следующее определение устойчивости.

Опр е д е л е н и е 1. Дискретный повторяющийся процесс (3.9) называет-
ся устойчивым по второму моменту вдоль повторений, если для всех t ∈
∈ [0, T ]

lim
k→∞

E
[||η̄k(t)||2 + ||êk(t)||2

]
� Λ < ∞,(3.10)

где Λ не зависит от T .

Введем в рассмотрение векторную функцию Ляпунова

V (ξ, ε) =

[
V1(ξ)

V2(ε)

]
, ξ ∈ R

2nx , ε ∈ R
ny ,(3.11)

где V1(ξ) > 0, ξ �= 0, V2(ε) > 0, ε �= 0, V1(0) = 0, V2(0) = 0.

Стохастический аналог дивергенции этой функции вдоль траекторий си-
стемы (3.9) запишется в виде

DV (ξ, ε) = E[V1(η̄k+1(t+ 1))|η̄k+1(t) = ξ, êk(t) = ε]− V1(ξ)

+ E[V2(êk+1(t))|η̄k+1(t) = ξ, êk(p) = ε]− V2(ε).

Справедливо следующее утверждение.

Те ор ем а 1 [23]. Предположим что существуют функция V (ξ, ε) ви-
да (3.11) и положительные постоянные c1, c2, c3 и λ, удовлетворяющие сле-
дующим неравенствам вдоль траекторий системы (3.9):

c1||ξ||2 � V1(ξ) � c2||ξ||2,
c1||ε||2 � V2(ε) � c2||ε||2,

DV (ξ, ε) � λ− c3(||ξ||2 + ||ε||2).
Тогда повторяющийся процесс (3.9) является устойчивым по второму мо-
менту вдоль повторений. При этом величина под знаком предела в левой
части (3.10) убывает при k → ∞ не медленнее некоторой убывающей гео-
метрической прогрессии.
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В силу очевидного соотношения (E[||êk(t)||])2 � E[||êk(t)||2] и того факта,
что по определению e

(i)
k (t) = ê

(i)
k (t) + Cx̃

(i)
k (t), при условиях теоремы 1 будет

выполнено условие сходимости ошибки обучения (3.1), и задача сводится к
построению векторной функции Ляпунова (3.11). Поскольку система (3.9)
линейна, подходящим может служить выбор компонент этой функции в виде
квадратичных форм

V1 (η̄k+1 (t)) = η̄Tk+1 (t) P̄1η̄k+1 (t) , V2 (êk (t)) = êTk (t) P̄2êk (t) ,(3.12)

где P̄1 = IN ⊗ P1, P̄2 = IN ⊗ P2. Вычисляя дивергенцию функции (3.11) c уче-
том (3.12), получим

DV (ξ, ε) =

[
ξ
ε

]T (
ΦTPΦ− P

) [ ξ
ε

]
+ 2(tr[P̄1S1] + tr[P̄2S2]),(3.13)

где

P = diag
[
P̄1 P̄2

]
, Φ =

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

]
,

S1 = diag[S
(1)
1 . . . S

(N)
1 ], S2 = diag[S

(1)
2 . . . S

(N)
2 ],

S
(i)
1 =

[
S
(i)
w F (i)S

(i)
v F (i)T

0 F (i)S
(i)
v F (i)T

]
, S

(i)
2 = CF (i)S(i)

v F (i)TCT.

В соответствии с (3.13) условия теоремы 1 будут заведомо выполнены, если
потребовать выполнение следующих матричных неравенств:

ΦTPΦ− P +Q+KTR̄K � 0, P � 0,(3.14)

где Q = diag
[
Q̄1 Q̄2

]
, R̄ = IN ⊗R, K =

[
K̄1 K̄2

]
, K̄1 = IN ⊗K1H, K̄2 =

= IN ⊗K2. Матрицы Q и R здесь являются аналогами весовых матриц в за-
даче о линейно-квадратичном регуляторе. Соответствующим выбором этих
матриц можно изменять скорость сходимости процесса обучения. Относи-
тельно переменных P и K неравенства (3.14) являются нелинейными. Све-
дем их к линейным с помощью эквивалентных преобразований и введения
вспомогательных переменных. С этой целью перепишем (3.14) в виде

⎡

⎢⎢⎣

P ΦT I KT

Φ P−1 0 0
I 0 Q−1 0
K 0 0 R̄−1

⎤

⎥⎥⎦ � 0.(3.15)

Обозначим X = diag
[
X̄1 X̄2

]
= P−1, X̄1 = IN ⊗X1, X̄2 = IN ⊗X2 и введем

переменные Y1 = K1Z, Y2 = K2X2 и переменную Z как решение линейного
матричного уравнения HX1 = ZH. Тогда, умножая (3.15) слева и справа на
матрицу diag[X I I I], после несложных дополнительных преобразований
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получим следующую систему линейных матричных неравенств относительно
X, Y и Z:

⎡

⎢⎢⎢⎣

X
(
Φ̄1X + Φ̄2Y H̄Φ̄3

)T
X H̄TY T

Φ̄1X + Φ̄2Y H̄Φ̄3 X 0 0

X 0 Q−1 0

Y H̄ 0 0 R̄−1

⎤

⎥⎥⎥⎦ � 0,

X1�0, X2 � 0, HX1 = ZH,

(3.16)

где

Y =
[
Ȳ1 Ȳ2

]
, Ȳ1 = IN ⊗ Y1, Ȳ2 = IN ⊗ Y2,

Φ̄1 =

[
diag[A

(1)
11 . . . A

(N)
11 ] 0

diag[A
(1)
21 . . . A

(N)
21 ] IN ⊗ Ir

]
, Φ̄2 =

[
IN ⊗B1

IN ⊗B2

]
,

Φ̄3 =

[
IN ⊗ I2n 0

0 (L+G)⊗ Ir

]
, H̄ =

[
IN ⊗H 0

0 IN ⊗ Ir

]
.

Матрицы K1 и K2 определятся из выражений

K1 = Y1Z
−1, K2 = Y2X

−1
2 .(3.17)

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.
Те ор ем а 2. Протокол (3.2), (3.3) обеспечивает сходимость ошибки обу-

чения в сетевой системе (2.1) в смысле условия (3.1), если система линей-
ных матричных неравенств (3.16) разрешима. Матрицы протокола K1 и K2

определяются выражениями (3.17).

4. Пример

Рассмотрим группу из трех одинаковых манипуляторов с гибким пово-
ротным звеном (агентов), перемещающимся в горизонтальной плоскости с
постоянным периодом повторения. Динамика каждого агента в пространстве
состояний описывается уравнениями [41]:

ẋ(t) = Acx(t) +Bc[u(t) + wc(t)],

y(t) = Cx(t) + vc(t),
(4.1)

где x =
[
θ α θ̇ α̇

]T, θ — угол поворота сервопривода, α — угол отклонения
гибкого звена манипулятора,

Ac =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0
0 0 0 1

0
Ks

Jeq
−Beq

Jeq
0

0 −Ks (Jl + Jeq)

JeqJl

Beq

Jeq
0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Bc =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

1

Jeq

− 1

Jeq

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C =

[
1 0 0 0

]
,
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Рис. 1. Желаемая траектория.

Beq — коэффициент вязкого трения сервопривода, Ks — жесткость гибкого
звена, Jl — момент инерции гибкого звена относительно центра масс, Jeq —
момент инерции сервопривода, wc(t) и vc(t) — гауссовские белые шумы с ин-
тенсивностями Wc и Vc. Предполагая, что управление формируется компью-
тером с периодом дискретности Ts, перейдем к эквивалентной дискретной
модели, в которой учтем, что система функционирует в повторяющемся ре-
жиме:

xk[(p+ 1)Ts] = Axk[pTs] +Buk[pTs] + wk[pTs],

yk[pTs] = Cxk[pTs] + vk[pTs], k = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . , T,
(4.2)

где A= exp(AcTs), B=
∫ Ts

0 exp(Acτ)Bcdτ, w(pTs) – дискретный гауссовский бе-
лый шум с ковариационной матрицей Sw =

∫ Ts

0 exp(Acτ)BcWcB
T
c exp(AT

c τ)dτ,
v(pTs) — дискретный гауссовский белый шум с дисперсией Sv = Vc/Ts. Мо-
дель (4.2) соответствует (2.1) для t = pTs. Для расчетов и моделирования
были приняты следующие значения параметров:

Beq = 0,004 H · м/(рад/с), Ks = 1,3 H · м/рад,
Jl = 0,0038 кг · м2, Jeq = 2,08 · 10−3 кг · м2, Ts = 0,01 c.

Продолжительность цикла повторения 3 с, что при выбранном периоде дис-
кретности соответствует T = 300, и число повторений kfin = 100. Желаемая
траектория движения звена описывается уравнением

yref (t) =
πt2

6
− πt3

27
, t ∈ [0, T ] ,

график этой траектории представлен на рис. 1. Рассмотрим случай, когда
информация об этой траектории доступна лишь одному из агентов (лидеру),
остальные последовательно получают информацию один от другого (ведо-
мые). Ограничимся анализом скорости сходимости процессов обучения, для
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Рис. 2. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения для
алгоритма 1.

этого введем выборочное среднеквадратическое отклонение ошибки обучения

E(k) =

√√√√ 1

T

T∑

p=0

||êk(p)||2.(4.3)

В этом случае для простоты будем считать, что интенсивности шумов, дей-
ствующих на агентов, и шумов измерений одинаковы, т.е. W (i)

c = Wc = 10−6,
V

(i)
c = Vc = 10−4. Применим алгоритм 1. В этом алгоритме нет параметров,

кроме начальных условий, за счет которых можно изменять скорость схо-
димости процессов обучения. Случайной выборкой в классе диагональных
матриц было получено, что наилучшую скорость сходимости обеспечивает
выбор Pu,0 (t) = 10−1, Px,k (0) = 10−1In. Траектории изменения выборочных
среднеквадратических отклонений ошибки обучения представлены на рис. 2.

Результаты применения алгоритма на основе дивергентного метода век-
торных функций Ляпунова при выборе весовых матриц в виде

Q1 = diag[10−4 103 102 10−4 10−4 103 102 10−4], Q2 = 106, R = 10

представлены на рис. 3. При этом

K1 = [−28,1215 −1,2892 −0,3488 −0,0063], K2 = 14,2217.

Выбор весовых матриц основан на анализе физического смысла переменных
состояния: величина отклонения от желаемой траектории, угол отклонения
гибкого звена и угловая скорость сервомотора должны оказывать наибольшее
влияние на скорость процесса обучения. На рис. 4–6 траектории изменения
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Рис. 3. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения для
дивергентного метода ВФЛ.

Рис. 4. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения лиде-
ра для двух методов.
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Рис. 5. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения пер-
вого ведомого агента для двух методов.

Рис. 6. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения вто-
рого ведомого агента для двух методов.
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выборочных среднеквадратических отклонений ошибки обучения для двух
методов представлены в сравнении.

Приведенный пример подтверждает недостатки алгоритма УИО на основе
минимизации отклонений от эталонной модели. При использовании этого ал-
горитма ошибка обучения лидера сходится в среднем в 5–6 раз медленнее, а
для последнего ведомого агента более чем в 10 раз медленнее, чем при исполь-
зовании алгоритма на основе дивергентного метода векторных функций Ля-
пунова. Кроме того, поскольку в первом случае не используется фильтрация,
выборочные траектории среднеквадратической ошибки обучения существен-
но отличаются от монотонных, особенно для последнего ведомого агента, что
является весьма нежелательным эффектом в процессе обучения.

5. Заключение

Алгоритмы P-типа, предложенные в [18, 19], как и алгоритм [16] не ис-
пользуют фильтрацию и, очевидно, не могут существенно улучшить свойства
процесса обучения относительно алгоритма из [16]. Кроме того, в алгоритмах,
предложенных в [16, 18, 19], скорость сходимости процессов обучения мож-
но изменять лишь изменением начальных значений ковариационных матриц,
что приводит к дополнительному разбросу значений выборочных траекто-
рий ошибки обучения. С другой стороны, при использовании фильтра, оче-
видно существуют ограничения на продолжительность отдельного повторе-
ния, определяемого величиной T . При малых T на ошибку обучения будет
существенно влиять ошибка оценивания. Этот вопрос является предметом
отдельного дальнейшего исследования.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Чтобы найти матрицы усиления K1,k(t) и K2,k(t) минимизирующие
след P+, вычислим частные производные (2.11) относительно K1,k(t) иK2,k(t)
и приравняем их нулю:

∂tr [P+]

∂K1,k (t)
= −2

N∑

i=1

giP
(i,i)
u,k (t)BTCT + 2K1,k (t)

N∑

i=1

g2iCBP
(i,i)
u,k (t)BTCT +

+ 2K2,k (t)

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(j,i)
u,k (t)BTCT+

+ 2K1,k (t)

N∑

i=1

g2i (C − CA)P
(i,i)
x,k (t) (C − CA)T +

+ 2K2,k (t)
N∑

i=1

N∑

j=1

gilij (C − CA)P
(j,i)
x,k (t) (C − CA)T +

+ 2K1,k (t)

N∑

i=1

g2i

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
+ 2K2,k (t)

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
= 0,
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∂tr [P+]

∂K2,k (t)
= −2

N∑

i=1

N∑

j=1

lijP
(i,j)
u,k (t)BTCT+

+ 2K1,k (t)

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(i,j)
u,k (t)BTCT +

+ 2K2,k (t)
N∑

j=1

N∑

m=1

lij limCBP
(m,j)
u,k (t)BTCT+

+2K1,k (t)

N∑

i=1

N∑

j=1

gilij (C −CA)P
(i,j)
x,k (t) (C −CA)T +

+ 2K2,k (t)

N∑

j=1

N∑

m=1

lijlim (C − CA)P
(m,j)
x,k (t) (C − CA)T +

+2K1,k(t)
N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT+2S(i)
v

)
+2K2,k(t)

N∑

i=1

N∑

j=1

l2ij

(
CS(j)

w CT+2S(j)
v

)
= 0.

Сгруппируем слагаемые в правых частях следующим образом:

K1,k(t)

(
N∑

i=1

g2iCBP
(i,i)
u,k (t)BTCT+

N∑

i=1

g2i (C−CA)P
(i,i)
x,k (t)(C−CA)T+(Π.1)

+
N∑

i=1

g2i

(
CS(i)

w CT+2S(i)
v

))
+K2,k(t)

⎛

⎝
N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(j,i)
u,k (t)BTCT+

+
N∑

i=1

N∑

j=1

gilij (C − CA)P
(j,i)
x,k (t) (C − CA)T+

+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

))
=

N∑

i=1

giP
(i,i)
u,k (t)BTCT,

K1,k (t)

⎛

⎝
N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(i,j)
u,k (t)BTCT +

+
N∑

i=1

N∑

j=1

gilij(C−CA)P
(i,j)
x,k (t)(C−CA)T+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT+2S(i)
v

)
⎞

⎠+

+K2,k (t)

⎛

⎝
N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij limCBP
(m,j)
u,k (t)BTCT+

+

N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij lim (C −CA)P
(m,j)
x,k (t) (C − CA)T+
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+

N∑

i=1

N∑

j=1

l2ij

(
CS(j)

w CT + 2S(j)
v

)
⎞

⎠ =

N∑

i=1

N∑

j=1

lijP
(i,j)
u,k (t)BTCT.

С учетом этих соотношений и обозначений (2.13) перепишем систему (Π.1) в
виде

Kk (t)Mk (t) = Hk (t) ,

где

Kk (t) =
[
K1,k (t) K2,k (t)

]
,

откуда следует (2.12).
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О ПРОГРАММНОСТИ ТРАЕКТОРНОГО УПРАВЛЕНИЯ
НАБЛЮДЕНИЯМИ ЗА ПОДВИЖНОЙ ЦЕЛЬЮ1

В непрерывном времени рассматривается гауссовская линейно-квадра-
тичная задача управления по неполным данным стохастическим объек-
том (целью) со стороны подвижного наблюдателя с нелинейной динами-
кой. Специфика постановки состоит в том, что уравнение стохастической
динамики объекта наблюдения и собственно уравнения наблюдений зави-
сят от вектора текущего состояния наблюдателя. Цель управления наблю-
дателем — выбор рациональной траектории его движения в смысле мини-
мизации математического ожидания некоторого платежного функциона-
ла (платы). В подобного рода задачах оптимальное управление наблюде-
ниями (в рассматриваемом случае — траекторией наблюдателя) обычно
ищут в классе программных управлений, т.е. как функцию времени и на-
чальных условий. Возникает естественный вопрос: что даст расширение
класса программных управлений наблюдателем до класса позиционных,
т.е. до класса управлений, зависящих не только от времени и начальных
условий, но и от реализаций наблюдений и траектории наблюдателя к
данному моменту времени. Рассматриваются два содержательных част-
ных случая общей постановки задачи, при которых подобное расширение
не улучшает качества управления. Приводятся примеры и доказательство
теоремы.

Ключевые слова: гауссовская линейно-квадратичная задача управления
по неполным данным, подвижный наблюдатель, управление наблюде-
ниями.

DOI: 10.31857/S0005231020030095

1. Введение

Под управлением наблюдениями понимается управление процессом сбора
информации. Как правило, получаемая информация извлекается из показа-
ний разного рода датчиков, сенсоров, приемных устройств и каналов связи.
Эти данные кроме полезного сигнала почти всегда содержат и шумовые со-
ставляющие, т.е. разного рода помехи. Выделение полезных сигналов из за-
шумленных называется фильтрацией, а оптимизация этого процесса — опти-
мальной фильтрацией. Для лучшей работы оптимальных фильтров, т.е. для
более точного оценивания полезного сигнала или его функций, и применяют
управление наблюдениями. Кроме того, собственно наблюдения могут иметь
некоторую стоимость, связанную, например, с расходом энергоресурса. Оп-
тимизация процесса наблюдения дает возможность, с одной стороны, собрать

1 Опубликовать данные результаты в непрерывном времени автору рекомендовал
Р.Ш. Липцер.
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более “качественную” информацию, т.е. получить для последующей обработ-
ки более информативные данные, а с другой стороны — минимизировать
стоимость наблюдений. Первые публикации по управлению наблюдениями
появились в конце 60-х гг. XX в. [1–6]. Управление дискретно-непрерывными
наблюдениями за процессами диффузионного типа впервые рассмотрено в [7],
где была, в частности, показана возможность применения принципа макси-
мума Л.С. Понтрягина в таких задачах и исследована его достаточность.

В [8] предложен метод решения задачи управления наблюдениями с обоб-
щенными управлениями, позволяющий преобразовать такую задачу к задаче
оптимизации с обычными ограниченными управлениями. Подобная ситуация
может возникать, если точностные характеристики наблюдаемого процесса
зависят от управлений и координат управляемого процесса, как, например,
в задачах с подвижным наблюдателем [9].

Еще одно направление в управлении наблюдениями связано с задачами
планирования эксперимента. Так, в [10] изучаются оптимальные стратегии
размещения приемников и синхронизации движения для мобильных сенсор-
ных сетей в приложении к задачам отслеживания целей с помощью датчиков
дальности. Исследуются определители информационной матрицы Фишера в
2D и 3D случаях. Предлагаются алгоритмы координации движения, которые
формируют сеть мобильных датчиков.

Численное моделирование иллюстрирует, как предлагаемые алгоритмы
приводят к улучшению производительности расширенного фильтра Калмана
в сценарии отслеживания целей.

Доступное для инженеров изложение теории управления наблюдениями с
обширной библиографией представлено, например, в [11, 12].

Отличие рассматриваемой гауссовской линейно-квадратичной задачи
(Linear Quadratic Gaussian — LQG problem) управления по неполным дан-
ным стохастическим объектом от классической постановки состоит в том, что
уравнение стохастической динамики объекта наблюдения (ОН) и собственно
уравнения наблюдений зависят от вектора текущего состояния подвижного
наблюдателя.

Цель управления наблюдателем — выбор рациональной траектории его
движения в смысле минимизации математического ожидания некоторого
платежного функционала (платы).

В качестве платежного функционала рассматривается интегрально-терми-
нальный функционал типа Больца с квадратичным интеграндом по управ-
лению и фазовым координатам ОН и аддитивной терминальной частью, за-
висящей от точности оценки вектора состояния ОН, а также от состояний
наблюдателя и ОН в заданный терминальный момент T .

В момент T допускается выполнение некоторых гладких терминальных
условий, функционально связывающих состояние наблюдателя и точность
оценивания вектора состояния ОН.

Традиционно оптимальное управление наблюдениями ищут как функ-
цию времени и начальных условий, т.е. в классе программных управлений
[1–6, 11, 12]. При этом вопрос о целесообразности расширения этого класса
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до класса позиционных управлений, зависящих от вектора текущего состоя-
ния ОН, остается открытым.

В статье исследуются два содержательных частных случая общей поста-
новки задачи в непрерывном времени, при которых расширение класса про-
граммных управлений наблюдателем до класса позиционных не улучшает
качества управления. Приводятся примеры и доказательство соответствую-
щих теорем. В дискретном времени подобная постановка исследовалась в [9].

Статью предлагается рассматривать как дополнительный параграф к [11],
поскольку рассмотрению вопроса программности управления наблюдениями
в [11] посвящено несколько разделов. В частности, в [11] доказана программ-
ность управления составом измерений в классических LQG задачах как в дис-
кретном, так и в непрерывном времени. Наиболее полная, известная автору,
постановка подобной задачи в дискретно-непрерывном времени анонсирована
в [14], однако приводимые там формулировки и доказательства рассчитаны
больше на специалистов-математиков, а не на инженеров.

Актуальность и практическая значимость траекторного управления на-
блюдениями продемонстрирована, например, в [15, 16], где показано, что за
счет выбора рациональных траекторий движения беспилотных летательных
аппаратов или автономных необитаемых подводных аппаратов ошибка оцен-
ки элементов движения цели (ЭДЦ) может быть уменьшена на порядок.
Физически такое значительное улучшение точности оценок ЭДЦ связано с
проблемой наблюдаемости цели [17]. Оказывается, что за счет “правильного”
маневра наблюдателя можно резко улучшить наблюдаемость мобильной или
стационарной цели.

2. Постановка задачи

Пусть эволюция вектора состояния управляемого объекта наблюдения
описывается стохастическим дифференциальным уравнением в форме Ито
[11, 13]

dθt =
[
a0(t, xt)vt + a1(t, xt)θt

]
dt+ b(t, xt)dw1(t).(2.1)

Наблюдению доступен вектор ξt, допускающий стохастический дифферен-
циал

dξt =
[
A0(t, xt) +A1(t, xt)θt

]
dt+B(t, xt)dw2(t), ξ0 = 0,(2.2)

а вектор xt состояния наблюдателя подчинен уравнению

ẋt = f(t, xt, ut).(2.3)

Здесь и далее t ∈ [0, T ], T и x0 заданы, а каждый из векторов θt, vt, ut,
ξt, xt, w1(t), w2(t) имеет произвольный конечный размер. Размеры матриц-
коэффициентов в (2.1) и (2.2) соответствуют данным векторам. Входящие в
(2.1) и (2.2) независимые стандартные винеровские процессы w1(t) и w2(t) не
зависят от гауссовского вектора θ0 с заданными E θ0 = m0 и cov(θ0, θ0) = γ0,
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где E— символ математического ожидания. Управление ut наблюдателя стес-
нено ограничением

ut ∈ U ⊂Rr,(2.4)

где U — некоторый r-мерный компакт. Предполагается, что функция f(·)
непрерывна по t и непрерывно дифференцируема по xt и ut. Требуется так
выбрать управление vt = v(t, xt0, ξ

t
0) объектом и управление ut = u(t, xt0, ξ

t
0)

наблюдателем, чтобы минимизировать критерий (плату)

J = E

⎧
⎨

⎩g1T (θT , xT , γT ) +

T∫

0

gt(θt, vt)dt

⎫
⎬

⎭ ,(2.5)

где

g1T (θT , xT , γT ) = G(T, xT , γT ) + θ∗ThθT ,
gt(θt, vt) = θ∗tH(t)θt + v∗tR(t)vt.

Здесь ∗ — символ транспонирования. Заданные матрица h и борелевские по t
матричные функции H(t) и R(t) предполагаются симметрическими и неотри-
цательно определенными соответствующих размеров, причем элементы мат-
рицы R−1(t) равномерно ограничены. В момент T допустимо выполнение
терминального условия

Φ(T, xT , γT ) = 0,(2.6)

где

γT = E
{[
θT −E(θT /x

T
0 , ξ

T
0 )
][
θT −E(θT/x

T
0 , ξ

T
0 )
]∗
/xT0 , ξ

T
0

}
.

Здесь через E(·/xT0 , ξT0 ) обозначено условное математическое ожидание при
условии Fxξ

T , где Fxξ
T = σ{ω : xs, ξs, s � T} — σ-алгебра, порожденная тра-

екториями xT0 = {xs, s � T} и ξT0 = {ξs, s � T}. Функции G(·) и Φ(·) пред-
полагаются непрерывно дифференцируемыми по совокупности аргумен-
тов. Запись v(t, xt0, ξ

t
0) и u(t, xt0, ξ

t
0) свидетельствует о том, что компоненты

управлений являются функционалами времени t, реализации наблюдений
ξt0 = {ξs, s � t} и реализовавшейся траектории наблюдателя xt0 = {xs, s � t}.

3. Вспомогательные предложения

Решению задачи предпошлем вспомогательные пр е д л ожения, доказа-
тельства которых можно найти в [13].

1◦. Пусть S(t, xt) — любая из матриц-коэффициентов в (2.1), (2.2), тогда
достаточными условиями для существования

mt = E(θt/x
t
0, ξ

t
0), γt = E{(θt −mt)(θt −mt)

∗/xt0, ξ
t
0}
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будут поэлементное выполнение неравенства

E[S(t, xt)S
∗(t, xt)] < ∞(3.1)

и требование равномерной по t ограниченности матриц S(t, xt), т.е. поэле-
ментно

|Sij(t, xt)| < const,(3.2)

где xt — любое из множества t-достижимости траектории xt0.

Опр е д е л е н и е. Fxξ
t -измеримые функционалы v(t, xt0, ξ

t
0) и u(t, xt0, ξ

t
0) бу-

дем называть допустимыми управлениями, если u(t, xt0, ξ
t
0) удовлетворя-

ет ограничению (2.4), компоненты vj(·) вектора v(t, xt0, ξ
t
0) удовлетворяют

неравенству

E

T∫

0

∑

j

[
vj(t, x

t
0, ξ

t
0)
]4
dt < ∞

и подстановка v(t, xt0, ξ
t
0) и u(t, xt0, ξ

t
0) в (2.1), (2.2) не нарушает условий (3.1),

(3.2).

В дальнейшем будем рассматривать только допустимые управления.
2◦. Имеет место следующее равенство условных математических ожи-

даний

E(·/xt0, ξt0) = E(·/xt, ξt0) = E(·/ξt0).(3.3)

Равенство (3.3) следует из измеримости при любом t случайной величины xt
относительно σ-алгебры Fξ

t , другими словами Fxξ
t = Fξ

t .
3◦. Поскольку управления v(t, xt0, ξ

t
0) и u(t, xt0, ξ

t
0) являются Fξ

t -измеримы-
ми функционалами, то система (2.1), (2.2) находится в рамках условно-
гауссовской схемы [11, 13], а именно: условные распределения вероятностей

P (θt � α, ξt � β, xt � δ/xt0, ξ
t
0) = P (·/ξt0),

P (θt � α/xt0, ξ
t
0) = P (θt � α/ξt0)(3.4)

являются гауссовскими, причем параметры

mt = E(θt/ξ
t
0), γt = E

{
(θt −mt)(θt −mt)

∗/ξt0
}

распределения (3.4) подчинены стохастическим дифференциальным уравне-
ниям условно-гауссовской фильтрации [11, 13] (здесь и далее аргументы в
матричных коэффициентах опущены)

dmt = [a0vt + a1mt]dt+ γtA
∗
1[BB∗]−1[dξt − (A0 +A1mt)dt],(3.5)

γ̇t = a1γt + γta
∗
1 + bb∗ − γtA

∗
1[BB∗]−1A1γt,(3.6)

где m0 = Eθ0, γ0 = cov(θ0, θ0) — заданы.
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4◦. Следствием п. 3◦ является выполнение равенства

E
{
gt
(
θt, ξt, xt, v(t, x

t
0, ξ

t
0), u(t, x

t
0, ξ

t
0)
)
/ξt0
}
= ḡt(mt, γt, ξt, vt, ut),

где gt(·) и ḡt(·) — борелевские функции по совокупности переменных.
5◦. В предположении п. 1◦, случайный процесс

w̄t =

t∫

0

B−1[dξs − (A0 +A1ms)ds](3.7)

— винеровский. В связи с этим процессы ξt и mt допускают представление

dξt = [A0 +A1mt]dt+Bdw̄t,(3.8)

dmt = [a0vt + a1mt]dt+ γtA
∗
1[B

∗]−1dw̄t.(3.9)

4. Основные результаты

Как и в дискретном времени, рассмотрим два случая [9].
Случай I. Коэффициенты a0 и a1 в уравнении (2.1) не зависят от xt, т.е.

dθt = [a0(t)vt + a1(t)θt]dt+ b(t, xt)dw1(t).(4.1)

Случай II. В уравнении (2.1) отсутствует управление vt, т.е.

dθt = [a0(t, xt) + a1(t, xt)θt]dt+ b(t, xt)dw1(t),(4.2)

а критерий (2.5) имеет терминальный вид

J = EG(T, xT , γT ).(4.3)

Решение задачи в случае I. Воспользовавшись свойством условных мате-
матических ожиданий [11, 13], перепишем критерий (2.5) в виде

J = E
{
E[G(T, xT , γT ) + θ∗ThθT /ξ

t
0]
}
+E

T∫

0

{
E[θ∗tH(t)θt/ξ

t
0] + v∗tR(t)vt

}
dt=

= E

⎧
⎨

⎩G(T, xT , γT ) +m∗
ThmT + trh1/2γTh

1/2 +

+

T∫

0

[m∗
tH(t)mt + trH1/2(t)γtH

1/2(t) + v∗tR(t)vt]dt

⎫
⎬

⎭
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(здесь tr — оператор следа матрицы) или

J = E

⎧
⎨

⎩ḡ1T (mT , γT , xT ) +

T∫

0

ḡt(mt, γt, vt)dt

⎫
⎬

⎭ ,(4.4)

где обозначено

ḡ1T (mT , γT , xT ) = G(T, xT , γT ) +m∗
ThmT + trh1/2γTh

1/2,

ḡt(mt, γt, vt) = m∗
tH(t)mt + trH1/2(t)γtH

1/2(t) + v∗tR(t)vt.

Задачу минимизации критерия (4.4) разобьем на два этапа. На первом этапе
проведем минимизацию критерия (4.4) по управлению vt = v(t, xt0, ξ

t
0) объ-

екта при произвольном программном управлении ut = u(t) наблюдателя. На
втором этапе покажем, что оптимальное управление наблюдателем, по су-
ти, программно, т.е. расширение класса управлений наблюдателем до клас-
са функционалов u(t, xt0, ξ

t
0) не улучшает качества управления. Далее сфор-

мулируем задачу оптимального управления, из решения которой находится
управление наблюдателем.

Итак, начнем с первого этапа. Зафиксируем произвольное программное
управление ût = û(t) наблюдателем. При этом траектория xt0 наблюдателя
будет также программной, т.е. матричные коэффициенты в уравнениях (4.1)
и (2.3) будут детерминированными. Условная ковариация γt (см. (3.6)) тоже
будет детерминированной функцией времени. Критерий (4.4), рассматривае-
мый как функционал J(u, v) от управлений, при фиксированном программ-
ном управлении ût = û(t) превращается в функционал

J(û, v) = Ĵ(v).(4.5)

Решение задачи минимизации критерия (4.5) известно [11, 13] и имеет вид

ṽ(t, ξt0) = −L(t)m̃t,(4.6)

где

L(t) = R−1a∗0(t)q(t).

Знак тильда над mt в (4.6) означает, что условное математическое ожида-
ние mt вычисляется при воздействии управления (4.6), т.е. m̃t удовлетворяет
уравнению (см. (3.7)–(3.9))

dm̃t = [a1(t)− a0(t)L(t)]m̃tdt+ γtA
∗
1[B

∗]−1dw̃t,(4.7)

где

w̃t =

t∫

0

B−1[dξ̃s − (A0 +A1m̃s)]ds,(4.8)
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dξ̃t = [A0 +A1m̃t]dt+Bdw̃t.(4.9)

Здесь ξ̃t — отвечающий управлению (4.6) процесс наблюдений. Симметриче-
ская, неотрицательно определенная матрица q(t) в (4.6) удовлетворяет урав-
нению Риккати

−q̇(t) = a∗1(t)q(t)+ q(t)a1(t)+H(t)v − q(t)a0(t)R
−1(t)a∗0(t)q(t), q(T ) = h.(4.10)

Приведем доказательство этого результата. Для задачи с фиксирован-
ным ût = û(t) определим функцию Беллмана Vt(m). Уравнение Беллмана
для Vt(m) имеет вид

min
vt

{LvVt(m) + ḡt(m,γt, vt)
}
= 0(4.11)

с граничным условием

VT (m) = ḡ1T (m,γT , xT ),(4.12)

где оператор

Lv =
∂

∂t
+
[
a0vt + a1m

]∗ ∂

∂m
+

1

2
tr

{
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γt

∂2

∂m2

}
.

Решение уравнений (4.11), (4.12) будем искать в виде

Vt(m) = m∗q(t)m+Qt,(4.13)

где q(t) — симметрическая, неотрицательно определенная матрица, непре-
рывная и дифференцируемая по t. Функция Qt также непрерывная и диф-
ференцируемая по t.

Подстановка (4.13) в (4.11) дает (аргумент t в q(t) опущен)

min
vt

{
m∗q̇m+

∂Qt

∂t
+
[
a0vt + a1m

]∗
qm+m∗q

[
a0vt + a1m

]
+

+ trγtA
∗
1[BB∗]−1A1γtq +m∗H(t)m+ trH1/2(t)γtH

1/2(t) + v∗tR(t)vt

}
= 0

или, группируя члены, получаем

m∗[q̇ + a∗1q + qa1 +H
]
m+

∂Qt

∂t
+ tr

{
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γtq +H1/2γtH

1/2
}
+

+min
vt

{
v∗t a

∗
0qm+m∗qa0vt + v∗tRvt

}
= 0.(4.14)

В (4.14) минимум квадратичной по vt формы достигается при

ṽt = −L(t)m,(4.15)

где обозначено

L(t) = R−1(t)a∗0(t)q(t).(4.16)
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Подставляя (4.15), (4.16) в (4.14), находим

m∗[q̇ + a∗1q + qa1 +H
]
m+

∂Qt

∂t
+ tr

{
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γtq +H1/2γtH

1/2
}
−

− 2m∗qa0[R−1]∗a∗0qm+m∗qa0[R−1]∗RR−1a∗0qm

или (в силу [R−1]∗ = R−1)

m∗[q̇ + a∗1q + qa1 +H − qa0R
−1a∗0q

]
m+

∂Qt

∂t
+

+ tr
{
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γtq +H1/2γtH

1/2
}
= 0.

(4.17)

Для обеспечения равенства (4.17) и граничного условия (4.12) выберем q(t)
и Qt следующим образом. Потребуем, чтобы q(t) удовлетворяло уравне-
нию (4.10), а Qt равнялось

Qt = G(T, xT , γT ) + trh1/2γTh
1/2 +

+

T∫

t

tr
{
H1/2(s)γsH

1/2(s) + γsA
∗
1[BB∗]−1A1γsq(s)

}
ds.

(4.18)

Подставляя теперь управление ṽt из (4.15) в уравнения (3.7)–(3.9), отмечая
знаком ∼ (тильда) переменные, отвечающие закону управления (4.15), полу-
чим уравнения (4.7)–(4.9). Для доказательства оптимальности управления ṽt
вычислим EV0(m0). Для этого продифференцируем по Ито функцию

Vt(m̃t) = m̃∗
t q(t)m̃t +Qt(4.19)

в силу системы (4.7). Получаем

VT (m̃T ) = V0(m0) +

T∫

0

∂Vt

∂t
dt+

T∫

0

∂Vt

∂mt
dm̃t +

+
1

2

T∫

0

tr

{[
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γt

]∂2Vt

∂m2
t

}
dt.

Беря в последнем выражении математическое ожидание от обеих частей, на-
ходим

EV0(m0) = E

⎧
⎨

⎩VT (m̃T )−
T∫

0

LṽVt(m̃t)dt

⎫
⎬

⎭ ,(4.20)

где

Lṽ =
∂

∂t
+ 2
[(
a1(t)− a0(t)L(t)

)
m̃t

]∗ ∂

∂mt
+

1

2
tr

{[
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γt

] ∂2

∂m2
t

}
.
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Далее, согласно (4.11)

LṽVt(m̃t) + ḡt
(
m̃t, γt, ṽt

)
= 0,(4.21)

т.е.

−LṽVt(m̃t) = m̃∗
tH(t)m̃t + trH1/2γtH

1/2 + ṽ∗tR(t)ṽt.

Заметим попутно, что в равенстве (4.21) можно убедиться и непосредственно,
вычисляя LṽVt(m̃t), где Vt(m̃t) из (4.19). Следовательно (4.20) запишется в
виде

EV0(m0) = E

⎧
⎨

⎩VT (m̃T )+

T∫

0

[
m̃∗

tH(t)m̃t + trH1/2(t)γtH
1/2(t) + ṽ∗tR(t)ṽt

]
dt

⎫
⎬

⎭ ,

где

VT (m̃T ) = ḡ1T (m̃T , γT , xT ) = G(T, xT , γT ) + m̃∗
Thm̃T + trh1/2γTh

1/2.

Итак, получили, что

EV0(m0) = E

⎧
⎨

⎩ḡ1T (m̃T , γT , xT ) +

T∫

0

ḡt(m̃t,γt, xt)dxt

⎫
⎬

⎭ = J(û(t),ṽt).(4.22)

Покажем, что если при фиксированном ût = û(t) взять произвольное допу-
стимое управление vt = v(t, ξt0), то значение платежного функционала (кри-
терия) будет не меньше J(û(t), ṽt), т.е. что

J
(
û(t), ṽt

)
� J

(
û(t), v(t, ξt0)

)

или

Ĵ(ṽt) � Ĵ
(
v(t, ξt0)

)
.

Действительно, при произвольном vt = v(t, ξt0) согласно (4.11) имеем

LvVt(mt) + ḡt(mt, γt, vt) � 0,(4.23)

где mt удовлетворяет уравнениям (3.9) и (3.5), vt = v(t, ξt0). Применение фор-
мулы Ито к функции Vt(mt) в силу (3.9) дает

VT (mT ) = V0(m0) +

T∫

0

∂Vt

∂t
dt+

T∫

0

∂Vt

∂mt
dmt +

+
1

2

T∫

0

tr

{[
γtA

∗
1[BB∗]−1A1γt

]∂2Vt

∂m2
t

}
dt.
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Беря математическое ожидание от обеих частей последнего равенства, с уче-
том (4.23) получаем

EV0(m0) = E

⎧
⎨

⎩VT (mT )−
T∫

0

LvVt(mt) dt

⎫
⎬

⎭ �

� E

⎧
⎨

⎩VT (mT ) +

T∫

0

ḡt(mt, γt, vt) dt

⎫
⎬

⎭ =

= J
(
û(t), v(t, ξT0 )

)
= Ĵ

(
v(t, ξt0)

)
,

но в силу (4.22) EV0(m0) = J
(
û(t), ṽt

)
, значит,

J
(
û(t), ṽt

)
� J

(
û(t), v(t, ξt0)

)
,

что и завершает доказательство.
Итак, при программном управлении ut = u(t) управление ṽt объектом оп-

тимально. Пусть теперь ũt = ũ(t) — оптимальное программное управление
наблюдениями, отвечающее управлению ṽt объекта. Далее покажем, что все-
гда справедливо неравенство

J
(
ũ(t), ṽt

)
� J

(
u(t, ξt0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
.(4.24)

Для этого прежде всего заметим, что согласно (4.22)

J
(
u(t), ṽt

)
= EV0(m0) = E

{
m∗

0q(0)m0 +Q0

}
=

= E

⎧
⎨

⎩m∗
0q(0)m0 +G(T, xT , γT ) + trh1/2γTh

1/2 +

+

T∫

0

tr
[
H1/2(s)γsH

1/2(s) + γsA
∗
1[BB∗]−1A1γsq(s)

]
ds

⎫
⎬

⎭ .

(4.25)

Теперь рассмотрим вспомогательную задачу минимизации критерия

I
(
u(t)

)
= m∗

0q(0)m0 +G(T, xT , γT ) + trh1/2γTh
1/2 +(4.26)

+

T∫

0

tr
[
H1/2(s)γsH

1/2(s) + γsA
∗
1[BB∗]−1A1γsq(s)

]
ds

при связях (2.3), (3.6) и ограничениях (2.4), (2.6). Критерий (4.26) отлича-
ется от (4.25) отсутствием знака математического ожидания. Имеет место
теорема.

Те ор ем а. Если среди допустимых управлений u(t, ξt0, x
t
0) существует

детерминированное ˜̃u(t), удовлетворяющее неравенству

I
(
˜̃u(t)

)
� I
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
,

то неравенство (4.24) оказывается справедливым, причем ˜̃u(t) = ũ(t).
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Дока з а т е л ь с т в о. Зафиксируем некоторые допустимые произвольные
управления u(t, ξt0, x

t
0) и v(t, ξt0, x

t
0) и пусть ξ = (ξt0)t�0 и x = (xt0)t�0 — от-

вечающие этим управлениям наблюдения и траектория наблюдателя. При
фиксированных функциональных зависимостях u(t, ξt0, x

t
0) и v(t, ξt0, x

t
0) опре-

делим функционал I
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
по формуле (4.26), где γt — решение урав-

нения (3.6), в котором коэффициенты b,B и A1 зависят как от t, так и от xt,
отвечающее, в свою очередь, управлению u(t, ξt0, x

t
0), т.е. γt = γ(t, ξt0). В силу

предположения теоремы

I
(
˜̃u(t)

)
� I
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
,

поэтому

EI
(
˜̃u(t)

)
= I
(
˜̃u(t)

)
� EI

(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
.

Но согласно (4.25) в силу детерминированности ˜̃u(t)

J
(
˜̃u(t), ṽt

)
= I
(
˜̃u(t)

)
= EI

(
˜̃u(t)

)
.

Значит, для доказательства теоремы достаточно показать, что

EI
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
� J

(
u(t, ξt0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
.(4.27)

С этой целью рассмотрим функцию Беллмана Vt

(
m, ξT0 , x

T
0

)
. Уравнение Белл-

мана будет аналогично (4.11), с той лишь разницей, что γt и vt в (4.11), (4.12)
будут функционалами от ξt0 и xt0, т.е. γt = γ

(
t, ξt0, x

t
0

)
, vt = v

(
t, ξt0, x

t
0

)
. При

этом в силу зависимости ut = u
(
t, ξt0, x

t
0

)
коэффициенты b, B и A1 также ока-

зываются функционалами от ξt0 и xt0. Уравнение Беллмана имеет вид

min
v

{LvVt

(
m, ξT0 , x

T
0

)
+ ḡ
(
m,γ(t, ξt0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)}

= 0.(4.28)

Решение уравнения (4.28) будем искать в виде

Vt

(
m, ξT0 , x

T
0

)
= m∗q(t)m+Qt

(
ξT0 , x

T
0

)
,

где q(t) удовлетворяет (4.10), а Qt

(
ξT0 , x

T
0

)
удовлетворяет (4.18) при γt =

= γ
(
t, ξt0, x

t
0

)
. Минимум в (4.28) достигается на управлении (4.15), а имен-

но: ṽt = −L(t)m. Теперь продифференцируем по Ито функцию Vt

(
mt, ξ

T
0 , x

T
0

)

в силу системы (3.9), где mt отвечает некоторым управлениям u(t, ξt0, x
t
0) и

v(t, ξt0, x
t
0). Получаем

EV0

(
m0, ξ

T
0 , x

T
0

)
= E

⎧
⎨

⎩VT

(
mT , ξ

T
0 , x

T
0

)−
T∫

0

LvVt

(
mt, ξ

T
0 , x

T
0

)
dt

⎫
⎬

⎭ .(4.29)

Если v
(
t, ξt0, x

t
0

) �= −L(t)m, то согласно (4.28)

LvVt

(
m, ξT0 , x

T
0

)
+ ḡt

(
m,γ(t, ξt0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
� 0.(4.30)
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В частности, (4.30) верно и для m = mt, отвечающему u(t, ξt0, x
t
0) и v(t, ξt0, x

t
0).

Значит, из (4.29) и (4.30) вытекает, что

EV0

(
m0, ξ

T
0 , x

T
0

)
�

� E

⎧
⎨

⎩VT

(
mT , ξ

T
0 , x

T
0

)
+

T∫

0

ḡt
(
mt, γ(t, ξ

t
0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
dt

⎫
⎬

⎭ =(4.31)

=E

⎧
⎨

⎩ḡ1T
(
mT , γ(T, ξ

T
0 , x

T
0 ), x(T, ξ

T
0 , x

T
0 )
)
+

T∫

0

ḡt
(
mt, γ(t, ξ

t
0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
dt

⎫
⎬

⎭.

Но в неравенстве (4.31) левая часть равна

EV0

(
m0, ξ

T
0 , x

T
0

)
= E

{
m∗

0q(0)m0 +Q0

(
ξT0 , x

T
0

)}
=

= E

⎧
⎨

⎩m∗
0q(0)m0 +G

(
T, x(T, ξT0 , x

T
0 ), γ(T, ξ

T
0 , x

T
0 )
)
+ trh1/2γ(T, ξT0 , x

T
0 )h

1/2 +

+

T∫

0

tr
[
H1/2γsH

1/2 + γsA
∗
1[BB∗]−1A1γsq(s)

]
ds

⎫
⎬

⎭ = EI
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
,

где γs = γ(s, ξs0, x
s
0). В свою очередь правая часть в (4.31) равна

J
(
u(t, ξt0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
. Итак, имеет место неравенство

EI
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
� J

(
u(t, ξt0, x

t
0), v(t, ξ

t
0, x

t
0)
)
,

т.е. выполнено (4.27). Наконец, по условию теоремы I
(
˜̃u
)
� I
(
ũ
)
, а из опреде-

ления ũ следует обратное неравенство I
(
ũ
)
� I
(
˜̃u
)
. Откуда ˜̃u(t) = ũ(t). Тео-

рема доказана.
Теперь рассмотрим случай II, где динамика объекта описывается уравне-

нием (4.2), а критерий имеет вид (4.3). Отметим прежде всего, что критерий
(4.3) зависит лишь от переменных xt и γt (при t = T ), подчиненных урав-
нениям (2.3), (3.6). Далее, как и в случае I, рассмотрим вспомогательную
детерминированную задачу оптимального управления системой (2.3), (3.6) с
ограничением (2.4), терминальным условием (2.6) и критерием

I
(
u(t)

)
= G

(
T, xT , γT

)
,

отличающимся от (4.3) отсутствием знака математического ожидания. Реше-
ние вспомогательной задачи определит оптимальное программное управле-
ние ũt = ũ(t), на котором

Ĩ = inf
u

I
(
u(t)

)
= I
(
ũ(t)

)
� I
(
u(t)

)
.

Теперь рассмотрим произвольное допустимое управление u(t, ξt0, x
t
0). На этом

управлении будет, очевидно, выполняться неравенство

Ĩ = I
(
ũ(t)

)
� I
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
.(4.32)
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Беря в (4.32) математическое ожидание от обеих частей, получаем

Ĩ = I
(
ũ(t)

)
= EĨ � EI

(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
= J

(
u(t, ξt0, x

t
0)
)
.

Из последнего неравенства видно, что нижняя грань Ĩ функционала
J
(
u(t, ξt0, x

t
0)
)

исходной задачи достигается, например, при программном
управлении ũ(t).

5. Пример

В качестве примера приведем задачу преследования, аналогичную рас-
смотренной в [9] в дискретном времени. Пусть преследователь P и цель E
движутся по прямой в одном направлении, причем E движется равномерно
со своей максимально возможной скоростью. Уравнение движения цели E
(ненаблюдаемый процесс)

dθ(t) = a1θ(t)dt, t ∈ [0, T ], T – задано.(5.1)

Здесь θ(t) =
(
θ1(t), θ2(t)

)
— двумерный вектор-столбец состояния цели, где

θ1(t) — координата, θ2(t) — скорость. Матрица a1 имеет вид

a1 =

(
0 1
0 0

)
.(5.2)

Начальное условие θ(0) — гауссовский вектор с заданными средним зна-
чением θ0 > 0 (неравенство покомпонентное) и ковариационной матрицей
γ = diag{α, β}, где α > 0 и β > 0 — известные числа.

Динамика преследователя (мобильного наблюдателя) описывается урав-
нениями

{
Ẋ1(t) = X2(t), X1(0) = 0,

Ẋ2(t) = u(t)− μX2(t), X2(0) = 0.
(5.3)

Здесь u(t) — управление преследователя, подчиненное ограничению

0 � u(t) � ū,(5.4)

μ — заданная константа.
Наблюдению доступна текущая дистанция до цели с некоторой аддитив-

ной помехой

dξ(t) = θ2(t)dt−X2(t)dt+BtdWt,(5.5)

где Wt — стандартный винеровский процесс, играющий роль генератора по-
мехи в наблюдениях, а

Bt = b0 − b1X1(t) + b2X2(t)(5.6)
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Таблица 1. Параметры моделирования
ū μ b0 b1 b2 α0 β0 κ0

0,7 18 0,2 0,12 0,2 1,0 0,2 0

Таблица 2. Результаты моделирования
ν 1,0 1,5 2,0
J∗ 0,6817 –8,7716 –18,2359
J0 1,8750 1,8750 1,8750
J1 1,8229 1,6243 1,4257
uopt 1100000000 1110000000 1111000000

— “интенсивность” помехи, линейно зависящая от скорости преследовате-
ля X2(t) и его текущей координаты X1(t), bi > 0, i = 0, 1, 2. Другими словами,
с ростом скорости преследования помеха в наблюдениях растет, а с умень-
шением расстояния до цели — убывает. Преследователю необходимо, с одной
стороны, максимально сблизиться с целью за время преследования T , а с
другой — реализовать процесс сближения так, чтобы к моменту T поточнее
определить элементы движения цели. По этой причине в качестве критерия
рассмотрим функционал [9]

J = −νX1(T ) + trγT → min
u

,(5.7)

где ν > 0 — заданная константа, а γT — терминальное значение ковариаци-
онной матрицы ошибок оценивания γt.

Система (5.1)–(5.6) находится в рамках условно-гауссовской схемы филь-
трации [11, 13], поэтому элементы γij(t), i, j = {1, 2}, ковариационной матри-
цы γt подчинены следующим уравнениям (для упрощения обозначений поло-
жим далее αt = γ11(t), βt = γ22(t), κt = γ12(t) = γ21(t)):

⎧
⎪⎨

⎪⎩

α̇t = −κ2tB
−2
t + 2κt,

κ̇t = −κtβtB
−2
t + βt,

β̇t = −β2
tB

−2
t .

(5.8)

Соотношения (5.3)–(5.8) задают терминальную задачу оптимального управ-
ления, которая удовлетворяет принципу максимума Л.С. Понтрягина.

Решение данной задачи при T = 10 и исходных параметрах из табл. 1 при-
ведено в табл. 2.

В табл. 2 строки J∗, J0 и J1 отвечают значениям критериев соответственно
при оптимальном управлении, управлениях u≡ 0 и u≡ ū. Реализации опти-
мального управления как функции времени символически изображены после-
довательностями нулей и единиц c одинаковыми временны́ми интервалами
между символами, где единица соответствует u(t)≡ ū, а ноль — u(t)≡ 0.

6. Заключение

В непрерывном времени в LQG задаче стохастического управления по
неполным данным для двух содержательных случаев приведено доказатель-
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ство программности траекторного управления наблюдениями со стороны по-
движного наблюдателя, динамика которого описывается нелинейным диф-
ференциальным уравнением. Идеологически статья примыкает к исследова-
ниям [11].
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